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С У З  Б О Ш И

Ушбу укув к^лланма педагогика институтлари ва 
универсигегтар анинг физика ва математика факультет- 
лари талабалари учун муатлифларнинг „Алгебра ва 
сонлар назарияси11 УКУВ кулланмаси I кисмининг даво- 
мидир. Бу цулланма янги дастур буйича ёзилган булиб, 
унда бутун сонлар халхасида булиниш назарияси, тал- 
косламалар назарияси, халца, бутунлик со^алари, илеал- 
лар, бир номаълумли купхадлар, куп номаълумли куп
хадлар, рационал, хакикий вэ комплекс сонлар май
дони устидаги купхадлар, алгебраик ва трансцендент 
кенгайтмалар каби тушунчаларга катта эътибор берил- 
ди. Хар бир параграфда назарияни чуцур узлаштириш 
учун мисоллар келтирилди.

Ушбу укув куллапмапи синчиклаб укиб, фойдали 
маслартларини бергаа УзОекисгон Фаилар Академия- 
сининг мухбир аъзосн, физика-математика фанлари док-
тори, про рессор Ш. А. Аюпов, Узбекистан Фанлар 
Академиясииинг В. И. Романовский иомидаги матема
тика илмий-текшириш института катта илмий ходим- 
лари, физика-математика фанлари номзодлари, доцент- 
лар М. А. Бердикулов - ва И. А. Аллаков, Хоразм 
Давлат университета алгебра кафедраси мудири, фи
зика-математика фанлари номзоди, доцент И. Абдул- 
лаевларга уз миннатдорчилигимизни изхор этамиз,

М у а л л а ф л а р
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1 б о б .  БУТУН СОНЛАР х;а л к а с и д а  б у л и н и ш  
НАЗАРИЯСИ

1-§. Бутун сонлар ва улар устида амаллар

Натурал сонлар тупламида ушбу
Ь +  х  =  а ( I)

тенглама факат а > Ь  булганда ва факат шундагина 
х = а  — Ь ечимга эга булади дамда у а  ва b сонлар- 
нинг айирмаси  дейилади. Боищача айтганда, а  > 6  
булса, (I) тенгламанинг ечими бир жуфт (а; Ь) нату
рал сонлар ёрдамида аницланади. Агар а<Ь  булса, (1) 
тенглама натурал сонлар тупламида ечимга эга эмас. 
Натурал сонлар тупламини шундай кенгайтириш ке- 
ракки, у кенгайтмада ( 1) тенглама доимо ечимга эга 
булсин. Шу ма< алага батафсил тухталиб утамиз.

Фараз килайлик,
Ь +  х  =  а ва d - \ - y = c

тенгламаларнинг ечимлари мавжуд булиб, улар устма- 
уст тушсин. Бу иккита тенгламанинг ечимлари топил- 

, ган Деб фараз килиб, биринчи тенгламанинг иккала 
томонига d  ни, иккинчи тенгламанинг иккала томони- 
га эса b ни кушамиз:

d Jr b - \ - x  = d - sr a, b +  d + y ^ b  +  c.
Бу тенгламалардан куринадики, агар х  ва у  лар биз 
Кураётган кенгайтманинг битта элементи булса, у дол- 
да бу кенгайтмада

d  4- а  =  b с (2)
тенглик бажарилиши керак. Фараз килайлик

b х  =  а ва d у  =  с
тенгламаларнинг ечимлари мос равишда (а; Ь) ва (с; d) 
жуфтликлар ёрдамида аникланган булсин. У долда

(b -f- d ) -j- (х 4- у) =  d с (3)
тенглама досил булади. Бундан х  ва у нинг х  +  у йи
гиндиси (а  +  с; b- \-d )  жуфтлик ёрдамида аникланар 
экан.

Энди мос равишда (а; b ) ва (с; d) жуфтликлар ёр
дамида аникланувчи х  ва у  элементларнинг х  у  ку-
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пайтмаси кандай жуфтлик ёрдамида аникланишини из- 
лаймиз. Бунинг учун b-\-x*=a, d 4- у  =  с тенгламалар- 
ни ^адлаб купайтирамиз. У холда

bd +  d x  -j- by +  x y  = ac

тенглама хосил булади. Бу тенгламанинг иккала кис- 
мига bd ни кушиб, куйидаги тенгламани хосил кила
миз:

bd  +  d x  +  bd +  by +  x y  =  ас -J- I d, 
d(b 4 - x)  +  b d  4 - y) 4- x y  =  ac +  bd, 

ad  4  be 4- x y  =  ac 4- bd
Демак, x - y  купайтма (ac-\-bd , ad  -j- be) жуфтлик 

ёрдамида аникланар экан.
Маълумки,натурал сонлар туплами N  тартибланган 

тупламдир, яъни хар кандай (а\ Ь) натурал сонлар 
жуфтлиги учун а = й ,  а>Ь, а < Ь  муносабатлардан бит- 
таси ва факат биттаси уринли булади.

1 - т а ъ р и ф .  Агар a =  b, а >  b ёки а  < 6  муноса- 
батлар уринли булса, у холда (а, Ь) жуфтлик мос ра
вишда ноль, мусбат ёки манфий жуфтлик  дейилади,

2 - т а ъ р и ф .  Агар а-\- d — b 4- с тенглик уринли 
булса, у >;олда (а; Ь) ва (с; d) жуфтликлар эквивалент 
ж уф т лик лар  дейилади.

Бошкача айтганда, бу таърифга кура
( V  а, Ь, с, d  £ АО (а 4  d =  b 4- с) =>• ((а; Ь)сл(с; d)).

Биз (а; Ь) куринишдаги барча жуфтликлар тупламини 
Z  оркали белгилаймиз. 2 - таърифга кура Z  тупламда 
эквивалентлик муносабати аникланган.

Маълумки, эквивалентлик муносабати шу муносабат 
аникланган тупламни эквивалентлик синфларга ажра- 
тар эди (I кием, I боб), яъни 2-таърифдаги эквива
лентлик муносабати каралаётган (а\ Ь) жуфтликлар *о- 
сил килган эквивалент синфлар туплами фактор-туплам 
деб аталар эди. Шу фактор тупламнинг элементларини 
бутун сонлар деб кабул киламиз.

3- т а ъ р и ф .  (о; Ь) куринишдаги жуфтликларнинг 
хар бир эквивалентлик синфи бутун сон дейилади.

Бошкача айтганда (а Ь) жуфтликка а — b бутун 
сон мос куйилади. Ушбу п ^ \ \ а  + п\ а )} акслантириш 
натурал сонлар туплами N, бутун сонлар туплами Z  
нинг кием туплами эканини курсатади. А тупламдаги 
кушиш ва купайтириш амалига Z  тупламда аниклан-
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\ а \

ran кушиш ва купайтириш амаллари мос келади. Ха* 
Кицаган,

п +  т  — {(а +  а +  т\ а)}, п т  ((а -\-п-т\ а)}.
Шундай цилиб, жуфтликлар синфига, бу
синфнинг аницланишига асосан, п натурал сон мос 
куйилади. Iа ; а) жуфтликлар синфини ноль билан бел- 
гнлайлик. Аммо (а +  п: а) +  (a-, а +  «) =  (&; k) булга
ни учун (и, а +  п) жуфтлик [а-\-п\ а) жуфтликка ца-  
рчма-царши элемент  дейилади ва — п каби белгилана
ди хамда — ( — п ) = п  деб юритилади.

Шундай килиб, бутун сонлар туплами натурат сон
лар тупламининг кенгайтмасидан иборат булиб, бу 
тупламца ( 1) тенглама доимо ечимга эга булар экан.

4- т а ъ р и ф.
а, ягар а>О,
— а, агар а <О

муносабат билан аникланувчи \а \  сон а  бутун соннинг 
модула  дейилади.

Бутун сонлар ту плами тартибланган тупламдир. Бун
да тартиб муносабати куйидагича киритилади.

Натурал сонларнинг табиий тартиби сакланади, яъ
ни ,\ар кандай натурал со.) учун п > 0, —п<  0 булади. 
Ихтиёрий п ва к натурал сонлар учун п >  k булса, у 
^о !да — « <  — h леб кабул килинади.

Агар [а Ь) жуфтликни а — b билан алмаштирсак, 
бутун сонлар усгидаги амаллар куйидагидан иборат 
булади:
1. (V  п, k £ N )  ( ( - я )  +  ( — £ ) -=  — (« +  £));
2. ' я > 0, куО,  п у  k) =$-{(—k)-\-n =  n + ( —k ) =  n —k));
3. ( n y 0, £>0 ,  k>n)=>{ (—k)-\-n—n-\- (—k ) = —(к— n.))\
4. <V z £ Z ,  0 £ 'Z )  (0 +  г = г  +  0 =  г);
5. n - ( — &) =  ( — n) k — — nk\
6. ( —/!)•(—k) =  nk\
7. г -O =  0-2 =  0.

2-§. Бутун сонлар ^алкасида булиниш
муносабати ва унинг хоссалари

!-§■ да куриб утганимнзлек, бутун сонлар тупла
ми да

( 1)
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тенглама доимо ечимга эга булади Лекин бутун сон
лар туплами булиш амалига нисбатан ёпик булмаган- 
лигидан бу тупламда

Ь-л =  а (2)
тенглама дар доим дам ечимга эга булавермайди. Ма
салан, 2 к = 7  тенгламани тугри тенгликка айлантирув- 
чи бутун сон йук. Лекин шундай а ва b бутун сонлар
мавжудки, улар учун ~  нисбат доимо бутун сон бу

лади. Масалан,

а) b = ±  1 булса, у холда — — ±  а булади;
ь

б) а =  0 булиб, ЬфО булса, у холда — =  0 булади;
ь

в) a = b k  булиб, k бутун сон ва Ьф  0 булса, у дол-
да — бутун сон булади.

Ь
1 - т а ъ р и ф .  Агар а. ЬФ0 сонлар учун

а =  tq  (3)
шартни каноатлантирувчи q бутун сон мавжуд булса, 
у долда а сон b сонга булинади. ёки b сон а ни б ул а 
ди дейилади.

Агар а  сон b га булинса, у холда ajb ёки а\Ь  ку- 
ринишларда белгиланади. Куп х,олларда ajb булса, b 
сон а. соннинг булувчиси  хам дейилади. (3) теиглик- 
даги а булинувчи , b булувчи , q эса булинма  дейилади.

1 - т е о р е м а .  Агар а Ф 0 ва b Ф 0 булиб, а =  bq 
тенгликни цаноатлантирувчи q а н  мавжуб б у л с а  
у ягонадир  ’

И с б о т и .  Тескарисини фараз килам из, яъни (3) 
шартни каноатлантирувчи камида иккита ва турли qx 
ва ?2 сонлар мавжуд булсин, яъни a — bq ,, a — b q 9 
тенгликлар уринли булсин. Бу тенгликлардан b q ^ b q ^  
тенглик келиб чик;ади. Бундан b(qx — q->) — О булади. 
Лекин Ь ф  0 булганидан ва Z да нолнинг булувчиси 
булмаганлигидан q , — q., =  0, <7, =  q2 келиб чикади. Бу 
эса килган фаразимизга зид. Демак, q булинма ягона 
экан.

Бутун сонлар тупламида киритилгац булиниш му
носабати куйидаги хоссаларга эга:.

Г .  ( v a £ Z ,  афО) (О/а);
2°. ( v a ^ Z ,  аф. ' )  (а,а) (реф лексивлик);



3°. ( V a £ Z )  (a/1);
4°. (Vfl, b, c £ Z ,  сфО, Ь ф 0) (а/b f\bjc=>a/c) (тран-

зитивлик);
5°. ( v a ,  b £ Z ,  а ф 0, Ь ф 0) (a/bAb/a)=>b = ± а \
6°. (Vfl, ft, c £ Z ,  сфО) (alc=$~ab/c);
7°. (V^/- a £ Z ,  афО,  ( г = 1 , г ) )  Ь ^ а Л Ь ^ а / \ . . . / \ b r/a

булиб, jc,. -к2, ихтиёрий бутун сонлар булса, у
Холда (£,х, +  +  • • • +  brx r)la булади.

Биз бу хоссалардан охиргисини исбот килайлик. Бу- 
линиш таърифига асосан

b i - a q , ( i  — 17)- (4 )

(4) тенгликлардан хар бирини мос равишда хл га ку- 
пайтириб, натижаларини хаДлаб кушсак,

г г
2  br Ki =  а 2  Я 1*1

i= 1
г

тенглик косил булади. Охирги тенглик '*^Ь1х 1 нинг а
i—1

сонга булинишини курсатади.

3-§. Колди^ли булиш

Биз юцорида а  ихтиёрий бутун сон, b эса натурал 
сон булганда ~  нисбат хар доим бутун булавермасли-

гини эслатиб утган эдик. Лекин куйидаги теорема д о 
имо уринли булади.

Т е о и е м а ( ц о л д и к л и  б у л и ш ) .  Х,ар цандай 
a £ Z  в% b £  N учун. шундай ягона q £ Z ва ягона ман-  
фиймас г бутун сон топиладики , у лар  учун ушбу

а  =  q +  г. ( I )
0 € г < Ь  (2)

муносабатлар уринли  булади.
И с б о т и .  bq сои b пинг а дан катта булмаган энг 

катта карралиси булсин. У холла bq~<a  ва a<.bq  +  b 
муносабатлар уринли булади (Архимед акеиомаси).

Бу икки богланншдян hq : <i <  blq +  1) муносабат 
келиб чикади. Бу ц\ ш н!п<ч-и vmikh-: < ч.':р бир =-.;к ми
га ( —bq) ии кушсак, и .... - I. у ...о юнгеизлнк до-ил
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булади. Бу ерда a — bq—r белгилаш киригсак, (1) ва 
(*) муносабатлар уринли булади.

Энди q ва г ларнинг ягоналигини исбот килайлик. 
Фараз килайлик ( 1) ва (2 ) ни каноатлантирадиган 
ЧЛЯ\ФЯ) ва Г\(Гуфг) мавжуд, яъни

a  — tq t + r u (3)
О < r , < Z >  (4)

муносабатлар бажарилсин. ( 1) ва (3) дан bq- \- r=-  
=  bqx +  г, ёки г —г, = b(q — q ,) тенглик ^осил булади. 
Охирги тенгликдан (г — г^/Ь  келиб чикади. Лекин 
| г — г, | <  b булганидан (г — г,)/6 муносабат фак^т ва 
фацат г —г, =  0 булгандагина бажарилади, яъни г , = г  
келиб чикади. г — r : — b(q — q t) тенгликдан г, =  г ва b 
нинг натурал сон эканлигини эътиборга олинса, у хол
да q—q[=0 ,  яъни <?, ==? эканлиги келиб чикади. Демак,
( 1) ва (2) муносабатларни каноатлантирувчи q ва г 
сонлпри ягона экан. Агар b Ф 0 ихтиёрий бутун сон 
булса, у *олда ( 1) ва (2) муносабатлар \Ь \ учун урин
ли булади.

4-§.  Евклид алгоритми ва унинг татбици.
Сонларнинг энг катта умумий булувчиси.

Узаро туб сонлар

1- т а ъ р и ф .  а  ва b бутун сонларнинг иккаласини 
хам буладиган сон шу соиларнинг умумий булувчиси. 
дейилади.

Биз факат натурал булувчилар билангина шугулла- 
намиз Умуман a, b £  Z сонлар бир нечта умумий на
турал булувчиларга эга булиши мумкин. Бу умумий 
булувчилар тупламини биз Da b оркали белгилайлик. 
Масалан, а =  24, Ь =  18 булсин, у холда ZX4 18 =  
=  1 1 , 2 , 3 , 6 } .

2 - т а ъ р и ф .  а ва Ь натурал сонлар умумий булув- 
чиларининг энг каттаси шу сонларнинг энг катта у м у 
мий булувчиси дейилади.

а ва Ь сонларнинг энг катта умумий булувчиси кис- 
кача ЭКУБ деб ёзилиб, у (а; Ь) куринишда белгила
нади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар (а\ b) =  1 булса, у холда а ва b 
натурал сонлар узаро туб сонлар  дейилади.

Берилган сонларнинг ЭКУБини топиш учун аввало 
з а̂р бир соннинг булувчилари тупламини аниклаймиз.

9



Агар А  туплам a f N  соннинг булувчилари туплами, 
Ь эса b ^  N  соннинг булувчилари туплами булса, Da ь— 
**=А{\В эканлиги равилн.

А[\В  кесишманинг энг катта элементи берилган а 
ва Ь сонларнинг ЭКУБ булади. Чунки А ва В  туплам- 
лар чекли булганлигидан, Da ь туплам дам чекли бу
лади, х;ар канДай чекли туплам эса доимо энг катта 
ва энг кичик элементга эга.

1 - т е о р е м а .  ( a l b ) ^ \ ( D a b =  D b) А ((а; Ь) = Ь)\. 
И с б о т и .  а ва b сонларнинг дар бир умумий бу

лувчиси b ни ^ам булади а/b булгани учун b ни бу- 
лувчи дар бир сон а ни дам булади. Шунинг учун 
Da b=L)b Лекин b сонни булувчи сонларнинг энг кат- 
таси b нинг узндир. Шунинг учун {а\ b) =  b,

Фараз килайлак, а гон b га булинмасин. У долда 
колдикли булиш дакидаги теоремага асосан куйидаги 
тенгликлар системасини ёзиш мумкин:

Г2 =  r3q3 +  Г4, 0 <  г4 <  г3,
• ................................................ ....  I • t « (

Гп—2 =  Г n—\Qn—\ ”1” Гп , О <С Г Га—1»
Г п - \  —  ГпЦп-

( 1) системанинг унг томонидаги тенгсизликлар сис 
темасига эътибор берсак, куйидаги муносабат к у з г а  
ташланади:

бу ерда г, (i =2,п)  ларнинг Гарчасн натурал сонлар. 
Лекип натурал сонлар кулидан чегараланган, шунинг 
учун бирор п номердан бо плаб лл Н = 0  булади.

( 1) тенгликлар системасининг биринчисига асосан а 
ва b нинг йхтиерип умумий булувчиси г2 ни булади 
(2- §  даги 7 - хоссага к ) вч аксинча a = r . , — b] t га асо
сан г.2 ва b нинг дар кандай умумий булувчиси а  сон
ни булади. Демак, (Da, b =  D b, г,)=> ((а; Ь> — (/>; г2)).

(!) сигтемадаги иккинчи, учинчи ва ундан кейин 
келадиган тенгликлар дамда 1-теоремага асосан

а =  Ьд, +  гъ 0 <  г2 <  й, 
b =■ r 2q2 +  г3, 0 <  га <  г2, ( 1)

b >  г2 >  г3 > . . .  >  г„_, >  гп >  О,

Da, ь =  Db, г, =  Д г3, Г. ---  .
(а; Ь) — гп. ( 2)

ю



Иккита соннинг ЭКУБ ни бу усулда топишни би
ринчи булиб Евклид курсатгани туфайли бу усул оцат- 
да Евклид алгоритми деб юритилади.

(2 ) га асосан Ua. b = D rn ва (a; b ) = r n булгани учун 
куйидаги хулосани ёза оламиз:

а ва b сонларнинг умумий булувчилари туплами 
D a< ь шу сонлар ЭКУБ нинг булувчилари туплами Drn 
билан устма-усг тушади ва бу сонларнинг ЭКУБ Ев
клид алгоритмидаги нолдан фар к; л и энг охирги кол- 
дикка тенг булади. Бу хулосани кис><ача куйидагича 
ёзиш мумкин: (Da, ь =  Д а ,  о>) А ((а, Ь) =  гп ).

М и с о л .  76501, 29719 сонларнинг ЭКУБ ни топинг.
Куйидаги кегма-кетликлар системасини досил цила- 

миз:
76501 =29719-  2 +  17063,
29719 =  17063-1 +  12656,
17063 =  12656- 1 +  4407,
12656 =  4407-2 + 3  42,
4407 =  3842 ■ 1 +  565,
3842 =  565-6 +  452,
565 =  4о2 • 1 + 1 1 3 ,
4 5 2 =  113-4.

Демак, (76501; 29719) =  113.
Н а т и ж а .  а ва b сонларнинг ЭКУБ d булса, у з^ол- 

да шундай и ва v  бутун сонлар топиладики, улар учун 
аи — bv =  d  тенглик бажарилади.

И с б о т и .  (1) системадаги охирги тенгликдан ол- 
дингисини, яъни Гп-ч — гп- '  Цп-\~ г п тенгликни олайлик. 
Бундан

г,г_2 — rn~\qn = d (rn =  d)  (3)

тенгликни хосил кнламиз. г„_а =  r„_2<7«_i +  rn- \  тенг- 
ликдан г„_. ни топиб, унинг кийматини (3) га цуямиз. 
Натижада г„_, — (г„_3 — =  d, яъни

Гп-А 1 +  Qn-i4n) — Гп-ъЯп =  d (4)
тенглик зосил булади. г„_4 =  гп-зЯп- 2  +  гп-ч тенглик
дан г п- i  нинг кийматини (4) тенгликка куямиз. Шу 
жараённи давом эттириб энг охирида au- \-bv=d  тенг
ликни зрсил циламиз.

Хусусий ^олда (a; b) =  1 булса, у ^олда a u + b v = l  
булади.
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Узаро туб сонлар куйидаги хоссаларга эга:
1°. ((а ; с) —1)ДЦ&; с)— 1)=>(а;  Ь\ с) — 1 (бунда с ф 0 ); 
2°. (ab/c) Д  ((a; c) =  l j =>£/ c  (бунда с=£0);
3°. (V « £ /V ) ( (a ;  A ) - l ) = *  ((an; £») -  1);

5- хоссани исботлайлик. Хакикатан, alb булгани 
учун a =  bb ( k £ Z )  тенглик уринли. У холда а/с дан 
bk/c булади. (6; с) =  1 булгани учун 2- хоссага асосан 
Щс, яъни k = c t  ( t £ Z )  тенглик уринли. Демак, а ш* 
=  bk =  b(ct) =  (bc)t, яъни а = (bc)t булиб, бундан а/Ьс 
муносабатнинг бажарилиши келиб чикади.

Колган хоссаларни исбоглашни укувчига тавсия ки* 
ламиз.

5 -§ .  Энг катта умумий булувчининг баъзи хоссалари

Агар Евклид алгоритмини ak  ва bk сонларга татбик 
этсак, 4 -§  нинг (1) системасидаги тенгликларнинг дар 
бир дади k марта ортади. Шунинг учун

булали. Бундан, куйидаги хоссалар келиб чикади:
1°. Агар берилган сонларнинг хар бири узгармас 

сонга купайтирилса, уларнинг ЭКУБ хам т у  сонга ку- 
паяди.

2°. Агар а ва b сонларнинг дар бири бирор d  сон
га булинса, уларнинт ЭКУБ дам шу сонга булинади, 
яъни

тенглик уринли булади.
И с б о т и .  (1) га асосан куйидагиларни ёза оламиз:

4". «a ;

б°. ( (а /6 )Д(а/с )Д((й ;  с) =  1 ))=>(a/bc).

(ak; bk) — (a; b k (k £ Z) ( 1)

Бундан тенглик келиб чикади.

Хусусий холда (я; b ) —d  булса, (2) дан
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1 - т е о р е  м а. Агар  ((а; с) — 1 Л (ab/с) | =ф- b/с , яъни 
(а: е )= 1  булиб,  ab купайтма с га булинса,  у %олдс 
Ь сон с га булинади.

И с б о т и .  (а; с) =  1 нинг иккала кисмини Ь га ку 
пайтириб, куйидагига эга буламиз: (ab\ bc)=b.  Теоре
ма шартига кура ab/c ва Ьс сон с га каррали булганк 
учун Ьс/с. У ^олда 1-хосса ва (1) тенгликка асосаь 
(ab\ Ьс)/с. Лекин (ab\ bc)—b булгани учун bjc.

Биз юкорида, асосан, иккита соннинг ЭКУБ ни то
пиш билан шугулландик. Бу тушунчани п та натурал, 
соннинг ЭКУБ ни топишга ^ам татбик этиш мумкин
п  та а, ,  а 2, . . . ,  а п соннинг ЭКУБни (а,, а 2...........ап)
оркали белгилайлик.

2 - т е о р е м  а. Ихтиёрий а, Ь, с натурал сонлар  
учун ( а;  Ь, с) — ((а\ Ь), с) тенглик уринли  булади.

И с б о т и .  (а; b) — d x, (dt; c) =  d2, (a, b\ c)*=d 
белгилашларни киритамиз. Белгилашларга асосан a/du 
b/du d j d 2, c ld2. Булардан a/d2, b/d2, c /d2 келиб чика- 
ди. Демак,  d 2 сон а, b, с сонларнинг умумий булув
чиси ва d  сон бу сонларнинг энг катта умумий булув
чиси булгани учун

d/d3 (3)
муносабат уринли. Евклид алгоритми натижасига асо
сан d f — a k l -j- bk2, d2 = d lka + c k i булади. Бу ерда 
k ^ Z  (i — 1, 2, 3, 4).

Юкоридаги тенгликлардан
d 2 =  k-^aki +  Ыгг) +  ck4 =  a k Kk3 -1- bk^ki - f  ckt . (4) 

(6) тенгликка асосан
d 2/d (5)

муносабат келиб чикади. (3) ва (5) муносабатлардан 
d 2= d  тенглик келиб чикади. Демак, (а; Ь\ с) =  (а) Ь)\ с) 
экан.

Фараз килайлик п та
, а2, . . .  | ап (6)

натурал сон берилган булсин. Бу сонларнинг ЭКУБ ни 
топиш учун биз аввало (а,; а2) =  d2 ни, сунгра id,; 
a3) = d з, (rf3; fl4) =  d 4........ (dn-w an) =  d„ ларни топа
миз. У З̂ ОЛДа D a , ,а ,..... ап  =*  A i „  а3, а ...... а л =  ■ • =  ап —

=  Ddn булгани учун (а,, а2, . .  ., ап) =  dr булади.
1 - т а ъ р и ф .  Агар (а,, а 2, . . . , a rt) =  I булса, у *ол- 

да а {, а2.........а п сонлар узаро туб сонлар  дейилади.
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2 - т а ъ р и ф .  Агар а,, а2, . . . , а п сонларнинг ихтиё- 
рий иккитаси узаро туб булса, у >;олда улар жуфт-  
жуфти билан узаро туб  ёки жуфтлама узаро туб  
сонлар  дейилади.

Агар (6) кетма-кетлнкдаги сонлар жуфт-жуфти би
лан узаро туб булса, улар узаро туб булади. Jlei-ин 
тескариси тугри эмас. Бу тасдикнинг тугрнлигини юко- 
рида келтирилган мисол тасдицлайди. Чунки, (3; 4; 
У) =  1, лекин (3;9) =  3.

6-§ . Энг кичик умумий каррали (булинувчи)

Кар бири нолдан фаркли булган а ва b бутун сон
лар берилган булсин.

1- т а ъ р и ф .  а ва b сонларнинг иккаласига булина
диган сон шу сонларнинг умумий карралиса (були-  
нувчиси)  дейилади.

а ва Ь сонларнинг умумий карралилари чексиз куп 
булади.

2' т а ъ р п ф .  а ва b сонлар умумий карралиларининг 
энг кичиги шу сонларнинг энг кичик умумий карра
лиса  дейилади.

а ва b сонларнинг энг кичик умумий карралиси 
кискача ЭКУК деб ёзилади. а ва b сонларнинг ЭКУК 
|а;  Ь\ куринишда белгиланади.

М и с о л .  Агар а  =  12 ва /; => 16 булса, у ^олда 112;
16j = 4 8  булади.

Энди биз иккита соннинг ЭКУБ ва ЭКУК орасида- 
ги богланишни карайлик. Фараз килайлик, т  сон а ва 
b сонларнинг бирор умумий карралиси булсин. Уму
мий юарралининг таърифига асосан т\а  ва mjb. т/а  
булганидан

Бундан ak/b  деган хулосага келамиз. (a; b) =  d, яъни 
a =  axd, b =  b\d ва (a,; b{) =  1 булади. ak/b *$-axkd/bxd\ 
axkd\bxd=^ a xk\bx, лекин (a,; £,) =  1 булгани учун k/bx 
булади. Демак,

m =  ak ( k £ Z ) . ( 1)

k =  bit =  — t ( t f Z )
d (2 )

(2) ни (1) га куйсак

(3 )d

14



^осил булади. (3) куринишдаги з^ар бир сон а ва Л сон
ларнинг умумий карралиси булади.

а  ва Ь сонларнинг ЭКУК ни топиш учун (3) тепг- 
ликда t =  1 деб олиш кифоя. Демак,

\a- ,b\  =  Z ±  (4)a
ва

от =  [a; b\ -t (t £ Z ) .  (5 i
Иккита соннинг ЭКУК куйидаги хоссаларга эга:
Г. Иккита соннинг ЭКУК шу сонлар купайтма' ини 

уларнинг ЭКУБ га булган нисбатига т е н г .
2°. я  ва b сонларга булинадиган ^ар бир от сони 

шу сонларнинг ЭКУК га з а̂м булинади ((5) га асосан).
оо t> 1 \a\ й] ,,о . ----- - ва i-----  сонлар узаро тубдир чунки уларa b

мос р а в ишд а — =  ва — =  я, булганидан Ьх ва я, 
d d

лар узаро туб.
4°. Узаро туб сонларнинг ЭКУК шу сонлар купайт

масига тенг, яъни ((а; 6) =  1)=Ща; b\ '=a-b) .
5°. Агар к >  0 булса, у *олда \ak\ b k ] = k \ a \  b\.
6°. Агар a\k ва bjk булса, у з^олда I —; — =  — Ь- ,J k k k
Иккитадан ортик сонларнинг ЭКУК ни топиш маса- 

ласи иккита соннинг ЭКУК ни топишдаги каби з а̂л 
этилади п та а, я,,  . . . , а п сонларнинг ЭКУК ни | я,; 
я 2; . . .  ; ап \ куринишда белгилайлик.

Т е о р е м а .  Ихтиёрий  я, Ь, с нат урал  сонлар  
учун \а\ Ь\ с] = |[а,- Ь\; с\ тенглик уринли булади.

И с б о т и .  [я; Ь; с \ = т ,  \я; Ь \— т и |от,; с\ — тг 
белгилашларни киритамиз. Белгилашларга асосан, от2/от,, 
m 2jc булади. Бу муносабатлардан тг/а , m 2jb, т 2\с му
носабатлар досил булади, яъни т2 сон а, Ь, с сонлар
нинг булинувчиси булади, шунинг учун,

т.,'т (6)
муносабат уринли.

Иккинчидан, от/я, mjb ва «г/от, булгани учун
от/т2 (7)

муносабат уринли. (6) ва (7) муносабатларга асосан 
т2 — от булади.

Фараз килайлик
я,, а
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натурал сонлар катори берилган булиб, | a t , а2\ =  тъ
[т2\ a 3] =  m3......... [/re„_i, булсин ЭКУК нинг
2- хоссасига асосан а, ва а2 га булинадиган *ар бир 
сон уларнинг ЭКУК га у,ам булинади. Бошкача айтган
да а, ва а 2 нинг умумий карралилари шу сонлар ЭКУК 
ларининг умумий карралилари билан устма-уст туша- 
ди, яъни

[<2|, U2, • ■ • » =  [//Z-2» 0-3, • • • > &п\ ~
=- [т3, a 4, a 6.........ап] =  . . .  =  |m„_i, « „ ] =  тп

булгани учун |а,;  й2; . . . ;  а л] =  тп булади.
Н а т и ж а .  Жуфтлама узаро туб сонларнинг ЭКУК 

шу сонлар купайтмасига тенг, яъни [a,, а а, . . . ,  ап\ =■

4-§ даги (1) тенгликлар спстемасининг биринчи 
тенглигини й га, иккинчисини г2 га, учинчисини г3 га 
ва .\оказо энг охиргисини гп га булиб, куйидагиларга 
эга буламиз:

а , -а 2 • ■ ■ о п.

7-§. Узлуксиз касрлар

г,п
Бундан

а
-  — <?i +  т  =  +b ь • • •

+ <?2 +

тенгликлар ^осил була ди. Агар— - [ - 1^ нисбат-
 ̂i + I  ̂+ I

ларни 4-§ даги (I)системадан гопиб, юкориааги ифода-

lb



и .
-  =<?, + ( 1)

+
9з + <?!+•

1
+

— нисбатнинг ( 1) куриниши уни узлуксиз (чекли зан- 
ь

) касрга ёйиш дейилади. Занжирли каср куйи
дагича ^ам белгиланади:

— (?Ь Q2» Язу • • • >ь
еки

а . 1 . 1 , . 1
-  =  <7Н-------1------ —

h  <?5 Я ъ  Ч п

<7,, q t , . . . , q n лаР занжирли касрнинг тумщсйз булан-  
малари  дейилиб, улар натурал сонлар ва qn>  1 була
ди. 7, эса — рационал соннинг бутун щ е м и  дейи- 

ь
лади

Куйидаги уч ^ол булиши мумкин:
а) а  >  Л булса, >  0 булади;
б) я < £  булганда эса, <?,= О булади;

в) а  <  0 булса, — нисбатни — =  — A -f — (6 > 0)
6 Ь г

куринишда ёзиб оламиз. Бу ерда — туFpn мусбат каср
Г

булади. Натижада куйидаги ёйилма хосил булади:

■k +

1 - э с л а т м а .  Хар кандай бутун сонни бир булакли узлуксиз 
каср деб караш  мумкин.

Масалан, 5 =  (5). —  шаклдаги (а >  1) каср эса икки булак- 
а

ли узлуксиз  каср  деб  царалади.
2 - э с л а т м а .  Агар энг сунгги qn кисмий махраж га  хеч к;ан-

а
дай шарт цуйилмаган булса, -—  рационал соннинг узлуксиз каср-b
га ёйилмаси иккита хар хил куринишга эга булади.

а ------------------
I. Агар qn >  1 булса, у холда —  = ( / , ,  q-,...........q4) ёиилма

я ю на булади.

2 - 9 8 0 Бйбпнотекя
т г п и

[ЛМ.НИЮМЙ
1<;

17

X



2. Ф ар аз  цилайлик <?„> I ш арти куйилмаган булсин. У *олда 

Чп — (Чп — О  +  j -  тенгликка  асосан (9 ,, q3...... ? 2, 1, l )

ни ёзиш  мумкин. Бу  ерда  ^нг томондаги ёйилмада б^лаклар  сони 
чапдаги ёйилма булаклари  сонидан биттага ортикдир.

М и с о л .  -  =  2 +  --------- --------------(2, 3, 1, 4, 2).

й 3+’74̂ +  —
2

Энди соннинг бутун ва каср кисми устида тухта- 
либ утайлик. Коляицли булиш теоремасига асосан х;ар 
^андай a ^ Z  ва т лар учун

а  =  mq +  г (0 <  г <  т) (2)
каби богланиш мавжуд ва ягона эди. (2) нинг иккала 
кисмини т  га булиб куйидагини ^осил киламиз:

-  =  <? +  -  ( 0 < - < 1 ) .  (3)т т \ т )

Демак, q сони — каср сондан кичик булган бутун сон-
т

ларнинг энг катгаси экан. Бу усулда аникланган q сон
— рационал соннинг бутун кисми дейилади ва у q —

— каби белгиланади. ~  — q =  — сон эса -  раци-
т  | т т гп

онал соннинг каср кисми дейилиб, у — = 1 — 1 каби
m [m j

белгиланади.
М и с о л л а р . 147

—  Я т
17

—  о,
1 1 7 /

И

{“ Г г } " Г /  1 - 7 , 2 5 1 - 0 , 7 5 ,  ( 4 , - 0 ,  Q _ ! 5 .

а соннинг бутун кисмини (3) коида асосида аник- 
лаш соннинг бутун цисмини ажратиш  деб аталади.

Агар а ^акикий сон булса, унинг бутун кисми ку
йидаги шарт асосида ажратилади:

k <  а <  k +  1, бу ерда k =  [а].
Хар кандай а ^ацикий сон учун куйидаги тасдиклар 
рост:

{а} =  а —  [а] ,  а =  [а] +  {а},  0 < ( я } < 1 .
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8-§ . Муносиб касрлар ва уларнинг хоссалари

Биз юкорида хар бир рационал сонни чекли зан
жирли касрга ёйиш мумкинлигини куриб утдик. Энди 
масалани аксинча цуямиз. Хар бир чекли занжирли 
каср бирор рационал сонни ифодалайдими? Бу масала
ни х,ал этишда — рационал сонга муносиб касрлар  ь
деб аталувчи

. 5i =  qu  s2 =  <?, - f  —. 5з =  Н------- Ц —. . . .  (1 )
. *+

Яч
касрлар му^им а^амиятга эга.

н---------
?3+

Яз+  ■ 1
'+

Яп

булгани учун бу муносиб каср —■ рационал соннинг 

узи булади, муносиб касрдан 8й+1 муносиб касрга
утиш учун 8* даги qk ни qk +  ——  билан алмаштириш

Ч k-\-i
лозимлиги (1) дан куриниб турибди. Исталган муно
сиб касрни х,исоблаш учун е>?о=1, гЩ =  <7,, Qn =  0, 
Q, =  1 белгилашлар киритиб куйидагиларни ёзамиз:

> Я\ б* =» -- :
1 Q

3 _  п I J_ _  +  1 — l +  P̂ JL _  d f j
<72 #2 Я2 *  ̂ "b 0 Q2Q1 “Ь Qo Уз

_  Чъ(с1'2рЗ' 1 +  дУ о) +  о°/ 1
<?з (<?з Q1 +  Qo) +  Qi

( , , + s ) cf/ \ +  0

(?> +  ~V Яъ)<?! 4- Уо

_Яз@$2 ~1~6^  1 __ <5̂ >
+  Vi Q?

Математик индукция принципига асосан куйидагини 
ёза оламиз:

qt o^f‘k , +



Бу ерда

f S ’k “  Qk^h-X +  G^*-2.
1 Q k  “  ? * Q * - i  +  Q a - 2.

(2) богланиш 8ft муносиб касрни ^исоблаш учун хиз* 
мат киладиган рекуррент формуладир. Куйидаги сх е 
ма исталган ва QA сонларни ^исоблашга имкон 
беради:

9з «8 • • • <?А • • • ?я

£ #  * S o ~  1 (Р? 1 =  ?1 о 9  3 

Qs

с£^В • • • S  к . . . S  п

<?* о О 11 О О» — 1 Qa • • • Q k . . . Qn

1 - м и с о л .  (2, 3, 1, 4, 2) га мос рационал соини 
топинг.

2 3 1 4 2

о У  к 1

0

2 0^ s - 3 . 2  +  
+  1 = 7

S  3 ”  1 ’? +
+  2 =  9

^  < =  4 -9  +  
+  7 = 4 3

5 = 2 - 4 3  +

+ 9 =  95

1 Q, =  3-1 +  
+  0 =  3

Q 3 =  1 - 3 - f  
+  1 = 4

Q4 =  4 -4  +  
+ 3  =  19

Q5 =  2 - 1 9  +  
+ 4  =  42

Демак, берилган узлуксиз каср учун

Бундан (2, 3, 1, 4, 2 )=  ^

Энди муносиб касрларнииг баъзи хоссаларини кур- 
сатиб утамиз.

1°* Фараз килайлик, =  S k Q u -i  — <£Pk-\Qk бул
син. (3) тенгликлардан фойдаланиб, ни куйидагича 
ёзамиз:

kQ/1—I S n — iQz =  6—* s^ft—2)Qa—I —
— <2̂ a —l (<7aQa_i -+ Qk-ч) =

=  — ( S ’k-lQk-2 — S k - l Q k ~ \ )  =  — ^*-1.

Дем.ак, лА_ , ~  \ ft_2 =  — =  . . . ,  яъни барча
Дг лар бир хил абсолют кийматга эга. Лекин, '

A , * - ^ , Q o - Q » ^ o - ^ r O - l - l - - l .  Л1 — (—1)‘



булганидан *ар кандай 1 <  £ <  я учун

= * ( ? * - ! i - ( - l ) * .  А * - ( - 1 ) * .  (4)
(4) формула QA) =  1 эканини курсатади. Хакика
тан, (<# k\ Qk) =  d > \  десак, (4) нинг унг томони ^ам 
d  га булиниши лозим эди. Лекин ( — 1)* сони d, ^  1 га 
булинмайди.

г - 8* - 8*— ^  <5> 

Хакикатан, 8* — 5A_i =  «=
V* <Л_1

__ n ? kQb- 1 -  а? д-iQft =

Бундан

| 8А- 8А_, |  =  — 1----- (6)

Э с л а т м а .  Хар кандай иррационал сонни ^ам узлуксиз  каср- 
ларга ёйиш мумкин. Бирор  а иррационал сон берилган булиб, [з]=«

«= qj булсин. У х,олда а сонни а =  qx — куриниш да  ёзиш мум-
ai

кин. Бу ерда  a t >  I ва иррамионал сон булгани учун [я,] = г ?2 дей- 

миз.  Натиж ада  а, =  92 + — булиб, а2 иррационал сон. У вдлда

1 ^
а шж qt - j - ---------- j—  булади. Бу жараённи a2, а3, . . .  иррационал

9з + Я3
сонларга нисбатан такрорлаб,

Я\ +

Яг +  •

’ +
Яп + ■

га эга буламиз.  Ш ундай килиб. иррационал соннинг узлуксиз 
каср!а  ёйилмаси чексиз кум булакка  эга экан, деган хулосага ке- 
ламиз.

2 - м и с о л .  V 28 ни узлуксиз касрга ёйинг.
\ /Г28 =  5 - { - —, а > 1  булгани учун



8 =  3  =  3( / 2 8 +  4) _  J^28 +  4 _  2  i I  
/ 2 8 _ 4  i2 4 7 ’

t — ^ ---------/ s ± l _ 3 + l ,
У  28 -  4 3  v

v =  —--------= 4 / 28 +  5, v =  10 +  —, [a =  —-------- =  a'
1Л28 — 5 f* I-' 28 — 5

Бу ерда а каср такрорланади, яъни даврий каср ^осил 
булди. Натижада куйидагига sra булдик:

У _8 = о

2 +  L f
3 +

10 +

2 + ------ 13 + ------- -
10+ .

9-§. Туб сонлар

1 - т а ъ р и ф .  Факат иккита турли натурал булув- 
чига эга булган натурал сон туб сон дейилади.

2 - та  ъ р иф.  Натурал булувчилари сони иккитадан 
ортик булган натурал сон мураккаб  сон дейилади.

Бу таърнфларга кура 2, 3, 5, 7, 11, 13 , . . .  сонлар 
туб сонлар, 4, 6, 8, 9, 10, 12, . . .  сонлар эра мураккаб 
сонлардир. 1 сони туб сон ^ам, мураккаб сон ^ам эмас. 
Чунки 1 сони туб ва мураккаб юнлар таьрифларини 
каноатлантирманди. Туб ва мураккаб сонларнинг баъзи 
хоссаларини куйида цараб чикамиз.

1°. а >1 мураккаб соннинг 1 лан фаркли эиг кичик 
натурал булувчиси р булса, у холда р  туб сон булади.

Хаки^атан, акс ^олда р бирор ц (1 <iq <.р)  булув- 
чига эга булиб, p/q /\a';q => a\q ва q <  р булар эди. Бу 
эса р  нинг энг кичик булувчи эканига зиддир.

2°. Хар кандай натурал а ва р туб сони ё узаро 
туб, ёки а сон р  га булинади, яъни ( Va ,  р £  /V, р — 
туб сон)=>((a ; р ) — \, S/a/p).
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И с б о т и .  р  туб соннинг натурал булувчилари 1 ва 
р  дир. Шунинг учун (а; р \ = р  ёки 1. Агар (а, р ) =  р 
булса 4 - §  даги 1-теоремага асосан alp.  Агар (а, р ) =  1 
булса, а  ва р  лар узаро туб.

3°. Агар ab купайтма бирор р туб сонга булинса, 
у яолда купайтувчилардан камида биттаси р  га були
нади, яъни

( Va ,  Ь£  Л) (ablp)=>(a/p\ /blp) .

Хакикатан, агар а / p ,  яъни а  сон р  га булинмаса, 
у *олда 2 - хоссага асосан (а\ р)  =  1 булади. У ^олда
5 -§  даги теоремага асосан Ь/р.

Бу хоссани математик индукция принципидан фой- 
даланиб купайтувчиларнинг сони уч ёки ундан ортик 
булган купайтмага нисбатан ^ам куллаш мумкин. Бун
дан куйидаги натижа келиб чикади.

Н а т и ж а .  Агар купайтма р га булициб, унинг бар
ча купайтувчилари туб сонлардан иборат булса, ку
пайтувчилардан бири р  га тенг булади.

10-§. Арифметиканинг асосий теоремаси

1 - т е о р е м  а. Бирдан бошца ихтиёрий натурал  
сон туб сон ёки туп сонлар купайтмаси шаклида  
ёзилади,  агар бу купайгпмада купайтувчиларнинг  
урни эътиборга олинмаса,  у х о л д а  бу купайтма  
ягона булади.

И с б о т и .  а >  1 булганда ушбу

а  =  P r P y - ’ P n  ( P i — ТУ6 сон, г =  1 я >  1) (1)

купайтманинг мавжудлиги ва ягоналигини курсатайлик.
Ихтиёрий натурал сонни (1) куринишда ёзиш бу 

сонни туб сонлар купайтмасига ёйиш дейилади.
Маълумки, >;ар кандай натурал соннинг 1 дан фарк

ли энг кичик натурал булувчиси туб сон булади (9- §,
1-хосса). Демак,

а  — Р \ ' 0 \  ( 2 )

тенглик уринли. Агар (2) да я, туб сон булса, у х;ол- 
да теорема исбот булади Агар а, мураккаб сон бул
са, унинг р -i туб булувчиси булиб, у холда а, — р 2-а7 
булади. Бундан а =/?, • рг • а ,  тенглик х;осил булади. 
Агар а.2 туб сон булса, у х;олда теорема исбот булади.
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Агар а2 мураккаб сон булса, бу жараённи ап = 1 
булган холгача давом эттирамиз, яъни куйидаги тенг- 
ликларни ^осил киламиз:

а =  р г а и
CL\ =  Р 2 • С12,

~  Р з  ' 3̂>

а п - \  =  рп  а п

Бу тенгликларни хадлаб купайтирсак, а  =» /?,-р2- • -рп 
(1) ёйилма хосил булади Энди (1) ёйилманинг ягона- 
лигини исбот килайлик. Фараз килайлик а сон (1) дан 
бошка

a = q r q2" - q s (3)
ёйилма'а хам эга булсин. (1) ва (3) ларнинг чап то- 
монларининг тенглигидан

РгР1---Рп — ЧгЯ>-"Я,  (4)
тенгликни хосил киламиз. (4) нинг чап томонидаги хар 
бир pi (i =  1 ,п) туб сон, унинг унг томонини булади. 
Лекин барча q / ( j =  l,s) лар хам туб сондир.

9-§ даги натижага асосан q, ларнинг бири бирорта pt 
га ва аксинча р к ларнинг бири бирорта qt га тенг бу
лади. Демак, (1) ва 14) ёйилмаларнинг хар бири тенг 
сондаги туб купайтувчилардан тузилган.

Улардаги бирор туб сон ёйилманинг маълум томо- 
нида иккинчи томондагига нисбатан купрок катнашсин 
десак, у холда (4) ёйилманинг иккала томонини р га 
бир неча марта кискартириб, унинг бир томонида р 
мавжуд, иккинчи томонида эса р  катнашмаган х;олга 
келамиз. Бунинг булиши мумкин эмас. Демак, (1) 
ёйилма ягона экан.

(1) ёйилмада баъзи бир купайтувчилар узаро генг 
булиши хам мумкин. Фараз килайлик, (1) да p t туб 
сон а, марта, р 3 туб сон а2 марта ва х- к. pk туб сон 
ак марта цатнашсин. У холда (1) ёйилма

а  =  pi'-p* ' • -pV  (5)
куринишда булади. (5) куриниш а сонининг каноник  
ёйилмаси  дейилади.
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11 §. Туб сонлар туплами

Т е о р е м а .  Туб сонлар туплами, чексиздир.  
Куйида бу теореманинг икки хил исботини берамиз-
1 Теореманинг Евклид исботини келтирайлик. Фа

раз килайлик туб сонлар сони чекли булиб, улар усиш 
тартибида жойлашган р и р г , . . . , р п куринишдаги туб- 
сонлардан иборат булсин.

сонни оламиз. Бу соннинг энг кичик булувчисини р т. 
.десак, у албагта туб сон булади (т\ б сонларнинг 1- 
хоссаси) ва v pt ларнинг биронтасига хам тенг б^л-

хам тенг була олмайди, акс холда Qn ва р х-р2 - ■ рп 
ларнинг р т га булинишйдан 1 нинг ^ам р т га булини
ши келиб чик,ар эди. Бу эса мумкин эмас. Демак, фа- 
разимиз нотугри экан. __

Q„ туб сс-н булса, у холда Q„ >  p t (■= 1,/г) ва ян- 
ги туб сон хосил булади. Бу холда хам фаразимиз но- 
тугри. Демак, туб сонларпинг сони .чексиз, яъни туб 
сонлар туплами .чексиздир.

Евклиддан сунг туб сонлар назариясини ривсж- 
лангиришда энг катта муваффакиятларни цулга ки- 
ритган математик Эйлердир. Эйлер математик анализ 
ёрдамида туб сонлар сони чексиз куп эканини курсат- 
ди. Шундан сунг юнлар назэриясида янги соха—ана
литик сонлар назаринси юзага келди.

2. Теореманинг Эйлер исботини келтирайлик. Чек
сиз камаювчи геометрик прогрессия .чаллари йигинди- 
сини топиш формуласига асосан ихтиёрий р  туб сон 
учун куйидаги тенгликни ёза оламиз.

Теоремани тескаридан исбог килайлик. Туб сонлар со
ни чекли булиб, у тар p t. р2........ p k булсин. Х,ар бир pt
( i — l,k) учун (1) каби купидаги к;агорни ёзпб оламиз:

(2) ПИНГ уш ' I U . ' . i O j ! ! !  А к li! !.Т а  Ш) ВЧ И КЦЮРДаН иборат ва

Qn = PrP2-"P«  +  1

майди. р т сон pt ( г =  1 я )  туб сонларнинг бирортасига

(1)

Р

=  1 +
Р> D1 -  -
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чекли сондаги якинлашувчи каторларни ^адлаб купай
тириш мумкин. Математик анализдан маълумки, ку- 
пайтиришдан хосил булган катор < юкоридаги тасдик- 
ларда) яна якинлашувчи булади. Натижада куйидаги 
тенглик $осил булади:

П -----Ь " ~  “  S  « а,!. % • (3)11 1 —  —  P l ' P 2 " " P k *
i=-i Pi

Бу ерда йигинди манфиймас а,, а , .........ак ларнинг мум
кин булган барча комбинациялари буйича тузилади. 
(3> нинг унг томонидаги махраж мураккаб сэннинг 
каноник куринишидан иборат булиб, р,, р 2, . .  ■ , Pk лар 
эса унинг туб булувчиларидир. Фаразимиз буйича pt 
лардан бошка туб сон йук. Демак, (3) нинг унг томо
нидаги махраж умуман барча натурал сонларни ифо- 
далайди. Хосил булган якинлашувчи катор ^адларини 
махражнинг усиши тартиэида жойлаштириб (булар бар- 
часи мусбат булгани учун шундай кила оламиз),

т
/72 =  1

каби гармоник каторга эга буламиз:

оо k  *

S i - f l - V  w:= г i —
pi

(4) га асосан, гармоник катор якинлашувчи булиб,
k

унинг йигиндиси чекли J- 1 -----j— сонга тенг. Лекин
( « 1 1 -  —

Р,
математик анализдан маълумки гармоник катор узок- 
лашувчи эди. Биз карама-каршиликка учрадик Бу эса 
туб сонлар сони чекли деган фаразимизнинг нотугри 
эканини курсатади.

12-§. Эратосфен галзири

Туб сонлар тупламининг чексизлигини, биз юкори
да курсатганимиздек, Эйлер ва Евклид исбот килган. 
Агар берилган а сон етарлича катта булса, унинг туб 
ёки мураккаб эканини аниклаш мух;им масалалардан 
биритир. Бу масалани ^ал эгишда куйидаги георема- 
нинг мо^ияти кат!а.
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Т е о р е м а ,  а натурал соннинг энг кияик туб  бу- 
лувяиси У  а дан катта эмас.

И с б о т и .  Фараз килайлик p t туб сон а  нинг энг 
кичик булувчиси булсин. У х;олда а =  р ^ а х булиб, 
а , б у л а д и .  Бундан а = р ха ^ > р \  ёки

Бу теорема п  дан катта булмаган туб сонларнинг 
жадвалини тузишга имкон беради. Бу усулни бириичи 
булиб 1 рек математиги ва астрономи Эратосфен (эра- 
мизгача 276—193 йиллар) курсатган. Бу усул цуйида- 
гичадир: п гача булган барча натурал сонлар ёзиб бо- 
рилади. Бу каторда туб сонлар таърифини каноатлан
тирувчи биринчи сон, яъни 2 ажратиб олинади. Сунгра 
бу катордаги 2 дан бошка 2 га булинадиган сонлар учи- 
рилади. 2 дан бошка биринчи учмаган сон 3 дир. Ке- 
йин 3 ни колдириб, 3 га булинадиган сонларни учира- 
миз. 3 туб сон. Бу икки жараёндан сунг учмай но-'ьан 
биринчи сон (2 ва 3 дан ташкари) 5 дир. 5 ни колди
риб, 5 га булинадиган сонларни учирамиз. 5 туб сон. 
Бу жараённи V п дан катта булмаган р туб сонгача 
давом эттириб р  га булинадиган сонларни учирамиз. 
Натижада учирилмай колган сонлар п дан катта бул
маган туб сонлар булади. Бундай усул билан танлаб 
олинган туб сонлар жадвали „Эратосфен галвири“ но- 
ми билан маълумдир. Уз усулини Эратосфен дастлаб 
куйидагича ишлатган.

У п гача булган барча сонларни мум билан коплан- 
ган тахтачага ёзиб чиккан. Натижада тахтача галвирга 
ухшаб колган. Тахтачадаги тeuJилмaй колган уринлар- 
даги сонлар туб сонлардир. Эратосфен уз усули билан 
минггача булган туб сонлар жадвалини тузган. Хозир- 
ги вактда электрон хисоблаш машиналари ёрдамида 
исталган сонгача булган туб сонлар жадвалини тузиш 
мумкин.

М и с о л .  2 дан 100 гача булган натурал сонлар ора- 
сидаги туб сонлар жадвалини тузинг.

Бунинг учун 2 дан 100 гача булган сонларни кет- 
ма-кет ёзиб чикамиз.
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 
19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33,
34, 35, 36, 37, 38, 59, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47,48, 
49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63. 
64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78,
79, 8 I, 81, 82, 83, 8 t, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 
94, 95, 96, 97, 98, 99, 100.
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Дастлаб 2 сонини олиб, кетма-кетликдаги 2 дан 
бош ка барча жуфт сонларни учирамиз. У х°лда цуйи* 
даги кетма-кеглик хосил булади:
2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25. 27, 29, 31, 
33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61. 
63, 65, 67, 69, 71, 73, 75. 77, 79, 81, 83, 85, 87, 89, 91, 
93, 95, 97, 99.

Энди мазкур кетма-кетликдан 3 нинг узидан бошка 
унга булинадиган сонларни учирамиз. Натижада, ушбу
2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 
43, 47, 49, 53, 55, 59, 61, 65, 67, 71, 73, 77, 79, 83, 85, 
89, 91, 95, 97
кетма-кетликка эга буламиз. Юкоридаги муло^азалар
ии 5 га нисбатан баж арсак,
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49,
53, 59, 61, 67, 71, 73, 77, 79, 83. 89, 91, 97
кетма-кеглик келиб чикади. Ва ни\ояг сунгги кетма- 
кетликда 7 нинг узидан бошка унга булинадиган сон
ларни учирсак,
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 91, 97
кетма-кетликми хосил киламиз. Бу кегма-кетликнинг 
барча элементлари туб сонлардан иборат экани уз- 
узидан маълум. Демак, 100 гача булган натурал сон
лар орасида 26 та туб сон бор экан.

13- §. Сонли функциялар. Натурал сон 
натурал булувчилари сони ва йигиндиси

1 - т а ъ р и ф .  Аникланиш сохаси ё кийматлар соха
си, ёки хар иккаласи хам бутун сонлар туплами бул
ган функция сонли функция, дейилади.

1. Берилган п натурал соннинг натурал булувчила
ри сонини т(п) оркали белгилайлик Маълумки, (10-§,
(5)) хар кандай я > 1  натурал сонни

п =  рТ р!% • ■ ‘ p l k (1)
шаклда ёзиш мумкин эди. (1) шаклдаги соннинг барча 
натурал булувчилари

d  =  p\ 'pi -  ■ -pi* (2) 
куринишга эга булади, бу ерда
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i о ^  Pj ®2>• • • • о (3)
я соннинг барча булувчиларини топиш учун (2 ) д а 

ги ларнинг мумкин булган барча кийматларини ка* 
раб чикиш керак. Хар бир р,, (3) га асосан, <^4 - 1  та 
киймаг кабул килади

(3, ларнинг хар хил кийматларига мос келувчи к"й- 
матлар сони (а, 4 -1 )(®3 4- 1 ) • • • ( « *  -Н 1) га тенг. Демак, 
•с(я) =(<х,-j- 1 ( а , + 1 ) . . .  (аА+ К

1-м и с о  л. я =  504 нинг натурал булувчилари сони- 
ни топинг.

504 =  23 • З3 • 7 булгани учун т^5Э4) =  т(23 • З2 • 7) =» 
=  ( 3 + 1 ) ( 2 + 1 )  1 4- 1), т(504) =  24 эканини топамиз.

2. Биз олдинги бандда п сонининг барча натурал 
булувчилари сонини ифодаловчи функцияни топдик. 
Энди шу натурал булувчиларнинг йигинди и кайси 
формула оркали берилишини текширамиз.

я с о н и н и н г  барча натурал булувчиларининг йигин-
дисини о[п) ёки оркали белгилайлик.

■ Id
Куйидаги купайтмани карайлик:

(1 + p t 4- pf  + ------ f  K' ) ' ( l  + P i  +  P l + ------!-/>!*)•••

•••(1 + P k + P k - \ --------- {-pl*)— 'SdPi'•/&••• p l k- (4)
9» 9.......

Бу ерда хар бир рг ( / = 1 , 6 )  бир-бирига богликсиз ра- 
вишла 0 дан а, гача кийматларни кабул килади. Гео
метрик прогрессия ^адлари йигиндисини топиш форму- 
ласидан фойдаланиб (4) йигиндисини куйидагича ёза- 
миз:

V  „s,„Pa Р*+' - '  Plk+1 ~ 1 Р\ Рг • • ■Ркк =  --------— • -------- -—- • • ------------ ,—
?l.9„..9/l P l ~ X Р г ~ Х P h — \
Иккинчи томондан (5) нинг чап юмонидаги хар бир 
p f ‘ , ( i=  1,Л, 0 < р , < а ;) п соннинг булувчисидир. п сон- 
нинг хар бир булувчиси р\' ■ рь2г■ • ■ р ^  куринишда бу
лади. Демак, (5) тенглик ясонининг натурал булувчи
лари йигиндисини ифодаловчи формула экан, яъни

па> +  1 _ ] па3+ 1 _ 1
/  а  а а  ь \  Р \  Р

°[П) =  g(Pl Pi ’ ■ "Рк ) ==-------- :---------------- — •••
Р\ — 1 Pi — 1

. Р > +  ~ 1 

Рк ~  1
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2 - м и с о л .  504 нинг барча натурал булувчилари 
йигиндисини топинг.

2з+1 _  J 22+ { —  1 71+1 — 1
о(504) =  а(23-32>7) =

‘2 -  1
а(504)I

3 - 1
1560.

7 — 1
1560,

14-§ Туб сонларнинг тацсимот цонуни

Биз 11 - § да туб сонлар сонининг чексиз куп эка
нини курсатиб утган эдик. Лекин туб сонларнинг на
турал сонлар цаторида кандай жойланишини урганиш 
му^им масалалардан биридир. Маълумки, (12-§ га ца- 
ранг) 1 дан 100 гача натурал сонлар орасида 26 та 
туб сон бор. 101 дан 200 гача натурал сонлар ораси- 
даги туб сонлар сони 21 та зканига бевосита текши- 
риш нули билан ищонч хосил цилиш мумкин. КуГи-да- 
ги жадвални тузамиз:

...дан ...гача туб сонлар сони

1 100 26
101 200 21
201 300 16
301 400 16
401 500 17
501 600 14
601 7i 0 16
701 ЬОО 14
801 900 15
901 |0 0 0 14
1001 2 0 ( 0 168
2001 3000 127
3001 4100 120
4001 5000 119
5 0 ) I 6000 114
6001 70 0 117
7001 8000 107
8001 9000 110
9001 100 J0 112

Бу ж 'двалга асо. ан туб сонлар турли 10) ликлар ора
сида турлича жойлашган. Иккита натурал сон орасида 
жойлашган туб сонлар сонини бирор аналитик усулда 
ифодалаш, яъни уларнинг сонини ифодаловчи форму- 
лани топиш масаласи' билан ж уда куп математиклар 
шугулланган. Улар орасида бнринчн булиб Гаусс им-
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перик (тажриба) усулида берилган х  сонидан катта 
булмаган туб сонлар сони

Г ——  d x
J In дс
2

функция ёрдамида аникланишини курсатиб берди. Биз 
бу масалага кейинрок; алохида тухталамиз. Хозир эса 
сонлар назариясининг ривожланиши учун мухим аха- 
миятга эга булган баъзи масалалар устида тухталиб 
утмокчимиз.

1. К а м и д а  б и т т а  т у б с о н н и  у з  и ч и г а  
о л у в ч и  и н т е р в а л  ни а н и к л а ш .  1845 йилда 
француз математиги Бертран Жозеф Луи (1822—1900) 
(2а>7)  булганда а в а 2 а —2сонлар орасида камида бит
та туб сон ётади деган фикрни айтган. Бу тасдикни 
1852 йилда П. Л. Чебишев исбот килди. Дебов эса п1 
ва 1)а сонлар орасида камида иккита туб сон мав
жуд деган фикрни айтган.

2. Э г и з а к  т у б  с о н л а р .  Натурал сонлар като- 
рида шундай р  ва р  +  2 сонлар топиладики, уларнинг 
иккаласи хам туб сон булади. Бундай сонлар одатда 
эгизак туб сонлар  деб юритилади.

Масалан, 11, 13; 17, 19; 29, 31; 41, 43; 59, 61. Бун
дай эгизак туб сони чексиз куп деган фикр мавжуд, 
лекин бу фикр хозиргача исбот этилмаган.

3. Г о л ь д б а х  п р о б л е м а с и .  Христиан Гольдбах 
(1690—1764) бутун математик хаётини Россияда утказ- 
ган олим, Петербург Фанлар Академиясининг аъзоси. 
У 1742 йилда Эйлерга ёзган хатида куйидаги тасдикни

елтирган эди: 6 дан кичик булмаган хар кандай на- 
урал ^сонни учта туб сон йигиндиси шаклида ифода- 
ми мумкин. Бу проблемани хал этиш учун матема- 
"®<лар карийб 200 йил уриндилар. Уни 1937 йилда рус 
Тематиги академик Иван Матвеевич Виноградов хал 
■лди, яъни шундай р0 ток сон мавжудки ундан кат- 

£улган хар кандай ток сон учта туб сон йигинди- 
.'ц иборат булади.

4. Т у б  с о н л а р д а н  и б о р а т  к и й м а т л а р н и  
.^ул к и л Ув чи с о н л и  ф у н к ц и я л а р .  Сонлар 
Фияси билан шугулланган деярли хар Оир матема-

N  булганда кийматлари факатгина туб сондан 
-VT булган f (x )  функцияни излаш билан шугуллан- 

’еонард Эйлер (1707— 1783) Петербург Академия-
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сининг академиги (Швейцариялик) л £ { 1 ,  2..... 15) бул
ганда f (x)  =л;а +  х  +  17, х( -(0,  1, 2 , . . . , 4 0 }  булса, 
f (x)  = х *  — х  +  41 функцияларнинг сонли цийматлари 
факатгина туб сонлардан иборат эканини курсатди. 
Бундай хоссага * £ ( 0 ,  1, 2, . . . , 2 8 }  булганда 2х2+ 2 9 ;
л:£(0,  1, 2___,39| булганда л:а +  х  +  41 вал :£{0 ,  1,
2.........79} булганда х* — 79л: +  1601 каби функциялар
5?ам эга булади. Бундай функцияларни куплаб тузиш 
мумкин. Лекин, умуман олганда, биринчи б^либ X. Г о- 
л ь д б а х  томонидан айтилган куйидаги мулохаза урин
ли (исботсиз келтирамиз).

Т е о р е м а .  Агар x ^ N  булса, баряа цийматлари,  
фацатгина туб сонлардан иборат булган бирорта 
Хам f(x )  функция мавжуд эмас.

5. М у к а м м а л с о н л а р .
1- т а ъ р и ф .  я натурал соннинг узидан бошца нату

рал булувчилари унинг хос булувяилари  дейилади.
п учун хос булувчиларнинг йигиндиси а(я) — я  га 

тенглиги уз-узидан равшан.
2 - т а ъ р и ф .  Агар а ва й натурал сонлар учун а 

нинг хос булувчилари йигиндиси Ь га ва b нинг хос 
булувчилари йигиндиси а га тенг булса, бундай сон
лар дуст сонлар  дейилади.

Таърифга асосан, цуйидагиларни ёза оламиз:

((o^ai — а =  Ь) д  (а(6) — b =• а))=$- (а(а) =  о[Ь) =  а  +  £).

1-м и со л. 220 ва 284 сонлар дуст сонлардир.
3 - т а ъ р и ф .  Агар п натурал соннинг хос булувчи

лари йигиндиси п соннинг узига тенг булса, и мукам-  
мал  сон дейилади.

Бу таърифни кискача куйидагича ёзиш хам мумкин ,ч

( я £  N)  (а (я) — я =  я ) д ( с ( я ) — 2я)

рост булса, п мукаммал сон дейилади.
2 - ми со  л. 6 =  1 +  2+3 ,  .28 =  1 + 2  +  4-4-7 +  14 бу. 

гани учун 6 ва 28 сонлар мукаммал сонлардир.
Электрон хисоблаш машиналари ёрдамида хозир 

кунда бир цанча мукаммал сонлар топилган.

15-§. Туб сонлар гацсимотининг 
асимгнотик цонуни

14-§ да биз туб сонларнинг турли юзлнкдаги ту 
лича тацсимотинн куриб утган эдак.  Губ сонлар нат
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рал сонларнинг у ёки бу оралитда  кандай жойлани
шини текшириш билан жуда куп математиклар шу- 
рулланган. Бу маеалани янада аникрок баён этамиз.

х  дан ортик булмаган туб сонлар сонини тг(лг) ор- 
цали белгилайлик. XIX аср матемагиклари т;(л) функ- 
циянинг хеч булмаганда такрибий аналитик куриниши- 
ни топиш учун жуда катта иш килишган. Улар агар 
к к) нинг аниц куринишини топиш мумкин булмаса, у 
х;олда унга х  нинг барча кийматларида жуда яцин бул
ган f (x)  функцияни топиш масаласини хал цилишга 
уринишган. Бунинг учун / ( х )  функцияни шундай тан- 
лаш лозим эдики, тг(л:) ва )(х)  ларнинг нисбати, яъни
—  нисбат х  нинг етарлича катта цийматларида 1 ге 

интилиши талаб цилинган, яъни

lim — * =  1 (1J
Ллс)

уринли булиши лозим эди. ( 1) тенгликни каноатланти- 
рувчи функциялар одатда асимптотик эквивалент  
ф у н щ и я л а р  деб юрптилади ва у кисцача 
куринишда белгиланади.

Лимитнинг таърифига асосан (1) ни л(л:) =  f (x )  +
4 - R(x )  каби ёзиш мумчин. Бу ерда R(x)  функция 
х  - * ос. да f ( x  | га нисбатан чексиз кичик микдордир,

.. R(x) А о яъни lim ——  =  0 уринли. 
г(х)

йилда француз математики Андриен Мари Ле
жандр (1752—1833) туб сонлар жадвалини текшириб, 
тс(л) нинг такрибий империк формуласини топди. Унинг 
фикричл д: нинг етарлича катта кийматларида л(я)
функция т а ц р и б а н ------ га тенг экан, бу ерда р =1пх—л
=  1,08366 узгармас сон. Шу даврнинг узида немис ма-
:! х
гематиги Гаусс х(х) учун 1 — (it функцияни олиш
1 J i n '

(умкин деб айтди. Бу интегрални элементар функция- 
тар орцали ифодалаб булмайди. Шунинг учун интег-  
а л л и  логарифм  деб зталувчи куйидаги интеграл би- 

mu ал м а ш ти р и л ад и:
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|\ ~ d t  ва L\ x  нинг фарки Li 2 =  1,04. Лопитал цо-

идасидан фойдаланиб куйидагиларга эга буламиз:
2

Г —  : —  )  =  l i m
J  In/ In X J Х+<Х>

. . /1  In X — 1l i m —
In* 1 n2 jc )

In JC ,—  l i m -- - - - - - - - - ---  1.
jc- к х  In  X  —  1

Демак, Лежандр ва Гауссларнинг тс(л:) учун топган 
функциялари бир хил

l i m ^ - 1, i i m - ^ - - l  
}  dtIn V 1 ----
J In I
2

«<аби асимптотик батога эга. Боцщача килиб айтганда
д

lux J In t

Бу формулалар туб сонларнинг асимптотик цону-  
ни  деб аталувчи конун буйича таксимотини курсатади. 
Лекин Лежандр ва Гаусслар бу конуннинг хакикатан 
уринли эканини назарий томондан асослаб бера олма- 
дилар.

16-§. Чебишев тенгсизлиги

Туб сонларнинг таксимотини назарий томондан тек- 
ширган математиклардан бири рус математиги П. Л. Че- 
бишевдир. У бу масалада катта муваффациятларга эриш- 
ди. Туб сонларнинг так^имоти хакидаги натижаларни 
П. Л. Чебишев узининг 1849 йилда ёзилган „Берилган 
сондан катта булмаган туб сонларнинг сонини топиш“ 
ва 1852 йилда ёзилган „Туб сонлар хакида“ деган асарла- 
рида баён этди. Биз бу ерда П. Л Чебишевнинг „Туб сон
лар хакида“ деган асарининг баъзи бир натижаларини 
эслатиб утмокчимиз. Юкорида биз Бертран масаласи 
тз грисида тухталиб утган эдик. Бу масалани Бертран- 
нинг узи ва ундан кейинги математикларнинг хеч бири 
хал эта олмади. П. Л. Чебишев 1852 йилда эълон кил-
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ган асарида бу масалани туда очди. Бундан ташкари 
П. Л. Чебишев шу асарида к(х)  ва бошка сонли функ- 
цияларнинг хоссаларпни текшириш учун кучли эде- 
ментяр методларни курсатиб берди. У х  нинг етарли
ча катта кийматларида тс(л') ни бахолаш учун куйида- 
ги тенгсизликлар уринли эканини исбот килди:

0,92129 <  ^ - <  1,10555к
In*

ёки
0,92129—  < * ( * ) <  1,10555 —

1пх \ п х '

Адабиётларда бу тенгсизликлар Чебишев тенгсиз- 
ликлари деб юритилади. Юкоридаги тенгсизликларнииг 
исботини келтириб угирмасдан, унинг геометрик тал- 
цинини баён этамиз.

Бу тенгсизликларга асосан, х  етарлича катта кий-
X

матни кабул килса, к ( х ) : —  функциянинг графиги
In*

=  0,92129 ва у2 =  1,10555 параллел тугри чизиклар ора
сида ётади.

П. Л. Чебишевнинг туб сонлар таксимоти тугриси- 
даги ишлари унинг замондошларига катта таъсир кил- 
ди. П. Л. Чебишевнинг кулга кирлтган муваффакият- 
лари хакида сузлаб инглиз математик Сильвестр 
(,1814 — 1894) 1881 йилда куйидаги фикрни билдиргаи 
эди: „Сонлар назарияси сохаснда янада янги ютуклар- 
га эришиш учун, акл-заковати буйича Чебишев олдий 
одамлардан кандай юкори турган булса, Чебишевдан 
шундай даражада юкори турадиган одам тугилишини 
кутиш мумкин“. Буюк немис математиги Ландау (18/7
— 1938) узининг туб сонлар таксимотига багишлаган 
бир асарида Чебишев тугри, и ta шундай деб ёзади: 
„Евклиддан сунг „Туб сонлар масалалари“ни хал этиш 
учун тугри йул талланган ва мухим муваффакиятлар- 
ни кулга киритган олим бу Чебишевдир“.

П. Л. Чебишевнинг ютуклари туб сонлар таксимо- 
тининг асимптотик конунини исбогллш учун, яъни 
.. -(f)11 m —  нинг мавжудлигини курсатиш учун етарли
ДГ-*-оо *

1п X
эмас эли. Лекин у шу масалани хал килишга уринган: 
агар лимит мавжуд булса, у 1 га тенг булишицу исСог
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цилди. Немис математиги Риман 1859 йилда бу маса-
Q0

лани хал этишда комплекс аргументли i(s) =  V  — функ

циядан фойдаланиш мумкинлигини айтди. Риман узи- 
нинг бир канча асарида £(s) функцияиинг ажойиб хос- 
саларини курсатиб берган булса-да, у узининг бу ме- 
тоди буйича туб сонларнинг тацсимотига оид бирорта 
хам арифметик натнжани кулга киритмаган. 1896 йил
да француз математиги Ж. А. Адамар ва бельгиялик 
математик Валле-Пуссенлар бир-бирига боглик булмаган
холда нинг лимити мавжудлигини курсатишди. 

\п х
Улар уз ишларида Риман методидан фойдаланишиб, 
шундай натижага эришдилар.

Туб сонлар таксимотининг элементар (комплекс 
функциялар назариясндан фойдаланмасдан) исботини 
1949 йилда даниялик математик А. Сельберг ва вен- 
гриялик математик Эрдешлар курсатди. Хозирги кунда 
бу конуннинг энг содда хисобланган усули рус мате- 
матиклари А. Г. Постников ва Н. П. Романовларнинг 
каламларига мансубдир.

17-§. Саноц системалари

Урта мактаб математикасидаги барча хисоблашлар 
унлик санок системаси асосида ургатилади. Умуман 
олганда унлик санок системасининг яратнлиши матема
тика фанининг ривожи учун катта ахамиятга эга бул- 
ди. Кишилик тарихида унлик санок системасидан таш- 
кари 12 лик, 60 лик, 7 лик, 5 лик, 2 лик ва хоказо 
санок системалари бор. Бу санок системаларининг хам- 
маси битта умумий принцип асосида курилади, яъни 
Куйидаги теорема уринли:

Т е о р е м а ,  т сони 1 дан катта натурал сон бу
л и б , /И =  (О, 1, 2.........т — 1) туплам  берилган б у л 
син. У холда  хар  кандай а натурал  сон учун ушбу

а =  ап-{- a j n  +• а2т'г +  0-ГтТ =
=  a0m° а хт х +  . . . - } -  агтг (ai £ Щ  (1)

ёйилма мавжуд ва у ягонадир
И с б о т и .  Аввало (1) ёйилманинг мавжудлигини 

курсатамиз. Исботни а нинг индукцияси асосида олиб
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борамиз. 1< й < г а  булганда а £ М  булиб, а=ат°  тенг
лик биз излаётган тенглик булади. Фараз килайлик (1) 
ёйилма а дан кичик булган барча натурал сонлар учун 
уринли булсин. Унда колдикли булиш теоремасига 
асосан

а =  mq +  а0 (я0£  М)  (2)
мавжуд булиб, q <  а  булади. Фаразимизга асосан (1) 
ёйилма а  дан кичик барча натурал сонлао учун мав
жуд. Демак,

q =  а, +  а 2т +  • • • +  агтг~' (3)

гйилма хам мавжуд. (3> ни (2) га куямиз. У холда

а — т(йу +  а2т 4—  • 4- агт ~  \ +  «0 =
=  а 0 4- ахт +  • • • +  а гтг.

Демак, (1) ёйилма а сон учун хам уринли экан. Ма
тематик индукция принципига асосан, ( 1) ёйилма хар 
кандай натурал сон учун хам мавжуд булади.

1- т а ъ р и ф .  а натурал соннинг ( 1) куриниши уни 
т нинг даражалари буйича ёйиш дейилади.

Энди (1) ёйилманинг ягоналигини исбот килайлик. 
Бунинг учун индукция принципидан фойдаланамиз. 
а < т  учун (1) ёйилма уринли, чунки а < т  шартда а 
сон М  тупламнинг факат битта элементига тенгдир. 
Фараз килайлик, а соннинг узи учун (1) каби ёйилма- 
дан бошка яна битта куйидаги ёйилма мавжуд булсин'

а  =  а0т°-\- а\т 4- а2 т2 4- • • • 4- a rim r' =
—£?о 4 " т ( a a  m  4 ~ * * * 4 ~ а Гиъ i-

Бу тенгликни
а ■■ а  о 4 -  >ЩХ \ 4 )

шаклда ёзиб оламиз. Колдикли булишнинг ягоналиги
га асосан, (2)ва (4) дан куйндагиларни ёза оламиз:

а:, =  Go, (q =  <7i ) —> Л 4- a2m 4- • • • 4- armr~l =
=  a  ] -j~ a  j i i  4~ * • • 4 -  a r in  •

Лекин q<a  ва (?i<a булгаиидан индукция принципига 
асосан, г, -  г ва а ^ а ,  (;'■-■= 1 ,г). Демак. (I) ёйилма- 
ни иккита булсин деб килган фаразимиз нотугри, яъ
ни ( 1; ёйилма ягона.



Бу теореманинг мохияти шундаки, унинг биринчи 
кисми ( 1) ёйилма коэффициентларини хисоблашнинг 
рекуррент богланишини беради. ( 1) ёйилманьнг ягона- 
лиги эса, ихтиёрий натурал сонни т лик санок систе- 
масида ёпиш учун асос булади. т лик санок система- 
сида ёзилган сон кискача (агаг~ г  ■ ■ахай)т каби белги
ланади. Бу ёзувда хар бир ракам узининг тутган ур- 
ни билан характерланади. Масалан, 222 да 2 дан учтя 
учрайди. Лекин улардан энг унг томонда жойлашгани
2 та бирликни, унгдан иккинчиси иккита унликни, 
яъни йигирмани, учинчиси эса иккита юзликни билдира- 
ди (бу ерда унлик санок системаси кузда тутиляпти). 
Агар биз т лик система билан иш курганимизда эди 
юкоридаги учга иккилар мос равишда унгдан 2, 2т, 
2т* ни билдирар эди.

2 - т а ъ р и ф .  Бирор т асосга нисбатан курилган са
нок системаси позицион саноц системаси дейилади.

Позицион булмаган санок системалари хам бор. Ма
салан, рим ракамлари билан иш куриладиган система 
позицион булмаган санок системасидир.

Хозирги вактда электрон хисоблаш машиналари 
асосан иккилик санок системаси асосида ишлайди. т=^л 
булганда М  =  | 1) булгани учун бу санок система- 
сида >;ар кандай сон факатгина иккита 0 ва 1 рацамла- 
ри ёрдамида ёзилади. Масалан, 119 сонини олсак, 
унинг /и =  2 нинг даражалари буйича ёйилмаси, 119 =  
-= 1 -2° +  1*2 +  1 • 22 +  0 • 23 +  1 • 24 +  1 • 2:’ +  1 • 2В булиб, 
бу соннинг куриниши ( l l l i ! l l l )2 каби булади.

З т а ъ р и ф .  Бирор т  аеосли санок системаси буйи
ча ёзилган сон систематик сон дейилади.

18- §. Систематик сонлар устида амаллар

Систематик сонлар устида баъзи бир амалларни ба- 
жаришдан олдин, уларни куйидагича ёзпб оламиз:
а =  а0т° +  а, /гг1 +  • • • +  агтг +  0 >тоГт1 +  0 • тг+2-\- ...==

оо
=  У а г т ' .  ( 1 )

г=О

Демак, бирор / > г  номердан бошлаб барча at лар нол
га Тенг экан. Шундан сунг исталган натурал сонни 
бир канча куринишда ёзиш мумкин. Масалан, 111 =  
=  0111=00111 =  . . .  сонларнинг барчаси иккилик санок 
системасида узаро тенгдир.
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Энди т лик санок системасида берилган иккита 
сонни кушиш амали устида тухтаб утамиз.

оо
а — V  a i 0 <  at <  /и,ed1=0

( 2)
b =  V  Ь{т}, 0 <  bt <  т

г=а
булганда с — а + 6 ни т лик санок системасида кандай 
куринишда ёзиш мумкинлиги билан шугулланамиз.

а =  а0 +  аут + агт > +  • • • +  агтТ 4- • • •' (3) 
b =  Ьп b^m -(- b2m2 4-  • • • 4 * brmr (4)

булгани учун
с =  a0+ b 0+ ( a 1-{-bl)m +  {а, +  b ^ m 1 Н-------- f  {а, +  bt)rri +

+  {a /+i 4  bi+i)m + +  ■ • • +  (cir +  br)mr +  • • • (5) 
булади. Иккинчидан хар кандай с соннинг m нинг д а 
ражали буйича

с =  с0 4 - с,m 4- с,гп* +  • ■ • +  crmr +  • • • (6)
каби ёйилмаси мавжуд ва ягонадир.

Биз битта с сон учун ( 5 ) в а (6 ) каби икки хил ёйил- 
мага эга булдик. Бу икки ёйилма умуман устма-уст 
тушмай колиши мумкин. Вошкача килиб айтганда, 
Куиидаги икки хол юз беради:

1. f al-j-bi<m)=>[a,-\-b/= c i) (i =  О, 1, 2, . . . )
2. ak + bk > m  булса, ck = dk булади, бу ерда dk сон 

a k +  Ьк ни m га булгандаги колдик. Демак, иккинчи 
Холда ск коэффициент учун а к +  Ьк йигиндини m  га бул
гандаги колдик олинар экан. Бундай холда а^-\- Ьк =
— d k-\-m тенглик уринли булганидан (5) ёйилмадаги k 
ва &-J-1 хадлар куйидагича булади:

(ak +  bk)m.k -j- (ак+1 +  bk+{)ni "* =
=  (dk 4- m)mk 4- (аь+ , +  Ьк+1) гп +1 =

=  dhmk +  (dk+\ 4- bk+i +  1 )mk+ .
Лекин ait+i ва bk+1 лар ск+\ коэффициентни аникловчи 
кушилувчилардир. Бошкача айтганда, ak+ b k y>m бул
са, k-\-\ коэффициентга 1 бирлик кушилар экан. Юко- 
ридагиларни умумлаштириб. куйидаги теоремани ёза- 
миз:

Т е о р е м а ,  m л и к  саноц системасида (3) ва (4) 
ёйилм алар  орцали берилган а ва b сонлар

a -j- b =  с — с0 -\- схт 4- c.jiiг +  • • • +  сГтг 4- • • • (7)
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йигиндасинанг коэффициентлари цуйидаги рекуррент  
форм улалар ёрдамида пшщланади: агар  а 0 +  &0 т. 
булса,  s0 =  0 акс холда  е0 =  1 оеймиз. et =0<==> а ;_ : +  
+  bi- j  +  e,_i с т, ег =  1 <==> а;_!  +  bi-\  +  e ,_ i>/гс шарт,- 
ларда  г, ни аницлаймиз.

Агар
Bi Jr a i Jr b l <. т  ( 8 )

булса, у холда  ct =  а г +  Ь, +  г, булади; агар
е, +  а г - f  bt >  т (9)

булса, у холда  ct =  d h а г +  bt -\- гг — in (i =  0, +oo)  
булади.

Исбснни г нинг индукциясн асоси;.а олиб борамиз. 
г=  0 да (5) ейилмадаги а 0 -(- £0 учун куйидаги иккита 
хол булади:

а )  <70 +  й0 <  б у л с а ,  у х о л д а  с 0 =  а 0 - r  Z?0 б у л а д и ;
б) а 0 +  £0 > т булса, <70 +  Ь0 =  с0 +  /?г булгани учун 

с, коэффициента 1 кушилади. Демак, г' =  0 да (8 ) ва 
(9) шартлар уринли. Фараз килайлик бу рекуррент 
формулалар c,_i коэффициент учун уринли булсин. У 
Холда i коэффициент а1-гЬ,^-г1 га тенг булиб, бу ерда 
Qi—1 +  bi—i -j- ] <d ш ёки a i—i -J- bi_ i -)- s;_j in шартга 
Караб £г =  0 ёки ei =  1 булади.

1-м и с о  л. Бешлик санок системасида (342 )5 ва 
(134)6 юнларнинг йигиндисини топинг.

Амалий машгулотларда Зирор т асос буйича сонни 
кушиш учун жадвал тузиб олинади. т — 5 булганда 
бу жадвалнинг куриниши куйидагича булади:

* + “ 1 2 3 4

1 2 3 4 10

2 3 . 4 10 11

3 4 10 11 12

4 10 11 12 13

яъни 1 +  1 = 2 ,  1 + 2  =  3, 1 + 3 = 4 ,  1+4  =  10 (0 +  1-5),
3 + 1  = 4 ,  3 +  2= ,  10, 3 +  3 =  11 (1 +  1-5), 4 +  4 = 1 3  
(чунки 8М — 3-5° +  1-5). Демак, (342)5+(134)5=  (1031),
40



Айириш амали бир хонали сопларни айириш, к у 
шиш жадвалига асосан бажарилади. Куп хонали сон* 
ларни айириш эса т = 10 булг ан делдаги сонларни айи- 
ришга ухшайди. Агар камаювчининг бирор хона бир- 
лиги айрилувчининг тегишли хона бирлигидан кичик 
булса, камаювчидан битта чапдаги хонанинг бир бир- 
лиги, яъни т унлан унгда жойлашган хона ракамига 
Кушилиб, сунгра айириш амали бажарилади. Масалан, 
(5321 ),— ( 2 6 - 3 1 ни бажаринг. Аввало унгдаги биринчи 
хонадаги сонлар тенг булгани учун 1 — 1 = 0  Энди 
иккинчи хонаснга утамиз. Лекин 2 <г 5. Шунинг учун 
унгдан учинчи хонанинг асосга тенг булган битта бир- 
лигини иккинчи хонадагп сонга кушамиз (7 +  2 =  Ь). 
Шундан сунг 9 — 5 =  4. Энди учинчи хоиада 2 колди, 
лекин 2 < 6  булгани учун унгдан туртинчи хонанинг 
битта бирлигини учинчи хона сонига кушамиз (7 +  2 =  
= 9  . Шундап сунг 9 — 6 =  3 ва ни^оят 4 — 2 =  2. le- 
мак. (5321), — (26511, =  (2340),. Хакпкатан, (2 6 5 1 ; ,+  
+  (2340), =  (5321),.

Купайтириш. Ихтиёрий а натурал сонни т лик са 
нок системасида ( 1) каби ёйилмасига ёйиб олгач, улар- 
ни купайтириш урта мактабда учраган купхадни куп- 
Хадга к^пайтирищдаги каби бажарилади.

Агар коэффициентларни купайтириш пайтида ку
пайтма санок системасининг асосидан кат га булса, у 
холда купайтмани асосга булиб купаттма урнига кол- 
дик олинади ва у булинма шу сондан кейин келади- 
ган хона ракамига кушилади.

Купайтириш амали хам асосан жадвал ёрдамида ба
жарилади. Масалан, асос g =  6 булганда купайтириш 
жадвали куйидагича булади:

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 ■ 1 2 3 4 5

2 0 2 4 10 12 14

3 0 3 10 13 20 23

4 0 4 12 20 24 32

5 0 5 14 23 32 41
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Бу жадвалдан фойдаланиб (35‘2)в• (245)6 купайтмани 
топайлик:

х  (352)6 
(245)6

(3124>6 
(2332),

(1144),
(145*44),

Исталган системада ёзилган сонларни булиш, худди 
/га =  10 булган холда г и булишдек бажарилади.

2 - ми со  л. гп = 6 булганда (145244)6 ни (245)6 га 
булинг:

_  1452440 
1223,,

_  22540 
2201G

245г,
352„

19-§. Бир саноц системасидан бошца санок 
системасига уш ш

Асоси т га тенг булган санок системасидан доимо 
бошка бирор g  асосга эга булган санок системасига 
утиш мумкин. Бунинг учун т системали сонни аввало 
унлик санок; системасидаги сонга айлантириб, сунгра 
охирги соннн g  системадаги сонга айлантириш керак. 
Унлик системада берилган сондан g  лик системага 
(g  <  10) утиш учун берилган сонни g  нинг даражала
ри буйича ёзиб оламиз. Шу ёйилмадаги коэффициент* 
лар (даражаларининг пасайиши тартибида олинади) g  
асосга нисбатан ёзилган соннинг ракамлари булади.

1 - м и с о л .  3287 ни еттилик системасида ёзинг.
Бунинг учун куйидаги кетма-кетликни бажарамиз:

3287 — 7 - 4 6 9 +  4,
469 =  7-67 +  0,

67 =  7 • 9 +  4,
9 =  7-1  + 2 .

42



Демак,  3287 сон куйидаги ёйилмага эга экан:
3287 =  7(7-67) +  4 =  72-67 +  4 =  7*(7-9 +  4) +  4 =

=  73-9 +  72-4 +  4 =  73(7 +  2) +  7* - 4  +  4 =
=  74. 1 +  73-2 +  4-7* +  0-7 +  4-7° =-(12404)7,

3287 =  (12404),.

Юкоридаги кетма-кет булишни куйидаги усулда хам 
бажариш мумкин:

3287 7
28 _  469

_  48 ■ 42

67 49 рт" — _ ----
63 1 14 I h i.— , г  0 \ |  2 \ / ~
(4 4-1 1 — 1_1

Охирги булинма ва колдиклар (внг сунгги колдикдан 
бошлаб) дан тузилган сон биз излазан сон булади.

Энди бирор tn асосли системадан унлик системага 
утиш масаласи билан шугулланамиз (/та<  10)

N m =  (arar-x • • ■ a ta0)m 
берилган булсин. Унг,:ан биринчи хона бирлиги унли 
системада хам узгармайди, яъни а0 = а0. Унгдан иккин
чи хонанинг бир бирлиги унлик системада а,/« киймат- 
га, учинчи хона бирлиги а2т г ва хоказо, г + 1  хона 
бирлиги эса агтг кийматга эга. Демак, Л/т сон унлик 
системада куйидаги ёйилма буйича ёзилади:

N m = а п +  а хт +  a 2m2 4- • • • +  armr.
Юкоридагиларга асосан, куйидаги коидани ёза оламиз: 

т асос буйича берилган сонни унлик системада ёзиш 
учун унгдан иккинчи ракамдан бошлаб хар бир сонни 
шу ракам жойлашган хона кийматига купайтириб, 
уларнинг йигиндисини топиш керак.

2 - ми с о  л. (25402), сонни унлик системада ёзинг. 
Биринчи хонадаги сон 7°=1.  Демак, 2 -1= 2 .  Иккин

чи хонадаги сон 7. Демак, 0-7 =  0. Учинчи хонадаги 
сон 7 ' =  49. Демак, 4 9 - 4 =  147. Туртинчи хонадаги сон
73 =  343. Демак, 343*5=1715. Бешинчи хонадаги сон
74 =  2401. Демак, 2401-2 =  4802. У холда 2 + 0 + 1 4 7  +  
+  1715 +  4802 =  6666.
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Амалий машгулотларда т  асосли системадан унлик 
системага утиш учун юцоридаги жараён тескарисидан 
бажарилади, яъни энг юкори хона бирлиги (мисоли- 
мизда 2) асос бирлиги (мисолимизда 7) га купайтири- 
либ, кейинги хона бирлигига кушилади, яъни 7 - 2  +  
+  5 =  19. Хосил булган натижа яна асосга купайтири- 
либ, натижа кейинги хона бирлигига кушилади ва >;о- 
казо Шу усулни ^озирги мисолга куллайлик:

7-2 +  5 =  19,
19-7 +  3 =  136,

136*7 +  0 — Уо2,
952-7 +  2 =  li:. 66.

3-м и со л. (35201 )0 =  х 4 ни бажаринг. Бошкача айт
ганда олтилик системасидан туртлик системага утинг.

Аввало юкорида айтиб утганимиздек, олтилик сиг- 
темадан унлик системага утамиз:

■ 3 - 6 + 5 = 2 3 ,
23-6-1-2=140,

140-6 +  0 =  840,
840-6 +  1 =  504!.

Энди унлик системадан туртлик системага улаыиз;

5041 4
4 1260 4

_ ю 12 3158 6 28
24 4 35
24 20 32

1 20 Гз|
t I 0 ]--- - г

78

3 3  
' • 6

9
16 4

4

2 О

Демак, 5041 =  (1032301), булиб, (35201), =  (1032301)4 
булади. Агар берилган асос 10 дан катта булса, у 
долда янги снмволлар киритишга тугрп келади. Маса.- 
лан, каралаётган асоспи 16 дегак, о, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9 ракамлар ап ташцари 10), (11), (12), (13), (14), 
(15) снмволлар (рацамлар) киритилиб, 0 дан 16 гача 
булган сои.ирнн О, 1, 2, 3, i, 5, 6, 7, 8, 9, (10), i l l ) ,  
(12), (13), (14), (15), 10 каби ёза оламиз.
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4 - ми-со л. (12573),0 ни 36 асос буйича ёзинг.
Е ч и ш .

12573 =  16-785 +  13,
785 =  16.49 +  1,
49 =  16-3 +  1.

Бу ерда 13 сони берилган 10 асосдан катта булган* 
лиги учун уни (13) символ билан алмаштириб, цу- 
йидагига эга буламиз:

(125 73), 0 =  (31 1 (13)),6.

Фараз килайлик бирор g  асосга нисбатан ёзилган 
т сони берилган булсин. Биздан шу т сонини 10 лик 
системадан фойдаланмасдан туриб, исталган /г асосгз 
нисбатан ёзиш тала > этилсии.

Аввало /г сонни g асосда ёзамиз, кейин куйидаги 
амалларни бажарамиз:

а) т сонни /г га булиб, ь;олдик Ь0 сонни топамиз, 
яъни т — hq, +  b0 дан Ь0 топилади;

б) Ьп колдикни h асосга утказамиз ва Ь0 сон h асос- 
ли соннинг охирги разами булади;

в) q | сонни h сонга булиб, цолдик Ьл сонни топа
миз, яьни Ui— hq2-\-bx дан bt топилади ва уни h асос
га утказамиз;

г) бу жараённи булинма qt сон h дан кичик бул- 
ганча лавом эттирамиз;

д) т соннинг /г асосли биринчи разами, охирги бу
линма Q) булади. Ундан кейинги ракам охирги колдиц 
ва шу тартибда колдиклар олинади. Бу сонлар т сон
нинг /г асосли ракамлари булади.

5 - ми со л. 37248 сонни олтилик ва унбирлик систе
ма ларида ёзинг.

a) g =  8 в а k = 6; h =  6 =  68
_37248 6.,

Зб3 _5! 68 68
_Т 28 4+ _ 673 6з

6 8 _563 68 _ 1  ls
5-s __73 6_8

4+ =| 40 6з Зз
08 = 'Т7-1

i > 1 л 18= |  le

Демак,

1__1 ^

3724, -  131
I

8 i_
.1

<-----



Демак,  2724s =  1562и .
Биз юкорида исталган бутун сонни т > 1  натурал 

асос буйича ёзиш мумкинлигини курсатдик. Бу фикр 
исталган каср сон учун хам тугри эканини баён кила- 
миз. Фараз килайлик, бизга 1309,26 унли каср (10 асос
га нисбатан) берилган булсин. Бу сонни 10 нинг да 
ражалари буйича куйидагича ёзиб оламиз:

Агар каралаётган каср бошка асос буйича берилган 
булса, у холда уни унли асос оркали ёзиш мумкин 

Масалан, (1254,7632)e =  1 • 83 4- 2 • 82 +  5 ■ 81 +  
+  4-8° +  7 • 8-1 4- 6 • 8~2 4  3 • 8~3 +  2 • 8~4 ёйилмада те
гишли амаллар бажарилса, хосил булган сон 10 асос
га нисбатан ёзилган булади.

Уз-узидан маълумки каср сонларнинг барчзси хам 
чекли унли каср шаклила ёзилавермайди. Бу хол ис
талган санок системаси учун хам уринли.

Лекин яна шундай хол юз бериши мумкинки, бир 
санок системасида чекли ёйилмага эга булган рацио
нал сон бошк;а санок системасида чексиз даврий каср
га ёйилиши мумкин ва аксинча. Масалан, — сони ун-

лик сисгемада 0,333. , .  каби чексиз даврий унли каср
га ёйилса, олтилик санок системада чекли булади,

Умуман айтганда юкоридагиларга асосан исталган

1309,26 =  1 • 103 Н- 3 • 102 4  0 • 10' 4  9 • 10° +  
+  2  • 1 0 _ 1  +  6  • 1 0 ~ 2.

+  2 - 6  <= (0,2)6. Худди шундай 

холда (-М =  (0,0333. . ,)6 булади.



рационал М сочини т асос буйича куйидаги куриниш
да ёзиш мумкин:

^ т  ^  k ^k—X • • • Д0. Д—1 Д—'2 • • • CL—s)m*
Бунда ak, ап-1, . . а0 лар М  сонининг бутун кисми
ни, a_v a_v  . . a_s лар эса унинг каср кисмини ифо- 
далайди.

20-§. Арифметик прогрессияда туб сонлар

Кулланмлмизнинг 11-§  ида натурал сонлар тупла- 
мида чексиз куп туб сонлар мавжуд эканлигини кур- 
сатган эдик. Энди куйидаги иккита арифметик про* 
грессияни карайлик:

1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, . . .
3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, . . .

Агар бу прогрессияларнинг хадларига эътибор бер- 
сак, уларнинг бир канчаси туб сонлардан иборат экан
лигини курамиз. Бир неча хадлари туб сонлар булган 
арифметик прогрессияларни доимо тузиш мумкин. Шу
нинг учун бизни (a; d) =  \ булганда a, a-] -d ,  a +  2d, 
. . . .  а +■ nd, . . . прогрессиядаги туо сонларни топиш 
масаласи кизиктиради. Бу масалани хал этиш учун бу
тун дунё олимлари узок вакт уринишди. Нихоят уз 
замонасининг буюк математикларидан бири булган Ле- 
жен Дирихле (1805 — 1859) мазкур масалани тула-ту- 
кис хал килади.

1- т е о р е м а  ( Д и р и х л е  т е о р е м а с и ) .  Агар (а; 
d) =  1 ва п. £  N  булса , у холда  умумий хади а +  nd  
куринишда булган прогрессияда чексиз куп туб сон
лар  булади.

Бу теоремани исботлаш учун математик анализ вз 
функциялар назариясининг мураккаб усулларидан фой- 
даланишга тугри келгани туфайли биз уни исботлаб 
утирмасдан унинг куйидаги баъзи бир махсус кури- 
нишга эга булган прогрессияларини караб утамиз:

' 2 - т е о р е м а .  4п - f  1 ( V n £ N )  куринишдаги т уб  
сонлар чаксиз куп.

1 дан катта хар кандай k натурал сон учун k\ жуфт 
сон булади. У холда (£!)2 -:-1 ток сон булиб, у н и н г  
энг кичик булувчиси хам гоч туб сондир. Бу ток туб 
сон ё 4я4- 1,  ёки 4п f  3 куринишга эга булади, бу 
ерда п мусбат бутун сон.
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Агар энг кичик туб булувчини р  десак, p > k  бу
лади. Акс холда, яъни р <  к шартни каноатлантирган- 
да эди (1 • 2 • 3 • . . .  • k)2 +  1 = p t  {t — мусбат бутун 
сон) тенгликда кавс ичидаги купайтувчилардан бири р 
га тенг булиб, бундан 1 нинг р  га булиниши келиб чи
кади. Бунинг булиши мумкин эмас, чунки р  туб сон 
эди. Айтайлик р  =  +  3 куринишдаги туб сон бул
син. У холда (&!)* =  а десак, (a 2n+1 +  1) / а +  1 =  
=  ( (6!)2(2я+1) 4- 1 )/(£!)* 4-1 келиб чикади. Лекин 2(2я4-  
- \ - \ )=Ап  4- 2 =  (4л43 )  — 1 =  р — 1 булганидан ва (&!)24-
4 - 1 /р га кура (k\)p 4  k\jp бажарилади.

Охирги муносабат ((k\)p 4  k\)/p уринли эканини бил- 
диради.

{(k\)p — k\)/р муносабат уринли. (Исботи 2 6 - § даги 
Ферма теоремасидан келиб чикади.) Демак, ({{k\)p -\-
4- b\)lp) А ((k\)p — k\)lp дан (ikl)p 4 - k\) — ( (k \)p — k\) =  
* = 2£! булиб, 2k\jp булади.

Охирги муносабатнинг булиши мумкин эмас, чунки 
2k\ жуфт сон булиб, р  эса k дан катта ток туб сон. 
Демак, р туб сон 4 л -f  1 куринишга эга экан. Шундай' 
цилиб биз хар бир п >  1 натурал сонга битта Ап 4- 1 
куринишдаги туб сон мос келишини курсатдик. Бу туб 
сон (&!)2 +  1 нинг энг кичик туб булувчисидир. Лекин 
натурал сонлар туплами чексиздир. Демак, Ап 4- 1 ку
ринишдаги туб сонлар хам чексиз куп экан.

3 - т е о р е м а .  4гс-}-3 ( \ / п  £  /V) куринишдаги про- 
грессияда туб сонлар яексиз куп.

Теоремани исботлашдан олдин куйидаги иккита тас- 
дикни келтирамиз:

1) Уз-узидан маълумки 2 дан катта булган хар бир 
туб сон ток сон булади. Акс холда у иккига булин- 
ган буларди.

2) Бундан ташкари Ап 4 - 1 шаклдаги хар кандай ик
кита соннинг купайтмаси яна Ап 4- 1 куринишда була
ди, чунки

(4а 4 - 1)(4b 4- 1) =  16аЬ 4  4а + АЬ 4 - 1 =
— 4 (4ab 4- а +  Ь) 4- 1 =  Ak 4- 1,

бу ерда k =  4 a b а-\-Ь.
Энди 3 - теоремани исботлайлик. Фараз килайлик 

Ап 4  3 куринишдаги туб сонлар сони п та булиб, улар 
Pt, Р2, ■ ■ Рп булсин. Бундай холла куйидаги ифода
ни тузамиз: т =  А (р 1 • р 2 • . . .  • р п) — 1 =- 4 (рг • р2 X
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X .  . . • р п — 1) +  3. Бу ерда факат куйидаги икки ,\ол 
юз беруши мумкин:

ai от — туб сон;
б) от — мураккаб сон.
а) tn туб сон булса, уни q оркали ^елгилайлик. У 

холда 4 (/>, • р г • . . .  • р п — 1) +  3 булгани учун q 4= 
Фр-Ь (/ =  1, п) булади. Демак, р, ■ р г • . . .  • рп — 1 =  
=  я, десак. у холда а — Ап, +  3 куринишдаги сон туб 
сон экан. Бу холда фаразимиз нотугри.

б) т  мураккаб сон булсин. Бундай холда т =  4 X 
X (р, • р г ■ . . .  • рп — 1) +  3 соннинг туб булувчилари- 
нинг барчаси хам 4п -+ 1 шаклдаги сон булавермайди, 
Акс. холДа от нинг узи хам Ап -f- 1 куринишдаги сон 
буларди. Шунинг учун т нинг камида битта туб бу
лувчиси 4 д + 3  куринишда булиб, у р и р 2. • • •> Рп 
ларнинг бирортасига хам тенг эмас, акс'холда, 4(р,  X 
X рг ■ • Pk ■ ■ ■ ■ ■ Р„)~  1 -  q, ■ и2 • • • . • ?/, • . . .  -qt 
булганда эди —1 сони р* — 4лй -)- 3 га б /лингал 
булар эди.

Шундай килиб, биз икки холда хам р и р 2, . . ., р п 
лардан фаркли Ап-]-6 куринишдаги туб сонни хосил 
килдик. Бу эса фарязимизга зид.

Демак, Ап +  3 куринишдаги туб сонлар чексиз куп 
экан.

Л е  м ма. 6я +  5 куринишдаги  адо  цандай нат урал  
сон камида битта 6т -1- 5 куринишдаги туб булув-  
чига эга булади.

14 с б о т  и. 2 ва 3 га булинмайдиган хар кандай на
турал сон ё 6*4-1 ,  ёки 6* +  5 куринишдаги сонга бу
линади. Иккинчи томондан 6п + 5  нинг барча булув
чилари факатгина 61 +  1 куринишдаги сон булавермай- 
ди, акс *олда (6/, +  1 )(6/2 +  1) *= 36*, / 2 +  6*, +  6*2 +  
+  1 =  6 (Ог, • *2 - f  *, +  t2) -f- 1 =- 6/ 4- 1 буларди.

Демак, 6п +  5 куринишдаги натурал сон камида 
битта бот +  5 куринишдаги туб булувчига эга экан.

4- т е о р е м а. 6п +  5 куринишдаги туб сонлар чек
сиз куп

И с б о т и .  Ихтиёрий £ натурал сонни оламиз Агар 
А= 1 булса, 6 - 1! — 1 = 5  =  6 - 0 - f -5 тенглик бажари- 
лади.

Фараз килайлик k >  1 булсин. У холда k = ^ \  +  m 
каби ёзиш мумкин булганидан 6&! — 1 =■= 6 (1 +  от)! —
—  1 =  6  — 6 — 6(1 i  от)! — 1 =  6 ( (  1 -f- от)! — 1) -J- 5  =  6/"4“ 
-j- 5, 6k\ — 1 «= 6/ D.
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Демак, k дар кандай мусбат бутун сон булганда 
дам 66! — 1 доимо 6/ +  5 куринишга эга экан. 6/ +  5 
куринишдаги сонларнинг 1 дан фаркли энг кичик мус
бат булувчиси р  туб сон эканлиги леммадан маълум.

66! — 1 =  6 (1 • 2 • 3 • . . • А) — 1 =*pt булганидан 
(бу ерда t бугун мусбат сон) р >  k экани келиб чита
ли.

Демак, хар бир /г натурал сон учун k дан катта ва 
6/1 +  5 куринишга эга р туб сон мавжуд экан. Нату
рал сонларнинг чексиз куплигига биноан 6/7 +  5 кури
нишдаги туб сонлар хам чексиз куп деган хулосага 
келамиз.
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II б о б .

ТАККОСЛАМАЛАР НАЗАРИЯСИНИИГ АРИФМЕГИКАГА 
ТАТБИЦИ

21-§.  Та^косламалар ва уларнинг хоссалари

Маълумки, колдщли булиниш хакидаги теоремага 
асосан хар кандай иккита а, т > 0  бутун сон учун 
шундай ягона qx ва г сонлар топиладики, ушбу

a =  m q , + r  ( 1)

тенглик бажарилади, бу ерда 0 < г < / ? г .
Бирор q2 бутун сон учун

b =  mq2 +  г  ( 2)

тенглик уринли булган Ь сонни олайлик. ( 1) ва (2) 
тенгликлар а ва b сонларпни т га булганда бир хил 
кол дик колишини билдиради.

Т а ъ р и ф .  Агар иккита бутун а ва b сонни т  на
турал сонга булганда хосил булган колдиклар узаро 
тенг булса, у холда а ва Ь сонлар т модуль буйича 
тенг цолдицли, сонлар  ёки т модуль буйича тацчос-  
ланувч .11 сонлар  дейилали.

Агар а ва b сонлар гп модуль буйича таккосланса, 
у холда куйидагича белгиланади:

a =  b ( m o d /ге) (3)

(3) ни а ва Ь сонлари т модуль буйича узаро так- 
косланади деб укилади. Энди (1) дан (2) ни айнрай - 
лик, у холда а — b =  m(q, — g2) ёки

а — b =  mt (t =  qt -  q2) (4)

тенглик хосил булади.
Юцоридаги мулохазаларни якунлаб куйидаги хуло- 

саларни чикариш мумкин:
1. т  модуль буйича таккосланувчи сонларнингайир- 

маси т сонига булинади.
2. Агар а =  Ь +  mt  булиб, b ни т га булгандаги 

колдик г га тенг булса, а ни хам га га булгандаги 
цолдик г га тенг булади.

Хакикатан, b — mqx +  г ни а =  b +  mt  га куямиз. 
У холда а =  mqx +  г +  mi — m ( q ) +  /) +  г =  mq2 +  г, 
яъни a = m q 2Jr  г булади. Демак, a = mq2-\-r  булиб,
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а ни т га булгандаги колдик хам г  га тенг экан. 
Шундай килиб, a =  b (mod от) таккосламани а — Ь =  
**= mt  ва a = b - \ - m t  тенгликлар билан бир хил дейиш 
мум кин.

Агар а  =  mq +  г булса, у холда уни a =  r (mod от) 
каби ёзиш хам мумкин.

3. Агар а/т булса, у холда а  =  0 (mod т) булади.
Таккослама куйидаги хоссаларга эга:
1°. Таккослама эквивалент бинар муносабат.
а) я  =  а  (m odта), чунки а — а =  0 булиб, 0 сон т 

га булинади. Демак, такк°слама рефлексивлик хосса- 
сига эга.

б) a s= b  (mod /и) ёки a — b — mt  булсин. Бундан 
b — a =  m(  — t ) тенгликни ёзиш мумкин. У холда Ь —
— а =  0 (mod от) ёки b =  a (modот). Демак, таккосла
ма симметриклик хоссасига эга.

в) Агар а  =  6 (mod т) ва Ь =  с (mod т)  булса, у 
долда a  =  c ( m o d « )  булади. Дакикатан, a = b  +  m t u 
Ь = с +  m t2 тенгликларни хадлаб кушсак, a — c =  mt  
тенглик ,хосил булади. Бунда t  =  tx +  t2. У холда а =  
=  с (mod т) булади. Демак, таккослама транзитивлик 
.хоссасига эга. Эквивалентлик ва бинар муносабатлари 
таърифига кура, таккослама эквивалент бинар муноса- 
баг экан.

'2й. Бир хил модулли таккосламаларни хадлаб ку* 
шиш (айириш) мумкин. ^акикатан хам,

a, =  (mod от), 
а 2 =  b2 (mod от),

ak ~ b k (modот) 
булса, у холда уларни

а ,  =  -j- / ; / / „
й2 . -j- /;>/,,

О* =  hk f  те/1,, (5 )

каби ёзиш мумкин. Бу тенгликларни хадлаб кушиб 
(айириб )

A, i  flj +  . . .  +  cij, — />j Н_: ’’ч _h . . .  i  bh i  от (^ -f- 
- f  / 2 "b • • • +  t k)

ёки
a t ± a 2 ±  . , .  ±  ah =  bx i  b3 ±  . . .  ±  +  mt  (G)
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тенгликка эга буламиз. (6) ни
а ,  +  я 2 ±  • • • ±  аи =  ±  Ь2 ±  • • • +  b* (m od /7г)

куринишда ёзиш хам мумкин.
1 - н а т и ж а .  Таккосламанинг бир кисмидаги сонни 

иккинчи кисмига карама-карши ишора билан утказиш 
мумкин. Хакикатан,

a - \ - b ^ c  (mod яг) (7)
таккослама берилган булса, унга — я =  — a (m odт)  
такк°сламани Кушсак, — a (m odт)  таккослама
хосил булади.

2- н а т и ж а .  Таккосламанинг ихтиёрий кисмига мо- 
дулга каррали сонни кушиш мумкин. Хакикатан, а == 
=  й (mod т) таккослама берилган булса, бу таккосламага 
mk =  0 ( modm)  таккосламани кушсак, a - \ -m k  =  
=  b (mod т) таккослама хосил булади.

3' .  Бир хил модулли таккослам.аларни хадлаб ку
пайтириш мумкин. Дакикатан, (5) даги тенгликларни 
хадлаб купайтириб, а х-а2- . . .  • a k = bx • Ь2- . . .  •£*+-
4- т А  тенгликка эга буламиз. Бунда

А =  b{b3bt . . . bkt 2 г  blb3bi , . . b kt x - f  . . .
бул и б

а , а 2 . . . ak =  bxb2 . . . bb (mod т) (8)
таккослама уринли.

Н а т и ж а .  Таккосламаларнинг иккала кисмини (мо- 
дулни узгартирмай) бир хил мусбат бутун дарэжага 
кутариш мумкин.

Хакикатан хам, ==&,= . . .  = b , t =  b, а, — й2 =
— . . .  = ( 7fe =  a  булса, у холда (8) га кура 
=  Ьк (mod от) таккослама хссил булади.

4°. Модулни узгартирмаган холда таккосламанинг 
иккала кисмини бир хил бутун сонга купайтириш мум
кин.

Хакикатан, а ~  b (mod т) таккосламани k =  k (mod /п) 
таккослама билан хадлаб купайтириш натижасида ak  =а 
=  bk ( m o d т) га э i а буламиз.

5°. Агар . v =  y (modяг) булса, у холда ихтиёрий 
бутун коэффициентли / ( я )  ва / (у)  купхадлар учун 
/  (х ) =  /  (у) (mod т ), я ьни

айх п ! а , л я_1 +  . . .  + ап =г а 0уЛ +  а . у " - 1 +
4- . . .  -(- ar, (mod т) (a, £ Z) 

такк°сламл уринли булади.
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И с б о т и .  х  =  у  (m odт)  булганидан 3 - хоссадаги 
натижага асосан

x k =  yk (mod т).  (9)
(9) нинг иккала кисмини 4 - хоссага кура ап-к га 

купайтирамиз. Натижада an- k х к =  a n-k yk (mod т) (k ==■ 
=  О, п) таккосламалар досил булади Булардан эса 2- 
хосса ёрдамида куйидаги таккосламани топамиз:

a0xn +  a ix n~1 +  . . .  + а л =  о'0ул +  о:1уп- 1 +
+  . . .  +  ап (mod т.).

6°. Агар бир вактда a l =  bi (mod/и) ( / -*1,  п\ ва 
х  =  у ( mo d /га) таккослама лар уринли булса, у ^олда

а0х п +  а ,* " - 1 +  . . .  +  ап =  Ь0уп +  Ь,уп~' +
+  . . .  +  Ъп (mod пг) 

таккослама уринли булади.
Н а т и ж а  Таккосламада катнашувчи кушилувчини 

5̂ зи билан тенг колдикли булган иккинчи сонга ал- 
маштириш мумкин. Хакикатан, a - \ - b  =  c (mod /га), b =а 
к  d  ( modw)  булса, у холда а - \ - d =  с (mod т) була
ди.

Таккосламани даражага нисбатан куллаш мумкин 
эмас. Масалан, 3 =  8 (mod5) учун 23 ф  28 (mod 5) бу
лади. Чунки ‘28 =  3 (mod 5) ва 28 =  1 (mod 5), аммо 1 Ф 
ф  3 (mod 5).

7°. Таккосламанинг иккала кисмини модуль билан 
узаро туб булган купайтувчига кискартириш мумкин.

И с б о т и .
ad =  bd (mod /га) ( 10)

булиб, (d\ /га) =  1 булсин. ( 10) таккослама (ad — bd)jm 
муносабатга тенг кучли. У ^олда (а — b) djm дан (d ; 
/га) =  1 булгани учун (а — Ь)/т ёки a =  b (m od /я) бу
лади.

Агар (/га; d ) = k  булиб, £ > 1  булса, у долда бу 
хосса уринли эмас.

М и с о л. 5 • 4 =  7 • 5 (mod 15), (5; 15) =  5 ф  1 бул
гани учун бу таккосламанинг ^ар иккала томонини 5 
га булиб, \  ф !  (mod 5) хулосага келамиз.

8°. Таккосламанинг иккала кисмини ва модулини 
бир хил бутун мусбат сонга купайтириш, таккослама
нинг иккала кисми ва модули умумий купайтувчига 
эга булса, у долда бу таккосламанинг иккала кисми 
ва модулини умумий купайтувчига булиш мумкин.
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И с б о т и .  a) a =  b (mod /га) таккослама берилган 
булсин. a =  b +  mt  тенгликнинг иккала кисмини d  бу
тун сонга купайтирсак, ad = bd - \ -m d t  ёки ad  =  
=  bd  (mod md)  таккослама досил булади.

б) ad  =  bd (mod/rarf) берилган булсин. У долда бу 
таккосламани ( a d - b d ) l m d  ёки (a — b)dj /nd  каби ёзиши- 
миз мумкин. Бундан a — bj/n, яъни a =  b (mod/ra) так
кослама келиб чикади.

9°. Агар таккослама бир неча модуль буйича урин
ли булса, у долда бу таккослама шу модулларнинг 
энг кичик умумий карралиси буйича дам уринли бу
лади.

И с б о т и . a =  b (mod/л,), a = 6 ( m o d / r a 2) булсин.
Таккослама таърифига асосан a  — b айирма бир вак г- 

да /га, ва /га2 ларга булингаиидан бу айирма т =  [/га,; 
т2\ га дам булинади, яъни a =  b (mod/га) булади. Бу 
мулодазааан, агар таккослама /га,, /га2, . . ., т п буйича 
уринли булса, Т  =  [/га,, /га2, . . гпп] буйича дам урин
ли булади, деган хулосага келамиз.

10°. Агар таккослама бирор /га модуль буйича урин
ли булса, у долда шу таккослама модулнинг ихтиёрий 
булувчиси буйича дам уринли булади.

Хакикатан, агар a =  b (mod/га) ёки a - b - = m t  бу
либ m = m xd  булса, у долда a — b =* m xdt  дейиш мум
кин. Бундан a —b= m ,(d t)  булади. Демак, a =  6(mod/га,) 
экан.

11°. Такк°сламанинг бир кисми ва модулининг энг 
катта умумий булувчиси билан унинг иккинчи кисми 
ва модулининг энг катта умумий булувчиси узаро тенг 
булади.

Хакикатан, a =  b ( m o d /га) дан a =  b- \ -m t  ёки a —
— mt =  h тенгликларни ёзиш мумкин.

(а; /га) =  d  ва (b; m) =  dx булсин. Айтайлик, a =  dax 
ва /га =  -.//га, булсин.

a xd — m^dt  =  b нинг чап кисми d  га булинганидак 
b дам d  га булинади. d  сон b ва /га сонларнинг уму* 
мий булувчиси экан ва

d j d  (11)

b =  b,d  булсин. У долда a =  b,dx +  m ^ d j  тенгликдан 
a\dx ва d x сон а ва in сонларнинг умумий булувчиси 
булгани учун

did , ' ( 12) 

булади. (11) ва (12) ларга кура d % =  d  булади.
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2 2 - § .  Чегирмаларнинг т^ла системаси.  Чегирмалар  
синфларининг аддитив группаси ва ^алцаси

Барча бутун сонларни бирор мусбат т бутун сонга 
булишдан 0, 1, 2, . . т — 1 колдиклар хосил була
ди. Хар бир колдицка сопларпинг бирор синфи мос 
келади.

1 - т а ъ р и ф .  tn га булинганла бир хил цолдик бе- 
радиган бутун сонлар туплами т модуль буйияа че
гирм алар синфи дейилади.

т модуль буйича чегирмалар синфларини

С2, . • ., Cm— 1 ( 1)

куринишда белгилайлик.
Булинмч ва колдикнинг мавжудлиги ва ягоналиги 

хакидаги теоремага асосан чегирмаларнинг т модуль 
буйича хар хил синфлари умумий элементга эга бул- 
майди. Демак, бутун сонлар туплами узаро кесишмай- 
диган синфларга ёйилади.

Сг синфнинг элементлари mq 4 -  г шаклга эга булиб, 
<7~ га хар хил бутун кийматлар бериш натижасида бу 
элементларнинг барчасини хосил цилиш мумкин. Ма
салан, т =  10 булганда 3 колдик хосил киладиган сон
лар 10^ +  3 куринишга эга ва <7 =  0, ± 1 ,  + 2 ,  . . .  де
сак, (. . —27, —17, —7, 3, 13, 23, . . .) синф хосил 
булади.

Иккита бутун сон т модуль буйича таккосланувчи 
булиши учун улар шу модуль буйича битта синфнинг 
элементи булиши кераклиги уз-узидан маълум.

2 - т а ъ р и ф .  Чегирмалар синфининг ихтиёрий эле
менти шу синфнинг чегирмаси  дейилади.

3 - т а ъ р и ф .  т модуль буйича тузилган хар бир 
чегирмалар синфидан ихтиёрий равишда биттадан эле
мент олиб тузилган элементлар туплами т модуль бу
йича чегирмаларнинг ту л  г системаси дейилади.

% Масалан, /тг =  10 модуль буйича 10<7, 1 0 ? + 1 ,  . . ., 
1 0 ? +  9 синфлар хосил булади. Шуларнинг хар бири- 
дан ихтиёрий равишда биттадан олиб тузилган, 20,31, 
112, 13, 24, 135, 6, 147, —2, —31 сонлар системаси 10 
модуль буйича чегирмаларнинг тула системаси була
ди.

Чегирмаларнинг манфиймас энг кичик тула систе
масида |0, 1 , 2 , . .  ., т  — 1) туплам олинади. Баъзи 
холларда абсолют циймати буйича энг кичик чегирма-
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TTL _ 2
лариинг m жуфт сон булса, 0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . ±  —-— „

т ток сон булса, 0, ± 1 ,  ± 2 ,  . .  ±  т ~  - кури

нишдаги системаси олинади.
Юкоридаги мулохазаларга асосан, куйидаги хуло

сага келамиз-
Берилган сонлар туплами бирор т модуль буйича 

чегирмаларнинг тула системасини хосил килиши учун 
куйидаги иккита шартни каноатлангириши керак экан:

1. Улар т модуль буйича хар хил синфларнинг 
элементлари булиши керак.

2. Уларнинг сони т га тенг булиши керак,
1 - т е о р е м а  (чизикли форма хакида). А га р (а ,  т )=

=  1 ва b ихтиёрий бутун сон булиб, х  узгарувчи т 
модуль буйича чегирмаларнинг т у ла  системасини 
т аш кил этса , у х олда  ак  +  b форма хам  т модуль  
буйича чегирмаларнинг т у ла  системасини т аш кил  
этади.

И с б о т и .  Дакикатан, хосил булган сонлар систе* 
маси:

1) т та сондан иборат, чунки х нинг урнига т та 
хар хил киймат (т модуль буйича чегирмаларнинг ту
ла системаси) куйилади.

2) Хосил булган сонлар tn модуль буйича хар хил 
синфга тегишлидир.

Тескарисини фараз килайлик, яъни улар хар хил 
синфга тегишли булмасин Бошкача айтганда, л  нинг 
иккита хар хил х, ва л\ кипматларида ах ,  +  Ь, а х 2 +  
+  b лар т модуль буйича таккосланувчи, яъни ах ,  +  
+  b =  а х 2 -г >i (mod т) булсин. У холда а х х =  
a x 2= ( m o d т) таккосламага эга буламиз. Аммо (а\т)--^ 1 
булгани учун бу таккосламанинг хар иккала кисмини 
а га кискартириб лг, =  л 2 (mod tn) таккосламани хосил 
киламиз. Лекин бундай булиши мумкин эмас, чунки 
теорема шартига асосан х  узгарувчи т модуль буйи
ча чегирмаларнинг тула системасини ташкил этар эди, 
яъни х , ф х 2 (mod т). Демак, фаразимиз нотурри бу
либ, а х  +  /" форма т модуль буйича хар хил сицф- 
нинг элементларидан иборат экан.

Энди (1) чегирмалар синфлари тупламини Z jm  ор- 
кали белгилайлик. Zjm  тупламда кушиш ва купайти
риш амалларини куйилагича аниклаймиз:

Ci + C, = Crt - C t - C f - C t .  (2)
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Агар (2) да / +  / < т  булса г =  £ +  / ,  агар г + / > / и  
булса, r  =  i +  j  — m,  агар г — у >  0 булса, t =  i — /* 
a rap £ — /  <  О булса, t  =  m - \ - i  — j  булади.

Таккосламалар хоссалари ва (2) тенгликларга кура 
ихтиёрий С'г ва Су синфлар учун уларнинг йигиндиси 
Сл ва айирмаси С* синфлар мавжуд.

Бутун сонларни кушиш амали коммутатив ва ассо- 
циатив булгани учун чегирмалар синфларини кушиш 
амали з а̂м коммутатив ва ассоциатив булади.

С0 чегирмалар синфи кушиш амалига нисбатан ней
траль элемент булади, яъни Сг + С 0 =  С'г тенглик урин
ли. — С/ синф С, синфга карама царши синф булади, 
яъни С[ 4- (—С,) =  С’0 тенглик уринли

Бу муло-^азалардан куйидаги теореманинг уринли 
экани келиб чикади.

2 - те  о р е м  a. <Z//n,  -К  — >  — алгебра группа бу
ла д и .

4 - т а ъ р и ф .  < Z / m,  + ,  —>  группа т модуль бу
йича чегирмалар синфларининг аддитив группаси де
йилади.

1 - м и с о л .  Z!4 туплам аддитив группа ташкил ки- 
лишини курсатинг.

Модуль т — 4 булгани учун С„ =  ) . . . ,  —4, 0, 4, 
С, — - 3 ,  1,5, . .  .), С , — |. . . ,  - 2 ,  2, 6,

Сз =  !• • м —_1. 3,_7, . булиб,_бу синфлар учун С, +
+ с3=с0,_с2 + с3 = с1, с3 + с3 = с;, с; -  с; = с2,
С , — с ,  =  С„ . . . тенгликлар бажарилади. Бу тенглик- 
лардан кушиш амалининг коммутатив ва ассоциатив- 
лигини курсатиш мумкин. У ^олда Z/4 =  |С(|, С,, С2» 
С3} туплам аддитив группа ташкил килади.

(1) даги чегирмалар синфларини купайтириш амали

Ci ' С j =  С, (3)

куринишда аницланади, бунда i • у <  от булса, i • /  =  /, 
/  • /  >  /п булса, i • j  — mq +  / ,  яъни I =  i • j  — mq була
ди.

Таккосламалар хоссалари ва (3) тенгликка асосан, 
ихтиёрий Ct ва С/ синфларга бир кийматли 6’; синфи 
мос куйилади.

Чегирмалар синфларини кушиш ва купайтириш 
амаллари iiiv чегирмалар синфларидаги сонлар устида

58



мос амалларни бажариш каби булади. Чегирмалар синф- 
лари устида кушиш ва купайтиришнинг коммутатив* 
лик, ассоциативлик ва кушишга нисбатан купайтириш
нинг дистрибутивлик хоссалари уринли.

С, синф купайтириш амалига нисбатан нейтрал эле
мент булади, яъни Сг • С, =  Сг- тенглик уринли.

Бу муло^азалардан куйидаги теореманинг уринли 
экани келиб чикади:

3 - т е  о р е м  a. <Z/>«, +  , —, •, 1 >  — алгебра ком
мутатив %алца булади.

5 - т а ъ  риф.  < Z jm .  + ,  —, •, 1 >  халка т модуль 
буйича чегирмалар синфларининг %алцаси дейилади.

2 - м и с о л .  Z/4 туплам х;алка ташкил этишини кур- 
сатинг.

Z/4 тупламда купайтириш амали куйидагича була
ди:

С3 • С2 =  С3, С] • С3 =  Сз, С3 . С3 —  с , ,  . . .
Купайтириш амали коммутатив ва ассоциатив (текши- 
риб куринг).

Дистрибутивлик хоссаси бажарилади. Хакикатан,

(С, +  Сз) • С2 =  С, • С2 =  С2) С2 • С2 =  С0>
С',, ■ с 2 =  с 2>

С2 -_С, +_С з ._С, =  С, булгани учун (С2 +  С3) • С2 =  С2 X 
X  Ci +  С3 • С, булпди.

Z ,4 тупламда айириш амали бажарилади (текшириб 
куринг).

, емак, Z 4 туплам халка экан.

23-§. Чегирмаларнинг иелтирилган системаси, 
модуль билан узаро iy 6  булган чегирмалар 

синфларинииг мультипликатив группаси

Таккосламаларнинг 11-хоссасига асосан т модуль 
буйича узаро таккосланувчи сонлар т  модуль билан 
бир хил энг катта умумий булувчига эга эди. т  мо
дуль буйича таккосланувчи сонлар битга синфнинг 
элементларидан иборатлигини биз юкорида курсатган 
эдик. Демак, синфнинг битта чегирмаси модуль билан 
узаро туб булса, бу синфнинг барча элементлари хам 
т билан узаро туб булали.

Шунинг учун т модуль билан узаро туб булган
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чегирмалар синфи тугрисида гапмриш мумкин. Бу синф
лар туплами сонлар назариясида мухим роль уйнайди.

1 - т а ъ р и ф .  т модуль билан узаро туб булган бар
ча чегирмалар синфларидан биттадан элемент олиб 
тузилган туплам чегирмаларнинг tn модуль буйича 
келт арилган  системаси дейилади.

Чегирмаларнинг келтирилган системасини шу че- 
гирмаларнинг тула системасидан хам тузиш мумкин. 
Бунинг учун тула системада модуль билан узаро туб 
булган чегирмаларни ажратиб олиш кифоя.

Масалан, (0, 1, 2, 3, 4, 5, б, 7 , 8 , 9 )  туплам, 10 мо
дуль буйича чегирмаларнинг тула системаси булгани 
холда 1, 3, 7, 9 эса 10 модуль буйича чегирмаларнинг 
келтирилган системасидир. Худди шундай 1, 3, — 3,
— 1 5?ам 10 модуль буйича чегирмаларнинг келтирил
ган системаси булади. Чегирмаларнинг келтирилган сис- 
темасидаги элементлар сонини аниклаш учун Эйлер 
функцияси деб аталувчи куйидаги <? (т) функциядан 
фойдаланилади:

2 - т а ъ р и ф .  Агар куйидаги иккита шарт бажарил
са ,?  (те) сонли функция Э йлер функцияси  дейилади:

1. <р (1) =  1;
2. ср (т) функция т дан кичик ва т билан узаро 

туб булган сонлар сони.
Берилган сонлар системаси т модуль буйича че

гирмаларнинг келтирилган системаси булиши учун цу- 
йидаги учта шарт бажарилиши керак:

1. Сонлар системасининг элементлари (т) та бу
лиши керак.

2. Сонлар системасидаги ихтиёрий иккита сон т мо
дуль буйича таккосланмаслиги, яъни т модуль буйи
ча ^ар хил синф элементлари булиши керак.

3. Сонлар системасидаги ихтиёрий сон т модуль 
билан узаро туб булиши керак.

I - т е о р е м а  (чизикли форма х?кида). Агар а х  чи- 
зицли  формадаги х  узгарувчи т модуль буйича че* 
гирм аларнинг келтирилган  системасини ташкил эт-  
са ва (а; т)==\ булса, у холда  а х  х ам  т модуль  
буйича чегирмаларнинг келтирилган  системасини 
т аш кил  этади.

Теоремани исботлаш учун а х  лар хам юцоридаги 
учта шартни цаноатлантиришини к^рсатиш лозим.

1. а х  сонлар сони <р (т) та булади. Чунки л нинг 
урнига биз кетма-кет у (т) та сои куямиз.
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2. 22-§ даги чизикли форма хакидаги теоремага 
асосан а х  +  b сони т модуль буйича турли синф эле
мента эди. Демак, а х  лар ^ам турли синф вакиллари 
булади, чунки х  сони дар хил синфлардан олинган ва 
(а; т) =  1.

3. Теорема шартига асосан, (а; т ) =  1 ва х  узга
рувчи т  модуль буйича чегирмаларнинг келтирилган 
системасининг элемента булганидан {х\ т) =  1 була
ди. Демак, {ах; т) =  \ экан.

Э с л а т м а .  < ва ах. 4 ei прмалар т модуль буйича алохида 
чегирмаларнинг келтирилган системасини ташкил килса-да ,  х  нинг 
бир хил цийматларида улар  турли синф элементлари булади.

Хакикатан, (л; т)  — 1 булгани учун а х  = х  (m o d  т) таккосла
ма ф акат  ва факат а = 1 (mod т) булгандагина рост булади. Ai a p  
х  на ах  ларнинг т модуль буйича  энг кичик мусбат чегирмалари 
олинса. бу система бир хил эде.ментлардан иборат  булади .  Бу сис- 
темаларнинг мос элементлари (урин нуктаи назаридан) т модуль 
буйича турли синф элементлари булади.

1- м и с о л. а  =  5, т  =  14 булсин. У холда (5; 14) -  
=  I булиб, т модуль буйича чегирмаларнинг келти
рилган системаси х — \, 3, 5, 9, 11, 13 дан иборат бу
лади.

т  =  14 модуль буйича ах  ни дисоблаймиз:
5 • 1 =  5 (mod 14),
5 ; 3 =  1 (mod 14),
5 - 5 = 1 1  (mod 14),
5 • 9 =  3 (mod 14),
5 - 1 1  =  13 (mod 14),
5 - 1 3  =  9 ; m jd 14).

Демак, ox  ни 14 га булгандаги цолди^лар мос равиш- 
да о, 1, 11, 3, !3, 9 б улар экан. 1, 3, 5, 9, 11, 13 ва
5, 1, 11, 13, 9 системалир бир-биридан факат сонлар
нинг турган урни билан фарк килади, холос, Бу сон
лар купайтмалар» эса узаро тенг.

2 - т е о р е м а ,  т модуль билан узаро туб чегирма- 
л о р  синф лари т ы л а м и  купайтириш амалига  нисба
тан абель группа ташкил. цилада.

И с б о т и .  Gm туплам т модуль билан узаро туб 
чегирмаларнинг барча сиифлари туплами булсин.

т модуль билан узаро туб чегирмалар синфлари- 
нинг ихтиёрий иккитасининг купайтмаси яна модуль 
билан узаро туб чегирмалар синфи булади.
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С]т даги синфларни купайтириш амали коммутатив- 
лик_ва ассоциативлик хоссаларига эга.

С, синф купайтириш амалига нисбатан нейтраль эле
мент булади.

Ихтиёрий Ct ^ G m синф учун тескари синф мавжуд- 
лигини курсатамиз. От =  {Си С2, . . ., С1Р(т)| булсин. 
Бунда (р (т ) — Эйлер функцияси.

а„ а2, . . ., а ,т) лар т модуль буйича чегирмалар
нинг келтирилган системаси ва Сг (г =* 1, <р (т))  
булсин.

1 • теоремага асосан at • а и ai • а2, . . at • a if{m) лар 
хам чегирмаларнинг келтирилган системасини ташкил 
килади. Улар орасида т модуль буйича 1 билан таккос- 
ланувчи а,ак элемент мавжуд, яъни a t • ak =з 1 (mod m)  
уринли. _  __
__ У холда С{ ■ Ск — С, тенглик уринли булиб, Ск синф 
С; синфга тескари синф булади. Демак, < О т , • , _1>  
алгебра абель груипаси экан.

3 - т а ъ р и ф .  6 т , •, - i >  группа т  модуль билан 
узаро туб чегирмалар синфларининг м ульт ипликат ив  
группаси  дейилади.

2 - м и с о л .  т = 6 модуль буйича G0 =  (С,, С6) туп
лам мультипликатив группа булади.

Хацикатан, купайтириш амали куйидагича аниь;ла- 
нади:

с. • с, = с„ с,-с:, = с5, с5 • с5 = с[.
Бу тенгликлардан курннадики. С, ва С5 синфлар узи- 
га-узи тескари синфлар, С, синф эса нейтрал элемент 
булэди. Демак, ассоциативлик хоссаси бажарилади 
(текшириб куринг).

24- §. Эйлер функцияси ва унинг хоссалари

Т а ъ р и ф .  Натурал сонлар тупламида аникланган /  
функция учун (т; п) =  1 булганда

/' 1/И • п) =  f(rn) • / ( « )  (1)
тенглик бажарилса, у холда /  функция м ульт ипли-  
катив функция  дейилади.

Т е о р е м а .  Э йлер функцияси м ульт ипликат ив  
функциядир.
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И с б о т и .  (1) ни нсботлаш учун 1 дан га/га гача бул
ган сонларни куйидаги жадвал шаклида ёзиб оламиз:

1 2 . . .  k . . .  т  .
т -f- 1 т -1-2 . . .  т k . . .  2/га (2)

(л — 1 ) w 1 (л — 1 )/и+ 2  . . .  (п — \ )m+k  . . .  (п — \)т-\-т—пт

^ (пт)  ни ^исоблаш учун (2) жадвалда п • т билан 
нечта узаро туб сон борлигини аницлашимиз керак.

Бирор сон п ■ т билан узаро туб булиши учун у 
шу сонларнинг ^ар бири билан узаро туб булиши ло- 
зим. Шунинг учун (2) дан аввало /га билан узаро туб 
булган сонларни ажратиб оламиз. Ажратилган сонлар 
орасидан эса п  билан узаро тубларини танлаб оламиз. 
Жадвалнинг тузилишига асосан, хар бир устун эле
ментлари т модулга нисбатан тенг цолдиь;лар синфи- 
дан иборат Шунинг учун хар бир устуннинг барча 
элементлари т модуль билан бир хил энг катта уму
мий булувчига эга, бу элементлардан биттаса т билан 
узаро туб булса, шу устуннинг барча элементлари ^ам 
т билан узаро туб булади. Демак, т модуль билан 
„узаро туб устунлар“ тугрисида гапириш мумкин. т 
билан „узаро туб устунлар" сонипинг ср (т) га тенгли- 
ги уз-узидан куриниб турибди. Энди жадвалнинг их
тиёрий бирор устунини оламиз. Мисол учун

k, т +  k, 2/га + • & , . . . .  (га — 1 ) т -f- k  (3)

in карайлик. Бу устуннинг элементларини л; узгарув
чи 0, 1, 2..........  (га— 1) кийматларни кабул. ^илгандаги
тх. k чизикли форманинг кийматлари деб караш мум
кин. (/га; п ) — 1 булгани учун (3) кетма кетлик k га 
>.'огли|<; булмаган холда га модуль буйича чегирмалар- 

инг тула системасини ташкил килади. Демак. (3) да- 
и га билан узаро туб сонлар ср (га) дир. Шундай ки- 
[иб, (2) да /га хамда га лар билан узаро туб сонлар 
они ф (га) • ?(/«) та экан. га >;амда /га билан узаро туб 

сон /га • га билан хам узаро туб булади. Демак,

ср (га • /га) =  ср (га) • ср (/и).

Бу хоссани чекли сондаги узаро туб сонлар купайт- 
:аси учун ^ам умумлаштириш мумкин.

ср(т) Эйлер функциясининг ^исоблаш формулалари 
чуйидагилардан иборат.
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а) т  =  р iyo сон булсин. У холда а < р  булса, (а;
р) =  !. Бундан сонлар 1, 2, 3.......... р — 1 булгани учун
<р (р) =  р — 1 булади.

1- ми с о  л. р = 7 булсин. 1, 2, 3, 4, 5, б сонларнинг 
хар бири 7 билан узаро тубдир. Шунинг учун 9 (7 ) =  
= 6  булади.

б) т =  р’ булсин. э (/?5) ни хисоблаш учун 1 дан р0 
гача сонларни куйидагича ёзиб оламиз:

1. 2, 3..........р \  (4)

Бу катордаги р, 2р, . . р'1~ [ ■ р  сонларнинг барчаси р  
га булингани учун р билан узаро туб эмас. р га бу
линадиган сонлар сони / / “ ' тадир. (4) каторда эса р~ 
та сон бор. Демак, (4) да р  билан узаро туб сонлап 
сони

9 (Р*) =  Р% — Р1-1 =  P*~l (Р — 1 )> дьни
V (,n*) =  p*-l ( p - l )

та экан.
в) т =  ра‘ • р** • . . .  • p k булсин. Эйлер функциясиt 2 k 

мультипликатив функция булгани учун

<р (т ) =  ф (/?*!) • <р (/£*) • . . .  - 9  (/?“*)

тенгликни ёзиш мумкин. Хар бир купайтувчи учун б) 
ни куллаб, куйидагига эга буламиз:

1 -  —]х
Ра

X (' P k i  

ёки

9 ( о т ) = ^ - 1 ( а - 1 ) ^ Г 1( ^ - 1 ) *  . . .  - р ’̂ Ч р ^ )

2 - ми с о  л. 9(360) ни топинг
360 =  23 • З2 • 5. У холда 9 (360) — 22 (2 -  1) . 3 (3 -

— 1 )(5 — 1) =  96, яъни 9 (360) =96 .



2 5 - § .  Берилган соннинг барча булувчилари буйича  
тузилг ан  Эйлер функииялари цийматларининг  

йигиндиси

Фараз килайлик, т сони d та булувчига эга бул
син. Бу булувчилар буйича тузилган Эйлер функция- 
лари цийматлари йигиндисини ^  ? (^0 каби белгилай-

mid
Л И К .

V  <р (d ) нинг гп га тенг эканлигини курсатамиз. Ай-
mid

тайлик
т = р\' . . .  • p\k  ( 1)

булсин. Бу ерда р и р2, . • •, Ри лар т нинг турли туб 
булувчиларидир. т нинг барча булувчилари d  =  р^' X 
У  р[3 ’ ' Р9к куринишдаги сонлар булади. Бу ерда

0 < Р , < а „  0 < Р 2 < « 2..........0 < Р А< а А. (2)

“а — аз =  • • •  =  ak — 0 булганда т нинг булувчилари
1, /?,, р'\, . . . ,  р*< лардан иборат. Демак, бундаги Эй
лер функциялари кийматлари йигиндиси 1 -f- <р (/?,) -i—
4- 9 (р\) +  . . .  +  ф (Р]') булади. 9 (рЛ) • ср (р1‘) . . . .  X 
X  ср ( /Л )  =  tp (р[' ■ р \  • . . .  •/>£*) булгани учунУср(й) =

rnid
— (1 +  Ф(А) +  +  • • • +  '•p(/?i ' ))’(l +  ?(Аг) +  Ч'Р[)-г 
+  . . .  +  9 ( /?*’)) ’ • • • * (1 +  V ( рк) +  9 ( Р*) +  . • • • +  
+  V (Pi*)) булади. Лекин ( 1 + 9  (рк) +  . . . +  9 (/?“*) =

1 +  (рк — 1) +  (p i  — p k) +  . . .  +  (plk — р *  1) =  р\к . 

Демак, 2  ? (d ) = P l '  ' Р'/ ' • • • • Р\к =  т> яъни 2 ? ^ “
mid m/d

=  Ш.

k6-§. Эйлер ва Ферма теоремалари

1 - т е о р е м а  (Эйлер теоремаси). Агар (а; т ) = 1  
Ъулса, у х,олда

a*im) ~  1 (mod т) (I)

"Ьшцчослама уринлидир.
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И с б о т и .  23-§ лаги чизикли форма хакидаги 1- 
теоремадан фойдаланамиз. а х  формани олиб, ундаги л 
урнига те модуль буйича чегирмаларнинг келтирилган 
-системасидаги сонларни кетма-кет куйиб чикамиз. Че
гирмаларнинг келтирилган системаси энг кичик мусбат 
■чегирмалардан иборат булсин. Агар х  узгарувчи г и г2, 
. . гк (/г =  ср (те)) каби чегирмаларни кабул килса, а х  
форма ^ам мос равишда г\, г ' ,  . . r'k (А =  <р(т)) каби 
чегирмаларни кабул к'илади. Демак, 

яг, j ( m o d те), 

а г 2 =  г.' (mod те),

ark =  ar'k (mod от).

б у  таккосламаларни хадлаб купайтирсак,
ак • г, • г 2 • . . ; • rk =  г' • г.' • . . .  • r'k (mod те) (2)

таккосламага эга буламиз. Бунда г, • г2 . . .  rk купайг- 
ма билан г' • г' . . .  г'к купайтма узаро тенг ва улар
нинг хар бири модуль билан узаро туб, чунки (г,; т ) =  
=  1 эди. (2) нинг иккала кисми г х • г2 . . .  r k = г\ X 
X г' . . .  г\  ларга кискартирилгандан сунг куйидагига 
эга буламиз:

ак =  1 (mod те). (3)

Лекин эди. Шунинг учун =  l (m odте)
булади. '

1 - м и со  л. те — 8, а =  5 булсин. (8; 5) =  1 булиб, 
5 rW =е= 1 (mod 8) булади.

9 (8) =  <р (23) -  23" 1 (2 — 1) =  2* • 1 = 4 ,
54 =  625 =  1 (mod 8), 54= 1  (mod 8).

2 - т е о р е м а  (Ферма теоремаси). Агар а с о н  р сон
га  булинмаса в а р туб сон булса, у х о лд а  а р~[ =  
=  1 ( m o d р) таццослама уринли  булади.

И с б о т и .  а  сон р  сонга булинмаса ва р  туб сон 
булса, у холда (а\ р) =  1 булади. Бундан Эйлер тео- 
ремасидаги такцосламада те =  р олинса ва <?{р) =  р —
— 1 эканидан

ap~l =  1 (modp) (4)
таккослама келиб чикади. (а; р) =  1 булгани учун (4)
6о



нинг иккала кисмини а  га купайтириш мумкин. У *ол- 
да ар =  а  (mod/?) таккослама ихтиёрий а учун тугри 
булади.

2 - м и с о л .  а — 8 , р =  11 булсин. 8 = —3 (mod 11) 
булганидан

810 =  ( — 3)'° (mod 11),
( - 3 )  = 9  =  —2 (mod 11),

(—З)10 =  ( _ 2 ) 5 =  —32 =  1 (mod 11).

Демак, 810= 1  (mod 11) булади.
а п- 1 =  1 (mod п) таккослама бажарилса, у )\Олда х,ар 

доим п туб сон булмаслиги мумкин.
Масалан.-а =  2, п =  341, <р (341) =  300 булсин, У 

холла 23i0 =  l (mod34l) таккослама уринли. Ленин 341 
мураккаб сон, яъни 341 =  11 -31. Ammo 2I0=  1 (mod 341) 
булгани учун 2340 =  1 (mod 341) булади.

27-§. Бир номаълумли биринчи дар ажали  
такко с ламалар

1- т а ъ р и ф. Ушбу
a x  =  b (mod /я) И)

куринишдаги таккослама бир номаълумли, бириняида
раж али  т ащ ослам а  дейилади (бу ерда а ва b — бу- 
т у н  с о н л а р ,  т —- н а т у р а л  г о п ) .

2 - т а ъ р и ф .  Агар (1) таккосламадч х  — x t булган
да ах^ s-= b (mod т) таккослама т\“т р  i булса, у холда 
х, сон (1) таккосламани цапостлантиради  дейила
ди.

Т е о р е м а .  Агар (1) т щ ц о с л а м а ш  х, сон цано~ 
атл'т тирса , у холда (1) таккосламани x x -\-mt (t — 
бут \н  с он) сонлар системаси цаноатлантиради.

Хакикатан, берилишига кура a x , ~ b  (mod т) так
кослама тугри. х, 4- mt  сонлар системасига тегишли 
ихтиёрий х, сонни олайлик. У холда х г = x t (m odm )  
булиб. бундан 21-§ даги 5 - хоссага кура / ( х 2) =  
= / ( х , )  (mod гп) таккослама келиб чикади. Бунда /(.*-,)=■ 
=0(mod/ra) ни эътиборга олсак, /  ( r2) = 0  (mod т) таккос- 
ламага эга буламиз, яъни х 2 сои (1) таккосламани ка* 
ноатлантиради. Демак, х, - f  mt  сонлар системасидаги 
^ар бир сон (1) таккосламани каноатлантирар экан.

х , -4- mt сонлар системаси х г ёки [ x j  синф ^ам деб 
юритилади.
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3 - т а ъ р и ф .  Ага_р х, сон (1) таккосламани цаноат- 
лантирса, у ^олда х, синф (1) таккосламанинг ечими. 
деб аталади.

(1) таккосламани цаноатлантирувчи сонларни 0, 1,
2 .......... т — 1 сонлар ичидан кидириш керак.

( 1 ) таккосламани ечишнинг куйидаги иккита ^оли-  
ни курайлик:

1. (а; т ) =  1 булсин. Агар (1) таккослама ечимга 
эга булса, бу ечим т модуль буйича чегирмаларнинг 
бирор синфи булади. Маълумки, чегирмаларнинг тула 
системасидаги >;ар бир чегирмага бигта синф мос келар 
эди. Демак, (1) да д: сон чегирмаларнинг тула систе
масини кабул килар экан. У з^олда чизикли форма ^а- 
кидаги теоремага кура а х  .^ам чегирмаларнинг тула  
системасини кабул килади. х  нинг бирор х 0 киймати 
топиладики, натижада а х 0 чегирма билан b сон битта 
синфга тегишли булади, яъни a x 0 =  b (mod т) булиб,
* =  jcn (modт) булади. Бу ечим, юкорида айтилгани-  
дек, х 0 ёки [х0] куринишларда ^ам белгиланади.

2. (а; т ) =  d  >  1 булсин. (1) таккосламани унга 
тенг кучли а х  — b =  ту (х, у £  Z) тенглик куриниш
да ёзамиз. Бундан о х - т у  — Ь булиб, (a; m) =  d  га 
кура а /d  A m\d=$-b\d. Демак, агар b / d  ^олда, яъни b 
сон d  га булинмаса, (!) таккослама ечимга эга бул- 
майди.

Фараз килайлик, Ь сон d га булинсин, яъни b — dbx 
б/лсин.  Таккосламаларнинг хоссасига асосан (1) нинг 
иккала кисмини ва модулини d  га булиб, куйидагини 
^осил киламиз:

а хх  =  Ьх (mod tnt ). (2)

(2) таккослама (1) таккосламага тенг кучли эканлиги
ни курсатамнз. .v, — (2) таккосламанинг ихтиёрий ечи- 
ми булсин. а ,*,  =  Ьх (mod/re,) таккосламанинг иккала 
кисмини ва модулини г/ га купаптирамиз.

d a xx t =  dbx (mod d m , ) =*> a.v, =  b (mod m ).

Демак,  х х — (1) таккосламанинг ечими экан. x 0 — (1) 
таккосламанинг ихтиёрий ечими булсин. a x 0 =  b (m odm )  
таккосламанинг иккала кисмини ва модулини d  сонга 
буламиз. У холда а , х 0 =  /;, (m od /и,) таккослама ^осил 
булади, яъни х 0 — (2) таккосламанинг ечими экан. Д е 
мак, (1) ва (2) такк0 ''ламалар тенг кучли экан. (а,;
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т \) =  1 булганидан (1) холга асосан (2) таккослама от, 
модуль буйича куйидаги ягона л 0 ечимга эга: л =  
==x0(modот,) ёки x = x 0 + m,fc ( k £ Z ) .  Бу ечим (1)ни дам 
каноатлантиради, лекин (1) нинг ечимлари шу билан 
тугамайди. Берилган такцосламанинг ечимларини те 
м о д у л ь  буйича топиш учун куйидагиларга эътибор бе- 
рамиз:

х,, х,  -+-от„ . . ., х,  +  (d — 1)от, (3)

чегирмаларнинг хар бири от, модуль буйича тенг кол- 
дицлар булиб. triyd =  m модуль буйича эса турли синф- 
га тегишлидир Шу турли синфларнинг элементлари

х и x t +  m t , х 1 +  2ти  . . ., x t +  ( d — 1)от, (4)

дан иборат. Хакикатан, (4) нинг ^ар кандай иккита 
элементи от модуль буйича таккосланувчи эмас. (3) 
синфнинг (4) га кирмаган ^ар бир элементи учун (4) 
да шундай элемент топиладики, уларнинг айирмаси 
m,d =  m га булинади. Шунинг учун улар битта синф
нинг элементлари хисобланади. Демак, (а; от) =  d  ва 
(6; т) — d  булса, (1) таккослама (4) оркали аникла- 
нувчи d  та ечимга эга экан. Юкоридагиларга асосан 
куйидаги хулосани ёза оламиз:

1. Агар (о; от) =  1 булса, (1) нинг ечими мавжуд ва 
ягонадир.

2. (я; от) =  о?> 1 булганда
а) bjd булса, (1) нинг ечими мавжуд эмас;
б) b / d  булса, (1) таккослама d  та ечимга эга.
М и с о л л а р. 1. Зх =  7 (mod 11) таккосламани ечинг.
(3; 11) =  1 булгани учун ечим ягона булади. 11 мо

дуль буйича чегирмаларнинг системаси 0, + 1 ,  ± 2 ,  
±3 ,  ±4 ,  + 5  дан иборат. Бевосита текшириб куриш 
билан х  =  —5 (mod 11) ечим эканлигига ишонч ^осил 
Киламиз.

2. Ъх =  7 (mod 15) таккосламани ечинг.
(5; 15) =  5, лекин 7 / 5  булгани учун бу таккослама 

ечимга эга эмас.
3. 9х =  6 (mod 15) таккосламани ечинг.
(9; 15) =  3 ва 6/3 булгани учун таккослама учта 

ечимга эга. Хакикатан; таккосламани
■5х~2  (mod 5)

шаклида ёзиб оламиз. (3; 5) =  1 булгани учун бу так
кослама 5 модуль буйича ягона х = — 1 (mod5) ечим-
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га эга. У холда берилган таккосламани —1, — 1 + 5 ,  
- 1 + 2 - 5  сонлар каноатлантиради. Шунинг учун х  =

1, 4, 9 (mod 15) берилган таккосламанинг ечимла- 
ри булади.

28- §. Бир номаълумли биринчи даражали 
таццосламаларни ечиш усуллари

Ушбу
а х  =  Ь (mod/м) (1)

куринишдаги бир номаълумли биринчи даражали так- 
косламаларни ечишнинг бир канча усуллари мавжуд.

1. Си н а ш  у с у л и .  Бу усулнинг мохияти шунда- 
ки, (1) таккосламадаги х  урнига т модулга кура че
гирмаларнинг тула системасидаги барча чегирмалар 
кетма-кет куйиб чикилади. Улардан кайси бири (1) ни 
тугри таккосламага айлантирса, уша чегирма катнаш- 
ган синф ечим хисобланади. Биз 27-§ даги иккита ми- 
солни шу усулда ечдик. Лекин коэффициентлар етар
лича катта булганда бу усул унча кулай булмайди.

2. К о э ф ф и ц и е н т л а р н и  у з г а р т и р и ш  у с у 
ли.  Амалий машгулотларда таккосламаларнинг хосса- 
ларидан фойдаланиб, (1) да номаълум олдидаги коэф- 
фициентни ва Ь ни шундай узгартириш керакки, нати
жада таккосламанинг унг томонида хосил булган сон 
а х  хаднинг коэффициентига булинсин.

1-м и с о л .  7 л: =  5 (mod 9) таккосламани ечинг.
7л: =  5 +  9 (mod9),

7х =  14 (mod 9).

(7; 14) =  7 ва (7; 9) ■» 1 булганидан х  =  2 (mod 9) 
ечим келиб чицади.

2 - м и с о л .  17л: =  25 (mod28) таккосламани ечинг.
17л: -1- ‘28х  =  25 (mod 28),

45л; =  25 (mod28).

Бундан 9х =  5 (mod 28),
9л: =  5 — 140 (mod 28) =  — 135 (mod 28),
9х =  — 135 (mod28), л : = —15 (mod 28),

л: =  13 (mod 28) ечим хосил булади.
3. Э й л е р  т е о р е м а с и д а н  ф о й д а л а н и ш  у с у 

ли.  Маълумки, (а; т)==\ булса, у холда a ¥(m,= 1 (mod/?i)
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таккослама уринли эди. Бундан а?'т) • b =  b (mod т) 
таккосламани ёзиш мумкин. Охирги таккосламани а х  =  
=  b(mod/ra) таккослама билан солиштириб, х = a 9'"') -JX 
X b ( mod/га) эканига ишонч хосил киламиз. Мисоллар 
ечишда я 9(т)_1-й ифодани т модуль буйича энг кичик 
мусбат чегирмага келтириш лозим.

3 - м и с о л. Зх = 7 (mod 11) таккосламани ечинг.

х  =  3tp(I1)- 1 • 7 (mod 11), 9 (11) =  10,
32 =  9 =  —2 (mod 11), 3* =  4 (mod 11),

3r> =  1 2 = 1  (mod 11) булганидан x  =  3 ° - 7  =  28 =  
=  6 (mod 11), л:~6 (mod 11) ечим хосил булади.

Таккосламанинг модули етарлича катта булса, ку
йидаги усул анча фойдалидир.

4. У з л у к с и з  к а с р л а р д а н  ф о й д а л а н и ш  
у с у л и.

Ушбу
а х  =  b (mod /га) ( 1)

таккослама берилган булиб, (а; /га) =  1 ва а > 0  бул
син.

-  касрни узлуксиз касрга ёйиб, унинг муносиб

касрларини К (fe =  i > п) каби белгилаймиз. - к 
Q k Q ь

цискармас каср булганидан „ =  т, Qn — а булади, у
^олда 8- § даги nQn- X— п- \  =” (— 1)" тенглик 
tnQn_y — <&п_ ха  =  (—1)л шаклни олади. Охирги тенг
ликдан a S > n_ x =  — (— \ )п +  wQ„_i ё ки п- 1 — 
$  ( — ) l n_1 (mod /га) х;осил булади. Охирги таккослама
нинг иккала кисмини ( — I )"-1 • Ь ва ку пайтириб,

а ( — 1)'!_I • b(£Pn- \  =  b (m od /га) ( 2)

таккосламага эга буламиз. ( 1) ва (2) ни солиштириб,

х  =  ( — I)"-1 'b$?n_x (mod/ra) (3)

таккосламани хосил киламиз. Бу ерда с£р„ . сон —
а

касрнинг (я — 1)- муносиб касрининг суратидан ибо
рат. ( 1) таккослама ягоца ечимга эга булгани учун (3) 
ечим .(1) нинг ечими булади.
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4- ми с о  л. 285л: =  117 (mod 924) таккосламани ечинг. 
(285; 924) =  3, 177/3

булганидан таккосламанинг модули ва иккала кисмини 
3 га булиб, ушбу

95л: =  59 (mod 308)
„  308таккосламани х;осил киламиз. Энди —  касрни муно

сиб касрларга ёямиз. Бунинг учун кетма-кет булишни 
куйидагича бажарамиз:

308 =  95 • 3 +  23,
95 =  23 • 4 +  3.
23 =  3 • 7 +  2,
3 =  2 • 1 +  1,

2 = 1 - 2
<7i =  3, q2 =  4, <?з =  7, qt =  1, qb =  2,

8- § да баён килинган усулга асосан куйидаги жадвал- 
ни тузамиз:

Як 3 4 7 1 2

е & к 1 3 13 94 107 308

Демак, е ^ я_] =  *=■ 107 экан. Бундан

х  =  (—1 )* - 107 • 59 (mod 308)
ёки

л: =  153 (mod 308).

У ^олда берилган таккослама ечимлари куйидагилар 
булади:

л =  153, 461, 769 (mod 924).

29-§. Туб модулли кщори даражали 
таэдосламалар

Таккосламаларнинг 10- хоссасига асосан, ^ар кандай 
мураккаб модулли таккосламаларни доимо туб модул
ли таккосламаларга келтириш мумкин эди. Энди биз 
туб модулли тачкосламалар билан шурулланайлик.
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Т а ъ р и ф. f  (х) — а0х п +  а^хп~ ] +  . .  . +  а„-\ х  +  ан
купхад a & Z  ва т > \  булиб, ай/ т  булса, у ^олда 
ушбу

/  ( х ) ~ 0  (mod т) (1)
таккослама п — дараж али бир номаълумли т а щ о с - 
лам а  дейилади.

(1) такк°сламани тугри сонли такк01-ламага айлан- 
тирувчи х 0 +  mt (t £  Z)  синф шу таккослама нинг 
еяими  дейилади. x 0 -\-rnt синфининг битта элементи 
булган х 0 сон т модуль буйича тузилган чегирмалар
нинг тула системасига тегишлидир. Шунинг учун т. 
модуль буйича тузилган тула системанинг чегирмалари
(1) ни каноатлангирса, бу таккосламанинг ечимлари со
ни хам шунча булади.

Ечимлари туплами устма-уст тушган таккосламалар 
одатда тенг к уяли  т аккослам алар  деб аталади.

Агар (1) таккосламанинг иккала кисмига ихтиёрий 
купхад кушилса, у холда ^осил булган таккослама (1) 
такк°сламага тенг кучли такк°слама булади. Агар (1) 
таккосламанинг иккала кисми т модуль билан ^заро туб 
булган k сонга купайтирилса, у холда хосил булган 
таккослама (1) таккосламага тенг кучли булади. Агар
(1) таккосламанинг иккала кисми ва модули k натурал 
сонга купайтирилса, у холда хосил булган таккослама 
берилган таккосламага тенг кучли таккослама булади.

Фараз килайлик, бизга коэффициентлари Z  сонлар 
^алкасига тегишли бир номаълумли п- даражали так
кослама берилган булиб, унинг модули туб сондан ибо
рат булсин, яъни

/ (х)  =  а0х п +  а^хп~1 +  . . .  +  а п- \ Х  +  ап =
=  0 (mod р)

(р — туб сон а0Хр)  булсин.
Аввало барча a t (L =  0, п) коэффициентларни р  мо- 

дулга кура абсолют киймат буйича энг кичик колдик- 
лар би )ан алмаштириб оламиз. Масалан,

25г3+  17х- -  13 =  0 (mod 11)
таккосламани 25 =  3 (mod 11), 17 =  — 5 (mod 11), 13 =  
=  2 (mod 11) булгани учун

З а 3 -  5х'2 - 2  =  0 (mod 11) (2)
куринишда ёзиш мумкин. (а0; р ) =  1 булганидан

а 0у s = l  (mod р) (3)
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таккослама доимо ягона ечимга эга булади. (3) так
косламани у  га .нисбатан ечиб, бу топилган ечимга (2) 
нинг иккала кисмини купайтирсак, а" олдидаки коэф
фициент 1 га теиг булиб колади. Хакикатан, (2) так- 
цосламанинг иккала кисмини З у = 1  (mod 11) таккос
ламанинг ечими булган у =  4 (mod 11) га купайтирсак, 
у х 3 +  2х2 +  3 =  0 (mod 11) курнишни олади. Умуман 
олганда куйидаги теорема уринли:

1-т е о р е м а .  Дараж аси п ( п > р )  га тенг булган, 
р туб модулли. таццослама даражаси р  — 1 дан кат 
та булмаган т ащ ослам ага  тенг к уч ли  булаои.

И с б о т и .  ^олдикли булиш хакидаги теоремага асо
сан, Л/ ва р — 1 £ Л/ лар учун куйидаги тенгликни 
ёза оламиз:

п = (р — 1) • А +  г ( 1 < г < /о — 1).

Биз бу ерда колдикни 0 дан р — 2 гача олмасдан 1 
дан р — 1 гача олдик, чунки р — 1 модуль буйича че
гирмаларнинг ту да системаси сифатида 0, 1, 2, . . ., 
р  — 2 ёки 1, 2, 3, . . р — 1 системами олиш мумкин. 
Бундан ташкари Ферма теоремасига асосан,

х  s= х р (modр)
таккослама уринли. Бу таккосламанинг иккала кисми
ни кетма-кет

г -1  (р -1 ).1 + < /— 1) (р —i) .2 + ( r—1) (р_1)(*_1) +  (г_ ) )
•/V  ̂ Л  р *Л/ р |  * 1 9 •'*'

га купайтирамиз. Унда куйидаги таккосламалар з^осил 
булади:

х '  е е е  Х (р~ 1] 1+r (modр),

х [р~1) 1+г =  х {р- 1у/+г (тойр),

л (р-1) (ft-l) +  Г _  х (р— 1) ь +  Г (m o d / J ) #

Агар бу таккосламаларни хадлаб купайтирсак ва хо
сил булган таккосламанинг иккала кисмини умумий 
купайтувчига булсак, у холда

х г «= x [p~l)' k+r (mod р), 1 < г < р — 1 (4)

таккослама хосил булади. и =  (р — 1) ■ k -j- г ва (2) так* 
косламага асосан

v" =  x r (modр), 1 <  г <  р  — 1
га эга буламиз.
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М и с о л. х 10 +  :Jx n — За'11 — х ь +  Зх2 — 1 ■= 0 (mod 7) 
таккослама берилган булсин. Бу ерда 7 — 1 = 6  булга
ни учун юкоридаги таккосламани

х +  Зх5 — Зхь — х ь +  З х 2 — 1 = 0  (mod 7)
ёки

л 5 — 3x z — х  +  1 == 0 (mod 7)

шаклда ёзиш мумкин.
2 - те  о р е м а .  Туб м одулли  п- бара ж али таццос- 

лам а  ечимлари сони п тадан ортиц эмас.
И с б о т и .  Фараз килайлик, (2) таккослама берил

ган булиб, х  =  х, (modр)  унинг ечими булсин, яъни
/ ( * , )  =  0 (mod/?) (5)

таккослама уринли булсин. У холда Везу теоремасига 
асосан

/ ( х )  =  (х -  х , ) / , (■ * )+  / ( * , )
булади, бу ерда / , ( х )  даражаси п — 1 дан катта 'бул
маган кущад,  f  (Xi) эса р  га колдиксиз булинадиган 
сон. (5) га асосая (2) таккосламани

f ( x )  =  (х — х , ) / ,  (к)  (modyP) (6)
куринишда ёза оламиз. (2) ва (6) дан (х — х,) / ,  (х) =  
=  0 (mod р) таккослама хосил булади.

Агар /, (х) =  0 (mod р) таккослама бирор х  =  
=  х 2 (mod/?) каби ечимга эга булса, л: нинг барча бутун 
кийматларида айнан бажарилувчи

/ ( х )  =  (х — х 2) М х )  (mod р)
таккосламага эга буламиз. Энди юкориааги фикрларни 
/ 2(х) га нисбатан куллаш мумкин. Бу жараённи да- 
вом эттириб, куйидаги иккита тасдикдан бири доимо 
ростлигига ишонч хосил киламиз:

1. k кадамдан сунг умуман ечимга эга булмаган 
(п — k)- даражали

/д.(л:) = 0  (mod/?) (7)

таккосламага эга буламиз.
2. а 0 ( х — х„) =  0 (mod/У) куринишдаги биринчи да

ражали таккосламага эга буламиз.
1-холда (2) таккосламани

/ ( я )  =  (х — х , ) (х  — х 2) . . .  (x  — x k) f k {x) (modр) (8)



куринишга, 2- долда эса
/ (х) =  а0 (х — x,J(x  — х 2) . . .  ( х  — х /г) (mod/?) (9)

куринишга келтирамиз. 1- холда (2) таккослама х и х ъ 
. . ., Xfr лардан бошка ечимга эга булмайди. Хакика- 
тан, x  =  x k+l (mod/?) ечим мавжуд булиб, х А+. -= х,,  
х 2, . .  ., x k (mod/?) булса, у холда

f k (x/ t  + . ) = 0  (mod/?)
таккослама рост булади. Бу эса (7) таккосламанинг 
ечимга эга б^лмаслигига зиддир.

3 - т е о р е м а .  Агар п.- дараж али туб м одулли  тац- 
цосламананг ечимлари сони п сан ортиц б улса , у 
х;олда унинг барча коэффициентлари р га булинади.

И с б о т и .  Фараз  килайлик,  х и х 2, . . л а, х п+\ лар
(2) таккосламанинг ечимлари булсин.  / (х)  =  а0х п +- 
+  а хх п~х +  . . .  +  ап купхадни /  (х )  =  а0 (х — х , )  (х — 
- - х 2) . . . ( x  —  x h) +  b ( x  —  Х , ) ( Х  — Х 2) . . . ( X  -  Хп-] )  +  
+  . . .  +  / ( * — х,) +  /п куринишда ёзиш  мумкин.  Бу 
ерда хг (г =  1, п) таккослама ечимлари. Ь, . . , I , т 
лар купхадлар тенглиги таърифга асосланиб юпилади.

х  =• х, булса, / ( х , )  =  т булади ва rn.jp, чунки f {x^)jp 
х  =  х 2 булсин, у }$олда / ( х 2) =  Ц х 2 — х ,)  +  те га эга 
буламиз. Бундан f ( x 2)/p ва т/р  булгани учун L (х2 — 
— <,)//> булади. Лекин х 2 — х , / р  дан 1\р булади. Шун
дай давом эттириб, х  =  х л+1 киймат берамиз.

Xt) Хп+[ х2) . . .  (хя+1
— х п) (modp)

таккосламадан а0/р.
а х, с 3) . . ., ап лар а0, Ь ,  . . ., /, т сонларнинг ал'  

гебраик йигиндиси булгани учун улар дам р  га були
нади.

Э с л а т м а .  М ураккаб  м одулли таккослама учун 1 - теорема 
ур и н ли  булмайди.

Масалан, х'  — Ьх +  6  =  0 (m od 6 ; таккослам а х  =  0, 2, 3, 
5 (m od  6 ) лардан  иборат тургта  ечимга эга.

4 - т е о р е м а  (исботсиз). Бош коэффициента 1 га 
тенг булган п ( п ' > р )  дар а ж а ли  t ( x )  =  0 (modр)  
т а щ о с ла м а  р та ечимга эга б у л и ш учун f . (x) ни

— х  га булншдан х о с и л  булган  г ( х )  колдик куп-  
Хаднинг барча коэф ф ициент лари р га булиниши за- 
рур ва е тар ли .
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30-§. Квадратик чегирма ва квадратик 
чегирмамаслар

Иккинчи даражали бир номаълумли таэдосламалар- 
ии ечиш икки номаълумли иккинчи даражали тенгла- 
ыаларни бутун сонлар тупламида ечиш масаласи билан 
узвий боглицдир.

1- т а ъ р и ф. Ушбу

а х “ 4  Ьх 4  с == 0 (mod т) ( а / т )  (1)
куринишдаги таккослама иккинчи дараж али (квадра
т ик) бир ном аълум ли  таццосламг  дейилади.

(1) ни доимо
ах'1 +  Ьх  4  с =  ту  (2)

шаклда ёзиш мумкин. (2) эса иккинчи даражали икки 
номаълумли тенгламанинг хусусий ^олидир.

Т е о р е м а .  (1) куринишдаги квадратик таццосла-  
мани х ар доим

л 2 s  d  (mod т х) (3)

куринишга келтириш мумкин.
Хаь;икатан, таккосламанинг хоссасига асосан (1) 

нинг иккала кисмини ва модулини Аа га купайтира* 
миз, у холда

Аа2х г 4  Aabx 4  \а с  == 0 (mod Ата)
ёки

(2ах  4  Ь)2 — Ь2 4- Аас =  0 (mod Ата),
2ах  4  Ь — у

десак, охирги таккослама

у2 =  b2 — Aac (mod 4та) (4)

куринишга келади. Ни^оят, b l — 4ac = d, Ата==т^ 
белгилаш киритиб,

v2 =  d  (mod т х) (5)

таккосламани хосил киламиз. (1) нинг Jsap бир ечими
(4) ни хам каноатлантиради. Лекин (4) нинг хар бир 
ечими (1) нинг хам ечими булавермайди. (4) нинг 
ечимлари орасидан (1) нинг )^ам ечими буладиганла-
рини ганлаб олиш учун л ^  м Ь- га эътибор бериш
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лозим. Агар шу нисбат бутун сон булса, (4) ни ка
ноатлантирувчи ечим (1) нинг хам ечими булади.

Амалий машгулотларда (1) дан (5) га утиш учун 
юкоридаги барча жараёнларни бажариш шарт эмас. 
-Унинг урнига, таккосламанинг чап кисмини бирор ифо- 
данинг тулик квадратига келтирибчолиш лозим.

М и с о л л а р .  1. 4л2 — 11л ~  3 =  0 (mod 13). 11 =  
s e 24 (mod 13), 3 = 1 6  (mod 13) булгани учун 4 х ‘2 — 24г —
— 16=  0 (mod 13) булади. (4; 13) =  1 булгани учун охир
ги таккосламадан

л 2— 16л — 4 =  0 (mod 13),
(х  — З)2 — 13 =  0 (mod 13),

(л — 3)2 =  0 (mod 131, 
л  =  3 (mod 13)

келиб чикади.
2. З х 1 +  7х  +  8 =  0 (mod 17),

3*“ +  24л: — 9 =  0 (mod 17), 
х 2-\-8х — 3 =  0 (mod 17),

( х  +  4)2 =  19 (mod 17),
(х  +  4)* =  2 (mod 17),

(л +  4)* =  2 +  34 (mod 17), 
х  -{- 4 =  + 6  (mod 17), яъни 

л  +  4 =  6 (mod 17), 
х  +  4 =  —6 (mod 17).

Булардан x, =  2 (mod 17), х 2 =  —10 (mod 17) келиб чи
кади.

(5) куринишдаги таккосламалар одатда икки хадли 
таккосламалар деб аталади.

2- та  ъ р и ф Агар (а; т) =  1 булганда х ‘ =  а (mod/я) 
таккослама ечимга эга булса, а га т модуль буйича 
квадратик чегирма , акс холда а га т модуль буйича 
квадратик чегирмамас дейилади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар (а\ т) =  1 булганда х п= а  (mod т) 
таккослама ечимга эга булса, а га т модуль буйи
ча п - даражали чегирма, акс холда п * даражали че
гирмамас  дейилади.

т, модуль мураккаб сон булса, у ’̂олда (5) так
кослама куйидаги уч хил таккосламага келтирилади:

1. x l =  d  (modp) (р — ток тУб сон);
2. x*==d (modp3) (р — ток туб сон, р > 1 ) ,
3. x 2^ d  (mod2“) ( а > 1 ) .



3 1- § .  Тоц туб модулли иккинчи даражали  
танцосламаларни ечиш

Ушбу
х- =  а  (mod/?) ((а;/?)  =  1 , (2 ; р)  =  1 ) ( 1 >

икки хадли иккинчи даражали таккослама берилган 
булиб, унинг модули ток туб сон булсин.

Агар а  гз 0 (mod/?) булса, берилган таккослама х~ =  
=  0(modр) куринишда булиб, бу таккосламанинг ечи
ми х  =  О (mod/?) булади. Шу холда ва факат шу хол- 
дагина берилган таккослама ноль ечимга эга булади.

Модуль ток туб сон булгани учун (1) таккослама
нинг ечими модуль буйича чегирмаларнинг келтирилган 
системасига тегишли булади.

1-т е  о р е м  а. Агар х  =  х, (modp)  (I) нинг ечими 
булса , х =  — х, (mod/?) хам 0 )  нинг эчими булади.

И с б о т и .  jci=e(— д;,)- (mod/") уринли. Демак х х (1) 
ни каноатлантирса, ( — х х) $ам ( I )  ни каноатлантиради.

Маълумки, таккослама ечимининг аникланишига 
асосан ^ар бир ечимга битта синф мос келади. Биз х х 
ва — х х лар р  модуль буйича т\рли синф вакиллари 
эканини курсатишимиз лозим.

Тескарисини фараз кила|"1лнк> яъни х х ва — х х лар' 
р модуль буйича битта синфга тегишли булсин. Унда
( х х =  — л:,(mod/?)) => (2хх =  0(mod/?)) =*-(х х = 0(mod/?))„
чунки (2;/?) =  1. Лекин охирги таккослама (а\ р) =  1, 
деган шартга зиддир. Демак, х, ва ( — л:,) лар р  модуль 
буйича турли синфларга тегишли.

Туб модулли иккинчи даражали таккосламаларни 
модуль етарлича кичик булганда синаш усули билан 
ечиш максадга мувофикаир. Бунинг учун р  модуль 
буйича чегирмаларнинг келтирилган

±  1, ± 2 ,  ± 3 ,  . . . ,  ± р- = ^  (2)

системасидаги ^ар бир чегирмани кетма-кет (1) га 
куйиб утирмасдан х  ни 1, 2, 3, . . . , Р—~  лар билан 

алмаштириш кифоя. Бундай холла чап томонда

сонлар хосил булади.
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2 - т е о р е м  а. (3) сонларнинг х,ар бара р модуль  
буйича т урлй  синфларга тегишли булади.

И с б о т и .  Тескарисини фараз килайлик, яъни 1 <
булганда 62 =  / 2 (mod/?) булсин.

k? — / 2 =  0 (mod/?) =>- \ k Ar I) (k — I) =  О (mod/?).
О <  k  -f- /  <  p  ва О с /  — k <  p  булгани учун охирги 
таккослама ба жарил ма иди.

1 - н а т и ж а .  р  модуль буйича тузилган чегирмалар-
р  — 1нинг келтирилган системасидаги —— чегирма квадра

те? — 1тик чегирма, ——  таси эса квадратик чегирмамас бу

лади.
М и с о л .  11 модуль буйича энг кичик мусбат квад

ратик чегирмаларни топинг.
Бу чегирмаларни топиш учун куйидаги хисоблаш- 

ларни бажарамиз.
11 ~  - =  5 булганидан 1, 2, 3, 4, 5 ларнинг квадрат-

ларини караб чикамиз: 12 =  1 (mob 11), 22 =  4 (modi 1),
32 =  9 (mod 11), 42 =  5 (mod 11), 52= 3  (mod II).

Демак, 11 модуль буйича квадратик чегирмалар 1, 4, 
9, 5, 3 лар булиб, квадратик чегирмамаслар эса 2, 6, 
7, 8, 10 лар булади.

2 - н а т и ж а .  Агар (1) таккослама ечимга эга булса, 
у холда у факат 2 та ечимга эга булади.

3 - т е о р е м а  (Эйлер критерийси). Агар (а, р) =  \ 
р - i

булиб, а 2 ~  1 (mod/?) уринли  булса, (1) т а щ  ос л а 
м а  иккит а ечимга эга булади, 

р - 1

а 2 =  — 1 (mod р)  (4)
у р и н ли  булганда эса (1) т а щ о сла м а  бирорта х а м  
ечимга эга булмайди.

И с б о т и .  Ферма теоремасига асосан, =  l(mod/?) 
таккослама рост, р ток сон булгани учун аР~х — 1 ея 

р —i р —1 р - i  р —1

^ ( а *  — 1 ) ( а 2 + 1 )  уринли Бундан (а '  — 1)(а^ +  
+  1) =  0 (mod/;) таккослама хосил булади.  Охирги тац-  

р - i  р —1 

косламага асосан, а 2 — 1 ва а  2 + 1  купайтувчилар-



дан ка.чида биттаси р  га булиниши шарт. Бу иккала 
купайтувчи бир вактда р  га булинмайди, акс холда 
уларнинг айирмаси булган +  2 хам р га булинган бу- 
ларди, лекин р  ток туб сон булгани учун 2 X /?.

р—1
Агар а квадратик чегирма булса ,а * =  l(mod/?) була
ди. Хакикатан, бундай холда х  нинг шундай циймати 
мавжудки, бу циймат учун (х; р) =  1 булганда а  -э

р~1 р- 1
* x 2(mod/?) булади.Бундан а 1 =  (х2) 2 (mod/?) =>хр~1э
зе I (mod/?) булиб, 1-натижага асосан р модуль буйи-

Р —  1 / 1 4ча — та квадратик чегирма мавжуд. (I) таккослама

туб модулли булгани учун унинг ечимлари сони так;*
Р —  I ..Кос лам а даражасидан, яъни ----- дай ортик була ол-

майди. Демак, (I) барча квадратик чегирмалар учунги- 
на уринли булади. У холда ( я ; / ? ) =  I шартни каноат- 
лантирувчи квадратик чегирмамас а лар ва факат шу-

р-\
лар  учун а 2 = — l (mod /») уринли булади.

32- §. Лежандр символи

Ушбу
х 5 =  a (mod/?), (а; р) —  1 (1)

таккосламанинг модули етарлича катта сон булганда 
$>йлер критерийсидан фойдаланиш унчалик кулай эмас. 
Бундай холларда Лежандр символи деб аталувчи ва

j  каби белгиланувчи символдан фойдаланилади.

Т а ъ р и ф .  Куйидаги шартларни цаноатлантирувчи
символ Лежандр символа  дейилади:

((
 1, агар а сон р ток туб модуль буйича квад» 

ратик чегирма булса;

— 1, агар а сон р ток туб модуль буйича квад
ратик чегирмамас булса.

символ а сондан р буйича тузилган Лежандр
.Р 1

символа  деб аталади, бу ерда а Лежандр символининг 
сурата, р  эса Лежандр символининг махраж и  дейи
лади.
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М и с о л .  ^ j = l ,  чунки Эйлер критерийсига асо-
1 9 - 1

сан, 7 T s l  (mod 19} булгани учун 7 сон 19 модуль 

буйича квадратик чегирмадир. 5 сон 17 модуль буйича 
квадрагик чегирмамас булганлигидан j = — 1 була

ди.
р - i  р - i  

Маълумки, а 2 = 1  ( modр), а 2 =  — 1 (modр) 
эканлигига караб, а квадратик чегирма ёки квадратик 
чег ирмамас буларди. Демак, Лежандр символи ва Эй
лер кригерияларига асосан, куйидагини ёза оламиз:

р- i
(^~J =  а 1 (mod р). (2)

Энди Лежандр символининг куйидаги баъзи бир хос- 
саларини куриб утамиз:

Г .  а  =  а, (mod р)=> )• (3 )

Хакикатан, битта синфнинг элементлари берилган 
модуль буйича ё квадратик чегирма, ёки квадратик 
чегирмамас булади. Бунга асосан, (3) нинг тугрилиги 
келиб чикади. Бу хоссадан фойдаланиб, дар кандай
k ^ Z  учун куйидагини ёза оламиз:

( 5Ш . ) _ ( Ь )  булга„„ учу» булади.

2°. (— )— 1.
Р

Хакикатан, х 1 == 1 (mod/?) таккослама доимо ечимга 
эга булиб, х  =  ± \  (mod/;) унинг ечимидир.

3°- р
(2) таккосламага асосан куйидагини ёза оламиз:

p-j
1) '  (mod/J) (4)

p-t
Лекин ( — ] ва (— 1) 2 ларнинг киймаги ± 1  дан фарк*

V р 1



ли эмас. Шу билан бир вактдэ р ток туб сон булга
ни учун 1 ва — 1 лар шу модуль буйича таккосланув-

р—1

чи була олмайди. Демак, J ва ( — 1) ^.лар бир ва-

ктда 1 га ёки — 1 га тенг булади.
Н а т и ж а .  p  =  4m- j - l  шаклдаги сонлар учун — 1 

квадратик - чегирма, /? =  4//г -{- 3 шаклдаги сонлар учун 
эса — 1 квадратик чегирмамас булади.

Хакикатан,

И с б о т и .  (2) таккосламага асосан куйидагини ёзиш 
мумкин:

Ь ^ {± у {± ) [шойр)

ёки

р - i р - 1
а 2 • b 2 = ( - ) ( - j (mod р) таккосламанинг иккала

КИСми а  ва b лар р  модуль буйича квадратик чегир
ма ёки квадратик чегирмамас булса, 1 га, а ва А лар- 
нинг бири р  модуль буйича квадратик чегирма, иккин- 
чиси эса квадратик чегирмамас булса, — 1 га тенг. Шу
нинг учун ( ~ “ ) ==( ~ ) '  ( ~ )  тенгликни ёза оламиз. 
Бу хоссадан куйидаги натижалар келиб чикади:

1 - н а т и ж а .  ( - i ' ) - l ,

2 - н а т и ж а .  Жуфт сондаги квадратик чегирмалар 
ёки квадратик чегирмамаслар купайтмаси доимо квад
ратик чегирма булади Ток сондаги квадратик чегир
мамаслар купайтмаси яна квадратик чегирмамас була
ди.
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Биз бу хоссани исбот килиб утирмасдан ундан а ма
лин машрулотларда фойдаланишнинг баъзи бир томон- 
ларини курсатиб утамиз.

а) р ~ 8 т ±  1 шаклдаги туб сон булсин У холда

=  {8т ± ' У ~  1 -  8я г  ±  2т =  0 (mod 2)О О ^

булгани учун J = l .

б) р =  8т +  3 шаклдаги туб сон булса, р ~  ! =*

=  ± 3-------- =  8/к2 ±  6/ге +  1 =  1 (mod 2) булади. Де-

мак, р  =  8т ±  3 шаклдаги сон булса, 2 сон р  модуль, 
буйича квадратик чегирмамас булади, яъни ( —W —U

6°. Узаролик конуни.
Агар р ва q лар ^ар хил ток туб сонлар булса,

<5>
тенглик уринли булади.

Бу хоссани хам исбот килмасдан унинг амалий маш
рулотларда кулланилишини курсатамиз. Бунинг учук
(5) нинг иккала кисмини ( —) га купайтирамиз:

Я

р - l  ? — 1

2(f>
бу е р д а . ^ )  =  1.

(6) тенгликка асосан, р ёки q ларнинг камида бит-
р - 1  9 - 1

таси Ат +  1 шаклдаги сон б>л;а, (— 1) 2 2 = 1  бу
либ , -Ч°сил булади.

Агар р ва ц ларнинг ^ар бири лт +  3 шаклдаги туб 
сон булса, у холда (— 1) нинг даражаси ток сон булиб.

булади.
84
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Ми со  л. л 2 =  4_6 (mod 491) таккослама ечимга эгами? 
Бу саволга жавоб бериш учун ( “ ) Лежандр сим-

волини тузамиз. 426 =  2 •3  • 71 шаклдаги сон булгани 
учун 4- хоссага асосан куйидагича ёзамиз:

ШгЬЫтХж)' (ж)'
1. ( -Jjt) — — !• чунки 491 =  3 (mod8).

Ч ж М тМ т )—'-»-'-чув,!м 491 -
=  3 (mod 4) ва 3 =  3 (mod 4) дамда 3 =  3 (mod 3).

чунки 4 9 1 = 3 ( m o d 4 ) ,  71 3 (mod 4), 491 =  6о (mod 71), 
5 = 1  (mod 4), 13 =  i (mi d 4), 13 =  5 (mod 8).

Демак, / - ) = ( -  1) . 1 . 1 =  -  1, (— ) = -  1, булга-
\ 491/ v 4 9 1 /

ни учун берилган таккослама ечимга эга эмас.

33-§. Бошлангич илдизлар ва курсаткичга 
тегишли сонлар

Эйлер теоремасига кура (а; т )=  1 булганда
avim) =  j (mo(j т) (1)

таккослама уринли. (1) таккосламанинг иккала кисми- 
ни 6-даражага кутариб

(mod от) (2)

га эга буламиз. (1) ва (2) ни умумлаштириб куйидаги 
хулосага келамиз: агар (а; т\  =  1 булса, дар доим 
шундай f натурал сон топила дики,

а" =  1 (mod 'п) (3)

таккослама уринли булади ((1) га асосан).
Биз ушбу кулланманпнг биринчи кисмида натурал 

сонлар сиетемасини кургянда дар кандай натурал сон
лар туплами доимо энг кичик элементга эга эканини



курган эдик. Шунга кура (3) так;ь;осламани цаноатлан- 
тирувчи натурал сонлар тупламининг энг кичик элемен- 
ти мавжуд. Уни 8 оркали белгилайлик, яъни 8 =  mill 7 
булсин.

1- т а ъ р и ф .  Агар [а\ т)  =  1 булганда
a 6= l ( m o d m )  (4)

тацкослама уринли булса, у х;олда 8 сон а сонининг tn 
м одулга кура  курсаткичи ёки  т модуль буйича а 
сонига тегишли курсаткич  дейилади.

Бу таьрифга асосан, булади.
2- та  ъ р  и ф. Агар (a; т )=  1 булиб, 8 =  9 (т ) булса, 

у ^олда а сон т модуль буйича бош лант ч илбиз  де
йилади.

т модуль буйича бирор а  сонига тегишли курсат- 
кични топишни цуйидаги мисолларда куриб утамиз:

1-м и со  л. т =  7 модуль буйича 2 ,3 ,5  сонларга те
гишли булган курсяткичларни топинг.

а) а =  2 булсин, 9 (7 )=  6 булгани учун 21,22,23,24,25,2в 
даражаларни 7 модуль буйича куриб чикамиз:

2 =  2(mod 7),
2- =  4(mod 7),
23 =  1 (mod 7).

Демак, таърнфга кура 2 сон 7 модуль буйича 3 кур- 
саткичга тегишли.

б) а  =  3 булсин. У >;олда
3 з= 3(mod 7),
32 =  2(mod7),
33 =  — l(mod 7),
34 =  4(mod 7),
35 =  5(mod 7),
3,; =  I (mod 7).

Демак, 3 сонининг 7 модуль буйича курсаткичи б 
га тенг экан.

в) а =  5 булсин. У холда
5 ез 5(mod7),

5 ‘ =  4(mod 7),
53 — 20 s :  — 1 (mod 7),

54 г - 16 гз 2( тосГ7),
5’ — 24 — 3(mod 7),

5 l; - -  1 (m o d  7 ).
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Бундан 5 сонининг 7 модуль буйича курсаткичи дам
6 га тенг. б) ва в) ларда <р(7) =  6 булгани учун 3 ва
5 сонлари 7 модуль буйича бошлангич илдизни ташкил 
этади. Демак, битта модуль буйича дар хил бошлангич 
илдизлар мавжуд экан.

1 - т е о р е м а .  Бирор т модуль буйича т узилган  
битта синфнинг чегирмалари шу мооуль буйича бир 
х и л  курсаткичга тегишли булаои.

И с б о т и .  Теоремани гескаридан исбот цилайлик, а 
ва ах чегирмалар т модуль буйича битта чегирмалар 
синфидан олинган булсин.

а =  a ^ m o d т) булиб, ас =  l (m o d т) ва а\ =  ( lmodw)  
дамда о 4= 8, булсин. Аниклик учун В <  о, (ёки о >  о,) 
деб оламиз. о < 8 1 булиши мумкин эмас, чунки а =  1 
( modw)  ва a  =  fl,(modm) лигидан охирги таккослама- 
ни о даражага кутариб, а" =  а\(то&т) га эга буламиз. 
У долда a" s  l (modm) эканидан a j =  1 (niоd ///) булади. 
а ,  сон курсаткичга тегишли булгани учун, таъриф- 
га асосан, 8j-<g га эга буламиз. Бу эса о <  о, шартга 
зид. Энди о >  8, деб фараз киламиз ва а — а ^т о й т )  
нинг иккала цисмнни 3, даражага кутарамиз:

а ь' =  а{ |modm)=>- а°‘ е= l(mod т).

а сон т модуль буйича 8 курсаткичга тегишли булгани 
учун

О < 8 ,

( S < B 1)A(8 i < S ) ^ 3 1 =  o.
Демак, агар бирор а сон т модуль буйича бирор 8 
курсаткичга тегишли булса, а билан т модуль буйича 
тенг колдиклар спнфининг барча элементлари дам шу 
курсаткичга тегишли булади, яъни берилган модуль 
буйича битта курсаткичга тегишли булган сонлар синфи 
тугрисида гапириш мумкин.

т модуль буйича & ку'рсаткичга тегишли булган дар 
бир а сони т билан узаро губ булиши лозим, акс дол
да, яъни (а\ т) =  d >  1 булса, a T= l ( m o d m )  таккос
лама уринли булмайди.

Агар а сони т модуль буйича бошлангич илдиз 
булса, у долда биз бошлангич илдизлар синфи дакида 
фикр юритамиз.

2- т е о р е м а. Агар (а; т) =  1 булганда

a = l ( m o d / / i )  (5)
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булса, у холда
а°, а1, , а 8" 1 (6)

сонлар системаси т модуль буйича узаро т аццослан - 
майди.

И с б о т и .  Исботни тескарисини фараз килцш усули 
билан бажарамиз. Фараз цилайлик, k  ва L лар ихтиё- 
рип натурал сонлар булганда a1 (mod т) таккосла- 
ма рост булиб, бунда 3 — \ >  I > k >  0 булсин. (а*; т )=  
=  1 булгани учун юкоридаги таккосламанинг иккала 
кисмини a k га булиб

a l~k== 1 (mod т) (0 <  L — k  <  8)
таккосламага эга буламиз. Лекин бу таккосламанинг 
уринли булиши мумкин эмас, чунки а  сон т модуль 
буйича о курсаткичга тегишли.

1 - н а т и ж а .  8 =  ср (т) булганда (3) система т модуль 
буйича чегирмаларнинг келтирилган системасини таш- 
кил цилади.

Хакикатан, 1. (б) системада <?(т) та элемент мав
жуд;

2. (а; т) — 1 =>- (ай; т) =  1;
3. а и элементларнинг хар бири 2- теоремага асосан, 

т модуль буйича турли синфларга тегишли. Бу учта 
шарт (6) нинг келтирилган чегирмалар системасини бил- 
диради.

2 - н а т и ж а .  Агар т модуль туб сон булса, яъни 
т — р  булиб ва а сон р  модуль буйича бошлангич ил
диз булса, у холда (6) катор

а0. а \  . . .  , аР~2 (7)
куринишда булади.

2 - м и с о л .  7 модуль буйича 5 бошлангич илдиз 
учун (7) куринишдаги системани тузинг.

1 = 3 ° ,  3, З2, З3, З4, З5 ни тузам из ва хар бир дара- 
жани 7 модуль буйича энг кичик мусбат чегирмалар 
билан алмаштирамиз. Улар куйидагилардан иборат (1-
б мисол):

1, 3, 2, 6, 4, 5.
Хакикатан, бу система 7 модуль буйича чегирмалар

нинг келтирилган системасидан иб ратдир.
3 - те  о р е м а .  а сон т модуль буйича 8 курсаткич- 

га тегишли булса, у х о лд а  чшбу

а т=  а?' (mod т) (8)

88



таццосламанинг уринли  булиши учун
7 =  Y, ( m u d о) (9)

таццо ела м анат  уринли  булиши зарур ва етарлидир.
И с б о т и .  1) З а р у р н й л и г и .  а  сон от модуль б у 

йича 8 курсаткичга тегишли ва а т =  a h (mod от) таккос
лама уринли булсин. У ^олда у ва 7 , ларни цупидагн-  
ча ёзиб оламиз:

7 =  89 + г, 7 , =  бс/, + г ,  (0 < г < 8, 0 < г ,  6 )

ва г — г, эканини курсатамиз.  7  ва 7 , ларнинг бу кий-  
матларини (7) га куямиз.  У долда

аЬч+Г = a 5?,+r,(modm)=^ ( а 1) 4 • аТ = ( а ь) • a ' ‘(mod от)-

Лекин a s = l  ( m o d /и) булгани учун охирги таккослама- 
a r =  a r ‘(mod от) куринишни олади.

Юкорида куриб утилган 2- теоремага асосан охирги 
таккослама фацатгина г =  г, бул-андагина уринли б у 
лади. Демак,  г =  г, ва 7 =  7 , (mod/re).

2. Е т а  р л и л и г и. а°  =  1 ( m o d от) ва 7  =  7 , (mod 8) 
таккосламалар уринли булсин. Иккинчи таккосламани 
тенглик ёрдамида куйидагича ёзиш мумкин:

7 =  Tt =  s7i +  г (0 <  г <  о)
а сон от модуль буйича 3 курсаткичга тегишли бул-  

ганидан

((а р =  1 (mod та)) д  (а6р‘ = 1  (modот)) =>■ ) 4 =
=  (а°) <7‘ (mod от) =ф- а617 • a  = c i q' • cl (mod от) = >

=> а г'р+г =  а 00,+г (mod от) -> а т = а т‘ ' mod от).
3 - н а т и ж а .  7 =  0  (mod 3) булганда ва факат шу  

долдагина я т = 1  ( m o d от) таккослама уринли булади.
Хакикатан, агар 7 =  7 , (mod 0) ва 7 , =  0 десак,  

а т =  а° =  1 ( m o d /я) >;осил булади. Бошкача айтганда 
7/8 бажарилса. a T =  l(modOT) булади

4 - н а т и ж а .  а соннинг от модуль буйича 8 курсат-  
кичи ср (от) нинг булувчиси булади. (Агар а бошлангич 
илдиз булса, о курсаткнч ц > { р ) = р — \ ни б у л а д и )  3 
курсаткични топиш учун а°, а 1, . . .  , а 0-1  системадаги 
барча даражаларни хпеоблаб чикиш шарт эмас, унинг  
урнига даража курсаткичи у \ т)  ни оуладиган даража-  
ларни хисоблаймиз.



Масалан, 7 модуль буйича 5 сон тегишли булган 
курсаткични топиш учун ®(7) =  6 булганидан 1, 2, 3 
ва 6 курсаткичларни текшириш кифоя.

3 - м и с о л .  17 модуль буйича 7 сони тегишли булган 
курсаткични топинг.

ср( 17) =  16 булиб, 16 нинг булувчилари 1 , 2 , 4 , 8 , 1 6  
булади. Шунинг учун куйидагиларни хисоблаймиз:

71 =  7 (mod 17), 72 =  ~ 2  (mod 17),
7* =  4 (mod 17), 7s =  -  1 (mod 17),

710 eh l(mod 17).

Демак, 7 сони 17 модуль буйича бошлангич илдиз 
экан.

5 - н а т и ж а. Агар а сон т  модуль буйича § курсат
кичга тегишли булса, ак сони шу модуль буйича
—- —  курсаткичга тегишли булади.
(Ь, k)

И с б о т и .  ак сон т модуль буйича -у курсаткичга 
тегишли булсин, яъни a t7 =  l (mod т)  бажарилсин. 3- 
натижага асосан, охирги таккослама факат £7 =  О 
( m o d 5) булгандагина уринли булади.

Таккосламаларнинг хоссасига асосан охирги таккосла- 
мани куйидаги куринишда ёзамиз:

Т ~  0 (mod—-— V
V (В; к))

6- н а т и ж а .  А^ар (3; k) =  1 булса, у холда ак сон
8 курсаткичга тегишли булади.

4 - ми со  л. 3 сони 7 модуль буйича 6 курсаткичга
тегишли. Чунки 3* =  81 сони ——  — — =  3 булгани

(6 ; 4) 2
учун 7 модуль буйича 3 курсаткичга тегишли булади. 
.Хакикатан,

81 =  — 3 (mod7), 812==2 (mod7),  813 =  1 (mod7).

34- §. Курсаткичга тегишли синфларнинг мавжудлиги 
ва сони. Туб модуль буйича бошлангич илдизнинг 

мавжудлиги

Айтайлик, бирор а сон 5 курсаткичга тегишли бул
син. Чегирмаларнинг келтирилган системасидаги сон
лардан шу 3 курсаткичга тегишли булганларини топиш 
билан шугудланамиз. Маълумки, р  модуль буйича 8
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курсаткичга тегишли чегирмалар

1 (mod/?) (1 )
таккосламаларнинг ечимлари ичида ётади. (1) таккос- 
ламанинг ечимлари эса чегирмалари

дан ва р  модуль буйича тузилган синфлардан иборат.
Хакикатан, 1) (ak )n = ( a ’)k =  1 (mod о) булгани учун

(2) система (1) ни каноатлантиради.
2) (2) каторнинг дар бир элементи 33-§ даги 2 -те 

оремага асосан, р  модуль буйича турли синфларга те- 
гишлидир.

3) (2) да бу чегирмалар сони о га тенг,
(1) таккосламада модуль туб булгани учун унинг 

ечимлари сони 8 дан ортик эмас. Энди биз топилган 
ечимлар ичидан курсаткичга тегишли булганларини 
излаймиз.

Маълумки, 33-§ даги 1- теоремада бир хил курсат
кичга тегишли булган чегирмалар синфи дакида гаи 
борган эди, яъни дар бир синфнинг барча чегирмалари 
битта курсаткичга тегишли булиб, бу курсатгич <р(т) 
нинг булувчисидан иборат буларди. Энди масалани ак- 
синча куямиз:

ч?(т) нинг дар бир булувчиси т  модуль буйича ту
зилган бирор синфнинг курсаткичи буладими? Хар кан
дай т модуль буйича бошлангич илдиз мавжудми? Бу 
саволларга куйидаги лемма ёрдамида жавоб бериш 
мумкин.

Л е м м а ,  р  туб сон ва 3 сон р — 1 срннинг булув-  
чиси булсин. р  модуль буйича чегирмаларнинг кел-  
т ирилган синфлар системасида 5 курсатгичга тегиш
ли  синфлар сони ср(5) та булади.

И с б о т и .  Маълумки, р  модуль буйича чегирмалар 
келтирилган с-истемаспнинг дар бир чегирмаси битта 
курсаткичга тегишли (33-§ га каранг) ва дар бир че- 
гирмага эса битта синф мос келади.

р  модуль буйича тузилган чегирмаларнинг келтирил- 
ган системасидаги чегирмалардан берилган курсаткичга 
тегишли булган чегирмалар сонини ф(8) деб белгил а ft- 
лик. Бунда куйидаги икки дол булади:

а) 3 курсаткичга тегишли булган чегирма мавжуд 
эмас, яъни ф (3) =  0;

а0, а 1, а 1 (2)
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б) келтирилган система пинг камида битта чегирма- 
си о курсаткичга тегишли, яъни ф ( 8 ) > 0 .

Биз б) холни атрофлича цараб чицайлик. 33-§ даги
6 - натижага асосан (8; k) =  1 шартни каноатлантирувчи 
барча ак лар 8 курсаткичга тегишли булади. (2) цатор- 
даги (3; k) — 1 шартни каноатлантирувчи чегирмалар 
сони ср (о) булади. Чунки k уз!арувчн 0, 1, 2, . . .  , 
8 — 1 ларни цабул килади. Бу кетма-кетликда 8 билан 
узаро туб чегирмалар сони о (8) дир. да (8) эса 8 мо
дуль буйича тузилган чегирмаларнинг келтирилган сис- 
темасидаги чегирмалар сонидан иборат. Демак, ср (8) =  
-<|»(8).

М и с ол .  19 модуль буйича 4 сони тегишли булган 
курсаткични топипг ва 19 модуль буйича курсаткичга 
тегишли булган чегирмаларнинг келтирилган система- 
снни тузинг.

Аввало, бевосита хисоблаш усули билан 4 сони 19 
модуль буйича кайси курсаткичга тегишли эканини то
памиз. 4 нинг барча даражаларини текшириб утирмай, 
унинг факат 1, 2, 3, 6, 9, 18 даражаларини текширамиз 
(33- §, 4- натижа).

4 =  4 (mod 19), 4а =  16 (mod 19), 43 =  7( modl 9) ,
4° =  11 (mod 19), 4,Ĵ s 1 (mod 19).

Демак,  4 сон 19 модуль буйича 9 курсаткичга тегиш- 
ли экан.

Энди 19 модуль буйича курсаткичга тегишли бул- 
гаи сонларни излаймиз. Леммагя асосан бундай сонлар 
сони ср(9) =  6 та. 1, 2, 4, о. 7, 8 система 9 модуль буйи
ча чегирмаларнинг келтирипган системасидан иборат- 
дир.

Демак, биз излагав сонлар 4, 4% 44, 45, 47, 4s лар бу- 
лади. Бу сонларни 19 n:о..уль буйича энг кичик мус
бат чегирмалар билан алмаштирамиз ва уларни усиш 
тартибида ёзиб, 4, 5, 6, 9, 16, 17 системага эга буламиз.

Т е о р е м а .  р туб модуль буйича т узилган р — 1 
соннииг хор  бир 8 булувчиси  да (8) та синфнанг кур-  
сатгичи булади. Kycycuii холда  <?(р — 1) та бошлан
гич алдизлар  синфи мавэ/суд.

И с б о т и .  Фараз килайлак 8,, S2, . . . .  8̂  лар р — ! 
нинг булувчилари булсин. р  модуль буйича тузилган
1, 2, 3, . . . , р — 1 чегирмалар келтирилган системаси- 
нинг барча элементларини шу сонларнинг хар бири 
тегишли булган курсаткичлар буйича гурухларга ажра-
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тиб чикамиз. У долда 8, га тегишли сонлар сони ф(8,);
S, га тегишли сонлар сони ф (82) ва нидоят 8/( га тегиш
ли сонлар сони булади. Барча гурудларга тацсим- 
ланган чегирмалар сони р — 1 та булгани учун

<Ь<3.)+Ф(82) +  . . .  (3)
булади.

Иккинчи томондан 25-§ да куриб утганимиздек, 
бирор соннинг булувчилари буйича тузилган Эйлер 
•функцияларининг йигиндиси

V  ср (8г) = р  -  I (4)
р-1/'5г

.эди. Демак,

2  М)— 2  (5̂
р -1 /5 г р I /*г

■Леммага асосан
ф(3,) =  ср(о() (6)

тенгликка эга буламиз. .Пекин <}(8,) сон р  модуль бу
йича ог курсаткичга тегишли булган чегирмалар сони 
эди. (6) га асосан <|>(8г1 ларнинг сони ср(8г) экан.

Хусусий долда, 8k =  р — 1 булса, у долда р — 1 кур
саткичга тегишли сон бошлангич илдиз булади. Демак, 
р  туб модуль буйича ср (р — 1) та бошлангич илдизлар 
синфи мавжуд экан.

Бошлангич илдизлар факатгина т = 2,4, р* ва 2/?“, 
сонлар учунгина мавжуддир (бу ерда р — ток туб сон* 
а >  1 натурал сон).

Бошлангич илдизлар бевосита >;исоблаш усули би
лан топилади. Хозирги кунгача уларни топишга ёрдам 
берувчи бирорта алгоритм ишлаб чикилмаган.

35-§. Индекслар ва уларнинг хоссалари.

Биз 33- § да хар кандай р  туб модуль буйича бош
лангич илдиз мавжудлигини курсатган эдик. Маълум
ки, g  сон р модуль буйича бошлангич илдиз булса,

g°, g \  й 2, • • . g P~~ (1)
сонлар катори шу р  модуль буйича чегирмаларнинг 
келтирилган системасини ташкил цилади. (1) цаторнинг
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хадларир  билан узаро туб булиб, улар р  модуль буйи
ча ср(/?) =  р — 1 та синфнинг вакилларидан иборатдир.

Демак, (а; /?) == 1 булса, у холда (1) цаторда р  мо
дуль буйича а  сон билан таккосланувчи ягона элемент 
топилади, яъни

а  =  g ' f mo d p )  (2)
таккослама уринли булади.

Т а ъ р и ф .  Агар g  сон р туб модуль буйича бош- 
лангич илдиз булиб, (а\ р ) =  1 булганда (2) таккослама 
уринли булса, f  >  О сон а соннинг р модуль буйича g  
асосга нисбатан индекса дейилади ва у 7 =  irid^a каби 
белгиланади.

Агар асос аввалдан берилган булса, а нинг индекси 
ind а оркали белгиланади.

Бу таърифдан фойдаланиб (2) ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

а  == g-lnda(modyO). (3)

Юкоридагиларга асосан, ^ар бир (а; р) =  1 шартни ца- 
ноатлантирувчи а сон берилган g  асос буйича

О, 1, 2, . . . , р — 2 (4>

сонларнинг биттаси билан ашкланувчи индексга эга 
экан. Асоснинг узгариши билан индекс ^ам узгаради. 
Масалан, 7 модуль буйича 1 , 2 , 3 , 4 ,  5 ,6  сонлари па 
улар билан, шу 7 модуль буйича таккосланувчи барча 
сонлар 3 асосга кура

3° =  1 (mod 7), З2 ~ 2  (mod 7), 3 =  3 (mod 7), 
34=H4(mcd7), 35= ( m o d  7),

33=  —l(mod7)
булгани учун мос равишда 0, 2, 1, 4, 5, 3 каби ин- 
дексларга эга. Энди асос а — 5 булсин. У холда асос 
буйича тузилган индекслар 33- § даги мисолнинг в) 
сига асосан мос равишда 0, 4, 5, 2, 1 , 3  сонларга тенг.

g  сон р  модуль буйича бошлангич илдиз булгани 
учун, бошлангич илдизнинг таъ. ифига асосан

g p- W ( m o d / > )  (5)
таккослама уринли булади. Бу таккосламанинг иккала 
цнсмини £ > 0  даражага кутариб

(mod р)  (6)
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га эга буламиз. Энди (2) ва (6) таккосламаларни хад- 
лаб купайтириб,

a = g '<+klp~1)(m odp)  (7)
таккосламага эга буламиз.

(7) таккослам'1 эса хар бир (а; р )=  1 шартни ка
ноатлантирувчи а сони g  бошлангич илдиз буйича чек- 
сиз куп индексга эга эканини курсатади. Бу индекс- 
ларнинг барчаси

grT̂ =gr1,(mod р) (8)
таккосламани каноаглантиради.(8) нинг уринли булиши 
учун

■rsTl(mod/>—1) (9)
таккосламанинг бажарилиши зарур ва етарли. Демак, 
р модуль буйича тузилган ва р билан узаро туб бул
ган хар бир синфга (9) таккослама билан аницланувчи 
индекслар туплами мос келади ва аксинча.

Бу тушунчаларга кура ( a - b ( m o d p )  булса, у холда 
ind a = i n d  6(mod р —1). (10)

(2) ва (3) га асосан
g r= g ‘nda (modp).  (11)

Бундан
7= in da (m od  р — 1) (12)

Индекслар куйидаги хоссаларга эга:
1°. Купайтманинг индекси р — 1 модуль буйича ку- 

пайтувчилар индексларининг йигиндиси билан таккос- 
ланади, яъни 

Ind(a-b . . . /) ^ ind a - f  ind^ -Ь . . . + in d  I (mod p  — 1).
И с б о т и .  Индекснинг таърифига асосан, куйидаги 

таккосламаларни ёзиб оламиз-
o-=g{n<ia (mod р), 
b ^ g ' ail' (mod р),

* ...................................

l ^ g ' ttdt (modp) .  
уларни хадлаб купайтирамиз. У холда

a - b .  . . / = g lnJa+inb*+ • • •+lnd'(mod р)  
а^кослама хосил булади. Бундан (2) ва (12) га асосан 

ind(a-6 . . . L — indtx -f mdb  +  . . . +
+ in d / (m o d /7 —1). (13)
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2°. Натурал курсаткичли даражанннг индекси р — 1 
модуль буйича асос индекси ва даража курсаткичининг 
купайтмаси билан таккосланади, яъни

i nd«n s « i n d a ( m o d / 7 — 1).
И с б о т и .  Фараз килайлик, а =Ь  =  . . .  = /  булсин. У  

долда 1 - хоссага асосан
ind (а-а . . . а)  =  ind а 4- i nda  +  . . . +

+  inda(mod^ — 1)
ёки

ind ап =  п ind a(mod р — 1)
досил булади.

3°. р ихтиёрий туб сон булганда р  модуль буйи 
1 нинг индекси нолга, асос g  нинг индекси эса 1 
тенг булади.

Хакикатан, g'1= l f m o d /o) ва g ,=g'(rnod/») булгани
дан ind l~0(m od  р — \)  ва indg"=ll mod/?— 1) дир. Демак» 
индекслар дам логарифмлар кабн хоссаларга эга экан.

86-§.  Индекслар жадвали

Логарифмпк жадваллар мавжуд булганидек, ихти
ёрий р туб модуль буйича индекслар жадвалнни ту-  
зиш мумкин. Индексларнинг асоси килиб р  соннинг 
бирорта бош лантч  илдизи олинади. Дастлабки индечс- 
лар жадвалини рус математигн М. В. Остроградскпй 
тузган. У 1837 йилда 200 гача булган туб модуллар 
учун индекслар жадвалини тузди. Х°зирги кунла 
бундай жадваллар 100С0 гача туб модуллар учун ту 
зилган.

Хар бир жадвал кУйиДаги 2 та кисмдан иборат бу
лади:

1) берилган а сон буйича /  индексни топиш)
2) берилган /  индекс буйича п сонни топиш.

Бирор р модуль буйича индекслар жадвалини тузи* 
учун аввало р  модуль буйича g  бошлангич илдиз! 
топиш лозим. Сунгра

g°, 8 ' ...... sp~'2

даражалар р  модуль буйича энг кичик мусбат чеп 
маларга алмаштирилади Масалан, р  = 11 модуль 
йича индекслар ва уларга мос сонлар жадвалини \ 
зайлик. Бевосита дисоблаш усули билан 2, 6, 7, 8 л-
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И модуль буйича бошлангич илдиз эканига ишонч 

Хосил киламиз.

Хакикатан, ср(11) =  10 булгани учун

2 = 2 ( m o d  1 i I, 2:i= 8 ( m o d  1!),

2V . :5 unod  1 1), 4 (mod 11),
I 0(mod l  1), _ l,,r . - l ( m o d  П ) ,

2 1,1 - = 6 ( m ;;d ! 1 ) ,  2 LV  P ( m o d  11),

21==7(mod 11), 2s 3 mod 11) 

ла рга  асосан 2 бошлаш-ич илдиздир
G —6 ' mod 115, f>". ;7 (m oJ  l l  .>, (>'"= 1 ‘fTi )d 11), 

f . - s  ;{mod 11), !(1 mi d 11).
•% k . 11 модуль  пуйича (> хам бошлангич илдиз экан. 

"-Энди а с о с 2 булга  |да ку.ш tar.i  ж |диалларии ту<амиз:

п  1
1 2 3 | 4 j 5 j -  j 7 i n : у 

i i
10

'  1
10 j ! j s  | 'J 4 i 9 

I
_ j

3 0 5

1 / | 1 2 | 3 4 5 7 8 9 101

1 п 2 j 4 j 8 j 5 10 9 7 3 6 1

Виринп! жадвал!а асосан, сон берилса, индекс то- 
лилади, иккинчи жадвалга асосан эса индексга караб 
■он топилади.
» р — 43 модуль буйича 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28,
О, 33, 31 сонлар бошлангич илднздир. £ = 2 8  булганда 
:уйидаги жадвалларга эга буламиз:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 42 39 1/ 36 5 4 7 33 34

1 2 6 11 40 4 22 30 1G 31 29

2 41 24 3 20 8 10 37 9 1 25

j 3 ! 9 32 27 23 13 12 28 35 20 5 j

.1 os IS 21 ! ! ! '



п

/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 28 1 0 2 2 .4 5 11 7 2\ 27

1 25 1 2 35 34 6 39 17 3 41 30

2 23 42 15 33 21 29 38 32 36 14

3 16 18 31 8 9 37 4 26 40 2

4 13 { 20 1

Бу жадваллардаги сатрлар ва устунлар мос равиш
да сон (индекс) нинг унлик ва бирлик хонасини бил- 
дириб, уларнинг кесишган жойида изланаётган индекс 
(сон) туради.

М и с о л .  43 модуль буйича 37 соннинг индексини 
юпинг.

Биринчи жадвалдаги 3-сатр ва 7-устуннинг KecnujraH 
жойида 35 сони жойлашган. Демак, ind2837= 35. Энди ак- 
синча 43 модуль буйича индекси 18 га тенг сонни топинг.

ind / i=18(mod 42).
Иккинчи жадвалга асосан биринчи сатр ва 8- устуннинг 
кесишган жойига 41 сони мос келади. Демак, я = 4 1 .

Агар изланаётган сон (ёки индекс) жадвалдаги энг 
катта сондан дам катта б\лса, бу сон каралаётган р 
ёки р — 1 модуль буйича энг кичик мусбат чегирма 
билан алмаштириб олинади.

Бошлангич илдизи мавжуд булган дар кандай мо
дуль буйича индекслар жадвалини тузиш мумкии. 
Чунки бундай долда дам бошлангич илдизнинг даража
лари т модуль буйича чегирмаларнинг келтирилган 
системасини ташкил килади.

37- §. Индекслар ёрдамида такдосламаларни 
ечиш

Индексларнинг хоссаларидан фойдаланиб, икки 
чадли таккосламаларни осонгина ечиш мумкин. Бундай 
мисолларни ечиш учун берилган сон буйича унинг 
индексини (маълум асосга кура) ва аксинча берилган 
индексга цараб, унга мос келувчи сонни топишга тугри
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келади. Шунинг учун мазкур кулланманинг охирида 
1 дан 10.) гача туб сонларнинг индекслари жадвали 
келтирилган.

Фараз килайлик,
ах"=Ь{тод.р) (1)

таккослама берилган булиб,  (а;  р) — 1 ва р ток туб 
сон булсин.  И н декс лар  ту ш у н ч а с и д а н  фойд аланиб,  (1) 
ни унга тенг  к уч ли

ind а-'-п ind x = i n d  ft(mod р — 1)

п ind x  =  ind b — ind a f m o d  p  — 1) (2)

таккослама билан алмаштирамиз .  Энди, ind л: ни но- 
маълум сифатида  кара (2) таккосламани ечамиз .  Агар 
бу таккослама умуман ечимга  эга булса, ^ у й и д ш и  
икки холдан  бири б ули ши мумкин:

1. (я; р — \) =  1;
2. ( Я;  р — 1) =  cl>  1.

Агар 1- хол  уринли булса,  2 7 - §  га асосан (2) так
кослама ind х  га нис батан ягона  ечимга  эга булади.

Агар i n d x = 6 '  ечим булса,  и н дек слар  жадвали пан 
фойдаланиб,  л  ни топамиз.  х  нинг тогшлган киймап;  р 
модул ь  буйича  берилган такцосламанинг ечими бу ла ди.

2- ХОЛ уринли булсин,  яъни п\ р — 1 ) =  с?> 1 булсин.  
Ун да  куйидагн  2 та хол юз беради:

а) ( ind  b — ind a) ;<d, яъни i nd £•-— i n d a  сон d  га  б у 
линмайди.  Б ун да й х о лла  та к к о с л а м а л а р ш ш г  хоссасйга 
асосан (2) ечимга  эга булмаиди.

(1) ва (2) тенг  кучли булгани уч ун (1) х дм е ч и м 
га эга булмаиди.

б) ( indft  —i n d a) y d ,  яъни ind f t— i n d a  сон d  га булин-  
син. У холда  (2) таккосламани куйидагн ча  ё зи ш  м у м 
кин:

п . , ind b — i n d a /  , р—1 \
— m d  — — ------  m o d  ------ . '  (3)
d d \  d  )  '

Б ун ла  f—; - —- W l  булгани учун ох ирг и такко слама 
\ d d  )

моду ль  буйича  фа ка т  битта ечимга  эга  булади.
d

Яна (2) т аккос лама р — 1 модуль  буйича d  та ечимга  
хзм эга булади.  Бу  ечимларни ind л  лар буйича  топиб,  
индекслар  ж а д з з л и  ёрда.мнда эса (1) нинг  ечи мларини 
топамиз.
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Индекслар одатда бирор бошлангич илдизга нисба
тан тузилгани учун дар бир таккослама ечимини ал- 
батта дастлаб берилган модуль буйича топиш керак. 
Чунки биз бошлангич илдизлар узгариши билан ин
декслар дам узгаришини куриб утган эдик.

1-м и с ол .  x 6=14(mod41) таккосламани ечинг.
Бу таккосламанинг иккала кисмини индекслаймиз. У 

долда
5 ind x = i n d  14(mod 40).

Жадвалга асосан, Ind 14=25. Демак, о ind xs25(m od 40) 
ёки ind x = 5(m od  8).

(5;40)—5 булгани учун берилган таккослама 41 мо
дуль буйича 5 та ечимга эга б/лади. У ечимлар
ind x ,= 5(m od  40), ind x v=13(mod 40), ind хя=  -l(mod40), 

ind x 4= 2 9 ;mod 4J), ind x 5=37(mod 40)

та^косламалараан индекслар буйича
x,=H27(mod 41), x2=24(mod  411, x 3=35(mod 41), 

x 4=22< mod 41), x5= l5 !m od41) .
Энди x n= a(m od p) таккосламанинг ечилиш шартини 

курсатамиз.
Бу таккосламанинг ечилиш шаргини келтириб чи- 

кариш учун унинг иккала кисмини индекслаб,
п ind x = i n d  a(mod р — 1) (4)

таккосламага эга буламиз.
( п \ р— l ) = d  булганда охирги таккосламанинг ечимга 

эга булиши учун ind а  нинг d га булиниши зарур ва 
етарлидир, яъни

indasO (m odrf )  (5)
бажарилиши керак. (5) ни р ва d  лар орасидаги бог- 
ланиш оркали ифодалайлик. Бунинг учун (5) нинг ик
кала кисмини ва модулини -—— га купайтирамиз. У

d

долда (5) таккослама билан тенг кучли булган ——

ind a = 0 ( m o d p — 1) таккослама досил булади. Индекс
лар гушунчасидан фойдаланиб, бу таккосламани

р - 1

ind я л =0(mod />— 1) 
куринишда ёзамиз. 0 =  ind 1 (mod ^ — 1) булинидан ва 
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юкоридаги таккосламага мувофик цуйидагини ёза 
оламиз:

р-i
a d =  1 f tnоd /7). f6)

Хосил булган (6) таккослама (3) таккосламанинг ечи- 
лиш шарти. (6) да п = 2  булганда бизга маълум булган 
Эйлер шарти келиб чицади. Хакикатан, бундай холла 
р  ток туб сон булгани учун d =  ('z; р — 1) =  2, яъни 
d = 2 булиб, (6) таккослама

а 2 = l ( m o d / ; )

куринишни олади. Бу эса x 2= a  (mod р) таккосламанинг 
ечилиш шарти эди.

Ушбу
ax =b(mod р) (7)

куринишдаги таккослама курсаткичли, таццослама  
дейилади. Бу таккосламани ечиш учун унинг хар ик- 
кала кисмини индекслаб,

х  i n d a = i n d  Ь{тоАр— 1) (8)

таккосламани хосил киламиз. Бу таккослама эса би
ринчи даражали бир номаълумли таккослама булиб, 
бундан таккосламаларнн ечишни 28- § да куриб утган
ЭЛИК.

2 - м и с о л .  l H s l 7 ( m o d  31) таккосламани ечинг. 
Бунинг учун берилган таккосламанинг иккала кис- 

мини индекслаб х  ind 11 =  ind 17( mod 30) таккосламага 
эга буламиз. ind 11 =  23, ind 17- 7 эканидан 23л =  
=7(mod 30) ёки x=29(m od30)  таккосламани *осил ки
ламиз. Бундан x  =  29(mod30) ечим берилган так- 
цосламаиинг ечими экани келиб чикади.

38-§. Такцосламалар назариясининг арифметикага 
татбицлари

I. Б у л и н и ш  а л о м а т л а р и .  Бутун сонлар туп* 
ламига тегишли ихтиёрий а ва т > 0 сонлари берилган 
булсин. Куп холларда а сонни т сонга булишдан хо
сил булган энг кичик колдикни топиш талаб этилади. 
Бу масалани хал этишнинг умумлашган усулини даст- 
лаб француз магематигн Б. Паскаль курсатган эди.
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Биз хгиир шу усулни унлик, юзлик ва мчнглик санок 
системалари учун баён этамиз.

Фараз килайлик, а нагурал сон унлик санок сис- 
темааа берилган булсин. .Унда бу а  сонини уннинг 
даражалари буйича куйпдагича ёзиш мумкин:

а — а0 +  а, • 10 +  10- +  . . . - f  ап - 10".
т  модуль буйича 10* сон тегишли булган чегирма

лар синфининг эн г кичик абсолют чегирмаси гА, яъни

10*^r*(modт)  (£=0 ,  п\ г0 =  1) 
булсин. Унда а сонини цуй-идагича ёзиш мумкин:

а = о 0г0+ а ,г, -f у ,  +-. . . + anrn(mod in) .  (1)
Агар R rn -= a[tr a -f о,г, +- . . . -Yanrn десак, (1) ушбу 

( / -  /<•„,( mod т)
к^риш шда булади Шундай килиб, а  сопи ундан кичик 
булган Нт сони билан алмашгирилади. Бошкача килиб 
айтганда, (1) таккослама унлик системада Паскалнинг 
булиниш (ёки тенг колдиклилик) аломатини билдиради. 
Агар Rm — 0 булса, а сон т га цолдиксиз булинади, 
агар /?„Г7=0 булса, у холла г - R m булади.

Булиниш алосагининг куйидаги баъзи хусусий дол- 
ларини куриб угамиз:

1 т = 9  булсин. Биз ихтиёрий натурал соннинг 9 
га булиниш аломатини келтириб чикарамиз.

Ушбу 1 0 = l (m od9)  таккосламанинг иккала кисмини 
k даражага кутарсак,

10 =1  mod9)

таккослама хосил булади. Бундан курннадики, барча 
гь лар 1 га тенг экан. Унда Rm куйидаги куринишни 
олади:

R :) ~  &Л Т” '-t'l “Г" . . . С1п
Бу эса урга мактабда бизга маълум булган аломатнинг 
узидир, яъни берилган соннинг ракамлари йигиндиси
9 га булинса. у холда бу натурал сон 9 га булинади.

2. т =  11 булсин. У холда 1U =  — 1 (mod 11) => 10*= 
=  ( —l)*(mod 11) га асосан

R u  =  (flo -г а"! -I- «4 (Я, +  ал f  аъ +  . . .)
тенглик Уринли булади. яъни R,, сон 11 га булинса, 
у холда берилган сон 11 га булинади.
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1 - м и с о л .  а =  3568921 сонни 11 га булганда хосил 
буладиган колдикни топинг.

R u  =  (1 +  9 +  6 +  3 ) -  ( 2 + 8  + 5 ) = 1 9 —1 5 =  4,
Ru = 4.

Демак, 3568921 соннн 11 га булганда коладиган кол- 
дик 4 га тенг.

3. т  ■=» 7 булсин. У холда

10°= l(m od7) ,  10=3(mod7),  102= 2(m od7) ,
103==—l(mod 7), 104= —3(mod 7), 105= —2(mod 7), 

106= 1  (mod 7)

булгани учун =  а0 +  За! +  2а 2 — а3 — За4 — 2а5 +  а 6 
булади. Фараз килайлик, 10 сони т  модуль буйича § 
курсаткичга тегишли булсин. Унда курсаткичнинг таъ- 
рифига асосан, 10°=l(modm)  булгани учун г8 =  1 бу-
либ, r fi+1 =  r „  г5+2=  г2------- г28 =  г . =  1 булади, яъни
колдиклар 8 та кадамдан сунг такрорланади. У холда 
/?т  куйидаги куринишни олади:

R m  —  #о  +  1 +  Я 2Г2 +  • • • +  1г  ,—1 +  +  а б+1Г  1 + -  • •

Маълумки, ихтиёрий сонни ихтиёрий санок система- 
сида ёзиш мумкин. Фараз килайлик, санок системаси- 
нинг асоси 10° булиб, бу асосга кура а сонининг ёйил- 
маси

a = r f 0+ r f l -10»+rfs-10!*+.  . .+<*„• 10n5

булсин. (10)"=l(mod т) булгани учун (1) таккослама 
а  =  d0 +  d x +  d2 +  . . . +  dn куринишни олади.

Демак, 10 асосли системада берилган соннинг т 
га булиниш аломати унлик системада берилган сон
нинг 9 га булиниш аломати каби булар экан. Шуни 
алохида гаъкидлаш керакки, берилган а сонининг Ю5 
асос буйича т га булиниш аломатини келтириб чика- 
риш учун уни унг дан чапга караб о хоналарга ажра- 
тиб чикиш лозим.

2 - м и с о л .  а сонининг 100 лик системада 11 га бу
линиш аломатини келтириб чикаринг.

Аввало а ни юзлик системада куйидагича ёзиб 
оламиз:

а - й 0 +  ^ -100 +  ^ -1 0 0 * +  Ав-100* +  . . . +  ^л .100«.



А'ммо 100*= 11 mod 11) булгани учун a = b ^ + b y +  £2+ .  . ,  
. .  .4-b n\ mod m ) булиб, /?,,=“ b0 +  b, +  b2 +  . . .+ b n, a — 
«= 3568921 сомики юзлик системада 11 га булишидан 
*осил булган кол дик

R u - 2 1  -  89 f  56 +  3 =  169, R u =  1 6 9 = 4 ( m o d  11 i.

3 - м и с о л .  37 моду.'ib буйича 10 сони 3 курсаткичга 
т е г и ш л и ,  яъ н и  h i:i"= 1 ( m o d  37) булгани учун берилган a  
сони м I! и г л и к i истома, ида

U =  -г С t , • I Сг> • i 0 ;0“ . . .  4  С ц  ' 1 000л
ку ри ни ш д а  ё:-илган б у я . а ,  у хо лда

; с, - - с., -{- с ;г(ш ол 37)

ллганидан ммнглик системада 37 га булиниш аломати
- с, -г с, f  . . . +  c„(mod37)

б у ла д и .  a  8 3 5 7 6 . ;j i сопини КЮО лик спсгемада 37 га 
бу лган д а  х.-сн’ . и у. л а п  колдикии топинг.

«=»2.'-С» - 576 -{- 8 3 s s 2 3 (m o d  37),
булгани учун Китли!; _'3 га .тенг.

Энди даражинп иу лш нля н чиккан колдицни хисоб- 
лаилик.

и - . г  •.m o d  т ;=? a';- - r ‘(m o d  rn)
булгани учун а'1 даража гк даража билан алмаш- 
гирилади (/; /«>=--= 1 булганда Эйлер теоремасидан 
фойлаланиш мак.садга мунофи^днр. Дакикатан, (г; т i =  
=  1 булганда г 'и") sH(modw) эди. к = ср(/и) • q -f- /(0 <  
<; /<&(/«))  тенгликка асосан

/•*23 (г* ",)) i - r l~ r li mod т)
ни ёза оламиз.

4 - ми с о  л. 1277i(il ни 28 га булишдан хосил булган 
колдикни топинг.

1277 =  1 7i mod 28), 1277-01 =  1/-ei (mod 28).

Бунда (17; 28) =1 булгани учун !7f! ,s' s ] ( m o d  28)=> 
=► 17,2= l ( m o d  28).

261 =  12*21 4  9 булгани учун 1 7 1~ t 7 !l(mod28)  булади 
1 7 = 1 7 ( m o d  28) аднпй таккослама оланлик.  У холда

172~ 9  mod :.■•), 17;i : .--.3 mod 28),
1 ■ 2 : . {11!г,ч; 28) . 1 ' 1 1 .. j ■ ( mod J.s .
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Демак, 12 7 7 261 =  17M1 =  179 =  13 (mod 28), 1277J6' =  
s l 3  (mod28), яъни 1277-01 соини 28 га булганда цола- 
диган колдик 13 булар экан.

II. О д д и й  к а с  рн и у и л и к  а с р г а  а й л а н т и -  
р и ш д а  х о с и л  б у л а  я и г а н д а в р  у з у н л и г и н и 
а ш ц л а ш ,  Маълумки ,  м ахрлжп  2 ва 5 га булинмай-

диган хар цандай кискармандиган — касрни унли ка-
ft

срга  айлантирганда ,  Оу унли i аср чек.-из даврмй унли 
каср булади.

1 - т а ъ р и ф .  Унли касрни и г бутун кпс.ми унинг 
характеристикаси,  каср кпсмн эса мантиссаси  де*_ 
йилади.  Ага;) унли касрнинг  мантпс: ас и чексиз  булиб,  
у и да маълум- узунли кда ги  унли у л у ш л а р  такрорланиб 
келса ,  у х ол да  бундай унли каср даврий уили каср, 
такр ор лан ад иг ан  унли улуш ларн и нг  кичиги давр , бу 
да вр п аги  рацамлар сони а аир унунлиги  дейилали.

2- т.а ъ  р и ф. Агар даврий касрда давр бевосита  вер- 
гул/  ан кем и н келса,  у холда  бундай каср  соф danputl 
каср,  агар вергу л  билан давр  орасида  бош ка ракамлар 
булса у хот  да бундан даврий каср  аралаш diepuil  
каср  дейилади.

Хар бир / аврий унли касрнинг  давр  узунлигини 
топиш мумкин.  Бунинг  учун куй идаги  икки ход б у 
лиши мумкин:

1-Х о л. Кис кармайдиган тугри (акс  холда  ка ср 
нинг бутун кнсмини ажратнб олгаи б улард ик )  — к аср 

нинг м а х р а ж и д а  2 ва 5 каби булувч ила р  мавжу  • -мае, 
яъни (я;  /•)==!, (b: 10)== 1 булсин.

Куйи даги  тенгликлар  кетма  кетлигини караймпз;

10 a = bqx 4- г , (0 <  г , <  Ь);
10 г, =  (0 •. г,,<Л); (1)
10 г -} =  Ьу3 -[ г. (0 < г  < / ; ) ;

Ю r m_ { = ;Qm +  rm ( 0 <  гт П.

Ь>а,  Ь > г и . . . , Ь > г т _ , булгани \ чу и ;/, <  10, q2 <  
< 1 0 ,  . . , V/«<Ю булади.

Купидаги тасдик лар  ро::т булади:

(10; b) — 1 / \ !а ; b =  i=>(10/7; / л = - 1 ;
(10а; о) — 1 => (г j; /;) =  1;
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((10; />) =  1Л(Г,; b)) =  1=ф-(г2; b) =  1;

Шундай килиб, (гг; Ь) — 1 эканига ишонч досил 
киламиз. Демак, гурли гг(г=1,  п) лар b модуль буйича 
чегирмаларнинг келтирилган системасини ташкил этади. 
Маълумки, b модуль буйича чегирмаларнинг келти
рилган системасидаги чегирмалар сони ц>(Ь> га тенг.

Шунинг учун купи билан у ' Ь)  кадамдан сунг бар
ча колдиклар ва улар б лан биргаликда q, чала бу- 
линмалар яна такрорлана бошлайди. qu q2, . . . , qm
ракамлар эса — кискармайдиган касрнинг даври дейи-

ь
либ, бу касрнинг давр узунлиги <р(6) дан катта була 
олмайди.

Даврдаги рацамлар сонини топиш учун (1) тенг- 
ликларни h модуль буйича куйидаги таккосламаларга 
алмашгирамиз:

10а=г , (  mod b)•
10 r , = r 2(mod b); (2)
10 /-2= r , (m od  b)\

\ Qrm_l = r m(rnodb).

Бу таккосламаларни хадлаб купайтирамиз, у долда

10та - г г г 2 . . . г т_ \= г  1 • г2 . . . г,„(mod b)

досил булади. (г , -г2 . . . r m_1; b) =  1 булгани'  учун 
охирги таккосламанинг иккала кисмини г , •г2 . . . г т_ 1 
купайтмага булиб, ушбу

\ 0ma ~ r m(m6db)  (3)

таккосламани досил киламиз.
Айтайлик, 10 сони h модуль буйича т  курсаткичга 

тегишли булсин. У долда сон тегишли курсаткичнинг 
таърифига асосан, ушбу

10mE=l (mod Ь) (4)

такк°слама уринли булади. (4) га асосан (3) ни куйи- 
дагича ёзиш мумкин:

a =^«»(inod b). (5)
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Маълумки, (0< а < £  ва О< г т<Ь) дар бири b дан 
кичик булган иккита мусбат сон ь модуль буйича 
тенг колдикли булиши учун улар тенг булиши, яъни 
а — г т булиши лозим.

Демак, т та цадамдан суиг досил буладиган кол- 
дик берилган касрнинг суратига тенг булади, бошкача 
айтганда т та цадамдан кейин колдиклар (ва демак, 
булинмалар дам) такрорланиб келачи:

Гт |-1 ~ Г 1> Гт + > ~ Г2' r m+ ,  =  г ?,• • • •

т сони (5) таккослама Гринли булган индексларнинг  
энг кичигидир.  Чунк и т индек с  b м о ду л ь  буйича а 
сони те ишли булган  курса тки чди р.  Тегиш ли курсат-  
кич уса унинг т а ъ р и ф и г а  асосан,  (4) таккосламани 
ка н оатл ант ир ув ч и д а р а ж а  ку рсаткичла рид ан энг ки чиги

дир.  Б ун да н т сони - •  касрн инг  давр  уз ун ли ги  экан/>
де! ан хулоса  а келамиз .

Ш ун да й  килиб,  (4) таккослама уринли булга нда

— каср (а;  й) =  1 булганд а  с о ф  даврий касрга ёйилади,  
ь

д а в р д а г и  ракам лар сони (давр уз ун ли ги )  факатгин а  
касрнинг  м ах р аж  ига боглик.

(1) даги  тепгликларнинг  дар  икки кисмини Ь га 
булиб,  куйидагиларни  хосил киламиз:

а =  9i_ J J\_
Ь 10 1 10 ь ’

=  <h ,
b 10 "И 10* ’

'' ! "■ - 1 __ О т' I ' m
Ь ~  1 0  ' 1 0 * '

Бу тенгл икларга  асосан,  к уй ид аг и  ёйилмага  эга була
миз:

а __ Ц\ | <7з I 9з | I Ят I г т
Ь 10 10  ̂ К,:' г  • • • +  , 0ш 1 хйтЬ •

Лекин гт — а. Д ем ак ,

"  <? I I О; I <7ч | I <]_т I п

Ъ ~~ 10 10- 103 г  • ’ • ю»< r  1Cть
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булиб, — касрнинг даври (qu q2, q3...........qm) булади-ь
Юкоридаги тенгликлар кетма-кетлигига асосан — нингь
даври (q2, q3, . . . , qm, <7,), ~  нинг даври (<?3, qt ...........

• • • , <?m. Яи <7г)> умуман ^  касрнинг даври (qk+]
. . . , </„„ с/,,) бС'лишига ишонч хосил- циламиз.

Шундай килиб, 10 сони b модуль буйича т кур
саткичга тегишли булса, —, —, — г- ^ -  каср-

ь ь ь  ь н
лар соф даврий касрлар булиб, улар бир-биридан давр- 
даги рацамларнинг циклик алмашиб келиши билан фарк 
килади

5 „ „ •5 - м и с о л .  — касрни унли касрга аилантириб, унинг

давр узунлигини топинг.
10 сони 37 модуль буйича 3 курсаткичга тегщшли 

эканини биз олдинги мавзуда куриб утган эдик, бош- 
кача айтганда,

103=1  (mod 37).

Демак, юкоридаги касрнинг даври учта рацамдан таш- 
кил топади. лозир шу ракамларни топамиз.

5-10 =  37-1 +  13,
13-10 =  37.'3 - f  19,
19-10 =  37-5 +  5

тенг лик ларга  асосан,  -  =  0, (135),  - 3 =  0, (351),  — =
к 37 37 37

=  0, (513).
Агар 10 сони Ь модуль  буйича  бошлангич илдиз 

булса.  m----f(b) булади.  У холда  у или касрнинг  дав- 
рн даги  рака млар  сони т=%(Ь 1 га тенг .  Лекин бош-  
лаьтич илдиз хар кандай сонлар учун м а в ж у д  була-  
вермаслигини биз куриб утган эдик .

Айгайлик,  10 сони b модуль  буйича бош ланг ич  и л 
диз булмасин. Унда 10 сони тегишли булган ку рсат-  
кич у(Ь) дан кичик була ди .  Бундай холда  ?(b) =  md  
каби тенгликни ёза оламиз  Д ем ак ,  суратлари-  1 дан 
»(й) гача  булган сонларни к а б у л  килувчи,  м а х р а ж -  
лари эеа b га тенг булган  касрлар  туплами d  та каср-
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лар системасига ажралар экан. Бу касрлар система
сини биз цуйидагича ёзиб оламиз:

Го Г, Гз гт- 1 #
Ь * ъ ’ ь ............  b ’

So Si s2 Sm—l .
ь ’ Ь ’ А ’ * * * 1 к ’b t)

*0_ г_1_ ?т-1
ь ' ь ' ь ............  О '

Бунда  хар бир йулдаги  касрларнииг  даври бири ик- 
кинчисидан факатгина  ракам ларининг  циклик алма- 
шиниши билан фарк килишини биз юкорида  куриб 
утган эдик.

Айтайлик,  s:,=/=r,- булсин.  У холда  иккинчи йул каср- 
лари хосил булиб,  уларнинг даври хам т га тенг 
булади.  Sj ва г ;(г =  0, т — 1) лардан фаркли бирор сп<  
< ? ( £ ) .  ни олсак,  у ч и н ч и  касрлар  системаси хосил б у 
лади. Б у  жа раённ и давом эттириб,  биз d  та касрлар  
системасига  эга буламиз.  Бу айтилган фикрла рни  юко- 
ридаги мисолга куллаб курайлик: ср(37) =  35 булиб,  
3 6 = 3 - 1 2  эканидан 12 та касрлар системасига эга бу-  
ламиз

Хакикатан,  5, 13, 19 ларга тенг булмаган бирор  
сонни, масалан.  2 ни олайлик,  у холда

2-10  =  37-0  +  20,
20-10 =  3 7 - 5 +  15,
15-10 =  37 -4  +  2

генглилларга  асосан, — =  0 ,(054) ,  — = 0 ,  (540),  — —
3/ 3/ 37

=  0, (405) касрлар  системасига  эга буламиз .  Колган
касрлар сис темал ари 'м ос  равишда цуйидагича  булади:

-  12.
" 37 ’

30 _
' 37 ’

6 _
~ 37’

7
37 ’

10 26 1

3 7 ’ 3 7 ’ 37 ’
30 4 3

3 7 ’ 37 ’ 3 7 ’
G 23 8

3 7 ’ 37 ’ 37*
7 33 34

37 ’ 37 ’ 3 7 ’

О, (081). 

О, (162)
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9 16 1 2

3 7 ’ 3 7 ’ 37 '

11 36 27

3 7 ’ 3 7 ’ 3 7 ’

13 19 5

37 ’ 3 7 ’ 37 *

14 29 31

37 ’ 3 7 ’ с 7  ’

17 22 35

с 7 ’ 3 7 ’ 3 7 ’

2 1 25 28

37 ’ 37 ’ 3 7 ’

24 32 18

37 ’ 37 ’ 3 7 ’

о. (243)= ~ ;

0, (297) =  ^ ;

0, ( 3 5 1 Н | ;

0, ( 3 7 8 ) =  Х~ ;

0, (459)=  ^ ;

О, ( 5 6 7 ) = ^ ;
37

О, ( 4 8 6 ) = - .
37

Ш у н и  а л о х и д а  эслагиб  утиш лозимки,  турли кас рлар  
системасининг  дав ри бири иккинчисилан циклли ал- 
машт ир и ш ёрда ми да  хосил булмайди.

Агар туFpn касрнинг  махра.-ни берилган булса,  бу  
касрга  тенг  б ул ган  унли касрнинг  дав р  узунлигини 
и н де к сл а р  ёрдами да  топиш мумкин.  Буни куйидаги  
м и сэ л д а  куриб утамиз:

6 - м и с о л .  М а х р а ж и  /> =  41 булг ан  кисцармас .каср- 
ни унли касрга  айл анг ир ганд а  хосил булган касрнинг  
давр  у з ун ли ги ни  топинг.

Т егиш ли  кур сатки чнинг  гаъ р и ф и га  асосан,  Gy ку р -  
саткич

1 0 r= l  (mod 4 1 )

таккосламани каноатла нти рув чи  кур еатки чл ар ни нг  энг 
кичи гидир .  Б у  таккос лам ан и индекслар  ёрдами да  еча- 
миз: ind 1 0 =  ind 1 (m od 40),  ind 10 =  8 булгани учун 
8x s= 0 (m o d  40), х =  . (mod 5).

Охи рги та ккос ламани каноатла нти рув чи  энг кичик 
мусбат  сон х = 5  дир.  Д е м а к ,  м ахражи  41 га тенг  булган  
ки ска рм ас  касрларнинг  д авр  узунлиги 5 га тенг.

2 - х о л  Кис кармайдиган -  к аср  махражин инг  ка-
ь

ноннк ёйилмасида  2 ёки 5 кэтнашсин,  яъни (,Ь\ 10) =  1 
б у лм а й ,  балки Л = 2 а -5'1-6, булсин.  Бу ерда  (&,; 10) = 1  
були ш и  равшан.  л ва 3 ларнинг  эиг к а п а с н н и  п деб  
б ел г и л а й ли к .
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Куйидаги нисбатни цараймиз:
Юла  _  10па  =  2 П~ °  ■5п~ 9 а  =  а±  

h ~  2“ -5 !’ -6, _  6, й,

((£,; 1 0 )=  I ) Д( (a, 6,) =  1)=> (а,; 6 , ) =  1.

Энди (£,; 10) =  1 булгани учун цискармас кагр-

ни унли касрга айлантириш мумкин. У холда цуйидаги 
тенглик ^осил булади:

10  ''а \_  =  J. =  /у, (9 9 9 ).
h b|

# И
Бундан -  =  - ..  (<?,, <72> . . . , <?,„) келиб чикади. Агар

6 1 0 '“____________г _________
/ / = &  ky k2. . . kn булса,  у холда —  =  k, &, #2. . . kn

булади,  бу ерда - k - 10" +  kx • Ю"-1-)- . .  . +
-10 +  /f„. Демак,  j  -  k, k xk,. . . k n(qu q2, • qm 1

экан. Шунда i килиб, (6; 10)-=£ 1 булганда — касрни
b

унли касрга айлантирганда аралаш даврий каср хо^ил 
булиб, унинг давр узунлиги Ю сонн b, модуль буйича 
тегишли булган т курсаткичга тенг булади. Вергул- 
дан кейннги д .вргача булган ракамлар сони эга =  
=  шах (а; й) оркали апиклинади.
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Ill б о б  ХАЛКА

39- §. Халцанинг т аъ р иф и .  Халцага  мисоллар

Аптайлик, г.ирор буш булмаган А гуплам элемент
лари учун иккита алгебраик амал аш-щланган булс . . \  
яъни тартиблачган 'а-. Ь) жуфтликка ягона с элемент 
мос к'-'пилгап булиб, c f K  булсин.

Бу алгебраик амалларни биз цушиш па купайти-  
puw деб атаймиз.

i - т а ъ р и ф .  К ушиш на купайтириш амаллари аник- 
ланган Л туплам элементлари учун нунидаги акснома- 
лар уринли булса,  у .холла А гуплам дейилади:

1. К у ш и ш к о п у н л н р и:
а) у  а,  Ь, ( £ К а -j- (/> -|- с) =  (a -j- Ь)  с ( к> и пш- 

нинг а гсоциативлиги);
б) у  a, b f- К а +  b --= Ь -j- а (цушишнинг коммута- 

тивлнгн)
о  у  я ,  А, 7| \ £  /\ а А - л —h.
2. К у п a ii т и р и ш к о и у и л а р и:
т а ,  h. с'} '* а (h ■ с i = ( a  • b) ■ с (купан гирииппшг 

асгоциативлпги):
Т а к с и м <>т (диет " И б у  i пплик) к о и у н и:

а ) -f::, Ь, с К а ■ (Ь -  с \ — а ■ b -у а • с\
б] ‘■га, Ь, с f  А (Ь -г с) ■ а ----- Ь ■ а -4- с • п.

К туплам х о л м  килган халкани ,:>/ харфи о р к а т  бел
гилаймиз.  Агар -?/ ^алканинг ихтиёрий а па f эле
ментлари учун < 1 ■ ь =  Ь ■ и тенглик бажарилса,  у х о л 
ла «=7Г .\алка коммутатив  х а л ц а  дейилади.

Энди юкоридаги аксиомалардпи к либ чикадиган 
• аъзи бир хулосаларнп куриб утамиз

Дастлабки учта аксиома ?/, халканипг кушиш ама- 
лига нисбатан абель группаси эканлигини билдпради

Демак,  абе>ь группаси учун уринли булган хосса- 
лар >; алкала уам уринли булади, яъни х т к а д а  куйи
даги хоссалар уринли:

1А рЖ  хал^аиинг ихгиёрин а э :ементи учун а +  
4- 6 =  а тенгликни каноатлантирувчи поли элемент мав
жуд  ва v ягонадир.

2°. ©Я? *алцанинг ихтиёрий а  элементи учун шу
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Залкада шундай — а  элемент топиладики, <2 +  ( — а ) =
— 0 булади.

Бунда — а  элемент а  га царама-царши элемент  
дейилади.

3°. еЯГ халкада а  +  л: => Ь тенглама ечимга эга ва 
v ягонадир. Бу ечим х  = — а - \ - b булиб, биз уни х  =
— Ь — а  оркяли белгилаймиз.

2 - т а ъ р и ф .  Агар д Ж  халканинг ихтиёрий а  эле- 
... ini  учун ае — е т— а булса, у холда е элемент хал- 
каипнг бар лик элемента  дейилади.

4 а  — b =  а +  (— Ь) булгани учун куйидаги тенг- 
ликни ёзиш мумкин:

V а, Ь, сС К (а — Ь) — с -  (а — с) — Ь.
.5й. — ( — а) =  а иа а — а — G.
3 - т а ъ р и ф .  К з р а л а ё т г а н  а мал  к у ш и щ  булганда а 

та а ни нг  йиги нди си  a  4- a -f- . . . 4- а =  па к:.би белги- 
л а ч и б ,  па  ни а элементнинг бутун мусбат п коэф- 
фипчентли карралчсль д е б  ат ал ад и

халкадаги ихтиёрий а ва ихтиёрий п нату- 
рал сон учун п(  — i) =  — (па) =  — па тенглик уринли.

Хакикатан, кушилувчиларни гурухлаб,  к\ й и да г и га 
эга буламиз: па +  п ( — а) - п (а +  с — а ) , =  пв =  0, 
па -f  п ( - а) =  б. Бундан п ! — а) — — па булади.

Биз бу хо таларнннг исботини „Группалар" мавзу- 
сила куриб утган элнк.

Ассоциативлик к°нунининг уринлилиги куйидагилар- 
ни талаб этади:

Каралаётган элементлар сопи иккитадан ортик бул
ганда улар устида бажарилган алгебраик амал купай
тувчи (кушилувчи) ларнпн. i урухланишларига богли^ 
булиб колнши мумкин, бошкача айтганда, и ---be, v  =
— ab  булганда , m = * v c  тенглик 7>ажарплмаолиги мум
кин. Хплкада1н ассоциативлик конуни эса нм/ иккита 
элементнинг тенг, яъни a ' \ b c ) ^ ( a b ) c  эканлигини бил
ли ради.

Халкада аникланган ассоциативлик конуни х р  кан- 
дай чекли сондаги элемент тар учун хам уринли була
ди. Бу тасдикнинг исботини математик индукция прин- 
ципи асосида о л и б  борами?,, п =  3 да 2 - аксиомага а ю -  
сан тасдик уринли.

Айтаилик, п >  3 булганда бу фикримиз п дан кичик 
сондаги элементлар учун рост булсин, яъни

а, (а2 • аг . . . ak) ва ( « /г+1 a k+2. . . a„-t ) ■ а„
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ларнинг натижалари кавсларнинг куйилишига боглиц 
булмасин. Биз бу иккита ифодани купайтириб, купайт- 
манинг х,ам кавсга боглик эмаслигини курсатамиз.  Хар 
бир купайгувчидаги элементлар сони п дан кичик бул
гани туфайли уларнинг *ар бири хам бир кийматли 
усулда ани^ланган.

Шунинг учун биз хар кандан k ва I учун рост
(а, • а2 . . .  а к) (а<г h, • . . . ап) =

=  ((2 , • . . . й/) (<7/ + i ^  f 2 . . . cin)
тенгликнинг / =  /?-)- 1 учун уринли эканлигини курсаг- 
сак кифоя. Агар I =  k +  1 булганда

dy • (i'2 . . . (Ifc — Ьъ a,, lo ■ (if. . . а п — с

десак,  учта элемент купайтмасининг ассаниативлигига 
кура b ■ (ak+ t • с) =  (b ■ а к ^)  ■ с булади. 'Гасдик исбот 
этилди.

4 - т а ъ р и ф .  Агар купайтувчи элементлар п та б у 
либ, улар узаро тенг  булса, а ■ а . . .  а  хосил булиб ,б у  
купайтма а" куринишда белгиланади _ ва унга бутун  
мусбат дараж али  элемент  дейилади.

Энди дистрибутивлик конунидан келиб чикадигаи 
баъзи бир натижаларнн куриб утамиз.

Бу цонуннинг чекли сондаги кушилувчилар учун 
уринли эканлиги математик индукция принципи асоси- 
да исботланади ва бу конун айириш амалига нисбаган 
хам сахланади.

■Хахикатан, айирманинг аникланишига асосан b — а  
элемент учун

а -\- (Ь — а) => Ь
тенглик уринли. Унинг иккала томонини с га купайти- 
рамиз ва кушишнинг купаитиришга нисбатан дистри- 
бутивлигидан

ас  +  {Ь — а) • с*=Ьс
ни хосил циламиз.

Бундан (b — а) с элемент Ьс дан ас нинг айирмаси 
эканлиги келиб чикади.

(Ь — а) ■ с =  Ьс — ас ёки с (Ь — а) =  cb — са.

Охирги тенгликдан хусусий холда Ь — а  булса, с - 0 =  
■= с • (b — b) =  cb — cb — 6, с ■ 0 =  0 келиб чикади.

Демак,  халкада купайгувчнларнинг бири ноль эле
мент булса, купайтма хам ноль элемент булар экан.
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Лекин баъзи холларда бу тасдикнинг тескариси 
уринли булмайди. Масалан,

матрицаларии олсак, уларнинг хар бири ноль матрица 
эмас. Аммо уларнинг купайтмаси ноль матрнцадир.

5- т а ъ р и ф. Халцада а Ф О, b Ф 0 булганда а -Ь= О  
уринли булса, у холда а ва b элементлар нолнинг бу-  
л у в ш л а р и  дейилади.

О дат,: а, халканинг ноль элементи хам нолнинг б у 
лувчиси деб ю р т и л а д и .

6 - т а  ъ  р и ф .  Агар халкада нолнинг узилан боища 
нолнинг булувчилари мавжуд булмаса, яъни

V a ,  bCr.f i  а • /> =  0=> а = 0  \/ b — О

булса,  бундам халка нолнинг. булувчиларига эга б у л 
маган х а л к а  дейилали.

М и с о  л.л ар.  1. Барча бутун сонлар туплам и ком- 
м у т а т в  >;ялка булади, чу hi-: и бу туплам  к у т и т  ама- 
лига кура а ' е л ь  группасидап нборат булиб, унда ку- 
пайтириш а мали ёпик в а бутун сонларни купайтириш 
ассониатив хамда бу амал кушншга ннсбатан днстри- 
бутивдир.

2. Барча жуфт сонлар туплами халка булади.
3. Барча ток сонлар туплами халка булмайди, чун

ки иккита ток сон йигиндиси бу тупламга тегишли 
эмас.

4. Комплекс сонлар туплами коммутатив халка бу
лади, чунки бу ту -ламда хам халканинг барча аксио
ма лари уринли булади.

Бу халкалар одатда сонли х а л ц а л а р  деб атала- 
ди. Сонли халкалариинг бирортаси хам нолнинг булув
чиларига эга эмас.

5. F  туплам (— 1; 1} ораликяа аиикланган ва уз- 
луксиз функииялар туплами булсин. Агар

А . В - 1 2 0  
\о о

о о 
о о

, ,  , I 0, агар х >  0. 
/ (■ * )=  „[ х,  агар х  <  0; 8 (*) = j О, агар х  <  О, 

х, агар х  >  О
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оу 'са, у ^олда II к) Ф 0. £ ( х ) = ^ и  булиб, l { x ) - g { x ) =
— О тенглик бажарилади (текширинг).

Шуниигдек,  ( — 1; I) ораликда 'и  узлуксиз функ-  
ниялар туглнми ,\алка ташкил килишини осонгина аник- 
лаш мумкин. Демак,  F нолнинг булувчиларига эга 
булган халка экан.

Н. А =  10, J, 2, 3, 4, 5) туплам хам нолнинг булув 
чиларига эгя булган ^алкадир. Бу ерда 0, 1, 2, 3, 4, 5 
лар т — 6 модуль буйича чегирмалар синфларидан ибо
рат. Бу фикрни текшириб куришни укувчига хавола 
Киламиз.

40-§.  ^ а л ц а н и н г  х а р а к т е р и с т и к а ^

1 - т а ъ р и ф .  e)'t халка учун бирор М кием туплам 
g7? да аникланган кушиш ва купайтириш амалларига 
нис. атан халка булса,  у холда М  кием туплам &Ж 
халканинг цисм х,алцаси дейилади ва у M c p j f '  кури* 
н и ш д а б е л г и л а н а д и.

Масалан, жуфт сонлар туплами бутун сонлар хал- 
Каси учун цисм халка булиб, бутун сонлар туплами 
эса рационал сонлар халкасининг кием халкасидир.

Куйидаги теорема e/ if  халканинг бирор М  кием туп
лами халка булиш-булмаслигини аниклашда мухим 
агамиягга эга.

Т е о р е м а .  еЖ халцанинг бирор бут булмаган  
М цисм туплами. цисм х а л ц а  булиши учун М га те
гишли а ва b элементларнинг йигиндиси, айирмаси  
ва купайтмаси яна цисм. тупламга  тегишли булиши  
за рур ва етарли.

И с б о т и .  1) З а р у р и й л и к  ш а р т и .  Фараз ки
лайлик, V a ,  6(~ М булганда а +  b ^ M ,  а  — Ь ^ М ,  а х  
X  Ь (■ М  булсин. экаклигини .курсатамнз. Ха
кикатан, хар кандай аС  М ва b £  М  учун а - \ -Ь ^ М .  ва 
a - b ^ - М булгани сабабли мос равишда а +  6, а - b  ни 
М  даги а  ва b элементларни кушиш ва купайтириш 
амаллари деб олишимиз мумкин.

Энди М  тупламнинг ^алк;а эканлигига ишонч хосил 
килиш учун >нда халканинг барча аксиомалари бажа- 
рилишини курсатиш кифоя. М  туплам нинг цисм 
туплами булганлигидан унда халка таърифининг 1 гу- 
рух аксиомаларидаги с) кисмидан бошка барчаси урин-



ли. Биз ^озир с) аксиоманинг хам уринли эканлигини 
курсатамиз.

Теорема шартига асосан а £  М  ва b £ М  эканлигидан 
Ь — а =  с ( - М ,  иккинчидан o f f  ^алкада а  +  (£ — а)  =  
=  Ь ёки а ф с  — b булали. Шундай килиб, с) аксиома 
>;ам уринли.

Демак, М  туплам е/?. >;алканинг кием ^алкаси экан.
Э с л а т м а .  а  +  /? =  а — ( — Ь) булгани учун теоре- 

мадаги биринчи шартни, яъни а +  b £ М шартни ол- 
масдан, колган иккита шарт билан каноатлансак ^ам 
М  кием халка булади.

2) Е т а р л и л и к  ш а р т и .  М кием халка булсин. У 
холда М  да теоремадаги учта шартнинг бажарилиши 
халка аксиомаларига асосан келиб чикади.

Бирлик элементга эга булган халца берилган
булсин. Биз уз олдимизга бирлик элементии ичига 
олувчи ва бошка барча кием халкалар учун кием хал- 
ка буладиган, яъни энг кичик кием халкани топиш ва- 
зифасини куямиз. Бу кием халкада е бирлик элемент 
булса, у холда — е  элемент хам булади. У холда пе =  
=  е +  е  +  . . . 4- е ва — пе =  (— е) +  (— е) + .  . . +  ( —е)

п  та п та
хам бу цисм халкага тегишли булади пе — те  =  (п —
— т) е  ва (пе) ■ (те)  =  п ■ т ( е  • е) =  time булгани учун 
е элементнинг карралилари туплами яна з^алка булади.

Агар биз бу кием халкани аЛГ, десак, у даги е 
ни уз  ичига олувчи энг кичик цисм халка булади. 
Бунда куйидаги икки хол булиши мумкин:

а) барча натурал я  ,чар учун пе ф  0;
б) бирорта натурал п учун пе =  0.
Натур,)л сонларнинг исталган туплами доимо энг 

кичик элементга эга булганлигидан те — 0 ш<.ртни ка
ноатлантирувчи натурал сонлар ичила энг кичик нату
рал т сон мавжуд.

2- т а ъ  р и ф. Агар барча  п ф- 0 л ар да  пе ф  О булса, 
ел'1 халка  ноль ха рант-;ристикали , бирорта т Ф  О д а  
те — 0 -булганда эса халка  т характеристикали  
Халка  д ей и л а д и .

■ Сонли халкаларнинг барчаси ноль характеристикали 
^алка эканлиги уз-узидан аён.

М и с о л л а р .  3. Бутун ю нла р  туплами рационал 
сонлар халкаси учун кием ^алца булади.
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2. а  ва b бутун сонлар булганда а  +  Ь У  р  ( р —туб 
сон) куринишдаги элементлар туплами ^акикий сонлар 
^алкасининг кием ^алкаси булади.

Хакикатан, а) (я,  +  6, У  р) (а2 +  Ь2 У~р) =  (аха 2 +
+  М г Р )  +  (а  А  +  a 2h , ) Y  р  ■= а  +  b у  р .  (Бунда а , а 2 +  
+  b\b2p =  а, +  я 2/>, — 6.)

б) (а, +  Ьх У~р) — (а2 ф Ь 2У~р)-={а,  -  а 2) +  (6, —
— Ьч) \ f  p  =  c - \ - d \ /  р. (Бунда а, — а 2 =с,  bl — b2 — d. )

Бу ^алкани биз Ъ \ / р \  деб юритамиз.

41-§ .  Бутунлик со ^аси

39- § да куриб утганимиедек,  ^плкалар икки хил ва 
уларнинг баъзилари нолнинг булувчиларига эга, баъ- 
зилари эса нолнинг булувчиларига эга булмас эди.

Т а ъ р и ф .  Нолнинг булувчиларига эга булмаган 
коммутатив ^алка бутунлик сох;аси, дейилади.

Бутунлик со^аси халка булгани туфайли у бирлик 
элементга эга булиши хам, эга булмаслиги хам мум
кин.

Барча сонли Зчалкалар бутунлик сохасига мисол бу- 
лади.  е /^б у ту н ли к  сох;аси куйидаги мухим хоссага эга: 
агар а Ф 0 б\'лса, у холда аЬ =  ас тенгликдан Ь =  с 
тенглик келиб чикади.

Биз бу фикрни исботлаш учун ab =  ac  ни a b —a c — 
=  б каби ёзиб оламиз. Бундан а (Ь — с) =  6 тенгликда 
а ф  0 булганидан ва <=Ж да нолнинг булувчилари мав
ж уд  эмаслигидан Ь — с =  0, яъни b =  с келиб чикади.

М и с о л л а р .  I.  Хар кандай майдон бутунлик со 
гласи булади.

Хакицзтан.  Р  майдон булгани учун а ф Ь  шартда 
а Г 1 мавжуд.  Агар a - b  — В булса,  у ^олда тенгликнинг 
иккала томонини а~' га купайтириб, b =  б га эриша- 
миз. Демак,  майдонда а ■ о =  0 =>- а =  0 \/ b —■ б шарт 
бажарилганлиги туфайли майдон бутунлик со^аси бу
лади.

2. Барча сонли .^алкалар бутун тик со>;аси булади.  
Чунки бу х;алкалар коммутатив булиб, нолнинг булув
чиларига эга эмас.

3. 3 9 -§  даги о -м исолд а куриб утилган <£/~- ^алка 
бутунлик со^аси була олмайди.
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4. Мураккаб модуль буйича тузилган чегирмалар 
синфлари ^ам бутунлик сохаси булмаиди, чунки улар 
нолнинг булувчиларига эга.

42- §. Бутунлик со.^асида аницланган булиниш 
мукосабатининг хоссалари

Биз 41-§  да е/Г'бутунлик сохаси булса, унда 

Vfl, b, cs~ в л  ((а ф  0) Д (ab =  ас)) => (Ь =  с)
хосса уринли эканлигини куриб утган эдик.

1 - т а ь р и ф .  Агар q%'  бутунлик сохасида берилган 
хар кандай а  на Ь Ф  0 элементлар учун оЛ^да шундай 
q элемент мавжуд булсаки, натижада а = bq тенглик 
бажарилса,  у холда а элемент b элементга  булина
ди дейилади*.

Агар а  элемент Ь элементга булинса, у холда у ajb 
куринишда бел гил а над и.

2 - т а ъ р и ф  Халцадаги а  элемент учун ab =  е (е— 
халканинг бирлик элементи) тенглик уринли булса, у 
холда b элемент а га тескари элемент  дейилади. 
Тескари элементга эга булган элемент одатда теска- 
риланувчан  деб юритилади ва у е оркали белгилана- 
ди. Тескариланувчан элементлар баъзан бирнинг булув-  
чилари  хам дейилади.

1 - т е о р е м а .  Агаи alb ва г тескариланувчан э л е 
мент булса , a [be ва ае/Ь булади.

И с б о т и .  Таърифга кура a j b ^ - a  — bq. е тескарила
нувчан булгани учун э Ж  да e - e t = g  шартни каноат- 
лантирувчи е, элемент .мавжуд. Бундан холда 

а — bq =>- а — (Ьг • е,) q =>- а — (be) • s
булгани учун albs уринли. Иккинчидан, а/b ва ихтиё
рий учун ап/b уринлидир.

3 - т а ъ р и ф .  сЖ  бутунлик сохасйнинг а ва b эле- 
менглари учун а =  b ■• уринли булса, бу элементлар 
узаро ассоцирланган эле мен тлар  дейилади.

2 - т е  о р е м  а. в Ж  бут ун ли к сохасида ajb ва Ь/а 
муносабатлар бажарилиши учун а ва b узаро ассо
цирланган булиши за рур  ва етарли.

* бутунлик сохасида  берилган булиниш муносабати  бутун 
сомларнинг булиниши каби хоссаларга  s ia .
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И с б о т и .  1 ) Е т а р л и л и к  ш а р т и .  а  ва Ь эле- 
ментлар ассоцирланган, яъни а  =  &е ва Ь =  яе, булсин. 
Бу тенгликлапнинг биринчиси а/b шц иккинчиси эса 
Ь/а ни билдирадп.

2) З а р у р и й ' л и к  ш а р т и .  а /b ва Ь/а булсин. У 
*олда

келиб чикади. (2) дан фонда таниб (Г) ни куйидагича 
ёза ми з;

буту нли к сохаси булгани у чун a { e  — q j ,) =  б ни 
е — qq, =  0 кайл ёчиш мумкин О чирги тснгликка  а с о 
сан qq, — e. Д ем ак .  q ва q, тоскарилаиувчаи элемент- 
лар экан.  ‘ю ш к а 1!а аиггаида ,  а па о у>.аро а ссоци рлан
ган эле ме^т лар ди р.

М и с о л л а р .  ! I на — 1 сонлар бутун сонлар .хал
каси да тескариланув'шндпр.

2. Z  [/] =  [а hi a. h v  Z\  сонлар тупламида туртта 
элемент, яъни I, — 1, /, — i тескарилачувчан булали.

3. Бутун сонлар ,\алкасидаги — 7 ва 7 сонлар ассо
цирланган сонлардир.

4. Z  [ У  3] хат ка да (2 — у  3) (2 -\- у' 3) — 1 булгани 
учун 5 +  2 / 3  на 4 — у г 3 элементлар узаро ассоцир
ланган элементлар булади >уа\'икатан, 4 - к  3 = 1 5  +  
+  2 | / 3 ) ( 2 - / 3).

43-§.  Гом о м о р ф  ва и з о м о р ф  халцалар

Биз ушбу кулланмтнинг биринчи кисмида группа- 
лариинг гомомор рлигн, чизикли ! а о ва чизикли ал- 
гебраларнинг изоморфлмги тугрпсида фикр юритган 
эди к. Энди ^алкаларнинг гомоморфлиги ва изомор,  ̂ ли
ги устида тухталиб утамиз.

Т а ъ р и ф  ва 4% халкалар элементлари ораси- 
да бирор мослик урнатилган бслиб, бу мослик бир 
К и й м а г л и  (узаро бир ккЪлтгл ;) булса хайда куйидаги 
шарглар бажарилса ал^а dfo ia гомоморф (изоморф)  
дейилади:

a jh  -ф- a =  bq,

Ыа -> b — ад,
О)
С2)

а =  bq ■=> а (с — qqt) =  0.
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1. V a ,  I £  о?? ̂ V a ' ,  b' £

=ф- a  +  b -5- a’ 4- b';

2. V a ,  Ь £ ы ,  V a ' ,  b' -> а' Д b - \ f /  ■=>

=ф- «/; a ’b'.
© /  халканинг .-Jj? ^алцага гомоморфлигн (и 'оморфли-  
ги) , л / ;у;  (е-/-=з s? )  каби белг иланади.

1- т е о р е м а. Ихтиерий -/?' .уилка ва кушит ,\ам-  
да куиаитира и а мал лари анинлангйн  /\" т уп лам  
учун  Д / ’~ / \  б у лег ,  у х,о id а К' туп лам .уалка бу-  
лаои.

И с б о т и .  Теорема шарти буйича  ,-Jfca. К' булиб,  
q/У х,а г!ка . :iiр . К ' дм иккита алгеб раик ам и  акицла н-  
ган ва ёпиь; ova ,  ин. Виз К' нинг хам халка  зкчилпги-  
ни к v рсот и ш ими , ке; а к. Нунинг учун К ' дан и х i нёрнй 
учта а ,  Ь', сг элементларни олиб,  улар учун халканинг  
барча  аксиомаларн уринли эканлигини курсатамиз .

Виз шулардан куйидаги иккитасиии келтирамиз:
1. a 'Q { t > '  с') ~  a' 0  Ь'. 0  a' Q  с' — купайтириш-  

нинг ку ш и ш га  нисбатан дистрибутивлиги.
2. а' у.’ == Ь' тенгламанинг  ечимга эгалиги.
1. халка булгани учун а ( b +  с) =  ab +  ас шарт

бажаричади а Д» а ' , b - -»// ,  с с '  булсин. Бу мос
лик нинг К' га гомомирфлигига асосан кушиш ва

О
купан 1 ириL i i а хам сакланади. Шунинг учун (а~* а ' ) / \
Д (Л ^  I/ ) Д (с -» с ) Д (а(ь> +  с) =  ab +  ac)=>a'0 ( t ' (&  
0  с') r - a ' Q b ' & a '  © с ' .

2. (а -> а') Д (^ -  /■') А (х  -* х') => (a +  л  =  Ь) ->■ 
- > ( а ' @ х ' = й ' )  ( / > к'С К').

Бошка аксиомалар ^ам худди шу усулда исбот ки- 
линади. Демак,  К'  туплам з^нлка экан.

2 - т е о р е м а ,  о/ /'  х1алца булиб , gyY — >\' булса,

1. (0 Д  б') Д ( ( — а)  -» ( — a ' )  I (0; — а £ е Ж ’, О';
- а ' £/<').

2. о ) /  бир лик элементга эга булса,  !\ ха и бар-  

лик  элем- нтга #гч булади ва е -> е' ру/ ’, е'(- К')
б - Л Л 7.7

Yet ■-. .. :,н пеботла!'!:!!! у к у в ::::.':ср:':. торспя кпламиз.
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44-§.  ^ а л ц а  идеаллари

Биз 40- § да цисм халка тушунчаси билан танишиб 
утган эдик. cJ)T халканинг бирор Н  цисм ту ш ами  е^Г 
нинг цисм х«алцаси булиши учун И туплам а  ва b эле 
ментлар билан биргаликда уларнинг айирмаси ва ку- 
пайтмасини хам уз ичига олиши зарур ва етарли эди. 
Энди цисм далка тушунчасини аницловчи иккинчи 
шарт, ( Va ,  b £ H  =>- a - b £  Н)  ни бироз узгартириб цуйи- 
даги тушунчани киритамиз:

1 - т а ъ р и ф .  Агар е /Гхалцанинг бирор буш бул
маган / цисм туплами учун цуйидаги иккита шарт ба
жарилса,  яъни

а ) V  ®, b / =s- а  — b £ /;
б) V г (- q/ {  , V a  £ /  =>- аг  £ 1

булса,  у холда /  туплам ©л7 халцанинг унг идеали 
дейилади.

2 - т а ъ р и ф  Агар 1-таърифдаги а) шарт билан бир
галикда

с) V  я (-/=>- r a ^  I
булса,  у холда /  туплам <Ж  халцанинг яап идеали  
дейилади.

3 - т а ъ р и ф  Агар а), б) ва с) шартлар бажарилса,  
яъни /  идеал халцанинг чап ва унг идеали булса,  у 
холда / туплам е / Г  халцанинг идеали  дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  еЯх халцанинг а  элементига каррали 
булган барча элементлар туплами сЖ  халцанинг бош 
идеали  дейилади ва у (а)  орцали белгиланади.

Юкоридаги таърифлардан куринадики, берилган 
халцанинг хар цандай идеали шу халца учун цисм 
халца булади. .Пекин бу тасдицнинг таскариси ури н
ли булмаслиги мумкин. Масалан, Z  туплам Q х.алца 
учун цисм халка, лекин идеал эмас, чунки исталган г  
рационал сон ва исталган а бутун сон учун га  бутун 
сон булмаслиги мумкин.

.Ми с о л  л ар .  1. Ихтиёрий е /Г халцанинг узи ва 
унинг |0|  цисм туплами е /Г  халца учун идеал булади. 
Бу идеаллар одатда тривиал  ёки бирлик  ва ноль  
идеа ллар  деб юритилади хамда улар мос равишда (е ) 
ва (0) каби белгиланади. о)Т халца бош ка илеаллар- 
га эга булса,  улар но/привиал идеаллар  деб юрити
лади.
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2. Бутун сонлар халцасининг исталган бутун сонга 
(нолдан ташцари) каррали булган цисм тупламлари 
бутун сонлар ^нлцасининг идеаллари булади.

i  Ихтиёрий qjT  халца берилган булсин. Бу халца- 
дан бирор а  ва ихтиёрий г элеменгларни олиб, г а  +  я а  
к\т>иьишдаги элементлар тупламини (а)  каби белги- 
лайлик,  яъни

(а) =  {га +  п а \r, a f  e / f , n ^ Z } .
( а )  т у п л а м  e / f  - \ алцанпнг  чап  ид е ал и  б у л а д и .  Х ац н -  
ц а т а н ,

а) (г,« 4- пха) — [г2а  +  я 2а) =  (г, — г 2)а -\-(п, — п2) а =  
=  га  +  па£-(а ) .  Бунда - г, — r 2 =  г,  я, — я,  =  я  деб 
олинди

б)  V s  £  а / Г  ва г а  4  па f  (а) у ч у н  s (га -)- па) —
=  sra  -г .s/га =  ( s r  +  i « )  а =  г ' а  +■ 0 • а £  ( а ) .  Б у н д а  г ' =  
=  5Г V  S/i

Ш у н д а й  цилиб,  ( а )  т у п л я м  у ч у н  и де ал  б у л и ш л и к -  
нинг и к к а л а  ш ар т и  х а м  б а ж а р и л а р  экан

(а) и д е а л  о д а т д а  ял  халканинг а элемента ср- 
дамида хосил ц а л т и т  чап посоли  д е б  ю р и т и л а д и .

га -j- па й и г н н д и д а г и  па к у п а н т м а н и  j^ap до и м  хам  
в?/ х а л ц а  и к к и т а  э л е м е н т и н и н г  к \ п а й т м а с и  д е б  ц ар а ш  
м у м к и н  эм ас ,  ч у н к и  бу е р д а  я  б ут у н  сон б у л г а н и  у ч у н  
х а р  д о и м  .хам ру/' га т е г и ш л и  б у л а в е р м а с л и г и  м у м 
к и н .  Ху оус ий  х о л л а ,  я ы ш  х а л к а  б и р л и к  э л е м е н т 
га эга  б у л с а ,  па ни ц а р а л а ё т г а н  х а л ц а  и к к и т а  э л е м е н -  
т и н и н г  к у п а й т м а с и  д е б  ц ар а ш  м у м к и н .  Д а р х а ц и ц а т ,  
б у н д а й  п а й г д а

га +  па =  га +  п ■ еа - ( г  +  пе) а =  г'а 
б у л и б ,  г' =  г + п е ■ 0 /7 , б у л а д и

4) {Я|, а2, . . ., и /,} т у п л а м  Q /f  х а л ц а н и н г  б и р о р  
цисм т у п л а м и  бу л с и н .  Б у  кием т у п л а м н и н г  э л е м е н т л а -  
ри ё р д а м и д а  ц у й и д а г и  т а м а м и и  г у за м и з :
А =  {/",<2, +  г . . +  г , 0  ̂+  //,«, V  п2а 2 +  n-kak !

/■;, а ^ о ? /  , Я г =  1, k\.
Б е в о с и т а  т е к ш и р и ш  н а т и ж а с и д а  А т у п л а м  ^ а м  ^ а л -  
ца н и н г  чап и д е ал и  э к а н л и г и г а  и ш о н ч  х о с и л  ц и л а м и з .  
Х а к и к а т а н ,

а> {г Гу/i 2~т • • • 4  fi&ii т  n ]a i -\^п2а2-\~. , . Я-е/

—  ( Г  1« ,  Г .а г г  • • • V  r J 4; -Г  +  п~а2 +  • •  • " Г  П ,'а 1г)= =
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=  (Г, -  r\) а, +- „ . .  +  (rk -  г'ь) ah +  (я,' -  л!) а, +
~Ь . . . -j- (/Zfc — Пц) Л;

б) V s ^ e T  учун s ( r , a ,  4- . . . -t- r ka „ - \ -п,а,  + .  . . +  
"Г n k ’ к) =  ( iT i)  а \ 4* - ■ • 4 "  ( s r k)  а к +  п \ (5Д |)  +  • • • 4"
+  (sak) t  ^
шаоглар бажарилгани учун юкоридаги усулда ани£- 
ланган А туплам а и а 2, . . . .  a k элементлар ёрдамида 
Хосил килинпж чаи идеал булади ва у (а, ,  а.,, . . a k)
каби белгиланади. а,,  а,, . . а к эса ( а и а 2.......... a k)
и д е а ж и н г  базиси деб ^ам юритилади.

Агар берилган Qy f  халка бирлик элементга эга бул
са, у холда ушбу тенглик уринли: 

г , a,  4* г 2а 2 +  г ka k -)- /г,а, +  п,а2 uka k
=  г ,а, +  г 2а 2 +  . . . +  rkak +  n , e a i + n 2ea2+ .  . . +  nkeak-  

=  (r,  +  n te) a,  +  (r3 +  п,е) а 2 +  . . . 4  (rk +  nhe) a k =  
=  r\ax +  r[a2 +  . .  . +  rkak,

бу ерда г , + ^ б  =  г/ (г =■ 1, Л).
Демак,  qj£  халка бирлик элементга эга булганда 

(а ,, а 2, . . ., а й) идеални аниклаш учун г , а , 4 - / - 2а 2 4- 
+  . . . +  г д,а^) куринишдаги йигиндилар туплами билан 
чегаралани.ш мумкин экан

45-§.  Идеалларникг баъзи  бир содда хоссалари

o r f  халк;анинг иккита /, ва / 2 идеали берилган 
булсин.

I - т е о р е м  а. с!)ь ^ал ца  иккита идеалининг не 
сши часа  ян I шу . \ал, \ [нинг идеали булаои

И с б о т и .  /, ва I., лар оУъ халцанинг идеаллари 
булиб,  уларнииг кесишмасини /, П Л оркали белгилай- 
лик.

Фараз цилайлик, а £ / ,  П 4  ва ^ € А П 4  булсин. У 
Холда кесишманинг таърифига асосан й ^ / , ,  а £ / 2, 

булади.  /, ва / 2 тупламлар да идеал 
булгани учун а — Ь £ 1 х хамда а — Ь £ 1 2 булади. Охир- 
гн икки муносабагдан а  — Г\ /2 эканлиги келиб 
чикади. Энди ( а ^ А п А )  А ( г £ о ? Г )  => а г £ 7, п  Л экан
лигини келтириб чикарам з. а . -/ ,  : ~]!., => а £  /,, а (- / 2 
булиб, / , ,  / 2 идеал булганидан ь  г а £ / 2 булади.
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Д е м а к ,  r a f / , f ] / 2 экан .  Ш у н д а й  цилиб,  /, п  /2 т у п л а м  
а  ва b э л е м е н т л а р  билан  б и р л и к д а  у л а р н и н г  ай ир м ас и  
в а  r a ( r ^ e7 f)  к у п ан тм ан и  уз  п ч ш а  олган и  уч ун  /,  Л Л 
т у п л а м  .халцанинг и д е ал и  б\“лади .

Б у  т е о р е м а н и  че к ли  со н даг и  и д е а л л а р  к е с и ш м а с и  
у ч у н  хам исб отл аш  м ум ки н .  Бу  исбог  х у д д и  ю ц о р и д а -  
ги у с у л л а  б а ж а р и л а д и

о)Т хал ц а н и н г  идеаллари у чу н  яна ц у ш и ш ,  к у п а й 
т и р и ш ,  булиш ва илдиз чи ца ри ш т у ш у н ч а л а р и н и  *ам  
к и р и ти ш  м ум к ин .  Б у  а м а л л а р  билан т а н и ш и ш н и  иста-  
ган у ц у в ч и л а р г а  О.  З а р и ц к и й  на Н.  С а м ю э л л а р н и н г  
„Коммутативная  а л г е б р а ” к и то б и н и  ^ а вол а циламиз.

Э н д и  q)T  х а л ц а н и н г  энг ки чи к  и д е ал и  д е г а н  т у -  
ш у н ч а н и  кир итами з .  Ф а р а з  ци лай ли к ,  A czq/'F б ул с и н .  
А т уп л а м н и  уз  ичига  о л у в ч и  б а р ча  и д е а л л а р  к е с и ш -  
ма п н и  1(A)  д е б  б е л г и л а й м и з  ва 1( A)  ни А туп лам
ни уз  ичига олган энг кичик иОеал д е б  ю р и та м и з .  
1( A)  ^ам  1 - т е о р е м а г а  асосан  и д е а л  б у л а д и .

2 - т е о р е м а .  o / f  халканинг А тупламни уз ичи
га олувчи энг кичик 1( A)  писали А туп лам ёроами-  
да тузилг ан (А)  идеал билан устма-уст тушади.

И с б о т и .  Л с г ( Л )  б у л г а н и  у чун  (Л)  и де ал  Л т у п 
л а м н и  у з  ич иг а  о л у в ч и  и л е а л л а р м а н  б и ри д и р .  Д е м а к ,  
I ( A ) c j A).  И к к и н ч и д а н ,  Л с г ( Л )  i a  к у р а  А т у п л а м н и н г  
б а р ч а  а и а 2, . . ., а 1г э л е м е н т л а р и  ва г ; СЖ '  б у л 1 анда  
/ у 7, - г  г.Л; +  . . . +  rkak й и г и н д и л а р  /  (Л)  i а т е г и ш л й -

дн р .  V  r ^ i  к у р и н и ш д а г и  элементла /» т у п л а м и  эса (Л)Jsssdi= 1

ни бе ра д и .  Д е м а к ,  ( Л ) с г / ( Л )  экан .  У х о л д а  ю ц о р г д а -  
ги т у ш у н ч а л а р д а н  у ш б у  х у л о с а г а  к ел ам и з :

( /  ( Л Jс (Л ) ) Д ( ( /1 ) c z / ( Л )) =>- (Л )  =  /  (.4).

3 - т е о р е м а .  А г / р  е / Г  х^лл\а бирлик элементга  
эга  булиб. бу бирлик элемент идеалга тегишли б у л 
са, у хо лда  I =  Q)i буллой.

И с б о т и  И д е а л  т а ъ р и ф и д а г и  б) циемга асосан о)£ 
х а л ц а н и н г  и ст ал г ан  г  э л е м е н т  ва /  и д е а л н п н г  х а р  
ц ан д ай  а  э л ем ен т и  у ч у н  га£  ! у л и ш и  к е р а к  эди.  Ага р  
а = е д е с а к ,  ге  =  г  б у л а д и .  Б у эса

Ж Ж 1  (1)
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эканлигини билдиради. Идеал таърифига асосан эса
/ ^ о / Г .  (2)

( i)  ва ( 2 ) дан - Ж =  /  булади.
4 - т е о р е м а .  Н о п р и в и а л  идеалларга эга б у л м а 

ган х а л ц а  майдон булади.
И с б о т и .  Фараз килайлик, е / Г  далка ф а к а т ж а  

иккита (е) ва ( !) идеалга эга булсин. халкадан
бирор а  -  0 э л е м е т н и  оламиз.  а ф  0 булгани учун 
бош илеал таърифига асосан

(я) =h (0) (3)
бажарилади.  q) {  халка факатгина иккита идеалга эга 
булганидан (3) га кура (а) =  (е) булади. Демак,  
далцада шундай а Г 1 элемент мавжудки натижада а  X 
Х а  ' = й  тенглик урин.ли.

а  элемент <£/£ халцанинг нолдан фаркли ихтиёрий 
элементи эди. Нолдан фаркли ихтиёрий элемент тес- 
кариланувчан булгани учун <£f{ ^алка майдон булади.

46- 8. Идеал буйича таккослама ва чегирмалар 
сипфлари Ф актор-^ алцалар .  Эп иморф изм  

, \ацида теорема

■ с), , \улкеиинг исталган идеали шу ^алканинг ад- 
дитив группасининг кием группаси булади. Аддитив 
групианинг исталган кием группаси эса шу группанинг 
нор мал булувчиси булади. Демак,  группалар назария-  
енда норм ал булувчи тушунчаси кандай а. \амиятга эга 
булса, ^алкалар назариясида идеаллар тушунчаси *ам 
шундай ахамиятга эгадир

Халка идеалининг таърифига асосан а,  а,  £  I булган
да а — a , ~ J  булар эди. Виз энди а  — а х £- /  булганда

а =  а,  ( mo d / )  (1)
каби ёзувни (белгилашни) киритамиз ва бу ёзувни а  
а | элементлар / модуль буйича таккослаиади деб укий- 
миз. (1) таккосламани каноатлантирувчи барча элемент
лар тупламнни а — а,  4- /  каби ёзиш мумкин.  (1) му- 
носабат ёрдамида халка эквивалент синфларга
ажралади.  Шунпнг учун а =  а , - \ - /  синфга тегишли 
булмаган бирор элементни олсл<, b =  b x -f /  синф
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Хам мавжуд булади. Энди бу эквивалент синфлар туп- 
ламини

о Л  /■/=*= {Л а\ +  А Ь, +  А . . . }
деб оламиз ва унинг халка эканлигини курсатамиз. 
Бунинг учун е ^ Г / /  туплам элементлари учун кушиш 
ва купайтириш амалларини куйидагича киритамиз:

а b •= а,  1, (2)
а  • b  *= С] ■ Ь х +  / ,  (3)

яъни иккита синфни кушиш (купайтириш) учун шу 
синфлардан ихтиёрий равишда битгадан олинган икки
та элементни КУШИШ (купайтириш) кифоя. Таккосла- 
маларда булгани каби хар бир синфнинг ихтиёрий эле- 
менти шу синфнинг /  модулга  кура чегирмаси  дейи
лади. Яна шуни эслатиб утамизки, иккита синфни ку
шиш ёки купайтириш бу синфларнинг кайси чегирма- 
сини олишга боглик эмас. Дархакикат,  а  ва Ь синф- 
ла[>дан а, ва дан бошка мос равишда.  яна биттадан 

ва b2 элементларни олайлик. а и а хамда Ьх, 
Ьо(£/) булганидан а., =  а , ( mo d / )  хамда b2 =  b, . mo d / )  
булади. Агар охирги иккита таккосламани кушсак ва 
купайтирсак,

а.г +  b2=  ay +  by (m od / ) ,  
а 2 • Ьг =  а,  • by (mod /)

таккослзмаларга эга буламиз. Демак,  / модуль буйича 
тузилган синфларнн кушиш ва купайтириш бир кий- 
матли усулда аникланар экан.

Энди халканинг элементлари учун <р акслан- 
тиришни куйидагича аниклаймиз:

(1) таккосламани каноатлантирувчи ихтиёрий
элементни <р мослик а =  и- \ - 1  синфга акслантирсин. 
Натижада,  <? акслантириш q%" халкани /  модуль буйи
ча тузилган эквивалент синфлар тупламига гомоморф 
акслантиради. Халканинг гомоморф тасвири яна халка 
булгани учун еЯГ// Дам халка булади. Ана шу х;алкэ 
/  модуль буйича тузилган фактор-^алца  деб ата- 
лади.

М и с о  л. Z  халкада / =  (5) идеал буйича 

U =  [ok\k£ Z),  Г  — {5* -Ь 1|k £ Z } ,  2 '={5A +  2jk £ Z \
3 =  {5k +  3 \ k £ Z \ ,  4 =  (5/fe +  4|k ^ Z )
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булиб, Z / (5) =■* {О, 1, 2, 3 4} туплам /  =  (5) идеал
буйича фа<тор-халка булади.

Т а ъ р и ф .  h акслантириш е / >' халкани q%*' ^алца 
устига гомоморф а к с л а т  ирсин, qУ{~' халканинг ноль 
элементига акслантирувчп c j f  халканинг барча эле 
ментлари туплами h го мо морф лик  ядроси  (узаги) дей и
лади ва у /  — Кет h каби белгиланади.

Т е о р е м а  * эпиморф !зм хакидаги теорема) .  
Халки h акслантириш роамида бирор z y f  х ,ал \а  
у с т ш а  гомоморф акслансин.  /  т у п л г м  оУ£ нинг 
шундай элг ч е н т л а р и  т уплам и булсинки, h а к с л а н 
тириш / нинг барча элементларини оЛГ' нинг ноль  
элемен тиг-t икслантппспн. У холда.  q%  х 1‘л-;а е / Г / у  
га изоморф булади ва / т уп лам  а / Г  Халканинг пова
ли булади.

И с б о т и .  / нинг и.'с-ал эканлигини курсатамиз.  Ха- 
КИ1<птаи,

И у / я , ,  т., £ I булганда,  бу элементлар нинг хар бн- 
рн h аксла нти ри ш ёр да ми да  u ' f  га утгани учу н

h (т. — т->) =  h i m, )  — h ym a =  O' — O' =  С/ £
2) v r е Л , у  ni c  / учуй h (nir) =  h (m) h (r) =  О' X 

X r' =  U'£ Q/ t  ' шартлар ба.-карилганлигн учун I туплам 
о.% халканинг идеали. 'пр.

Энди .о/гГ ' халканинг битта а' элементига /г ёр д а 
мида акслападиган &Л халца элементлари тупламини 
М п, дейлик ва бу туплам элементлари кандай хосса- 
ларга эга эканлигини куриб утаилик. Бунинг учун М а, 
тупламдан бирор а, b элементларни олиб

а у  л- => b (4)
тенгламани тузамиз. М а, ^  оЛ  ва халка булгани 
учун (4) тенглама доимо а Л '  га тегишли ягона ечим
га эга. Шу ечимни биз т деб белгилайлик.  У холда

a  у  т =  b (5)
тенглик уринли.  Энди (5) тенгликнинг  иккал а  т о м о н и 
га h акс лант ир н шн и чатбик этачшз. Н а т и ж а д а

тенглик хосил булади.
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Энди b элемент М а, цисм тупламга тегишли булган 
холни цараб утайлчк. Бундай холда h акслантириш b 
ни хам а ' £  ' элементга угказгани учун (6) тенглик

а ' ф т '  =  а' (7)

куринишни олади. Охирги тенгликдан т‘ =  О' эканли* 
ги аён. Демак,  т £ 1  экан. Агар, М е, цисм туплам эле- 
ментларига эътибор берсак, уларнинг барчаси k £ Z  
булганда а -j- km. куринишдаги элементлар тупламидан,  
бошцача айтганда а  =  а  +  /  синф элементларидан ибо
рат. Демак, /г акслантириш ёрдамида /  модуль буйича 
тузилган хар бир синфнинг барча элемантлари ' нинг
О-нтта, элементига аксланади, хар хил синфлар.-эса е Л *  
нинг хар хил элементларига утади.

Энди / : s 7if U в Ж ' акслантиришни цуйидагича ки-
ритамиз. о '  (• е ? а — а  +  / синфнинг ихтиёрий вакилн
(чегирмаси) булганда f ( a ) = f i { a ) деб оламиз. Юцори- 
да куриб утганимнзга биноан h : устига го 
моморф акслантириш (эпиморф акслантириш) булган» 
учун / хам эпиморф акслантириш булади.

Энди шу акслантиришнинг изоморф акслантириш 
эканлпгинп курсатамнз. а(^и ва Ь^Ь  булганда /  (а) =  
=  / (Ь) булсин. Биз а — Ь эканлигини курсатишимиз 
керак.  Хакикатан, f  (a,) =  f (Ь) булганидан h(a)  =  h ( ' ) .  
Бундан 0' =  h (a) — h (b > =  h (а — Ь) булгани учук а —
— Ь £ / .  Демак,  a ^ b  (mod /) ,  яъни а =  Ь экан. Ш ун
дай килиб, t акслантириш изоморф акслантириш экан.

47-§.  Коммутатив х алцада булиниш муносабати.  
Бутунлик сохасининг туб ва мура ккаб  элементларк

Айтайлик, аП бирлик элементга эга булган ком
мутатив халца (бутунлик сохаси) булсин. Исталган 
майдонни бутунлик сохаси деб цараш мумкин. Май
доннинг а ф О  ва ихтиёрий b элементлари учун

а." — b (1)

т е н т а м  а доимо ягона ечимга эга булар эди. Агар ца
ре „тётган бутунлик сохаси майдон булмаса,  (1) тенг- 
лг .а ечимга эга булмаслиги ёки унинг ечимлари сони 
би^ нечта булиши мумкин. Бундай холатларни атроф^



лича урганиш учун мос равишда х.алкада булиниш 
муносабати хамда нолнинг булувчилари тушунчалари 
киритилади.

1 - т а ъ р и ф .  Агар ©ЗГ халканинг исталган а ф  0 ва 
Ь элементлари учун П )  тенглама q%  да ечимга эга 
булса,  у холда а элемент b элементни булади  дейи
лади ва у b/а  ёки Ь \ а  каби белгиланади.

Ь\а белги баъзан Ь элемент а  га булинади, b эле
мент а  э л е м е т н и н г  карралиси деб укилади.  Юко
ридаги таърифни предикатлар ёрдамида куйидаги к у 
ринишда ёзиш мумкин:

y / * ^ 3 z ( * i  =  y). (2)

Агар 1 - таърифни каноатлантирувчи элемент мавжул 
<5улмаса, а элемент Ь ни булмайди (Ь элемент а га  
булинмайди)  деб юритилади ва у  b y  а  каби белгнла- 
чади.

Т е о р е м а .  вЛ бутунлик сох,асида аницланган  
булиниш муносабати цуйидаги хоссалар га  эга:

а) v a £ e 3 T  ( а ф  0) учун  0/а; а/е;  а/а  дир  (бунда  
О ва е лар  мос равишда нинг ноль ва бирлик  
э л е м е н т л а р  ид up);

б) а ф 0 = >  а X  0 /\ 0 /а ;
в) V a ,  b, c ^ g p f  (ajb Д b/с =>- а/с) ( Ь , с ф  0);
г) V a ,  b, с, (а/b Д c/d=> ac/bd)  (b , d  ф 0 ) \
д)  V a ,  b, О ф с ^ е Л  ( tc/ac  => b/a);

___  П
е)  V a ,  â  ^  { i == 1* и) [a^/a => a ^Ja) ,

i—i
бу ерда r u г ъ . . . .  г , £ е Ж .

Биз бу хоссалардан факатгина д) ва е) к исмларини 
исбот киламиз, колганларини исботлашни эса укувчи- 
га тавсия киламиз.

д) Ихтиёрий с ф  0 учун Ьс/ас жумла (2) га биноан 
Ьс =  ас • d  (3)

куринишда ёзилади. (3) тенгликни эса
c ( b  — a d ) =  0 (4)

куринишда ёзиш мумкин. Бутунлик сохаси нолнинг 
булувчиларига эга булма! ани учун (4) тенглик, фак.эт- 
гина

b — a d  (о)
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булгандагина бажарилади.  Охирги тенглик эса b/а экан
лигини билдиради.

е) нинг исботи. a j a  (t<= 1, п)  булгани учун яна (2) 
га асосан

a j — abt . 
а 2 =  ab2,

апж= аЬп ( 6)
тенгликлар системасини ёза оламиз.  Бу тенгликларни 
мос равишда г и гъ . . г„ га купайтириб, кушсак,

2 а'г' =  a ^ b f i  (7)
1 = 1 1=1

П
лосил булади. Бу тенглик эса 'У  a f j a  эканлигини бил-

;=i
диради.

Рационал сонлар далкасида нолдан фаркли барча 
элементлар бирнинг булувчилари булади.

Халканинг ихтиёрий а элемента в (тескариланувчи 
элемент) ва as га доимо булинади. е ва as элементлар 
одатда а  нинг тривиал (энг содда) булувчилари  деб 
юритилади.

я ( ; е Л '  нинг кс>Л1 ан барча булувчилари (агар шун
дай элементлар мавжуд булса) унинг тривиал б у л м а 
ган булувчилари.  дейилади.

Масалан, Z  тупламла 8 нинг тривиал булувчилари
— 1, 1 ва — 8, 8 булиб, тривиал булмаган булувчила
ри эса — 4, — 2, 2, 4 дан иборат.

2 - т а ъ р и ф .  Бирлик элементга эга булган о Л  бу
тунлик со^асининг нолдан, бирнинг булувчиларидан 
фаркли бирор р элементи факатгина тривиал булувчи- 
ларга эга булса, у холда бундай р  элемент е^Г бу
тунлик со^асининг т уб  ёки ёйилмтйдиган элементи,  
дейилади.

3 - т а ъ р  и ф Бирлик элементга эга булган е / Г б у т у н 
лик со^асииинг бирор а  элементи нолдан ва бирнинг 
булувчиларидан фаркли булиб, тривиал булмаган бу- 
лувчиларга эга булса, у холда а  элемент бутунлик 
со^асининг и ур а к к а б  (ёйилувки) элементи  дейилади.
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М и  с о л. Z  тупламнинг ±  2, ±  3, +  5, ± 7 ,  ± 1 1 ,  
. . . элементлари туб элементлар, ± 4 ,  ± 6 ,  ±  8, . . . 
элементлари эса мураккаб элементлардир.

3 - таърифга асосан р  туб элемент булиб, р = а - Ь  
тенглик бажарилса,  ё а,  ёки b бирнинг булувчилари 
булади.  р — c i - b  тенгликда а  ва b нинг иккаласи дам 
бирнинг булувчилари булмаса,  р  элемент мураккаб 
булади.

Н а т и ж а .  Исталган майдон деч кандай туб ёки 
мураккаб элементларга эга булмайди.

48-§.  Бош идеаллар ^алцаси.  Евклид ^алцаси

Маълумки, бутун сонлар халкаси элементлари учун 
энг катта умумий булувчиси (ЭКУБ),  энг кичик уму
мий каррали (ЭК.УК), мураккаб ва туб сонлар, истал
ган мураккаб сонни туб сонлар купайтмаси шаклида 
ёзиш каби тушунчалар мавж уд  эди. Бундай тушунча- 
лар исталган далка элементлари уч\7н дам уринли бу- 
лавермайди. Бу тушунчалар факатгина бош идеаллар 
далкаси деб аталувчи халка элементлари учунгина 
уринли булади.

1 - т а ъ р и ф .  Хар бир идеали бош идеалдан иборат 
булган дал^алар бои/, и деаллар  халцаси  дейилади.

М и с о л л а р .  1. Хар кандай майдон бош иде
аллар х;алкаси булади, чунки майдон факатгина икки- 
та идеалга эга. Улар (0) ва (е) =  бош идеаллар- 
Дир.

2. Бутун сонлар халкаси бош идеаллар далкасидир 
^исбот килинг).

2 - т а ъ р и ф .  Агар бирлик элементга эга булган <£& 
бутунлик сохаси берилган булиб, унинг барча элемент- 
ларини манфиймас бутун сонлар туплами N+  га бир 
кийматли акслантирувчи шундай <р акслантириш мав
ж у д  булсаки, унинг учун куйидаги шартлар бажарил
са,  яъни

1) нинг исталган а  ва b элементлари учун шун
дай бир жуфт  q, г £  <£$ элементлар топилсаки, улар
учун

a  — bq +  г  (1)

тенглик уринли;
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2) (1) тенгликда л =  0 ёки © i'г)  <? (<?)  булса, у 
холда, ©ЯГ бутунлик сода си Евклид %алцаси  дейила
ди.

М и с о л л а р. 1. Z  халка Евклид халкаси булади. 
Хакикатан, у x £ Z  учун ® (х) =  | лг| десак,  Евклид хал
каси таърифидаги иккита шарт бажарилаДи.

2. Хар кандай майдон Евклид халкаси булади (ис
бот килмнг).

1 - т е о р е м а .  о7{ Сот иаеаллар ^алц юинанг ка-  
мада биттаси нолдан фарк,ли булган а и а 2, . . ап 
элементлари учун Э К У Б  мавжуд ва у бирнинг бу-  
лувчиси купайтмаси аницлигида, ягонадир.  d  { У{' 
элемент а 2, . . а п элементларнинг ЭКУБи бу
лиши учун

a t =  dqt (i  =  ~\^п) (2)
d  =  a lr t +  a.1r2 +  . . .  +  anrn (3)

тенглик лар %алцанинг баъзи бир qu q2, . . . .  qn 
ва г, ,  г2, . . ., г п элеменшлари уярн бажарилшии за-  
р у р  ва етарли.

И с б о т и .  1. З а р у  р и й  л и к  ш а р т и .  Фараз ки- 
лайлик. Q/ f  халканинг бирор А кием туплами элемент
лари (3) куринишга эга булсин. Бундай холда А ид^ал 
эканлиги бизга маълум. оТУ халка бош идеаллар хал
каси булгани учун унинг хар бир идеали, шу жумла- 
дан, А  хам бош идеалдир. Демак, шундай d  £  т<>
пиладики, А = ( й )  булади.

Энди d  £  оу/  элемент а и а 2, . . а п элементлар 
учун ЭКУБ булишини курсатамиз.

Агар r t =  е ва !г > i да г , , — 0 десак, a , r , - J - а 2г2 4- 
+  . . . а пг п йигинди щ курииишни о лад и. Демак,  
a t ^ A  булиб, Л =  (d) эканлигига асосан а, элемент d  
га булинади, яъни (2) хосил булади. Теорема шартига 
биноан at (i  =  1, я)  лардан камида биттаси нолдан 
фаркли эди. Бундан d  0 деган хулосага келамиз.  
d £ A  булгани учун (3) тенглик уринли булади.

2. Е т а р л и л и к и; а р т и. (2) ва (3) тенгликларни 
каноатлантнрувчп хар кандай d£_Q7 f  элемент а и а,,  ..., 
а п элементлар учун ЭКУБ булади. Хакикатан, (2) тенг- 
ликлар барча a t (L — 1, п) ларнинг d  га булинишини 
курсатади,  яъни d  — умумий булуьчи.  Иккинчидан, 
бирор b £  бошка бирор умумий булувчи булса,

из



a (z е й  элемент b га булинади, чунки at =  bqi булса,
(3) тенгликка асосан

d =  Ь (q[r\ +  q'2r2 +  . .  . +  qnrn)

тенглик уринли.
Энди ЭКУБ бирнинг булувчиси купайтмаси аницли- 

гида ягона эканлигини курсатамнз.  Агар бир
нинг булувчиси булса, у долда (2) тенгликни

а , =  (sd) • (е-1?,) (г =  1, п) (2' )

каби ёзиш мумкин. Бундай холда (З) тенглик

t-J  —  а ,  ( г , е )  +  а .2 ( Г 2е)  +  . .  . +  а п  ( г n e )  ( 3 ' )

каби булади. (2') ва (3') тенгликлар sd  нинг дам а и 
a j, . . ., а п лар учун ЭКУБ булишини курсатади. d  ва 
td  эса бир-биридан бирнинг булувчиси купайтмасига 
фарк килади, холос.

Мазкур теорема бош идеаллар далцасининг чекли 
сонлаги элементлари учун ЭКУБ нинг мавжудлигини 
курсатади.

а , , а 2, . . ., а п элементларнинг ЭКУБ ни топиш ма- 
саласини иккита элементнинг ЭКУБ ни топиш масала- 
сига келтириш мумкин. Хакикатан, d,  =  (а, ,  а 2) булса, 
юк;оридаги теоремага биноан шундай г и лар
топиладики, натижада d x =  а ,г ,  +  а 2г 2 булади. Фараз 
килайлик, а и а 2, а 3 элементлар ЭКУБ ни d 2 деб о лай - 
лик. d 2 элемент я, ва а 2 элеме’нтларни булгани учун 
у d,  ни дам булиши керак.

Демак.  d , ва а 3 нинг ЭКУБ а и аъ а 3 элементлар
нинг ЭКУБ билан бир хил булади.  Бу фикрни давом 
эттирсак

d k =  (я, ,  0 ,2 , . . ., a k ) =  (dk—1 > ^и^

тенгликка келамиз, бу ерда d k- i  =  (au а 2, . . a k- \ )  
дир. Демак,  п та элементнинг ЭКУБ ни топиш маса
ласи иккита элементнинг ЭКУБ ни топиш масаласига 
келтирилди.  Евклид далцаларида иккита элемент ЭКУБ 
ни топиш Еоклид алгоритми деб аталувчи кетма-кет 
булиш усули ёрдамида топилади. Евклид далцаси 
ва унинг иккита а ва b элементи берилган булсин. 
Бунда цуйидаги икки дол булади:

а) Агар 6 = 0  булса, (о; 0 ) = а з
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б) Агар Ь ф  0 булса, а  ни ft га, b ни эса колдикка,  
сунгра олдинги колдикларни кейинги колди^ларга бу- 
лиш натижасида куйидаги кетма-кетликлар системаси 
досил цилинади:

а  =  bq ! -j- г , , 
h ----- r,q,  - f  г,,

Г, =  г,!]3 +  г3, (4)

г  й - 2  — г  к - iQk +  г *>

(4) тенгликлар бажарилганда
9 1^)  <  9 > < ■ ■ ■ < ?  ( r , ) <  ср (ft)

булар эди. ср (гг) (t =  1, Л) лар манфиймас бутун сон- 
лардир. Хар кандай манфиймас бутун сонлар туплами 
эса доимо цуйидан чегарэланган. Шунинг учун k к;а- 
дамдан сунг rk+1 =  0 булади. Бундай долда г к Ф 0 б у 
либ, у биз излаган ЭКУБ булади.

d  =  г к учун ЭКУБ нинг иккала шарти бажарили* 
шини текшириб куришни укувчига тавсия киламиз.

2 - т е о р е м а .  Евклид халцаси  бош идеаллар %ал- 
цаси булади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, q%~ Евклид далкаси бу
либ, А унинг бирор идеали булсин. А  нинг бош иде
ал эканлигиии курсатамнз.  Бу ерда куйидаги икки дол 
булиши мумкин:

а) А туплам факат биттагина ноль элементга эга. 
Ун;:а Л =  (0) бош идсалдир.

б) А ф  (и) булсин. e7 f  далка Евклид далкаси бул- 
гани учун о Ж  даги дар кандай нолдан фаркли а  эле- 
ментни манфиймас бутун сонга акслантирувчи дам да

a =  bq +  г
ва г =  0 ёки с? ( г ) <ср( £)  шартларни каноатлантпрувчи 
ср: ,оЯГ-> А/+ акслантириш мавжуд.  Лекин манфиймас 
бутун сонларнинг хар кандай цисм туплами куйидан 
чегараланган. Демак,  ср акслантириш ёрдамнда энг ки
чик манфиймас бутун сонга акслантирувчи d ^ A  эле
мент ма'вжуд. Натижала А тупламнинг ихтиёрий а  эле- 
ментини

а  =. dq  +  г,  0 <  (г) <  (d)  (5)
каби ёза оламиз.
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Энди А дан олинган ихтиёрий а элементниыг й га 
булинишини курсатамиз.  а =  dq ф  г  => а — dq  =  г.  Бун
да г  (-А,  чуики a f  А  ва d  £ А эди. Шунинг учун г  ф  О 
булса, tp(rf> ><?( '")  булар эди, бу эса f ( d )  нинг энг 
кичик манфиймас бутун сон' эканлигига зид. Шунинг 
учун г  =  0 булиб, а  элемент d  га булинади, яъни А =  
=  (d)  бош идеал булади.

49-§.  Бутунлик со^асин.икг ннсбатлар майдони

Маълумки.  х.алкалар икки хил булар эди: 1) нол
нинг булувчиларига эга булган халкалар; 2) нолнинг 
булувчисига эга булмаган калкалар.

Нолнинг булувчисига эга булмаган коммутатив хал 
ка бутунлик сохас;! дейилар эди.

Барча сонли ^алкалар бутунлик с о.к; ас и булади. 
Хал ь;а элемеытларидан жуфтликлар тузиб, бу ж уф тлик
лар тупламида кушиш ва купайтириш амалларини 
цуйидагича киритамиз:

< а ;  й >  4- < с ;  d~> — с  a d  4- be; b d > ,
< а ;  b >  ■ < с ;  d >  =  < а с ;  b d > .

Агар калкалар тушунчасига  эътибор берсак, ^алка- 
ларнинг баъзи бирларини кандайдир майдон ичига жой- 
лаш мумкинлигини пайкаймиз. Масалан, Z  калка Q 
майдон учун кием тупламдир.  Кандай калкаларни май
дон ичига жойлаш мумкин деган саволга куйидаги 
теорема оркали жавоб бериш мумкин:

Т е о р е м а .  \ а р  цандай бут унли к со^асини май - 
<1он ияага жойлаш мумкин.

И с б о т и .  о)ъ бутунлик сокаси берилган булсин. 
нинг элементлари ёрдамида мумкин булган барча 

< a ;  b y  жуфтликлар тупламини тузиб, {Ь Ф 0) бу туп- 
ламни Р  деб олайлик, яъни

Р  =  { -г а; Ь >  | a, b £  , b Ф  0}

булсин. Р  туплам элементлари учун куйидагича аник- 
ланган муносабатни киритайлик:

С  a; b >  ~  < а b, : -*==* abK =  а х • Ь. (!)
Бу муносабат (унинг рефлексив, симметрик ва тран- 
зитив эканлигини текшириб куринг) эквивалентлик му- 
носабати булади ва Р  туплам ни узаро кесишмайдиган 
эквивалентлик синфларига ажратади.
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' Г а ъ р и ф .  майдон ва бутунлик сох;аси бе
рилган булса, у ^олта  куйидаги шартларни каноатлан- 
тиргаы pj^ майдон бутунлик со^асининг нисбатлар май
дони дейилади:

О еЖ' бутунлик со>;аси о? ' м ай доннинг  кием ^ал- 
каси|

2) <££ даги ихтиёрий л: элемент учуй да х  =
=  а ■ Ь~1 тенгликни каноатлантирадиган а ва b эле 
ментлар мавжуд булса, < а ;  b y  жуфтлик ва унга экви
валент булган барча жуфтликлар синфини а ; b у  каби 
белгилайлик. Барча эквивалентлик синфлари туплами
ни 7 оркали белгилаймиз ва унинг элементлари (синф- 
лар) учун кушиш ва купайтириш амалларини куйида
гича киритамиз:

< а ; £ >  +  < c ; d >  =  < a d + b c , b d , y  (2
< « ;  b y  ■ < c \ d >  — < a c \ b d  > .  ( 3 i

Шундай килиб, иккита эквивалентлик синфтари 
йнгиндиси ва купайтмаси яна эквивалентлик синфи бу
ла:, экан.

Лекин бу й и р и н д и  ва купайтмалар ягона усулда 
аникланадими? Бошкача айтганда, улар синфлярдан 
олинган жуфтликларнинг танланишга боглик булади-

Бунинг

(1)
(4)

(5)
(6 )

(5) ва

(5') 
( 6 ' )

курса-

(7)

13/

ми? Хозир шу масалани х,ал цилишга  утамиз.  
учун

< а ;  Ьу> — < а , ;  bx>  < = ^ a b t -  a^b,
< с \  < с , ;  f / ,>  <==>cdx =  c,d

муносабатларни олиб, улар учун
< a d - \ - b c ;  b d y  — < a , d t +  b^d^y,  

< a c \  b d y  ~  < a , c , ;  btd t >

эквивалентликлар бажарилишини курсатамиз.  
(6) эса уз навбатила

c a d  b e y  b tdy =  +  byC,У bd,
ас • h,dy =  bd ■ â Cy

га тенг кучли.
Авиало (5) тенгликнинг уринли эканлигини 

тамиз. Бунинг учун унинг чап точонини

a d b xdy -j- bcbld x



шаклда ёзиб оламиз ва (4) га асосан (7) даги  ab t ни 
а хь билан дамда а / ,  ни ctd  билан алмаштирамиз.  У 
долда

a tb d d t +  bbxc vd  =  bd  (а,с/, +  btc i)
тенгликка эга буламиз.  Демак,  (5) тенглик уринли экан 
{(6) нинг уринли эканлигини мустакил долда текши- 
ринг). Ь ф  0 булганда (0; Ь) синф 7 тупламнинг ноль 
элементини, (Ь'\ Ь) синф sea Г нинг нейтрал элеыенти- 
ни ташкил этади. Хакикатан,

а) < с ;  d >  +  <U; b y  =  < b c  +  0 • d\ b d > =  < c\ d y ,
б) < c \  d >  • <&; o >  =  < (b \  d b >  =  (c\ d  .
Булардан ташкари,  в) '/ тупламнинг исталган нол-

мас < а ,  b y  ( а ф  0, Ь ф  0) синфи учун <  ft; а  >  каби 
тескари элемент мавжуд.

г) < й ;  Ь > ,  < с\ d y ,  < е \  / >  £  Т учун

( < а ;  +  < с ;  а > )  • < е \  / >  =
=  < а ;  b y < e \  r>  +  <с; d> - <<?; / >  (8)

тенглик бажарилади.  Чунки (8) нинг чап томонини 
оладиган булсак,  уни куйидагича ёзиш мумкин:

( , а ;  Ь) +  (с; d))  (е ; f) =  (ad  +  ftc; W )  • (е; /) =
=  < a d e -у bce\ bdt  >  . (9)

(8) нинг унг томони эса < а ;  Ь >  • < е ;  / >  +  <с \  d y x
X < e \ f y * = * < a e ;  b r y  +  < . c e \ d f y  =  <aedf-{-bfce\  bdr2y = ~
=  (ade +  bee ; ( / + 0 )  булгани учун (8) тенглик
уринли. ____

д) < a \ b y  син|) учун < - - а\Ьу> синф карама-карши 
синф булади ( Т е к ш и р и б  куринг).

е) Учта синфни кушиш амали ассоциатив булади 
(текшириб куринг).  Шундай килиб, Т туплам майдон 
экан. Энди o f t  халкани Т майдон ичига жойлаш мум
кин эканлигини курсатамнз. Бунинг учун нинг 
элементлари Т нинг канлайдир элеменгларига айнан 
мос келииини курсатиш кифоя. Бу мосликни куйида- 
1ича киритамиз: в Л  далканинг ихтиёрий с э лемен тн а
Т майдонминг (Iс; Ь) синфини .мос куямиз (бу ерда 
Ь ф  0). Бу мислик узаро бир кийматли булади. Хаки* 
катан,
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а) агар с -у < c b x\ Ьх~> каби булиб, с га яна бирорта 
синф мос келади десак,  бу синфлар устма-усг тушади,  
чунки cbxb ■= ebb,, бундан < b c ; b> — <  cbx\ Ьх >  муноса- 
батдан <Ьс.\ &> =  < / y ; f t 1>  тенглик келиб чикади:

б) х;ар хил с ва с, ларга хар хил синфлар мос к е 
лади, чунки с -» < c b ; / ;>  ва с, -* < с хЬх, 6 , >  булиб,
£ >  =  (c,Z>,; 6,) булганда эди,

c ‘ibx ~ с хЬхЬ ^  с сх{Ь =/= 0, 6 , =у0)

булар эди. Бу эса с ф с х деган фаразга зид.
с -» < 6 с ;  й >  мосликнинг изоморфизм эканини, яъни 

куйидаги тенгликлар бажарилишини курсатамиз:

<Lad\ а > <bc \  b >  =  < a d , a > - f - < £ c ;  f t > ,  (Ю) 
< a d ;  a >  • Z>c; £ >  =  < a ^ ;  a >  • <  « > .  ( П )

Хакикатан, <яс?: a :>  +  < bc\ b >  =  <^adb +  afcc; a b >  — 
=  < k d - \ - k c \  k >  (бунда ab =  k каби белгиладик) бул 
ганидан с -Ь d  -+ +  kc\ £ >  mo ели к уринли ва (10) 
тенглик бажарилади.

< a d ;  а > - < Ь с ;  b >  =  < a d - b c \  a b >  тенгликка асосан, 
c d ~ * ( a i  • be; ab)  м о с л и к  уринли булади ва (11) тенг
лик бажарилади.  _____

Г майдондаги барча <.Ьс\ Ь >  куринишдаги элемент- 
ларни с элемент билан, колган барча элементларни 
узини-узига алмаштирамиз.  Натижада *осил булган 
тупламни Т' билан белгиласак,  юкоридаги аксланти- 
ришга асосан Т майдон Т' тупЛамга изоморф акслана- 
ди ва Т майдон булгани учун  J '  ^ам майдон ташкил 
Килади дамда Т  майдон бутунлик сох,асини уз 
ичига олади.
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IV б о б .  Б И Р  Н О М А Ъ Л У М Л И  К У П Х А Д Л А Р

50-§.  Ха; ,какинг оддий трансцевдеш  кенгайтмаси

Айталик ва L коммутатив .халцалар булсин.
1 - т а ъ р п ф .  Агар куПидиги икки -.а шарт баж.рил-  

са, у холда L халка х  элемент буйича ~'Л халканинг 
оодип к-снгайтмаси дейилади:

1) &//. халка L халканинг кием халкаси;
2) L даги ихтиёрий а  элемент

а  =  а0 +  а,х 4  . . .  4- апх п (а, £  еЖ , / — 0, п)
куринишда ифодаланади,

Келгусида L халка л элемент буйича е?/  халка
нинг оддий кенгайтмаси эканлиги L = o / f [ x \  куриниш
да белгиланади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар L = q / f [ x \  оддий кенгантмада оЖ 
халканинг ихтиёрий * , ап элементлари учун 
а0 4  <4* +  • • • 4  <*«л"!=  п тенгликдан а0 =  0, а ----- 0, 
. . ., а„ =  0 экани келиб чикса, у холда L = q%~\x \ 
*алка е Ж  халканинг оддий трансцендент кенгайт
маси  дейилади

3 - т а ъ р и ф  Агар L-^еЖ \х\  халка х  элемент буйи
ча e ^ f  халканинг оддий кенгайтмаси булса ва х  э л е 
мент 2- таърифдаги шартни каноа!лянтирса, у холда 
к э л е / е п т  Ж/  га ннсбатан L нинг трансцендент эле -  
менти дейилади.

4 - т а ъ р и  ф. Ai .jp сЖ ! х| халка х  элемент буйича 
оЖ  халканинг оддий трансцендент кенгайтмаси бул
са, у холда Ж г \ х \ халка ,:л  устида к элемент буйи
ча тузилган к у пх а д ла р  ха.щ-аси дейила ш.  д Ж \х )  
халканинг элементлари Жг' устида х нинг ку пхад  лари  
чки о Ж  устида к у п у а д л а о  дейилади  ва унинг эле- 
ментлари

а в 4- а у х I а.Ж' Ж . . . 4  а пкя 
(  Жг , и, п. V п £ Л )  

куринишда ёзилади.
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51 -§ .  Купхадлар устида амаллар

Айтайлик, оЖ' бутунлик сохаси берилган булсин. 
е й  га тегишли булмаган д  элементни олиб, ушбу  
ифодани тузамиз:

п

а 0 +  алх  +  а 2х-  +  . . .  +  а пх п =  ^  а ,х'
v=0

(а, £  е й , v =  0, п\ V  п £  /V). (1)

1 - т а ъ р и ф ,  Агар а п ф  0 булса, у холда (1) ифода 
бир номаълумли п- да ра ж али ку пхад  дейилади, бунда

(v =  0. « )  лар купхаднинг хад  лари,  a v(v =  0, «)  
лар эса бу купхаднинг коэффациентлари  дейилади.

Таърифга асосан 7 д 3 — 5 У х  +  2 х 2 — 3 ва — —Зд2-[-

- ( -7л — 5 ифодалар купхад булмайди.
Купхадлар баъзан номаълум даражаларининг па- 

сайиш тартибида
п

а0х п +  алх п~ [ +  . . , +  а.^хх +  а п —
V— О

каби хам ёзилади.
Бир номаълумли купхадлар одатда f (л) ,  g  (х) ,  

<f(x),  . . . каби белгиланади.
Айтайлик, / ( д о — а пх п +  а п- \Х П~ 1 . . . +  а хх  -(- а 0 

бирор купхад булсин.
2 - т а ъ р и ф .  а„ ф  0 булганда а пхп х,ад Г (х)  куп

хаднинг бош \'ас)и, а 0 эса озоа  хади  дейилади.
Энди иккита купхаднинг формал-алгебраик маъно- 

даги тенглик тушупчаомии киритзмиз.
Иккита  купхаднинг  долл.' {коэффициеитлари нолга  

тенг)  ^а д л ар и д ан  бонща барча  мос померли хадлари 
бир бнрига тенг  булга нда  ва факат  ш ун д аг и н а  у л а р  
Узаро тенг деб  аталади.

Мае а н, 3 +  0  • д  -j- 0 • х 2 +  0 • <с3 +  х* +■ 2 д \  3 +
+  х 4 -г 2х:> купхадлар узаро iе ijгдпр.

Купхадлар тенглиги символик равишда куйидагича 
Ёзилади:

(V f l„  b , £  а /?  < = >  ( =  2 * 4
V v - 0  V— О /
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Иккита
п

f  (х)  =  а 0 +  a tx  +  а 2х 2 +  . . . +  а пх.п =  ^  a kx kf
л=о .

.у
ср (л) =  й0 -f" b,x + ь.,х‘ +  . . . +  bsx s =

/=О
купдаднинг й и е и н д и с и  деб

/ ( х )  +  ср(х) =  У с ^ Х 1
V— U

купхадни тушуиамиз,  бу ерда t  — max (п; s),  cv =  a v+  
+  Ьч булиб, агар « > 5  булса bs+\ =  bs+-2 =  . .  . =  bn = 0. 
Агар s >  я  булса, а пТ1 *= с ,г+2 - - . . . =  as =  0 деб оли- 
нади.

Яна шуни таъкидлаймизки,  a v, 6v £  еЯГ=*»a v +  £  еЯ?' 
ва йигинди купдаднинг даражаси кушилувчи купдад- 
ларнинг даражасидан катта эмас. Агар а„Ф — Ьп ( « >  
: > s )  булса, йигиндининг даражаси кушилувчм купдад
ларнинг даражасидан катта эмас, чунончи датто кичик 
дам булиши мумкин, масалан, a n-= — bn ( п =  s) булган 
дол.

Купдадлар тупламида айириш амали уринли. Бу 
тупламда ноль элемент деб барча коэффициентлари 
ноллардан иборат купдад олинади.

/ (х) купдад учун

— /  (х)  =  — а 0 — а , х  — а2х 1 — . . .  — апх п

куп дад  царана-царши, купдад  дейилади.
Энди ' (х)  ва у ( х )  купдадларнинг купайтмаси ту- 

шунчасини киритамиз.  /  ( х ) ва <р (х) купдадлар к у п а й т 
маси  деб коэффициентлари

=  V  a,lbl (v =  0 \ n  + s)
k + l = \

тенглик билан аник;ланувчи купдадни айтилади. Бу ерда

d 0 =  a0b0, di =  a0bt +  а,Ьй, d3 =  a0b2 +  агbt +  а Д ,  . . .  
ds =  a0bs -f- a,bs-\ +  . . . +  asb0, . . .

Купдадларнинг коэфф тиентлари  q%  бутунлик сода- 
сига тегишли б у л и н и  учун а п ф  О ва bs ф  0 булганда
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anbs =  d n+s Ф- 0 булиб, купдадлар купайтмасининг д а 
ражаси улар даражаларининг п 4- s йигиндисига тенг  
булади

Т е о р е м а .  / \ уп.\ао.гар туплами %алца булади.  
И с б о т и .  Иккита купдаднинг йнпшдиси ва купайт

маси яна купдад эканлигини биз говорила куриб ут ‘ 
дик. Энди купдадлар туплами учун далканинг колган 
шартлари бажарилишини курсатамиз, ХаКикатан,

П агар a v ва Ьу лар f ( x )  ва <?(х) купдадларнинг 
коэффициентлари булса, у долда

( V o v, Ь ч £  q%  ) a v +  b ,t =  +  а  

булгани учун

/ (^)  +  ? (*) -  2  к + ^  *  =  +  а ‘) Х ”
V—О V—и

=  У  ь,х  4-  2  а , х ‘ — ср (X) 4-  /  (х)
v=0 v=0

булади, яъни купдадларни душиш коммутативдир.
‘2) > ( t )  'о (х) =  ср (х) • /  (х)  (купайтириш амали ком

мутативдир). Купдадларнинг коэффициентлари е2Г б у 
тунлик содасига тегишли булганлнги дамда ^  a tPi=‘

A - | - /= v

=  ^  hia k булгани учун /(х)ср ( яс) =  ср (х) • А'(х) тенг»
l+ k—ч

лик уринлидир.
3) Купдадларни купайтириш ассоциативдир, яъни

/ (х) (ср (х) • g  (X))==(/- (X) • ср (X)) • g  (х) .  12)

Бу тенгликни исботлаш учун яна бир

g  ( х ) =  с0 t  t lX +  Г2Л" 4- • • • +  с;х ’ (ct 0)

купхадни оламиз.  / ( х ) ,  о (х) ва g  (х)  мос равишда п, 
s ил / даража ли булганидан (/ (х) • ср (х)) • g  (х) куп- 
дадлаги \ 1 =  (г ■■= 0 , 1, 2, . . ., л 4- s +  О нинг коэф
ф и ц и е н т

У  ( У  ° Л Г Л  • "  У  a k b lCm
/ + л- l=i I • k + l+,n=l

йпгнндп оркали аникланадп f (х\  (? ( х) ■ g  (х)) купдад-
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даги х г (г — О, 1, 2, . . п  +  s +  t)  нинг коэффициен- 
ти эса

2  a k ( 2  Ь' ° А  “  2  йкЬ‘Ст
k+/=t  /  k + l+m=i

й и р и н д и  оркали аницланадн Уларнинг тенглигига асо
сан (2) тенглик хам бажарилали.

4) Шунингдек /  (х) (<р (х) +  g (х)) =  j ( x)  <р(х) +  
- h f l x ) g ( x )  булади,  яъни купхадларни купайтириш 
£<ушиш амалига нисбатан дистрибутивдир.

Бу тасдикнинг тутрилиги

2  cv) а ь — 2  2
V +  6  +  v — 11 & + Y = | J

тенглик уринли эканлкгидан келиб чикали. Чунки, бу 
тенгликнинг унг томони > (х) -а (х) +  / (л) g  (х) куп^ад- 
нннг х 1 олдидаги коэф ]зициентидан, чап томони эса 
t (х)  (<о (х)  4- g  (х))  купхаднинг х ‘ олдидаги коэффици- 
ентидач тузилган.

Демак,  коэффициентлари е й  бутунлик сохасига 
тегишли булган бир номаълумли купхадлар туплами 
Халка булар экан. Бу халка одатда е Ж \ х\  каби белги
ланади.

5'2-§. Купхадларнинг ^олдицли булиниши

Айтайлик, <р (х)  =  д>(1 +  fi,x +  ь2 \ 2 +  . . . +  Ьпх п куп
хад берилган булсин. Даоажаси п га тенг ва бош ко
э ф ф и ц и е н т  Ьп Ф 0 булган хар кандай <? (л:) купхаднинг 
бош коэффициентини доимо 1 га келтириб олиш мум
кин. Бунинг учун ’ =  g  (х) купхадни караш кифоя.

g  (х)  купхаддаи бошка бош коэффициенти ихтиё
рий булган даражали f (х)  =  а п +  а , х  +  а 2х 2 +  
+-. . ■ а тх т купхад берилган булсин.

Агар f i x )  купхад « -д а р а ж ал и  купхад булса,  у 
.;ар f ( x )  =  n каби ёзилади.

Т е о р е м а .  Х,ар цандай  /  (х) ва g  (х ) Ф 0 Kfnx;ad-  
лар  учун шундай ягона h ( x )  ва г  (х) к у п х а д л а р  мав
жудки,  у л а р  учун дар г ( х )  <  дар g  (л:) в! дар h (л) <
<  дар f (х)  булиб,  ушбу тенглик бажарилади:

t  ( * ) = g  [х) h ( x ) г {л).  (1)
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И с б о т и .  Агар / ( а ) купхаддан а ткт~п g  [х)  куп* 
хадни айирсак, f (л:) — а тхт~п g  (х)  =  г, (х) купхадда 
а тх т з ад  булмайди. Бу ерда куйидаги иккита зол бу
лиши мумкин;

а) г, (л)  нинг даражаси g  (х)  нинг даражасидан 
кичик;

б) г, (л) нинг даражаси g ( x )  даражасидан катта 
ёки унга тенг.

Агар а) хол юз берса, h (х)  =  ат кт~п; г  (х)  =  г , (х)  
булиб, теорема исботланган булади. Биз б) зол устида 
тухталиб утамиз. Фараз килайлик, дар г ,  ( а ) >  дар g[ x)  
булиб,  г, (х) = с 0 +  с ,х  +  с2х* -f- . .  . -f- ckx k куринишга 
эга булсин.

Энди g  ( а ) купхадни с , х к~п га купайтириб, наги- 
жасини г, ( а ) дан айирамиз,  У золда г, ( а ) — ск\ к~” X 
х  g  I х) — г,  ( а ) булиб,  г, ( а ) купхадда скх к хад бул
майди.

г.. (х ) =  d 0 — d , а  -р  d , x ‘ +  . . . +  d tx l булсин. Бу ерда 
яна юкоридаги икки зол дан  бири юз бериши мумкин:

1) агар I п булса,  ушбу айирмани тузамиз:

г ,  ( а ) — d ,x ‘~n • g  ( а ) =  г з  (* . ! ,

жараённи давом эттириб, бирор v цадамлан сунг 
дар r v (а)  <  дар g  (а)  га эришамиз.  Бошкача айтганда, 
г ,_] (А‘) — £  (x ) — rv (х ) тенгликда дар r v ( а ) <
<  дар g  (х)  булади.

Энди ушбу тенгликларни задлаб кушамиз:

f ( x )  — a mx m- ng(x)=> г, (а ),
Г, (А)  —  СкХ к~п ■ g ( x )  == Г 2 ( х ) ,

г 2 ( а )  -  d jX^~n • g ( x )  =  r 3 ( a ) ,

r v_i(AT) -  • £  ( * )  - Г ,  ( a ),

Унаа / ( А ) - ( а т дст - л + с йА А- ' ! + ^ ' - л + . .  . + ^ - " ) x  
Х^(л-) =  г. (а)  зосил булади. Бу ерда а тх т~ п-\-скх к~п-\- 
+  . . . +  t ILx il~n =  h ( а ) ва r v ( а ) =  г  ( а ) десак,  / ( а ) =■ 
=  g  ( а ) • h (л)  +  г  (а ) те-нглнк хосил булади.

/ ( Х ) ^  g  ( к) ■ h (х)  +  г ( .V,) тенгликдаги / ( а )  були- 
нувчи, g  (х ) булувчи, h ( а ) чала булинма, г (л)  эса 
квлдик купзадлар дейилади.

Энди (1) тенгликиин! ягоналнгини исботлаймиз.
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Айтайлик,  (1) шартнн каноатлантирувчи яна бир 
ж уф т  h! (х)  ва г' (х)  ку пчая  мавжуд,  яъни

f ( x )  =  g ( x ) - f i ' ( x )  +  r ' ( x )  (2)

тенглик уринли булсин. (1) ва (2) тенгликларни хад-  
лаб айириб

О =  g  (х) ( h(x)  — W (л))  + ( г  {х)  -  г' (х))

ёки
g ( x ) • (h (л:) -  h' (х)) =  г' (х) ~  г  (х) v3)

ни хосил киламиз. Бу ерда г ( х )  ва г' (х)  нинг аник;- 
ланишига асосан дар (г/ (х) — г (х))  ^  лар g  (х)  булади. 
Агар чап томонда h (х)  — h! (х)  Ф 0 булса, г \ х ) — г ( х)  
нинг даражаси (3) га асосан g  (х)  нинг даражасидан 
кичик эмас. Бу эса г  (х)  ва г ' ( л )  нинг аницланишига 
зиддир. Шунинг учун h(x)  =  h' (x)  булади.  Бунга ку
ра (3) дан г  (х)  =  г ' ( х )  келиб чикади.

Бу теоремани баъзан t ( x )  купахадни g  (х)  купхад-  
га колди^ли булиш теоремаси деб юритилади.

53-§ .  Купхад  илдиз !ари Куп.^^дни икких,адга булиш

еЗГ бирлик элементга эга булган бутунлик сохаси 
булсин.

1 - т а ъ р и ф .  Агар бутунлик содасининг бирор 
а элементи учун f  (а) =  0 тенглик бажарилса,  у холда 
а элемент f ( x ) куп^аднинг илдизи  дейилади.

Q майдон устида бир номаълумли биринчи д ар а 
жали, /  (х) =  а х  +  b купхад а ф  0 булганда рационал
сонлар тупламида доимо илдизга эга, чунки /

=  —- — я.ъни / /  — —' = ( !  була 1И.
V а  I

Даражаси я  >  1 булган хар кандай купхад илдиз- 
ларга эга булган кенгайтма м а й д о < доимо м авж уд  б у 
лади. Биз буни кейинрок исгоглаймиз.

Нолинчи даражали / ( х ) =  а ф  U куп>;адн«нг илди
зи йук, чупки .г п  кандай цийматни бермайлик,  ба- 
рибир / { а  — а Ф 0 булади. Биз ноль купхадни эъти- 
борга олмаймиз, бундап купхад х  нинг хар бир кий- 
маги; а нолга тенг.

1 - т е о р е м а  (Безу теоремаси). /(.*) купхадни х —ч 
икких;адга булишоан. я а щ а н  ц о л д щ  / ( а) га тенг.

146



И с б о т и .  Булувчи х-— а  нинг даражаси 1 га тенг 
булгани учун колдик г  (х) ё нолинчи даражали ку п 
хад,  ёки ноль оулиши керак,  яъни

f  (х) =  (X — a ) h ( x )  +  r  (1)

булиб, бу тенгликда а *= а десак,  / ( о ) = г  ни хосил 
циламиз.

2- т е о р е м а. х — а элемент  /  (х) купхаднинг и л 
дизи, булиши учун f  (х )  нинг х  — а инкихадга б у л и 
ниши за рур  ва етарли.

И с б о т и .  1 З а р у р и й л и г и .  х  =  а ни t (х)  нинг 
илдизи дейлик. Бу холда / ( а ) = 0  булади. 1 -теоремага  
асосан f i x )  ни х  — а га булишдан чиркан колдик / ( а)  
га тенг. Лекин /(<*) =  0 булгани учун г  =  0 дир. Д е 
мак, f (х)  купхад а  — а иккихадгаколдиксизбулинади .

2. Е т а р л и  л и г и ,  f  (х)  купхад х  — а. га колдиксиз 
булинсин; /  (л)  =  ( х  — а) А (л),  яъни колдик г  •= 0 бул 
син. 1-теоремага кура / ( а )  =  г. Бунда г = 0  булгани 
учун t  (а) =  0. Демак,  А =  а киймат f  (х)  купхаднинг 
илдизи экан.

3- т е  о р е  м а. Агар  а,, а2, . . ., ak лар  f (x)  купхаднинг  
т урли  илдизлари  булса,  у холда  /  (х) ку пхад  (х  —
— а ,) (х  — а2) . . . (х  — аА) ку пайтмага булинаст.

И с б о т и .  Теореманинг исботини математик индук
ция принципи асосида олиб борамиз £ =  1 да теоре
манинг ростлигини биз юкорида куриб утдик. Айтай- 
лик, теорема n = k  — \ х,о i учун рост, яъни

f { x )  =  (А- -  ct,) (х — а 2) . . .  ( а  — * k - i ) g ( x )  (2) 

булсин.
Бу тенгликка x — ak ни куямиз.  У холда ak илдиз 

булгани туфайли / ( а А) =  0. Демак,  x = a k да 0 =  (ой — 
- а , ) ( а А — а2) .  . .(а* — oc*_i) g  (а*) хосил булади. 

бутунлик сохаси нолнинг булувчиларига эга булмаган- 
лигидан ва а, ф а2 Ф . . . Ф ak шартга асосан g  (а^) = 0 ,  
яъни ak сон g  (х)  купхаднинг илдизи экан. Унда 1- 
теоремага асосан

g ( x )  =  ( х  — *k) h ( x )  (3)

булади. Энди (3) ни (2) га куямиз.  У холда

/ ( А )  =  ( А  —  а , )  ( А —  а 2) . . . ( A —  ak) h ( x )

булиб, бу эса / ' (а )  нинг ( а  — а,) ( а  — аа) . . . (х  — аА) га 
булинишини билдиради.

147



Э с л а т  м а. Б а ъ зи  лолларда бир неча ёки  барча илди злар  
у стм а-уст  туш иб колиши мумкин Унда (2 ) ф ормула  кун и даги к^- 
риншнни олади:

/  (л ) =  (л — i ) l (x — S)m h (х) (/ -j- т — k).
Бундай х,олдаги а ва 3 нлднзларни мос равиш да / ва т каррали 
илдизлар дейилади .

Н а т и ж а. Нолдан фаркли т- даражали купхад 
( я г >  1) Q/t бутунлик сохасида т дан ортик; илдизга 
эга эмас.

Бу фикр нолкинг булувчиларига эга булган хал ка - 
да уринли эмас. Масалан, 16 модуль буйича тузилган 
чегирмалар синфлари халк;а ида f  (х)  =  х ‘ купхад О,
4, 8, 12 илдизларга эга.

54- §. Купхадларнинг  булиниши

Айтайлик, f ( х)  =  а 0 +  а ,х  4- а 2х г +  . . . +  а пхп куп- 
хаднпнг коэффициентлари бирор ф  майдонга тегиш- 
ли булсин. Бунлай холда / ( х )  купхад Ф  майдон ус
тида берилган купхад дейилади.

Масалан, /' (х) =  Зх 3 — 7 х ‘ — vr  5х  — 3, g  (л:) =  i x 1 —
— 3 x i Jr i x  — 7 купхадлар мос равишда хакикий сон
лар майдони устида ва комплекс сонлар майдони у с 
тида берилган купхадлар булади.

Агар 52- §, (1) тенгликда г ( х )  =  0 булса, у холда

/ ( х ; =  ? | х)  ■ g  (х)

тенглик хосил булади. Бу эса / (х)  нинг ■» (х)  га цол- 
дикспз булнпишини курсатади. Биз уни кисцача 
f ( x ) j v ( x ) .  каби белгилаймиз. Каралаётган барча куп* 
хадларни битга ф  майдон устида берилган деб фа
раз килсак, купхадларнинг булиниши цуйидаги хосса- 
ларга эга:

1 °. ((/(*)/<р ( а ) )  Д (9 (х)  U ) ) )= >  (f U ) / y  (х)) .
И с б о т и .  !{х)1<в(х)  эканлигидан

f ( x )  = ’f { x ) - g l (x),  ( 1 )

ср ( а : )гЬ ( х )  эканлигидан эса
<р(х) =  ф (х)  • g  (х) .  (2)

(1) ва (2) дан: /  ( а )  -  (х) g 9 (x) g  (х)  =  <)> (х)  ■ h (х) ,  
бунда g t (х) • g  {х ) — к (х) деО олинади.
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/ (х) =  4 (л-) • !г(х)  тенглик /  (х) нинг ф(х) га були-
нишини к у р с а т а д и . ____

2°. f t ( x) / f  (х) (г =  1, т)  => (/,  (х) ±  / ,  (х) ±  . . . ±
±  / « ( * ) ) / * ( * ) •

И с б о т и .  ((/1 (х) — 9 (х)  (х))  л  ( /2 (л)  =  ср (х) х
X g 3 ( а ) )  А . . .  Л  f fm (х)  -  <р { х)  g m (х)))  => (/ ,  (л-) ±
±  / 2 ( а )  ±  . . . ±  / т  ( х ) )  -  ?  ( л )  (g-,  ( х )  ±  g ,  (х) ±  . . . ±

± g m ( x ) ) = > ( f i  ( Х ) _ ±  / 2 (Л') ±  . . . ±  >т (Х)1? (X).

3°. f i ( x)  (/«= 1, то) купзадлардан камида биттаси 
<р (х) га булинса, у холда уларнинг купайтмаси зам 
<Р (а*) га булинади.

И с б о т и .  Фараз цилайлик. / ,  ( а ) / ?  ( а ) булсин. Ун- 
Да ft ( а ) =  ср (х)  • gt  ( а ) булиб, бу тенгликдан
/, (А) / 2 (X) . . . fm (А) =  <Р (А) • g,  (х) • / 2 (А) . . . fm (А) =  

=  9 (а) • g (А),

бундан 3 - хоссанинг исботи куриниб турибди.
4°. Агар / ((а ) {i =  \ ,  т)  купхадларнинг хар бири 

9 (a)  га булиниб, g i ( x )  лар ихтиёрий купхадлар бул
са, у х м д а

ft (X) gt  ( А)  ±  А (X) g 2 (X) ±  . . . ±  fm (X) g rn(x):?  (X). 
И с б о т и .  3 - хоссага  асосан дар б и р  f i ( x ) g l (x)

(/ == 1, то) зад  ср (а) га булинади. 2- хоссага асосан 
эса уларнинг алгебраик нигиндиси зам <р (х)  га були* 
надп.

5°. Исталган / (х) купхад зар  цанлай нолинчи да
ражали купхадга булинади.

Агар ч- (х) =  а о десок, / ( а )  =  а  ■ g  ( а )  тенглик 
хоссани ис б отлай ли, бунда (О =r a £cfp) .

6 ° .  f  ( A ) /  s ( А )  =*- / ( х )  а ?  ( X)  ( 0  =?= о  £  д>'- ) .
И с б о т и . f ( х ; =  sp ( a  i g- (х ) =>- /  (а )  =  а  • <?? (х) X 

Х ^ - 1̂ ( х ) .  Хусусий холда /  (а) == 0 уз-у:;ига булин’га- 
ни учун с?/ (а)  га хам булинади.

7°. /‘■ (х)=А0 ва ср (х) Ф 0 купхадлар бир-бирига бу
линса, улар бир-биридан узгармас а =£ 0 купайтувчи 
била и га на фар К цилади

И с б о т  п. Шарт п\ :;:ча / (х)  =  ср (х) • g x ( а )  ва 
9 (х) =  /  (х) • g 2 (х)  берилган. Бу генгликлардан / (х )« — 
=  / (х) g, (.V) • 1'.. ( а )  ёки 1 -  g ,  (х) gv (х) тенглик зосил 
булади. Сунгги генглик g t ( x ) g 2(x)  купайтманинг но
линчи даражали купх.адлигини курсатади. Бу зол эса 
g j (х) ва g  ̂ (х ) нинг зар  кайсиси нолинчи даражали
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к у п х ад  булгандагина юз бериши мумкин. Демак,  куп- 
хадларнинг узаро  тенглик шартига кура g 2( x ) r = a ^=0  
ва ср (х)  =  a t  (я )  булади.

Т е о р е м а .  <£Р сонлар майдони устида берилган  
к у п х а д л а р  боиг идеаллар  %алцаси булади.

И с б о т и .  &  сонлар майдони булгани учун с£Р\х\  
халка нолнииг булувчиларига эга булмаган коммута- 
тив халк;а, яъни бутунлик сохаси булади. Бу бутун
лик сохаси уз ичига бирлик / {х)  =  а°х° =  1 элементна 
олади. Энди ф ( \ х ]  халкадаги хар бир идеалнинг бош 
идеал эканлигинп курсатайлик.

Купхадлар х.алкасининг идеалини /  билан белгилай- 
миз ва уни / Ф  0 деб оламиз.  Энди 1 идеалдаги энг 
кичик даражали купхадни d (х)  деб белгилаб, /  даги 
ихтиёрий f  (х)  ни d ( x )  га буламиз:

f ( x )  £  /, d  (X: £  /=>/ (x)  — d ( x )  g  (лс) =  r ( x ) £ /

(бу ерда дар d  (х)  >  дар г  (х)) .  г  (х)  £  1 га асосан 
г  (х)  ~  0 тенглик рост. Акс холда d ( x )  купхад  /  даги 
энг кичик даражали ку пхад  булмай, бундай купхад  
г  [х)  булар эди. Демак,  I идеалдаги ихтиёрий f (х)  
купхад d ( x )  га ^олдицсиз булингани учун / идеал ош 
идеал экан, яъни /  =  ( d( x) )  булиб, халца бош идеаллар 
халкаси булади.

55-§. Евклид алгоритм». Энг катга умумий булувчи

Бутун сонлар учун маълум булган Евклид алгорит- 
ми ва унинг натижаларини куп^адларга хам татбиц 
этилишини куриб утайлик.  f  (х)  Ф 0 булиб, f  (х)  к у п 
хаднинг даражаси у { х ) Ф О  купх,аднинг даражасидан 
кичик эмас деб фараз киламиз ва / ( я )  ни <р {х)  га б у 
ламиз. Досил булган булинма ва колдицни мос равиш- 
да g,  (х)  ва г, (х)  билан белгилаймиз.  Маълумки,  г , (х)  
нинг даражаси <р(л:) нинг даражасидан кичикдир.  Эн
ди <? (х)  ни г у (л:) га булиб, булинма ва колдик;ни 
g 2(x)  ва Го (х)  оркали белгилаймиз.  Яна r 2( x i нинг 
даражаси г х (х)  нинг даражасидан кичиклигини эъти- 
борга олиб, г,  (х)  ни г 2{х)  га оуламиз ва хосил б у л 
ган булинма ва колдикни g d (х) ва г 3 (х)  билан белги
лаймиз ва х- к. хар^бир цолдикни ундан кейинги кол- 
дикка буламиз.  Натижада даражалари камайиб борув- 
чи г, (х) ,  г 2(х),  г 3 (х),  г4 (л),  . . .  купхадлар (колдиц- 
лар) хосил булади.
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Бу колдицларнинг сони албатта чеклидир, чунки 
уларнинг даражалари камайиб борувчи (лекин манфий 
эмас) бутун сонлар кетма-кетлигини хосил килади, 
бундай катор эса чекскз була олмаслиги равшан. Шу 
сабабли юкоридаги булиш жараёни чекли булиб, биз 
шундай г к (д ) колдикка келамизки, унга олдинги r h- \ (x )  
колдик; булинадиган булади. Натижада ушбу  тенглик- 
лар системасини хосил киламиз:

/ (х) =  ср (х) g t (л) +  г, (х),
<р (л)  =  г, (л ) g., (л)  +  г2(х),  

r , ( x )  =  г 2(л)  g-Ax) +  г 3(х) ,  (1)

г ft_,  (X) =  r k_x(x)  gk (*) +  r k (•*). 
r k_ M )  =  r k { x ) g k+[ (X).

Бу ке тма-кет  булиш жараёни одатда Евклид алго- 
ритми дейилади. Энди купхадларнинг умумий булув- 
чилари тушунчасини царайжк.

1- т а ъ р и ф. Агар /  (х) ва да (х)  купхадлар g  (х ) куп
хадга булинса, у холда g  (х)  купхад / ( х )  ва ср (х) куп
хадларнинг умумий булувчиси  дейилади.

/  (х) ва ср (х)  купхаднинг бир неча умумий булувчи-  
лари мавж уд  булиши мумкин. Масалан, / ( х )  =  х 4 4- 

х 3 — 7х* — л: -|- 6 ва < р ( х ) = х 4 — 5 х 3 +  4 купхадлар 
учун  # , ( * ) =  х — 1, g 2(x)  =  х  +  1, g»(x)  =  х  — 2, 
g * ( x ) x * - l ,  g b( х)  =  х 2 — Зх +  2, g B ( х ) = х 2 — х  — 2, 
g 1 ( x) =  x H — 2x'1 — x  +  ! купхадларнинг хар кайсиси 
ум\  мим булувчидир (буни текшириб куринг).

2 - т а ь р и ф .  Агар d  (х)  купхад t ( х )  ва ср (х),  ку п 
хадларнинг умумий булувчиси булиб, у бу иккита куп
хаднинг ихтиёрий умумий булувчисига булинса, у хол
да d ( x ), булувчини / ( х )  ва да (х) купхадларнинг энг 
катта умумий булувчиси  (ЭКУБ) дейилади.

Масалан, юкоридаги мисолдаги /  (х) ва ср (х) ку п 
хадларнинг энг катта умумий булувчиси g 7(x) =  x 8 — 
~  2 \ 2 х  +  2 булади (текшириб куринг).

/  (х ) ва ь (х) купхадларнинг ЭКУБ ( / (х ) ,  ср(х)) к у 
ринишда белгилана ш.

3 - т а ъ р и ф .  Ar-ip / ,(х) васр( х)  купхадларнинг энг 
катта умумий булувчиси нолинчи даражали купхад 
булса, у холдя /  (х) ва ? ( х )  купхадлар узаро туб куп - 
Яадлар  дейилади.
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1 - т е о р е м а ,  / ( х )  ва ® (х) купхад  л а р  нинг внг 
катта умумий булувчиси  f 1 > тенгликлардаги энг  
сунгги r k (x)  цолдиц булади..

И с б о т и .  Аввало / ( - )  ва <р (х) учун r k (x)  умумий 
булувчи эканини курсатамиз.  Шу мацсадда (1) дан

гй_ 2(х) =  г й_, (х) g k (х) +  Гк{х)  (2)

теигликни олиб, бу тенгликнинг унг томони r k (x)  га 
б^лингани учун'  г,,_2 (х) >;ам rk { x ) га булинишини 
курсатамиз.  Ундан кейин (1) да (2) дан юкорида тур- 
ган

r k - i  ( а )  —  г  и _2 ( К) ( X )  4- r ft_  1 ( х )

тенгликни олиб, худди уша йул билан r s_ 3 (х)  нинг 
х;ам r k { x ) га булинишини гопамиз. Шу хи лда( 1 )  даги 
хар бир тенгликдан юкоридаги тенглик к а утиб, нихоят 
f i x )  ва ср (х) нинг г к {х)  га булинишини курамиз.  Д е 
мак, f ( x ) ,  ф (х) купхадлар учун г к (х) умумий булув- 
чидир.

Энди, f (х)  ва ? ( г )  нинг исталган умумий булув- 
чисини g  (х) билан белгилаб, (1) даги биринчи

f ( x )  — <p(x)g,  (х)  =  г, (X)

тенгликнинг чап томони gMx) га булинганини курамиз.  
Шу сабабли бу тенгликнинг унг томонидаги г, (х)  хая  
g  (х)  га булинади. Кейинги

Сr { x ) — r t ( x ) g 9 (x)  — r a{x)
тенгликка нисбатан хам юкоридаги муло^азани так- 
рорлаб, г2(х)  нинг g  (х) га булинишини топамиз ва 
хоказо.  Шу хилда,  (1)  нинг хар бир тенглигидан ке
йинги тенглигига утиб, нидоят г к (х)  нинг g ( х) га бу
линишини курамиз.  Демак,  f ( x )  ва ф ( х )  учун г к (х) 
энг катта умумий булувчидир.

2 - т е о р е м а .  Агар d ( x )  куп\ас> Г (х\  ва ф ( х ) куп-  
х;адларнинг энг катта умуми й булувчиси булса,  
a d  ( х ) %ам f i x )  ва <р (х) нинг энг катта умумий ор
л у  вчиси булади,  (бунда а  -  нолинчи ларажали истал
ган купхад).

И с б о т и .  Купхадлар булинишининг 6°-хоссасига 
биноан /  (х) ва ф (х )  купх;адлзр a d ( x )  га булинади. 
Демак,  a d  (х) купхад бу куи^адларнинг умумий бу-

* Чунки Гь-,  (х) куп>;ад r,>t {x)  га булинади.
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лувчиси, Энди g ' (x )  ни /  (х) ва ?( х )  нинг исталган 
умумий булувчиси десак,  g  (х)  га a d ( x )  булинади, 
чунки d  (х)  == g  (х) h (х)  дан a d  (х)  =  g ( x )  • (ah(x) )  
келиб читали.

Демак,  энг катта умумий булувчи ad  (х)  куриниш- 
га эга булса, биз уни а  га цисцартира оламиз.

Аксинча, d ( x )  ва d t (x)  куп^адларни /  (х)  ва <?(х) 
нинг энг катта умумий булувчилари десак, улар бир- 
биридан фацат узгармас купайтувчи, яъни нолинчи 
даражали куп^адга тенг купайтувчи билангина фарк 
кнлиши мумкин.

Хакикатан, d\ x)  ни энг катта умумий булувчи ва d ^ x )  
ни умумий булувчи деб царасак, d ( x )  нинг d x(x)  га 
булииишиии топамиз; d ] (л) га нисбатан хам шу муло- 
хазани такрорлаб, унинг d  (х)  га булннишини курамиз.  
Д емак ,  колдикли булипишнинг 7-хоссасига мувофик 
d , ( х ) =  ad {х)  булади.

Юкорида баён этилганларга кура,  узгармас купай- 
тувчига эътибор килмаганимиздагина /  (х)  ва <р (л:) куп- 
^ адлар  ягона энг катта умумий булувчига эга дейиши- 
миз мумкин.

М и с о л л а р. 1. /  (х)  =  х 4 — 1 ва ср (.с) =  2 х г +  х* —
— 2х — 1 куп^адларнинг энг катта умумий булувчисини 
топинг.

А вал, юкорида айтганимизга биноан. f ( x )  ни 2 га 
купайтириб (оулиш жараёнида каср коэффициентлар 
пайдо булмаслиги учун), сунгра <р (х) га буламиз:

2х4 — 2 (2х3 4- х 3 — 2х — 1
2 х 4 +  х 3 — 2х" — л:
— г ! +  2 х 2 +  х — 2

Яна — л 3 -г 2 .x- +  х  — 2 булинувчини — 2 га купайтира- 
миз ва сунг булишни давом эттирамнз:

2х4 - 2 2 х 3 4 - х- — 2х — 1
2х4 +  х 3 — 2х- — X х  4 “ 1

— л +  2л" 4* х -  2
2ха— 4х- --  2х 4  4
2 х 3 +  х- - 2х --  1

-  5х2 4- 5
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Биз узгармас купайтувчи аниклигида биринчи 

г \ (х ) =  — 5 х 2 +  5
цолдицни топдик.

Энди о (х) ни г, (х) га буламиз (аввал г, ( х )  ни —5
га кисцартириб):

2х'3 +  х 2 — 2х  — 1 
2 х 3 — УХ

х 2 -  1
х 2 -  1

О

2х  +  1

Кетма-кет булиш жараёни тугади. Демак,  нолдан 
фаркли сунгги котдик х ‘ — 1 булиб, у г (х)  ва ? (х)  
нинг энг катта умумий булувчисини ифодалайди, яъни 
( t  (х);  9 (х) ) — х 2 — 1 булади.

2. f (х) =  х 4 +  х 3 — 7 х2—Х +  6 ва <?(х) =  х 4 — 5 х ‘ +  4 
купхадларнинг энг катта умумий булувчисини топинг.

Бунинг учун / (х) ни 9 (х) га буламиз:
х 4 +  х 3 — 7х2 ■ 
х 4 -  5 х 2

• X  +  6
+  4

х 4 — 5 х 3 +  4

л3 — 2л:2 — л -{- 2 =  г, (х) 
<p(jc) ни г, (л:) га буламиз: 

л:4 — 5 х 2 +  4
х 4 — 2 л:3 — л 2 +  2 л:

2л:3 — 4л:2 — 2х  +  4 
2л 3 — 4л:2 — 2х -i- 4

1

-  2л2 -  х  4- 2
л: -j- 2

О
Демак,  биз излаган энг катга умумуй булувчи d ( x )  
-= л 3 — 2л 2 — л: 2 булади.

3. f i x ) ■■ х * 2 х л — 4 х2 +  4х  — 3, <р (я)  =  2х3 —
— 5 х 2—4х  +  3 купхадларнинг энг катта умумий булув
чисини топинг.
f ( x )  ни ср (jc) га буламиз:

_  2л:4 -  4 л 3 — 8л:2 +  8х 
2л:1 — 5 x s — 4л;2 +  Зл:

6

л;3 — 4 л:* +  5х — 6
_2л:3 -  8л:2 +  10 х  — 12

2л,3 — 5 л - — 4.v 3

2х3 — 5 х 2 — 4 х +  3 

х  +  1

■ З л 2 +  14л- — 15 =  г, (х ).
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Энди, <р ( а )  ни г, (х) га буламиз:

б х 8 — 15л2 — 12а +  9 I -  За2 +  \4х — 15
г» г*, О I О/Л . . ---- ---—------------------6а3- 2 8 х2 +  30а

13а2 — 42 а + 9  
-39а 2-  126 а  + 27 

_____39а2— 182а +  195

-  2а -  13

5 6 а  —  168 , г 2 ( а )

Нихоят,  Г\ ( а )  н и  г 2 ( а )  га буламиз:

— За* +  1 4 а —  15
—  З а 2 +  Уа

■ х — 3

_ 5а 
5а

15
15

А  ■

О

Шундай кили б ,  / ( а )  ва ф ( а )  нинг энг катта умумий 
б у л у в ч и с и  d  ( а )  =  а  — 3 б у л а д и .

4.  / ( А )  «= А4 +  А 3 +  А 2 +  А 4 - 1 ,  9  ( а )  =  З а 3 +  А 2 +  
+  З а  — 1 к у п ^ а д л а р н и н г  эн г  катта умумий булувчиси- 
ни топинг.

1) __З а 4 -Ь З а * -j- За - -(- За  -f- 3
З а 4 А З а 2 — а

;2х3 +  4а +  3 
6х3+  12* +  9 
6 а 3 +  2 а 2 +  6 а  — 2

З а 3 -f- л 2 - |-  З а  — 1 

х  -J~ 2

— 2а2 +  бх +  11 =  гх ( а )

2) _  6а3 +  2а2 +  6а — 2
6 а3 — 18а; — ЗЗа

.̂Оа2 +  39а -  2 
20а' — 60а -  110

-  2.х- +  6 л -+  11
—  З а  — 10

99а +  108 

г3 ( а )  = 1 х +  12.

3) _22а2 — 6 6 а  — 121 
22а2 +  24а

-  90а -  121

_  990а +  1331 
_  990а +_1080

~  250

11а +  12_ 

2 а  +  90
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Демак, f  (х)  ва ср (х)  'нинг энг катта умумий булув
чиси сЦх) — } булиб,  бу купхадлар узаро тубдир, 

Евклид алгоритми майдон устидаги икки / (х)  ва 
<р (х)  купхаднинг энг катта умумий булувчиси d х)  яна 
шу майдон устидаги купхад булишини курсатади,

3 - т е о р е м а ,  майдон устида  . берилган t (х) в а 
<? (х) купхадларн ин г энг катта умумий булувчиси  
d (х) булса,  v х о л д а  бу майдонда ул а р  учун ушбу

Г (х)  • g  (х)  +  ср (х)  • h ( x)  =  d ( x )  (3)
тенгликни цаноатлантирувяп g ( x )  ва h ( x )  к у п х а д 
л а р  мавжуд.

И с б о т и .  ( !)  даги охиридан иккинчи турган тенг- 
ликда r k (x)  =  a - d ( x )  эканини эътиборга олиб, уни 
куйидагича ёзамиз:

r k- ,  (X) -  г А_, ( x ) g k ( x ) ~  а ■ cl (X) (4)
Яна (1) га мурожаат килиб, биз олган тенгликдан 

юкоридаги тенгликдан r A_ , i х)  ни аниклаймиз:

Г/; 1 (■*) =  >V 3 U )  -  Гк- 2 (X) g k ( О
ва бу ифодани (4) га куямиз.  Бунинг натижасида ке- 
либ чиь;адиган тенгликни аввал а  га булиб, сунгра ун- 
даги г к_ 2 \х)  ва г к- 3(х)  га купайтирилган купхадларни 
кисцача g i ( x )  ва k t (x)  билан белгилаб, ушбу тенглик
ни хосил циламиз:

г к- 2 (x )g> (х > +  га-з (^ )  ■ h, (х) =  d(x>.  (5)
Энди, яна ( I)  га кайтиб, сунгги олган тенглигимизнинг 
юкорисида турувчи тенгликдан г к- г (х)  ни аниклаб,
(5) га куямиз ва хоказо.  Хуллас,  шу йул билан хосил 
була борган тенгликларга кетма- кет яна

Гк-Л'<).  r*_4 (x),  . . г2(х) ,  г, (х)
нинг ифодаларини куя борсак ва бундай тенгликлар- 
нинг энг кейингнсидан f (х)  ни ср (х)  га купайтирилган 
купхадларни кис^ача g ( x )  ва а ( х )  билан белгиласак, 
(3) тенглик хосил булади.  Расшанки,  g  {х)  ва h ( x ) 
купхадлар худди с ?  майдон устидаги купхадлар сифа- 
тида хосил булади.

Хусусий холда,  яъни Г (х)  ва ? (х)  купхадлар уза 
ро туб булганда,,  уларнинг d { £ )  энг катта умумий б у 
лувчиси нолинчи даражали купхаддан иборат булиб, 
(3) тенглик

/ (*) g  (*)  +  <р (х) ■ h {х)  =  а
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/ ( x ) r ( x )  - f  ? { x ) s ( x )  •= 1 (6)

куринишни олади, бунда г (х)  ~  а ~ ' g  (х)  ва s !х) =* 
=  a ~ l h (л).

(3) тенгликни хосил килишда (1) тенгликлардаги 
^олдик;ларгина эмас, балки булинмалар хам иштирок 
этади. Шу сабабли бу холда Евклид алгоритми буйи
ча кетма-кет  булишларни аник (булинувчиларни ёки 
булувчини хеч кандай сонларга купайтирмай) бажариш 
лозим.

М и с о л л а р .  1. f ( x )  =  х ‘ — 1 ва ф (х) =  2х а -I- х 1 — 
— 2х  — 1 купхадлар учун (3) тенгликни капоатланти- 
рувчи g( x>  ва h ( х ) купхадларни топинг.

Евклид алгоритмига асосан

*•  - ,  -  ^  - 2 '  - 1 )  -  i ) + ( ? ■ « ’ -  т )

Курамизки, бу мисолда Евклид алгоритми фа цат 
иккита тенгликни беради. Уларнинг биринчйсига караб, 
/  (х)  ва © (х)  нинг энг катта умумий булувчиси 

5' 2 5- х ' ------эканини топамаз
4 4

Биринчи тенгликдаи 

(х* -  1) -  (2 V3 +  х “ -  2х  -  1) -J1 х -  1 )=  -i -V -  ±

хосил булади.  Агар энг катта умумий булувчининг  
узгармас  купантувчигача  аницлик билан топалишини эс- 
га олсак, сунгги тенгликни 4 га куиайтириш мумкин 
булиб.  у ш б у н и  хосил киламиз.

4 ( х 4 -  1) -  (:Iv; +  х 1 -  2 V -  ) ( 2 к -  1) =  5 дс* -  5,

Д е м а к ,  бунда  g ( j r )  «= 4 ва h (х)  =  — 2х 4- 1.
2. [ (х) — .v  — х 2 — х  +  1 ва ср (х) =  \ 4 — 2 vs — 4х 24-

4- 2х +  3 купхадлар учун (3) тенгликни каноатланти- 
рувчи g (х) ва h( x)  купхадларни топинг. .

Евклид алгоритмига кура

Xs — х ‘ — х +  1 =  { а4 2 х 3 — 4 . r  -г 2х  -f о) (х +  2} 4- 
4- (8л 1 4*  ̂  ̂ '— 8х — 5 ),

ё к и
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8а 3 +  5х* — 8л: — 5 -= ( -  -  х а+  
64 /  Ч 64 6 4 / ’ \  64 ^

+  8 7 4 / 5 1 2 ^  _ 3 2 0 ,
6 4 /  V 87 87 у

Иккинчи тенгликдан / (х)  ва 9 {х)  нинг энг катта 
* 87 а , 87умумии булувчиси — — я  4~ — экани куринади. Иккин

чи тенгликни— 64 га купайтириб, цуйидагини ёзамиз:
... 64 (л 4 — 2л® -  4л:* +  2х +  3) 4- (8л 3 4- 5л2 -  8х  -  5) X  

X (8л: — 21) = 8 7 х 2 -  87.

Биринчи тенгликдан 8л:3 4- 5 х 2 — 8х  — 5 ни аницлаб,  
сунгги тенгликка куйсак:

87л:2 -  87 =  ( л 5 -  л:2 -  х  4- 1) (8л: -  21) 4- (х 4 -  2л:3 -
— 4х~ 4- 2л  4“ 3) (— 8лг 4" ох  — 22)

^осил булиб, бунда g (л:) =  8л: — 21 ва // (х)  =  — 8^ 4-
4- 5х  — 22 булади.

Энди узаро туб куп^адларга дойр теоремаларни ис- 
ботлайлик,

4 - т е  о р е м  а. Агар t t (x)  J 2 (x) ,  . . ., / х)  куп^ад-  
ларни нг  %ар бири <р (х) к упхад  билан узаро туб б у л 
са , у  %олда Мл:) ,  / 2(л) ,  . . f„( x)  купайтма %ам 
9 (х) билан узаро т уб  булади.

И с б о т и .  1) Теоремани аввал иккита !х(х)  ва t2{x)  
купхад учун исботлайлик. /, (х)  ва 9 (л)  узаро туб бул-  
ганидан г  (х)  ва s { x )  купхадлар мавжуд булиб,

/, ( х )  ■ г  ( х )  4-  <р(х) • 5(A)  =  1

тенглик бажарилади.  Бу тенгликнинг икк ла томонини 
f2 (x)  га купайтириб, ушбуни ^осил циламиз:

Л (х ) / j  (х) г  (х)  4  О (х) / 2 (х) s (л:) =  / 2 (дс). (7)

Агар / ,  (л) • / 2 (л:) ва 9 (л:) нинг энг катта умумий 
булувчисини d ( x )  десак, (7) нинг чап томони ва, д е 
мак, унг томони, яъни f2 (x)  .хам d ( x )  га булинади. 
Шундай килиб, / ,  (л:) ва 9 (л:) учун d  (а )  купхад у м у 
мий булувчидир.  Лекин, f2 (x)  ва 9 (х) узаро туб б у л 
гани сабабли d ( x ) =  1 деган натижага келамиз. Демак,  
/, (л:) • / 2 (х)  ва 9 (х)  купхадлар узаро туб экан.

л4 . _ 2;сЗ _ 4 лЧ 2 а + 3 = ( 8 лЧ 5 х2 - 8 л: - 5 ) ^  а: -
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2) Энди /, (х) • / 2 (х ) ва / 8 (х) нинг ^ар цайсиси ср (х)  
билан узаро туб булгани учун,  юкоридаги исботга асо
сан

ft (А) - Л  (X) • /з {X)
купайтма дам ср (х)  „билан узаро тубдир ва д. к. Шу 
муло^азани давом эгтириб, индукция усули  буйича 
/ , ( х )  • f i { x )  . . .  fn (x)  ва ср (л:) нинг узаро тублигини 
топамиз.

5 - т е о р е м  а. Агар f ( x )  ва <р(х) к у п х  д л а р  узар о  
туб булиб,  / I X)  • g (х) купайтма  ср (х) га  булинса,  у  
х;олда g ( x )  купхад  ср(х) га булинади.

И с б о т и .  Евклид алгоритми нагижасига кура f i x ) 
ва <р (х) учун шундай г  (х)  ва s ( x )  купхадлар топилг» 
дики, натижада ушбу

/ ( х ) г ( х )  +  с р ( х ) - 5 ( х )  =  1

тенглик уринли булади. Бу тенгликнинг иккала томо* 
нини g ( x )  га купайтириб, куйидагини досил циламиз:

/  (х) g  (X) Г (X) +  ср (х) g  (X) 5 (X) =  g  (х) .

Сунгги тенгликнинг чап томони (берилганига кура) 
ф (х) га булингани учун унинг унг томони,  я ъ н и ^ ( х )  
хам ср (х) га булинади.

6 - т е о р е м а .  Агар f (х) купхад  бир вацтда х ам  
ф (х),  купхадга,  хим. h( x)  ку пхад га  булинса ва (ср (х); 
h { x ) ) =  1 б ул са , у хо лда  f (х)  купхад  ср (х) • h (х) 
ку пх а д га  булинади.

И с б о т и .  / (х)/ср (х)=*>/ (х) — ср (х) • (х) ва ср (х) X 
X  gt  (х) /  h (х).  Аммо (ср (х); h (х)) =* 1, булгани учун 
g l (x) j h(x) ,  яъни g t (x)  =  h ( x )  • g%{x)  булади. Демак- 
/ ( х )  =  ср(х) gi (x)  ёки / ( х ) = с р i x) f l (x)  • g 2(x).

56-§ . Келтириладиган ва келтирилмайдиган 
куп хадлар

Т а ъ р и ф .  Агар майдон устида берилган ва д а 
ражаси, нолга тенг булмаган / '(х) купдапни шу ^ м а й -  
дон устидаги ва даражалари f (х) нинг даражасидан 
кичик иккита g (х) h (х) купхад купайтмаси сифатида 
ифодалаш (купайтмага келтириш) мумкин булса, f ( x )  
ни майдон устида келтириладиган купхад,  ва ак- 
синча, агар бундай купайтма сифатида ифодалаш (б у н 
дай купайтмага келтириш) мумкин булмаса,  у S& май
дон устида келтирилмайдиган ку пхад  дейилади.
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Масалан, рационал сонлар майдони устидаги f (х)  =■ 
■= ->с5 +  '2ха +  х 2 +  х  +  1 купхад шу майдон устида кел- 
тириладиган купхад,  чунки

л 6 -f 2л 3 +  л 2 -г х  +  1 =- ( л 8 +  л; +  1) (л- - f  1) 

булади.
Рационал сонлар майдони устидаги /  (х) =- х 2— 3 

купхад эса бу майдон устида келтирилмайдиган куп- 
хаддир. Хаки^атан, бу к у щ а д н и  рационал сонлар май
дони устида келтнриладиган десак,

f ( x ) * * g ( x ) - h ( x )  (1)

тенглик баж'арилиб, g  (х)  ва h{ x)  нинг даражалари 2 
дан кичик ва коэффициентлари рационал сон булиши 
лозим. Демак,  g {х)  ва h( x)  биринчи даражали ку п 
хадлар булгакдагина ( i )  тенглик бажарилиши мумкин. 
Шу сабабли

х~ — 3 «= {ax  +  b)(cx  f  cl)

тенглик уринли булиб, а, Ь. с , й рационал сонлар бу
лиши керак.  Сунгги тенгликнинг унг томони ва, де-

омак, чап томони хам х = -------цииматда нолга аила-
а

нади, яъни —----- 3 =  0, бунда +  —  «= ] /3 . Лекин
а * а

бундай тенглик уринли эмас, чунки у З  иррационал сон
±  —  рационал сонга тенг була олмайди. 

а
Хар кандай 0у  сонлар майдони устидаги биринчи- 

даражали исталган купчая шу майдон устида келти
рилмайдиган купчая булади.  Хакикатан, яаражаси 1 
яан кичик купхад фацат нолинчи даражали булиши 
мумкин. Лекин биринчи даражали купхадни иккита 
нолинчи даражали  купхаднииг купайтмаси килиб ёзиш 
хеч хам мумкин эмас.

Даражаси бирдан юкори булиб, о/ майдон устияа 
келтирилмайяиган I (х)  купчая Ф  ни уз ичига олган 
бош ка (кенгроц|  майяон устида келтирилаяиган були- 
ши мумкин. Масалан, рационал сонлдр майяони усти
да келтирилмайдиган х г — 3 купхад хаКик;ий сонлар 
майдони устида келтнриладиган купхад булади,  чуню 
х ‘ —• 3 =  (х  — V 3 ) ( х  -f- Y 3 ) .  Шунингдек,  хакикий сон 
лар майдони устида келтирилмайдиган х* +  1 к^пха. 
комплекс сонлар майдони устида келтириладиган куп
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хад булади,  чунки я 4 +  1 =  (х  — 0(-* +  г)- Шу сабабли 
/ ( я )  купхаднинг келтириладиганлиги ёки келтирилмас- 
лигини бирор майдонни кузда тугибгина гапириш мум* 
кин.

Келтирилмайдиган купхадлар куйидаги хоссаларга 
эга:

1°. Агар келтирилмайдиган р  (я)  купхад келтирил
майдиган иккинчи g ( х )  купхадга булинса, р  (я) ва 
g  (х)  бир-биридан узгармас купайтувчи билангина фарк 
килади.

И с б о т и .  Берилганига кура р (x) fg  (я) ,  яъни р{х)=*
— g ( x ) h ( x )  эди. Бунда h{ x)  нолинчи даражали куп- 
Xад булиши керак,  акс холда р  ( я )  келтириладиган 
купхадни ифодалайди.  Демак,  h (я)  ~= а  ва р(х)  =  ag( x) .

2°. Исталган / ( я )  купхад келтирилмайдиган ихтиё
рий р [ х )  купхадга ё булинади, ёки у билан узаро туб 
булади.

И с б о т и .  / ( х ) ва р  (х)  нинг энг катта умумий бу
лувчисини d  (х)  дейлик.  У холда р  (я)  =  d  (х)  ■ h (я )  
тенглик уринли булади. р { х )  келтирилмайдиган купхад 
булгани учун h ( x)  =  a  ёки d ( x ) = a  булиши кергк.

h (х) =  а  булган холда р  (х) =  ad  (я )  тенгликка ка
раб, f (х)  нинг d ( x )  га булинишини топамиз,  чунки 
f  (х)  нинг d ( x )  га булинишидан, унинг a d  (х)  га хам 
булиниши келиб чикади.

d [ x )  =  a  тенгликнинг бажарилиши /  (х)  ва р  <>х) 
ларнинг узаро тублигини курсатади.

3°. Агар Л (х),  /2 ( а : ) ,  . . f m(x)  к уп хадларн ин г  
;,еч бири келтирилмайдиган р (х)  купхадга булинмаса,  
уларнинг ft (х)  • ft (х)  • . . .  • / т (х)  купайтмаси хам 
р  (х)' га булинмайди.

И с б о т и .  2-хоссага асосан / ,  (х) ,  f2 (x),  . . ., f m(x)  
купхадларнинг 'хар бири р (х)  билан узаро туб булиб,.
55- § даги 4- теоремага мувофик, / ,  (я)  • / 2 (я) ■ . . .  X  
X f m(x)  купайтма хам р { х )  билан узаро туб булади.  
Демак,  бу купайтма р [х)  га булинмайди.

4°. Агар / , ( я )  • f i {x)  . . . fm(x)  купайтма келтирил
майдиган р ( х )  купхадга булинса,  /, (я ) ,  / 2(^) ,  . . .» 
f m( x ) купхадларнинг акалли биттаси р ( х )  га булина
ди.

5°. р (я)  келтирилмайдиган купхад булса, ар  (я )  
^ам келтирилмайдиган купхад булади.

И с б о т и .  а р ( х )  келтириладиган купхад булса,
о р ( х )  =  g  (я) • h (я)
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тенглик уринли булиб, бундан
р { х ) =  a - 1 g ( x )  ■ h( x)

тенглик келиб чикади. Еу эса р( х)  нинг юкорида ай- 
тилишига мувофик,  келтирилмайдиган булишига зид- 
дир.

Т е о р е м а .  S  майдон устида берилган ва дар а
жаси  1 дан кичик бул ма ган х,ар бир f ( x )  купхад  
шу майдон устида келтирилмайдиган  ку пхад  ёки. 
ке лтирилмайдиган  к у п х а д л а р  купайтмасига ёйила-  
ди, яъни

f ( x ) ~ - . p t ( x ) - p A x )  . . .  р г (х)  (2)
булиб,  бу ёй илма купайтувчилари узгармас купай-  
тувяиларгаяа аницлик даражасида ягонадир.

И с б о т и .  Теорема келтирилмайдиган Д х )  купхад 
учун равшандир,  чунки бундай купхад ягона йул би
лан куйидагича ифодаланади:

/ ( х )  =  / ( х ) .
Энди теоремани купхаднинг даражасига нисбатан 

математик индукция усулини куллаб исботлаймиз. Б и 
ринчи даражали купхад келтирилмайдиган купхад бул
гани сабабли, бундай купхад учун теорема уринлидир. 
Даражалари  п дан кичик купхадлар учун теоремани 
уринли деб хисоблаб, уни п- даражали / ( х )  купхад 
учун исботлайлик.

Шундай килиб, п-  даражали / (х) купхад берилган 
булсин (п >  1).

/ ( х )  келтирилмайдиган купхад булган холни юко- 
рида куриб утдик. Шу сабабли / ( х )  ни келтирилади
ган купхад дейлик.  Бу вактда

/  (л) =  / ,  (х)  • / ,  (х)  (3)
тенглик бажарилади.

/ j ( x )  ва f i ( x )  нинг даражалари нолдан катта, ле-  
кин п дан кичик булгани сабабли, бу купхадлар учун 
теорема уринлидир,  яъни улар келтирилмайдиган куп
хадлар купайтмасига куйидагича ёйилади:

fx (■*)— л  (л) ■ р 2(х)  . .  . p k (x),
U (■*) = Р Ш  {X) * р к+2 (х)  . . .  p r (X).

Бу  ифодаларни (3) га куйиб,

/ ( х )  = А ( х )  - р А х )  . . .  Рг(Х)  (4)
ни хосил киламиз.
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Энди (4) ёйилманинг ягоналигини исботлашгина 
колди. Фараз килайлик, f (х) купчая (4) дан бошка 
яна куйидаги келтирилмайдиган купхадлар купайтма- 
сига ёйилган булсин:

f ix )  = g, (x )g 2(x) . . . gs(x) (5)
(4) ва (5) ни тенглаштириб, ушбу тенгликни хосил 
киламиз:

р,(х)р,(х ) . . . рг(х) = g t(x )g 2(x) . . . gs(x). (6)
(6) тенгликнинг чап томони р,{х) га булингани учун 
унинг унг томони хам р^х) га булинади. Бундан 56-§ 
даги 4- хоссага асосан g i(x ) купхадларнинг акалли 
биттаси, масалан, gi(x) купхад р,(х) га булинади де- 
ган хулосага келамиз.

56-§ даги 1°-хоссага асосан ушбу тенгликка эга 
буламиз:

gi(x) = с,р,(х). (7)
Бу киймагни (6) га куйсак,

р,(х) ■ р2(х) .. . рг{х) = с,р,(х) g2(x) . . . 
ёки р, (л:) га кискартирсак

р2(х) ■ ръ{х) . . . рг(х) = c,g2(x) g.d{x) . .  . gs(x) (8) 
тенглик х°сил булади.

f(x)(8) тенгликнинг чап ва унг томони g (х) = --- -
Pl(x)

купхаднинг келтирилмайдиган купхадлар купайтмасига 
ёйилишидап иборат. Бунда g(x) купхаднинг даражаси 
нолдан катта ва п дан кичик эканини эътиборга олсак, 
фаразимиз буйича, бу к : пхад учун теорема тугри, яъни
(8) ёйилма узгармас купаьтувчилар аницлигида ягона- 
дир деган хулосага келамиз. Боащача айтганда г —
— 1 — s — 1 булиб, бундан г = s, яъни

g-j(x) = СзЪРя л), g3(x) =  с3р3(х), . . 
gr(x) = сгрг[х)

тенгликларни хосил киламиз. Бу тенгликларни (7) би» 
лан бирга олиб, ушбу г = s,

gi (x) = ci pi (x), g2(x) = ctp2(x), . . . ,
gr(x) =  cr P, Âj

натижага келамиз.
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Э с л а т м а .  (4) ёйилмада баъзи P i ( x )  к^п^адлар бир неча мар* 
та такрорланиб келиши мумкин. Масалан, р , (х) купхад а, марта, 
рг ( х) купцад а2 марта, ни^оят, pL ( * )  купх,ад at марта такрорланса, 
( 4 ) ёйилма

f  (х) = ар*' (х) ■ р\' (х) . . .  p\i (х) (9)

курииишни олади*. Бу ерда а, + s, -(- . . .  + at = п экани равшан.

57-§. Куп^аднинг ^осиласи

Мазкур мавзуни баён этишдан олдин цуйидаги ёр- 
яамчи тушунчаларни киритамиз:

1-те ор ем  а. Майдон нолнинг булувчиларига эга 
эмас.

Исботи .  Тескарисини фараз килайлик, яъни май
дон нолнинг булувчиларига эга булсин. Майдонда уш
бу

ах = b (1 )
тенглама а ф  0 булганда ягона ечимга эга булар эди. 
Шунга асосан

ах  =  0 (2)
тенглама ^ам а ф  0 булганда ечимга эга. а ф  0 булга
ни учун (2) нинг иккала тсмонини а-1 га к\пайтира- 
миз. Унда а~х • ах «= а-1 • 0 => х — 0 булади. Демак, 
а  • b — 0 муносабат майдонда а — 0 ёки Ь =  0 булган- 
дагина уринли экан, яъни майдон нолнинг булувчила
рига эга эмас.

2-теорема.  Ихтиёрий майдон учун цуйидаги 
иккита тасдщдан биттаси ва фащт, биттаси до
имо уринли булади:

а) v n £ N ,  v a  £  (а Ф  О А  п ф 0)=>(/ш Ф  0);
б) V а £ о6?, зp Q N  (р — туб сон) ра =  О

ва бундай туб  сон ягона.
И сбо ти .  Фараз килайлик, а) хол уринли булма- 

син. Унда б) ){ол уринли эканини курсатамиз. Ихтиё
рий элемент учун шундай q ^N  элемент топила- 
дики, натижада aq = b муносабат уринли булади.

Майдонда купайтириш амалининг ассоииативлши- 
дан nb =  ti (aq) =  (п • a) q =  0 • q = 0, яъни nb^= 0 ^о-

* (4) ёйилмада бир-биридан узгармас купайтувчилар биланги- 
на фарк к;илган купхадлар мавжуд б^лганидан а купайтувчи пай- 
до булади.
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сил булади. Бу ерда b элемент ^майдоннинг ихтиё 
рий элементи булганидан б) тасдикни майдоннинг бир- 
лик элементи е учун бажарилишини курсатиш ки- 
фоя.

Х,озиргина курганимиздек, пе = 0. Бундан (—п)е = 
=  0 булади. п ва — п дан бири мусбат. Демак, ke =  0 
шартни каноатлантирувчи k натурал сон мавжуд. Ле- 
кин, натурал сонларнинг ихтиёрий кием туплами доим 
энг кичик элементга эга. Айтайлик, k • е ~  0 муноса- 
батни Каноатлантирувчи k ларнинг энг кичиги р бул
син. р нинг туб сон эканлигини курсатамиз. р Ф  1, 
чунки акс холда 1 • е —»е • 1 = е — 0 булиб колар эди. 
Аммо майдонда ефО.

Агар р мураккаб сон булса, у холда р =- q ■ г тенг
лик бажарилиб, бу ерда \ < q < p ,  1 < г </? булар 
эди. У холда купайтириш амалининг асеоциативлиги- 
дан куйидаги тенгликни хосил киламиз:

ре «= (<7 • г) • е — (<7 • е)(г • е) — 0, ре =  0.
Майдон нолнинг булувчиларига эга булмаганлиги- 

дан qe =  0 ёки ге = 6. Бу тенгликларнинг биттаси хам 
уринли булмаслиги керак, чунки ke=*0 муносабатни 
каноатлантирувчи k ларнинг энг кичиги р эди. Демак, 
р туб сон экан.

Энди k • е = 0 муносабат бажарилганда k нинг р га 
булинишини курсатамиз. )̂ ар кандай k учун колдик- 
ли булиш теоремасига асосан ушбу муносабатни хосил 
Киламиз.

k =  pq +  r  (0 < г  < р). (3)
(3) нинг иккала томонини е га купайтирамиз, яъни 

ke =  ( pq + г) е тенгликни хосил килиб, бунда k • е — О 
булганидан (pq) е +  г • е =  0 тенгликни ёза оламиз.

Майдон коммутатив булгани учун 0 =  (р ■ q)e  +  
4- re = q(pe) + re *=<7 • 0 +  г • е = 0 +  г • е ёки ге = 0  
тенгликни хосил килдик. Бу тенгликда е фО  булгани 
учун г =  0 булади.

Демак, k = pq булиб, k\p булади. Бундан р нинг 
р е = 0  муносабатни каноатлантирувчи ягона туб сон- 
лиги келиб чикади.

1-таъриф.  Агар ^  майдоннинг хар кандай а 
элементи ва нолдан фаркли ихтиёрий п бутун сон учун 
п аф  О булса, у холда <£? майдон ноль характерно- 
тикали майдон, бирор р туб сон учун — О бул-
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ганда эса S '  майдон р характеристикали майдон 
дейилади.

Барча сонли майдонлар ноль характеристикали май
дон булади, чунки п • 1 = п булиб, п • 1 —» 0 тенглик 
фа^ат ва факат п =  0 дагина бажарилади.

Ми со л. Г, 2, 3, 4) туплами т  =  5 модуль
буйича тузилган синфлар халкаси булсин. Бу халкада 
а х = b тенглама а ф Ъ  булганда доимо ечимга эга Д е
мак, е/Г х,алка майдон экан. Бу ерда oft майдон р *=*
=-5 характеристикали майдон, чунки Т (} е%  учун 
5- 1 = 5 = 0.

Мураккаб модуль буйича тузилган хал^а майдон 
булмайди, чунки m = 6 булганда еЛГ=  {О, Г, 2, 3, 4. 
51 халка 2-3 = 0 булгани учун нолнииг булувчиларига 
(2ф 0, 3 фО) эга. Майдон эса нолнинг булувчиларига 
эга эмас эди.

Энди купхадлар хосиласи тушунчасига кайтамиз.
/ (х) — а0хп +  а,хп~' +  . . . +  ап̂ х  -f ап

купхаднинг коэффициентлари ноль характеристикали 
&  майдондан блинган булсин.

Бу купхаднинг биринчи тартибли хосиласи деб
/' (л*) =  па0хп~1 +  (п — 1) а ]хп~2 +  . . . +

-j-2a.n-ix  4- (/«_i (4)
купхадни айтилади. Биринчи тартибли хосиладан олин- 
ган хосила иккинчи тартибли хосила дейилади ва у 
f " (к ) каби белгиланади. Хар цандай п- тартибли хоси
ла ( я — 1)- тартибли хосила оркали аникланади.

Нолинчи даража'яи ва ноль купхадлар хосиласи 
одатда нолга тенг деб олинади.

Агар п- даражали купхаднинг кетма-кет п марта 
хосиласини олсак, /(л) (х) — п\а0 булиши аник- Охирги 
купхад нолинчи даражали купхад булганлигидан 
/<я+1) (х) =  0 булади.

Демак, п- даражали купхаднинг ( я -f 1)- тартибли 
хосиласи нолга тенг экан.

Купхад хосиласи тушунчасидан фойдаланиб, куйи- 
дагиларни исботлаш мумкин:

1- (/ (* ) + g (Х)У =  ( ' (•*) +  ё ' (•*) (йигидининг хо
силаси);
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2. (/ (a ) • £ (х)У =  /' (л) g- (a) +  f (x) g' (x) (купайт- 
манинг ^осиласи).

Биз бу тенгликлардан иккинчисининг исботини кел- 
тирамиз. Фараз цилайлик.

g (x )^ b 0xm + blxm~[ +  . . .  + b m- ix  +  bm (5)
булсин. У ^олда g (х) нинг биринчи тартибли ^осила- 
си деб биз куйидаги куп\адни тушунамиз.

g'(x)=- mb0xm-1 + ( т  — 1) Ьх хт ~2 + . . .  +
+  %bm-2X +  Ьт —\. (6 )

f ix )  ва g (х) нинг купайтмаси
/ (х) ■ g (х) = а0Ьохт+п +  (а0Ь1 +  а>Ь0) хт+п~х +
+  (а А  4  а,й, + а2Ь0) хт +п-2 4- . . .  +  (а ^ т _ 24  

4" а„-1 bm-\ 4  Cla-l bm) X2 4" (<2,г Ь гп -1 4  CLa-1 b т ) х -j- а пЬ т
булиб, бу купайтманинг х,осилаеи

(/ (х) • g (х))' =  (п + т )  апЬихп+т -' -\-(п + т  — 
- \ ) (a 0bl + a l -b0)x n+m̂ +  . . .  + 2  (алЬт- ,+
+  ап-1 b,„-1 +  а„- 2 Ьт ) х -j- (aÂ - i  4  ап-\ Ьт ) (7)

каби булади.
Иккинчидан, (5), (3) ва (6) ни хадлаб купайтириб, 

натижаларини кушсак,
Г  (x )g  (х) + / (a) g' (а) =  (т  4  n)\aQb0xn+m-[ -{-j 

4- (п 4  т  — 1 )(a0bi 4- a,b0) xn+m~2 4- . . .  4- 
4-2(Сд 6/71-2 4- &П- 1 bm- 1 4" ап—2 Ьт )х +

4" (ап Ьт—1 4  О-п-Х 11 т ) I 8)
тенгликка эга буламиз. Энди (7) ва (8) ни солишгир- 
сак,

(/ (х) • g (х)У -  /' (a ) g {х) 4  / (х) g' {х) 
эканлиги келиб чи^ади.

58-§. Горнер схемаси

Агар х = а сон / (х) куп^аднинг илдизи булса, Бе- 
зу теоремасига асосан /(х ) купх;аднинг х = ч д-irn 
циймати г =  /(<х) =  0 булар эди. Колдикли булиш ieu- 
ремасига кура

/ (* )  =  (х-а)< р(л )4-Г
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тенгликдаги <р (х) нинг коэффициецтларинм ва г кол- 
дик х;адни д и с о б л а ш н и н г  бир усули билан танишай- 
лик. Бунинг учун <р(х) ва г ни номаълум коэффици- 
ентлар ёрдамида цуйидагича ёзиб оламиз:
а0хп +  a txn~l +  . . . +  ап-\Х + ah =  (х — а) (А * " -1 + 

+ A txn~2 +  . . . -г Ап—2 х + Ап—\) +  г.
Тенгликларнинг унг томонидаги кавсларни очиб, ик- 
кита купхаднинг тенглиги таърифига асосан, куйида- 
гиларга эга буламиз:

а0 = А0, а, =  Л, — оЛ0, а2 =  Л2 — аЛ„ . .
ak *“  Л  ~  аЛ ;-ь  • • •. «л-1 =  Л л_1 — яЛл_2,

a n =  r -  aA n_ v

Бу тенгликлардан Л, (г = 0, л) ларни ва г ни куйида- 
гича аниклаймиз:

A q — а п, А\  *■** vA^i asx Q-ч “I” ®Л|, • • •»
A k  =  a k +  a^ A- l, • • ч  A n-\ =  a n- l “t" аУ^Л-2'

r - a n +  <xAn^ .

Бу дисоблашларни куйидаги Горнер схемаси деб ата- 
лувчи схема ёрдамида дам бажариш мумкин:

а0 *1 . • > ап-1 ап

а Л Ak К-Х г

Хар бир Ак коэффициеигни топиш учун схемада 
унинг юкорисидаги ak га А^ дан олдин турган А 1г_ х 
ни а га купайтириб кушиш керак. Агар <р(х) купдад- 
ни яна бирор х — Р иккидадга булиш талаб этилса, бу 
схемани пастга караб давом эттириш мумкин. Умуман 
олганда, купхаднинг каррали илдизларини топишда дам 
шу усулдан фойдаланилади (53-§ га каранг).

М и с о л л а р .  1. +  2х — 5 учдадни х — 2 иккидад* 
нинг даражалари буйича ёзинг.
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Куйидаги схемани гузиб оламиз:

1 0 2 - 5

2 1 2 Ь 7

2 1 4 14

2 1 6

2 j 1

Бу жадвалнинг биринчи сатри х3 +  2х — 5 — (х — 2) X  
X  ( ха + 2х +  6) +  7 ни, иккинчи сатр эса х2 +  2х +  6 =■ 
= (х  — 2)(х  +  4) +  14 ни билдиради. Ьуларга асосан, 
х3 -Ь 2х — 5 =■ (х +  4)(х — 2)* +  14 (х — 2) + 7 ёки х +  
+  4 =» (х — 2) + 6 дан фойдалансак, х.3 + 2х — 5 =» 
«= (х — 2)3 +  6 • (я  — 2)3 +  14 (х  — 2) +  7 хосил булади.

2. х5 — 7л:1 + 12л:3 +  16л2 — 64х +  48 купхад учун 
х ==2 неча каррали илдиз эканлигини аникланг.

Бу мисол учун хам юцгоридаги каби цуйидаги схе
мани тузамиз:

1 —7 12 16 — 64 48

2 1 - 5 2 20 -24 0

2 1 - 3 — 4 12 0

2 1 — 1 - 6 0

2 1 1 —4

Демак, х = 2 уч каррали илдиз булиб, берилга'н 
купдадни

х:> — 7х4 —}— 12х3 -{- 16л:2 — 64 с —{— 48 =*
=  (х — 213 (х — х — 6)

шаклда ёзиш мумкин. Бу ерда х~ — х — 6 =» (х — 2) X  
X  (х+  1) — 4.
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59- §. Каррали купайтувчиларни ажратиш

Та ъ риф. Агар f (х) купхад 9* (л:) купхадга були- 
ниб, лекин 9°+1 (л) купхадга булинмаса, у холда 9 (х) 
купхад / (л:) купхаднинг каррали купайтувчиси де
йилади*,

Бу таърифга асосан, f (х) купхадни

( 1 )
куринишда ёзиш мумкин. Бунда g (x ) купхад 9 (л:) га 
булинмайди, чунки акс холда g (х) *= <р (х) ■ h 1х) ифо
дани (1) га дуйиб, ушбуни хосил киламиз: f (x )  =  
=  ср"+| (х) • h I х). Бу эса / (л) нинг (р“+| (х) га булини- 
шини курсатади.

Масалан, / (х) = х.ъ -f- х* +  х3 — xz — х — 1 купхад 
учун <р ( х) — х3 +  х  + 1 купхад икки каррали купай- 
тувчидир, чунки f (х) купхад (х*+ х + I ) 2 га булина
ди, лекин (х‘ +  х +  I )3 га булинмайди. Демак, 1(х) =

( х + х +  I )3(х — I )2 булади.
/ (х) *= х* 4- 2х3 +  2л2 +  Зх — 2 учун <р (л) =  л3-f 

+ 2х — 1 бир каррали купайтувчи, чунки
/ (х) — (х3 +  2х — 1) (х +  2).

Н х) = 5(х'~ — 4)4 (2х3 + л: — 1)3(л: +  1) (х4 — Зл:8 -f 1)ь 
купхад учун 9,(л:) =  л2 — 4 купхад турт каррали ку
пайтувчи, <р2 (х) = 2л:3 -)- л: — 1 купхад уч каррали ку
пайтувчи, ср3 (х) ■= х +  1 бир каррали купайтувчи ва 
94 (л:) = х* — Зх3 +  1 купхад беш каррали купайтувчи 
эканлиги равшан.

Теор-ема.  Агар келтирилмайдиган р (х ) купхад 
/■(а) купхад учун а. каррали купайтувчи булса, унинг 
Г  (х) хосиласи учун р\х) купхад а — 1 каррали ку
пайтувчи булади.

Исботи .  Таърифга кура / (х) ■= р\ х) g (х) булиб, 
бунда g (х) купхад р (х) га булинмайди. Энди /(л) 
нинг хосиласини оламиз:

f  (X) =  чрг~ \х )р '(х ) g (х) + р а(х) g' (х) =
= ра-1 (X) (ар' (х ) g (x ) + p (х) g' (х)).

* Таърифдан о (х) нолинчидан юцорп даражали к^щад экан
лиги куринади, чунки 9 (х) = а булса, f  (х) куп.\ад у (х) нинг ис- 
тал1ан даражасига булинар эди.
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Кавслар ичидаги йигинди р (х ) га булиимайди. Ха
кикатан, бу йигиндини h(x) билан белгиласак,

Р ' (* ) g (* ) =  a_1 h х ) -  a-» p (x )g ' (х)
тенглик досил булади. р' (х) ва g (х) айрим-айрим 
р{х ) га булинмагани учун 56-§ даги 3°-хоссага асо
сан бу купдадларнинг купайтмаси дам р(х) га булин- 
майди. Унг томондаги йигиндининг — а-1 р(х) g '(x ) ку- 
шилувчиси р (х) га б)'линади, агар a~1h(x ) кушилув- 
чи дам р (х ) га булинса, тенгликнинг унг томони, ва 
демак, чап томони р' (х) g (х) дам р (х) га булинар 

эди. Шундай килиб, h(x) купдад р (х) га булинмайди 
ва f  (х) «- pa~l (х) h (х) тенглик теоремани исботлайди.

Бу теоремадан /(х) нинг бир каррали р\х) купай- 
тувчиси / '(х) досила учун купайтувчи эмаслигини ку
рам из.

Куйида f (x )  купдаднинг каррали купайтувчилари- 
ни ажратиш усули билан танишамиз. /(х)купдад кел
тирилмайдиган купдадлар купайтмасига куйидагича 
ёйилган булсин:

f (х) — &P*' (х) • р̂ г (х) . . .  р*г (х). (2)
Бу ёйилмадаги дамма бир каррали келтирилмайдиган 
купдадларнинг купайтмасини X , оркали, биттадан олин
ган дамма икки ьмррали келтирилмайдиган купдадлар
нинг купайтмасини Х 2 оркали, биттадан олинган дам
ма уч каррали келтирилмайдиган купдадларнинг ку
пайтмасини Х ъ оркали белгилаймиз ва д. к. нидоят, 
келтирилмайдиган купдадлар орасида энг юкори s кар
рали купдадларнинг биттадан олиб тузилган купайтма
сини X s оркали белгилаймиз. Агар ёйилмада бирон k 
каррали купдадлар булмаса, X  k =  I деб дисоблаДмиз. 
Шундай килиб, юкоридаги ёйилма ушбу куринишни 
олади:

t (х) = а • Х у • Х\ • X t  . . .  X ss.
Масалан, f (х) купдаднинг Q майдон устида келти

рилмайдиган купдадларга ёйилмаси
/ (х) = 4 (х — З)3 (х — I )(х — 2)(3л:3 +  I)5 X

Х (2 х 2+1)5(х + 7)8
курииишда булса, бунда

Х х =  (х — 1)(х — 2), Х 2 =  1, Х 3 — х2 — 3, X t = 1,
Х ь = (Зх3 4- 1)(2х* +  1), * 6 =  1, А', — 1, * 8 =  х  +  7
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булади. Демак, бу мисолда
/(•*) =  4 * . X I  • Х \ . X ] . *5

булади.
f (х) нинг ( 2 ) бйилмасидаги хар бир pt (x) купай- 

тувчи Р (х) хосила учун битта кам каррали купайтув- 
чи булади (юкоридаги теоремага мувофик). Ш у сабаб- 
ли, Р  {х) учун X t купайтувчи булмайди, Х 2 эса бир 
каррали купайтувчи, Х 3 икки каррали купайтувчи бу
лади ва хоказо. Демак,

Р  (х) =  а Х 2 • Х\ • Х\ . . .  X ss-' . (х)
булиб, бунда <р, (х) оркали f ix )  га кирмайдиган к^- 
пайтувчиларнинг купайтмасини белгиладик.

f {x) ва Р  (х) нинг энг катта умумий булувчиси 
d\ (•*) бу икки купхад учун умумий булган купайтув- 
чилардангина тузилади. Ш у  сабабли у

d, (х) =  ахХ 2 • Х\ . . .  Х Г '
куринишда булади.

Худди юкоридаги мулохазани такрорлаб, dx (х) нинг 
хосиласи

d[ (х) — а ■ Х й • Х\ . . .  X ss~2 • ъ  (х)

куринишга эга деган хулосага келамиз. d,(х) ва d\(x) 
нинг энг катта умумий булувчиси эса куйидагидан ибо- 
рат булади:

d2 (* )  — а2 • Х 3 • X I  . . .  ^ Г 2.
Сунгра d2(x) ва унинг

d!i (х) = аХ ( • Х\ . . .  А Т 3 • «р3 (■*)
хосиласи учун энг катта умумий булувчи

й?3 (А) =  а 3̂ 4- X I  . . .  Л Г 3

эканини топамиз ва хоказо. Ш у йул билан, энг охи- 
рида,

ds- i (x) =  as-1X s, ds{x )~  1
купд-адларни хосил киламиз.

Энди куйидаги нисбатларни тузамиз:
/(*)



Натижада, каррали купайтувчилар цуйидагича аж- 
ралади:

Е-\ _ %  —

х  -f- 1

М и с о л. /(х)  *п х{ +  Xs — Зс2 — 5х — 2 купдаднинг 
каррали купайтувчиларини ажратайлик. Аввал /(х) дан 
досила оламиз.

Энди Евкдид алгоритми ёрдами билан f (x )  ва / '(х ) 
нинг энг катта умумий булувчисини топамиз:

4х* + 4х3 — 12л2 — 20 а: — 8 4 л.3 -f Зх2 — 6 х — 5
4х4 -|- Зл;3 — 6х ~ — 5х

73 -  6х2 — 15л: — {
4х3 — 24х*' — 60х — 32 
4х3 +  3** — 6х — 5

—27х’ — £4 с — 27 
х- +2х + 1

Демак, <[(<). Г  ( с)) ■= с/, (х) = х3 4-2х 4-1 булади 
d\ (х 1 ва d\ (х\ — 2 г + 2 досиланинг энг катга умумий 
булувчисини т п :м ;з:

_  х* 4- 2х 4- 1
х 2 4- х

_х 4 - 1  
х 4- 1

0

2x4-2

— *4--2

Бундан, (d, (х), с?!(х)) = 2 х -J-2 - d2{x), d.2 (х) =  2ч-\~
4-2 булади, Нидонт, di {x), d6{>c) «=« 2 ларнинг энг каг-
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та умумий булувчиси d3 (х) =  d2 (л:), (dг (л)) = 2, d-.' к) = 
«= 2 топилади.

Буларга асосан
Е х-  Е 2 =  ^ ~  =  х +  1,

rfi(JC) d2(x)

Е 3 =  = я  4- 1
d3(x)

булиб,

Х , =  ± - х - 2 ,  Л, = f =  1, ^з =  Я 3 =  а:+ 1,

яъни А', =  д: — 2, X , =  1, /V, = jc +  1 булади. Демак, 
/(л ) = Л\ • X j  • Аз, яъни f (x ) = {х — 2)(х 4- 1 )8.
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60-§. Куп номаълумли купхадлар ^алцаси.
Бутунлик со^асининг трансцендент 

кенгайтмаси
L халка нолнинг булувчисига эга булмаган комму- 

татив халка, яъни бутунлик сохаси булсин. q%  хал- 
Ка L коммутатив халканинг нолмас кием халкаси ва 
хи хъ • • •. хт  лаР L халканинг элементлари булсин.

1-таъриф.  L халканинг кием халкаси ва L даги
хи х2.........  хт элементларни уз ичига олувчи
халканинг минимал кенгайтмаси халка ва x t, x lt 
. .  ., хт элементлар яратган L халканинг цисм х,алца~ 
си дейилади ва у \хи хг, . . хт ] каби белгилана- 
ди.

\хи х2, . . ., хт] халка <д% нинг кием халкаси 
сифатида ва л:,, х2, . . . ,  хт элементларни уз ичига 
олувчи L халканинг барча кием халкалари кесишмаси 
булади.

2-таъриф.  Куйидаги индуктивлик формулалари 
ёрдамида аникланадиган \х{\\к2\ . . .  [хт ] халкани 
oft халканинг т  каррали кенгайтмаси дейилади:

1) е%  [*|] [х2] — (о% [X,]) |jfa];
2) е%  [л:,] [агя] . . . \хт ] =* (о%\х%\\х̂ \ • • • [*m_ i | ) X  

X  [* „ ].
1- т е о р е м а. %алца L цалцананг коммута

тив цисм х,алцаси ва ли х2, . • •, xm£ L булса, у %ол- 
да

Q% \ X i ,  лг2, . . ., Х т\ =  I"^»11-^21 • • ■ \ х т\ 0 )

тенглик уринли булади.
Исботи .  т  =1 булганда теорема уринли. хал- 

кага т  — 1 та элемент киритилганда хам теоремани 
рост дейлик ва унинг от та элемент учун ростлигини ис- 
ботлайлик.

Таърифга асосан <£% |jflt х3, . . ., x m_ i ] С f ^ ,  xt, 
. . хт \ ва хт ^е%  [ * „  х2, . . ., хт \ булгани учун
(e/f Ixti х3, . . . ,  хт _ ij) \хт \ С  [хи х2, . . ., хт \ (2)
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муносабат бажарилади. Сунгра
x l t  . • м  Х т ( ]  ( о % Г  [ X j ,  Х 2, • I  •, Х т — l ] )  [ X m]

булгани учун
[ х , ,  Х 2, .  • •,  Xm] С  ( q %  [ x i i  Х 2, • . Х т — l ] )  [xm] ( 3 )

муносабат уринли. (2) ва (3) га асосан,
S i  [^1> -*2> . • хт ] == S i  [x i< Xj, . t >i хт —{\ fXт ]. (4)

Индуктивлик фаразига асосан,
S i  \х\* X2t •••) хт — 1 ] ™ S i  [ JCj J [^г] ••• [Х/п—l] (5)

«елиб чикади. (4) ва (5) тенгликлардан эса
S i \ xu х 2 ........хт \ — S i  [а-,][л-2] . . .  \хт ]

тенгликка эга буламиз.
3-таъриф.  Агар (1, 2, . . ., т\ тупламнинг ихтиё

рий 5 элементи учун S i  [,vr,, х2, . . далка xs эле
мент оркали S i  |Х|. х2, . . ., x^-i] далканинг оддий 
трансцендент кенгайтмаси булса, у холда S£ '[x u х2, 
. . ., хт \ далкани S i  далканинг т  каррали транс- 
.цендент кенгайтмаси, дейилади.

Эслатма. m =■ 1 булганда S i ‘ далканинг т  каррали транс
цендент кенгайтмаси gjijf х,алцанинг оддий трансцецдент кенгайт* 
зласи булади.

4-та ъ риф. S F  бутунлик содасининг т  каррали 
трансцендент кенгайтмаси булган S C \Х\, x i> •• •. х т ] 
далкани купдадлар халцаси, унинг элементини хи х2,

хт номаълумли купхад дейилади.
5-таъриф.  Камида иккита номаълумга боглик бул

ган купдад куп номаълумли купхад дейилади.
Куп номаълумли купдадлар 2, 3, 4, . . ., п номаъ

лумли булиши мумкин. п номаълумли купхад х*1 х?1 . . .  j 1 2
x j  куринишдаги чекли сондаги дадларнинг алгебраик 
йигиндисидан иборат булиб, бу ерда а;, . . ., 8,>0 
(£ = 1, п) лар S *  сонлар майдонига тегишли булган 
бутун сонлардир. п номаълумли купдаднинг курини- 
ши куйидагича булади:

a i Х1 ••• + хп +  ••• +
+  ап х"я х1п • • • V -  (6)
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п номаълумли купхад f(x ,, х2, . . . ,  хп), g (x „  х2, 
. . . ,  хп), . .  . каби белгиланади.

1, я) лар (6) купхад хадларининг коэф- 
фициентлари дейилади. П

(6) купхадни f (x u х2, . .  хл) =  ••••*»
i-l

куринишда хам ёзилади.
Агар at i= 0 булса, у холда (6) йигиндидаги хар бир 

а, ха̂х^1 . .  . х'п1 цушилувчи купхаднинг хади, <*<+?/ +
4- . . .  +8/ йигинди эса бу хаднинг даражаси деб ата-
лади.

п номаълумли купхаднинг даражаси деб шу куп- 
хаддаги цушилувчи хадлар даражаларининг энг катта- 
спга айтилади.

Масалан,рационал сонлар майдони устидаги х\-х2‘х\—
— Тх\хА-\-Ьх1г х̂  — х х купхадда биринчи х2г -х2-х$ =  
=  х\ ' х2 • х\ • х°л хаднинг даражаси 2 +  1 +  3 +  0=6,  
иккинчи —Тх\ • Хк хаднинг даражаси 0 +  4 +  0+  1 =
— 5, учинчи 5x1 ‘ х 4 * аДнинг даражаси 0 +  0 + 2 +  3 = 
=  5, туртинчи —х, хаднинг даражаси 1 +  0 +  0 +  0 =  
=  1 булади. Купхаднинг даражаси эса 6 га тенг.

(6) купхаднинг баъзи ёки хамма коэффициентлари, 
шунингдек, баъзи ёки барча а{, рг, . . ., 8f даража кур- 
саткичлари нолга тенг булиши мумкин. Масалан, а2 =  
■= а3 =  . . .  = ап = 0, а, == р, = . . .  =  8, — О булиб. ах 
коэффициент майдоннинг исталган элементини бил- 
дирса, (6) купхад

f  (X j,  Х%, . • ., Х п) “  flj

куринишни олади. Демак, S  майдоннинг хамма эле- 
ментлари хам п узгарувчили купхад деб хисоблана- 
ди. Хусусий холда а,=*а2= . . .  = а п=* 0 булса, у 
холда ноль купхад хосил булади. Биз уни f (хи х2,
. .., л:л) =  0 куринишда белгилаймиз. ахф  0 Оулса, у 
холда f (x u х2, . . ., хп) =» а, ни нолинчи даражали 
купхад дейилади. Ноль купхаднинг даражаси аниклан- 
маган.

(6) купхаддаги хи х2, . .  ., хп помаълумлар бир- 
бирига боглин; эмас, уларни исталган сон цийматни ка
бул цила олади деб хисоблаймиз. Бопщача айтганда, 
хар 'бир xt номаълумнинг цийматлари цолган номаълум-'
1 2 -9 8 0  177



ларнинг цийматлари билан боглщ эмас, яъни xt но
маълум колган номаълумларнинг функцияси эмас. Бун- 
дай узгарувчилар, одатда, эркин узгарувчилар деб ата- 
лади.

Айтилганлардан цуйидаги натижа чик;ади: хамма 
аи а2, . . ап коэффициентлардан акалли биттаси нол- 
га тенг булмаса, (6) купхад хам ноль купхад була ол- 
майди. Хацикатан,

тенгликдйн xt долган номаълумларнинг ошкормас функ
цияси эканини курамиз.

Демак, я, = а2 =  . . .  = а й =  0 шартдагина(6) куп
хад айнан нолга тенг.

5-таъриф.  f(x t, хъ . . хп) ва <р(л,, xit . . .,  хп) 
куп\адлардан хар бирининг исталган

хади учун иккинчисининг хам худди шундай (айнан 
г е н г )  х ад и  м а в ж у д  б у л с а г и н а , б у  икки купхад бир- 
бирига тенг дейилади.

6-таъриф.  (6) купхаднинг хамма хадлари бир хил 
даражали булса, у холда бундай купхад бир жинс- 
ла купхад ёки форма дейилади.

Масалан, Ц х и х2, х3) = 2х, x%xi — х\ лгл +  7x2 Яз —
— 4xtxixi купхад 6- даражали формадир.

Биринчи даражали форма чизикли Форма, иккинчи 
даражалиси квадратик форма, учинчи даражалиси ку- 
пик форма деб аталади.

Энди ос/ сонлар майдони устида берилган п но
маълумли иккита купхад учун кушиш ва купайтириш 
амалларини киритамиз:

f (x v х2, . . хп), <f(xu х2, . . ., xh) купхадларни 
кушиш деб, улардаги мос хадларнинг коэффициент- 
ларини кушишни тушунамиз: 

k, = t{ ( f = l ,  п) булганда

хадлар мос ёки ухшаш хадлар деб юритилади.

(7)
ва г 1 IЬ х ■ х* (8)
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Агар бирор хад П х и х2........ хп) ва ср(л*,, х2, . . .,
хп) купхадларнинг факатгина биттасида учраса иккин
чи купхадлаги бу хаднинг коэффициента ноль деб ту- 
шунилади.

(7) ва (8j каби хадларнинг купайтмаси деб
, k л.t к ±.t k j-tabx 1+ 1 • x./ 3 . .  . xnn n (9)

ифолани тушупамиз. Демак, f ( x u x2, . . ., xn) куп- 
хадни <p(x,, x2, . . ., xn) купхадга купайтириш учун
/(я,, х2, . . ., хп) нинг хар бир хадини cpfJC,, л2.........
хл) нинг барча хадларига купайтириш, кейин эса бир 
хил хадларни ихчамлаш керак.

Масалан, комплекс сонлар майдони устидаги f (хи 
х2, х3) = О +  i)xxx2 — ix2xl + x2 ва ср (л ,̂ х2, х3) =  
= Зх,х2 +  г'х3 купхадларнинг йигиндиси, айирмаси ва 
купайтмаси цуйидагича:

1. /(х,, х3, х3) + <р(х1( х2, Х 3) =  (4 + ( ' ) З Д - « 2Х
X  Хз -j* х2 + ix3\

2. /( х,, х2, х3) — ср(х„ ха, х3) = (—2 4- г) х, х2 —
— г'ха хз + х2 — хг3;

3. / (Xj, х2, х3) • 9 (х „ ха, х3) — (3 +  31) х 22 +  (г —
—  1 ) X , Х 2 Х 3 —  3 1 хл  Х 2 Х з +  Х 2 Хз -Ь Зх, Х2 +  гх2 х3.

2-теор ем  а. п номаълумли купхадлар туплами  
Халца булади.

Исботи .  Теореманинг исботини купхаддаги номаъ- 
лумлар соци буйича индукция усули асосида олиб бо- 
рамиз.

п = 1 да биз бир номаълумли купхадлар туплами* 
га эга буламиз. Маълумки, 50-§ га асосан бу купхад
лар туплами халка ташкил этар эди ва бу хал^а нол- 
нинг булувчиларига эга булмас эди. Фараз цилайлик, 
теорема k — п — 1 учун тугри булсин. Бошцача айтган- 
да, барча п — 1 номаълумли купхадлар туплами нол- 
нинг булувчиларига эга булмаган халк;а булсин.

Теореманинг k = п учун тугрилигини исботлаймиз. 
сонлар майдони устида берилган п номаълумли 

купхадни битта номаълумли купхад деб цараш мум
кин. Бу купхад коэффициентларининг хар бири хи х2,
• • -1 Хд_j номаълумли купхадлар булади. Агар коэф-
фициентлар т.упламини /?[xt, . . ., хя_1] десак, фярази- 
мизга асосан /?[.*,, х2, . . ., хд] нолнивг булувчилари
га эга булмаган халцадир.
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Иккинчидан, битта х„ номаълумли купхадлар туп- 
лами х3, . . ., x „_ i] да халца ташкил этади. Бу
халка биз излаган п номаълумли купхадлар халкаси 
булиб, у одатда о%Г[хи х2, . . . .  хл-ь хА] каби белги-
ланади. вЖ\хи х2.........хп-\\ нолнинг булувчиларига
эга булмаган коммутатив халка булганлигидан, 
х2, . . - * • „ ]  хам &  сонлар майдони устида курил- 
ган нолнинг булувчиларига эга булмаган коммутатив 
халкадир. Маълумки, бундай халцалар бутунлик соха- 
сини ташкил килар эди.

Демак, п. номаълумли купхадлар туплами бутунлик 
сохасидан иборат экан.

61- §. Куп  номаълумли купхадни лексикографик 
тартибда ёзиш

Биз бир номаълумли купхадларни одатда икки усул- 
да, яъни номаълумнинг даражалари усиши ва камайи- 
ши тартибида ёзар эдик. п номаълумли купхаднинг бир 
неча хадлари бир хил даражада катнашиши мумкин. 
Шунинг учун уни номаыумлар даряжаларининг усиши 
ёки камайиши тартибида ёзиш мумкин эмас. Бундай 
купхадларни маълум бир тартибда ёзиш учун цуйида- 
гича иш тутилади: п узгарувчили f (x t, ха, . . ., хп) 
купхад берилган булиб, бу купхаднинг икки хадидан 
цайси бирида х, нинг даражаси катта булса, уша хад- 
ни юкори деб хисоблаймиз. Бу хадлардаги х, нинг да
ражалари тенг булган холда эса кайси бирида х2 нинг 
даражаси кагта булса, уша хадни говори деймиз ва 
X. к. Бошкача айгганда, а, • х 1̂ • х^ . . . х «̂ ва а/х’1 X  
X  х ’2 . . .  Х'пп иккита хад учун нолдан фарцли (j.ft — 
айирмаларнинг биринчиси мусбат булса, биринчи хад ик
кинчи хаддан юкори деб аталади.

Масалан, 4xt x2x3xi ва — 2*2X3 х4 хадларда бирин
чиси иккинчидан юкори, x ,x 4x3xt ва х, х\ х3 х\ хад- 
ларла эса иккинчиси биринчисидан юцори.

/ (х 1, х3, . . ., хп) купхадни ёзишда биринчи урнн- 
га энг юкори хадни, иккинчи уринга колган хадлар 
орасида энг юь;ори булган хадни, учинчи уринга цол 
ган хадлар орасида энг юкори булган х^дни ва шу 
жараён охирги хад учун ёзилса, у холда /(х,, х2, . . ., 
х„) купхад лексикографик ёзилган дейилади.
180



Масалан, f(xu х3, х3, х 4) ■= 2xi — 4x1 ха +  х, х2 -f
+  Зх, Х2 — *2 + 6x3 х4 — xt а 3 х* + xl куп^аднинг лек- 
сикографик ёзилиши куйидагича булади:

f (х „  х3, х3, х4) =  Зх, х\ +  х, х2 +  2х, — х® х3 х4 —
—  4 X 2 X 3  +  Х2 +  6 x 3  Xt —  Х 3 .

Теорема .  Куп номаълумли купхадлар купайт- 
масининг энг юцори хада бу купхадлар энг юцори 
Хадлари купайтмасага тенг.

И с б о т и .  Теоремами f {хи х2, . . ва ср (хи х2,
. . x ft) купхад учун исботлайлик.

ах*‘ ■ х“з . .  . хап (1;

*ад /(х,, ха, . .  хп) куп^ацнинг энг юкори хади,
kx“1 • х“* . . .  л:11" (2)

1 2  П Х '

эса унинг исталган *ади булсин:
Ьх\' ■ х9* . . .  х9” (3)

х;ад <р(хи х 2, . .., хп) кугдаднинг энг юкори дади,
tx's • х'» . . ,  х'а« (4)

эса унинг исталган хади булсин.
Ушбу

а • &х;>+?‘ .jc«a+P* . . . x“"+?n (5)

k ■ t х*'^ ' ■ х^+"1 . .  . Х»п+'п (6 )
1 2  п

^адларнинг кайен бири юкори хад эканлигини аник* 
лайлик. (1) ва (3) хадлар, мос равишда, (2) ва (4) хад- 
лардан юкори булгани учун а, > р., ва Pj ^-v  Бундан
ai + Pi ^  t*i + vi-

Агар a, +  p ,> jx , +  v, булса, (5) л;ад (6) даддан юко
ри: a , +  р, ~  [X, +  V, булса (а, — [ij) +  (Р, — V,) =  0 ке
либ чикади. Аммо «1 — 11, ва р4 — v, амаллар манфий 
булмагани учун (чунки 4 ва p i> -v,) a, — p., =* О 
ва р, —  vt =  0 ёки а, =  ja, ва р, ■= v, деган натижага ке
ламиз. У долда а2^ (л 2 ва р2 >  м2 бажарилиб, я2 +  р2 >
>  jx2 +  v2 ни досил киламиз. Агар а, +  3, =  p., -f- v, бу
либ «2 +  ? 2 > [х2 +  72 булса, (5) хад (6) х,аддан юкори-
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дир; а2 +  Ps =  [*2 +  v2 булганда эса, юкоридагидек, <х2 = 
ва р2 =* v2 эканини топамиз ва х- к. Бу жараённи 

давом эттириб, (5) хаднинг (6) дан юкорилигини ис- 
ботлаймиз.

Агар i нинг барча кийматларида at + =. (i/ +  vi 
тенгликлар бажарилса, (2) хад (1) га ва (4) хад (3) га 
айнан тенг булади. Агар (2) ва (4) хадлардан а^алли 
биттаси (1) ва (3) га тенг булмаса, бирор L учун ал- 
батта аг -j- ^ - - Pi +  v, тенгсизлик бажарилади. Шундай 
Килиб, [1хи х2, . . ., хп) ва 9 (х,, х2, . . ., хл) нинг энг 
юкори хадларини купайтириш билан тузилган (5) хад
/ ( х2, . . хп) • ср (х,, х2........ хп) купайтманинг энг
юкори хадини ифодалайди.

Теорема иккитадан ортик купхадлар купайтмаси 
учун математик индукция усули билан исботланади.

62-§. Рационал касрлар майдони

Бир номаълумли купхадларнннг <£?[х\ халкаси бе
рилган булсин.

Биз уз олдимизга <£Р\х\ халкани уз ичига олувчи 
бирор майдонни куриш вазифасини куямиз. Бу май
донда кушиш ва купайтириш амалларини шундай тан- 
лаймизки, бу амаллар <£к\х\ даги мос амаллар билан 
бир хил булсин. Бопщача айтганда, dfi\x\ биз курмок- 
чи булган майдоннинг кием халкаси булиши керак.

Теорема .  Х,ар цандаа бутунлик со^асини уз 
ичига олувчи коммутатив майдон мавжуд.

Исботи .  Теоремани купхадлар халкаси учун ис- 
ботлаймиз. Бир номаълумли купхадларнннг &  \х\ хал
каси бутунлик сохаси эканлиги бизга маълум. Шунинг 
учун келгусида факат купхадлар халкаси тугрисида 
с^з юритамиз. о9 [л| халкани уз ичига олувчи майдон
ни куриш учун ср (х) ф  0 булгандаги тартибланган (А; 
ср) жуфтликлар т.упламини караймиз. Бу жуфтликлар- 
нинг бирор <?9"(х) тупламн майдон булиши учун улар- 
ни кандай коидалар асосида кушиш ва купайгиришни 
билишимнз керак. Бу коидаларни биз куйидагича ки- 
ритамиз;

1. tg  =  <рф -<=> (/; ?■) =  ( f ,  g)\
2. (/; ?) + (Ф; g) - (/ £  + *ф; ?g )i (1)
3. (/'; <?) • (ф; g ) =  (/ф; fg)-
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Жуфтликларнинг юцоридаги усулда киритилган та к- 
кослаш цоидаси рефлексив, симметрик ва транзитив 
булади.

Хакикатан,
а) (/; ?) = (/; <р), чунки / <р/ булади;
б) (/; ? ) =  (ф; £)=МФ; g) =  ( / ; ? ) ,  чунки S [ x \  

коммутатив булгани учун ва 1-шартга асосан
fg срф-. фср ~g/';

в) ((/; ?) =  (ф; g) А  (Ф; g) — (А; 0)) =>• (/; 9) =» (Л; 6). 
1)шартга кура в) богланишнинг чап томонини КУ-

йидагича ёзиш мумкин: (fg — срф) Д (фб =  ^Л).
Биринчи тенгликнинг иккала ^исмини 0 га, иккин

чи тенгликнинг иккала цисмини ср га купайтирсак, 
fg0 = <рф0 ва ф0ср =  ghy тенгликларга эга буламиз. Де
мак, fgO — gh<f. <£р [л] бутунлик сохаси булгани учун 
бу тенгликни f0«=cp/z каби ёзиш мумкин. Бу тенглик
ни 1) к;оидага асосан (/; ср) =  (h\ 0) каби ёзамиз. Энди 
№  9) жуфтликни цушиш ва купайтириш амаллари бир 
кийматли эканлигини курсатамнз:

((/; <p) = (/i; <P i ) A ( ? ;  g) = ( ? г. gt)) =>
=> ((A; tp) +  ('pi; #) =  (/г, Ti) +  (<рг. gi)) А  

A ((/ ; <р) • Op; g) =■ (Л; <pi) • Орг. £i));
(/; ? )  =  (Л ;  ? i ) .  (<p; g ) * = ( 9 <;

Бу таккослашларни мос равишда
t . ip, =  ср . /„ 9 • g, = g • 9, (8)

каби ёзиш мумкин. Энди
(/5 <р) + (ф; г ) -  (/£ + <РФ; ?g).

(/ ; <р) • (Ф; g )=  (/Ф; 'pg)
тенгликлардаги жуфтликларни (Л? 'Pi) ва (Th T̂i ) жуфт- 
ликлар билан алмаштирамиз. Унда

(Л ; ? | ) +  (Ф15 +  9i8t)'
(/ 1" <Pi) • (<РГ. g.) = (Л • <Pi5 <Pi£i)

тенгликлар хосил булади. Бу тенгликларга асосан, ик- 
кита тенг жуфтликнинг йитнди ва купайтмаси таккос- 
ланар экан, яъни

(/g + ^Ф) T.gi =  (/1̂ 1 Н- Т1Ф1) 'PS'. (3)
/ф . 9ig, — 9'g • /,<]>,. (4)
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Биз бу тенгликлардан биринчисини текширамиз. Бу- 
нинг учун унинг чап томонидаги кавсларни очсак,

(fg't^gi +  «рф?.^) =*- (/«Pi • gg i +  fg i • 4»«Pi)- 
Агар (2) тенгликлардан фойдалансак, уни

?/ i • gg i +  £<Pi • <РФ1 = (/i^i + <Pi<h) ?g
каби ёзиш мумкин. Бу тенгликнинг унг томони (3) 
нинг унг томонидан иборат. (4) тенгликни текшириш* 
ни укувчига тавсия киламиз.

Энди бу жуфтликлар майдон аксиомаларини кано- 
атлантиришини курсатамиз.

1. (/? ? )  +  (Ф; g) — (fg +  4РФ; ?g ) =  (lH  + /gr! ?g ) =
=  (Ф? +  gf; g f ) = (ф; g) +  (/ ; <р) (кушиш коммутатив);

2. (/; <р) • (Ф! g) — (/ф; ?g) =  (ф /; £<р) =  (/; ? ) (ку
пайтириш коммутатив);

3 .  ( ( / ;  ? )  + ( ф ;  g ) )  +  ( Л ;  6 )  =  ( ^  +  ф ф ;  <pg) +  ( A ;
е)  =  ( /<§■ +  <рф) 9 +  'Fg S ) =  { / g °  +  'РФ8 +  <Pg"A; cpg0) =  
= 1/̂ 0 +  <Р(ф9 + gA); <pgB) =  (/; Ф) +  cp(0+g/z; g6) =  (/; 
? )  +  ((Ф; g )  +  ( A ;  ® ) )  ( к у ш и ш  а с с о ц и а т и в ).

Купайтириш амалининг ассоциативлиги хам шу 
усулда текширилади. Бу туплам (0; 0) куринишдаги 
ноль элементга эга булиб, 0=^0 булади. Хакикатан,

( / ;  ? )  +  (0 ; 6) =  (/6 + 0 ? ; <рб) =  ( / б ;  <р0).

(/0; <р0) =  (/; ср) ни 1-шартга асосан
((/срО = 9/6) => ( /ср *= с?/)) =>- (/; ср) =  ( /; ср)

куринишда ёза оламиз. Демак,
( / ;  <р) + ( 0 !  0 ) -  ( / ;  <Р).

(/; ср) +  (—/; <р) = (О; ф2)==0 булгани учун (—/; ср) 
жуфтлик (/; <р) жуфтлик учун карама-карши элемент 
булади. Бу тупламнинг бирлик элементи (0; 6) = е 
жуфтликдан иборат. Хакикатан, (/; ?)• (9; 0) =  (/0; срб) =  
=  (/;©). Тупламда бирлик элемент мавжуд булгани 
сабабли унинг (/; <?)ф0 элементи учун тескари эле
мент хам мавжуд булиб, у { ср; / ) дан иборат. Чунки

(/; ?) ■ (<?; /) = (/'?; ?/) =  (/?; /9) —
Купайтириш амалининг кушишга нисбатан дистри- 

бутивлагини хам курсатиш мумкин. Буни укувчига
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тавсия циламиз. Демак, ( f\<р). жуфтликларнинг <£Р (х) 
туплами коммутатив майдон булар экан.

Биз юкоридаги жуфтликлар учун киритилган муно
сабат рефлексивлик, симметриклик ва транзитивлик 
хоссаларга эга эканлигини курсатдик. Маълумки, агар 
бирор р муносабат рефлексив, симметрик ва транзитив 
булса, бундай муносабат эквивалентлик муносабати де- 
йилар эди.

Эквивалентлик муносабати (/; 9) жуфтликлар туп- 
ламини эквивалентлик синфларига ажратади.

Таъри ф .  р эквивалент муносабат ёрдамида хосил 
Килинган (/; tp) жуфтликлар тупламининг ихтиёрий син-

/ ( х)фи рационал каср дейилади ва уни — j(/ (a ), 9 (A) (j
£ ? (х )ф О )  куринишда белгиланади.

Энди <& (х) майдонда S< [х\ халка билан изоморф 
булган <?У [х] халка мавжудлигини курсатамиз. Бу ер- 
да <Ф [х] халканинг хар бир элемента шу халка икки- 
та элементининг нисбатидан иборат булиши керак.

Бошкача айтганда, г?/ [х] майдон элементлари ора- 
сидан f  (х) =■ 9 (х) • ф (а) куринишга эга булган 9 (A) 
элементлар тупламини [л] деб белгилаймиз.

с#- [х] as |л-] ни курсатиш учун [х\ нинг / (х)
---- г . f i x )элементига 0°/ [а] нинг —— элементини мос куямиз.

Бу мослик узаро бир кийматли булиб, бу мослик эле
ментларни кушиш ва купайтиришда хам сакланади. 
Хакикатан,

а) ( ^ - ^ )  =*(/(*)• 1 = ?(-*) • ! )= > (/ (* )- ? (* ) ) ;
fix )  , <t{x) fix )  • 1 +  <p(jc) • 1 f (x ) + tp[x)mб) — + — = --------------- r -  ,

B) =  Л-У) • ?(-*)
1 1  1 

f(x)Шундай килиб, куринишдаги касрларга тенг каср-
лар синфи о9 {х) майдонда <£# [х\ халкага изоморф 
кием халка ташкил килади.

Агар g (л) Ф  0 булса, —— касрларга тенг каерлар
ё (X)
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(?(х)синфи  ̂ касрларга тенг касрлар синфига тескари 
булади.

f ix )  1 _  f ix )
1 g ( x ) g (X)

тенгликдан o9 (x ) майдоннинг барча элементларини 
et?[x\ халкадаги купхадлар нисбати дейиш мумкин.

Ихтиёрий <£Р майдон устида о^(х) рационал каср
лар майдонини туздик. Купхадлар халцаси урнига бу
тун сонлар халкасини олсак, уша усул билан рационал 
сонлар майдонини тузиш мумкин. Бу иккита холни 
бирлаштириб, хар кандай бутунлик сохаси бирор май
доннинг кием халкаси булади деган тасдик;ни хосил 
киламиз.

Э сла тм а .  Бир неча узгарувчили купхадларнинг 
рационал каерлари туплами хам майдон булади ва 
<£Р\хи х2, . . ., хл] халца е7*(хи х2, . . . .  хк) майдон
нинг кием туплами булади. Бу тасдикнинг исботи худ- 
ди юкоридаги каби усулда бажарилади.

63-§. Куп номаълумли купхадларни 
келтирилмайдиган купхадлар купайтмасига 

ёйиш

Биз бир номаълумли купхадлар учун келтирилади
ган ва келтирилмайдиган булишлик хакида гапириб 
утган эдик. Купхадларнинг келтириладиган ёки келти
рилмайдиган булишлиги бир неча номаълумли купхад
лар учун хам уринли.

Бундан сунг f (x u х2........xh) купхаднинг узгарув-
чиларини ёзиб утирмасдан, уни / оркали белгилаймиз.

1-та ъ р и ф. Агар ^  [*,, х2, . .., хп\ халцада = 
«= срф тенглик бажарилса, / купхад ср купхадга були- 
нади дейилади.

Куп номаълумли купхадларнинг булиниши хам бир 
номаълумли купхадларнинг булиниши хакидаги барча 
хоссаларга эга.

2-таъриф.  Даражаси га тенг булган куп но
маълумли купхадни <£Р\хх, х2, . . Хъ\ халканинг хар 
бирининг даражаси бирдан кичик булмаган камида ик
кита купхад купайтмаси шаклида ёзиш мумкин булса, 
/  купхад &  майдон устида келтириладиган, акс хол-
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да &  майдон устида келтирилмайдиган купхад де
йилади.

1-теорема .  d P [x u х3, . . ., хп] х&лцанинг дара
жаси бирдан кичик булмаган хар бир купхади кел
тирилмайдиган купхадлар купайтмасига ёйилади ва 
бу ёйилма нолинчи даражали купхад аницлигида 
ягонадир.

Теореманинг исботини купхаддаги номаълумлар со
ни буйича индукция принципи асосида олиб борамиз. 
Бир узгарувчили купхад учун теореманинг исботини 
биз олдин куриб утган эдик. Фараз килайлик, теоре
ма п номаълумли купхад учун уринли булсин. Унинг 
тугрилигини п +1 номаълумли купдадлар учун кур
сатамиз. п +  1 та х, хи х2, . . ., хп номаълумли куп
хадни ср {х) оркали белгилаймиз. Бу купхаднинг коэф
фициентлари d^fxu х.,, . . ., лй] халь;ага тегишлидир. 
Теоремани исботлаш учун куйидаги ёрдамчи тушунча- 
лардан фойдаланамиз.

3-таъриф.  Агар <р (х) купхаднинг барча коэффи
циентлари узаро туб булса, у холда <р(х) примитив 
купхад дейилади.

Бу таърифга асосан ср (х) нинг барча коэффициент
лари d? I*,, х2........хп\ да бирорта хам келтирилмай
диган умумий купайтувчига эга эмас.

2-теорема .  <^\хи х2, . ■ хп\ халКадан олин
ган иккита f ва ср купхаднинг / • 9 купайтмаси би
рор келтирилмайдиган р купхадга булинса, у х°лда 
/ ва ср купхад ларнинг камида биттаси р га булина
ди.

Исботи .  Тескарисини фараз килайлик, яъни / ва 
о нинг бирортаси хам р га булинмасин. У холда ку
пайтма иккита ёйилмага эга булиб, уларнинг бири р 
га булинади, иккинчиси эса р га булинмайди. Бундай 
булиши мумкин эмас. Демак, фаразимиз нотугри экан.

1 - л е м м а ( Г а у с с  л е м м а с и). Иккита прими
тив купхаднинг купайтмаси яна примитив купхад 
булади.

Исботи .  Фараз килайлик, коэффициентлари о°/ [xit 
•fa, • • •> -гл] халкадан олинган иккита 

f  (х) =  a0xk + a ,* * "1 +  . . .  +  aixk~i + . .  . +  ак, ( 1)
g^xj — b^-^b^x1 . . .  + bjX !-J -\- . . .  + b t (2)
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примитив купхад берилган булиб, уларнинг купайтмаси 
/(•*)• g (■*) -‘ СйХк+1 +  СхХк+1-1 +  . . .  + c i+/xft+/-('+/) +  

-f- . . .  -f- Ck+i (3)
куринишда булсин.

Тескарисини фараз киламиз, яъни (1) ва (2) прими
тив булиб, (3) примитивмас купхад булсин.

f ix )  ва <р (jc) примитив булгани учун улардаги ко- 
эффициентларнинг камида биттаси (масалан, at ва Ь,) 
келтирилмайдиган p= °p{Xt, х2, ■ • ., хп) купхадга бу
линмайди. (3) купайтма примитив булмагани учун, 
унинг барча коэффициентлари р (х и х2, . . ., хп) га 
булинади. Бу ерда х*+1~{1+,) узгарувчининг коэффици
ента с1+/ куйидаги куринишга эга:

с 1 +) = afij +  ai—\bj+\ + . . . - { -  +
+ аг+2^у-2+ . . .  (4)

Фаразимизга асосан (4) тенгликнинг чап томони ва 
унинг унг томонидаги биринчи наддан бопща барча 
хадлари келтирилмайдиган р (х и х2, . . ., хп) купхадга 
булинади. Демак, аг6, з̂ ам р (х и х2, . .., хп\ га були
нади. Бу эса f {x )  ва g (х) нинг примитив купхадлар 
эканлигига зиддир. Бу зиддиятлик биз цилган фараз- 
нинг нотугрилигини билдиради. Демак, t (x )- g (x )  
примитив купхад экан.

Бир неча узгарувчили купхадлардан тузилган ра
ционал касрлар туплами майдон булиши бизга маъ-
лум. Агар бу майдонни х2........ хл) деб белги-
ласак, бу майдон (62- § га асосан) d ? [x u х2........ хп\
халкани уз ичига олади. Энди (хи х2, . . ., хп) ■» Q 
деб, Q [а| купхадлар халкасини караймиз. Коэффици
ентлари С?[л| халцага тегишли булган хар кандай <р (я) 
купхадни куйидагича ёза оламиз:

? (* )  = -£./(*), (5)О
(5) да b махраж ср (х) купхад коэффициентларининг 
умумий махражи, а эса бу коэффициентлар суратла- 
рининг умумий купайтувчиси булиб, f (х) примитив 
купхаддир.

Юкоридаги тенглик уринли булган холда ср (х) ни 
f (х) га мос деб оламиз, У холда куйидаги лемма 
уринли.
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2-лем м а. Хар цандай <р (х) купхад учун унга мос 
примитив f (x )  купхад мавжуд ва у d&(xu а 2, . . 
хл) майдондан олинган купайтувчи анщлигияа яго- 
надир.

Биз юцорида f (х) купхад мавжудлигини курсатган 
эдик, энди унинг ягоналигини курсатамиз. Тескариси- 
ри фараз килайлик, яъни 9 (a) учун ушбу

Ф (x) = ^-g (x ) (6)а
тенглик уринли булиб, g (х ) примитив купхад булсин.
(5) ва (6j дан

adf (х) = beg (х) (7)
келиб чицади. (7) тенгликдаги ad ва Ьс лар [л:,,
х2.........а а | халкадаги биргина 9 (a ) купхад коэффи-
циентларининг умумий купайтувчисидан иборат. Бу ку- 
пайтмалардаги хар бир купайтувчи п номаълумли бул- 
ганлигидан асосий теорема булар учун тугри булиб, 
улар бир-биридан нолинчи даражали купайтувчи би- 
лангина фарк килади. Демак, / (а ) ва g (х) примитив 
купхадлар хам шу нолинчи даражали купхад билан 
бир-биридан фарк килади.

3-лемма .  Q [ a ] халцадан олинган иккита куп
хад купайтмасига бу купхадларга мос келувяи при
митив купхадлар купайтмаси мос келаои

И с б о т и .  2-леммага асосан хар кандай иккита 
9  (а ) ва Ф ( а ) купхад учун

9 (х ) =  -1 f (а ) ва ф(А) =  ^-g{x)
о а

тенгликлар рост булиб, бу ерда / ( а )  ва g(x )  прими
тив куп^адлардир. Агар буларни хадлаб купайтирсак,

9 (х) ф (а) / (а ) • g ( х)

тенглик хосил булиб, бу ерда Гаусс леммасига асосан 
f ( х ) • g (х) примитив купхад булади.

4-л е м м а .  Агар Q|a|  халцанинг бирор 9 (a)  куп- 
хади Q майдон устида келтирилмайдиган булса, 
унга мос келувяи f(x)  примитив купхад хам ШУ май- 
дон устида келтирилмайдиган купхад булади ва ак- 
синяа.
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Исботи .  Тескарисини фараз килайлик, яъни 
jt5, . . ., хп) майдонда / купхад келтириладиган булиб, 
/ = . f9 тенглик уринли булсин. Бунда /, ва /-2 нинг 
х;ар бири л: узгарувчига боглик булади, акс холда f 
купхад Q майдонда примитив булмас эди.

' (х) купхад у {х) га мос келувчи примитив купхад 
булгани учун

= /,) • и

тенглик тугри. Бу тенглик 9 (х ) нинг Q устида келти
риладиган купхад эканлигини билдиради. Бу эса на- 
тижа шартига зид. Демак, f (x )  ни келтириладиган 
купхад деб килган фаразимиз нотугри экан.

Агар <?{х) купхад Q майдон устида келтириладиган 
булса, унда 9 (х) = ср, (х) • ср2 (х) тенглик уринли бу
либ, 9, (х) ва 92 (х) га мос келувчи примитив f, (х) ва 
Г2(х) купхадларнннг хар бири узгарувчининг функция- 
сидан иборат. Бу купхадлар купайтмаси, 2-леммада 
куриб утганимиздек, <£Р майдон элементи купайтмаси 
аниклигида ягонадир.

5-лемм а. Примитив купдаднинг келтирилмай
диган купдадлар купайтмасига ёйилмаси (£Рсонлар 
м \йдонидан олинган узгармас купайтувчи атщлиги- 
да ягонадир.

Исботи .  / примитив купхад ёйилмаси куйидаги 
куринишда булсин:

/ = Л •/» . . .  (8)
Бу ёйилмадаги хар бир /, (i = 1, п) купайтувчи п та 
узгарувчига боглик булиб, улар алохида-алохида при
митив купхад булади. Акс холда / хам примитив куп
хад булмас эли.

Бу ёйилмани примитив / (х) купхаанинг Q =  <£Р(хъ 
х2, . . ., хп) майдон устидаги келтирилмайдиган куп- 
хадларга ёйилмаси деб хараш мумкин. Бир номаълум
ли купхадлар учун ёйилманинг ягоналигини биз била- 
миз. Бу ягоналик Q майдондан олинган купайтувчи 
анш<лигичалиги бизга маълум. Лекин, ft лар примитив 
купхадлар булганлиги учун бу купайтувчи узгармас 
сондан иборат. Демак, (8) ёйилма о Р  сонлар майдо- 
нидан олинган узгармас купайтувчи аниклигида ягона 
экан.
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Энди асосий теореманинг исботига утамиз:
^ | х , ,  х2, . . а а] халканинг хар ^андай келтирил

майдиган купхади <£?\хи х2, . . . ,  лй] халкада келти- 
рилмайдиган купхад ёки келтирилмайдиган примитив 
купхад булади. Демак, ? ( л 1, х2, . ... хп) купхад кел- 
тирилмайдигац купхадлар купайтмасига ёйилган булса, 
уни 2-леммага асосан

<Р (а ) =  и  (х ,, . . ,, Х п) • f (X 5 X it ■ ■ i, x n)
куринишда ёзиш мумкин булиб, бу ерда а купайтув
чи х га боглиь; булмай, / эса примитив купхаддир.

Индуктивлик цонунига асосан теорема а(х,,  х2,
• • •« хл) учун рост. 5-леммага кура я + 1  та номаъ
лумли примитив /(х)  купхаднинг келтирилмайдиган 
купхадлар купайтмасига ёйилмаси хам майдондап олин- 
ган узгармас купайтувчи аницлигида ягонадир. Шун
дай цилиб, теорема тула исбот этилди.

Биз биламизки, даражаси иккидан кичик булмаган 
бир номаълумли /' (х) купхад бирор майдон устида 
келтирилмайдиган булса, бу купхад учун кенгай!- 
ма майдон булган да келтнриладиган булар эди. 
Бир неча номаълумли купхадлар учун бу тасдик туг- 
ри эмас. Бопщача айтганда, куйидаги мулохаза урин
ли:

Хар кандай майдонда хам келтирилмайдиган куп 
номаълумли купхад доимо мавжуд. Масалан, агар ср(х) 
купхад майдон устида берилган бир номаълумли 
купхад булса, /(х; у) =  <р(х) +  у купхад ^  нинг хар 
^андай с# ' кенгайтмаси устида хам келтирилмайдиган 
купхад булади. Агар тескарисини фараз киласак, ф  ' 
майдон устида

/(-*; У) — у) • h(x\ у) 
тенглик уринли буларди. Бу ерда g{x\ у) ва h(x\ у) 
нинг камида биттаси у номаълумга боглик булмаслигн 
керак. Акс холда /(х; у) купхад у2 га боглиц булар 
эди. Шунинг учун

g(x ; у) =  а0(х )у  +  а ,(х ),
/г(х; у) =  60(х)

десак, а0 (х) • (b0x) =  1 булиб, а0 (х) ва Ь0 (х) нолинчи 
даражали купхад булади. Ь0(х) нолинчи даражали куп- 
^ад булганлигидан бу купхад х га хам боглиц эмас.
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Бундан h(x\ у) нинг х га хам боглиц эмаслиги келиб 
чикади. Демак, h(x; у) купхад нолинчи даражали куп
хад экан.

64-§. Симметрик купхадлар

1-таъриф.  Агар куп номаълумли купхаддаги их
тиёрий иккита номаълумнинг уринларини алмаштир- 
ганда купхад узгармаса, у холда бундай купхад сим
метрии купхад дейилади.

1- М И С О Л .  / ( Х „  Х а, Х 3)  =  X i X aX 3 +  * 1 X 2 X 3  +  Х у Х 2х 1
купхад симметрик купхаддир, чунки бу купхаддаги 
х , х2, х3 номаълумларнинг хамма 6 та уринларини 
алмаштириб чицсак, купхад узгармайди. Чунончи, х, 
ва х2 номаълумларни бир-бири билан алмаштарсак, 
х?х,х3 +  xjjxixl +  x2xix3 купхад хосил булиб, бу эса 
у та  купхаднинг узгинасидир. Шунга ухшаш, х2 ва х~ 
ни алмаштириб, х?х3х2 + XiX3X2+XiX3X2 купхадни хосил 
киламиз. Бу эса яна берилган купхаднинг уЗидир.

п та номаълумли симметрик купхадларнинг алгеб
раик йигиндиси ва купайтмаси яна п та номаълумли 
симметрик купхадлар булади. Хакикатан, номаълум
ларнинг исталган урин алмаштиришида хар цайси сим
метрик купхад узгармаса, равшанки, уларнинг алгеб 
раик йигиндиси ва купайтмаси хам узгармайди. Маса
лан, /,(х,, х2, х3) =  х, +  х2 +  х3 ва /а(х,, х2, х3) = 
-=х,х2х3 симметрик купхадларнинг цуйидаги алгебр# 
ш< йигиндиси ва купайтмаси яна симметрик купхадлар 
дир:

ft ± /а =  хг + х2 + х3 ± х ,*а г3;
f i 'f i  =  х\х^хг +  Х1Х2Х3 + Х^аХз.

2-таъриф.  хь х2, . . . ,  хп номаълумлардан тузил
ган.

Т1 =  Х\ +  Х2 +  • • • +  Х11> 
т2 =  Х ,Х 2 +  X t X 3 +  . . . +  Х п- \ Х п>

.....................................................  (1
ТЛ= Х  1X2 • • • Х п

симметрик купхадлар асосий (элементар)  симметра/ 
купхадлар деб аталади.

Юцоридаги мисолни /(х,, х2, х3) = (х, + х2 +  х8) ' 
Х ^ д Х ^ Х э  куринишда ёзиб, т , =  хх + х з + ха, t3=XiA4x
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эканини эътиборга олсак, у долда /—v  х3 тенглик до- 
сил булади. Шундай килиб, берилган симметрик куп- 
дад асосий симметрик купдадлар оркали и'фодаланади. 

Яна
f(xu x2t х3) =  х\ +  3xix3 +  +  xl + Зх2х3 +

+  х\ — 3 x ix 2x 3 

симметрик купдадни
/(X i, Х ъ  Х 3) =  (Xi +  Х2 +  Х 3) 2 +  (XxXi +  XiX3 +  х,х3) —

— Зх}х2х3
куринишда олиб
тл =  X, +  Х2 +  Х3, х, =  Х,Х2 +  ХхХ3 +  Х2Х3, Х3 =  XiXQX3
эканини дисобга олсак, у холда

f(xu х2, х3) = Т? + х2 — Зх3
тенгликни досил киламиз. Демак, бу долда дам сим
метрик купдад асосий симметрик купдадлар оркали 
ифодаланади.

1-теор ем  а. майдон устидаги хи т3, . . . ,  т„ 
асосий симметрик купдадларнинг

а^\' Т2“ • • • х> -f- а2xi‘ xf • • • т,> + . . .
, , 117, wа И7„ /Г).+ -т2 (2)

<уп.\ади фацат ах =  а2 =  . . .  =  ak =  0 булгандагина 
юлга тенг була- о лада, бу ' ерда а;, (Зг, . . . ,  ман- 
чймас бутун сонлардир.

И с б о т и .  (2) купдаднинг дар бир
а х{’ тр • • • х> (3)

дади, маълумки, х,, х2, . . . , х я номаълумларнинг бирор 
купдадидан иборат, чунки (3) га

м =  X t +  Х 2 -г . .  • +  х п,
Ь  =  X \ Х 2 +  Х,Х3 +  . . . +  X n. i X n ,

r-n — X jX 2 • ■ • X n

ийматларни куйиб, курсатилган амалларни бажарсак, 
удди айтилган купдад келиб чикади.
, Бу (3) купдаднинг энг юкори дадини топамиз. х,, 

......... i n нинг энг юкори дадлари мос равишда,
X \ ) х,х2, X l X 2X3t , . . , Х ^Х 2 ' ' ' Xц  
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булгани учун (3) купайтманинг знг юкори хади 

(A.r-V2)Ta • (-̂ 1-̂2 ) ” - * • (*i*2 • •' *пУп =
=  а;л:1,+7,+"'+7я.д;̂ +̂ +--+''/1.д:̂ +т,<+-'+т'л. . .х\п (4)

булади. Худди шу йул билан (3) йигиндидаги хар бир 
кушилувчининг энг говори хадини аниклаб чикамиз. 
Бу юцори хадлар орасида бир-бирига ухша и ^адлар 
йук. Хакикатан, агар (4) бирор бошка юкори хадни 
бир-бирига ухшаш десак,

Ti +  Тг +  • • • +  Тл =  *f 2̂ +  . . .  +  Ъп,
Тг +  • • • +  7п == 2̂ +  • • • + /̂г>

Тл = °л
тенгликлардан 7,=S, ,  -j-2 =  82, . . . ,  Тл =  Ьп ни топамиз. 
Бу эса (3) куп^аднинг

apl'-vl’ ' • • ва аут^'.тг’* • *т£л
Хадлари ухшаш эканини курсагади. Аммо, бизга маъ- 
лумки, купхаднинг ухшаш хадлари йук деб фараз ки
ла оламиз.

Энди айтилган юкори хадлар орасида энг юкориси, 
масалан,

aiX:«.+«.+-+“л.х? +в*+- +,,я. • -хапп (5)
булсин. Бу вактда, равшанки, (2) ни xt, х2,...,хп нинг 
купхади деб карасак, (5) хад унинг энг юкори хади 
булади. Ш у сабабли (2) ни

а, ««•+•■+-+•.. *?+-+*••+«•... х'п* +  Q (6)
куринишда ёзиш мумкин. Бунда Q—колган хамма хад- 
ларнинг йигиндиси. а, Ф  0 холда, (6) йигинди ва, де
мак, (2) >;ам нолга тенг була олмайди. а, = 0 булган 
^олда, (2) купхад

8‘ з, в . . \V, IV. \V„<22Xj 'X2 ' * ‘ хлл 4* • • • “Ь ' т2 ' ' ’ тл
куринишни олади. Юкоридаги муло^азани такрорлаб, 
а гф 0 холда бу купхаднинг нолга тенг була олмасли- 
гини исботлаймиз ва х- к.

Бу теоремага асосан, икки /(х,, х5........хп) ва <р(х,,
х2....... хл) куп^аддан хар бирининг хадлари иккинчи-
сининг хадларига айнан тенг булган холдагина бу куп
хадлар бир-бирига тенг деган натижага келамиз.
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Хакикатан, бир купхадда ат“ -т"» з?ад мавжуд 
булиб, иккинчисида булмаса, иккинчи купхадга 0-т*'Х 
Х ч хадни кушиш мумкинлигини назарда тутиб, 
бу икки купхадни

куринишда ёзайлик. Энди, купхадларни бир-бирига 
тенглаштиргандан кейин ушбу тенгликка келамиз:

Бундан, юкорида исботланганга мувофик, — >̂г=0 ёки 
at = [i =  1, 2 , . . .  , k) ^осил булади.

2-т е о р е м а  (симметрик купхадлар хакидаги асо- 
cnfi теорема). <£? майдоя устидаги хар цандяй сим- 
метрик куп%ад шу майдон устида элементаи сим
метрик купхадлар орцали ягона ифодаланади.

Исботи .  Фараз килайлик, f(xu хг, . . . , х п) сим- 
метрик купхад ва унинг энг юкори хади

булсин. (7) хаднинг даража курсаткичлари а , > .
> ап тенгсизликларни каноатлантиради. Х акикатан, 
симметрик купхадда х1 ва х2 нинг уринларини алмаш- 
тирсак, маълумки, функция узгармайди. Бу алмашти
риш натижасида (7) хад шу симметрик купхаднинг 
ах^х^'Хз3- ■ -Хпп хадига утади. Аммо (7) энг юкори хад 
булгани учун, а,^а2. Шунингдек, симметрик купхад- 
да х2 ва лг3 ни узаро алмаштирсак, (7) хад купхаднинг 
а,х*'‘х?- • -хУ хадига утади ва бундан а2 >  а3 хосил 
булади ва х. к.

хи х2, . . . Ухп номаълумларнинг т,, т2, . . , , т л асосий 
симметрик купхадларини олиб, шу номаълумларнинг 
симметрик купхади булган ушбу

ва

atxi' 'xl'- • -Хпп (?)

(В)
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к^пайтмани тузамиз. х,, *2, . . . , т  п нинг энг юкори ^ад- 
лари, мос равишда x t\ х,х2; х, х2х3; х,лг2 ••• хп 
булгани сабабли (8) купайтманинг энг юкори >;ади

ах\1~^ • (А"; х2)а'~а*• •■{хг хг  • -ХпУ" =
=  ах? ■ ха/ • • • хапп

булади. Бунда/(х,, х2....... хп) купдаднинг энг юкори
хади келиб чикканини курамнз. Шу сабабли, иккита 
симметрик купдаднинг айирмаси булган

/ (* „ х2, . . . ,  * „ )  -  a tf—  .х Г “‘ • • • х> =
= х2....... * „)

симметрик купхадда (8) хад булмайди. Шу мулохаза- 
ни А(х,, х2, . . . , х п) га нисбатан такрорлаб,

f i ( x j ,  х2, . . . ,  хп) -  6 x f,-Ps • t ? j-Ps • • . т ^ я  =

= х2, . . . ,  хп)
симметрик купхадни тузамиз. Унинг халлари f(xu х3, 
. . . , х п) иинг энг юкори хадидан кичикдир ва х- к. Бу 
жараён чекли равишда давом этади. Хакикатан, /, /2, 
/3, . . .  симметрик куп^адлардан исталганининг юкори 
хади ни

т  x^-xt’-• • х„п (9)
оркали белгиласак, а, > X, > Х3 . . .  > /,„ тенгсизлик- 
ларга эга буламиз. Аммо бу тенгсизликларни факат 
чекли сон X,, Х2, . . . ,  Х„ курсаткичлар (манфиймас бутун 
сонлар) каноатлантнриши мумкин. Демак, (9) кури- 
нишдаги юкори хадларнинг, шунингдек, /2, /0, . . .  
купдадларнинг сони факат чекли була олади.

Шундай килиб, чекли сондаги кадамлардан кейин 
f(xu х2, . . . , х п) симметрик купдад х,, х3, . . . , хл нинг 
уша @£р майдон устидаги купхади сифатида ифодала- 
нади, яъни

f{xи Х2, • • • , X/j) — х3, . . . , х„) (10)
тенглик уринли.

Энди (10) ифодаланишнинг ягона эканини исбот-
лаймиз. Фараз килайлик, f{xu х2.......хп) симметрик
купхад ( 10) дан бошка яна х(1 х2......... хп нинг иккинчи
купхади билан ушбу

f(xu х2.........* n) =  <K*|, т2..........ТЛ) ( 1 1 )
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куринишда ифодалансин. (10) ва (11) нинг чап томон- 
лари бир хил эканлигидан £(ти т2, . . .  ,тл) == ф(х,, т2, ... 
. ..,-с п) тенгликни хосил киламиз. Бу тенглик эса
g(*,, т2.......хп) ва ф(т„ т2). . . ,  хп) купхадлардан хар би-
рининг хадлари айнан тенг, яъни бу купхадлар аслида 
битта купчая эканини курсатади. Демак, (10) ифода- 
ланиш ягона экан.

2-ми со л. Рационал сонлар майдони устидаги
f(xu х2> а 3) =  х\х2 +  х {х3 + х]х3 + xixl +  Xtxl 4 х2к1

симметрик купхадни асосий симметрик купхадлар ор- 
кали ифодаланг.

f(x ,, а ,, х3) нинг энг юкори хади х\ а 2 булгани 
учун, а, == 2, а2 =  1, а3 — 0. Теоремага асосан куйидаги 
айирмани тузамиз:

у. ^  \ _ ai—aQ _ aa~as _°з __A ,, Х 2, А3 ) Tj • Т2 • 1-3 —

=  ( a ' / X j  4  * 1 * 3  + * 2 * 3  +  * 1 ^ 4 * ) * з 4 - * 2 ^ з )  —  Х , Т 2 =

= ( Х\ \Г? 4* х{х3 4- * 2*3 *1*2 4" *1*3 *2*3) —
— (*, 4- X, -4 х3)(х,х2 4- xtx3 4- а 2х 3) = — 3*,а2а3.

Бунда лг,а2*3=  т3, Демак, /(a,, х2, а3) = — З~3 бу
лади.

Симметрик купхадларни асооий симметрик купхад
лар оркали ифодалашнинг амалий жихатдан кулай усу- 
лини куриб утамиз. Бу аницмас коэффициент лар 
усулч дейилади. Усулнинг мохияти куйидагидан иборат.

Берилган симметрик купхад формалар йигиндисига 
ажратилади (равшанки, хар бир форма уз навбатида 
симметрик купхадни ифодалайди*) сунгра аницмас ко- 
эффициентлар усули билан хар бир форма асосий сим- 
метрик купхадлар оркали ифодаланади.

3-м и сол.  Рационал сонлар майдони устидаги
/ ( х и  х 2 , а з )  = x U l x 3 + x l x l x 3 4 -  * 1 * 2 * 3  +

4  * 1 * а * з  ~\~ * 1 * 2 А з  4 "  * 1 * 2 * 3  4 "  * 1  4  А 2 4 "  * ’

симметрик купхадни асосий симметрик купхадлар ор
кали ифодаланг.

Берилган купхад куйидаги иккита форма йигинди
сига ажралади:

* Чунки узгарувчиларнинг уринларини алмаштирганда аддлар- 
нинг даражалари ^згармайди.



/ ( * i, х гу Х 3) =  <Pi(-£n X?, x s) -J- 9 г(-^1» -*2> * з )
=  (Х^Хз-^з “Ь X i X ^ X g  -f- X i X 2X j  +  Х \ Х 2Хз  -|- 

- \ - X i X 2X3  4-  Х1Х2Х3)  +  ( Х \  -f- x \  -}- Л"з)

Аввал биринчи
,  \ 3 2 , 2 3 , 2 3 ,

? , ( * „  Х 2, Х 3) =  X i X 2X3 +  XiXuXg  +  X i X 2X3 +

+ x3!,x2xl +  *1X2X3 +  xixlx  3

формани олиб асосий симметрик купхадлар орцали 
ифодалаймиз.

2-теореманинг исботида айтилган хамма /2, f3,... 
симметрик купхадларнинг энг юкори хадларини хисобга 
оламиз. Бунда <р, купхад 6-даражали форма булгани 
УЧУН /н /2» /я. • • • симметрик купхадлар хам 6-даража
ли формалардан иборат булиши керак. Ш у билан бир- 
га, хар бир юкори хаднинг а,, а2, а3 лаража курсат- 
кичлари а, > а2 ^  а3 ва a,-f-а2 + я3 = 6 шартларни ка- 
ноатлантириши кераклигини хам назарда тутишимиз 
лозим. Бунда <р, купхаднинг энг юкори хади х\х\х3 
булиб, даража курсаткичлар 3, 2, 1 системани тузади. 
Кейинги /, купхаднинг энг юкори хади ср, нинг юкори 
хадидан кичик булиши керак. Ш у сабабли, бу иккин
чи юкори хаднинг даража курсаткичлари учун факат
2, 2, 2 системани хосил киламиз, чунки шундан бош- 
Ка система а, >- а2 > а3 ва а, + а2 + а3 = 6 шартларни 
бир вактда каноатлантира олмайди. Ш у билан жараён 
тугайди, чунки кейинги /2 симметрик купхаднинг энг 
юкори хади учун а, а2 > а3 ва а, +  а, +  а3 = 6 шарт
ларни каноатлантирувчи даража курсаткичлар система
си йуь;*. Энди цуйидаги жадвални тузамиз:

Энг юкори хадларнинг 
даража курсаткичлари  

системаси
Энг юкори *адлари

Асосий симметрик куп^ад- 
лардан тузиладиган 

тегишли купайтмалар

3 2  1 

2 2  2

х\ х \  хг 
ах\х\х\

_3 — 2 _2 — 1 _  
т , ' т 2 *т 3 —  Т1Т2Т3

2—2 2 —2 2 9 
а т1 т 2 -т 3 =  а т 3

Бу жадвалдан куйидаги тенглик хосил булади:
<?,(*,, хг, х3) = + атз. (12)

* /2 нинг энг юкори ^ади Д  нинг юкори хадларидан паст бу* 
лиш шарти билан.
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Номаълум а коэффициентни аниклаймиз. Шу мацсад- 
да, ( 12) тенгликни мукаммал

•£1X2X3 +  X i X 2X j  +  Х1Х2Х3 +  Х [ Х 2Хз +

+ Х 1Х2Х3 + Х1Х2Х3 = (х, +  х2 +  х3)(х1х2 -j- (13) 
+  х,х3 +  х2х3) (xtx2x3) + а (х ,х 2х3)̂

куринишда ёзиб, хи х2, х3 га шундай ихтиёрий ций- 
м >тлар берамизки, уларнинг ёрдами билан а нинг ций- 
магини аииклаш мумкин булсин*.

Масалан, х, = 2, х2 =  — 1, х3 = — 1 десак, (13) дан
— 12 =  0 +  4а ёки а = — 3 келиб чикади. Демак,

<р(Х15 Х 2, Х 3/) =  —  З т3

тенглик .%осил булади. Энди худди шу усул билтн 
иккинчи <р2(хп хг> x3) =  x i + x 2+ x 3 форма учун жад- 
вал тузамиз:

Энг юкори хадларнинг 
курсаткичлари системаси Энг юцори х;адлар

Асосий симметрик 
купчадлардан тузилгаи  

тегишли купайтмалар

3 0 0 

2 1 0 
1 1 1

*? 
ах] х2 

Ьх \Х:х 3

3 _ 0  0 - 0  0  _  ч 
Zi Х3 ~  Т 1

2—1 1—0 0 a Tj т 2 т 3 =  ах{ т 2

T j " 1  t g  =  6 x 3

Жадвалга асосан цуйидагини топамиз: 
<р(х,, х2, х3) =  т? +  ах,т2 +  Ьт3

ёки
х? + Х2 + х3 =  (Xi +  х2 х3)3 + a(xt -fXi  + х3) X

X  (xtx2 +  х,х3 + х2х3) +  Ьхг х2-х3. (14)
Агар узгарувчиларга х, = х2 = 1, х3 = 0 кййматлар 

берсак, (14) дан 2=8 + 2а, а =  — 3 ^осил булади. 
Сунгра х , = х 2 = х3 = 1 ^ийматларда (14) дан а — — 3 
эканини эътиборга олиб, 3 = 27 — 27 +  b, b «= 3 ни то
памиз. Демак,

^(■ l̂. х2, х3) =  т® — Зт^  +  Зх3 
тенглик ^осил булади. Шундай килиб, берилган /(х,,

* (13) айният булгани учун у узгарувчиларнинг х,ар кандай 
кийматларида ^ам уринлидир.
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хъ х3) симметрик купхад асосий симметрик купхадлар 
оркали ушбу куринишда ифодаланади:

f(x it Х 3, Х 3)  =  Х,ХаТд —  Зт ! +  X? —  Зх,х2 +  Зх3.

65-§. Касрнинг махражидаги иррационалликни 
йуцотиш

Симметрик купхадлар тушунчасидан келиб чика- 
диган баъзи натижаларни куриб утамиз.

1-натижа.  Фараз килайлик, сонлар майдони 
устида бош коэффициента 1 га тенг.

f(x) — xn +  « jх а^хп 2 +  . . .  + ап-\Х +  ап (1)
купхад берилган булиб, а,, а.г, . . . , о п унинг илдизлари 
булсин. У ^олда dP сонлар майдони устида берилган
^ар каидай п номаълумли f(xu х2.......хп) купхаднинг
Х [ =  <xL (г =  1л) даги / (» ,, а2, . . . ,  ап)  киймаги dfc сон
лар майдонига тегишли булади.

Исботи .  Симметрик купхадлар ^ацидаги асосий 
теоремага кура /(*,, х2, . . . ,  хп) =  <р(т„ х2, . . . ,  х„) бу
лади. аи а2, . . . ,  ап лар f(x) купхаднинг илдизлари 
булгани учун f(x) ни

f(x) =  (x — « , ) (* — 0ta) ••• (х — а„) (2)
куринишда ёзиш мумкин*. (2) нинг унг томонини >;ад- 
лаб купайтирсак,
f(x ) =  X n —  (а , +  «2 +  . .  • +  о-п)Хп -f- ( я ^ з + а ^ з  +  . . . - {-  

+ an-ian)x ~2 — (а,а2а3 +  .-.. + ап̂ ап_хап)хп~3 +  ... +
4- ( — • • • а/г (3 )

га эга буламиз. (1) ва (3) нинг унг томонларини со- 
лиштириб, Виет формулалари. деб аталувчи цуйида- 
ги формулаларни з̂ осил циламиз:

a t +  4* • ■ • 4" ап =  — а > ч  =  — a ii 
а 1а2 4- « 1«3 4- • 4- ал—1 *= й 2, х2 =  а2щ, 

а 1«2аз 4- « 1«2а4 4- • ■ • 4- ап-2°п-1<*п =  —  а 3, х3 =  — а 3; (4 )

а1а2а3 " . . .  • «Л =  ( “ I )"«/!• Tn =  ( — l ) r<V

* Агар бирор а* илдиз т  каррали булса, jc—ад купайтувчи (2) 
тенгликда /л марта такрорланади.
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(4) тенгликдаги асосий симметрик куп^адларнинг ций- 
матларини f(x it х2, . . . ,  хп) = ср(т,, т3, . . . ,  тп) тенгликка 
Куйсак, /(а,, а2). . . ,  ал) = <р(—а и а2, . . , ,  ( — \)пап) келиб 
чикади. fix) ва f(x t, х2, . . . , х п) купхадларнинг коэф- 
фициентлари сонлар майдонига тегишли булган- 
лигидан

<р( — аи а2, 1 )пап) =  b£ &F.
2-натижа.  Касрнинг махражидаги иррационаллик- 

ни йукотиш мумкин, яъни сонлар майдони устида 
келтирилмайдиган п-даражали

{п >  2) Р  (х) =  хп +  а ххп~х + а ххп~2 + . . .  +
+ о-п-\х + ап

купхад берилган булиб, х — а унинг илдизи бул.-а, у 
^олда

7Г7 (Ф)*( 0) (5)<Кя)
каср-рационал ифодани шундай узгартириш мумкинки, 
натижада унинг махражи бутун рационал ифодага ай
ланади.

И сбо ти .  Фараз цилайлик,

булсин. Хар цандай п- даражали купхад комплекс сон* 
лар майдони устида доимо п та илдизга эга булади. 
(Биз буни кейинрок курсатамиз.) Шунинг учун а = аи 
а2, . .. , ап ни Р(х ) купхаднинг илдизлари деб оламиз.
(5) ифоданинг сурат ва махражини <На2) , 'Наз) • • • ^(ап) 
га купайтириб,

/(а ) _  /(ai) Ф(аа) Ф(аз) • • • М ал)
^(а) Ф(«х) Ф(«а) Ф(аз) • • • +(a„)

ни хосил циламиз. Ф(а,) '1»(дг2) ’ • • 'Клгл) купайтма <&> 
сонлар майдони устида х3, . . . , х п номаълумли сим
метрик купчая булгани учун 1-натижага кура <Ji(a,) х  
Хф(аа) • • • <К<хл) = b булиб, бу ерда б^е^дир.

Демак,

— j  /(«i) «КО <К«») • • ■ Ф ЫПа) Ь
булади.
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Энди мацсад ф(°с2)ф(о3) • • • ф(ая) купайтмани а оркали 
ифодалашдан иборат. Ф(а2) Ф(аз) • • • Ф(а/г) купайтма <£? 
сонлар майдони устида п — 1 та х2, хъ, . . . . х п номаъ
лумли симметрик купдад булганидан, уни

Ti =  xi + хй +  • • • +  х п,
т2 =  Х 2Х Л -j- Х 2Х 4 +  . . . +  Х п- \ Х п ,

~ 1! " Х2 ̂ 1Х{ ‘ ' ’ ХП
каби асосий симметрик купдадлар оркали ифодалай- 
миз. Иккинчидан,

х, =  Т) — Х\,

Х2 =  ~2 Х \~1 === ^2 ^1 *^1  ~f~ X li  

т 3 =  т 3 —  * 1 Т2 =  х 3 —  т 2 * 1  +  * 1  Х 1 —  Х \

га эгамиз. (4) тенгликлардан фойдаланиб, куйидаги- 
ларни ^осил киламиз:

т, =  —  « !  —  а, т2 =  а 2 +  я , а  +  а 2,

т3=  — а3 — а2 а — а,аа — а2
ва к. Умуман олганда, <])(ау) (/ = 1 ,/г) ларнинг бар- 
часи а, = а ва Р (х ) купдаднинг коэффициентлари орка
ли ифодаланади, яъни Ф(а2)• ф(<*3)-• -ф(«,г) =  k(a) десак,

77~ “ у / И  А(аф(а) Ь
^осил булиб, (5) касрнинг махражидаги иррационал- 
лик йуколади.

66-§. Результант
Комплекс сонлар майдонида бир узгарувчили икки

та купдад берилган булсин:
f (x) =  а0хп -f- ci\xn ' +  . . .  +  ап-\х +  ап (а0 Ф  0), 

tp(x) = b0xm +  Ь\хт 1 + . . .  +  Ьт - \ Х  + Ьт  (Ь0Ф  0).
Бу купдадларнинг илдизларини, мос равишда, а„ а2,„, 
ап ва р,, Рг» ■ • ■» Pm билан белгилайлик.

1-таъриф.  Ушбу
/?(/; ?) =  flo‘?(a1)? (a 2) ••• ?(а„) (1)
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куринишдаги ифода f(x) ва <f(x) куп^адларнинг ре~ 
зулыпанти деб аталади.

Бу таърифга асосан, аксинча, <?(х) ва /(л:) купх;ад- 
ларнинг результанти

/?(?; ••/№«) (2)
куринишга эга булади.

Энг аввал биз шуни курамизки, f(x) ва шу-
нингдек, <р(х) ва f(x> куп^адларнинг результанти сон- 
дан иборат, чунки (1) ва (2) лар сонларнинг купайт- 
маларидир.

1-теорема.  Ушбу тенглик уринлидир:
R (r ,  /) = ( - 1 Г л/?(/; ?)• (3)

И с б о т и .  <р(я) =  Ь0(х — Р,)(х — р2) • • • (х — рт ) ифо- 
дада х нинг урнига кетма-кет а2, . . . ,  ап ни цуйиб, 
цуйидагини з̂ осил киламиз:

У  ■ “ i ) = ■  M a i  —  P i ) ( « i  —  Р а )  • * • ( « 1  —  P m ) .
<р(а2) =  ^о(«2 — P i ) («2 — Р г )  • • • ( а 2 —  P m ) .

* Р ( а п ) — b 0( a n  р , ) ( а п  Р а )  '  * * ( а п  P m )*
Бу кийматларни (1) га цуйсак:

т т

Rtf; ? ) = а ^ о П  (“ • -  Ру) ‘ П  (аз -  Ру) • • •/=1 /=i
гп

• * * П  (а« — Ру) (4)
i=\

келиб чикади. (4) да |"1 белгй купайтма белгисидир.
Купайтма белгисидан фойдаланиб, (4) ифодани яна 

^ам цисцарок куйидаги шаклда ёзиш мумкин:
п т

/?(/; <р) = а™ЬЪ П П  (аг- — ру).
г = 1  у = 1

п т
Купинча пп белги урнига битта П белгининг ёзи-

1=| /—1 i=ТТЛ
] —\,т

лишини эътиборга олиб, сунгги ифодани
£ ( / ;  < р ) = а ^  П  (в/ — Ру) (5)

i= \ . n

куринишга келтирамиз.
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Худди шунга ухшаш, /(•*)=■ а0(х — — а2) ••.
• ••(х — ап) да х нинг урнига навбат билан р,, р2, . . .  
. . . , Р т  ни куйиб ва (2) дан фойдалаииб,

/?(«р; / ) - < «  П  ( ? ; - « / )  ( 6)
1—\,П
/=1 ,т

ифодани х;осил киламиз.
Энди (6) дан (3) тенгликка келамиз:

R (r, f) — а™b'o П _ (Р у- «/ ) =
1=1,п 
1 = 1 , т

=  ( - 1  )mnaZbn0 П _ ( а г- - р ; ) = ( - 1 Г л /?(/; ср).

i *=1 ,т
2-те орем a. f(x ) ва у(х ) купхадлар умумий ил- 

дизга эга булиши учун бу купхадлар R(f\ <р) резуль- 
тантининг нолга тенг булиши зарур ва етарли.

Исботи .  I. Агар f(x) ва <$(х) купхадлар умумий 
о./ илдизга эга булса, <р(я,-) =0 тенгликка асосан,

/?(/; ср) =а"ср(а,)ср(а2)-..ср(а/)...ср(ал) = 0.

И. Аксинча, /?(/; 9) =  аогср(а,) • • • <р(аг-) • • • ср(ал) =  О 
тенгликдан, аТф 0 булгани сабабли, долган купайтув- 
чиларнинг камида бири полга тенг, яъни ?(<*,■) = 0 д е -  
ган натижага келамиз. Бу сунгги тенглик эса камида 
битта а; нинг ср(лг) учун хам илдиз эканини курсатади.

М исо ллар .  1. f{x) =  х3 — 6х* +  1 \х — 6,
®(х) =  л:3 + 6х‘ +  1 \х +  6

купхадларнинг илдизлари, мос равишда, ±1» ±2; ±3. 
Бу купхадларнинг /?(/; ср) результантини топайлик. Ав
вал 9 (1 ) = 1+6 + 11+6 = 24, 9 (2) =8 +  24 4-22 + 6 = 60, 
9(3) = 27 +  54 +  33 -j- 6 = 120 цийматларни аниклаб ва 
а0 = 1 эканини эътиборга олиб, ( 1) га асосан. R (f ■ 9) = 
= 24-60*120= 137600, /?(/; 9) = 137600 ни хосил кила
миз.

(3) тенгликка асосан <?(х) ва f(x) нинг результанта 
8(Г, /) =  (—1 )3'3 • /?(/; 9) =  —137600, £?(<р; /) =  — 137600 
хосил булади.
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Безосита дисоблаганимизда дам шунинг узини то  
памиз. Хакикатан, /( — 1) =  — 1 — 6 — 11 — 6 = — 24, 
/(—2) =  — 8 — 24 — 22 — 6 =  — 60, /(-3) =  - 2 7 -  54- 
_3 3  _ б  =  -120.

Энди />0=1 булгани учун (2) га асосан £?=(<р; /) ==> 
=  (- 2 4 ) ( —60)( — 120) =  — 137600, /?(«р; / )-  -137600 бу-

2. f (x )— x'i — Зх + 2, ц{х) — х2 +  х — 2 купдадлар
нинг илдизлари, мос равишда, 1; 2 ва 1; —2, /?(/; ср) 
ни дисоблаймиз. Бунда ср (1)=0 ва ср(2) =  4+2 — 2 = 4, 
ср(2)=4. Демак, /?(/; <р)—0-4 =  0, /?(/; ср)=0, яъни ре- 
зультанти нолга тенг, чунки купдадлар 1 дам иборат 
умумий илдизга эга.

Биз дозирга кадар результант тушунчасини берга- 
нимизда

f(x) =  а0хп + а ,* "-1 + . . .  +  ая_ Хх + ап,
9 (х) = Ь0Хт + ЬхХт +  . . . +  Ь т -\х + Ьт  (7)

купдадларнинг бош коэффициентлари а0¥=0ва/> = 0 
булган долни курдик. Чунки f ix )  ва <р(х) нинг ре- 
зультанти, шунингдек, у{х) ва f(x) нинг результант» 
дакида сузлаганда биз учун бу купдадлар нечта ил
дизга эга ва купдадларнинг даражалари кандай були
ши му ДИМ* эди.

Энди /(х) ва ср(х) купдадларнинг бош коэффици
ентлари кандай (нолдзн фаркли ёки нолга тенг) були- 
шиии эътиборга олмай туриб, результант!а таъриф бе- 
райлик.

2-таъриф.  fix) ва ср(х) купдадларнинг R(f\ ср)
результанта  деб ушбу

лади.

а ̂ а \ • • • сьгг О
0 Uq • • • &ц—\ &п

т

(8)

Сильвестер детерминантига айгилади.
205



Бу долда cp(xj ва f (x i результант

R (r, f)

Ь0 Ь х •• Ь т  0
•

оО

• • 1  & т
• • а

0 0 • •• b0 b t b 2 ■ • • Ь т
й 0 •• • ап 0
0 а0 •• • CLm~\ CLm
. . . ..................

о о CIq

(9)

m

куринишда булади.
а0Ф 0 ва Ь0Ф<д бз̂ лган долда, 2-таъриф 1-таърифга 

тенг кучлидир, чунки ю^орида ao’tpfa,) <р(а2) • • • <р(ал) 
нинг (8) детерминантга тенглигини исботладик. Шу- 
нингдек, бу долда Ьо /(р,) /(р2) • • •/(£„) худди (9) де
терминантга тенг.

Результантнинг 2-таърифида дам
/?(*; f) =  ( - l ) mnR(f; о)

тенглик уринлидир.
Хакикатан, (9) детерминантда (я + 1)-сатрни би- 

рннчи уринга, («-(-2)-сатрни иккинчи уринга, (п+т)-  
сатрни те-уринга куйсак, худди (8) детерминант досил 
булади. Бунинг учун сатрларни иккитадан, даммаси 
булиб, т-п  марта узаро алмаштириш керак. Бундан 
R{f\ <р) ва R(<?\ /) детерминантлар бир-биридан ( — I)'7"* 
купайтувчигагина фарк килиши аникланади.

67-§. Системани номаълумларни йуц отш  
усули билан ечиш

Бу параграфда системадан номаълумларни йукотиш 
(чикариш) назариясининг асосий татбики булган юко
ри даражали тенгламалар системасини ечиш билан 
шурулланамиз. Биз майдон устидаги иккита но
маълумли иккита

Пх- у) = 0, ? (х; у) = 0 (10)
алгебраик тенглама системасинигина текширамиз. Бун
дай системани ечиш куйидаги теоремага асосланади.

1-теорема.  Агар 65-§ баги (7) купдадларнинг
(8) результанти нолга тенг булса, (7) купдадлар
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умумий, илдизга эга ёки уларнинг а0 ва Ь0 бош ко- 
эффициентлари нолга тенг ва аксинча, (7) купхад- 
лар умумий илдизга эга ёки уларнинг ап ва Ь0 бош 
коэффициентлари нолга тенг булса, у холда бу куп
хад ларнинг (8) результанти нолга тенг булади.

И сб о г и .  I. Фараз цилайлик, (8) результант нолга 
тенг булсин. Бу ^ол (8) детерминантнинг биринчи ус- 
тунидаги ^амма элементлари, демак, а0 ва Ь0 ^ам нол
га тенг булганда юз бериши мумкин.

Агар коэффициентларнинг акалли биттаси, ашщ-лик 
учун а0 нолга тенг эмас десак, (8) результант учун (1) 
тенглик уринли булиб,

ft(/; ?) = aom<p(a,)?(a2) • •-?(а«)=0

бажарилади. Бундан, а"‘Ф 0 булгани сабабли <р(ал) = 0 
келиб читали, яъни аг- умумий илдиз булади.

II. Аксинча, а0 =  Ь0 =  0 булса, (8) детерминантнинг 
нолга тенглиги равшан. Шу сабабли f(x) ва <?(х) куп- 
дадлар a-i умумий илдизга эга булсин. Бу вактда а0 =  
= £0=0 булса, юцорида аитилганидек, (8) детерминант 
албатта нолга тенг булади. Агар а0 ва Ь0 нинг акалли 
биттаси, масалан, а0 нолдан фарцли десак,

/?(/; <?) =  а ” <р(«,)<р(аа). •• 4>Ki)

ифода уринли булиб, <р(«/) =0 га асосан, /?(/; <р)= О 
ни ^осил к;иламиз.

Энди (10) системага цайтайлик. f(x ; у ) ва <р(х; у) 
кугщадларни л нинг даражалари буйича ёзиб, (10, сис- 
теманинг чап томонларини

f(x\ у) =  F (x ) = а0(y)xk +  a l(y)xk~1 Ч---- {-
+ ak-l(y)x  + ak(y), (а0(у)фО) (11)

ва
<р(х; у) = Ф ( х )  = b0(y )x ‘ +  bi {y )x ‘~l -{---- 1-

+ bl_ l(y)x +  bl(y), (b0( у )ф 0 )

куринишга келтирамиз. F(x ) ва Ф(л:) кугщадларнинг 
результантини Сильвестер детерминанта шаклида ёза- 
миз:
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Ф ( у ) - =

я0(У) а ЛУ) • •ak-ЛУ) akf.y) 0 . . .  0
0 а0(У) ••• ak. i {у) ak.i<.y) ak(y) -.-О

0 0 ••• ао(У) а,(у) ■■■ak'y) ]
Ьо(У) Ь,(х)'- •bi-ЛУ) А (У )  0 - . - о

0 0̂ с у )•■•Ь-г(У) bt. i(y) bt{y) . . .  0

0 0 . . . 0 b0(x) . . .  b,(y)

( 1 2 )

Равшанки, бу детерминант у га нисбатан майдон 
устидаги купхадни ифодалайди.

2-теорема.  Агар (10) система х — а ва у =  Р 
еяимга эга булса, у = р циймат ф(у) = 0 тенглама 
учун илдиз булади,. Аксиняа, ф(у) =  0 тенгламанинг 
илдизи уяун ап(Р)=£0 ва b0($)=f= 0 муносабатлардан 
ацалли биттаси бажарилса, (10) система k = а, 
у =  у еяимга эга булади.

Исботи .  I. Фараз килайлик, (10) система х =  а, 
у=Р ечимга эга булсин. Агар у=р кийматни (11) куп- 
д;адларга цуйсак, л: га нисбатан куйидаги купдадлар 
хосил булади:

Яо(Р)-** + аА$)х 1 +  • • •+ й£(Р).
-,-1 +  . . .  + ^ф ). (13)

/(*; Р) =  F(x ) - 
9(х; р) = Ф(х) = Ь0($)х1 +  Ь ^ х  

Бу купхадларнинг результанти
«о(Р) MP)---aft-i(P) «а(Р) 0 
О о0(р)- • - f lft-2(P) a *-i(P ) а*(Р)

W) =

•о
•о

о 0 • • • а0(Р ) а , (Р )  а2(Р) •••ай(Р)
а д  а д - - - ^ ( Р )  а д  о . . . о  
о а д ---д ,_ 2 (Р ) А,_Х(Р) адр) . . . о

о о о о а д  •••VP)
булади. Юкоридаги (13) купхадлар умумий *  =  а ил
дизга эга булгани учун 1-теоремага асосан уларнинг 
результанти нолга тенг, яъни ф(р)=*0. Шундай цилиб, 
Р сон ф(у) = 0 тенглама учун илдиздир.

II. Аксинча, р сон ф(у) тенгламанинг илдизларидан 
бири булсин ва бу илдиз учун а0(Р)=̂ =0 ва 60(Р)¥=О 
тенгсизликларнинг ацалли биттаси Сажарилсин.
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Шундай килиб, <КР) = 0 ёки, бошцача айтганда, (13) 
куп^адларнинг результанти нолга тенг. Демак, бирин- 
чи теоремага мувофик. (13) куп^адлар, яъни /(х; р) 
ва 9(x; Р) умумий илдизга эга, жни

/(<*; Р) = О, <р(а; 3) =0
булади. Бу эса (10) системанинг х =  а, у= р  ечими 
борлигини курсатади.

Агар <|>(у) = 0 нинг у =  [3 илдизи учун а0(р) = О ва 
^о(р)=0 булиб цолса, (10) система ечимга эга булиши 
ва, шунингдек, булмаслиги хам мумкин. Буни аник- 
лаш учун а0(Р) =О, />„(|3) = 0 шартни каноатлантирувчи 
хар бир р сонни ало^ида текшириб куриш лозим.

Ми сол  л ар. 1. Ушбу системани ечинг:
f я 2у Злу -f- 2у -)- 3 =0, 
12ху — 2х +  2у 4-3 = 0.

(14)

Е ч и ш .  Иккала тенглама у га нисбатан биринчида- 
ражали булгани учун системадан у ни чицариб л: га 
нисбатан битта тенгламага келиш кулайрок. Шу мак- 
садда системани

| (•** + Зл; + 2)у +  3 =  0,
1 (2х 4- 2)у +  (3 — 2х) =  О (15)

куринишда ёзиб, 

<?(х) = х* +  Зх +  2 
2х -f 2

3
3 — 2х

результантни тузамиз. Бу детерминантни ^исоблаб, 
куйидаги тенгламани хосил циламиз:

х(2х* + Зл; + 1) = 0. (16)
Бу тенгламанинг х, =  0 илдизи учун

а0(0) =  О2 + 3-04-2 =  2, а0(0) =  2, 
b0(0) =  2-U + 2 = 2, Ь0{0) =  2

булади.
Шу сабабли, (15) дан xt =  0 к;ийматда хосил бу- 

ладиган
2у —(— 3 = О,
2у +  3 = О
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система у — — — умумий илдизга эга. Демак, (11) сис-
зтеманинг ечимларидан оири х =0, У =  — — экан.

(16) тенгламанинг х2 — — 1 илдизи учун о0(— 1)=0 
ва й0( —1) = °  булади.

Демак, (15) дан 3 = 0  ваЗ  — 2х = 0 ^осил булиб, 
бу система умумий илдизга эга эмас (умуман ’3 = 0 
мумкин булмаган тенглик).

Ни^оят, (16) тенгламанинг х3 = — илдизи учун

а ° ( -  =  ва = U Демак- (15) Дан *  —
=  — кийматда ^осил Оуладиган

3
\ — У + 3 = 

\у + 4 = О

О,

система у — — 4 умумий илдизга эга. 
системанинг иккинчи ечими х =  —

Шундай цплиб, 
у — — 4 булади.

2. Ушбу гистемани ечинг:
—ху +  2х +  у — 2 =  О, 
2хгу — 4л:2 — х +  i =  0. 

Е ч и ш .  Бунинг учун системани
(2 -  у)х + (у — 2) = О,

. (2у — 4)х2 — х + 1 =  О 
шаклда ёзиб, ушбу тенгламани тузамиз:

2 - у у - 2  О
О

(17)

Ф(У) = 2 — у у — 2
2у — 4 -1 1

-1 1 0

=  (У -  2г 0 -1 1 =

2(у —2) -1 1
—  1 1 1

СМ1II 0 0 1 =
2(У — 2) 0 1

■= 2(у - 2 )3 = 0, <Иу) =  2 (у — 2)3 0.
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2(У —2)3 = 0 ни ечиб, у =2 илдизни топамиз. Бу у =  
=  2 цийматда а0(2) = 0 ва Ь0{2) = 0 булиб, (17) дан
(0 —0, булади. Бундан л:=1 топилади. Демак,
I — х+1 =  О
берилган система учун х = 1 , у =  2 ечимдир.

68-§. Купхад илдизининг мавжудлиги
Ьиз майдон тушунчаси билан китобнинг I цисмида 

танишган эдик. Бу параграфда эса майдон кенгайтма- 
си тугрисида фикр юритамиз.

1-таъриф.  &  майдоннинг барча цисм майдонла- 
ри кесишмаси минимал майдон дейилади.

2-таъриф.  Агар бирор <£Р' туплам майдон
нинг цисм майдони булса, о?0 майдон о?7' майдоннинг 
кенгайтмаси дейилади.

Бирор купхад майдон устида илдизга_эга бул- 
маса, бу купх;аднинг кенгайтмаси булган устида 
илдизга эга буладими? Оддий мисоллар билан иш кур- 
ганда бу савол ижобий жавобга эга эканлигига инюнч 
хосил цилиш мумкин. Масалан, f(x) =  xi — 2 купхад 
рационал сонлар майдонида илдизга эга булмагани 
холда, бу майдон учун кенгайтма дисобланган %аци- 
ь;ий сонлар майдонида илдизга эгадир. f(x) = + 5 
купхад эса хакиций сонлар майдонида илдизга эга 
булмай, балки комплекс сонлар майдонида х=  + iV  5 
илдизга эга булади.

Куйидаги теорема уринли.
1-те о рема.  <& майдон устида келтирилмайди- 

ган х,ар цандай
f(x) =  а0хп аххп 1 -f-. . .  -)- ап~\Х -f- ап (и ^  1)

купхад учун <£Р нинг шундай <£Р кенгайтмаси мае- 
жудки, унда f(x ) купхад илдизга эга %амда яРмай- 
донни ва f(x ) нинг бирор илдизини уз ичига олган 
барча минимал майдонлар узаро изоморф булади.

Исбо ти .  Даражаси 2 булган ва о Р  майдон 
устида келтирилмайдиган f(x) купхад берилган бул- 
син. Агар купдад келтириладиган булса, уни келти
рилмайдиган купдадлар купайтмасига ёйиб, ихтиёрий 
купайтувчи купхад илдизини оламиз. Бу илдиз f(x ) 
учун дам илдиз булишлиги уз-узилан маълум.
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f(x) нинг бирор а илдизини_уз ичига олувчи ва S *  
учун кенгайтма буладиган майдонни ^уйидаги 
усулда курамиз. Купдадларнинг <£%\х\ халкасини олиб, 
бу ^алцадаги барча купх;адларци }{х) га булиб чица- 
миз ва dff\x\ ^ал'кани *осил булган цолдицлар буйи- 
ча синфларга ажратамиз. Боцщача айтганда, <p(̂ v) = 
= ty(x) (mod f (x ) ) шартни цаноатлантирувчи <р(х) ва 
<Ь(;с) ни битта синфга киритамиз. Бу синфларни А, В, 
С , . . .  каби белгилаймиз. о , (х )£Два ф,(л:)£/? элемент- 
ларнинг йигиндиси ва купайтмасини

У л М  =  ?г (л ) +  <М*). ВМ  — <Pi(*) •'!’,(•*)
каби белгилайлик.

Энди А  ва В  синфларда мос равишда бошка бирор 
<р2(лс) ва ^(л:) куп^адларни олиб, улар учун

Ъ (х )  — Ъ (х ) + Фа(-Ж), 02(* ) = ? j(* )  • М * )
каби белгилайлик. Шарт буйича

T iW  =  ъ М  (mod/(л:)), (1)
ф, (JC) =  (mod /(ж)) (2)

булгани учун
+ Ф.(*) =  Ъ (х ) +  <М*) (mod f{x)) 

булади. Бу таццосламага асосан
X iM  = ъ (х )  (mod /(.<)). (3)

Бонщача айтганда, X i(x )—у2(х) хам f(x) га колдиц- 
сиз булииади, яъни '/иМ  ва уа{х,) лар битта синфнинг 
элементлари булади. Худди шундай. (1) ва (2) ни а̂д- 
лаб купайтирсак,

Ъ (х ) ' 'М *) =  Т а М Ы * ) (inod/(*))
ёки

0,(jc) s 0,(x ) (mod/(а:)) (4)
хосил булалди. <?;(х) ва ^-(х) (/— 1, 2) лар А  ва В  
синфларнинг ихтиёрий элементлари эди. (3) тацкосла- 
ма ёрдамида аниц'ланувчи '/А{х) ва хЛх ) лаР А ва В  
синфларнинг ихтиёрий иккита элемента йигиндилари- 
дир. Бу йигинди бирор С синфнинг элемента эканлиги 
аник- Ш у синфни А ва В  синфларнинг йипшдиси дей- 
миз ва уни С — А С каби белгилаймиз. (4) таккосла- 
ма ёрдамида аницланадиган синфни эса А ва В  синф-
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лар купайтмаси деб атаймиз ва уни D = А • В  каби 
белгилаймиз.

Энди А, В, С , . . .  синфлар тупламининг майдон бу- 
лишини курсатамнз.

Хакикатан, <£Р\х] халкада купхадларни цушиш, 
учта купхадни узаР ° купайтириш ва иккита купхад 
йигиндисини учинчи купхадга купайтириш ассоциатив 
ва дистрибутив булганидан, бу хоссалар мазкур куп- 
хадларга мос келувчи синфлар учун хам саь;ланади. 
Бундан тацщари,

ч(х)-'Нх ) =  Ф(-*) •<P(JC) 
булганидан синфлар халцаси коммутативдир.

Каралаётган халцанинг ноль элемент k • /(х) =  
=  0(mod/(x)) га мос келувчи синфдан, яъни / (х) га 
колди^сиз булинадиган купхадлар, купхадлар тупла- 
мидан иборат.

Ноль элемент одатда 0 каби белгиланади. <р(х) — 
«= r(x) (mod /(х)) булиб, <?(х) £А  булса, — <р(х) =  
= —r(x) (mod /(х)) эканлигидан — ср(х) £ А булади. Чун- 
ки, ср(х +  (—<р(х)) = 0 (mod /(х)) таккослама доимо 
уринлидир. Шундай цилиб, А, В, С , . . .  синфлар туп- 
ламида айириш амали аникланган ва у бир цийматли- 
дир.

Энди А, В, С , . . .  синф тар тупламида булиш амали 
уринли эканлигини курсатамнз. Бунинг учун унда бир- 
лик элемент ва нолдан фаркли хар бир А синф учун 
А В  = Е  шартни каноатлантирувчи В  синф мавжудли- 
гини курсатамнз. f(x) га булганда цолдикда 1 хосил 
буладиган купхадлар синфи берилган тупламнинг бир- 
лик. элементи булади; уни Е  оркали белгилайлик.

А синф нолдан фаркли синф булсин. У холда А 
синфдан олинган ихтиёрий у>(х) купхад /(х) купхадга 
колдицли булинади (бунда колдик нолга тенг эмас). 
Лекин [ ( X )  купхад келтирилмайдиган купхад булгани 
учун ср(х) ва /(х ) купхадлар узаро туб булади. Бун
дан

<р(х)и(х) + f(x )v (x ) =■ I (5)
шартни каноатлантирувчи и(х) ва v{x) купхадлар то- 
пилади. (5) тенгликни <?(х)и{х) =1 — f(x)v(x) куриниш- 
да ёзиб олсак, ундан /(х) модуль буйича

тац^ослама хосил булади.
с р (х ) я (х )  =  l ( m o d  / ( х ) )  ( 6 )
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Агар <р(л), и(к) ва 1 га f(x) модуль буйича мос 
келувчи синфларни мос равишда А, В  ва Е  деб бел- 
гиласак, (6) дан А - В = Е  тенглик хосил булиб, бундан 
В  = А~1 булади. Демак, биз цараётган А, В, С ,. .. 
синфлар туплами майдон булар экан. Бу майдонни 
ор^али белгилайлик; у майдоннинг кенгамтмасидан 
иборат булади. ^  майдон оР  нинг кенгайтмаси зкан- 
лигини курсатиш учун о Р  майдоннинг а элементига 
)(х ) га булганда хосил буладиган цолдик а га тенг 
/улган купхадлар синфини мос цуямиз. Бу синфни 
<гР\а\ орцали белгилаймиз. Уз-узидан маълумки, а 
хам шу синф элемента булади. Бу ерда хар бир а£  <£Г 
элементга га тегишли бигта синф ва аксинча Ь
цолдицца мос келувчи хар бир оР(Ь ) синфга битта 
Ь £ е ?  элемент мос келади, бошцача айтганда, =  

(t = a, булади ва бу изоморфлик
синфларини кушиш ва купайтиришда хам са^ланади, 
яъни (Л С  булади.

Энди хал^а элементларидан f(x) га булган
да цолдицда д; хосил буладиган купхадлар тупламини 
X  деб белгилаймиз ва бу синф (f)x  купхад учун ил
диз эканлигини курсатамиз.

а ^ е ^ (г ' = О, 1, 2, . . . )  элементларга мос келувчи 
р*-/ элементлари (синфлар)ни Л,- деб белгилаймиз.

( Х С  & )  A ) A l С  <&)**■
=ф- ( АйХ п +  А1Х п 1 -р . . .  +  \Х +  Ап jC ).

A t (/ = О, 1, 2, . . . )  синфни X k (k =  0,n) синфга ку- 
пайтириш ёки A iX n~l синфни A j X синфга ь;ушиш 
учун уларнинг тегишли вакилларини купайтириш ёки 
ь;ушиш кераклигини биз юцорида куриб утган эдик.

f(x ) купхад а,- хамда хп~1 лар купайтмасининг ал- 
гебраик йигиндисидан иборат булгани учун бу купхад

Т = А 0Х п + А ,Х п~х +  . .. +  Ap—iX  + А„ 
синфга тегишли булади. Лекин f{x )!f(x ) эди. Демак, 
Т синфда Ai коэффициентларни аг£  qP  лар билан ал- 
маштирсак,

а0Х п +  а1Х п ' +  . . . +  ап-\Х -J- ап = о 
булиб, X  синф f(x ) купхаднинг илдизидан иборат бу- 
214



лади. Шундай цилиб, теореманинг биринчи кисми ис- 
бот этилди.

Энди теореманинг иккинчи кисмини исботлайлик. 
майдон устида келтирилмайдиган f{x) купхад бе- 

рилган булсин. У холда теореманинг биринчи ц и с м и г а  

асосан f(x ) нинг бирор а илдизини уз ичига олувчи 
кенгайтма майдон мавжуд булади. Бунда куйида- 

ги леммадан фойдаланамиз.
Л е м м а. Агар а элемент <£$ майдон устида кел- 

тирилмайдиган f(x ) ва о9 [х[ х,алцадан олинган би
рор в(х)  купх.адларнинг илдизи булса, унда g (x )jf(x )  
яъни g(x) купхад f(x ) га булинади.

Хакицатан, Безу теоремасига кура g (x )= (x —a)gx(x) 
эди. g(x) ихтиёрий купхад, f(x ) эса майдон усти
да келтирилмайдиган купхад булгани ва улар узаро 
туб булмагани учун g (x )lf(x ) булади.

Энди S '  майдоннинг шундай минимал кием май- 
донини излаймизки, у уз ичига <?9 майдонни ва а эле- 
ментни олеин. Бу майдонни о9: (а) оркали белгилай-
лик. _______

булиб, bt £ <£/ (г =  0, п — l) булгани
учун

Р =; "Ь 1̂а +  • • • +  Ьп-\а.п (а) (7)
булади.

с£Г майдоннинг хар бир элементи учун (7) ёйилма 
ягонадир. Хакицатан, агар тескарисини фараз килсак, 
у холда

3 = С 0 +  С,а +  с 2а 2 +  . . . +  Сл- ia " -1

тенглик бирорта k номер учун с* ф  булганда хам 
уринли булиши кераьс. Бундай холда х — о. элемент

g(x) =  (b0 — с0) + (й, — сх)х  + (Ь2 — с2)х2 +  . . .  +
+  (b n - l —  Сп~\)х

купхаднинг илдизи булади. Бу эса gap g(x) < gap f(x) 
булганлиги учун юкоридаги лемма шаргига зиддир. 
Шунинг учун барча k (£ =  0, п — 1) лар учун с  ̂=  
»= Ьь экан.

Агар — . . .  =  bn-i — 0 десак, эканли-
гига асосан (7) дан майдоннинг элементлари Ь0= 0. 
Ьх = 0, Ь2 =  0, . . .  , 6,1-1 =  0 булганда а элемент хосил 
булади.
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а?5 (а) нинг ^ацикатан майдон эканлигини курсатиш 
учун унинг (7) ва

j  =  с0 -f- cta -f- с2а2 4* > • • “Ь <?л-1а (8)
влементлари т^плами майдоннинг барча аксиомаларини 
^аноатлантиришини курсатишимиз керак.

Хакикатан, майдондаги иккита синфни кушиш- 
га асосан

Р + Т = (Ь0 ± со)+ ( î ± ci)a +  • • • +  (bn-\ ± cn-l')an
булиб, Р ± т ^ <2̂ 3(а) булади. Иккинчидан, &  май- 
донда /(aj=0 шартга асосан

0  =  а 0ап 4- о , <хп +  . . .  4* а п- i a 4 " а п 
ёки а0лп =  — а У ~ '  — . . .  — ап-\о. — ап булиб, лп, ап+1,
ал+2, . . .  лар а нинг п дан кичик даражалари орцали 

ифодаланади. Бу тасдикка асосан
Р'7 = d0 4- d̂ a. -f- d,/j? 4~ . . .  4* dn-\<xn

булиб, булади.
Энди (а) нинг хар бир [3=̂ 0 элементи тескари р-1 

элементга эга эканлигини курсатамиз. Бунинг учун 
<£Р\х\ ^алцадан олинган

<p(*) =  b0 4- btx +  Ь^х2 +  . . .  4- Ьа- 1Хп~г 
куп^ад билан <& да келтирилмайдиган / (х) куп^ад- 
ларни цараймиз. f(x) кугщад келтирилмайдиган ва 
дарДх) > дар ср(*) булгани учун f{x) ва ср(лг) узаро 
тубдир. У *олда оР[х\ ^алцада <p(x)ti(x)-\-f(x)v(x) = 1 
тенгликни цаноатлангирувчи и{х) ва v(x) топилиб, 
дар « (.* )>  дар v{x) булади.

Бу тенгликда х= а  десак, /(а) =  0 га асосан <р(а)Х 
Х « ( “ ) =  1 булади. Ленин, <р(а) =  |3 эди. Шундай ци- 
либ, и а) =  р~‘ экан. Демак, р-1 = u (a ) =  s0 +  s,(a) 4-
4-52as 4- -f s„_1a,I“ 1 куринишга эга. Шундай цилиб, 
e ^ (a) С  <£р экан.

1 - э с л а т м а .  (7) ёки (8) к^ринишлаги элементларни одатла 
■алгебраик элементл?р дейилади.

2-т еор ем а .  Алгебраик сонлар туплами майдон 
булади.
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И с б о т и .  (7) ва (8) куринишдаги у ва 3 ни цушиш 
ёки купайтириш учун улардаги а нинг коэффициент- 
лари билангина иш курилишини биз биламиз. Демак,  
куйидаги хулоса уринли булади.

Агар f (x)  купхаднинг_бошка бирор а' илдизини ва 
с& н и  уз ичига олувчи j & '  кенгайтма мавжуд булса 
хамда s # ( a ' )  майдон нинг 0ф  ва а ларни уз ичига 
олувчи минимал кием майдони булса, у холда 
=<£Р{о-') булади.

Бу изоморфликни урнатиш учун [3£ (а) нинг а 
буйича .булган ёйилмасидаги а нинг (/  =  0, п — \) 
коэффициентларига Р' £  я Р  (.<*■') нинг а'  буйича ёйилма- 
сида шу b\ коэффициентларни мос куйиш кифоядир.

2 - э с л а т м а .  Хар кандай х —с ш аклдаги  чизи^ли купайтувчи  
келгирилм айдиган  булгани учун бу купайтувчи  Г(х) купхаднинг 
келтирилм айдиган  купантувчиларидан  бнри булади.

о Р  майдонда келтирмайдиган купхад да келти- 
риладиган ва илдизга эга булганлиги учун у еУ^да чи- 
зицли купайтувчилар купайтмасига ёйилиши мумкин.  
Агар (х  — c)k чизикли купайтувчини k та купайтувчи 
деб хисобласак,  у холда хуйидаги натижа уринли:

1 - н а т и ж а .  Даражаси п га тенг булган купхад-  
нинг о Р  майдондаги илдизлари сони п тадан ортик 
эм ас.

3 - т а ъ р и ф  Агар майдоннинг шундай Q ке н
гайтмаси мавжуд булсаки, унда я-даражали 1(х) куп
хад п та илдизга эга булса, Q майдон f (x)  купхад 
учун ёйилма майдон дейилади.

Таърифга асосан п-  даражали f (x)  купхад Q май
донда п та чизикли купайтувчи купайтмасига ёйилади. 
Демак,  бундан сунг Q ни хеч кандай усулда кенгай- 
тириш мумкин булмайди, бошкача айтганда, f (x)  нинг 
янги илдизларини уз ичига олувчи кенгайтмаси мавжуд 
эмас.

3 - т е о р е м а .  <зР \х] ^ алцада  берилган х;ар цандай  
п-дараж али к у п х а д  учун  ( я >  1 булганда) ёй и лм а  
майдон мавжуд.

И с б о т и .  куйидаги икки хол булади:
а) } {х)  купхад ^  да п та илдизга эга. Бун дай хол

да о Р  майдон купхад учун ёйилма майдондир.
б) f (x)  купхад  s i?1 да чизикли купайтувчилар ку

пайтмасига ёйилмайди,  яъни f {x)  купхаднинг барча 
илдизлари з Я  га тегишли эмас.



У холда f (x)  ёйилмасинииг даги бирорта к е л 
тирилмайдиган <р(л) купайтувчисини олиб, о ^ н и н г  
шундай ^  кенгайтмасини тузэмизки,  унда <?(х) куп
хад илдизга эга булади.  я Р '  да f ( x )  нинг бирорта 
келтирилмайдиган купайтувчисини олиб <£Р‘ ни яна 
кенгайтирамиз.  Илдизнинг мавжудлиги хацидаги тео- 
ремага асосан е ^ н и н г  кенгайтмасида f (x)  илдизга эга 
булади.  Бу жараённи давом эттириб, <£Р' нинг шундай 
Q кенгай шасини топамизки,  бу кенгайтмада f ( x )  куп
хад чизи^ли купхадлар купайтмасига ёйилади. Бу Q 
майдон / ( л )  учун ёйилма майдон булади.
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VI б о б .  К О М П Л Е К С  ВА ^ А Ц И К И Й  С О Н Л А Р  М А Й Д О Н И  
У С Т И Д А  К У П Х А Д Л А Р

69-§. К у п х а д  бош  ^адининг модули.
Алгебранинг асосий теорем аси  Кугщадни чизицли  

купайтувчиларга ёйиш. Комплекс сонлар май-  
донининг алгебраик ёпицлиги

Т а  ъ р и ф .  Агар е^ м а й до н  устида & \ х \  далкадан 
олинган ихтиёрий мусбат даражали р[ х )  купхад камида 
битта илдизга эга булса,  у долда гр алгебраик  ё п щ  
майдон  дейилади.

1 - л е м м а  ( Д а л а м б е р  л е м м а с и ) .  Комплекс  
сонлар майдони С устида м усбгт  дараж али  / (*)  
к уп х а д  берилган булиб, а ^ С  учун Д а ) ф 0 б ул са , у 
%олда, шундай С комплекс сон топиладики, нати- 
ж ада \f{c)\< \f(a)\ т енгсизлик уринли булаОи.

2 - л е м м а  ( В е й р ш т р а с с  л е м м а с и ) .  С(г)  х а л  • 
цадан олинган ихтиёрий f(z) купхаднинг модули С 
майдонда бирор г0 нуi{mi да энг кичик цийматни  
цабул  цилади.

Бу леммаларни исботсиз келтирдик.
Т е о р е м а .  Комплекс сонлар майдони алгебраик  

ёшщ майдон.
И с б о т и .  С майдонда f {x)  купхаднинг модули х 0 

ну^гада энг кичик цийматга эга булсин (2- леммага 
асосан бундай х 0 сон топилади).  х 0 сон f (x)  куп^ад-  
нинг илдизи эканини курсатамиз.

Фараз килайлик, д-0 сон f ( x)  купхаднинг илдизи 
булмаеин. У долда,  f ( x Q)=f= 0 булади. 1 - леммага асосан 
шундай с комплекс сон мавжудки,  l / ( c ) |< l / ( x 0)| тенг
сизлик бажарилади.  Бу тенгсизлик | / х ) |  нинг энг 
кичик кийматга х 0 да эга деган фаразимизга зид. Д е 
мак, фаразимиз нотугри, яъни х 0 сон f (x)  купхаднинг 
илдизи экан,

Биз алгебранинг асосий теоремаси деб аталувчн 
теореманинг исботини ва унинг дар хил татбикларини 
куриб утамиз.  Бунинг учун аввало куйидаги купх;яд 
бош хадинннг модули хакидаги леммани куриб утамиз.

3 - л е м м  а. Коэффициент лари  комплекс сонлар  
майдонидан олинган, дараж аси 1 дан кичик бул-  
маган

f{x)  =  айх п +  а хх п~1 + . . .  ф  а п- \Х  +  ап (1)

219



к у п \ а д  ва ихтиёрий мусбат х<ациций k соя берил-  
гинда, модули етарлича кат т а булган х  номаълум  
учун ушбу

\айхп\ >  k\atx n 4* а2хп 2 4- • • . +  ап- \ х  4“ ап\ (2)

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т и .  Фараз цилайлик, Л =  т а х ( | а , | ,  \а2\ , . . . ,  

|а„|) булсин. Китобнинг биринчи цисмида

\а +  Ь\ <  \а\ +  \Ь\, \а-Ь\ =  \а\Щ , \ап\ — |а|л

эканлигини курсатиб утган эдик. Шунга асосан куйи- 
дагини ёза оламиз:

| 1 +  а 2х п i +  • • • +  а п - \ х  4~ а п\^*

<  \ci\Xn *| 4- х п 2| +  . . .  4~ \а.п_ хх\ +  \ап\ =

■= |а|| |А-|я 1 +  |a2!|x l,i 2 +  . . . -f- \ a n _ i \ \ x \  +  \ а п \ <  

A(|jcln_1 +  | х Г 2 +  . . . +  \х\ +  1 ) =  А

( 1 * 1 * 0 .  (3)
Лемма шартига асосан |я| ни етарлича катта деб 

олиш мумкин. Шунинг учун М > 1  деб фараз к;илсак,

1*Г-1 <  (4)
1*1-1 ^  №-1

(3) ва (4) дан

Iа ,х п l j r a 2xn 2 4- • • • 4* ап-1х  "Ь ап\ <  (5)

ни ^осил циламиз. (2) тенгсизлик уринли булиши учун 
х  номаълум U | > 1  шарт билан биргаликда

Л . Л ^ < | а о * « | - | а о | . М '

тенгсизликни цаноатлантириши керак.  Бу тенгсизликни 
|x| га нисбатан ечсак,

^ (ft.A - L -  < | а 0|)=*( \ х \ >  4 4 - 4 - 1 )  (6)
\х\— 1 |а0|

тенгсизлик ^осил булади.
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1 - н а т и ж а .  Хакиций сонлар майдони устида бе- 
рилган f (x)  купхаднинг ишораси х  нинг модули етар- 
лича катга булганда бош хад ишораси билан бир хил 
булади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, f(x)  купхаднинг барча 
коэффициентлари ва х  номаълумнинг кабул киладиган 
кийматлари х ак щ ий  сонлар булсин. Агар (2) тенг- 
сизликда k =  1 десак, цуйидаги тенгсизлик хосил бу
лади:

IС10Х п1 >  |й [Х  -J- (Х)Х -J- . ■ . -f" “Н а п\- 

f\x\ =  а йх п +  а 1х"~1 +  . . .  +  а п_ хх  +  а п

ва охирги тенгсизликка асосан f (x)  нинг ишораси а 0х п 
нинг ишораси билан бир хил булади.

2 - н а т и ж а .  Хакикнй сонлар майдони устида берил- 
ган ихтиёрий ток даражали купхад камида битта ха- 
кикий илдизга эга булэди.

И с б о т и .  f (x)  купхадда а 0 коэффициентни доимо 
мусбат килиб олиш мумкин. х  нинг етарлича катта 
кийматларида t ( x ) нинг ишораси а 0х п нинг ишораси 
билан бир хил булишини биз юкорида куриб утдик.

Демак,  х  =  —от (от —етарлича катта мусбат сон) да 
/ (  — т ) < 0  ва /(от)> 0  булади. / ( л )  купхадни ( f t+1) та 
узлуксиз функциянинг йигиндиси деб караш мумкин. 
У холда математик анализда куриб утилган узлуксиз 
функциллар хакидаги теоремаларга асосан f (x)  хам 
узлуксиз  функция булади.

Иккинчидан,  [ — от т\ ораликда узлуксиз  булиб, 
/ ( —m )< U  ва /(от) >  0 шартларни каноатлантирувчи 
функцияни-нг шу ораликда ноль кийматни кабул к.и- 
лиши, яъни f(c) =  0 шартни каноатлантирувчи х  =  
=  с £ |  — т\ т ] мавжудлиги хам бизга математик ана 
лиз курсидан маълум.  Демак,  х  =  с сон / ( я )  купхад- 
нинг илдизи экан.

Т е о р е м а  ( а л г е б р а н и н г  а с о с и й  т е о р е м а -  
с и). Даражаси 1 дан кичик булмаган комплекс коэф- 
фициентли хар кандай купхад камида битта комплекс 
илдизга эга.

И с б о т и .  Биз юкорида ток даражали купхад д о 
имо илдизга эга эканлигини куриб утдик. Шунинг 
учун теореманинг исботини ж у ф т  даражали купхадлар 
учун курсатамнз.
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Фараз килайлик,  п-даражали /(.*•) купхад  берилган 
булиб, унда п = 2 к-т булсин (бу ерда &>1 булиб,  /та
ток сон).  Исботни k нинг индукцияси асосида олиб 
борамиз.

т — 1 ва А = 0  булса, (« =  1) теорема тугри. Энди 
теоремани L =  k — 1 учун уринли деб фараз  киламиз.

Маълумки,  хар кандай купхад  учун ёйилма май
дон мавжуд эди. Шунга кура бирор о Т  майдонни f ( x )  
купхад учун комплекс сонлар майдонидаги ёйилма 
майдон деб олайлик. f (x)  купхад ёйилма майдонда п 
та а, илдизларга эга булганидан «i £ o9 ( г = 1 ,  п) булади.

Энди с # 3 майдоннинг аг ва <*j(i>j) элементлари ва 
ихтиёрий хакикий с сондан фойдаланиб,

$ U = a i«-j +  C ( a l +  а , )  ( 7 )

куринишда тузилган элементларни караймиз. Уз-узи-  
дан маълумки,  р у ^ с # - булиб, Ру ларнинг сони п эле-

ментдан 2 тадан группалашлар сонига, яъни га
2

тенг.
Иккинчидан,

2 2 v '

=  2  h~l -q' (8 )
Бу ерда т ва 2*m—\ лар ток сон булганидан q' =  

«= m-(2km  — 1) хам ток сондир.

Энди илдизлари факатгина ру элементлардан иборат 
булганда

П(п-1)

g ( x ) =  П  (Л-Ру)
i < ]

купхадни тузиб оламиз. Бу купхаднинг коэффициент- 
лари ру лардан тузилган элементар симметрик куп- 
хадлардан иборат булади.  Агар Ру ларни (7) билан 
алмаштирсак,  g ( x )  нинг коэффициенглари хам e1t а2, 

ап га боглик булган симметрик купхадлар булиб, 
бу симметрик купхадларнинг коэффициентлари хаки- 
Кий сонлар булади.

У холда 65-§ даги 1-натижага асосан g( x)  нинг 
коэффициенгларининг узи хам хакикий сонлар булади.
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g( x )  купхаднинг даражаси илдизлар сонига тенг 
булгани учун ва (8) га асосан бу даража 2ft~' га бу- 
линиб, лекин 2* га булинмайди. Индуктив фаразимиз- 
га асосан теорема / =  k — 1 да уринли, яъни g ( \ )  нинг 

=  1, п)  илдизларидан камида биттаси комплекс 
сон эди.

Демак,  =  « ,а / +  с ( а г4- а у.)(1  <  i <  п, 1 < / <  я)  эле- 
ментлар учун шундай бир жуфтлик (/,; у,) мавжуд 
эканки,  бу жуфтликка мос келувчи комплекс сон 
экан

Иккинчидан,  майдон комплекс сонлар майдони 
учун кенгайтма майдон эди. Агар c=f=cx хацикий со ши 
оладиган булсак,  с , га мос келувчи комплекс сон мав
ж уд  булади ва унга мос келувчи (г2; у2) жуфтлик хам 
(г,; / , )  билан бир хил булмайди.  Бизнинг имконияти-
м и з л а nl? —±L  ха (г; у) жуфтликлар мавжуд.  Хающий

сонлар эса чексиз куп. Демак,  шундай у заР° ^ аР хил 
с ^ с 2 дакиций сонлар мавжудки,  буларга бир хил (/; 
/ )  жуфтликлар мос келади,  яъни

[«Pj  +  c M i  +  «/) =  «.
I а;а/ +  +  ai) — b

булиб,  а  ва 6 комплекс сонлардир. (9) сисгемадан

(^1 — ^ ( « г  +  «у) =  <2 — Ь
досил булиб, бундан эса а1 =  ——— келиб чин;ади.

—с2
Демак,  +  йигинди ва v a; купайтма хам ком

плекс сонлар экан.
Виет теоремасига асосан alt а, лар

л'2 — («г +  «/) * +  0
квадрат тенгламанинг илдизлари булади.  Коэффициент- 
лари комплекс сонлардан иборат булган квадрат тенг- 
лама илдизи хам комплекс сон эканлигини биз китоб- 
нинг I кисмида куриб угган эди к. Шундай килиб, f i x)  
купхаднинг илдизларидан хатто иккитаси комплекс 
сон эканлигини исбот килдик. Шу билан теорема тула 
исбот этилди.

Энди куйида алгебра асосий теоремасининг баъзи 
бир натижаларини куриб утайлик.

1 - н а т и ж а .  Комплекс сонлар майдонидаги п- да
ражали купхаднинг п та илдизи мавжуд.
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И с б о т и .  4-теоремага а с о с а н / (х )  нинг а^алли битта 
комплекс илдизи мавжуд,  Безу теоремасига кура  f ( x)  
купдад  х —а, га булинади,  яьни

/ ( * ) =  (•* — «,)/(.*:,) (10)
тенглик уринли.

( п —1)-даражали f , (х ) куп^адга  нисбатан юцоридаги 
мулодаз'ани куллаб,

/ , ( * )  =  (X -  *2)f2(x)  ( I 1)

тенгликни досил киламиз,  бунда f ^x)  купх;ад ( п - 2 ) -  
даражалидир ва ^оказо,  бу жараённи давом эттириб, 
ни^оят, биринчи даражали fn_ x(x)  куп^адга келамиз ва

f  n- i ( x )  =  (х  — «п)г0 (12)

тенгликка эга буламиз,  бунда г 0—узгармас сон.
Хосил булган (10), (11), (12) ва доказо тенгликлар- 

дан
f (x)  =  г 0(х — а ^ (х  — ог2) . . . (х  — ап) (13)

ёйилмага келамиз.  Бу (13) ифодага караб. а,, <*2, . . . , ап 
сонлар f (x)  куп^аднинг илдизлари эканини курамиз,  
чунки <*/(/ =  1, п.) ни х  нинг урнига цуйсак, /(«г) =  0 
келиб чикади.

(13) ёйилмадаги х —аг икки^адлар биринчи д араж а
ли ва улар келтирилмайдиган куп^адлар булгани учун 
f ( x ) ни келтирилмайдиган куп^адлар купайтмасига 
ёйиш ^акидаги теоремага биноан бу х —аг- икки^адлар 
узгармас купайтувчилар аницлигида ягонадир. Бу ^ол 
эса f ( x )  куп^аднинг а,,  а2, . . . , ап дан боища илдиз
лари йуклигини билдиради.

(13) ёйилмадаги х ~ а £ икки^адларни бир-бирига ва 
г 0 га купайтириб чицсак, х;осил булган кущ адни н г  бош 
коэффициенти г 0 га тенглигини курамиз.  Лекин бу  
к у щ а д  f ( x)  нинг узгинаси булгани учун г0 = а 0 деган 
натижага келамиз,  бунда а 0 оркали / ( х )  нинг бош 
коэффициентини белгиладик.  Шундай цилиб, (13) тенг
лик куйидагича ёзилади:

f ( x)  =  a 0(x  — а, ) (х — а2) . . . ( х  — а„). (14)

Бу ёйилма f (x)  куп^аднинг чизи^ли (биринчи д а 
р аж ал и)  купайтувчиларга ёйилмаси дейилади.

Умуман, илдизларнинг баъзилари узаро тенг булиши 
.^ам мумкин. Шу сабабли, ^ар хил илдизларни ctj, а2»
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. .  . , ak билан белгилаб (14) тенгликни ушбу куриниш-
да ёза оламиз:

/(-*) =  ,Jo(x  — а-\)т' { х  —  a2)mj . . . ( х  —  аА) т/г,

бунда m t + т г +  . .  . +  m k =  п, ти тъ  , .  . ,  ntk бутук 
мусбат сонлар мос равишда а,,  а2, . .  . , ak илдизлар- 
нинг карралик белгилари  дейилади. Бошкача айт- 
ганда а, ни от, каррали илдиз деб атаймиз. Демак,  п- 
даражали f(x)  купхаднинг илдизлари бир каррали,  
икки каррали ва хоказо k каррали булиши мумкин. 
Шундай килиб, комплекс сонлар майдони устидаги 
даражаси бирдан юкори дар бир f (x)  купхад бу май
дон устида келтириладигандир.

Хакикатан, аг- бунаай купхаднинг исталган илдизи 
булса. f {x)  ни х —о- 1 га булиб, куйидагини хосил ки~ 
ламиз:

f(x) =  ( х - « г-)ср(л:).

Бу купайтма айтганимизни тасдиклайди.
2 - н а т и ж а .  /г-даражали / (л )  купхад л  нинг п та- 

дан ортик хар хил кийматларида нолга тенг булса.  
f \x )  ноль купхад булади.

И с б о т и .  / г -дар аж ал и

/ ( л )  =  а 0х п +  a ix n~1 +  . . . +  а п~1х  +  а п

купхад х  нинг куйидаги т та (от>/г) хар хил

а,, а2, . . . , ап, ап+ > ...........ат (15)

кийматларида нолга тенг деб фараз килайлик. У холда 
бу сонлардан, масалан, дастлабки п таси f {x)  нинг 
илдизлари булиб, (13; тенглик уринлидир:

f {x)  =  а 0' х  — cft ) ( x  — а2) . . .  (х — а/;).

Берилгани буйича, /(<*/)=0, яъни

«о(«/ — a i) (a /: “  aa) • • • («/ — °я) =  0 

булади. Бунда а,- колган а р ал+2, . . . , ат сонлардан 
исталганини ифодалайди.

Энди аг-—а/,фО ( * = 1 ,  2 ...........п) булгани учун а,-=  О
деган натижага келамиз.  Демак,  купхад куйидаги 
куринишнн олади:

/ (* )  =  а 1х п~1 +  а 2х Г1~~ +  . . . +  a n_ vx-\-an.
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Бу купх;ад ^ам п Дан кичик даражали булиб, х  
нинг (15) кийматларида нолга айланади ва, шу сабабли,  
юкоридаги муло^азани такрорлаб, а, =  О эканини то- 
памиз ва ^оказо бу жараённи охиригача давом эт- 
тириб, t ( x ) = a n га келамиз.  Шарт буйича / ( а , )  =  а „ =  
= 0 .  Демак,  а 0= а , =  • • • = а а- \  =  а п =  0 булгани учун  
f (x)  =  0 экан.

3 - н а т и ж а .  Даражалари п дан юкори булмаган 
f (x)  ва у(х)  к у щ а д л а р  х  нинг п тадан ортик *ар хил 
Кийматларида бир-бирига тенг булса,  f ( x)  ва f ( x )  
узаро тенг купх,адлар булади.

И с б о т и .  Дараж аси  п дан юкори булмаган g { x )  =  
= / ( * ) —tp(x) куп^ад х  нинг п тадан ортик *ар хил 
Кийматларида нолга айланади. Демак,  юкоридаги тео- 
ремага биноан, g ( x ) = f ( x ) —ср(лг)=0 ёки f ( x ) = ? ( х )  б у 
лади.

70- § ^ациций сонлар майдони устида  
келтирилмайдиган куп^адлар. ^ациций 

коэффициентли куп^ад мав^ум илдизининг 
Кушмалилиги

1 - т е о р е м а .  Х а ц щ и й  сонлар майдони устидаги  
/  (х )  куп^ад х  нинг цушма комплекс циймат ларида  
цушма, ком плекс цийматларни ц абул  цилади.

И с б о т и .  а  х а к щ и й  сонни оламиз ва Тейлор фор-  
муласига асосан / ( о  +  Л) ни h нинг даражалари буйи
ча куйидагича ёямиз:

f  (а  +  h) -  f  (а )  +  / '  (a) h +  h* +  . .  . +  ^  h \
1.1 л!

Бу ёйилманинг коэффициентлари ^акикий сонлар 
булиб,  биз уларни ушбу куринишда белгилайлик:

/  (а) =  Л0, /' (а) =  =  Л2.......... =  Ah.
ZI п\

У ^олда юкоридаги ёйилма
/  {а -f- h) =  А й +  А -f- A 2h2 +  . . . +  A J in

куринишни олади. Агар уз ичига h нинг ж у ф т  ва ток 
даражаларини олган дадларни айрим-айрим гуру ^л ар -  
га ажратсак.

/  (й -I h 1 =  ( Л п -(- Л 2Л2 -f- Л 4/г4 +  . . ,)  -f-
+  +  А-Л2 + Л ь/г‘ h. (1)
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тенглик хосил булади.  Энди бу тенгликка h<=bi  (b — 
хакикий сон) кийматни куйиб куйидагини хосил цила- 
миз:

f[ а bi) =  (Л0 — -f- Л 4 Ьк — . . . ) - ( -  
-{- — А3Ь2 -(- A ib i — . .  . ) bi

ёки
/ ( а  +  bi) =  УИ -f- М ,

бунда М — А0 — Л 262 +  Л4Ь4 — . . . ва N  — £(Л, — Л 36 2-^ 
+  /1564 — . . . ) хакикий сонлар.

Агар (1) тенгликка h =  — bi цийматни куйсак,

f ( a  — bi) — ( Л0 — A b 2 +  Л 4£4 — . . . )  —
— bi (Л, — Л 3£" +  Л 564 — . . . )

ёки f ( a  — bi) =  M — М  тенглик келнб чикади.
Шундай килиб, д: нинг а bi ва a — bi  кийматла- 

рида f  (х)  купхад М  - f  N i  ва М — N i  цнйматларни ка
бул килади.

1 - н а т и ж а .  Хакикий сонлар майдони усгидаги / (х)  
купхад учун а  +  bi комплекс сон илдиз булса, у хол
да унга кушма a  — bi (b ^=0) комплекс сон хам илдиз 
булади.

И с б о т и .  а  +  bi комплекс сон f i x )  нинг илдизи 
булгани учун f a-\-bi) =  M + N i  =  0, М  4 - М  =  0. Демак,  
M  =  N  =  0. Шунинг учун f ( a  — bi) =  M — Ni  =  О —
— Qi =  0, /  (а — bi)  =  0. Б у эса a — bi  сон f (х)  нинг 
илдизи экаиини курсатади.

- - н а т и ж а .  Хакикий сонлар майдони устидаги f i x )  
купхаднинг мавхум* илдизларн сони жуфт  булади.

Хакикатан, 1-натижага биноан, хар бир а - \ - Ы  ком
плекс илдиз учун яна а  — bi  илдиз мавжуд.

3 - н а т и ж а .  Хакикий сонлар майдони устида жуфт  
даражали /  (х)  купхаднинг х а к щ и й  илдизлари сони 
жуфт булади.

- Хакикатан, /  (х)  нинг даражасини п ва мав^ум ил- 
дизларнинг сонини т десак,  хакикий илдизларнинг сони 
k =  n — m булади.  п ва т  жуфт  сонларни ифодалагани 
учун k хам ж уф т  сондир. Бу т ва k  сонлардан битта- 
си 0 га тенг булиши, яъни /  (х) нинг ё мавхум,  ёки 
хакикий илдизлари булмаслиги мумкин.

*Л1ав*ум  илдиз деб Ъ ф  О ш артни каноатлантирувчи  a +  bi ил- 
днзни туш унам из.
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4 - н а т и ж а .  Хакикий сонлар майдони устида ток 
даражали / (к ) купхаднинг хакикий илдизлари сони 
ток булади.

Хакикатан, п ток ва т жу фт  булса, k ^ t i  — m ток 
булади. Шундай цилнб, f  (х)  нинг энг камида битта 
илдизи хакикий булади. т =  О булса, унинг хамма ил
дизлари хакикий булади.

5 - н а т и ж а .  Хакикий сонлар майдони устидаги хар 
бир f  ( х )  купхадни шу майдон устидаги биринчи ва 
иккинчи даражали келтирилмайдиган купхадлар к у 
пайтмасига ёйиш мумкин.

Хакикатан, / ( х )  нинг илдизларини я,, <х2, . . . , ап 
десак,

I (X) =  а 0 (X — а,) ( х  — а2) . . . ( х  — а„)

ёйи..ма хосил булади, бунда а 0 — хакикий сон. Агар а, 
хакикий илдиз булса,  л  — а, хакикий сонлар майдони 
устидаги биринчи даражали (демак келтирилмайдиган) 
купхадни ифодалайди.  Агар a2 =  a - \ - b i  комплекс ил- 
дизни билдирса, f  (х)  нинг илдизларидан биттаси а  — bi 
Кушма комплекс сондан иборат булада.  Айтайлик а3 =  
=  а — Ы булсин.  У холда хакикий сонлар майдони 
устидаги иккинчи даражали келтирилмайдиган

( х  — о2 ) ( х  — я3) =  ( х  — а  — bi) ( х  — а -\- bi) =
=  ( х  — а )2 +  Ьг «= л - — '2а х  +  а? -{■ /г

купхадни хосил киламиз.
Демак,  f i x )  купхад хакикий сонлар майдони усти

даги биринчи ва иккинчи даражали келтирилмайдиган 
купхадлар купайтмасига ёйилади.  Купхад хакикий (ёки 
мавхум) илдизларга эга булмаса,  бу ёйилмада биринчи 
(ёки иккинчи) даражали келтирилмайдиган купайтувчи

лар булмайди.
X у л о с а. Хакикий сонлар майдони устида иккин- 

чидан юкори даражали хар бир /  (х)  купхад шу май
дон устида келтирнладиган купхаддир. Хакикатан, 
юкорида айтилган ёйилмани хакикий сонлар майдони 
устидаги ва даражалари f  (х)  нинг даражасидан кичик 
иккита купхад  купайтмасига келтириш мумкин.

Масалан, / ( * )  — * 4 +  1 купхадни олайлик. У холда
4 г — т v ------т“---------- , • • 2k+ [X =  V — 1 =  у  cosrc-|-fsin-= cos — тс +  ism —j— тс

булиб, унинг илдизлари куйидагилар булади:
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я  , . . к  i f  2  . . 2a. =  c o s ---- f- 1  sin — — ------- ^ i -— ;
4 1 4 2 2

3it . . . 3ic 2 . . V  2— cos----- b * s in—  — — 1------b t - — ;
4 4 2  2

5к . 5к / 2  . 2 
a„ =  c o s ----- H 1 sm —  =  — -------- i -— ;

3 4 4 3 2

7k . .  . 1к V е!  . Y  2.
a, =  C O S-------b I  S il l  —  =  ---------- I  ------- .

4 4 2 2

Шу сабабли f (л;) =» (x  — a j  (x  — a2) (x  — a3) ( x  — o4) 
булади.

Бунла

( x  — a,) (x  -  ct4) =  (x  — ^  — i V-^ - J X

X  [X ~ ^ r  +  i — ) - ' ( 2 - / 2 x +  1,

( X - G t  2) ( X  —  0t3) =  ( X + ^ —  {-!^ ) ( х  +  ^  +  ^ )  =

=  х а +  V  2 x  +  1.
Шундай килиб,  куйидагини х;осил циламиз:

, . / 2
X

=  ( х ‘ — /  2 х  +  1 ) ( х 2 +  / 2 х  +  1 )

71-§ .  Учинчи дар аж ал и  тенглама
Комплекс сонлар майдони устидаги ушбу

а х 3 +  Ьх2 +  сх  +  d  =  0 (а  =̂= 0) (1)
куринишдаги тенглама учинчи даражали бир номаълум- 
ли тенглама дейилади.  (1) тенгламанинг х;ар икки то- 
монини а  га булиб, ушбу  тенгламага эга буламиз:

х 3+  - х 2+  - х + - * = 0 . (2 )
а а а

(2) да х  =  у — — алмаштиришни киритиб, 
а

( 3b\3 . b ( 3Ь\2 . с / 3b\ , d А /оч(у ) Н— (у— 14—  (у— + - = о  (3)
\  й /  Ц \  а /  а \  а ) а
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генгламани хосил киламиз.  (3) тенгламани соддалаш- 
тиргандан кейин

У3 +  РУ +  <? =  0 (4)

куринишдаги тенгламага эга буламиз. (4) тенглама- 
даги у узгарувчи урнига иккита и ва v  узгарувчини 
y = u - \-v  тенглик ёрдамида киритамиз.

Натижада (и +  v)'6 +  р(и v)  +  q — 0 ёки
и3 +  v 3 +  q +  (2>uv +  р) • (и v )  =  0 (5)

тенгламага эга буламиз. (5) да и ва v  ни шундай тан- 
лайликки, натижада

3 u v р  =  0 (6)

шарт бажарилсин. Бундай талаб куйишимиз уринли, 
чунки

( и +  v  =  у,

тенгламалар системаси у  берилганда ягона ечимга эга 
булади.  (6) шартни эътиборга олсак, (5) теиглама к;уйи- 
дагн куринишда булади:

и3 +  V3 =  — д. (7)

(6) дан u3v 3=  — ^  булгани учун и3 ва v 3 Виет
пЗ

теоремапета асосан бирор г 2 - f  qz — ^  =  0 куринишда

ги квадрат тенгламанинг илдизлари булади. Бу квад
рат тенгламани ечишдан

ни хосил киламиз (8) дан

!• - / riI7 ^ s
топнлиб, и ва v  нинг хар бирига учта циймат, у  уз
гарувчи учун эса туккизта циймат топилади. Улардан
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(6) шартни каноатлантирганларини оламиз.  У долдя 
(4) тенгламанинг барча ечимлари топилади.

Агар и, иг, иг1 (бунда г сон 1 дан чицарилган илдиз,  
яъни е3= 1) г, нинг учинчи даражали илдизларининг 
Киймаглари булса,  унга мос г 2 нинг учинчи даражали 
илдизлари кийматлари v*, ъгх, vs  булади. Натижада 
(4) тенглама ушбу

у, =  и +  V, у2 =  иг +  vb2, уз =  и г2 +  v t  (9 >

1 З”
илдизларга эга булиб, унда е = — "2” ^  2 " ®Улганидан 

у, — и +  v ,  у„ -  — -  (и +  v )  +  i у—  ( и  -  V),

Уз------+  (10)

ечим досил булади.
3 ь

(10) ва х  =  у — — ни эътиборга олиб, (1) тенг-
а

3 Ь 3 b 3 Ъ ламанинг х ,  — у , ------, х 2 =  у2 -------ва х 2 =  у3 -------- ил-
12 а  а

дизлари топилади.
Энди дакикий коэффициентли учинчи даражали 

тенглама илдизларини текширайлик.
Куйидаги теорема учинчи даражали тенгламанинг 

^акикий ва мавдум илдизлари гонини аниклайди.
Т е о р е м а .  Агар

х* +  р х  +  q =  0 (11)

т енглам а ха^иций. коэффициентли т енглам а булиб,  
Д =  ~  +  ^  булса,  у х о л д а  цуйидаги м у л о х а за л а р

уринли  булади :
а) ага р  Д > 0  булса, (11) т енглама битта х^К^ций 

ва иккита узаро  цушма м авхум  илдизларга  эга  
булади;

б) агар  Д =  0 булса,  (11) тенгламанинг барча и л 
дизлари  х а н а ний ва камида битта илдизи каррали  
булади;

с) а гар  Д < 0  б ул са , (11) т енгламанинг баряа а л -  
дизлари  ханиций ва т урлича булади.

И с б о т и .  а) Д > 0  булса, у долда г х ва г 2 илдиз- 
лар дациций ва дар хил булади. Демак,  илдизлардан
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ка мида  биттэси, масалан г и нолдан фаркли булади. 
Лтш j / ' z 1 сон z t нинг арифметик илдизи булсин. Шу-

асосан, v  хам хакикий сон булади г , ф г 2 булгани 
учун  и3 ф  V3 булади.  Бундан u ^ v  муносабат уринли 
эканлиги равшан. (10) га асосан эса

булиб,  и, ва v  хакикий хамда турли сонлар булгани 
учун (12) да х,  хакикий, х 2 ва х 3 лар узаро кушма 
мав^ум сонлар булади.

6) Д = 0  булсин. Агар Д==0 ва q^O  булса, у хол-

цикий сон булади,  яъни и = у ф О  булади.
(12) формулага асосан л, =  г2 и ф 0 ,  х 2 — х 3 =  — и 

булади.  Шундай килиб, q ^ O  булганда,  (11) тенглама 
учта  хакикий илдизга эга ва улардан биттаси каррали 
булади.

Агар Д 0 ва q =  0 булса,  у холда р =  0 булади.  
Б у  холда (11) тенглама л 3= 0  куринишда булиб, х,  =
— х? =  х 3 = 0  булади.

с) Д < 0  булсин. У холда 2 , »= — ^  - f  У  Л, г 2 =

= — ~  — V &  булади.  Демак,  2, ва г 2 сонлар узаро кушма 

м а вх у м  сонлар экан. Шунинг учун

нинг учун и хакикий сон булади. uv**— — тенгликка«3

x t = u  +  v,  x 2 =  - j ( u  +  v) +  i y- ^ - ( u - v ) ,  *3 =  

--------2 +  (U ~  V )
(12)

д а  г, =  г 2 =  — фО булади.

арифметик илдизи булсин.

3 Г  q /н  v =  1 /  ха-

(13)
ва

(14)

муносабатлар уринли. 
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(6) ва (8) га кура

и? =« г и v 3 = г 2, u v =  — P- (15)
О

булгани учун (13) ва (15) дан |и|3 =  |г»|3=^0 булиб, бун- 
дан

| в | - М * 0  (16)

келиб чицади. (14) га асосан, и ф у  муносабат ^ам 
уринлидир.  (6) га асосан tiv =  — булиб, бундам

О

\и\- |г>| =  — — келиб чицади (чунки с) шартга асосан
3

р < О  эди). (16) га кура

- - ^ — 1 (17)
31«р

тенглик бажарилади.  (15) ва (17) ларга асосан 

3 и Зии  31н!2

Я Ъ Н И

v  =  а I 18)

le in .iH .K  у Р и н л и д н р .

(12) формуладаги v  ни и билан алмаштирсак ва 
и -j= v  ни эътиборга олсак, х и х 3 ва х 3 илдизлар ха- 
циций ва ^ар хил экани маълум булади. Хацицатзн, (12) 
формуладан х 2 Ф  х 3 келиб чицади. Фараз цилайлик, 
х ,  — х 2 булсин. У >;олда (9) га асосан и +  v  =  иг -f- 
+  vs} булиб, бундан и ( 1 — е) =  ^ ( $ “— 1) ёки и — т 2 
келиб чицади.

Бундан г, =  г 2 ва Д =  0 тенгликлар келиб чицади. 
Бу эса А <  0 шартга царама- царши.

Худди шунингдек.  х,  Ф  х 3 эканлигини ^ам курсатиш 
мумкин.

72-§.  Туртинчи дараж ал и  тенглама

Туртинчи даражали тенгламани ечишнинг Феррари 
усулини курайлак.  Бу усул б.уйича туртинчи дара
жали тенгламани ечиш бирор ёрдамчи учинчи даража
ли тенгламани ечишга келтирилади.
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Комплекс коэффициентли туртинчи даражали тенг
лама ушбу

л* +  ах 3 +  Ьхг +  сх  +  d  — О ( 1 )

куринишда берилган булсин.
(1) дан х А +  а х г =  — bx2 — сх  — d  ни ёзиб олиб,

С1?Х*унинг иккала томонига —— >$адни цушамиз ва уш бу 

куринишдаги  тенгламани >;осил циламиз:

(** У=(т ~ ь)х1 ~ c x ~ d- ^
(2) тенгламанинг иккала томонига [х'г +  —Jу +  ^  

*адни кушиб, ушбу

тенгламани з^осил циламиз. (3) нинг чап томонида тула 
квадрат >{осил булди.

(3) нинг унг томонмдаги уч^аа  эса у параметрга 
боглик. (3) да у параметрни шундай танлаб оламизки, 
натижада (3) нинг унг томони тула квадрат булсин. 
А  л* +  В х  +  С^= 0 уч^ад  тула квадрат булиши учун 
эса B i — 4АС •=> 0 булиши етарли.

Хацицатан, бу шарт бажарилса,

Ах* +  В х  +  С =  А х , +  2 / А С х  +  С =  ( V A x  +  V C ) \  

яъни
y U 2 +  В х  +  С  =  ( V A x  W C ) г

тенгламага эга буламиз.
Демак,  у ни шундай танлаЗ олам изки, натижада

(“ - М т - ' + ' Х ? - - ) - 0 «>
шарг бажарилсин,  яъни у га нисбатан учинчи д ар аж а
ли тенглама досил булади.

(4) шарт бажарилса,  у >;олда (3) нинг унг томони 
тула квадратга айланади.

(4) тенгамани ечиб, унинг битта у0 илдизини топа- 
миз. Кейин у0 ни (3) тенгламадаги у урнига цуямиз ва

( +  +  W  (5)
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тенгламани з^осил циламиз. (5) тенгламани ечганда 
куйидаги квадрат тенгламалар системаси ^осил була
ди:

•*2 +  +  j  =  а*  +  ?•

+  2£ +  *> =  - а х - р .
2 2 г

Бу сисгемани ечиб, берилган (1) тенгламанинг барча 
ечимларини топамиз.
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VII  б о б .  Р А Ц И О Н А Л  С О Н Л А Р  М А Й Д О Н И  У С Т И Д А Г И
к £ п х ;а д л а р  в а  а л г е б р а и к  с о н л а р

73-§ . Бутун коэффициентли купхаднинг бутун 
ва рационал илдизлари

Рационал сонлар майдони устида берилган хар ь;ан- 
дай f ( x)  =  а0хп +  a ,*" -1 +  . . .  +  а„-\х 4- а„ куп^ад- 
нинг илдизи

а0хп +  aiXn~l +  . . .  +  а х  +  ап =  О (1)

тенгламанинг хам илдизи булади. Шунинг учун бун- 
дан сунг биз факатгина я -да р аж а ли  тенгламанинг ра
ционал илдизларини топиш билан шугулланамиз.

1°. Каср коэффициентли тенгламани бутун коэффи
циентли тенглама билан алмаштириш мумкин.

И с б о т и .  Бунинг учун (1) тенгламанинг икки томони- 
ни барча а 0, а , ,  а 2 . .  . ,  an_ v  ап коэффициентларнинг 
умумий махражига купайтириш кифоя.

2°. Бутун коэффициентли тенгламани б о т  коэфф и
циента 1 га тенг бутун коэффициентли тенглама би
лан алмаштириш мумкин.

И с б о т и .  (1) тенгламанинг коэф фициентларини бу
тун деб хисоблаб, х  =  — алмаштиришни бажарсак,  (1)

а0
тенглама

уп , й2у"-2 ап- 1У
—п=Т +  7Г=Т +  ~^Г=2 +  • • • +  — ------Ь ап =  О
“о ао av ао

куринишни олади. Бундан ушбуни хосил киламиз:

Г  ^ а оа 1У 1_Ьа оа 2У" 2 4~ • • • 4~ айп 2а п- \у  4- а0п 1а =  0.

3°. Бутун коэффициентли 

f  (я)  =  х п -f- а 1х п 1 4" cl̂ x 4- . . .  4- а п—1 х  4- =  0 (2 )

тенгламанинг рационал илдизлари фа кат бутун сонлар 
булади.

И с б о т и .  ( . )  тенглама а =  — и л д и з г а  эг а б у л с и н
ь

(а  ва b — бутун сонлар, Ь Ф 0); бу касрни кискармай- 
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диган деб хисоблаш мумкин; а =  — илдизни (2) тенг-
ь

ламага куйиб,
д/Г аП~1 д
-  +  о, + . . . + Л .  , — +  а" »= О6Л 1 1 6«-1 1 ‘ Л-1 £ '

ёки

— =  — (а,я™ '+«2®" ^  +  • • • +  &пЬп ]) (3)

дтенгликни хосил циламиз. — цискармаидиган каердир.
ь

Шу сабабли, (3) тенгликнинг булиши мумкин эмас, чун- 
ки цись;армайдиган каср бутун сонга тенг була олмай- 
ди.

4°. (2) тенгламанинг бутун илдизи озод ^аднинг 
булувчисидир.

И с б о т и .  а  ни (2) тенгламанинг бутун илдизи де- 
сак,

лп -f- rl~ $2д . . • -\-cin— id- “I- &n =  0

ёки

a n =  a ( — a n~x— a ia n~2 — . . .  — a n- 1)

тенгликка эга буламиз; бу эса ап нинг а  га булиниши- 
ни курсатади.

Ь°. (2) тенгламанинг чап томонини х  — а (а  — бу
ту н  сон) га булишдан чик^ан булинма бутун коэффи- 
циентли купхаддир

И с б о т и .  Горнер схемасп буйича булинманинг коэф- 
фициентлари цуйидаги бутун сонларга тенг:

b0 =  a 0 =  1, =  а х +  а ,  Ь2 =  а 2 +  a b u  . . . ,
Ьп-1— йп~ l4" &ЬП — \.

6°. Агар а бутун сон (2) тенгламанинг илдизи булса,
ва ^ам бутун сонлар булади

я — 1 а + 1
И с б о т и .  Хакика-тан, /  (х)  =  (х  — а) <р (х) тенглик -

дан =  — ср (х)  досил булади, бунда, 5°- хоссага 
а—х

биноан, <р (х) бутун коэффициентли купдад.  Демак,  
^ 1 1  =  —ш (1)/ (—1) -  — и (— 1) — бутун сонлар.
а— 1 а + 1

237



7°. а  бутун сон (2) тенгламанинг илдизи булиши 
учун

П а'1 г, a n~l Н~ Яп— 1Чп—1 — • Чп- 1 » • • •>а  а

q _  ^  =  о =  j (4)
а  а

нисбатлар бутун сон булиши зарур ва етарли.
И с б о т и .  З а р у р и й л и г и .  а —тенгламанинг бутун 

илдизи булсин. Горнер схемасидан фойдаланиб, /  (х)  ни 
х  — а  га буламиз.  Бу долда булинманинг коэффици- 
ентлари Ь0 =  1, Ьх ■= а, + а ,  b2 =  а 2 -f  сб,,  . . ., t>n- i =
=  cl п+\ +  ab „ - 2  тенгликлар билан аницланиб, цолдиц 
нолга тенг булади, яъни 0 =  а п +  abn- \ .  Бу тенглик- 
лардан

и а п и а п - 1— Ьп —, t —  Ьх — иП—\ On—2 — » • • •» 1 ---------------а а а

келиб чикади. Агар — bn- \ =  qn- \ ,  — bn~ i =  qn-<i.......
— 1 =  <70 деб белгиласак, (4) тенгликларни досил кила- 
миз.

Е т а о л и л и г и .  Энди, а бутун сон булгани учун (4) 
тенгликлар кучга  эга дейлик. Бу тенгликларнинг сунг- 
гисидан а, +  а  «* — qt ни топамиз. Горнер схемлсига 
асосан, а ,  +  а  =  Ьх. Демак,  — qx =  bx. Иккинчи тенглик- 
дан — q2 — а 2 — aq l = a i +  аЬ *осил булади.  Демак,  
яна Горнер схемаси буйича топиладиган b2 =  а 2 +  abx 
тенгликка асосан, — q2 =~b2. Бу жараённи давом этти- 
риб, биринчи тенгликдан ап— aqn- \ =  ап - f  abn^\ =  0 ни 
досил циламиз. Аммо Горнер схемаси буйича г  — а п-\- 
+  a b „ - Шу сабабли г  =  0. Демак,  f (x)  ни х  — а  га 
булишдан чи^^ан цолдик нолга тенг булганидан, а  
бутун сон (2) тенгламанинг илдизини ифодалайди.

Шундай килиб, рационал сонлар майдони устидаги 
тенгламанинг рационал илдизларини дисоблаш жараё-  
ни цуйидагидан иборат:

1) Аввал тенгламани (2) куринишга келтирамиз;
2) Озод ^аднинг булувчиларини олиб текширамиз;
3) Агар а  озод х;аднинг булувчиси булса,  / ' (1) ва 

/  ( — 1) нинг а  — 1 ва а  4- 1 га булиниш- булинмаслиги- 
ни текширамиз:

4) в а^ ^ у 'н и сб ат л ар д а н  биронтаси бутун сон
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булмаса,  а  илдиз булмайди.  Синовдан утган а ни олиб, 
7°- хоссанинг бажарилишини текширамиз.  Бунинг учун 
куйидаги схемани тузамиз:

а п а п - 1 а п - 2 • • • *1 1

Ч п - \ Я п - 2 Яп- 3 Яо

Бунда qn_ [, qnJ2, . . . , qu q0 сонлар (4) тенглик- 
ларга асосан топиладн. Агар qt бутун сон ва q0 =  — 1 
булсагина,  а  илдиз булади.

М и  с о  л. Ушбу тенгламани карайлик:
= 7 , . и  ч 17 ,  , 4х ъ ------x i -\—  л 3 -------л 2 Н—  х

10 10 10 5 10
0.

Аввал бутун коэффициентли тенгламага алмаштирмиз: 
10я5 — 7л 4 +  11л.3 — 17хя +  8 х — 1 = 0 .

Сунгра тенгламани х  =  — алмаштириш билан (2) ку- 

ринишга келтирамиз:
/  (У) =  У5 -  7у4 +  110у3 — 1700у- +  8000у -  10000. (5)

Бунда 10000 озод хаднинг булувчилари жуда куп. 
Шу сабабли хнсоблашни ь;ись;артириш учун аввал ха- 
ци^ий илдизларнинг чегараларини топамиз.

Мусбат илдизларнинг чегаралари 0 ва 16 эканини 
аниклаймиз.  (5) тенгламанинг манфий илдизлари й у к. 
чунки у — — z  алмаштириш натижасида хосил булган

г 5 +  7г4 +  1 Юг3 +  1700г2 +  8000г +  ЮООО =  0

тенгламанинг чап томони г  нинг мусбат цийматларида 
ноль буламагани учун тенгламанинг мусбат илдизлари 
йук- Шундай цилиб, 10000 нинг 1 , 2 , 4 , 5 , 8 , 1 0 ,  16 б у 
лувчилари билан чегараланиш кифоя.

Энди /  ( — 1) ■== 3596, / ( 1 )  =  19818 эканини топамиз.
4 сони илдиз була олмайди, чунки / ( — 1) сон 

а  +  1 = 4  +  1 = 5 ,  а + 1 = 5 г а  булинмайди.  Шунга 
ухшаш,  8, 10. 16 хам илдиз була олмайди. 2 ва 5 ни 
олганимизда /  (1) ва / ( — 1), мос равишда, а  — 1 =  2 —
— 1 =  1, а  — 1 =  1, а — 1 = 5 — 1 = 4 ,  а — 1 = = 4 г а в а  
а  +  1 =  2 +  1 ■== 3, a - f i = 5 _ ) - i = 6  га булинади. Шу 
сабабли, 2 ва 5 учун 7°- хоссани текшириб курамиз.
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—  10000 8000 —  1700 110 - 7 1

—  50С0 1500 —  100 5 —  1

— 10000 8000 -  1700 110 —  7 1

—  2000 1200 —  100 2 -  1

Демак,  (5) тенглама у̂  =  2 ва у 2 =  5 дан ибораг  
иккита бутун илдизга эга. Шу сабабли, берилган тенг-

1 1
ламанинг рационал илдизлари х х — — ва х 2 =  — бу-

5 I
лади.

7 4 -§ .  Эйзенш тейннинг кугь^адлар учун  
кел:ирилмаслик аломати

Т е о р е м а  ( Э й з е н ш т е й н  а л о м а т и ) .  Б ерилган  
б у ту н коэффициентли  /  (х)  =  с0 +  с ,х  +  . . . +  с„л 'г 
куп^аднинг бош ,\ади коэффициента сп дан бошца 
барча коэффициент лари р туб сонга булиниб, озод  

ад с0 эса р г га булинм аса , у х,олда t (х) к уп .\ад  Q 
р а ц ион ал  сонлар майдони у стада келт и рилм ай ди 
ган куп^ад булади.

И с б о т и .  Фараз циланлик, f (х)  куп^ад Q майдон 
устида келтириладнган купхад,  яъни f ( x )  =  g  ( х ) -h(x)  
тенглик уринли булиб, g  (х),  / г(х)  куп^адларнинг ко 
эффициентлари бутун сонлар булсин. Айтайлик,

g  (-*) =  а0 +  a vx  4- . . .  +  a kx k (ak ф  0), 
h (х )  — b0 +  bxx  - f  . . .  +  bmx m (bm ф  0)

берилган булсин.
Юцоридаги тенгликка кура 1 <  ft, т < п  булганда

/  (х )  =  с0 +  с ,х  +  . . .  +  спхп =
«= ( а 0 +  а хх  +  . . . +  a kx k) (b0 +  b1x  +  . . .  +  bmx'n) (1) 
муносабат келиб чицади. Бунда

с0 =  а 0Ь0, (2)
сп =  a kbm. (3)
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Теорема шартига асосан,
cjp, с0 X  р5 (4)

уринли.
(2),  (4) муносабатларлаги а 0 ва Ь0 сонлардан факат

биттаси р  га булинади. Айтайлик,

булсин. Теорема шартига асосан сп X р.  Бундан (3) га 
асосан

g  (х)  купхад коэффициентларининг ak дан бошка яна 
бмр нечта коэффициентлари р  га булинмаслиги мумкин.

g  (х) купхад  коэффициентларининг р  га булинмай- 
диганларидан биринчиси as булсин, яъни а 0, а и . . . ,  
a s_ j  лар р  га булиниб, as сон р  га булинмасин. Бунда 
s ^ k c n  дир. Купхадларни купайтириш коидасига асо- 
сэн X s  олдидаги cs коэффициент куйидаги куринишда 
ёзилади:

c s — aiPo +  (а  s—А  +  ds- Ф 2 +  • • .  +  a0bs), (s <  п).

а 0, а и  . .  a s~\ сонлар р  га булингани учун юцоридаги 
кавс ичидаги ифода р  га булинади. as /  р  ва b0 X Р 
булгани учун cs сон р  га булинмайди. Теорема шарти
га кура s ^ C k < n  булгани учун cs сон р  га булиниши 
керак эди. Бу царама- каршилик фаразимизнинг нотут- 
рилигини курсатади. Демак,  берилган f { x )  купхад Q 
рационал сонлар майдони устида келтирилмайдиган 
купхад булади.

/5- §. Алгебраик ва трансцендент сонлар

Биз юцорида куриб утганимиздек,  рационал коэф
фициентли п- даражали хар цандай купхад комплекс 
сонлар майдонида п та илдизга эга булади. Бу илдиз- 
лардан баъзи бирлари хакикий сонлардан, баъзилари 
эса a -\-bi (b ф  0) шаклдаги мавхум сондан иборат бу
лади.

Энди масалани бошкача куймокчимиз.  Хар кандай 
хакикий сон бирорта рационал коэффициентли л - д а р а 
жали тенгламанинг илдизи була оладими? Кейинчалик 
бу савол ижобий жавобга эга эмаслигини куриб ута- 
миз, яъни хеч кандай рационал коэффициентли алгеб-

a j p ,  b X р (5)

a k х  р. (6)
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раик тенгламанинг илдизи була олмайдиган з^ацикий 
сонлар мавжуд.

1 - т а ъ р и ф .  Агар а сон коэффициентлари рационал 
сонлардан ибораг купхаднинг ёки алгебраик тенглама
нинг илдизи була олса, у х;олда а сон алгебраик сон, 
акс холда трансцендент сон  дейилади.

М и с о л л а р .  1. Барча рационал сонлар алгебраик
сонлар булади.  Хакикатан, — ( п ф  0) куринишдаги

п
рационал сон т х — п =  0 тенглама инг илдизи булади.

2. Рационал сонларнинг ихтиёрий k- даражали ил
дизи хам .алгебраик сондир, чунки, бу сонлар m x k —
— я  ■= 0 тенглама илдизи булади

3. 2 — 3г сон х г — 4 х  +  13■= 0 алгебраик тенглама
нинг илдизи Демак,  2 — 31 алгебраик сон экан.

4. i  сон х?-\- 1 = 0  алгебраик тенгламанинг илдизи. 
Демак ,  мавхум сонларнинг бир кисми хам алгебраик 
сонлар экан.

5. тс, е сонлари трансцендент сонлардир.
1 - т а ъ р и ф .  Агар а сон коэффициентлари s^! май-

донга тегишли бирор алгебраик тенгламанинг илдизи 
б у л с а ,  у  >;олда а с он  а'Р майдонга нисбатан а л геб р а 
ик сон, акс холда а сон оТ^майдонга нисбатан транс
цендент сон дейилади.

Т е о р е м а .  Илдизи  а дан иборат булган  к е л 
т ирилмайдиган к у п х а д  нолинчи дараж али  купхад  
аш щ лигида ягонадир.

И с б о т и .  Фараз килайлик, илдизи а дан иборат 
булган иккита f (х) ва g i x )  купхадлар мавжуд ва 
уларнинг хар бири келтирилмайдиган купхадлар булсин. 
Бундай холда бу куп^адларнинг энг катта умумий б у 
лувчиси 1 дан фаркли. Иккинчидан,  улар ^Г 'сонлар 
майдони устида келтирилмайдиган булганлиги туфайли  
бу купхадлар бир-биридан нолинчи даражали купхад 
билангина фарцланади.

3 - т а ъ р и ф .  <0̂  майдон устида бош коэффициенти 1 
га тенг ва келтирилмайдиган f (х)  купхад  а илдизга эга 
булса,  бу купхаднинг даражаси ^  майдонга нисбатан 
а алгебраик соннинг дараж аси  дейилади.  f (х )  куп
хад эса сонлар майдони устидаги минимал купхад  
дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  <гР майдон устида келтирилмайдиган 
} ( х )  купхаднинг барача илдизлари узаро  цушма сон
л а р  дейилади.
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Рационал сонлар уз-узига ^ушма деб ^исобланади. 
Рационал булмаган ^ар цандай сон, даражаси иккидан 
кичик булмаган куп^аднинг илдизидан иборат булгани 
учун улар цушма алгебраик сонларга эга*.

76- §. Майдоннинг оддий  алгебраик кенгайтмасини
цуриш

а элемент майдонга нисбатан алгебраик элемент

ни эса <£& (а) орцали белгилайлик.
1 - т е о р е м а .  Агар а. элемент &  м айдонга  нис- 

батан алгебраик элемент булса, у  %олда (а) — 
= = о ^ [ а ]  т енглик ури нла  булади.

И с б о т и .  Ушбу

туплам майдон ташкил этади.
Агар (1) да d 0 =  1, d, =  d 2 =  . . .  = d t =  0 булса,  у 

^олда е^°(а) тупламнинг элементлари ©^(а)  нинг эле- 
ментлари каби булади, яъни ушбу муносабат уринли:

а алгебраик элемент булгани учун у ей?- майдон ус- 
тида келтирилмайдиган бирор р  ( х) =  р 0 +  p tx  -J- . . . - f  
- \-р пхп (pi ) куп^аднинг илдизи, яъни р  (а) =  0 б у 
лади, булиб р) =  / (ос) =  С0 - \ -схч -j- . . . +  
+  С k а,г ( C i ^ J p )  булсин.

Колдицли булиш теоремасига кура
t ( x )  =  p ( x )  g { x ) + r ( x ) ,  ( g ( x ) ,  r ( x ) £ ^ [ x I) (3)

тенгликни ёзамиз. (3) да х  =  а булса, у долда / (а) =  
=  p ( a ) g  a) 4- г  (а) ёки / ( а)  =  г (а )  булиб, Р =  Г (а) тенг
лик уринли булади.
г (л) =  а0 +  a tx  + .  . . +  a n„ixn~ l булса, у * о л д а Р  =  
=  а 0 +  а,л: +  . .  . a n-\X n~i ни ёзиш мумкин. Бундан

* К уш ма комплекс сон туш унчаси билан цушма алгебраик сон
лар туш унчасини аралаш тириб ю бормаслик лозим.

<#>(«) =  J Со +  cta +  ■ . . + cka* j  
+  ^i'

lc u dt Q <2̂ .  k> l  =

(1)

(2)



куринадики, k > 0  булганда хамма вакт  р нинг дара- 
жасини п дан кичик килиб олиш мум кин экан. Энди

/ ( а) _  а о +  g ia +  • • • + gw—ig" 1 г  0 < ^ ( ( х )  

g(a) Ь0 +  bta +  . . . +  bn- tan - i

булсин. Бунда g  («) ф  0, g  (х) ф  0. g  (х)  купхад р (х)  
купхадга  булинмайди. Чунки £■(.*) нинг даражаси /?(.*:) 
нинг даражасидан кичик. купхад келтирилмайди
ган купхад булгани учун { р{ х) \  g  (х))  «= 1 булади.  У 
холда шундай и(х)  ва v  (х)  купхадлар мавжудки,  на
тижада g  (х)  и (х)  р (х) v  (х)  =  1 тенглик уринли бу
лади.  Бу тенгликда х < = а  булса, у холда ^ ( а ) г г ( «)  +
4-/7 (a) v  (а) =  1 булиб, бунда /?(а) =  0 эканлиги эъти- 
борга олинса, g(a) и{а) =  1 тенгликка эга буламиз. Бун-
дан g  (а) =  —̂ б у л г а н и  учун

М .  =  Ш  - / ( . ) « ( « ) ,
g(a)  _ l _  v > W>

Н(а)
яъни

^ - / ( « ) « ( « )  

тенгликни ^осил киламиз.  Сунгра

/  (а) к  ( а )  € [а] ёки М  £  ^  [а]

булгани сабабли ва у /Р(а) нинг ихтиёрий элемента бул
гани учун

< # (< * )  С М  ( 4 )
муносабат уринли.

(2) ва (4) муносабатлардан эса <£Р(л)=е9  fa] тенг
лик келиб чикади.

Т а ъ р и ф .  майдон <£$ майдоннинг ^исм майдони 
булиб, a £ F  булса, у  холда майдонни ва а элемент- 
ни уз ичига олган оФ майдоннинг энг кичик кием май
дони а элемент оркали хосил килинган майдоннинг 
оддий кенгайтмаси,  агар а алгебраик элемент булса, 
у холда е Я  майдоннинг энг кичик кием майдоннинг 
оддий алгебраик кенгайтмаси  дейилади.

Рационал сонлар майдони Q га даражаси иккига 
"енг булган >/"2 алгебраик сонни киритамизва уни Q [ / 2 ]
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каби белгилайлик.  Q [ У  2] туплам майдон ташкил ки- 
лади.  Q [ / 2 |  майдон Q майдоннинг оддий алгебраик 
кенгайтмаси булади.

2- т е о р е м  а. а элемент  3  майдон устида мусбат  
дараж али алгебраик элемент булса, у  %олдг о9(*)  
майдондаги ихтиёрай элемент коэффициентлари. 
дан оланган п  та. 1, а, а2, . . ал_1 элементларнинг  
я и з щ л и  комбинацаяси булади .

И с б о т и .  р элемент S  (а) майдоннинг ихтиёрий 
элемента булсин. 1-теоремага  кура 3  (а) =*в^ [<*] эди. 
Д ем ак , 3  [а-] да шундай /  (х) купхад топиладики, нати- 
жа я  =  а булганда

Р - / ( < * )  (5)
булади. S  майдон устида а учун минимал купхад g  (х) 
булсин. Теорема шартига кура унинг даражаси п га 
тенг. Колдицлн булиш теоремасига кура 3  [я]  э^алка* 
да шундай /г (х) ва г (х)  купхадлар топиладики, нати
жада /  (х)  =  g ( x )  h (х)  +  r  (*) тенглик уринли булиб, 
бунда г =  0 ёки дар г  (х ) <  лар g  (х) =  п , яъни

г (х)  =  с0 +  схх  +  . . .  + с л_ x n~ \ c t £  3 )  ( 6)

б у л а д и .  ( 2 )  д а  х  =  а д е б  ол иб ,  ( 5 )  т е н г л и к д а н

Р =  с0 4- 4- . .  • 4~ сп—1» (7)

тенгликка эга буламиз.
Энди р элемент 1, а, . . ,, а"~; элементларнинг бир 

кийматли чизикли комбинацияси эканини курсатайлик.
Фараз килайлик, р нинг (7) дан бошка

Р “  do 4" ^ i a 4" • • • 4~ d n-\a.n l(dl Q < 3 )  (8) 

ифодаси булсин. Ушбу 

<Р (X) =  (С0 -  d 0) +  (ci - d 1) x  +  . . .  (Сп_ 1 -  d n_ J  х л~‘

куп^адни текширамиз.
(7) ва (8) га асосан ср(а) =  0 булгани учун <р ( х)  

нинг даражаси п дан кичик булмайди. ? (х) нинг д а р а 
жаси эса gMx) нинг даражасидан кичик. Бу доллар 
факат ср (х)  =  0 булгандагина бажарилади,  яъни (с0 —
— d o) 4~ ( 1̂ — d x) х  -f-. « .  4- (сд_ х — d n_ x) х" * = 0  була-
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ди.  Вундан Cq — cIq, Ci — d • • •) Cn_  ̂— d n_  ̂ келиб чи-
кади. Демак,  р элемент 1, а, . . .  а"*1 элементларнинг 
чизикли комбинацияси куринишида бир кийматли ифо- 
даланар экан.

7 7 -§ .  М айдоннинг чекли кенгайтмаси
S " майдоннинг кием майдони S *  булсин. У холда 

S ' ни S *  майдон устида вектор фазо деб караш мум
кин.

1- т а ъ  р и ф. Агар <£Гмайдон S  майдон устида век-  
тар фазо сифатида чекли улчамга эга булса, у холда 
S '  майдон <£6 майдоннинг яекли кенгайтмаси  дейила- 
ди.

S ' нинг S  майдон устидаги чекли улчами [ S ' : S ]  
каби белгиланади.

1 - т е о р е м а .  А га р  а элемент S  майдон устида  
п- дараж али  алгебраик  элемент  б ул са , у  %олда  
[ S  («) : S  ] =  п булади.

И с б о т и .  Бу теорема майдоннинг оддий алгебраик 
кенгайтмасини куриш мавзусидаги 2- теоремадан бево- 
сита келиб чикади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар S ' майдоннинг хар бир элементи 
S ' '  майдон устида алгебраик булса,  у холда S '  май
дон е р  майдоннинг алгебраик кенгайтмаси  дейилади.

2- т е о р е м a. S  майдоннинг ихтиёрий яекли. 
кенгайтмаси булган  S '  майдон S  майдон устида  
алгебраик кенгайт м а булади.

И с б о т и .  S  устида S '  майдон п улчовли булсин.
Агар п — 0 булса, у холда теорема уринли булади.  

п > 0  булсин. У ^олда S  устида S '  дан олинган их
тиёрий га+1 та элемент чизикли богланган булади.  Ху- 
сусий холда 1, а , . . .  , а" элементлар системаси чизикли 
богланган, яъни S  да  камида биттаси ноль булмаган 
с0, си . . . ,  сп элементлар топиладики, натижада с0-1 +  
+  с̂ а. +  . . . +  спа.п =  0 тенглик уринли булади. Демак,  
а элемент S  майдон устида алгебраик экан.

7 8 - § .  М айдоннинг мураккаб алгебраик  
кенгайтмаси

1 - т а ъ р и ф .  Агар S '  майдоннинг L[(i  =  0, k ) к исм 
майдонларининг усувчи занжири мавжуд булса, яъни

s  — £ 0С  ^ l C  Li C . . • ■ =  ( ^ > 1 )
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муносабат уринли булса, у ^олда o f  майдон май- 
доннинг мураккаб кенгайтмаси дейилади.

1-т е  о р е м  а. <££~ майдон L майдоннинг чекли кен
гайтмаси булиб , L майдон <?с/  майдоннинг чекли. 
кенгайтмаси булса , у ^олда &  майдон о ?  май
доннинг чекли кенгайтмаси булади ва

[ г Г : ^ ]  =  [ ^  : L \ . \ L -.0< ? ) (1)

муносабат уринли булади.
И с б о т и .  Ушбу

« ь  « з ..............ат  ( 2 )

лар устида L майдоннинг базиси булсин ва
Р., Р*. • • • , h  (3)

эса L устида d f  майдоннинг базиси булсин.
даги ихтиёрий а  элементни (3) базис орцали 

Куйидагича чизикли ифодалаш мумкин:

а =  eiPi +  ^2рг +  • • • +  (еп £ Ц -  (4)
е/г коэффициентларни эса (2) базис ор^али куйи- 

дагича чизикли ифодалаймиз:

ek =  P>k*i +  P 2 k'x* +  “  • + P m k 4  (Pik(z  <&> ) .  (5)

(5) даги e k  нинг кийматларини (4) га куямиз,  яъни

а =  (риаJ +  Р2\аг +  • • • Л- Рт\ат)}\ +  ( a i2a t +
+  Р п Н  +  • • • +  Ртгат)'\‘г +  • • • +  (Р т а 1 +  P m ai  ~ Ь

п , т

+  .  .  .  +  Рт пат )$п  =  S  (  2  P lk at 
i =i 4 i=i

п /  т \
а ~  2  I 2 j  P ik * i  ]  Р/г

f'—i \  i=\  !

булади.
Демак,  майдоннинг х,ар бир элемента £=* 

=  (аг-рk/i — 1, т\ k = \ ,  п\ туплам элементларининг чи* 
зикли комбинацияси куринишида ифодаланади.

В  туплам майдон устида S-  нинг базиси, яъни 
В  туплам элементлари чизикли богланмаган эканини 
курсатамиз.  Ушбу

2  c ikai h  =  0 ifiik 6  ) (6)
i, k

тенглик берилган булсин.
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(3) система базис булгани учун чизикли богланма- 
ган. Шунинг учун (6) тенгликдан

C\ka\ ~Ь • • • 4" cmk^m ~ 0  (k «= 1, П.) (7)
тенгликлар х;осил булади.

(2) система хам чизикли булмагани учун (7) тенг
ликдан c ik =  0, с2А =  0 , .  . . ,  cmk =  0 ( £ = 1 , п) тенг
ликлар келиб чикади.

Демак,  (6) нинг барча коэффициентлари нолга 
тенг  экан. Бундан В система элементлари чизикли 
богланмаган ва o F  устида S  нинг базиси экан. На- 
тпжада \ я /  : я Р ]  =  п т < = \(£Г  l L \ - [ L : d P ]  булиб, d F  
майдон (£Р майдон устида чекли кенгайтма булади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар майдон Li кием майдонлари- 
нинг усувчи занжири

S  =  ioC^i С -̂2 с  • • • C.Lk =  (&>1) (8)

мавж уд  булса ва i = \  дан k гача узгарганда L[  май
дон L:_ j майдоннинг оддий алгебраик кенгайтмаси 
булса,  майдон <£fiмайдоннинг мураккаб алгебраик  
кенгайтмаси дейилади.  k сон эса (8) занжир узун - 
лиги  дейилади.

1 - н а т и ж а .  ^ м а й д о н н и н г  мураккаб алгебра
ик кенгайтмаси оТ  майдоннинг чекли кенгайтмаси хам 
булади.

И с б о т и .  £ =  1 булсин. У холда майдон ef* 
майдоннинг оддий алгебраик кенгайтмаси булади.  Май
доннинг оддий алгебраик кенгайтмасини куришга асо
сан, оУ майдон майдоннинг чекли кенгайтмаси 
хам булади.

k дан кичик сонлар учун 1 - натижа уринли булсин. 
k сон учун 1-натижанинг уринли эканини курсатамиз.

k — \ учун фаразга асосан Lk_ , майдон ^  майдон
нинг чекли кенгайтмаси булади.

Lk майдон Lk_ j нинг оддий алгебраик кенгайтмаси 
булгани учун Lk майдон Lk_ x нинг ва нинг хам 
чекли кенгайтмаси булади.

2 - т е о р е м а .  d F  майдоннинг майдон &Р устида  
алгеб р а и к  элем ен т лари  а,, а2, . . . ,  булса, у  х о л д а

(*и аз> • • • , а*) майдон  ©!? майдоннинг чекли кен
гайт маси булади.

И с б о т и .  1 0= о Т Ч  [а,], Z.2 =* S  [«1, «2|.....
Lk ■= S  К .  «2. • • • * ak\ белгилашларни киритамиз.



У холда Z., =  ^ >| а , J майдон L0 майдоннинг оддий ал
гебраик кенгайтмаси булади. L2 майдон эса I ,  нинг 
оддий алгебраик кенгайтмаси булади.
Хакикаган,

Ц  =  е ^ [ а , ,  а2] =  (о?'  М ) Ы  =  M az] == ^i(«i) 
ва хоказо. Демак,

=  L 0 c . L \  С -  •  ‘ С ^ / е  —  < г^~

(£/  =■ ^ _ i )а/Дг’ = 1 .  *) (9)
булиб, занжирнинг хар бир хади узидан олдинги хад- 
нинг оддий алгебраик кенгайтмаси булади.

майдон майдоннинг мураккаб алгебраик 
кенгайтмаси булади. 1-натижага кура эса майдон 

майдоннинг чекли кенгайтмаси хам булади,
2 - н а т и ж а .  Майдоннинг мураккаб алгебраик кен

гайтмаси уша майдоннинг алгебраик кенгайтмаси бу
лади.

79-§.  Алгебраик сонлар майдони ва унинг 
алгебраик ёпицлиги

1- т е о р е м  а. Б а р ш  алгебраик сонлар т уплам и  
о/£ком плекс  сонлар цалцаси  да ё п щ  булиб, а л 
гебраик сонлар туплами , \осал  цилган  ©•■/алгебра  
комплекс сонлар майдонининг цисм майдони. булади.

И с б о т и .  а  ва b элементлар А  тупламнинг ихти- 
ёрий элементлари булсин. Q майдоннинг Q (а; Ь) му
раккаб алгебраик кенгайтмаси майдоннинг мураккаб 
алгебраик кенгайтмаси мавзусидаги 2 - нагижага (75-§)  
асосан Q{a.  b ) майдон Q майдсннйнг алгебраик кен
гайтмаси булади.  Шунинг учун а + b ,  а-Ь,  —а,  1 сон
лар алгебраик; яъни А  тупламга тегишли булади.

А  гуплам С даги кушиш, купайтириш каби асосий 
амалларга нисбатан ёпи^. Демак,  алгебра С  дал- 
канинг кием халкаси булганидан хам халка булади.  
Агар а элемент А  тупламнинг нолмас элементи булса,  
у холда а ~ ' £ Q(a;  b) ва а _1£ Л  булади, Шунинг учун 
от{ алгебра майдон булади ва (£ майдоннинг цисм 
майдони булади.

2 - т е о р е м а .  Алгебраик сонлар майдони алгебра-  
ак  ё п щ

И с б о т и .  ©, /  алгебраик сонлар майдони устида 
Qpf [x \ купхадлар халкаси берилган булсин. Ушбу

/ ( я )  =  а0 +  a vx апхп ( а ^ А )
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купхад  osf [x]  даги ихтиёрий мусбат даражали купчая 
булсин. Теоремани исботлаш учун f (x)  купхаднинг 
А  тупламда илдизга эга эканлигини курсатиш етарли. 
f ( x ) £  С  |х ]  ва С  майдон алгебраик ёпик; булгани 
учун \ { х)  ку пхад  С  да  илдизга эга булади.  У ил- 
дизни с дейлик. У холда f ( c ) =  0 булади. L =  Q (a0, 
а и . .  . , а п) ва с элемент оркали L майдоннинг оддий 
алгебраик кенгайтмаси L(c)  булсин. Натижада Q q L q  
- i ( c )  занжирдаги L(c) майдон L майдоннинг чекли 

алгебраик кенгайтмаси булади. Майдоннинг мураккаб 
кенгайтмасидаги 2-теоремага асосан L майдон Q май
доннинг чекли кенгайтмаси, майдоннинг мураккаб к ен 
гайтмасидаги 1-теоремага асосан эса L(c) майдон Q 
майдоннинг чекли алгебраик кенгайтмаси булади.  Ч е к 
ли кенгайтмадаги 2-теоремага  асосан Ц с ) майдон Q 
майдоннинг алгебраик кенгайтмаси булади ва с £ А .

Демак,  ет{\х\ дан олинган мусбат даражали их
тиёрий куп^ад А  тупламда илдизга эга, яъни а /  май
дон алгебраик ёпик;.

80-§.  Тенгламаларнинг  радикал ларда ечилиши 
тушунчаси

1 - т а ъ р и ф .  Агар o f  =  &  (а) (« £  ^ \ \  а* £  оЯ  ) 
муносабатни каноатлантирувчи а элемент мавжуд б у л 
са, у холда е^~ майдон ^  майдоннинг квадратик 
кенгайтмаси дейилади.

М и с о л л а р .  1. Q|1^2 |  майдон Q майдоннинг ква
дратик кенгайтмаси булади.

2. Q(3j/"3) майдон Q майдоннинг квадратик ке н
гайтмаси эмас.

3. Q(i)  майдон Q майдоннинг квадратик кенгайтмаси 
булади.

2-т а ъ р и ф. Агар
f(x) =  хп а ххп x- \ - . . . - \ - a n_ xx - \ - a n{a ,^ Q )  (1)

тенгламанинг илдизларини куйидаги икки хадли квад
ратик тенгламалар занжирларининг илдизлари оркали 
рационал (яъни кушиш, айириш, купайтириш, булиш 
амаллари ёрдамида)  ифодалаш мумкин булса, у холда 
/ (л)  купхад  квадрат радикалда ечилади дейилади:

л:2 — а0 =  0 , ao € ' Q - а? о’>
X2 — я, =  0, а, £  Р̂ =  ,& 0( У а0);
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x 2 —  «2 =  0 , «г €  ^  2 =  <^r 1( / « i ) ;

« * _ 1  — 0 ,  V i  €  ^  * - 1  =  e ^ J 6 - 2  ( / V * ) -

Ш у н д а й  килиб, (1) тенгламанинг  барча илдизлари V«о, 
V 0\, • ■ ■ , У  aA_i сонлар  оркал и рационал  ифодала-

нади ва г~'А =  ( г /  a* _ i ) майдонга  тегишл и б у л а 
ди.  Бошцача  айтганда,

Q = 6 f o C e ^ iC ‘ - ' C ^ _ i  € & k

ус увчи сонли май д о н л ар  зан ж ир и м а в ж у д  булиб,  бу 
зан ж ир даги  хар бир <££майдон уз ида н олдинги г  , 

майдоннинг  квадратик  кенгайтмаси булса  ва k май
дон (1) тенгламанинг  барча илдизларини у з  ичига ол- 
са, у  х олда  (1) тенглама квадрат радакалда ечила- 
диган тенглама  дейилади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар (1) те нглама илдизлари куйидаги  
икки дадли тенгл амалар  зан ж ир лари ни нг  илдизлари 
оркали ифодаланса ,  (1) тенглама радикалда ечалади 
дей илади:

х п0_  а0 =  0, а 6  Q =  о'.

•*"' — « 1 = 0 , о, ^  27^ =  ( У « 0).

Х п> —  а 2 =  0 , a ,  £  1>г =  £ ? “ | ( ”/ ^ 2) ;

-  v i  -  °> V i  £  ^ - 1 = nk~ V ^ z , \

Ш у н да й  цилиб (1) тенгламанинг  барча  илд излари
П0г —  П\ 1—  nk —1,-----------  ,
у  a0, у  а, ,  . . .  , у  а ( сонлар  оркали рационал  ифо-

далан ади ва ^ k ■= &/rk_1 ( | / ^ a *_i )  майдонга  т еги ш 
ли булади.

Д а р а ж а с и  тур тда н кичик булмаган те нгламаларни 
к в ад ра т  р а д и ка ллард а  ечил иш шарти билан ш уг ул -  
ланайлик.  Фараз  килайлик,  f (x)  куп . \ад  бирор ей? со н
лар  майдони устида  берилган булсин.
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4 - т а ъ р и ф .  Агар
Дх)  - О  (2)

тенгламанинг  илдизлари
f i ( x ) =  О ( г = Л ~ k) (3)

тенгламаларнинг  илдизлари оркал и рационал  ифода-  
ланса,  у х о л да  (2) тенгламани хар бирининг  д ар аж аси  
ик кидан ю^ори  булмаган т енглам алар  занж ирига  
келт ирилади  дей илади.

(3) даги  хар бир f t(x)  к у п х а д  у ч у н  куйидаги  иккита 
хол  юз бериши мумкин:

а) Ихтиёрий fi(x) лар биринчи д ар а ж а л и  ку пх ад;
б )ft{x)  берилган е/> майдон ус тидаг и  келт ири лмай

диган иккинчи д а р а ж а л и  к у п ^а дди р.
Агар / ' , (*) нинг бирор илдизини а десак ,  f2(x) к у п 

х а д  («) да  келтирилм айд ига н иккинчи д ар а ж а л и  
к у п х а д ,  f3(x)  эса <эр(а) га t 2(x)  нинг бирор р ил д и зи 
ни кирит иш дан  хосил буладиган Р) кел тир ил май
диган иккинчи д ар а ж а ли  к у п х а дд и р  ва хоказо .

5 - т а ъ р и ф .  Агар f (x)  купхад еТ^нинг бирор кен- 
гайтмасида чизикли купайтувчилар купайтмаси шак- 
лида ёзилса, у ^олда Q нормал м а й д о н  дейилади.

1- т  е о р е м а. Коэффициент л а р  и майдонга те- 
гишли f (x)  куп^ад учун Q кенгайп м а  нормал кен- 
гайтма булса, у х о л да  / ( х)  =  0 т енглам а квадрат  
р а ди к а л л а р да  ечилиша учун (Q: a7>)  =  2m булиши  
зорур ва етарлидир.

И с б о т и .  1. З а р у р и й л и к  ш а р т и .  Фара з  к и 
лайлик,  (1) тенглама (2) каби те нгламалар  за нжирига  
ке лт ирилг ан булсин.  У х о л д а  юкоридаги  каби икки 
хол  булиш и мумкин

а) fi (x)  ларнинг барчаси биринчи д а р а ж а л и .  Бу н дай  
х ол да  биринчи д ар аж али  те нгламаларнин г  илдизларини 
<£Р* га киритиш билан бу майдон узгармайд и,  яъни бу 
х о л д а  i Q : e ^ ' )  =  2 ° = l  булг ани  учун Q=» була ди .

б) f t (x)  лар  ор асид а  д ар аж аси  иккидан ки чи к б у л 
маган к у п х а д  м а в ж у д  булса,  у х.олда нинг ш у qT  
га нисбатан 2п л а р а ж а л и  кенгайтмаси хисобланган о 7 \  
ке н гай тм а  м а в ж у д  булади.  У .^олда ( Q :  д а р а ж а г а

л а р а ж а  булинади.  Бундан  ( Q :  с0 )  =  2т 
эканлиги келиб чикали.

2. Е т а р л и л и к  ш а р т и .  Энди ( Q : s ^ ) = 2 ffl деб 
олиб, f ( x ) = 0 ни t i ( x ) = О каби тенгламалар занжирига 
келишини курсатамнз.
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Б у н д а  куйида ги  уч ^ о л  булади:
1) т — 0.  Б у н д а  (Q : < — \ булгани учун f t( x ) куп- 

^ад ларни нг  б ар часи биринчи да ра ж ал и булади.  # з - у з и -  
дан  маълумки,  бундай х олда  fi{x)  =  0 те нгламаларнинг  
ил дизлари майдонга тегишлидир.

2) т е = 1  булга нда  (Q: , £f i )  =  2 булиб,  f(x)  нинг 
нормаси,  яъни Q майдон е Л 1 га коэффициентлари ш у  
e f 5 майдонга тегишли булган квадрат  тенгламанинг  
илдизини киритиш дан  хосил булади.  Бундай х ол да

0  зан ж ир даги  з?ар бир тенгламанинг  да ра ж аси 
албатта иккидан юкори булмайди.

3) /тг>1 булсин.  У ^ олда  ( Q :  о Р ) = 2 т булиб,  с& 
нинг шу <£Г> га нисбатан иккинчи д ар а ж а ли  <гРг к е н 
гайтмаси м а в ж у д  булади.  Б у  кенгайтма учун ( Q :
: я 7 \ ) =  2m_1 булади.

Э нди е ^ у р н и г а  g J 5, ни олайлик.  Унда  ва Q 
орасида  шундай <£fr 2 кенгайтма мавж уд ки ,  унинг учун 
(Q : 3) =  2т_2 бажарилади,  яъни < о^2 кенгайтма 
га нисбатан иккинчи д ар аж али  булади.  Бу жараённи да-  
вом эттириб,  х аР бир кейингиси олдингиси учун иккин
чи д а р а ж а л и  булган

d P  С 1 С  С • • • О  ^ т  =  Q
чекли кенгайтмалар  кетма-кет лиг ига  эришамиз .  Н а 
тижада / ( х ) = 0  т е нг л ам а ни нг  хар  бири иккинчи д а 
ражал и булг ан  тенгламалар  з ан ж ир иг а  келтирилганига  
иш он ч хосил киламиз.

81-§. Учинчи д араж али  тенгламанинг квадрат  
радикалларда ечилиш шарти

Т е о р е м а .  Ушбу
л-3 +  а х  4- hx  +  с =  0 (1)

рационал коэффициентли учинчи дараж али тенг
лам а  квадрат радикалда ели лиши учун унинг нами- 
да битта илдизи рационал сон булиши зарур  ва 
етарли.

И с б о т и .  1. Е т а р л и  л и к  ш а р т и .  f (x)  =  x s 4-
4- ах'г+ Ь х  4 - с к у щ а д  d рационал  илдизга  эга булсин. 
У х олда  уни куйидагича  ёзамиз:  f{x) — (х — d) (x2 -\- 
т х + п ),  бунда  т, n£ Q.

1) х~ —- d"* — 0, d  ^  Q =  о>
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муносабатлар  урин ли булгани учун (1) тенглама кв ад 
рат  р а ди ка лд а  ечилад и.

2. З а р у р и й л и к  ш а р т и .  (1) тенглама ква драт  
ради кал да  ечилсин ва унинг  рацио нал  илдизи йук  леб 
фа раз  килайлик.  Ш ун дай

Q =  С 1 С 2 С • • • С  *_i С <2̂ ~ k> (2)
квадрат  ке нг айтма лар  за нж ир и м а в ж у д к и ,  у холда  (1) 
тенгламанинг  х и х 2, х 3 илдизл аридан ками да  биттаси 
е Г k ! k - \  га т е г и ш л и  булади.  Масалан,

ва х , ,  х 2, х 3 илдизл ардан  хеч  бири к_ 1 га тегишл и 
эмас,  яъни

булсин д е б  фара з  килайлик.
<£Гk майдон ^ k~\ майдоннинг  к в а д р а т и к  кенгайт
маси булгани у ч ун  ш унд ай ^ э л е м е н т  мав 
ж у д к и ,  на тиж ада

б у л а д и .
Энди p —qa иф ода  f(x)  ку п х а д н и н г  илдизи экани ни  

исботлаймиз .  Хакикатан,

x i €  <з̂ ~kl&^k- 1 (3)

1*1. *2. Х3)П 0 ( 4 )

=  ^ ( < 0 ,  « Я  (5)

муносабат  баж арила ди .  (3) ва (5) га асосан,

Х\ = p + q a ,  (р, q ^ e ?  k_ v q фО )  (6)

f(P +  да) =  (Р +  <?«)3 +  а ( р  +  qo-Y +  b(p  +  
+  <?а) +  с =  Л +  Ва,

бу нд а
(7)

(8)

А, В  £ А_,  ва k-\ булгани сабабли

f(P  +  7а ) =  А  +  Во. =  О ( 9 )

(1 0 )



келиб чщади .  (7), (8), (9) ва А = В = 0 га кура /(/?—qa) =  
~ А —Ва. тенглик келиб чикади. Демак,  р  — qa  х;ам /(л.) 
нинг илдизи экан. х 2 — р  — qa булсин. (6) муносабатга 
асосан х, — х г =  2qa ф  0 булгани учун х л Ф х 2-

Виет формуласига асосан х 4 +  х 2 +  х 3 =  — а.  (6) га 
асосан х, + х 2 =  2р £  х г =  — а —2 р £  А_,.  Бу
эса (4) фаразга ^арама-карши.  Демак ,  / ( * )  к у щ а д  
рационал илдизга эга экан.

82-§. Тенгламасини квадрат радикалларда  
ечиб булмайдиган геометрик масалалар

Баъзи бир геометрик ясашларни бажаришда купинча 
циркуль ва чизгичдан фойдаланилади.

Куйидаги учта масалани гарчи бошк;а ясаш курол- 
лари ёрдамида бажариш мумкин булса-да,  лекин фа- 
кат чизгич ва циркуль ёрдамида х;ал эгиш мумкин 
эмаслиги масаласи диккатга сазовордир, У масалалар 
Куйидагилардан иборат:

1. Кубни иккилаш.
2. Бурчакни тенг уч булакка булиш.
3. Мунтазам еттибурчакни чизиш.
М а с а л а л а р .  1. Х аж м и х га тенг булган кубни

иккилаш.  Бу масала
X3 — 2 =  0 (1)

тенгламани квадрат радикалларда ечиш деган суздир.
(1) тенглама квадрат радикалларда ечилиши учун

77-§ га асосан у даражаси иккидан юкори булмаган 
тенгламалар занжирига келтирилади.

Аввало (1) тенглама рационал сонлар майдони, яъни 
Q да илдизга эга эмаслигини курсатайлик.

Биз бу масаланинг тескарисини фараз килиб, (1) 
тенглама Q га тегишли илдизга эга дейлик. У холда 
л 3—2 купдад Q да иккита купайтувчи купайтмасига 
ёйилиб, улардан бири a. b £ Q  булганда албатта а х +  
Л-b куринишга эга булар эди. Лекин бундай булиши 
мумкин эмас, чунки х Л — 2 купхад рационал сонлар 
майдони устида келтирилмайдиган ку щ ад ди р .

майдон сифатида рационал сонлар майдонини 
олиб, х 3—2 = 0  тенгламага „кенгайтмалар" мавзусидаги 
натижани куллаймиз.  Бу натижага кура ( Q: Q)  дара- 
жа ( Q ( a ) : Q) даражага булинади. Лекин ( Q ( a ) : Q ) = 3 .  
( Q : Q) =  2m булганидан у 3 га булинмайди.  Демак,
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кубни иккилаш масаласи квадрат радикалларда ечил- 
майди ёки бошкача айтганда, кубни фацат циркуль ва 
ч и з р и ч  ёрдамида иккита кубга булиш мумкин эмас.

2. Бурчакни учта (тенг) конгруэнт  б ул а к л а р га  
булиш.  Бу масаланинг мо^ияти шундан иборатки, бур- 
чакни фаь;ат ч и з р и ч  ва циркуль ёрдамида учта кон
груэнт булакка булиб булмайди.

Бу деганимиз зар  кандай бурчакни зам учта кон
груэнт булакка булиш мумкин эмас деган суз эмас. 
Шундай бурчаклар борки (масалан 90°, 180°), буларни 
циркуль ва ч и з р и ч  ёрдамида учта конгруэнт булакка 
осонгина булиш мумкин. Лекин нсталган бурчакни у ч 
та конгруэнт булакка булишнинг катъий усули мав
ж у д  эмас. Хозир шу тасдикни исбоглаш билан шугул- 
ланамиз.  Бунинг учун каралаётган масалани алгебраик 
мо^ияти нуктаи назаридан текширамиз.

Фараз килайлик, бирор 0 бурчаккинг косинуси бе
рилган булсин, яъни cosfJ = ^  булсин. Унда масала х  *=
= c o s  - мивдорни улчашга келтирилади, Ушбу

cos 9 = 4 c o s 3 — —3 cos —з з
тенглама cos б= t  берилгани учун

Ах3 — Зх — t =  0 (2)
куринишни олади. Куйилган масалани 6 =  60° бурчак 
учун цараймиз. 6 =  60° да  (2)

8л:3 — 6л: =  1 (3)
куринишга эга булади.

Максадимиз,  (3> тенгламанинг бирорта х;ам раци
онал илдизга эга эмаслигини курсатишдан иборатдир. 
Бу тасдикнинг туррилигини курсатиш учун v  =  2x  ал- 
маштириш киритиб, (3) ни

v 3 — 3v  =  1 (4)
шаклга келтириб оламиз.

Фараз килайлик, (г; s) =  l булганда (4) тенглама v==
— — илдизга эга булсин. v — — ни (4) га к^йиб,

S  S

г 3 — 3 svr  =  s 3 (5)

га эга булар эдик. (5) нинг чап томони г га булинади.  
Иккинчидан,  s 3 -+• 3sV =  г 3 булгани учун г 3 =  s \ s  4- Зг)
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сон s 2 га булинади. (s; г)  =■ 1 булгани учун юкори
даги шартлар фацатгина £ = / • =  + 1  булгандагина ба- 
жарилади.  Демак,  v = ± l  экан. Лекин г»= +  1 хам, v  =  
=  —1 хам (4) ни каноатлантирмайди, яъни царама- 
каршиликка учрадик.

Демак,  (4) тенгламанинг бирорта илдизи хам раци
онал сонлар майдонига тегишли эмас экан, яъни куйил- 
ган масалани факатгина циркуль ва чизгич ёрдамида 
ечиш мумкин эмас экан

3. М унт азам  еттнбуряакна ясаш. Фараз килай- 
лик, мунтазам еттибурчак бирлик дойра ичида чизил- 
ган булиб, унинг бир томони узунлиги х  булсин.

Агар бу етгибурчак учларининг координаталарини 
(х;  у)  десак,  бу координаталар

г " — 1 =  0 (6)
тенгламанинг илдизларидан иб'орат булади. (6) да 2 =
— x  +  iy  дир.  Биз караётган з?ол учун я = 7  булади.Демак,
(6) тенглама

г 7 — 1 =  0 (7)
куринишни олади. (7) тенгламанинг битта илдизи г = 1  
булгани учун уни

^ = i  =  Z6 +  2 6 +  2 4 - t - 2 : l + Z a +  2 + l  ( 8 )
Z— 1

куринишда ёзиб оламиз. (8) нинг иккала томонини г3 
га булиб,

г 3 +  1  +  2а +  2 + 1  +  г  =  0 (9)
23 2

ни ^осил циламиз. (9) нинг чап томони z  ва — нинг
2

симметрик фуцкциясидир.  Шунинг учун уни асосий 
симметрик купхадлар, яъни г + — хамда z - — =  1 лар

Z Z
оркали ифодалай оламиз. У холда ушбу тенглик хо- 
сил булади:

(2 +  т )3+ (г +  т ) “ 2 (2+  т) “ 1 =0- (10)

Агар (10) тенгликда 1 +  -  = у  десак,  у холда (10)
2

дан
у 34- у  - 2 у  -  1 - 0  (11)
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тенгликни хосил киламиз. Сунгра

г  — cos<p +  i  sin<p ва =  г  =cos<p — /sincp

лар узаро кушма комплекс сонлардир. Уларни кушиб,  

у —z-\- — =  2 cos tp (12)

ифодани хосил киламиз.  Энди, биз у ифодани циркуль 
ва чизрич билан кура олсак, (12) га асосланиб, cos<p 
ифодани хам кура оламиз ва аксинча. Лекин у ифо
дани куриш масаласи f l l )  тенгламанинг бирорта ра
ционал илдизга эга булиши масаласи билан богликли- 
гини биз биламиз. Шунинг учун (11) тенгламанинг 
рационал илдизлари йуклигини курсата олсак кифоя 

Гескарисини фараз килайлик, яъни шундай г  ва j
бутун сонлар мавжудки,  кискармайдиган — каср (11)

S
нинг илдизи булсин. Унда ( I I )  тенглама

г3 +  r 2s  — 2rs" — s3 =  О (13)

куринишни олади.  (13) тенгликни г 3 =  s ( r ‘ — 2rs  — s2) 
ва s3 =  r ( r 2 +  rs  — 2s2) каби ёзиб, г 3 нинг s га ва, ак
синча, s3 нинг г га булинишига эришамиз.  Бундай з$о- 
лат (г; s ) = 1 булгани учун факатгина r =  s =  + l  бул-
ганда юз беради. Демак,  у = — *= +  1, у =  ±  1 сон

s
(11) нинг илдизи экан. Лекин у = ± 1  сони (11) нинг 
илдизи эмаслигини бевосита текшириб билиш мумкин. 
Бундан эса килган фаразимизнинг нотурри эканлиги 
келиб чикади, яъни (11) рационал илдизга эга эмас. 
Демак,  мунтазам еттибурчакни факатгина чизгич ва 
циркуль ёрдамида чизиш мумкин эмас.
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И лова
И Н Д Е К С Л А Р  Ж А Д В А Л И  

Туб сон 3

1 0 1 2 3 4 Б 6 7 8 9

0 1 2

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1

Туб сон 5

N 0 1 2 3 4 5 е 7 8 9

0 0 1 3 2

У 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 4 3

Туб сон 7

/
“I 1

2 3 4 Ь 6 7 8 9

0
1

113
2 6 4 5

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 2 1 4 5 3

Туб сон 11

N 0 1 2 3 4 5 в 7 8 9 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 8 2 4 9 7 3 6 0 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6
1 5 1

Туб сон 13

N
° ! 1

2 ! 3 j 4 5 6 7 8 9 ! 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 и 1 ; 4  2 9 5 11 3 8 0 1 2 4 8 3 6 1? И 9 5
1 10 j 7 6 I 1 1 10 7
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Туб сон 17

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 14 1 12 5 15 11 10 2
1 3 7 13 4 9 6 ' 8

1 0 1 2 3 4 5 6 1 8 9

0 1 3 9 10 13 5 15 11 16 14
1 8 7 4 12 2 6

Туб сон 19

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 13 2 16 14 6 3 8
1 17 12 15 5 7 11 4 10 9

1 0 1 2 3 4 5 б 7 8 9

0 1 2 4 8 16 13 7 14 9 18
1 17 15 11 3 6 12 5 10

Туб сон 23

yv 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 J 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 2 16 4 1 18 19 6 10 0 1 5 2 10 4 20 8 17 16 11
1 3 9 20 14 21 17 8 7 12 15 1 9 22 18 21 П 19 3 15 6 7
2 5 13 11 2 12 14

Туб сон 29

N 0 1 2 3 4 ь 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 1 8 9

_ _ _ _ _ _ _, __ _ _ _ —_ _ _ _
0 0 1 5 2 22 6 12 3 10 0 1 2 4 8 16 3 6 1224 19

д 23 25 7 18 13 27 4 21 11 9 1 9 18 7 14 28 27 ?5 Ч  13 26
2 24 17 26 20 8 16 19 1о 14 2 23 17 5 10 20 Ч 22 15

Туб сон 31

л 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 1 0 1 2 3 4 5 G / о

0 0 24 1 18 20 25 28 12 2 0 1 3 9 27 19 26 16 17 20
1 14 23 19 11 22 21 6 7 26 4 1 25 13 8124 10 30 28 22 4
2 9 29 17 27 13 10 5 3 16 У 2 5 15 1411 2 6 18 23 7
3 15
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Туб сон 37

л 0 1 2
1

8 4
i

5 6 7 8 9 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

О 0 1 28 2 23 27 32 3 16 0 1 2 4 8 16 32 27 17 34 31
1 24 30 28 11 33 13 4 7 17 35 1 25 13 26 ie 30 23 9 18 36 35
2 23 'гЧ31 15 29 10 12 6 34 21 2 33 29 21 5 10 2 0 3 6 12 24
3 14 9 5 2 0  8 19 18 3 11 22 7 14 28 19

Туб сон 41

N 0 2 3 4 Б 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
---- — _ ___ _ — — — — — — — — — — — — — — — — —

0 0 26 15 12 22 1 39 38 30 0 1 6 36 11 25 27 39 29 10 19
1 8 3 27 31 25 37 24 33 16 9 1 32 28 4 24 21 3 18 26 33 34
2 34 4 29 36 13 4 17 5 11 7 2 40 35 5 30 16 14 2 12 31 22
3 23 28 10 18 19 21 2 32 35 6 3 9 13 37 17 20 38 23 15 ( У
4 20

Туб сон 43

Л' 0 1 2 3 4 5 б 7 8 j 9 I 0 11 2 3 4 5 в 7 j 8 | 9

0 0 27 1 12 25 28 '35 зэ! 2 0 1 З 1 9 27 38 28 41 37 25 32
1 10 30 13 32 20 26 24 38 29 19 1 10 30 4 12 36 22 23 26 35 19
2 37 36 15 16 40 8 17 3 541 2 14 42 40 34 16 5 15 2 6 18
3 II 34 9 31 23 18 14 7 4 33 3 И  33 13 39 31 7121 20 17 8
4 22 6 21 1 4 24:29 1 1

Туб сон 47

л 0 | 1 2 з j 4 5 б 7 ( 8 9 | / 0 1 ! 2 | 3 4 j 5 б |7 8 9

0 i 018 20 36 1 38 32 8 40 0 1 5 25 31 14 23 21 11 8 40
1 19 7 10 111 4 21 26 16 12 45 1 12 13 18 43 27 41 17 38 2 10
2 37 6 25 5 2 8 2 29 14 22 35 2 3 15 28 46 42 22 16 33 2 26
3 39 3 44 27134 33 30 4/ 17 31, 3 36 39 7 35 34 29 4 20 6 30
4 9115 24 13143 41 23 1 1 4 9 45 37 44 32.19 !
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Туб сон 53

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 17 2 47 18 14 3 34 0 1 2 4 8 16 о2 11 22 44 35
1 48 6 19 24 15 12 4 10 35 37 1 17 34 15 30 7 14 28 3 6 12
2 49 31 7 39 20 42 25 51 16 46 2 ■'4 48 43 33 13 26 52 51 49 45
3 13 33 5 23 11 9 36 30 ЗУ 41 3 37 21 42 31 9 18 36 19 38 23
4 50 45 32 22 8 29 40 44 21 28 4 46 39 25 50 47 41 29 5 10 20
5 43 27 26 5 40 27

Туб сон 59

N 0 1 2 3 4 Б 6 7 8 9 / а 1 2 3 4 5 6 г 8 9

0 0 1 50 2 6 51 18 3 42 0 1 2 4 8 16 32 5 10 20 4Г
1 7 25 52 45 19 56 4 40 43 38 1 21 42 25 50 41 23 46 33 7 14
2 8 10 26 15 53 12 46 34 20 28 2 28 56 53 47 35 11 22 44 29 58
3 57 9 5 17 41 24 44 55 39 37 3 57 55 51 43 21 54 49 39 19 38
4 9 14 11 33 27 48 16 23 54 36 4 17 34 9 18 36 13 26 52 45 31
5 13 32 47 22 35 31 21 30 29 5 3 6 12 24 48 37 15 39

Туб сон 61

л 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 2 3 5 6 7 8 9

0 0 1 6 2 22 7 49 3 12 0 1 2 4 8 16 32 3 6 12 24
1 23 15 8 40 50 28 4 47 13 26 1 48 35 9 18 36 11 22 44 2 754
9 24 55 16 57 9 44 41 18 51 35 2 47 33 5 10 20 4 19 38 15 30
3 29 59 5 21 48 11 14 39 27 46 3 60 59 57 53 45 29 5S 65 49 37
4 25 54 56 43 17 34 58 20 10 38 4 13 26 52 43 25 50 9 17 34 7
5 45 53 42 33 19 37 52 32 36 31 5 14 28 56 51 41 21 42 23 46 31
6 30

Туб сон 67

/V 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 б 7 8 9

0 "0 1 39 15 40 й 1 12 1 Г 1 ~2 "8 Тб 32 64 61 55 43
1 16 59 41 19 24 54 4 64 13 1C 1 19 38 9 18 36 5 10 20 40 13
2 17 62 60 28 42 30 20 51 25 44 2 26 52 37 7 14 2 56 45 -3 46
3 55 47 5 32 6': 38 4 22 11 58 3 25 50 33 66 65 63 59 51 '55 3
4 18 53 63 9 61 27 28 50 43 46 4 6 12 24 48 29 58 49 31 62 57
5 И 37 21 57 52 8 26 49 45 36 5 47 27 54 41 15 30 60 53 39 11
6 55 7 48 35 6 34 33 6 22 44 21 42; 17 34
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Туб сон 71

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

__ _ —— _ _ —_ —_ —
0 0 6 26 12 28 32 1 18 52
1 34 31 38 39 7 54 24 49 58 16
2 40 2737 15 44 56 45 8 13 68
3 60 11 30 57,55 29 64 20 22 65
4 46 25,33 48 43 10 21 9 50 2
5 62 551 23 14 59 19 43 4 3
6
7

66
35

69] 17 53 36 67 ез 47 61 41

/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 7 49 59 58 51 2 14 27 47
1 45 31 4 2 8 54 /& 19 62 8 56
2 37 46 38 53 16 41 3 21 5 35
3 32 И 6 4 2 10 70,64 22 12 13
4 20 69 5 7 4 4 24 26 40 61 43 17
5 48 52 9 63 15 34 25 33 18 55
6 30 68 50 66 36 39 60 65 29 61

Туб сон 73

N 0 1 2 3 4 6 с 7 8 9

---- — — — — — - — — — ___

0 0 8 6 16 1 14 33 24 12
1 9 55 22 59 41 7 32 21 20 62
2 17 39 63 46 30 2 67 18 49 35
3 15 11 40 61 29 34 28 64 70 65
4 25 4 47 51 71 13 54 31 38 66
5 10 27 3 53 26 56 57 68 43 5
6
7

23
42

58
44

19
36

Г5 48 60 69 50 37 52

1 0 1 2 а 4 5 6 7 8 9
__ — _ _ —_ — _ _ — —
0 1 5 25 52 41 59 3 15 2 10
1 50 31 У 45 6 30 4 20 27 62
2 18 17 12 60 8,40 54 51 36 34
3 24|47j 16 7 35 2 9 7 2  68 48 21
4 32 14 70 58 71 63:23 42 64 28
5 67 43 69 53 46 И  ,55 56 61 13
6
7

65*33 19 
38j44

22 37 39 49 26 

1 1
57 66

Туб сон 79

л 0 1

0 0
1 66 68
2 70 54
3 67 56
4 74 75
5 50 22
6 71 45
7 41 51

3 | 4

4 1 8 62 5 53 12 
9 34 57 63 16 21! 6 

72 26 13:46 38 3.61 
20 69 25 37 10 Id 36 
58 49 7б!б4 30 59 17 
4 2 7 7  7152 65 33; 15 
60 55 24 18 73 48 2У 
14|44 23 47(40 43 39

2
32
11
35
28
31
27

/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 3 9 27 о•_ 6 18 54 4 12
1 36 29 8 24 72 58 16 48 65 37
2 32 17 51 74 64 34 23 69 49 68
3 46 59 19 57 13 39 38 35 26 78
4 76 70 52 77 73 61 25 75 67 43
5 50 71 55 7 21 63 31 14 42 47
6 62 28 5 15 45 56 10 30 11 33
7 20 60 22 66 40 41 41 53
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Туб сон 83

N о 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 72 2 27 73 8 1 3 62
1 28 24 74 77 9 17 4 56 63 47
2 '29 80 25 60 75 54 78 52 10 12
3 18 38 5 14 57 35 64 20 48 67
4 2 0 40 81 71 26 7 61 23 76 16
5 55 46 79 59 53 51 11 37 13 34
6 19 66 39 Ю 6 22 15 45 58 50
7 36 33 65 69 21 44 49 32,68 43
8 31 42 41 1

/ 0 1 2 3 4 5 £ 7 8 9

0 1 2 4 8 6 32 64 45 7 4
1 28 56 29 58 3 66 49 15 30 60
2 37 74 65 47 11 22 44 5 10 20
3 10 80 77 71 59 35 70 57|31 62
4 41 82 81 79 75 67 51 19 38 76
5 69 55 27 54 25 50 17 34 68 53
6 23 46 9 8 36 72 61 39 78
7 63 43 3 6 12 24 48 13 26 52
8 21 42

Туб сон 89

N 0 1 I 2 3 4 5 6 7
1

9

0 0,16 1 32 /0 17 81 48 2
1 86 84 33 23 9 71;64 6 18 35
2 14 82,12 57 49 52139 3 25:59
3 87 31,80 85 22 6 3 3 4 11 51 24
4 30 2 1! 10 29 28 72.73 54 65 74
5 68 7 55 78 19 6641 36 75 43
6 15 69,17 83 8 5 1 3 56 3 8 5 8
7 79 62 50 20 27 53,67 77 40 42
8 46 4|37 61 26 7645 60 44

t 0 1 2
3 1 4

5 6 7 8 9

0 1 3 2/181 65 1751 64 14
1 42 37 22 66! 20 60 2 6 18 54
2 73 41 34 13 39 28 84 74 44 43
3 40 31 4 12 36 19 57 82 68 26
4 78 56 79 59,88 85 80 62 8 24
5 72 38 25 75 47 5 у 67 23 69 29
6 87 83 71 j 5 16 48 55 76 50 61
7 5 15 45 46 49 58 85 77 53 70
8 32 7 21 63 11 33 10 30

Туб сон 97

N j 1 2 3 4 5 ! 6 7 8 9

1 Г — “ 0 34 70 68 7 '~ 8 31 ~6 44
1 J5 86 42 2о 65 71 40 89 78 81
2 69 5 24 77 76 2 59 18 3 13
3 9 46 74 60 27 32 16 91 19 95
4 7 85 39 4 58 45 15 84 14 62
5 i6 63 93 10 52 87 37 55 47 67
6 43 64 80 75 12 26 94 57 61 51
7 65 11 50 28 29 7253 21 33 30
8 41 88 23 17 73 90 38 83 92 54
9 79 56 49 20 22 82^48

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 ~5 25 28 Тз 21 “8 41 ~6 30
1 53 71 64 29 48 46 36 83 27 38
2 93 77 94 82 22 13 65 34 73 74
3 79 7 35 78 2 10 50 56 86 42
4 16 80 12 60 9 45 31 58 96 92
5 72 69 54 76 89 57 91 67 44 26
6 33 68 49 51 61 14 70 59 4 20
7 3 15 75 84 32 63 24 23 18 90
8 52 19 95 87 47 41 11 5 81 17
9 85 37 88 62 66 39
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