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СУЗ БОШИ

Ушбу китоб «Узбекистан» нашриётида чоп этилган 
«М атематик анализ курсидан мисол ва масалалар тупла- 
ми», I жилдининг давоми булиб, у уз ичига куп узгарувчи- 
ли функнияларнинг лимита ва узлуксизлиги, дифференци
ал хисоб, функционал кетма-кетликлар ва каторлар, 
хосмас интеграллар, параметрга боглик. хос хамда хосмас 
интеграллар, каррали интеграллар, эгри чизицли ва сирт 
интеграллари, Фурье каторлари мавзуларини олади.

Мазкур китоб Тошкент Давлат университети матема
тика факультета укитувчиларининг бир гурухи томонидан 
ёзилган булиб, унга математика ихтисослиги буйича 
мутахассислар тайёрлаш дастури хамда Т. Азларов 
ва X. Мансуров томонидан ёзилган икки жилдлик 
«Математик анализ» китоби асос килиб олинган.

Кулланмани ёзишда муаллифлар хар бир математик 
тушунча ва таърифни мос мисол ва масалаларни батафсил 
ечиш оркали тахлил килиб укувчиларга етказишга 
харакат килдилар. К,улланмада 1300 га якин мисол ва 
масалалар келтирилган булиб, уларнинг 250 дан ортиги 
тулик ечими билан берилган.

Китоб кулёзмасини укиб, унинг яхшиланишига уз хис- 
саларини кушган профессорлар Ш. Ермухамедов, Р. Ашу
ров, доцентлар Т. Туйчиев, М. Мамировларга муаллифлар 
ташаккур изхор киладилар.

Кулланманинг сифатини янада яхшилаш борасидаги 
фикр-мулохазалар учун муаллифлар аввалдан миннаг- 
дорчиликларини билдирадилар.



X I I  боб

К У П  У З Г А Р У В Ч  И Л  И Ф У Н К Ц И Я Л А Р ,  У Л А Р Н И Н Г  
Л И М И Т И  ВА У З Л У К С И З Л И Г И

1-§. R"' ФАЗО. Rm ФАЗОДА КЕТМ А-КЕТЛИК ВА У Н И Н Г  
Л И М И ТИ

т та хакикий сонлар туплами R нинг узаро Декарт 
купайтмасидан иборат ушбу

R‘" =  R X  R X  -  X  R =  {(х{, х2,..., xm) \ x ^ R ,  х2£ R,...,xm£ R}

тупламни карайлик. Одатда бу тупламнинг элементини 
(нуктасиии) бигта харф билан белгиланади: х =
=  (х\, Х2,..., хт). Бунда х\,хч,...,хт сонлар х нуктанинг мое 
равишда биринчи, иккинчи, .... m-координаталари дейила- 
ди.

Rm тупламда ихтиёрий х — (х \ , х?,..., хт), у =
=  {у\, у?,..., ут) нукталарни олайлик. Ушбу

мик,дор х ва у нукталар ораеида!'и масофа дейилади. 
У куйидаги хоссаларга эта:

1°. р (х, i/ ) ^ 0 ва р (х, у ) =  0 х =  у,
2°. р (х, у) =  р (у, х),
3°. р(х, z ) < p ( x ,  у) +  р(у ,  z) ( г£ /Г ) .
R"1 туплам Rm фазо (т улчовли Евклид фазоси) деб 

аталади.
Хуеусан, т =  2 булганда ( х \ = х  , Х2 =  у)

фазога эга буламиз. Бунда V(x,, y\)£R2, V(x2, */2)£/?2 
нукталар орасидаги масофа

р(х, у ) =  ^ { x l — y lf  +  (x2 — y2? + . . . + ( x m — ymf

R2 =  R X R  =  {(x, y ) : x £ R ,y £ R }
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Ушбу
f:N  Rm

акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

*<2), ..., (х ^  =  (Ап\ 4 П)- . ,  W ), n£N)

туплам Rm фазода кетма-кетлик дейилади ва у {(х(,!)} ка-
би белгиланади. Х,ар бир х{п) =  (Ап\  А"\.... А ’,'1) (л =1 ,2 ,
...) ни кетма-кетлик х;адлари дейилади.

Rm фазода бирор {я1'0}:
„(О М) Jn)vV  ̂ Л, |  -Л, ? • * ■

кетма-кетлик ва a =  (ai, aj .... am) нукта берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  олинганда х;ам шундай 

nodN топилсаки, ихтиёрий п>по учун
р(х<л), a ) <  е

тенгсизлик бажарилса, а нук,та {х(л|} кетма-кетликнинг 
лимиты дейилади ва

lim х ^  =  а ёки п —*- оо да х<п)—*-а
П —+ <ж>

каби белгиланади.
Агар {Дл|} кетма-кетлик лимитга эга булса, у як,инла- 

шувчи кетма-кетлик дейилади.
1 -м и с о л . Rm фазода ушбу

{*"■’} =  {-. ' '}п п п

кетма-кетликнинг лимити а =(0,0, .. . ,0)эканини курсатинг. 

V e > 0  сонни олайлик. Шу е га кура «0 =  |̂  ^ ” J + 1  ни 

топамиз. Унда V п>по  учун

и * " ' , <■) =  !>(<;, .... -‘->,<0,0.....0)) =

-  Д l ( { ~ - » f + d n - o f + . . . + i l - o f  =

булади. Демак,
5



Таърифга кура
р(д^л), а ) <  е.

1 im х{п) 1im 1
П

, | )  =  (0,0,...0) =  а

булади.
2-м и с о л  . R2 фазода ушбу

{л:(л)} =  {( — 1 )п+|, ( — 1)”+ '}
кетма-кетликнинг лимита мавжуд эмаслигини курсатинг.

Тескарисини фараз киламиз, яъни берилган кетма- 
кетлик лимитга эга ва у а — (а\, а2) га тенг булсин. Унда 
лимит таърифига кура V e > 0 ,  жумладан е =  1 учуй шун- 
дай riodN топиладики V«>r to  да

р((1,1), (а ь а 2) < е ,
()(( — 1, — 1), (аи а2) ) < г

булади. Бу муносабатлар ушбу

2 д/2 = р ( ( - 1 ,  - 1 ) , ( 1 , 1 ) ) < р ( ( - 1 ,  — 1), (а„ а2)) +
+  р((а,, а2), ( 1 , 1 ) < е  +  е =  2 е =  2 (е =  1)

зиддиятга олиб келади. Бунга сабаб берилган кетма- 
кетликни лимитга эга деб карашдан иборатдир. Демак, 
берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.

1 -т е о р е м а . Rm фазода =  х(2п),..., х ^ }  кет
ма-кетликнинг а =  (а\, ат) га интилиши:

П т  х (п) =  а
П  +- оо

учун бир йула
lim х[п) — а ,,

п  -*■ оо

П т  х п̂) =  а2,

П т  х(тл> =  ат
п  *  оо

булиши зарур ва етарли. Демак,
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lim x {'° =  a,
Я - * •  oo

lim д4"} =  аг 
lim x (л) =  а о  " *°°
П —*■ oo

lim *£> =  «„
П -* oo

Бу теорема фазода кетма-кетликнинг лимита сонли 
кетма-кетликнинг лимитига келишини ифодалайди.

3-м и со  л .  /?■ фазода ушбу

л:(п)

кетма-кетликнинг лимитини топинг.
Бу кетма-кетлик координаталаридан ташкил топган 

кетма-кетлик сонлар кетма-кетлиги булиб, улар куйидаги- 
ча булади:

А я)= п (  V 5 - 1). 4 " ' = ( — — )"■

Равшанки, бу кетма-кетликлар учун

lim Jtj(n) -  lim п( д/5 >— 1) =

П

1п5,

lim 4 Л)=  1'т  -2 Y
л —* оо п —► оо \  ^  /

булади. 1-теоремадан фойдаланиб берилган кетма-кетлик
нинг лимити

lim * п)=  lim ( д/5 — 1, ( п+2 П  =  (1п5, е2)
п —• оо л —► с» ^

булишини топамиз.

Мисол ва масалалар

R2 фазода куйидаги кетма-кетликларнинг лимити 
a ( a £ R 2) эканини исботланг:

'• »-)}• a =  (0,0).
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2- ) ) } ,

3 

4. = , ( ' ,
I п п

з. . 5,п л; .
I п 2 п У

6. {*<">} =

/?' фа.чода куйидаги кетма-кетликларнинг 
топинг:

10. {хи,)} =  ((  " 1 V\ " ' • 27 \
\  " л4 -  15 )

М  {x (n)J =  / 2 " f2 +  3" +  3 5-2" —  3 • 5" +  1 \

V  2" | 3" ’ 100■2" +  2• 5" )

12. {**">} =  ( > ,  > 7 5 ) .

13. {х " \  =  (  ' 4 ^ + Л
\ V 2 - l ’ /

14. {*(">} =  ((1 +  1Г)"+3, > < ■ ) ,  а >  0, р >  0.

15. {*<">} =  ( " > ,  >  ).

16. ( О ^ У З л  — 2,  > '  +  Зл).

17. {лг,'"}= ^  |0К5(" + 7  п Ф" N
\  " ’ К'2<4',+  1)//

( - 2 ) "  
(п +  2)! ’

«■3"+ I 
« !+  I

1 ^
(0,3)"я! )
4 ^ 4 - л2. 2 " -  l \

’ «4 Ня!)2 )

« =  ( 0,0).

« =  (0,0). 

а =(0,0) . 

а =  (0,0).

« = ( 0 , 0 ) .  

« = ( 1 , 0 ) .  

« =  (1,0). 

лимитини
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20 . {xin)} =  { 1-2 2-3
1

«(«+!)
д/2 y/2 у2 ... д/2^.

2- §. К У П  УЗГАРУВЧИЛИ Ф УН КЦ И Я  ВА У Н И Н Г  Л И М И ТИ

1°. К у п у з г а р у в ч и л и ф у н к ц и я  т у ш у н ч а -  
с и. Rm фазода бирор М тупламни карайлик: М с / ? ” 

2 -т а ъ р и ф . Агар М тупламдаги %ар бир x =  (xi, х2,..., 
хт) нуцтага бирор цоида ёки цонунга кура битта цациций 
сон y (y d R )  мос цуйилган булса, М тупламда куп 
узгарувчили ( m та узгарувчили)  функция берилган 
дейилади ва уни

/ : ( * ь х 2,..., хт)-+у ёки y =  f(x], х2,..., хт)
каби белгиланади.  Бунда М — функциянинг аникланиш 
туплами, х\, х%..., хт — функция аргументлари, у эса х\, 
х2,..., хт узгарувчиларнинг функцияси дейилади.

Масалан, /  — Rm — фазодаги хар бир х =  (х \, х%..., хт) 
нуктага шу нукда координаталари квадратларининг 
йигиндисини мос куювчи коида, яъни

f : x  =  ( x u х2,..., Хт)-*Х2]+ Х 2 +  -+Х'т
булсин. Бу холда г/ =  Х1 +  хЦ---. +  хГп функцияга эга 
буламиз. Бу функциянинг аникланиш туплами M =  R'n 
булади.

R"' + l фазонинг нукталаридан иборат ушбу 

{(х\, Хо,..., Хт, f ( x U X2,..., Хт )}
туплам y =  f(x  1, Х2,..., хт) функция графиги дейилади. 

Масалан,  икки узгарувчили

z  — x - y , Z =  х2 +  у2
функцияларнинг графиги R3 фазода гиперболик хамда 
айланма параболоидлар булади.

4 -м и с о л . Ушбу

2 =  arcsin(x +  y)
функциянинг аникланиш тупламини топинг.

Равшанки, х ва у аргументларнинг кийматларига кура 
z нинг маънога эга булиши учун, х ва у лар ушбу

— 1 +  уз?; 1
муносабатда булиши лозим. Бу тенгсизликларни те- 
кисликнинг х-\-у-\~ 1 = 0  ва х- \~у— 1 = 0  тугри чизиклар

9



орасидаги нукталарнинг координаталари каноатланти- 
ради. Берилган функциянинг аникланиш туплами I - 
чизмада тасвирланган

5 -м и с о л . Ушбу

2 =  д/( —  1 —  jc2 —  //2)(s in 2n j c +  s in 2.n(/)

функциянинг аникланиш тупламини топинг. Бу функция 
х ва у  ларнинг

s in 2.^;*:-)- s in 2n #  =  0

буладиган кийматларидагина аниманган.  Кейинги тенг- 
ликдан топамиз:

s\n2nx =  Q=>x =  p ( р — бутун сон),
sin2ni/ =  0= ^y  =  </ (q — бутун сон).

Шундай килиб, берилган функциянинг аникланиш тупла
ми

M =  {(p,q)£R2:p£Z ,  q£Z}
булади.

Мисол

Куйидаги функцияла 
топинг:

21- f (x ,y )  =
I

х + У '

ва масалалар

рнинг аникланиш гупламларини

ю



л/х +  У-
У* +  ф .
ф=~Х +  ф . 

V 1 — х2 — у \

22. f(x, у)
23. f(x, у)
24. f{x, у)

25. f{x, у)

26. fix, у)

27. f{x, у ) =  xjy sinx.

28. f(x, у)
29. fix, у)
30. f i x , y )  =  arctg

=  arccos x2 +  */2

л[х—  ф -
In ix  +  y).

х~У
l f  '

31. /(x, г/) =  1 +  - \ J - i x - y f .

32. /(x, г/) =

33. /(x, //) =
- Ч М - ' }

34. fix, y)

35. f i x , y )

36. fix, y)

x — \ y '

лАх-у2
ln( ] — x2 — y2)

V *2 — 4 +  ^ l — y 2.

- V xf + y - x  
2x — x2 — у.2 ’

= ysin(x2 +  ̂ 2). 
= = ln (— X — j/).

37. / ( x , 0) =
38. f i x , y )  =

39. /(x, j/) =  x / /+  у  In +  д/х2 +  г/2 —9
x2+(/'!

40. /(x, £/)

41. /(x, г/)

42. f i x , y )  =

arcsin— -|- arcsin( 1 — y).
У ______________ ‘___

= л]х2-\-у2— l)-(4 — x2 — y2).

■ V X2 +  2x +  j/2 
x2 — 2x + 1/2

9
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Щ х ° )  =  { ( * Ь  * 2 , - ,  * m K R m: p ( ( * l ,  Х2,..., Хт),

(х°. Л,--, х"))<е}
туплам х° нуктанинг атрофи дейилади.

Агар х° нуктанинг ихтиёрий атрофи UE(x°) да ( V e >
> 0 )  M{M<^Rm) тупламнинг х° нуктадан фаркли камида 
битта нуктаси булса, х° нукта М тупламнинг лимит 
нуктаси дейилади.

Фараз килайлик, Rm фазода М туплам берилган булиб, 
а =  (а |, а~2,..., а,п) нукта ( a £ R m) унинг лимит нуктаси 
булсин. Шу тупламда y — f(x\, х%..., xm) =  f(x) функция 
аникланган.

3 -  т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар М туплам
нинг нуцталаридан тузилган, а га интилувчи х;ар цандай 
{х(л)} (х'п)ф а , /2= 1 ,2,...) кетма-кетлик олинганда х1ам мое 
{/(х,л!)} кетма-кетлик %амма вацт ягона b (чекли ёки 
чексиз) лимитга интилса, Ь сон f(x) функциянинг 
а нуцтадаги лимити деб аталади.

4 -  т а ъ р и ф. ( К о ш и  т а ъ р и ф и .  Агар  V e > 0  сон 
учун шундай 6 > 0  сон топилсаки, ушбу  0 < р ( х ,  а) < 6  
тенгсизликни к,аноатлантирувчи Vx£Af нуцталарда

\f(x )— b\ < е
тенгсизлик бажарилса, b сон f(x) функциянинг а нуцтада- 
ги лимити деб аталади.

Функция лимитини

lim f(x) =  b ёки П т  /(*,, х2,..., xm) =  b

каби белгиланади.
Одатда функциянинг бу лимитини унинг каррали 

лимити деб хам юритилади.
Бир узгарувчили функцияларга ухшаш, бу холда хам

3— ва 4 — таърифлар узаро эквивалентдир.
6-м и с о л . Ушбу

fix, у) =
*у

л!*2 + у2’
агар х2 +  г/2> 0 булса,

0, агар х2-\-у2 =  0 булса

функциянинг (х, j/)—*-(0,0) (яьни х->-0, у — 0) 
лимитининг нолга тенг эканини курсатинг.

даги
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а) Г е й н е  т а ъ р и ф и г а  к у р а :  (0,0) нуктага
интилувчи ихтиёрий (х,„ уп) кетма-кетликни оламиз.

Унда

(хп, Уп)-+(0,0) (яъни х„ — 0, Уп^О)  
((х„, уп) Ф ( 0,0), п =  1,2...)

/(*„. уп) =
ХпУп

лЩ+Уп

булади. Агар

Х„Уп

л1х1+'Л У 'пУп

эканини эътиборга олсак, х„—>-0, уп—*~ 0 да 

iim f (xn, уп) =  0 
булишини топамиз. Демак,

lim
х — О 
»-0

, ху =  0.
V Х2 + У2

б) К о ш и т а ъ р и ф и г а  к у р а :  Ve сонга кура 6 =  2с 
деб олинса. У холда 0 < р ( ( х ,  у), ( 0 ,0 ) )< б  тенгсизликни 
даноатлантирувчи барча, (х,  у) нуктларда

|/(х, //) —0| = U'lli/I
V*9 г г

ух  -f-y- =

=  '-р((х, у), (0,0))<  ‘ 6 =  в.

тенгсизлик уринли булади. Бу эса

lim /(х, у ) =  lirn ху
х 0 
у-*-U

= 0 .

V-.°o V-v- I Л

эканини билдиради.

7 -м и с о л . Ушбу

[х  +  г/ s i n 1, агар х^=0 булса, 
/(х, у ) ~  \ " *

( 0, агар х =  0 булса
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функциянинг (х, г/)->-(0,0)даги лимити нолга тенг эканини 
курсатинг.

V e > 0  сонга кура б =  ~- деб олинса, унда О <  р((лг, у),

(0 ,0 ) )< б  тенгсизликни к,аноатлантирувчи барча (х , у) 
нукталарда

I f(x, у) — 0\ =  \х +  у  sin— | <  \х\ +  | г / | <  2д/х2 +  г/2 <

< 2 6  =  е
тенгсизлик уринли булади. Бу эса Коши таърифига кура 
(х, у)-*-(0, 0) да берилган функциянинг лимити 0 эканини 
билдиради:

lim f(x, у) =  lim (х - \ -у  s i n )  =  0. 
х^О х —о V ' х /
у - * - 0 у->- О

8- м и с о л .  Ушбу

f(x, y) =  (x +  y ) s in~  s i n y

функциянинг (х, у ) —>-(0, 0) даги лимити ноль булишини 
курсатинг.

Берилган функциянинг лимити ноль булишини Коши 
таърифидан фойдаланиб курсатамиз. Бунинг учун V e >  
> 0  сонни олиб, унга кура шундай 6 > 0  сон мавжудлигини 
топиш керакки,

0 < р ( ( * ,  у), (0, 0 ) ) < 6
тенгсизликни каноатлантирувчи барча (х , у) ларда

I/(-*■» У) — 01 =  |(x +  i/)sin - sin ' | < е
х  У

булсин. Равшанки,

Р((х,у),  ( 0 , 0 ) ) =  д[ Т ^ у 2 .
Энди

р((*. у \  (0, 0 ) ) < 6
ва

UI +  \у\ <  2 д/х2-)-у 2

тенгсизликларни эътиборга олиб,
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If(x, «/) —0| =  |(* +  #)sin—sin—I <  Ul +  \y\ <
x у I

<  2 ^ 2 +  y2 =2p((x , y), (0, 0 ) ) <  26 =  e 

дейилса, унда 6 =  -* булишини топамиз. Шундай килиб,

V e > 0  сон олинганда хам шундай 6 = ~ -  сон топилади-

ки, 0< р ( (х ,  у), (0, 0 ) ) <  б тенгсизликни каноатланти- 
рувчи барча (лс, у) ларда

\ f ( x ,y )  — 0| =  |(x +  ̂ )sin 'х sin  ̂ | <  е

тенгсизлик уринли булди. Бу эса

lim f(x, y ) = l i m  Г(jc — /у)sin 1 sin 1 1 =  0
х-ьО x —► 0 L " X У J
у-* 0 у^О

эканини билдиради.

5 - т а ъ р и ф. Агар  V e > 0  сон учун шундай 6 >  
> 0  топилсаки, ушбу  р((х, у), (0, 0 ) ) > 6  тенгсизликни 
к,аноатлантирувчи барча (х, у) нук,таларда

|/(х, у) — Ь | < е
тенгсизлик бажарилса, Ь сон f(x, у) функциянинг х —>~оо, 
у —*оо даги лимити дсйилади ва

lim f ( x , y ) = b
X -*■ ооУ —► оо

каби белгиланади.
9 - м и с о л .  Ушбу

(/ \ х  у -1- 2х2 -f~ 2у2

х + ф

функциянинг х -V ОО, у —► ОО даги лимитини топинг. 
Аввало берилган функцияни

х +  У +  (х2 +  у2)2  2_j_ х у  
х2 +  У2 ~  ' х2 +  у2 х2 +  у2

каби ёзиб оламиз. Сунгра
х-\- у 2х2 -р 2у2  0   х у

х2 +  уг Х2 +  У2 +  х2 +  у2

15



тенгликминг унг томомини бах,олаймиз:

\ х +  У I _ + ^  о Ф + /  _  2
' * 2 +  У2 * 2 +  У2 ' * 2 +  » 2 X2 \ у2 -\Jx2 +  y2

Демак,

Равшанки,

х +  у +  2х2 +  2у2 

х2 +  у2

(>((*.//), (0, ( )) )= д/х2 +  /у2 > f i (fi>0)

тенг сизликни каноатлантирувчи барча (х, г/) нукдаларда

1/(̂ , /У) 2 1
х 1 у 1 2х~ j- 2//' _

дг2 +  //2
'::С

булади. Демак, V e > 0  сон олинганда х.ам, упга кура 
2

6 =  _ деб олинса, унда р((х, г/), (0, 0 ) ) > б  тенгсизликни 

каноатлантирувчи барча (х, у) нукталарда

х у +  2х~ f  2 i f  

х2 +  у2
<

булади. Юкорида келгирилган 5 - таърифга кура

Пгп
X -*■ оо 
у • оо

х +  у +  2х2 +  2у2

Xs  +  у 2

экаплиги келиб чикади.
10- м и с о л. Ушбу

f(x, у ) = х2у2

х'2у2 +  (х - - у )2

фу нк ни я п инг (х, у ) —>-((), 0) да лимит и мавжуд эмаслигини 
курса тин г.

(О, 0) нук/гага интилувчи 2 та —

1
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кетма-кетлик оламиз. Унда функция кийматларидан 
иборат кетма-кетликлар

1 1

f(x„. У„) = 1 1 /  1 1 \ 2
п2 п2 + \ "  п )

=  1,
п2 ,Г

1 I

Я С У ' п) \ + ( ‘ )
п2 \ п » /

4я'ф

п

булиб,
lim f(x„, уп) =  1, 
lim f(x'„, у'п) =  О

булади. Бу эса (х, у ) —>-(0, 0) да берилган функциянинг 
лимити мавжуд эмаслигини билдиради.

11- м и с о л. Ушбу

f(x, у)=-
sin (х у)

„2 , агар х=^0 булса,

3, агар х =  0 булса

функциянинг х —>-0, у-*- 3 даги лимитини хисобланг.
Агар x?-y— t дейилса, унда х->- 0, //-► 3 да / —► 0. Натижа- 

да

lim y =  lim - y =  lim y  =  i
Jf -*■ О X x -+ 0  x ~ y  I - -  0 *
у >i у 3 у--*- 3

булади.
1- э с л а т м а. Айрим х,олларда x =  a-\-r  cos ф, у =  Ь-\- 

- f r s inq i  алмаштириш
lim /(х, у)
х  -*■ а у+Ь

каррали лимитни тонишни енгиллаштиради. Бунда 
f(x, y) =  j (a-\-r  cos cp, ft +  r s i n  ф)=F(r ,  ф)

ha F( г, ф) =  с
булиб,

lim /(х, у) =  с <.

булади.
« Т  ^  '  ■luMErttfOTEKfl
|  т Г  ПИ

2—527 ЯИМ.Нйзями

Ч - А Ъ Л ' 1 .
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12- м и с о л. Ушбу

lim
х - * 0
#-0

( « Ч уУ У
1 — cos(x2 +  V2)

лимитни х,исобланг. 
Аввало

lim ( f + y W
о 1 — cos( jc2 +  _i/ 2)

-=  lim ( У + / ) х 2,,2

2 sin*J^+Z L
lim
У-0

— — —  * y  
2 y

эканини топамиз. Сунгра x =  r cos ф, i/ =  r sin ф алмашти- 
ришни бажарамиз. Унда

2 2

lim пгтЧг =  Игт! 2, 2
4 2 - 2Л COS <psin ф

О л г - \ - у £ г - * 0  Г ( c o s ^ - | - s i n “ (p) r - > 0
У-0 ‘

lim r2cos ф э т  ф  =  0

булади. Демак,

У-О
13- м и с о л. Ушбу

lim ^  +
i-*0 1—C0S(JC +!/)

О .

lim ( 1 + j су)1
х^О 
У - 2

г

лимитни хисобланг.
Лимити хисобланадиган функцияни куйидагича ёзиб 

оламиз:

(1 + х у ) ‘ =  [ ( l + j q / r ] ' +'# =[(1+ДС»)ч' ] Х
ч+ У

Сунгра / =  ху алмаштиришни бажарамиз. Равшанки, 
2 да t —>~Q. Унда, бир томондан,

I j
lim (1 - \-ху)‘и - 1 i m ( I + 0 ‘ — е .
*-►0 *->-0 

2
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иккинчи томондан,

lim ——  =  2
х->-0 Х + У  
У -2

булишини хисобга олиб, берилган лими

lim (1 -\-ху)* +”' =  е2
х->0 'У-2

га тенг булишини топамиз.
14- м и с о л. Ушбу

lim
x-U 
у -у О

ХУ

х2 +  у2

лимит мавжудми?
Айтайлик, (х , у) нукл а (0, 0) нуктага текисликдаги у =  

= kx тугри чизик, буйича интилсин. У холда

lim
х- 0̂ !/ —0 

(г/ = *х)

ХУ

Х<2 + У2
lim
1~, о

kx2

x2 + k2x2
k

l+ k 2

булади. Демак, (х, у) нукта турли тугри чизиклар буйича 
(О, 0) га интилганда лимитнинг киймати турлича булади. 
Бу хол каралаётган лимитнинг мавжуд эмаслигини 
билдиради.

15- м и с о л. Ушбу
.. х +  2у
lim - т  о -х —*■ сю х1 — 2ху -f-2уг

лимитни хисобланг.
Ушбу

х =  г cos ф, у =  r sirup
алмаш I иришни бажарамиз. Раыпанки, х —>- оо, у —+ оо да 
г - *  с о . Натижада

| im  Х +  2У = | j m  _  r c o s tp  +  2r sill ф____
х 2 — 2ху-\-2у" г . оо /-2cos2(j! — 2r2cos (psin ф + 2 r 2s in 2<pУ-*- °°

>• cos ф 2 sin ф1 .. I cos ф - р 2 sin фпш — -------------:--------- — ---=  П т -----------2-2 -—--—
"  б  cos ф — 2cos q>sin cp-J-2sin q>) r-*a > r  (cos ф — sin ф) -(-внгф

булади. Агар [0, 2л] да
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cos ф +  2 sin <p 

(cos ф — sin ф)2 -|~5Ш2ф

функциянинг чегараланганлигини эътиборга олсак, унда 

* + 2у — == lim 1
.  - xr — 2ху +  2уг г
У оо

lim cos ф -j-2  sin ф' n
2 2 ”  (со эф  — sin ф) + s i n  ф>

булишини гопам из.
3°. Т а к р о р и й л и м и т .  Куп узгарувчили функция- 

ларда каррали лимит тушунчаси билан бир каторда 
такрорий лимит тушунчасини хам кирити!п мумкин.

Фараз килайлик, f ( x i, х2, ..., х„) функция М тупламда 
(Мег/?'") берилган булиб, а = ( а |, а 2, ..., а„) нукта шу 
М тупламнинг лимит нуктаси булсин. X i, Х2, .... Х;_ 1, Х,-+ |, .... 
хт лар тай и ила и га и булиб х, — а, да берилган функциянинг 
лимити (агар у мавжуд булса) хц х2, ..., х , i, xi+\, ... хт 
узгарувчиларга боглик булади:

lim /(х„ х2, ..., х,„)=ф,(х,, х2, ..„ х,._,, х,+ |, ..., хт).
X. -*■ а .

Ф, функцияларда \ ам  шундай мулохаза юритиб ушбу 
lim lim ... lim f(xh x2, ..., хш)

ни хосил киламиз. Одатда бу лимит / (Х|, х2, .... хт) 
функциянинг такрорий лимити дейилади.

/(х | , Х2, ..., хт) функция аргументлари хц х2, ..., хт лар 
мое равишда си, а 2, ..., а,„ларга турли тартибда интилгаида 
функциянинг турли такрорий лимитлари хосил булади.

16-м и с о л . Ушбу

/(*. //) =
, ху , агар х2 +  г/2> 0  булса, 

xjx2 + i/2
О, агар х2 +  г/2 =  0 булса

функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитларини 
топинг.

Равшанки,

lim fix, г/) =  lim хч = 0 .
* •" ' r \jx2 + y2

Бу тенгликдан

lim lim , xy =  lim 0 =  0
У 1 •" \ j x 2-  ̂ y2

б^лиши келиб чикади.
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Шунингдек,

lim f(x, y ) =  lim xy ==0,
" - ' (l y-*-0 у  x 2 +  I / '

lim lim =  lim 0 =  0.
x-.o y-0 y'*2^ , ,2 I-*»

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари 
бир-бирига тенг булиб, у нодга тенг:

lim lim =ху =  lim lim ху~ = 0 .
у~° XJx2 +  y2 * ^ 0 у->0 д1х2 +  у2

Бу функциянинг(0, 0) нуктада каррали лимитининг 0 га 
тенг эканини 6- мисолда курган эдик.

17- м и с о л. Ушбу

и  ̂ f I х±. и г  а гаР х +  ЗуфО  булса,fix, у) =  \ х f
[ 0, агар х- \-Зу =  0 булса

функциянинг (0, 0) нукдадаги такрорий лимитларини 
топинг. Бу функциянинг такрорий лимитлари куйидагича 
б^лади:

lim /(х, у ) — Пт
х —  О " х —*0

2 х — у 
х +  3 у

Пт Пгп ^ = П т
«-о * +  ■>!/ у

Пт  f(x, у ) =  Пт  у = 2  ,
#-►0 " у *0 Х ~Г о у

П т П т  f (x , y )  =  П т 2  =  2.
Х-+0 у-+0 ' х-»-0

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитларидан 
бири — ,* га, иккинчиси эса 2 га генг. Бунда равшанки,

lim lim ~х !/ Ф  lim Пт 2* у .
у ^ о х ^ а  Х +  ЛУ х - ~ о у - о  т  +  З у

Шуни айтиш керакки, царалаётган функциянинг (0,0) 
нуктадаги каррали лимити мавжуд эмас.

Х,ак.ик,атан х.ам, (0, 0) нукдага интилувчи

(х„, У„) =  ’ )-^(°, 0 ),
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« .  Ю  =  ( f  i ) - ( 0 .  0)

кетма-кетликлар учун мос равишда

/(*„. Уп) -  ,
—+з-  -П П

7

П К ,  У п ):

2 - — -----------—

—+  3 - -/г /2

булади ва бу берилган функциянинг каррали лимитининг 
мавжуд эмаслигини билдиради.

18- м и с о л. Ушбу

/(■*. »)
2 2 * У

x2y2+ ( x - y f

функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитларини 
топинг.

lim 
1 — 0

*Y
х2у2 +  (х — у )2

0, lim Пт  -
2 2 х У

у —0 г - 0  х2у2 +  (х — у)2
о,

0 0 2 2 
Пт ~̂г' — - - =  0, lim lim . . х у---- —= 0 .
у-0 xl!f +  (x— y f  Т-0//-0 jcV  +  (JC — г/Г

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари бир- 
бирига тенг булиб, улар нолга тенг:

2 2 2 2 
lim Пт , ------—= П т П т  —— ^----- - =  0.
у - 0  х - 0  * ' /  +  (* — y f  ДГ4Г  +  (ДГ— (/)

Бу функциянинг (0, 0) нуктада каррали лимитининг 
мавжуд эмаслиги 10- мисолда курсатилган эди.

19- м и с о л. Ушбу

( х + г/sin-1-, агар jĉ =0 булса,- *

0, агар х =  0 булсафункциянинг (0, 0) нукдада такрорий лимитлари мавжуд- 
ми?

Равшанки,

lim lim f(x, у ) =  П т  (jc +  у sin— ) =  х
л — 0 у — 0 у — 0 х
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булади. Бирок лс—► 0 да sin ~ функция ни н г лимити мавжуд 

булмаганлиги сабабли

lim lim (х - \ -у  sin 1 ^
у — 0 z—o\ х /'

мавжуд эмас.
Демак, берилган функциянинг битта такрорий лимити 

мавжуд булиб, иккинчиси эса мавжуд эмас.
Бу функциянинг (0, 0) нуктада каррали лимитининг 

мавжудлиги (унинг нолга тенглиги) 7- мисолда курса- 
тилган.

20- м й с о л. Ушбу

f(x, « /)=(* + */)sin у  sin ~

функциянинг (0, 0) нуктада такрорий лимитлари мавжуд- 
ми?

х-*-0 да бу функциянинг лимити мавжуд эмас, чунки

„  ~ Х п IЛ
2

(4л-f  1)л

кетма-кетликлар учун уларга мос равишда косил булган 
кетма-кетликлар лимитлари

Цх„ .*) =  / („! , , */) =  ( /!l-  +  */^sin пп sin -̂ =  0->-0

2 i (УФ 0),

^ М ( 4 л + 1 ) л + ^ Н П ^ Si%

турлича булади. Бинобарин,

lim lim (jc-J-yy)sin — sin 1
у - *  О х — 0 х  У

лимит мавжуд эмас. Худди шунга ухшаш 

lim lim (jc +  w)sin—sin-1
x —► 0 у —► 0 х  У

лимитнинг мавжуд эмаслиги курсатилади. Демак, бе- 
рилган функциянинг иккала такрорий лимити х.ам мавжуд 
эмас.

Бу функциянинг (0, 0) нуктада каррали лимитининг 
мавжудлигини (ва унинг нолга тенглигини) 8- мисолда 
курган эдик.
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Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, функ-| 
циянинг каррали хамда такрорим лимитлари орасидап 
муносабатлар турлича булар экан:

a) lim lini f(x, у \ lim lim /(.г, у \ lim f(x, у)
х lli У У *а2х • п | x~*at

У *■ а2

лимитларпииг хар бири мавжуд па
lim lim f(x, у ) =  lim lim f(x, y ) =  lim f(x, y),
*-*■«!.« *■ a2 y--*-a.)X -<!, jr-fr-a,

У-*- ‘O

6) lim lim /(x, y) , lim lim f(x, у) лимитлар мавжуд ва
x + и \ у  * а<) у -^и .^х  ► |

lim lim f(x, у ) ф  lim lim f(x, у) булиб, lim f(x, у) лимит
x *С1\у >■ ay у ^а2х-*-о^ ж--*-я,

у  * я.,

мавжуд эмас,
в) lirn Iiгп / ( А', /у), lim l i m /(х, у )  лимитлар мавжуд ва

х -* а | у  - *- а.} у -*■ а,, х  * я |

lim lim /(jc, //) =  lim lim f(x, у) булиб, lim f(x, у) лимит мав-
* • tfjV — u<} y - * ( i ^ x - » a ,  x » я (

У ‘ “'I
жуд,

г) lim lim f(x, y), lim lim f(x, у) лимитларпииг бири
x  • м,</ -  a., X • a,

мавжуд, иккинчиси мавжуд эмас, аммо lim /(х, //) лимит

мавжуд.
д) lim lim ){х, у), lim lim j(x, у) лимитларпииг иккала-|

X *■ я , у  •  и , у  ► я,, х * я.

си хам мавжуд эмас, аммо

lim f(x, у)
X --*■ (i |
// •

лимит мавжуд.
2 т е о р е м а .  / ( * ,  «/) функция Af =  {('x, y ) £ R 2:

\х лго | С  a |, \ у—у п \ < а Л  тупламда берилган булсин.
Агар: 1) (х, у ) - + ( х 0, у„) да f(x,  у)  функциянинг 

каррали лимити мавжуд:

lim f ( x , y ) = b ;
r '*0 
У +Уо
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2) \ар  бир тайинланган х да ( \ а р  бир тайинланган у  да)  

Нт}(х,у)=ц>(х)  ( \ \mf (x , y)=y \>(y) )
У —► Ун Х-+ х„

лимит мавжуд булса, у *олда

lim lim f ( x , y )  /  lim lim f(x,  y )  \
x  -x  Xu у 4- y0 V у ry„ x  -  Xa /

такрорий лимит \а м  мавжуд булиб,

lim lim f ( x , y ) = b  / l im lim f(x,  y ) = b \
X -* X < ! у -*•&() \ y  -*-#0 X -+ X U  }

булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги каррали лимитларни х,исобланг:

43. lim »— V» — ху

х^ОУ~0
ху

44. lim Шху)
х̂ .Ч
У-0

ху

45. lim (х2-\- //“)siп
х —0

46. lim
X \ у

X - сю 
у-*- ас +  у'2

47. lim ( ' + 0 .X —*■ оо у^а

48. lim V> + * У  -
х—>-0 
У -0

дг2 +  /

49. lim
s i п( у2)

х—>-0
f/-0

(*2 +  (/2)2 '

50. lim ( Л-/У )2< ̂  +

I
ху '

х —0 
у -  0

, , х ’ + ! / ’
51. lim

х^о /  +  </4
у
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52. lim (1 -(-x 2y 2) xi+!,J ■
о

y -o
1

53. lim (1 +  x2 y 2) '2**
i —о 
У - 0

54. lim У*Х-
i - 0  JT2 + V
У - 0

I

55. lim (jc2 +  i/2)sin
X - *  ao 
У—- * *2 + </2 '

56. lim
X - QO 
У *  oo

( ^  +  //2) l n ( l + s i n  7 ^ 2).

57. lim x -■ !/ .
x  —  oo X 4 - j— //  
у  —► oo

58. lim (x +  y)e~{xi+̂ \
X -*■ oo 
У  —► oo

59. l im r  + Г
1-00 |лг'| +  |#|3
у  — *■ oa

-60. lim (x2 +  y2)|x|.
x  —► 0
y -o

61. lim (x2 - f  y2)x y .
i — O 
У —  0

62. lim +
y - i  V-2 t r

Куйида ги каррали лимитларнинг мавжуд эмаслигини|  
исботланг:

63. lim л
i —O Х~\~У 
у - о

64.

65.

lim
1  —  0  
У - О

lim
1-0 
У —  о

Х~У 
х +  у '

2ху

х2 + у2'
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66. lim X2- /
0 x2 +  i/2

67. lim 24 ± - 3f2 .
* -*• О X -|~ l {
y-+ 0

68. 1 i m
x— 0 !/-0

X2 4 XI/ +  y1 
o x2 — xy +  y2 '

69. lim
X - l  У y-*0

ln(x +  l/)

70. lim X2//

x4 +  r

71. Ушбу 

/(*> */) =
хд + у3 
x4+ / /2

, агар ( х , у ) Ф ( 0,0)  булса,

, О, агар (х, г/) =  (0, 0) булса
функциянинг(0, 0 ) нуктада каррали лимитининг мавжуд 
эмаслигини курсатинг.

72. Ушбу

К 1 4- \ )  + '\ агар х4-м=^=0 булса,

( 1, агар х +  у =  0 булса
функциянинг х —>- о о , у —>- оо да каррали лимитининг мавжуд 
эмаслигини курса гинг.

Куйида берилган /(х, у ) функцияларнинг такрорий 
lim l im /(х, у), lim lim /(x, у)

лимитларини х,исобланг.
1 t (/ ] х2 у2 , й ..

/ ( * .„ ) _  - , + ,  ■ , « г . р . * - , б ( л с ,

74. /(х, х2 ) *</ | j / 2 
х2~ х у  +  у2

О, агар х =  — у  булса, 
хо =  0, уо — 0.

хо ~ 0 ,  Уо =  0.

75. / ( * . * , =  *„ =  <>. *, =  0.

76. f(x , y ) =  cos^ c^  х„ =  0, (/„ =  0.
Х2 +  £/2

х оо
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77. f ( x ,y )  =

78. f (x ,y )  =

79. f(x, y) =

si n | x | — sin 11
л1х2 + у2 '

xn — 0, yQ— 0.

s'in3jc— tg2 у 
6x +  Ay ' xu — 0, (/() — 0.

x \ У~ . v
1  , 4 - *o =  o o ,  i/0 =  o o .

х ’ + У

80. f (x ,y )  =  - x~ ;
I + Х »

X0= o o ,  yQ =  0.

81. /(*, '/) =  s i n 2j(̂ ;  X0= o o ,  y0 =  oo.

82. Ц Х *„ =  0, .«„ =  0.

83. Лдг.Я-  ^ t g - ,  ' ^ ;  i» =  0. J , =  oo.

84. /(jf, //) =  logx(x +  (/); x0 =  1, i/0=  0.

85.

86.

f (x ,y )  =
x2sin ' +  и x

x + y *o =  0, i/o =  0.

( x2 — y2 „
f (x ,y )  =  j Ul — |i/| ’ a r a P 1x1 =^1^1 6yj,ca-

{ 0, агар \x\ =  \y\ булса.
xq =  0, yo =  0.

3-§■ К У П  УЗГАРУВЧИЛИ Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  УЗЛ УКС И ЗЛИ ГИ

1°. Ф у н к ц и я  у з л у к с и з л и г и  т а ъ р и ф л а р и .  R? 
фазодаги M тупламда f(x) =  f ( x ], х2, .... хт) функций 
берилган булиб, a =  (ai, а2, ат) нукта (а£М )  mj  
тумламнинг лимит нуктаси булсин.

6- т а ъ р и ф. Агар
х —>а да, яъни .*j — a.

да )(х) — f ( x |, .... хт) функциянинг лимита мавжуд булиб\

lim f(x) =  f(a), 
яъни х^ а

lim /(*„ дс„ .... xm) =  f (au а2....... ат)
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Ъулса, функция а =  (а\, ат) нуцтада узлуксиз деб 
пталади.

7-  т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар М т()плам- 
чинг нуцталаридан тузилган, а га ( а £ М)  интилувчи хар 
к,андай {х{п)} кетма-кетлик олинганда \ам  мое {[(х(п))} 
кетма-кетлик х,амма вацт f(a) га интилса, f(x) функция 
а нуцтада узлуксиз деб аталади.

8-  т а ъ р к ф ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар  Vt > 0  сон 
учун шундай 6 > 0  топилсаки, р(х, а ) < 6  тенгсизликни 
щноатлантирувчи барча х ^ М  нуцталарда

\f(x) — f(a)\ < е
тенгсизлик бажарилса, f(x) функция а нуцтада узлуксиз  
деб аталади.

f(x ) =  f(x I. х% ■■■, хт) функция аргументларининг орт- 
| тирмалари

Лл'|, Ах- 2, .... Ах„,
| га мос ушбу

f(x ) — f{a) =  f(А'ь *2......  x„,) — f(a2, а-2 , .... а,„) =
=  / ( и | + Д л | ,  02 Ах‘ 2, .... о,„ +  Ах,„)~ /(0|, Я2, .... а„,)

айирма f{x) функциянинг а нуцтадаги тулии, орттирмаси 
дейилади ва Af(a) каби белгиланади:
hf(a) =  f(a\ Ах\, а->-{~Ах2 , ..., 0,,,-1-Лл:,,,)— /(oi, о2, ..., ат). 

К^уйидаги
Ах\}{а) — f{a\ -\~ Ах\, а2, ..., am) — f(a,, аъ .... ат ),

4г,/(«) =  /(«!• а., +  Ах2, аА------ап,) — /(а,, а2........ат ).

Д^/(«)  =  /(«|. «а-----om +  A„J  —/(а, ,а2,. . ,,аи).

айирмалар f(x\,x2,...,xrn) функциянинг а нуцтадаги хусусии 
орттирмалари дейилади.

9 - т а ъ р и ф . Агар
ИтД/(а) =  0
Axi -► О
&Х2 -*■ О

Дх,„ О

булса, f(x) функция а нуцтада узлуксиз дейилади.
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1 0 - т а ъ р и ф . Агар f(x) функция М тупламнинг х,ар 
бир нуцтасида узлуксиз булса, функция илу тупламдо 
узлуксиз дейилади.

Шуни таъкидлаш лозимки, юкорида келтирилган 
таърифлар куп узгарувчили функциянинг барча узга- 
рувчилари буйича узлуксизлигини ифодалайди.

2 1 - м и с о л . Ушбу

Кх,У)  =
У2, агар ( х , у ) ф { 0,0) булса,

х‘ + у
О, агар (х, у)=(0,0)  булса

функциянинг R2 да узлуксиз эканини курсатинг. Бу1 
функциянинг ихтиёрий (хо, уо) ( ( х 0, у о )ф ( 0,0)) нуктадг 
узлуксиз булиши,

lim f (x , y )=  lim
Х *0 Х~*Х0
У-̂ Уо У̂-Уо

*4 +  </4 _ *о +  *о
Х2 + У2 ~  4  + ?о

муносабатдан келиб чикади.
Энди каралаётган функциянинг (0, 0) нуктада узлуксиз! 

булишини курсатамиз. Агар узгарувчиларни *=rcos<j),
(/ =  rsincp дейилса, у *олда

lim f (x ,y )=  lim /(rcosq>, rsirup) =
x^O ' r-t-0»-o

=  lim r2(cos4cp +  sin4cp) =  0
r— 0

булади. Демак,
lim f (x,y) =  f(0,0).
x-<-0g-o

Бу эса / (x, у) функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз 
булишини билдиради.

22- м и с о л. Ушбу
f(x, у) =  х +  у

функциянинг R2 да узлуксиз булишини курсатинг.

Vb> 0 сонни оламиз. Унга кура 6 =  дейилса, у|

\олда р((дс, у), (х0, г/0))= xj(x — x0f  +  {y — Уо? < б  тенг 
сизликни каноатлантирувчи V(x, y ) ^ R 2 нукталарда
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I /(-*-> у) /(•*()> .Vo) I —  \x~\~ У —  (*o Ч- Vo) I

^  I•* *o I +  IV Vo I ̂  2 ~\J(x —  x0)2 (V —  Vo)2 26 - e

тенгсизлик уринли булади. Бу эса Коши таърифига кура 
/(■*• V) функциянинг V ( * o ,  г/0) нуктада узлуксиз булишини 
бнлдиради.

23- м и с о л. Ушбу

/(*. V) =
2х +  3 

*2 +  </2+1

функциянинг ихтиёрий (хо, y o ) ^ R 2 нуктада узлуксиз 
б^лишини курсатинг.

(хо,уо) нуктага \ х ,  Ау орттирмалар бериб, функция
нинг тулик. орттирмасини топамиз:

^ f ( xo* Vo) =  f(x0-\- Ах, у0-\-Ау) — /(х0, у0) =
2(х0 +  д*) +  3 2*0 + 3

(*о +  Ax)2 +  (Vo +  &yf + 1 jtq Н- i/ц +  1

_ [2(х0 +  Дд:) +  3](х^ +  ^ - Ц ) -(2дг0 +  3)|(дг0 +  Ах)2-К.у0-ЬAj/)2+  11 

[(х0 +  Дх)2 +  (У0 +  Д0)2+ 1 К *?  +  у<)+1)

Бу тенгликдан
lim Af(x0, Vo) =  0
Д1 - .0
Ду —  о

булиши келиб чикади. 9-таърифга кура берилган функция 
(jto, Vo) нуктада узлуксиз булади.

f(x[,X2,..., хт) функция M c z R m тупламда берилган 
булсин. Бу функциянинг бирор х к( к =  \,2,...,т) аргумен-
тидан бошка барча аргументларини тайинлаб, бу хк аргу- 
ментга Axk орттирма берамиз. Унда функция ушбу

f (x \, Xk_ ],Xk, -)- Axk, JCt + |, xm) f ( x x m)

(fr=l,2..., m) хусусий орттирмага эга булади.
П - т а ъ р и ф .  Агар Ахк—>-0 да функциянинг хусусий 

орттирмаси AtJ  х;ам нолга интилса, яъни

lim Ах /  =  0 ( k =  1,2,..., m)
Дх.-*-0  *
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булса, f ( x i,X2v .  Xm) функция (x\, x%..„ xm) нуцтада Xt 
узгарувчиси буйича узлуксиз дейилади. Одатда функция- 
нинг бундай узлуксизлигини унинг %ар бир узгарувчиси 
буйича хусусий узлуксизлиги дейилади.

3 - т е о р е м а .  Агар / ( Х\, Хч,..., х т ) функция (л:?, 
Хт) ^М  нуктада узлуксиз (барча узгарувчилари 

буйича бир йула узлуксиз) булса, функция шу нуктада хар 
бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булади.

2 - э с л а т м а .  f (x  лс2,..., хт) функциянинг бирор
нуктада хар бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз 
булишидан унинг шу нуктада узлуксиз (бир йула 
узлуксиз) булиши хар доим келиб чикавермайди.

24- м и с о л. Ушбу

f 2ху , агарх2 +  у2ф 0  булса,
f{x,y) =  |  Г +У~

I 0, агарх2 +  //2 =  0 булса

функциянинг хар бир Узгарувчиси буйича узлуксиз, иккала 
узгарувчиси буйича бир йула узлуксиз эмаслигини 
курсатин I'.

Равшанки,
у Ф 0 ва х - + х о Ф 0 булса 

lim f ( x , y )=  Пт  -2ху =  2 -- , =  /(х0, г/).
ЛГ —  хи х -*ха х +  К  х 0 +  У'

у =  0 ва х —>-Х{)фО булса,
Пт  /(х,0) =  Пт  х- =  0 =  f(x0,0);

t., лс ► л* х -р О

булади.
Демак,

у =  О ва х->-0 булса, 
П т  /(х,0) =  0 =  /(0, 0)
* —х0

Пт f{x,y) =  f (xu,y).
X Х.ч

Бу берилган f(x, у)  функциянинг х узгарувчиси буйича1 
хусусий узлуксиз булишини курсатади. Худди шунга; 
ухшаш каралаётган функциянинг у узгарувчиси буйича’ 
хусусий узлуксиз булиши курсатилади.

Берилган функция (0,0) нуктада узлуксиз (иккала'
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^згарувчиси буйича бир йула узлуксиз) булмайди. Чунь 
х —0, «/-+- 0 да

Пт
х-+0 
у -* О

К х ,у )=  Пт  - 2ху „ 
t -» с jr -)- (/"У-0

мавжуд эмас. Уни 14- мисолда курсатилган эди. 
2°. Ф у Н К  Ц И Я II и н г у з и л и ш и .
12- т а ъ р и ф. Агар

lim f ( x h х2,..., хт) =  Ь ф Ц а 1, а2,..., ат)

хт *■ ат

булса, ёки
П т f (xbx2,...,xn) =  оо
х■ а,

булса, ёки f (x\x2....  хт) функциянинг лимита мавжуд
б$лмаса, у х1олда f ( x t, Х2,..., хп) функция (а\, а2,..., ат) 
нуцтада узилишга эга дейилади.

25- м и с о л. Ушбу

ц х  v) =  |  Х* +  У2’ агаР (х, у )ф(0 ,0 )  булса, 
и ,  агар (х, ц) =  (0,0) булса

функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга булишини 
курсатинг.

Равшанки,

lim f (x , y )=  Пт (jc2-f-z/2) =  0.
Jf̂ O х-*0 '
У —0 у—О

Бу х,олда

Пт [(х,у) =  0 ф f(0,0)— IJf - О 4->о

булади. Юкоридаги таърифга кура берилган функция 
(0,0) нуктада узилишга эга булади.

26- м и с о л. Ушбу

2, агар ( х ,у )Ф (0 ,0 )  булса,
f(x, г/) =  { х +у

1.0, агар (jc, г/) =  (0,0) булса
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функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга булишини 
аникланг.

Равшанки, берилган функция R2 ту пл а мд а аникланган 
булиб,

lim f (x , y )=  Пт  7- ^ — =  +  оо
х -ь0 х 0 -j- U
у-*-0 у  О

булади. Таърифга кура берилган функция (0,0) нуктада 
узилишга эга.

27- м и с о л. Ушбу

/ ( * , < / ) = - — * —  
sin ЛДГ-l-Sin л у

функциянинг узилиш нукталарини топинг.
Бу функция R2 фазонинг

( sin:ix =  0,
\  5шлу =  0

системани каноатлантирувчи (х, у) нукталарида узилишга 
эга булади. Кейинги системанинг ечими

{(х, у ) : х  =  п — бутун сон, у =  т — бутун сон}

тупламнинг нукдаларидан иборат. Демак, берилган функ
циянинг узилиш нукталари чексиз куп булиб, улар

{(«, m ) : n e Z ,  m e Z )

тунламни ташкил этади.
28- м и с о л. Ушбу

f(x,y) =
х2 +  у-

( X — уХх  +  Зу)

функциянинг узилиш нукталарини топинг. 
Бу функция R2 фазонинг

х2 — у — 0, яъни у =  х2

хамда
х -\-Зу =  0, яъни у = I

тенгликларни каноатлантирувчи нукталарида узилишга 
эга булади. Демак, берилган функциянинг узилиш
нукталари туплами у =  х1 парабола хамда у =  — 1- х  

тугри чизиклардан иборат.
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3°. Ф у н к ц и я н и и г т е к и с  у з л у к с и з л и г и. 
f(xu х2,..., хт ) функция М тупламда ( М с Г )  берилган 
булсин.

13- т а ь р и ф. Агар  V e > 0  сон учун игундай 6 > 0  сон 
топилсаки, М тупламнинг
р((х'\,х'2,...,х^), (х"..., х,Х))<С б тенгсизликни щаноатланти- 
рувчи ихтиёрий (х\', х-/,..., х 'т)(^М, (х",..., х"т ) е М  
нуцталарида

| Х2,..., x m) —  f ( x \ ,  Х2, . . „  Х„ , ' )  | < Г

тенгсизлик бажарилса, / (хь x2,...,xm) функция М тупламда 
текис узлуксиз дейилади.

29- м и с о л. Ушбу
/ (х,  у) =  х2 +  у2

функциянинг М={(х,  * / )е /?2:х2+г/2<  1 } тупламда текис 
узлуксиз булишини курсатинг.

V e > 0  сонни олиб, унга кура олинадиган 6 > 0  сонни

б <  ^  булсин дейлик. У х,олда

P((^i, «Л ))=  л1(х2 —  xlf  +  (y2 —  У\Т < 6-

тенгсизликни каноатлангирувчи V(xi, у i ) e M ,  V(x2, 
у2) ^ М  нукталар учун

l/(*i. У\)— /(хъ у2) I =  \А+у\— {4+&)\  =
=  К*1 — х2) -(JCi +  x2) +  ( y i — y2t y i + y 2)\ <

< 2 д/ (x2 — x lf  +  (y2 — y lf  +

+  2 л/ ( х 2 — x lf -\ -U/2 — У\? = 4 6 < е

булади. Таърифга кура берилган функция М тупламда 
текис узлуксиз булади.

30- м и с о л. Ушбу

f ( x , y ) =  -  
ХУ

функциянинг М =  {(х,г/)е/?2: 0 < х 2 +  у2<; 1} тупламда те
кис узлуксиз эмаслигини курсатинг.

Бу функция М тупламда узлуксиз. Бирок у каралаётган 
М тупламда текис узлуксизлик таърифидаги шартни
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бажармайди. Бошк,ача айтганда V 6 > 0  учун шундай 
> 0  ва (х\, у\), (х'>, у'2 ) нукталар тогшладики,

р ( ( * Л  у / ) ,  ( х / ,  i/2' ) ) < 6 =  >  I ! ( Х /У\') / ( Х2Г< Уг ' ) \ > е

Х,ак.икатам дам, V 6 > 0  учун е = 1  деб

п >  и„ =

Л* ( 2п ’ 2>'л ) е ^  нукталарни олсак, 
1 1

булганда

A l l , , !  I Д 1 „
K ' V . - M V 2 . < f t

да мда

| /( 1 . 1 ) — /( 1 , 1 |/ ' п’п ’ ' 2п 2л =  Злг >  1 =  I

булади. Демак, каралаётган функция М тупламда текис 
узлуксиз эмас.

4 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар 
f (x i>x2>—>xm) Функция чегараланган ёпик, М тупламда

(M c zR m) берилган ва узлуксиз булса, функция шу 
тупламда текис узлуксиз булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг, 
узилиш нукталарини топинг:

87. f (x , y )=  2'°Х 2 •
(х 1 ) {у 1 I

з У
2х — у ’

( д/ l —х2 — у2, агар х2 +  у2^  1 булса,

( 0, агар х2-\-у2>  I булса.
* у 
х -\-у '

хг +  у2- 4

88. f(x,y) =  ?

89. /(х, у) =  <

90. f (x ,y)  =

91. f ( x . y ) =  2 2

92. f(x, у ) =  х Э
х +  у
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93 . f ( Xjy) =  ^ = y
x  — У

94. f(x, y) =  ln(9 — x2 — y 2).

95.  f ( x , y ) =  23

96. f(x, г/)= '-----.
V*2+ /

97. f ( x , y ) = *У

x + y ' 
I98 .  /(*, y ) =  sin .xy

99. /(*,*/) =  1 , .sinjc-sim/
100. / (x, y) =  cos- l

101. Ушбу

' / ) = !
1 . агар ёки ys^ 0 булса,
0, агар 0 <  у <  х4 булса

функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга эканини исбот- 
ланг.

102. Ушбу

f (x , y )  =
"\/4 — х2, агар г/ =  0 булса,

л/4 — у2, агар jc =  0 булса, 
О, агар х^=0, у Ф О  булса

функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз булишини исбот- 
ланг. '

103. Ушбу

f ix,у)
Л [ ( Х Ч )2 9 , 9  л
г ,  ' 7> > агар х2 +  у 2> 0  булса, 

V х +  У'

О, агар х2+  г/2 =  О булса

функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз булишини исбот- 
ланг.
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104. Ушбу

I sin*4- sin*/ . , *r»агар х +  у ф 0 булса,

х + у
1 , агар jc-f-i/ =  0 булса

функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз булишини исбот- 
ланг.

105. Агар fix, у) функция хар бир узгарувчиси буйича 
узлуксиз булиб, бирор узгарувчиси буйича монотон булса, 
у холда f(x, у) функциянинг иккала узгарувчиси буйича 
бир йула узлуксиз булишини исботланг.

Куйидаги функцияларнинг М тупламда текис узлук
сиз булишини исботланг:

106. f(x, у) =  хл — ул\ М =  {(х, y ) £ R 2: 1 < х <  2 , 0 < # <  1},

107. f (x , у ) =  4 ± 4 ;  М =  {(х, y ) t R 2:0 < х 2 +  У2<25}.  
х + У

108. f(x, y) =  xys'm^,  Af =  {(x, y ) £ R 2:0<Cx<  l , 0 < ( / <  1}.

109. f(x, y ) =  xjx2 y2-, M =  R2.
Куйидаги функцияларнинг M тупламда текис узлук

сиз эмаслигини курса гинг:

ПО. f(x, у ) =  1 f  ; М =  {(х, y ) £ R 2: 0 < x 2 +  y2^  1}.
X + У

111 f(x, z/) =  x s i r 4 ;  М={(х,  y ) d R 2:0<Lx, 0 < t y < l } .
2 | 2

112. fix, y ) =  V  т ; М =  Цх, y ) t R 2- .0 < x 2 +  y2<:\}.
X + y

X U l  боб

К У П  У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Х.ОСИЛА  
ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

1-§. К У П  УЗГАРУВЧ ИЛ И « ' Н К Ц И Я Н И Н Г  ХУСУСИЙ  
ХОСИЛАЛАРИ ВА Д И Ф Ф Е Р Е НЦ И АЛЛА Р И

1°. Ф у н к ц и я н и н г  х у с у с и й  х о с и л а л а р и  ва 
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч а н л и г и .

f i x |, Х2,..., хт) функция очик М тупламда i M c z R m) 
берилган булиб, (х?, х®,..., булсин. Бу функциянинг38



Хк (k=l,2,.. . ,  т) координатасига шундай Ах* (6 = 1 ,2,..., 
m) орттирма берайликки, (х?, xL~, х2 +  Дх*,..„ хт )£Л) 
б^лсин. Унда функция

Дх*/ =  / ( Х | ,  х§,..„ х2 +  Дх*,..., xm) — f(xQu х%,..„ х°т) 
хусусий орттирмага эга булади.

W
~Д** = * 1

1- т а ъ р и ф. Лгар Дх*->-0да ушбу  lim

Jim /(*?■-■** +  A**,...,*°)-/(x?,...,*°J
" Д*4 лимит мавжуд ва чекли

б$лса, бу лимит f (x t, х2,..., хт ) функциянинг (х°, х§,..., х„) 
нук,тадаги х* узгарувчиси бС/йича хусусий х,осиласи 
дейилади ва

а/(  jct—  хт ) gf

<?х, ' 'dxt ’ f x k ( "  2” -’ т>

белгиларнинг бири билан белгиланади. Демак,
д .. Д V=  l im  ——

дхк Д х * - 0  Д * *
( * = 1 ,2,..., т).

Келтирилган таърифдан, / (хь х2,..., хт ) функция 
/i|. /х2>--. Ятхусусий хосилалари бир узгарувчили функция
нинг хосиласи каби эканлиги куринади. Бинобарин, куп 
узгарувчили функциянинг хусусий хосилаларини хисоб- 
лашда бир узгарувчили функциянинг хосиласини хисоб- 
лашдаги маълум коида ва жадваллардан тулик. фойдала- 
ниш мумкин.

1 -м и с о л . Ушбу
/(х, у) =  ехч

функциянинг ( 1 . 1 ) нуктадаги f'x, f'y хусусий хосилаларини 
хисобланг.

Таърифга кура
«/(1.1) =  И т  /(1+Ах,!)- /( !,  1) 

дх Ах

щ  U)
ду

|jm Ау) — /(1,1)
Ау -  О Д У

булиб,

lim
Дх — 0

/(I +  Д*. 1) — /(1,1)
Ах

iim
„1 + Д х

Ах

га тенг. Худди

e(ehx 1)- iim
Дх — О Д-Г

шунга ухшаш
е
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Mm Л' .'+А«>-Л' .М =  Ит
А» - О  Л У Ц у - ,  о

е ' + ^ - е

Ду
=  е

булади.
Демак,

<3/(1,1)
дх 1 '

2 -м и с о л . Ушбу

<3/(1.1) 
<3 у

fix, у ) =  д/-V2ч- V2

функциянинг (0,0) нуктада хусусий хосилалари мавжуд 
эмаслигини курсатинг.

Равшанки, (х , у ) Ф ( 0,0) да

/*(*. У) =  

f[,(x,y) =

2х

2 Vx2 +  у1 л/х2 + у2'
2 У у

2 \Д2 t у2 \ V  I у2
Хосила гаърифига кура

/ ; ( 0 , 0 ) = l i m  /(0+Дх,0)-/(0,0) =  |.т  1Дх|
Лх—► 0 Дх Ах-» 0 Дх '

/ ,(0,0) =  lirn (°.° I Ay)-/(0,0) =  lim \ \ у \
A j f - O  Д «  Aj, . 0  Д у

булади. Бирок

lim ' f ' j i m
Л г ,0 Д  х А ,, »о *У

лимитлар мавжуд булганлиги сабабли, каралаётган 
функциянинг (0,0 ) нуктада хусусий хосилалари мавжуд 
булмайди.

3 -м и с о л . Ушбу

fix, У)=\п  tg*

функциянинг /(, f* хусусий хосилаларини хисобланг.
Бу функциянинг х узгарувчиси буйима хусусий 

хосиласини хисоблашда у ни узгармас, у Узгарувчиси 
буйича хусусий хосиласини хисоблашда эса х ни (/згармас 
деб караймиз. Унда
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di 1 I 2=  ( l n t g —)x — - - ------- -----------
дх '  s  и x ? x  и x  '

tg —  cos2—  y ysin2 —
У У

e , = ( i n . gf ) ; = - ! 7 . - L r . ( - 4 ) .
У i 2 и"tg cos— У

У У

д У
-2х

у2 sin2

булади.
4 - м и с о л .  Ушбу

/(*. у)~
2ху

J  + y
, . агар (х, */)=тЦ0,0) булса,

tO, агар (х, г/) =  (0,0) булса
функциянинг хусусий хосилаларини топинг. 

Икки \олни карайлик:
1) (х > У)Ф(0,0)  булсин. Бу холда

<3/ д
дх дх ( * ) “ 2i/(x2 +  .v2) - 2x,/.2x

U W )2
__ 2у(у2 — х2)

(^  +  / )2 ’

<3/ =  д (  2зсу \  =  2Мх2 + у2) -2х у 2у  _
дУ д! ) \ х 2 +  ^ ) ~  (х2 | у1)2

_ 2 x(x2 — t/2)
,  " <*2 +  {/2)2 оул ади.

2) (-*■. i/) =  (0,0) булсин. Бу холда, хосила таърифидан 
фойдаланиб, томамиз:

<3/(0,0) =  |i m  /(ОН; Л а ,0) — /(0,0) =
дх л, Дх

" f "  lim /(0,0 +  Д.)-/(0,0) =  |.т  2 Д , - 0 = 0  
(>У дц ,о Д</

2Ax-0 „11ГП —0.
Ах-*-0 Дх

Л(/ -*■ о А у’

Демак, берилгам функция ихтиёрий (х, y ) £ R 2 нуктада 
хусусий хосилаларга зга.

5 -м и с о л . У|ибу

/(*, у) =
хл и

ё т  2’ агаР {■*, У)ф(0,0)  булса, 
X | у

.0, агар (х, у) =  (0,0) булса 

функциянинг (0,0) нуцтада хусусий хосилаларини топинг.
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Хусусий хосилалар таърифидан фойдаланиб топамиз:
/<0 +  Д*,0)-- / <  0,0) 0

=  0 ,
А х--Q Л* Дх 0 Дх

U  о-°)=
/(0,0-Ь A y)-- / (0 ,0 ) ) 0

=  0.
Ау — 0 by Ay — 0 Ь ч

Демак,

/ ' (0,0) = о, гао,0) = о .
Берилган функция (0,0) нукдада хусусий хосилаларга эга 
булсада, у шу нуктада узлуксиз булмайди. Чунки 
(0,0) нуктага интилувчи

о  « : . > - р м ч )

кетма-кетликда функция кийматларидан иборат

кетма-кетлик учун
I I

Мгп / ( ' - , - ' ) =  Nm «3 л3

6 ' fiП П

=  -2 ^ 0  =  / ( 0,0 )

булади. Демак,

Пт /( 1 , '( )=£/((),0).
П —*■ QO П п

Бу эса f(x, у) функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга 
эканини билдиради.

f ix  1, х2,..., хт) функция очик M a R m тупламда
берилган б^либ, (х°, х",..., х°т)£М  булсин. М тупламда 
(x‘i -|-Axi, xSj-f-Дх2,..., х'щ-\- Ахт) нуктани олиб, функция
нинг гула орттирмаси

Л   J&) =  f (xУ +  Ajci, x? +  Ax2,..„ Л, +  Ах„) —
— f i x и X°2,..„ X°)

ни караймиз.
2 - т а ъ р и ф .  Агар f{x\, х2,..., хт) функциянинг (хЧ, 

х2,..., хт) нуцтадаги Д / ( Д  xl,..., х°т) орттирмасини
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А/(-*ч, xm) — А,Дх| +  А2Дх2 -\-AmAxm-\~

-l-otjÂ , -\-Oq-Дх2+  ... + a m-Axm Kagu ифодалаш мумкин 

булса, f (x i, X 2,..., xm) функция (x“, x°2,..., x” ) нуцтада
дифференциалланувчи дейилади (бунда А и Л2,..., Ат лар  
Ах\, Дх2,..., Ахт л а р [ а боглик. булмаган узгармаслар, оц, 
02,..., am лар эса Ajci, Дх2,..., Дхт ларга боглик, ва Ajc| — О, 
Д*2->-0,..., Дхт -*-0, да ai -»-0, а 2->-0,..., а т ->-0(Дх| =  Дх2 =  
=  ... =  Дхт =  0 булганда оц =  a 2 =  . . . = a m =  0 деб олина- 
ди).

Агар /(xi, х2,..., хт) функция М тупламнинг xiap бир 
нуцтасида дифференциалланувчи бЦлса, функция М туп- 
ламда дифференциалланувчи дейилади.

Юцоридаги (1) муносабатни

Д/(*?, 4 , . . . , x l )  =  A lAx l + A 2А х .2 +  ... + ЛmAxm +  0((») (2)

куринишда \ам ёзиш мумкин. Бу ерда: 

р =  \JАх*-\-А х % - \ - А х 2т.

6- м и с о л. Ушбу
/(х, у) =  х2 +  у2

функдиянинг ихтиёрий (хо, yu)£R2 нуктада дифференци
алланувчи эканини курсатинг.

Берилган функциянинг (х'о, уп) нуктадаги тула 
орттирмасини топамиз:

Af(x0, y0) = f ( x 0 +  Ax, уо +  Аy) — f(x0, у0) =

=  (х» +  А*)2 +  (у 0 +  Ду ?  — ( 4  +  ч1) =
=  2х0Дх +  2г/„Др +  Дх2 +  Ау2.

Агар /1|=2хц,  Л2 =  2//о, а | = Д х ,  а 2 =  Д у дейилса, 
унда

Д/(х0, уа) =  А\Ах-\- А )А у -|-ai • Дх-)-а2Ду
булади. Бу эса берилган функциянинг (хо, у о) нукдада 
дифференциалланувчи эканини билдиради.

7 -  м и со л .  Агар /(х, у) функция (х0, yo)£R2 нуктада 
дифференциалланувчи булса, у холда бу функциянинг шу 
нуктада /((хо, уо), f'y(x о, у о) хусусий хосилалари мавжуд ва 
(2) муносабатдаги А| ва А2 лар учун

f'x(xо, уо) =  А\, /((хо, ya) =  Ai  
булишини исботланг.
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Шартга кура f(x, у) функция (хо, уо) нуктада 
дифференциалланувчи. Унда таърифга биноан

А/(лс0, уо) =  А\Ах\ -\-А2А.х2-{-<х\Ах-\-о,2Ау (3)
булади. Агар бу тенгликда Дх=^0, Аг/ =  0 дейилса унда

булиб,
Ах[(х0, уо) =  А\Ах +  <х\Ах

Пт
Дг->0

АЛ хО’Уо)
Ах П т  (А ,  +  сх,) =  Л ,

Ах^О

булади. Демак, берилган функциянинг (*о, уо) нуктада 
Гх(хо, уо) хусусий хосиласи мавжуд ва

Д(*о, уо) =  А\.
(3) муносабатда Длс =  0, Аг/ =̂= 0 дейилса, унда 

Ay/Uo, уо) =  А 2А у + а 2Ау
булиб.

Ayf(x0, y 0)
lim

АУ
=  Пт (А2-\-^2 ) =  А 2

Ау -*■ О

булади. Демак, берилган функциянинг (х0, уо) нуктада 
fy(xо, уо) хусусий хосиласи мавжуд ва

fy(xо, уо) — А 2.
8- м и с о л. Ушбу

Нх,у )  =
, - ,  агар (х, у ) ^ ( 0 , 0 )  булса,

Л{х2 +  у2

О, агар (х, у ) =={0,0) булса

функциянинг (0,0) нуктада дифференциалланувчи 
булмаслиги курсатилсин.

Берилган функциянинг (0,0) нуктадаги орттирмасини 
топамиз:

A/(0,0) =  /(0 +  Ajt,0 +  At/ )- / (0 ,0)  =  /(A*,A*/) =
Ах Ay

XjАх2-\-Ау2

Тескарисини фараз килайлик, яьни берилган функция 
(0,0) нуктада дифференциалланувчи булсин дейлик. Унда

А/( 0.0) =  f x(0,0 )Д х  +  f'y( 0,0 )Д у +  а. Ах +  а 2 А У
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булиб, Ах 
Агар

О, Д г/ -►О да а\ —у О, а г — О.

/ ;< 0 ,0 ) =  П т  № ХА ) ~ Н ° М  = о
Ах —*- О Д Х

/  (0 ,0 ) =  П т  / ( ° - ^ ) - Л ° .0 )  = 0  
Д„^0 А.'/

б^лишини эътиборга олсак,

Д/(0,0) =  ОС| • Дх +  аг-Д(/ 
келиб чикади. Натижада ушбу

Ax-Ay  А I А=  а, • ДхЧ-а,- Аи 
"\/Ах2 +  Дг/2 '  '

тенгликка келамиз. Кейинги тенгликдан Дх =  Ду  булганда 
Ах
V2

=  Дх(а, + 03),
яъни

а,+сх.2

булиши келиб чикади. Бу эса Дх->-0, Дг/-^0 да ai->-0, 
a2->-0 булишига зиддир. Зиддиятнинг келиб чикишига 
берилган функциянинг (0,0) нуктада дифференциалла- 
нувчи булсин дейилишидир. Демак, каралаётган функция 
(0,0) нуктада дифференциалланувчи эмас.

1 -э с л а т м а . / ( Х | ,  х2,..., хт ) функциянинг (х?, Хг1,..., х„) 
нуктада барча хусусий хосилаларга эга булишидан унинг 
шу нуктада дифференциалланувчи булиши \ар  доим келиб 
чикавермайди (каралсмн, 8-мисол).

9 -м и с о л . Ушбу

/(*, У)= х[\ху\

функциянинг (0,0) нуктада хусусий хосилаларга эга 
булишини ва шу нуктада уни дифференциалланувчи 
эмаслигини курсатинг.

Таърифдан фойдаланиб берилган функциянинг 
(0,0) нуктадаги хусусий хосилаларини топамиз:

/;(о ,о>= | jm  /(0 +  Ах,0) — /(0,0) 
дх-*-о дх

Пт
Ах-»- о

/(Ах,0)
Ах

.. VlAx-01 =  Пт  v - = 0 ,
Ах-*-0 Ах
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/ 1( 0 ,0 ) =  l i m  / ( ° .о  +  4 » ] - Л О . О )  =  М т  т м )  =
Ay-* 0 ^У Ау 0 &У

=  Пт  '  °-Л?/' 0.
Д |/ О Ьу

Демак,

Д(0,0) =  0, Д((),()) =  0.
Фараз килайлик функция (0,0) нуктада дифференци- 

алланувчи булсин. У холда

Д/( 0,0) =  /(0 +  Дх ,0 +  Ау)  -  /(0,0) =  / (Ах, А у ) =
=  -\J\Ax-Ay\

булиб, бу ортгирмани ушбу

Д/(0,0) =  Д(0,0)Дх +  Гу(0,0)АУ +  0(р)
(р =  а1а х 2 +  Ац2 )

куринишда ифодаланади.
Куйидаги

Д/(0,0) — (Л ,ДхД-Л2Ду)  y \AxAy]

а[ах2+ ау2 л/ а^ + ау2

муносабат ихтиёрий Дх->~0, А у ^ О  ларда нолга интилмас- 
лигини куриш кийин эмас. Масалан,  Дх =  -' —>-0,П
Д// =  ^—>-0 булганда

л  / 1 ■ 1\АхАу\ \  п п |

V a > + a У2 ~  \  I 1 , L  2 'V п2 п2
Демак,

л/|Дх-Дг/| ^=0(р).

Айтилганлардан, берилган функциянинг (0,0) нуктада 
дифференциалланувчи эмаслиги келиб чикади.

/(х 1 , Х 2, . . . ,  хт) функция M a R m тупламда берилган 
булиб, Х | ,  х2,..., хт узгарувчиларнинг хар бири уз навбати- 
да /|, /2,- узгарувчиларнинг T d R k тупламда берилган
функцияси булсин:
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X l ---Ф)(Л> 2̂> •••* )»

Фг( î> f*)> (4)

■*m—Фт(Л>-^2'--> *̂)-

Бунда (/[, /2....  ^)G7' булганда унга мос (jci, лс2.... xm)£M
булсин. Натижада

/(ф|, (t i ,  Ik), ф2(/|, /2,..., фт(/|, /2,..., /*)) =
= tk)
мураккаб функция хосил булади.

1 - т е о р е м  а.  Агар (4) функцияларнинг \а р  бири 
й )  нукдада дифференциалланувчи булиб, f(x\, 

хт)  функция эса мос (jcf, х",..., хит)  нукдада дифференци
алланувчи булса, у холда мураккаб функция хам (t°\, t'i,..., 
t°k) нукдада дифференциалланувчи булиб,

<5/
a/,

'S'II d x {

dt\ +  01' dx2
aH  , d /

■ d t , + ш " ' г 'ахя
. дХщ 
' "<?/,

dj _ di dx^ , dj dx2 dj

Щ  + ' " +  К  '

dxm
dt2 d x f d(.2 ' dx2 dt2 ’

dj _ dl дх^
+  dldx2

dX2 , , dj  
^  ' Г ' ' - dxm

d*m
d x t d ‘k dtk

булади.

10- м и с о л. Ушбу

fix, у) =  х2 — у2

функциянинг хусусий хосилаларини топинг, бу ерда х =  
=  t =  t |COS/2, */ =  /isin/2.

Юцорида келтирилган (5) формулалардан фойдала- 
ниб, берилган мураккаб функциянинг хусусий хосилалари- 
ни топамиз:

J f
dit

+  (х2

d/ дх d j ди j  , , .
= ~дх ■ ai \  +  ду ■ <5/, = ( ^ - i T ) x - ( / . c o s / 2)/| +

y2) y - ( F ^ k ) tl =  2x c o s /2 — 2//sin/2 =  2/ lcos/2 X

X cos/2 — 2/ 1sin/.,sin/2 =  2/,cos2/o, d-!~ =  d‘ ■ d*- +'  2 1 dt2 dx dt.2
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+  ° jy ■ ' ll,  = ( x ' —  ! f ) s - ( t ^ t - > ) , . +

+  (xJ — y2)jl-{llsi\ \ tJlj =  2x( — ^sin/.,) —2i/-/|C-os/a =  

— — 2/fsin/2cos/2 — 2/fsin/2cos/2=  — 2/jsin2/„. 

ДеМаК,

°J =  2/,cos2 I1 =  - 2/isiri2/,.thf “ 1 -

I I  м и с о л .  Ушбу

1: =  К х гу, х")
функцияпинг хусусий х,осилаларини топинг.

Берилган функциями

F =  f(u, и), бу орда и — х 2у, и =  х*
деб к а р а т  мумкин. Упда (5) формуладан фойдаланиб 
топа м на:

О! 01 ди . Of ’ Ov OF у  . OF у j
д х =  ди ■ д х  d v ‘ д х =  ди ’ ‘-АГ
dl' t)/: ди . д!: д и  д Г  2 , д Г
, =  , • , +  , • , =  , X +  -х ' 1пдсш/ ди о у ov 0 у о и ди

2°. Й у и а л и ш б у й и ч а х, о с и л а. /(х, гу) функция 
очик. М тупламда (M<^R2) берилган булсин. (х0, у») 
тупламнинг ихтиёрий нуктаси булиб, / бу нуктадан утувчи 
бирор тугри чизик булсин. Бу тугри чизикда (хо, уф 
нукдага нисбатан икки йуналишдан бирини манфий 
йуналиш деб кабул килайлик. / чизикнинг мусбат 
йуналиши билак, мое равишда, абсцисса х.амда ордината 
укларининг мусбат йуналиши орасидаги бурчаклар а ва р 
булсин.

3 -т а ь р и ф . I чизик,даги (х, у) нук,ти I чизик, буйлаб  
(хо, уф нук,тага интилганда у шбу

/(*,  У) — Цх0, у0) 

р((х„, ч0),(х, у))

нисбатнинг лимит мавжуд булса, бу лимит j(x,y) функ- 
циянинг (хо, у и) нук,тадаги I йуналиш буйича ^осиласи 
дейилади ва

'VI *«.«„) 
а/

каби белгиланади.  Демак,
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<?/_ ! Цх,у)  — 1(х0, у 0)

d l ~  u,y)^(Xr).y0)V((x0, У0)Лх,у))

2 - т е о р е м а .  Агар/(л; у) функция (х>, у )  нукгдпа дифферении- 
шанувчи булса, у холда функция шу нуктада хар кандай I йуналиши 

|б|йича хосилага эга ва

d f ( X 0 , У д )  d f { X g ,  У д )  д Ц Х д ,  У д )
-= cosa-t- cosp

dl dx dy

булади.

1 2 -м и с о л . Ушбу

/(*,</) =  a rc tg  -  У
функциянинг ( I, I) цуктадаги / йуналиш буйича хосиласини топинг, бу 
ерда / —(0,0) нуктадан ( 1, 1) нукдага «.араб йуналган биссектрисадан 
иборат.

Берилган функция (1,1) нуктада диффереш дталлануачи булганлиги- 
дан 2-теоремага кура

W )
dl

<5/(1,1)
dx

cosa + <5/(1,1)
dy

cosp

булади. Равшанки,

<5/( 1.1) 
dy

<5/( 1,1) =  У
d* х Ч /

ва l — биссектриса булганлиги сабабли  ̂

Демак,
<5/(1,1) 

dl
0.

1 3 -м и с о л . Ушбу

/(*, У ) = Щ *  +  У)
функицянинг^, -)нуктадаги / йуналиш буйича хосиласини топинг, бу

ерда I — шу нукдадан утувчи абсцисса укининг мусбат йуналиши билан 
"1 бурчак ташкил этадиган тугри чизик.
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Юкорида келтирилган теоремага кура
9 9

« т т 1
9 9

влт-т>
ai дх

булади. Равшанки,
о 9

«Эле

СО V I  ■+

I
* +  1/

<• I ’
ду

4
2 7 ’

cosp

9 9
^ Т - 2 >

ду х + У
9

_  4
9

*"7

4
27

Демак,
9 9

д1
4 я . 4 я  о 4 д/2 4 л/2

= 2 7 COS4 + 2 7 COS4 = 2 - 2 7 -  Г“ 27

а
4

1 4 -м и с о л . Ушбу

f(x, у) =  х +  \у\
функциянинг (0,0) нуктадаги координата уклари буйича 
хосилаларини топинг.

Бу функциянинг (0,0) нуктада ОХ уки буйича 
хосиласи 1 га тенг, OY  уки буйича хосиласи эса мавжуд 
эмас.

2 - э с л а т м а .  Функциянинг дифференциалланувчи 
булмаган нуктада хам йуналиш буйича косила мавжуд 
булиши мумкин.

15- м и с о л . Ушбу

К х ,У )=  л ! ^ + У 2

функциянинг (0,0) нуктада исталган йуналиш буйича 
хосиласи мавжудлигини курсатинг.

Йуналиш буйича косила таърифидан фойдаланиб 
топамиз:

,im п*-«)-А т =  Ит  _ Ц ± ?  =  1
(Х,»)-(0,0)Р((*- у)’<°’°)> (jr,j,)-(0,0) +
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Демак,

Щ о.о) ,
dl

К , а р а л а ё т г а н  ф у н к ц и я  ( 0 , 0 )  н у к т а д а  д и ф ф е р е н ц и а л л а -  
1яувчи э м а с ,  ч у н к и
щ _____ __
' Д / (0 ,0 )  =  / ( Д х ,  A y )  —  Д 0 , 0 )  =  / ( Д х ,А г / )  =  x jA x 2 +  A y 2 = р .

булиб, р а в ш а н к и ,  р —>-0 д а  р = ^ 0 ( р ) .

3°. Ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л  и.
/ ( х\, Х 2, ..., х т ) ф у н к ц и я  о ч и к ,  M c z R m т у п л а м д а

б е р и л г а н  б у л и б ,  (х? ,  Х г , . . . ,  х „ ) £ М  н у к т а д а  д и ф ф е р е н ц и -  
а л л а н у в ч и  б у л с и н .  У н д а  ф у н к ц и я н и н г  ш у  н у к т а д а  о р т т и р -  
и аси  у ч у н

A f(x°{, х 2,.. ., х °т ) =  Л , А х ,  -\ -А 2А х 2 -\ - .. . -\ -А т - А х т -\ -0 (р ) =

-  + - + т Ь Ах- + 0,<>>

б у л а д и .

4  -т  а  ъ  р  и ф  . / ( х | ,  X 2, ..., х т )  ф у н к ц и я  о р тти р м а с и  А / ( х ? ,  
Д . . . ,  х ^ )  н и н г  A x i ,  А х 2 , ..., А х т  л а р га  н и с б а та н  ч и з и ц л и  бош  
к,исми

А \ А х , -\~А2А х 2 -\- ... -\ -A mA x m =  - ~ - A x i +  - ^ - A jc2 +  ... +

+  - Р — А х „дх„,гч

f ( x ь  х 2,.. ., х т )  ф у н к ц и я н и н г  (х? ,  хг , . . . ,  x i )  н у ц т а д а ги  
диф ф еренциали д е й и л а д и  в а  d f  ё к и  d f(xu x% ,...,X m ) ка б и  
б е л ги л а н а д и .

Д е м а к ,

d f{x\ , 4 , . . . ,  x°m) =  -? 1 d x { +  Z  d x 2 +  ...df df
дх,  1 дхг " z ' ■" 1 дхя (6)

( A x i  = d x \ ,  A х 2 =  Д х 2,.. .,  A x m =  d x m 

1 6  -M и с  о  л  . У ш б у

f ( x ,  y ) =  Д j x y  +  j

ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л и н и  т о п и н г .
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(6) ф ормулага кукура

булади.
Энди функциянинг хусусий хосилаларини томамиз:

д1
дх 2Л Г Т ~ *  ' (У+ 'у]' 

\ ХУ+у
д/
ду

I /  X  V

X ( х ~  2 У х у

Демак,

У +  -
df  =  —  у - dx +2V',+f 2V dy =

2 Л /xy + j

1 7 -M и с о л . Ушбу

/(*, */) =  arccos 1 
ХУ

функциянинг дифференциалини топинг.
(о) формулага кура

булади.

3ЭГ  берилган функциянинг хусусий хосилаларини

<5/

топ а м из:

<?/
<5* =  (arccos 1 )' =  _

ху  "
\  / I



д[ , 1 v= (a r c c o s — ) =  — ду ' ху V ,_̂ т - ( — т ) -* у

\хУ\
хуЧ л 2

Демак,

df: \ху\ - dx \ху\

Х1У  л ! х2у2—  1 ху2 \ jx2y 2— I

------------------ ( -Ufx+  l dy).
х у л Щ Ч  X у

-dy =

1 8 -м и с о л . Ушбу

F =  f(u , v), и =  ху, v =  х-

мураккаб функциянинг дифференциалини топинг.
Функция мураккаб булган холда хам унинг диффе- 

ренциали

dF =

куринишда булади. Бирок бу холда du ва dv лар эркли 
орттирмалар булмасдан, улар х ва у  ларга боглик булади. 
Шуни эътиборга олиб топамиз:

du =  d(xy) =  (xy)'xdx +  (xy)'ydy =  ydx  +  xdy,

dv =  d{~)  =  ( 4 xdx  +  (--jydy =  -dx  — ~dy.  
у у у у у

Демак,

d F = J j u(yd x+ xdy '> + ^ ) ( jd x— *2dyy

4°. Т а к р и б и й  ф о р м у л а .  Фараз килайлик, f(x\, 
Х2,..., хт) функция очик M c z R m тупламда берилган булиб, 
(*?, Х2,..., х^,)^М нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У холда

A/(*i, *§,..., x°m) =  df(x0,, 4 ,.., *“ ) +  0(р)

булади. р -► 0  да
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А/(*?, *2,-  
d H x l4 ...

1 .

Натижада ушбу

A fix'}, Д ..„  Xm)ttdf(x°, *§,..., х%) 
такрибий формулага келамиз. Уни

A/(*?, х°2,..„ - О Ах,  -h Дх2+ ... -)5/
Зле,

J L
дх „Ах„

каби ёзиш хам мумкин.
1 9 -м и с о л . Ушбу

а =  1,023 01
микдорнинг такрибий кийматини топинг. Берилган мик 
дорнинг такрибий кийматини топиш учуй

f(x, у) =  ху
функцияни караймиз. Бу функция (1,3) нуктада диффе 
ренциалланувчи. Демак,

Д/(1Д ) = ^ Д * д ^ д // +  0(р).

Энди Ах =  0,02, Дг/ =  0,01 дейлик: Унда 

Д Л 1 , 3 ) » ' ^ ' - Л-, Д л +  а* 1Л,Дл=>дх ду

=►/(1 +  0,02,3 +  0 , 0 1 ) - / ( 1 , 3 ) « / / - + ^ ' - A jc +

, +  х*1пх-А_г/|х= 11„ = з1дх = 0,02.4̂ =0,01 

=>- / ( 1,02;3,01) — / ( 1 ,3 )«  3 - 1 - 0 , 0 2 + 1 - i n i -0,01 =*- 
=>■ 1 ,023'01 -  1 «  0,06 =>- 1 ,023'01«  1,06.

Демак,
а =  1 ,02'101«  1,06.

Ми со л ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг хусусий хосилаларини то
пинг:

1 . f(x, у ) =1 х-\-у
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2. f(x,y) * + i 
y2+ 1 '

3. f(x,y) = cosx 
cosy '

4. f (x ,y )= \n(x2 — y2).

5. /(x , y ) = y  л/х - f  x
Vy'

6. /(x,«/) =  *sin( * +  «/).

7. /(jc.y)—  J L  n&2 + y2

8. f (x ,y )=  arcsiriy.

9. f ( x , y ) = \ n ( x +  л]х2 +  у2). 

10. f(x,y) =  - j e ‘ .

II- f (x ,y )=  A j x y  +  j .

12. 1(x,y) =  e m\

13. f(x,y) =  In tg^ .

14. /(*,*/) =  a rc tg^ .

15. f(x,y) =  xy \n(xy).
16. f(x,y) =  arctg^[xy.

17. f(x,y) =  arcsin >  .
V  +  y2

18. /(*,</) =  ( | ) * .

19. /(*,*/) =  ( s i n * r * .

20. Цх,у) =  Г У

2 1 . f(x,y) =  Insin x \  1.
Л1У

22. f (x ,y )=  x exy.
У

23. / (* ,</)=/H g U  +  i/).



24. f(x,y) =  arcsin _y .
M*2 + y2

25. f(x,y) =  { 2 x ) \

Куйидаги функцияларнинг (х0,«/о) нукдада диффе- 
ренциалланувчи булишини исбогланг:

26. f(x,y) =  x y y ( x 0,y0) e R 2.

27. f ( x , y ) = \ j x s i n y ,  (xQ,y0) =  (0,0).
28. f ( x , y ) = l x» y ( x 0,ya) e R 2.
29.

f(x,y) =
(^2 +  '/2)sin ,, a rap (х,у)ф(0,0)  б$>лса,

-** +  */
0, агар (x,//) =  (0,0) булса,

(*o.'/o) =  (0,0).

30. f(x,y) =

x4 4- u4
, агар (*,«/) =/=(0,0 ) булса,

X + y

0, агар (х,у) =  (0,0) булса,
(-ад/о) =  (0,0 ).

Куйидаги функцияларнииг (хп,у0) нукдада диффе- 
рснциалланувчи эмаслигини исботланг:

31. f ( x , y ) = \ j x y  , ( х 0,у0) =  (0,0).

32. ! (х ,у )=  д/г* +  / ,  ( jc,„«/o) =  (0,0).

33. /(лг,г/) / - а гаР (х ,у)=̂ = (0,0) булса,
V-1 +  </

0, агар (х,у) =  (0,0) булса,

(*о,//о=(0,0).

34. /(*,*/) 2 2» агар (х,г/)^=(0,0) булса,

О, агар (*,(/) =  (0,0) булса,
(хо,г/о)=(0,0).
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34. а. Агар / (x hx2,...,xm) функция (х°ьх°,...,х°т)£М c z R m
нуктада дифференциалланувчи булса, у шу нуктада 
узлуксиз булишини исботланг.

34,6, Агар f (xhx2,...,xm) функция (х°их°,...,х°т)ш М <=Rm 
нуктада дифференциалланувчи булса, у шу нуктада 
барча хусусий хосилаларга эга булишини исботланг.

35. Агар f{xux2,...,xm) функция (x0]tx°,,...,x"n)£M c z R m
нуктанинг атрофида барча узгарувчилари буйича хусусий 
хосилаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар шу нуктада 
узлуксиз булса, f (x l,x2,...,xm) функция (x0hx{2,...,x0m) нукта
да дифференциалланувчи булишини исботланг.

Куйидаги мураккаб функцияларнинг хусусий хосила- 
л арии и топ и н г:

36. f(x,y) =  x2y3, x =  t, у — t2.
37. f (x ,y )=F,  x =  u2 +  v2, у =  и • v.
38. f(x,y) =  F, х =  аа, y =  bv.
39. f(x,y) =  F, x =  u2-\-v2, y =  u2 — v2.
40. F =  f(x,y), x =  us'mv, y =  u2.

41. f(x,y) =  j ,  x =  e‘, y =  \nt.

42. f(x,y) =  x \  x =  sinu, y =  cosu.

43. f(x,y) =  xslny  +  г/sinx, x =  - j ,  y =  u-v.

44. / (x ,y )=  In sin ^ , x =  312, y = x J t 2-{-\.

45. f (x ,y )=  a r c t g , x = t ,  y =  t2.

46. f(x,y) =  ex4n{x +  y), x =  i \  y = \ — t3.
47. f(x,y), =  xy- \ -y \  x =  u2-\-v2, y =  u2 — v2.

48. Ушбу f(x,y) =  x2 — xy -j- 2у2 функциянинг (1;2) 
нуктада Ox уки билан 60° ли бурчак ташкил этадиган 
йуналиш буйича хосиласини топинг.

49. Ушбу f (x ,y )=  In xJx2-\-y2 функциянинг ( 1; 1 ) нук
тада Ох уки билан 45° ли бурчак ташкил этадиган 
йуналиш буйича хосиласини топинг.
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2 ,
50. Ушбу f(x,y) = функциянинг 2у2 +  х2 =  С2 эл-

липснинг ихтиёрий нуктасидаги шу нукта нормали 
йуналиши буйича хосиласининг ноль булишини исботланг. 

Куйидаги функцияларнинг дифференциалини топинг:

51. f (x ,y ) =  хтуп.

52. f(x,y) =  ± .

53. f(x,y) =  y \ j x .

54. f (x , y )=  xjx* +  y2.

55. f(x,y) =  l
56. f(x,y) =  lxy.
57. f(x,y) =  \n x jx2 +  y2.
58. f(x,y) =  \n2( x — y).
59. f(x,y) =  (x2 +  y2f .
60. f(x,y) =  ecos(xy\
61. f(x,y) =  x\n(xy).

62. «  x,y)  =  ( f ) ' .

63. f (x , y )=  arctg^- +  a rc tgy .

Куйидаги микдорларнинг такрибий хийматларини 
хисобланг.

64. а  =  (0,97)105.

65. а  =  (1,08)3%.

66. а =  1,942-е012.

67. a  =  2,68sin0,05.
68. a  =  sinl,59-tg3,09.
69. a = sin l,4 9 -a rc tg 0 ,0 7 .
70. а =  sin59° • tg46°.

71. a = l n ( V l , 0 3 + 4A/ 0 ,9 8 - l ) .
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| § f .  КУП УЗГАРУВЧИЛИ Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  ЮК.ОРИ ТАРТИБЛИ  
Х.ОСИЛА ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

1°. Ф у н к ц и я н и н г  ю ц о р и  т а р т и б л и  х у с у с и й

f(xhхъ... ,хт) функция очик м  ( M c z R m) тупламда бе- 
(рилган булиб, унинг ( хих2,...,хт) нуктасида/i,,
Д, хусусий хосилаларга эга булсин. Равшанки, бу ху- 

,сусий хосилалар х\, хг,..., хтларга боглик, булади.
5-т а ъ р и ф. fZ2..., f'Xm ларнинг хк ( к =  1,2,...,

т) узгарувчиси буйича хусусий х;осилалари берилган 
функциянинг иккинчи тартибли хусусий х;осилалари 
дейилади ва

Иккинчи тартибли хусусий хосилалар умумий холда

ОС и л а л а р и .

еки
д21 d2f d2f

(* = 1 ,2 ....m)d x ]d x k 7 d x 2d x k ' " '  d x md x tk ■k

каби белгиланади. Демак,

d x t d x k
f" ^ (  -/ \
'  x-x* dxJ '

a2/
dxmdxhm k dxk \  dxm )

3 ( \

d2j _ 
dx,dxk (i — 1 ,2 k =  1,2.... m)

куринишда ёзилади. Хусусан, i =  k бултанда:
О2/ __ а 2/

д хк д хк ~  дх2
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каби ёзилади. i=£k булганда к.аралаёгган иккинчи 
тартибли

д2[
dxf' д xk

хусусий хосилалар аралаш \осилалар  дейилади.
}(х1,х2,...,хт) функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказс

тартибдаги хусусий хосилалари хам худди шунга ухшаш 
таърифланади.

20- м и с о л. Ушбу
f(x,y) =  \n(x2 +  y2)

функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини 
топинг.

Аввало берилган функциянинг хусусий хосилаларини 
топамиз:

<5/ _ d 2x
d x dx |ИИ  i У )

J + y 2 '
dy d \n(  r2 -4- u2\ 2 У
d y dy

идя. г У )
x* +  y2

Иккинчи тартибли хусусий хосила таърифидан фойдала 
ниб f (x , y )=  \п(х2 у2) функциянинг иккинчи тартибль 
хусусий хосилаларини топамиз:

д 21 _  д /  д!  \ _  д_ (  2х \  
д х * ~  д х ) ~  д х у ^  +  у * )

=  2(х2 +  у2- х - 2 х ) ==п х2 +  у2- 2 х * _  2(у2- х2 )

' ^  + У2? (S  + y2)2 (> +  j,2)2 ’
d 2/ _  a /  d j _ \ _  <? /  2x \  _  2x-2y
d x d y ~  d y \  d x ) ~ ~  d y \ ^  +  y^ )  (x2 +  y2)2

4xy  , d 2/ =  2У \  =
( J  +  y2)2 ’ d y d x ~  <5*\ d y ) ~  d x \ x2 +  y2 J

2i/ ■ 2x   4xy

(x2 +  y2)2 (x2 +  y2)2 '

° 2I =  d (  N=  d (  2y 2(x2 +  y2- y 2y ) ^_ 2(x2- y 2)
д у 2 ~  д У \  & У )  д У \  x2 у2 )  {x2 +  y2f  (х2 +  У2)2

(Бу мисолда V(x, y ) £ R 2((x, y)=£(0,0)) да

d2f  d2j  .. ,' =  - булишини курамиз).ajcdi/ дудх J v
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21- м и с о л.

1(х,У) =

Ушбу
2 2 х -УХУ 2 , 2 

х -гУ
агар ( х , у ) Ф (0,0) булса,

0, агар (х,у) =  (0,0) булса

функциянинг аралаш хосилаларини топинг.
Аввало ( х , у )Ф (0,0) булган холни караймиз. Бу холда

<?/ , 
6 х = У  I

<5/ - ч
т 2- /  I 4*2Ч \
х2 +  /  ^  (*2 +  </2)2), / 

4*У \  
^  + У2)2) '

Ч 2/  =  ^ / <5 / Ч  =  *2 - V  /  8 . V  \
дхду Оу \ д х )  х2 +  у 2 у -г- ( 2̂ +  у2)* ^  -

" ‘7 =  д /  д\  \ _  л;2 — у2 /  | &х2у2 \
<5у<5дг М  <5/4 7г + Д  ~Г (х2 +  у2)2 У

булади.
Энди (х,//)=(0,0) булган холни караймиз. Бу холда 

функциянинг хосилаларини таьрифга кура хисоблаймиз:

Т " - И « .  /1Лх,01 —  /<0,0) ,i m  0 _
д х  А х  Л )  Ь х  д ,  . о А *

=  " = 0
Д у - О  А 0  A y О b - У

(? /(0,0) 
дхду

д Ц0 A y )  д /(0,0)

I i m дх дх *11Е

Дц 0 \у Ду — о дД
с?/( Ддг.О) J )  1(0,0)

— 1 i m д у ду Дх'1
—  lim

Да -*■ 0 /Ах Ах - *о Д ат'
=  1

(57(0,0) 
дудх

Демак, каралаёгган функциянинг V(x, y)<zR2 нукта- 
да аралаш хосилалари

д21(х,у) d2j(x,y) 
дхду ' дудх

лар мавжуд.
22  — м и с о л .  Ушбу

f(x >y)= In д/(х— а)--\-(у~— b f  (а, b — узгармас) 

функция Лаплас тенгламаси
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д2[  d2f  

дх2 ^  ду2
=  0

ни каноатлантиришини курсатинг.
д21f{x,y) функцияиинг иккинчи тартибли
дх1

д7
,2ду

хусу-|

сии хосилаларини топамиз:
д[ __ д
дх ~  дх=  e In x j ( x - a f  +  ( y - b f  =  ■■ = 1 -------  X

У ( х - а ) 2 +  (< / -* )2

X
2(х— а)

2 У (х— a f  -\-(y — b f  (x — a f  +  (y — b f

a

Худди шунга ухшаш
df _____ .v —*____
ду { x_ a f  +  i y _ bf

булади.
~ a2/ d2fЭнди — — ларни топамиз:

дх1 ду2

д2/ _  _в_/в/ \  _ а /  * -Д V
ах2 ах у а х /  d x \ ^ _ a f + (y _ b f )

_  ( x - a f - i  (y — b f  — (x — a)2(x — a ) _  (y — b f  — (x — a f
\ ( x ~ a f  +  ( y - b f f  [(x ~ a f  +  ( y - b f f  '

Худди шунга ухшаш
a2/ =  (x — a)2—( y — b f  

dy2 \ ( x - a f  +  ( y - b f f

эканлиги топилади.

<?2/ . i_ =  (У—_Ьf  — a f  (x — a f  — (y — h f
ax2 1 dy2 l{x - a f  +  ( y - b f f  ^ \ ( x - a f  +  ( y - b f f

_  (y — b f  — (x — a f  +  (x — a f  — ( y — b)2=  Q

[ ( x - a ) 2 +  0 / - * ) 2f  '

Демак,

a2/ a2/
ax2 dy2

0.
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д  ) =  |  ^a rc ig -J— ^ a r c t g y ,  агар ( х , у ) ф ( 0,0) булса,

(О, агар (х,у) =  (0,0) булса

функциянинг аралаш хосилаларини топинг.
(х,у)ф(0,0)  хамда (х,у) =  ( 0,0) булган холларйи 

алохида-алохида караймиз.
Аввало ( х , у ) Ф ( 0,0) булсин. Бу холда

Т х = Т х ( х' атс1е J - y 2arc{8 j ) =  2xarctK  ̂ - - 2~ 2 -

23- м и с о л. Ушбу

2 Ч- у  ' =  2xarctg ~г — у, 
X +У х

-'7
дхду

<5/
ду

д- (  dJ  ) =  /  ( 2xarctg^  _  1
<ty\ К •* / х2-|-г/2

д / , ij о L х  \

=  дч { Х г ^ - х - У ~ ^ - у )  =

2 — 2; /arctg* +  2 =  х —2/ /arctg*
ДГ +  I/ У ДГ +  1/ У

Ж2- /
д:2 +  г/2 '

з 2/ <?/<)/>\ °  ( х
дудх д х \  ду /) дх{

— | _ 2у2 х2~ У 21СЧсчН х2 +  у2

булади. Демак,
£ /

дхду
*2- У 2 
х2 + у2 ’

дуд х х2 +  у2

Энди (х,у) =  (0,у) ва г/=̂ =0 булсин. Хосила таърифидан 
фойдаланиб топамиз:

д№, у )  =  f(0 +  \ x , y )  — [(0,y)
дх А,_„ Д*

=  lim
Д*-+0

Ax2a rc tg —- -----i/2a r c tg —*— О
&х ' 1/

Д*
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=  Iim I Axarctg 
ы -oL b*

Демак,

.V2arctg Ax 1
Дх =  - y T

5/(0,,y)
dx

Худди шунга ухшаш, (x,y) =  (x,0) ва х ф О  учун
5/U.O) _

ду
булиши курсатилади. Булардан эса

5 / ( ° . 0 ) _ { д[( ОД) = ( )
<5х ’ ду

булиши келиб чикади.
Яна хосила таърифидан фойдаланиб тонамиа:

(?*/(0,0) 
дхд у

(5/(0, А у ) д х  —
Пт
А у ■ 0 Ау

а/(0,о>
дх — Пт

а у -  о
— \ у  -  О 

А У
— I,

(57(0,0)
дудх Пт -

Дх -0

dj(Ax,Q) 
а у

Дх

,5/(0,0)
ду Пт

Лх —0
Дх — о 

Ах

Демак,

(57(0.0) =  _  ( а2/(0,0) __
дхду ' дудх

Шундай килиб, берилган функция \ / - (x ,y)£R2 да 
аралаш хосилаларга эга булиб, улар ( х , у ) Ф (0,0) да

д 2[(х,у) _  д21(х,у) 
дхду дудх ’

(х,*/) =  (0,0) да эса:

д21(0,0) d2f(0,0)
дхду дудх  '

2 - э с л а т м а .  Юкорида келтирилган 21 - хамда 23- ми- 
соллардаги f (x ,y ) функциянипг (0,0) нукдадаги аралаш 
хосилаларининг бир-бирига тенг эмаслигини курдик.
Бунга сабаб каралаётган функция аралаш хосилалари-
нинг (0,0) нуктада узлуксиз эмаслигидир. 2 1 -мисолда-
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ги f (x ,y) функциянинг ( х , у ) Ф (0,0) нукладаги аралаш 
хосилалари

д2Цх,у) =  д21(х,у) =  «г2 - /  Л ,  8 * У  \
дхду дудх  +  у2 \  ' (х2 +  у2)2 /

(х,у) =  (0,0) нуктада эса
_д21(0,0) =  _  J <32/(0,0) =  J 

дхду ' дудх

эди. Бу аралаш хосилаларнинг (0,0) нуктада узлуксиз 
эмаслигини курсатиш учун (0,0 ) нуктага якинлашадиган

кетма-кетликни карайлик.

d2f( х ,у ) 
дхду

2 1нинг х =  , и =  даги
п ' п

кийматларидан ибораг

кетма-кетлик

Мш] чJ -'0.0) дхду
171 <Г7(0,0)
125 ' дхду

б$/лади. Бу эса д2[( х ,у ) 
дхду

нинг (0,0) нук/гади узлуксиз эмас

лигини билдиради.
Умумий холда куйидаги теорема уринли:
3 -т е о р е м а . f (x ,y)  функция очик. Af ( M c z R 2) туплам-

да берилган булиб, шу тупламда <7
Оу хамда "7

д х д у  ’

д21
дудх

аралаш хосилаларга эга булсин. Агар аралаш

хосилалар (x(t, уп) 6 М нуктада узлуксиз бу лса, у холда шу 
нуктада

d 2f ( x n, y a) д2Ц х 0,у0)

д х д у  д у д х

бу лади.



2°. Ф у н к ц и я н н н г  ю к о р и т а р т и б л и  д и ф ф е -  
р е н ц и а л л а р и .  /(х 1, хг,..., хт) функция очик M<^Rm 
тупламда берилган булиб, унинг барча п -тартибли хусусий 
хосилалари мавжуд булсин. Агар (х?, Хг,..., Хщ)£М
нуктада бу хосилалар узлуксиз булса, f(x\, Х 2,..., хт) 
функция (хц х°,... Хт) нуктада п марта дифференциалла- 
нувчи булади.

Маьлумки, /(х,,х2,...,хт ) функция (х“,х^,...,х^) нукта
да дифференциалланувчи булса, унинг шу нуктадаги 
дифференциали

df = $ k dXl +  o k dx2+ ■+  dXm
булар эди.

Фараз килайлик, /(х,,х2,...,хт ) функция (х,,х2,..., 
x j e R m нуктада икки марта дифференциалланувчи 
булсин.

6 -т а ъ р и ф . f (x ltx2,...,xm) функциянинг (xhx2,...,xm) н
уцтадаги дифференциалы df нин-г дифференциали берилган 
/(х,,х2.... х,,,) функциянинг иккйнчи тартибли дифференци
али дейилади ва у d2f каби белгиланади:

d2f =  d(df)

Умуман, /(х,,х2,...,хт ) функция (x1,x2,...,xm) g Rm нуктада п
марта дифференциалланувчи булганда, шу нуктадаги  
( л — I)-тартибли  дифференциали dn ' /  нинг диффе
ренциали берилган функциянинг п- тартибли диффе
ренциали дейилади ва dnf  каби белгиланади. Демак,

7 )

Функциянингп- тартибли дифференциал унинг хусу
сий хосилалари оркали символик равишда куйидагича 
ёзилади:

d"f =  (  f  dx 1 f  dx2 dxm\  /.' ^  dx, 11 dx.2 2 1 1 dxm m)  1
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Хусусан, п =  2 булганда:

+  2 дх„дх,
—dx2dx4 + . . .  +  2 ^  dx,2dxrn +  +

а2!

2 4 -м и с о л . Ушбу
f(x,y) =  sin(x2 +  y2)

функциянинг учинчи тартибли дифференциалини топинг.
Функциянинг учинчи тартибли дифференциали куйида- 

гича булади:

Функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

=  cos(x2 +  y2)-2x =  2xcos(x2 у2) ,

=  2cos(x2 +  у2) — 4x2s\n(x2 у2) ,

—{  =-**-A2cos(x2 +  у2) — 4x2sin(x2 +  y2)) =
дхЯ дх

=  12jcsin(x2 +  f/2) — 8x3cos(x2-(-г/2) ,

dJ  = - - { 2cos(x2 +  i/2) —4x2sin(x2 +  //2)) =  
дх?ду дУ

=  — 4_t/sin(x2 +  //2) — 8x2i/cos(x2 +  //2) ,

d 3 f = ( i x d x + i d y ) 3 f  =

d~ { = 4 - ( 2 x - c o s ( x 2 +  y2)) =  
dx1 "x

шунингдек,
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. =  — 12(/sin(x -(-# ) — 8 //cos(*2-f-*/2)-dy
? 5 r

— — 4xsin(x2 -+ y2) — 8xy2cos(x2 1/2).
dxdlf

Натижада
d ’/  =  | — 12x ■ s i ri( x2 +  y2) — 8x:!cos( x2 +  y2)) d x 1 -f
— 3[ — 4//si m( x2 +  y 2) — 8x2t/cos( x2 -)- //-’) |f/x4/// f
— 3| — 4xsin(x2 +  y2) — 8x//2cos(x2 -|- y2)\dxdy2 -|- 

— I — 12//sin(x2 4~ //2) — 8//:,cos(x2 +  y2)\dtf =
=  — 12sin(x24-//2)|xt/xJ-)-//Jx2(i//-)-xJxJ//2-j-
+  y d y !) — 8cos(x2 +  y2)[x2dx2 3x2ydx2dy -f-

4-3 xy ’dxdy2 y 'dy'\ =  — 12sin(x24- у 2) X 
X | dx ’{xdx 4- y d y ) 4- dy ’( xdx 4  y d y ) ] —

— 8cos( x2 4-1?)(xdx +  y d y )’ =  — 12sin( x2 4- f ) X 
X ( x d x  4- y d y )(dx2 -f- dy1) — 8cos( x2 -)- y2) ■ (xdx 4- y d y ):!

будадн. Дсмак,

d'j ^  — 1 2sin(x2 4- i f )(xdx 4- y d y )(dx2 4- dy2) — 
— 8cos( x2 4~ f  К xdx 4- y d y )

25- м и г о л. Ушбу
/•' =  / (х.у), х =  ;Г — <г, у =  и и

фумкнияпинг иккиичи тартибдн дифференииалипи тонипг.
.Мл >,думки. функциншшг бирипчи тартибдн диффс- 

ренциа. in
d l r =

dx
dx- f >>/

<>уdy.

иккиичи чартибли дифференциала аса

d - ' r = ( :  dx 4  : d y ) )  | ,:/i/.v4  ' J  d-'y ~
\ i»A ay / i/л an

-- <5 ) d x 2 4 - 2  " 1 dxdy-\- d  ̂d y 2 4~ 'У 4  ’x { d y
(lx- ' dy- ' " x dH

булади.
Anna.in dx. dy. d~x, d2y  ларпи гопамнл: 

dx -- d( ir — u- ) — 2udи — 2vdv. dy — d( и ■ v ) == udu udv.
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d2x =  d(dx) =  d(2udu — 2v d v ) =  2du2 — 2dv2, d2y =  
=  d(dy) =  d( vdu -f- udv) =  dudv dudv  =  2dudv. 

Натижада:

d2F =  " [{2udu — 2 v d v f - \ - 2  /  /  -(2udu —dxdy
— 2vdv)(vdu +  udv) +  ° {-{vdti + u d v f  +  

9iT
+  2 { { ( d u 2- -dv2) + 2 у  dudv =

=  4 3 U u 2du2-\- v'2dv2 
dx2

d2l■2uududv)-\-2~x 'dy X

X (uvdu2 — v2dvdu +  u2dudv — uudo2) ( 2 d w d o ) 2 +
dy~

+  dJx 2{du2- d v 2) - \ - dgiy (2dudv) =

(*  <? / 2 , <? /=  ( 4 u2 +  4 ' uv
\  дх2 dxdy + $ * + * - № +

+  2( — 2 " ' u2 +  2 l, / и2 — 4 uv +  \dudv ++/ d2j af af V
dy‘ dxdy d xdy

d2f d2f
dxz

+ /  ..2 -2 <5/
' d*

dy /

Wy2.<9X ■ а,,* _
3°. К у ii у з г а р у в ч и л и  ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  

ф о р м у л а с и .  f(x  I ,  Х2, *т) функция Rm фазонинг
(х°„ jc®, .... х°) нуктаси атрофида п + 1  марта диффе- 
ренциалланувчи булсин. Ушбу формула

/(*0 *2. - , x m) =  f(x\, 4 , Х°) +  -Д-(Х|—4 ) +

+ _£ : ^ 2—4 ) +  -  + - ^ { д с га—х®) / +

+  2!( <9л:'/*| — Х' ) +  д х ^ Х2~  +  -  +

... + „ 1, ( Д ( х | - 4 )  +

+  ‘,974X2 —Х®)+ ...

/?„(/)= (л+1)! V ах(  (X, х?) +  -а^(дс2

<xm — x°n )V / +  /?„(/),

15 ' х®) +

+  +  / ;  (^ - 4 j y +1/
rrj /
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куп узгарувчили / (хь х2, хт) функциянинг Тейлор 
формуласи, /?„(/) эса Тейлор формуласининг цолдик, х;ади 
дейилади. Бу ерда f(x\, хг, хт) функциянинг барча 
биринчи, иккинчи ва хоказо п- тартибли хусусий хосилала- 
ри (х°, х%, х°) нукдада, барча (п - \ - 1 )- тартибли хусусий
хосилалари эса

( А 4-0(^i—А), А +0(^2—А \  Ап+ Чхт— А ) )
( О < 0  <  I )

нуктада хисобланган.
Хусусан, икки узгарувчили f(x, у) функциянинг Тейлор 

формуласи куйидагича булади:
(1 ч , df(x0, y 0) df(x0, y Q)
f (x , y) =  f (xо, уа)-\----- —-----(х — х0)-|------------- X<5 У

Х ( у  — Уо) + 2 !

Г з ‘Пхо,у0) d*l(x0, y 0)

J x 2 ( о) + дхду (х х0) X

д Кхп, уц) о
Х ( У - У 0) +  - h Y - ( y - y o fдф

Х ( х - х 0Г +  С'п
дп!(х0, </„)

{х —  х0)П \у —  у0) +  -  +
дхп~ ‘ду 

дп[(хп, уп) ”1
+  ■■■+- А п Ч у 1 +  а д ,

Rn(f)=
1

(/2+ 1)!

ду"
Г дп+, /(хи +  в(х — х0, у0 +  в(у — уо»

дх,п+ I { х - х 0)"+' +

dn + ' f (x0 +  ti(x — x0), y0 +  Q(y — y0))
+  ■■■4 ду‘,п  4-1 ( у — Уо)‘/,+ij

26- м и с о л . У ш б у  ,
[(х, у) =  е>

функциянинг п =  2 булган холда (хо, i/o) =  (0, 1 ) нукта 
атрофида Тейлор формуласини ёзинг.

п =  2 учун /(х, у) функциянинг Тейлор формуласи
йНх0.У0) , , дКхО’Уо)

дхf (x < У) К х о, Уо)-\~ (х — x0)-f- - (у — //о)4"<5 у

дхду

\s / \ I d f ( x 0, y Q) 2 I г>/С\
Х (*/ — i/o)4-------;- 2— iy —  yof +  RAf)ду

булади. Равшанки, /(0, 1 ) = 1 .
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Энди f(x, у) функциянинг хусусий ,\осилаларини ва 
ударнинг (0; 1) нукгадаги кийматларини топамиз:

й  _ б ^  _  1 01(0, 1) _  1_ ^ 1 __ 1
дх Ох у дх 1

Of
X

- 0 - _  х ,, » ' '/б*. М Q
ду ду у2

<52/ ..=  а ( ' е ’> \ _ . l j - —  1,
дх2 дх \ у ,'  l/2 ' бх2

б2/
д ( ' е Л  -  -

1 ’ х
С * -------- С ,

б ДО. 1 ) _
0x0 у ду \.у  ) Г  у'5 Охду

д~!
6 1

X2 I 1 2-r 1 б-'/(о, in _

О,,2 ду 1̂  |/2 ) У У 0\г
Натижада

f(x, </)= 1 +  х +  2x 1 — x ( y — \)+R-,U)

булади. Бу берилган функциянинг п =  2 булган х.олда 
(б, 1) нуктадаги Тейлор формуласидир.

27- м и с о л. Ушбv
f(x, у) =  х«

функциянинг булганда (До, //о) =  (1, 1) нукта
атрофида Тейлор формуласинп ёзипг.

Бу х,олда f(x, у) функциянинг Тейлор формуласи 
куйидагпча булади:

/(д', у ) =  / (х ^  //„) +  ( (''г < х — ^  (у — (/„))/ +

+  2! (  О х (Х ~  Х > +  в у 1 ~  -"•> Ф  +  3! (  Ох < х  -  х » > +

+  д1/ (// — //о)) / +  s( /)
Функциянинг (1; I) дагн циймати /(1, I ) — 1.

Энди /(х, //) =  х" функциянинг хусусий \оеилаларини 
ва уларнинг (1; 1) нукгадаги кийматлармни тонамиз:

<5/
Ох

-- ух

<5/
ду

О2!
дх2

=  //(//

' , 2 /  = х "  1 
0x0 и

х"1пх,

-  1 ) х "

-4- у х 1'

б/( 1, 1) _
дх

ФП, D = 0
ду

г?-/( 1,1) =  0.
б.Г

11Г1Х, о ц  i.i)
Охду

=  ],
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<5/(1.1 ) О,д2]
ду2

= х7п2Х,
<5 У г

<5 3/
.Л = У ( У - \ ) ( У - ‘2 ) Х »  2, * W > = 0 .

<9xJ <5лг‘

'И .
дх2ду

=  (2у — \ )х!/- 2 +  у(у ~  \ )ху- 2\пх дЦ 1. 1)
дх2ду

=  1,

» 7
дхду2

=  ‘2ху '\nx +  yx ‘J ' (Inxf,

^  = х " ( 1пх)3, ^ 1- 1'
<5</ • ду'

<37(1.1)
дхду2 

=  0.

=  0,

Натижада
<?/(х,,, у.,)

f(x, y) =  f (xa, у0) +  - gx (х —х0) +

+
<3/(% </0)
' '.Зи ( /У —  //о) +

<32/U0- г/о>
дх2

д'Н*Q. ?/()) 
ду2

<3'/( *0’ .«0»,
дхду(X — х0 )2 +  2 ' ’ " и (X — х„)(;/ — 7») +

('/ — .V.i)2! +i <3 /U„- У a)
дхл

( X  —  Х 0 ),! +

. Q <37(х0,//0) 2 д3Нх„,уп)
+  3- , -(X — Х„)2( у  —  //,,) +  3 (х — Х0)Х

дх~ду дхду
„ d2j(xt], уп) .

Х ( < / - - ; / „ ) Ч  \  ( у - у » ) '  + R . H ) -
<3 У

=  1 +  1 ( х - 1 )  +  0 - ( « / ~ 1 )  +  g [ 0 - U - l ) 2 +

+ 2-1 (х— 1,(//— 1 ) + ()•<// -  1 )2Н- 1̂0■ (х — 1 )Ч
+  3 • 1 • (х — 1 )2(7/ — 1 ) +  3 • 0 • (х — 1 )(у — 1 )2 +

Т- 0 ( у  — 1 )3] Т- R-.i(f) =  1 ~\~(х  — 1 — 1 ){у  — ПТ-

+  ̂ ( х - 1 )2( / / - 1 ) +  /?3(Л
булади. Бу берилган функциянинг Тейлор формуласидир. 

Мисол ва масалалар
К,уйидаги функцияларнинг 2- тартибли хусуеий х,оси- 

лалари ва 2 - тартибли дифференциалларини тоиинг:
72. /(х, у) =  х у — *
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73. f (x ,y)  =  (x2 +  y2f .
74. /(x, y) =  x — 3 sin y.
75. f(x, y ) =  V ' .

76. f(x, y) =  arctg xy.
77. f (x , y)  =  y \ j x .

78. f(x, y) =  ^/2xy +  y2.
79. /(x, y) =  sin (xy).
80. f (x , (/) =  ( 1 + х ' П 1 + ^ Г .
81. /(x, г/) =  2 соь2( у —

82. f (x , /у) =  еЧп у -)- sin г/-In х.
83. /(х, y) =  arcctg (х-)-2г/).
К,уйидаги функцияларнинг курсатилган таргибдаги 

хусусий хосилаларини Т 0 1 1 И Н Г ;

84. /(х, у) =  у  in (х у ),

85. /(х, # ) =  arctg ■*,

-О •
" 7

дхду2 

<57 дг1 
дх~ 01 /-

86. /(х, w) =  xcos // у sin х, (Г*/ <?:!/ <з:7
о х '  дх"ду д у ‘

87. /{х, г/) х+// <?"7
л У дхьду*

88. / (х, /у) =  (х2+  < / > ' ' " ,
дт+л! 
дхт дх” '

,im + "/
89. /(х, i/) =  e*sin /у, ’ .

Кунидаги функцияларнинг курсатилган тартибдаги 
дифферснциалл арини топ и н г:

90. /(х, (/) =  ^  +  //! +  Зхг/, d3/.
91. /(х, (y) =  cos(x2 +  //2), d3/.
92. /(х, y) =  exv, d u,f.'
93. /(х, / / )=  1п(х- у), (Iхf.
94. /(х, 'y) =  eazy \  d wf.
95. f(x, y) =  eaxcos by, d'°f.
Куйидаги мураккаб функцияларнинг иккинчи тартибли 

хусусий хосилаларини хамда иккинчи тартибли диффе- 
ренциалларини топинг.

73



96. F — f(x, у), x =  au, y =  bv.
97. F =  f(x, y), x = u - \ - v ,  y =  u — v.
98. F =  f(x, y), x =  " ,  y =  \

99. F =  f(x, y), x =  ue11, y =  veu.
100. f{x, y) =  x \  x =  y =  u-v.

10 1. Ушбу
f( x, у ) =  —  x'2 +  2xy  -)- 3 i f  — O x —  2y —  A

функциянинг n =  3 булган холда ( — 2; 1) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

102. Ушбу г
f(x, у ) =  x j l — x2 — y2

функциянинг п =  3 булган холда (0; 0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

103. Ушбу
f(x, у) =  ехsin у

функциянинг п — 3 булган холда (0; 0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

104. Ушбу
/(х, у) — COS X • СОй у

функциянинг // =  3 булган холда (0; 0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

105. Ушбу
fix, у) =  ух

функциянинг п — 2 булган холда (I; I) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

3-§.  КУ11 УЗГАРУВЧ ИЛ И Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  
ЭКСТ РЕ МУМ КИ ЙМАТЛ АРИ

/(х|, Х'2, ..., хт) функция очик M (M c zR m) тупламда 
берилган булиб, ( х 1', х ' \  х пт) £ М  булсин.

7 - т а ъ р и ф. Агар  (х1,1, x!J, ..., х“,) нущтанинг шундай 
11ь атрофи:

и„ =  {(хь х2, ..., xm) £ R m:р =

=  д / д ( х , - х ")2 <б}с= /И  (6> 0)

мавжуд булсаки, V(xi, х%, ......С„)бёЛ УЧУН
fix  и х2, .... )</(-<•'I  х", х°т)
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булса, f (x i, х2, .... хт ) функция (х°, х % , х ° т) нуцтада
максимумга (минимумга) эга дейилади, f(x°h х2, х °„)
циймат эса f(x\, х2, .... хт ) функциянинг максимум 
(минимум) циймати дейилади. У ни

Я*?, 4  •• max {ЯХ|, х2, .. ■. *т)}U,.

(Я*?. 4 ,  ■■ min {/(х,,х2> ..- . * J }
<*|...

каби белгиланади.
Функциянинг максимум ва минимума умумий ном 

билан унинг экстремума дейилади.
28- м и с о л. Ушбу

Я*. у ) =  V 1 —  -к2—у 2

функциянинг (0; 0) нукдада максимумга эришишини 
курсатинг. Бу функция М ={(х ,  y ) £ R 2:x2-\-у 2^ .  1} да 
аницланган (0; 0) нуктанинг

(Л =  {(х, y ) £ R 2:x2 +  y2< 8 }  (0 < б <  1 )

атрофини олайлик. Равшанки, £Дс:М булади.
V(x, i/)£ Uf, учун

f(x, у ) =  ф  х2 У2 <:: 1 = / ( о, 0)

булади. Демак, берилган функция (0; 0) нукдада
максимумга эга ва унинг максимум киймати 1 га тенг.

4- т е о р е м а. Агар f(x\,  х2, .... хт)  функция (х°, 
х ° 2 ,х ' т) нукдада экстремумга эришса ва шу нукдада

барча <5/ at
дх\ ' дх? ’

У холда 4  --
дх.

хусусий хосилаларга эга булса, 

=  0, i = 1 , 2 , m  булади.

29- м и с о л. Ушбу
Я -v. у) =  х -у

функция (0; 0) нукдада экстремумга эришадими?
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Равшанки, /(О, 0) =  0.
(О; 0) нуктанинг

«={(*, у )£ R 2:x 2 г/2 <  6} (0 <  б <  1)

атрофини олайлик.
Бу атрофда f(x, у) — /(О, 0) айирма уз ишорасими 

саклаймади. Масалан, координаталари бир хил ишорали 
булган нукталар учун бу айирма мусбат, гурли хил 
ишорали нукталар учун манфийдир. Демак, берилган 
функция (0; 0) нуктада экстремумга эта эмас.

И з о х. 29- мисолда келтирилган функция
<5/
дх =  У> <?/

ду X

.. ,  <5/(0,0) А <3/(0,0) „хусусии хосилаларга эга булиб, — - = 0, -  -— - =  0дх ду
булади. Демак, 4 - теорема шартлари экстремум учун 
зарурий булиб, етарли эмаслигини курамиз.

3- э с л а т м а. Юкорида келтирилган 4- теорема куп 
узгарувчили функциянинг экстремумга эришишининг 
зарурий шартини ифодалайди.

30- м и с о л. Ушбу

/(*. у) =  л]х2 +  у2

функция (0; 0) нуктада экстремумга эга буладими? 
Равшанки,

/(0, 0) =  0.
(0; 0) нуктанинг

и л =  {(х, y ) £ R 2:x2 +  y 2<:6} (6 > 0  )

атрофини олайлик. Унда V(x, г/)££Д учун 

f ( x , y ) =  д / 7 + ?  > 0  =  /(0, 0)

булади. Демак, берилган функция (0; 0) нуктада мини- 
мумга эришади ва

min{/(x, у)} =  0
булади.

Каралаётган f(x, у ) =  л]х2 у2 функция (0; 0) нукта
да хусусий хосилаларга эга эмас (каранг, 3- мисол).

4- э с л а т м а. Куп узгарувчили /(xj, ..., хт)
функция очик <Vfcz/?m гупламнинг:
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1) барча хусусп и \  мейла л а ри но.-i га айл а пади га н, яъни
д/
г)л'| =  0,

б/
дх.2 =  0, б/

"" бх„
=  0

тенгла мал арии каноатлантирадиган нукгаларда.
2) хусусий хосилалар мавжуд булмаган нукталарда 

экстремумга эришнши мумкин.
Одатда f ( x i, ад, .... хт) функциянипг барча хусусий 

хосилаларини пол га айлантирадиган нукгалар шу 
функциянинг стационар нуцталари дейилади.

5 - т е о р е м  a. f (x \,  х>, .... х,„) функция (х,, х”, .... 
x°m)£R"‘ нуктанинг бирор (/л атрофида ( б > 0 )  берил- 
ган ва ушбу шартларни бажарсин:

1) f (x\ ,  Х'2) ..., х,„) функция U да барча узгарувчилари 
буйича биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
хосилаларга эта;

2 ) (x°h х", x,;j нукта /(x i, хъ ..., х,„) функциянинг 
стационар нуктаси;

3) коэффициентлари

Г, (' I'1 О VII 1(х . Хо. .. , X ’)
( i,k = 1 ,2 ,. . . ,m )

булган

Q' - ■ &......
i, к I

aikbi t̂

квадратик форма мусбат (манфий) аникланган.
У холда f ( x !, х>, .... х )  функция ( х ”, д-"......х1,1.)

нукгада минимумга ( максимумга) эришади.
Лгар квадратик  форма шпора сакламаса,  / функция 

(хи. л'1,1, . . . .а1.!.] пук 'шда экстремумга трпшмайди.

И к к н  у.чгнрунчнлн функциялар учуй бу теорема 
к,у ii и да I и ч а бу л иди:

/(х, у)  функция (х„, у„) нуктанинг атрофи

и.- ^ \ ( х ,  y ) b R 2-. v ( x - x t,)'-\ (у у,У  < Л |

(б >  0) да берилган ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи 
тартибли узлуксиз хусусий хосилаларига эга булсин. 
(хи.у , )  нукта 1(х, у)  функциянинг стационар нукгаси
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df ( *o■ Уо)
дх о,

df ( xO' У<)) 
ду О

ва

д7(*и- д2Н х„, У0)  _  d2f ( x n, у0)

а*» ’ f l i aT  ’ Й22_ V

булсин.
1°. Агар

а иа22—а ? 2 > 0  ва Я ц > 0

булса, f ( x ,  у )  функция (хо,  уо)  нуктада минимумга  
эришади.

2 °. Агар

о. 11 ̂ 22 Ц[2 0 в а Ц|| < 0

б^лса, f ( x ,  у )  функция (хо,  Уо)  нуктада максимумга  
эришади.

3 °. Агар „
а 11 ̂ 22 а 12 О

б)1лса, f ( х,  у )  функция (хо,  Уо)  нуктада экстремумга  
эришмайди.

4 °. Агар
а 11Q-2'} ц 12 — О

булса, f ( х,  у )  функция (хо,  уо)  нуктада экстремумга 
эришиши дам, эришмаслиги дам мумкин. Бу «шубдали» 
кол кушимча текшириш талаб килади.

31-м и с о л. Ушбу

fix, у) =  х3 +  ул — Заху ( а ф 0)

функцияни экстремумга текширинг.
Аввало берилган функциянинг хусусий хосилаларини 

топамиз:

- ^ > = 3 * 2- 3  ау,
дх J

^ A > -  =  3V2- 3 a * .  
ду ■

Уларни нолга тенглаб,
( Зк2 — 3ас =  0,
1 3 г/2 — 3ах =  0
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системадан берилган функциянинг стационар нукталари 
(О, 0) хамда (а, а) эканини топамиз.

Равшанки,

д2[{х; у)- = в х .
дх~

"'/(*• У)_ 
ду2

6 у ,
д2[(х,у)

дхду
— За.

(а, а) нуктада
d2f(a,a) с д2Ца,и)

f lu —--- - „ = ь а ,  а ,2 — в7(а,а)
<5̂

-За,
дуг

=  6а

булиб,
а па22 ^ 12 — 36а -9а2 =  27а2> 0

булади.
Демак, а > 0  да а ц > 0  булиб, каралаётган функция 

(а, а) нуктада минимумга, а < 0  да а\\ < 0  булиб, функция 
(а, а) нуктада максимумга эришади.

(0, 0) нуктада
а иа22 —a i2 =  36-0 —9а2=  — 9а2< 0

булиб, бу нуктада функция экстремумга эришмайди.
32- м и с о л. Ушбу

/(*, y) =  (y — x f  +  (y +  2?
функцияни экстремумга текширинг.

Равшанки,
*7 =  2( х - у ) ,  j [ - - 2 ( у - х )  +  3(у +  2)2

ва
2(х — у) =  0,

2(у — х)-\- 3(у 2 )~ =  0
х =  — 2, у = —  2 .

Демак, ( —2; —2) берилган функциянинг стационар 
нуктаси.

Функциянинг иккинчи тартибли хосилаларининг стаци
онар нуктадаги кийматлари

а , . = "-Ц- 2, -  2) 
Зх2

булиб,

ЗгД —2, —2)
U 1 9    -> „  ----- -------

9̂9 — д2/( — 2, —2)

а ,, а,., — а2,п =  0
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булади. Демак, «шуб\али» х,ол. Бу х,олда экстремумнинг 
бор-йуклигини аниклаш учун куйидагича текшириш 
утказилиши керак. Стационар ( —2; —2) нуктадан утувчи 
у =  х тугри чизик нукталарини караймиз. Бу тугри 
чизикда берилган функция

/(*. У)\у =  х =  Ч>(У) =  (у — y )2 +  (y +  2)3 =  (i/ +  2 )3
куринишга эта булиб, у <  —2 да ср(//)<0, у >  —2 да эса 
Ф(// )>0 булади. Берилган функция ( — 2; —2) нукта 
атрофида хам мусбат, х а м  манфий кийматларга эга 
булганлиги сабабли у шу нуктада экстремумга эриш- 
майди.

33- м и с о л. Ушбу
f (x , у) =  х2— у2-\-2а2

фуикциянинг D =  {(x, г/)£ R2:x2-\- у 2 ^ а 2} тупламда энг 
катта ва энг кичик кийматларини топинг.

Берилган фуикциянинг стационар нукталарини тона- 
миз:

dflx-y) =2х.
дх

дЦх,ц) = _ 2ы 
дц

Д е м а к , (0; 0) нукта фуикциянинг стационар нуктаси 
экан. Бу нуктада берилган фуикциянинг киймати

/(0, 0) =  2а2
булади.

Энди [(х, у ) =  х2 — у2-\-12а2 функцияни D нинг чегараси 
{х2-\-у2 =  а2} айланада караймиз. Бунда

х 2 f  у 2 =  а2 =>■ у =  ±  \ / и2 — х 2
ва

/(.г, //) =  /,( х, ±  xja2 — х2 ) =  х2 — (а2 — х2) +  2а2 =  2.г  -(- а2
булади. Бу / л =  2 j r - f tT  фуикциянинг [ —а , а] даги энг 
катта хамда энг кичик кийматларини топамиз:

/ '  =  4л-, 4л- =  0 =>- х =  0.
/, ц =  2 •()-(-(С =  а2

)\ — 2хн \ а 2 фуикциянинг | —и, а] сегментнинг четки 
нуктнлариднги киймати 2 •и2-f-а2= За2 булади.

Демак, Цх, у) функция энг кичик киймати а2, энг катта 
КИЙМНП1 эса 3а" булади. Бошкача айтганда берилган )'(х,
у) фуикциянинг D туплам чегарасидаги энг кичик кийма г и 
а~, энг катта киймати эса 3<г булади. Бу кийматларни f(x, 
у) функцияниш стационар нуктадаги киймати (/((), 0 ) =

«0



— 2а ) билан солиштириб, берилган функциянинг 
Отупламдаги энг катта киймати За2, энг кичик киймати 
эса а2 булишини топамиз.

Мисол ва масал ал ар

Куйидаги функцияларни экстремумга текширипг:
106. f(x, у) =  х2 +  ху +  у2 — 6х — 9у.
107. f(x, у) = 2ху — 2х — 4у.
108. f(x, у) =  х2-}-(у — I )-.
109. f(x, у) =  хл +  у3 — Зху.
ПО. f(x, у) =  ху(\— х —  у).
1 1 1 . / (х, у) =  х '  -)- xtf  +  3ахи.
112. /(х, у) =  х у -\-2x~y~— 8х +  8(/.

113. /(х, у) =  ху-1- 5°- +  2“ ( х > 0 ,  у > 0).

114. f(x,y) — 1 — д1х2 +  у2.

115. f(x,y) =  (x2 +  y ) x j e !t.

116. f(x.y) =  e- " ( 5 - 2 х +  у).
117. /(х, у ) =  ех ~ "(х 2 — 2у2).
118. /(х, у) =  ху \п(х2 у~).
119. /(х, у) =  х-\-y-\-4s\nx-siny.
120. ](х,у) =  хеу¥ Ыщ.

1 \
12 1 . /(х, / / ) =  1 — (х — 2)г> — 5-
122. /(х, у) =  е ' “(ax' \ by').

Куйидаги функцияларнинг курсатилган D  тупламда 
эн1' к а п а  на энг кичик кийматлариии топинг.

123. /(х, //) =  х — 2у — 3.
D={(x, у)£ R2: 0 < x <  1 ,0 < а <  1,0< х  +  н <  1}

124. f (X, / / )=  1 + *  +  2.</.
D {(x, /у) G R 2: x 5>(), //> (), x  +  t/sC 1}.

125. /(х, у) =  х~ -\-Зу2 — х +  18/у — 4.
D =  {(x, ij)fR2:0<Rx<z | ,()^ //п  1}.

126. /(х, у) =  х2- / .  '
D =  {(x, y)£R2: х 2 +  у2 <  1}.

127. /(х, //) =  s iпх - f - siп// - f  siп(х +  у ).
D =  !(х, у ) е Я2:0 <  X <  *, (I <5 у <  ^ }.

128. /(х, ;/) =  х2 +  Г.
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D =  {(x, y ) d R 2: *! -I- y =  1 , 0 < b < a  
a b

129. f(x, y) =  (x — y2)x j{x— \ f .
D =  {{x, j/)g/?2:j/2s g x <  2}.

130. /(x, y ) =  x j l — x2 — y2.
D =  {(x, y ) £ R 2:x2 +  y2^  1}.

4- §. О Ш К О РМ А С  Ф У Н К Ц И Я Л А Р

1°. x  ва у  узгарувчиларнинг F(x, у) функцияси учун 
ушбу

F(x, у) =  0
тенгламага эга булайлик. Энди х узгарувчининг кийматла- 
ридан иборат шундай X тупламни карайликки, бу 
тупламдан олинган х,ар бир кийматда F(x, у) — 0 тенглама 
(у га нисбатан тенглама) ягона ечимг,а эга булсин.

X тупламдан ихгиёрий х  сонни олиб, бу сонга F(x, */) =  
=  Огенгламанинг ягона ечими булган у  сонни мос куямиз. 
Натижада X тупламдан олинган хар бир х га юк,орида 
курсатилган коидага кура битта у мос куйилиб, функция 
хосил булади. Одатда бундай аникланган функция 
ошкормас куринишда берилган функция (ошкормас 
функция) дейилади. Уни

x ^ y : F ( x ,  у) =  0
каби белгиланади.

34- м и с о л. Ушбу

F(x, y) =  y x j x 2— 1 —2 =  0

тенглама у ни х  нинг ошкормас функцияси килиб 
аниклайдими?

х узгарувчининг X =  R \ { x ^ R : — 1 ^  x=s  ̂ 1} тупламдан 
олинган хар бир кийматига у узгарувчининг

2

киймати мос куйилса, унда, равшанки,

/'(х, у) -  F(x, - г = ) =  — • д/х2 — 1 —2 =  0
д / т 2 —  1 Д / х 2 —  1
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■булади. Д е мак, каралаётган тенглама ошкормас функция
2

ни аниклайди.
35- м и с о л. Ушбу

F(x, y) =  x — y +  ~ s \n y  =  0

тенглама ошкормас функцияни аниклайдими?
Берилган тенгламани

х =  у — '-siny

куринишда ёзиб оламиз. Агар

Ч>(У) =  У — y s in  у

дейилса, равшанки, бу функция ( — оо, +  оо) да 
аникланган, узлуксиз ва

Ч'(У)= 1 — 2 COŜ > 0

хосилага эга. Унда ц>(у) нинг монотонлигидан, х =  ^(у\  
функцияга нисбатан тескари у =  ср“ '(д:) функция мавжуд 
булади. Энди х узгарувчининг ( — оо, +  оо) дан олинган 
хар бир кийматига г/ =  ф '(*) ни мос куямиз. Натижада, 
х =Ч>(у) ва У~Ч> '(-О эканини эътиборга олиб, F(x, у) =
=  F ( x , ( p ~ l(x ) )  =  x — y + j s \ n y  =  x — ( y — - s i n  у) =

=  х — х =  0 булишини топамиз. Демак, берилган тенг
лама у  ни х нинг ошкормас функцияси сифатида аник
лайди.

3 6 - м и с о л . Ушбу

F(x, у) =  х2 +  у2 — \пу =  0 ( г / > 0)
тенглама ошкормас функцияни аниклайдими?

У"— \\‘У айирма хар доим мусбат булади:

у 2 — 1п г / > 0.
Шу сабабли х узгарувчининг ( — оо, -J- оо) даги хеч бир 
кийматида



тенглик бажарилмайди. Бинобарин, берилгам тенглама 
ошкормас фукнцияни аникламайди.

6-  т е о р е м а .  F(x, у)  функция (х0, у») € R 2 нукданинг 
бирор и  к, к((х о, у0) ) = { (  х, y ) ^ R 2:x0 — h < : x < x o  +  h, у 0 — 
— k<Cy<Lyo-\-k} ( h > 0, & > 0 )  атрофида берилган ва 
у дуйидаги шартларни бажарсин:

1) U А, к((хп, у0) )  да узлуксиз;
2) х узгарувчининг (xa — h, x0-\-h) ораликдан олинган 

х,ар бир тайин кийматида у  узгарувчининг функцияси 
сифатида усувчи;

3 ) F(xо, уо) =  0.
У долда ( х и, уо) нукданинг шундай 

U,y((хп, у о ) ) = { ( х ,  y ) e R 2:x0 — б < * < * 0  +  6, уо — ?.<

атрофи ( 0 < й < Л ,  0 < г < Л )  топиладики,

1) Ух  £ (хо — й, Хи -|- й) учун F (х, у)  — 0 тенглама я гон а 
у ечимга {у£(уп — г, у п-\- у) эга, яъни F(x,  у)  =  0 тенглама 
ёрдамида

x ^ y : F ( x ,  у )  =  0
ошкормас куринишдаги функция аникданади.

2) х =  х й булганда унга мос келган у =  уп булади,
3 ) ошкормас куринишда аникданган

x ^ y : F ( x ,  у ) =  0
функция (хп — й, лгп +  Й) ораликда узлуксиз булади.

7- т с о р е м a. F(x, у)  функция (хо, V ikG R нукданинг 
бирор атрофи U ( x а, у о)да аникданган булиб куйидаги 
шартларни кдноатлантиреин:

1°. F(x, у)  U да п марта узлуксиз дифферемциалла- 
нувчи (п^= 1,2,... )

2°. F(x,, tjn) - 0.
3°. F'„(x,,, у  ) ф  0.

У холда шундай I c z U ( x tl, уц) атроф ва бу агрофда }(х)  
функция мавжуд булиб,

(7 =  /,  Х/«; I x =  { x t R :  |х — xoi <а},  
i y  =  {y£R :  \у — уо \ <Р})

ихтиёрий (х, у)(^1 ларда
1 ) F(x,  у ) =  0 <  =  >  у =  f ( x )

х‘2-\- у2 —  l r u /  =  0
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2) f(x)  функция Ix да л-марта узлуксиз диффе- 
Ркнциалланувчи ва 1-тартибли хосила учун

Г ( х )  =
F'x(x, f(x))

Fy(x> К*))
тенглик уринли булади.

3 7 -м и с о л . Ушбу

F(x, у) =  еу-\-у sin х — х3 +  7 =  0
тенглама (2,0) нудтанинг атрофида у ни х нинг ошкормас 
функцияси сифатида анидлайдими?

Берилган

F(x, у) =  еу-\-у sin х  — лс3 +  7
функцияни 7- теореманинг шартини бажаришини ёки 
бажармаслигини текширамиз.

Равшанки, F(x, у) функция R2 тупламда анидланган 
ва узлуксиз. Бинобарин, у (2,0) нудтанинг ихтиёрий 
атрофи Uh, *((2,0)) да узлуксиз. ( h > 0, & > 0).

F(x, у) функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

dF(x, у) d , „ . ■ 3 I О 2-—у  — =  дх{е* +  у  sin х - х  -\-7) =  у cos х — Зх2,

‘ ду =  ду(е sm х — x3 +  7) =  e y +  s m  х .

Демак, F(x, у) функциянинг хусусий хосилалари
dF д F t
~д7’ ду лар ^  тУпламДа - жумладан Uh,k((2,Q)) да 
узлуксиз. Сунг

dFC2,0) _ e¥_|_sin _̂2 — 1 - f s jn 2=£Q.
У у = о

Ва нихоят,

F(2,0) =  ey у sin х — хл +  7| ,_2 = 0
и-о

булади.
Шундай дилиб,

F(x , у) =  еу-\-у sin х — х3 +  7
функция 7- теореманинг барча шартларини бажаришини 
анидладик. Шу сабабли 7-теоремага кура
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тенглама (2,0) нукданинг атрофида у ни х нинг ошкормас 
функцияси сифатида аницлайди:

х -+ у :  F(x, у) =  0
Бу функция узлуксиз х.амда унинг х.осиласи

dF
, _ дх __ у cos х — Зх2

dF" e ^- f - s i nx
д У

F(x, y) =  e!< +  г/ s i n  x — x 3 +  7  =  0

булади.
38- м и с о л. Ушбу

F(x, у) =  уех — х  In у — 1 = 0

тенглама (0, 1 ) нукданинг атрофида у ва х  нинг ошкормас 
функцияси сифатида аницлайдими?

F(x, у) функция D =  {(x, y ) £ R 2: y > 0 }  тупламда 
аникланган ва узлуксиз. Жумладан (0,1) нукданинг 
Ui,,k{{0,1)) атрофида ( 0 < / г < 1 ,  0 < & )  узлуксиз. Унинг 
хусусий хосилалари

=  *х (уех — х  In у — \) =  уех— In у,

дНх ,  у) __ д  ̂ х — | п — 1) =  ех  —
ду ду я > у

£А;,Ж0, 1 )) да узлуксиз ва

'W0. D _ . x _  х |
ду * у I о =  1 ^=0

булади.
Функциянинг (0,1) нукдадаги киймати

F(0,\ ) =  уех — х 1п у — 11 х=0 = 0

булади.
Демак, F(x, у) функция 7- геореманинг барча шартла- 

рипи бажаради.  Шу теоремага кура

F(х, у) =  уех — х \пу— 1 = 0  

тенглама (0, 1 ) нукданинг атрофида
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х-*- у: F(x, у) =  О
Одикормас функцияни аниклайди.

Бу функция узлуксиз ва унинг чосиласи

д F
у  _  _  <>*_ _  __ — In у

дГ ~  ,
дУ У

булади.
39- м и с о л .  Агар ! (х ,  у) функция узлуксиз иккинчи 

тартибли
дЧ:(х , у)  д/:(х, у) д'Ч'(х,у) 

дх2 ’ ’ дхду  ’ dff

хусусий чосилаларга эга булса,

F(x, у) =  О
тенглама ёрдамида аникланган

х->-у: F(x, у) =  О
ошкормас функциянинг биринчи чамда иккинчи тартибли 
Хосилаларини той и и г.

F(x, У ) ~ 0  ни дифферент!аллаб

дГ .
дх +

df
ду и ’ =  О ( I )

булишини топамиз. Бу тенгликдан аса

/ /  =  -

д I 
дх 
д!
ду

булиши келиб чикади.
Юкоридаги (1) муносабатни яна бир марта диффе- 

ренциаллаймиз:
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Равшанки,

д
дх

д
дх

(/,) 
(л>

д2F d2F ,— +- и ,
дх* дхдУ

д 2F . d2F , 4---- у . 
дудх  ' <5у2

Шундай к,илиб, куйидаги тенгликка келамиз:

а2/
а*2

а2/7 . . г а /7 , а2/7 л  , . а/- » п 
+  дхду Ч +  I дудх +  У \ ' У +  а/у у 0 :

а2/7=>• . 
а г

Кейинги тенгликдан эса
32 F

Л

дудх

■ о а2/-- , . а2/' /2 а/7 » ,,
, Ч-2 - л , я..У +  . :2У +  = 0.а->'г/2

а /

а2/7 , . a2/7 , , а2/' /2+  2-- - - 1/4 — „ »-
у  =  —

аР дхду' 
а/
ду

ду

булиши келиб чикади. Бу тенгликда у'  нинг урнига унинг 
кийматини куйсак, унда

df dF d2F 
дх ду дхду

( dF \2 d2F _  / dF у  d2F

V ду ) дх2 { дх ) ду2

булади.
2°. Икки

F\ — Fi(x, у, и, v), F-2 =  F-2(x , у, и, v) 
функциялар (jto, //о, ы«, и о )£/?4 нукдаиинг бирор

Uhм,кг =  {(х > У. ы- u)GP1:xo — Л| < Jr< jco-f-/гI. уа — h2<
< y C y o  +  hi, uq —  k\ < ы < « ( )  +  ̂ ь vy — k i C v C  

< V 0+k '2}
атрофида ( / ? i > 0, h2> 0 ,  /г|>>0, 62> - 0) берилган булсин. 

Ушбу

|  F t =  Ft(x, y , u , v )  =  0, 
l F2= F 2(x , y, u, v) =  0 (2)

тенгламалар системасини карайлик.
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8- т е о р е м а .  F ifx ,  у, «, и) ва F2(x, у, и, v)  функция- 
Jip куйидаги шартларни бажарсин:

О Uhihlkik2( ( x 0, у 0, и0, vo))  да узлуксиз;
2 ) Uh,h2k,kA(xo, Уо, и», vo)) да барча хусусий хосила- 

ирга эга ва узлуксиз;
3 ) хусусий хосилаларнинг ( х 0, уо, и0, Vo) нук/гадаги 

ИЙматларидан тузилган ушбу детерминанта нолдан 
ферм и:

dF | dF |
ди dv
dF, dF2
ди dv

4 ) (х0, уо, и,„ г»п) нуктада

F i(xo, у о, «о, » о ) = 0 ,
F2( x0, у о, и0, 1>о)=0.

У холда (хо, уо, Uo, v0) нуктанинг шундай
и<>М',((хо-0 о-“ о. »<>)) атрофи ( 0 < б |  < Ль 0 < 62< Л 2,

0 < 6 | < Л | ,  0 < С С |< Л | ,  О С е г С Л г )  топиладики, бу атроф- 
да

1) (2) тенгламалар системаси ошкормас куринишдаги

u =  f\(x, у, fi(x, у ) ) ,  v =  f2(x, у)
функцияларни аниклайди;

2) (хо, уо) нухтада, унга мос келадиган нукта

“ o =  / i ( ( * o ,  уо), f>(xo, уо)), Vo =  h(xo, уо)
булади;

3 ) ошкормас куринишда аникланган /,  ва / 2 функция- 
лар

{(х, y ) £ R 2:xо — 61 < х < д г о  +  Й1, уо - 6 2< у < у 0 +  б2}
тупламда узлуксиз ва барча узлуксиз хусусий хосилаларга 
эга булади.

40- м и с о л. Ушбу

{х у - \ -и и =  1 , 
xv  — уи =  3

система ( 1 ; — 1 ; 1 ;2) нуктанинг атрофида ошкормас
функцияларни аниклайдими?

Бу холда
F \(х, у, и, и) =  ху  ф- u v — 1 , 
f '2 (x, у, и, v) =  x v ~ уи — 3

булади.



Равшанки, бу функциялар ( 1 ; — 1; 1; 2) нук/ганинг 
атрофида узлуксиз х,амда барча

dh\ 3 F , 3 F  |
д х ' ~ У ' д у

=  и,

<5 / ' 2 d F2 д Г 2 o f 2 _

дх ~ V, - =  
ду —  и, , =  —ди ■у. ди

хусусий хосилалар хам узлуксиздир. 
( 1 ; — 1 ; 1; 2) нукл ада

дГ, 3F |
ди ди

д/--2 дР2
ди ди

2 I 
] I =  1^=0

ха мда

Fit 1 , — 1 , 1 ,2 ) =  0,
F2 ( 1 , — 1 , 1 ,2) =  0

булади. Демак, 8- теоремага кура

( ху +  ии =  1 ,
\  xv  — уи — 3

система и ва и ларни .г, у узгарувчиларнинг функцияси 
сифатида аниклайди. Берилган тенгламалар системасини 
и ва v ларга нисбатан ечиб тоиамиз:

— 3 +  Д/9-)-4x1/ — 4х 2у 2 
2.1/ ' *

и =  2 , / Ц - х у )

- 3  +  x j (.) +  4 x y  —  4 x ? y 2

Мисол ва масалалар

Куйидаги тенгламалар курсатилган нук/ra атрофида 
ошкормас функциями аницлайдими?

131. F(x, у) =  х4 +  ху +  у3- 3 =  0, (1;1).
132. F{x, у) =  ( х — 1Xjc4 - // — 1) =  0, (1 ;0).
133. /•(х, у ) =  x:i +  у3 — Наху =  0, (а т/4 , а д/2 ).
134. F(x, у) =  х(х2-\-у2) — а(х2 — у2), (0,0).
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Куйидаги тенгламалар системаси ошкормас функция- 
ларни аниадайдими?

135.

136.

( х +  у =  и +  и, 
1  xy +  y v =  1 .
Г xu +  yv  =  4, 
\ у и  — у =  0.

137. /
( Х + у  =
{ у sin и

= u +  v,
— х  sin v П

Куйидаги ошкормас куринишда берилган функция- 
ларнинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилаларини 
топинг:

138. F(x, у) =  х — у-\ -\п у =  0.
139. F(x, у) =  х2 — 2ху +  у2 +  х- \ - у  — 2 =  0.
140. F(x, у ) = \ — у +  у х =  0.
141. F(x, у) =  хе2у — у  In х — 8 =  0.
142. F(x, y) =  ev-\- ах2е ~ у — 2Ьх =  0.

143. F ( x , y ) =  — arctg - = 0 .

144. F(x, у) =  х 2\п у  — у 2\п х  =  0.
145. F(x, у ) =  1 +  х у — \п(еху -\-е~*у) =  0.
146. F(x, у ) =  In -\/х2-\-у2 — a arctg---, ( а ф 0).

X I V  боб
Ф У Н К Ц И О Н А Л  К Е Т М А - К Е Т Л И К Л А Р  ВА К .А ТО РЛ А Р

1-§. Ф УН КЦ И О Н А Л  КЕ ТМ А -КЕ ТЛИ К ВА КАТО Р ЛА Р Н И Н Г  
Я К И Н Л А Ш У В Ч И Л И Г И

Фараз килайлик, хар бир натурал n £ N  сонга 
X тупламда аникланган fn{x) функция мос келсин. У холда

f\{x), /2(х),..., f„(x),...
кетма-кетлик хосил булиб, бу кетма-кетлик функционал  
кетма-кетлик дейилади. Функционал кетма-кетлик {/„(*)}, 
унинг умумий хади эса f ^ x )  каби белгиланади.

1 -м  и с о л .  ф — хар бир натурал п сонга sin—
гг

функцияни мос куювчи акслантириш булсин:



Бу акслантиришдан

• v*sin , s h t ,sin

функционал кетма-кетлик хосил булади. У [0, +  оо ) да
берилган булиб, умумий х.ади /„(x) =  siiT у  булади.

2 -ми с о л .  ср — хар бир натурал п сонга пх"( 1 —х) 
функцияни мос куювчи акслантириш булсин:

ф:гс—<-/2x"( 1 —х).
Бу холда

х(1—х),2х2( 1 — х),..., пх"( 1 —х),...

функционал кетма-кетлик хосил булади. Кетма-кетлик X =  
=  R да берилган булиб, унинг умумий хади

fn(x) =  пхл( 1 —х)
булади. X тупламда {fix)}:

/i(x), f i x ) ,  fix), . . . ,  f„(x),...
функционал кетма-кетлик берилган булиб, xq£X  булсин, 

1 -т а ъ р и ф . Агар  {/„(хо)} сонлар кетма-кетлиги яцин- 
лашувчи (узоцлашувчи) булса, {f ix)} функционал кетма- 
кетлик хо нуцтада яцинлашувчи (узоцлаигувчи) дейилади, 
Хо нуцта эса бу функционал кетма-кетликнинг яцинлашиш 
(узоцлашиш) нуцтаси дейилади.

{ fix)}  функционал кетма-кетликнинг барча яцинла- 
шиш нукталаридан иборат туплам кетма-кетликнинг 
яцинлашиш сох;аси дейилади. {f ix)}  функционал кетма- 
кетликнинг якинлашиш сохаси М да аникланган ушбу

f ix-*-  lim f n(x) (x£/W)
П oo

функция, {f ix) )  кетма-кетликнинг лимит функцияси дейи
лади. Демак,

Пт  /я(х) =  /(х) (xgM]

3 -м и с о л . Ушбу

/ я(х) =  л sin V*

функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси ни топинг
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Бу функционал кетма-кетлик А- —[0, +  о о ) да бе-
|рилган. Унинг лимит функцияси

f(x) lim j„(x)= lirn n sin
П - ao n , oo

\X
n =  lirn

n  * (X.

\lx

v;  - v *  =  v*

|булади.
4 - м и с о л .  Куйидаги

/„( x) =  xn
функционал кстм а -кстл и книнг л и м и i функциясини топинг.

Бу функционал кстма-кетлик Х =  ( — оо, +  00 ) да 
аниаданган. Равшанки,

V.rG(l, + о о ) д а  Пт /„(.*•)= lim х"=  +  оо,
п • оо п „ <Х)

Vx£( — 1 , 1 ) да Iim /„(х ) — Iiin х" — О,
П * оо И * оо

X =  1 да lim /„( 1 ) =  lim I " =  I
П -  '.Ю t; -

булиб, V (Д— оо, — 1 | да )п(х) =  х" функционал кетма- 
кетликнинг лнмиги мавжуд эмас. Демак, f„{x) =  x" 
функционал ко I м а - к от л и кн и и г якинлашиш со\аси М =  
=  ( — 1, 1 1, лимиг функцияси эеа

О, агар — 1 < д < !  булса, 
1 , агар х — 1 булса

бул а д и.
5 -м и с о л . Ушбу

V) Ц+ п 
( "

функционал когма-котлнкнинг лимиi функцияспнп гонин: 
13\ когма-котлик|1ин1 лимит ф\ икцияси купидагк" 

топил адн:

lim l„(x)— lim ( ' 1 ” У<и 1 - | in, f i +  ,Y1 • гх . V | n /  . . .  V ' ‘lx | n )
2| A- -f- 'I I

, • / ,  • ( —  X ) \ *
1,111 I I i , !. - . \ 2x I и /

Nm ( \  -  x ). . .  V l x + n  /  ■
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Демак, лимит функция

f(x) =  e ~ 2x
булади.

6 - м и с о л .  Ушбу
п п г П 4- 1 ,

L(x)  =  n(^Jx  — ^ х ) , ( х > 0 )

функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини топинг.

F(x)=  lim f n( x ) =  Iim n2( xjx — -\Jx ) =

I I 1

lim n \ x " — x " +t ) =  lim n2x"+' (x" n+' — 1 ) =

=  lim —------x
П —► oo ft —{— fl

Демак, f { x ) =  In x.

=  In x.

n2 -\- n

2- §. Ф У Н К Ц И О Н А Л  К Е Т М А - К Е Т Л И К Н И Н Г  Т ЕК И С 
Я К. И НЛ АШ УВЧИ Л и г и

Бирор ш*)}:

функционал кетма-кетлик берилган булиб, М эса бу 
функционал кетма-кетликнинг якинлашиш сохаси ва f(x) 
лимит функцияси булсин:

Пт  f n(x) =  f(x)  (-»с е Щ

2- т а ъ р и ф . Агар  Ve >  О сон олинганда х,ам шундай 
rio^N топилсаки, ихтиёрий / г>яо  учун бир Пула х;амма 
х £ М  лар учун

\fn(x) — f(x)\ < е
тенгсизлик бажарилса, {/„(*)} функционал кетма-кетлик 
М тупламда f(x) га текис яцинлашади (функционал кетма- 
кетлик текис яцинлашувчи)  дейилади.

Демак, бу холда таърифдаги пи натурал сон фадат е га 
боглик булиб, х  ларга боглик булмайди.
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Агар х,ар бир г : > 0  учун х;амма х лар учун у му май п0 
топиш мумкин булмаса, яъни Vrt£N  олинганда х,ам 
>иундай ео ва хо £М топилсаки,

\fn(x0) — f(x0) \ <  е

Хвнгсизлик бажарилмаса, {[„(х)} функционал кетма-кетлик 
М тупламда f(x) га нотекис яцинлашади дейилади.

Бу холда по натурал сон е га боглик булиши билан 
бирга каралаётган х  га хам боглик. булади.

{/«(*)} Фун кционал кетма-кетликнинг f(x)  га текис 
яцинлашувчилиги

f r l x ) ^ f ( x )
каби белгиланади. 

7 - м и с о л .  Ушбу

( х£М )

/»(*)
sin пх 

п

функционал кетма-кетликни М = ( — оо, +  оо ) да текис 
якинлашувчилигини курсатинг.

Бу кетма-кетликнинг лимит функцияси

г, > sinnjr _l ( x ) =  l i m ------ = 0
П-+- оо Я

булиб, у М = (  — оо- | -оо)  да якинлашувчи булади.
Энди якинлашиш характерини аниклаймиз. V e > 0

сон олинганда хам п0 =  ^  J дейилса, унда барча 

n>tio ва учун

I fn(x) - f i x )  I - 0 | =
sin пх

n < 8

булади. Юкоридаги таърифга биноан /„(*) =  Sm ПХ- кет-
п

ма-кетлик лимит функция /(х) =  0 га текис якинлашади:

sin ПХ ~ .
п 0  ( * £ (  — оо, +  оо ))

(Юкорида айтилганлардан куринадики, nQ натурал сон 
факат г гагина боглик: я0 =  Г ' ])•
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8- м и с о л. Ушбу

/«(*)=  , + ? + *  (0 < х < 1)

функционал кетма-кетликни текис якинлашувчиликка 
текширинг.

Аввало бу кетма-кетликнинг лимит функциясини 
топамиз:

/(*) =  lim /„(*) =  Пт  Т , л\
п  -*■ оо я » оо * ' I

Энди /„(х) кетма-кетликнинг лимит функция f(x) = 
— х га яцинлашиш характерини аниклаймиз. V o O  
сонни ( с <  1 ) олиб, по натурал сон сифатида

« о  =  [ ( 1  +  * о ) ( * °  —  J ) ]  

ни олсак, унда V « > n 0, x<jE[0, 1 ] учун

\f„(Xo) — /Uo>l -
пхо

1 + П +  хп — х0\ -- *0<> +*„)
I +  п I *ц

х0( 1 +*0)
<  О , , ■<( ■■2 + % +

булади. Юцорида л» ни олинишидан унинг с га ва Ха 
нуктага богликлиги куринади. Бирок, «о деб

п[} =  max п0 — max ( 1 -j- х)( х 
(I- >•- I ll V F

=w: - oj
олинса, унда V « > « o  ва V.vG[0,l] учун 

\ l „ ( x ) - f(x)\ < е

) ] -

тенгсизлик бажарилади. Бу эса берилган кетма-кетликнинг 
= [ 0,1 ] да лимит фуикцияга текис якинлашишини 

билдиради.
9- м и с о л. Куйидаги

Ш ) =  , п\  , { ( ) < * <  I)1 -f- п~х
функционал кетма-кетликми текис якинлашувчил икка 
текширинг.
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Бу кетма-кетликииит лимит функциями

}(х)=  Пгп }п( х ) =  Пгп - х- „ = 0
п • оо п ос I +  П V

булади.
Эмди берилran кстма-кетликнинт лимит функция 

/(х) =  0 га як.инлашиш характерини аник.лаймиз.Уе >  
> 0  сом олингаида хам пп матурал сои сифатида

"п (.т-^0)

олинса. унда Vm> m<i учуй

\jn( x ) - f ( x ) \  =  I пх ()\ =
| l + d V  I

— " Х  <г- 1 <" 1 '
1 -f / г У  '  К  4 1 Б ' *

булади.
(Равшанки, л' =  () да Vn учун /„(0> =  / (0 )-= 0.) Бу 

холда и» нинг .с га богликлиги эвазига, ихгиёрий матурал
п сом учун (•■„ =  на х =  1 £(0, 11 килиб олсак,4 и '

булади. Бу эса берилган f„(x) функционал кетма- 
ксгликминг лимит функция f(x) =  0 га мотскис якимлаши- 
мшми билдиради.

Р т е о р е м а .  {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг 
М тупламда лимит функция f (x)  га текис яцинлашиши 
учун

lim sup | /„ (* )—/(л;)| = 0П + оо х£ М
булиши зарур ва етарли.

10- м и с о л. Ушбу

кетма-кетликни гекис якинлашувчиликка тскширимт.
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Аввало бу кетма-кетликнинг лимит функциясини 
топам из:

f ( x ) =  1 iin j n( x )  =  l im \ / x 2 +  \2 = д / х 2 =  | х | ,
r\ —► oo n —► oo V  /2

cynipa |/„(jr)— /(jr)| ни караймиз:

Бундам эса
lim sup|/„U) —  /(.r)| =  lim 1 = 0

. . д C R п - ■ ■*. "
булиши коли б ч и кади. Юкоридаги 1- тсч>ремага кура 
берилган функционал кетма-кетлик ( — оо, +  °о ) да токис 
якинлашуими булади.

1 1 - м и с о л. Ушбу

/J  х ) =  ^  +  ( ( ) < * <  1 )
х  -|- п~

функционал кетма-кетликни гекис нкинлашунчиликка 
текширинг.

Бу кетма-кетликнинг лимит функцияси

f ( x ) =  lim fn(x) =  lim 1 ' = 1
П —*■ оо  П —*■ o o  X  n '

булади. Энди
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\fn(x) — f(x)\
nx +  x? +  n2 

x2 +  n2

nx | nx

нинг супремумини топамиз. Равшанки, [0, 1] да

sup \fn(x) — f(x)\ =  sup nx
2 I 2X -f- П

nxmax —
2 +  n-

булади. Агар x£[0, 1] ва n >  1 да
/  nx V   п(х? -\-n2) — n x -2 x   r^ — nx2 _ n{n2 — x2) ^  „
\ x 2 +  n2 ) ~  ' (.x2 +  n2)2 ~  (x2 +  n2f ~  ( J + 7 f  >

эканлигини эътиборга олсак, унда [0, 11 да —  нинг
х2 +  п2

^сувчи булишини ва у [0, 1 ] да узининг энг катта кийматини 
х = \  да к,абул килишини аниклаймиз.

Демак,
max

х2 +  п2
п

\ + п 2 '

Шундай килиб, берилган кетма-кетлик учун

булиб, ундан
sup I/„(*) —/(х)|0< I 1 +п2

lim sup \fn(x) — f ( x ) \ = 0
П-+ оо I

булиши келиб чикади. Демак, берилган кетма-кетлик 
[0,1] да текис якинлашувчи.

12- м и с о л. Ушбу
fn{x) =  пхп( 1 — х) 1)

функционал кетма-кетликни текис якинлашувчиликка 
текширинг.

Равшанки, х =  \ да /„(1) =  0 ва 0 ^ х : < 1  да эса
lim f n( x ) =  lim пхп( 1 —х) =  0

булади. Демак, берилган функционал кетма-кетлик [0,1] да 
якинлашувчи, унинг лимит функцияси f(x) =  0 булади. Бу 
якинлашишнинг характерини аниклаймиз.

I/„(*) — /(*)! =  \пхл(\ — *) — 0| = п х п(\ — х),

sup | /„(*) — /(х)| =  sup пхп( \ — х) =
I 1

— max nxn( 1 — х).
0<ж<1
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Энди пхл( 1—х) функциянинг [О, 1] даги максимум 
кийматини топамиз. Равшанки,

(пхп( 1 — х)) = п 2хп - \  1 — х) — пхп =  п2хп ' — п(п \- 1 )хп

п ( п + 1 )х п =  0 ^ х , = 0 ,  х2 =  " , .
п+ I

пх"( 1 — х) функция х =  -  ” - да узининг максимум цийма- 

тига эришади. Бу максимум киймат

« Ш О - * . - )
га тенг булади. Натижада

sup | /п(х ) - / ( х ) | = « (  ; .  у .
0 < х < 1  \ Л + 1  /  п +  I

булиб,

lim sup \fn(x) — f(x)\ =  lim n(  ■
л oo 0 < «i ; I 1-.® \ * + l /  n

1 __ 1
i + l  e

булади. Демак, берилган кетма-кетлик [0, 1] да нотекис 
якинлашади.

Фараз килайлик, X тунламда {/л(х)} функционал кетма- 
кетлик берилган булсин.

3- т а ъ р и ф. Агар V c > 0  сон олинганда х;ам шундай 
«обN сон топилсаки, п>Пи, т > п о  булганда  Vx£A" учун 
бир Пула

\fn(x) — f m(x ) \< . z

тенгсизлик бажарилса, {/„(х)} функционал кетма-кетлик 
X да фундаментал кетма-кетлик дейилади.

2 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  lf„(x)} функци
онал кетма-кетлик X  тупламда лимит функцияга эга 
булиши ва унга текис якинлашиши учун у X  да фунда
ментал булиши зарур ва етарли.

13- м и с о л. Ушбу

fn(x) =  xn- x n+' ( 0 < х < 1 )

функционал кетма-кетликнинг текис якинлашувчилигини 
Коши теоремасидан фойдаланиб курсатинг.
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Бу кетма-кетликнинг 
к^рсатамиз.

[О, 1 ] да фундаментал булишини

\ f M - f J x ) I =  \ хп — х п + [ —( х т — хт + | )| <  

<  \хл - х " + 1 \ +  \ х т- х т+ [ \ =  (*" — *"+ , ) +

+  U m- j c ra+lX  sup (xn — xn + ') +
0<x< I

+  sup (*m-JCm+,X
n m

Arap V e > 0  сонга кура натурал «о сонии

п °  ~  [т] + 1
деб олинса, у х.олда барча п > п 0 ва барча т > п ъ  учун

булади. Демак, V e > 0  сон олинганда хам шундай натурал 
сон мавжудки, n > n Q, т > п 0 ва Vx£[0, 1] учун

\f«(x) — f m(x)\ < е

тенгсизлик уринли булади. Бу эса берилган fj^x) =  xn — 
— хп+> функционал кетма-кетликнинг [0, 1] да фунда
ментал эканини билдиради. Коши теоремасига кура кетма- 
кетлик [0, 1] да текис якинлашувчи булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функционал кетма-кетликларнинг лимит 
функцияларини топинг:

Б Ц х )  =  - , — оо х  <С “I- оо.
X +п

2. Ц х )  =  хп — х2п, 1.

3. f ^ x ) =  nx2s in *, — оо +  оо.

4. /„(*) =  cos" Х- , — о о < х < 4 - о о .
Vя

-  г  ,  ,  \ + Х 2п
5 •/*(-*) =  -—— , — о о < д - <  +  оо.Z | X 6
6. Ц х )  =  п2х(1 — х2)л, О
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7 .  / л ( * ) =  д / s i n  х, О ^ х ^ л .
8. f ^ x )  =  n2xn( \ — х), — оо

9. /„(*) =  ( l +  -

10. f ri x )  =  n ( n̂ Jx —  1),

П. /„ (* )=  1 < л : < 2 .

12. fn(x) =  e ~"x2 ОО .
13. [п(х) =  ( х — l)arctgj^, 0 < л г < :  -|- оо.

14. /„(*) =  2 . г г - — , 0 < л с < 1 .
xz +  ( 1 — n x f

' 5- 1 М = ( ’Л т ) ’-

• « * » = (  VV ' 1 ) ' '
• Ш ) = >

18. fn(x) =

+  оо.

16

17. fn{x) =  n[\n(x-\- п) — In п\.
х +  елх 

1 +  ет '
2 \  л

19. /„(*) =  Д / 1  +  ;:” +  (  0 ,  0 < * <  +

20. Агар / 0(х) функция [0, 1] сегментда аникланган ва 
узлуксиз булса, у холда

/„ (*)=   ̂fn- Al )dt ( л = 1 ,  2, 3, ...)

функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси f{x) =  
=  0 эканини исботланг.

Куйидаги функционал кетма-кстликларнинг текис 
якинлашувчилигини исботланг:
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26. /„(*) =  a resin ' , O ^ A  sg; 1 .
. и  ■.г" ' 2

27. Агар [О, 1| сегментда /о(.\г) =  0 булса, у ход да
!а(х)= -i (x) ( п =  1, 2, 3, ...)

функционал кетма-кетликнинг [0, ! |да  текис якинлашунчи- 
лигини исботланг.

28. Агар f(x)  функция [0, 11 да аникланган ва узлуксиз 
булса,

функционал кетма-кетликнинг (0, 1| да )'{х) га текис 
якинлан1И1иини исботланг.

29. Агар f(x)  функция [0, 1) да аникланган ва
узлуксиз булса, ушбу

/„(*) =

функционал кетма-кетликнинг (О, I) да f{x) га текис 
якинлашишини исботланг.

30. Агар [(х) функция ( — оо,  +  оо ) да аникланган 
узлуксиз хамда 2л даврли функция булса, у холда

dt

функционал кетма-кетликнинг ( — о о , -)-о о ) да f(x) га 
текис якинлашишини исботланг.

Куйидаги функционал кетма-кетликларни текис хамда 
нотекис икинлашишга текширинг:

31- f„(x) = 0 <  х <  I .
их I I

32. fn( x ) =  xjx- sin х, 0 < х < л .

33. fn( x ) =  пх+/ \ п\  - о о < х
х~ -(- п~
г2"

34. /„(*) =  , — 2.
1 +х-л

+  оо .

35. /„ (х ) =  In , 0 <  JC<  1.
п п
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36. / „ (х) =  хл — х2п, 0 < х < ;  1.

37. fn(x) =  пхе~пх2, О ^ х ^ .  1.

38. fn( x ) = ar̂ n2*, 0 < * <  +
л/я +  х

39. / „ ( * ) =  - " - ,  \ < х <  +  оо.

ОО .

40 . / n (x) =  c o s ^ - ^ ) ,  0 < х с  ^ .

3-§. ТЕКИС Я КИ Н ЛА Ш УВ Ч И  Ф УН КЦ ИОН АЛ  
К Е ТМ А -К Е Т Л И КЛ А Р Н И Н Г ХОССАЛАРИ

М тупламда (M c zR )  бирор {/„(*)} функционал 
кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси f(x) 
булсин:

*‘m /„(jc) =  /(jr) ( х£М )
П —► оо

1°. Агар {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг \ а р  бир 
f n( x ) ( n =  1, 2, 3, ...) х,ади М тупламда узлуксиз булиб, бу 
функционал кетма-кетлик М да текис якинлашувчи булса, 
у холда f(x) лимит функция хам М тупламда узлуксиз 
булади.

2°. Агар х —>~хи да {/„(х)} функционал кетма-кетликнинг 
хар бир f„(x) ( п =  1, 2, ...) хади чекли

liin f„(x) =  an ( п =  1,2,...)

лимитна эга булиб, бу кетма-кетлик М да текис якинла
шувчи булса, у холда {а„} кетма-кетлик хам якинлашувчи, 
унинг лимиги а / а  =  lim аА  эса f ( x ) нинг х —<-х0 даги

V П > оо )

лимитига тенг:
lim f(x) =  a.

Бу ифодани
lim lim f n( x ) =  lim lim fn( x )
X Xq /I ► ao

шаклда дам ёзиш мумкин.

п -*• СЮ  X - *  х„

X * А

X X
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3°. Агар {f n( x )} функционал кетма-кетликнинг хар бир 
fn(x) ( п =  1,2, ...) хади [а, Ь\ сегментда узлуксиз булиб, бу 
функционал кетма-кетлик [а, b] да текис якинлашувчи 
булса, у холда

ь ь ь
\ f\ (x)dx,  ^f 2(x)dx, ..., (jf„(x)dx, ...
" а и

кетма-кетлик якинлашувчи, унинг лимити эса
h

га тенг булади:
ь ь

lirn [ f n( x ) d x =  { f(x)dx.
п —► ОО J j

а а

Кейинги тенгликни

каби ёзиш хам мумкин.
4°. Агар {/„(х)} функционал кегма-кетликнинг хар бир 

fn(x) (п =  1, 2, ...) хади [а, Ь] сегментда узлуксиз f'n(x) (п =  
=  1, 2, ...) хосилага эга булиб бу хосилалардан тузилган

Г М ,  f'2(x), ..., f'n(x), ...

функционал кетма-кетлик \а, b] да текис якинлашувчи 
булса, у холда лимит функция f(x) шу [а, Ь\ да f '(x) 
хосилага эга булиб, {{'„(х)} кетма-кетликнинг лимити f '(x) 
га генг булади:

Мисол ва масалалар

41. Ушбу

/«(*) =

функционал кетма-кетлик учун х =  0 да

эканини курсатинг.
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42. Куйидаги
f„(x) =  xn

функционал кетма-кетлик [0, 1) да лимит функция 
( 0, агар 0 ^ х < 1  булса.

/(*) = ( 1, агар х = \  булса

га нотекис якинлашса хам

Пт
П -* по

I I
\ fn(x)dx := Пт  f„(x)у х

булишини курсатинг.
43. Ушбу

/„ ( х) =  пх ( I — х2)п (0 ̂  X ̂  1)
функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси f(x) 
[0,1] да узлуксиз булса хам

булишини курсатинг.
44. Агар f(x)  функция [0, 1] да узлуксиз f '(x)  хосилага 

эга булса, у холда

ш ) =  i f ( * ) c u i - x r  к
* = о 4 7

функционал кетма-кетлик учун
d

dx f 'U)
булишини исботланг.

45. f(x)  функция ( — оо, -)- оо ) да узлуксиз, 2л  данрли 
функция булиб, у узлуксиз f'{x) хосилага эга булсин. Унда 
ушбу

/„(*) =  •
(2л)!!_ 

"(2л— Г)!! ’ L  S / (гео* ’- ( ' - /
-  л

функционал кетма-кетлик учун

;{x fn( x ) ^ H x )

булишини исботланг.
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4-§. Ф УН КЦ И О Н А Л  К.АТОРЛАР BA 
УЛ А Р Н И Н Г Я К.ИНЛАШ УВЧИЛИГИ

X тупламда (X c z R ) бирор
ui(x), и^х),  ..., и^х), ...

функционал кетма-кетлик берилган булсин. Ушбу 
и1(х)-\-и2(х) +  . . . - \ - и ^ х ) + ...

сю

ифода функционал цатор дейилади ва у 2  иф̂ х) каби 
белгиланади: 1

оо

2  ип(х) =  и [(х) +  и2(х) +  ... +  ип(х)-\-... (1)
п —  I

оо

4 - т а ъ р и ф .  Агар  2  ифх о) сонли цатор щин-
п =  I

оо

лашувчи (узоцлашувчи)  булса, 2  ифх) функционал
л* !

цатор хо нуцтада яцинлашувчи (узоцлашувчи)  дейилади,  
Хо нуцта эса функционал цаторнинг яцинлашиш (узоцла-  
игиш) нуцтаси дейилади.

оо

2  ип(х) функционал каторнинг барча якинлашиш
П =  I

нукталаридан иборат туплам бу функционал каторнинг 
яцинлашииг сох^аси дейилади.

(1) функционал каторнинг дастлабки дадларидан 
тузилган ушбу

5,(л:) =  «,(*),
S 2(x) =  U)(x )A~u2(x ),

S n(x) =  ифх) +  ифх) + ... +  ип(х)

йигиндилар функционал каторнинг цисмий йигиндилари 
дейилади.(1) функционал каторнинг кисмий йигиндила- 
ридан иборат {£„(*)} функционал кетма-кетликнинг лимити 
S(x):

lim S„ (x) =  S(jc).
П —► оо

функционал цаторнинг йигиндиси дейилади. Агар ушбу
оо

2  t -*-о)  I ( . * ( > £  X )
п 1
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сонли катор якинлашувчи булса, у долда 2  и^х)  функ-
п — ]

ционал катор хо нуктада абсолют якинлашувчи  дейилади. 
Функционал каторнинг барча абсолют якинлашадиган 
нукталаридан иборат туплам каторнинг абсолют ящинла- 
шиш сох;аси дейилади.

14- м и с о л. Ушбу

„ Т ,  [ ( я - 1 ) * + 1 К я * + 1 )
(О <  jc <  +  оо )

каторнинг йигиндисини топинг.
Аввало берилган функционал каторнинг кисмий 

йигиндисини топамиз:

S A x ) - + +

+

х + 1  ' ( л + 1 Х *  +  2 )  1 ( 2 * + 1 X 3 jc+ 1 )

X ^
+ . . . +

[(л— •)*+  1Кл*+ О
1 1

-(Ь тЫ  + Ы+  1 2 х+ 1 ) ++ (2 д г + 1 Зх-\- г) + -  + Ы - 1 ) * + 1
__1̂
пх-\- 1■ ) -

I
пх +  1

ЭН ДИ п — ►- оо да лимитга утамиз:

lim S„(jc) =  lim ( 1
п оа п —■ оо \

I__
п х -\-1

Демак, берилган функционал каторнинг йигин- 
диси S ( jc )= l  булади.

15- м и с о л. Ушбу

2  х"~' =  1 +  х  +  х 2-|- ...
п=  I

функционал каторнинг якинлашиш сох,асини топинг. Бу 
каторнинг кисмий йигиндиси

S „ ( x ) =  1 + *  +  ... +  ■хп =
агар х ф  1 булса, 

агар х =  1 булса

булади. Унда

VjcG( — 1, 1) учун lim S„(;t) =  lim \~-x =
n —► ОО rx —*■ oo 1 X 1 X

Vx£[l ,  -foo) учун lim S n( x ) =  oo,
ft —*■ oo
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oo, — 1] учун {S„(x)} кетма-кетлик лимитга
эга эмас.

Шундай килиб, берилган функционал каторнинг якин
лашиш сох.аси М — ( — 1, 1) интервалдан иборат экан.

16- м и с о л. Ушбу

2 ------- 1 -  =  1 +  1 +  1 +  л. __ l
/■= I (2л — I )х1п 1 * ЗД 5х5 ( 2 п - 1 ) х гя~ 1 '

функционал каторнинг якинлашиш сохасини топинг. Бу 
каторга Даламбер аломагини куллаймиз (бунда х ни 
параметр деб хисоблаймиз). Равшанки,

булиб,
Ы" (Х) ( 2 n - \ ) x 2" - ' ' Un+' (X) ( 2 п + \ ) х 2п+'

1ця + |(дс)| _  j 2 (п+  \)х2п+х | _  1 2 п + \
J1 2 п — 1\и„(х)I \ ( 2 п - \ ) х 2п- '

б^лади. Демак,

I i in ип+ |(*)\ .—, , I =  нгп
ип ' * >  )  Г,

1 2п -(- 1 1
2 2п 1 „2

Маълумки, - <  1 булганда, яъни \х\ >■ 1 булганда катор
X

якинлашувчи булади, *,, >  1, яъни |х| ■< 1 булса, катор

узоклашувчи булади. Энди х = 1  ва х =  — 1 холларни 
караймиз. х =  — 1 булганда

°° __ 1 
2 — - 

«-1 2п~  1
х = 1  булганда

сонли каторлар косил булади. Равшанки, бу каторлар 
узоклашувчидир.

Шундай килиб, берилган каторнинг якинлашиш сохаси 
М =  ( — оо, — 1)U(1. +  оо ) эканлигини тонамиз.

17- м и с о л. Ушбу

У (— 1)" /  1 - х  у  
« , 2 л -  1 K l + x )
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функционал каторнинг якинлашиш хамда абсолют якин- 
лашиш сохаларини топинг.

Равшанки, х  нинг
K+i(*)l1Ш1-
I “«(■*)!

<  1

муносабатни каноатлантирадиган кийматларида, Далам- 
бер аломатига кура, берилган катор абсолют якинла- 
шувчи булади. Шуни эътиборга олиб топамиз:

.. K+iWI lim ;
К<*)|

I- Г1 ( - 1 ) л+| /  1 - * \ ' ’+1|
i d h s + r W )

( ~ | ) я 
2п — I СД)1] - - Пш

П оо

2га — 1 I 1 —х I 
2л +  1 ' I 1 +  х I

_ I I  — х  I .. 2 п — I I I  — х |
I 1 +  х I я (ж) 2л -(- 1 I I +  х i

Демак,
1 - х  | — I . I — X . -  <  I 1 +*I | X I

х > 0 ,  яъни М =  (0, +  оо)
тупламда берилган функционал катор абсолют як,ин- 
лашувчи булади.

jc =  0 да берилган функционал катор

- 1 + | - ^ + -  +  ( - 1 Г - 2 - Ь + -  <2)

сонли каторга айланади. Бу катор Лейбниц теоремасига 
кура якинлашувчи булади. Бирок унинг хадларининг 
абсолют кийматларидан тузилган

катор узоклашувчи булганлиги сабабли (2) катор шартли 
якинлашувчидир. ( — оо, 0) ораликда катор узоклашувчи 
экани равшан. Шундай килиб, берилган функционал 
каторнинг якинлашиш сохаси [0, -|- оо ), абсолют якинла- 
шиш сохаси эса (0, Д- о о ) дан иборат.

5- §. Ф УН КЦ И О Н АЛ КА Т О Р Н И Н Г ТЕКИС ЯКИ НЛАШУВЧ ИЛ И ГИ

X тупламда (X<^R)  бирор якинлашувчи

2  u„(x) =  ul(x) +  u2(x)+ . . .  +  urt(x) +  ...
п — 1

по



функционал катор берилган булиб, унинг йигиндиси S(x)  
булсин:

l i m  S „ ( x )  =  S ( a: ) .
П * оо

оо

5 - т а ъ р и ф .  Агар X тупламда 2  ип(х) функционал
П -- I

к,аторнинг цисмий йигиндиларидан иборат { S „ ( x ) }  функци
онал кстма-кстлик цатор йигиндиси S(x) га текис 
яцинлашса, у х1олда бу функционал цатор X да текис 
як,инлашувчи дейилади.

{$*(*)} кетма-кетлик X да S(x) га нотскис тщинлашса,
оо

унда 2  и„(х) функционал цатор X да нотскис яцинла-
П — 1

шувчи дейилади.
оо

3- I е о р е м а. 2  ип(х) функционал катор X  да S(* )  га
я  — I

текис якинлашиши учун

lim sup !S„(*) — S ( x )  | =  lim sup | 2 uk(x)  | = 0
n ■ oo x (  X n — oo X X k n 4- /

булиши зарур ва етарли.
оо

1 - а с л  а г м а. Агар 2  и„(х) функционал катор учун
.  я  I

lim sup|S„U) — S(x)\ =£0 U£A')n oo t (j A

булса, унда берилган кагор X да ногекие якинлашувчи 
булади. ’

18- м и с о л. Ушбу.
v 1

, “  ( • п и < | п , 1 )

функционал каторнинг[0, +  сю)да текис якинлашувчили- 
гини курсатинг. Берилган каторнинг йигиндисини топамиз:

(х+ Ц х + 2) +  (х \ :>к* | 3) +■■■

+
I / 1

(дг +  лХ.г-Р n -f- I ) V j t - f l  х +  2

+  ... +  (  ’ -  ' )  =1 Т \ *  +  Я * + я + 1 /

г )  +  (.
1 _  1

х + 2 ~  jr +  3

I I
х - \ - \  Х  +  П +  I •

к
lim S n{x )=  lim ( , 1 W

л — оо я —  ooV-T+i X -f- П Ц - \ J
I

x + i

I I I



Демак,

Натижада

-S„U) — S(x)=  ̂ j
1

Х +  П +  I

I
X I I

буди б.
sup |S„(*) — S(x)| =  ‘
6(0, оо) " l 1

I
х -\ п \ 1

булади. Кейинги тенгликдан эеа
lim sup |S„(x)— S(jc)| = 0
П -> оо X £ (0, -f оо )

булиши келиб чикади. Юкоридаги 3- теоремага кура 
берилгак функционал катор (0, оо ) да текис якипла- 
шувчи булади.

19- м и с о л. Ушбу
оо

2  ---------- 1-------„ , (1 +пх){  I +  (л +  ipc)

функционал каторнинг (0, - f  о о ) да ногекис якинла- 
шувчилигини курсатинг.

Аввало бу каторнинг йигиндисини топамиз:

( 1 +  хХ 1 +2дг) (I | 2х«1 ) 3 jc) + ■ '•  +

л-------------- ±---------
' ( I +  лхХ 1 + ( п +  1)х) - ( 1_____

1 +  х 1 + 2  х ) +

+  ( L- - -  1 ) +
^ V l + 2 x :  1 + 3 * /

+ . . . + (  !
\  1 +  пх

1 WJ__
I +  < Л +  1)* ) \ +x

I

I
lim S„(a ) =  lim ( - —  ,
П —► oo n —»-oo\ 1 T A

1 + ( n  | I )JT ’ 

\ _1_
I +  ( n +  I )x )  1 +  x

Демак,

Унда

=  sup
x£(0. Too

1
I l + I

S(jc) I
1 +  * ’

sup |S„(jc) —S(*)| =
*6(0. 4 oo)

. L _ __- - 1. I =  sup -  *------
1 -+(«-+ 1 )x l+JM X6(0, + oo ) 1 + ( n+  • )x
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, х = — 1 булганда /;+ I

lim sup |S„(.t) — S(x)| =4-= rfc0
П OO X £ {0, -f ■ OO ) 2

:$лади. Демак, берилган катор (0, -|- оо) да нотекис якинлашувчи. 
В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и. Агар

оо

2  un( x )  =  u t( x )  +  и2(х )  +  ... +  ип(х )  +  ...
п— 1

функционал цаторнинг х,ар бир un(x )  ( n =  1, 2, ...) х,ади 
X тупламда

( n = i ,  2 ,  . . . )

тенгсизликни камоатлантирса ва
оо

2  сп =  с, с2- \ - ... +  с „ -|-...
/!= I

сонли катор якинлашувчи булса, у х,олда 2  и„(х) функ-
П — 1

ционал катор X да текис якинлашувчи булади.
20- м и с о л. Ушбу

sin \'х , sin 2~х , , sin п~х

п= I п .2
1 х~/ J I л ш  (I л  j

„2 +  — ~Г J  I -

функционал каторни Вейерштрасс аломатидан фойдала- 
ниб текис якинлашувчилигини курсатинг.

Берилган каторнинг х.ар бир
, , sin я 2х , . ,, .

«„(*) =  ~  ( /7=1,2 , . . . )

хади учун

\ип(х)\ =

булади ва равшанки,

п =1 гс

сонли катор якинлашувчи. Вейерштрасс аломатига кура 
берилган функционал катор ( — о о ,  -\- о о ) да текис 
якинлашувчи булади.
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21- м и с о .л. Куйидаги

2 ( ^ + ‘ гн = 1 "

функционал каторнинг якинлашиш сох,аеини топинг ва 
текис якинлашишга текширинг.

х узгарувчини параметр х.иеоблаб, Коши аломатидан 
фойдаланиб топамиз:

lim ~\ / ( j r- f-  1 )" =  Пт {х2-\- 1 ) =  Ч.
п  —  ОО Y  П  п  сю fl

Демак, берилган кагор х2< 1 ,  яъни (— 1,1) да якинла- 
шувчи, iх | >  1 да узокла 1пунчи. д = ± 1  да

сопл и каторга эта буламиз. Ву каторнинг у мумий уади 
учуй, п —»- оо да

(1 +  1
П

булгаплиги сабабли у узок.дашувчи бул-чди. Демак, 
берилган функционал каторнинг якичлашиш соуаеи 
( — 1,1) интервалдан иборат зкан.

Ушбу 0 < ц <  1 тенгсизликни капоа глантирувчи ихтиё- 
рий а еонини олиб, | — а, u j сегментик караймиз. Равшанки, 
( — а, ц |с : (  — 1,1). Унда Vx£[ —«, «] учуй

(хЧ- ' | ' Гп п

булади. Натурал по сонни шундай танлаб олиш мумкинки,
I

сг -f- ‘ Ч  Ь, п У> пи ( с г < Ь <  1 )

булади. Натижада берилган функционал каторнинг кар 
бир (х2+  'п )"(л= 1,2,..,) \ади учун ( r ' +  J )"<й"

ар

булишини ва Z Ь" каторнинг якинлашувчилигини аник-
п= 1

лаймиз. Вейерштраее аломатидан фойдаланиб, берилган
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функционал каторнинг [ — а, а] да ( 0 < а < 1 )  текис 
якинлашувчи булишини топамиз. Берилган каторни 
(—1,1)оралик.да нотекис якинлашувчилигини курсатишни 
^кувчига хавола киламиз.

22- м и с о л. Ушбу

2  х2е ~ пх
п — 1

функционал каторнинг, Вейерштрасс аломатидан фойда- 
ланиб, [0, +  оо ) да текис якинлашувчилигини курсатинг. 

Бу каторнинг хадлари учун

х =  0 да м„(0) =  0, ( п =  1,2,...)
х > 0  да ип( х ) > 0, ( л =  1,2,...)

булади. Равшанки,

и„(х) =  2хе~пх — х2пе~пх =  х е ~ пх(2 — пх) =  пхе~пх( ^  — х)

2 , 2б^либ, х =  — да и„(—) =  0,

0 < х < - ^ -  да ип( х ) > О,

2 < х <  оо да ип( х ) с О

булади. Демак, и„(х) функция х =  да максимумга эри- 

шади:

max
0 < х <  +

2

Демак, берилган функционал каторнинг хар бир хади 
учун

О< « „ ( * ) <  4  - Ле гг

булади. Агар

1

Каторнинг якинлашувчи эканини эътиборга олсак, унда 
Вейерштрасс аломатига кура, берилган функционал
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цаторнинг 10, +  оо) да текис яцинлашувчи булишинд 
топамиз.

с о

4 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а  с и). 2 ы„( х)
п = I

функционал даторнинг X  да текис як.инлашувчи булиши 
учун унинг кисмий йигиндилари кетма-кетлигининг X  д^ 
фундаментал булиши зарур ва етарли.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функционал цаторларнинг яцинлашиш соха 
ларини топинг:

46. 2 2"sm * . 51. 2  \ - С ‘
п =  0 3"

оо
\ п оо

47. 2 52. 2  хепх.
п — 1( х - 2  Г п — 1

48.
оо
2 1 53. 2  1пЛ2".

п = 1 (х + 2)п , ЛП = 1
оо ’i f - - ОО

49. 2 п д/s in"*. 54. 2  (5 —г
п — 1 п — 1

оо
50. 2 / ( 1 - / ) 55. 2  cosпх

п — I п
п =  1 Чп

Куйидаги функционал цаторларнинг абсолют яцинла- 
шиш сохаларини топинг:

56. V  1 ■ и
2 j sin .п п
п -- 1

61.
оо 

2  
n — 1

2/  2 x — 3 \ n  

4  4 )■

57.
ОО

2  1 .
. п\х"п - 1

62.
оо

2 ( —  1 ) ,!+  ' e - ' lsin

58. 2  (~ 1 )Я
„ г* "

63.
со

2
n =- I ( ; + * ) "

59.
°° 9
2  п - [пх.

п 1

64.
оо

2
n =  I

1

x 2" + \  '

60. 2  ( - « Г 1 ;!, -, . 65.
oo

2 [ > < ' + : > ] •nr  1 n n — 1
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•в. 2  1 , X =  ( — оо , -ф оо ).

\ „
*7. 2  — Ц  , *  =  (1, + о о ) .

«=I * + я *

1 ^ ' * = 10' + 0 0 ) - 

О. 2  ^ , * = ( - 0 0 ,  + о о ) .

/о. 2 -  ' , х = [ о , 1].
п =  1 ’

оо

71. 2  —  1 2 , х  =  ( — оо, -фоо).
«=, я Vя +*
“  / _ I \я— ! к2л

72. 2 — --'  — , дг=(  — 1,1).
п =  I

73‘ (* +  2л—Т)(* +  2л-|- 1) ’ ^ ^ l 0’ + ° ° ) -

74. 2  sin——arc X  =  ( — оо, + o o ) .
n=i vn x  +  л

Л  +  2 + S ? )  ■’' =  < - “ ■ + ~ >

Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора- 
лимарда нотекис якинлашувчилигини исботланг:

76. £  (е~{п '?х — е - " \  X =  [0,1 ]■
п =  I

77. £  sin2 ' Х =  (0, +  «*>). 78. 2  X =  (0,1).
п= 1 1+ПХ я=| *• Vя

79. 2  ---- —».* Х = (  — оо, + о о ) .
<!+**>"

80. 2  е n x2.s in  лх, А' =  [0,1 ].
Л — I

Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора-
Йимарда текис якинлашувчилигини исботланг:
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81. 2  jc"sin ! , X =  ( —2,2). 82. j  , 1 , Х =  (0,1].
I  ̂ - л = I V I  ̂ *

83.  2  ( a r c t g * ) 2, X = ( — oo,  +  oo ).
/1=1 ” ‘,L

00 2
84. 2  * 4 "  • sin *, ЛГ == (1, + 00).

„ = . » n
00

85. 2  - U n "  +  \  J f =( l ,  + 00).
л -. Vя "

Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора- 
ликларда текис якинлашувчилигини Вейерштрасс алома- 
тидан фойдаланиб исботланг:

86. 2
п = 1

- V  * = [ - 1 . 1 ] .

87.
сю
2

п = 1
х  =  ( — 2, +  оо).

х + 2*

88.
оо
2

п = I
е Х = \ \ ,  +  оо).

89.
сю
2

п = 1
sin пх v , , v
72 д/л

90. 2
п 1 v + l v x - 1 0 - + “ '■

91.
оо
2

п-- 1
‘ "*5 2 ’ х  =  ( “  00 - +  00 1 +  л5х2

92.
сч
2
п -- 1

{х ' 1" , Л' =  [ — 1,3).
(Зл+1)Зя

93. 2
п - 1

s ii r  х \  . X =  |0, +  оо ).
1 + гСх

94.
°о / , V 3

2  (  - - — з ^  =  [ 0 ,  + о о ) .  
п = 1 V  1 +  п Х /

95.
оо
2 " 1 п < Х = ( 2 ,  +о о ) .



Куйидаги функционал ка горларнинг курсатилган ора-
Цжларда текис ёки нотекис якинлашувчилигини аникланг:

6. 2  S,7 V, Л' =  [0, 2л].
Л =  I

Ш- i  ( — 1> ^ ± 2 ,  * = ( - « > ,  + о о ) .
Г п = 1

98. f
»=1 ( '+«*) 

п -фс

■ -V= [0, —j— оо ).

"99. 2
1 1_
оо г

loo. 2  п ̂

-  | |  3 3 ' * = [ ° -  +  00 )•
я=1 1 + "  х

, Х =  \0, +  о о ) .
„=| 1 + " *

101. 2  ( —  1)"— -------, *  =  [1,  4 -  о о ) .
„= I nU'+I)

102. 2  111-/1 - f  *, Д  *  =  [0, + o o ) .
я = 1 V I +  n x~ /

103. 2  e ~ nis\  X =  (0 ~) .
/1=1 2

104. 2 ( - 1)'
,"-h

2 n +  sinx
, X =  ( — oo , oo )

,05- 2  ^ + l ) arCt g2"’ X =  l _ 2 ’2]П — 1
OO

106. Агар 2 a„ катор яцинлашувчи булса, у холда

2

2
ап

ПX

функционал каторнинг [0, +  оо) да текис якинлашувчи 
булишини исботланг.

107. Агар

2  \ип(х)\
/1 = 1
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функционал катор [а, Ь] да текис якинлашувчи булса, 
У холда

оо

2  ип(х)
П. —  1

функционал каторнинг хам шу [а, Ь]да текис якинлашувчи 
булишини исбогланг.

оо

108. А тар 2  ап катор якинлашувчи булса, у холда
п =  1

оо

2  а„е~пх
п =  1

функционал каторнинг [0, +  оо) да текис якинлашувчи 
булишини исботланг.

6-§.  Т ЕК И С  Я К И Н Л А Ш У В Ч И  Ф У Н К Ц И О Н А Л  
К А Т О Р Л А Р Н И Н Г  ХОССАЛАРИ

ОО
X тупламда (AczR) якинлашувчи 2  ип(х) функци-

П = I
онал катор берилган булиб, унинг йигиндиси S(jc) булсин: 

s ( x ) =  2  ип(х) (х £ Х ).
п = I

1°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р  й и г и н д и с и н и н г у з -  

л у к с и з л и г и . Агар 2 ип(х) функционал ка торнинг
п =  I

хадлари X тупламда узлуксиз булиб, бу функционал катор 
X да текис якинлашувчи булса, у \олда каторнинг 
йигиндиси S(x) \ам X да узлуксиз булади.

2°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р л а р д а  х а д л а б л и -
ОО

м и т г а  у т и ш . Агар х->-хо да 2  ип(х) фупк1тионал
п I

каторнинг хар бир ип(х) ( п — 1,2,...) хади чекли 

lim un( x ) = c n ( л =  1, 2,...)
Х-~Х0

лимигга эга булиб, бу катор X да текис якинлашувчи 
булса, у холда



цатор хам якинлашувчи, унинг йигиндиси С эса S(x) нинг 
даги лимита

lim S(x) =  С
х - гхс

га тенг булади:
сю оо

lim 2  ип( х ) =  2  lim ип(х).
х *" х 0 п =  I п =  \ х0

3°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р н и  х а д л а б  и н т е г -
оо

рал л а ш.  Агар 2  ип{ х) функционал каторнинг хар бир
п ~= 1

и^х) ( п =  1,2,...) хади [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, бу 
катор шу сегментда текис якинлашувчи булса, у холда 
катор хадларининг интегралларидан тузилган

ь ь ь
^ u l(x)dx-\-  ̂u2(x)dx-\ - ... +   ̂un(x)dx-\ - ...
а а а

катор хам якинлашувчи, унинг йигиндиси эса \ S(x)dx
и

га тенг булади:

lim S(jc) = C
X̂ JC„

га тенг булади.
4°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р н и  х а д л а б  д и ф ф е -

сю

рен ц и а л л а ш .  Агар 2  ип(х) функционал каторнинг
п I

хар бир ип{х) хади (п == 1,2,...) [а, b] сегментда узлуксиз 
иЦх) (я=1,2, .. .)  хосилага эга булиб, бу хосилалардан

оо

тузилган 2  ип(х) функционал катор [а, Ь| да текис
п I

якинлашувчи булса, у холда берилган функционал 
каторнинг йигиндиси S ( x ) шу [а, b] да s' (jc) хосилага эга 
ва

S'(*) =  2  ип(х)
п — 1

булади:
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23-м и с о л .  Юкоридаги хоссалардан фойдаланиб
СИ

у
л -- I

| |л+  I X" + *)
п(п f  I +х) (О ̂  X<  оо )

функционал кагорнинг йигиндисини топинг. 
Маълумки (18- мисол),

(п +  дсХя+ 1 +  .ил =  I

функционал катор [0, +  оо ) да текис якинлашунчи, унинг
йигиндиси S(x) =  - 1 - га тенг:' I +Х

ОО

1 _  V  _____ 1 _
1 + х  "  (п +  х ) (п+  I + х )П — 1

(18- мисол га каранг). Иккинчи томондан, бу кагорнинг 
хар бир хади каралаёгган ораликда узлуксиз. ДеМак, уни 

• хадлаб интеграллаш мумкин:

Равшанки,

( dt _  V- ( di
3 1-И , 3 (п • Пп , 1 •о " = 1 о

5 т + |  — 1п( 1 +лг) .

X

\ di
(п-\- 1 -j~ /) К л + 1  л +  1 + t ) d i '

=  ln(ra +  / )U — ln(/z +  1 +  ОI о =
=  1п(/г +  х) — In п — 1п(л+ 1 + jc ) - f  1п(ц +  1 ) =

Демак,

_ | п  («+ 1Хя +  х) 
п (п +  1 +дс) '

У  ( я + 1 Х я  +  х )
, п ( п + \ + х )П= I

=  1п(1+х).

2 4 - м и с о л .  Ушбу 2  МТ  I и Я f 2)
п =  1

катор

(О, +  оо) да текис якинлашувчилигидан, унинг йигинди
си s(x) нинг х-»-0 да лимити
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sin nx Il im S ( x )=  2  lim
x —►О я — | x n ( n + \ \ n + 2 )

=  2  — -—  =  1, (n+lKn +  2) 2П— 1

Вканлигини топамиз.
25- м и с о л. Ушбу

2  —  ( — 1 < Х < 1 )п
п =  1

Гункционал каторнинг йигиндисини топинг.
Берилган функционал каторнинг х,ар бир хади диффе- 

ренциалланувчи булиб, уларнинг хосилаларидан тузилган

2  хя- '
п = 1

^атор [ — а, а] ( 0 < а < 1 )  да текис якинлашувчи ва
” I
2  хя “ 1 =  —-1— .

п  - -  \ 1~ х

Демак, берилган каторни хадлаб дифференциаллаш 
мумкин:

оо

2
я = I 2 =

п =  1

I
1 —JC '

Кейинги тенгликни интеграллаб топамиз:

2  - ~ = -  lll(l-X) ( — 1 < х < 1 ) .П 7
п — 1

26- м и с о л. Ушбу

/(*) =  2 ,
Л = 1 Vn + S

sin .— «а
л1пх rct̂ V̂

функция (0, + о о )  да узлуксиз буладими?
: Бу функционал каторнинг хар бир хади (0, +  оо) да
узлуксизлиги равшан. Агар функционал каторнинг (0,
+  оо) да текис якинлашувчилигини курсатсак, унда
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f (x)  функция (катор йигиндиси сифатида) шу (0, +  оо) 
да рузлуксиз булади.

Энди х > 0  да

xjп х2 ^  ~фг, | sin х \ <Lx 0 < a r c t g  х < х  

эканлигини эътиборга олиб,

I
_______ .  С  I п _______ _

-фг.\ип(х)\ =
VП + Х2

• sin— arctg Д /—
[̂hx s  V n <

<  ,
V'

:____1__Л I *
n Vnx V "  n(5/4

булишини топамиз. Равшанки, 2  катор якинла-
n=i п

шувчи. Вейерштрасс аломатига кура каралаётган к а 
тор текис якинлашувчи булади. Демак, / (х) функция 
(О, -f- оо) да узлуксиз.

М и  со л ва масалалар

Куйидаги функционал каторлар йигиндисини узлук- 
сизликка текширинг:

109. 2
Я=1 г ^ и -х 2")

НО. 2  1.
л = 1

i l l .  2
I

“  п* + п Ч '

112 . 2  [arctg пх — arc tg(n— 1)дг], I.
п =  1

113. 21+* ' |1+(я+1)*КИ-«) 'л = I
114. х +  2  (хп+' — хп), 1.

Л =  I

оо

ns. - ~ +  2 ( , 1 тт— 0<JC< 1.
1 - | - Х  \  X -}- Л -j-  1 X  - f-  f l  /

оо
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.  Куй 
рхалар

Иб. 2

Куйидаги функционал каторларии якинлашиш 
Халарида хадлаб интеграллаш мумкинми?

cos пх
118. 2

<« i r ' f ' l  l i n  V  / . . 2 / 1  „ 2 л - 2 ч117. 2  2x[n2e ~ ^ — ( n — l f e ~ te~ ' )^]. 119. 2  (х2п- х
" = '  Л =  I

Куйидаги функционал каторларни якинлашиш 
адасида хадлаб дифференциаллаш мумкинми?

.2.2 2 2 
— Ц " х 1.|20. Y cos пх

^  п4 * 122. 2
1 п п = 1 п — 1

121.
оо
■у sin 3 лх 123.

оо

2  «?-■«*-<
3яя=1 3 п — 1

к' Куйидаги лимитларни топинг:
сю

Ш. lim 2  лг" '. 127. lim 2  (хп+' - х ) .

t25. lim 2 ( - I ) " - ' / '
128. lim 2  .

» - + о л = |  2 V

JT2к  lim 2  IKY 2  /Г
V V» V"+i  . .  , i + „ VU = I 1

130. Ушбу

/ ( * ) =  2  C,T
Л = |  «'

функциянинг ( — oo, -|-oo ) да узлуксиз хосилага эга 
жанини исботланг.
131. Ушбу °° „ ■ пх

2  - 
л - 1

кункционал катор йигиндиси [0, +  оо) да узлуксиз, 
К +  °° ) да эса дифференциалланувчи эканини исбот- 
|анг.
В2. Ушбу «, / I J _\

2  U  ‘‘" 1 — х '1" ' ' )
П = I

функционал каторни [0,1] да хадлаб, интеграллаш мум- 
Ёинлигини курсатинг.

2

125



Ушбу
ОО
2  anxn =  a0 +  a tx +  a2x2 +  ... +  anxn +  -

п =  О

7- §. Д А Р А Ж А Л И  К.АТОРЛАР

ёки умумийрок

ОО
2

п = 0
Я„(-£ * ()) ---- U q - ^ C L ^ X  Х д )  f- 0,2(х Хд  )2

+  ап(х — х0у  +  ...

каторлар (бунда ао, а|, аг,..., ап,... ва хо—  узгармас 
хакикий сонлар) даражали каторлар дейилади. Равшан- 
ки, даражали каторлар функционал каторларнинг хусусий 
холи (и„(х) =  апх" ёки ип(х) =  а^х — дсоУ; п =  1,2...).

5- т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар
оо

2  а„х" даражали катор х нинг х  =  хо (хо=^=0) кийматида
П — I
якинлашувчи булса, х нинг

1*1 <  1*01
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида 
даражали катор абсолют якинлашувчи булади.

оо

6- т е о р е м а. Агар 2  апх" даражали катор х нинг
П — I

баъзи ( х ф 0) кийматларида якинлашувчи, баъзи киймат
ларида узоклашувчи булса, у \олда шундай ягона г(г~>

оо

> ( ) )  сон топиладики, 2  апхп даражали катор х нинг
П= I

|дс| < г  тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида 
абсолют якинлашувчи, |х| >  г  тенгсизликни каноатланти
рувчи кийматларида эса узоклашувчи булади.

оо

6- т а ъ  р и ф. 6-теоремадаги г сони 2  апхп даража-
п —  I

ли к,аторнинг як,инлашиш радиуси, ( — г , г) интервал эса 
даражали к,аторнинг як,инлашиш интервали дейилади. 

Берилган даражали катор хамма (х=^=0) нукта-
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Рларда узодлашса, умда г =  О деб олинади, датор дамма 
ix ларда ядинлашса, унда г =  оо деб олинади.

2 -э с л а г м а. х =  ± г  нудталарда 2  апх" даражали
П= I

Катор ядинлашиши дам мумкии, узодлашиши дам мумкин.
7- те  о р е м а  ( К о ш и  — А д а м а р  т с о р е м а с и ) .

го
Берилган 2  апхп даражали даторкинг ядинлашиш радиу-

П -- !
си

булади.

(3)

3 - э с л а т м а .  Агар lim "w,an\ = 0  булса, г= - )~оо ,
II ► оо

lim -\j\an\ =  -f- оо булса, л =  0 булади.
Я— оо

Даражали катор 2  апхп лип г яки пл а шиш радиусиии
п =  0

Г Пт
я * го

ип
а п \- I

форм ула ердамида дам (агар бу лимит маижуд булса) 
анидлаш мумкин.

оо

4 - э с л а т м а .  2  а п( х  — д0)" даражали даторнинг
, л=(>
ядинлашиш интервали ( хц  — г, x{i-\-r) булади. Бунда

<Х> .

г ушбу 2  а„х"  даторнинг ядинлашиш радиуси.
П = I

27- м и с о л. Ушбу

2
п - 1

г
2 v'« +  -  + 2 V"

сражали каторнинг ядинлашиш радиусиии, ядинлашиш 
штервалини дамда ядинлашиш содасини топинг.
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Бу даражали каторнинг якинлашиш радиусини
(3) формулага кура топамиз:

\fn
г =  — 1 - = ------- 1 - lim 2 " I.

Демак, берилгам даражали каторнинг якинлашиш радиу- 
си r =  1, якинлашиш интервали эса ( — 1,1) булади. х =  ±  
d h r = ± l  да даражали катор мое равишда

2
п I

( - 1)"
2 V" ’

СЮ

п

I
I 2 '•1"

сопли кагорларга айланади. Бу каторларнинг якинла- 
шувчилиги равшам. Демак, берилгам даражали каторнинг 
якинлашиш сохаси [ — 1,1] сегментдан иборат.

2 8 -м и с о л . Ушбу

1 +  2-5 + +  . . .+  + . . .
3 - 5 -  ( / i + l ) 5 n

даражали каторнинг якинлашиш радиусини, якинлашиш 
интервалини х,амда якинлашиш сохасини топинг. Бу 
даражали каторнинг якинлашиш радиусини (*) форму
лага биноан топамиз:

г lim
П » сю

“п
ап+ 1

=  lim I
П - у оо I ( П +  1 )5"

1
(п +  2)5" +  |

=  5.

Демак, берилгам даражали каторнинг якинлашиш радиу- 
еи г =  5, якинлашиш интервали ( — 5,5) булади. х =  — 5 да

I — 1
2 - - И  I т

сонли катор косил булади ва у якинлашувчи. 
х =  5 да эса

I +  ' + - -  +  . . +  ‘ +' 2 ' 3 т  т  я г

сонли катор косил булиб, у узоклашувчи булади.

128



Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш 
сохаси [ — 5,5) ярим интервалдан иборат.

2 9 - м и с о л . Yuj6v

11 о-’ х2 !2 с 4 п2 х2"

2,  1 -  Зг 2  ^  42 22 Т  ■ (л +  1)2 2" ^

даражали каторнинг якинлашиш радиусини, якинлашиш 
интервалини хамда якинлашиш сохасини топинг. 

Даламбер аломатидан фойдаланиб топамиз:

Пт
П - •  ОО

/  (л+1>2__ 
\ (п +  2)

.v2« - 2 \  /  я2 ,, ):( , • 
2"+ /  \ (п+ 1Г

=  lim 2О » * Z
(я +  I )4 

/г(« +  2)2 2 '

Демак. х < 1 ,  яъни хг <С2 булганда катор якинла-

шувчи ва х2> 2  да катор узоклашувчи булади. Бундан 
берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуси г 
=  л/2, якинлашиш интервали эса ( — -у2, д/2 ) булиши

по 9

келиб чикадн. х =  ±  л /2  да 2  ■- у  катор
„ , (« I - 1 г

хосил булиб, умииг умумий хади учун 

lim " =  1=^0
П- ™ (п -\- I )-

булганлиги еабабли, катор узоклашувчи булади. Демак, 
берилган -даражали каторнинг якинлашиш сохаси хам 
( — л/2, -\/2 ) интервалдан ибораг экан.

Мисол ва масалалар
Куй и да г и даражали каторларнинг якинлашиш радиу

си, якинлашиш интервали хамда якинлашиш еохаларини
тони н г:

133. 2  х\ 135. I  п\х".
п

п  1 п ^ - 1

134. £  ( —2)"-.г".
и  ]

136. 2  ; r + < - 2)W . r .
ОО

9-527 129



СО о

137. 2  [п'Гхп.,(2 п)\

138. 2 ( - 1  )V
2п +  1 '

139. 2  (л/2 — 1)х".

/I- I
оо

140■ 2 ( ^ ± i l ) V .

3“

145. v _ U ± ^ ! l
/1 = 1

146. 2  2lnn- х".
п — 1

147. 2  ' х"., 2п +  ЗпП = 1 1

148. 2

149. 2141. 2
„=I V«2+ i  л_|
00 / 4. I v2/i -  1 00

142. 2  ( - 1 ) "  |,А ;, 11 , . 1 5 0 .  2 I
2 п— 1 п In (п +  1 )

143. 2 ( У ^ У -  151. 2  (1 +  ' п + -  +  ~ Х * — 1)л.
*i = i v /  \п  Пт,\

144. 2 ( l — ^ V .
n — I "

152. 2  ( * У-
\  s i n  П  /

Куйидаги каторларнинг якинлашиш сохаларини то- 
пинг:

\п"х
п153. 2

п =  1 

оо

154 v  1 (  1 ' * Y• ^  2,i+l V 1 +х )  ■П— I

155. 2  ( [ + 1-) -"2е - пх.

156. 2  2'!cos'!x.

157. 2  —  s in ^
„ , xn 2"

n

2
n —  I

n= 1 n — l

oo

n — I

8- §. ДАРАЖ АЛИ К АТО РЛА РНИ НГ ХОССАЛАРИ

Бирор
оо

2  anx" =  a0 +  a lx-i-a2x2-i- ... +  anxn + ... (4)
n =  \

берилган булсин.
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1°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г ( г >  
> 0 )  булса, у холда бу катор [ — с, с] ( 0 < с < л )  да те- 
кис якинлашувчи булади.

2°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г булса, 
у холда бу каторнинг

оо

S ( x ) =  2  апхп
«-■*=- о

йигиндиси ( — г, г) да узлуксиз функция булади.
3°. Агар (4) даражали каторнинг якинлашиш радиуси 

гбулиб, бу катор х =  г ( х  =  — г) нукталарда якинлашувчи 
булса, у холда каторнинг йигиндиси S(x)  функция х =  г 
( х = — г) нуктада чапдан (унгдан) узлуксиз булади.

4°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г булса, бу 
каторни [а, Ь\ ([а, 6](з( — г, г)) ораликда хадлаб интег- 
раллаш мумкин.

5°. Агар (4) каторнинг якинлашиш радиуси г булса, бу 
каторни ( — г, г) да хадлаб дифференциаллаш мумкин.

3 0 -м и с о л . Ушбу *
2 пхп.

п =  I

функционал каторнинг йигиндисини топинг.
Маълумки, v ^

п =  I

даражали катор ( — 1,1) да якинлашувчи ва унинг
иигиндиси — — га тенг:1 —X

2 хл=  ,
я — I X

Бу каторни хадлаб дифференциаллаб топамиз:

- h i ' - U - T h b  -п =  1 4 '  Л -  I

П Х
. л - 1  _  1 —  X —  Х( —  1 )

( I—*)
оо
2  пх"~

п =  1

31-м и с о л. Ушбу
( 1 - х ) 2

2
л  =  0

(— Р) v 41
п 1 =  1п( 1 -\-х)

тенгликнинг гугрилигини исботланг.
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Равшанки, ( — 1,1) да

2  %" =
л = О

=* 2  ( 1 f x n = Т+7'
I

Кейинги тенгликни [О, х ] оралик ( 0 < х < ; 1 )  буйича 
интеграллаб топамиз:

X
£  ( - l r n d ^ f - r U / * ^

Л-О Л ~Г

00 Г ™

=*- 2  ( - i r S / - d /  =  ln(i +  O I S ^  2 — = i n ( i + x ) .
п = О о «= О

32- м и с о л. Ушбу
оо

2
/1 =  0

( -1)"
2/1+1 х2̂ 1

даражали каторнинг йигиндисини 
фойдаланиб

2 -

п =  0

( - 1 Г
2 п +  1

л
т

топинг ва ундан

булишини курсатинг. 
Равшанки, ( — 1,1) да

2  Xя =
„=о ‘ - х „=о

2  ( - х 2)"

2  ( - i r * 2n= - .  .
п =  О 1 +  дг

Кейинги тенгликни [0, х] ( 0 < С х < 1 )  оралик. буйича 
интеграллаб топамиз:

^ оо 1
[( £  ( - 1  r t* " )d t= \ - ^ - jd t= >
О "=° о + -

оо 1 » л-2/1+1
2  ( — 1)" \ t2ndt  =  arctg х  =>- 2  ( - l ) ' Î r^ r = a r c t g x .

/1 =  0 о п =  0

х =  1 да
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2  (
л — О

1Г
х2п+,
2 п +  I

даражали катор

2
л = 0

(-1)" 
2л+ 1

сонли каторга айланади. Бу катор (кадларининг ишорала- 
ри навбат билан узгариб келадиган катор) Лейбниц 
теоремасига кура якинлашувчи булади. Унда х = 1  да

2  ( - 1
л = О

г2л + I г л
2л+ 1 =  arctg х =ф- 2

п =  О

i - i ) "
2л +  1 =  arctgl

булади.

Л

4

Мисол ва масал ал ар

Куйидаги даражали каторларнинг йигиндиларини 
дадлаб дифференциаллаш ва интеграллаш ёрдамида 
топинг:

158.

159.

160.

2

2  ' . *2л+|
л =  0

2л +  1

°° у '2 п■ у  X

„ (2л)! ■

ОО

162. 2  (п+ \ )х" .
я =  0

163. 2  ( — \)п- ' ( 2 п — \)х2" 2.
П -  1
со

164. 2  п ( п +  \)хп
п — 1

161. 2
п = 1

л(л +  I) '

Куйидаги каторларнинг йигиндиларини топинг:

165.

166. 

167.

у  *
^  4л —3 'П I
“  _<-!>" J  

„Г,  (2л- 1 ) 3 "  | -
ОО

я = ]
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168. Ушбу

/(*) = • (4п)\ ■

функция

Г \ х )  =  Нх)

тенгламани каноатлантиришини курсатинг. 
169. Ушбу

/ ( * ) =
„=о ("'Г

функция
x f " ( x )  +  f ' ( x ) - f ( x )  =  О

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.

9- §. Т Е Й Л О Р  КАТ ОР И.  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  Д А Р А Ж А Л И  
К.АТОРЛАРГА Ё Й И Ш

/(х) функция Xo(xq£R)  нуктанинг бирор U«(jco) =  
=  { x £ R : x  о —б <  jcC xo +  6; 6 > 0 }  атрофида берилган
булиб, шу атрофда исталган тартибдаги х,осилага эга 
булсин. Ушбу

у  / " W
п\

п =  О (* — *о)л =  /(*о) +
/'(* о) 

1! ( х  —  х0) +

1I
Г(*0>

2! (X — Х0)2Ц-...-(- П*о)
п\

(х — *0 Г +  ...

даражали катор / (х) функциянинг Тейлор к,атори дейила- 
ди. Хусусан, Хо =  0 да катор куйидагича булади:

2 - /*“Чо>
л! х” ~Ц0)- \ - п  0).

1!
f n\ 0)

2 !
Хп +  ...

(одатда бу каторни Маклорен к,атори х,ам дейилади).
8 - т е о р е м а .  f ( x )  функция бирор (  — г,г)  ( г >  

> 0 )  ораликда исталган тартибдаги досилага эга булиб, 
унинг дс =  0 нуктадаги Тейлор кдтори

2 - ^ / (0 ) Ш _ х + Г (0 )

7 =  0
2! *2+ . . . - f n)( 0) г п ,

п\ Х  '1“ -

134



булсин. Бу катор ( — г, г)  да f (x)  га якинлашиши учун f(x)  
функция Тейлор формуласи

11. /(*)=/( 0) + г.~- X + 1ЦР ** +... -h № & X* + Г„(х)
нинг кол дик, х,ади барча х £ (  — г, г)  да нолга интилиши

lim гп( х ) ~  0
П » ОО

эарур ва етарли.
Маълумки, бу холда Тейлор формуласининг колдик 

хади:
а) Лагранж куринишида

п + 1 )( г \
г„ (х )  =  '{ п + [ ) ; х п + 1 ( с =  0 х ,  0 < 0 <  1) ; 

б) Коши куринишида

гп(х) =  '[I х " + ' ( 1 - 0 Г  (с — Ох, 0 < 0 <  1) ;

в) Пеано куринишида

сбулади.
Агар

гп(х) =  0(.г”)

/ ( х ) = / ( 0 ) + /,;:,>х +  + . . . + П  о, X" + .

муносабат уринли булса, f(x) функция Тейлор каторига 
ейилган дейилади.

9- т е о р е м  a. f (x)  функция бирор { —г, г)  ораликда 
Щсталган тартибдаги хосилага эга булсин. Агар шундай 
узгармас М >  0 сони топилсаки, барча х £ (  — г, г)  хамда 

Збарча п ( п =  1,2,...) учун

I f<n>(x) | <  М
^тенгсизлик бажарилса, у холда ( ~ г ,  г)  ораликда f (x)  
функция Тейлор каторига ёйилади, яъни

п * ) = £ 'У  *■=№>+У  * + Т > ? + .

|булади.
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Куйида ба ьзи содда функцияларнинг Тейлор кагорла- 
рини келтирамиз:

1. ех= 1 + х + *  + - + - Д -  +  -  ( — » < Ж <  +  оо). (5)

2. 5 1 п Х - Х - | , - + . . . + ( - 1 Г - ,~ Т)Г+ . . .  ( — со < Х <

<  +  О О  )■ ( 6 )

3. COS J f =  1 - 2 ! +  - + ( -  1 )"(2Хл)! +  ” ( - 00Jf<  +  00)'
(7)

<  +  О О  )■ ( 6 )

3. COS J f =  1 - 2 ! +  ■■■+(- 1 Т-{С)\ +
(7)

4. | п ( 1 + х )  =  х -  - £ + . . . + (  - 1 ) "  " Г + - ( — 1 <  х <  1).

(8)
5. (1 +  х Г  =  1 +  тх  +  - | “ -1 ’ х2 +  ... +

Д И , х" +  ... ( |х |  <  1). (9)

33- м и с о л. Ушбу

/( jc ) =  с h х
функцияни х нинг даражалари буйича каторга ёйинг.

Берилган фумкциянинг я-тартибли ( п =  1,2,...) х,оси- 
ласи куйидагича булади:

j ch х, агар я жуфт сои булса, 
\  sh х, агар я ток сон булса.

Бундан:

ch(">(0) { 1, агар я жуфт сон булса, 
О, агар я ток сон булса

булиши келиб чикади. Демак, берилган функциянинг 
Тейлор кагори

2  4 Jin
1 * _L С -U -L * (-

^  2! ^  4! ^  ' (2л)! 1
( 10)

булади. Бу каторнинг якинлашиш ингервалини тонамиз. 
Даламбер аломатига кура

lim
п ■ * оо [ ^ , 2

(2л +  2)! (2л)!
=  lim

П-*- ОО
Х ~

(2л+ТХ2л +  2)
=  0
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булганлиги сабабли каралаётган каторнинг якинлашиш 
интервали ( — оо, оо) булишини аниклаймиз. /(х) =  
= c h х  функция Тейлор формуласининг колдик хади 
(Лагранж куринишидаги колдик хад)

г„(х) =
(лТ 11!

v" t 1
(«+!)!

ch 0х, 

ch 0х,

агар п жуфт сон булса, 

агар п ток сон булса

( О < 0 <  1) булади.
Агар

1Л)х — Одг |' 2 I ̂  <' ’ .
I ch 0х \ =  | — I

хамда

lim
П —*■ оо ('*+!)! =  0

булишини эьтиборга олсак, унда

lim гп(х) =  0
П оо

экани келиб чикади. Демак, (10) каторниыг йигиндиси 
ch х га тенг:

ch х =  1 + - оТ +
2 !

х* х2п
-  +  + - -  ■ 4 

4 !  ' ~  ( 2 / 2 ) '  т  • "

3 4 -м и с о л . Ушбу

/(*) =  In 1+т 
I —X

функцияни Маклорен каторига ёйинг.
Маълумки, х £ (  — 1,1] да

1п(1+ * )  =  * -  v — ... +  ( — I Г~' Х" + -£ О п
булади. Бунда х ни — х га алмаштириб, тонамиз:

1 п ( 1 - х ) =  - х - ^ —
■г 6 п ■"
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Н атиж ада
2х‘ 2х

1 п (1 -j- х) — I п( 1 — х) =  2х +  - ^ ■■ +  ••• +  2п— 1 Т  •"

булади. Кейинги каторнинг ( — 1,1) да якинлашувчилиги 
равшан. Демак,

. 1 + *  ел I ‘2х2 . I 2х2" 1|п, :*=2х+ з + -+тя -т+-
35- м и с о л. Ушбу

/(;e) =  sin4x

функцияни jcu=  л нукта атрофида Тейлор каторига ёйинг.

Аввало sinJx = ^ ( l  — cos 2х), cos2x =  ^ (1 +  cos 2х) 

эканиии эътиборга олиб,
. . .  /  1 — cos 2.x \2 1 1 о '

/ ( * )  =  ( -  2  )  =  4 - 2 c o s 2 x  +
1 +  cos 4х 

8

=  --- —  - cos 2х -f 1 cos 4х
8 2 о

булишини топамиз. Сунгра x =  алмашгиришни ба-

жарамиз:

/(*) =  /(/ +  4 ) =  I  -  2 c° s 2 ( / +  4 ) +  g--cos4(/+ 4 ) =

=  8 +  2 Si n2 / - i COS4/

Энди s i n*  х,амда cos х ларнинг ёйилмала | ■■ ’ а н 
фойдаланиб, ушбу

°° , , ,Лг>2я+1
о у V ’ " 1) ~ + 1s m 2 / = l  (-2n+1)! I •

гг — О

“  ( -  I Г42" .2п
COs4/=  *  ,2л)-" 1п =-О

тенгликларга эга буламиз. Натижада
3 , 1 уч ( — 1 )fl22 ^ I ^ Л \2я 4-1

2 . (2л+1)!/ ( х ) = 3 +  9 2 < * —  4 )

-  2 j  - 1  )"^п , л ^
(2л)! '  4 '
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36- м и с о л. Ушбу

2
л *  I

(-о"-1
п (2 п — I)

йигиндини х,исобланг.
Равшанки,

( - l ) " -1 _  рГ ( -  I)" ' (— 1)"~ 1 1
п(2п — I) L 2n— 1 2п J

Унда

у  _  2 у  ( - i f  1 у  ( - 1  )"
^  n ( 2 n - l )  Z ^  2 л -  Г ' ^  п

п — I п I гг =  I

булади. Агар (31, 32- мисолларга каранг)

2  ‘ “ У ' =1п(1 +  1)=1п2,
л - 1

( г 1)л~' 
2л— 1 =  arctgl

л — !
булишини эьтиборга олсак, унда

Л

4

ОО  „ I

у  ( — *) 1
п(2п — 1)П — 1

? - ' п 2

эканини топамиз.
37- м и с о л. Ушбу

а =  д/130

микдорни 0,0001 аникдикда х,исобланг.
Буни куиидагича ёзиб оламиз:

Vl  30 =  V 125 +  5 =  д / 125 (1 +  ) =  5 (1 +  2'5- f .

Энди, бизга маълумки, ушбу
( 1 + х Г = 1 + » « + - 2 < = = 1 1 ^ + ...+

, тут — \)...{т — п +  I) „- л, X + . . .

( 1 < х <  1) тенгликда х =  ~^,  /л =  у  дейилса, унда

(1 + _L i  = J I _L_____2__L 2-5 _ 2-5-8 ,
2 5  3 - 5 2 3 2 - 2 ! 5 4 1 З 3 - 3 ! 5 6 3 4 - 4 !  5 s '
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хосил булади. Бу хадларининг ишоралари навбат билан 
узгариб келадиган к,атор булиб, Лейбниц теоремасига 
кура

5 I
3 - 5 2 3 2 - 2 !  5 4 )

нинг хатоси кейинги хадидан, яъни 

булади. Агар

2 - 5

З 3 - 4 ! 5 6
дан кичик

2 - 5

З 3 - З ! 5 6

1
8 1 - 6 2 5

< 0,0001

хамда

5 ( 1 +  Г,2 -  Q2 o, z i )  =  5 +  0,06667-0,00089 =  5,06578 
\  3 * 5  3  • 2 !  5  /

булишини хисобга олсак, унда

а = ' \ Д 3 0  «5,06578

эканини топамиз.
38- м и с о л. Ушбу

1

 ̂e~**dx 
о

интегрални такрибий хисобланг. 
Маълумки, ( — оо, оо ) да

« - '  +  ,7 +  1 + '  +  Й + -

булади. Бунда х ни — х2 га алмаштириб, топамиз:

е
2 !

Кейинги тенгликни [0,-* ] оралик, буйича интегралласак, 

унда
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I I
4 4 ' г 2 _4 , 6 \IIчЧа

Ч1

' ~ и  +
X X
2 !  3 !

0 0
/  л ,5 7 ч , 1

II * 1
W

 
*

2 !  5  ~~
*  +  

3 ! 7  ~ )1:=
1 1
4  —  4 3 . ; +  Г ) ‘

1
+ . . .

4 4  - 2 ! 5 4 73 !  7

булади. Учтя Х.ЗДИНИ олиб, топамиз:

Демак,

1
4'1 ■ 3

4- 1
45 -2 !5

=  0,25 — 0,0052 +  0,00009 =  0,24489.

e - ^ d x z z  0,24489.

Мисол ва масалалар

Куйидаги тенгликларнинг тугрилигини исботланг:

170. ах=  2  ln" V  ( а > 0 ) .
п\

171. sh х =  2
г2п+\

(2 п +1)! ( —  оо

172.
^ \ ~ х 1

=  1 + 2  < - к , < о.
П — I

173. arc sin x =  x-f- 2  {2n~ l)U, ^ Я+
(2л)!! 2 л + 1  1 1 Cl).

174. l n ( A : + V ^ + l  ) =  * +  2  ' 1 •" • (2л — l )'!  ̂ xJn ' '
v T x  <2л)!! *л + ‘

( — 1 < x <  1).
Юкоридаги (5) — (9) муносабатлардан фойдаланиб. 

куиидаги функцииларни * нинг даражалари буйича 
даражали каторга ёйинг:
175. е *'. 176. V1 - 2 т  '
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• *2177. sin - .

178. e2x -\-2e~x.
179. arccos x.
180. cos2x.
181 .  x cos32x.

182. ln(12 —x —x2). 

,83-

184.

185.

186.

X+ ln( 1 —x)
7  ■

3x — 5 

x2 — 4x +  3
X

9 +  x2 '

187.
(x2 +  2)2 '

188.
1+ж+х"

189. 2x arctg x — ln(l + x 2).

Куйидаги функцияларни курсатилган нукда атрофида 
Тейлор к,аторларига ёйинг ва бу к,аторларнинг як,инлашиш 
радиусларини топинг:

190. /(x) =  cos4x, х0=  — у .

191. /(х) =  1п(х2 +  2х +  2), Хо =  — 1.
192. /(х) =  ——— —, х0= 1 .

х3  —  5 х  +  6

193. /(x) =  —7= i -------, х0 =  2.
У х 2  —  4 х  +  8

194. / (х) =  ‘ , х0=  - 2 .

195. /(х) =  cos х, х0 =  -~.

196. f{x) =  ex, х0=  — 2.
197. / ( х ) =  д/х, х0 =  4.
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Куйидаги функцияларни турли усуллардан фойдала- 
ниб, Маклорен каторларига ёйинг ва бу каторларнинг 
якинлашиш радиусларини топинг:

198. /(*) =  ( 1 + х ) е ~ х.

199. / (x ) = s i r i 2jc-cos2jc.

200. ЦХ) :U ' 1 .
х2 — 5х +  6

201. / ( * ) =  arctg

202. f ( x ) =  arctg(x +  д/l +  х2 ).

203. f(x) —■ a resin--- х .
V | + * 2

204. /(х) =  arccos( 1—2jt2).
X

205. f ( x ) =  \ e - ‘2dt.
о
x

206. f ( x ) =  J s' j d ( .
0

207. / (x ) =  J ‘ n dt.

208. Ушбу

функция

/ ( * ) =  2  f
„ r - n \

f '(x) — xf(x) =  0

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.

209. Ушбу

функция

/ ( * ) =  2
п - 0

х" + ‘ 
п!

xf'(x) =  ( x + \ ) - f ( x )

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.
210. Ушбу

sinx = 2
п 0

п Х 2п 1

1 ' (2„+Г,Г’С08 Х== 2  ( -  1Г
п О (2л)!!
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тенгликлар маълум булган х,олда
s in x -c o s x =  ^sin2x, sin2x +  cos2x =  1

тенгликларни исботланг.
Куйидаги каторларнинг йигиндиларини топинг:

2 1 1 . A
 8 T "“
a

oo

2 1 2 . 2  ( 2 / 2  + I ) * "
n — 0

2 1 3 .
v  (З/2+ i  К  

^  n \
/7 =  0

"  я
2 1 4 . 2  - .  

n ( n +  1)
n — 1
OO

2 1 5 . 2  / t 4x " .
n ~  ] 

oo

2 1 6 .
s i n  n x

^  n \  ■
n =  I

Микдорларни курсатил

217. a = V 2 5 0 ,  0,001.
218. а =  sin 18°, 0,001.

219. а = 1 п  3, 0,0001.

ган аникдикда \исобланг:

220. а =  arctg 0,2, 0,0001.

221. а = ‘ , 0,0001.С

Интеграл осгидаги функцияларни даражали даторлар 
га ёйиб, интегралларни курсатилган аникликда х,исоб 
ланг:

222. $ Sl" •' dx. 0,001.
0
1

223. (j e - ^ d x ,  0,001.
0
I

224.  ̂ cos x2dx, 0,001.
0

225. (j sin x2dx, 0,001.
0
1

226. ij x sdx, 0,001.
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Х У  боб
ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР

1-§. Ч Е К С И З  О Р А Л И К  Б У Й И Ч А  ХОСМАС И Н Т Е Г Р А Л Л А Р  
ВА У Л А Р Н И Н Г  Я К . И Н Л А Ш У В Ч И Л И Г И  Т У Ш У Н Ч А Л А Р И

f(x) функция \а, +  оо.) ораликда берилган булиб, бу 
ораликнинг исталган [а, /] ( а - < / <  +  оо ) кисмида
интегралланувчи, яъни ихтиёрий t ( t > a )  учун ушбу

(
F(t) =  \ f (*)dx

интеграл мавжуд булсин.
1- т а ъ р и ф. Агар t -*■ +  оо да F(t) функциянинг  

лимиты мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг  
|о, -(- оо) оралиц буйича хосмас интегралы дейилади ва

4- оо

 ̂ f(x)dx
а

каби белгиланади.
Демак,

ОО М I
[ f(x)dx =  lim F ( t ) =  Пт  \\f(x)dx.  (1)
J t —*■ 4“ оо /_*  4- оо J
а а

2 - т а ъ р и ф. Агар  / - * - 4 - со da F(t) функциянинг 
лимиты мавжуд булиб, у чекли булса, ( ! )  хосмас интеграл 
яцинлашувчи дейилади, f(x) эса чексиз \а, +  оо ) оралицда 
интегралланувчи дейилади.

Агар / —► 4 - 1X5 da F(t) функциянинг лимиты чексиз 
б§лса ёки лимит мавжуд булмаса, ( \ )  хосмас интеграл 
узоцлашувчи дейилади.
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f(x) функциянинг ( — oo, а] на ( — oo, +  oo) оралик,- 
лар буйича хосмас интеграллари, уларнинг якинлашувчи- 
лиги, узок,лашувчилиги хам кжоридаги каби таърифлана- 
ди: а а

f ( x ) d x =  lim \^f(x)dx,
— oo  ̂ °° t

+ OO t

\ f ( x )d x=  lim \ f(x)dx.
- t -f OO *

a -j- oo
I - э с л а т м а .  Агар  ̂ f(x)dx  ва  ̂ f(x)dx  интег-

— oo a

-f oo
раллар мавжуд булса,  ̂ f{x)dx интегрални куйидаги-

—  oo

ча дам таърифласа булади:
+ °° Ч --boo
jj f ( x ) d x =   ̂ f(x)dx-\-   ̂ f(x)dx
o o  по а

I - м и с о л. Ушбу
-f- оо ( .

/ =   ̂ xe~^dx
о

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини анидланг ва 
кийматини допинг.

Таьрифга кура
+  оо

5U
хе

t
dx

булиб,
I t

F ( l ) = ^ x e  х d x =  ^ е ~ ** ■ ]^dx~—
О II

+
1
2

1
2 е *2\‘I о

булганлигидан эса
lim F(t)

булиши келиб чикади.

1_
2
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Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва

 ̂ хе *dx =  Y-  
о

2- м и с о л. Ушбу

/ =
-f 00

— 00

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини аникланг ва 
нийматини топинг.

Таърифга кура
+  оо

d x

*2+ *+ 1
—  сю

f dx  

J х2 +  х + \

б^лади. Агар

/ ' ) = $ dx

x2 +  x + l

2х+ I
Ф

ва

, ! ! " L F( f ' п = ,  4 ( агс1в4 г -  а- ‘ ^ ) =
/ - >  f  оо / -* - -f- °°

2 / л / л  \ \ 2л

V3\2 ~ Ч _  2 ) ) =  ф

булишини эътиборга олсак, унда берилган хосмас инте
гралнинг якинлашувчи ва у

I 2л

Ф
эканини топамиз.

3- м и с о л. Ушбу
4 оо

( а > 0 ,  а > 0 )
а

[хосмас интегрални якинлашувчиликка текширинг.
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Равшанки, | а, /| ораликда ( а > 0 )  f(x) = —  функция
JT

t
Г dxузлуксиз, демак \ — интеграл мавжуд.
а

а) а >  1 булсин. Бу холда
1 {_а

Sdx I •  1 / л — а ! а\ ^--- 11 m —- —(t — а ) = ----- г
“ - 1

булади. Д е м а к , а >  1 булганда берилган интеграл як.инла- 
шувчи ва

+
Г dx  _  а' 
J ха ~  а ~

б) а <  1 ва а =  1 булганда, мое равишда
I

lim [ d x =  lim 1 - (/'  — - а ' —^  +  оо,
l .  + J  j“ / -  + oo

lim  ̂ dx — lim (In / — In a ) =  +  oo
t Д- oo J * /—*• -f oo

булади. Демак, сс< 1 булганда берилган интеграл 
узок,лашувчи булади.

4- м и с о л. Ушбу
+ 00

 ̂ х  sin х dx

хосмас интегрални узоклашувчи эканини курсатинг. 
Таърифга кура

-f- оо

 ̂ х  sin х dx
о

интеграл t —>- +  00 Да
/

F ( t )=   ̂х  sin х dx
о

функциянинг лимитидир. Равшанки,

а

а
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/

о
x  sin xdx =  ~ x c o s  x

+ \о 0

-- — t cos / +  sin t

cos xdx =

Ba 4  00 да бу функциянинг лимити мавжуд эмас. 
Демак, берилган интеграл узок,лашувчи.

Мисол ва масалалар

Куйидаги хосмас интегралларнинг якинлашувчи экани- 
ни аникланг ва кийматини топинг:

- f 00 +  00

1 . \
dx

6 . \
a r e t e *  .

9 ax.
1

х +  х2 J
1

\ + X 2

2 .

+  оо

С
dx

7.
4- с»

f dx
J
0

хГ +  4 J
1 х л / х 2+  1

4 оо 4- 00

3 . s е 3xdx. 8 .
r
4
j

dx

1 2X2—  5 x  +  7

4.
4 ‘ ос

5
dx

х ln2x
9.

0

xexdx.
е

J

f  00 +  00

5. S
— 00

dx

x2 + 2 x  +  5 '
1 0 . s

0

X-  +  I dx. 
* 4 + l

К,уйидаги хосмас интегралларнинг \ шк,лашувчи эка- 
нини исботланг:

+  00 4- 00

11. f
j
[

d x

V x '
13. f d x

J  X • 1 n  X '
1

0
4  00

12. f
i

J
d x

" ! + * ■
14. jj sin xdx.

— 00 0
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0 +  00
* + '  dx 18. Г xdx

J *2+ 1 3 * * - 1  '— оо 0
+  во

1
2х-\- 5 , 

— ------ --------- dx. 19.
Г
\ х • cosx dx.

J
3

х + З х  — 10 J
I

+ 00 
с Щ х 2 +  х ) .

2 0 .

+ ОО
Г dx

3
1

ИЛ • 
X 3

1 л/4 +  х2

2-§ . ЯК.ИНЛАШУВЧИ ХОСМАС И Н ТЕ Г Р АЛ Л А Р Н И Н Г  ХОССАЛАРИ.  
АСО СИЙ Ф О Р М У Л А Л А Р

-(- ОО -j- оо

1° .  Агар  ̂ f(x)dx  ва  ̂ g(x)dx  хосмас интеграл
а а

лар якинлашувчи булса, у холда
+ 00
\ [af(x)±f lg{x)]dx
а

хосмас интеграл хам якинлашувчи булиб,
+  00 -f- <» -f- оо

\ [a - f ( x )± p-g (x ) \dx  =  а   ̂ f ( x ) d x ± $  \ g(x)dx
а а а

булади, бунда а, р — узгармас сонлар.
2°. Агар Vjc£[a, +  оо) учун f ( x ) ^ g ( x )  булиб,

-f- оо -f- оо

 ̂ f (x)dx  ва  ̂ g{x)dx  интеграллар якинлашувчи
а а

булса, у холда
-|~ оо -j- оо

 ̂ f (x )dx<;  ̂ g(x)dx
а а

булади.

3°. Н ь ю т о н - Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  f(x)  функ
ция [а, +  оо ) ораликда узлуксиз булиб, F(x) эса унинг шу 
ораликдаги бошлангич функцияси булсин (F'(x) =  [(х)).
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|^нда
+  оо

J f ( x ) d x = F ( x ) \ + ° ° = F ( + o o ) - F ( a )
а

;|5улади. Бу ерда

(2)

F( +  сю ) =  lim F(t).
t —*- -f- °о

(Одатда (2) ни х.ам Ньютон-Лейбниц формуласи дейи- 
лади.) ц

4°. У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а с и .  
Цх) функция [а, +  о о )  ораликда узлуксиз, ср(t) функция 
эса [а, Р) да узлуксиз дифференциалланувчи функция 
булиб,

а =  ф ( а ) ^ ф ( / ) <  П т  ф ( ^ ) =  оо 
/ —р-о

булса, у х,олда
+ 00
\ f ( x ) d x ~  $/(ф( / ) М О ^

Йулади.
5°. Б у л а к л а б  и н - т е г р а л л а ш  ф о р м у л а с и .  Агар 

)и = и(х) ва v =  u(x) функциялар [а, +  оо) да узлуксиз
дифференциалланувчи булиб, lim (u-v)  мавжуд булса,

л-» +
У холда

•-(- о о  - f  оо  -| оо

 ̂ udv =  uv —  ̂ vdu
а а и

йулади. Бу ерда

« ■ ^ 1 ^ ° ° =  lim (u-v)  — u(a)v(a).
X —*- -f- оо

5- м и с о л. Ушбу
+  оо

dx

х 2 - \ - х  —  2

йнтегрални х.исобланг. Равшанки

* x ) - ? i r x - = *
- 4  х______1 ^

_ 2  3  \  х —  1 х - \ - 2  )
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булиб,
г/ \ 1 I X—1
F^  =  Y ln^ + 2

функция унинг бошлангич функциясидир. Унда Ньютон- 
Лейбниц формуласига кура топамиз:

+ сюь dx 1 . х — 1 I I »  2 , „in—— | = —1п2
+  х — 2 3 х +  2 12

б- м и с о л. Ушбу

/  =
+ 00

- S* 4 1
х4+  1

dx

интегрални х.исобланг.
Аввало бу интегрални куйидагича ёзамиз:

сунгра t — x — 1 алмаштиришни бажарамиз. Натижада

+ 00

—  оо

булиши келиб чицади.
7- м и с о л. Ушбу

+ 00

5i

arctg х dx

интегрални хисобланг. Бу интегрални булаклаб интеграл- 
лаш формуласидан фойдаланиб топамиз. Берилган инте- 
гралда

152



u =  arctg х,

Ц .деиилса, у х,олда

du-

dv =  - - d x
X*

1 А  1-----dx, v = ------
х2 +  1 X

'булиб, куйидагига эга буламиз:
+ <*>

arctg х arctg х j +
jr2 •

+ оо
I + 00 Г J  X 

1‘ J 4*? + О

+ 00
=  "- +  4 ' ]dx =

\  ( т - Р Т 7 >

=  4 + ( 1пХ- Т 1п(х2+1)) 1 Г  =

— 4-+ ,П V**+i 11 
8- м и с о л. Ушбу

/ ( * ) =

х  I + 00 л , 1 л . In 2
I -  4 ' |П V2 1 '• 2

( e s ^ x - C  -Ь о о )

чизик, х,амда Ох  уки билан чегараланган шаклнинг юзини 
топинг. Бундай шаклнинг юзи

+ °° + 00
S =  ( f ( x ) d x =  [

J J X In"

булади. Интегрални кисоблаймиз:
+ оо

dx
.+ 00

 ̂ In 1 п х ) = 1п * j =

Цемак,

S =  2 ‘

9- м и с о л. Ушбу

0 <
+ оо

х '  +  х + 1
d)с <0 ,1
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Равшапки, тенггизликни исботланг.

[10, +  оо ) да 0 < х2 ^  х2 1
х4 +  х+1 <  хА х2

булади. Кейинги тенгсизликни интеграллаб топамиз:

0 < S x'dx
х4 -|- х -f-1

+ оо 
Г dx
3 л-2ю

Агар
+ ОО

Г dx
\  о =J Jf2 ю

1 I + * 
X I 10 =  0,1

булишини эътиборга олсак, унда

+  оо

0 <  ( - x t i -  —< 0 ,1  
J х  ̂+ х+1

тенгсизликка келамиз.

Мисол ва масал ал ар

К,уйидаги

+  оо

хосмас интегралларни х,исобланг:

+ оо
21. [ ( Ч ^ Н ------ — 2 - W

~ . Г sin х —  х cos х  .24. \ „ dx
3 \  JC2— 1 (х+1 )2/ J *20

4- оо + оо
22. [ dx . 25. [ e-*xdx.

j А * +  V* ) J0

23.
+  оо

S
—  оо

dx
х 2 +  2 х  +  2  '

+ оо
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J
о

- \- 00
28. J

О

+ 00
29. \

О

+ 00
30. [

dx 31.
+ 00 

( -

ex+ xjex
J0

x2+12 о r,dx. 32.
■f °o r
) {

(X2+1 f 0 1

x'{)- e ~ xdx. 33.
+ °o

s •
In X ,

о ̂ Х. 34.

0
+ 00

5 ‘
\+ x 2 0

~ dx.

arctg x
о dx.

Куйидаги функция графиклари ва абсциссалар ук.и 
Вилан чегараланган шаклларнинг юзини топинг:

35. /(*) =
1+х2

38. f(x) =  x4e х, 0 < . r < + o o .

39. f(x) =
U2 + * + l )3' 

I

0 0 .

40. f{x) =
i + * s

Куйидаги тенгсизликларни исботланг:

+  °o

41. 0,25 < *6+ i  
x" +  l

dx<.  0,35.

42.
+■ 00

0
-f 00

cos 4x 
x2 + 4

dx

43. 0 <  \ ^  , 4 -xr’ + x2+l
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44. 0 <
— X+ t»

2

е

7 +  Ю
d x < 0 ,01 .

45. 0 <
+ 00$ю (.'г <е __I__

5 - 2 1 0 2 '

3-§. ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛ АРНИ Н Г  
ЯК.ИНЛАШ УВЧИЛИГИ Х.АК.ИДА ТЕОРЕМАЛАР. 

И Н Т Е ГР А Л Н И Н Г АБСОЛЮТ ЯК.И НЛ АШУВЧ ИЛ И ГИ

f(x)  функция [а, +  оо) ораликда берилган булиб, 
ихтиёрий лс£[а, +  оо ) да f ( x ) ^ . О булсин.

1 -  т е о р е м а .  f (x)  функция хосмас интеграли
+  оо

 ̂ f (x)dx  нинг якинлашувчи булиши учун, -|- оо )
а

t

да F ( t ) =  ^ f ( x ) d x ^  С (С = const) булиши зарур ва
а

етарли.

2 -  т е о р е м а .  f (x)  ва g ( x )  функциялар [а, +  ° ° )  да
берилган булиб, V x g [a , -|- оо)  да .

0 < f ( x ) ^ : g ( x )
+  оо

булсин. У холда  ̂ g ( x ) d x  якинлашувчи булса,

+ » +СО
} f ( x) dx  хам якинлашувчи булади; lj f (x ) dx  узокла-
“ а

4- оо

шувчи булса,  ̂ g ( x ) d x  хам узоклашувчи булади.

3 - т е о р е м а .  f (x)  ва g ( x )  функциялар \а, +  оо) да 

f ( x ) ^ 0 ,  g ( x ) ^ 0  булиб,

lim f(x) = k  ( 0 < A <  +  oo)+ oo e(x) v = .. 1 >
4- oo

булсин. Агар Ar< +  °°  ва  ̂ g ( x ) d x  интеграл якинла-
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+  оо

<увчи булса,  ̂ f (x)dx  интеграл \а м  якинлашувчи була-
а

+  оо

и. Агар k^>0  ва  ̂ g(x)dx  интеграл узоцлашувчи

+ оо
улса,  ̂ g ( x ) d x  интеграл хам узоклашувчи булади.

а
Демак, агар 0 < f e < ;  +  оо булса, юкоридаги интеграл- 

ар бир вактда я^инлашади  ёки узо^лашади.

4 -т е о р е м  а. Агар х нинг етарли катта кийматларида 
х > х 0 > а )

I M  = JT
улса, у х,олда V x > . t o  учун ф ( д с _ Х С <  +  оо ва а >

+  оо

Ь>/булганда  ̂ f (x ) dx  интеграл як,инлашувчи, ц>(х)

~Ь оо

ва а ^ /  булганда  ̂ f (x ) dx  интеграл узоцла-
а

аувчи булади.

5- т е о р е м а. Агар х->- +  оо да f (x)  функция — га 

мсбатан а{а> 0 )  тартибли чексиз кичик булса, у х,олдаf-oo
j  f (x)dx  интеграл а > 1  булганда якинлашувчи,

1 булганда эса узоклашувчи булади.
с f(x) функция [а, +  оо) ораликда берилган булсин.

6 -  т е о р е м а  (К о ш и  т е о р е м а  си.) К,уйидаги
+ оо

5 f (x ) dx

а

|(осмас интегралнинг якинлашувчи булиши учун, V e >  
> 0  сон олинганда х,ам, шундай t o ( t o>a)  сон топилиб, 

t" > # о  булган ихтиёрий t', t" лар учун
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\ F ( t " ) - F ( t ' ) \  = \ f ( x ) d x — \ f (x ) dx
a

J f (x ) dx <  e

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
4- оо

7 - т е о р е м а. Агар jj \ f (x) \dx  интеграл яцинлашув-

+ оо
чи булса, у х.олда  ̂ f (x ) dx  интеграл хам якинлашувчи

а

б^лади.
+  °о

3- т а ъ р и ф. Агар  jj \ f(x)\dx интеграл яцинлашув-

+ оо
чи булса, у х;олда  ̂ f(x)dx абсолют яцинлашувчи ин

теграл дейилади, f(x) функция эса [а, +  оо) да абсолю7 
интегралланувчи функция дейилади.

+ 00
4 - т а ъ р и ф .  Агар   ̂ f(x)dx интеграл яцинлашувчи

а

-j- оо

булиб,   ̂ \ f(x)\dx интеграл узоцлашувчи булса, у х;олдс
а

+  оо

f(x)dx шартли яцинлашувчи интеграл дейилади.

8 - т е о р е м а  ( Д и р и х л е  а л о м а т и ) .  f(x)  ва g(x  
функциялар [а, +  о ° ) ораликда берилган булиб, улар 
куйидагн шартларни бажарсин:

1) / ( х) функция [а, + о о )  да узлуксиз ва унинг ujj 
ораликдаги бошланкич F(x \F '( x )  =  f(x)) ф ункцияо  
чегараланган,

2) g ( x )  функция [а, +  оо)  да g' (x)  хосилага эга в; 
у узлуксиз функция,

3) g ( x )  функция [а, +  оо) да камаювчи,
4) lim  g(x)=- 0 .

X —► -j- оо
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У колда
+  °о

\ f ( x ) g ( x ) d x
а •

гграл якинлашувчи булади.

10- м и с о л. Ушбу
+ 00
1 1 • 1 А\ „sin ах
} х2 X
2 
л

Гинтегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Бу интеграл 
учуй

/
F ( t )=  \ '„sin -d x  =  cos 'J x 2 x t

2 
л

булиб, V t£  | +  oo ^ да

F(/) =  c o s y ^  1

булади. Унда 1 - теоремага кура берилган интеграл 
якинлашувчи булади.

11- м и с о л. Ушбу
+  оо

S e ~ x' d xо

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Равшанки, 
V x ^  1 учуй

булади. Унда
4- оо

нинг якинлашувчи булишини эътиборга олиб, 2- теоремага 
биноан
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+ 00
 ̂ e~^dx*
i

нинг х.ам якинлашувчи эканини топамиз. Равшанки,
+ ОО I + °“

 ̂ е ‘2d x =  \ е ~ г^ х  +  5 е X‘dx- 
о а I

Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи.

12- м и с о л .  Ушбу
4  00

Г dx
J ^ 4 x~ + \n x
I

интегрални якинлашувчиликка текширинг. Бу хосмас 
интеграл билан бирга

4  оо

I Лг

интегрални караймиз. Кейинги интегралнинг узоклашувчи 
экани равшан.

Энди

Inn
1 * 1 “

1
фх+  In .V 

I
V*

=  lim
X  *■ I ОО

v*
1м x

=  I i m
1
2

булишини эътиборга олиб, 3- теоремадан фойдаланиб, 
берилган хосмас интегралнинг узоклашувчи эканини 
топамиз.

13- м и с о л. Ушбу

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Интеграл 
остидаги функция учун

1 I
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булиб, X-у-  -)- ОО да у 0^ 1г~ у Я ьн И

=  0
-, / 2 Iх  Д /х 4 -х

булади. 5- теоремага кура берилган интеграл якинлашувчи 
б^лади.

14-м и е о л. Ушбу

dx ( а > 0 )

хосмас интегралнииг якинлашувчилигини исботланг. 
Интеграл остидаги функцияни куйидагича ёзамиз:

sin X . 1 г/ .„ =  Sin JT- =f ( x) - g{ x) .
X X

Бу ерда

/(A')=Sin,T, g ( x ) =  '
*

Бу l(x) rta g(x)  функциялар 8 - теореманинг (Дирихле 
аломаги) барча шартларини каноатлантиради:

1) f(x) =  sin х функция 11, +  оо ) ораликда узлуксиз ва 
бошлангич функция F(x) = —cos х чегараланган,

2 ) g(-<)= !л функция [1, + о о )  да д' ( х) = — *
-с х1

хосилага эга ва у узлуксиз,

J) g(x) =  “ ( а > 0 )  функция [I, -f- оо ) ораликда ка- 

м а к) в ч и,
4) lim g{x) =  Пт ‘ 0.

г — +  " У  .t +  оо X х

Демак, 8- теоремага кура берилган хосмас интеграл 
якинлашувч и.

IБ- м и с о л. Ушбу
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хосмас интегралнинг шартли як,инлашувчилигини курса- 
тинг. Бу интегралнинг як.инлашувчилиги юк,орида келги- 
рилган 14- мисолдан келиб чикади.

Энди
+ «>

J | - Пх * | ^ =  \ dx.

интегрални цараймиз. Равшанки,
I • 1 - ^ - 2  1 — COS 2х\ sm х\ Дг sin х — —  -----.

Унда ихтиёрий /Д>1 учун

(31

Ма ьлу мки,

} no J
Г dx -  \i d\ 1 i m  ̂ ' " ' ' '  d x =  ^
J т ,J -V 1 ■ I oo .) * J

dx.

Агар
I

Sdx ни и г узок,лашувчил и гимн, cos 2х dx ни и г

эса якинлашувчилигини эьтиборга олсак, унда (3) т е ш -

ликд
. . .  Г I sin х I ,ia *- -(- оо да лимитна утиб, \ | \dx хосмас

интегралнинг узоклашувчилигини топамиз.
Демак, каралаётган интеграл шартли якинлашувчи.
16- м и с о л. Ушбу

+ °°

1+х-
dx

интегралнинг абсолют якинлашувчилигини курсатинг.
Интеграл остидаги функция учун ихтиёрий х£|1,  +  оо )

да
I sin х \  1
1 i -  , ..и1 +JT

булади. Равшанки,

т
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, dx
!+*•

якинлашувчи ингегралдир. Унда 1-теоремага биноан
+ ооJ I Sin X I ,I dx

i + S

интеграл х.ам якинлашувчи булади. 7 - теоремадан эса

sin X ., dx
l + x -

нинг якинлашувчилиги келиб чикади. Демак, берилган 
интеграл абсолют якинлашувчи.

Мисол ва масалалар

Куйидаги интегралларни якинлашувчилигини исбот- 
ланг:

+  оо 2 +  00 
Г

46. [ -  -  dx. 5 1 .

J
0

х4- х г +1 J
е

+  оо +  оо

47. \ 5 2 . \
)
0

1 + 2  у *  + х 2 J
0

+  оо оо

48. 5 sin2x ,2 dx. 5 3 . S
0 0

+  оо +  оо

49. [ ' — dx. 54. \
J
0

1 + T 4 J
0

+  оо +  о °

5 0 . с dx
5 5 . \J

е
x2ln X J

0

dx
х -In'3*

In х

хл]х2-  1
dx.

dx
л/ j  + x

arctg 2х 
х х[х

dx.

1п(1 + х - \ - х ф  )

I
dx.

Куйидаги интегралларнинг шартли якинлашувчилиги
ни исботланг:

+  оо

56.  ̂ sin x2dx.
о

57.
+ оо

J
I

x~sin х ,—----- ах.
х3+ 1
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58.
4 00 

$

sin In X ,
— -r  — dx.  xjx

6 2 .

+ 00 

s
0 2

59.
4- 00

i cos x , dx.
•\/X +  In X

6 3 .

+ oo

5
00

6 0 .

4  oo 

[
■Jx CO S X ,

■ ™ ax. 6 4 .

+ oo

J
0

x+ 100 J
1

+ oo 

[
c°sV- d x

4 oo

61. 6 5 .
г
)
1J

2
Дjx +  1 n X

■ ^x -f- I sin X 

In  X
dx.

V*
dx.

CO S X

„2 /3

Куйидаги интегралларнинг абсолют якинлашувчилиги- 
ни исбогланг:

■j oo 4 oo /  1 \

66. $
sin x , d x

x"
69. S l4 l +  „

jsin x  d x

1
4 oo

67.
4 °°
f\

cos(l f  - 2x ) dx . 70.
i

1 +  X .
S I IUd

1 d x .
j \ X  —  In Jf)1’ 1

X

68.
i 1
r
\
j

cns( 1 + 2 x )  

( \  X - 111 Л )'
d x 71.

) oo
f
\
J

sin(x 4 x2) 
X yix

d x .

К,уйид;п и и Mid ра.лл а рни абсолют па шартли як.инла- 
ш у в ч и л и к к а те к 111 и р и н г.

■+ oo r
72. Г sin x < * >  0 ) .

75. 5
J xa 0

73. (
J

Sltl( 1
nA
II A') . .sin x ax.:

76. 5
u

1 4 00 c

74.
Vю
\j ('lx -

COS X dx 
-cos(ln*))“

11. \
2

>и{ * а 'х) dx.

jfsin x2dx.

sinx dx

^ a r c t g  ^ — arc tg  -T, ^

f(x) функция ( — oo, - (-oo ) ораликда борилгам булиб, 
бу орал и кии нс метал ran | / ', /| ( — °о <  /' <  / <  +  00 ) кж '_ 
мида интс'гралланувчи булсин:

I
F(V, t ) =   ̂f (x)dx.

sin sin X
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5- т а ъ р и ф . Лгар V =  — / б£)либ, t —► +  оо да F ( t \ t )  =
t J 1 ‘ '

~ ^ f ( x ) d x  функциянинг лимиты мавжуд ва чекли булса,
V

-\ оо

у х,олда  ̂ f (x)dx хосмас интеграл бпш /уиймат маъноси-
— оо

да якинлашувчи дейилиб,
I

lim \ f(x)dx
t 4- оо ^

ь ОО
лимит аса  ̂ f(x)dx хосмас интегралнинг бюш к,иймати

дейилади.
+ °°

 ̂ f (x)dx хосмас интегралнинг бош к,иймати

t оо

V.P.  ̂ f(x)dx 

каби белгиланади. Демак,
4- со

V.P.  ̂ f ( x )d x=  lim [ f(x)dx
-  I -  l .43 J

“  t

T  uo

 ̂ f (x)dx  хосмас интеграл якинлашувчи булса, у бош 

киймат маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок
4- оо

 ̂ f{x)dx хосмас инте['ралнинг бош киймаг маъносида
—  оо

якинлашувчи булишидан унинг якинлашувчи булиши хар 
доим хам келиб чикавермайди. Масалан, ушбу

+ оо
 ̂ sin х dx

—  оо

хосмас интеграл бош киймат маъносида якинлашувчи:
I

V / > 0 учун  ̂ s i n x d x « 0  ва, демак,
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lim [ sin x d ;c =  0.
t —► -f- CO

Бирок.  ̂ sin xdx  интеграл якинлашувчи sэмас.

17- м и с о л. Куйидаги
+ 00

V.P. \ -1 + X2 dx 
J 1 4-х

интегрални топинг. 
Таърифга кура

+ °°
V Р. ( t+JCt/jc= lim 1 dx

J \ -\~ X  / -*■ -j- oo J I-}"*

С 1 I
булади. Энди \ 2dx  ни дисоблаймиз:

J 1 -\~ X

i i (t̂ + s dx , 

l + x 2

I , ! -j- Г
+  2 S T 7 >  ’ =  a rctg t -  a rctg( -  / ) +  ~hn , + /2 •

Унда

lim
I -*■ 4 °° l+x-- 1

булади. Демак,

( —  xnd x =  lim (arctg t — a rc tg (— t)) =  n
J 1 4- X T  I -* + OO

V.P. I I A' dx =  a.
14- У

К,уйидаги интегралларни тонинг:
4 оо 1 ■

78. V.P.  ̂ xdx. 80. V.P. } arctg xdx.
— OO 
+ OO + OO

79. V.P. cos xdx. 81. V.P. ^ dx.
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4-§. ЧЕГАРАЛАНМАГАН Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  ХОСМАС 
ИНТЕГРАЛЛАРИ ВА УЛ АР НИ НГ  

Я КИ Н Л А Ш У В Ч И Л И Г И  ТУ ШУНЧАЛАРИ

/(х) функция [а, Ь) ярим ингсрвалда берилган булиб, 
b шу функциянинг махсус нуктаси булсин. Бу функция 
[а, Ь) ярим интервалнинг исталган [а, /] ( a < . t < b )  к.ис- 
мида интегралланувчи, яъпи ихтиёрий t ( a < l < i b )  учуй 
ушбу '

P{t )=  J f{x)dx
а

интеграл мавжуд булсин.
Агар 0 да F(t) функциянинг лимити

lim F(t)
t  Ь -  -  О

мавжуд булса, бу лимит /(х) функциянинг [а, Ь) буйича 
хосмас интеграли дейилади ва

каби белгилапади:
ь

5 f(x)dx
а

lim F(t) =  Пт 
I —• б-о / -ь

ь
\ f(x)dx
а

(*)

6 -т а ъ р н ф. Агар i b  — 0 da F(t) функциянинг 
лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (?) хосмас интеграл 
яцинлашувчи дейилади. /(х ) эса [«, Ь) ва интегралланувчи 
функция дейилади.

Агар t^>-b — 0 да F(t) функциянинг лимити чеке из бйлса 
ёки лимит мавжуд булмаса, (*) хосмас интеграл 
узоцлашувчи дейилади.

Худди юкоридагидек, а пукта /(х) функциянинг махсус 
нуктаси булганда (а, Ь\ оралик буйича хосмас интеграл, 
а ва Ь нукталар функциянинг махсус нукталари булганда 
(а, Ь) оралик буйича хосмас интеграл таърифланади:

ь h
\ f ( x )dx=  lim \ f (x)dx
- I

b Г
x =  lim \ f(x)dx.

i - u 4 () J v-*ь o'
18- м и с о л .  Ушбу

fl
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хосмас интегралнинг як,инлашувчилигини аникланг ва 
кийматини топинг.

Таърифга кура
1 I

5
dx

V*
lim [
t-*- +o Jt

булиб,
i

F ( t ) = \1fx =2{l  +
i

булишидан эса
lim F{t)=  lim 2(1 — ) =  2

келиб чикади. Демак, берилган хосмас интеграл якинла- 
шувчи ва

I

о

19- м и с о л. Ушбу

S d x

\jx{ I — х )

хосмас интегралнинг як,инлашувчилигини 
кийматини топинг.

Таърифга кура
I

dx
\fxi 1 — 0 lim f

/ -*- + о Jv -- 1 -0 l

dx
i -  Д

аникланг ва

булади. Агар

( dx =  arcsin(2jt — I )| =
3 ф ( \ - х )  ' !/
(

=  arcsin(2u — 1)— arc.sin(2/ — 1)

ва

iim [arcsin(2u — 1) — arcsin(2/— 1)] =  -  +  -̂ =  л:
/-»- +0 z z
и —► 1 — о
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булишини эътиборга олсак, унда берилган хосмас интег- 
ралнинг якинлашувчилигини хамда

I
(• dx  ___
J лЩЛ —х) П

эканини топамиз.
20- м и с о л. Ушбу

/ . = S dx

(x — a f  ’

ь

а

dx
(b — x f

(a >  0)

хосмас интегралларни якинлашувчиликка текширинг.
Хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб куйидаги- 

ларни топамиз:

/ , = S dx

(х — а)а
dx

( x - a f
iim

1->-а +  0

( х -д ) ' - а
1 —а

ъ

i

=  Iim - - 1— [(Ь — а)' ~а
I -и + 0 1 ~ а ( t  —  a ) ' - " ] ( а ф  1).

Бу лимит a <  1 булганда чекли, демак Л хосмас интеграл 
якинлашувчи, а > 1  булганда эса чексиз, 1\ хосмас 
интеграл узоклашувчи булади. a — 1 булганда

ь ь

булиб /1 интеграл узоклашувчи булади. 
Демак,

И dx
( x - a f

( a > 0 )

хосмас интеграл a <  1 булганда якинлашувчи, а ^  
^ 1  булганда узоклашувчидир.

Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки,

/2 = S dx

(b - x f
(a > 0 )

хосмас интеграл a <  1 булганда якинлашувчи,
^ 1  булганда узоклашувчи булади.
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21 - м и с о л. Ушбу

dx

1 У(7-1)2

хосмас интеграл якинлашувчи булишини исботланг на 
киймагини топинг.

Рашпанки, бу интеграл 2 0 - мисолга кура ^ а =  ^  

якинлашувчи. Энди унинг кийматини топамиз:

Iг.
f

I
dx  f

2
dx . Г dx

\  : / =  1 . . , Д ;i
M ( x ~ l ) 2 1 V ( - r - l ) 2

dx
=  l im  (  a .

t/дг ..=  11 rri (3  д/л: —
f -  1 f

t - 1 0 J / 
1 \

. •» f ► 1u  — I r 0

= 3 lim ( — 1 -  V — ^ ) =  3 \/2 ,

dx =  lim f
' M i x - I f

dx =  lim (3 Д  — 1 )|" =
/ ► I -f 0

=  3 lim ( д / 2 —  I — \ / l  — I ) =  3.

r y (J. ■x — \f
t :t

t * l f «

Дема к,

i :s , ,A ... -M V2 I- I )■j ' / i \'(x I)

Мисол ва масалалар

Куйидаги хосмас иитегралларнипг якинлашунчилигипи 
курсатинг на киймагини топинг:

82.

83.

I
Г dx

J Vх '

dx

У 1 -  х2

84.

85.

 ̂In xilx.
О

S,
! 70



87.

88.

86.
1/2
Г dx

J x\n2x0
I
f dx
j 7 2 - 7 ) 7 i - * 'о
:i , 
f x2dx

} V>

I

89. С arcsin х

о V l - A 2

90.
3
f х dx

2 V a 2 — 4

91. $ ,  -
2 л1(4-х)'

Куйидаги хосмас интегралларнинг узомашувчи экани- 
ни исбогланг:

92.
2

H * - 96.

1
2
f dx

— 1 J X  In X
2 0

93. f dx 

J ( x - \ ) 2 ' 97. i .0 J x ' - 5 x ‘
Л. 0
2 t*

94. jj ctg x d x .
0

98. ( r  ■J £?* — I0
2

95. Л г rfx
J 1 ■_2

99. f dx
\ e ^T-

5- §. Я К И Н Л А Ш У В Ч И  ХОСМАС 
ИНТЕГ Р А Л Л А Р Н И Н Г  ХОССАЛАР И.  

АСОСИЙ Ф О Р М У Л А Л А Р

Ь
дл') ва g{x) функциялар | а, Ь) да берилган булиб, 

нукта шу функцияларнинг махсус нукдаси булсин.
'h h

1°. Агар хосмае интеграллар
а а

якинлашувчи булса, у холда

$[<*•/(*) +

хосмас интеграл хам якинлашувчи булиб,
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b ь b
\j {a - f ( x )±$-g{x ) )dx  =  a\ i f (x)dx±\!>\g{x)dx
a a n

булади, бу ерда a, p — узгармас сонлар.
ь

2°. Агар Vx£[a, b) учун f ( x ) ^ g ( x )  булиб,
a

b

ва ^g(x )dx интеграллар якинлашувчи булса, у холда
а

Ь Ь

\ f { x ) d x ^  \ g{x)dx
a а

булади.
3°. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  /(х) функ

ция [а, Ь) ораликда узлуксиз булиб, F(x) эса унинг шу 
ораликдаги бошлангич функцияси булсин (F'(x) =  f(x)). 
Унда

ь
^f(x)dx =  F(x)\^-Q =  F ( b - O ) - F ( a )  (4)
a

булади. (Одатда (4) Ньютон-Лейбниц формуласи дейила- 
ди). Бу ерда

F(b — 0 ) =  lim F(t)
1 —  6 - 0

4°. У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а с и .  
f(x) функция [а, Ь) да узлуксиз, <р(/) функция эса [а, 0) да 
узлуксиз дифференциалланувчи функция булиб,

а =  ф ( а Х ф ( / ) <  П т  ф(t) =  b
t ^ b -П

булса, у холда
ь Р
^ f ( x ) d x =  ^/(q(/))(p'(/)rf/
a a

булади.
5°. Б у л а к л а б и н т е г р а л л а ш  ф о р м у л а с и .  Агар 

и =  и(х) ва v =  v(x) функциялар [а, Ь) да узлуксиз
дифференциалланувчи булиб, lim (u-v)  мавжуд булса,

I — ь — о
у холда 
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b b

^udv — u - v \ ba— ^vdu
a a

булади. Бу ерда
u - v \ ba— lim u(t)v(t)— u(a)v(a).

22- м и с о л. Ушбу
2
f dx
J x лДп x 
I '

интегрални дисобланг. Равшанки,

x W x

функциянинг (1, 2] ораликдаги бошлангич функцияси 
F(x) =  2 • д/ln х

булади. Ньютон — Лейбниц формуласидан фойдаланиб,
топамиз:

2

[- - i -  = ( 2  \1\п х )\2 = 2  In 2 —2 lim J \ n t = 2 \ n 2 .
J X  -y in X  V I 1 — 0 ( — 1 - 0
]
23- м и с о л. Ушбу

о V'

x''dx

4 — X е

интегрални дисобланг. Бу интегралда $?згарувчини алмаш- 
гирамиз: x =  2s i n / .  Бунда х6|0,  2) булганда /£ 0,

булиб, dx =  2 cos tdt булади. Натижада берилган интег рал 
куйидагича ёзилади:

х dx
=  8 •Л

cos /
Г sin’ г -cos/
J оI V i —Jf*

Кейинги интегрални дисоблаймиз:

di =  8  ̂ sinAtdt
о

г г . 1 , |» 2
 ̂ sin3/d/ =   ̂(1 — c.os2/)d(cos / J =  {cos / — 3 cos' /)| , =  ;Г
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Демак,
•)s x:idx 

^4  — x1
16 
3 '

24- м и с о л. Ушбу
I
Г In x .
) ф “х(»

интегрални хисобланг. Булаклаб интеграллаш формуласи- 
дам фойдаланиб топамиз. Берилган интегралда

и =  \п х, d v ^ ^ n i x
л/х

дейилса, у холда

du =  --dx, v =  2xj2 

булиб, куйидагига эга буламиз:

t 1и х dx =  2-Jx In х\ —2 [ d* -
)  y . v  v  l + o  J  ^0 0

=  — 21im ^ J x \n x  — 4 д / х | |+,0= —4.
/ -  +o

Мисол ва масалалар
Куйидаги хосмас интегралларни хисобланг:

100.

101.

Г Г -0
104. f u ’ "  dx.

о л[(х— l)2

Г dx

] V*v*‘
105. j ( • j r

— 1

102. \  ,
-2 V

xldx

\ —х

103. [ Л = 1  dx.J уз—*

dx.

106.

107.

- 0 , 2 5

ГIj хд/2лГ+Т '
- 0 , 5

\ лАё х dx.
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* 5
)no I х arcsin x .It)». \ — ------ ax.

V*—j
Ю9. d x

■\j(x— a)[x — b) (а, Ь£Г< a < b )

6-§. ХОСМАС И Н Т Е Г Р А Л Н И H Г ЯК .И НЛАШУВЧИЛИГИ ХАК.ИДА 
ГЕОРЕМАЛАР. И НТ ЕГ РАЛ Н ИНГ  АБСОЛЮТ  

ЯК.ИНЛАШУВЧИЛ ИГИ

f(x) функция \а,Ь) да берилган булиб, Ь шу функция- 
нинг махсус нуцтаси булсин.

9- т е о р е м а. [а,в) да манфий булмаган f (x)  функция-Ь '
нинг \ f (x)dx  хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши

учун Vt £ ( a ,  Ь) да
t

F(t )  =  ^ f ( x ) d x ^ C  (C  =  const) 

булиши зарур ва етарли.
1 0 - т е о р е м  a. f (x)  ва g( x )  функциялар \а,Ь) да 

берилган булиб, b шу функцияларнинг махсус нуктаси 
булсин. Агар V x £ | a,b)  да

О < / ( * ) < £ ( * )

булса, у холда \^g(x)dx интегралнинг ядинлашувчили-
а

Ь Ьр р
гидан ^f (x ) dx  нинг якинлашувчилиги; \ f ( x ) d x  интег-

«  а
Ь

ралнинг узоцлашувчилигидан \)g ( x ) dx  нинг узоцлашув-

чилиги келиб чикади.
11 - т е о р е м а .  f (x)  ва g ( x )  функциялари \а,Ь) да 

аницланган, f ( x ^ 0 ,  g ( x ) ^ 0  булиб,

lim eix) = k  ( ° < k ^  +  °°)x - +  b — 0 S \ x )

булсин. Агар k<C +  °°  ва

b

b

\^g(x)dx якинлашувчи булса,
о

\f(x)dx хам якинлашувчи булади. Агар k > 0  ва



^S(x) dx  узоклашувчи булса, \j f (x)dx
а

булади.
1 2 - т е о р е м а .  Агар х нинг Ь 

кийматларида

, м -

хам узоклашувчи 

га етарли як,ин

булса, у холда ф ( л : ) ^ С < + с ю  ва а < 1  булганда
ь
^f (x ) dx  интеграл якинлашувчи, ц ( х ) ^ С > 0  ва а ^ :
а

h

1 булганда \ f (x ) dx  интеграл узоклашувчи булади.
U

1 3 - т е о р е  м а. Агар х — ̂ 6  —  0 да f (x)  функция

ь х га нисбатан а  ( а > 0 )  тартибли чексиз катта булса,
ь

у х,олда ) f (x ) dx  интеграл а <  I булганда якинлашувчи,

I булганда эса узоклашувчи булади.
1 4 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и). Куйидаги

\ t ( x ) d x

хосмас интегралнинг (6  — махсус нукта) якинлашувчи 
булиши учун, Vp > 0  сон олинганда хам, шундай 
>  0 топилиб, Ь — 6 <  t ' <  Ь, Ь — 6 < Г < 6  тенгсизл икларни 
каноатлантирувчи ихтиёрий t' ва t" лар учун

\ F ( t ' ) —F(t ' ) \  =
1 I
 ̂ f ( x ) d x —  ̂f (x)dx

5 f (x ) dx
v г

< г

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
15- т е о р е м а  ( Д и р и х л е  а л о м а г и ). f (x)  ва 

g( x )  функциялар |а,Ь) да берилган булиб, улар куйидаги  
шартларни бажарсин:

1) f (x)  функция \а,Ь) да узлуксиз ва унинг шу 
ораликдаги бошланкич F(x)  ( F ' ( x ) ^ f ( x ) )  функцияси 
чегараланган,
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2) g ( x )  функция fа,Ь) да g ' ( х )  досилага эга ва 
злуксиз функция,
3) g ( x)  функция [а,Ь) да камаювчи,
4) lim g ( x ) = 0 .

х - > Ь  О

^ Н г  тол п а

\ f ( x ) g ( x )  dx
а

втеграл якинлашувчи булади.
а

1 6 -те о р о м а  . Агар jj \ f ( x )  \dx интеграл якинлашув-
ь

ь
булса, у х,олда \^f (x)dx  интеграл \а м  якинлашувчи

а
Клади.

ь
г ,7-т а ъ р и ф. Агар  J \ f(x)\dx интеграл якинлашувчи
а

ш  ь
ьбулса, у халда \^j(x)dx абсолют якинлашувчи интеграл

а
9еб аталади, Ц х )  функция эса \аф) да абсолют 
чтегралланувчи функция дейилади.

25- м и с о л. Ушбу

х arc sin х dx
J V i -**

Ьнтегралнимг якинлашунчилигини курсатинг. Агар
'

с п \ __ I т а г е  sin а- , f arc sin а , I . ,
f \ ‘ i~ \ a x ^7 \ 1Ф =  {arc sin /}2

о V 
Ва V/ G f0,1 ) да

) \ l  •’

l:( t ) =  (arc sin /)2<  л  ̂ 8

|9канлигини зьтиборга олсак, 9- теоремага кура бсрилган 
интеграл якинлашувчи булишини топами.!.
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26- м и с о л. Ушбу

Г cos х ,
\ ТД—  dx 
о V1- *

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Равшанки, 
Vjc £ [0,1) да

1cos2* ^

4, ! - х  .... [ п - х

булади. Ушбу

М

I
Г dx f dx

) / ^ - х  J (»-*)'

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини эътиборга олиб, 
!О-теоремадан фойдаланиб,

{ ; ,,,s2jf dx
Г о -

интегралнинг якинлашувчи эканини топамиз.
27- м и с о л .  Ушбу

I
Ч  dx

sin X о

хосмас интегралнинг узоклашувчилигини курсатинг.

Маълумки, VxG(0,1 ] да ех> \  булади. Демак,

]
>• 2 —’ -2sin X sin X

06(0 ,1])

Г 1Энди \ , dx  интегрални караймиз. Таьрифга кур
J sin~x

I dx =
sin X

lim
+0

1
Г
\
J

dx
s in 2*

=  lim ( — ctgjc)|] = c t g l  +  lim c t g / =  +  oo
!  »  + 0  / - ♦  t  0
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S dx
— x- хосмас интеграл узоцлашувчи ва
s in x о

I

10-теоремага биноан

— 2~ dx
sin X и

интеграл хам узоклашувчи булади.
28- м и с о л. Ушбу

I }
 ̂ д/lnx dx

о

интегрални якинлашувчиликка текширинг. Бу хосмас 
интеграл билан бирга

I

[Кинлашувчи интегрални караймиз. Равшанки,

.. лДп̂  .. 3 !--- ;---I'm |— =  hrn xjx^hvc = 0 .
- t -  + 0  1 x  —► + 0

3 ,
v x

11-теоремага кура
i
Sj __—---

\J\nx dx

интеграл хам як,инлашувчи булади.
29- м и с о л. Ушбу

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Интеграл 
остидаги функция учун
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1 I
V l - * 4 л ] ( \ - х ) ( \ + х ) ( \ + х 2)

_____________1 =  1 ____
_  VT z r* V u + * ) 0 + * 2) ( 1 - * ) 1/2 л[(1 +  хул +  х2)

булиб, jc- v 1 —0 да

___ 1 , 1 = 0 ( ___ l— A
( 1— x )l/2 ^ ( \ + x ) ( l + x 2) \ ( l - x ) l / 2 /

булади. 13- теоремага кура берилган интеграл якинла- 
шувчидир.

30- м и с о л. Ушбу

1 = sin* dx

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг, кийматини 
топинг.
Равшанки, O C a C l  б^лганда

I п
» .<1

In sin л' =  — lirn f -  - - xacos х)  =  0 
v _ 0\  a  sin х /

O y . ' l  Н  . 1 1 1  г

Г их

о
(0 <  a  <  1)

якинлашувчи булгани учуи 11-теоремага кура карала-  
ётгаи интеграл якинлашувчи булади. Энди бу интеграл- 
пинг кийматини топамиз:

/ =   ̂ In sinx dx---=  ̂ ln^2sin * • cos * )dx =  
и п

Я Я Я Я

2 2 2 2

—  ̂ ln2rfjr-|-  ̂In sin 2 ^ х +  ̂  In cos x-dx-   ̂1п2Лс =  у1п2,
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Демак,

2 4

 ̂ In sin-*dx =  2  ̂ In sin tdt, ( t = *  Y
о 0

л л

2* 2

 ̂ In c o s*dx  =  2  ̂ In s\r\td((t =  ^  — *
i) л * w “ /

л n
4 2

/ =  Л 1п2 +  2  ̂ In siritdt f  2  ̂ In s in ld t  =

=  -л -1п2 +  2  ̂ In s'intdt =  In2  4  2/.

Кейинги тенгликдан

/ с = — ; ;in 2

булиши келиб чикади.
31 - м и с о л. Ушбу

I
 ̂cos(" 1 —  1 ) * 1 dx

J V "v* ) ух

интегралнинг абсолют якинлашуичилигиин курсатинг. 
Аввало

cos 1 N !V-* 1 ух

булишини аниклаймиз. Равшапкп,

Ф
dx

хосмас интеграл якинлашувчи. Унда 10-теоремадан

I dx\ cos( - г “  1')■ !-lJ 1 V Лjx /1 Ух 1
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хосмас интеграл як,инлашувчилиги келиб чицади. Бу эса 
берилган интегралнинг абсолют як,инлашувчилигини бил- 
диради.

32- м и с о л. Ушбу

dx
Г— х

интегрални абсолют ва шартли як.инлашувчиликка текши- 
ринг.

Интеграл остидаги функцияни куйидагича ёзамиз:

5К т Ь У т - - ~ х = ^ - 2 (х )-

Бу ерда

/ (jc) =  sin ' • ' ^  g ( * ) = l  — х.
‘ - х  (1 —  jc Г

Бу f ( x ) ва g(x) функциялар 15-теореманинг (Дирихле 
аломати) барча шартларини цаноатлантиради.

1) f(x) —   ----- s i n   функция [0,1) да узлуксиз
"  (1— х)1 1~ х

ва унинг бошлангич функцияси F ( x ) = — cos—' - -  чега- 

раланган,
2) g ( x ) = l — х функция [0,1) да g ' ( x ) =  — 1 хосилага 

эга ва у узлуксиз функция;
3) g ( x ) =  1 — х функция [0,1) да камаювчи,
4) lim g(х ) =  lim ( 1— х) =  0.

х  -  1 - О Х-+1 О

Демак, 15-теоремага кура берилган хосмас интеграл 
якинлашувчи.

Равшанки,

. 1 sm ,I — х sin2 (5)

Энди
I
t 1---- sin2- - 1 dx
J  I — x  1 —  X
о

интегралнинг узоцлашувчи булишини курсатамиз.
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IГК УН

Лхтиёрий 6 > 0  сонни олайлик. Агар е =  , /' ва /"

сифатида 1—б с Г С  1, 1 — 6 < / " <  I тенгсизликларни 
ноатлантирувчи

/ '  =  1 ------ 1 , t "  =  1 —
п л 2л л

■ар олинса, у холда

' 11 2rm
■ Г - 2 1 dx Г . 2 1 d x
1 \ Slrl 1 • - = \ Sln , —L| J l - -X \ — X J 1 — X 1 — X

Г 1 г , 1ЛЛ
2пл п 2/jji 2пл

\ sin2t d t =  1 [ — cos2<
J t 2rm 2nn J 2пя п Я ЯЯ

I л п __ 1
2/1.1 ' 2 = Т =  Е

б^лади. Бу эса, Коши теоремасига мувофик,,
I
( . 1 -s in2 1 rfx
J 1 —  X I —  X
о

интегралнинг узокдашувчилигини билдиради.
Юкоридаги (5) муносабатдан ва 10-теоремадан фойда- 

ланиб,
I

о

интегралнинг узоклашувчи булишини топамиз. 
Демак,

Г 1 • I ,\ , - s in  - —dxJ 1 — X 1 —л:
О

хосмас интеграл шартли якинлашувчи экан.



Мисол ва масалалар
Куйидаги интегралларни якинлашувчилигини исбот- 

ланг:

Куйидаги интегралларнинг узок,лашувчилигини ис- 
ботланг:

120.

121.

122.

2
f dx
\ , .J Inx
1
2
Г (х — 2)dx 
J х3 — 2х2 +  4 '

f x2dx

} V(T

123.
I
f dx
J ex— cosx 0

124.
.4$sin*9

X
dx.

125. f In sin*
j  x y/sinx 
о

dx.

Куйидаги хосмас интегралларни як.инлашувчиликка 
текширинг:

126. [ 1 сР хх1х .
J  X л1х
о

129. [ arctg(x~ l)dx.
J х — -dx 
0
I

127. f dx 130. Г dx.

)  1 - х 3 ' J I n ( l + X ) ‘
0 — 1

128.  ̂x 2\ n 2̂ d x . 131. ( ,  л  .
J ~ 1 „ „

о о \ j x (e x— е х)
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arc sin(x2-f-jt3)
xln~( 1 + x )

dx. 134. f —1 -cos
J x.dx

\[x — I

V*
dx.

e2 +  x2 —eC0SJt dx. 135. S*. dx
л/х-\- arctgx '

Куйидаги хосмас интегралларни абсолют яцинла- 
шувчиликка тскширинг:

г- SО
°- о; s-s

. I ,тг— sin dx. 
x2+ l  *

1пх dx.
о

0.5

I
139. [ х sin—dx.

J e* _  [ X 0

140. [ - - n~ d x .
J XT0
. . Isin -t:

138. \ (  i * , T C0S \ dx■ 141. ( ----- ------dx.
i K l ~ xJ  J <V* ~*)a

Фараз килайлик, f(x)  функция (a, c — тр] ва [с +  тр, b ) 
(r)i>0, г]2> 0 )  оралицларда интегралланувчи булиб, 
с нукда функциянинг махсус нуктаси булсин:

Маълумки, rii—>-0, г]г-i►О да ушбу
" ~ Г11 Ь

/7(Л|Д)2) =  5 l (x )d x +  5 f(x)dx
а с+Ч2

функциянинг лимити [(х) функциянинг (а, Ь) даги хосмас 
интеграли дейилади ва куйидагича белгиланади:

ь
limo /r(iih-ii2) =  \) f (x)dx  (6)

Агар /*( л ь Л 2̂  функциянинг лимити чекли булса, 
(4) хосмас интеграл як,инлашувчи, акс холда интеграл 
узок.лашувчи дейилади.

8- т а ъ р и ф. Лгар  тр =  П2=  г) ва р —>-0 да
с- Я b

Ро(Ц,Ч-)=  ̂ f (x )dx +  J) f(x)dx
а с +  т]

функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, у холда

J f(x)dx хосмас интеграл бош циймат маъносида якрнла-

шувчи дейилиб,
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lim /■'(,( п,»|)-Л-̂ 0

лимит эса ^ f(x)dx хосмас интегралнинг бош цийматн
а

дейилади. Уна
ь

V.P . \ f ( x )dx

каби белгиланади:

Р Г  с —  Г] v

V.P. (/(*)</* =  lim J f ( x )d x+  J / (х )dx
а П *  °  L и c - f  т]

^ f(x)dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у 6oui
а

киймат маъносида хам якинлашуичи булади. Бирок,
ь
\ f ( x )dx  хосмас интегралнинг бош киймат маъносида
и
якинлашувчи булишидан унинг якинлашувчи булиши хар 
доим келиб чикавермайди. Масалан, ушбу

хосмас интеграл бош киймат маъносида якинлашувчи:

/  ч ' \
V.Pр 5 S >+$>}

-I \  I ч /

— Iim|lnU|  I + Inu | | 1 =  0.
•T) о 'I

f dxБирок \ хосмас интеграл якинлашувчи эмас.
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в^кКуйидаги интегралларни топинг: 

V.P . ^ ~ - ( а < с < Ь ) .  144.

В ) .  V.P. ( f  .П  J xlnx
“  0 .5

145 .

V.P.  ̂xtgxdx.
о
я

2

V  р  (
' ' J 3 — Ssinjc '

о

X V /  боб

П А Р А М Е Т Р Г А  BOFJ1 ИК, И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1-§. ПА РАМЕТ РГ А BOFJ1 ИК И Н Т Е Г Р А Л  Т УШУНЧАСИ

f(x,y) функция R2 фазодаги бирор
D =  {(x,y)£R2: a ^ L x ^ b ,  y £ E c z R }

Г^пламда берилган булсин. у узгарувчининг Е тунламдан 
рлинган хар бир тайинланган кийматида f(x,y)  функция 

узгарувчиси буйича [а,Ь\ ораликда интегралланувчи, 
иъни

^f(x,y)dx

интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у узга- 
иувчининг £  тупламдан олинган кийматига боглик булади:

ь
H y ) = \ j f(x,y)dx. (I)

Одатда (1) интеграл параметрга боглик, интеграл, 
уузгарувчи эса параметр дейилади. Параметрга боглик 
ннтегралларда /(у)  функциянинг бир катор хоссалари 
(лимити, узлуксизлиги, дифференциалланувчилиги, ин- 
тегралланувчилиги ва х.к.) урганилади. Бу хоссаларни 
урганишда f(x,y) функциянинг у буйича лимити ва унга 
интилиш характера мухим роль уйнайди.
: f(x,y) функция D тупламда берилган, уц эса Е туп-
ламнинг лимит нуктаси булсин.
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1- т а ъ р и ф. Агар  V e > 0  олинганда х;ам, (Vxd[a,b] 
учун шундай)  6 =  6(е,л;)>0 топилсаки, \у — у0\ < 6  
тенгсизликни цаноатлантирувчи У у £ Е  учун

\f(x,y) — <р(*)| < е ,  х£[а,Ь]

булса, у х1олда  cp(jc) функция f{x,y) функциянинг у-^-уо 
даги лимит функцияси дейилади.

f(x,y) функция D тупламда берилган булиб, оо 
Е тупламнинг лимит нуктаси булсин.

2 -  т а ъ р и ф. Агар  V e > 0  олинганда х;ам (х£[а,Ь\ 
учун) шундай A =  A(e, jr )>0 топилсаки, | у | > А  тенгсиз
ликни цаноатлантирувчи У у £ Е  учун

\f(x,y) — (p(x) \<e

булса, у х;олда <p(jt) финкция f(x,y) функциянинг у-+  со 
даги лимит функцияси дейилади.

1 - м и с о л. Ушбу
f(x,y) =  x siny

функцияни /' = {(x,y)£R2:0 < jc<  1, y £ R }  тупламда к.а- 
райлик. У- ^ y  даги лимит функция х  эканлигини кур-

сатинг.

Агар V e > 0  га кура б =  е деб олинса, унда 
|у — у0\ =  \ у  — ~ | —§ тенгсизликни каноатлантирувчи 

V y £ R  ва V*£[0,1] учун

\f(x,y) — ф(*)1 =  I jcsinf/ — jc| =  \х\ I siny

!=  | jcI j siny — sin g I =  Ul I 2sin— 2— cos

< \ y — 2 | < p

булади. Демак, у-*- 2 да f(x,y) =  x?,\ny

лимит функцияси
cp(x) =  lirn f(x,y) =  lim xs'my — x

- 1 1  =

У ( о

функциянинг

булади.
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2- м и с о л. Ушбу

f ix,у) __Ух__
1 +У2*2

функция D =  {(x,y)£R2 1, y £ R }  тупламда берил- 
Дан булсин. у —у оо даги лимит функцияни топинг. 

ф(лг) =  0 эканлигини курсатамиз.

Агар V e > 0  га кура А =  — деб олинса, унда \у\ > Д  

тенгсизликни каноатлантирувчи V y £ R  учуй

\f(x,y) — q>(x)\ =  I УХ2 —0| <  'г  < е

булади. Демак, 0 < х ^  1 учуй у —<► оо да f(x, у) =
•= ——т, функциянинг лимит функцияси ср(х) =  0 булади. 

1 +  .(/***
х = 0 да ф(0) =  0 эканлиги равшандир.

Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида, ли
мит функция таърифидаги 6 =  е булиб, у факат е гагина
боглик, иккинчисида эса Д = - -  булиб, у берилган

> 0  билан бирга каралаётган х нуктага хам боглик 
эканлигини курамиз.

Лимит функция таърифидаги 6 > 0  нинг факат е >  
> 0  гагина боглик килиб танланиши мумкин булган хол 
мухимдир.

3 - т а ъ р и ф .  D тупламда берилган f(x,y) функция
нинг у-^-уо даги лимит функцияси ф ( х )  булсин. V b >  
> 0  олинганда хам шундай 6 =  6(e) топилсаки, 
|у — уо| <  < 6  тенгсизликни цаноатлантирувчи У у £ Е  ва 
Vx£[a,6] учун

If(x, у) — ф ( х ) |  < е

булса, f(x,y) функция уз  лимит функцияси ц>(х) га 
\аф] да текис яцинлашади дейилади.

4- т а ъ р и ф . D тупламда берилган f{x,y) функциянинг 
у-^уа даги лимит функцияси ф ( х )  булсин.

V 6 > 0  олинганда х,ам шундай во> 0 ,  хо6 [а,6] ва \у\ — 
— г/о1<б тенгсизликни цаноатлантирувчи у \ £ Е  топил
саки, ушбу
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\f(x0,!h) — ф(*)1 > 4

тенгсизлик i/ринли булса, у х;олда f(x,y) функция ф(х) га 
ног скис яцинлашади дейилади.

Юкорида келтирилган 1- мисолда f(x,y) =  xs'my функ
ция у - '  Л, да уз лимит функцияси х  га текис якинлашиши 

равшандир. 2 - мисолда эса f{x ,y)=  ] ^ Т 2 функция 

у-*- со да лимит функция <p(jr) =  0 га нотекис якинлашади. 

Хакикатан хам, V A > 0  сонни олайлик. Агар е0=  , у х

сифатнда [ г / ) |>А генгсизликни каноатлантирувчи ихтиё- 
рий у\ ни ва х0=  ' деб олсак, у холда

 ̂ I

l / ( * o - ' / i )  — ф ( * ) 1  = --------— у =  2 > s o =  з
1 + У \ 2

У\

булиб, бу 4 - таърифга кура у-+ оо  да f(x,y) = ху
1 + * У

функция уз лимит функциясига нотекис якинлашишини 
билдиради.

3- м и с о л. Ушбу

Цх.у) =

функция D =  {(x,y)£R2:0<Zx^L 1, 0 <Су<С +  сж} тупламда 
каралаётган булсин. (/->- +  °° да лимит функцияни топинг 
ва якинлашиш характерини текширинг.

lim f (x ,y )=  П т ------- ---------- —- = ---------
'  '  ’ , 7 7 /  v  \  I/ 1 | хS' -*- + “> У — + °° 1 _|_ ̂  1 _)̂ _  J  1 Т е

эканини куриш к,ийин эмас. 

\f(x,y) — <p(x)\ =

Н 1-ХЛ
f + ( , + г ) ' ] с + «')
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К ! Агар а — е1па ва х > 0  ларда 1п(1 + х ) < х  эканлигини 
тиборга олсак, у  х.олда \f(x,y) — <р(х)|

( l — е )  <  г тенгсизликни ечиб топамиз:

Агар Д =  -- ' 1 -■ десак, у холда V r > 0  га кура

21"( I -  Г )

Д =  - . . у >  А
2 . п ( , _ 4; )

иен-гсизликни каноа глантирувчи 
Vx€[0,ll учун

I / (х,//) — q(-t) |

V г/ л а р

1
1 + гг

учун

о -

ва

тенгеизлик уринли булади. Бу эса 3- таърифга кура 
берилган f(x,y) функцияни (/—►--)-со да лимит функция 
ф(х) га текие якинлашишини билдиради.

4 -м и е о л . Ушбу

f(x,y) =  sin х-

|)ункция D =  {(х,у)£ R2: х £ R, 0 < ( / <  +  00 } туиламда бе- 
)илган булсин. у-*- +  оо да лимит функцияни топинг ва 
штилиши характерини текширинг.

lim f (x ,y )=  Пгп sin ' = 0  эканини куриш
У + ОО у -f- оо У

.ийин эмас: ф(х) =  0

\1'(х,у) — ц{х)\ =  I  sin * I  <  | * I  0 = ф- у >  Ы .I у I I у I v к
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V e > 0  га кура А = UI десак, у х,олда \у \ >  Д тенг-

сизликни каноатлангирувчи Vi/ учун | sin  ̂ | <  г булади. 

Бу ерда Д =  Ы факатгина к га боглик булман х га х,ам

богликдир. А ни х га богликмас килиб олиб булмаслигини 
курсатишни укувчига канола киламиз.

Демак, каралаётган функция уз лимит функциясига
4- таърифга кура нотекис якинлашади.

Т е о р е м а .  f (x , y )  функция у —>-у» да лимит функция 
ц{х) га эга булиб, унга текис як.инлашиши учун V г >  
> 0  олинганда \а м ,  х(х£\а,Ь\)  га боглик, булмаган  
шундай б =  б( г ) >  0 томилиб, \у — i /u ! < 6 ,  \ у ' ~  Уо\<Ь  
генгсизликларни каноатлантиру вчи Чу,у'(^Е х,амда 
V x £ \ a ,b | учун

\ f ( x , y ) —f(x,y' )  \ < t
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
2- §. ПАРАМ FTP ГА BOFJ1 ИК, И Н Т Р Г Р А Л Л  АРН И Н Г Ф У Н К Ц И О Н А Л

ХОССАЛАРИ

I- т е п  р е м  a. f (x, y)  функция у  нинг Е тупламдан  
олинган х,ар бир тайин кийматида х нинг функцияси 
сифатида \а, Ь] ораликда узлуксиз булсин. Агар f(x,y)  
функция у — у„ да q (х)  лимит функция га эга б у лса ва унга 
текис якинлашса, у \олда

Ь It

( 2 )

булади.
2- т е о р е м  а. Агар f (x,y)  функция D=-{(x,y)£R~:  

:x^\a,b\, y(i\c,d\\ тупламда узлуксиз булса, у \олда

it
Ц у )  =  \ l ( x , y ) dx

функция [с, d | ораликда узлуксиз булади.
3- т е о р е м a. f(x,  у)  функция D =  {(x, у)  £ R2\xt \a,  Ь |, 

у£\с,  d |} ту пламда берилган ва у узгарувчининг |с, d\ ора- 
ликдан олинган х,ар бир тайин кийматида х у згарувчиниш  
функцияси сифатида [а, Ь \ ораликда узлуксиз булсин. Агар
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F f(x>y) функция D тупламда t 4(x,y)  хусусий хосилага эга 
булиб, у D да узлуксиз булса, у холда 1(у)  функция хам 
[c,d] ораликда 1 ( у )  хосилага эга ва ушбу

Ь
l ' ( v ) = \ f ' , j ( x , y ) d x  (3)

муносабаг уриндиднр.
4- т е о р е м a. Ai ар ](х,у)  функция 2- теорема шартла- 

рини каноатлантирса, у холда \^i(y)dy  интеграл мавжуд  

ва
и (- л
\ [ f (x , y )dx \ f ( x , y )dy (4)

муносабаг уринлидир.
/Н у /)  функция !> !( л и  R : ■. ( |«/,//■• |, ,/t jr.//|| тхплам-

да берилгаи, у узгарувчинннг | 1 оралпк.хап олинган хар 
бар T a m i i i  киймагида Цх,у) функция v Кн'арунчннинг  
функнияси с н ф и I и да |ц,/;| орлликда ннтогралланувчи 
булсин.

Л’ — а (//), .г =  [1( у ) фупкцняларпипг хал бири [ t ,г/| да 
берилгаи на V //£[<-'.Л  у ч\ и

и а(//)*^ ф y)t£.b (5)

булеап. N хп |да
Г.//:

^j(x,y)dx (1)
rKi.t

III! [ С Г [) t i . I M l> И Ж Ч ’Д. i l l  I И H<J V i I <J [) M M V I [) у  Г cl б о г ,  ! и к л  II r n
\ )ci  и ш а  и л и  [ ).

•>- i со  P с м а. / ( а ,//) функция D { ( x , y ) £ R' : х£\а,Ь\  
y(z\c,d\\ 1 у н лам да узлуксиз, гх(у).  Щу)  фу нация л ар \ c,d] да 
узлуксиз ва (5 )  шартни каноатлаширсин. У холда

!?)
U y ) — \ f (x,y)dx

Лч)

функция хам \c,d\ ораликда узлуксиз б у гади.

1 Г) - Г)И/ т



6 - т е о р е м а .  f (x,y)  функция D =  {(x,y)  £ R2 \ х £[а,Ь), 
у £  I\c,d]} тупламда узлуксиз, f'y(x,y)  хусусий хосилага эга

ва D да узлуксиз, а (у),  $(у)  функциялар а '(у),  $'(у) 
хосилаларга эга ва улар (5 )  шартни кдноатлантирсин. 
У \олда 1(у)  функция хам [c,d\ ораликда хосилага эга ва

Ну)
I(у)  =  \ fy(x, y)dx +  $'(y)f(p(y),  у)  — a' ( y ) f ( a (y ) ,  у ) ( 6 )

Ну)

муносабат уринлидир.
5- теорема шартлари бажарилган холда 1(у) функ- 

циянинг \c,d\ ораликда интегралланувчи эканлиги ке- 
либ чикади.

5-м и с о л . Ушбу
2

lim \ x 2cos<xxdx ни топинг. Интеграл остидаги f(x,а) =
»-*°о
=  x2cosax функция х G[0,2] a £/? ларда узлуксиз экани 
равшандир. Жумладан,  у D =  {(x,y)£R2: xd \ 0,2],a£[0,2]} 
тупламда узлуксиз.

1 i m / (х,а) =  I i m x2cosax =  x2,
a  —► 0 a  • 0

\f(x, a) —x2| =  |x2cosax —x2| =  Ix2(cosax — 
— f)l =  x;'| cosax— 11 = x 2\ 1 —cosax | =

=  x2|2sin2<f  I <  2x
2 | со: | I ax |   ax <  8a <  к.

V*Агар V e > 0  га кура 6 = 2^2 десак

|/(x,a) — x2| < e булади. Бу эса a->-0 да /(x, a) =  x2cosax 
функциянинг лимит функция х2 га текис яцинлашишини 
билдиради. 1-теоремадан фойдаланиб топамиз:

2 2
Г Г

lim \ x2cosax d x — \ l imx2cosaxdx =
a  0 J  J  a  —► 00 0

г
 ̂x2dx =

о
з i о

8̂
У'

6- м и с о л. Ушбу
I

ни топинг.
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IO кор идя «ел гири. 11,1 и миеолга куря интеграл ости- 
даги

Цх,П)7- , функция //--->■ ОО Д,'| лимит функция" К У
га текие якинлашалн.

1 + ■•'
До мак, 1- теорем а га кура

интеграл остида лимитга утиш мумкин. Я 1. [ 111

lim ( /  \-V- =  4 1' ,п /  ' \(1х
1 | i d  д . )\ п / /

Г dx Г е 'dx Г dir ' • и
 ̂ ; • <1 J I | (- * J ' д |■ * II II

бул ади.
7- м и е о л. У111Г)у

1 ini \ \ е 1,2 dxU ‘0 J [ГII '
ин тетра.|да лимит бедгиеини интеграл о п т а  киритиш 
мумкним и ?

Фарит килайлик, лимит бедгиеини интеграл остига 
кирт-ши мумкпп будсип. Допитали цшиапшн куллаш

'"1И-| ; т  1|,п . 0 тканнни куршн кийин амау. Ду

ма к.

\ l i r n  ' г  tlx -

У-' рати:;! I-. ни v а т и и и \ и * ч > 0 л а б ,  <т\ и i ра лимит i а

I - 4  )

\
)



Д ( ' М  ;; , ! :i М И i' i'll . : ! I ; М I i ! 1 I! I! ! O l ' p i l .  I ' KM ИГЛ

кин чм;!с ?k;ih.
! ;, ,: ' lll;ip\.i;io пиринг!
8 м si о о ,ii. У шоу

I
/(■'/) ~  \ jn V-v’ 4 -if (i x

О

ф у и к ц п я и и и г  / / - -  о  II у  к  г п  х о с и , п н  i n n - . ! ' :  

пн \ : im;;;i ( 3 ) форм v. I;i yptiii.-iii.'uinnu-. toli;: 
Ф;г, Mil., /(//! ФУ‘фЦН.: п;:п :
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\ T i f
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г  1  
-  \  ,

■ ! t (

l  )

) ' К .  1

o \ V u  L и

* 1 \ . 1; 1 (■< >
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: ;| ф |  Г : i ; : ! ы п ,  Гид .

М / / ) ' ■ '  4 i ; . Л - Г  1
V '

1 1 Г  *
• " з  1 1

-  I l l у  i - г  а 1 1 [-> Л 1 1/

® 1 п  v ' l 1 i f  - 1 1- и;илЛц ' |

=■ 1м \  I + у > f  ,

/(());- 1 П\ М ! Г1 НИ \ Ч\ II

/'(0)
■I (ft)

—  ■ I МП ( 1м у. +  uri-t

л . 1; I. и к
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интеграл.ui t g .v = /  алмаштиришми бажаршп
жаеида

I "О
Г(а) =  ^

dt
( ! -I г н и  "V !

мпич ралга келамиз.

dt
\ г’ и | ; ,гг I I а

I г rfi
) : s. * * I .1 I

, а г с I ” / 1 ' 4 - . ,  a ret ц( о / )
■' <г I •' ) I

Энди

I't ii) ' • 1 и фпцлпи им пчраллаб.  топам из:
2 I 4 »

/(, I |п( 1-)-</) 4  С, Гп орда (. - мч I мерми \ п

| им. __
• 1 >■ 1 0 да лимитна у т м О ,  o x n p n i  мупоеаоагдаи к;

пши оламиз:

1 i !тт 1(a)— • 0 г (..

я ьпи:
С =  1 iin .1(a).

.< - г <>

Ипгеграл ое'1мдагн функция узлуксмз булками
2- теорсчадаи фойдалапмб

Г ilfCUM (i! У л-1 , п
/(()) = ■ l im 1(a)---- \ l im . ч х  ()

* j О J и * i 0

экапиии, я ыш С == О зкапипи топами.t.
ИКпдай килиб, а > 0  ларда

1(a)-- 1п( 1 + « )

охлади. и
Худди юкоридагига $хшаш а < 0  булганда

н а 1 м

■)

<Н)МЖ*

V И ii Д и

у чу и
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эканини курсатиш кийин эмас. Демак, каралаётган 
интеграл Va да .

/(а) =  | | п ( 1  +  | а | )

га тенг.
10- м и с о л .  У ш б у

, Г г* — х" ,
/  =   ̂ |i)t dx (а > 0 ,  6 > 0 )

о

интеграл ни дисобланг. 
Равшапки, х > 0  да

а

булади.
г _,.ь р р

Демак, / =  \ " ^  d x =  y i x \ x !,dy.
О П а

Интеграл остидаги / ( .г,у) =  х !1 — функция D =  {(x,y)£ R'2: 
:х^[0,1], / /G[<г,йJ} тупламда узлукеизлнгпдап (4) форму- 
лани куллаш натижасида тонамиз:

dy_ 
1 4-у =  1п I +Ь

1+0

Шундай килиб, каралаетгаи

xh — Xй
d x =  IIIHIT

интеграл

1+6 
1 +  aо

экан.
11 - м и е о л. Ушбу

Ь Н- а
п/  ч Г si пах , г(а)  =  \ dx

J ха -\-а

интеграл учуй F'(a) ни гопинг.
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Юкорида келтирилган 6 - теорема шартларинн текши- 
рамиз.

f(x,а) =  SIIML* функция х ф О  ларда узлуксиз,

/ '(x,a) =  cosax аса Я да узлуксиздир.
( u + a ) '  =  ( b + a ) ' =  1.
(6) формулани куллаб, топамиз:

h а

Г' (а ) =  jj cosax ах 4-
a f  а

sina( Ь -ра) 
Ь ра

sina/ft f a) 
а

siпа(ц 4  а ) 
а +

sina(ft-pa) 
Ь - р а

мпар' ра) 
и | а

sinapi ga) 
а -ра

=  ( *  +  /) { a ) Sina(/? +  a ) _ C +  U p a ) S i , la ( a + a ) -

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнннг берилган гупламда лимит 
функция л арии и топ и н г:

1. /(x,(/) =  x'cos ' ;

D  =  { ( х , / / ) р R ’ : 0  <  х  <  +  оо , 0 < / / <  +  оо},  / / „ =  +  оо .

2. /(х,//) =  ( х — 1 )arctgx";
D  =  { ( х , / / ) £  /? - ’ : 0  <  х  <  +  о о , 0  <  / /  <  4 -  о о  } , / / „  =  +  о о .

3. / (х ,/ /)= Д , / х 2+  t  ;

о  =  { ( X , / / ) е  Я 2 : X  G Я ,  0  <  / / < 4-00 }. ( /„ —  +  о о .

4. / (X, / / )  х ”;

D  =  { ( x , / / ) G Я 2 : 0 < х ^  1,  ( ) < / / <  И, / / „  =  « .

5. /(x,//) =  x2sin//;

/) =  {(х,у) G Я2: х G Я, 0 <  у <  л }, //„='.}•

6. f (x,n)=  д/1 +  хл,
О =  {(х,«)бЯ2: 0 < х <  2, и G /V}, я „ =  оо .

7. f(x,n) =  narcignx2,
£> =  {(х,/г)бЯ2:0 < х < 4 - ° ° .  « 6 Л/}, /?,>--= оо.

2 0 0



8. f(x,n) =  n'x'2e~n‘,
D =  {(x,n)£R2:0 ^ x < - ) - o o ,  n£N},  n0=  оо.

9. f (x,n)= -Jn siri x. ;n \J П
D =  {(x,n)£R2: ( )<^x<  - f  oo, n£N).

10. f (x,n)=  Inf I +  с,кпх V
V \Jn I V /

D =  {(A-,/2)g/?2: l ) < . v < -f  oo, // £ Л/}, «fl= o o .

Куй ид;) г и функциялариинг берилгаи туиламда лимит 
функциял а ри и и топинг на уии гекис якинлашишини 
исботланг:

11. f(x,y) =  e "х\

D =  {(x,y)£R2: 0 <  У <  “Ь °о }, (/„=-)- оо .
12. f (x , y )= Jy  sin * ,

У \fy г
D  =  { ( x , y ) £ R 2 : x £ R - ,  0 < . y <  +  oo}, )/0=  -f oo.

13. I(x,n) =  x2n,
D =  {(x,n)£R2:0 < ; r < 6 ,  0 < 6 <  1, n£N},  n„=  oo

14. f (x ,n)= "x

D =  {(x,ri)£R2: 1 < x <  -f oo, t i £ N l  n0=  oo.
i -| n'x2 '

15. f(x,n) =
1 1  2 41 П X

S i l l

D={{x,n)£R'2\ 1 < x <  - f  oo, n £ N К nQ— oo.

n 2x 2

Куйидаги функциялариинг берилгаи туиламда лимит 
фу и кци ял а р и и и гоиинг на уни текис якинлашишга 
текширии г:
*а а  \ cos Jrix lo. Нхуп ) =  v

у/п { 2x '
X  fc |0, ~\~ oo ), n  (- N ,  tl{) —  oo .

17. i (x ,n)=  ' " 7 ,  xG[ I, +  oo ),
/IX“

tl £ W, /7ц =  oo .
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18. f(x,n) =  n2(  1— cos- ^ ) ,  x£[0, +  oo) 

n £ N, по=  oo.

19. f(x,n) =  n  ̂sin ^  dt,
0

xG|0,2|, 0 <  a  <  1, n£N,  nr=  oo .

20. j ( x , y ) =  ':1 cos , 0 <  x <  1,

OO , y{) oo

21. Ушбу.

'■ ■ •■ "I-  s
f x\ , dxj (x)£C\( )M

Л- -f R
/ U ) > 0 .

функциями узлуксизликка гекширимг.
22. Куиидагп пнтеграллармм хнсобл а и г:

а) Пш
а - ■1

I i а
dx

I 1-л - 4-х ' 
а

I
б )  Пш ^ \1 х 2 а ' ( I  х .

а ► О I

Кл й и да гм функция.: армии г досилад армии

23. / (>•) \ с

rosa ,
24. /-(ос) =   ̂ c'aVl X\lx.

a

25. /г( а ) =  ^/(.v-f-a, .г n)dx.

Г |и( 1 Д-алД , ,
26. /-(а) { fix.

гопинг:
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J  27. h ' { a ) = ‘̂ d x   ̂ s i 11( , r  4- i f  -~a~ )<Jу .
0  x  <x

■ 28. i ( x ) — \ ^ ( x i i ) j ( y ) d y , / (а ) — дифферен циалл а п у в
"

функция fy .K . ' l ,  1 " ( х )  пн ТОН МИГ.

чи

29. /■’ ( л ) ---  ̂ / (//) а- у  ; d у . << <2 Ь , / t // ) £  (.! fi . b ] / ” ( X 1! I 1

ТОП ИНГ.

30. / {х)  —- \ /(/ М г -  - /}" ‘d t . r ’"i X) II H TOIIHHI

К> ОНДОГИ НМ IX ‘ Г |) 0, 1 А! Н р НИ Xiicof). i и Mi :

31.  ̂ Infix i f n ' j r  1 b\<>'~x)dx.  
(!

32. ij I'M 1 —- 2(KT)SA' 4 - a )dx.

по Г i 1 | -ucos к dx , . |
66. \ m • ( \ cn C-J ! - «TOSJf I'OSX ')

I)-

34. j  ;iri ’KV • Jx

i- ,114-I'M fК v [> i: i\ i м ;t: «  \
J 1

‘In ,  , ..
., ., муипсапгл лип фонда-

-f r iГ

манит .

35. и ) 4 in^h i '  ̂ 1 ||i(‘ dx:  и > 0 ,  b ;

r.) S c o s ( „ , « > о ,  й > 0 .

()
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(8) и птегрил мм м г И тупцам да те к и с як и п.ч.ч iuy нч и 
будиши к>йидагидап иборатдир:

I <*
1) \ j'(x,i/)dx хоемае интеграл у улгарунчипипг

/; тупламдаи олинган х,ар бир тайин кийматида икинда- 
шувчи,

2) V r > 0  олингамда хам, шундай А =  А ( г ) > 0  топила- 
дики, \ М > А  на у £ Е  учуй

| ♦ <**
 ̂ f (x,y)dx <  к 

* л
булади.

 ̂ f (x,y)dx интеграл Е тупламда якинлашу'ичи. аммо
и

\ шу тупламда нотекие якипдашуичилиги аса куйидагидап 
ибора гдир:

1)
t ■=
\J f (x,y)dx интеграл у  узгарунчипинг Е тупламдаи

олинган \ а р  бир тайин кийматида якиплашунчи.
2) V A > ( )  один ганда хам шундай г <> ;> 0, у» 6 Z: тон ид -

е а к и ,
• »
\ j (x,y)dx

бСлади.
I 2- м и е о л. Ушбу

^  Го

/( М ! . - \  не ' / v , м £ ( 0 ,  j  )

i i u  
; \  !

i К111! шип: \ ;ф.пл ю р и н  и U‘KUiii j)!
..к-'

нм

1\ I hC ' и  V {О 1 <:Г' 
J '

OG )

! •; -1 i\ п р м t: '•* •

\
II
i»



С^нгра

lim l(A, у ) =  lim ( 1 — e Лу) = \
A -•  -f- 00 A -{-00

булишини топамиз.
Демак, каралаётган интеграл таърифга кура якинла- 

шувчи.
Энди интегрални текис якиплашувчиликка текшира- 

миз.

— е~ эканини хисобга олинган холда

V A > 0  деб олиб е0=  * , Л0> А  тенгсизликни каноатлан-

тирувчи УЛо учун у0=  --- деб олсак, у холда
ло

S * Х4( х у )

+ °о

булади.
+- 00

Бу эса I ( y ) =   ̂ y e ~ X!ldx  интеграл (0, -)-оо) ораликда
о

нотекис якинлашувчилигини билдиради.
В туплам сифатида (а, -(- оо )с=(0, +  оо ) 

карайлик (бунда а — ихтиёрий мусбат сон), 
барча y(z[a, -f- 00 )ларда

+  оо
1

„аЛ

ораликни 
У холда

тенгсизлик уринли булади. Унда V e > 0  олинганда хам 
( 0 < е <  1) А =   ̂In * дейилса, У Л > А  ва V//£[a, - )-оо)

учун

булади. 

Демак, /(//) =

г w

$ ye X,jdx <  г

+  оо

 ̂ ye X"dx интеграл [а,
О

+  оо )с=(0, - f  оо )

ораликда текис якинлашувчи.
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I(x,y) функция D =  {(x,y)£ R2:x£\a,  +  oo ), y £ E c z R }  
тупламда берилгап ва

f oo
H y ) =  \ f(x,y)dx (8)

a

интеграл мавжуд булеин.
7- г I о р е м а  (К о ш и т е о р с м а с и  ). (8) интег

рал Е тупламда текис якинлашувчи булиши учун V t  >  
> 0  олин ганда х.ам, шундай Д =  Д( е) >  0 то пи л сак и, А ' >  
> д ,  А" >  Д тенгсизликларни к,аноатлантирувчи А', А ” 

ва Уу £ Е  учун
,Г

 ̂ f(x,y)dx
х

O ’

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
Бу теоремадан миеол на маеалалар ечишда фойдала- 

пшн мураккаброк. булгапи сабабли текис якинлашишга 
текширшп учун кулайрок. аломатларни келтирамиз.

(5 е й е |> ш г р а с с a л о м а т и : f(x,y) функция
l ) —U v,//)£/?-:.v6|«, +  оо ), //£ /; с= R} тупламда берилгап.

•t ̂
/((/) =   ̂ !(x,u)dx

интеграл мавжуд булеин.
Агар шундай <|(jc) функция топилиб ( х £ [ « ,  +  оо )),
1) V. v ( - | ( i ,  +  ос  ) ва V i / £ £  учун | / ( . г д / К (р(.у) булса,

2) [ (| (x)dx хоемае интеграл якинлашувчи булеа,

у хо.тда

J(y)^~  ̂ i(x,y)dx
а

интеграл /: тупламда текис якин'1ашувчи булади. 
18- м и с о л. Ушбу

Т ‘,ra^ d x .  UCR
J I -f A- 0

ин те гр а л н п  текис  я к и н л а ш и ш г а  т е к ш и р н п г .
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Агар
| | ^  л
I 1 + .Г  I 2( I +  xT)

эканини хисобга олсак на u (л") =  ’
2(1+л-*)

дейидса, у

холда

ч
г) f dx л л 

■) " ')
л
4

булгаии учун Вейерштрасс аломатига кура берилгап 
интеграл R да текис якиплашунчи булади.

14-ми с и л. Ушб\

хс ' sinxydx, y(zR

и н т е г р а л н и  т е к м е  я к и п л а 1п и п ; !  а т е к ш н р м п г .

Л  i a p

){х.и )! =• j .V ' sitixy I <4 хс

э к а н и н и  э ь г и и о р г а  о л е а к ,  ( | ( . v ) - - . v c  ' д е и и  н а ;  у  х о л д а  

 ̂ (| [x )dx—  ̂ хс ’ d x =  — ,*} с ' — ,

якиплашунчилигидап, Вейерштрасс аломатпга кура, бе- 
рилгап шп cipa.ii пинг те кис як,нндашувчидш ипн топами.!.

А б ел I. а л о м а г и . Цх. у) на рдл', //) фупкцнялар I) -  
=  {(А-, у R : '■ х х\и,  —)— ос ), // £  /: с -  R\  тумламда берилган, 
г/ у:д а рувч и и и и г В ту пл а мда н олипгап чар бир чаиин 
кийматида #(х, у) функция х ниш функцняси сифатпда |</, 
-)- оо ) да мопотои функция булсии.

Ага р

\ / (х,у )clx

ишеграл I- ту илам и л -.•• . нлашевчи иа V (л. i/)(: D
у ч у  н

!g(.v, у ) \ ( С  — const)
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булса, у холда
+ оо

\ fix, y)g(x, y)dx
и

интеграл Е да текис якинлашувчи булади.
14- м и с о л. Ушбу

Т  '“dx. /у с |(). +  сю)
I l+jr

интегрални текис якинлашишга текширинг. 
Агар

I +  дг
деб олинса,

[fix, у )I <  Л • ' ..
■* I | с

тснгсизликдан фойдаланиб,
1 оо Д- оо

( f i x , y ) d x =  [ arc,fi' ' / -ar,!« u/JJv 
J ' j  I f r
(I I)

ингегралнинг Вейерштрасс аломатига кура текис якинла- 
шувчи эканиии тоиамиз.

g(x , у) =  е~ ва у нинг [0, Д-  оо ) дан олинган хар бир 
гайин кийматида х нинг камаювчи функцияси булиб, 
Vx£[0, +  оо ) ва V//£[0, Д- оо ) ларда

\ g ( x , y ) \ = e
булади. Демак, Абель аломатига кура, берилган интеграл 
[О, Д -оо ) орал и «да текис якинлашувчи.

Д и р и х л е  а л о м а т и . /(х, у)  ва g(x, у) функциялар 
D тупламда берилган булиб, V / l ^ a  хамда V(/££ учун

А
| ^ f ( x , y ) d x \ ^ . C  (C =  const)

а

булса ва g(x , у) х буйича монотон, х —*- Д- оо да уз лимит 
функцияси ф(г/) га текис яцинлашса, у холда
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j / (x, // )£( V, у )dx

интеграл /: да токио якинлаш у ими булади. 
15 м и с о л. У шоу

j оо
f) since*- si мВ* dx (», |i (" j (/, b |, 0 < a < b )

интеграл ни юкис якинлашишга текши ринг.
Агар

/(х, a, fi) =  sj пат ■ s in |lv =   ̂[соs(о. — |-i )х — с<)s(а +  |5 )х \ 

g(x, у ) =  ' доб олинса, у холда

А 1
^/(х,а,  fi  ̂[cos(ct— Р)х — cos(a-[- $)x]dx =
О " п

__ 1Г si и( ос — Г> )а' sin(«-( р)л I | 1_ 1 Г sm(a— fill s i п( ос p).-l
2 I cc — p a | p J I " 2 | a — p a (- p

булиб, V/ !> ( ) ,  Vcc, [5f[«, b | л ар учен

\f(x, П. f; l.'/.V I I I siiКri I»). 1 sill! ТЕ t- (» j 1
Ш \

6y;i-:i ui. a - -  -i- oo ;а ц( v, //) (функция | </, />| 0}»iuикд.чД "
нолю: Точ.н я м 1л.! л 4i :i.:: .;1смак, Л  и п нхл о алом а гмi а к\ра 
карала. . ал ни ioi'1'ал !//. />! ораликда :ч ьнг икимлашч ичи

1 * -Л Г •: j ,i -ОН ■ ■ с ф л О Л Л О !  ЧОС Y1.IC ПИ 1 0 Г р а Л И Ш 1 Ч Г  ТО К И О  

( ш л а . ,  л ; и , : ш  \ а л  л л Л  и i и  Ю  л  л Я \  ! М !■ >К< > р I ! Л . Hi  It Л  о  К 
к■ 1 [>и: а л .о

> t i \У , !>«; \ лн.яд!:  л i . i . . ; \ . 1 JI.\ 0;! I
\ ; i ь s] v >*; , . s o u :  а !м>и



K,i: i; v ci . ч ;, * i ’ ч i . •. •;:«»м i » икцинС п . .... I
да \ i.1 vm л i

■-'):/ ■ , ,  V,:., 1 , ( а Л  -■ -X-. ) op. •
M : i  i ( J i y i i u u . i H i  а к - к и с  11к ш м « ш у в ч и  б у . ч л п

I ft p

/( У) =  \ ) ( x , y ) d x

г р а л  L i у н л д ч д а  if Kite HK.itn.!aiHyf;u < 
г -.у ., д а  !(;;) ф у н к ц и я  л л ii ri a а г а  i;.:

lini f (i i) lim ^ /(.v. t/)(fx -- \ ij . *• ></a

iiocaGii t у pit» i:i.
j{X. i 11. V 11 i\!;: i !>

i\ . M.L.i wxj)|!.:|i ;i !:.

Hu)  ■ / ( a. ••

i.i.k * pa.i V ,  i. |<»|.v ..iii k.u  а к и . '
.i [ ■; I j t\ (i ; li ЧДП \ 1Л V 1‘-.-lil * Л. ,i ' .

I D -  i г  о  ji c м .1 /  ( я \  tj) ф у h к  н и м  D  i s  •

j ,(x, у)  xycya;;i yunui .;  а л .» ха у х . /> • у 
;fW\(, (!\ да

Н у) — \ i ( x <yj j!x

шиегра s якинлашун-чи бТлсич.

Агар \ / (х, у)<!х h i i i c i  рал [с, У) да •• Л’'.,:. •

Liiy ач и булса. у х.олда /(.у) фу (.чиня хам ' •
Г (у)  хоенлага эга булади па

1 (У) \ ) ( x , y ) d \

муносабаг урнпли.
о - .»



II i t '  i' l' г м ;i /(.v, '/) функция D i у плача :i у u \  ком 
в a

!(i/) \

интеграл ](, i f \ opa.iniv.ia к-к no акиплашувчи бу лсип. 
У \олда / (; / ;  функция |г, .7; праликда иптегралл.шувчи в а

\ I ( y )<h;  \ |  \  j (  x, y)>!x\iltj  \  j ' j / ( . v ,  у ) , lif \dx

мупосабаг урниаи.
/ ( а , </) ф у  н ы м ы  / ) - .  !{. . . ,  I I ) , /  Д> : ■, г j а , , х , у

—f- оо» J! ту :!. I Л ,\;дл '  . I! П, I ; Л А Гл,!С|!||.
I - • | f " !•' о ч а. /(.V, //) функция D ryn.ia-.ua уадукпо

S К ' - '
и

/ /  )<!х, (  Их, и л т е г p a j . K i j )  iv:к к '  р а к и

1 С, -1 ОС ) ,  j 07. ! сс ) .! а ч е к  и с и к ш и а ш у й ч и о  у  . Я ‘ИМ.

А г а р

1
\1 1 f j ( x . ■/ < 7 ( ё ч и  \  | \ /  ( х , и ) i l u \ d x )

И111 Cl ' p i i . 1 Я«И1! О у . Ч Л ,  у  \  о.  Li.i l

\ ! \  17 *>- /о ( " as- f  I \  , / "  7 )  . ' /л ;7у; )

и п ; г  - , М . - ; '  - К
Л I > I г <

■ Гм Г. Л ‘т > a  ji at  : v .» : и

" ,  ( I !



g(x, а) -»-().

In '
Л ом а к , V  е >  О га кура А =  дейилеа, V v >  \  , карда

ао

IgU, а)|  =  | , ^ i < r
С

о V. 1 а ди.
Ш ундай  килиб. g(x, а) х —> у- оо да уд л и м т  

ф\ пкцияси волга токис якпнлаш ади. Бу эса, Дирихле 
а. т м а т и га  кфра, бсрилган иптсгралпи го к no якиилаш уичн- 
лпгнни  пилдиради.

I 7- м и о о л. Уш бу
-4 пс.

\ 1,1 Д/л' (ОхуР ‘" 10)
J  -V v'-r

Р а в ш а н к и ,  v —► +  оо д а

ммтог рални Токио якннлашишга гокширммг.
Агар 0 у К) томгоидлнкни ■л.ткборга олсак, у ход да

/ U ,  р)----
I I" III V

А' \:Л Д
муносабат урин.пи буди шип и ю н а  мм;-;.
4r°° j : О\ !п х .\ ах ii! ггюгр и .л эса икинлашувчи оулади, чутд  J Хух ' - "I
-Г «>

S ? > -  S  ' di <  оо ( / =. Ii! х).

Дом а к, каралаотган интеграл, Войерипрасо аломатига 
кура, ю кн с  я ди ил а ш у вчиди р.

18- м и с о л. УшГоу

 ̂х" М п ''1 dx, р Аг р,I >  0

интегрални токис икинлаш иш га  текш иринг.
У ш бу х <С0) алмаш тириш  натижаоида и н 

Д оо
теграл  ̂ lq-e~p'di куриниш га  келади.

о
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| / 4 | <
Pu1

б^либ, T p dl иптегралга якинлашувчи эканини куриш

кийнн эмас. Демак, Вейерштраес аломатига кура, бе- 
рилган интеграл текис якинлашувчи.

19- м и с о л .  Агар / ( а )  функция (0, сю ) да иптеграл- 
ланувчи булса, ушбу

t OU

1 i п 1 ( с
а - | II ^

nxf{x)dx =
4

i:
муносабати и исботл а н г.

Куйидаги айирмани караймиз:

f(x)dx

| ОС I ОО I сх.
 ̂ <■ *'f{x)dx (j / (х )dx — jj (с — l)f(x)dx\

(I П П
+ 00

 ̂ [(x)dx якинлашунчи булгани учуй V e > 0  га кура 
о

■1"
ЭД>0 топилиб, V / T > A ,  А" > А  лар учун | f(x)dx | <  

е булади.

Равшапки, с С£' — 1 функция л->(> ларца мшкжж на 
чегараланган. У рта киймат хакндагп теоремадаи фойдала- 
ниб топам из:

jj (с "  1 )/(л )</v (<• I ) \ / (х )dх ,

е ' — О .l ) / U ) t / . r | < |  jj / ( л )dx
V

Демак, (e — 1 )j(x)dx интег рал текис якинлашув1
о

Бунда и, гаьрифга кура, етарлича катта А учуй

(с' 1 )i(x)dx

чканинн тонамиз.



Энди берилган е > 0  га кура, А нинг тайинлангаи 
к,ийматида а  ни шундай танлаймизки,

л
(̂<? 1 )f(x)dx

о
<

F

2

булсин.
У долда

 ̂ е rLXf (x ) dx—  ̂ f (x)dx =   ̂ (е “ — 1 )f(x)dx
+ 00+ 00

4 00
( (<?-"— h f ( x ) dx+ \ ( e - ax— \)f(x)dx

^(в 1 )f{x)dx 
n

<

+
+ °°

(е- 1 )f(x)dx <

2 1 2

л

булади.
2 0 - ми с о л .  Агар f(x) функция [0, 4  оо ) ораликда 

узлуксиз ва чегараланган булса, ушбу
+  оо

lirn 2 [ yi(x)-dx =  f{0)
1/ — и л J х у

муносабатни исботланг.
Аввало x — ty алмаштиришни бажарамиз ( / > 0 ,  / / >  

> 0 ) ,  у х,олда
4- оо 4- оо

булгани учуй, Вейершграсс аломатига кура,
-f  оо

2 Г уЦх) ,— \ - dx  интеграл текис якинлашувчидир.
л J х  + у И
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Равшамки,

ч - II I +  Г

/(<>)
I I r

V e > 0  га кура 6 > 0 ,  V I//1 < Л учуи на V/£(o,  b) ларда

/'(///) 
l ) t

/'(<>) 
l + r’

/ ( / ! / ) - / ( ! ) )  

1 -4 Г
о

тен гс и злак у р и ил и д и р.
8- теоремадан фойдаланиб топамиз:

| оо

lim 2 \ f x\ d x =  l i m 2 S l(,iiU t
ц > U Л J х3 + ц1 , . 0 л 3 i -\-r0 II

2
\ ОО *
( lim

Л J if * 01 -f* / j i у t-

| оо

/ ( ° ) ;  \ = / ( 0 ) - 2 • i  =н о ) .

21 - м и с о л. Ушбу
f >30

1:( п ) =   ̂ ''"baXdx  ( а > 0 )

фуикцияни узлуксизликка тскширмнг.
[. , CDS .V ,} (х , а ) =  функциями

1)л =  {(л% а)£ R2- 1 ^  Д <  +  оо , к- >  ()}

тумламда узлуксиз экани рашман.
Энди иитегралпи текис якинлашишга текширамиз.

л
соз х tlx =  sin jy

]
=  siп /1—siril булиб,

■I
I  ̂cos x tlx | ^ 2  булади. V f > 0  у чум ЗД =  Д ( г ) >

i

> 0  топиладики V|.y|, V a ^ t ' > 0  лар учуй 1 була-
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ди (Д(е ) =  ь к,илиб олсак булади). Бу эса 1 фумк-
у X х

цияни .с—► -f оо да лимит функция 0 га текис якинлашиши- 
ни билдиради. Дирихле аломатига кура берилган интеграл 
текис якинлашувчи булиб, 9-теоремага асосан F(a) функ- 
цияни узлуксизлиги келиб чикади.

22- м- и с о л. Агар f(x) [0, -ф оо ) ораликда узлуксиз на 
> - _

 ̂ ,{х) dx интеграл якинлашувчи булса, ушбу
1

J lltlx)~ l{bx)dx^f l Q)  In* (« > 0 ,  * > ( ) )
П

Ф р у л л а н и форму.'! ас и ни исботланг.
Фараз килайлик,

S
б^лсин, у холда / 1 > 0  учун

\ l{ux)d x =  \ r dt /( { о о ) - /•(,/,!>
J  A* J  /
1 «1.1

на

$ - 1(hx)dx =  F( +  o o ) - F ( A b )
1

булади. Демак, '

J Пах)~ ,{Ьх) dx =  F{Ab)— F(Aa)= l{x)dx.
I aA

Охирги ингегралга урта киймат хакидаги теоремани 
куллаб, функциянинг узлуксизлигидан фойдаланиб гопа
м из:

t ооJ1
ьл

hax) —  ]{bx)jx _  jj l(x)dx 

и \

dx
х

=  /(r)ln* ( A a ^ c ^ l A b )
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lim
■i -  и>

j- oo

A

)\ux}~
x

/(bx)d x ~  /(0) i n b
a '

Шундай килнб,
О

j(ux) — Ц bx)
X

d X  ~ / (0 )!n b

23- м и г о д .  Фр удлини формуласидан фойдаланиб. 
ушбу

»:> (IX — OUS Ь < , (а О, Ь >- 0 )

интсгра. ! и и *иео;«ллнг.
Карал а г 1 гаи интеграл да /( л'} -==- cos л булиб, /(())= 1 га 

тен!. Демак,

\
ах -- с JS Ьх -! ■< !! I/ '

24-м и с о л. Ушбу

мм тх ( а > 0, ji >  0)

интегралнн хнеоблант.
-4- со

, Г (■ х ' _
Нт) — \ ( >.\и тх dx

интчч рал га иисбатам 10-теорема шартлари бажарилишиии 
текшпрампа:

, , |1г
1 ( х , т ) = ‘ 1 sin тх,X

х =  0 да /{0, т)— 0 десак, /(х, ш) функция D=={(x, 
ш ) £ / ? - ; 0 < л г <  +  с», wig/?} тупламда узлукеиз булади.

/,„(х, т) =  (е~ах — е -flJt)cos тх

булиб, бу функциянинг D тупламда узлуксизлиги равшан- 
дир.
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о\ I иди. Б у sea Вемерш грает а а ом а ;'и: а к\ р-

*  t v  —  <'  ! ( .■( )s  / л ' л  J  v'j

И Н Т С Г р и , ! !! !i И Г Т О К  I : С  Я К.  И 11. ! И И i \ '  Ч Ч  ii 1 ! ! Г  !; ii И О ! !  1 . 1 И П

Zb’мак,

*ч
( Г  П;

/ (т ) \ (.■  - о  ■ ' )соч тх dx
о

Бундам:

Ц т ) ~ -  а 1ч h j " ' - - ап  1:4 •

(,; ; И с  р  11И У Т Г Н р м Н О  СОН ) ,!< s И I! KCNMtff  Им1
. . .  /<!)’ ' \  !: о с  II О- т  Д;  ' .г  - - п

S!J i  / ; ’ л‘ г/.'. '! ГС 1 -.5
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25-м и с о Vm
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I zz
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i! i\ i;!1 \ u г p

iluJfs *’ — x p  ' 1

‘ >i '( ■ 1 (и i.M! '• 11 и :: !1

7j

dull^ — .<1
n
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26-м и о ил. У in б v

 ̂ hin!ZJC cospx tlx (a, |J) > 0 )
О

и н те г р а л н и х, и с об л а н г:

cospx ах

s in (a +  (Дl+ * )xd x +  J lUxd x \

муиосабатдаи ва Дирихле интегралининг кийматидан 
фойдаланиб топамиз:

Г si пат ,, ,\ - COS|lVtfX —

, arap р < а  булеа,

р а г а р  а = р  булеа, 

О, агар | ) > а  булеа.

27- м и е п л. Ушбу

Лч.! i)-  ̂ " Г ’ Т  1*: D)

им lePpa.mn хисоплаш

/(а 0 I -  ,, ^
i o s ! а - -  }) )л' — cos{п. [ ) '  /

и: = it- г *>.1 г а Гл л у к я  6 я ; п < м n a a i • i (j * (»p м у. i a. c 11 i i11 * \ . *
i о  и  a  м  n.v

/16, r ) i) O. - h •cos(a I’M'!! — !

-■•i- ini a , , ■' ■'
i  S '  - I



-J- oo -f- oo

( P —a ) (  s in (a — ft )x | (a + f t )   ̂ s in (g + f t)*  ^  _
2 j

0 2 j о

2 P, агар P ^ a  булса, 

^ a, агар P ^ a  булса.

x

Демак,

4- oo

Ssin ax  s i n f t . r ^ __
X X

28- м и с о л. Ушбу

P, агар P ^ a  булса,

' ,a, агар P ^ a  булса.

-j- oo

/(a, b )=  J - ~ a x - e - bx +  X( a - b ) c ~ b *
dx  ( a > 0, 6 > 0 )

кнтегрални х,исобланг:
j +.°°

l ( a , b ) =  J *Xrfx +  (a — 6) J
+ 00

-dx.

+  oo
f e ~ ax — e A‘(a, b )=   ̂ ------ -------с/л- интегрални булаклаб интег-

1аллаимиз:
Т W

/,(а,6) =  ( с - “ - е - ^ ) ( - ^ ) | о+ ” +  J -dx =

Г _ b*
=  b \ ------ dx  -- a  \

J A J
0 0

4 - 0 0

f <■ ,
+ °° +  оо

1(а,Ь) =  а  ̂ —dx — b  ̂ —dx-\-b  (j ---—d.x —

4- oo
Г e ‘ tiX г

— a \ -dx-\-(b  — a) =  a \
4 - 0 0Г p-!>x_„ — ax

J X0
+  — a).

X
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р -  и.<__  , — bx  , . (I
 ̂ с L dx Фруллани интсграли булиб, у In  ̂ га

о
ТСМП'.

Д е м а к ,

/(«, Ь) =  (Ь — а) +  «1п '

29- м и е о л . У шбу

v\l I
Ца ) = \ ' , dx

J 1 т -f

интеграции чнеобданг.
а С  I да л‘ =  П махеуе пукта будади.

Па ) = \ | , v«/-v =  j ] + x dx  I' J j , =
Гi n

=  /  i ( t / ) +  1-Ач).
I
\  . dx  i n i  l e i  р а л  и >  0  д а  я к н н ,  i a i h \  н ч и ,  а ^  0  д а  

\  а . к ,  i a  i n  у в ч  п ,  ( X x <  I ' i a

! v ■<■' I
1 -[ X

rein еичликлар урнили оушо,

/ , ( « ) =  \ i dxi 1 i

........ е г р а л  a  > 0  д а  я к и п л а ш у в ч н ,  и  ^  0  д а  у ч о к л а ш у н ч и

б у м  и д и .
а  Д  I д а  у е а

генгеичликлар уринди нудив.

Г
1 ! . и X



(интеграл а < 1  да якинлашувчи, а .д  I да узоклашувчи 
булади. Демак, берилган интеграл 0 < г г < 1  да якинла- 
шувчи.

Энди 1(a) интегралпи хисоблаймиз.
Равшаики, 0 < х < 1  да

И -  !  о о

: ,  - =  s  ( — I ) V  • ■ '
1 и  *=« .

булиб, бу кагор [an, N | (0<Z(iu^x^f?n<Z I ) да текис 
якинлашувчи булади.

Бу каторнинг хусусий йигиндиси

S„(x) = 2  ( _  1 f x a + k 1 =  х“ 11 - тI-'I

булиб, Vп £ N на V.vefO.l) лар V4VH

! +-'■
тенгсизлик уринлидир.

0 < а < 1  ларда \ х “ 'dx интеграл якинлашувчи

булгани учун, Вейерштрасс аломатига кура, ys„(x)dx
о

интеграл текис якинлашувчи булади. Демак,
I 1 i

lim [ s n(x )d x =  t lirn sr( x )d x =  l   dx
■ * j ! +xП —*■ oo  J  0 J  П  —►  CO 0

булиб, бу тенгликдан

i , w = \ xy ' - d x lim
f t  —-  oo

2
*=0 _ 0

dx

УjLj
k = Q

k ii + k -- dx =  2
4^0

I - I f  
a-\-k

эканини топамиз. 
Шундай килиб,
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Л(«) = 2
к - О

( -  i f
(1 +  к '

Агар

' № =  \  *  +  x d X

иптсгрндда х ~  алмаппиринши бажарснк, у холди

/а --.о !

1 -I- / d!

булади . Х удди  а д д ф н д а п п а  у хш а ш

v t  ‘ - 1 »
Ц а ) -  2

U  ~ k

f) V. 11* in и ни :чжам».< Дом а к

I
/ («»=/,<«» v / , ( « ) =  ^ : Ь " • ( . : ,  •

Энди f(x) — cos их ( 0 < и < .  1) функциями Фурье 
каторига ёямил

л  sin и л 
ал  “ «а,, =  2 [ Нх )dx — ~ [ cos ах ах =  2

U Д J Л J
о О

=  2  ̂f(x )cos пх dx =  2  ̂cos ах ■ cos пх dx =
* (I О

д
=  2 • ’ [(xos(a +  n)x +  xos(a — n)x)dx =  ( — 1 )"• 

л, 2 J

2а sin ад
Ьп =  О

(cos ах — жуфт функция булгани учун)

sin ал  , 2as in  а д  v  ( — 1) 
а д  ‘ д

c o s a x =  +  ““ • 2  '., cos kx.

22()



Бу гс1:;м: -та ■ .цч ;iк.

буЛИп

> ■ ( - ! ]

ЯЪП|

еки

• - 1 1 ■' ( . , )sin о л и | \  11 ■ ч и — к '

будади. Бундам аса

/(«) =

экани келиб чицади. 
Дома к,

Г г ' 1 у
/(« ) =  \ . </.»■ . " (О <  и <  1 )

J  I I- .V s i n  и л

30- м и с о л. Ушбу

Г  A i C O S ^ a t ,4 jC osu^x -) ... Д- /1 kt:oaakx

/ =  } ‘ ; ,/ди

( л ! , Л 2  Uk Ч> 0 т .1 | “У' .'1 S I ... Ч~ /1/, — 0 )
интсгралпи дисобл анг.

1 \ .Б • ...Ч 1#=0  муносабатдап А* пи гопамиз.
I iатижада

/ = \
A|COSи|А A ,cosа̂ х -}- ... -j- Ak__ jCosaj; |.r— ],

X

I cos t / , X
1 * dx

б^л и 6,
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CMSf,

и ill гтр; i.l 1; i 'Ьр \ . ■ ■ i \ - : i I'■ ф'-рм}-. laciiMM ,1,1 а о. •• •. м!i.r,

Т '
1* ■- A х

d x — -
II;

,1,1п ' -  1,|и. г A ,liu/*
3 ‘ 1 ‘U

Худди niy и; а ух Hi a in ко,а г а к интеграл. lapna s.: 1-ооа а г к

1-г- u / , +  А2\м «о +  ... + Ak\nnk,

. a ai а Пул с! м ил.

Д] - м и V' О . i. N i и Г > \

/ \ si11(л ' )dx I’.;i / •  ̂ vo s(x‘ ) iix

Ф p e ii i ь интегралларини х,исоблапг.
x ' - l  алмашгиршп натижасида бу иптеграллар

куйидаги кури нишга келади:

' ■ = ;  Т
ii

s,rK / / .  / ,
V'

- ) -  IX -

= 1 [ " " ' i l l .
2 J \t 0

1
- 2 т <■ '■ ./ е

\ / л J 0

тонг.чнкии хисобга од п б, куй идя ги интеграл г

[ м " ' е  k‘d t

( I

1 с о

-  2 S\ л 3
,  “ diу  , ■ " ,

i )

1 *«
== 2 \ d x  \ с ь r l ' s i n /  d l  =

л  S
J0

■Г 4

2 \
dx

\/Л J 1 -0 1 </r'-t Г г '
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ч ч

I;

■ т» О . н н О И Х  И ПИН В т -  lip \
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:м I IX ннн L' и L иоф и к Г и i ; вd .] o.i i ш о i:1 хи (1 и ] '

' .m iM.'o iu iix  ин1:чн1 io.i.hii

( i ) « i  Ч ) < » )  х р A'^SO.l- Л. >07)  ̂ ^

Л у ц у \  ir о .1 и i\ -$.;£

{• v Г
-  х р  \г  ' (..rjins j

‘MEW

•с>17 *jh o .l I?j n iK ixy iiM  j i ih h a  ‘уш /Л у  И1ч;(1.1.1 1 пи о i.-чи t lиф7

17 06 ,< С1 -ЦП? 1704 R.«111 И 11 и d Л >1 I P  1 \ *' иовГипХ^ ,{/"IS J [
-mobm' im .bii п и к1 в ж в у  Hindu urn?wi,‘ i; / ,л i ; i r i t?d.K>т.пи \q

■ l l l l ! ! ; ’0 0 . ) I I \  I !! I ! 11? 11 .10.1. НИ

Btr

x p

<- Л „  • ' 1

r V)U IS ]1

Л0М1 \ 1,’ 0 .) и и
111 0 1. B.l |/ i\i:\ K.iinxiinAi

f |-'л
Д  .

/д f
3

'(.mud i: 4
i/- () s- ,y rl'i "yi;omi \i\ m.k Iii



=  x (b — а) булади. (Интеграллаш тартибини узгарти- 

риш мумкинлигини асослашни укувчига \авола киламиз).

Мисол ва масал ал ар

36. Парамстрга боглик. чегараланмагаи функциянинг 
хосмас ингеграли учун текис якинлашиш тушунчасини 
келтиринг.

37. Парамстрга боглик. чегараланмагаи функциянинг 
хосмас ингеграли учун:
а) Коши критерияси;
б) Интеграл белгиси остида лимитга утиш хакидаги 

теорема;
в) Интегралнинг парамет|) буйича узлуксизлиги хакидаги 

теорема;
г) Интегрални параметр буйича дифференциаллаш 

хакидаги теорема;
д) Интегрални параметр буйича интеграллаш хакидаги 

тео р е м а л а р н и к ел т и ринг.
Куйидаги и н m  ра. i, i а р ни ickhc яки 11.!мпшшга текши-

р и н г:

38.
1
\| у/a с *' с/ \ . 0 г/. '  оо .
П

39.
t

 ̂ х*е Xdx, (a b). 
1

40. ( wsax,dx,  a f  R. 
J 1 + л-

41.  ̂ dx ( 0 ^ a <  -\- oo
i

42.
i »■
( dx (0 <  a <  +  oo ] 
J (x — a f  \- I 0

43.  ̂ e " 11 dx. oX R.

44.
I ^
\ r 1 -■'-■’sinx d y , x £ R .

2:’>п



45. J ^ , Л г .  („><)>.

I
46. J xp 'In* ' dx, { p > 0 ,  q >  — I).

0
I

47. f  1 dx,  ( 0 < л <  oo ). 
о VI

4S. i sm '. 0 <  л < 2 .
о

49 L
о V U — 1 К-V — 2)2

и
-f- oo

. Г
51. lim \ ae axdx  муносабатда лимит белгисини интег-

“"+0 о
рал остита киритиш мумкинми?
52. )(х) функция (0, +  оо) да абсолют интегралланувчи 
булса,

f °°г
lim \ f (x)s\nnx dx — 0

Я ► oo J

эканини 

53. lim
П * оо

исботланг.
+ 00

dx
ПИ топинг.+ 1

-I «О
54. I (а) =   ̂ е и а) dx  функцияыинг узлуксизлитини

о
исботланг.

1 • а  I sin
55. J(cl) =   ̂  ̂ dx функциянинг 0 < С а <  1 да узлуксизли-

0
гини исботланг.
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+ 00
56. F<«) =  J

si.Kl_^a)x_dx
функцияни узлуксизликка

текширинг ва графигини чизинг.
Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг:

+  оо

57. Г(а)— \  (схд>2).
J 2 +  ха0

л

. F(a)= [ s",Jt dx, ( 0 < a < 2 ) .
J ха(л-х)а 0

4- 00 _x

. f ( a ) =   ̂ *'—  dx, ( 0 < a <  1).
J | s in Д'Г 0

1 л

60. F(oc) =   ̂ a c~airdx, a£R.

58

59

4 oo
61. F(cc) =  [ -  A .dx фу

J 1 + ( х + а Г
НКЦИЯ — oo

да узлуксиз ва дифферснциалланувчилигини исботланг. 
Куйидаги интегралларии х.исобланг:

62.

63.

t-

5
bin </х — fill bx dx . ( a > 0 ,  b >•()).

J arctga.v - aril«4'4/v< (a >  0, f t>0) .

4- no j  , J/• - oc.r" — |jX
64. \ ' ' --- dx. ( a > 0 ,  |3>0) .

J X
0

4- nop / ,- a.t_ , — \2
65. \ ( J dx, ( a > 0, |i>0).

66 .

1S ^
X

cos / ы  dx, ( a > 0 ,  P > 0 ) .

O O
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80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

S (T )v
i)
4- GO

0
f  oo

i

c ax — cos fixH dx.
x1

-dx.

0
f  oo

0
4 o o

0
4- o o

* 4 • 4sin a x — sin  px

f  (-ТУ*-
1
00 «

Ssiri x ,

0
oc

i0
o oГ e kx̂ n a x ; u ^ x dx { k >( )  a > ( ) ,
' x2)

\ a,sav dx.
J 1 +  л-

Sx s i nax ,
-  ■ dx - I +  л-0

Ss i r r x  ,

i +**-

. dx.
( l + ^ r

 ̂ sm{ax- +  ‘2bx +  c)dx ( а Ф  0).

0
4 oc

I

92. s i n x 2 • c o s 2 a x  dx.



93. $

98.

100.

101.

cosjr- cos2«jc dx.
—  oo 

I- oo

94.

95.

96.

Г COS XII ,\ ~9 - d x .J a — jT
о

-(-• aoi0
-f- OOs

A'SJn Xy ,
о t) a x .

a" —  x “

dx ( a >  0, b >  0).

97. $ f-“™sxsin(asinjc>-‘
0
4- ooS ‘

, d x  
x

e  " ' c o s h x  —  e  ' c o s b , x

' dx. (a, a j >> 0).
о

j «»
99. J e 1 cos 2 dx.

\ e ' s in  0dx.
X~

c  1 A d x  

II V*2 t- ‘Г 
<НИ ИСбО'ГЛ
oo

S’ • * < rs

f no
ч f ' d\

\ , , ( « > 0 )

тен гл икни и с ботл а и г.
-I oo I(■ . tri

102. S i lifer— fc)
dx  ( /г>0) .  тенгликни ис-

ботланг.

103. а, р, у > 0  ва а, р, у лар ичида у катта булса,

4 , агар а <  р +  у булса,f '«

S s i n a . t r  • s i n f i . i :  • s  i и  Y -t r

dx-—

те н гл икни и с ботл а и г.

у ’ агар a = p - j - y  булса, 

. 0, агар a > p - f  у булса
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104. Л ia р ct], a-j.....  а ,  .ч ;ip му с о  а  г о \ л п б ,  a >  -  '»

пулеа.

' - s "Г
s 11 ta j л

х
(I к =-■ ' a  -a,

TIMI17Ч И К Н И  И П Ш ' М Л М Г .

.) llX .'1 -/>1105.  ̂ (sin и х — sin bx)’‘
П

экиниип небел ланг.

5-§. ЭЙЛЕР И HTKI РЛЛЛДРИ

) 1 )1 -1  ;i (j) у И К Ц II Я ( I I V р  Э  11 Л О (> И 11 Т I '  Г р  .1 Л И )
I

У шоу Н( a, Ь | р .  М хГ 'dx ( « > 0 .  / > >  0) МНТП-
0

рал беги функция  окн I тур Эйлер интегрили дсб ;п ял иди 

Б о I а ф у и к и и я к и н i х о с с а л а р и :
1. В(а, Ь)— В(Ь, а).
2. В(ы, b ) =  Ь 7 1 , В( а, b 1) (£>> I ).и | п — 1

г: ж  « / ,«)=  г 1 ! ■ r V - -  1К n f N' I (I f n —  - 11 I 1

3. B(u, 1 - u )  =  . 1 ( ( ) < « <  I ).
v s i n  а л

4. «( ) =  л.

II. Г а м м а ф у и к ц и я ( I 1 г у р 3  и л о р и п i о г р a 
I п ). Ушб\

Пи)---  ̂ V a 'd\ 1ч .ХМ

nii rci pa. i слам/о {/рл-лслсл i^s 
a г a,! ал и.

{ I /  . у ;  V  i l H J  C ' J U L U !  Л С

Г а м м а ф v п к u и я н и и г х о с с а . \ а |> и :
1-е-л- -И 1) 

а{и | 1 > I а | п - 1 )
2. Пи -И 1 ) =  «Г(л).

1. П ч )-= lim //"



2'. !'(n j- i | ... и !
И1’. t ,VJ ) , u  \ . i . i \кем;! на барча тартибдагп 

v . i . i v k u m  \ o y и .  i ; i , ( д j ) i j  -л ; j | i ; t

1 1,(11 r- $ A"  v  ( 111 v )"dx (n r= 1,2,...).

4. / i (« ,  / .) - - -
!'(» I Л) '

5. Г(« ) l ’( I — a ) -=. B(a.\ - a ) - — :l .

Хусусяи, a--- ] да ( ( ) < , / <  I ).

.v I!’( „ ) =  V-T.

6. ! ' («)!' («+ 2 ) = ^ л , I'(‘2a) (Лежандр формулой).  

■34- м и с о л. Ушбу

/ =  $ е ,Jdx

интегралам \исоГ>.|анi .
.. х * алмлштириш натижаеида интеграл кушпаги 

курннишга келади:

/ =
2 5 \ / t lll==2 \ 11 '■> d , -=l  S ' о '<11

Н)кпрмда1н (;)) мупосабитдап фойдаланиб / =   ̂ у/л 

г<ка11ипи т и а м и н  Леман,

S ' dx =  Г
,>г>~ м и е о л . У шб у

/ —  ̂ sinbA'ro,s 'xt/x

интегралIIи хисобланг.

t ею
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. s j i i . r __  \ : i  ( l  >  ( ) ) и л м а ш  г и р и ш  и . г г и ж ш ' и д а  ш и ч - г р а л

клйидаги купинишга келади:
I! г

\ (ы п  v) Ч 1 - -ill л ) </ v -- \( 1 11 •/ •//

- ‘. ) с  - ч  v  л - ф Л - л Л

1 а 15
='  ■> ' 1 V-1 ' 8 ’ V ' 1 120 512

3()- М И с 'I Д. ШП\

/ =  \ х*с. ’ dx ( / ; л !

и 11 те г р а л н и н еоол а м г.
х =  ф  ( / > ( ) )  алмаштириш патижаснда ип гетра; 

куйидати курииишга келади:
I СО ( оо !
$ х2пе " dx = ]. $ I 'е ' d t =  ^ \ \п  -(- ) =

1 р  Г(2н) _  v'a (2и—1)!_
2 2J" 1 1V0 22" ('1 — 1)!

(2/г — 1 )!!
2" V--1

(Бу ерда Г(л -j-  ̂ > учун Лежандр формулаеидам фойда 

л а иди к).
.37- м и е о  л. УшВу

/ = Л  <  ' dx
J \ах +  fi( 1 — -VI +  у i" ' Ц

( а ,  у,  р, < 7 > 0 )

интетрални Эйлер интеграллари оркали ифода.аант.
(a +  у)х

ах  - f  (5< 1 — т ) 1 у 

куйидати курииишга келади:
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1 \ /"  '(1
( а  +  т Л | Ч  V)"  J

t f - ' d t  =

/ i i  р . ч )

(ъ I Т)''(Р -i-yf
38- м и с о л. Ушбу

/ ■■=  ̂ sin1 !x-cos" х  dx [ а >  0, !>'>()).
I» %

шггсгрални Эйлер шпч'грлллари орк.али ифодаланг.
s iпх =  / алмаштириш иатижасида ntnei рал кунидаги 

куринишга келади:
I ь

l = \ t J 41 —/2>- 'dt.

Бу имтегралда эса Г у алмаштириипш бажарамиз. 
У хо.1 да

| » I
1 L, \ У ( I У)

dy   I

ХУ 2 S "

булади.
Хусусан, агар b — 1 булса,

Г , . 'л  2/ = \ s i n "  'dl =  v -------- - - б у л а д и .J г, и+ 1 '
о Г( 2 )

Агар а =  1 + а ,  b =  \ — а( |а|  <С 1) булса, у \олда

/ =   ̂ sin“ ’лс - cos* ' x d x =   ̂ sinax-cos ах d x =   ̂ igaxdx

булиб,

239



; n  T » «  ’ , * > 4 "  Lt *  T » -

Я _ l_t
1+ a  , 2 ’ Ю

sinn(— -— ) cos 2

булади.
Демак,

 ̂ tgax dx =  2 ■
1 Л
2 алtos -

39- м и с о л. Ушбу

T 4 #^,3 (H-x)lnx
9

интегрални хисобланг
+ '

I(p,q)= ^
+ .”  n-\X' dx(1 +  x)\nx

+ 00

-1- L 

5

( 0 < P < 1 , ) -

0 < q < l

+.” fl- i
- Z -  -dx.

(1 +  x)lnx

i"\p, q)= \

0

rP~]
(1 +x)ir\x

dx ,
0
+ 00

i {2\p,q)= \ (i +je)in* dx

булсин, у холда:
V  о — I

(I\p,q))’p= 3 T+Jdx =  B(p' p)'

Худди шунга ухшаш

(I\p,q)i= \ 7 ^dx = B{q,\—q)

булиб,
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dp
sin  яр " л 5

dq
sin.-i*/ +  f =

=  л!п
•к

Ik

л P
2

л q +  С га эга буламиз.

p — q учун l (p , q ) =  0 муносабатдаи C =  0 экани келиб 
чикади.

Демак,

+ 00sо г" ' - . г ’ 1
( I 4- Jc)l n Jf

dx =  n\n ( 0  <  р  <  1, О <  ?  <  1) .

40- м и с о л. Ушбу

р4 =  s in ’cpcoscp
эгри чизик билан чегараланган шаклнинг юзини х.исоб- 
ланг.

Маълумки, изланаётган юза

5 = 2  ^р2(ф)^ф булиб,

Эерилган чизик биринчи ва учинчи чоракларда иккита 
ипрокни ифодалайди. Шунинг учун

2 3 I
s =  2- —  ̂ s in2(p-cos2cp d<р

о
1зланаётган юзани аниклайди.

38- мисолдан фойдалансак,

s =
а £
 ̂ s in2(p-^(p =

о

‘V V  I I з=  г(—) Г( ) =
2Г (2) 8 V 4 > ' 4 '

л •\J2
~3~ (кв.бирлик) га эга буламиз.

Демак,

s = л у5 
з
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Мисол ва масалалар

Эйлер иптегралларидан фойдалйниб куйидаг 
ралларни хжобланг:

I
106.  ̂ \/-v — х2 dx. 

и
и

107. ^х1 \ ja2 -  х2 dx ( а>0) .
О

108.

109.

110. 

I II.

-+ 00
f>
Jо

x2dx

I I I 4’

d к

о V 1 —

(// >  1 )•

S >m\t
■i dx.

f l '"tlx

J •' / ,
о y.v( 1 — xT)

112.

113.

114.

115.

x ,,dx  ( 0 < « <  1). 
l I

ЯS0
1s

sin" l,: dx  (1 <  /г <  0, n > 0 ) .
(1 —  kcosx)n

-  1 _ _  Y  -  11

dx, ( 0 < a <  1).I - X

+ 00 2
116.  ̂ * ln 2 dx  (a2<  1 )■

J 1 +  x20 ‘

117. 1(1 ' dx  ( a >  0, P > 0 ) .
J (* +  a f +|4

интег-
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! С ( '

I 1 и 1] ' ,/A { S' * }

120. i ;i; >{л \ , f w

121. .. ' -{ \i ' - ■ i!" (Л . V ;>!), n -0
чем i ;in; ,;; н К tlи \i■H'On.l ИНГ.

122. X* ; i. 1 - a : ( А Д> 0 . -0,
ЧС1 np.'i.i,' jhi ;in \ ; i ж  \ HIM

Kyi’иДП i if гопинкл H j) H И небо i.;i;i hi

125. \ Г ■ dx x'c ' d x  —
.i

J 3 8 »/2 ‘u 0

124. f\
Ф

/л
1
Гi xdx

Jо
-1

— X и v'1 v '  1 ‘

; :.'i р и  o h . i ; : ii

С . 0 )  С 1 Ш Т  O l b U l l i

125. \ л" Vosa x d x  -— 1 r ( / y ) c o s  ( ( ) < / ; <  1).

126. х г ' siпах clx =  Xf) Г(р )siп ( — ! < / •> <  I)

127. С
(a" t- их -|-b f

d x  — J P !'(/'- 0 I
v "  I "  * 2  у /»  ) Г ( ^ )

128.

129.

(b >  0, a - f  2 л/ b > 0 , p >  2 ).

i
f  dx r

 ̂ V> r J,‘ J0 V 1 T 0 
1 ,

* V a л 

VI - x i n ~  2,1
( n £ N ) .

S .1 n
•V

V''3 (A ’ 
1

f
1) 3d x.

П  и ) Г( a 4- 1
n

V I I /  . n 1)...! ( a -f
n

, . ' - - > / l ’ ( «0 )

( n f  Д/).



л i 7 /  б о б

КАРРАЛ И ИНТЕГРАЛЛАР

И К К М  л Л ' Р Л Д Н  И И Г 1  Г Р Л Л Л А Р

I. И к к и к ;i [/ р a л и и н r e- e p a .! i' ;i ь p и ф л a p 11. 
Бирор чегаралаиеам R' coxa бори ;г;:н Ялсин.  By
сохами булакларга а-'-; .луичи чек. in ii ' чмлпцрар
сисгемаеи {/:/c~(/))}< ' , 'иданпн! б;;.шн-„’,ии л и а галади 
ва у Р =  {/:/се (I) )! ■ бн белен.кит.до (/)) с<>\аии
булаклареа ажратукчн „ар бир / чмлмк. Р  бу'.'шиншпнпе 
булунчи чилиги, ( / ) ) с<I .лп]и i сулаги эса Р булмнншнипе 
булаей дейиллл и. Р б\ " а а а ш of. ia кларн диаметринипе лиг 
капаем унит дчаме: ри леи a i алади на у каби 
белгилаиади. ■ !)) ео.\а; 1 бул нпшплар ту ил а мани &  =  {/?}
оркал и беле;; i а и м и

/(„г. у) функции (§')с:„/Л ео\ада берилган булсин. Бу 
соланине Р t  • булиишш, на бу булинишлариииг дар бир 
квадра глануичи (Dk) (/«• — 1, 2, .... п) бул а гида ихтиёрий 
(Ik, т]*) нукта олиб.

<*= I  fil>, >|,7) (I)
к

йигиидиии I\лайлик, бунда !)к — (l-h) соланине юзи.
Одатда (1) j(x, у) фупкциикимг интеграл иш индиси 

ёки Риман йш индиец дсб аталади.
1 - т а ъ р и ф .  V f > ( )  олинганда \ам, шундай 

> 0  топилсаки, ( I) ) со.\ининг диаметри / . , ,<6  булган ,\ар 
цандай бфлиниши х,амди \а р  бир ((h) булакдаги ихтиёрий 
(Ik, ip) нуцталар учун

1.Г--/1 <«■•
тенгсизлик бфжирилса, у х1олда функция интегрчлланувчи 
ва I еонга /(л, у) функциннинг (О) еох,а буйичи икки кар- 
рали интегралы (Риман интегралы) дейилиди ва и

¥
у )dxdy)

каби белгилана<)и 
Демак,

) ( Ш  : Пт
Л„ -0 , film 'h)Dk
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/ / )  ф> н к н и я  (/f)c: р-  г о ч а д а  и г р  и. 11 м п и „  ч «.■ [ ; i р . - 

л а т  ап б\  лсин { ! >)  nu;,4iiiiin он pop Р  ( M mihhi i i i i i i h  
Карандин.

i*i. =  {/(А - , М, Slip !/(л а)}( V. , • ' ■ Р |/»А ”

л ар орда мила

•V -- 1 m„Dk, S -- у  MJ)„
1 I < t

йигиндиларни тунампи. Ода г да бу йигнпднлар мог 
ранит да Дарбупнт  цуйи ч.амда юцори йнгипдидари дсб 
аталади. ( / ) ) еоклпннг кар п и р  б\линшинга и паба га и | j, {.S'] 
ту 11 л о м .1 и р I i н 11 г чегарнлацгаплт пни на s S мупоса-
бат уринлилипиш к\|)иш кийим чмис.
2- т а н р и ф.

s u p ' s ) -  Iv I f J .S} /

мш\дорлар мое puiuinnhi / (x, ,/1 Лнкциянинг (D) со^идиги 
цуйи икки каррали ,\ам()а кщори икки каррали интеграла 
дев аталади.

3- т а 'I. р и ф. Агар /(л\ у) функциянинг (D ) справа 
цуйи .\имда юцпри икки каррали интегриллари бир-бирига 
тенг бума,  у \олда )(х, у) функция ( I) ) гонада 
интегралланувчи, уларнинг умумий циймати

1 = 1 = 1
/(х, у) функциннинг (D) сохадаги икки каррали интеграла 
(Риман интеграла) дейилади на

Уу( V. y)dl)  <^/(д, y)dxdy)
ап и»

каби бн‘лгилана<)и.
2. П к к и  I-: а р р а л и и н т е г р а л и и иг м а и ж  v д - 

• I и г и. И н ! е г р а л л а и у и ч и ф у и к и и я л а р  си и ф и. I

I т к о р с и a. f (x.  у)  функция (D )  сока да интёгралла- 
пувчи булнши учуй, Vi > 0  олинганда кам, шундай Л 
> 0  топилиб, (П)  соданинг диаметри / . < Л б у л 1 ан кар 

кандай булинишга нисбатан Дарбу йигиндилари
S ( f )  ~ s ( f ) < v

тснгсизликни каноа ыантириши зарур ва етарли.
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2- т е о р е м  а. Агар f (x ,  у)  функция чегараланган ёник, 
(D)  a  /?2 сох,ада берилган ва узлуксиз булса, у шу сохдда 
интегралланувчи булади.

3 -  т е о р е м а .  Агар f (x ,  у)  функция (D)  сохдда 
чегараланган ва бу сох,анинг чекли сондаги ноль юзали 
чизидларида узилишга эга булиб, к,олган барча нукда- 
ларда узлуксиз булса, функция (D)  сох,ада интегралла
нувчи булади.

Икки каррали интеграллар ёрдамида текис шаклнинг 
юзи, жисмнинг дажмларини тониш мумкин. Интеграл 
таьрифидан бевосита (D) шаклнинг юзи

и»
булиши келиб чидади.

I - м и с о л. Ушбу

§xydD,  {D) =  { ( x , y ) £R2\0 < х <  1, 1}
i/>t

иптегрални 1-таъриф ёрдамида хисобланг.
Равшапки, /(х, у ) — ху  функция (D) да узлуксиз, 

демак, 2- теоремага кура, у (D) да интегралланувчи
булади. (D ) сочини х =  ' , // =  -* (/, / — I, п — 1) чизиклар

ёрдамида булакларга ажратамиз на ,\ар бнр (D4) да 
(£,, ц,) =   ̂  ̂ ^  деб караймиз. У \олда

п — 1 п I п \ п \

<Г= 2  I  /<£„Т|,)А,= , 2  / 2  / =
, .,1 I о " / !1

I
1П

п(п — I) //(// — 1 )
2 ' 2

булади.
Буидан эса о да л,->-0 булса, о —► 4 -

Демак,

^ x y d D  =  4 .
(/й

2- м и с о л. Ушбу

(«>
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интеграции 3- таъриф ёрдамида х.исобланг, бунда I) — 
={(х, y ) £ R 2:

! < / / < 3  J

(D) сох.ани х = 1 + ^ - ,  у =  1 - f 2' ( / = 1 ,  « — 1) чизик,- 

лар ёрдамида булакларга ажратамиз.

( о ч)=1(х , у)е1?- .п + ‘- 1' I п п
п * 2(/ _1) ёС и С  " * 2/1 '

п п J

'«,,■ =  in/ (JC■ г/):-= ifI - f  ) ( н -  2”' ~ ' ) );

2 ( 1 + 'х.+?)-з-
' = 1 у = I

- $ д ( | + : ) ^ | + ’ 0 - $ 2 ( , + > +

2 /;(/г+ I ) 1 2(2л +  I)

2  ( ' + , : >

2(2/г + 1 ) /  . л(л +  1 ) \ __ (2л f  I Х 3 / г + I)

л2 У’ ' 2п ) ~  •

2 ( i  +  i ; l ) ( i  +  a 7 n ) - ;  =  S 2 ( , + ^ ' ) ''^-1/ | 11

■ 2  ^  2 ( i  +  - , ) ( » + 2r 11) -
/“ 1 f 1

-  " 2  ( ' + ■ ; ' • ) -  > - • < * +  " v " ) ’

(2/1-1X3/1-I).
Ч ’п

SUp{i(/)} =  6,
inf{S(/)} =  6

эка нлигидан
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муносабатга эга буламиз.
3. И к к и к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р а  

И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш.
1°. /(х, у) функция (Ь)  сохада интегралланувчи 

булсин. Бу функциянинг (D ) сохага тегишли булган ноль 
юзали L чизикдаги (Lc^(D))  кийматларинигина узгарти- 
ришдан хосил булган F(x, у) функция хам (D ) сохада 
интегралланувчи булиб,

F(x, y)dD
( О )  ( D )

булади.
2°. f(x, у) функция (D ) сохада берилган булиб, 

(D) соха ноль юзали L чизик, билан (D |) ва (D2) 
сохаларга ажралган булсин. Агар f(x, у) функция (D ) со
хада интегралланувчи булса, у (D i) ва (£)2) сохаларда 
хам интегралланувчи булади ва

§ f ( x , y )dD =  § f ( x , y ) d D i +  § f ( x , y ) d D 2
U>) («,) (»,)

муносабат уринли. (Бу хоссанинг тескариси хам уринли- 
дир).

3°. Агар /(х, у) функция (D) сохада интегралланувчи 
булса, у холда с-/(х, у) (с — const) хам шу сохада 
интегралланувчи ва

\\с ■ /(х, y)dD
U>)

=  y)dD
(!>)

формула уринли.
4°. Агар /(х, у) ва g(x, у) функциялар (D) сохада 

интегралланувчи булса, у холда /(х, y ) ± g ( x ,  у) функция 
хам шу сохада интегралланувчи ва

$ / ( * ,  y ) ± g ( x ,  y ) ]dD=  ^ /(х,  y)dD
т ( И )

y)dD
d>)

формула уринли.
5°. Агар f(x, у) функция (D ) сохада интегралланувчи 

булиб, V(x, y)£(D)  учуй /(х, y ) ^ z 0 булса, у холда

булади.

ЭД/U,  y)dD^z  О
(Д)
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6°. Агар fix, у)  функция (D ) сохада интегралланувчи 
булса, у холда |/(х, у)\ функция хам шу сохада 
интегралланувчи ва

^ / (х ,  y)dD
т

^ § \ f ( x , y ) \ d D
( О )

тенгсизлик уринли.
7°. У р т а  к и й  м а т  х а к и д а г и  т е о р е м а .  Агар  

f (x,  у)  функция (D)  сохада интегралланувчи булса, 
у холда шундай узгармас сон

М =  sup {f(x, у)}, т — inf {f(x, у})
u.i/iao) (х.»)С(«)

мавжудки,

y ) d D = i i D
ID)

формула уринли, бу ерда D (D)  соханинг юзи.
Н  а г  и  ж  а .  Агар f (x,  у)  функция ёпик (D)  сохада 

узлуксиз булса, у холда шундай (a, b ) £ ( D )  топиладики,

\\  f ( x , y ) d D  =  f(a,  b)D
( О )

булади.
8°. У р т а к и й м а т х а к и д а г и  у м у м л а ш г а н  

т е о р е м а .  Агар g(x,  у)  функция (D)  сохада интеграл
ланувчи булиб, у шу сохада уз ишорасини сакласа ва 
t (x,  у)  функция (D)  сохада узлуксиз булса, у холда 
шундай (a, b) £ ( D)  топиладики,

\ \ f ( x> У)ё ( х> y ) d D =  f (a,  Ь) y )dD

булади.
fix, у) функция (D)  сохада берилган булиб, у шу 

сохада ин тегралланувчи булсин. Бу функции (D)  соханинг 
юзага эта булган хар кандай ( d)  кисмида интегралла
нувчи ва

\ \  fix, у )dD
UD

интеграл d га боглик булади.
Одатда бу

Ф Ц У ) ) = ^ х ,  y)dD
( d )
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функция соланине функцияси деб аталади. (D ) сохада 
бирор (лго, г/о) нуктани олайлик. (d ) эса шу нуктани 
уз ичига олган ( d ) ^ ( D )  соха булсин.

Агар X — да 44(d)) 
d нисбатнинг лимити Пт

мавжуд ва чекли булса, бу лимит Ф{{(1)) функциянинг ( х о ,  

у0) нуктадаги сох;а буйича х;осиласи деб аталади. (Бу ерда 
d — (d) соханинг юзи, X эса унинг диаметри).

Агар f(x, у) функция (D) сохада узлуксиз булса, 
у холда функциянинг (хо, у о) нуктадаги соха
буйича хосиласи /(х0, у») га тенг булади.

4 - т е о р е м  а. }(х,  у )  функция £> =  {(*, y ) £ R 2 
a ^ . x ^ b ,  c ^ . y ^ . d }  сохада берилган ва интегралланув- 
чи булсин.

Агар х £ [а ,  6] узгарувчининг дар бир тайин кийматида
d

I ( x ) = \ f ( x , y ) d y

интеграл мавжуд булса, у холда ушбу

интеграл хам мавжуд булади ва

§ f ( x , y ) d D = \ \   ̂f (x ,  y ) dy
( D)  a L c

dx

у ринли.
5 - т е о р е м а .  f (x ,  у)  функция (D)  сохада берилган ва 

интегралланувчи булсин. Агар х£ [а , 6] узгарувчининг хар
d

бир тайин кийматида \ f (x ,  y ) d y  интеграл мавжуд булса,

u r \r. d '  \ и . I (■ \ вчинит хар бир тайин кийматида 
ь
\j f ( x , y ) d x  интеграл мавжуд булса, у холда
а

\
а

d г- Ь

S \ t (*>y)dx
с L  а

dy

интеграллар хам мавжуд ва

2а()



• » ft Г  a ~I d r~ b —i

S \ f ( x , y ) d y  d x = \  ( t (x ,  y ) dx  \dy
(D)  a L c _I r l _ f l  _1

формула уринли.
Энди (D) сох.а ушбу

(D) =  {(x, y ) e R 2' . a ^ x ^ b ,  ф , ( х Х / / < ф 2(х)}, 

(ц>,(х)£С[а, b\, / = 1 , 2 )

куринишда булсин.
G т е о р е м а .  f (x ,  у)  функция (D)  сохада берилган ва 

интегралланувчи булсин. Агар х£\а,  Ь\ учгарувчининг хар 
бир гайин кийматида

'hj * I
Ц х ) =  \ f ( x , y ) d y

4|U)

интеграл мавжуд булса, у холда ушбу
ь

Sп
Ч*2(х)

\ f ( x , y ) d y
v,(*)

dx

интеграл хам мавжуд булади ва

6 Г  4 <г)
\ \ f ( x , y ) d D = \  \ f ( x , y ) d y
( D)  a i | , (x>

dx

уринли.
Куйидаги 3 —5 мисолларда f(x, у) функция G- теоре

ма шартларини каноат.чап гиради, деб каралади.
3- м и с о л . Ушбу

( 0 )  =  {(х, y ) £ R 2:x2 +  t f  <  9, .v' +  (// + 4 )2> 25}
куринишда булса,

х, y)dxdy

интегрални такрорий интегралга келтиринг ва интеграл- 
лаш гартибини улгартиринг.

6- теоремадан фойдаланиб, топами.ч:

^ { x , y ) d x d y  =   ̂ dx 
<«)

V э--У’

5
V 25 -

/(х, у)(1у.

А

2i)i



Ии теграллаш тартиГжпи узгар nipmii учуп (!)) е<>\лни 
куй идл ги к у р и н и шда и (рода л а й м на:

(/J) =  (Di)U(/^:;)U(%), ( 2 - чизмага к а р а т )

— V 9— у2 <  * <  — а/9 — %  — уг },

(£>:! ) = {(*. 1, д/9 — 8// — if  < х <  д —

6- теоремадан tsa икки каррали интеграл хоссаларидан 
фойдалаииб, топамиз:

У - ,г
f y ( x , y ) d D = ^ d y   ̂ ffx, !/)dx 

' Ф.> ./

1 у/у- У  [ V У

- f  [dll /( V. mdii i- \ dll \ /< X. indx.
и и (

- V'.l ' V'J-

4 м и e о л. У hi б у
I х*гл a I V о

/ =  j  </л J / ( x, // )<5 +  5 dx J / ( -V, // )dy
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nim-i рнлда min i раллаш 1артпбинм узгартиринг. К.арала- 
ётгап сохаларпп чогаралнб турган эгри чизнклар ул =  
— х~ {Оу укига нисбатап симметрии кубик парабола) на 
(х— 2) + ( / / — I ) -— I (мнркази (2, 1) пуктада радиуса
1 га геи г аилами) дарлим и бор а гдир (3- чизма).

Чизмадаи куринадикп, у О дам 1 гача узгарганда 
х узгарувчи х — у л'2 дан х =  2 — д/2у — у2 гача узгаради. 
Демак,

1 2 \ j iy - y 1

/ = W  5 j (x,y)dx.
« ,Ч/2

5- м и с о л. Агар
(D) =  {(x, y ) e R 2:\x\ +  | / / К  1} 

куринишда булса,
^/(.г, y)dl)  интегралии такрорий интегралга келти-
UJ)

ринг на интеграллаш тартибиии узгартиринг.
Иптеграллаш сохасини координата удларига писбатан 

симметрии эканлигини куриш кийин эмас (4- чнзма).

(D) =  {(jr, /?2; — 1 I, — 1 +  |х | 1 — |х |}= =

=  {(*, y ) £ R 2: -  1 < / / <  1, -  1 +  \ у \ 1 - \У\1 
Дсм л к,

I
^/ (  х, y)dL)= (j dx
(О) I

=  S dy
I

I f  Ul

I \ I у I

f(x, y)dy =  

f(x, y)dx
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•( c w t . n i i  -< j )  (1и 1; > ! п ф ( Н ] А к  г м Г в . т п ч  i n  в  1. *к1 '<»фи е г л ш т и а л м

("i* >
x p ( ! i ‘x ) l  ^ l i p  \

11 - ■■ r.

;f11A ‘i;l. iiuidiM i!\)M h i
H <! t! О t) >! К .! И Ш;ЛМ] .1 .У1И H ‘ M M Г Mil (i A>l tlK'lT 1? К». 1И-,

•iiii*:n(l.ioi."i,\'>i-'ia,4iei! iiciiA o (Q<fl) »$;--•// 'n —  ft 'n 4- к —  
'x !i m h . ’ i ' i i i . K o i  (())  B i r d . ' !  \ t ]  м н п - ч ю . - н л  и н г Ы  м ш и

4f‘
rC

t i p x p ( . f i  +  -X ' Y '

A O i l !  V ” ! : : О  ,)  ! I l\  9



Демак,
у

\\(Х  +  ihdxily =  \ dy   ̂ (х2 +  y2)dx
и „ „

+  ул-  y \u  — (I) ]  d y =  8j“
Г I tf (//-nV*
j  I. 3 -  3

Нш4 
12

, a4 l(i« , . ,
' 3 I2 3 ~ 12 !i ' 1 "

7- м и e о л . Уin6v

I == ^ xydxdt-/
in,

знтетрил ни хпсобланг. Бу ерда (D) -\Jx -f - 0 /  =  1 мара-
зола на координата удлари билам чегарадамгаи сода. 

Чн.тчадан ни гегрални
6 тДО
\ d x  \j / \ x , y)dy
и чип

курипишда хисоблаш макдадта мунофик, экамдигини 
курамиа (6- чиама).

Демак,
I (1

/ = \ d x
О

\Jx Г

\  y d y
О

i

2 I — л]х )“dx =
о

I
280 '

255



4. И к к и  к а р р а л и и н т е г  ра  л л а р д  а у з г а - 
р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш .

Оху  хамда Ouv координаталар системасида мос 
равишда (D ) ва (А) сохаларни карайлик. Бу сохаларнинг 
чегаралари содда, булакли-силлик, чизиклардан иборат 
булсин.

f(x, у) функция (D) сохада берилган ва унинг чекли 
каррали интеграли

§f(x,  y)dxdy
(О)

мавжуд булсин. Бу интегралда узгарувчини куйидагича 
алмаштирамиз:

( х =  ц,(и, v )
{ г/ =  ф(ы, v).

(и, и) £ А £ R2. (2)

(2) акслангириш куйидаги шаргларни каноатлангир- 
син:

1°. (А) ни (D) га узаро бир кийматли акслантиради.
2°. ф(и, и), ф(ы, v ) функциялар (А) сохада узлуксиз, 

барча хусусий хосилаларга эга ва бу хусусий хосилалар 
хам узлуксиз.

f(x, у) функция (D ) сохада берилган ва узлуксиз 
булиб, (2) акслантириш 1° — 2° шартларни каноатлантир- 
син. У холда

^ ( х ,  y)dxdy
(D)

и, и), ф(и, v))\I(u, v)\dudv
(А)

( 3)

формула уринли, бу ерда 1{и, v) = 0(х,  у ) 
D(u, v)

(2) системанинг Якобианидир.

дх
ди

дх
dv ф  о

ду_ ду 
ди dv

(3) формула икки каррали интегралларда узгарувчини  
алмаштириш формуласи дейилади.

8- м и с о л. Ушбу

/ =  x2 +  y2)dxdy

интегрални хисобланг.
Бунда (D) =  {(x, y ) £ R 2A ^ х у ^ 2 ,  0 ^ х ^ 2 г / ^ 4 х }  ин- 

теграллаш сохасини чизмада ифодалаймиз (7- чизма).
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II —  XI/,  0 = И - \IIV

а л м ; п п  г н р ш п н и  б а  ж а р а м  и з .  Н а т и ж а д а  б е р м . а г а п  с о х , а н и ш  
образа

( А ! =  {(», а )6 R :1 <  » <  2, ' < у < 2 }  

б\ in б. Ям Пиан чч'а

I I

Н и ,  ■) - ' V;
д I ■ 1 -I / »
V » -  \  =

г а  т е м  г  (>\\ I а д и . 

Лема к.

9 -  м и с  о  л .  У ш б v

/=- В / (  y . v -  +  , r  ulxiiii

7 -  Г, 3 7
2.37



интегралда к.утб координаталари системасига утиб, уни 
такрорий интегралга келтиринг.

( JC =  pCOS ф,

I  y =  psin ф 
алмаштириш натижасида топамиз:

/(р, ф) = COS ф

sin ф
— р Sin ф
р COS ф

2л 1 1
/ =  S d(p,\>pf{p)dp =  2n \pf(p)d9-

0 0 о

10- м и с о л. Ушбу

/ =  ^  sin -\-у2 dxdy
п2 <**+»* О»*

интегрални хисобланг.
9- мисолдан фойдаланган холда, интеграллаш сохаси 

халк.а эканини эътиборга олиб, топамиз:
2л / 2л ч̂

/  =  2л  ̂ psin р ф  =  2л^ pcos р | 2' +   ̂ cos pdp J =  — 6л2
л \ л /

11 - м и с о л. Ушбу

- | ' - а г - а л —

интегрални хисобланг. Бу ерда

(D ) =  { ( х , //) > /?2:х >  0, г/>  0, (  ^ ) 3/2 +  ( | ) 3 <  1 }•

К,уйидаги
^  =  u2/3 ». =  v Wi
а о

алмаштириш ни ба жарам из. К,аралаётган соханинг образ и 
куйидагича була...-i:

(Д) =  {(ы, v ) £ R 2: u ^ 0 ,  и > 0 ,  ы +  1}.

булади. Якобиан эса:
l ( u , v ) = 2f - u ^ v ^

булади.
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-SO С)(Т>) (Л)
=  \V2f ( ' - u

— и)и 1 'ли ?/\ladv   ̂и l/idu  ̂ (1 — и
О 4)

-  у )у 2/ 'dv — у aft  ̂ j ( 1 — и )4/:,« ,/:'du =
о

ab 1 4 1 „ /  1 \  „ /  2 Ч 2 л/3 ,

=  2 , 2 У з / ( з / ( з Г  27 Л ‘^

12- м и с о  л. Ушбу

/-=  ^  [cos(x-(- y)]dxdy
О sjC X  л  
О ̂  у ̂  л

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги функциянинг хоссасидан фойдала- 

ниб, интегрални куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

/ =  2 ^  \cos(x-\-y)\dxdy.
<>■ л

О <  у <; л —  х

Бу интегралда каралаётган сохани х - \ - у =  л чизик. ёрда-

мида икки булакка ажратамиз, уларнинг бирида c o s ( jc +  

+  //) мусбат, иккинчисида эса манфий б^гаади (8- чизма).



Д е м а к ,

/  i * t j * ■' '

/  =  ‘J  (  ^ d x  \  CUs( Л- +  У ) d y  — \ dx  \ < " s < л Г  У ) d y

- -  (  r/л-  ̂ e o s (  л' / /  ) d y  \  - =  2   ̂ ( 1 -  S i l l  л ) d * 4  \  d x  (-

J  °
.1

-j- \ sin xdx — ‘2л.

i : V  м и У m m

i t
u
.).) \ /, —  л ] d

MI! 14' ‘ p ; i , i \ ,и c o n . ! м ПММ !!.

n UTl ' i  p ci.1.1 tl Ш ( ' o \ ; i a i a v/ /  п ' к и е л н к д * //  -= : r  и м р м о о / K i

IUI If =  ■1 l \ ! p i t  4113 1 к  п  H . I ! M K I M p cL ! M H i'M H in p. . K M i j H K II I'M

к  у p a Ka  [Hi J  JiOTl ' i i } Mil i v'i p a i \t а и ж у д  a v . 1 Ml) ,

/< , / / 1 - =■

0 ,  a i a p  U ,  / •• ! ) , - - ! ( v. / /  <  / /  < f -VJ ! o y . K M i .

I ,  ,n a p  ( x .  к У - !> ■-{( a, l j )  1 - f x 4  Ц 2 i- a j ! r>\ . K K 1,

m a p  u . i n t o I ( v ,  l D- d  +  x  < ;  у  < : М - д ' !  ' у  11

V .4 , \ n a p  i л ц п  L> i l l . / ' / /  < I I  6 \ . ! C M

П у л а a n  ( ' ) - м п . г п а ) ( ' м х а [)U \ t\M i <1 ll II*. < К  i f ; i i 4 i 1 i1! iK 1II J)

Д е м  а к

/  5 \ , / x d v \ ~ \ j \ d \ d t r r  y - ’ к d y

i !> ,i l / \ ] " a

\ d u i , ( / ) ,  i ■n\M Ml l l l i l o m i c i n  a i m i f .111 i I l l ' l l  \ ! U ' ( (HIM

o; i  и f , r o  11 i м it j :

S' - \ [ u , , If -
•’ v/i S,/,r i

\ . X

2ГЮ



.S’ — dxdtj — 2
i n\)

\- J
jj dx jj dij — S4 =

4

3 '

R <
S., — ^dxdu — 2  ̂ dx  ̂ d y —{+ -f-S,|)—-4 y/3 3

Шуидай кнлнб,

/ --- S, +  \/2 S , +  v;3 S , =  * (4 +  4 f \  -  3 V2 )■

14- vt и с u л. У шоу

/ =  ^  s gn( . r  — i f  +  2 )</.> f///
ЛГ + <++- I

им m  p л, 111 и >. нсобл а и г.
Интеграл.чаш содасм координата f кллрига ииебатаи 

симметрмкдмр. Иккннчи томондаи, sgn( . r  — //' +  2) функ- 
цмяси координата текислигннинг х.ар бир чорагида 
жоидашган сочада тент кийма г кабул кил ади (10- чи чма ). 
Дсма к.

/ - 4 ^  sgn( . r  —//'“ +  2 )dxdtj.
Г j i/' -- I

/

sgu(.v" — ir J  2 )— •

I, a I a p , r — f  т  2 >  0 6 y. i c a ,
0, arap +  —  if  +  2 —  0 булса,

— 1. ar a | > x' — //• -I- 2 <  0 б у л с a .

2(il



1 =. 4 dx
VV 12 2 V ■* ■ '

 ̂ dy  4 -  ̂  ̂ d(/
0 1 0

i \4 .-' \
^dx \ dy J

"  V I 2 /

2 -  л/4

1 F> м и с о *  У ш б у  

!im 1 ^  / (  .V, y)dxdy
U‘ г |Г

лимитам топипг. Пу ерда / (х , у) каралаетгап 1)=»{{х, 
у)£ R~:x2 +  у1 ^  р2} сохада узлуксиз.

f(x,y)dxdy  интстралга урта киймат хакидаги 

теоремани куллаймиз. Натижада:
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' , \ \  fix, y)dxdy ■== '-, f ( x , y )  \ \  dxdy -
лр“ , . л|Г JJ

* t <- • •* ' x?+\r < pz

1 , / ' ( x ,  77)ri p 2 =  / ( x ,  y ) ,  ( x ,  y)(-{D).
Л<Г

p  0  д а  x - - » - 0 ,  //--»■- 0 .

/(x, /у) функция (D) да узлуксиз булга ни учуй

l i m —  U  / ( х . y)dxdy =  ! i m / ( x ,  ; / )  =  /((_), 0 )  
!■ — (i :Ц>' J J  , " ,, - f l  '

> + !Г s p‘

экани ko.'miO чидадн. 
■6- м и с c л. У in б у

(  х Т '  !
\  а /

/ и  \ ' л , /  
1 . )  1 : , )  + ( Г Г - 4 -

, '
8 Аh • 1 ь ( .V >  0 , / /  г >  0 )

ч н з и к д а р  б и л а м ч с г л р а л а н г а м ю з а  п  и J о н  и и  г .
л -■ й р о д о У - -  

б а ж а р а м и з .  П а п

, у ;  ф . - ' ! 1  .|

* Ж  П Д  ч' 1

( р  Г?; ( jД а л  Vi a  lij I  и р и и ш и

Y /: д  <'' = \ а. а  и -  1
1 и /  v. w

1,

i а 

1 а ) м : : Г ■ ! |,а и 8 ,

X I  1■■ д а  «р ==  ̂ . 8  '  —  l  д а  fp
и  *»

- - a r r t g б у л и б ,  / ( f t ,  ( | ,) =

= •  3 < | Й | Ч  0 5 Д ( ' З Д ] 2(г: о \ а  д и .

i ! i y о д и н  д и д и ( 3 . i ; з  • ; a n a  с  г  i a n ю з а  1ч у й и д а г и г а  г е н е :

гг 6 re i if .2

S =  \ \dxdy З л Д р г / р  \ c o s ' i j  s i i r ' q a / q  —
J J

0-0 1 л / ' }

—
‘ Н‘ » , /  i i r
pj  Ю  'i

1 4(1 \  ! ai-c'K ') j

i ; l , IX -fc i + i)
( ю з  б и р . ) .

{ Ю д п р  и д а  s i n  б ;  -
H g - ((  1 - -  l y  (| ) 

I !  |  t g > r
ф  o p  м у  „ i а д  а н  ф  о  й  д  а л  а -

II и л  д  и  ).

( V) ж и с м  ю к о р п д а н  *  =  - / ( х , у)  о п р т ,  ё н  г о м и н д а н

ясовчи;!*^!-- Oz укиг.а пэраллел булгчн цилиндрик сирт
да мд а д у й  и да н  Оху  т е к и с л и к д а г и  ( / ) )  сода билан
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чегараланган булсин. ( V) жисмниш нажми f(x, у) 
функциянинг (D) со\а буйича икки каррали мптеграли 
оркали кунидагича топилади:

v =  ^ / ( jc, y)dxdy.
(О)

17- м и с о л. Ушбу

, = l s , " ( n ( ;; +  » ; ) )  ( » <  б + ■ £ « • + ' •

ва z =  0 сиртлар билам чегараланган жисмниш уажмиии 
том им г.

l / = ^ | z(x,y) \dxdy  интегрални хисоблаймиз. Г>унда
а>1

•2 2

(1)) =  {(х, y ) dR2: k <  *, -у l |- IJ A' =  opens Ф, y —
a~ b~

=  /;psin

z =

ер алмаштиришни бажарамнз.
/ /  

c sinf nf
\  V '

функциямИНГ жуфтлигини,

каралаётган соханимг координата укларига мисбатам 
симметриклигини хисобга олсак, у хил да:

1/ =  4  ̂ г/ф  ̂ (ш/Aclsin л(,г|о(> — ЛаЬсХ

г . ( _  1 )* •-1 I \* I I
X 2 'j (>|sin лр»’i <"/(> =  2ла/ос - 2| ( с о Ь х ) |

\к
=  ubc( — 1 )'' 1 '(cos(/г +  1 )л — cos /гл) =

2ahc( — 1 )4 + L>cos kx = 2 d .be
булади.

18-ми с о л .  Ушбу x2-\-ur =  Rx цилиндр билам х2-\- 
-(- у- -\- z1 =  R1 сферадан ажратилгам жисм хажмини 
топинг.

Интеграллаш сохаси симметриклигини хисобга олгам 
холда томамиз:

V =  A^ \!R2— х2 — у 2 dxdy,  бу ерда (D) Оху 
и»

текислигининг биримчи чорагида жойлашган х =  () на х~ -+- 
-|- y l — Rx чизик,лар билан чегараланган ярим доирадир 
(11- чизма).

2G4



/ /- чизма.

Дома к,
R л/rx г2   R

V =  4  ̂dх ij д/R~ — xi —y 1dy  =   ̂  ̂[(R~ - х 2)-
о о о

• a resin ~\J ( + у д lR{R — x ) x J x y x =  Г1̂ -

19- мисол. Ушбу z2 =  ху, х у =  1, лг// =  4, у2 =  х, / / '=  
=  3х, z =  0 сиртлар билап чеч'аралапган жисмиипг 
ха ж ми ни гони н г.

Жисм куйидан Oxy(z =  0) текислик билан, юкоридан 
эса z = x j x y  конус сирти билан копланган. Ён томондан
ясовчилари Oz укига параллел булган гиперполик (ху =  
=  с , ), параболик (у'2 =  с^х) цилиндрлар билан чегара- 
.ч а ига ндир.

Узгарувчиларпи ху =  и, y2 =  vx алмашгириш натижа- 
сида топамиз:

l(u,v) =  7--, (A) =  {(m,u)G^2: u 6[1,4]u £[1,3J}.
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Д емак,

V =  ^ - у х у dxdy =  ^ | / ( u , u ) l  л / н  dudv -  ’ ^  д / « ^  ^  =  
(7)1 (А) 1 1

1 9 .  „=  — 1пЗ.
4

Биз аник, интеграл ёрдамида баъзи бир лимитларни 
хнсоблашни курган эдик. Каррали иптеграллар ёрда- 
мида хам бу масалани хал этиш мумкин.

20- м и с о л. /(лугу) функции
( D )  =  {(x , i jT R 2 : 0 < х <  D

сохада ипiегралланувчч б^лса, икки каррали инкчрал 
таърифидап фоидаланиб, ушбу

[ ] , ! ' + ж - * . ) + е

кепайтманннг п->- оо даги лимитини хоминг. Бу орда

[| «/, =  «!■ »'■■■• -а,г

ц~ ' ' V " ' " )  +  ln) +  -  +  f( l '  O i l ” 11"

бел гил а шин к и о т  а миз,
] лар у ч у й  | 1п( 1 + . V ]  —  х |  < . г  тенгеизликдан 

ф о ii дал а нсак,

«пи.—j, i  £/(;,-! ) | « i  tX M )
булади.

П
V / (  ' , k‘—• \ /i n ■r<: i * i [ c : ) i

эканинп эьтаборга олиб, тонамиз:

266



м у н о с а б а т д а  и

l i m i"ZK:-:)r-°
11гii Injl •—■ lim

n n . ,

,  1 . 1 / (■•„*)

r a  э с н  t T ' V . ' i a M i u  Б у  т е п г . т к п и н г  y i n  т о м о п и д а ш  и ф о д а  

j(x,y)  ф у н к ц и я  у ч у м  (D)  c o y , - ! д а  к а р н д а с ' !  ■ а п  f i y . ' i и н ш а г а  

H i « - f > a i ; , i i  n i l ; о I ( >. j . 1  и ч г и и д и  - « к н н и н и  к " р и и :  к  11 п и 11 э м  а с  

\\Цх.и Hlxthf i: Б  (И м  т л у д л  и г и д а  н

У/К...Х/1
I

Д у м  а к .

4- 1 ! /Y 1 . * )  +! 1 ! ft 1 ' W ,  f! / '

( ''
V И ’ „ }\ 1

Г /1 Н  ■■

т v; с : м  н ■ м ■«:  ч  л  а  л  а  о

К; й и ли j и in. и I р ал i ;i
\ ‘ .И И р  ! И |)И  !! I

8-  (О- м иго.  и рд и  г ни

! . \  '• -  •

2. \ .'/а \ /( A , J )<///.

1 Г
о .  \ d  \ {  / (  V , ' /></(/-

О лА
1 » •

4.  ̂  ̂ f(x,y)dy.
| I ■

м д  t i t !  да • г  j; a.A а д ш  ; . у  и б н и  i 

«(• к у г Г »  к с и . ! р д 1ш а - |  а л а р и д и р .

J с
5.  ̂(Iх \ /(a,y)dy.

1 .•

6 . \ d x   ̂ f {X , l / ) dy .
) о

7.  ̂ dx jj f(x,y)dy.
О О
д/2 acosH

8.  ̂ У̂ср  ̂ f{i\:j)dr ( а > 0).
д/2 О



л /‘2 о \,'4fl2q ,1

$ d {t  5 / (ц\г  )dr (< />  0). Ю.  ̂di\  ̂/(() ,r)dr.
II .1 О II
К,уйидигп интегралларпи хжоблаш :

I I. \^{х'у -\- xif)dxdy.
im

( D ) =  {Uv/)f  R2: x >  0, t / >  0, 4 . r  —3w:?s4 4, 4 i p~3x' 2cl  
<  4}.
12.  § x '  ~ ' i x f  + 2yidxdy.

(/>)
1 4

(D) coxa / / =  , y — ,,, y — v'— 1, z/ =  .t-f-l ч изимар  on-JT , r  ■
лап чегаралаиган.

13. 55xifilxdy, (D) cox.a i f  =  2px 
an

парабола на x =  ( / ; > 0 )  чизик. билам чегарал an ran

14. 551 xy \ dxdtj, (D) =  {(xhi/)£ R- ; j r  +  i f  =4лг}.
( O )

15. +  if dxdy , (I) ) =  {(x,//) U /? ’: -r f  if <  </' 1.
(»!

16. 55< r t //)dxdy, (D) coxa .v®+ / /  =■ x -f-/у 
(/>»
чизик бмлан чегараланган.

17. 55 ( Ui +  \tj\ )dxdy.
U! + I

18. 55 (.г -f if)dxdy.
Л + 4 - I

19' й  | Ay f  — r ’ — / 1 dxdu-

20. 55 \'c* jFy \dxdy
о*.“- ■>ll % it*. 2

21. 55( f ) 4ay///, (/)) co,\a ( A -jf -|V =  V, Л ;f

2(!8



<;эд

'ni;.!in;i;'i:d(?,ioh ш ч ги у  исЬч'мд й к гш П М ооя  ни хи : ,i

v с; |

I =  /?,Л -)- ■ д-Д i;\<u ((/ |  ■iipxp/ij\ -f Л;.\ / \ ^  •{;{; 

■{.<-/? >  _/; - лч/ 4iq v ^  п п : ,>j -j(1гхЦ -  ! (у)

{xb ;> _/;:> ,v</ ' xq \  ■ li > (.rn: 3 (i r x )J — (( j )

■ИрхрИ^'л -|<;

■{ '. >  4- ■ ‘-'T * ? Н > л ' : , м Э {f ry )!-.-(//)V l

tipxpi , // -i-, .V !\\ -(if;' J )
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■.Ll?dri?44 HfMI. AO (£*£);) 4({i‘g)r/
I f  f i

‘(£‘0)1/ ‘<0‘0)0 иd i-ii’iiA B\o.>-•(( /)  'liprp(\li]-\ [v|)\\ •j.g

•i i p x p j i , .v

'tipxp
n-\ vA,, ,, yv

/( 4  , / j .v -
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34. cos (х2 +  y2)dxdy.
| v‘4 и‘

35.
( J V U - r l  d x d y ,  ( D )  =  { ( x , y r R ‘2 : \ y \ <  l , ( ) < J f < 2 } .
10)

Куйидаги чизиклар билан чегараланган содалар 
юзаларипи хжобланг:
36. (х2 +  у2? =  2 а \ х 2- у 2), х2 +  у2 =  а2.
37. (хл +  ул)2 =  х2 +  у2, х > 0 ,  < / > 0 .

38. (х2 -|- у 2 f  =  8а2ху, (х — а)2+  (у — a?  s ^ a 2, а > ( ) .

c + i i - i + i -

« ■ ( : + : ) " =  с -

4i- V« +V* ='■ ‘=0- ■v=0-
42. jc -f- /у =  а, х +  у =  Ь, у =  а х , /у =  (3jc, ( 0 < а < й ,  
( ) < а < Р ) . '
43. у2 =  2рх, y2 =  2qx, х2 =  2ry, x2 =  2sy 
(О< p < q ,  0 < г < s ).
44. V: + Vi =  1,

V :+ \ 11 - 2-
V  *у  ^  '

г/ Ь' а = “ (  а >  0 ,  Л >  0 ) .  
0

45. ( г’ j у ) -- а \ х '  }- / / ' )•

4fi'(c h +»■.

V: VI 1
V  0 ,  / •■ 0 1 \ ' /Г М

48. ц . 
1

4
J C

.  1 .  . 
о ’

М / -  (  .  •- 7 ,1
( v >  I; ч ' -. n i Л 0



49. х2 +  у2 =  ay, x2 +  y2 =  by, x =  a y , x = $ y .
(0< a < 6 ,  0 < a < 3).
50. (x +  2 y - \ f  +  (2x +  y - 2 f  =  9.

Куйидаги сирглар билан чегараланган жисмларнинг 
х.ажмларини топинг:

51. х +  у +  z =  а, х2 у 2 =  R2, х =  0, у =  0, z =  0 
( а >  R д/2 ).
52. z =  х'2 +  у 2, у =  х2, у =  1, z =  0.
53. z =  sin~^-, z =  0, у =  х , у =  0, х = п .

54. г =  ху, х у -f- z =  1, z =  0.
55. z 2 =  xy, х2-\-у2 =  а2.
56. z =  x2 +  y2. х2 +  #2 =  х, x2 +  i/2 =  2x, z  =  0.
57. х 2 +  у2- (-z2 =  а2, х2 +  //2^ а | х |  ( а > 0 ) .

58.

59.

60. 

61.

z =  e (х2+#2,> z =  0, x 2-\-y2 =  R2.

л V-t2 у2 п Z =  CCOS „— —, z =  0.la
z =  X2 +  г/2,
2 2

а2 ^  ь2 ^

z  =  x +  y.
у
ь
г
2 '

Куйидаги жисмларнинг хажмларини топинг:
62. z2<  2рх, y z C x z ^ a ,  у ^ О .
63. z25>2/?x, z2>2</(/, 0 < z < a ,  х > 0 ,
64.

65.

х2 +  у2 <  а2, 0 <  az <  а2 — 2г/2.

-'г -f -г 
а2 Г  Ь1 ^

1.

66. 4 x ^ ( / 2, 4//JSX2, O ^ Z ^ i / .
67. х2 у2 ^ . a z ^ f i 2.

68. O ^ z ^ Z c e

/ 2  2 \
- \  -  +  * |
V. .* О2 / +  v <  я 2-а

*069. Os^zsg: с - sin ■— sin-'y-, | х | ^ а ,  \ y \ ^ b .

fiysSix^Zay, ( т > п > 0, 0 < р < а < 1 ) .
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f(x,y,z) функция /?! фазодаги чегараланган ( V ) содада 
берилган булсин. Бу функциянинг (V7) сода буйича уч 
каррали интеграли тушунчаси 1-§ да кслтирилган икки 
каррали интегралга ухшаш киритилади. ( V) соданинг 
р булиншннни карай/шк. Бу булипишнинг дар бир (V*) 
(к=\ ,2, . . . ,п)  булагида ихтиёрий (£*, г)*, нукта олиб, 
куйидаги

° =  X  л ь .  «I,. U ) v k.
I

интеграл йигиндини тузамиз, бунда Vk — { V k) пинг 
да ж ми.

4 г а ъ р и ф. V r > ( )  олинган()а \ам, шундай Л ;> 
Д>0 топилсаки, (V) соланине диаметри 1 < Й  бцлган \ ар  
уаш)ай булинишда ,\амда х,ар бир ( Vк) б§лаквиги 
ихтиерий (i/,., ip., у,) нуцталар учуй

|(Г— / |  < г

2-§. УЧ К А Р Р А Л И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

тенгсизлик бажарилси, у х;олда / f(x,y,z) функциянинг 
( К) буйича уч каррали интеграла дейилаби ва у

\ \ \ f ( x . y . z ) d V  <ЭД«
( Г )  ( К)

x,y,z)dxdydz)

каби белгилапади. 
Демак,

^  f (x,y,z)dxdydz  =  lirn £
(И) 4 = 1

/ ( lb  Ль ik)Vк ■

Уч каррали интегралларнинг манжудлиги, интегралла- 
пунчн функциялар сипфи на тггеграл хоееаларига оид 
георемалар худдн икки каррали интеграллардаги каби 
РЯуладн.

f(x.y,z) функция
(|/)={(лс, у , z ) € R ' : u ^ h ,  с < у -гб.<7,

еодада берилган ва узлуксиз булсин. У долда

)'(х, у, z ) d z \ d y/у, z)dxdydz =  ^
< V) а

dx

бул ади.
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Энди ( V) года — настлан 2 =  \р\(х,у), юкоридан 
2г =  <|д>(д,//) сиртлар билап, ён томондаи Ог укига 
пара.млел цилиндрик сирт билан четараланган сода 
булсин. Бу соданинг Оху текислигига нроекцияси 
(D) булсин.

Агар f(x,y,z) функция шуидай ( V ) содада узлуксиз 
б у. I и б, г =  х\:,(х,у) ( /= 1 ,2 )  функциялар (D) да узлуксиз 
булга, v долда

^  f(x,y,z)dxdydJk
iii

булади.
A rap

dxdy

([)) =  {{ х,у ) ( :  R1 : м  « У  а <  b, ф | ( . т ) <  у <  < p j ( A ' ) }

Зулиб, (|,(д) ( / =  1,2) функциялар \а,Ь\ да узлуксиз б^лса, 
i долда

^  j(x,y,z)dxdydz  =  ^
( И  и

\ j(x,y,z)dz \dy
■I,( -Г.« ) /

d х

булади.
I(x.y,z) функция ( V) содада бор ил га н на узлуксиз 

б^'либ, (V7) с о д а — силлик. ски булакли силлик сиртлар 
билан четараланган булсин.

/ (x,y,z )dxdydz и п гетра.ада уз тар у нч ил ар ни купи-

дагича алманп ирамнз:
' А' - - I((//.Д.-Д).

у =
г =  х(и,и,ы'), ( « д у д Э б А с г (!)

(4) акслантиршп 1-§ 4-нункгда кел т-прилган 1° — 
!° каби шартларни капоаглаптирсин. У долда

^  f(x,y,z)dxdydz =  /((({u,v,w),
in АУ

ф(//,и,го), у(ы,г.\кф)

I /(« ,v,w)\dudvdw
З^лади, бунда

(5)
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дх дх дх
д и dv dw
ду дУ ду_
ди. dv dw
дг dz дг
ди dv dw

(5) формула уч каррали интегралларда узгарувчи- 
ларни алмаштириш формуласидир. Купчилик холларда уч 
каррали интегралларни хисоблаш учун узгарувчиларни 
куйидагича алмаштириш максадга мувофик булади: 

а) Куйидаги
jc =  rcos<p, f/ =  rsinq>, z  =  z  (6)

алмаштиришни карайлик ( O ^ r C - j - o o ) ,  ( 0 ^ ф < 2 л ) ,  
( —  o o < z <  +  oo).
Натижада (5) формула ушбу

^  f(x,y,z)dxdydz =  ^ ^  f(r,(p,z)rdrdydz
( V )  ( А )

куринишни олади.
Одагда (6) алмаштириш цилиндрик алмаштиришлар 

(л,ф,2) эса нуктанинг цилиндрик координаталари де- 
йилади.

Ушбу
х =  рвшВсоэф, */ =  psin0s i r^ ,  z =  pcos0 (7)

алмаштиришни карайлик ( 0 ^ р - ( - о о ) ,  ( 0 ^  0 ^ л ) ,  ( 0 ^  
^ Ф <  2л). У холда (5) формула куйидаги куринишни 
олади:

f (x,y,z)dxdydz =  y ^  /(р,0,ф)р251п20йр^0^ф.
{ У )  ( А )

Одатда (7) алмаштириш сферик алмаштиришлар, (р, 0,
ф) эса нуктанинг сферик координаталари дейилади.

21- м и с о л. Ушбу

интегрални таъриф буйича хисобланг. Бунда (У) соха 
х 1 -\-у2 =  а 2, x2 +  i f  =  b2 цилиндрлар, y =  xiga, y =  x\g$  
ярим текисликлар ва иккита z  =  c ва z =  d текисликлар би
лан чегараланган ( 0 < a < b ,  c < d ,  0 < а < Р ) .

274



Цилиндрик (г,ф,г) координаталар системасида ци- 
линдрлар г =  а, г — Ь, ярим текисликлар ф=гх, ф =  р, 
текисликлар эг.а z  =  c на z  =  d куринишга эга булади. 
К,нралаёп ап иитегралда функциянинг узлуксизлигини 
дисобга олиб, яъни интегрални мавжудлигидан фойда- 
ланган \олда интеграл йигинди тузамиз. (К) содани 
куйидаги булинишини караймиз:

О , h — и . ..f =  fi, =  - i еки

г, =  и г Ат, Дт = Ь— а , I =  1, п — 1

2) ф =  ф*, Ф*=а  +  h а -к ёеки

(рА =  а  +  ^*Лф, Дф: (J —  а , k = \ , n — 1.
о  \ , d  —  с  . „•т) z =  Zj, Zj =  c-{- ■/ еки

Zj =  z +  /  • А2, Дг = Д —  с

/ — 1 , я — 1 , {УЦк) содачанинг \ажми 

У,,к=  ̂Аф-Дг-Д 2'(/-,фг, , ) =  2 Дф-Ал. 

Д г | 2 « -)■■■ \ r ( 2 i — I )| =  ^ u - f Ат- 1 ^Дф-Д г -

булади.

Д г

j(x,y,z)~- х'  функция (г,ф,г) сиетемада 
/(г,ф.г ) - и г2 (1 -f. ,.) -2i| ) куршжшни олади.

Эн ли им, > ч ра.л  йигиндини тузамиз:

• 1 ’ / '  М-' г> . ' У (/« +  Дл-* '2 1 ) х

■ v  4 ' 1 f ' r-J

‘ ■ i * Vi.: г п-мОчУДИЗН *1И i НИЛИ пд |>М и .-1> X, ПД j - 
!.*'• 5.v:n !.*

-  /  -I



ar — У  (а  +  Ал • 1 )  (а +  Л г • i )' Аг —
1 I

=  £  (,1 +  Лг-  ‘ ) • ( « "  f  2<нЛг-!- / 'Дг ' )Лл

А г -

"Ь а
ч>Г  '

, ( b  d )
' лп

♦

ч  < ь - « ) j  ! ( i  f  „ )

,.?■ а -t

Э и  it и

’ )  +  « * / - " (  W - 0 f  ‘

h — a f :(«(/; 1 

« 1 2

1)
П ' 2 J +

и(п j 1 )(2/i t 

ti

n  _ n( n | 1 1 j

2 J

| 1 Г  1 h( ii 1 1 tl 2 n i 1) ] 1  1’

I 2 (i ■1/ '

4 - « ' ( / >  - « ) |  2 (; i г
! , ) - -  L

> + ■ 1 X 2 : ) -

i ( 2 J . ' ) ! ) •

[ "
; 2 a  -+- A' • ~\ ' t  i 11 Г  )  

1

c o s l

i i n  • .V; 1 1 s ( 2 a  i
» ( 1 

2
■ 2Лч )

м п  Л ч
• At j

• (  i ' [ j f

r -  ̂ \ z  (I

,< j .1 f l i t ! ) , ; o n ; •Mi l  3.

\<i

! i m .п и ) -  

Д t мик,

> •  -  »4i| ш -«>■ -  ;«**»»—

-j I ifVx — ; ik' Л -

L'

4
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/ =  555 Х''У 4 (  I — х — // — г fdxdydz
i V’i

интсгрални хигоблаиг. 1>унда ( К) coxa x - \ - y - \ - z =  1, х — 0, 
у - 0 ,  г  =  () текисликлар билан чсгараланган, p,q,r,s>().  

Каралаётгаи интегралда
x-\ -y-{-z  = 11, y - \ - z ~ u u ,  z — llvw

ал ма штиришии б а ж а рам ил.
х ,у ва г ларнииг эн г кичик кнйматлари 0 булгани учуй 

г \ - y - \ - z — 1 , х 4 у \  г  =  и муносабатлардап, и I экапи- 
ни топами.!. Дома к, и пинг тайипланган кийматида у -{■ z 
ниш' эи г катта киймати и га тенг, бунда и v «4 1. Худди 
шунга ухшаш сл< 1 булади.

Шундай кили б,
(Д) =  {(«, 1, 0 < / / <  1, 0 < о У <  1}.

—  •/( I *-*), У  —  U. *.’ ( 1 Л *  ), Z  - U О оУ

булиб. Якобиан эса

2 2 -  м и с о .'I. У ш б у

1 - a —  u 0
V —  V <' и - u w —  IIV 00 =. U"V,
vw uw l/V

5 5 5 1
i *u

- v Yu4c,v( 1 — w f u rvra/-( ! -- и У u~ и du d vd w —

i " " " ’1 "(1 —
]

N )\!u \ v q ' r 1 .1 ■( 1 -- v Y’di
1
 ̂w ( 1 —  w yd  w

l: (1 0

i » - J-( 1 - 11 Уdii ̂ /j ( r 4- 1.1/4 I ):■" :M  1 V f d C--

-- Щ r 4  1, Ч 4 1 ) у/ '  1 " ’ ' ’ Д I —  и У li( q £ r  -f- 2, р  1 )dti -----

=  В(г -f  !, q 4- I ) H(q 4 - г +  2. p 4-1) /Цу 4- q I- r -j-б, .v4- I ) ==
_ 4 '  r +  ‘ У f  I ) / ( £ / З д -f- 2 ) / ( / '  r  ! )l ( / '  -f- 1/  • г I I j l )

H r  \-и j +  -I (/ j r -\ s ' i)

__ /(.-■ t 1 )f(r+ \)!\q \ I >/1■[> j i,

ПА ’ -Ь'У +  Г r y - f  !)

277



23- м и с о л. Ушбу

интегрални хисобланг. Бунда (I/) — coxa х24  i /az ,  ( г ’ +  
-j-y2faz ' i снртлар билан чегараланган.

( V) ни чегаралаб турган снртлар OZ ук.и атрофида 
айлаитиришдан хосил булган айлапма снртлар булгани 
учун меридиан кесимнинг чизмасини караймиз (12-чиз- 
м а ).

x2-\-y2 — az  ва {х2 у2)2 =  агл сир i л ар ушбу г  — а. х2-+ 
-|- у 2-—а2 айлана буйича кесишади.

(V)  соханинг OZ укига проскцияси (0, а) интсриалдан 
нборат, хОр тскислигига проскцииси зса х~-\- у~<  <г дойра 
дан иборатднр. г —2 о. (2о6(0, а)) текиолик ( V) ни ичкм
радиуси таи,out радиусн ^о?,} булган дояравий
халка бфйлаб кесади.

.71 е м а к,

{ V ) ^ \ { x j f ~ ) ( : R ' : x  ■ j- у" ■ V . j и

I

ir)dxdmlz-~  S ( r  !- i /)dxdn

X

12- чтма
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Бу ерда
( Do)  =  {(х , у ) £  R 2 : x 2 +  у 2 <  а 2}. 

Цилиндрик координаталарга утиб, томамиз:
U 2 Л \jah

I =   ̂hdh  ̂ с/(|:  ̂ r'dr.

V : '

а/Д

I — £/ф  ̂г 'dr  ij //4/г =

Дом а к,

■ 2л lj //(«2/г- — a/r1 V/// =
о

и : -о - да 
40  '

1 =
4 0  '

24- м и с о л. Ушбу

+  У1 +  г ‘2 =  2аг, х2 +  у 2 =  z2,x2 4 -  у 2 =  .* г 2

сиртлар б и.1 ;i л чета рал а и гаи соха хажмини тоиинг. 
Маълумки, нал а нас пн п ,\ажм

V — ^  dxdtjdz
IV)

формула орк,али топилиб, бунда ( К )  юкорида бор и. i г а  11 
сиртлар билан чегаралангандир.

Сферик координаталар систсмасидаи фойдалапамиз:

V =  ^  4.rJ//c/z =  ^ p 2sine4pJ(p('/H
( С )  ( Л )

( А )  =  | ( ( ) , Ф , Н ) : 0 * с : ф < 2 л ,  л  ^  Н < 4  ' I , O a ^ r ^  2 « c o s h J

2л д/1 2«jiosH п / А

V =   ̂ 4ф1 ij s in040  jj ,Г£/() = 1 6 Л"  ̂ cos'!0sin0c/0 =
О л / «  0  л / в

.1 л/,';

=  16™  ̂ cos',Hd/(cos0)= ^  ла'  (куб.бир.)
л / 4
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Мисол ва масалалар

Куй и да ги уч каррал и интегралларни \исобланг:

71. <\ ^ x y tz 2dxdydz,
iV)

бунда ( V) z =  xy, (/ =  *, х = \ ,  2 =  0 
сиртлар билам чегараланган.

{ V )  4  • 2

бунда ( V) Х1 +  +  ’2 =  1 сирт билам
а' ft" с

чегараланган.
73. ^  (х2 +  y ’)dxdydz,

I Г )

бунда ( V) xr +  y2 =  2z. z =  2 сиртлар 
билан чегараланган.

74. ^ x / / z  dxdydz ,

бунда (I/) z = x \ J , 2 —
X2 -f и1

ху =  а1, ху =  Ъ\ у =  ад, у =  [U 
сиртлар билан чегараланган ( д > 0 .  /у >  0, z > 0 ,

0 < a < b ,  0 < а <  К  0 < w < « )

Ж  x"'d"z ''l*x<̂ ^ z '
I

. М  I (А-' — 4 а  /у +  /г )dxdydz.

75.
Г f (Г Ь • : 1

р .тар бутун. манфий булмаган сонлар.

76

77 . ^  xyz dxdydz,
{ V )

78.
^  z d x d y d z X v ) = \^ x ^ ] , z ) tR ?‘-.z1^  (Д‘ +  У ), 0 < г < / ; | .
( V)
79. z2dxdydz,( V) =  {(Jf,//,г) 6 : а2 +  Г  +  г-2 >  Я2,

Г  • g  '■ s'-. .  2/?z}.



80. \ ^ i x +  y +  z fd x d y d z , ( V) =  {(x, у, z ) £ R 2 :
in

:.r’ - f / / - < 2 a z ,  jr" +  /у2 +  г1’ ̂  3a2} .

Куйндаги сиртлар билан чегараланган жисмларниш 
\ажмларини тоиинг:
81. (хг —f— //“ -)- z" Y =  u"z.
82. (x2 -j- ц2 +  z 2):t =  a3xyz.
83. (x2-\-y2-\- z2f  =  axyz.
84. (x2-\-y2 +  z 2f  =  az(x2-\-y2).
85. (x2 +  ),2 +  z 2f  =  a2z \
86. (x2- ^ y 2-\-z2f  =  a2y 2z2.
87. (x2 -j- y 2 -|- z2);! =  aA{ хл +  у3).
88. (x2 -j- у 2 -j- z2 ):i =  a3z( x2 — y2).

89. (x2 +  y2 +  z2f  =  a3ze

90. (x2 +  y 2 -)- z2)3 =  aBsi:r'
V *2 + V  + Л

91. (x:2- \ - i f f - \ -z* = z t i \
Л  I .  . 2  \ 3  I „ 0 a xyz.92. (x + y 2y  -j-z1 

94 sin \

)
95. [ +  Д/ I )  +  J =  i. * = o ,  u = o,  ̂=  o (z> 0).

9 6. i  +  .i/ f z  =  a ,  .r +  // +  2  =  2 a ,  x  у =  z ,  x  +  у =  
=  2z, x =  у , // =  3.v.

97. a 2 ^ x y < ^ b 2, p z s ^ x y s ^ q z ,  a x  у f i x ,  (0 < a < / ; ,  
0 < p < q ,  0 < a <  P).

98. r =  «sin<p-(l +costp).
99. л =  asi.'Kp • (asiri2i|) -j- bcos2ip).
100■ a r+ a r+ o r^
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X V I I I  боб

Э Г Р И  Ч И З И К . Л И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1-§. БИРИНЧН ТУР ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕЛ РДЛЛЛР

1. И и г с I' [) а л т а ь р и ф и . Тски<.ликда бирор ту гри- 

ланувчи ДВ (Л = ( a h а,), /} =  (/>,, Ь.,)) чгрн чиликни
(ёйни) олайлик. Бу эгри чнлпкда икки йупалтидан бнрчнп 
(мэсалан, Л нуктадан В нуктага к а р а 0  йучалишпп) 
мусбат, иккинчиснпи манфнй йупалиш до б кабул к м.! я мл и к 
(13 -чиама)

Л В  эгри ЧИЛИКНИ Л ,.ч а н В  га  к а р а б 1 , (Л„
А | , ь ,  ........ -1,1 1 В)  н; к  га . ’ г. п ? р . :а  мн ia

(Л *• (Б . 'б ) - : . Mi , :: ----- 0. п,{ у, ..'/о) =

— ( а „. 2 ) - fb„b. )) п гл б у д л к к а  буламнл . Бу

А и, А ,, 1,, .... Л,

пукдалар систочаси Л В Гйининг о у,', и ниши днйилади ьа

Ы„. /»„ Л2, • -'U

каби бедгилаиади.  ̂• /1 ̂  ч i <-й узумликдари
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A s* (А ■=(),!, п) ниш эн г каттаси Р булипишнипг
диаметри дейилади на билан бс.и и.напади:

Хр — max{Ask}.
к

Л В эгри чизикда f{x,y) функция аник.ланган булсин. 
Бу эгри чизикнинг

р — {Л0, Л,, Л,, А„\

ипишннн на униш \ а р  бир А ̂ Л ей иди ихтиёрий 
Uo П*) аукга (/.-■=■ 0,1,2, .... п 1 ! оламиз. Сунг купила 
ги

О -  - }. /(£*• Г|*)А.‘Ч
к

(1)

ЙИ) HiriiHHH 1'вйМй.1. (>;!.,! 1дП ( i ) (ШТОПНЫ ИН ГИИ Д И дейн,-!  ')- 
ди

'■ э г р и  ЧИ ЛИКН И т у г  Г) X  а

I-. P - J . ... Р, „  ■■

б у д н Н Ц Ш Д Н р ', ;  к< ТМГ! i-O'f Д И Г и -Ы  К.й i ; . ! 5 
/Г и й ivi t I р Л н  f, а д а  н i a in к и л  г о ш  ни  { а ,,.,,}

lim Я, =  0
m  ■ о> т

(2)

H'iV. ! \  у -Л П рНННГ У.<гС 

>■' • i и - - iM 'i  л и К у ч у ii

булсин. Бундам булипншларчииг чар бнрига ннебата и
(1) каби йнгиндмлар гузно

(Г|, о >, _ о .. ...

котма -кв лккпи косил к ил амид.

Агар ,1 В эгри чизик,mini дар капдан (2) куринишдаги 
булинишларн кетма-кетл иги ол и и ганда хам, у и га мое
й и г и п о' О'рзан иборат {о,„} кетма-ксглик (|*, гр) пукта- ' 
ларни танлаб олинишига боглик булмаган холда хамма 
пакт битта / гонга ингилса, бу сон о йигиндипипг лимити 
дейилади:

п - I
lim а =  lim £  f(l„, г|4)Лsk =  l
l p к -О
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1- т а ъ р и ф. Агар Хр->-0 да и йигинди чскли лимитга

эга булса, у х,олда )(х,у) функция АВ эгри чизиц бупича
интеграл танувчи, б у лимит эса f(x,y) функцпяпинг 
биринчи тур эгри < иицли  интеграла дейилади ва

\ f(x,y)iis

А Н

каби белгиланади:

Г п -\ f(x,y)ds =  lim £  f ( l k, i\h)As
xp k= It

2. И и г e г p а л н и n г м а в ж у д л и г и . Фараз к.илай- 

лнк, А В эгри чизик. ушбу 

х =  х (s )

У =  У(х)
( 0 < . s < S ) (3)

система билан берилгаи булсии. Бунда 4’—ЛУ ейнипг
KJ о

у I у' н л и L и (Q =  (х,у)£А В), S  эса АВ  пинг узунлнги.

1 - т е о р е м а .  Агар f(x,y)  функция АВ  эгри чизикда 
берилган ва узлуксиз булса, у х,олда бу функциянинг

А З  буйнча биринчи тур эгри чизикли интсграли мавжуд ва

S

\ f ( x , y ) d s = ^ f ( x ( s ) , y ( s ) ) d s  (5 )

б у лади.
Энди АВ  эгри чп.тик. ушбу

X =  1р( I )

у =  >Г( I )
(4)

с ютема билли (параметрнд форма да) бор ил га к булсии. 
Бунда ф(/), «j(/) фупкциялар [а,р| да <('(0, ф/(/) узлуксиз 
хшсилаларга эга ва (<р(а),ф(а))= Л, (<p(fi),t(P)) В 
булсии.
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-■ 1 с °  Р 1“ м я- Л гаР f(x,y)  функция А В да берилган на 
узлуксиз булса, у \олда бу функциянинг АВ  буйича 
биринчи тур эгри ЧИЗИК.ЛИ интсграли мавжуд ва

\ Н  x , y ) ( t s : -  \  f ( 4( t ) , \ [  ( t ) )  \;<| ,2( t )  +  i ,2( i )  <Н (5 )
Л И  а

бу л ади.
B y  т е о р е м а . т а р  б н р н п ч и  т у р  - л ' р и  ч и з и к д н  н н т с г р а л н и н г  

м а к ж у д . ! и I и п и а н и к л а б  б с р ш н м  б и л л и  б  и р  т л у ш п и  Р и м а н  

и н н -1 р а л  и о р к а л  и н ф о д л  .я п н и  ш  и и и  х а м  к у р е а т а д н .

.’1 . И и I (' г р а л и и н I х о с с а л а р и . Вирт ши гур эгри 
чизиклн тпчтрлллар  хам Риман шпеграллари хоссалари 
каби хосслларгл -тга.

-•1В 'si р и  ч и з и к .  ( 3 )  ё к и  ( 4 )  с  и  с  г е м а  б и л л и  а н н к л а ш  а и 

б у л п п ,  / ( л - , / / ) н а  ц(х,у)  ш у  ъ\ р и  ч н з и к д а  б е р и л г а н  н а  

у з л у  к » - и « ф у а к ц и ч л а р  б у . т с и н .

1°. Агар ЛВ - А С UCH булса, у халда

 ̂/( \ f(x,y)ds

И! М. СИ
б \ . р  I-. .

2° Ушбу

 ̂ (■• l(x,i/)ds — С  ̂j (x,y)ds ( С — I'niisl)

И; ли
т е н г л н к  у р н ч . т и .

3 ° .  К \  и м  з а !  и

 ̂I/( *,//) :t у{ х .у ) )(/.-> —   ̂/(х.у )ils +;  ̂y(x,y}ds

■1/1 ,1,4 1 /;

т е ш  л и к  у р и н л и  б у л а д и .

4 . Д |  а р  Vix. у)Ц\\В д а  \ jx.  _ / / ) ^>  0  б у л с а ,  v  х о л д а  

\  j ( x . y ) J s Z ^ ( )

л
б у .  i<i ' I И.
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5°. | f{x,y)\ функция АВ  да интеградланувчи ва 

t J f (x ,y )ds \ <  $ \f(x,y)\ds

АВ АВ

булади. и
6°. Шундай (с,, с2)£АВ нукда топиладики,

\ f(x,y)ds =  f (ch c2)-S

АВ

и
булади, 5  бунда АВ  нинг узунлиги.

4 . И н т е г р а л  ни д и с о б л а ш .  Эгри чизикли ин гег- 
раллар Риман интегралларига келтирилиб дисобланади. 
Бунда купинча

$ f(x,y)ds =  $/(ф(0 .Ф (0 )У ф'2( 0  +  Ф'2(0<// (5)
w а

АВ

формуладан х.амда куйида келтириладиган формула- 
лардан фойдаланилади.

Айтайлик, АВ  эгри чизик, ушбу

у =  у(х) ( а ^ . х ^ Ь ,  у(а) =  А, у(Ь) =  В)

тсиглама билан аникланган булиб, у(х) функция \а,Ь\ да 
узлуксиз у'(х)  хосилага эга булсин. Агар f (x ,y) функция

шу А В да берилгам ва узлу кг ил булса, у холда
ь

\ / ( Х.у )ds ^f(x.,y(x)) \l 1 \ - y ' \ x ) d x  (6)
> / a

булади. 'я

Энди AS эгри чизик ушбу

р - - - р ( В )  ( В ,  . • В  ^  Н , )

тенглама билан (к. у > б «(.ордината i ис^емасида) бери .зга и 
булиб, р(В) функция |В„, И | j да уануксиз лосидага

эгч булсин. 'Ат ар /( i.f/) функция luv Л В да Гн рнлган ва 
\зЙ8ксмч булса, '/ чо.здз



S / ( ^ = 5 / ( p c o s e , p s i n e ) V p 4 p ' 2 d e  (7)
A B  1

булади.
1 - м и с о л .  Ушбу

5 ( 4 У *  — 3 ^y)ds
AB

«2

интегрални хисобланг, бунда AB  текисликнинг A =
=  ( — 1,0), В =  (0,1) нукдаларини бирлаштирувчи тугри 
чизик кесмаси.

Равшанки, А ва В нукталардан утувчи тугри чизик 
тенгламаси

У =  х +  1

булиб, берилган интеграл эса
У =  х +  1, — 1 0

кесма буйича олинган интеграл булади. 
Унда (6) формулага кура

 ̂ ( 4V* — 3 ^y)ds =

АВ
0

=  5 ( 4 У* - 3 У* +  т ) л/ l + i x + V f d x  
-  1

булади. Кейинги интегрални хисоблаймиз:
о
( ( 4 3у х - З у ] н Л ) у 2  dx =

-  I

2(х+1 - 5 / 2 .

Демак,

^ ( 4  У д е  —  3  д / г /  =  — 5У2.
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2- м и с о л. Ушёу

АН

интегрални дисобланг, АВ  бунда у2 — 2х параболанинг 

(1, у/2 ) ва (2,2) нукталари орасидаги 6f.;iаги. 
Юкоридаги (6) формулага кура ( у =  х]2х ):

\  l d s  S yj‘2x  V ‘ + <  f r y  d x
w t
A В

булади.
Энди

2

\  ^ x j \ A ( y j 2 x Y : d x

i

интегрални хисоблаймиз. Ai'ap
2.1 I 1

1 +  ( \/2x )" =  ,)f

эканини эьтиборга олсак, упда

i <"-i jer ''Д’* -
|

=  !, 5 Д  ' д 5 V 5 — 3 V 3 >
I

булишини топамиз. Демак,

\  Xy d s =  6 ( 5 V5 ~ 3 V 3 >•

АН

3- м и с о л. Ушбу

 ̂ хг/ ds

АН
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интегрални дисобланг, бунда А В * - 4 - —

нинг биринчи квадрантдаги кисми 
Аввало

' +  \  =  1
«" Ь ‘

2 ,■> — I эллипса Ь2

эллипс,ИНГ параметрик тенгдамаснни Г-зиб оламиз:
f x = acost,
[ . » - « „ /  2.1)

Демак, берилган интеграл ушбу 
( х =  ctcos/

эгри чизик, буйича олинади.

(5) формуладан фойдаланиб тонам из:

S Xy'/s “■ \  ас‘0s't ■ ьs in t U2si n4  41 n4  +  b2cos2t dt.
A В

Энди аник интегрални кисоблаймиз:
л

2 .
/ =   ̂ acos/ • 6sin/ \Ja2s\ri}t - j-  b2cos2t dt =

ab
2

л/2

j s i „ 2 / .  П Г - '2 » + 6 . .

Кейинги интегралда 

Дбо оламиз. Унда

IH-cos2/
2 ~ d t

cos’2 t ~ u

sin2/(i/ = 1 ,
- d u ,  u c \ — 1, j |

H I— 527
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булиб,
cib f  - i

J a
2 i /,2+  Ь , .2 2 ft — a .

4 j
1 V 2 + 2 “ “ “

tb 2 , 2 Г a2 +  ft2 ft2- a 2 I 1
4 i2 2ft — a aL 2 2 “ J -  i

aft a2 +  aft 4* ft2
3 a 4- ft

булади. Демак,

 ̂ x y d s =

А В

4 м и с л. Ушбу

а Ь  а 2 4  u b  +  ft2 

3 а  - \ -  ft

 ̂ xyds

интегрални х,исобланг, бунда АВ

х =  uch/, 
y =  as\\t

гипербола ■ идан иборат.

(О < / < / , , )

(5) фор.../ладан фойдаланиб топамиз:
•*о

 ̂ ХуuS =   ̂acht-asht  д/(асН/)'^+ (asht) '2 dt =
-  о

fo
=  а2  ̂ s h / - c h /^ a 2(sh2t -f-ch2ft) dt.

О

Энди аник интегрални хисоблаймиз:
'о Г ____  'о

 ̂ siI/ - - t ' juJ(sh2t-\ -ch2t ) d t =  "  ̂ sh2/ ^ c b 2 t d t  =
О " о

= “ j Л/сЬ2/ rf(ch20= 4 - §ЧсН2/Я
О "J

=  " ( c h 22/0- l ) .

А а
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Демак,

\ xuds - ' (dr'2A,—  i).J b • '

f>- M C О /1. y?i!r)V

\ I"\ds 

ли

имтсгрални дисобланг, бунда . 1В куйидаги (к,утб ко- 
ординаталар еистемасида)

Р =  a ^/cos2(|, (  — ‘4 < Ф<  4 )

тенглама билан берилган эгри чизик, (лемниската ёйи). 
Юкорида келтирилган (7) формулага кура

 ̂ \y\ds

ЛИ

л /4

jj Ipsintp 1 д Д 7 + р ' 2 dtp
- п / 4

булади.
А г а р

р2 +  р/2 =  a2 cos2tp -|- a2sin22<p
cos2cp

сг
cos2q)

эканини эътиборга олсак, унда

Iр*sincp| • д/р2 +  р'2 =  tr, |sintp|

булиб,

5 \y\ds  =

А В

л/4
 ̂ а21 sirup | dtp

-  л /4

л /4

2d2  ̂ sintpdtp =  t r ( 2 — -д/2 ) 
«

булади.
б- м и с о л. Ушбу

5 (x +  y)ds

АН
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интсгрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик учлари 
0(0,0), 0\( 1,0) ва О2(0,1) нукталарда булган учбурчак 
контуридан иборат.

Интегралнинг хоссасига кура

 ̂ (х-\ -у )ds =   ̂ (х-\- y)ds  ̂ (xA-y)ds-\-

булади.
Равшанки,

0 | 0 2 нинг тенгламаси у — \ — х ( О ^ х ^  1), 
0 20  нинг тенгламаси х =  0 1),
0 0 |  нинг тенгламаси у =  0 ( О ^ х ^  1) 

булади. Шуни эт>тиборга олиб, топамиз:

лв
0 ,0,

+  5 (x +  y)ds
00

J (x +  y ) d s =  J ( x +  1 — X ) x j2 d x =  д/2,
o, a, о

(x +  y ) d s =  \ y d y =  g -2 ’

I
 ̂ (x +  y ) d s =  ^xdx =  g •

00 0

Демак,

\ (x +  y ) d s = \  +  у/2

7 - м и с о л .

AH

интегрални хисобланг, бунда АВ  эгри чизик,

р =  а, ф =  О, ф = 4
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(кутб координаталар системасида) чизиклар билан 
чегараланган каварик ёпик контурдан иборат 
(14- чизма ). '

Р

Интегралнинг хоссасидан фойдаланиб топамиз:

\ e'l'I+«id s =   ̂e ^r2+^ d s +   ̂e ^*2 + *2ds +
MN  /V /Jлв

4- J e ^  + ̂ ds
PM

МР  чизикда

ф =  0, 0 < р < а

булганлиги сабабли
,    а ------------------ .. _

 ̂ е 4,J + ,/2ds —  ̂е а/|Л»-Л + ,Л|м _
MN  О

и
—  ̂P'dp =  еа — I 

о
булади.

NP  чизикда

° < Ф <  2 ’ р =  а

булганлиги сабабли
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/' ““ л,!>
 ̂ е л *2+y2ds =  $ e"{>di\> a d' *

NP О
булади.

РМ чизик, да

0 < [р< ;я ,  ф =  -‘̂

булганлиги сабабли
, а

 ̂ с ^  4" ds =   ̂с1'dp =  е“ — 1
РМ  о

булади.
Дома к.

^ с ' • '  : ’’ ds — е“— 1 + -  ие“ ■ 4 - f  е“ —  1 —  2 (  f  ! )

I г .
5 .  I ! и т о г  р а л  и и м г  б  а ъ  t и б  и р т  a i и  и к. л а р и .

Бирпнчи т\’р эгри чи.шми интеграл ордами.та ри 
узунлигини, жнемнинг маееаеиии, огирлик марказларини, 
инерция моментларини хисоблаш мумкин.

1°. Токисликда тутрилинувчи А В эгри чизик, борил-
ган бучеин. Унинг узунлиги ушбу

s -  S " ' ( 8 )

ли
формула билам топилади.

2°. Токисликда тугриланунчи АВ эгри чилиги буиича 
масса таркатилган булиб, унинг зичлиги р =  р(т, у) 
булсин. IS у эгри Ч И З И К .Н И Н Г  массаси

т  =   ̂ р(х, y)ds,

ли

(9)

огирлик марказининг координаталари эса

х0 =  I  \ x-p(x ,y)ds , У о = [т \ y-t>(x,y)ds (10)

АВ ЛИ

булади.
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АВ  эгри чизикнинг ОХ ва 0 Y  координата укларига 
нисбатан статик моментлари

S x=  \ yds, J xds  ( П)

Ali л  в

формулалар билан, шу укларга нисбатан инерция мо
ментлари эеа

АВ

!у=   ̂ x*ds (12)

ЛИ

формулалар оркали ифодаланади.

8- м и с о л. Ушбу 

x(t) =  acos3t ,

</(/) =  asin3/ ( 0 < / <  2л)

чу
система билан берилган АВ  эгр!, чизик (астроида) 
пинг узунлигини топинг.

Астроида координата укларига нисбатан симметрик 
булишини эътиборга олиб, (8) форууладан тонамиз:

•V2 _ _
S =  J ds =  4 J yjx'2( t ) + y ' 2( t )d t  =

w Оли

л/‘2
=   ̂ д/( — 3acos2/sin/)2 +  (3asin2/cos/)2di  —

о

л/(? /„ 2 ”  */'2 
=  4  ̂ Д / ‘ I sin22 / d i — 6a ^s in2/d/  =  6«.

о ” и

Демак,

S =  6a.
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9- м и с о л. Чизик,ли зичлиги р(*, у ) =  \у\ булган

у 2 =  2рх ( 0 < 2 )

параболанинг массасини хамда огирлик марказини 
топинг.

(9) формуладан фойдаланиб, параболанинг массаси

т =   ̂ | у | ds

А В

булишини аник,лаймиз. Бу эгри чизикли интеграл
(6) формулага кура

р I ,i
 ̂ Iy \ds  =   ̂ \у\ Д ^ 1  +  йу

булади. Демак,

т —
\ . Ч

1 +  ' dy.

Энди аник, интегрални х,исоблаймиз:
р I 2 р
 ̂ \ у \ Л / 1+ 1 3 dy =  2- ’ \ у ^ р 2 +  у2dy

=  jj Д/р2 + у2 d{p~ + y~)= 'Р\(р2 + 1ГУ ■ з I
О

=  I p2( 2 aJ 2 - \ ) .

Демак,

т =  I p \ 2 aJ 2 ^ [ ) .

Параболанинг огирлик марказининг координаталари
(10) формулага кура

xo = L  $ x - w ds '
А В
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Уо~~т \ y-\y\ds

булади. Энди бу эгри чизикли
миз: интегралларни кисоблай-

S x -\y\d*= $ I2 p \ y \ d s — -
А В

X V/Р‘ + У*
— 2 J у  ' \][Г -f- / /  dy

л а , " ; Г Г ^ НТС,Р- ' НИ б Ул а к л а б - интеграллаш ф о р м у ,  ласидан фоидаланиб хисоблаймиз. Агар Ч' ^ У

г/2 =  «, y^Jp l + y 1dy  = dv
дейилса, унда

я д

/1 я

du=*2ydy, v = l-(p? +  y 2y

булиб,
Г

\ « Ч г > г з р д д + Л л / »

булади. Домак,

ап • /;
Худди [иунга yxiuaui

I

I _ 2д'(1 Д  ^2 ) __ (5 +  3 х/2 )/> 

2 15 35

S » I9 IЛ »  31Л 2„ + '” ( З у 2 + | „ , , +  у 2))

булиши тонилади.
Ю- м и с о л. Ушбу

2 2 2

/4£:дЛ Л-//3 = а > ( х ^ > 0 , / />() )
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астроиданинг ОХ ва OY координата укларига нисбатан 
статик моментдарини топинг.

Аввало берилган астроиданинг параметрик кури- 
нишдаги тенгламасини топамиз. У куйидагича

x =  acos3t, 
y =  as'\n3t ( О J)

булади. Сунгра ёй дифференциалини х.исоблаймиз: 

ds =  ^ x ,2 +  y ,2dt =

=  дj3acos2t( — sin/)2 +  (3asin2/ • cost f  dt =

=  3acos/ • sin tdi.
(11) формуладан фойдаланиб топамиз:

л/2
S t =   ̂ y d s —  ̂ asin3t ■ 3acos/ • sinldt  =

^ 0AS

3 2
=  3a2 \j sm“/d(sin/) =  ' g ,

о
л/2

S y=   ̂ x d s =   ̂ acosV-3acos/*sin/<i/ =
w о/1 Й

л/2 2

=  —3a2  ̂ cos4W(cos/) =  —“ .
о

Демак, астроиданинг координата укларига нисбатан 
статик моментлари

„  __ За2 „  __ За2
5  ’  ^ 5

булади.
11 - м и с о л. Ушбу

А В : х2 +  у2 =  а2

айлананинг диаметрига нисбатан инерция моментини 
топинг.
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Раншанки, берилган айлананимг параметрик курими 
шидаги теиглнмаси

х — a cos/, 
у =- «sin/ (()̂ / '  '  2л)

булади

Лилам.) дна мс финн ОХ ^кига жонлаш г и р и б, суш
(12) формулами (|)ойдаланиГ) тпнамнч:

/ ' "  \  "  <l s  \ “ ' I ■ \ j {  u c o s t )' i (asi r i / ) ' "  d t  —
I»1 'I

2 ' \

— a'   ̂ -M/о / /  rui\

;1,смак, берилган айлаиамниг диамегрига iiiicfiaian 
пнсриня моменти

булади.

I э с л а 1 я а. Лит а или к, АН фазовый эгри чнчик. 
бу.аип. бу чи.чикда /(с, //, г) функция берилган булсин.

К)к.оридагидек /(.г, //, г) функциннинг ЛИ эгри чичик.
бунича бирипчи тур чгри чи.чикли т е т р а д и  тушунчасн 
киритилади на урганилади.

I 2- м и с о .а. У in бу

\ (х2 +  !Г +  z2)ds
ЛИ

v
интс1 рал ни хисобланг, бунда Л В куйидаги 

х =  а cos/
у — п sin/ ( 0 < / <  2л) 
z =  bt

система билам берилган эгри чизик,.
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Равшамки, бу холда
2л

 ̂ (x2^ - y 2Jt- z 1) d s=   ̂ (a2cos2t +  a2sirr’/ bt~) \jti~ +  b~ dt

A  l i

булади. Аник, интегрални х,исоблаймиз:

[ (a2cos2/ -f ah\ri2t +  bl2) \ j a 2 +  b2 dI =

*\,H— V'J- t h- (Г)Л(Г' + Нлdr).=  д/а2 +  62 (| (a2 +  b2l2)dt =
0

Демак,

 ̂ (x2 +  y2 +  z2) ds =  ^  (6ли2~(-Зл'Ь2)

a h

Мисол ва масалалар

Куйидаги биринчи тур згри чизикли ингегралларнн 
хисобланг:

|.  ̂ (x +  y)ds, бунда АВ  чизик гекнсликнинг

А  I )

(0,2) ва (2,0) нукталарини бирлаштирувчи гугри 
чизик. кесмаси.

S I ds, бунда А В текисликнинг (0,0) ва

j  V T + / + 4
а в

(1,2) нукталарини бирлаштирувчи гугри чизик кесма
си.

3.  ̂ 1 ds, бунда АВ ушбу у =  х-\- 2 гугри чи-
3 * + у

А В

зикнинг (2,4) ва (1,3) иукталари орасидаги кисми.

4. \ yds, бунда АВ  куйидаги у2 =  2х параболанинг

АВ

(0,0) ва ( 1 , у 2 )  нукгалари орасидаги ёйи.
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5.  ̂ ху ds, бунда АВ  ушбу \х\ - \ - \ у \ = а  тенглама

ли
билам берилган чизик.

 ̂ х ds, бунда АВ  эгри чизик ушбу х2-\-у2 =  а2
,1 в

айлананинг юкори ярим текисликдаги кисми.

S I (
у x~-\~y2ds, бунда А В эгри чизик ушбу

а в

{
х =  a(cost A- t • sint),

. ' ( 0 < / <  2л)
y =  a(sm/ — /cos/)

система билан берилган эгри чизик.

8.  ̂ (jr-(-y)ds, бунда АВ  ушбу

АВ

(>2 =  a2cos2<p
тенглама билан берилган чизик.

i" ) ^ _
.,ds, бунда АВ  куйидаги w =  a c h J тенглама

у" а
А В

билан берилган чизик.
4 4

10.  ̂ (х ' у ' ) ds, бунда А В ушбу

з в
! 2

Д ■* -1- //■ а'
апроидадан иборат.

II.  ̂ \ jx2A~tr ds, бунда АВ ушбу х2 +  у2 =  ах айла-

А В

надан иборат.

12.  ̂ \y\ds,  бунда А В куйидаги (х2-|- y 2f  =  а2(х2 —
АВ

— у 2) лемниската ёйидан иборат. ЗЩ



13. Aid ;,и.шк фа ловий А В чгри чизик у 'iifry 

■■ — (• >
и гд.чi С* ' -  i ' 1
л =- .1! )

И, -ц .;,;;, О!!.! II (I борИДГаП бу.Шб. Х ( ! )  //( I ) 14 H
ф у н к ц и и . iap |а  pi да «злхкен:; х'(1), //"(/) на 
у,н-и i.: I.:;d а эта булсин. Агар }{х. 7, z) Ч>> " kimiv

Л В да аиимаига н  ва узлуксиз булга, >пда

У •
ill''

г>
J f ( x , y . z )d s  =  \ l (x ( l ) . y ( t ) , z ( i )X

х  л]х' \1) +  А п  +  Л П ) dt

булишими исботланг. 
14. Ушбу

5 ,
ds

■> , ? , чК |  // +  2

интегралии дисобланг, бунда АВ  эгри чизик. куйидаги 

jc =  acos/, // =  tisin/, z =  bt
винг чизигидан иборат.

15. Ушбу

(x - \ -z )ds

■1 Н

интегралии хисобланг, бунда АВ куйидаги 

x =  i, ч -  М\ .  г - / 1 ( 0 < / <  1)
V-

чизикдан иборат.
Куйидаги чизикларнинг ей узунликларини юниш 
|6 х =  cos1/, 4  =  s\nU ( 0 < / <  2л).
17. «т/ '=



18. у — ~ { е “ -j- е “) ( O ^ x ^ i x o )

19. p =  asin3-J.

20. у =  1 — In cos* ( 0 < * <  " ).

21. Ч и зи м и  зичлиги p(x, y ) =  |*|  булган ушбу
*2 =  4 у ( 0 < / / <  1)

параболанинг массасини \исобланг.
22. Чизим и  зичлиги р(х, у ) = \ у \  булган ушбу

x =  acos/, y =  bsint ( 0 ^ . 1 ^ .  2л)
эллипснинг массасини топинг.

23. Ч и зи м и  зичлиги р(х, у)---ху булган ушбу

+  -%-=1

эллипснинг биринчи квадратида жойлашган кисмининг 
массасини топинг.

24. Чизим и  зичлиги р(х, у) =  ~  булган ушбу
у

* —X
У =  2~(е ° + е ° )

занжир чизигининг массасини топинг.
Куйидаги эгри чизимарнинг огирлик маркази ко- 

ординаталарини топинг:

25. x =  a(t — sin II д 7 п О (/>

26. V* +  У// = д/a ( О ^ х ^ а ) .
27. 9 ^ 4у =  ах — х

28. У = 1 < е “ + е ° ) ( —а < * <

29. Ушбу
х =  д / 5  cos3/, 

у =  д / 5  sin3/
( 0 < / < f )

система билан берилган АВ  чизикнинг }0Х  ва OY 
у м а р г а  нисбатан статик моментларини топинг.
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30. Ушбу

х =  {J2 cost, 

у — /̂2 sin/

систем,-) билан берилган АВ чизикнинг ОХ на OY 
укларга нисбатан инерция моментларини тонинг.

2- §. И КК И Н Ч И  ТУР ЭГРИ ЧИЗИК ЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

1. И н т е г р а л  т а ь р и ф и .  Текисликда бирор тугри- 
ланувчи АВ  эгри чизик берилган булиб, бу чизикда 
f(x, у) функция аникланган булсин. АВ  эгри чизикнинг 

=  А],..., Ап} булинишини ва унинг хар бир

АкАк , , (k =  0,1,..., п — 1) ёйида ихтиёрий Ц к, т]*) нукта 
олиб функциянинг т у  нуктадаги киймати / (S,*. т)*) ни 

AkA k[l нинг ОХ (O Y ) укидаги А х ^ А у к) проекциясига 
купайгириб, куйидаги йигиндини тузамиз:

<т'= 2 /(!*, цк)Ахк( а "  =  2 f ( l k, 4 k)Ayk) (13)
*=о

Энди АВ  эгри чизикнинг шундай

Ри Pi,..., Pm,... (14)
булинишлари кетма-кетлигини караймизки, уларнинг 
диаметрларидан ташкил топган кетма-кетлик 0 га
интилсин:

lim кРт =  0.
П1 —*■ оо

Бундай булинишларга нисбатан (13) каби йигиндиларни 
тузиб, ушбу

О), О2-1- *•» ГТШ»• ■ ■ у ( & [ » ^2 ■ )

кетма-кетликни хосил киламиз.
V./

Агар АВ  эгри чизикнинг хар кандай (14) кури- 
нишдаги булинишлар кетма-кетлиги {Рт} олинганда хам, 
унга мос йигиндилардан иборат {а'т} ({от1) кетма-кетлик
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(£*ip) нукталарнинг ((£*, Л«)ё/1И/г+ 1) танлаб олиниши-
га боглик. булмаган холда хамма вахт битта 
/ 1 гонга (/,  сонга) ннтилса, бу сон о' ( а")  йигиндилар- 
нинг лимиги дейилади ва

liiii а' =  /, ( iim (Т" =  /Д
о \  -О

каби бслгплапади.
2- т а ь р и ф. Агар Хр—>~0 da а' йитнди (ч''*йигинди) 

чекли лимитен эеа б$лса, у х;плда f(x, у) функция
U

АВ эери чизиц буйича интегралланувчи дейилади. Бу
лимит f(x, у) функциянине иккинчи гур эери чизицли 
интегралы дейилади ва

 ̂ /U.  y)dx ( f(x. y)dy)

Mi A В

каби белгиланади.
Демак,

п — I
/(*, y ) d x =  Inn 2  /(!*, л Д А х , ,

\Н

АВ  эгри чизикда Р(х, у ) ва Q(x, у) функциялар 
берилган булиб,

 ̂ Р(х, y)dx,  ̂ Q(x, y)dy

АВ А В

уларнинг иккинчи тур эгри чизикли интеграллари 
булсин. Ушбу

\ Р(х, y ) d x +   ̂ Q(x, y)dy

АВ А В

йигинди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий 
куриниши дейилади ва
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\ P(x ,y)dx +  Q{x,y)dy

AH

каби ёзилади:

$ P(x, y )d x + Q (x ,  y ) d y =  jj P{x, y )dx + Q (x ,  y)dy
лв Afi

Энди AB  тугриланувчи ёпик эгри чизик, яъни А ва 
В нукталар устма-уст тушсин. Уни К билан белгилайлик. 
Бу ёпик эгри чизикда шундай йуналишни мусбат деб 
кабул киламизки, кузатувчи ёпик чизик буйлаб 
харакат килганда, ёпик чизик билан чегараланган 
соха унга нисбатан хар доим чап томонда ётсин 
(15- чизма).

Р(х, у) ва Q(x, у) функцияларнинг ёпик эгри чизик 
К буйича иккинчи тур эгри чизикли интегралларининг 
умумий куриниши куйидагича

5 Р(х, y)dx +  Q(x, y )d y - f  Р(х, y)dx +  Q(x, y)dy

ЛаС СЬА

аникланади ва

 ̂Р(х, y)dx  +  Q(x, y)dy  ёки 
к

фР(х, y)dx+/Q(x,  y)dy
к

каби белгиланади. 
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2. li и г о [ p ,* л ii и ii г м а ц  ж у д л и г и . Фа раз килам- 

.]11 к, AEi ->i рп чизик \uioy

х -- <('(/),
( / - - f f ' i  ( а  ■/  р> ( 15)

система бил и и (параметрик куринишда) берилган 
булсин. Бун&  у(/) функция [a, р| да узлуксиз ф'(/) коси
ла га зга. *Р(/ ) зса т у  ораликда узлуксиз булиб, (ф(а)), 
»);(«))—-Л, (1| ( (!), i|-(p)) =  B булсин.

3- г е о р е м а. Агар / ( х, у)  функция АВ  да берилган 
ва узлуксиз булса, у холда бу функциянинг иккинчи тур 
эгри ЧИЗИК. ЛИ интеграли мавжуд ва

||
5 f ( x , y ) d x =  $/(ф(/), M t)W(t )d l
у • а

Л В

булади.

Энди АВ  эгри чизик (15) система билан берилган 
булиб, бунда ф(0 функция [а, р] да узлуксиз ф'(/) 
хосилага эга, ф(7) эса шу ораликда узлуксиз хамда 
(ф(а), ф(а)) =  Л, (ф(Р), ф((()) =  В булсин.

4 г е о  р е м а. Агар f(x,  у)  функция АВ  да берилган 
ва узлуксиз булса, у холда бу функциянинг иккинчи тур 
эгри чизикли интеграли

 ̂ /(*. У)аУ
Л В

 ̂/(-т, // )dy =  jj /(ф.( /). г| ( /)) - ф'( t )dt

• ' а
Л В

булади.

Л В эгри чизик (15) система билан берилган булиб,

Ф(/), \p(t) фупкциялар [а, [4| да узлуксиз ф'(/)> \\АВ
хоенлаларга эга хамда (ф(а), Ф(а)) =  Л, (ф(Р), Ф(Р)) =  
— В булсин.
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5- т е о р е м а. Агар Р(х, у)  ва Q(x, у)  функциялар

АВ  да берилган ва узлуксиз булса, у \олда бу функция- 
ларнинг иккинчи тур эгри чизикли интеграллари мавжуд 
ва

Р
$ Р(х, y)dx +  Q(x, y ) d y =  ^ |Р(<|’( /). ф(0)ф'(0 +
w  а

А  В

+  <?(ф(0> Ф(0)Ф'(01^
булади.

3. И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Иккинчи тур 
эгри чизикли интеграллар катор хоссаларга эга. 
Куйида интегралнинг асосий хоссаларини келтирамиз.

1°. Иккинчи тур эгри чизикли интеграллар интеграл- 
лаш эгри чизигининг йуналишига боглик булади:

5 f { x , y ) d x = —  ̂ f(x, y)dx\ f(x, y)dy =  —  ̂ f(x, y)dy.

B  A  A  В  B A  B A

2°. Агар АВ  эгри чизик OX укига (OY укига)
перпендикуляр булган тугри чизик кесмасидан иборат 
булса, у холда

 ̂ f (x ,y )dy  =  0 (  ̂ !(х, y)dy — 0).

Л  В  А  В

3°. Агар f(x, у) функция АВ  да интегралланунчи 

булиб, АВ — А С С В  булса,

/ (х, у )dx =   ̂ f(x, y)dx~\-  ̂ f(x, y)dx

А Н  А С  С И

вклада.

4°. Агар )'(х, у) функция АВ  да иптегралланувчи 
булса, у холда

 ̂ k f(x ,y)dx  =  k  ̂ f (x ,y)dx

А Н  А  В

б у л а д и ,  б у н д а  k — c o n s t
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5°. Агар fix, у) ва g(x , у) функциялар А В да интег- 
ралланувчи булса, у холда

 ̂ \f(x , y ) ± g { x ,  y)\dx =   ̂ f(x, y )d x ±   ̂ g(x,y)dx

л в  A H  A B

булади. i
4. И н т е г р а л  л а р и  и х и с о б л а ш . Юк,орида 

келтирилган теоремалардан куринадики, ЛВ чизик 
(15) система билан берилганда иккинчи гур эгри 
чизик.ли интеграллар Римал интегралларига келтири- 
либ, куйидаги формулалар ёрдамида хисобланади:

I» ■ <
5 fix, y ) d x = \ i f ( y ( t ) , i i t ) ) - y ,(t)dt, (16)
w aЛИ

P
5 f (x ,y )dx  =  ^/(ф(t),\lp{l))Vp'(t)dl,
^ a

AH

\ P(x, y )d x + Q (x ,  y ) d y =  ^[Р(ф(/), ф(/))ф/(0  +
• a

AB

+  ^( l ))^' (l )]dl.  (17)

Хусусан, AB  эгри чизик.

y =  y{x) ( a ^ . x ^ . b )
тенглама билан аникланган булиб, у(х) функция [а, Ь\ да 
узлуксиз, у'(х) хосилага эга булса, у холда

ь
 ̂ f ( x , y ) d x = ^ f { x , y ( x ) ) d x  ( \ Т )

у~> а
А В

булади.

Агар АВ  эгри чизик.

х =  А у ) ( c < y < d )
тенглама билан аниклапган булиб, х(у) функция [с, d] да 
узлуксиз х'(у) хосилага эга булса, у холда

309



d

 ̂ /(*- ! l )dy= \ l (x (y ), y)dy,
■ L

M i

 ̂ P{ X .  У  )dx -f  Q( x, у )dy =

ЛИ

$ l/4 *(//), Ij)x'(y) +  Q(x{y), y)\dy ( 17" )

булад и.
1 0 -  \t  и c n  . i .  У  i i i 6 v

l (2 xy — y~)dx

AH

интеграл ин дисоблa hг, бунда 1$ -  марками координа
та пошила, радп\си г булган л и. i я м а н м; i г !<>к.орн ярим 
ivkik' .ihк ча[ а kik'mii; йепллишн 10- чизмада к\реа- 
гилган.

Рашпанки, айлананинг параметрик тенгламаси
х =  rcos/, 
y =  rsint

булади. Бунда / параметр и дан л гача узгарганда (х,

у) нукда А дан В га караб А В — ярим айланани чиза- 
ди. Унда (16) формулага кура
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 ̂ (2ху — y2) d x =  — ^(2r2sin/-cos/  —r2sin2/)/'sin/d/
w 0

AB

булади. Энди аник, интегрални х.исоблаймиз:
л л

 ̂(2r2sin/-cos/  — r2sin2/)rsin/ dt  =  2г3  ̂s in2/d(sin/) —
О О

■ г '  ̂sin3tdt = 2 г3 ■ г \  — cost +  - 1 4 з
,— 3 Г ■

sin3/ cos3/

У

Демак,

J { 2 x y - y 2)dx =  \ r 3.

A B

14- м и с о л .  Ушбу

 ̂ {xy — y 2)dx +  xdy

A B

интегрални кисобланг, бунда АВ  эгри чизик у — 2х2 
параболанинг (0,0 ) ва ( 1 ,2 ) нукталари орасидаги 
кисми, йуналиши эса (0,0) нуктадан ( 1 ,2 ) нуктага 
караб олинган.

Равшанки, Р(х, у) =  ху — у 2, Q(х, у) =  х функциялар

каралаётган АВ  да узлуксиз. Юкоридаги (17') форму- 
лага кура

1
$ (xy — y 2)dx +  xdy =  ^[х• 2х2 — (2х2)2 +  х ■(2x2)']dx
W о

АН

булади. Кейинги интеграл эса

J (2jc3 — 4 л:4 +  4jc2)rf.x = 3
О ~ J

га тенг. Демак,

 ̂ (xy — y2)dx +  x d y =  j^ .

А Н
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15- м и с о л .  Ушбу
\ y 2dx-\-x2dy

АВ и
интегрални хисобланг, бунда АВ  эгри чизик

2 2 X . Ц .7 = 1  эллипснинг юкори ярим текисликдаги кис- 
а1 Ь~
мидан иборат.

Бу эллипснинг параметрик тенгламасини ёзамиз:

x =  acost, 
у =  bsmt

А = ( а ,  0) нуктага параметрнинг t =  0 киймати В — 
— ( —а,0) нуктага эса 1 =  к  киймати мос келиб, t пара
метр 0 дан л  гача ^згарганда (х, у) нукга А дан В га ка- 
раб эллипснинг юкори ярим текисликдаги кисмини чи- 
зади.

Р(х, у) =  у2, Q(x, у) =  х2
KJ

функпиялар эса АВ  да узлуксиз. Берилган интегрални
(17) формуладан фойдаланиб хисоблаймиз:

-1
[ y 2dx  +  x2dy  — jj I62sin2/ •( — asin/) +  a2cos2/ • bcost\dt =
w о

AB Л
=  ab^j(acos!/ — bs\nit)dt =  — , ab'2.

0
16- м и с о л. Ушбу

jj 3x2ydx-\~(x2 1 )dy
AB

интегрални хисобланг, бунда Х в  эгри чизик (0,0) нук- 
тадан чикиб (0,0), (1,0), (1,1) нукталарпи бирлаш- 
тирувчи синик чизик.

Интегралнинг хоссасига кура

 ̂ 3x2ydxA-(x2j\~ 1 ) d y =   ̂ 3x?ydx-\-(x2-\- 1 )dy-\-

АН АС

+   ̂ 3x2ydx-\-(x2-\~ \)dy
св
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булади. АС  бунда (0,0) ва (1,0) нукталарни, СВ эса

(1,0) ва (1,1) нукталарни бирлаштирувчи тугри чи
зик, кесмаларидан иборат.

*̂ w
АС да у =  0 ва АС кесма OY  укига перпендикуляр 

булганлиги сабабли

 ̂ 3x2ydx-f-(x2-l- 1)Л/ =  0

л с
булади.

СВ кесмада х = \  ва у эса ОХ укига перпенди
куляр булгаплиги сабабли

I
 ̂ 3x2ydx  +  (х2 -}- I )dy =  jj 2dy =  2

о
си

булади. /(смак,

$ 3x2ydx  +  (д2 +  1 )dy == 2.

ли

17- ми с о л. Ушбу

ф  2 xydx  — x'dy
к

интегрални х,исобланг. k бунда 0  =  (0,0), А—(2,1) 
нукталарпи бирлаштирувчи тугри чизик кесмаси хам-
да у =   ̂х парабола ёйидаи ташкил топтан сник эгри
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ф  2xydx  +  x2dy  =   ̂ 2xydx +  x2d y +  (j 2xydx-\ -x2dy.
к v, u

^  0/4 /10

0/4 кесмада x =  2y булиб, (17) формулага кура
!

j) 2xydx  +  x 2dy =  \j [2-2y2-2 — Ay2\dy =  ~
 ̂ 0 

OA

Интеграл хоссасига кура:

булади.
и

/40 ёйида эса х =  2у2 булиб, яна (17) формулага кура

 ̂ 2xydx-\-x2d y =  ^[2• 2у2■ у-4у  — 4y*\dy =  —
„ о
ло

булади. Демак,

12
5

ф  2xydx — x2dy  =  -3 — .
к

18- м и с о л. Ушбу

Ф \ x \ ~ h y \ {d x + d y )
к

интегрални хисобланг, бунда k — учлари А =(1,0) ,  В =  
=  (0,1), С =  ( — 1,0), D =  (О, — 1) нукталарда булган 
квадратнинг контуридан иборат (18 -чизма). "
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Интегралнинг хоссасидан. фойдаланиб, топам из:

ф UI ! w . ( d x  | , / " ) -  \  \ x \ T w { d x  +  d y )  +J Ul +  lyl

+  \ Iд I 1 d'J '=  \ „I ! 1,1
ВС CD

+  5 : , i ; v  (' / v >
п а

Энди бу тенгликнинг унг томонидаги интегралларпи
а .л о х. и д а - а л о к и д а хисоблайми з .

Л В да v // 1, 0 дС д дб 1 буди б, dx +  dy — 0 булади.

Шунинг учуй юкоридаги тенгликнинг f u r  томонидаги 
биринчи интеграл 0 га тент:

ВС да у — х — 1, — 0 булиб, dy =  dx хам да

|х ! =  — — х, \у\ =  х -\~1 булади. В дан С нудтагача ВС 
буйича келишда х узгарувчи 0 дан — 1 гача узгаради. 
Шуни эътиборга олиб, топамиз:

1*1 | \у] (dx- \-dy)  0;

л в

(dx \ d y ) =  jj ~zyx _lx+l  -2d x =  - 2 .
О

ВС

CD да х +  у =  — !, — 1 < х < 0  булиб, dx +  dy =
О эканлигини эътиборга олсак,

Ы +  1у1л{dx  -f  dy) =  О

CD

булади.
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DA да y — x =  — \, 0 < jc<  l булиб, dy =  dx  \амда 
\ x \ = x ,  \y\ =  \ — x булади. D нуктадан А нук/гага DA 
буйича келишда x  0 дан 1 гача узгаради. Шунинг учун

V .'

/»I
\

1
\х\ +  \у\

(dx  +  dy) =  J --+-J _ х ■ 2dx =  2
О

П А

булади. Демак,

Ф  1x 1 +  1 , 1 ( dx  +  * y )  =  o
к

4. И н т е г р а л н и н г  б а ъ з и б и р т а г б и к л а р и . 
Иккинчи тур эгри ч и з и к, л и интеграллардан текис 
шаклларнинг юзини дисоблашда, куч таьсирида болтан 
майдонда бажарилган ишни тонишда фойдаланилади.

1°. Т е к и с  ш а к л н и н г  юз  и.  Текнсдикда бирор 
юзага эта булган шакл берилган булсин. Упипг чегараси 
гугриланувчи ёпик, д(D) чизикдан ибораз. Fiу шаклнинг 
юзи D иккинчи тур эгри ч и з и к, л и интеграллар ёрдамида 
к.уйидаги формулалар билан топилади:

D =  ф  xdy, D =  — ф  ydx  ,
0(D) 0(D)

D =  Y  Ф xdy — ydx. (18)
(О)

2 .  Б а ж а р и л г а н  и ш н и  т о п н ш .  Текисликда

тугриланувчи бирор А И эгри чизик. берилган булсин. Бу 
эгри чизикдаги моддий нуктани ушбу 

F(x, у ) = Р ( х ,  y)t +  Q(x, у)]

узгарувчи куч таъсирида А нукдани В нуктага 
утказишда бажарган иши

\ р (х, y )dx+Q {x ,  y)dy  (19)

А  в

булади.
19- м и с о л. Ушбу

х =  acos t , (0 <  / <  2л) (20)
y =  bsint

эллипс билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.
316



Бу шак.чнинг юзи (18) формулага кура 

D =   ̂ ф x d y — ydx
д(1»

булади, бунда d(D ) — эгри чизик (20) эллипсдан 
иборат.

Энди эгри чизик,ли интсгрални (17) формуладан 
фойдаланиб хисоблаймиз:

2 л

D =  2 ф  xdy — y d x = 2  ̂ ( acos/ • bxost +
d U > )  0

2 л

-{- bbint • asint)dt =  - -аЬ  ̂ (cos2? +  s\n2t)dt =  nab.
о

20- м и с о л .  Ушбу

x3 у7, =  Захг/ (a >  0)
чизик (Декарт япроги) билан чегараланган шаклнинг 
юзини тонинг (19 -чизма).

Авнало берилган чизикнинг нараметрик куриниши- 
даги тенгламасини ёзамиз. Бупинг учуй

у =  (х
белгилаш киритамиз, бунда i — параметр. Унда 

хл +  ул =  3аху=> х'1 -|- / V  — 3ax2t =>- х =  у у у  

булади. Натижада чизикнинг ушбу
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X ш  i (О ?£t Ы оо )• nil*
I Н

параметрик курииишдагн 1енгламад;:рп! а кодами.!. 
Нлланаётган шаклнииг юли (18) формула!;! куря

D 2 Ф xdy -  ydx
< Л П )

С"..! ;■ и,. Бунда <ЦО)

х — hit
i + / ’

'.\at' 
I +/ ( ( ) < / <  -f со )

чиликдан иборат.
(17) формуладан фойдаланиб, угри чиликди 

иитегрални дисоблаймиз:

о =  J ф *<>у ~ » d * =  J 5 , ф / ( ;“ ' , ) -
тп) о

h i t2 , (  ia t  \  9а2 V”  Ц21 — /4) — /2( I — 2Г5)
I 7 , d I Л , ) =  О ) , , dt1 +  « \  1 + 1 /  2 J ( | _|_ /■*)■*

На2
2

+  оо

SО (1 - и ¥
dt л

2
а

21 - м и с о л. ЛВ эгри чилиги ушбу у =  хл параболадан 
иборат. Умииг (0,0) х,амда (1,1) нукталар орасидаги 
к,исмини караймиз. Шу ораликда

F(x, y ) = 4 x bi '+ x y j

куч таъсирида бажарилган ишни тоиинг. 
Равшаики,

Р(х, у) =  4хь, Q(x. у) — ху.
Иллаиаётган ишни (19) формуладан фойдаланиб, топа
ми л:

W =   ̂ Р(х, y)dx-\-Q(x, y ) d y =   ̂ 4x'‘d x -\-xydy =

АН Л В

I
=   ̂(4хь +  х ■ хл ■ 3 x2)dx=  1. 

о
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2 - э с л а т м а .  АВ  фазовий эгри чизик булиб, бу
чизикда f (x , у, z) функция берилган булсин. Юкорида- 
гидек, f(x, у , z) функциянинг иккинчи тур эгри чизикли 
интеграллари таърифланади ва улар

jj f(x, у, z )dx ,  ̂ f(x, у , z)dy , $ /(*, у, z)d2

/4й Л 6 ,4 6

каби белгиланади. Умумий колда /1£ эгри чизикда 
Р(х , у, г), Q(x, //, 2 ), /?(х, //, г) функциялар берилган булиб,

$ P (x ,y , z ) ,  jj Q(x , у, z)dy,  ̂ R(x, у, z)dz

А В  А В А В

интеграллар мавжуд булсин. Ушбу

jj Р(х, у, z ) d x +  jj Q(x, y , z )d y  +  $ R(x, у, z)dz

А В А В  А В

йигиндининг иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг 
умумий куриниши дейилади ва

 ̂ Р(х, у, z)dx-\~ Q(x, У, z)dy  +  R(x, у, z)dz

АВ

каби ёзилади:

jj P ( x , y , z ) d x +  jj Q(x, у, z ) d y +  $ R ( x , y , z ) d z  =

АВ А В  АВ

=   ̂ P ( x , y , z ) d x  +  Q (x ,y , z )d y  +  R (x ,y , z )d z .
<-»

АВ

Мисол ва масалалар

Куйидаги иккинчи тур эгри чизикли интегралларни 
дисобланг:

31.  ̂ xydx,  бунда АВ  эгри чизик /y =  sinx синусоида

АВ

чизигининг (0,0) дамда (л, 0) нукталар орасидаги
кисми.
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32.  ̂ xdy, бунда АВ  эгри чизик х- - \- ^  =  1 тугри

АВ

чизикнинг (а, 0) ва (0, Ь) нукталари орасидаги кисми.

33. \ ( х у — 1 )dx-\- x2ydy, бунда АВ  эгри чизик, 4х-{-

лв
+  '/2 =  4 параболанинг биринчи квадрантдаги кисми,

С Г г ^
34. \ (г* +  y2)dx-{- xydy,  бунда А В эгри чизик у =  ех

SJА в
тенглама бнлан берилган чизикнинг (0,1) х,амда (1,е) 
нукталари орасидаги кисми.

35. ф ( . г '— y2)dx-\-{x2 y2)dy, бунда АВ  эгри чизик

АП
2 2

х  . У  ,  „„ 4* ■ „ =  1 эллипсдан иоорат.
а2 Ь1

36. ф 2 xdx  — (x-\-2y)dy,  бунда АВ  эгри чизик учла-

ри ( — 1,0), (0,2), (2,0) нукталарда булган учбурчак 
контуридан иборат.

37. ф (х -}- y)dx  — (х — y)dy
2 . 2X +У

, бунда АВ  эгри чизик х2 +

АВ
,2+  г/" =  а айланадан иборат.

38. ф  ycosxdx-\- sinxdy,  бунда АВ  эгри чизик учла-

АВ

ри ( — 1,0), (0,2), (2,0) нукталарда булган учбурчак 
контуридан иборат.

Г < ^
39. \ 4xsin2ydx-\- ycos22xdy, бунда АВ  эгри чизик

АВ

текисликнинг (0,0), (3,6) нукталаридан утувчи тугри 
чизикнинг шу нукталар орасидаги кисми.

40. ф) 4d\  , бунда АВ  эгри чизик ушбу
Y х~ + у~
АВ
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х — «cos/,
y =  as\nt  ( 0 < / ^ 2 л )  

айланадан иборат.

41.  ̂ xydx +  y'2d x , бунда ушбу

,4 Я
* =  /2, У =  / (1 s £ / <  2)

эгри ЧИЛИк.

42.  ̂ ydx — xdy,  бунда /1# куйидаги 

•1/1

х =  «cos1/, ;/ =  «sin3/ ( 0 < / < ^ )  

астроида кисмидан иборат.

43.  ̂ ( 2 а —y ) d x -\-xdy, бунда АВ  ушбу
л ft

x =  a(t — sin/), г/ =  а( 1 —cos/) ( 0 < / <  2л) 
циклоидадан иборат.

Г xdx-\-ydy СО.
• •• \ / — . бунда Лй эгри чизик, куйидаги

J VI + дГ + у  
лн

элл и пен и н г биринчи кнадрантдаги кисми.

45. АВ  фазовий эгри чизик ушбу 

x =  x(t),
У =  У( /), ( а < / < Р )
z =  z(t)

система билан берилган булиб, x(l), y(l), z(l) функциялар 
|а, (Я да узлуксиз *'(/), y'(t), z '(t) косилаларига эта 
булсин

(х(а), у(а), г(а)) =  А, (х(р), г/ф), z(P)) =  £.
Агар Р(х, у , z), Q(x, у , z), R(x, у, г) функциялар 

А В да узлуксиз булса,

2 1 - 5 2 7
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 ̂ Р(х ,  у,  z ) d x  +  Q(x,  у , z ) d y  +  R ( x , у,  z ) d z  =
KJ

АВ

=  ^[/>(*(0. 4*0. z ( t ) )x ' ( t )  +  Q(x( t) ,  y( t) ,  z ( t ) ) y ' ( t )  +
a.

+  R( x( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) ) - z ' ( t ) ] d t

булишини исботланг.
46. Ушбу

 ̂ y 2d x  +  (x2 +  z ) d y  +  (x  +  y  +  z 2)dz

AB

интегрални хисобланг, бунда A B  эгри чизик фазодаги 
(1,0,2) хамда (3,1,4) нукталардан утувчи тугри 
чизикнинг шу нукталар орасидаги кисми.

47. Ушбу
 ̂ ( y2 - \ - z 2)dx  — y z d y  +  x d z

AB

интегрални хисобланг, бунда А В  куйидаги 

x — t ,
i/ =  2cos/, ( 0 ^ / = ^  у )  

z =  2sin/

винт чизигидан иборат.
48. Ушбу

 ̂ x?dx +  {x  +  z ) d y  +  x y d z

АВ

w
интегрални хисобланг, бунда А В  куйидаги 

х  =  sin/,
i/ =  sin2/, (0 < / < у )  

z =  sin3/

система билан берилган эгри чизик.
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49. Ушбу

Ф уйх — xdy  

( хЧ х у  + ̂ f
АН

интеграл учун, бунда АВ  эгри чизик, х 2-\~у2 =  г2 айлана- 
дан иборат,

lim
г -̂0 &

- y d x — xdy 

(x2 +  xy +  y2f
=  0

АВ
булишини исботланг.

Куйидаги эгри чизиклар билан чегараланган текис 
шаклнинг юзини топинг:

50. х2-\-у2 =  25 айлана билан чегараланган шакл 
(дойра).

51. x =  acos3t, y  =  as\n3t астроида билан чегараланган 
шакл.

52. Jt =  a(2cos/ — cos21), y =  a(2sint  — sin2/) кардиоида 
билан чегараланган шакл.

53. (х24 - у2)2 — а2(х2 — у 2) лемниската билан чегара
ланган шакл.

55. (х-\ -у)2 =  ах(а^>0)  парабола дамда ОХ уки би
лан чегараланган шакл.

3-§.  Г РИН ФОРМУЛ АСИ

Юкоридан дамда пастдан (а, Ь] да узлуксиз булган 
У =  <Pi(*), У — Фо(*) функция графиклари, ён томон- 
лардан эса х =  а, х =  Ь вертикал чизиклар билан че
гараланган (D ) содани — эгри чизикли трапецияни 
карайлик. Унинг чегарасини (контурини) 3D билан 
белгилайлик. Маълумки, бу долда D =  D\JdD (20- чиз
ма).

6 - т е о р е м а .  Р (  х, у )  функция D содада берилган ва 
узлуксиз булсин. Агар бу функция D  содада узлуксиз
дР(х, у)

— уу—  хусусий досилага эга булса, у долда

\ P ( x , y ) d x = - \ \ 1 ~ !~ d x d y  ( 2 1 )
dD D

булади.
Энди юкоридан y =  d , пастдан у =  с горизонтал чи

зиклар билан, ён томонларидан [с, d ] да узлуксиз булган
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х =  Чг|(/Д x = xV^y)  функция графиклари билан чегара- 
ланган G сохани— эгри чизикли трапецияни карай- 
миз. Унинг контурини dG билан белгилаймиз (21-чиз- 
м а ).

у

2 0 -  ч и з м а .

2 1 -  ч и з м а .

7 - т е о р е м а .  Q(x, у)  функция G сох,ада берилган ва
узлуксиз булсин. Агар бу функция G со\ада узлуксиз
c)Q(x,  у )  „  -  „хусусии хосилага эга булса, у холда

\ Q ( x , y ) d y  =  § dQ(gxf d y  (22)
да а

булади.
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Энди текисликдаги F сода юкоридаги икки холда 
каралган соханинг хар бирининг хусусиятига эга 
булсин. Р(х, у) хамда Q(x, у) функциялар F да берилган
ва узлуксиз. Агар бу функциялар F да узлуксиз 
д /■>( х, i/) и Q{ х, in „

а , дх хусусии хосилаларга эга булса, у хол- 

да

\ !>{х, у VIх 4 Q\ х, y)dy Ц(  aQ{ax' -  дР(Ху у) )dxdy  (23) 

буладн.
О л а щ з  (21), (22) на (23) формулалар Грин

ф(»р м v.! ( | л a j >!! депндади. Купинча Грин формуласининг 
(23) к> риннншдап фойдаланилади.

А тпн .ы к .  т е к и с л и к д а  чегараланган ёпик бир 
бог. Iа м, и! Г сохада Р(х, у) ва (?(х, у) формулалар 
б е р и ,  п а н  на у з л \ ксиз б Г л с и н .  Бу функциялар F сохада 

VI ’l x,  и) r)Q(x,i/) ..
у з л у к с и з ,  на ^  хусусии хосилаларга эга.

У холла кунпдагп тасдиклар уринли:
1°. А г а р  Г сохада

д Р ( х , у )    dQ(x.y)
(Ь/ дх

булса, у холда /•' сохага тегишли булган хар кандай 
К сник чнзик буйича олинган интеграл

ф  Р(х, ]/)dx-j-Q(x, y)dy =  О
к

булади.
2°. Агар F сохага тегишли булган хар кандай 

К ёпик чизик буйича олинган интеграл учун

ф  Р(х, y )d x + Q (x ,  y)dy =  0
к

булса, у холда

 ̂ Р(х, y)dx-\- Q(x, y)dy  (A B c z F )

АВ

интеграл А ва В нукталарни бирлаштирувчи эгри 
чизикка боглик булмайди (интеграллаш йулига 
боглик булмайди).
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3°. Агар ушбу
$ Р(х, y ) d x + Q ( x , y ) d y  (ABczF)

АВ
интеграл А ва В нукталарни бирлаштирувчи эгри 
чизик,к.а боглик булмаса (интеграллаш йулига боглик 
булмаса), у холда

Р(х, y )dx+ Q (x ,  y)dy
ифода F сохада берилган бирор функциянинг тулик 
дифференциали булади.

4°. Агар
Р(х, y)dx +  Q(x, y)dy

ифода F сохада берилган бирор функциянинг тулик 
дифференциали булса, у холда

дР(х,  у ) __dQ(x, у)
ду дх

булади.
Демак, юкорида келтирилган таедиклар орасида

1° => 2° 3° 4° 1°
муносабаз.пар уринли экан. ^

22- м и с о л .  Грин формуласидан фойдаланиб, ушбу

ф  x2dy — х2у dx

ли
интеграл ни хисобланг, бунда Л В эгри чизик х~ + ‘Г -
— г2 айланадан иборат.

Рашнанки,
Р(х, у) = — Х2у. Q(X, У) ==?ху2,

дР(х,  у) _  2 0Q(x, V) 2 -
ду ~  ' ’ Ох

dQ(x, ц) дР(х,  у) _  - 2— .. —л \ И •
дх ду

Грин формуласи (23)га кура

§ x y 2d y - x 2y dx =  § ( x 2+ y 2)dxdy

А В

булади, бунда F ушбу х2 +  у2< г 2 доирадан иборат.
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Шундай килиб, берилган эгри чизикли интегрални 
хисоблаш содда икки каррали интегрални хисобл.ашга 
келади.

Икки каррали интегралда

х =  pcos(p, ^ =  psinqp 
алмаштиришпи бажарамиз. Уида

§ ( х 2+ 1 / 2) с 1 х с 1 у =  jj ^ p :W p =  л'
I « о

булади. Демак,

ф  x i /dy  — х2 ■ у dx  =  -~2 .

ли

23- м и е о л .  Грин формуласидан фойдаланиб, ушбу 

ф  \ jx2- \ - i rdx  +  y\xy-\- 1м(л +  л]х2-\-y2)\dy

АН •

интегрални хисобланг, бунда ЛВ эгри чизик учлари
(3,2), (6,2), (6,1). (3,4) нукталарда булган тугри
•гуртбурчакнипг контуридан иборат (22 -чизма) ." Бу 
\олда

s х

22- чизма.

о 3
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P ( x , y ) =  У ,  Q ( x , y ) = y [ x y ' + H x +  Ф 2+ У 2)]

булиб, _____
дР(х , у)  =  д( {- у2 ) _ • j/

. ' ^  9У \ Г*2 I /  ’

a o U j/i i l  a (^y4 iH (jc -f У * г t / w  . /  о Vic2- { - /  4-1 \  
ах ах у * * + /  /

dQ{x,y) дР(х, у)  /  у xjx2 +  y2 + 1  \  .. 1 ____2
-У

\ а + ?  )  у ' v ? + ?дх ду

булади. Грин формуласи (23 ) дан фойдаланиб топамиз: 

ф У * 2 +  г/2 dx +  y\xy +  \ n ( x+  ~\]х? +  у2 )\dy =  § y 2dxdy,

бунда АВ —  юкорида —  чизмада тасвирланган тугри  
туртбурчак контуридан иборат.

Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл куйидагича
хисобланади:

Демак,

^  y2d x d y =  ^dx^y2d y = ~ ^ d x = 5 6 .
l/ l .! 2 ‘ ' 3 -

ф -\Jx2 - г  у 1 dx +  y{xy - f  I n( х +  \Jx? +  y2 )\dy =  5 6 .

24- м и с о л. Ушбу
(2,3)
\  (§c +  y \ d x + ( x  — y)dy  ,

,нанки>апМ *J ;.; /,'*

(O.i) ’
эгри ЧИЗИК.ЛИ интегралнинг интеграллаш йулига боглик, 
эмаслигини курсатинг, сунг уни х^исобланг. Бу интеграл- 
да '

Р(х, у ) = х  +  У, Q(x, у ) = х —у
булади. РавшанкиД бу функциялар узлуксиз хамда 
узлуксиз

дР(х, у) _  , d Q(x, у)  _  .
Л.. *’ Л V- 1дхI

i
хусусий хосилаларга эга. Иккинчи томондан

АВ
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дР(х, у)  dQ(x, у)
ду дх

булади. Демак, берилган интеграл инт. i р аллаш йулига 
боглик, булмайди. Шу имкониятдан фоидаланиб, интег- 
раллаш йулини шундай танлаймизки, берилган эгри 
ЧИЗИК.Ли интегрални хасоблаш осон булсин. Интеграл- 
лащ эгри чилиги сифатида 23- чизмада курсатилган 
синик, чизик,ни оламиз.

Интеграл хоссасига кура

’ • 1' 1 I.
(о./)

(г;*)

(г-,1)

23- чизма.

(2,3)

J
( 0,1

( 2 ,1,)

 ̂ (•»c +  y ) d x + ( x  — y ) d y =  $ ( x  +  y ) d x + ( x  — y ) d y  +
(0.1)

(2,3)

+  \ ( x  +  y ) d x + ( x  — y ) d y  :
( 2 , 1)

булади. Равшанки,
i V' . ; • */ t «J

( 2, 1)i(0,1)

(2.1)
j {x  +  y j d x + ( x  — y ) d y =  $ ( x  +  y ) d x  =

(0Д)
2 ’ '

=  4, •
. - . 0»• t ^

r  - (2t3)
)  ( x  +  y ) d x - \ - ( x  — y ) d y =  $ '(* — y ) d y  =

- u „ (2J ) (
* 3 . ‘

=  jj(2 — y ) d y  =  0.

(2,3)

(2.1)
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Демак,
(2 ,3 )

\ (x +  y)dx +  (x — y)dy =  4 +  Q =  4.
(o‘l)

25- м и с о л. Ушбу

ф  (3 x 2 +  y ) d x + ( x  — 2 y'2)dy =  О

К ^

тенгликнинг уринли булишипи исботлнпг, бунда К Э1ри 
чизик учлари (0,0), (1,0), (0,1) нукталарда булгап
учбурчак контуридан иборат.

Берилган интегралда
Р(х, у) =  ?>х2 у, Q(x, у ) = х 2- 2 у 2

булади.
Бу функциялар текисликда узлуксиз хамда

дР(х, у)  __ , dQ{ (2 ) _ |
ду ’ дх

узлуксиз хусусий хосилаларга эга булиб,
дР(х ,у)  _  dQ{х , у)  

ду дх

булади. Унда юкоридаги 1°-тасдикка биноан Р ( х ,  y ) d x - \ -  
-)-Q(x, y ) d y  пинг е п и к контур буйича (берилган учбурчак 
контури буйича) интеграли иолга теиг булади:

ф  (Зх9 +  у )dx +  (х — 2у2 )dy =--- 0.
К

26- м и с о л. Ушбу

( з х2у — \  ^ х  +  (хя — ху2У1у

ифоданииг бирор F(x, у) функциянинг тулик диффе- 
ренциали булишипи курсатинг, сунг шу функцияни 
топинг.

Бу ифодада

Р(X, у ) =  З А  -  Q(x, у) =  хя-  ху2

булади. Уларнинг хусусий хосилалари
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дР(х , у)
ду 3 х2- у \ 0<Цх, у)

дх з  Х2- У 2

дан иборат. Демак, Р(х, у) ва Q(x, у) функциялар 
узлуксиз х,осилаларга эга ва

дР(х ,у)    dQ(x, у)
ду ду '

Унда каралаётган ифода 3°-тасдикка биноан бирор 
F(x, у) функциянинг тулик дифференциала булади:

dF(x, у) =  ( з х 2у — -у̂ й х  +  (хг — ху2)йу.

Энди F(х, у) функцияни топамиз. Уни

ix,y)

F(x,y)= S P(x,y)dx+Q(x,y)dy
(x0,y0)

(24)

деб оламиз. Бунда (х0, уо) текисликда тайинланган 
нукта, (х, у) эса узгарувчи нукта. Интеграл эса шу 
нукталарни бирлаштирувчи бирор эгри чизик буйича 
олинган.

Модомики, (24) интеграл интеграллаш йулига 
боглик эмас экан, унда (лго, у о) нукта сифатнда (0,0) ва 
интеграллаш эгри чизиги сифатида 24-чизмада тасвир- 
лангап синиц чизицни оламиз.

У

(х.и)

0 “  (X. 0) X

24- чизми.
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И н т е г р а л  х о с с а л а р и д а н  ф о й д а л а н и б  т о п а м и з :

F ( x , y ) =  \ (Зх1у — y3 )dx +  (хл — ху2)dy =
(0 .0)

=  j (Зх2у — |  )dx +  (x:' — xy2)dy +
(0,0 )

u.v)
+  \ (Зх2г/ — ̂ ) d x + ( x i — xy2)dy =

U . 0 )

с,0) з <*.!/) •
\ (Зх2у — ~  )dx +  J (x3- x y 2)dy =  x3y

(0,0 )

Демак,
( 1.0 )

• 3
F(x, у ) =  х3у х4г-

ху3 
3 ‘

Мисол ва масалалар
Грин формуласидан фойдаланиб, куйидаги эгри чи- 

ЗИК.ЛИ интегралларни хисобланг:
56. ф  (x +  y f d x  — (x2 +  y2)dy,  бунда К — учлари 

к
(1,1), (3,2), (2,5) нукталарда булган учбурчакнинг
контури.

57. ф  (1 — x2)ydx +  x( 1 + y 2)dy , бунда К ушбу 
к

х2-\-у2=  = г 2 айланадан иборат.
58. § { x y  +  x +  y)dx +  (xy +  x  — y)dy, бунда К ушбу

К
2 2

-- -|- у:> = 1  эллипсдан иборат.
а2 Г

59. ф е х1(1 — cosy)dx — (// — siny)dy], бунда К ушбу 
к

OsCl//<sinx соханинг контуридан иборат.
60. ф 2  (X2-\-y2)dx +  (x +  y f d y ,  бунда /( — учлари 

к
(1,1), (2,2), (1,3) нукталарда булган учбурчакнинг
контури.

61. ф d*x~ dy , бунда /( — учлари (1,0), (0,1),
к
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( — 1,0), (0, — 1) нукталарда булган квадрат контури- 
дан иборат.

Куйидаги эгри чизикли интегралларни интеграллаш 
йулига богдик. эм аел игини аникланг, сунг уларни 
дисобланг.

(-’Л)
62. ij xdy  -)- yd к.

I 1,2)

63.

64.

\ 1 <!х \ ч '
•> У Ч<4.! ) ■

( Ы >

\ {**!! -  l*x2y)dx -\-(2х2 — Ьхл-\-7)(1у.

65.

66 .

67.

\ < l v ' 'd/r' -f- btj)dx (5x — 6xy — 4y)dy.

( 1.2 )

f ml \ xdu 
.1 гKM )

S f1 1 (sin*
/ I 1 ' /■

+ - c o s —\dux x /  -

Куйидаги ифодалa p и инг бирор F(x, у) функциянинг 
тулик. дифференциал и булиши ёки булмаслигини аник
ланг. Агар у tv ,i и к дифференциал булса, F(x, у) функци- 
яни топни г:

68. ( +  2ху — у - )dx - f  (j r  — 2ху — y2)dy.
69. (е2" — 5//V )dx +  (2xeh> — 15y2ex)dy.
70. ( 12x2y +  , y x +  ( V  -  y y .

71. (3x2y 2 -  y i -\-4x)dx +  (2x3у — 3xy'2 +  5)dy.
x2+  xjx2 + y272. 1 d x — A 1 A'' 1 y dy .

y*lx2 + y2 y2 \jx2-lr y2

73. 2x{' - l‘p d x +  d* .
( l + * 7  1+K

74.

75.

(x2 +  2x1у +  5 y2)dx-{- (x2 — 2xy +  y2)dy

U + y f
и

1 +  X2 +  у2
2 - , , \ d x  +  2xydy . 
■ 4-y )
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X I X  боб

С И Р Т  И Н Т Е Г Р А Л И

Фазода ушбу
■z =  z(х, у) (1)

тенглама билан. аникланган (S) сирт берилган булсин. 
Бунда Z(x, у) функция (D ) сохада ( ( О ) с / ? 2) берилган 
функция булиб, у шу сохада узлуксиз Z'x(x, у), Zp(x, 
у) хосилаларга эга.

Маьлумки,  бундай сирт юзага эга булиб, у куйидаги

S =  Ц д / 1 +  г':(х , у ) +  z';(х, у) dxdy  
и»

формула оркали хисобланади.

1-§. БИРИНЧИ ТУР СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ

1. И н т е г р а л  т а ъ р и ф и . Юкорида айтилган 
(S)  сирт берилган булсин. Бу сиртнинг булиниши, 
булиниш булаклари на диаметри тушунчалари аввал 
каралгаи [а, b | сегментнипг булиниши, (О) соханинг 
булиниши каби кирптилади на fxniaiii хоссаларга эга 
булади.

Айтайлик, f(x, у, z) функция (S) сиртда {{S)cz 
czR") берилган булсин. Б у сиртнинг Р бу.шнишнпп ва бу 
булинишнинг хар бир (S*) булагида (А1 — 1.2,..., и) нхтис- 
рий 1]*, tfe) пуктани олайлик. Берилган функцняпипг 
(£<., ip, t;*) нукгадаги киймати /(;*, тр, £*) ни ( S k) сирт
нинг S k юзига купайтириб, куйидаги йнгнндини тузам из:

<т= -  1{1к,ЧкЛк)-^к (2)
к 1

Одатда (2) интеграл йигинди дейиладн.
(S) сиртнинг шупдай

PiP*,..., Рт-  (3)
булинишларини караймизки, уларнинг мос диаметрла- 
ридан ташкил топган

А,,|, Zp, кр2,..., .

кетма-кетлик нолга интилсин: Пт Хрт =  0. Бундай Рт
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( т — 1,2,...) булинишларга нисбатан f(x, у, z) функция- 
нинг (2) куринишдаги йигиндиларини тузсак, ушбу

(Г|, (Т2,..., От,--- (4)
кетма-кетлик хосил булади. Агар (S)  сиртнинг хар 
кандай (3) булинишлари кегма-кетлиги олинганда 
хам, унта мос (4) кетма-кеглик (£*, г]*, £*) нукталарни 
танлаб олинишига боглик, булмаган холда, хамма 
вак/г битта / сонга интилса, бу / сон о йигиндининг 
лимити дейилади.

1 - т а ъ р и ф .  Агар А.,,—>-0 да f(x, у , z) функциянинг 
интеграл йигиндиси о чекли лимитга ага булса, f(x, у, г) 
функция (S) сирт буйича интегралланувчи дейилади. Бу 
йигиндининг чекли лимити / эса f(x, у, z ) функциянинг 
биринчи тур сирт интеграла дейилади ва у

У’ z )ds
yS)

ка б и пел ги л a 11 <1 д и:

у, Z j d s -  lim 2 /(£*, T)„ t,k) -Sk.

2. И н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Фараз к,илай- 
лик, R i фазода (S) сирт z  =  z(x, у) тенглама билан 
берилган булиб, г(х, у) функция чегаралапган (D) сохада 
узлукенз на ([)) да узлуксиз z'x(x, у), z'y(x, у) хусусий 
хосилаларга эга б^лсин.

1 т е о р е м а .  Агар f (x ,  у, z ) функция ( S )  сиртда 
берилган ва узлуксиз булса, у холда бу функциянинг 
( S )  сирг буйича биринчи чур сирт интеграли

У> z ) ds
(S)

мавжуд ва

X, у, z )d s  =  Qf(x ,  у, z(x,  у ) ) х
(»)

Х .д /1 + z '*(x > У ) + г ' 2у(х, у)  dxdy

булади.
Энди /?! фазода (S)  сирт х =  х(у, z) тенглама билан 

берилган булиб, х(у, г) функция чегараланган (D) соха
да узлуксиз ва (D ) да узлуксиз х'и(у, г), х'Ау, z) хусусий 
хосилаларга эга булсин.



2 - т е о р е м а .  Агар f (x , у, г )  функция ( S )  сиртда 
берилган ва узлуксиз булса , у холла бу функциянинг 
( S )  сирт буйича биринчи тур сирт интеграл и

§ f ( x ,  у, z )d s
(S )

^ / ( х ,  у, z ) d s = § f ( x ( y ,  z) ,  у, г ) ф  + х ' ‘;(у, z )  +  x'2z(y,  z )  dydz  
Щ ш)

мавжуд ва

булади.
3. И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Биринчи тур сирт 

интеграллари икки каррали интеграл хоссалари каби
хоссаларга эга. Биз уларнинг айримларини келтирамиз.

1°. Агар f(x, у, г)  функция (5 )си р тб уй и ч а  интегралла- 
нувчи булиб, (S )= = (S |)U (S 2) булса, у холда

Ц д X, у, z)ds  =  f(x, у, z)ds  ЭД/(х, у, z)ds
(S) (5,) /  (S2)

булади. /  ;
2°. Агар Цх, у, г )  функция (S ) сирт буйича 

интегралланувчи булса, у холда с -/(х , у, z)  хам 
(с — const) шу сирт буйича'интегралланувчи булади ва

с -fix, у, z)ds =  c-Qfix. у, z)ds
( S )  ... ( S )  .

тенглик уринли булади (с —  const)>
3°. Агар fix, у, z ) ва g(x, у, г)  фуннцияларнинг хар 

бири (S ) сирт буйича интегралланувчи булса, у холда 
fix, у, z ) ± g i x ,  у, z)  хам шу сирт буйича инт^гралланув-
ЧИ б у Л И б ,  .. . . . . . .  . . „ л , , , ,

X, у, z ) ± g i x ,  у, z)Jrfs =  ^ /(x ,  у, z ) d s ± § p i x , y ,  z)ds
(S ); (S)

булади.
4. И н т е г р а л н и  х и с о б л а ш .  Ю корйда' келти- 

рилган теорёмалар функциянинг биринчи тур сирт интe^ 
гралларининг мавжудлигйнй тасдйклаш билан бир ка- 
торда уларни икки каррали интеграллар орка л и ифода- 
ланишини хам курсатади. Бйнобарин, сирт интеграллари 
икки каррали интегралга келтириб хисобланади. Унда 
куйидаги формулалардан фойдаланиладй:

.136



$$(/*. y , z ) d s = § ( f x ,  y, Mx, y ) ) s f i ^ ^ r / y )  +  z'%x, у) dxdy  .
(St <D>
rr rf ' " '• ' 'V----— •■'■■ *■'■■■--- ■«» , »
уy(x, y, z)ds =  \)y ( x ( y , z), (/, z) V 1 + * 1 0 / .  z ) +  *1 (0 . z )d (/d z  ,
I S )  (D) "  . ,

Й Д З Д . z)<is =  ^ / ( * ,  //, z, x), z ) у  I +  ( / / " ( z . f^ . i / '^ z ^ t j
is) w)

1 - м и с о л .  Ушбу

z.x) dzdx . 

(5)

^ ( 6 jc +  4y +  32)ds
IS)

с и р т  и н т е г р а л и н и  х и с о б л й й г ,  б у н д а  (S') с и р т  к у й и д а г и

jfnb2i/-f-3z =  6

т е к и с л и к н и н г  б и р и н ч и  о к т а н т д а г и  к и см и  ( 2 5 - чизмУ )'.1 1
Р а в ш а н к и ,  ( S )  си р т

* ’ ‘ ' * !' •. ;
z =  ‘ (6 —х —2(/)

т е н г л а м а  б и л а н  а н и к л а н г а н .  , , .
( D ) с о д а д а  э с а  AQB у ч б у р ч а к д а д  и б о р а т д и р .  Б у  

с о д а  д а , «  ф у н к ц и я  у з л у к с и з  д а м  д а  Ui , ... .  ,

• . • г . .
у з л у к с и з  х у с у с и й  х о с и л а л а р г а  эг а ,
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(S) сирт берилган

f(x, у, z) =  §x-\-Ay +  3г
функция эса шу сиргда узлуксиз. Унда (о) формулага 
кура

6jt +  4у +  Зг )ds =  6х +  4у +  3 • ' ((> —
(-S) (О)

-  х -  2у )). у  1 +  ( -  )2 +  ( -  * )-’ Улч/,/

булади.
Энди икки каррали интегрални дисоблаймиз:

^ I (iv +  4y +  ( 6 - Jr — 2г/)| д  /1 +  +  4 dxdy =
\П) V 'J

I* Л ГГ I I :i ь 2</
=  Y  \ \ ( 2 x  +  2y +  0)dxdy =  v( U y  $ (5х +

(/Г) О О

+  Чу 4- (i )dx =  1  ̂[;) х14- 2ху 4- 6.vJ | ' cly =
О

=  2 у!4< — 5//J -f  21;/) | * =  54 V'l t.

Демак,

6х +  4у +  Зг )ds =  54 у/14.
(S)

2- м и с о J. Ушбу

^ U  +  // +  2)4s
№

интегрални дисобланг, бунда (S)  сир г .г 4  !Г +  22 =  
=  г  сферанинг г =  0 текисликнинг юкорисида жои- 
лашган к,исми.

Каралаётган (S) сирт

г =  \J г  — х1 — у2

тенглама билан ифодаланади. Бунда Z =  Z(x , у) функция 
(D) =  {(x, г/) 4 R2-х1 +  у2<  г2} да узлуксиз хамда узлуксиз 

х - У '
2 , =

л1г — х-' — 1Г
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хусусий хосилаларга эга. Бу (О) соха г  =  д/г2 — г  — у2

сиртнинг хоу текисликдаги нроекциясидир.
(S)  сиртда f(x, у, z) =  х -\- у -{- z  функция узлуксиз. 

Унда (5) формуладан фойдаланиб топамиз:

$$( х +  У +  г  №  =  $$(* +  у +  Д J r  — х2 — у - ) X
(S) (О)

X  д /1 +  z '2(х, у) 4- z'l( X, у ) dxdy.

Агар

V 1 +  Х;( х, у ) +  z'% х, у ) =

Vr2 -  *2 -  и2
булишини эътиборга олсак, у холда

SS( Г 4 +  * )tls = г Й Г  . / , ' f  I  , +  1 \lxdU
us" (/Г)\ \ Г  ~ Х  — у-  /

булади.
Эн;п! икки карралн иптсчралнн хисоблаймпз. Б у 

шгктралда ушбу

х pcoscp, у  =- psitKp
алмаштиритларини бажарамиз.  Mai нжада

+  Л  X </.«/// =  ( [ ( т  1 М|"|)
;! \  л / г - , , 2

+

j>fcosq f simj)  

л /Г - , , 2
(>d (> c/q +   ̂ )^Ф =

“Л Г

=  ij (cosq +sii i( |  Wq:[ I’ d{' - + 2 л - г = л r  
Г. „ V^’- i ' 2 *



булади. Д ем ак,
§ ( x  +  y +  z)ds =  nr3.
I S )

З - м и с о л .  Ушбу
§ x (y  +  z)ds 
(S)

интегрални х,исобланг, бунда (S) сирт x = x j b ‘ —  y~ ци
линдрик сиртнинг z =  0, z =  c ( с > 0 )  текисликлар ораси- 
даги кисми.

(S)  сирт х =  ~\Jb'2— у 1 тенглама билан берилган. Бу 

х — л^Ь2— у2 функция [ — b, b] да узлуксиз булиб, 
( — Ь, Ь) да узлуксиз.

хусусий хосилаларга эга. (S)  сиртнинг OyZ текисликдаги 
проекцияси

(D) =  {(y, z ) £ R 2:x =  xjb2 — у2, 2 =  0, z =  c} =
=  {(у, z ) £ R 2: — b ^ y s ^ b ,  0 < 2 < с }

булади.
f(x, у, z) =  x(y +  z) функция (S)  сиртда узлуксиз. 

(5) формуладан фойдаланиб топамиз:

• Д А +  я- a dydz =
\  Ь1- у А

=  b^Ay +  z)dydz.
(О)

^*(i/  +  z)ds =  ^  Д/b2 — y2(y +  z)
(S) (О)

Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали 
интегрални хисоблаймиз:

b<&(y +  z)dydz =  b  ̂ ( \ ( y  +  z)dz)dy =
(О) -Ь о

Ь 2 2=с Ь 2
=  Ь \ (yz  +  ~ )  dy =  b \ (cy +  -2 )dy =

-' = 0
be 21 b » be

=  2 -У2 \ . ь +  - 2-У =  b2c2.

b c
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Д емак,

\ \ 4  У ~\~z)ds =  b2c2.
(5)

4- м и с о л. Ушбу

Зх2 +  5 у2 +  Зг2 — 2 )ds
IS)

интегрални хисобланг, бунда (S) сирг у =  л̂ 1 х'2-\-у '2 ко
нус сиртнинг у =  0, у — Ь ( Ь > 0) текисликлар орасида- 
ги к.исми (26- чизма).

(S) сирт у =  xJx2-\-z2 тенглама билан берилганини 
эьтиборга олиб, интегрални хисоблашда

) у ( х ' У- z )ds=  ЭД/(х, y(z , х), z) д/l +  у '2-\-у'2 dzdx
IS) I/))

формуладан фойдаланамиз. Бу х,олда (D ) coxa (S) сирт
нинг xOz  текисликдаги нроекцияси булиб, у (D) =  {(x,z)6
6 R2: х2 -f  z 2 <: b2} доирадан иборат булади. y = x j x 2-\-z2 
функциянинг хусусий хосилалари эса

ларга тенг. Натижада
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^(3*2 +  5</2 +  3z2-
(S)

2 )ds =  3*2 +  5( jc2 +  z2) +  3z2
(D)

2]X

xV I+( v*7 )!+(w )!̂ =
=  д/2 §[3(x2 +  z2) - 2 ] d z d x

(D)
булади.

Кейинги тенгликнинг унг томонидаги икки каррали 
интегралда узгарувчини куйидагича

x =  pcos(p, z =  psin(p (О^ф^С 2л, 0«eCр Ь )  
алмаштириб х,исоблаймиз:

2л Ь

х2-\-z 2) — 2]dzdx =  д/2  ̂ ( ^ (8р3 — 2р)^р)<^ф =
о о

2л
=  д/2 $ (2р4 — р2)1о^ф =  д/2 - 2n-b2{2b2-  1).

О
Демак,

З*2 +  5г/2 +  3z2 -  2)ds =  2 д/2 л&2(262-  1).
(S)

5- м и с о л. Ушбу

(1 ^  dS

интегрални х,исобланг, бунда (S) сирт куйидаги

Х2 + У2 ■ 0 ( 0 < 2 < 6 )

конуснинг ён сиртидан иборат. 
(S) сирт

z =  -a xjx2 +  y2 ( 0 < z < 6 )

тенглама билан аникланган булиб, унинг Оху текислик- 
даги проекцияси (D) =  {(x,y)^R2: х 2 -\- у2 ̂ а 2} булади.
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Ь I 2 I 2 л .z  =  — \ x + У  функция узлуксиз хамда узлуксиз хусусий 
х.ос и л ал а р

2
Ьх

ал1х2 + у2’

га эга. Бу сиртда берилган f(x, у) =  \ х 2-\-у2 функция
узлуксиз. Шуларни эътиборга олиб, (5) формуладан 
фойдаланиб, топамиз:

+  y2ds =  § x j x 2 +  y2 ■ д /1 + z ' ]  +  z'l  dxdy =
(О)

=  ^  V ~Х*Г+ У 2 ■ -  У a2 +  b2 dxdy.
( О )

Энди икки каррали интеграл .

55 V * 2 +  У2 dxdy
( О )

ни х.исоблаймиз. Бу интегрални хисоблашда ушбу

* =  pcos<p, y =  psincp.
алмаштиришларни бажарамиз. Натижада

55 л / ^  +  У2 d x d y =  \ ( \ P2dP)dw =  ̂
(D) О О

булади. Демак,

55л/х'2 +  У2 d s=  I  У о * + ^  л /а2+ й2-
га
6- м и с о л. Ушбу

В'га
JC//Z | ds

интегрални х.исобланг, бунда (S) сирт куйидаги z =  x2 +  
Ату2 айланма параболоиднинг 2 =  0, 2 = 1  текисликлар 
орасидаги кисми.

Равшанки, бу (S)  сиртнинг Оху  текислигидаги 
проекцияси

(£ )  =  {(*, </)<ЕА?2:*2 +  г/2<$} 
доирадан иборат булади.
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(5) формуладан фойдаланиб топамиз:

^ | x y . ? U / . s  =  ^  \ х у { х 1 -\- у 2 )\ д/l г ' 2 d x d y  =

(SI (/))

=  х* +  у'2) \ х у \ ^ 1 + Ц х ' 2 +  у ’) dxdy .
(/•>)

Икки каррали интегрални х,ис.облашда юкоридагидек 

х =  j)Cos(), // =  psiruf ( О ^ р ^  1,0 <  <  2л )
алмаштиришни бажарамиз.  Натижада

х1 +  У2)Iху | д/l +  4(х2 +  у 2) dxdy =
Uh
л/2 1

=  4  ̂ ( ^(pcoscf.-psiiuf -p2д/l -f  р2 )pdp)dy =
0 I)

=  2 j (,s- V l + 4 p 2 - r fp= 125^ ,  ‘
О

булади. Демак,

^ | х у г |d s =
(S)

125 ^ 5  - 

420

1

7- м и с о л. Ушбу

§ ( x y  +  yz +  zx)ds
(SI

интегрални \иеобланг, бунда (5) сирт куйидаги 
г =  д /х: -\-у2 конус сиртнинг х?-\- уг =  ‘2ах цилиндрик сирт
билан кесишган кисми.

(S)  сиртнинг Оху текислигидаги проекцияси

(D) =  {(х, y ) £ R 2:(x — a f  +  у 1 < а 2}
доирадан иборат булади.

(5) формуладан фойдаланиб, топамиз:

U( ху +  у г +  г.т )ds =  ху  +  у д lx~ -f i f  +
( S ) ( Щ

; - Л- д/х2 Н- у2 ) x j i + z ' 2 +  z'i dxdy.
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Агар хz x=  -, , zy =  '
ty* ! 4  V-^+zr

экаииии э 1.1 rf,!'p' а олсак, унда кжоридаги икки каррали 
интеграл \ и:бу

\ 2 \ V -4' +  У V г +  /а +  х л/х'2 +  У2 )ilxil\l

куринишга ксдади. Бу интегралда

-V =  rcoscj, // =  rsitH| 
алмапп иршп бажариб vnсоб.чafiм 1 с?:

V 2 \у  ХУ +  У Л/х~ +  /Г 4~ -V \ ; а"  +  //' dxdy —
|7%

2л 2f/i'usi|
=  2у'2 ( (r~cos<| • sint| - f / JsiiH|'4  r ’‘Jos(| )rdr)di{

I) (I
л .. 2

=  8 у 2 а '  [  ( COS (f s j П (| A  s i n < |  4 ' 1 ' O S q  K 'O s '(|,y /(|. =

f i t  . L'

Лемак.

= 8- л 2 - а 1 у  1 / ) dl (. ^ и \

^( ■' / /4  У - 4  zx )ds —- j a

5. I? н i e г p а л я и н г 6 a i> :s и б и р т а т б и к л а р и .  
Биринч;: тур cups' ннтсгралларидаи сиртиинг юзини, 
массасиии хисобллшда, 01ирлик ма ркази и и а г координа- 
таларими, шу ми и гдек инерция момен i.iapiisui томишда 
фопдал апилади.

1 °. (4) сиртиинг юзп

формула билаи тонплади.
2°. Агар (84 сирг буйича дичлш'и p(x, //, z) булга и 

масса га рка i si. I га и булса, унда (S) сиртиинг массаси

§ А Х, У. ^)ds ( 6 )

б\лади.
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3°. (S)CHpTHHHr огирлик марказининг координаталари 

х° =  1 \ № х ’ у■ z)ds’ Уо =  ̂ \ \ у ^ х ,  у, z)ds.

Zn =  ~ х, у , г)£/х
(S)

булади.

У )' I
(S)

Oz к о о р д и н а т а у к л а р и г а

1 м о с  р а в и ш д а  у шбу

И ^ ( х 2 +  г/2 ) - р ( х , , у, z)ds ,
(S)

(>(*, у, z)ds
(S)

формулалар билан топилади.
(S)  сиртнинг Оху, Oxz, Oyz  координата текисликлари- 

га нисбатан инерция моментлари мое равишда куйида- 
гича булади:

, =  ^ z 2p(x, у, z)ds, ,хг==§ у2Р(х’ у ’ z d̂s '
(S)

/„, =  ^jc2p(jc, у, z)ds.
(S)

(S)

8 - ми с о л .  Ушбу 22 =  2ху тенглама билан берилган 
конуснинг биринчи октантдаги х,амда х =  2, х =  4 те- 
кисликлар орасида булган кисмининг юзини топинг. 

Изланаётган сиртнинг юзи

S = \ \ds
(S)

формула билан топилади. Бу сирт интеграли (5) форму- 
лага кура

5 =  § d s  =  д / 1 +  z'l  +  z'l  dxdy
(S)  (О)

булади, бунда (D ) coxa (S) сиртнинг Оху  текислигидаги 
проекцияси:

(D)={(x,  y ) e R 2: 2 , 0 < ( / <  4}.

У
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Энди

,  V 2 - 4 , i =  д / f  , 2, =  ( V 2 « Н =

булишини эъгиборга олиб,

булишини тонамиз. Кейинги икки каррали интеграл 
куйидагича х.исобланади: '

Демак, S =  16.
9 - ми  с о л .  Х,ар бир нуктасидаги зичлиги шу нукта- 

лардан координата бошигача булган масофа квадратига 
пропорционал булган ушбу

ярим сферанинг массасини тонинг.
Шартга кура

Р(*. У, z) =  k-{x1 +  y2 +  z2)
булиб, бунда k пропорционаллик коэффициентидир. 

Массани топиш формуласи (6) га кура

т =  У2 z2^ s
(St

булади. Бу ерда (S)  сирт х =  д/г2 — у 2 — z2 ярим сфера- 
дан иборат булиб, унинг Оуг текисликдаги проекцияси

(О) =  {(х, y ) £ R 2:y2 - f  r ’< r 2} 
доирадан иборат.
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(5) формуладан фойдаланиб, топамиз:

т  = $ W *2 ”1”у1 + г')ds = k\\(f2 ~  у2 ~  z'}+у2+г‘’) х
(Я)

X д/l +  x' l +  x ' ldydz.

Равшанки,

1 + х ' у + х ^ = \  +  ( Д[г* — у2 — г 2 )'1 +

+  Ы г 2- у 2- г 2 У1= , -
Г  —  у 2 —  г 2

Натижада

т =  kr
’В ; / ,^  „2 2</)i vг У г

dyd z

тенгликка келамиз. Бу икки каррали иптегрални 
дпсоблаш учун

i/ =  ccsin([, z =  acoscp
алмаш -ирншнн бажарамиз.  Бунда O ^ q  <Г 2л, 0 < а < г  
охлади:

- \  ( \  ( г  —  с г ) - • и’( Г  —  ос ) )с!ц: —

< Г — or)1 2л =  2лг.

Демак,

w - / / / r f l  =  2д7-‘*
(/к Л ’ ' I/--J-

10- м  н е о  л. Д ш б у  х - 4 - у г  +  г 2 — г  т е  и с л а м а  б и л а н  

б е р и л  1 а  и  б и р  ж и н с л и  е ф е р а и и и с  б и р и н ч и  о к т а и т д а  

ж о п л а ш с а п  б у м а г и  м и н е  Ос у к к л  н и с б а т а н  и н е р ц и я  

м о . м е п  1 н и м  т о п и н г .
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Сфера бир жинсли булганлиги сабабли таркатилган 
массанинг зичлиги узгармас булади. Уни I га тенг килиб 
олиш мумкип: р(х, у, z ) — \.

Изланаётган инерция моменти

1* = § ( x* + y 2>>ds
(S)

формула билан топилади, бунда (S) сирт

2 =  xjr '2— х2 — у2 ( х ^ О ,  У ^ О ,  2 ^ 0)

тенглама билан аникланади. Юк,оридаги сирг интегра- 
ли (8) формулага кура

/ = = ^ ( * 2 +  # V s  =  ^ ( * 2+*/2)- д / 1 +z'~ +  z ' ld xdy
(S) (D)

булади, бунда (D) сох,а (S) сиртнинг OXY  текислигидаги 
проекцияси:

(D) =  {(x, y ) ^ R ‘2:x2 +  y2^ r 2, х ^ О ,  0}. 
Равшанки,

Унда

у г  — х-
dxdy

булади. Энди икки каррали интегрални x=.acoscp, у =  
=  asimp алмаштириш ёрдамида хисоблаймиз:

й(»)
(х2 +  у 2) 

yjr2- x 2-
dxdy —

у2

яг
3

Демак.

, дС ДГ4
]* =  г - 3 =  3
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I. Ушбу
Мисол ва масал ал ар

^ U  +  // +  z)ds
(S)

интегрални хисобланг, бунда (S)  сирт
1, 0 < г / <  1, 0 < z <  1} 

кубнинг ташки кисмидан иборат.
2. У[пбу Qds  интегрални хисобланг, бунда (S) сирт

(S)
x +  y +  z*=a текисликнинг биринчи октантда жойлашган 
кисми.

3. Ушбу Qxds  интегрални хисобланг, бунда (S) сирт
IS)

куйидаги z = ^ J \ — x2 — i f  ярим сферадан иборат.
4. Ушбу

$ \ ( г Ч / / 2 +  Зг2)г/б'
(S) '

интег рални хисобланг, бунда (S) сирт z  =  д/ х~ -(- у2
тенглама билан берилган сиртнинг z =  0, z = \  те- 
кисликлар орасидаги кисми.

5. Ушбу

^(г/ +  2’+  Д/a2 — x2)ds
IS)

интегрални хисобланг, бунда (S) сирт куйидаги 
х2 -|- у2 =  а2 цилиндрнинг z =  0, z =  1 текисликлар 
орасидаги кисми.

6. Ушбу
^ ( z 2 +  x2 +  /y !) ds
IS)

интегрални хисобланг, бунда (S) сирт y = \ J r ' 2 — x1 — z 2
ярим сферадан иборат.

7. Ушбу

^ (5 jc2 +  3 j/2 +  3z2 +  4) ds
is)

интегрални хисобланг, бунда (S) сирт куйидаги
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* =  у 2“Ь z2 тенглама билан берилган сиртнинг х =  0, х =
=  2 текисликлар орасидаги кисми.

8. Ушбу

§ ( x 2 +  2y2z2 +  y 4-\-z4)ds
(S)

интегрални дисобланг, бунда (S) сирт х -\- у -\- z =  2 те- 
кисликнинг y2-\-z2=  1 цилиндрдан ажратган кисми.

9. Ушбу'

(Л)
интегрални кисобланг, бунда (S) сирг у =  xjc2 — г2
тенглама билан берилган сиртнинг х =  а текисликлар 
орасидаги кисми.

10. Ушбу

 ̂V1 + х1 + У2 ds
Со

интегрални хисобланг, бунда (S)  сирт г =  ху ( х ^ О ,  у ^  
2==0) т е нг л а ма  билан б е рилг а н  сиртнинг  
(х2 у2)2 =  2а2ху цилиндрдан ажратган кисми.

1 i. Ушбу
^  д/l +  (3х2 -(- 9г2 ds
(i)

интегрални кисобланг, бунда (S) сирг куйидаги y — ?>xz 
тенглама билан берилган сиртнинг (х2 у 2)2 =  8хг  ци
линдрдан ажратган кисми.

12. Ушбу
"  IКГ?) ^  +  х ~Ь У +  г)”

, ds

интегрални хшсобланг, бунда (S) сирт x - \ - y - \ - z =  1 
( х ^ О ,  у ^ О ,  z ^ O )  текисликдан иборат.

13. Ушбу
2х -|- 2 у -(- z =  8 й

текисликнинг х2 -(- у 2 =  г 2 цилиндр ичида жойлашган 
кисмининг юзини топинг.

14. Ушбу
х2 +  у 2 =  г2

цилиндрнинг y- \ -z  =  0 ва 2 =  0 текисликлар орасидаги 
юзини топинг.
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15. Ушбу
х2 -f- у~ ~Ь 2“ — Зсг 

сферанинг хш+  y‘2 =  2az параболоид ичида жойлашган
К .И С М И Н И Н Г  Ю З И Н И  Т О П И Н Г .  u

16. Зичлиги р(x,y,z) =  x~-\-y-\-z~ булган ушбу

Z =  x j r  — Xl — y l
ярим сферанинг массасини топинг.

17. Зичлиги р(л:,г/,2) =  л:2 +  (/2-|-2 —2 булган ушбу
2z —  9 —  х2 —  у2

сиртнинг z =  0 текислик билан кесишган кисмининг 
массасини топинг.

18. Зичлиги р(х,(/,г) =  .г  +  у2 z2-f 1 булган ушбу

/ / +  л/-*' + z

сиртнинг у — 0 ва /у =  1 текисликлар орасидаги кисми- 
нинг массасини топинг.

Зичлиги узгармас булган куйидаги сиртларнинг 
огирлик марказини топинг:
19. х2 +  у2 +  ос2 =  г  (xJsO, / / > 0 ,  z > 0 ) .
20. z = x j r 2 — x 2 — y2 ( * > 0 ,  г />0 ,  л: +  гу<г) .
21. а222 =  й2(х2 +  г/2), 0 < 2 < 6 .

З и ч л и г и  узгармас булган куйидаги сиртларнинг O Z  

укига нисбатан инерция моментларини топинг:
22. х2 у2 =  a2z2 (0 ^ 2 ^  1).
23. х1 у 2 =  2az  (OsgTz^a).

2- §. И К К И Н Ч И  ТУР С И Р Т И Н Т Е ГР А Л Л  АРИ

Фазода (S)  сирт z =  z(x,y) тенглама билан аник- 
ланган. Бунда z(x ,y ) функция (D ) содада ((D)cz  
a R~)  берилган, узлуксиз дамда узлуксиз хусусий 
хосилалар z 'x(x,y), z',,(x,y) га эга. (D) соданинг чегараси 
эса булакли-силлик чизикдан иборат булсин.

(S) сиртда унииг чегараси билан кесишмайдиган 
k ёпик чизикни олайлик. (х0, //о, zo) нукта сиртнинг 
k ёпик чизик билан чегараланган кисмига тегишли ва 
Кп шу ёпик чизик k нинг хОу  текисликдаги проекцияси 
булсин.

Сиртнинг (дсц, yozo) нуктасидаги уринма текисликка 
шу нуктада перпендикуляр утказайлик. Бу перпендику
ляр
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НИНГ мусбат йуналиши деб шундай йуналишни оламизки, 
унинг учидан каралганда иккала k ва k n ёпик 
чизикларнинг йуналишлари мусбат булади. Унинг 
манфий йуналиши эса шундай йуналишки, унинг учидан 
каралганда kn нинг мусбат йуналишига k нинг манфий 
йуналиши мос келади. Перпендикулярнинг мусбат йуна
лиши буйича олинган бирлик кесма сиртнинг (хо, уи, 
zо) нуктадаги нормали дейилади. Нормалнинг Ох, Оу
ва 0 2 укларнинг мусбат йуналишлари билан ташкил 
килган бурчакларни мос равишда а, 0, у дейилса, унда

cosa =

cosp =

cosy =
I

(9)

булади. Булар нормалнинг йуналтирувчи косинуслари 
дейилади.

Сиртнинг устки томони деб унинг шундай томони 
олинадики, бу томондан каралганда иккала k ва k„ ёпик 
чизикларнинг йуналишлари мусбат булади.

Сиртнинг устки томони каралганда кп билан чегара- 
ланган текис шаклнинг юзи мусбат ишора билан, пастки 
томони (иккинчи томони) каралганда манфий ишора 
билан олинади.

I. И н т е г р а л  т а  ъ р и ф  и. f(x, у, г) функция (S) 
сиртда берилган булсин. Бу сиртнинг маълум бир томони- 
ни (ёки устки, ёки остки томонини) карайлик. Сирт
нинг Р булинишини ва бу булинишнинг кар бир (S*) 
булагида ( k = l ,  2, ..., п) ихтиёрий (£*, т]*, £*) нукта 
олайлик. Берилган функциянинг (£*, т)*, £*) нуктадаги 
f(\k„ г)*, £*) кийматини {Оху, Oyz, Ozx)  текисликдаги 
проекцияси (Dk) i (D ' *), (D%),  (D"  *)) нинг юзига купай- 
тирилиб, куйидаги интеграл йигиндини тузамиз:

П
<? =  X /(£*, ть, £*)•£>* (10)

* = 1
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(S) сиртнинг шундай
Pi, Pi, ..., Pm, ... (11)

булинишларини караймизки, уларнинг мос диаметрла- 
ридан ташкил топтан

кр , к , ..., кр , ...Pi р2 Рт

кетма-кетлик нолга интилсин: Пт  кг = 0 .
т  — оо т

Бундай Р,п ( т =  1,2, ...) булинишларга нисбатап
f(x,y,z) функциянинг интеграл йигиндиларини туза- 

миз.
Натижада

cii, о2, от, ...

кегма-кеглик .косил булади. Агар (S) сиртнинг кар 
кандай (11) булинишлари кетма-кетлиги {Р,„}
олинганда кам, унта мос {от} кетма-кетлик, (£*, г|*, £*) 
нукталарни танлаб олинишига боглик. булмаган колда 
камма вакт битта / сонга интилса, бу / сон о йигинди- 
нинг лимити дейилади ва у

п

Iim(Т =  Iiгп £  ](\к, Т]Л, 1к).[)к =  1

каби белгиланади.
2- т а ь р и ф. Агар Л,, —► 0 да f(x,y,z) функциянинг 

интеграл йигиндиси о(о', о") чекли лимигга эта булса, 
f(x,y,z) функция (S) сиртнинг танланган томони буйича 
интегралланувчи функция дейилади. Бу йигиндининг 
чекли лимити / эса (/', /"), f(x,y,z) функциянинг
(S) сиртнинг танланган томони буйича иккинчи тур 
интеграли дейилади ва у

U f (x ,y ,z) d x d y ( \ \  f(x,y,z) dydz , l\ f{x,y,z) d z d x \
(S) \(S) (3) /(S)
каби белгиланади:

f(x,y,z) dxdy
(S)

I'm X / ( !* ,  i\k, l k)-Dk.
V *0*- i

( u  x , y , z ) d y d z =  lim £  f ( \ k, £*)£>'*,

x,y,z) d z d x =  lim I  / ( I * ,
k= I

T)A. £*)£"
' • )
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Умумий холда (5) сиртда P(x,y,z), Q(x,y,z) ва R(x,y,z) 
функциялар берилган булиб,

§Р(х,У,г) dxdy, ^Q(x,r/,2 ) dydz ,^R(
(S) (S) (S)

x,y,z) dzdx

интеграллар бор булса, у холда

§P(x,y ,z)  dxdy +  ^Q(x,y , z)  dydz +  §R(x,y ,z)  dzdx
IS) <s> (S)

иигинди иккинчи тур сирт интегралининг умумий курини- 
ши дейилади ва у

d x d y +  Q(x,y,z) dydz-\- R(x,y,z) dzdx  
1S1

каби белгиланади:

^Р (х,у , г)  d.xdy-\-Q(x,y,z) dydz-\- R(x,y,z) d.zdx =  
(S')

P(x,y,z) dxdy +  ^Q(x,y , z)  dydz +  ^R (x,y , z)  dzdx.
(S) (S)

\\IS)
Фазода бирор (l/) жисм берилган булсип. Бу жисмии 

ураб тургап ёпик сирт силлик. сирт булиб, упи 
(S).  дейлик. f(x,y,z) функция ( V) да берилган. Оху 
текисликка нараллел булган текислик билан ( V) ни икки 
кисмга ажратамиз: ( 1/) =  ( 1Л) +  ( V2 ). Натижада уни
ураб турган (S) сирт хам икки (Si) ва (Sг) сиртларга 
ажралади.

УIIIО у гг* г р
\ \ f (x ,y , z ) d x d y \ \ f ( x , y , z )  dxdy
JJ'

i s ,  i
JJ'(S2I

интеграл f(x,y,z) функциянинг ёпик сирт буйича иккинчи 
тур сирг ингеграли дейилади ва

Qf(x,y,z) dxdy
(S)

каби белгиланади. Бунда биринчи интеграл (Si) 
сиртнинг устки томони, иккинчи интеграл эса ( S o )  

сиртнинг пастки томони буйича олинган.
Худди шунга ухшаш

§[(x,y,z) dydz , §f(x ,y,z)
(S) (S)

dzdx

хамдэ, умумий холда,
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^P (x,y , z)  dydz-\ -Q(x,y,z) dydz-\-R(x,y,z) dzdx
(S)

интеграллар таърифланади.
Э с л а  г м а. Иккинчи тур сирт ингегралларда 

сиртнинг к.айси томони (устки ёки пастки томони; 
ташк,и томони ёки ички томони) буйича интеграллана- 
ётганлиги таъкидлаб борилади.

2. И н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Фазода 
(S) сирт z =  z(х, у) тенглама билан берилган. Бунда z =  
=  z(х, у) функция чегараланган (D) сохада ((D)cz  
сг/?2) узлуксиз ва (D) да узлуксиз z 'x(x, у), z ' y(x, у) 
хусусий хосилаларга эта.

3 - т е о р е м а .  Агар f (x ,y ,z )  функция ( S )  сиртда 
берилган ва узлуксиз булса, у холда бу функциянинг 
(S )  сирт буйича олинган иккинчи тур сирт интеграли

§ f ( x , y , z )  dxdy
(3)

мавжуд ва

§ f ( x , y , z )  d y d z = § f ( x ( y , z ) ,  y ,z)  dydz
(S') (O')

булади.
Фазода (S') сирт x — x(y,z)  тенглама билан берилган. 

Бунда x =  x(y,z)  функция чегараланган ёпик (D ') соха-" 
да { ( D ' ) a R 2) узлуксиз хамда узлуксиз x'y(y,z), x ' z(y,z) 
хусусий хосилаларга эга.

4 - т е о р е м а .  Агар f (x ,y ,z )  функция ( S ' )  сиртда 
берилган ва узлуксиз булса, у холда бу функциянинг 
(S ' )  сирт буйича олинган иккинчи тур сирт интеграли

мавжуд ва

\\f(x>y,z) dydz
(S')

\ \ f ( x , y , z )  dydz  — § f ( x , y , z ) ,  y ,z)  dydz
(S') <D')

булади.
Фазода (S") сирт y =  y(z,x) тенглама билан бе

рилган. Бунда y =  y(z,x) функция чегараланган (D") 
сохада ((D ")c z R 2) узлуксиз ва (D ) да узлуксиз y'z(z,x), 
y'x(z,x) хусусий хосилаларга эга.

5 - т е о р е м а .  Агар f (x ,y ,z)  функция. (S " )  сиртда
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берилган ва узлуксиз булса, у х.олда бу функциянинг 
(S")  сирт буйича олинган иккинчи тур сирт интеграли

мавжуд ва
I i (x,y, z)  dzdx

§f (x , y , z )  d z d x =  jjjjf (x,y(z ,x) , z ) dzdx
I S ' ')  (D ")

булади.
3 . И н т e г p а л ii и и г x о с с а л a p и . Иккинчи тур 

сирт интеграллари икки каррали интегралларнииг хосса- 
лари каби хоссаларга эга.

Куйида иккинчи тур сирт интегралларига хос иккита 
хоссасипи келтириш билан кифоялапамиз.

1°. Функциянинг (S) сиртнинг бир томони буйича 
олинган иккинчи тур сирт интеграли, функциянинг шу 
сиртнинг иккинчи томони буйича олинган иккинчи тур 
сирт шпегралидан факат ишораси билап фарк килади.

2°. f{x,y,z) функциянинг ясончилари Ог укига па- 
рал,чел бРуп'ан цилиндрик (S)  сирт буйича иккинчи тур 
сирт интеграли

\ \ j(x,y,z)dxdy
V 4 V II ('s'l

^ /(  х,1/,г )dxdy - О
(ii

П у л  а д и .

I(xji,z)  функциянинг ясончилари Ох укига параллел 
б) •: I а п цил н ндрн и и г (,S) сирт буйича иккинчи тур сирт
интеграли

^/(  rj; . :)dydz
учун (А)

^f (x ,y , z)dydz =  0
б v л а д и. (5 )

f(x.y.z) функциянинг ясончилари Оу укига параллел 
бу'лгап цилнпдрнннг (S) сирт буйича иккинчи тур сирт 
шп еграли

учу и 

б у .чади.
. ^/(x ,y ,z )dxdz  =  0

ГА I
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4. И н г е г р а л н и  ц и с о б л а ш .  Иккинчи тур 
сирт интеграллари икки каррали интегралларга келти- 
риб хисобланади:

\^ f (x ,y ,z)dxdy=fy(x ,y ,z (x ,y) )dxdy,
(S) ( D)

(S)

)dydz =  §f(x(y,z) ,y,z)dydz,  
(D)

( 12)

(13)

^f (x ,y , z)dzdx =  ^f(x,y(z,x) ,z)dzdx. (14).
(S | (D)

5. Б и р и н ч и  ва  и к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г 
р а л л а р и  о р а с и д а г и  б о г л а н и ш .  (S) сирт ва бу 
сиртда берилган P(x,y,z), Q(x,y,z) ва R(x,y,z)  функциялар 
1- пунктдаги шартларни каноатлантирсин. Унда ушбу

x,y,z)dydz  +  Q(x,y,z)dzdx  +  R(x,y,z)dxdy  =

=  ^[/?(x,i/,2 ) co sa+  Q(x,y,z)cos$ +  /<?(*, */,z)cosy]ds (15)
(S )

формула уринли булади.
11- М И С О Л .  Ушбу

Q(ax2-\- by cz2) dxdz
(S )

интегрални хисобланг, бунда (S)  сирт х 2 =  2ру ( р >  
> 0 )  сиртнинг у =  2р, 2 =  0, z — q текисликлар орасидаги 
кисмининг ички гомони (27- чизма).
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(S) сиртнинг Oxz  текислигидаги проекцияси ( D ) =  
=  {(x,z)£ R2: — 2 p ^ . x ^ .  2 p, 0 ^ z ^ . q }  булади.

(S) сиртнинг ихтиёрий нуктасига утказилган нормал 
Оу ук,и билан уткир бурчак ташкил килганлиги сабабли 
сирт интеграли мусбат ишора билан олинади. Юкорида- 
ги (14) формуладан фойдаланиб, топамиз:

^ ( а х 2 +  b y - \-  cz2) dxdz =  ^ а х 2 +  b- -{-cz2\ d x d z .
( S )  ( D )

Энди икки каррали интегрални х,исоблаймиз:

\ \ ( а х 2  +  2 р  х 2  +  c z 2 )  d x d y  =
( U )

=  \  (i[u+^ +- M .
- 1 ?"4 “+i)+W -

dx =

-2 p
Демак,

§ ( a x 2 +  by +  cz2)dxdz =  'j' p3q( a +  2P ) ^ ~ l pCq3 ■
(S)

12- м и с о л .  Ушбу

+i+kz)dxd«
интегрални \исобланг, бунда (5) сирт

2 2 2 

4 г  +  ̂ + г = 19  I . 9  1 9

эллипсоиднинг 2 =  0 текисликдан пастда жойлашган 
кисми булиб, интеграл шу сиртнинг пастки томони бу- 
йича олинган.

Равшанки, (S) сиртнинг тенгламаси

ва унинг Оху текисликдаги проекцияси

булади.
(D) =  j ( x ^ K / ? 2: ^ + ^ <  l j
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(S) сирт ва бу сиртда бсрилган
<2 !'2f(x,y,z) =  kz  функция хам 5- теореманипг<г ь~

шартларини каноатлантиради. У холла (12) формула- 
дан фойдаланиб,

( l x d y  =

о^лишини топамиз. Интег рал (5)сиртпинг пастки гомони 
буй и ч a o.i ин га нл иги сабабл и сирт ип гегра л и м и и ус и шора 
билап олипади.

Энди

нкки каррали имтегрални хисобдаймиз. Бу ипгстралда 
узгар)ичиларпи

x =  apcos(| , ;/ =  fepsiriq; 
каби алмаштириб топамиз:

=  2тхаЬ кс ( I — (>2) !/2_ _
2 ' 3 / 2  ~  4 _ ■2л" й( з  О '1



Демак,

й(«2 + л2 +  k z ^ d x d t j  =  2 л а Ь ^  - \  ).
13- м и с  о  л .  Ушбу

ГГ ,
\ lydz  -f- i fdzdx  -f- z 2dxdy

интегрални хисобланг, бунда (S) сирт
.г’ +  //- +  2- =  ir  (г >  0)

ярим сферанинг гашки кисми.
Равшанки, (S) сиртпинг тептламаси

z =  д/a2 — x'2— if

к у р и м т п г а  э г а .  Б  у  ф у п к ц и я н и п г  х у с у с и й  х о с и л а л а р и

-1 / 2 2 *> 1 ^ " I ■> >>
\  а ~ х - \Г \ (Г - х — / / “

б у л и б ,

V  +  ^  +  4 -
л!(Г — х2- I f

буладн.
[Зерилглн иккинчи тур сирт иптегралиии (15) форму- 

ладан фомдаланиб биринчи тур еирт интогралига 
келтирамиз:

-f i fdzdx  +  z2dxdy  =

— \ \ | a ‘V o s a - f -  / A ' o s f i  -)- 22cosy|(As'.

А г а  р

cosa =

с  o s  ( 5 =  —

v 1 -i- А   ̂ А

i.

c o s y —

д/1+г', 1У;, “

1 __ Xir —  x'— if

V  + A  + A



булишини эътиборга олсак, у х,олда нжоридаги тенглик- 
нинг унг томонидаги биринчи тур сирт интеграла

l \ \ ( x 3 +  y* +  z3)ds
(S)

куринишга келади. Демак,

Qx2dydz  +  y2dzdx  -f- z2dxdy =  ̂ -^ (х3 +  УА +  z3)ds.
(S) (S)

Энди (5) формуладан фойдаланиб, биринчи тур сирт 
интегралини хисоблаймиз:

^ \ \ ( х 3 +  у 3 +  z3)ds =  |ЭД[х3 +  у 3 +  ( ^ а 2- х 2- у 2 Y ] х
(S) (О)

X dxdy =  Q
(О )

*3 + У3
Л1а2- х 2- у 2

dxdy-\-

+  § ( a 2 — x2 — y2)dxdy, (16)
(О)

бунда D =  {(x, y ) d R 2:x2-\-y2^ . a 2}. Бу тенгликнинг унг 
томонидаги биринчи турган икки каррали интегрални 
хисоблаш учун

x =  apcos(p, // =  apsincp ( О ^ р ^  1, 2л)

алмаштириш бажарамиз.  Натижада

(чунки  ̂ cos3tpdq> =   ̂ sin3<pd<p =  0 булади).
о о

Энди (16) муносабатдаги ^ ( а 2— *2— У2) dxdy

интегрални х,исоблаймиз:
1 / 2я ч

^ ( а 2 — х2 — y2)dxdy =  a4\ ( ij (1 — p2)pdq> W  =
(О) о \ о /

I
=  2ла4  ̂(р — p3)dp =  у а 4л.

о
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Шундай килиб, берилган иккинчи тур сирт интегра-
1 4лини --- а - л га тенг эканини топдик:

^ x 2dydz- \ -y2dzdx-\- z2dxdy =  ~  а4л.
(S )

14- м и с о л. Ушбу 
ГГ
\ \ f (x)dydz  +  g(y)dzdx-\- h(z)dxdy
(S )

интегрални хисобланг, бунда (S) сирт
{(x ,y ,z)£Ri : Q ^ x ^ a ,  O ^ y ^ b ,  O ^ z ^ c }

параллелепипеднинг ташки сирти, /, g, h лар шу сиртда 
аникланган узлуксиз функциялардир.

Равшанки,
(S) =  (Si) +  (S2) +  (S3) +  (S4) +  (S5) +  (S6)

бунда (Si), (S2), (S3), (S4), (S5), (5б)лар параллелепипед
нинг томонларидир:

(S \ )= { (x ,y , z )£R3:0^Zx^La,  O ^ y ^ b ,  z =  0},
(S2 ) =  {(x,ytz)(: R'i : 0 ^ x ^ Z a ,  Q ^ y tg i b ,  z =  c},
(Ss) =  {(x ,y,z)^R3: 0 ^ . x ^ a ,  y =  0, O ^ z ^ c } ,
(S4) =  {(x,(/,z)g/?3: 0 ^ x ^ a ,  y =  b, O ^ z ^ c } ,
(Sa) =  {(x,y,z)£R3:x =  0 , O ^ y ^ b ,  O ^ z ^ c } ,
(Se) =  {(x,y,z)£R3: x ~ a ,  O ^ y ^ b ,  O ^ z ^ c } .

Интеграл хоссасига кура

^ f(x)dydz  -f- g(y)dzdx  -f- h(z)dxdy  =
1Ч)

■ 2  Qf(x)dydz--\-g(y)dzdx-\-h(z)dxdy
1 <v

б \ .!ади. By тепгликнинг унг томонидаги сирт
in1 гегралларни хисоблашда, (Si), (S3), (S5) сиртлар 
буиича интеграллар манфий ишора билан, (S2), (S4), 
(S,,) сир 1лар буиича интеграллар эса мусбат ишора билан 
олинпшипи эьгиборга оламиз. Шунингдек, интегралнинг 
2 ° -хосснсидан фойдалаиамиз. Натижада
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^  f{x)dydz-\ -g(y)dzdx  +  h(z)ilxdy =  ^  h(z)dxdy =  
(i'J) (S,)

a s h  \
=  \ (  \h(0)dy \ d x =  — h{0)-ab, 

о \  о /

^  f{x)dydz  +  g(y )dzdx-\- h(z)dxdy =  ^  h(z)dxdy

a / b

=  Ц ^ ^h(c)dyjdx — h(c)-ab

булади. Худди шуига ухшаш

^  [(x)dtjdz +  g(y)dzdx +  h(z)dxd у  =  — g(0)ac,
(Sj}

^  f(x)dydz +  g{у )dzdx  +  h(z)dydx — g(b)ac, 

^  j (x)dydzJr g{y)dzdx-sr h( z )dydx=  —/(0 )bc,
(S5)

^  / (X )dydz 4- g(y)dzdx f  //(г )dxdy =  /(«
us,.l

0 7 Л 1 Ш 1 И Ш 1  т о м а м и ? , .  Д е м а к ,

a  )dydz  - f -  g(у )dzdx  +  h(z)dxdy —

Г  1 ( a ) -  / ( 0 )  1 - A ' ( 0 )  , / / (£-)— /;(())  ■

i « ' /; 1 f
Мисол ва масалалар

• aftr.

24. Ушбу
^ x h /zdxdy
. s'.

.Д _
и н т е г р а л н и  д м с о б л а н г ,  б у н д а '  ( S )  с и р т  x: - f  ir  - f-  

=  Д  с ф е р а н и н г  2  —  0  т е к н с л н к д а  н  п а с т д а  ж  о н  л  г ш - т ^ н  

к и с м и н м н г  у е т к и  г о м о н и .

25. Ушбу

/, ^ r d y J z ,  1., — ^ ifd z d x  
IS)  (S)

ннтегралларни днеобланг, бунда (S)  смрт (а -  1 Г -j- (//— 
-  1 )2 —|-fг- — I )2 =  1 сферанинг ташк,и томони.
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26. Ушбу

/ 1 = : ^ dxdy , 12 =  Qzdxdy,  / :, =  ^\z2dxdy
I S )  (S) (S)

интегралларни хисобланг, бунда (S)  сирт

4 - Ч'  4- — 1
а Ь с

эллИПСОИДНннг ташк.и гомони.
27. Ушбу

^ 2  dxdy  +  ydxdz  — x 2zdydz
(S)

интегрални хисобланг, бунда (S)  сирт 4х2 +  y 24z2 =  4 эл- 
липссоиднинг биринчи октантда жойлашган кисмининг 
ташки томони.

28. Ушбу

§ ( y 2 +  z2)dydz
( S )

интегрални хисобланг, бунда (S) сирт х =  а2 — у 2 — 
— z2 параболоиднинг Oyz  текислик ажратган кисмининг 
ташки томони.

29. Ушбу
Qzdxdy  -\- ydxdz  +  zdydz
(S)

интегрални хисобланг, бунда (S) сирт
{(х,у,г)£Яя: 1 , 0 < г / <  1 ,  0 < г <  1}

кубнинг ташки сирти.
30. Ушбу

§ ( х 2 +  у 2 +  3z2)dxdy
(S)

интегрални хисобланг, бунда (8’) сирт г = ^ х т  +  у2 тенг-
лама билан берилган сиртнинг 2 =  0, 2 =  2 текисликлар 
орасидаги кисмининг ташки томони.

31. Ушбу гг/ J 2 \
й (  16 +  9- ) d x d y
(S)

г2 У~
()интегрални хисобланг, бунда (S)  сирт 2 =  4-

тенглама билан берилган сиртнинг 2 =  0 текислик ажрат
ган кисмининг ички (пастки) томони.
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32. Ушбу
^ ( 2 * 2 +  if  +  z4)dydz
(S)

интегрални хисобланг, бунда (S)  сирт x =  yz ( у ~ ^ 0,
> 0 )  сиртнинг (y2 +  z2f  =  2b2yz  цилиндр ажратган 
кисмининг ташки томони.

33. Ушбу

1
к 1 г 2

интегрални хисобланг, бунда (S)  сирт у =  Ь1------------ и
а‘ с

сиртнинг у =  0 текислик ажратган кисмининг ички 
кисми.

34. Ушбу
yzdydz  +  xzdzdx  +  xydxdy

US')
интегрални хисобланг, бунда (S) сирт тетраэдр сирти- 
нинг х =  0, у =  0, z  — 0, x - \ - y - \ - z = a  текисликлар билан 
чегараланган кисмининг ташки томони.

3-§. СТОКС Х.АМДА ОСТРОГРАДСКИЙ ФОРМУЛАЛАРИ

1. С т о к с  ф о р м у л а с и .  Стокс формуласи сирт 
буйича олинган интеграл билан шу сиртнинг чегараси 
буйича олинган эгри чизикли интегрални богловчи 
формуладир.

Фазода икки томонли силлик (S) сирт берилган 
булиб, унинг чегараси 5(5) эса булакли — силлик эгри 
чизикдан иборат булсин. (S)  сиртда P(x,y,z), Q(x,y,z), 
R(x,y,z) функциялар аникланган. Бу функциялар (S) да 
узлуксиз хамда барча аргументлари буйича узлуксиз 
хусусий хосилаларига эга. У холда ушбу 

г
(V) P{x,y,z)dx -f Q(x,y,z)dy 4  R(x,y,z)dz =
M) - b[s - s h »+(■S)

+ <171

формула уринли булади. Одатда (17) Стокс формуласи 
дейилади.
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Хусусан, (S) сирт сифатида Оху  текисликдаги 
(D ) сох,а олинса, унда z  =  0 булиб, (17) формуладан

ф P(x ,y )dx + Q (x ,y )dy = [{  Г ddQx -  dxdy.
am Cl5)1 tX ' y J

Грин формуласи келиб чикади.
Бирипчи ва иккинчи тур сирт интегралларини узаро 

богловчи формуладан фойдаланиб, Стокс формуласини 
куйидагича \ ам  ёзиш мумкин:

ф  P(x,y,z)dx +  Q(x,y,z)dy +  R(x,y,z)dz  =
a fs )

1 5 -м и  с о л . Ушбу

ф с Xdx  +  z( х2 +  у2)2 dy  +  yzddz 
к

интегрални хисобланг, бунда К эгри чизик. 2=  д/лг2 —|— г/2
сиртнинг х =  0, х — 2, у =  0, у =  1 тскисликлар билан 
кесишган чизикларидан ташкил топтан ёпик чизикдир. 
Бу интегрални хисоблашда Стокс формуласидан фойда- 
ланамиз. Берилган интегралда

1}
Р =  е \  Q =  z(x2 +  y2) \  R =  y z *

булиб,
др
дг = 0 ,

д Q 
дх =  3x z x j x - +  у 2, ддС = ( х 2 +  у 2 ) 2 , " "  =  о.dR dR 

д у

эканини топамиз.
(17) формула! .чура

<^exdx  +  2 ( х 2 4 -  у 2)2 dy  4 -  yz 'd z  — 
к
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_____ з
=  §(3хгл ]х 2 +  у2 — 0 )dxdy-\-(zi — (x'2 +  y2)2) X

(S)

X  d y d z - \ - ( 0  —  0 ) d z d x  =  ^ 3 x z x J x ^ + y 2 d x d y  +-
(S)

+  [ (  д / х 2  +  У 2 ) 3 —  (-к2 +  ^2) 2 ] d « / < * z  =  3 ^ x z  д / х 2 +  (/2 dxdy
(S)

булади, бунда (S) сирт /( чизик билан чегараланган 
конус сирт (z =  д(х2 +  */2 ).

(S) сиртнинг Оху  текисликдаги проекцияси
(D) =  {(x,y)£R2:0 < х <  2, 1}

булади.
Сирт интеграли (S) сиртнинг пастки томони буйича 

олинганлиги сабабли

3^jjxz \Jx2 +  у 2 dxdy
(S)

булади. Натижада

=  — З ^ х  \ j x 2 +  y2 yjx2 +  y2dxdy
( И )

3
феУ/х ф- z(x2 +  у2 У  dy yz  'dz =  — 3^ х ( х 2 +  y2)dxdy=-
К (О)

I 2
— — • i \ ( \ ( x i +  xy2)dx)dy=  — 14.

о о
булади.

1 6 - м и с о л . У ш бу

ф  (y +  z)dx +  (z +  x)dy +  (x +  y)dz  
k

интегралам кисобланг, бунда К ёпик. чизик
x =  asiri2/, </ =  2asin/cos/, z  =  acos2t 2л)

эллипсдан иборат.
Бу ингегрални Стокс формуласидан фойдаланиб 

кисоблаймиз.
Равшанки,

Р =  у +  2, Q =  z +  x, R =  x +  y
булиб,

дР  _  , дР  . j > Q _ ,  5 0  = 1  <?/? _  J 5/? _  | 
ду  "  Фг ’ дх ’ дг ' дх ’ <5у
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б ул ад и . (18) формулага биноан

ф  (y +  z)dx +  (z +  x)dy +  {x +  y)dz  =
К

— ^[( 1 — 1 )cosa +  ( 1 — 1 )cos(5 +  ( 1 — I )cosy]rfs =  0

булади.
1 7 -м и с о л . Ушбу

ф  ydx -\-zdy-\- xdz  
к

интегрални хисобланг, бунда К ёпик. чизик.
|  х2 +  у 2 +  z2 =  а2,
{ x + y + z = 0

айланадан иборат булиб, йуналиши эса соаг стрелкасига 
каршидир.

Бу интегрални хисоблашда хам Стокс формуласи- 
дан фойдаланамиз. Бу холда

Р =  у, Q =  z, R =  x
булиб,

д Р __j д Р — о  ° Q — o d Q — \ dR
Оу ' dz  ’ дх  ’ дг  ’ дх

HR
ду =  0

булади.
(18) формуладан фойдаланиб топамиз:

ф (ydx -\- zdy -\- x d z ) =  — l l " ) cosa~^

, /  дР d R \  ,  . /  dQ д Р \  1 ,

=  — ^(cosa -\- cos)3 +  cosy)ds.

Бу ерда (S) сирт x-\- у z =  0 текисликнинг берилган 
айлана билан чегараланган к,исми.

Энди x- \ -y- \ -z  =  0 текислик тенгламасини нормал 
холга келтириб,

cosa= ^ 3 ’ со^  =  - ф ’ cosy =  ^

булишини аник,лаймиз. Натижада
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ф  ydx  -f- zdy  +  xdz =

булиши келиб чикади. 
Равшанки,

Демак,
(S)

= я а  .

з

(S)

zdy xdz = ----- 'L- л а 2— — д/3 - д а2.Л/3 v

2. О с т р о г р а д с к и й  ф о р м у л а с и .  Фазода, паст- 
дан г =  ф|(^,г/) тенглама билан аникланган силлик 
(Si) сирт билан, юкоридан 2 =  фг(*,//Хф1(*>//)^ 
^фг(х,г/) тенглама ёрдамида аникланган силлик ( S 2) 

сирт билан, ён томонларидан эса ясовчилари Oz  укига 
параллел булган цилиндрик ( S 3)  сирт билан чегара- 
ланган (У) сох,ани (жисмни) карайлик. (У) да R(x,y,z) 
функция аникланган ва узлуксиз булиб,(У) да узлуксиз

dR(x,y,z)
д г

хусусий х.осилага эга булсин. У \олда

°^*'У'г) dxdydz R(x,y,z)dxdy
* (S)

09)

булади, бунда (S) сирт (У) жисмни ураб турувчи сирт.
Худди шунга ухшаш (У) жисм х,амда P(x,y,z), 

Q(x,y,z) функциялар тегишли шартларни каноатлантир- 
ганда

(v)
=  ^P (x ,y , z )dx dz ,

(X)

Ж  " * dxdydz  =  ^ Q(x,y,z)dxdz
(Г)  (S)

формулалар уринли булади.
Айтайлик, (У) жисм юкоридаги (19), (20), (21) 

формулаларни уринли булишида куйилган шартни ба- 
жарган булиб, унда P(x,y,z), Q(x,y,z), R{x,y,z) функциялар

(20)

( 2 1 )
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(У) да узлуксиз ва (К) да узлуксиз — , —, ^  хусу- 

[сий хосилаларга эга булсин. У холда

(у)
=  Qp(x,y,z)dydz-\ - Q(x,y,z)dzdx-\- R(x,y,z)dxdy  (22)

<s)

булади. Буии Остроградский формуласи дейилади.
Биринчи ва иккинчи тур сирт интегралларини узаро 

Ьогловчи формуладан фойдаланиб, Остроградский фор- 
муласини куйидагича хам ёзиш мумкин:

\\\{'3V+J<+-£)dxd«‘lz = 
(v)

=  ^[^x. /y .z jcosa \- Q(x,y,z)cos[i -f- R(x,y,z)cosyjds (23)
(■S)

1 8 -м и с о л . Ушбу

^ 4 x 3dydz -f- 4y3dxdz  — 6 z*dxdy
(S>

интегрални хисобланг, бунда (S)  сирг х2-\-у2 =  а2 ци- 
линдрнинг z =  0, z =  ft тскисликлар орасидаги кисмининг 
тулик сиргидан иборат (28- чизма).

Берилган интегрални хисоблашда Остроградский 
формуласидан фойдаланамиз. Бу интеграл учун

булиб,
Р — 4х3, Q =  4y3, R =  — 6z4

дР
дх

=  12х2 д® — 12«2 ак —’ dt, ~  [ZLI ' «32 “
OR ■24 z3

эканлигини гопамиз.. 
(22) формулага кура

^  4x3dydz  +  4y 3dzdx  — d>zAdxdy =
( S )

=  1 2 ^  (x2 -\- у 2 — 2z3)dxdydz  
(v)

булади, бунда

( V) =  {(x,y,z)£R3:x2 +  y 2 =  a2, 0 < z < / z } .

Кейинги тенгликдаги уч каррали интегрални хисоблай- 
миз.
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= 1

12 ^ (  х2 +  У2 — 2z3 )dxd ydz =
(V)

2 ^  Г  \{x2 +  y2 — 2z6)dz 1  dxdy-
(D) L 0 J

=  +  y2)h — \-~\dxdy.

бунда
(D) =  {(x ,y)eR2:x2 +  y 2^ a 2}.

Агар узгарувчиларни
x  =  pcoscp, f/ =  psincp ( O ^ p ^ a ,  O ^ t p ^  2я) 

деб алмаштирсак, унда

12 ^  [ ( х2 +  у2 )h — h- ^ d x d у =

(*>>2л “ a j I
=  12  ̂ ^ р 3— ^  р)^Р  |^ф =  6ла2/г(а2 — /г3)

о L о J
булишини топамиз. Демак,

^ 4  x3dydz  +  4 y3dzdx  — 6 z4dxdy =  6я a2h(a2 — /г3).
(S )
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1 9 -м и с о л . Ушбу

Qx2dydz  +  y‘2dzdx  -f- z 2dxdy
(S)

t интеграции х,исобланг, бунда (S) сирт

{ ( х , у , г ) £ ^ : 0 ^ х ^ а ,  0 < / / < а ,  0 < 2 < а }

I кубнинг ташк.и томони. Бу интеграции Остроградский 
, формуласи билан таккослаб

Р =  х2, Q =  г/2, R =  z2 
булишини топамиз.

Равшанки,

дР- 9у д9
дх  ’ ду

о dR _ 
2"' д г = 2г-

ОсIроградский формуласига кура:

\Хх dydz  +  y 'dzdx  -f- z 2dxdy  =
IS)

-  2\\\( x -(- // -f z)dxdydz.

Энди ( !/ ) =  { ( x , / / , 2 ) t / ? 3 : 0 < A  0 < / / < » .  0 < 2 <

44;} зкамини эътиборга олпб, уч каррали интеграции 
: хисоблаймиз:

^j ^ ( А +  У +  ~ )dxdyd2 — 2  ̂dx 'j dy  ̂(х -f у z )dz — 
11 “ ’ ‘

и a a

— 2 И
и о и 

a2(x_r  y)u 4  j d y

=  2 s 2 I . a
° X +  2 + 2 dx =  3 4

Лема к,

\ \x  d y d z -f-y 'dzdx  +  z 'dxdy =  3 4
'Ti

2 0 - м н с о л .  Фазодаги ( V ) жпсмнннг хажмп

l ' —  .j ^ ( л с о . ч а ф  / / c o s | : (  +  2 C O S Y ) r / . s -  

(S)
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булишини исботланг, бунда (S) сирт (К) жисмни ураб 
турган сирт, cosa, cosp, cosy лар (S) сирт ташки 
нормалининг йуналтирувчи косинуслари.

Остроградский формуласининг (23) куринишидан 
фойдаланиб топамиз:

(xcosa +  //cosp +  zcosy)ds =
( S )  ( V )  4

4- ^  +  ~  ^dxdydz =  3 \\\ dxdydz.
<v)

Маълумки,

ffi(C)
d x d y d z =  V

булади. Шуни эътиборга олиб, юкоридаги тенгликдан

' - - H S
(S)

(*cosa +  г/cos р -(- zcosy)ds

булишини топамиз.

Мисол ва масалалар

Стокс формуласидан фойдаланиб, куйидаги эгрь 
чизикли интегралларни сирт интеграллари оркали] 
ифодаланг:

35. ф ydx-\-zdy- \-  xdz. 
к

36. ф x'2y3dx dy dz. 
к

37. ф (у2 +  z2)dx +  (x2 +  z2)dy +  (х2 +  y2)dz.
К

38. ф(х1 — yz)dx -\-{у2 — zx)dy  -f- (z2 — xy)dz.
к

39. Ушбу Р =  х2ул, Q =  1, R =  z  функциялар учуй 
Стокс формуласи (17) нинг уринли булишини текши- 
ринг, бунда К эгри чизик *2 + //2 +  а2, г =  0 айланадан 
иборат булиб, (S)  сирт эса х2 -)- у2 +  г2 =  гг2, г > 0 ярим 
сферанинг устки томони.
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40. Ушбу Р — у, Q =  z, R — x  функциялар учун Стокс 
формуласи (17) нинг уринли булишини текширинг, 
бунда k эгри чизик,

x — acos2i, y =  a^j2 sintcost, z  =  asin2t ( O ^ t ^ n )
айлана булиб, (S)  сирт эса шу айлана билан чета рал а н га н 
доирадир.

Стокс формуласидан фойдаланиб, куйидаги эгри 
чизикли интегралларни х,исобланг:

41. ф  ( у -(- z)dx-\ -(z- \ -x)dy  +  (jc +  y)dz, бунда К эгри
к

чизик ушбу х2 +  у2 +  z2 =  a2, x - \ - y- \ -z  =  0 айланадан 
иборат.

42. ф (у — z)dx-\ -(z  — x)dy- \ - (x— y)dz, бунда К эгри

чизик х2 +  у2 — а2, ”  +  у  = 1  ( а > 0 ,  с > 0 )  эллипсдан
иборат.

43. ф xdx-{-(x-{-y)dy-\ -(x +  y-\ -z)dz ,  бунда К ушбу х =
к

=  asint, y =  acost, z =  a(sin^ +  cos/) ( 0 < ^ ^ 2 л )  эгри 
чизикдан иборат.

Остроградский формуласидан фойдаланиб, куйида
ги сирт интегралларини уч каррали интеграл оркали 
ифодаланг (S сирт (У) жисмни ураб турувчи сирт).

xydxdy yzdydz  zxdzdx.
( S )

ГГ
45. \\ x2dydz- \ -y2dzdx-\ -z2dxdy.

MS(S) xcosa +  //cosp -(- zcosy is.
V*2 +  /  +  z2

Остроградский формуласидан фойдаланиб,
ги сирт интегралларни хисобланг:

куйида-

47. J xdydz- \ -ydzdx-\-zdxdy ,  бунда (S) сирт
(S)

х2 , у2 , г2 .
— Н— -—г , =  1 эллипсоиднинг ташки томони.
а~ Ьг с1

48. й x2dydz +  y2dzdx  +  z2dxdy. бунда (S) сирт
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{(x,y,z)£ R ' ^ . O ^ x ^ a ,  О ^ г / ^ a ,  O ^ z ^ a }  куб сиртининг 
ички гомони.

49. \ \  x ‘dydz-\- y*dzdx-\-z3dxdy,  бунда (S)  сирт ушбу
(.S)

х2 +  у2 +  z2 — f 2 сферанинг ташки томони.

“ ■ s  x2dydz +  y2dzdx-\ -z2dxdy, бунда (S) сирт ушбу
(S)

■> 2 2
- -j- \  — г , = 0  ( ( ) < + < + )  конус туда сиртининг ташки

с г  а 2 1 г

Т О М О Н И .

Х +  боб
ФУРЬЕ к а т о р л а р и

1-§. Ф У Р Ь Е  К АГ ОР И Т УШУНЧАСИ

f(x) функция [ — л, л |  да берилган ва шу ораликда 
интеграллаиувчи булсин. Равшаики,

f(x)-i:osnx, /(jc)-sinпх (л =1 ,2 ,  3, ...) фупкциялар х,ам 
[ —л, л] да интегралланувчи булади. Куйидати бел1и- 
лашларни киритамиз:

Л

«о=  _‘ \ f(x)dx,
-■ Л

л

ап=  ^  ̂ f(x)cosnxdx, ( п =  1,2,3,...),
—  Л 

Л

Ьп— л  ̂ / (*) •sinnxdx, (п =  1,2,3,...).
—  Л

( I )

1 -т а ъ р и ф . Ушбу
а0 °°2 + 2  (a„cos/rx +  bns\nnx)  (2)

п — I

функционал цатор [ — л, л] да берилган f(x) функциянинг  
Фурье цатори дейилади. ао, а Ь \ ,  а-2, Ь-г, ... , а,„ Ьп, ... 
сонлар j(x) функциянинг Фурье коэффициентлари дейи
лади.
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(1) кагор f(x)  фупкциянинг Фурье катори булиши 
куйидагича ёзилади:

ао
f ( x ) ~  „ +  2  ( a nc o s n x - \ - b ns \ n n x )

П - I

Агар f(x)  жуфт функция булса, у х,олда унинг Фурье 
коэффициента а ри

А
о „ —  “ [ f ( x ) - x o s n x d x ,  ( « =  0,1,2,  ..)

о

Ь„ =  0 (n =  1.2, 3, ...)

буди б, Фурье катори эса

И 00
/ ( * ) ~  9° +  2  ar,-cosnx

п -  ]

булад и.
Агар /(.г) ток функция булга, у \ т д а  унинг Фурье 

коэффициент лари
ап =  0 (/г =0,1 ,  2, ...)

Л‘2 г я
Ь„=  ̂ f(x)b\x\nxdx ( л =  1,2....)

-о

булиб, Фурье катори эса
1X1

/ ( * ) ~  2  ^ - s i n /гх
П - - 1

булади.
Энди f(x) функция | —/. /) да ( / > 0 )  берилган ва шу 

ораликда интегралланувчи булгин. К,уйидагича белги- 
лашларни киритамиз:

t
« „ =  J  ̂ /(x)cos xdx  (« =  0,1,2,...)

- 1
I

Ьп— J  ̂ /(x)siri ^  xdx  (« =  1,2,3,...)
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2 -т а ъ р и ф . Ушбу
ао
2

оо .VI /  ЛЛ , , . ЛЛ \+  2  (a„cos-; x +  bnsm - x j

функционал цатор [ — I, I] да берилган / (х) функциянинг 
Фурье цатори дейилади. ао, а\, Ь\, а2, Ьг, ... , ап, Ьп, ... 
сонлар Фурье коэффициент лари дейилади.

(2) катор f ( x ) функциянинг Фурье катори булиши 
куйидагича ёзилади:

оо
г/ \ с и , V  /  Л Л  I , • я л  \/(-«)— 5—h I  {a„cos— x +  bns m - x j .

П — 1

1 -м и с о л . Ушбу
f(x) =  eax ( — л ^ л ,  а  =  0)

функциянинг Фурье каторини тузинг.
Юкорида келтирилган (1) формуладан фойдала- 

ниб, бу функциянинг Фурье коэффициентларини топамиз:
Л

а0=  1  ̂ eaxd x =  * {еал— е _ал) =  2 ьйал,я J ая  ая

л
1 Г а, , 1 OL-COStlX +  ns\nnx or Iяап=  \ с -cosnxdx== • - ------ t' =
л J л а2 +  л2 I _л

— Л

=  ( — 1)" — 2— shan,  ( « =  1,2,3,...)
я(а +  л )

6 „ =  1  ̂ =л J л
1 asirmx— ncosnx

а2 +  л2
■ е =

=  ( — 1)" '■ 2"'‘ 2 shan (я =  1,2,3,...)2л
л(а2 +  пх)

Унда берилган функциянин]' Фурье катори

0 -f- Т  (a,cos/ix+feJIs in n x ) =еа' ~ и0
~'~2

2 shout 1
л 2а

( - 1
, а2 +  л2л = I 1

• (acosnx — rtsirm*)

булади.
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2 -м и с о л . Ушбу

/(х) =  х2 ( — л ^ х < ! л )

жуфт функциянипг Фурье каторини ёзинг.
Юкоридаги (1) формулалардан фойдаланиб, бе- 

рилган функциянипг Фурье коэффициентларини гопамиз:

9

л \ а п =
л  Jо

2 о s\nnx | л X
л rt • О

- 4 f x s i n « x < / x = — 4 Г(  — л с- С05^ М Л +ял J ЯЛ I V п }  I о
о

- | - I  соэлх^х!  = ( — I)" 4, (п =  1,2,3,...)

Демак, /(х) =  х2 функциянинг Фурье к,атори

х2 ~  л, +  2  ( — 1 )" 1 соsnx

буладн.
4 -м и с о л . Ушбу

f(x) =  x

функциянипг Фурье каторини ёзинг.
(I) формулалардап фойдаланиб, берилгап функция- 

ниш Фурье коэффициентларини тонамиз:

bП х sin nxdx = 2 X cos пх
ЯЛ +

О
9  г 2  2

+  - Л \ cos n x d x =  — --cos ял =  ( — 1 )я + |— ( л = 1 ,  2,
(I

Демак, f(x) =  x  функциянинг Фурье катори 

х ~  2  ( — 1Г + 1 2 sin лх
л I П

булади.
4- м и с о л. Ушбу

/(х) =  е* ( — 1 < x< C  1) 
функциянинг Фурье каторини ёзинг.
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(3) формулалардан фойдаланиб, берилган функции- 
нинг Фурье коэффициентларини топамиз. Равшанки, бу 
^олда 1=1.

I
я„ =   ̂ exdx =  e — e ~ \

- 1
I .

а . =  \ e * c o s n n x d x = " ^ a:tx±-cosJL:,x- . e’
“ | I +  я2-.2

=  , , 12 T-(e -cos  пл  — е~ ‘cos пл)  =  ( — 1 )"• ----
1+ " Я 1 + n V

( « = 1 ,2 ,3 , . . . ) ,

> - S е* sin nnxdx- sinnnx— илсоэилх Г1
1+я2л2

2 Дсллсоэ пл -j- е ‘пл  соьлл)  =  
1 + л*л ‘

=-( — 1)яч 1 -

пл cos пл , _  ,
T + ^ v ^

—т  тпп1 + л 2л2

е) =

( л = 1 , 2 ,  3, ...)

Демак, f(x) =  ex 
катори

функциянинг ( - 1 1) Фурье

е со

]
„ cos лях -f-

Н—  „ ., пл  sin ллх
1 +  л2л2

булади.
5- м и с о л. Ушбу

/(* )= .] I 2
[7 е'

—х, агар —л Д  х 0 булса, 

xJ, агар 0 < х ^ л  булса.

функциянинг Фурье к,аторини ёзинг.
Бу функциянинг Фурье каторини ёзиш учун, аввало 

унтп Фурье коэффициентларини (I)  формулалардан 
фойдаланиб топамиз:
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и л .
ао =  -̂ -  ̂ f(x)dx =  -~  ̂ ( — x)dx  +  ^ jj ^ dx  =  t’ л,

| Г I
а„= \ / (jc)cos nxdx =

Л J Л
 ̂ — ACOS nxdx  +

3( — 1)" — 1
~_2

b„ =

+   ̂ 1 cos nxdx
O' _

Л
j) f ( x )sin nxdx  =  |  jj — A- sin nxdx -f

+   ̂ x- sin nxdx  ] — 2|( - i )" -  i|

Каралаётган функцияминг Фурье- каторн 
булади:

f (x ) ~  12 л + 2 [
п IL

3-( — i Г— 1 , 2(( — ! )"-----COS ПХ -f- -
л п~ : п г

6 - ми с о л .  [ — л, л ] ’ да берилган на 
интегралланувчи /(л) функция Фурье кагор

- 0̂ °Л
/ ( * ) ~  2 + 2  (a„cos nx +  bn sin пх)

П I

лиги

4 1 !  ПХ .

ьЫ И К.

нинг кием и и иигиидией

T„(f,x)— Тп( х ) — 2 + 2  (ак cos k x -f :: tix)
к-- 1

учуй

'/'п(х) =
1

2 л

•л siri(2n
\ п п -
— л sin

i И t -  X
2

l —  x 
2

di

тенглик уринли булишини курсатинг.
о Берилган функция Фурье каторининг кисмий
йигиндиси
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T„( f \ x )  =  - £ - +  2  ( a kc o s  k x  +  b ks \n  k x )

ни олиб, ундаги an, a*, bk ( k = l ,  2, ...) ларнинг урнига 
уларнинг ифодалари

Л

а о —  “  ^ ^ d t ’
—  Л 

л

ak=  -  ̂ f(t)cos ktdt, ( k =  1, 2, 3, ...)
Л  J

—  л

л

Ьк =  -^  ̂ /(/)sin ktdt, ( k =  1, 2, 3, ...)
—  Л

ни к,уйиб топамиз:
Л п Л

Tn( f ; x ) =  ^  jj f ( t ) d t +  2  ^  ̂ /(/Xcos kt-cos kx +
— Л k — \ — л

Л

+  sin /г/-sin k x \ d t = ~ -  jj f(t)dt-\-
—  Л

+  2  ' \ /(/)cos k(t — x)dt =  -n f (t )[-j  +
к- 1 — л — л

! — jc) \dt.-p 2  cos k(t — x) J at
k  =  \

Равшанки,

1 -f 2  cos ky =  2 sin ^ . +  2 cos ky4 2 sin 'У

2 sin
sin |  +  2 ( s in (k  +  j ^ y — sin(4 —  ̂

=  ‘ у ■sin( « + | ) ^

2

VII

2 sin '

2
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Кейинги тенгликда y =  t — х  дейилса, у холда ушбу

2  cos k(t — х) =
- *= I

sin(2n+ 1 )• 1 2 Х

2 sin / — X 
2

муносабатга эга буламиз. Натижада исбогланиши лозим 
булган

л sin(2n -f- I )- 1 ХI г ' ' 2
Т Л 1 . Х ) = [  \ к о -  - -  , ,  - 

" 1,10 2

тенгликка келамиз.
Одатда (4) тенгликнинг унг томонидаги интегра.л 

f (x) функциянинг Дирихле интеграли дейилади.

2- §. Ф У Р Ь Е  К.АТОРИ Н ИН Г  ЯКИ НЛ АШУВЧ ИЛ И ГИ

Фурье кагорининг якинлашувчилигини ифодалай- 
диган теоремаларни келтиришдан аввал функциянинг 
булакли-дифференциалланувчи тушупчасини эслатиб 
утамиз.

[а, Ь] ораликни
[a, b] =  \a0, ai]U[fli, a 2]U Ul«-. i. a„]

(a0 =  a , an =  b )
буладиган шундай

[ йо, a.\ ],
[ ai, a2 j,

[ @n — i, Hfz ]
булакларга ажратиш мумкин булсаки, хар бир (а*, ак+\) 
да (k =  0, 1, 2, п — 1) f (x) функция дифференциалла- 
нувчи булса хамда х =  ак нукталарда чекли унг 
f '(ak-\-0) (k =  Q, 1, 2, .... п — 1) ва чан /'(а* — 0) ( k — 1, 2, .... 
п) хосилаларга эга булса, у холда f (x)  функция [а, Ь] да 
булакли-дифференциалланувчи дейилади.

1 - т е о р е м а .  2л даврли f (x)  функция [ — л, л]оралик,- 
да булакли-дифференциалланувчи булса, у холда бу 
функциянинг Фурье цатори
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+  2 (a„cos п х - \ - Ь л sin n x )

[ —л, л) да якинлашувчи булиб, х £ (  — л, л)  да

/ ( *  +  0 ) + / ( * —0) ао 2  (^ co s  nx +  b„ sin пх)  булади.
2  2  п =  1

х =  z t n  булганда f (x)  функция Фурье каторининг 
йигиндиси

{  [ / ( - л  +  0 ) + / ( л - 0 ) 1
га тенг булади.

2 - т е о р е м  а. Агар 2л даврли f (x)  функция [ — л, л] да 
у з л у к с и з ,  б у л а к л и -д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  ва 
} (  — ■*) =  f ( я)  булса, бу функциянинг Фурье катори [ — л, 
л] да якинлашувчи булиб,

Ш Ш 0
f ( x ) =  -  -- +  2  (ап cos пх-\-Ьп sin пх)

П— I
булади.

Бу х,олда )(х) функция Фурье каторига ёйилади 
дейилади.

7 - м и с о л .  [ — л, л] да берилган ушбу
1, агар — л ^ х < 0  булса,

— 1, агар О ^ х С л  булса
Цх )  =

2л даврли функцияпи Фурье каторига ёйипг.
Берилган функция юкорида келтирилган 1-теорема- 

нинг шартларини каноатлантиради. Бинобарин, бу 
функция Фурье каторига ёйилади. Бу ёйилмани топиш 
учун f(x) функциянинг Фурье каторини тузамиз:

л  0 л

м0 =  ̂   ̂ f(x)dx =  -~-  ̂ dx-\- — 1 )dx — 0,
л — л О

л О

а „ =  ^ ^ / ( j c ) c o s  n x dx =  ' ^ cos nxdx-\-

— cos nx)dx =  0 ( « =  1,2,3,...)
’ о

л  О

— bn= ^   ̂ f(x)s\n n x d x =  ^  ̂ s'm nxdx-\-
—  Я  —  Л
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+  ~  — sin nx)dx =  ~ [ ( — l)n— 1], ( л =  1,2, 3, ...)
о J

Демак,
a„ =  0, л =  0, 1 ,2 , ... 
^2Л =  0, и =  1, 2, 3, ...

t>2n- I =
4

(2я- 1).л ‘

Барча х£( л, л), нукталарда

/(*) =
sin(2« — 1 )х 

2п — 1

булади.
х =  0 нуктада берилган функциянинг Фурье катори 

йигиндиси
/(—0) +  /(+0) _  1 + ( - 1 )  _

2 2 —  U

га тенг.
х = — л, х =  л  нукталарда катор йигиндиси мое 

ранишда
/( л — ()) + /(—л +  0)

2 U’
К л — ()) +  /(л +  0)

2

булади.
8- м и с о л. Ушбу

f (x) =  cos ах ( 0< a <  1)
функцияни Фурье кагорига ёйинг.

Бу функциянинг Фурье коэффициентларини дисоб- 
лаймиз:

«о =  \ cos axdx =  2 • ,
•т J а ло

л л2 Г , | г~ап =  ^  ̂cos ax • cos яхйх =   ̂ \ | cos (a - f  п )х -\-
' О о

+  cos(a  —л)*]</л: =  ( — 1)". 2<J . sin"a
«2 — л2 а
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{ п =  1, 2, 3, ...) 
bn =  0 ( п = \ ,  2, ...).

Демак, берил гаи функциянинг Фурье катори

s m a n  . ,cos а х — Н—
ил л

V — 1
2 j COS ПХ

а2 — п2

булади. Каралаётган функция 2- теореманинг шартлари- 
ни бажаради.  Шунинг учун /(x) =  cosax  функция Фурье 
кагорига ёйилади:

sin алcos ах = ал +
2a sin ал 

л Zj
п I

( -  1)я cos ПХ
а1 — п~

Агар кейинги тенгликда х =  0 дейилса, унда

1 sin а л
Л [ +  2а 2

П —  1
( -1)" 1
и2 — п2 J

булиб, ушбу

Л
sin ал

1
а-\~п + )

тенглик хосил булади.

Мисол ва масалалар

( —л, л) да берилган куйидаги функцияларнинг 
Фурье каторларини тузинг:

1. /(х) =  2х +  3. 4. / ( х )  =  х +  х2.
2. /  ( х ) =  sin х +  sin 2х. 5. / ( x ) = | c o s x | .
3. f  ( x ) =  Iх | .

( — 1, 1) ораликда берилган куйидаги
ларнинг Фурье каторларини ёзинг:

6. /  (х) =  х2.
7. / ( х ) =  | 2 х | .

8. / (* )  =  { — 1, агар 
1, агар

9. /  (х) =  х 1. 
Ю. / (х) =  с2г.

— 1 ^ х < 0  булса, 
0 ^ х <  I булса.

функция-
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Куйидаги функцияларми курсатилган ораликларда 
Фурье каторларига ёйинг:

П. / (х )  =  0 < л : < 2 л .

12. /  (х) =  л 2 — х2, — л < х < л .
13. /  (x) =  sin ах,  —л < х < л ,  a^ Z .
14. / (x )  =  shax ,  —л < х < л .
15. /  (х) =  х sin х, — л < х < ; л .

Куйидаги функцияларни Фурье каторларига ёйинг:
16. /  ( х ) =  sgn(cos х)

_[0.  агар — л < С х < 0  булса,
I*,  агар О ^ х С л  булса.

18 Ц Х) = 1 Х' агар — л < х < 0  булса,
1 л, агар 0 < х < л  булса.

19. /  (х) =  (sin х|
ГО, агар — 2 < х < 0  булса,
( 2, ага

20. / (* )  =  «

21. /(х) =

22. f (x) =

ар 0 < х < 2  булса.

4 х, агар — д ^ х ^ ;  0 булса,

4 (л — х), агар О - С х ^ л  булса.
1 / ,  . х \
2 I 1 | л h агар —л г ^ х ^ О  булса,

2^1 — л агар О ^ С х ^ л  булса.

Функцияларнинг Фурье каторларига ёйилмаларидан 
фойдаламиб, куйидаги тепгликларпинг уринли булиши- 
ни курсатинг. '

23. 2  (_1У
I I л

12 ‘

( К у р с а ™  а, /(х) =  х2 функциями | — л, л |  да Фурье 
каторига ёйинг, сунг х =  0 деб олинг).

24. 2
4 гг

1
2 '

25. у  ( — I)'
2 п — 1

л
4 '
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27.

28.

29.

30.

26.
оо

2
п - i

1 л2
7г ~  6 ■

V (_ !)« + '  _

п — 1 «2+ 1 ■2\
оо

у 3 — ( — 1 )л 7

п 1 л2 12 Л
оо

у 1 л2

п — 1 (2л — 1 )2 8 '
оо

у ( - 1 ) я + 1 л - 2
Zj
/j 1 4л2— 1 4



Ж А В О Б Л А Р

X I I  б о б

Куп узгарувчили функциялар, 
уларнинг лимити ва узлуксизлиги

1). 13. (3, 4). 14. (I I,'»■ ( '•  " б )  "■ ( 27- - г )  ,г- "■

1). 15. (I, 1). 16. (I, I). 17. ^0, 18. (О, 0). 19. (О, 0). 20. (1,

2). 21. R2\ { ( x ,  у):х +  у  =  0). 22. у = — х чизик. нукталари па бу чизикдан 
юкорида жойлашган барча нукталар туплами. 23. Текисликнинг биринчи 
чоракдаги барча нукталари туплами. 24. Текисликнинг иккинчи 
чоракдаги нукталари туплами. 25. {(х, у):х2 +  у2 1}. 26. {(х , у).х2 -)- у2^
^ 9 } .  27. 26л ^ х < ( 2 £  +  1 )л, агар г/73= 0 булса (2k +  1 )л ^ x ^ ( 2 k  +  
- f  2)л, агар ;у <  0 б^лса (k =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...). 28. x ^ O ,  у ^  0, х

\ф.  29. {(х, у):х - f  у >  0). 30. Бутун текислик (Оху). 31. у  =  х. 32.

9
=  1У

4
гипербола тармоклари орасидаги текислик кисми. 33. R \ { ( x ,

у ) - х=  I, ,у =  0). 35. {(х, г / ) : -  I < х <  1 , - 1  1}. 36. {(х, у ) : х < х 2 +
+  //2< 2 х } .  37. {(х, (у):2/гл<х2 +  г/2< л ( 2 * +  I )}, k£Z .  38. {(х, у):х +  
+  i /< 0 } .  39. {(х, (/):х2 +  у2 =  9}. 40. t f  =  x, i/2»= — х, у =  2 чизиклар билан 
чегараламган згри чизикли учбурчак. (0(0, 0) нукта кирмайди). 41. {(х,

у ) : \ < х 2+ ( / 2<  2). 43. ' . 44. 3. 45. 0. 46. 0. 47. еа.
2 а

48. 0. 49. 0. 50. 1. 51. 0. 52. 1. 53. е . 54. 0. 55. 1. 56. 1. 57. 0. 58. 0. 59. 0. 60. 1.

61. 1. 62. In 2. 73. 1, - 1 .  74. 1, 1. 75. -  , -  76. — 1 77. 1 - 1
2 3 2 2 ’

78. - , —  2 79. О, 1. 80. ' , I. 81. О, 1. 82. 1, 1. 83. О, 1. 84. 1, оо.
2 3 2

85. О, 1. 86. О, 0. 87. (1, I) да узилади 88. у =  2 х  да узилади. 
89. узлуксиз. 90. у =  — х  да узилади. 91.х2 +  у'1 =  4 да узилади. 92. у2 — — 
— х  да узилади. 93. у =  х да узилади. 94. х*-\-у2 =  Ь да узилади. 95. (О,
0) да узилади. 96. (О, 0) да узилади. 97. у =  —  х да узилади. 98. х =  0, у =
=  0 координата укларида узилади. 99. х =  пл, n£Z ,  у =  тл,  m ^ Z  да 
узилади. 100. х2 +  у2 =  9 да узилади.
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„ dz dz . . dz dz dz a‘l  -ji
40. —  =  -^rsm u +  - r 2uI — - ^ c o s o ,  A £ = A ± s i n 2u +

du dx

+ dxdy

dy

4u sin v +  Z-4u2.

du2 dx*

W
dz

dv dx

=  — I-usin и cos v +  2 -- ‘ u2cos v +  
dudo ^х2

. d2z  d2z  d z  2 2 dz . at d z  e \ t \ v \ t — \)+  -cost;, =  a cos't/— и suit». 41. =..2 дdy* dvz dxz d* dt
dz

t Ifll

dx

I a cos ay 

u cos

S H I  uv и— u sin- -f-
\  У У

42. ={sm xy(,stfcos x ctg x  — sin In sin a). 43. d z = (
\

i u \ i i /  “2 ■ u u ■ i u' i-f- v cos sin • s m u u +  cos uv -j
V /  V V v 2 V

“ V "  44. du- =  1 etc J L / б -  M  «  _  У
0 /  2 / /  ь  a x - -  ^

rfz I
„ . 46. </a =  0. 48.t/j: 1+x2

9V3 49 V2
2 2

■C +  jT

51. du =  jc™ У  '( mydx  +  n x d y ), rf2u =  V  - 2[ m( m — I )i/2rf.C +

+  2mnxydxdy (- n (n  — l )x2dy2]. 52. du =  ydX ,xdy  ,
' У

rf2“ =  -  2, dy (ydx~xdy) .  54 r fu =  xdx + j d y  (ydx — x d y f

У V*4.V2’ ~ (> +  y2)3/2 '
56. du =  ex4ydx  +  xdy), d2u =  e ^ d x 2-\-2{\ +  xy)dxdy +  x2dy2\ 59. </г =  
=  6(jr2 +  w2K +  r/rft/). =  6(jr2 +  у2)((5jc2-f- у2 jc2 +  4 ^ / / ^ f  <дг2 +

+  5</W l 63. d z = 0. 64. 0,97. 65. 1, 32. 67. 1,05. 70. ^ 3- +  л ( iT—05)
2 180 v '

72. dz  =  ̂ y + y2^ d x  +  ( x — ]- ' jdy.  iPz — - ^ d x ‘i +  2 ^ \ + [- ' j dxdy .

,2
74. dz =  d x —  3  cos у dy. d2z =  3 sin yd2y. 78. г _  ХУ

дхдУ { 2 x y + y z f /2

80. [xx(0,0) =  m(m 1 ). 87. 2 ' 9- 4* + by) gg р. + ̂ ха +  y* +  2(mx +
(x +  y ) "

4 n'/) +  'n (m — 1) +  п(л— I)]. 89. sin "J1 . 96.d2z =  u2 /"u(o,y)rfx2 +

+ 2ub[uv(u, v )dxdy+  b2/ uv(u, u)dy2. 97. du =  j\{d.x b dy)  -f IJ dx — d y ).

d2u — j(\ (dx -{- d y f  -\-2 /12 (dx2 — dy2)~\~ f&(dx  — d y f .
99. d'2z  =  (ye1 l'v +  e2» f "  +  2yex+* [ "  + y V x f " W  +  2(e* [’.  +  e‘ [( +  
+  xe2“ /„" +  ex+«(\ + x y ) f i ’c +  ye2x /„" )dxdy +  (xey — j'u +  A ' 2* /"  +
+  2*e' + 7 " + e 27  ?°)dy2. 190. dz  =  ( — \ \ y  I n ^ j c  +  x In - - dy)

\  У /  У ey

л < : т  [(»!|-г"+
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+ ( Л п ’:'.—' Мец

. о 2 __ 3

102. 1 - у ( Д ^  +  А(/2. ЮЗ. у +  х у + - - ^ — У-  .

104. 1 — Х* +  у2 . хА+ 6 х 2у2 +  у'2 4 105. ! + ( ( / - ! ) +  + ( х - 1 Х г / - 1 ) .
2! ' 4!

106. =  — 21. Ю7. Экстремум йук. 108. zmjn =  0 (0, 1) да.

115. г„

127. max

/ 1 1 \ а л/3 За \
= - 1 ( 1 , 1 ) да ПО. ( з"’у ) да

max. сч11 ̂

- 3: ) ларда. 1 1 2 . ( - 1 , 1) да max. 113. 2т = =  30 (5, 2) да.
2
е "7-  = 2 ( — 1 , - -2 ) да ; (0, 0 ) да экстремум

1 X =  ц = И- 1 ларда. 1 2 1 . г . = 1 .  123.
2с л/ 2 с

17 /  1 ,Л
■= —5. 124. 2 =  17 (0. 1 ) ва ( 1 , 1 ) да г =  - I , 0 1  да. 

1 \ 2  )

: Р Л )  ■да. 128 2=128 (4, 4) да . 2 = - 4  (0,
\ з

U) да. ио. и у к юч,

. 2h —2ахе '
142. ух=  -  2 -- ч

сн — ах с
143.

и du ..
145 и - — — 146. —- 1 х ах ах

Аннкдайдн 141. *Г-=
1п х — 2хе

х +  У 144. у ' ,=
у2 — 2*т1п У У

х — У JC2 — 2 £/21Г1 X X

d2y (a2+ i x e '- +  у2)
ах — У dxT (ах — у)

О

г

XI V б о б
Ф у н к ц ио н а л  кег ма- кет ли клар ва каторлар

2

I. 1(х) =  0. 2. Цх) =  0. 3. f(x) =  x \  4. f(x) =  e 2 . 6. f(x) =  0. 8. /(*) =  
=  0. 9. j(x) =  ex. 10. I(x) =  \n x. 13. }(x)— xjx. 14. I(x) =  0. 15. j(x) =

=  e2x. 16. f ( x ) =  yjx. 17. f(x ) — x. 18. / ( x) =  x, агар x < ;0  булса; l( x )  =
1

=  , агар x =  0 булса; f ( x ) =  1 ,  агар * > 0  бу!лса. 19. f ( x ) =  1 ,  агар

x2
0 < x <  1 булса; f(x) =  2, агар 1 < х < 2  булса; j ( x ) = — , агар 

x~^2  flf./ica. 31. Нотекис якинлашади. 32. Нотекис якинлашади. 
33. Нотекис якинлашади. 35. Текис якинлашади. 36. Нотекис якинлаша
ди. 37. Нотекис якинлашади. 38. Текис якинлашади. 39. Текис якинлаша
ди. 40. Текис якинлашади. 46. А = (  — оо, +  оо ). 47. Х =  ( — оо, 1)U(3, 
—j- оо ). 48. Х =  ( — оо, — 3ju< — 1, +  ° ° )  49. Х =  ( — О О , +  оо) {дс* =

=  ■.' -!- k:v, k =  0, ± 1 .  ± 2 ,  ...}, 50. Х — ( — 1, 1). 51. 2Г =  [0, +  оо).
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52. X = ( — оо, 0). 53. А = е). 54. X =  U£/? :2< | . r |<  \/6j. 55. А =

=.-( — оо, +  оо )\{x =  2k:i, к =  О, + 1 ,  ± 2 ,  ...}. 56. Х =  ( — оо, +  оо ). 
57. А = ( - о о ,  + о о ) \ { 0 ) .  58. X =  ( — 3 , 31 59. A =  {.r( R:\x\ >  ф].  60.

Х — (е, + о о ) .  61. А =  ^  — ^  62- A ={x£R \2k . - \<x<C(2k+  1)л,

к =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...}. 63. X =  ( — 1,1). 64. А =  ( - о о ,  -1 )U (1 ,  +  «=)■ 
65. А =  ( —3, 3). 96. Нотекис якинлашади. 97. Текис якинлашади 
98. Текис: якинлашади. 99. Текис якинлашади. 100. Нотекис якинлашади. 
101. Текис якинлашади. 102. Текис якинлашади. 103. Нотекис якинла
шади. 104. Текис якинлашади. 105. Текис якинлашади. 109. Узлуксиз. 
ПО. Узлуксиз. 111. Узлуксиз. 112. * =  0 да узилади. 113. х =  0 да 
узилади. 114. х = \  да узилади. 115. Узлуксиз. 116. Мумкин. 
117. Мумкин эмас. 118. Мумкин эмас. 119. Мумкин. 120. Мумкин. 
121. Мумкин эмас. 122. Мумкин эмас. 123. Мумкин. 124. 2. 125.
о д2
‘ . 126. 1. 127. - 1  128. 1. 129. — . 133. г = 1 ,  ( — 1, 1). 1— 1. О
3 6

134 г =  * ( — — \  135. х =  0 пуктадагипа якинлашади
' V2 V V2 V2 /

• » ' - г  ( - ; - » >  [ - М > “ -

( -  1, 1), ( -  1, 1]. 139. r = 1 , < -
5

1, 1), ( - 1 ,  1). 140. r =  -~.

141. r = l ,  ( - 1 ,  1), 1 - 1 , !]■ 142. r =  4, (3, 5), |3, 5]. 143. t =  3,
( — 2, 4), [ — 2, 4). 144. г =  е, ( — е, е). 145. г = \ ,  ( —4, — 2), [ — 4. — 2]. 
146. г = 1 ,  ( - 1 ,  I). 147. г =  3, ( - 3 ,  3). 148. г = 1 ,  ( - 1 ,  1), [ - 1 ,  1]. 
149. r =  1, ( — 1, 1), [— 1, 1]. 150. r =  1, [ — 1, 1]. 151. г = 1 ,  (0, 2).
152. х =  0 нуктадагина якинлашади. 153. А =  [(). I; 10|. 154. А =  (0, +  оо ). 
155. Х =  ( — 1, +  оо ). 156. X =  {x.x£R, ~ - \ - k n < x <  Т̂1- +  £л, k =  0,

± 1 ,  ...}. 157. х =  ( - о о ,  -  U ( у .  + ° о ^ .  158. S ( x ) =  — Iп{ 1 —х). 

159. S(j;) =  ̂ -ln у--— , |лс|<1. 160. S(*) =  ch х, \ х \ <  +  оо ,

161. S(;c) =  1 +  ~----—1п( 1 —х), W  <  1 . 162. S(*) = -----1— т \х\ <  1 .
* (1 - x f

163. S(x) =  1*1 < 1 .  164. S(x) = ----- 2 , ,  |.t| <  I.
(1 + J ?  (1 - x f

165. 5(jc) =  J -  ^arctgjc — y i n  Y U | < 1 .  166. . 167. 3.

175. X
n=-

(— 1 f x 1' 
n\

+ oo). 176. X3+  X - 
n= I

(2л—1)!!
n\ x"+3X
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2<2п+1)
х ( ----177. 2 ( - 1 У ~ ~ ------------ т(—  о о < х <  +  оо).

\  2 2 /  л=1  32,1+ , (2л+1)!

178. 2 -Ч 2 " “ '+ ( - 1 )" ) - - « л ( — '»■
л = 0 п\

ОО О
181. 2  "

(2л -  1 )!! х2 „ + 1

(2л)!! ' 2л +  1
о2п -  1

' - х2“ ( — 00
2л!

!.22(л- | )

оо).

+ оо).

П= I (2л)!
оо f __ | — I д  — я __о — л

182. 1п12 +  2 ' ’ -------- ° ........х? ( — 3 < х < 3 ) .
П = I “

+ оо )

/2
„2л +  I „л-1

183. 2 - , ( — 1 <  JC< 1). 184. -  2 — —— ( — I < х <  1>.л = 1 2/1+1 /7=1 /2 —1~ !

185. -  2
п =

/  2 
, ( 1 +  з "+ '

ао Jin -{- 1
186. 2  ( - - ' > > нп — 1

187.
ао / 
2

п = 1
- 1 )л( л + 1 )

2я+ 2

К 1
' (-1 <*<!) -  

. ( — 3<  jr< 3).

.■>_ I— г— 2 ао 2л( л +  1 )
x2n( - J I < x < ^ l ) .  188. — -- 2  sin ..л ------

д /3  л — I 13

ДГ\ ( — 1 <  X <  I ).

X

Х * " , ( - 1  < * < ! ) ■  189. 2л = I «(2/7 — 1 )

.Л I

191. 2 ( — 1 Г U + 1 )2", 7= 1 .  192. 2  ( I — 2 -(,! + 1 ’К* — 1 Г,
п — 1 п п — 0

7 =  1 193. о +
“  ( — \ f ( 2 n  — 1 )!! - 2 )2", 7 :

£ п!=i 2'*"+ 1 - л!

194. 1 оо
2 (* +  2Г-. 7 =  2 .

2 п — 0 2"
/ Я - Л ^  , ■1 .3

V2
X , U -  . Г 1* 4 4 , -  4>

1 ™i).
2 V 1 ! 2 ! 3!

196.
ос

1 +  2
П =

s ' , l ,  .
= 1 л! J

197. 2j 1 + 2 ( — 1 )л~ ‘(2л — 3)!!
■4)"J.

1 Я — 1 л! 23

Г = оо .

л = 1
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„ (>4я - 3 2л I оо/ |  I \  „
>qq V( _ i ) " + 1. 2 - , г =™ 20(1. — X/  - + - V1 „"i U (2я)!! ’ 6 л= i\ 2*̂  3"+' /

Я„  оо г 2/г h  I

•2. 201, -  +  X < 1 ) " И  „  п  , г=\. 202. "  +4 „ ,| 2п + 1 2

v (_1)П '.г" 1 г - = 2. 203. X
” |2(2л— I)

204. 2|х| •
(2 п1 4 -,, 1 (2л)!! 2л+1_

00 ' — I 1" Ж2п + 11 ' ‘ ’
п  о  2  п  - f  I 

X''"

, г=  I

т= I.

“ ( — I)" ,
203. 1 л-„ о«!(2л + 1)

( - I ) V ’4 1, г — оо . 206. ^ г — ао .
’ n^ d 2 n  +  \ ) - ( ‘2n +  1 )!

207. ?  ( -  I)"+  1 ' . , /•—  1. 211. S ( x ) =  ' . , ( х > 0 ) .
" ! Vх

212. 4(х) =  - 1 Л , ( -  I < * <  1 )■ 213. S U )  =  ( I + 3 x :V  
(I —  л' Г

214. I I- I -x
X

л-|( 1 215. x(x +  I )( x1 1Ox +  1) 
(1 — x f

( -  ! <  x <  I ). 216. ,S( x ) =  e™SJ\s i n( s i n x ). 217. a«3,017. 218. a x  
=; >409. 219. a *  1 .0986. 220. a x -0,1973. 221. a «0,6065. 222. 0,946. 

223. 0.747. 224. 0,90,4 225. 0,310. 226. 0,783.

XV б о 6.

Хосмас и нт ег р ал л ар

I ,2 2. '' 3. ' 4. I. 5. л. 6. m2S. 7. In(l +  л/2 ). 8. 2л -  9. -  I
2 4 ,v '  V31

10. ' . 21. “ I- ‘ I м3. 22. : , - | | , Ы  23. x. 24. 1. 25. 1 ( a > 0 ) .
• 2 3 2 3 a

26. 1 + 1 lri.'i. 27. 2( I — In2). 28. * Ь  29. 10!. 30. 0. 31. 0. 32. Л - 1 .
3 4 4 2

33. 2 . 34. 1 . 35. л. 36. 2 ln ( I+  V2 )- 37. * +  ‘ 38. 24. 39. ',л .
13 13 4 2 З-у/З

40. ’ . 72. 0 < a <  I да шартлик якинлашувчи, a >  1 да абсолют
3 V3

якинлашувчи. 73. 0 < a <  I да шартли якинлашувчи, а > 1  да
абсолют якинлашувчи. 74. 0 < a s 7  I да шартли якинлан]увчи, a >  1 да 
абсолют якинлашувчи. 75. 1 < а < 2  да шартли якинлашувчи, ( ) < а <  
< 1  да абсолют якинлашувчи. 76. —3 < а <  — 1 да абсолют якинла
шувчи, 0< ;a< ; 1 да шартли якинлашувчи. 77. a <  — I да абсолют 
якинлашувчи, — 1 ^ а < 0  да шартли якинлао!увчи. 78. 0. 79. Мавжуд
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эмас. 80 . 0 . 81. 0. 82. 2. 83. у .  84. - I .  85. 21пЗ. 86. 87. *  88.

9л . 89. -  . 90. — VT25. 91. 6 \l2. 100. *' . 101. 4. 102. 2л 103. — 4
4 8 3 v ■ > J

104. 21 . 105. U’ П . 106. 21гц -\/2 — 1). 107. ’ 108. ]  109. л. (a.
4 e  V -  9

H R .  a < b ) .  126,- Якинлашувчи. 127. Узоклашувчи. 128. Якин-
лашувчи. 129. Якинлашувчи. 130. Узоклашувчи. 131. Якинлашувчи.
132. Узоклашувчи. 133. Якинлашувчи. 134. Узоклашувчи. 135. Якин- 
лашувчи. 136. а >  — I да абсолют якинлашувчи. 137. Абсолют якинла- 
шувчи эмас. 138. а >  I да абсолют якинлашувчи. 139. а > 0  да абсолют 
якинлашувчи. 140. а > 0  да абсолют якинлашувчи. 141. a <  1 да

абсолют якинлашувчи. 142. In - . 143. Iп2. 144. —л1п2.
с —  а

145. 1пЗ
4

X VI б о б

Параметрга боглик интеграллар

I. Цх) =  х*.

4. /(.»-)--= .г

2. /(*) =

5. Их)

(  0, агар 0<гдг<  1 булса.
Л  .

~  I). агар дг> 1 булса. 

( I, агар 0 ( | fn'.ic;

I "

и

I | <| j) Д' — 0 Г>\, ic;i.

3- /(*) =  Ixl.

6 . /U ) =  (
!,
X,

й г а р ОС х <Z I fnvi с а, 
а гар 1 С  х  <С 2 булса. 7. /(*) =

.4.
17.
19.

/ U )  =  0 9. /(.0 =  0. 10. /(х) =  0. 16. /(*) =  0 га текис я к и н л а ш а д и  
1 { х )  = () гн текис я к и н л а ш а д и .  18. /(*) =  0 га тонне я к и н л а ш а д и .

[ { х )  — 0  га тскис якинлашади. 20. /(*) =  1-  га нотекис

якинлашади. 2 1 . у =  0 нуктада узилишга эга. 22. а) л - б) I
х* 4 ’

23. F \ x ) =  2хе~ ,Г' - г  гЛ~  lj у2е xfidy. 24. F'(a)=  - ( e a|sinalsina +
losa __

+  ca|l4M|cosa)+  J у[ \ — х* eayJ ' ~ ’r dX. 2b. F'(a) =  f{<x, — a) +
sina

a

+  2 [ f j u , v ) d x ,  (u =  x +  a, v =  x  — a). 26. f ' ( a ) = -~ ln (  1 + a 2). 
о a

a2+tx a
27. F l (a) =  2a  ̂ sin {ц1 +  a4— o?)dy  +  2 J sin2x2-eos2a* dx  -
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х 4- а
— 2а  ̂ dx   ̂ cos( л:2 +  у2 — a 2) d y .  28. F " ( х)  =  3/! .с) +  2 jc/ '( х  ).

29. F "( x )  =  2f{x), агар х 6 (в, Ь) булса, /г"(х) =  0. агар (а, Ь) булга.
30. 1л"\х)  — (п — 1)! 1(х). 31. л 1г* * 4  -  32. 0, агар a i s£ 1 булга;

л 1па2, агар |а |  >  1 булса. 33 . л arc-sin и. 34.

35. a) arc tg ,_ f ( a _p1)(ft+- 1)-

h л  Ь

б) - I n
1 b -f- 2Ь Н-

\пх

сГ -f- 2(1 2

=  ^ xydy  ( и > 0, f t > 0 ) муносабат ” фойдала"

алмаштириш бажарипг. 38. Нотскис якии. зшади. 39 
шади. 40. Текис якинлашади. 41. Текиг к,инлаша 
якинлашади. 43. Нотекис якинлашади "J . Нотеке ' 
45. Тскис якинлашади. 46. Текис якинлашади. 47. Тек 
48. Нотскис якинлашади. 49. Текис якинлашади. 50. 1 
ди. 51. Мумкин эмас. 53.1. 56. а = ± 1 .  57. Уллукси 
59. Узлуксиз. 60. а  =  0 да узилишга эга.

62. 0. 63. Л-1п 64. 1 In 3 . 65. 1п(2а) . 66.
2 О 2 а  (а +  Р) ‘ 1 2р

— л( 1 — V > - “2 )- 68. л! п— *I__1 ' ‘ ‘ Г'йпа (

70. - | | |-1и( |а | +  |р | ) (Р ^ 0 ) .  71. у ! п <а , ( а > 0.
и (V

72. - -  [аР(а+ P) +  a Jlna-|-р3 1пр — (н'3-р |’,l')In(a-(- р )j

73.

77.

У  г -  ■ ' ? < - У " ' " -
by/л ‘У е ,и. 78. г. .

а 4а у  о

75. - Г  ■ 76.

< -  1 )"

82. ' -/ПСС. 83.80. 2 | а | . 81. Л,1 Р 1 -У л <

ос з 1 ос 1 а + р  , а + р  а —р85. -8 - ln jp | . 86. у -  arctg-- — ■ у

*  . ft 4  (а — р г
, |пх ------ у•1 *2 +  (а+Р)2

87. 1а| К у р с а т м

in ( I +  -\J2 У 

Курса гм • i:

1 C  Я К . И 1 !

*•2 . Нот, 
лнлап .1 
•ч и ил air 
и кинЛ i 

,. У злу к

\\* + т*
■хг +  т 2

Щ  yi

■!).

О. р 

-

£  ,
d i r ” '

' с!. 84.

, +

1 +.г

__f е МН муносабатдан фойдаланипг. 88. ^-sgnoe
0

„. -X I л  . (  ас — Ь29‘- Vî rs,nV « +89. i ' - O - X 2). a o . _ ? ! l t M i e -l»l 
4 4

х. —  а
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+  /jsgna^.92. д/д i-os(a-’ +  Л ). 93. ^ л ь т ( и 2+  j ). 94. ~ - f

95- — ^ cosay. 96. .-i(ctgau — ctg.-i&). 97. Л(с“ — I ). 98. 1 In" '  z 2 °

94. r  -sinay.

2 i \ 2 l •» f7i
2 " '« 2+ /

2 C * V4 :os“ V2- <00. ^ Л £> “ ^ s in a  \/2 . 106. Л 107. Л° 
8 16

108. . 109.
2 \J‘2

112.
2sinna

Л
. 1 10. д

1 1 1 . л 1 • 4 •
. д 2 л/3 ’ 3 • 6п siri

п

1 \'(п —
1. 2 »

114.
2" - 1 Г2(

2 Г(«) (1 - к 2)п/2\
115. aclg яв.

I I  ■ '2ла  ■x 1 j- SKI
<16. л ■ 2 . 117. 1 _ . r <“ W >  ||8 _  л "cos рл

8 cos3- -  ' ‘ « " ( l+af  '’<<*+0) ' ' “  .Г..2.
9

119. .3 n
,  2 Г2< ' )

- 120. In v2.-t.l21. -----" |22. " -
2vc°s Л9 2П V ( 2 ) 3"2 1, 3 )

zv n n

2c
sin“p.T

- i ,  1

XVIJ б о б

Каррали интеграллар
2 И 4 2 l) 2 /̂l+v

I. \dy \ \(x,y)dx +  \dy S j(x, y)dx. 2 . j di, \ j(x, u)dx +
<> V'2 2 y -2 — 1 a 7Г , '-1 -2VI+V
8 2-у  l \ ’y о Vi ~y2

t \dy \ l(x, t/UJx 3. \dy \ f {x ,  y)dx. 4. \ dy  S '  }(x,y)dx +
0 - 2\>4// (' dy -! r

v - V i 

. | . \ l - у . ‘ i 1 Vi- it i г
+  К'/ /{x./zV/x. 5. $</// \ f(x, y)dx.  6. \dy) j(x,y)dx.

"  v ' 1 ' / I I  2 — у  „  / ,  -

1 л -  arisirw, 0 2л C arcsiny „

l y J ,n U / u ’ S 8- ^  S " /(Ф-О̂ Ч'4111 s i ,1p - I  л  a 14-si rip f) r

9- № ' S /(ф.'-Мф- 10. *г(/(ф,л)^ф.1 1 . 3. 12. 2 1п4. 13. .
о I 2 O r  3 21

14. 2 «5- 2л“3 . .6. л 3 2
17. 4 .

3
18.

22. 2 \/632
а

23. 0. 24. 4. 25. 9 — 5л
4

19. 9 л. 20. 6 21. 30941 
16 162
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27. ^ L r 5. 28. Y-a2. 29. 30.

32. sin pb — sinpa sir\qb — sin</a
R

(3 д/З - n ) a 2
Q

37- " + ^ |п(| +  л/2). 38. a2-(

n a b  /  a 1 b7 \  лп | (a b )

’ 4 \ n 2 k7 )

33.

31. 5 (
48 ' 11

Л fi  ̂
5 - 6 5 ук;-

2
' 15

. 34. .TSina2. 35.

V7
2

i ■ Vl4 \  +  arcsin—  I.8 /

1260
.41. а Ь .

+  70

42. (|i ’43. —{q — p)(s — r). 44. (’5 ab 45. '* л«2
2( a +  1 X P +  I ) 3 1V ' 108 4

46. ”-ab(a2 +  b2). 47. 48. —rf2)ln “ . 49. i < a 2- 62)X2 (2л)! 5 ft 4

X (a-fJXl-aP) farctg_“ - P
(1 +  a2XI + p 2) l+ap 1

л/+и 2 8850. Зл. 51. '~'x “ — “ R \  52. .
4 3 105

1753. л. 54. - — S2ln2. 55. J CfcJ'2f  3- V -
3 V л V 4 /

rjj 45 __ 16 356. 3 2 л 57. -9 <i .

58. л(1 —r'"^).59. 2a2r <P— Щ Л -21. 60. 61. ^ a b c (Зл +

+  20— 16 V2 )■ 62. -  а2 \/йар . 63. 2Q ■ . 64 . ^ J L + i Y e s .  16 
V4 /

16aft‘

66. ^ . 67. Л~- . 68. лпбс. 69. ^  айс. 70. ” " [cos.t ^4 — cosaa4).

71. - j - .  72. X aftc .  73. . 74. ‘ X
364 5 3 32

X ( 3  -  [ < ^ ( i + j j r ) + « ■ ! - }
75. О, агар m, n, p ларминг бирортаси тпк булга,

4 л (m— 1)!!(л— !)!!(/> — 1)И
(т +  п +  р +  I )!!

агар т, п, р лар жуфт
т +  п +  р +  3 
булса.

«•  - 1 г  ” • ,2» 78- ”3  »  " f " * * -
97 I

- Т  \ М- 2 ” '  f  з“3  84- * ■  88 1 " ‘ “ ■ »»**•
87- ла:!. 88. “ 89. Л{ 1 —е V -  90. 8 а \  91. л “ .

^4 о о 3 6

9 2 . 2 : #  „з. 8f  А  м  < 95 I ж
И  3 R *3 k

97. -Ь*4—в4/  —-  1 Л п Д  98. 5л " _
4 \  q q /  а  8

18
,2

864
- V  л-
0 . 99. ..-<а +  *Х5аг — 2аЬ +  ЬЬг).о о4

45100. аЬс. 
35
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X V I I I  б о б
Эгри чизикли интеграллар

'• 2V2- 2. l „ i + £  3. f -  In 2. 4. L(3 V3— 1). 5. 0.

6- ™  ■ 7. ~ ~ 1 ( 1 + 4 я2)з/2— 1]. 8. д/2 a2. 9. 10. 4a3. II. 2a2.

V 2 2
a7± ^ a r c t g ~ .  15. JL <56V 7-1) .ab

|6 V 2 + ln ( l  +  y 2 )  335
' V2 ' ' 27"

20. In(l+V2). 2 1 . —{2 /̂2 - I ) .  22. 2й(й + ), f- = a — b

23. " ,'1" ' 24. 25.3(  ̂+  6) a (x f  )* (f f)
27. ( г ; ° )  28. to,

e4 +  4e2— I
4e(e" — I)

29. Sox =  =  S„„ =  3.

30. Г,„ = Г„4, =  2д. 31. .1 . 32. ub 33. 34. —e2 +  -—  35. 0 36. 3
'Z 15 4 12

37. -2л. 38. 0. 39. 18. 40. 2л. 41. 221 з „
—rz-- 4 2 . ----—-ла2. 43. — 2ла215 lb

44. V> + b 2-  V l + a 2. 46. 55-f-. 47 .-2(3i + 1 48. 1,9. 50.25л.
О  О

Зл
51' “в' а '̂ 53' 6л° 2' 54- q2' 55- у  - 56- — 4 б Д  57. 2Г-. 58. 0.

4

59‘ ~  >)- 60. — g 61. —4. 62. 63. f  . 64. —2. 66. '*8 2
67. л + 1 .  68. F{x,у) = Д 3 +  х2у — ху2— ,уу2 +  С. 69. F (х,у) =  хе2У —

- 5 * V  +  C. 70. / (.v,i/) =  4rV +  - ^  +  С. 71. F(x,(y) =  x V - i / :ix +  2x2 +
У

1-1-+  5(/-f С. 72. F(x,y) =

2 </'

+  С. 73. F(x,y) =  - —  1 +С .
I + х 2

74. F(x, y)=  1п(х +  г/)— —— |-С. 75. Функциянипг тулик диффе

ренциала булмайди.
(х +  У)

X I X  б о б
Сирт интеграллари

1.9 .2 .  4 ^ . 3 .  
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«. * £ »  9. « v  ■ 0 - <8 + ” V . 2 ( 2 + 9 „ , .  , 2 .
l b  2

+  ( У З - 1 ) 1 п 2 .  1 3 .  З л / - 2. 1 4 .  4 г 2. 1 5 .  2 ( 3 - ~ У 2 ) л а 2. 1 6 .
3  2

1 7 . Т + О О  у  1 0  — 2 3 ) .  18 .  2 У 2 л . 1 9 .  ( +  — ; +  2 0 . 7  — ; - г  ;
15 \  2 2 2 /  \  2 д/2 2 У2

~ - ( У 2 + 1 ) ) .  21. (0 ,0 ,  |  ). 22. ~ д / а 2 + 1 2 3 .
5 5  +  9  у з  

6 5
a 2 - S ,

б у н д а  S  с и р т  ю з и .  2 4 .  2 5 '  У | = У 2 = =  + •  2 6 -

Jr A a b c n
, J.s =  ? u ib c . 2 7 .  [ — я ------ -

( Т - 1 5 )  28‘ У  *' - 3 3°- ^

3 1 .  —  9 6 я .  3 2 .  3 3 . ------------------ . 3 4 .  0 .  3 5 .  —  \ \ d x d y  +  d y d z  +  d z d x .

n o 9 2 (s)
3 6 .  — 3  \\x7y 2d x d y .  3 7 .  0 .  3 8 .  - 2 \ \ x d y d z - \ - y d z d x - \ - z d x d y .  4 1 .  0 .

00 00
4 2 .  - 2 я аЦа +  с ). 4 3 .  - л а 2. 4 4 . 0 .  4 5 . 2 % x  +  y  +  z ) d x d y d z .

(v)

4 6 .  2 Й  , d x d ^  .4 7 .  4 л  abc.48 .  З а 4 4 9 .  5 0 .
(У) x2-h y 2 +  z 2

X X  б о б
Фурье каторяари

I г/ ч о I л г  / ,4/2+1 s i n п х  “  . о с/ ч Я . 4
I .  / ( x ) ~ 3  +  4  X  ( —  1)  + ------------- . 2 .  X  s i n / z x .  3 .  f ( x ) ~ - - \ ------- ,

/2=1 tl /2=1 2  Я

I  9. „ , ) ~ 4  +  4 |
л=1 (2/1— I)2 3 / 2=  1

( —  1 )nQOSnX

+
( — I ) " + I s i r m x ~  

2 п

1 . 4  + (--
тС п =  1 п

( - 1 ) /2 + 1

. 5.-/W— + ■ - I
я  я  /2 = 1  4 +  —  1

- +

c o s 2 n x .

6- у  + ;т 1  г  j' cos,MX-7- 1 -  ~У 1 , , , ч2
8  “  c o s ( 2 / z  +  1 ) я х

л2 я=1 (2л +  I)3

« .1 +  ! - y 2“- y . 9 . i +4-"zi(i
Я п =  1 2/2 1 О +   ̂__ ] Г

3  ч c o s 2 п л х  ,
/ о2+л2 4  п ‘

/  6  __[ \  c o s ( 2 /2 — 1 ) я х _|

V ( 2 / I - 1 ) V /  ( 2 « - l )  J
]  1 0 .  2 s f t 2 ^ +  + J (( -  I f  x

2 сОБ/2ЯХ —  n n S  \ П/2ЯХ

/г2я 2 +  4

Z 12.+Ч-4 1 * - У
n = \  t l 3  22=1 Я 2

' 2 з т я а  “  ( — l ) ^ 1// . . . 2 s i n . u a  “  ( —  1 ) " +  l n s \ n n x
1 3 . --------------- I  "  9 s \ n n x .  1 4 . ----------------X  ---------------------------------------

я /2 = 1  /г +  а“ 11 «= i /г2 +  а2
1 00 ( 

1 5 .  I — - - c o s * +  2  Z

,22 + 1

22=1 f f  — 1
COS/2X. 16. Z  ( —  1У/2=1

n cos(2/z -f- 1 )* 
2/2+1

2 6 — 5 2 7
401



!|

|7 л ” r c o s n n — ] , |S in« jr " | 10 л ,
п - т +  I  ---------- — СЖПХ+ ( — ])" + '--------  18. - - +

■» ■ [_ л«~ л J 2

+ Н ' - ( • I >" , л .cosn*-)---- sirmxn 19. — — i т. c os 2 nx
20 .

д k = o 4n- -  ]

sin fk-\- -  ) дх
4 ™ _  - 2  “  Г eos(2/i — I ).r д sin (2/1 — i )x

' Л A=1 (2 / ?- f l )  n = \ l  (2/2— 1)“ 2 2/2— 1

sin/uf 
1 /2



1 . А з л а р о в Т. А. М а н с у р о в  X . Математик анализ, 2 - кием,— 
Т. «Укитувчи», 1989.

2. А . С, а ъ д у л л а е в , X . М а и с у р о и , [ . X у д о й б е р г а и о в , 
А. Б о р и с о в ,  Р.  I у л о м о в .  Математик анализ курсидан 
мисол ва масалалар туплами. 1 , — Т. «Узбекистан», 1993.

3. Д е м и д о в и ч Б .  II. Сборник задач и упражнений по математи
ческому анализу.— М., Наука, 1977 ва бшпка йиллардаги пашрлари.

4. К у д р я в ц е в  Л . Д ., К у т а с о в  А . Д ., Ч е х л о в  В . И ., 
III а б у н и н М. И. Сборник задач по математическому анализу. Ин
тегралы, Ряды. Л. Д. Кудрявцев тахрири остида.— М. Наука, 1986.

А Д А Б И Ё Т



М У Н Д А Р И Ж А

Суз боши ..................................................................................................3

XII боб. КУп узгарувчили функциялар, уларнинг лимити ва узлук- 
сизлиги ...........................................................................................4

1- §. Rm фазо. Rm фазода кетма-кетлик ва унинг лимити . . 4
2- §. Куп узгарувчили функция ва унинг лимити 1 . . . . 9
3 -  §. Куп узгарувчи функциянинг у злук си зли ги ...................28

XII I  боб. 

1-§- 

2-  § •

3- §■

4- §•

XIV  боб. 

1-§-

2- §■

3- §•

4- §•

5- §■
6-  § .

7- §•
8-  § .  

9- §■

Куп узгарувчили функциянинг доснла ва дифференциал-
лари ....................................................................................... 38

Куп узгарувчили функциянинг хусусий хосилалари ва
дифференциаллари ..............................................................38
Куп узгарувчили функциянинг юкори тартибли хосила
ва д и ф ф е р е н ц и а л л а р и ............................................................. 59
КУп узгарувчили функциянинг экстремум киймат-
л а р и ............................................................................................ 74
Ошкормас функциялар ........................................................82

Функционал кетма-кетликлар ва д а то р л а р .........................91

Функционал кетма-кетликлар ва каторларнинг якинла-
шувчилиги ..................................................................................91
Функционал кетма-кетликнинг текис якинлашувчи-
лиги ............................................................................................ 94
Текис якинлашувчи функционал кетма-кетликларнинг
хоссалари ................................................................................ 104
Функционал каторлар ва уларнинг якинлашувчи-
лиги .......................................................................................... 107
Функционал каторнинг текис якинлашувчилиги . . 110
Текис якинлашувчи функционал каторларнинг хос
салари ..................................................................................... 120
Даражали каторлар ........................................................... 126
Даражали каторларнинг х о с с а л а р и ..........................- . 130
Тейлор катори. Функцияларни даражали каторларга 
ёйиш .......................................................................................... 134

404



X V  боб. Хосмас и н т е гр а л л а р ..................................................................145

I - §. Чексиз оралик буйича хосмас интеграллар на уларнинг
якинлашувчилиги тушунчалари .......................................145

2 -  §. Якинлашувчи хосмас интегралларнинг хоссалари. Асосий
формулалар ...........................................................................150

3- §. Хосмас интегралларнинг якинлашувчилиги хакида
теоремалар. Интегралнинг абсолют якинлашувчи
лиги .......................................................................................... 156

4- §. Чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари ва
уларнинг якинлашувчилиги т у ш у н ч а л а р и ........................167

5- §. Якинлашувчи хосмас интегралларнинг хоссалари. Асо
сий формулалар ......................................................................171

6 -  §. Хосмас интегралнинг якинлашувчилиги хакида теоре
малар. Интегралнинг абсолют якинлашувчилиги . . 175

XVI  боб. Параметрга Гюглик и н т е г р а л л а р .......................................187
1 - §. Параметрга боглик, интеграл тушунчаси ....................... 187
2 -  §. Параметрга боглик интегралларнинг функционал хос

салари ..................................................................................... 192
3 -  §. Параметрга боглик хосмас и н т е г р а л л а р ....................204
4 -  §. Параметрга боглик хосмас интегралларнинг функцио

нал х о с с а л а р и .......................................................................... 211
5 -  §. Эйлер и н т е гр а л л а р и .................................................................236

XVI I  боб. Каррали интеграллар................................................................. 244

1- §. Икки каррали интеграллар ..................................................244
2 -  §. Уч каррали и н т е г р а л л а р .......................................................273

XVI I I  боб. Эгри чизикли и н т е г р а л л а р .................................................283
1- §. Биринчи тур эгри чизикли интеграллар ........................283
2- §. Иккинчи тур эгри чизикли интеграллар ........................305
3- §. Грин формуласи ...................................................................... 324

XIX боб. Сирт интеграллари ................................................................. 335

1- §. Биринчи тур сирт интеграллари ....................................... 353
2- §. Иккинчи тур сирт и н т е г р а л л а р и ....................................... 353
3 -  §. Стокс хамда Остроградский формулалари . . . .  366

XX боб. Фурье к а т о р л а р и .......................................................................376
1- §. Фурье катори т у ш у н ч а с и ...................................................... 376
2- §. Фурье каторининг якинлаш увчиЛгги..................................383

Жа вобл ар ....................................................................................................389
Адабиёт ......................................................................................................... 404

405



На узбекском языке

Азимбой Саъдуллаев,  Хожиакбар Мансуров. Гулмирза Худойоерганов  
Азизжон Ьорисов, Русгам I'у ломов

С Б О Р Н И К  П Р И М Е Р О В  И ЗАДАЧ ПО КУРСУ 
«МА Т ЕМА Т ИЧ ЕС КО Г О А НАЛ ИЗ А»

II
Учебное пособие для студентов университетов

Издательство «Узбекистон» — 1995,
700129, Ташкент, Навои, 30.



Терм ина берилдн 27.04 94

М у х а р р и р  //. А .\м а& ж онов  

М у  кона растоми Д. ('.ибирова  

В адинй м ухаррир  И. Купонное а 

Техник м ухаррир  А. Горш кова  

М у с а х х и х  М. Ра.х,имбокона

Ь оснш га  рухсат зтилдн 17 05.95. Вичнми (М Х К )» 1/ , ;  1аймс»
la p m m p .i чфссч Гм к м  а хсллила Гикилди. Ш а р ы н  Гика i 21,42. i la u ip  ч. 20.17. 5000 пус \а д н  

ич/1 v in .'i.u t 15\ к»)) I ма .NV 527 Г>а\пси шарчнома асосидн

«*' lOrKHCton» нашриёчн. 7001 29, Гошксчм , Нннонй кччаси. 00,
Н а ш р  №  284 -93.

У збекистан  Р еспуб лика™  Д аи л ат  м атбуот кум ита си  и ж а р а л а ги  Т о ш кси т м агбаа  ком бииатида 
боснлди. 70012*), То ш кен т, Навоий кучаси , 30.



М12 Математик анализ курсидан мисол ва масалалар 
туплами: Олий укув юртлари талабалари учун уку! 
кд-лланмаси/А. Саъдуллаев, X. Мансуров, Г. Худой 
берганов К- 2.— Т.: Узбекистан, 1995,— 406 б.
1. Саьдуллаев А. ва бошк.

К  у i. 'aiiva университетлар хамда педагогика ипетитутлари, 
шумннгдек, олип техника Укув юртларппипг одни математика 
ч} кур даетур асоеида укитиладиган факультетлари талабалари 
\ ч v н м V. 1 л, ад л ангин.

Ма.>к;, р китоб к?п ^згарунчили фуикциилар, функционал 
кетма-кетликлар на каторлар, хосмас интеграллар, параметре^ 
боглик хос лам да хосмас интеграллар, каррали интеграллар, эгри 
чизнкли ва сирт интеграллари, Фурье каторлари мавзуларичи 
fa ичига оладн. Кулланмада 1300 га якии мисол на масалалар 
келтирилган булиб, уларнипг 250 дан ортиги батафеил ечим билан 
та ьмиплаиган.

ISBN 5 640-01508-Х

22.16я7

№ 308—95 1602070000— 66
Алишер Навоий номидаги 
Узбекистан Республикасининг 
Давлат кутубхонаси

С
М351 (04) — 95

95


