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| BOB. DISKRET MATEMATIKA ASOSLARI

1.1. To‘plamlar va ularning elementlari

To’plam tushunchasi. To'plam tushunchasi matematikaning
asosiy tushunchalaridan biri boiib, u ta’riflanmaydi va u haqida
misoilar yordamida tasavvur hosil gilinadi. To’plam deganda
predmellar yoki obyektlarni biror xossasiga ko‘ra birgalikda
garash tushuniladi.

Masalan, barcha natural sonlar to’plami, bir talabalar uyida
yashovchi talabalar to'plami, to’g’ri chizigdagi nuqtalar to'plami,
maktabdagi o'quvchilar to’plami va h.k.

Hayotda to'plamlar alohida nomlanadi: auditoriyadagi talaba-
lar to'plami - guruh. harflar to'plami - alfavit, qushlar to’plami -
gala, gqo’ylar to'plami - poda va h. k.

1-ta’rif: To'piamni tashkil etuvchi obyektlar-bu to’plamning
elementlari deb ataladi.

Masalan, yuqoridagi misollardagi natural sonlar, o'quvchilar,
talabalar, nuqtalar mos to’plamlarining elementlari hisoblanadi.

To'plamlar odatda, lotin alfavitining bosh harflari bilan, ular-
ning elementlari esa alfavitning kichik harflari bilan belgilanadi.
A to’plam a, b, ¢, d, e, felementlaridan tuzilganligi A=:{a, b, ¢, d,
e, f) ko'rinishda yoziladi.

To’plam bir gancha elementiardan iborat boiishi mumkin,
quyidagi yozuv: ae A, a elementning A to‘plamga tegishliligini
bildiradi.

Agar aeA boisa, u holda «a element A to‘plamga tegishli»,
«a element A to'plamning elementi», «a element A to'plamda
mavjud» yoki «a element A to'plamga kiradi» deb o'giladi. af A
yoki af£ A yozuv esa a elementni A to'plamga tegishli emasligini
bildiradi.



Masalan. A —juft natural sonlar to'piami boisin, u holda 2e A,
5£ A, 628e A va 729g A boiadi.

2-ta’rif. TVplamning elementlari soniga to‘plam quvvati
deyiladi va n(A) kabi belgilanadi.

Masalan, A={a,b,c,d.e,f,g} to‘plamning quvvati n(A)=7ga,
L3-{a}to'plamning quvvati n(B) = 1 ga, C--{b,d,f) to‘plamning
quvvati n(C)=3 ga, D={a.g} to'plamning quvvati n(D)=2 ga teng.

3-ta’rif. Quwatlari teng bo‘lgan to‘plamlar teng quvvatii
to‘plamlar deyiladi. Masalan, A={a,b,c} va C={b.d.f} to'piamlar
teng quvvatii. n(A) = n(C) = 3.

TVplamlarning berslish usullari. Agar har bir elementning
ma’lum bir to'piamga tegishli yoki tegishli emasligi bir giymatli
aniglangan boisa, to‘plam berildi deyiladi.

Sonli to'plamlar uchun xarakteristik xossani formula bilan
berish qulay. Bu holda, odatda, katta gavslar ichiga to'plam
elementi belgisi, vertikal chizig va undan keyin to‘plam
elementiga tegishli xossa yoziladi. Masalan: «M - 6 sonidan
kichik boigan natural sonlar» to‘plami boisin. Bu to'plam
xarakteristik xossasi orgali M={n |neN va n < 6} ko‘rinishda
ifodalanadi. Shunga o’xshash: C={c|c<9, CeN}. «C-9 sonidan
katta boiinagan natural sonlar» to‘plami.

X={x|x2-4=0, xe R} boisa, X-x24-0 tenglamaning haqiqiy
ildizlari to‘plami boiadi.

Y={y|-2<y<6, ye R} boisa, Y— 2 dan 6 gacha boigan butun
sonlar to‘plami hisoblanadi. Ba'zi bir sonli txrplamlar uchun
maxsus belgiiar kiritilgan: N-natural soniar to~lami, Z-butun
sonlar to‘plami, No-butun nomanfiy sonlar to'plami, Q-ratsional
sonlar to‘plami, R-hagiqiy sonlar to‘plami.

To‘plam turiari. To'plarnlar ularni tashkil etuvchi elementlari
soniga ko‘ra 3 turda boiadi:



4-ta’rif: Birorta ham elementi bo‘lmagan to‘plam bo‘sh
to‘plam deyiiadi va 0 ko‘rinishda belgiianadi. Bo‘sh to4p'amning
quvvati n(0)HKO ga ieng.

Masalan. x~+4=0 tenglamaning haqiqiy ildizlari to'piami,
oydagi daraxtlar to'piami, dengiz tubidagi quruq toshlar to‘p'ami
bo'sh to'plam lardir.

5-ta’rif: To'plam chekli sondagi elementlardan tashkii topsa,
chekli to'plam deyiiadi. Masalan, lotin alifbosi harflari to'piami,
kamaiak ranglari to‘plami, ragamlar to‘plami chekli to‘plamlardir.

A={a}, B-{a,b}, C-{a,b.c}io/plarnlar chekli bo'lib, ular mos
ravishda bitta, ikkita va uchta elementlardan tuzilgan.

6-ta’rif: 1Vplam elementlari soni cheksiz bo'lsa, bunday
to'plam cheksiz to'plam deyiiadi.

Masalan, A={l,2,3*...,n,...}, B"{2,4,6,...,2n.,..} va barcha
ratsional sonlar to'piami, tekislikdagi nuqtalar to'piami kabi
to‘plamlar cheksiz to'plamdir.

Teng to‘plamlar. To'plam osti. Uriiversa! to‘plain.

7-ta’rif: Bir xil elementlardan tashkii topgan to‘plamlar teng
to'piamlar deyiiadi. Masalan, x24=0 tenglamaning yechimlari
to‘plami va \x\~2 tenglamaning yechimlari to'piami teng
to'plamlardir. Teng to'plamlar aynan bir xil elementlardan
tuziladi va fagat elemenilar tartibi bilangina fargianishi mumkin.

8-ta’rif: B to'plamning har bir elementi A to‘plamga tegishli
boisa, B to‘plamni A to'plamning to‘plam osti, (gismi, gism
to'piami) deyiiadi, buni quyidagicha belgiianadi: BcA yoki AidB.
Masalan, A={a,b,c,de,f,g} to'plarn uchun B={a}, C={b,d,f},
D={a,g} to‘plamlaming har qaysisi to'plam ostidir. Shuning bilan
birga bo‘sh to‘plam istalgari to4plamning va har bir to'plam
0‘zining to'plam osti (gism to plami) bo'ladi.

Quvidagi xossadan ko‘pincha to'plamlar tengligini isbotlashda
foydalaniladi. Agar AczB va BczA bir vaqtda o4in!i bo‘lsa, A=B



bo’ladi. Ya’ni A to‘plamning istalgan elementi B to’plamga
tegishli ekani va B tolplamning istalgan elementi A to’plamga
tegishli ekani isbotlangan bo’lsa, bu to‘plamlar tengligi haqida
xuiosa chiqariladi.

9-ta’rif. B to‘plamning barcha elementlari A to‘plamda
mavjud boiib, shu bilan birga A da B ga tegishli boimagan
elementlar ham mavjud boisa, B to‘plam A to‘plamning xos
gism to‘plami deyiladi va A”*Bkabi belgilanadi.

10-ta’rif. A to‘plamning o‘zi va 0 to’plam shu A to4lamning
xosmas gism to’plami deyiladi.

11-ta’rif. Agar Ab A2..., Anto‘piamlar A to’plamning gism
to’plami bo’lsa, A to‘plarn Ab AZ2..., An todlamlar uchun
universal to’plam deyiladi. Universal to‘plam, odatda, J yoki U
harflari bilan belgilanadi. Universal to‘plamning barcha gism
to‘plamlari orasida ikkita xosmas qism to’plam mavjud boiib.
ulardan biri U ning o°zi, ikkinchisi esa bo‘sh to'plam, goiganiari
esa Xos gism to’plamlar boiadi.

Geometriyadan misol keltirsak, R3 — uch olchovli fazo
boisa, NM—R 1fazodagi tekislik, L-I tekislikdagi chizig boisa,
quyidagi munosabat o‘rinli bo’ladi: LclicR lyoki LCJITI'R.
E)u yerda R1ning boshga gism to*plamlari ham mavjudligini
hisobga olish kerak.

N-barcha natural sonlar to‘plami; Z-barcha butun sonlar
to"plami; Q-barcha ratsional sonlar to’plami; R-barcha hagiqiy
sonlar to‘plami boiib, NcZcQ cR shartlar bajariladi va R qolgan
sonli to’plamlar uchun universal to‘p'am vazifasini bajaradi.
NE£Zc QCR kabi yozish ham mumkin.

R to‘plamning to‘piam ostilarini koordinatalar o‘gida
tasvirlash qulay. Agar abe R va a<b boisa, quyidagi
belgilashlarni Kiritish mumkin.



Belgiianis

Sonli oraliq hi Tasvirlanishi Nomlanishi
x/xe R, a<x<b (a, b) Interval
x/xeR, a<x<b [a- b] a b Kesma

Yarim interval
x/xe R. a<x<b [, b) a b yoki yarim kesma

Yarim interval

x/xe R, asx<b (@ b] a b yoki yarim kesma
x/xe R, x> a (a:+oc) a Ochig nur

. Nur yoki yarim
x/xe R, x> a [a:+00) a to'g'ri chizig
x/xe R, x < a (~o0: a) a Ochiq nur
x/xe R, x< a (-00: a] J1AN ya Nur

Eyler-Venn diagrammalari. To‘plamlar orasidagi munosa-
batlarni yaqqolroq qilish uchun, Eyler-Venn diagrammalaridan
foydalaniladi. Bunda to‘plamlar doira, oval yoki hiror yopiq soha
ko'rinishida, universal to‘plam esa to‘g‘ri to‘rtburchak shaklida
iasvirlanadi. Masalan: B to'plain A to‘plamning xos to‘plam osti
ekanligi quyidagi ko‘rinishda tasvirlanadi.

1.1-rasm

Umumiy gismga ega bo'lgan to'plamlar kesishadi deyiladi va
AnB”O, ya'ni A va B to'plamlar kesishmasi bo‘sh emas, deb



yoziladi. Masalan, 2 ga karrali natural sonlar va 5 ga karrali
natural sonlar to‘plamlari umumiy elementga ega, ya’ni kesishadi
yoki kesishmasi boksh emas. Bu to‘plamlar kesishmasi barcha 10
ga karrali natural sonlardan iborat bo'ladi.

Ikki to‘piamning o‘zaro rnunosabatida to'rt hoi bolishi
mumkin (1.2-rasm):

1) to‘plamlar kesishmaydi (1.2-rasm, I);

2) to'plamlar kesishadi (1.2-rasm, Il);

3) to‘plamlarning biri ikkinchisining qism to'plami bo‘ladi
(1.2-rasm, III).

4) to'plamlar ustma-ust tushadi, ya’ni teng (1.2-rasm, 1V).

L AC\B~0 ILAfAB*0

LL. a) AC.B b) BCA IV. A« B

1.2-rasm

Nazorat uchun savoliar
To‘plam deganda nimani tushunasiz?
Bo‘sh, chekli, cheksiz to‘plamlarga misollar keltiring.
TVplamlar necha xil usulda beriladi?
Teng to'plamlarga ta’rif bering.
5. To‘plam osti tushunchasiga ta’rif bering va misollar kel-

BN

tiring.
6. Qanday to'plamlar ekvivalent to‘plamlar deyiladi va gan-
day qiiib ikki to‘plam orasida ekvivalentiikni o‘rnatish mumkin.



7. Universal to‘plam deganda ganday to‘plamni tushunasiz?

Misollar keltiring.

Mashglar:
Misol. 0<x<7 tengsizlikni qanoatlantiruvchi butun sonlar
tcTplamini a) bevosita elementlarini ko‘rsatish; b)xarakteristik
xossa orgali yozing.

Yechilishi: a) A={0,1,2,3,4,5,6,}
b)A={ x|xe Z, 0<x <7}

1 Quyidagi to'plamlarning xarakteristik xossasini belgilar
yordamida yozing:

a) barcha musbat butun sonlar to'piami;

b) barcha manfiy butun sonlar to'piami.

2. 20; \/15; 3; V2 ;0; -20; 45;’;; -2 sonlari berilgan. Ulardan
qaysilari:

a) butun sonlar; b) nomanfiy butun sonlar; d) ratsional sonlar;

e) haqiqgiy sonlar to‘plamiga tegishli bo'ladi?

3. Agar A={a; o; e; u; i; 0} B={ 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88,
99}, C={1; 3; 5 7, 9} to'plamlar berilgan bo‘lsa, ular
elementlarining xarakteristik xossasini aniglang.

4. Koordinata to'g'ri chizig'ida quvidagi to'planilarni
ko'rsating:

a) 3 dan kichik sonlar; b) 3 dan kaita bo'Imagan sonlar;

d) 3 dan katta bo‘lgan sonlar; e¢) 3 dan kichik bo‘lmagan

sonlar.
5. Quyidagi to'plamlarni koordinata o‘gida tasvirlang:
a) X= {x|xeR, -3 <x <6}, d) X={x|xGR.x< -3};

b) y=[ylyER, y< 9}; e) Y={y|lyGR. -8<x<4}.



6. Quyidagi sonli tokplamlarni elementlarining xarakteristik
xossasi yordamida bering:

a) [2; 6]; b) [-co; 4]; d) [-ao -1; e) [-7,2; 5]

f) £-3; +o0j; 0) [3,1+00] h)[1;5])]; i) [-2; 5].

7. Quyidagilami o'ging va ulardan rostlarini ko‘rsating:

a) 26[2; 21]; b) -0,7el-0.1; 2]; d) Oe[-00; 0]; e) 7S[8; +o0];

f) 216Q; g) 5,3eZ; h) -36N; i) -0.26Z; j) "eR.

8. Agar A={27; 32; 36; 54; 232; 108; 324} bo‘lsa, A
to'plamning quyidagi sonlardan tuzilgan qism to‘plamlarini
toping:

a) 4 ga bo‘linadi; b) 9 ga boMinadi; d) 5 ga bo’linmaydi; e)
ga boiinadi.

9. B={a; b: c; d} to‘plamning barcha gism to'plamlarini
yozing va ular sonini aniglang.

10. Agar A={xjx6N. x< 24} boisa, shu to'plamning

a) 6 ga karrali;

b) 2 ga karrali;

d) 5 ga karrali bo'Imagan;

e) 2 ga va 3 ga karrali sonlarda tuzilgan gism to'plamlarini
aniglang.

1.2. To‘plamlarning kesishmasi, birlashmasi, ikki to~plamning
ayirmasi, universal to'plamgacha toWddiruvchi to'plain

To‘plamlarning kesishmasi.

1-Ta’rif. a,b,c,d,... elementlar A va B to‘plamlarning har
biriga tegishli bo'lsa, ular bu to‘plamlarning umumiy elemer.tlari
deyiiadi. Masalan: A={a;b;c;d;f}, B={a;b;d} to‘plamlar uchun
a,b,d - umumiy elementlar.

2-Ta’rif. A va B to'plamlarning barcha umumiy
elementlaridangina tuzilgan C to‘plam A va B to‘plamlaming

10
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kesishmasi (ko‘paytmasi) deyiladi va quyidagicha belgilanadi
C=AfIB, bu yerda I belgi to'plamlarning kesishmasini bildiradi.

To‘plamlar kesishmasi belgiiar yordamida AfIB={x|xGA
va XGB} ko‘rinishda yoziladi. Masalan: 1) A={al4<a<14, aGN}
va B={bjlo<b<l9, bGN} boisa, AnB={x|l I<x<14, XxGN}
bo'ladi.

2) X={a;b;c;d;e} va Y={d;e;f;k} bo‘lsa, XfiY={d;e} boiadi.

3) A={1,2345,6} B={56,78) va B={5,6,9,10,11}
to'plamlaming kesishmasi: ANBMNC={5,6} ga teng.

Birorta ham umumiy elementga ega bolmagan to‘plamlaming
kesishmasi 0 - bo‘sh to‘plamga teng. Masalan, A={2,3,4} va
B={7,8,9} to‘plamlarning kesishmasi bo‘sh to‘plam: AMNB ®0

To‘plamlaming kesishmasi geometrik nuqtai nazardan
figuralaming kesishmasiga mos keladi. Quyida har bir hoi uchun
to plamlar ke5|shma5| shtrixlab ko‘rsatilgan (1.3-rasm):

M. AMB* Qi

I1l. a) AC\B—B  b) /INB =A IV.(ﬂI'\B:"A")B

| 1 1 {
A B C >

1.4-rasm

1.4-rasmda [CB] kesma [AB] va [CD] kesmalar kesishmasini
ifodalaydi. 1l.4-rasm 2-gismida [AB] va [CD] kesmalar
kesishmaydi, demak kesishma bo‘sh to‘plam.

TVplamlar kesishmasi uchun quyidagi xossalar o ‘rinli:

1°. BMA boisa, AP!B=B boiadi. Bu xossa to'plamlar
kesishmasi ta'rifidan kelib ehigadi.

li



2°. ANB= BflA(kommutativlik xossasi).

3°. AM(BMNC)=(ANB)MC=AMNBIMC (assotsiativlik xossasi).
Assotsiativlik xossasi AIM(BIMC) kesishmani qavslarsiz yozishga
imkon beradi va istalgan sondagi to‘plamlar kesishmasini
topishda qulaylik  tug'diradi. Bu  xossani Eyler-Venn
diagrammalarida quyidagicha tasvirlaymiz (1.5-rasm):

1.5-a) rasmda tenglikning chap qismi; 1.5-b) rasmda
tenglikning o'ng qismi tasvirlangan, ikki marta shtrixlangan
sohalar ikkala rasmda ham bir xil boigani uchun (ANB)MNC va
AO(BTIC) to'plamlar teng degan xulosaga kelamiz.

1.5-rasm

4°, AO0=0.

5°. ANA=A.

Yuqoridagi xossalar to'plamlar soni ikkitadan ortiqg boigan hoi
uchun ham to'g'ri.

To‘plamlar birlashmasi (yigindisi)

3-Ta’rif. Berilgan A va B to'plamlarning birlashmasi
(yigindisi) deb shu A va B to'plamlarning hech bolmaganda
biriga tegishli boigan elementiardan tuzilgan C to'plamga
aytamiz. Birlashma C=AUB ko‘rinishda belgilanadi.

To'plamlar birlashmasi belgiiar yordamida AUB={Xx|xEA yoki
xEB} ko'rinishda  yoziladi. To'plamlar birlashmasida
tolplamlardan har ikkalasining umumiy elementlari bir marta
olinadi.
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Masalan: A={a; b; c¢; d;}, B={a; b; s; d; e; f} to‘plamlaming
birlashmasi: AUB={a,b,s.d,e,f}ga, A={3,4,5,6} va B={6,7,8,9,10}
to”plamlar uchun AUB={3,4,5,6,7,8,9,10} gateng.

To‘plamlaming birlashmasi geometrik nuqtai nazardan figura-
laming barcha nuqtalaridan tashkii topgan to'plamni bildiradi.
Eylcr-Venn diagrammalarida A va B to‘plamlarning birlashmasi
quyidagicha tasvirlanadi.

I 4U/S U. A<Jli

L. JivB IV. A’MB

1,6-rasm

To'plamlar birlashmasining xossalari:

1°. BczA=>AuB = A.

2°. AUB=BUA (kommutativlik xossasi).

3°. AU(BLiA)=(AUB)UC=AUBuC(assotsiativlik xossasi).

4°. AUO=A.

5°. AUA=A.

6°. AN(BuC)=(ANB)M(AMNC) (kesishmaning birlashmaga
nisbatan distributivlik xossasi).

Isbot: x6AM(BuC) bo‘lsin, bundan xGA va XEBuC ekani
kelib chigadi. Bundan XEA va xEB yoki xEA va xEC, bu esa
x6(AMB)un (AMC) ekanligini bildiradi va shunday ekanligini
isbot giiadi:  AN(BuUC)E(ANB)M(AMC). Aksincha, agar
XxE(AMB)n(AMC), u holda x6 AMB yoki xEATIC. Bu holda x6A,
lekin xuddi shunday xEBuC, xEAfI(BuC) ekanligini bildiradi,
AD(BUC)c (AMB)u(AMC) isbotlaydi. Bundan kelib chigadiki
AN(BuC)=(ANB)u(AMC).

Kesishmaning birlashmaga nisbatan distributivlik xossasining
to’g4iligini Eyler-Venn diagrammasida ham ko ‘rsatish mumkin

13



1.7-a rasmda tenglikning chap gismi BUC birlashma vertical
va AO(BUC) gorizontal shtrixlangan.

1.7-b rasmda AMNB va ATC kesishma gorizontal shtrixlangan.
(AM(ANB)n(ATMC)) esa vertika! shtrixlangan. Rasmlardagi ikki
marta shtrixlangan sohalar bir xil bolganligidan
AMN(BuC)=(ANB)u(AMNC) tenglikning to‘g‘riligi ko‘rinadi.

7°. An(BMNC)=(AuB)IM(AuC) (birlashmaning kesishmaga
nisbatan distributivlik xossasi).

Bu xossa ham yuqgoridagi kabi isbotlanadi.

To‘plaTtlar ayirmasi.

3-Ta’rif. A va B to‘plamlarning ayirmasi deb shunday
to‘plamga aytiladiki, u A to'plamning B ga tegishli boimagan
barcha elementjaridan tuziladi va quyidagicha belgilanadi: C=A\B

Demak, A va B to'plamlarning ayirmasi A to'plamning B to‘p-
iamga kirmagan barcha elementiardan tashkil topgan to'plam
ekan, uni bunday yozamiz: A\B={x|x£EA va x6B}

Misollar:

I n={1,234} va B={3,4,5,6.7,8} uchun R*"AVB"j 1,2}

2. 5={1,2,3,4,5} va B={6,7,8} uchun R=A\B={ 1,2,3,4,5}

3. A={U2,3}va B={1.2,3,4,5} uchun R=A\B= 0

To'plamlarning  ayirmasi Eyler-Venn  diagrammalarida
quyidagi 1-8 chizmada ko'rsatilgan shtrixlangan schani bildiradi.
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d ?)
1.8-rasm

Universal to‘plamgacha to‘ldiruvchi to‘plam va uning
xossalari.

4-Ta’rif. A to’plam va uning B qism to‘plami berilgan
bolsin. A dagi B ga tegishli bo'Imagan barcha elementlardan
tuzilgan to‘plain B to‘plamni A to‘plamgacha toldiruvchisi deb
ataladi va B yoki B'A ko‘rinishda belgilanadi. Bunda, B va B'A
ning birlashmasi A to‘plamga teng bo‘ladi (1.9-rasm).

1.9-rasm

Masalan, A={1,2,3,456,7,8,9} va B={2,5,6,9} bo‘lsa,
BA—{1,3,4,7,8} boiadi.

Agar A to‘plam biror boshga to‘plamning qgismi deb
garalmasa, u holda A to‘plamning toldiruvchisi 0 bo‘sh to‘plam
boiib, 0 ning toldiruvchisi esa A boiadi, ya'ni: A-0 va 0 —A.

To‘plamlar ayirmasining xossalari:

1°. ATIB= 0=>A\B=A

2°. BczA=>A\B= BAf.
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3°. A=B=>A\B=0

4°. A\(BuC)=(A\B)M(A\C)=A\B\C

5°. A\(BIMC)=(A\B)n(A\C)

6°. (AUB)-A'TIB".

7°. (ANB)-A'UB".

6- va 7-xossalar De-Morgan gonunlari deyiiadi.

4- va 5-xossalarning o‘rinli ekanligiga Eyler-Venn diagramma-
larida tasvirlash orgali ishonch hosi! gilish mumkin.

7-xossani quyidagicha isbotlaymiz. xG(AHB)' bo'lsin. Bundan
XxEAMB ekani kelib chigadi. Kesishma ta’rifiga ko'ra XEA yoki
x£B degan xulosaga kelamiz, bundan esa xGA' yoki xGB' ekani
kelib chigadi. xGA' yoki xGB' boisa, birlashma ta’rifiga ko‘ra
XGA'UB' bo‘ladi. Ikkinchi tomondan xGA'UB' bo'lsin. U holda
birlashma ta’rifiga ko‘ra xGA'yoki xGB' ekani kelib chigadi, xGA'
ekanidan xEA va xGB’ ekanidan x£B degan xulosaga kelamiz,
XEA va XxEB bo‘lsa, XxEATB bo‘ladi, bu esa xG(AnB)' ekanligini
ko‘rsatadi. Demak, (AMNB)' vaA'UB' to‘plamlar bir xil
elementlardan tashkii topgan va shuning uchun ham teng ekan.

6-xo0ssa ham xuddi shunday isbotlanadi.

Isbot. xG(AUB)' bo‘lsin. U holda x AuB ga kirmaydi, ya'ni x
A da ham, B da ham emas, demak: xG A'fIB'. Bu (AUB)'cATIB'
ekanligini isbotlaydi. Boshga tomondan olganda, agar xG A'TIB'
bo‘lsa, bunda x A ga tegishli emas va x B ga ham tegishli emas,
shunday ekan x AUB ga kirmaydi. Lekin bu xG(AUB)" ligini
ko‘rsatadi, bu A'TIB' Q (AuB)' ekanligini isbotlaydi. Bundan
ko‘rinib turibdiki, (AUB)' =A'T1B" ekan.

5-Ta’rif. A va B to‘plamlarning simmetrik ayirmasi deb
shunday to‘plamga aytiladiki, u A\B yoki B\A ayirmalarga
tegishli  bo‘lgan hamma elementlaridangina tuziladi va
quyidagicha belgiianadi: C=AAB.
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To‘plamlarning simmetrik ayirmasi !.10-rasmda ko'rsatilgan
shtrixlangan sohani bildiradi.

1.10-rasm
1.3. IVplamlarning dckart ko‘paytmasi.

6-Ta’rif. A va B to'plamlarning dekart ko‘paytmasi deb,
l-elementi A to'plamdan, 2-elementi B to'plamdan olingan (a;b)
ko‘rinishdagi barcha tartiblangan juftliklar to‘plamiga aytiladi.
Dekart ko'paytma A*B ko'rinishda belgilanadi: AxB={(a;b)la6A
va b£B}. Masalan: A={2; 3; 4: 5}, B={a; b; c} boisa, AxB={(2;
a), (2; b),(2; c),(3; a),(3; b).(3; c),(4; a),(4; b),(4; c),(5; a), (5
b),(5; ¢)} boiadi.

Agar biz Dekart ko'paytma elementi (x,y) dagi x ni biror
nuqtaning absissasi, y ni esa ordinatasi desak, u holda bu dekart
ko'paytma tekislikdagi nugtalar to'plamini ifodalaydi.

Sonli to‘plamlar dekart ko'paytmasini koordinata tekisligida
tasvirlash qulay. Masalan, A={2;3;4}, B={4;5} boisin, u holda

yi
4-- *oox 0y

v

1.11 -rasm
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AxB={(2; 4), (2; 5), (3; 4). (3; 5); (4; 4), (4; 5} boMadi (1.11-
rasrn).

Koordinata tekisligida shunday koordinatali nugtalarni
tasvirlaymizki, bunda A to‘plam Ox o‘gida va B to‘plam Oy
o‘gida olinadi.

A={-2;2}; B=R A=[-2;4]; B=R

1.12-rasm

Dekart ko'paytmaning xossalari:

1°. AXBABXA.

2°.A x(BUC)=(AxB)U(AXC).

3°. Ax(BMNC)=(AxB)MN(A*C).

Ikkitadan ortig to‘plamlarning dekart ko‘paytmasini ham
garash mumkin. Umumiy holda A[ A2  Anto‘p'amlar berilgan
bolsin. Ularning dekart ko‘paytmasi AixA2x...,.xAn={(ai a2; ....
anj alfALla2GA2 .., an6An dan iborat bo‘ladi. (aj; a2; ..., an)
tartiblangan n lik deyiladi. (Masalan, uchlik, to‘rtlik va h.k.).
Bunday tartiblangan n lik n o‘rinli kortej deb ham ataladi. Yana n
o'rinli kortejlar fagat bitta to‘plam elementlaridan tuzilgan
bolishi ham mumkin, bu holda u to'plamni o0‘z-0‘ziga n marta
dekart ko‘paytmasi elementidan iborat boiadi.

Yugorida aytilganlardan xulosa qilsak, Dekart koordinata
tekisligini  haqigiy sonlar to‘plami R ni o‘ziga-o‘zining dekart



Ko'paytmasi R2=RxR, koordinata fazosini R3-"RxRxR deb garash
mumkinligi kelib chigadi. Masalan,

1 {1,3}x{a,c}={(l, a), (l,c), (3,a), (3,0)}.

2. N x N={(m, n):m,neN}

Mashqglar

1 n musbat tub son va S={1,2,....n} bo'lsin. T'cSxS qism
to'piamini T={(a,b) GSxS| |a-b|=1} orqgali aniglang.|T| ni n ning
funksiyasi sifatida hisoblang.

2. n musbat tub son va S yuqoridagi masala kabi bo'lsin.
ZQSxSxS qism to'piamini Z={(a,b,c) G SxSxS| a,b,c hammasi
fargli} orgali aniqlang. |Z| ni n ning funksiyasi sifatida
hisoblang.

3. X va Y to'plamlar va C, Y bo Isin.

Xx (CUD)=(XxC)U(XxD) bo‘lishini isbotlang.

4. X vaY to'plamlar, A B<=X va C,DQY bo'lsin.

(AUB)x(CUD)=(AxC)U(BxD) bo'lishi har doim ham to'g'ri

bo'ladimi?

5. TvaT' 4.1.2-bo‘limidagi 7-mashqda aniglangan to'plamlar
bo'lsin. Quyidagi izohlarning gaysi biri to'g'ri:

TG SxS , TcSxS, TG2S TQ2s

T'G SxS, T'cSxS, T'G2S, T'C2S

Nazorat uchun savoliar

1 To'plamlarning kesishmasi, birlashmasiga ta’rif bering.

2. To'plamlarning kesishmasi. birlashmasiga  misollar
keltiring.

3. Misollarni Eyler-Venn diagrammasida tasvirlang.
To'plamlar ayirmasining ta’rifmi bering.
To'ldiruvchi to'plam ta'rifini bering.
To'ldiruvchi to'plam xossalarini ayting va asoslang.
To'plamlarning dekart ko'paytmasiga ta’rif bering.
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8. To‘plamlarning dekart ko ‘paytmasiga misollar keitiring.
9. Barcha amallarning xossalarini avting va asoslang.

Mashqlar:

1 M={36;29; 15;68;27}, P={4;15;27;47;36;90>, Q={90;4;47}
to‘plamlar berilgan. MNP, MfIQ, PfIQ, MHPHQ larni toping.

2. A —18 ning barcha natural bo'luvchilari to‘plami, B-24
ning hamma natural bo‘luvchilari to‘plami. AMNB to‘plam
elementlarini ko ‘rsating.

3. P - ikki xonali natural sonlar to'piami, S-barcha toq natural
sonlar to'piami boisa, K=PfIS to'plamga qaysi sonlar kiradi? a)
21eK; b) 32e K; d) 7g K; e) 17£ K deyish tog'rimi?

4. ilMatematika” va “grammatika” so‘zlaridagi harflar
to'plamini tuzing. Bu totplamlar kesishmasini toping.

5. [1; 5] va [3; 7] kesmalarning kesishmasini toping.

6.A={2; 5; 7; 9}, B-{2; 4; 7} bo‘lsin, u holda AUB =7?

7. P-{a, b. ¢ d, e f} va E={a, g, z, e, k} to'plamlar
birlashmasini toping.

A={n/neN, n<5} va B-{n/neN, n>7}  to‘plamlar
birlashmasini toping.

a) 4GAUB ;

b) -3GAUB ;

d) 6GAUB deyish to‘g'rimi?

8. Agar a) A={x/x=8k, kGZ}, B={x/x=8/-4, IEZ ¥,

b)  A={x/x=6k-1, kGZ}, B={x/x=6/+4, IGZ}bo‘lsa, AuBni

toping.

9. A={2;4;6;8;...;40}, B={1,;3;5;7;...;37}, O{{a;b} {c;d},
{e:;f}, g,h} iolplamlarmng harbiridagi elementlar sonini aniglang.
AUB da nechta element mavjud?

10. A={2; 3; 4; 5; 7; 10}, B={3; 5; 7; 9}, C={4; 9; 11} bo‘lsin.
Ushbu to‘plamlarda nechtadan element mavjud?
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1.4. Tc/plamiarni o‘zaro kesishmaydigan to‘plam ostilariga
(sinflarga) ajratish tushunchasi

Todplamlarni sinflarga ajratish.

I-Ta’rif: A to‘plam quyidagi 2 shart bajariisa, Aj, A2 An,
... sinflarga ajratilgan deyiladi.

1) Aj, A2 An, e gism to'plamlar jutti-jufti biian o'zaro
kcsishmasa, ya’ni A|[IMApO bu yerda i,j = 1,2,...,n,... va i ®y,

2) A], A2, .., Anqism to‘plamlarning birlashmasi A to‘plam
bilan mos tushsa.

To‘plamlami sinflarga ajratish masalasi  klassifikatsiya
deyiladi. Klassifikatsiya - bu to‘plam ichida obyektlaming
o‘xshashligi va uiarning boshqga sinflardagi ob)'ektlardan farq
gilishi asosida sinflar bo'yicha obyektlarni ajratish amalidir.

Agar yuqoridagi shartlardan hech boimaganda. bittasi bajaril-
masa, klassifikatsiya noto‘g‘ri hisoblanadi.

Masalan. uchburchaklarning A to'plamini uchta sinfga ajratish
mumkin: o‘tkir burchakli, to‘g'ri burchakli, o'tmas burchakli
uchburchaklar. Hagigatan ham, ajratilgan to‘plam ostilari jufti-
jufti bilan kesishmaydi. Boshgacha aytganda, birinchidan, o'tkir
burchakli uchburchaklar ichida c‘tmas va to‘g‘ri burchakli
uchburchaklar yo‘q, to'g'ri burchakli uchburchaklar ichida o ‘tkir
va o'tmas burchakli uchburchaklar yolg, shuningdek o04mas
burchakli uchburchaklar ichida o°‘tkir va to‘g‘ri burchakli
uchburchaklar yo‘qg.

Ikkinchidan, o'tkir, to‘g‘ri va olmas burchakli uchburchaklar
birlashmasi uchburchaklar to‘plami A to"plam bilan mos tushadi.

To'plamlarni sinflarga ajratishda sinflar soni chekli yoki
cheksiz bo‘lishi mumkin.

Natural sonlar to'plamini bir necha usul bilan sinflarga ajratish
mumkin.
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1 Toq vajuft sonlar sinfi;

2. Tub va murakkab sonlar sinf!;

3. Bir xonali. ikki xonali, uch xonali,..., xonali sonlar sinfi:

Bunda 1- va 2- hoida sinflar soni chekli; 3- holda sinflar soni
cheksiz.

Shuning bilan birga berilgan to'piamning har ganday qism
to'plamlari sistemasi ham to'plamni sinflarga ajraiishni ifoda-
lamasligini gqayd qgilish kerak.

Agar J1 uchburchakiar to'plamida teng yonli, teng tomonii,
turli tomonli uchburchakiar to'plam ostilarini olsak, u holda u A
to'plamni sinflarga ajrata olmaydi, chunki birinchi shart bajaril-
maydi, teng yonli va teng tomonli uchburchakiar to‘plam ostilari
kesishadi, ya'ni hamma teng tomonli uchburchakiar teng yonli
uchburchaklardir.

To‘plamlarni bitta, ikkita va uchta xossaga ko‘ra sinflarga
ajratish. To'plamlarni gism to‘plam!arga ajratish uchun, gism
to'plam elementlarining xarakteristik xossalarini ko ‘rsatish
kerak. To'plamlarni bitta, ikkita, uchta xossasiga ko‘ra sinflarga
ajratishni garaymiz. Aytaylik, A to‘plam va biror a xossa berilgan
boisin. A to‘plam elementlari a xossaga ega boiishi ham,
boimasligi ham mumkin. Bu holda A to‘plam o°‘zaro
kesishmaydigan ikkita B va C to'plam ostilarga ajraladi.

B to'plam A to'plamning a xossasiga ega boigan elementlari
to'plami, C to'plam A to'plamning a xossasiga ega boimagan
elementlari to'plami BUOA va BIMC”0.

Agar A to'plamning hamma elementlari a xossaga ega boisa,
u holda C=0 bo'ladi, agar A to'plamning hamma elementlari a
xo0ssaga ega boimasa B=0 boiadi.

Agar B va C to‘plamlar bo'sh boimasa, u holda A to‘plamni
Eyler-Venn diagrammasi yordamida quyidagicha tasvirlash
mumkin.



Masalan: A - auditoriyadagi talabalar to‘plami, a -- sinovlarni
topshirganlik xossasi boisa. B - sinovlarni topshirgan, C esa
sinovlarni topshirmagan talabalar to'plarni boiadi.

Endi to'plamni ikkita xossaga ko‘ra sinflarga ajratishni
garaymiz.

A to'plam va a. p xossalar berilgan bolsin. A to‘plam
elementlari a.p xossalarga ega bolishi.. bolmasligi ham mumkin.

a) a Xxossaga ega boigan va p xossaga ega bolmagan
elementlar t,o'plami - | sinf;

b) a xossaga ega bolmagan va p xossaga ega boigan
elementlar to'plami - 2 sinf;

V) a va p xossalarga ega boigan elementiar to‘plami - 3 sinf;

g) a va p xossalarga ega bolmagan elementlar to'plami - 4
sinf.

Bu sinflardan ayrimlari bo4h to‘plam ham bolishi mumkin.
Bu 4 ta sinf Eyler-Venn diagrammasi yordamida quyidagicha
tasvirlanadi.
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Masalan, D - sinfo‘quvchilari to'piami, a - «a4o o'qish», p -

«intizomli bo'lish» xossalari boisin. U holda A - sinfdagi
aiochi;
B - sinfdagi intizomli o'quvchilar to'piami boiadi. Bunda A\B —
sinfdagi a’lochi, lekin intizomsiz o'quvchilar; B\A - intizomli,
lekin a’lochi boimagan o'quvchilar; AP.B - ham aiochi, ham
intizomli  o'quvchilar; D\(AuB) - a’lochi boimagan va
intizomsiz o'quvchilar to'piami bo'ladi.

To plamni 3 ta xossaga ko'ra sinflarga ajratishni garaymiz.

A to'piam va a, p, y xossalar berilgan boTsin. A to'plam
elementlari a, (3 y xossaiarga ega boiishi ham bo'Imasligi ham
mumkin. Bu uchta xossa A to'plamni sakkizta sinfga ajratishi
mumkin.

a) a xossaga ega boigan va p.y xossaiarga ega boimagan ele-
mentlar to'piami - 1sinf;

b) a va p xossaiarga ega boigan va y xossaga ega boimagan
elementlar to'piami - 2 sinf;

V) p xossaga ega boigan va a,y xossaiarga ega boimagan ele-
mentlar to'piami - 3 sinf;

g) p,y xossaiarga ega boigan va a xossaga ega boimagan
to'piami - 4 sinf;

d) y xossaga ega boigan va a,p xossaiarga ega boimagan ele-
mentlar to'piami —5 sinf:

e) a,y xossaiarga ega boigan va p xossaga ega boimagan to'p-
lam - 6 sinf;

j) a,p vay xossaiarga ega boigan to'plam - 7 sinf;

Z) a,p va y xossaiarga ega boimagan to'plam - 8 sinf.

Sinflardan ayrimlari bo'sh to'plam ham boiishi mumkin. Bu 8
ta sinf 1.15-rasmda tasvirlangan
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I.15-rasm

Nazorat uchun savollar
1 Tolplamlarni sinflarga ajratishni ta’riflang.
2. To'piamlarni sinflarga ajratishga misollar keltiring.
3. To‘pltamlami bitta, ikkita, uchta xossaga kolra sinflarga
ajrating.

Mashqglar:

1 P={1;2;3;4;5;6;7;8;9} to'plamni qganday sinflarga ajratil-
ganini tushintiring:

a) A={ 13,5}, B-{2.4,6,8,}, 0(7,9}

b) A={5}, B={3,4,8,9}, C={1,6);

v) A=(l,3,5), B={2,4,6,8}, C=(5,7,9);

g) A=(1,3}, B={4,6,8}, C={5,6,9}.

2. A={3.4,5,6,7,8,9}, B - to‘plam uning gism tokplami bo‘lib,
3 ga karrali soniar to‘plami;

C - to‘plam uning qism to‘plami bo‘lib, 3 - ga boiganda 1
goldiq qoladigan sonlar to‘plami; D - to‘plamuning gism to‘plami
boiib, 3ga boiganda 2 goldiq goladigan sonlar to‘plami; A to‘p-
lamni o’zaro kesishmaydigan B, C va D sniflarga ajratish mum-
kinmi?

3. Sinflarga ajratishning barcha xossalari bajarilganmi?

a) Burchaklar to'plamini to‘g‘ri burchak, o‘tkir burchak,
o0 ‘tmas burchak dep sniflarga ajratish mumkinmi?

25



b) O'zbek tilidagi tovushlar to'plami - unii va undosh:

¢) maktab o'quvchilarini - intizomli, aiochi o'quvchilarga,

d) koordinata to'g'ri chizig'ida sonlarni ikki to‘plamga
ajratsak: [-00; 2] va [2+00];

4. Haqgiqiy sonlar to'piamini ikki sinfga ajraidik, deyish
to‘g‘rimi?

Hagiqiy sonlar to'piamini 3 sinfga ajrattish mumkinmi?
4 sinfga ajratish mumkinmi?

Javobingizni chizmalarda ko'rsating.

5. Qaysi hollarda sinflarga ajratish to'g'ri bajarilgan:

a) uchburchakiar to'g'ri burchakli, oimas burchakli, teng
yonli boiadi;

b) burchaklar to'g'ri, oikir va yoyiq burchak etib sinflarga
ajratiladi;

¢) butun sonlar to'plami natural sonlar, 0 soni va manfiy
sonlar sinfiga;

0) 0'zbek tilida zamonlar o'tgan zamon, kelasi zamoti, hozirgi

zamonga boiinadi;

6. T - uchburchakiar to'plamidan ikki gism to'plamni ajratib:

X - to'g'ri burchakli uchburchakiar to'plami va Y - teng yonli
uchburchakiar to'plami. Berilgan to'plamlar uchun Eyler
diagrammalarini tuzing; T to'plam nechta o'zaro kesishmaydigan
doirachalarga bo'lindi. Nechta xossaga ko'ra uchburchakiar
sinflarga ajratilgan?

7. To'rtburchaklar to'piamini sinflarga ajrating:

a) qandaydir bir hossaga ko'ra;

b) ikki hossasiga ko'ra. Bu hossalarini ko'rsating, har bir
xolatga ko'ra Eyler doirachalarini tasvirlang, o'zaro kesishmay-
digan sinflar sonini toping.

8. O'zbek alifbosidagi harflar to'piamini sinflarga ajrating.
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1.5. Moslik va munosabatlar. Ikki to‘plam
elementlari orasidagi moslik. Moslik turlari

Moslik so'zi kundalik hayotda ko'p ishlatiladi. «Ob-havoga
mos kiyim», «Bolaning yoshiga mos o'yinchog», «Dasturga mos
darsiik», «Mahsulotning naviga mos baho» va hokazo. Keltirilgan
misollardan ko'rinadiki, moslik ko‘pincha ikki turli obyektlar
to‘plamlari orasida o‘matiladi. Masalan, «Bolaning yoshiga mos
o'yinchog» deganda, bola rivojlanishining turli davrlari bilan
barcha bolalar uchun chigarilgan o'yinchoglar to'piami orasidagi
moslik ko'zda tutiladi. Yoki talabalar bilan ulaming imtihonda
olishi mumkin bo'lgan ballari to'piami orasida moslik berilgan
bo'lsa, imtihondan so'ng har bir talaba o'z bilim darajasiga mos
bailga ega bo'ladi.

Matematikada ikki to'plam orasidagi moslik «binar moslik»
deb ataladi. «Binar» so'zi lotincha bis - «ikki marta» so'zidan
olingan. Binar moslik elementlari berilgan to'plamlarning bir-
biriga mos kelgan elementlari juftligidan iborat bo'ladi. Juftlik o'z
navbatida ikki to'plam orasidagi dekart ko'paytma elementi
ekanini ham hisobga olsak, moslikka quyidagicha ta’rif berish
mumkin.

I-ta’rif. XxY dekart ko'paytmaning istalgan Gf gism to'piami
X va Y to'plamlar orasidagi binar moslik deyiiadi.

Moslik lotin alifbosining f,d,t,s kabi harflari bilari belgiianadi

va quyidagicha yoziladi: f: A—»B yoki A -f> B.

Bizga ma’lum bo'lgan funksiyalaming hammasi moslik
tushunchasiga misol bo'la oladi.

X to'plam  moslikning birinchi  to'piami deyiiadi. X
to'piamning moslikda ishtirok etuvchi elementlari to'piami
moslikning aniglanish sohasi deyiiadi.



Y to'plam  moslikning ikkinchi to‘plami deyiladi.
to‘plamning  moslikda  gatnashgan elementlari  to‘plami
moslikning qiymatiar to‘plami deyiladi.

GfczXxY to‘plam moslikning grafigi deyiladi.Gf grafik biror R
moslikdagi barcha (x,y) juftliklar to*plami, bu yerda xeX, ye Y
va xRy.

Ikki to'plam orasidagi moslikni nuqtalar va yo'nalishli
kesmalar (strelkalar) yordamida tasvirlovchi rasmlar moslikning
grafi deyiladi.

Chekli to‘plamlar orasidagi moslik graflar yordamida
ko‘rgazmali tasvirlanadi.

Misollar: 1. X={3.5,7,9}va Y={4,6}toiplamlar orasidagi «kat-
ta» mosligining grafigini yasaymiz. Buning uchun berilgan to'p-
lamlar eiementlarini nuqgtalar bilan belgilaymiz va X to‘plam ele-
mentlarini tasvirlovchi nugtalardan Y to'plam eiementlarini
tasvirlovchi nuqtalarga strelkalar o ‘tkazamiz.

Natijada biz X va Y to'plamlar elementlari orasidagi «katta»
mosligiga ega bo'iamiz .

2. X={a,b,c,d,e}, Y={m,n,p,q}

Cf~{(a;n), (b;p), (c;n), (c;q), (d;p)} grafini chizaylik:
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1.17-rasm

Bunda aniglanish sohasi {a,b,c,d}, giymatlar to‘plami {n,p,q}.

Sonli X wva Y to'plamlar elementlari orasidagi moslik
koordinata tekisligidagi grafik yordamida tasvirlanadi.

Buning uchun R moslikda boigan barcha sonlar jufti
koordinata tekisligida nugtaiar bilan tasvirlanadi. Buning
natijasida hosil boigan figura R moslikning grafigi boiadi.
Yuqoridagi misolni grafigini chizamiz.

1.18-rasm

Moslikni bunday tasvirlash ularni berilgan moslikda cheksiz
ko’p sonlar jufti boiganda ko‘rgazmali tasvirlash imkonini
beradi.

Masalasi: X—R va Y={4,6} to‘plamlar orasidagi «katta»
mosligini garaylik va grafigini yasaylik: Moslikni [AB) va [CD)
nurlar ifodalaydi.
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1.19-rasm

Bir gancha misollar keitirsak:

e f.R—R f(x)=x2-x+1, xe R orqali berilgan;

e f:.R—»C f(X)=(x-1)+ix2, xe R orgali berilgan;

e Z+c;Z musbat tub son to'piami bo'lsin va g(rn)=cos
(29/n), nEZ+orqaliq: Z2-->R aniqglansin;

* h:RxR—R f(x,y)=x-y,x,ye R orqgali berilgan;

* y:RXR—R y(x,y)-x2+y2orqali berilgan;

e q:Z—>2q(n)-12n2+n),nE R orqali berilgan;

e fi:Z+->{—1,0/1} quyidagi orqali berilgan;

agar nfarqgli bosh sonlarning juft soni natijasi bo'lsa
agar nfarqli bosh sonlarning toq soni natijasi bo'lsa
0 agar nfargli bosh sonnig natijasi bo'Imasa

Shu sa.babli, misol uchun ~(I"O. Shuningdek, u(6)=1, ikkita
fargli bosh sonning natijasi 6=2-3 kabidir. Shunga o°‘xshash,
ii-(6)= u(30)=-1 va u(18)=0

* h:RXR—C h(x,y)=x=iy, x,yER orqali berilgan;

«a:{1,2,3,4,5,6}—1,2,3,4,56}quyidagi orgali tasvirlangan

Agar f: A—B moslik bo‘lsa, biz A ni f ning sohasi, B ni esa f
ning teskari sohasi deb ataymiz. f ning ranggi esa (f(a)|aE4/£B
gism to‘plamdir.



Moslik turlari.

2-ta’rif. Agar ikkita X va Y to‘plamlar orasidagi mosliklaming
Gf grafigi X Y dekart ko‘paytmasi bilan ustma-ust tushsa, bu
moslik tola moslik deyiladi.

3-ta’rif. Agar moslik grafigi Gf bo‘sh boisa (Gf=0) moslik
bo‘sh moslik deyiladi.

Ixtiyoriy ikkita X va Y to‘piamlar orasida bo‘sh va tola
mosliklar mavjud bolishi mumkin.

X va Y dekart ko'paytma to‘plam ostilari ustida turli xil
amallarni bajarish rnumkin.

Masalan, X va Y to‘plamlar orasida berilgan xRy va xKy
mosliklar birlashmasi deb, ularning graflklari birlashmasidan
iborat xSy moslikka aytiladiki, xSy moslik fagat va fagat xRy
yoki xKy mavjud boisa boiadi.

Nihoyat, f. A-~*A moslik o'rin almashtirish deyiladi, agar u
biyeksiya boisa. Bundan ko'rinib turibdiki, agar IA”n boisa, A
da n! biyeksiyalar mavjud.

4-ta’rif: Agar f moslikning aniglanish sohasi birinchi to‘plam
bilan ustma-ust tushsa, f moslik hamma yerda aniglangan
deyiladi.

1,20-rasm

5-ta’rif: Agar f-moslikning qgiymatlar tolplami ikkinchi
to‘plam bilan ustma-ust tushsa, f moslik syur ektiv deyiladi.
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1.21-rasm
6-ta’rif: Agar f moslikda birinchi to'plamning har bir
elementiga ikkinchi to'plamning bittadan ortig boimagan
elementi mos kelsa, f moslik funksional deyiladi.

7-ta’rif: Agar f moslikda ikkinchi to'plamning har bir
elementiga birinchi to'plamning 1tadan ortiq bo'Imagan eiementi
mos go'yilgan boisa, f moslik in’ektiv deyiladi.

8-ta’rif: Syufektiv va in’ektiv moslik bir so‘z bilan biektiv
deyiladi.
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1.24-rasm

9-ta’rif: Hamma yerda aniglangan funksional moslik
akslantirish deyiladi.

o/
. €K

1.25-rasm

10-ta’rif: X va Y to‘plamlar orasidagi f moslik biektiv
akslantirish boisa, X va Y to'plamlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik o ‘rnatilgan deyiladi.

Moslik turlariga misollar keltiramiz.

Misol: Aytaylik, X - kivim iladigan garderobdagi paltolar
to'plami, Y esa shu garderobdagi ilgaklar to'plami bo'lsin.

Agar har bir palto ilgakga ilinib turgan bo‘lsa (polda
yotmasdan) u holda X to‘plam Y to'plamga akslantirish bo‘ladi

Agar bu akslantirishda har bir ilgakka bittadan ortiq palto
ilinmagan bo‘lsa (bo'sh ilgaklar ham bo‘lishi mumkin), bu
akslantirish in’ektiv bo‘ladi.



Agar hamma ilgakiar band boisa (bunda ayrim ilgaklarda
bittadan ortig paltolar ilingan ham boiishi mumkin), bu
akslantirish svur’ektiv boiadi.

Agar har bir ilgakda bittadan palto ilingan bo'lsa (o4aro bir
giymatli), bu akslantirish biektiv boiadi.

11-ta?if: X va Y to‘plamlar orasida o°‘zaro bir qiymatli
moslik o”rnatilgan boisa, bu to'plamlar teng quvvatii deyiiadi va
gisgacha X ~ Y ko'rinishda yoziladi.

Masalan: Agar X{a,b,c,d,e}, Y{x,y,z,t,p} bo'lsa, u holda X ~
Y boiadi, chunki, X va Y to‘plamlar orasida o'zaro bir giymatli
moslik o'rnatish mumkin.

12-ta’rif: Barcha natural sonlar to‘p'ami N ga teng quvvatii
tokplamlar sanoqli to‘plam deyiiadi.

1,27-rasm

Masalan: X= {a; b; c; d); Y= {x; vy; z; t}; Gr {(a;x), (b;y),
(c;z), (d;t)} boisa, f moslik X va Y to‘plamlar orasidagi o°‘zaro
bir giymatli moslik boiadi.

Chekli va cheksiz to'plamlar elementlari soni to‘plam quvvati
deb atalgan edi va n(A), n(B), n(N) kabi belgilangan. 0 ‘zaro bir
giymatli moslik o‘rnatish yordamida chekli va cheksiz to‘plamlar
quvvatini taggoslash mumkin.

Agar istalgan cheksiz to’plamning har bir elementiga biror
goida yordamida bittadan natural sonni mos Kkeltira olsak, bu
to'plam elementlari natural sonlar yordamida nomerlab chigilgan
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boiadi va bunday tcTplam sanoqli to”piam hisoblanadi. Natural
sonlar to'plamining istalgan cheksiz gism to‘plami sanoqlidir.
Masalan, barcha juft sonlarni quyidagicha nomerlab chigarniz:

2 4 6 ..27 .. Xatto barcha butun sonlar to'plami ham
mill i sanoqli ekanini ko'rsatish mumkin.
* z N *on (1n  f(x,y)=x~y ni hosii qilish orqgali

f:R2—>R funksivasini aniglang. (xj yi) R (x2y2) <> f (xi,yO = f
(x2v2) ni asos qilish orgali R~ dagi ekvivalentlik munosabatini
aniglang. E’tibor beringki, bu Xi-yi=x2-y2 deyish bilan bir xil.
Shunday ekan, ekvivalentlik sinflari f moslikning aslidan boshqga
narsa emas. Yuqoridagi ko‘rsatilgan shartlar --- - =1

ko‘rinishida ifodalansa, biz ekvivalentlik sinflarini tasawur giia
olamiz, bu ekvivalentlik sinflari R2 Dekart tekisligidagi turlicha
oghbgan to‘g‘ri chiziglar to'plamidan iborat.

Yakuniy ta’rif quyidagicha boiadi. S to'plam bolsin va R S
dagi ekvivalentlik munosabati bolsin. R dagi S faktor top'lam S
dagi ekvivalentlik sinflari boiadi. Belgilanishi:

S/R={[a]|aeS}.

Biz bu bolirnni nihoyatda muhim faktor to‘plam bilan
xulosalaymiz. nGZ4 bolsin, R esa “=(mod n)” bolsin. Zn odatda
mos keluvchi faktor to‘plam uchun yoziladi. Ya’ni,

Zre{[m]lmezZM[0].[1],[2],....[n-1]}.

1.6. To‘plamdagi munosabat, uning xossalari
To‘plam elementlari orasidagi munosabat. Biz to‘plamlarni
o'rganganda ularni taqqoslab, ular kesishadi yoki teng, yoki biri
ikkinchisining gismi deb to‘plamlar orasidagi munosabatlarni
garadik. Natural sonlar to‘plamini qgaraganda soniar orasidagi
turli-tuman boglanishlarni ko‘ramiz. Masalan, 7 soni 6 sonidan
katta, 12 soni 9 sonidan 3ta ko‘p, 3 soni 2 sonidan keyin keladi va
hokazo.
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Xuddi shunga o'xshash, geometriyada figuralarning tengligi va
o'xshashligi, to'g'ri chiziglarning parallelligi va perpendiku-
lyarligi kahi munosabatlar qaraladi.

Bulardan ko'rinadiki, matematikada asosan, ikki obyekt
orasidagi munosabat garaladi, bunga binar munosabatlar deyiladi.
Yugorida ko'rib o'tilgan munosabatlar orasida umumiylik bormi,
yo‘gmi degan masalani qarasak, u yoki bu munosabatlarni
garashda biz berilgan to'plamlar sonlaridan tashkil topgan
tartiblangan juftliklar bilan amallar bajarishni ko'ramiz.

Masalan: X={4;5;6} to'plamda 1 ta ko'p munosabatini
garasak, «5 soni 4 sonidan | ta ko'p», «6 soni 5 sonidan | ta
ko'p». Shu to'plamda katta munosabatni oarasak «5>4», «6>4»,
«6>5». Shunga o'xshash kichik munosabatini garasak «4 soni 5
sonidan 1lta kam», «5 soni 6 sonidan 1lta kam».

Keltirilgan misoldagi «1 ta ko'p» munosabat uchun {(5:4),
(6;5)} to'plam, «katta» munosabati uchun {(5;4), (6;4), (6;5)}
to'plam. «kichik» munosabati uchun {(4;5), (5:6)} to'plamlarga
ega bo'lamiz. Bu to'plamlar esa elementlari X={4;5;6} to'plam
elementlaridan hosil qilingan sonlar juftliklari to'plami bilan
aniglanadi. Boshgacha aytganda, bu to'plamlar X={4;5;6}
to'plam Dekart ko'paytmasining elementlaridan tashkil topgan
gism to'plamlardir. ya’ni

XxX ={(4;4), (4,5), (4:6), (5:4), (5:5), (5:6), (6;4), (6;5), (6:6)}:

Bundan ko'rinadiki, ko'rib o'tilgan munosabtlar XxX Dekart
ko'paytmaning gism to'plami bilan aniqlanar ekan.

15-ta’rif, Xx X to'plamning istalgan G gism to'plamiga binar
munosabat deyiladi. Binar munosabatlar lotin alfavitining bosh
harflari P, K, R, S... bilan belgilanadi.

Boshgacha aytganda, X to'plam elementlari orasidagi muno-
sabat deb R = (XxX,Gr) juftlikka aytiladi, bu yerda GreXxX.
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Agar X to'plamda berilgan R munosabatda aEX elementga
bEX element mos kelsa, «aelement b element bilan R
munosabatda» deyiiadi va aRb deb yoziladi, bu yerda (a; b)EGR

Xususiy holda teng to‘plamlar orasidagi moslik X to'plam ele-
mentlari orasidagi binar munosabat deyiiadi. X odamlar to‘plami
boisa, unda «do'st boimoq», «bitta shaharda yashamoq», «qarin-
dosh boimoqg» kabi munosabatlar boiadi. Sonlar orasida «teng»,
«katta», «kichik», «karrali», «katta emas», «boiuvchisi» va h. k.
munosabatlar, geometrik shakllar to‘plamida «tengdoshlik»,
«parallellik», «perpendikularlik» va boshga munosabatlar hagida
gapirish mumkin.

Matematikada binar munosabatlar a=b, a<b, a>b. a”b, ajb,
alb kabi beigilar orqgali berilgan.

Z butun sonlar to'piamida aRb<=>m|(a-b) munosabatni garaylik.
Maiumki, a va b butun sonlarini m natural soniga boiishda bir
xil r (O<r<m) qoldiq hosil boisa, a va b sonlari m modu! bo‘yicha
tagqoslanadigan (teng gqoldiqli) soniar deyiiadi va a=b (mod m)
koiinishda belgiianadi. a soni b soniga m modul bo‘yicha
tagqoslanishini ifodalovchi a=b (mod m) bogianish tagqoslama
deb ohgiladi.

Masalan: 27=5-5+2, 12~5-2+2 boigani uchun 27=12 (mod 5).

Yoki, agar m=7 boisa, 1°=15 (mod 7) boiadi.

Shu narsa maiumki, a=b (mod m) tagqoslama a - b ayirma m
ga qoldigsiz boiingandagina okrinli boiadi.

E ’tibor  beringki, m=7 boisa, 7 modul bo'yicha
tagqoslanadigan butun sonlarmnig umumiy ko‘rinishi  1+7k
shaklda boiadi, bu yerda k=0,+1, £2,...

To‘plamdagi munosabatning grail va grafigi.
Munosabatlarni graflar yordamida ko”rgazmali tasvirlash mum-
kin. Masalan: X={3;6;9;18}to'plam elementlari uchun «karrali»
munosabatini ko‘ramiz va uning grafini chizamiz (1.28-rasm). 18
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soni 3 ga karrali, 18 soni 6 ga karrali, 18 soni 9 ga karrali va ho-
kazo. X to'plamdagi ixtiyoriy son olz-o‘ziga karrali boigani
uchun oxiri ustma-ust tushadigan strelkalar mavjud. Bunday

strelkalar halgalar deyiladi.
4

1.28-rasm

iMunosabat grafi chekli to'plamlar uchun quyidagicha
chiziladi: to'plam elementlari nuqgtalar bilan belgilanadi, mos
elementlar strelkalar bilan tutashtiri ladi. Masalan,
X={3;4;5;6;7;8;9} to'plam elementlari  orasida P:«x>y»
munosabat berilgan. U quyidagi juftliklar to'plami orgali ifoda
gilinadi:

G~{(4; 3), (5, 3), (5; 4), (6;3), (6;4), (6;5), (7;3), (7; 4), (7;
5), (7; 6), (8;3), (8;4), (8;5), (8;6), (8;7), (9 3), (9; 4). (9 5),
(9; 6). (9 N}

Lining grafi 1,28-rasmdagi ko‘rinishda boiadi.

Yoki Y={2; 4; 5; 6; 8}to‘plamda Q: «x soni y soniga karrali»

1.29-rasm
(«x-y») munosabati berilgan boisin. Munosabat grafida

birinchisi ikkinchisiga karrali soniar juftligidan iborat boiadi.
G={(2; 2). (4 2), (4 4), (5 5), (6;2), (6;6). (8,2),(8;4), (8; 8)}

38



munosabat grafida (2; 2) juftlikni ko'rsatuvchi strelkaning boshi
ham, oxiri ham bitta nuqtada bo’ladi, bunday strelkani «halga»
deb ataymiz. Munosabat grafi 1.29-rasmdagi kabi chiziladi.

Munosabat xossalari.

16-ta’rif. Agar X to‘plamning har bir elementi o‘z-o0‘zi bilan R
munosabatda boisa (ya'ni, xRx bajarilsa), u holda R munosabat
X to'plamda refleksiv deyiiadi.

Masalan, «x = y», «a||b», «x!y» munosabatlar refleksivdir.

Refleksiv munosabat grafida har bir element atrofida halga
boiadi (2.5-banddagi 2-misol).

17-ta’rif. Agar X to ‘plamning birorta ham elementi uchun
XRx bajarilmasa, u holda R munosabat X to ‘plamda antirefleksiv
deyiiadi.

Masalan, «a<b», «a>b», «alb» munosabatlar antirefleksivdir.

Antirefleksiv munosabat grafida birorta ham halga boimaydi
(2.5-banddagi 1-misol).

18-ta’rif, Agar X to'plamda R munosabat berilgan boiib, xRy
va YRx bir vaqtda bajarilsa, R simmetrik munosabat deyiiadi.

Masalan, «a|lb», «alLb», «a-b» munosabatlari simmetrikdir.
Simmetrik munosabat grafida har bir strelkaga parallel gaytuvchi
strelka boiadi.

19-ta’rif. Agar X to‘plamda berilgan R munosabatda xRy va
yRx shartlardan fagat bittasi o‘rinli boisa, R munosabat
asiminetrik munosabatdeyiladi.

Masalan, «a>b», «a<b» munosabatlari asimmetrikdir.

Asimrnetrik munosabat graflda birorta ham halga va gaytuvchi
strelkalar boimaydi.

10-ta’Fif. Agar X to‘plamda R munosabat uchun xRy va vRX
shartlar fagat x=y boigan holda bajarilsa, u holda R antisimmet-
rik munosabat deyiiadi.
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Masalan, «a>b», «a<b», «alb», «a soni b sonining boluvchisi»
kabi munosabatlar antisimmetrik munosabat boiadi.
Antisimmetrik munosabat grafida halgalar boiadi, lekin
gaytuvchi strelkalar bolmaydi.

21-ta’rif. Agar X to'plamda berilgan R munosabat uchun xRy
va yRz ekanligidan xRz ekanligi kelib chigsa, u holda R
munosabat tranzitiv deyiladi (1.30-rasm).

C

1.30-rasm
Masalan. «a>b», «a=b», «a||b», «a-b» kabi munosabatlar tran-

zitivdir. Tranzitiv munosabat grafida x dan y ga, y dan z ga
boruvchi strelkalar boisa. albatta x dan z ga boruvchi strelka ham
bolishi kerak.

Munosabatlarning  xossalarini  ajratib  ko‘rsatish  uchun
matematikada yuqorida aytib olilgan munosabatlarni kesmalar
to‘plamida graflar yordamida tasvirlaymiz. a. b, e, s, d kesmalar
berilgan bolsin (1.33- a, b, v, g rasmlar).

v It

1.31-rasm
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L7. Ekvivalentlik munosabati. EkkivaientJik munosabatining
to~plamlarni sinflarga ajratish bilan aloqasi. Tartib
munosabati

Ekvivalentlik munosabati.

22-ta’rif. Har ganday R munosabat refleksiv, simmetrik va
tranzitiv boisa, u holda R ekvivalentlik munosabati deyiladi.

Masalan, «a||b», «a-b» kabi munosabatlar ekvivalentlik muno-
sabati bo*ladi.

1-misol.  Sinf o‘quvchilari orasida «bir oyda tugilgan»
munosabati berilgan bo‘lsin. Bu munosabat refleksiv, chunki har
bir A o‘quvchi o‘zi o‘zi bilan bir oyda tugilgan. Munosabat
simmetrik, chunki A o'quvchi B bilan bir oyda tugilgan boisa, B
ham A bilan bir oyda tugilgan boiadi. Munosabat tranzitiv,
chunki A o‘quvchi B bilan, B o‘quvchi C bilan bir oyda tugilgan
boisa, A bilan C ning ham tugilgan oyi bir xil boiadi. Demak,
bu munosabat ekvivalentlik munosabati boiar ekan. U sinf
o'quvchilarini «bir oyda tugilgan o'quvchilar» sinflariga ajratadi.
Bunday sinflar soni ko‘pi bilan 12 ta boiishi mumkin.

2-misol. Tekislikdagi to‘g‘ri chiziglar to‘plamida parallellik
munosabati ekvivalentlik munosabati boiishini ko'rsatamiz.
Tekislikdagi to‘g‘ri chiziglar kesishinasa yoki ustma-ust tushsa,
parallel hisoblanishini eslatib o ‘tamiz.

Parallellik munosabati:

a) refleksiv, chunki ixtiyoriy a to‘g‘ri chiziq uchun alla
boiadi;

b) simmetrik, chunki a||b boisa, b|la boiadi;

c) tranzitiv, chunki ajlb va b|lc boisa, allc boiadi (parallel
to‘g‘ri chiziglar xossasiga ko ‘ra).

3-misol. j°} kasrlar t.o‘plamida tenglik munosa-

bati berilgan. (1.32- rasm)
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1.32-rasm

Bu munosabat:

1) Refleksiv, chunki ixtiyoriy kasr o0‘z-o0‘ziga teng;

2) Simmetrik, chunki x kasrning y kasrga tengiigidan y kasrni
x kasrga tengligi ham kelib chiqadi;

3) Tranzitiv. chunki x kasrning y kasrga va y kasrning z kasrga
tengiigidan x kasrning z kasrga tengligi kelib chigadi.

Agar X to‘plamda ekvivalentlik munosabati berilgan bo‘lsa, u
holda bu munosabat X to'plamni juft-jufti bilan kesishmavdigan
gism to‘plamlariga ajratadi. Yugoridagi misolimizda qism
to'plamlar

Bu gism to'plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va qism
to'plamlarining birlashmasi birlamchi misolda berilgan to‘plam
bilan ustma-ust tushadi.

4-misol. Z butun sonlar to'plamida aRb m j(a - b) muno-
sabatni garaylik. Bu munosabat m=7 boiganda Z to'plamni
ekvivalent 7 ta sinfga ajratadi:

[0]={....-14, -7, 0, 7, 14,...}

[11=4{...,-13, -6, 1,8. 15, ...}

[2] = -12,-5,2, 9, 16,...}

[B1=4{...,-11,-4,3, 10, 14, ...}
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[4] = -10, -3,4,11,14,...}

[61={...,-9, -2, 5,7, 12,...}

[6] = -8,-1,6, 7, 13,...}

(. R - haqgigiy sonlar to'plamidagi "<" munosabati boisin.
Bundan kelib chigadiki, R~{(x,y)ERxR|x<y}.

(). m natural sonini olamiz va eslatib o‘tamizki, agar a£Z, va
mja boisa, demak a soni m ga Kkarrali. Z butun sonlar
to'plamidagi R munosabat quyidagicha aniglangan boisin:

aRb <mj(a- b).

E'tibor beringki, biz bu munosabat bilan 1.4.3.- boiimda
tanishgan edik.

(. 175 - {1, 2, 3, 4, 5} to‘piamning barcha 2-elementli
toplam ostilaridan iborat boisin. R munosabatni Tsda
AiRA2<=>AinAZ‘0 ko‘rinishda belgilaymiz. Bu misolda jRjni
hisoblah mumkinmi (quyidagi 3-mashqgga garang)?

(1V). Haqgigiy sonlar o‘gi R da R munosabatni xRy<=>x-y£Z
kabi aniqlaymiz. & soniga mos elementni toping.

R-haqigiy S to'piamdagi munosabat boisin. Quyidagi 3 ta
xo0ssa bajarilsa. R ni ekvivalentlik munosabati deyiladi:

R refleksiv: sRs ixtiyoriy s £ S uchun;

R simmetrik: SiRs2 <>s2Rsi, s(, s2£ S;

R tranzitiv: s;Rs? n s2Rs3=>SIRS3 Si, 2 3£ S.

Yugorida keltirilgan 4 ta misoldan (II) va (IV) dagi
munosabatlar ekvivalentlik munosabati boiadi. (1) misolda
berilgan munosabat refleksiv ham, simmetrik ham emas: (x<x har
ganday haqigiy son uchun yolg‘on. 1<2, lekin 2<1). Shunga
garamay, bu munosabat tranzitivligini oson isbotlash mumkin.
Qolgan hollarni misollarda garaymiz.

S biror to‘plam va R S dagi ekvivalentlik munosabati boisin.

Ixtiyoriy s£ S uchur, [s] to'plamni [s] = {s'E S | sRs'} Q S
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ko‘rinishda amqglaymiz va bu to”plamni S dagi s € S ni 0‘z ichiga
oluvchi ekvivalentlik sinflari deb ataymiz.

Eslatma: agar SjRs2 bolsa, so‘ng [si]=[s2], chunki si va s2
ekvivalent, S ning aynan bir xil elementlaridir.

Tartib munosabati. Endi tartib munosabatini garaymiz.

«Tartib» so‘zi kundalik hayotimizda doimo uchraydi. Masalan,
jismoniy tarbiya darslarida talabalarning bo'y-bolyiga garab joy-
lashishi tartibi, o‘zbek alfavilida harflarning kelish tartibi va
hokazo.

23-ta’rif. Agar X to‘plamdagi R munosabat tranzitiv bolsa va
simmetrik bolmasa, u holda bu munosabat tartib munosabati
deyiladi. X to‘p'am esa tartib munosabati bilan tartiblangan deb
ataladi.

Masalan, X={3,6,9,18} to‘plamni «kichik» munosabati yorda-
mida tartiblash mumkin. Boshiangich ta'limning birinchi sinfida
o'quvchilar «katta» va «kichik» munosabatlari bilan keyinchalik
esa kesmalar uchun «uzun» va «gisga» munosabatlari bilan
tanishadilar. Bu rnunosabatlar yordamida sonlar va kesmalar
to‘plamida tartib o'rnatiladi.

Tartib munosabati gat’iy va nogat’iy tartib munosabatiga boli-
nadi va bu bo‘linish munosabatning asimmetrik yoki
antisimmetrik boiishi bilan bogiig. «Katta» va «kichik»
munosabatlari qatiy tartib munosabati bolsa, «katta emas» va
«karraii» munosabatlari nogat’iy tartib munosabati hisoblanadi.

Teorema. R-S to‘plamdagi ekvivalentlik munosabati, [s] va
[s'] ekvivalentlik sinflari bolsin. U holda yoki [s]=[s'], bu yerda
sRs', yoki [s]fl[s'] = 0, gachonki sR s

Isbot. Faraz gilaylik, [s]fl[s']*"0 boisin, aytish mumkinki,
shunday t element topiladiki, tG[s]fl[s'] boiadi. Shuning uchun
sRt va s'Rt o‘rinli ekanligidan, simmetriklik asosida sRt va tRsr
o‘rinli  ekanligi kelib chiqadi. Tranzitivlikdan foydalanib
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ko‘ramizki, sRs's va s' ning ekvivalentligini yoki S dagi aynan
bitta element ekanini bildiradi. Bundan [s]=[s"] ekanligi kelib
chigadi. Yagona boshga imkoniyat [s]fl[s’]=0dan iborat boiib,
bu holda sRs' ekanligi 0‘z-o‘zidan ma'lum boiadi.

Yugqorida amalga oshirilgan isbot natijasida shuni ko ‘ramizki,
S to‘plamdagi R munosabatning ekvivalentligi to’plamni
kesishmaydigan ekvivalentlik sinflariga ajratar ekan.

Nazorat uchun savoliar:
Moslik ta'rifi va turlarini ayting.
To‘plamni to‘plamga o ‘zaro bir giymatli akslantirish nima?
Teng quvvatli to’plamlar.
Qanday to‘plamlar teng quvvatli deyiladi?

> WD R

5. Munosabat moslikning xususiy holi ekanini, ya'ni GczXxX
ekanini izohlang.

6. Munosabat xossalarini graflarda tasvirlang.

7. Refleksiv, simmetrik, antisimmetriklik, tranzitiv. muno-
sabatlarni graflar yordamida tushuntiring.

8. Ekvivalentlik va tartib munosabatlarini ta’riflang.

9. Ekvivalentlik va tartib munosabatlarini misollar yordamida
tushuntiring

Mashqglar:

1 A={5;12} va B={4; 17} to‘plam!ar berilgan. Bu to‘plamlar
orasidagi Dekart ko4paytmani tuzing va barcha gism to ‘plamlarni
aniglang.

2. M={-3;-2;-1;0;1;2;3;4} va N-natural sonlar to‘plami
berilgan. Bu to‘plam!ar orasida R moslik: «m sonning kvadrati n
soniga teng», bunda mEM, nGN berilgan. R moslik juftiiklari
to‘plamini aniglang.
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3. X={xGn, x<7}, Y={y|yEN, 15<y<19} to'plam elementlari
orasida C: «x soni y sonining boiuvchisi, bunda xGX, yEY,
moslik berilgan boisa, uning grafigini yasang.

4. A={1;2;3;4,6}, B={5;7} to'piamlar elementlari orasida
«kichik» mosligi o‘rnatilgan. Bu moslik grafigini yasang.

5. Kundalik hayotdan mosliklarga misollar keltiring.

6. X={x|xGN, x<9}, Y={y|yGN, y<4} to“plamlar elementlari
orasida R: «x soni y soniga karraii» mosligi berilgan (bunda xEX.
YEY). R va R 1mosliklar grafigini yasang.

7. O'zaro bir giymatli moslikka misollar keltiring.

8. A va B to‘plamlarning teng quvvatli ekanini koTsating:

a) A -- uchburchak tomonlari tokplami, B - uchburchak
burchaklari to‘plami;

6) A --«maktab» so‘zidagi harflar to'plami, B-384 574
sonidagi ragamlar to‘plami;

B) A-hafta kunlari to‘plami, B a, b, c, d, e, f, k harflari
to‘plami.

9. A={11,12; 13; 14; 15}, B={20;21} to'piamlar elementlari
orasida «kichik» mosligi o'rnatilgan. Bu moslik grafigini yasang.

10. X={453;0;524;264; 135; 122} va U={3;4;5;9;} to'piamlar
orasida R “x son y songa karraii" munosabati berilgan. Bunda xG
X va ye U. Munosabat grafigini yasang. Bu grafda 135 dan 9 ga
boruvchi strelka bormi?

1.8. Kombinatorika elementlari. Kombinatorika masalalari.
Yigindi va kodpaytma qoidasi

Kombinatorika masalasi. Elementlarning turii kombinat-
siyalari va ularning sonini topish bilan bogiig masalalar kombi-
natorika masalalari deyiladi. Bunday masalalar matematika
fanining tarmogi - kombinatorikada o‘rganiladi. Kombinatorika
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asosan, XVII-XIX asrlarda mustagil fan sifatida yuzaga kelgan
boiib, uning rivojiga B.Paskal, P.Ferma, G.Leybnits, Y.Bemulli,
L.Eyler kabi olimlar katta hissa qo'shganlar.

Kombinatorikada, asosan, chekli to'plamlar, ularning qism
to‘plamlari, chekli to'plam elementlaridan tuzilgan kortejlar va
ularning sonini topish masalalari o'rganilgani uchun uni
to'plamlar nazariyasining bir gismi sifatida garash mumkin.

Yig‘indi goidasi. Kombinatorikada to‘plamlar birlashmasi
elementlari sonini hisobiash masalasi yigindi qoidasi deb ataladi.

1) AgarAPIB=0 bo‘lsa,

n(AUB) = n(A) + n(B) (1) boiadi.

Ya'ni kesishmaydigan A va B to'plamlar birlashmasi element-
lari soni shu to'plamlar elementlari sonlarining yig'indisiga teng.

2) AgarAHB"0 boisa,

n(AuB) = n(A) + n(B) - n(AOB) (2) bo'ladi. Ya’ni umumiy
eiementga ega ikki to'plam birlashmasi eiementlari soni to‘p-
lamlaming har biri elementlari sonlari yig'indisidan ularning
umumiy elementlari sonining ayrilganiga teng. (2) formula
(1) formulaning umumiy holi boiib, (1) formulada n(ADB)=0,
ya'ni to'plamlarning umumiy elementi yo‘qg.

3) Yigindi goidasi umumiy elementga ega boigan uchta A, B,
C to'plam uchun quyidagicha vyoziladi: agar AMNBMC-0
bo'Imasa,

n(AnBuC)=n(A)+n(B)+n(C)-n(AMB)-n(AlC)-
n(BMC)+n(AMBMC) (3) boiadi.

(D formula bilan ye';hiladigan kombinatorika masalasi
umumiy holda quyidagicha ifodalanadi: agar x elementni k usul, y
elememni m usul bilan tanlash mumkin boisa, «x yoki y»
elementni K + m usul bilan tanlash mumkin.

Masalan, savatda 8 ta oima va 10 ta nok bor boisa, 1 ta
mevani 8 + 10 = 18 usul bilan tanlash mumkin.
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(2) formula bilan yechiladigan masala: 40 talabadan 35 tasi

matematika imtihonini, 37 tasi rus tili imtihonini topshira oldi.
2-talaba ikkala fandan «2» oldi. Nechta garzdor talaba bor?

Yechish. A - matematika fanidan «2» olgan, B - rus tili
fanidan «2» olgan talabalar to‘plami bo‘Isin.

n(A)=40-35=5; n(AMB) = 2

n(B)=40-37=3 n(AUB) = 5+3-2=6.

Javob: 6 ta garzdor talaba bor.

(3) formula - vyig‘indi qoidasi bilan yechiladigan masalani
ko ‘raylik.

oM ijtf-issx)j j vaq((ja suzish va gimnastika bilan -- 15
j ta, basketbol va gimnastika bilan - 16 ta,
\ nffarx) j / suzish va gimnastika bilan shug‘ulla-

HV, Syl nuvchilar - 18 ta. 1 o'quvchi darsdan
ozod. Hamma sport turi bilan nechta
o‘quvchi shug‘ullanadi? Nechta 1.33-rasm o'quvchi fagat 1

ta sport turi bilan shug‘ullanadi?

Yechish. Maslada 3 ta to‘plarn garalyapti: A - basketbol bilan
shug4ullanuvchilar, B - suzish bilan shug”llanuvchilar, C -
gimnastika bilan shug'ullanuvchilar. Bu uch to'plam kesishadi.

Bu 3 to‘plam kesishmasidagi elementlar sonini x bilan
belgilasak, quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:

26+25-(33-x)+(18-x)+27-{34-x)+1 =40.

Bu verda x=10. Demak, hamma sport turi bilan 10 ta o'quvchi,
fagat 1ta sport turi bilan 10 ta: basketbol bilan - 5 ta, suzish bilan
- 2 ta, gimnastika bilan —3 ta o ‘quvchi shug‘ullanadi.
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2-masala. 50 talabadan 20 tasi nemis tilini, 15 tasi inghliz tilini
olrganadi. lkkala tilni biluvchi va hecb bolmaganda 1 ta tilni
biluvchi talabalar soni nechta boiishi mumkin?

Yechish. Maslada 2 ta to‘plam qaraiyapti: A - barcha
talabalar to‘plami, B - nemis tilini o‘rganadigan?C - inghliz tilini
o‘rganadigan talabalar to‘plami. Masala sharti bo‘yicha n(A) =
50, n(B) =20, n(C) =15.

A, B va C to‘plamlar orasidagi munosabatlarni Eyler-Venn
diagrammalarida quyidagicha tasvirlash mumkin. Ikki tilni
biluvchi talabalar soni B va C to‘plamlar kesishmasi elementlari
sonini topish bilan bogiiq. Hech bolmaganda ! ta tilni biluvchi
talabalar soni ikki tokplam birlashmasi elementlari sonini topish
bilan bogiiq.

1-34-rasm

n(Bnc)=o0 n(BnNc)=15

n(BUG) =35 n(BUG) =20

1,34-rasm

x—tkKi tilni biluvchi talabalar soni bolsa, 0<x < 15 (XGNo). y
—1ta tilni biluvchi talabalar soni bolsa, 20<y<35(yGNo).

Ko‘paytma goidasi. Chekli to‘plamlarning dekart
ko‘pavtmasi elementlari sonini topishga imkon beradigan qoida
ko‘paytma goidasi deyiladi.

A = {ab a2 an} va B = {b,,b2 bm} to‘plamlar
elementiaridan nechta tartiblangan (a, b,.) juftlik tuzish
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mumkinligini  ko‘raylik. ~ Barcha juftliklami tartib  bilan
quyidagicha joylashtiramiz:

(a];bi),(a%b2),..*,(al;bm),
(aZb),(a2b?),...,(aZbin),

(an?b]),(an,b2?),..., (an, bin).

Bu jadvaida n ta gator va m ta ustun boiib, undagi barcha
juftliklar soni n m ga teng. Bu yerda n = n(A) va m=n(B).

Ko‘paytma qoidasi n(AxB)=n(A)- n(B) ko'rinishda yoziladi.

Ko'paytrna qoidasiga oid kombinatorika masalasining umumiy
kowinishi: «Agar x elementni m usul, y elementni n usul bilan
tanlash mumkin boisa. (x;v) tartiblangan juftlikni mn usul bilan
tanlash mumkin».

Ikkitadan ortig to‘plamlar uchun bu formula quyidagicha
yoziladi:

n(Aj xA2x... xAn=n(Aj) n(A2-... n(A,),(n>2).

Masalan, A shahardan B shaharga 3 yol bilan, B shahardan C
shaharga ikki yol bilan borish mumkin boisa, A shahardan C
shaharga necha xil usul bilan borish mumkin?

Yolning 1-gismini 3 xil, 2-gismini 2 xil yol bilan olish
mumkin boisa, umumiy yolni 3-2 = 6 usul bilan o‘tish mumkin.

Umumlashgan ko‘paytma qoidasi: «Agar x elementni m usul
bilan, y elementni, x ni taniab bolgandan so'ng. n usul bilan
tanlash mumkin boisa, (x;y) juftlikni mn usul bilan tanlash
mumKkin».

Masala. Nechta turli ragamlar bilan yozilgan ikki xonali sonlar
bor?

Yechish. 1-ragamni 9 usul bilan (1, 2, ..., 9), 2-ragamni ham 9
usul bilan (noidan boshlab o‘nliklar ragamidan boshga ragamlar)

tanlash mumkin. Hammasi boiib 9-9 = 81 ta shunday son bor
ekan.
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1.9. Takrorlanadigan va takrorlanmaydigan o‘rinlashtirishlar
va o‘rin almashtirishlar

Takrorlanadigan o‘rinlashtirishlar.
Masala. m elementli X to'plam elementiaridan tuzilgan k
uzunlikdagi kortejlar sonini toping.
Yechish. Kk oiinli kortej Xx X x .. x Xdekait ko‘paytmaning
K marta

elementi bo'lib, tartiblangan k-likni (ka-lik deb o'giladi) bildiradi.
Masalani yechish uchun XxXx...xX dekart ko‘paytma elementlari
sonini topish kerak. Bu son n(X) = rn boTgani uchun

n (XxXx...xX)=n(X)m(X)m.mn(X)=mmme...mm=mk ga teng.

Demak, m elementli X to‘plam elementiaridan tuzilgan «
o'rinli kortejlar soni mk ga teng ekan. Kombinatorikada bunday
kortejlami m elementdan K tadan takrorlanadigan
oTinlashtirishlar deyiladi. Ularning soni bilan belgilanadi. (A
- fransuzcha arrangement so‘zining bosh harfidan olingan bo'lib,
«o‘rnashtirish, joylashtirish ma'nosini bildiradi.) A = mk.

Masala. 6 ragamli barcha telefon nomeriari sonini toping.

Yechish. Telefon nomeriari 0 dan 9 gacha boigan 10 ta
ragamdan tuzilgani uchun 10 elementdan tuzilgan barcha
tartiblangan 6 o'rinli kortejlar sonini topamiz:

Javob: A”g™ 106 = 1000000. 6 ragamli telefon nomeriari soni
106 ga teng.

Takrorlanmaydigan o‘rin al-

T rd n nl o )
0 L 5 790 mashtlrlshlar,. Agar chekll.X to‘p-

9 lam elementlari biror usul bilan no-
1 1 i 5040 .

merlab chigilgan bolsa, X to'plam

2 2 8 40320 tartiblangan deyiladi.
3 6 9 362880 X={xb X2,...,Xxm} to‘plam
4 24 10 3628800 berilgan boisin. Bu to‘plamni turli
5 120 usul lar bilan tartiblash mumkin.



Masalan, sinf o'quvchilarini yoshiga, bo‘yiga, ogirligiga garab
yoki o'giivchiiar familiyalari bosh harflarini alifbo bo‘yicha
tartiblash mumkin.

m elementli X to‘plamni necha xil usul bilan tartiblash
mumkin degan savolga javob beraylik.

Tartiblash -- bu elementlami nomerlash demakdir. 1-nomerni
m ta elementning istalgan biriga berish mumkin. Shuning uchun

l-elemenmi m usul bilan, 2-elementni 1-element tanlanib bo'!-
gandan so‘ng m -1 usul bilan tanlash mumkin va hokazo, oxirgi
elementni tanlash uchun faqat bitta usul goladi, xoios. Tartiblash-
laming umumiy soni

m(m -1)(m -2)-... -2-1= m! ga teng.

m! - dastlabki m ta natural son ko‘paytmasi (m faktorial deb
olkgiladi). Masalan, 5!= 1-2¢3-4¢5 = 120. m! = Pmbilan belgilanadi
va takrorlanmaydigan o ‘rin almashtirishlar soni deb ataladi.

O'rin almashtirishlami o ‘rinlashtirishlarning xususiy xoli deb
garash mumkin m=n boMgan holi.

P belgisi fransuz tilidagi “permutation”, ya’ni “o°‘rin
almashtirish” so'zining 1- harfidan olingan

Masala. 8 ta ladyani shaxmat doskasida bir-birini urrnaydigan
gilib necha usul bilan joylashtirish mumkin?

Yechish. Ladyalar soni 8 ta.

Ps —8!1= 40320

O'rin almashtirishlarning ba'zi giymatlari:

0!= 1ta’rif bo‘yicha!

Takrorlanmaydigan okriniashtirishlar. Umumiyroq masa-
lani  koi'ib chigaylik: m elementli X to‘plamdan nechta
tartiblangan k elementli to‘plam!ar tuzish mumkin?

Bu masalaning oldingi masaladan farqi shundaki, tanlash k -
eiementda tugatiladi. Ularning umumiy soni

m(m -1)(m -2) s.. e (M -K +1)

kolpaytmaga teng. U bilan belgilanadi va m elementdan
K tadan takrorlanmaydigan owinlashtirishlar soni deb ataladi:

Am=m(m - 1) e..o(m- K+ 1) = —



Buyerda ml =rmi*(m- ) x ... x2x1].
Masalan, sinfdagi 20 o’quvchidan tozalik va davomat uchun
javob beruvchi 2 o‘quvchini necha xil usul bilan tanlash mumkin?

Arg = 20-19 = 380 (usul bilan).

1.10. Takrorlanmaydigan guruhlashiar. Chekli
to‘plamlarriing to‘plam ostilari soni

Takrorlanmaydigan  guruhlashiar. «m elementli X
to‘plamning nechta k elementli gism to‘plamiari bor?» - degan
masalani hal gilaylik.

Masalan, 4 elementli A = {a; b; c; d) to’plamning nechta 3
elementli gism to’plami borligini ko’raylik. Ular {a;b; c}, {a; b;
d}, {a; c; d}, {b; c; d}. Demak, 4 ta shunday qgism to’plam bor
ekan. Bunday gism to’plamlar takrorlanmaydigan guruhlashiar
deb ataladi. Bu gism to’plamlarni tartiblaganda 6 barobar ko ‘proq
3 o‘rinli kortejlarga ega bo’lamiz.

Masalan, {a: b; c} ni tartiblasak: (a: b; c), (a; c; b), (b; a; c), (b;
c; a), (c; a; b), (c; b; a) tartiblangan uchliklarga ega bo‘lamiz,
tartiblanishlar soni 3! -6 marta ko;p. Bu bog‘lanishdan
foydalanib, guruhlashiar sonini topish formulasini keltirib
chigarish mumkin.

m elementli to’plamning k elementli gism to‘plamlari soni Cx
bilan belgilanadi va m elementdan k tadan takrorlanmaydigan
guruhlashiar soni deyiladi. (C - fransuzcha combinaison - «birik-
ma» so‘zidan olingan.) Takrorlanmaydigan guruhlashiar soni
uchun

Am = Cm'Pm=Cm =" formu,aSa e™a bo‘lamiz.

Masala. Sinfdagi 20 o’quvchidan ko‘rikda ishtirok etish uchun
uch o‘quvchini necha xil usul bilan tanlash mumkin?

Yechish. Ko‘rik ishtirokchilarining tartibi ahamiyatga ega
bo‘lmagani uchun 20 elementli to’plamning 3 elementli gism
to plamlari soni nechtaiigini topamiz:
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¢Bo = 2 = 181920~ 3049 420 = 1140. Javob: 3

o'quvchini 1140 usul bilan tanlash mumkin ekan.

N ta elementdan r tadan olingan obyektlar kombinatsiyasi soni
shu vaqtda N ta elementan r tadan elementni o'mini
almashtirmasdan hosil gilingan to'plam ostilari soniga teng. Biz
buni ushbu ko‘rinishda yozamiz (). Biz bu holatda tanlashlar
tartibini garamavmiz. Misol uchun {1,2,3,4} sonlar to‘plamini
garaymiz. Ikki elementli almashtirishlarsiz tanlashlar soni
41/21=12 ga teng. Bu aniq {12,13,14, 21,23,24 31,32,34
41.42,43}%. 4ta elementdan 2 tadan kombinatsiyasi
{12,13,14,...,23,24,...,34} va uning soni oltiga teng. Etibor
bering 6 —= Q) = 41/2! 2! «Nta elementli A to‘plam r oMchamli
n!/rl(n_r)! tato‘plam ostiga ega.

Shunday aiilib biz (") = ga eaa bo'lamiz.

rt(n-r)!

Cj~koVrinishdagi sonlarning xossalari.

iopk _ pm—x

o Pk pict Ipk o

FO PR — P M
i L . .-
1-xossani ishot qilish uchun C K(meR\ formuladan

foydalanamiz:

Q-rri-k m »n| . m _ -k
m (M-K)[(M—m—N\  (jn-K)I(in-m+k)\  mM-k)\k\  ~m’

Xossaga ko‘ra,Cf0 = C\l) Cf = Cfva h. k.
2-x0ssaning isboti.

rk-i , rk B (m - , (m - 1)!
m~1 m~1 (ft—1)!(m —1—(k —1))! ftl (m —1 —ft)! ~

54



(m —1)! (m —1)! (m —1)Ik
(k—2'(m- K\ K(rn—k —1)! K—Uk(m—1- fc)! *

(m —1)!' (m —A) (m —1)'k (m- 1)!I'(m —k)
+ kK\(m —k —1)! (rn —A) < (m —fe) + fc! (m —/c)

fern —1)! + (m - K)(rn —1)! (m —K)  (m —1)! (A + n—/c)
kK\(m —k)\ kI(m —k)\

~(m-O'm _ m__
fet (m —/c)t k\(m —k)\ m
2°-va 3°-xossalardan foydaianib, C~koiinishdagi soniarning
giymatini ketma-ket hisobiash mumkin.

Paskal uchburchagi va Nyuton binomi.

3°-xossaga ko'ra Cfj = G® = C* = = Cf = 1+ Bundan 2°
ga ko‘ra ko‘rinishdagi sonlarni Paskal uchburchagi
koi inishida joylashtirish mumkin. Har bir son o‘zining tepasidagi
ikkita son yig'indisidan iborat.

V21

. 133 f
cit) €3£ 1464 1
Qe Q 15101051
c2 — —1+1—2.

Har bir gatordagi sonlar (a + b)m ko‘phadning yoyilmasidagi
binomial koeflfitsiyentlarga teng. Ularning yigindisi m elementli
X to‘plamning barcha gism to‘plam!ari sonini beradi.
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Chekli frrpiam qism tokplamlari soni. 2 elementli
to'plamning hammasi bo‘lib nechta gism to'plami bor degan
savolga javob beraylik. Ular 11la bo'sh, 2 ta 1elementli va 1ta 2
elementli, ya’ni X to'plamning o’zidan iborat boigan gqism
to'plamlardir. Jami: 1+2+1=4. Demak, 2 elementli to‘plamning
hammasi bo'lib 4 ta gism to'plami bor ekan

Quvvati n ga teng bo'lgan A to‘plamning to'plam ostilari soni
0 elementli, 1 elementli, 2 elementli, 3 elementli, ..., n elementli
toplam ostilari sonining yig‘indisidan iborat bo'ladi.

Masalan A={1,2,3.4,5,6,7,8} to'plam quvvati |A|=8. To‘plam
ostilari soni 0 elementli, 1 elementli, 2 elementli, 3 elementli, 4
elementli, 5 elementli, 6 elementli, 7 elementli, 8 elementli
toplam ostilari sonining yigindisidan iborat

A to'plamning barcha gism to'plamlarini 0 va 1 lardan iborat
ketma-ketlik bilan ifodalash mumkin. Agar element gism
to'plamga tegishli bo‘lsa, 1 bilan, tegishli bolmasa, 0 bilan
almashtiramiz. Masaian {3,6,7.8} gism to'plamini
(0,0,1,0,0,1,1,1) kabi shifrlash mumkin. Barcha shunday kortejlar
soni 2-2-2-2-2-2-2-2=2sga teng.

Demak, m elementli A to‘oplamning barcha gism to‘plamlari
soni 2mga teng ekan.

Umumiy holda chekli m elementli X to'plamning barcha gism
to'plamlari sonini topish masalasini go'yaylik. Uni hal qilish
uchun istalgan tarzda X to‘plamni tartiblaymiz. Soiig har bir
gism to'plamni m o'rinli kortej sifatida shifrlaymiz: qism
to‘plamga kirgan element o'rniga 1, kirmagan element o‘rniga 0
yozamiz. Shunda gism to'plamlar soni 2 ta {0; 1} elementdan
tuzilgan barcha m o‘rinli kortejlar soniga teng boiadi: A™=2m
Bundan, 4 elementli to'plam to'plam ostilari soni 24 = 16 ga. 3
elementli to'plamning to'plamostiiari soni 23 =8 ga tengligi kelib
chigadi. Shu bilan birga bu son Paskal uchburchagining 4-
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gatoridagi sonlar yig'indisiga ham teng, ya’ni + Cl + Cf +
C3~1+3+ 3+ 1= 8.
Umumiy holda: C&r+ C* + — FC*"1+ C™ = 2m.

Nazorat uchun savoliar

1. Kombinatorika masalasi ta’rifini bering.

2. Kombinatorika fani rivojiga xissa ¢qo'shgan olimlarni
ayting.

3. Yigindi qoidasining turli xollarini ko'rsating.
Ko‘paytma qoidasini ayting va misollar keltiring.
Takrorlanadigan o‘rinlashtirishlarga misol keltiring.
Takrorlanmaydigan o ‘rinlashtirishlarga misol keltiring.
Takrorlanmaydigan o'rin almashtirishlarga misol keltiring.
m elementli x to'plamning barcha gism to'plamlari nechta?
Paskal uchburchagining xususiyatini ayting.

© o N o ok

Mashglar:

1 32 o'quvchining 12 tasi voleybol seksiyasiga, 15 tasi
basketbol seksiyasiga, 8 kishi esa ikkala seksiyaga ham
gatnashadi. Sinfdagi necha o'quvchi hech bir seksiyaga
gatnashmaydi?

2. Sinfdagi bir necha o'quvchi marka yig'dilar. 15 o'quvchi
0 ‘zbekiston markalarini, 11 kishi chet el markalarini, 6 kishi ham
0 ‘zbekiston markalarini, ham chet el markalarini yig‘di. Sinfda
necha o'quvchi marka to'plagan?

3. 30 o'quvchidan 18 nafari matematikaga, 17 nafari esa
fizikaga gizigadi. Ikkala fanga ham qizigadigan o'quvchilar soni
nechta boiishi mumkin? (Ko'rsatma. Ikkala fanga ham
gizigmaydigan o'quvchilar soni ke {0, 1, 2, 3,..., 12}).

4. 100 odamdan iborat sayyohlar guruhida 10 kishi nemis tilini
ham, fransuz tilini ham bilmaydi, 75 nafari nemis tilini, 83 nafari
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esa fransuz tilini biiadi. Ikkala tilni ham biladigan sayyonlar
sonini toping.

5. 26 o‘quvchining 14 nafari shaxmatga, 16 nafari shashkaga
gizigadi. Ham shashkaga, ham shaxmatga gizigadigan o‘quvchilar
gancha?

6. 70 o‘quvchidan 34 nafari matematikaga. 45 nafari esa
fizikaga qgizigadi. Ikkala fanga ham gizigadigan o'quvchilar soni
gancha bo‘lishi mumkin?

7. 40 o'quvchining 24 nafari shaxmatga, 26 nafari shashkaga
gizigadi. Ham shashkaga, ham shaxmatga qizigadigan o‘quvchilar
gancha?

8. Sinfda 35 o'quvchi o‘qgidi. Ulardan 17 nafari matematika
to‘garagiga, 21 pedagogika to‘garagiga boradi. 10 olguvchi
ikkala to‘garakga ham boradi. Qancha o°‘quvchi hech bir
to‘garakga bormaydi?

9. Sinfda 40 o‘quvchi o‘giydi. Ulardan 32 nafari matematika
to'garagiga, 14 pedagogika to‘garagiga boradi. 15 o‘quvchi ikkala
to‘garakga ham boradi. Qancha o‘quvchi hech bir to'garakga bor-*
maydi?

10. 150 nafar talabadan ingliz, tilini 32, nemis tilini 23, fransuz
tilini 25, ingliz va nemis tilini 13 nafar, ingliz, fransuz tilini 9
nafar, nemis, fransuz tilini 7 nafar talaba o‘rganadi. Uch tiini ham
O‘rganadigan talabalar soni 6 nafar. Qancha talaba fagatgina bir
tilni o‘rganadi va gancha talaba bitta ham tilni oVganmadi?

11. A={12,3,4,5,6,7,8,9,0} to‘plam elementlaridan
foydaianib,

a)7 ragamli barcha pasport nomerlari sonini toping.

b)4 ragamli barcha transport chiptalarining nomerlari
sonini toping.

c)5 raqgamli barcha talabalar talabalik guvoxnomasi
nomerlari sonini toping.

d)3 ragamli yengil avtomashina nomerlari soni toping.
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12. Ifoda giymatini toping: a) il; b)E ; C) il ; d) i ;e)

10! ~ 16! . 7'+6!+5! _ | 17!-16-16i-15-15!
6! 41’ 12! 6!’ gl— - ' 14!

13. Soddalashtiring: a) —— b) ) .

14. 1,2,3,4,5 ragamlardan foydalanib nechta besh xonali son
yozish mumkin?

15. 4 bemor shifokor oldiga necha usul bilan kirishi mumkin?

16. 6 o‘rinli aylana shaklidagi stolga necha usul bilan
odamlami joylashtirish mumkin?



Il BOB. MATEMATIK MANTIQ ELEMENTLARI
2.1. Matematik tushuncha

Real va abstrakt tushuncha. Atrofimizdagi olam turli
obyektlardan iborat. Ular o‘iga xos xossalar va o'zaro
munosabatlarga ega. Bu obyektlarni o‘rganganimizda ularni
o ‘xshashligi va umumiy xossalariga garab sinflarga ajratamiz. Bu
obyektlar va sinflar ma’lum bir nom bilan nomlanadi. Masalan.
«daraxt», «chumchug», «mushuk», «uy», «avtobus» yoki
«o‘simlik», «qush», «hayvon», «bino», «mashina» va hokazo.
Obyektlar yoki obyektlar sinfining nomlanishi inson ongida ular
hagida tushuncha paydo bo‘!ganini bildiradi. Chunki har bir nom
atalishi bilan ongimizda u bilan bogiiq tasavvurlar paydo boiadi.
Biz bu obyekt yoki obyektlar sinfining eng muhim xossalarini
eslaymiz: rangi, shakli, oichami, hidi, tuzilishi va h. k.

Demak, tushuncha - bu narsalar va hodisalarni ba'zi bir
muhim alomatlariga ko'ra farglash yoki urnumiylashtirish natijasi
ekan. Alomatlar esa narsa yoki hodisalarning bir-biriga
o ‘xshashligi yoki farglanishini bildiruvchi xossalardir.

Muhim xossa deb, fagat shu obyektga tegishli va bu xossasiz
obyekt mavjud boia olmaydigan xossalarga aytiladi. Obyektning
mavjudligiga ta’sir gilmaydigan xossalar muhim boimagan
xossalar deb sanaladi.

Agar biror obyektning barcha muhim xossalari to'plangan
boisa, bu obyekt haqgida tushuncha bor deyiladi.

Fan rivojlanishi natijasida abstrakt tushunchalar yuzaga kela
boradi. Bunday tushunchalar insoniyat to*plagan katta tajribani
umumlashtirish natijasida yuzaga keladi va moddiy dunyoning
tub mohiyatini aks ettiradi, lekin real obyektlarning ko*pgina
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xossalaridan ko‘z yumgan holda. ularni ideallashtirish natijasida
hosil bo‘ladi.

Masalan, bir jismni geometrik shakl sifatida garasak, bizni
uning shakli, o‘lchamlari qizigtiradi, lekin uning nimadan
yasalgani, rangi, ogirligi qandayligi biz uchun ahamiyat kasb
etmaydi. Ko‘pincha abstrakt, ideal obyekt ega boigan xossalar
real obyektga tegishli boia olmaydi. Masalan, geometriyada
kesmani cheksiz boiish mumkin deb hisoblanadi, real hayotda
biror jismni cheksiz ko‘p boiakka boiish mumkin emas, chunki
u chekli sondagi atomlardan iborat boiadi.

Tushunchaning hajmi va mazmuni. Har ganday tushuncha
nom, mazmun va hajrnga ega boiadi.

Obyektning barcha muhim xossalari to'plami tushunchaning
mazmunini tashkil giladi. Masalan, «son» tushunchasi mazmuniga
sonlarni taqqoslash, yozuvda ifodalash, son o‘gida tasvirlash,
sonlar ustida turli arifmetik amallar bajarish kabi xossalar kiradi.

Bir xil muhim xossalarga ega obyektlar to‘plami tushuncha
hajmini tashkil etadi. Masalan, «son» tushunchasi hajmini natural,
nomanfiy, butun, kasr, ratsional, irratsional, hagigiy, mavhum va
komleks sonlar tashkil etadi.

Demak. tushuncha hajmi bitta tushuncha bilan nomlanishi
mumkin boigan obyektlar to‘plami ham ekan. Tushuncha
mazmuni uning hajmini aniglaydi va aksincha.

Lekin tushuncha hajmi va mazmuni orasida teskari bogianish
mavjud. Tushunchaning hajmi gancha «katta» boisa, mazmuni
shuncha «kichik» va aksincha boiadi. Masalan, «togii to‘rtbur-
chak» tushunchasi mazmuniga «tomonlari teng boigan» xossasi
go‘shilsa, uning hajmi kamayadi va fagat kvadratlardan iborat
boiadi, lekin «burchaklari to'gii boiishi» xossasi olib tashlansa,

hajm kengayib, barcha parallelogrammlardan iborat boiib qoladi.



Agar biror tushuncha hajmi ikkinchi tushuncha hajrniga kirsa,
ikkinchi tushuncha birinchi tushunchaga nisbatan umumiy,
birinchi tushuncha ikkinchisiga nisbatan xususiy deyiladi.

Masalan, «uchburchak» tushunchasi «to’g'ri burchakli uchbur-
chak»  tushunchasi uchun umumiy, «to‘g‘ri burchakli
uchburchak» tushunchasi esa «uchburchak» tushunchasining
xususiy holidir.

Tushunchani ta’riflash usullari, Tushunchalarni o'rganisnda
ularni umumiyroq bo'lgan tushuncha orqgali tushuntirish yoki,
boshgacha aytganda, ta’riflashga harakat gilinadi. Shu umumiyroq
tushuncha ham ilgariroq tushuntirilgan yoki ta’riflangan bo‘lishi
kerak. Lekin har bir uchraydigan tushunchani ilgari maium
boigan tushunchani topib ta’rif beraverish murakkab va mumkin
boimagan jarayondir. Shuning uchun ba’zi tushunchalar
ta’'riflanmaydi va boshlangich tushuncha deb gabul qgilinadi.

Masalan, siz tanishgan «to‘plam» tushunchasi butun
matematika kursining asosiy tushunchalaridan biridir.

Tushunchaga ta’rif berishning bir necha usuli bor. Shulardan
biri oshkor ta’rif boiib, unda, ta’riflanayotgan tushunchaga
nisbatan umumiyroq tushunchani koisatib, shu umumiy
tushuncha bilan nomlangan obyektlardan ta’riflanayotgan
tushuncha ganday xossalari bilan ajralib turishi koisatiiadi.

Masalan, «barcha tomonlari teng paralielogramm - romb

deyiladi», ta’'rifida paralielogramm umumiy tushuncha boiib,
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romb qolgan parallelogrammlardan tomonlarining tengligi bilan
ajralib turadi. Bunday ta'rif odatda jins va tur orgali ta’riflash
deyiladi. Ta’riflanayotgan tushuncha hajmi unga nisbatan
umumiyroq boigan tushuncha hajmining gism to‘plami boiadi
va Eyler-Venn diagrammalarida tasvirlanadi (2.1-rasm).

Oshkormas ta’rifga aksiomatik ta’riflash kiradi va bunday
ta’rifda ta’rif berilayotgan tushuncha obyekti aniq koksatilmaydi.

Tushuncha ta'rifi quyidagi talablami ganoatlantirishi kerak:

1) ta’riflanayotgan tushunchani bir giymatli aniglashga imkon
berishi;

2) avval ma’lum boigan tushunchalarga asoslanishi;

3) tushunchaning o‘zi yoki shu tushuncha bilan ta’riflangan
tushuncha bilan ta'riflashga - «yolg‘on doiraga» yo'i
go‘ymasligi;

4) ortigcha xossalarni (golganlaridan keltirib  chigarish
mumkin boigan) ko‘rsatmasligi kerak.

Demak, ta’rifda qisqga va ixcham shaklda ta’riflanayotgan
tushuncha haqgida anig ma’lumot berilishi kerak ekan.

Aksiomatik ta'riflar bilan siz «Nomanfiy butun soniar
to'plamining aksiomatik qurilishi» bobida tanishasiz.

Matematikada garama-qarshilik orgali ta’rif berish usuli ham
bor: «X to‘plamda R munosabat refleksiv boimasa, u
antirefleksiv munosabat deyiladi», «A va B to'plamlar umumiy
elementga ega boimasa, ular kesishmaydi, deyiladi» va h. k.

Ko‘pincha matnda biror obyektni nomlash, biror atama yoki
belgini tushuntirish uchun nominal ta’riflardan foydalaniladi.
Masalan, « @6 - bu n elementdan Kk tadan takrorlashsiz
guruhlashlar soni»; «M - sinfdagi barcha o'quvchilar to‘plami»,
«5 - besh soni yozuvi» va h.k.

Tushunchalar orasidagi munosabat. Tushunchalar va
ob’yektlar xossalari orasidagi munosabatlarni garaylik. Agar biror



a tushuncha hajmiga kiruvchi barcha ob’yektlar biror a xossaga
ega bolsa, a xossa shu tushunchaning zaruriy belgisi yoki muhim
xossasi boMadi. Masalan; kvadrat diagonallarining teng boiish
xossasi uning zaruriy belgisi yoki muhim xossasi hisoblanadi.
Berilgan tushunchaning muhim xossalari ichida uning ajralib
turuvchi xarakteristik xossasi ham mavjud.

Bu xossa ob’yektlarning ma’lum sinfiga xos boiib, boshga
ob’yektlarga xos emas. Masalan, diagonallar uzunliklarini tenglik
X0Sssasi parallellogramlar  sinfidagi  toitburchaklar uchun
xarakteristik xossa sanaladi

To‘rtburchaklar sinfida bu xossa xarakteristik xossa emas.
chunki diagonallari teng boigan toitburchaklar to*g‘ri
to‘rtburchaklar emas.

Masalan, diagonallari teng boigan to'rtburchak teng yonli
trapetsiya ham boiishi mumkin.

Agar berilgan sinf ob’yektlarining ba’zilari u xossaga ega
boiib, bu sinfga kirmaydigan obyektlarning hech bittasi bu
Xo0ssaga ega boimasa, u holda a - xossa tushuncha uchun yetarli
belgi hisoblanadi.

Masalan, to‘rtburchak parallellogramm boiishi uchun uning
diagonallari uzunliklarining teng boiishi yetarli belgi hisoblanadi.

Tushuncha va xossalar orasida turli xil bogianishlar mavjud.
Shuningdek xossalarning o‘zlarining o‘rtasida ham turli xil
bogianishlar bor. Aytaylik, ikkita a va p xossalar berilgan
boisin.

Quyidagi hollar boiishi mumkin.

1) ob’ektlar ikkita a va xossalarga ega boiishi, obyektlar fagat
a xossaga ega boiishi, obyektlar fagat » xossaga ega boiishi,
obyektlar ikkala a va (@ xossalarga ega boimasligi mumkin. Bu
xossalarga bogianmagan xossalar deyiladi.



Masalan, natural sonlarni 3 ga boiinishi xossasi 5 ga boiinishi
Xossasiga boglanmagan, 3 ga ham 5 ga ham boiinadigan natural
sonlar bor, 3 ga boiinadigan. ammo 5 ga bolinmaydigan, 5 ga
bolinib, 3 ga bolinmaydigan. 3 ga ham 5 ga ham bolinmaydigan
natural sonlar mavjud.

2) Ixtiyoriy obyekt a xossaga ega boisa, p xossaga ham ega
boiadi. Bu hoida p xossa a xossaning natijasi deyiladi. Masalan,
natural sonlarni 3 ga boiinishi 9 ga bolinish xossasining natijasi
desa boiadi. Shuningdek a xossa p Xxossaning natijasi sifatida
ham boiishi mumkin.

3) Ixtiyoriy a xossaga ega boigan obyekt p xossaga ham ega,
p xossaga ega boigan obyekt a xossaga ham ega, bu holda a va p
xossalar teng kuchli deyiladi. Masalan, kvadratning tomonlari
teng xossasi, uning diagonnallari o’zaro perpendikulyar va teng
degan xossasiga teng kuchli.

4) a xossaga ega boigan bitta obyektt ham p xossaga ega
emas, bu holda a va p xossalari birgalikda emas deyiladi.

5) Ixtiyoriy obyekt a va p xossaiardan fagat bittasiga ega. Bu
holda a va p xossalar garama-garshi deyiladi. Masaian, natural
sonlarning juftlik va toqlik xossalari garama-qgarshi xossalardir.

Hagigatan ham, istalgan natural son yoki toq yoki juft boiadi.

Nazorat uchun savoliar

1 Real va abstrakt tushunchalar hagida maiumot bering.

2. Tusunchaning hajmi va mazmunini tushuntiring. Ular
orasida ganday boglanish bor?

3. Tushunchani ta’riflash usullarini ayting. Tushunchani
taYiflashga ganday talablar qo‘yiladi?

4. Tushunchalar orasidagi munosabat turlarini ayting.

5. Tushunchaning qanday xossalari muhini va gandaylari

muhim boimagan hisoblanadi?
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Mashqlar:

1 Kimyo, fizika, geografiva, tarix faniariga oid tushunchalami
ayting, bu fanlar uchun umumiy bo'lgan tushunchalami toping.

2. Biror tushunchani taniab, wuning muhim va muhim
bolmagan xossalarini ayting.

3. «Parallelogramm» tushunchasining muhim va muhim
bolmagan xossalari gqanday?

4. «Aylana» tushunchasining hajmi va mazmunini ayting.

5. Biror tushuncha misolida hajm va mazmun orasidagi teskari
boglanishni ko'rsating.

6. Biri ikkinchisi uchun umumiy boMadigan tushunchalar
ketma-ketligini tuzing. Kvadrat, to‘gkri toprtburchak, romb,
parallelogramm, to'rtburchak tushunchalari shunday ketma-
ketlikka misol boia oladimi?

7. 0 ‘rta maktab darsliklaridan tur va jins orgali ta’rifga misol
boladigan toltta ta'rifni topib yozing, undagi umumiy
tushunchani va ta’riflanayotgan tushunchani farglovchi xossani
ko ‘rsating.

8. Boshga ta’riflash usullariga oid misol lar keltiring.

9. Ta’riflashdagi «yolg‘on doiraga» misol keltiring.

10. ESiror tushuncha bir ta’rifda ta’riflanuvchi, boshga ta’rifda
ta’'riflovchi bolishi mumkinmi? Misol keltiring.

2.2. Mulohazalar va ular ustida amallar

Mulohazalar hagida umumiy tushuncha.

Ma’lumki, o‘zbek tilidagi gaplar to‘plami 3 ta sinfga ajratiladi.

D - «Darak gaplar» to‘plami.

C - «So”™oq gaplar» to‘plami.

X - «His-hayajcn gaplar» to'plami.

Hagigatan ham, DuCuX - gaplar to'plami va OMCMX=0
boiadi.
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0O'z navbatida «darak gaplar» tc/plamini ham 3 ta to‘p'amga
ajratish mumkin.

Rost yoki yolg'onligini bir giymatli aniglash mumkin boigan
darak gapiar. Masalan:

Toshkent shahri 0 ‘zbekiston Respublikasining poytaxti - rost;

London shahri Germaniyaning poytaxti —-yolg‘on;

2- tub son - rost;

5>6- yolg’on;

«3 soni 15 sonining boiuvchisi» - rost.

Tarkibida o‘zgaruvchi ishtirok etgan darak gaplar.

Masalan:

X shahar 0 ‘zbekiston Respublikasida joylashgan;

y -6 dan kichik tub son;

X - 5 dan kichik natural son;

Z - o’'zbek tilidagi unli tovush.

Rost yoki yoig‘onligini aniglash mumkin boimagan darak
gaplar.

Masalan:

Men bugun mehmonga bormoqgchiman.

Bugun yomgir yog‘sa kerak.

Matematika qiyin fan.

I-ta’rif. Rost yoki yo!g‘onligi bir giymatli aniglanadigan darak
gapiar mulohaza deyiladi.

So‘roq yoki his-hayajon gapiar mulohaza bola oirnaydi. Rost
yoki yolg’onligi bir qgiymatli anigianmaydigan nomaium
gatnashgan gaplar ham mulohazaga kinnaydi.

Mulohazalar bu matematik mantig fanining boshlangich
tushunchasi hisoblanib, u quyidagicha quriladi:

1) ob'ektlar to’plami beriladi:

2) obyekttlarning ba’zi bir xossalari va ular orasidagi
munosabatlar bayon qilinadi.
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Mulohazalar nazariyasining boshlang‘ich obyektlari sodda
mulohazalardan tashkil topadi va ular lotin alifbosining katta
harflari A,B,C,...lar bilan belgilanadi.

Sodda va murakkab mulohazalar hagida tushuncha.
Mulohazalar sodda va murakkab boiadi.

Murakkab mulohazalarni sodda mulohazalarga airatish
mumkin Masalan,

a) «5 tub son va u 10 sonining boiuvchisi».

b) «2 eng kichik tub son va u juft son».

d) «Agar 375 sonning ragamlari yig‘indisi 3 ga boiinsa, u
holda shu sonning o‘zi ham 3 ga boiinadi».

e) «3*= 9 yoki 9 soni 3 ga boiinadi».

f) «<Agar 12340 sonning yozuvi 0 yoki 5 ragami bilan tugasa, u
fagat va faqat shundagina 5 ga boiinadi» - murakkab
mulonazalardir.

Bir vaqtda rost yoki bir vaqtda yolg‘on boigan mulohazalar
ekvivalent mulohazalar deyiladi. Ekvivalent mulohazalar A = B
ko'rinishda yoziladi.

Matematik mantiq fanini mulohazani bayon gilish shakli emas,
fagat rost yoki yolg‘onligi qizigtiradi. Bundan buyon rost
mulohazani «R» yoki «1», yolg'on mulohazani «¥» yoki «0»
bilan belgilaymiz.

Masalan,

A - "4 > 3" - rost mulohaza

B —"7+5=12" - rost mulohaza

C —"b-juft son'l- yolg'on mulohaza

D - "7-toq son" - rost mulohaza.

Bu mulohazalarda A, B, D lar rost, C - yolg‘on. Bizga
maiumki, sodda mulohazalardan boglovchi so‘zlar yordamida
murakkab mulohazalar hosil qilinadi. Buiar «emas», «va»,

«yoki», «... kelib chiqadi», «agar bolsa, ... u holda», «zarur va
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yetarli» kabi boglovchi so‘zlar boiib, bularni har bittasi bitta
mantiqiy arnalga mos keladi.

Mulohaza inkori.

2-ta’'rif. A mulohaza inkori deb A rost bo‘lganda yolg‘on,
yolg‘on bo'lganda rost boiuvchi mulohazaga aytiladi.

A mulohaza inkori A ko'rinishda belgilanadi va «A emas»,
«A ekanligi yolg'on» deb o'qgiiadi. Masalan, A: «32=6» boisa, A:
«32'6»;

A: «Hozir yoz fasli» boisa, uning inkori A: «Hozir yoz fasli
emas» yoki «Hozir yoz fasli ekanligi yolg'on» kabi ifoaalanadi.

Mulohaza inkorining rostlik jadvali quyidagi ko‘rinishda
boiadi:

=
~ O

Mulohaza inkorining xossasi: A= boiadi:
Masalan, A: «17 —tub sony;

A:«17- tub son emas»;

A: «17 - tub son emasligi yolg'on» yoki «17 - tub son».

Mulohazalar konyunksiyasi.
3-ta’'rif. Ikkita sodda A, B mulohazaiardan tuzilgan «A va B»
mulohazaga mulohazalar konyunksiyasi deyiladi.
Mulohazalar konyunksiyasi uning tarkibiga ki»gan
mulohazalar rost boiganda, rost boiadi va «AJIB» yoki «A&B»
ko‘rinishda yoziladi hamda «A va B» kabi o'giladi.



OO|_\|—\>
O b O b @
O O O p O

Konyunksiyaning rostlik jadvali yuqoridagi ko‘rinishda bo’ladi:

Masalan, a) A: «5 - tub son» - (R); B: «5 >6» - (Y) boisin, u
holda AnB: «5 —tub son va u 6 dan katta» - yolg‘on mulohaza
boiadi.

b) A: «3 < 8» - (R), B: «8 < 11» - (R), AnB: «3< 8 /1 8< 11»
yoki <<3<8<l1l», ya'ni tengsizliklar konyunksiyasini qo’sh
tengsizlik ko’rinishida yozish mumkin va aksineha; ta'rifga ko‘ra
«3 <8< 11»- rost mulohaza.

Mulohazalar konyunksiyasining xossalari:

I°. ANB = B/1A (kommutativlik);

2°. (AaB)/\C = An(BnC) = AnBnC (assotsiativlik);

3°. AJIA = Y (AJ1A-aynan yolg‘on mulohaza).

Mulohazalar konyunksiyasi xossalarinirig to'giiligini rostlik
jadvallari tuzish va mos ustunlardagi murakkab mulohazalar

giymatlarini taqgoslab tekshirish mumkin.

Mulohazalar dizyunksiyasi

4-ta’'rif. Ikkita sodda A, B mulohazalardan tuzilgan «A yoki
B» mulohazaga mulohazalar dizyunksiyasi deyiladi.

Mulohazalar dizyunksiyasi «AvB» koiinishda voziladi, «A
yoki B» deb o‘giladi va uning tarkibiga kirgan mulohazalarning
hech boimaganda bittasi rost boiganda, rost boiadi.

Dizyunksiyaning rostlik jadvali quyidagicha:
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AVB

OO R R >
O b O -

Y%
1
1
1
0

Masalan:

a) /1: «Varshava shahri Germaniyaning Poytaxti» — Y.

B: «Varshava shahri Poishaning poytaxti» - R.

AVB: «Varshava shahri Germaniyaning yoki Poishaning
poytaxti» - R.

b) A: «10 - juft son» - R.

B: «7r —irratsional son» - R.

AV B: «10 —juft son yoki n - irratsional son» - R.

d) A: «15 - juft son» - VY.

B: «Kvadrat to‘gkri to‘rtburchak emas» - Y.

AVB: «15 - juft son yoki kvadrat to‘g‘ri toprtburchak emas» -

Mulohazalar dizyunksiyasining xossalari:

1°. AVB = B V C (kommutativlik).

2°. (AVB)V 0AV(BVC)=AVBVC (assotsiativlik).

3°. AvA = R (AN/A —aynan rost mulohaza).

4°. AV (B/\C)~(AAB)V(AAC) - dizyunksiyaning
konyunksiyaga nisbatan distributivligi).

50AA(BVQ)=(AAB)V(AAQ) - konyunksiyaning dizyunksiyaga
nisbatan distributivligi.

6°. —N N De—Morgan gonunlari  (De-Morgan
AvBrAvBI 1

Shetland matematigi (1806-1871)).
Tengliklarning to‘g‘riligi rostlik jadvalini tuzib isbot qilinishi

mumkin.
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De-Morgan gonunlarini olaylik. a) AJ1B= AV B, ya’ni mulo-

hazalar konyunksiyasi inkori mulohazalar inkorlarining
dizyunksiyasi bilan ekvivalent.

Rostlik jadvalini tuzamiz.

A B A B ANB ANB AV B
1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1
Jadvalning oxirgi ikki ustuni A va B mulohazalar

giymatlarining turli kombinatsiyalarida bir xil. Demak, AnB =
AV B ekanligi to'g'ri.

Misol keltiraylik.

A - «Men shaxmat o'ynayman».

B - «Men tennis o'ynayman».

A A B- «Mening shaxmat va tennis o‘ynashim yolg'on»

AV B - «Men shaxmat yoki tennis o'ynamayman».

Mulohazalar implikatsiyasi.

5-ta’rif. Sodda A va B mulohazalardan tuzilgan «AgarA
bo'lsa, B bo'ladi» ko'rinishidagi mulohaza A va B
mulohazalarning implikatsi>asi deyiladi va «A=>B» ko'rinishda
belgilanadi.

A=>B implikatsiya fagat A rost B yolg'on bo'lgandagina
yolg'on bo'ladi. A —implikatsiyaning sharti, B - xulosasi deyiladi.
A ni B uchun yetarli, B ni A uchun zaruriy shart deb ham ataladi.
Implikatsiyaning rostlik jadvali quyidagicha bo'ladi:
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Masalan, a) A:«15 soni 3 ga bo'linadi» - R; B: «15 sonining
ragamlari yigIndisi 3 ga bo'linadi» —R. A=>B: «Agar 15 soni 3
ga boiinsa, u holda 15 sonining raqgamlari yiglndisi 3 ga
boiinadi» - R.

b) A: «5*5 = 25», B:«5 +5 = 15» boisin. A=>B: «Agar 55 =
25 boisa. u holda 5+5=15 bo'ladi» - Y.

d) A:«25 sonining yozuvi O ragami bilan tugamaydi» - R. B:
«25 soni 10 ga boiinadi» - Y. A~=B\ «Agar 25 sonining yozuvi 0
ragami bilan tugamasa, u holda 25 soni 10 ga bo'linadi» - Y.

Agar A=>B implikatsiya berilgan bo'lsa, B=>A unga teskari,
A=>B - qarama-qarshi, B=*A esa qarama-garshiga teskari
implikatsiyalar deyiladi.

Mulohazalar implikatsiyasining xossalari:

1°. A->B=AvVB.

2°. A="B=B”"A(kontrapozitsiya gonuni).

Mulohazalar ekvivalensiyasi.

6-ta’rif. Sodda A va B mulohazalardan tuzilgan «A fagat va
fagat B boisa, bo'ladi» ko'rinishidagi mulohaza A va B
mulohazalarning ekvivalensiyasi deyiladi va «A«=>B» ko‘rinishda
belgilanadi. A*<"B ekvivalensiya A va B mulohazalarning
giymatlari bir xil bolganda rost boiadi. Uning rostlik jadvali:

A B A<=B
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 1

Masalan, «129 soni 3 ga fagat va fagat uning ragamlari
yigIndisi 3 ga bolinsagina boiinadi».

129:37(1+2+9)13.-Rost

1 AN>B<=>(CVA) mulohazaning rostlik jadvali quyidagicha
boiadi:



A B C B A—=B CVA JI=>B<(CvA)
1 1 1 1 0 1 0
1 1 O 1 0 1 0
1 0 1 0 1 1 1
1 0 O 0 1 1 1
0O 1 1 1 0 1 0
0O 1 O 1 0 0 1
0O 0 1 1 0 1 0
0O 0 O 1 0 0 i

7-ta’rsf. Tarkibiga kirgan ixtiyoriy elementar mulohazalarning
rost yoki yolg‘onligidan qat’iy nazar rost bo‘ladigan murakkab
mulohaza tavtologiya deyiladi. Ularning rostligi rostlik jadvali
yordamida isbot gilinadi.

Quyidagi tavtologiyalarning rostligini rostlik jadvali orgali
isbotlang.

S «Modus Ponens»: (p A (p =>q)) = q;

v'«Modus Tollens»: (p =>q) A -mq) = =p;

Sp=aA@@=n)=(p=>r)

vi((pVva n- p)=>aq;

M(PvVN<=PEV@V)

"(p Ag)AT)  (PA(QAI)

S((p=q)A(r=s)A(Pvr)=(QvVs)

SpAg=p

Sp=>pVvyg

NP =a) A(p>n) = = An);

S de-Morgan 1-teoremasi: *(pA q) <>(»pvVv ->Q)

S de-Morgan 2-teoremasi: "' (pV q)«(-ipA-iq)

S Inkorni-inkor gonuni: —-p <>p;

S 1-distributivlik gonuni: pA(qv Do (pAQ) v (p nr);

S 1-distributivlik gonuni: pV (g A r) PV APV,

/pv-p.
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To‘g‘ri shakllantirilgan jumla uning tarkibiga kirgan sodda
mulohazalar rost yoki yolg'onligidan qat'iy nazar rost boiadi.
Rostlik jadvali tuzilgan jumlaning to‘g‘ri ekanligini rost yoki
yolg‘nligini aniglash orgali belgilab beradi. Masalan, modus
poriens - (2.1) formulaning rostligini quyidagicha aniglaymiz.
Avval rostlik jadvalini tuzamiz va p va g ning giymatlarini
toldiramiz.

O OpR RT
O R O R

Endi fagat p=>q ni baholay olamiz.
p q p=>q

1 | 1
1 0 0
0 | 1
0 0 1

Navbatda konyunksiyaning giymatini aniqglab, (p=>q)Ap belgisi
tagidagi ustunga yozamiz va shu tariga (p="q)Ap ifodaning
giymatini topamiz. Bu natijani topish uchun 3- va 1-ustunlardan

foydalanib, quyidagiga ega bolamiz:

P q p=>q (p=»q) Ap
1 1 | 1
1 0 0 0
0 1 | 0
0 0 i 0
Biz (p=>q)Ap ustuni ostidagi giymatlarni va bilan

boglangan g ning qgiymatlariga ko‘ra oxirgi natijani topib,
so‘nggi ((p=*q) Ap) ="q belgisi ostiga joylashtiramiz. Shu taxlitda,
so‘nggi ((p=>q) Ap) =>g ostidagi ustunda butun ifoda giymati kelib
chigadi. Ya'ni, 4- va 2-ustunlardan foydalanib. quyidagiga ega
bolamiz:
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p"q (P=>0) Ap ((p=>q) Iap) =*q
|
i
i

OO RmERDT
o -0 —2Q0
—__ -
Qoo —

Nazorat uchun savollar:

1. Mulohaza ta'rifini ayting.

2. Darak gaplar, so'roq gaplar va his-hayajon gaplarning
barchasi mulohaza boia oladimi?

3. Murakkab mulohaza sodda mulohazadan nimasi bilan farq
giladi?

4. Mulohazalar ustida bajariladigan ganday mantiqiy amallarni
bilasiz?

5. Inkor amalining ta’rifini ayting.
Konyunksiya amalining ta’rifini va xossalarini ayting.
Mulohazalar dizyunksiyasining ta’rifi va xossalarini ayting.

Mulohazalar dizyunksiyasining rostlik jadvalini ko‘rsating.

© 0o N o

Mulohazalar implikatsiyasining ta’rifi va xossasini ayting.

10. Mulohazalar implikatsiyasining rostlik jadvalini
ko‘rsating.

11. Mulohazalar ekvivalensiyasining ta’'rifni va xossasini
ayting.

12. Mulohazalar ekvivalensiyasining rostlik  jadvalini
ko‘rsating

Mashqlar:
1 Quyidagi gaplar ichidan mulohazalarni ajrating va ularning
rost yoki yolg'on ekanligini aniglang:
a) Sirdaryo Orol dengiziga quyiladi.
b) Siz qaysi oliygohda o‘qiysiz ?
c) 0 ‘zbekiston Mustaqilligining 10 yilligi muborak bolsin!
d) Har ganday son musbat.
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e) 0 har ganday haqiqiy songa boiinadi.

f) 2, 3, 5 sonlari tub sonlar.

g) Barcha insonlar yoshi 20 da.

h) Galaktikamizda shunday sayyora bor-ki, unda hayot mavjud.

i) 5 soni 25 va 70 sonlarining eng katta umumiy boiuvchisi.

j) 3x3- 5y +9.

2. Mulohazalarga misollar keltiring. Ularning rost yoki
yolg‘onligini aniglang.

3. Quyidagi jumlalar orasidan mulohazalarni ajrating va
ularning rostlik giymatini toping:

a) 9 - butun son; b) 48 ni 5 ga bollganda 4 qoldiq qoiadi; d)
so‘roq gap mulohaza boiadi; e) x<7; f) 17-2-21=13; g) x2+4=13;
h) 24 - tub son.

4. Quyidagi mulohazalar inkorini tuzing va ularning rostlik
giymatini toping:

a) 225 soni 9 ga boiinadi; b) 21 soni 7 ga boiinadi;

c) 7, 6 - natural son; g) Praga-Bolgariyaning poytaxti;

d) 7< 3; e) 27: 3 +2 «3 -18 ifodaning giymati 0 ga teng.

5. Quyidagi juftliklarining qaysisida mulohazalar bir-birining

inkori?
a) 2<0, 2>0. 8 @9, 9>8. 7 <11, 11>0.
b) 6>9, 6>9. 2 <0, 2>0. 5>7, 5>0.

c) «<ABC - to'g'ri burchakli uchburchak», «ABC - olmas
burchakli uchburchak».

d) «f funksiya - tog» , «f funksiya - juft».

e) «Barcha tub sonlar tog» , «Shunday tub son mavjudki, u
juft».

f) «.Irratsional sonlar mavjud», «Barcha sonlar ratsional».

6. Quyidagi mulohazaning rostlik giymatini aniglang:

Agar 12 soni 6 ga boiinsa, u holda 12 soni 3 ga boiinadi.



6. A: «4 < 7», B: «Toshkent O ‘zbekistonning poytaxti»
mulohazalari berilgan boisa, ularning konyunksiyasini tuzing va
rostlik qgiymatini toping. Shuningdek, A/NB, AVR, A=>B
mulohazalarni sokz orgali ifodalang.

7. A: «26 12 + 11 = 28», B: «3 - tub son» mulohazalari
berilgan boisa, AVB, BVA, AvB, AVB, AVB larni so‘z orqali
ifodalang va ularning rostlik giymatini toping.

C: «3 - toq son», B: «7 soni 28 ning boiuvchisi» mulohazalari
berilgan boisa, ularning implikatsiyasini ifodalang va rostlik
giymatini toping.

A: «111201 sonining raqamlari yigindisi 3 ga boiinadi»
B:«l 11201 soni 3 ga boiinadi» mulohazalari berilgan. Ularning
ekvivalensiyasini so‘z yordamida ifodalang va rostlik giymatini
toping.

8. A: «9 - tub son», B: «17 - toq son», C: «18 soni 3 ga
boiinadi», D: «24 tub son» sodda mulohazalar berilgan boisa,
quyidagi murakkab mulohazalarni so"z yordamida ifodalang va
ularning rostlik giymatini toping.

AVB; b) ANB; d) AVA;e) A=>B ;0 C"D;

g) AaC=>D; h) AAD=>C ; i) AVD; j) (AaBaC)VD.

9. A! «7 soni 56 ning boiuvchisi», B: «4 soni toq son». C: «13
soni tub son» mulohazalari berilgan boisa, a) AvBVC; b)
AAB~NC; d) (AVB)AC); e) (AaB)VC; f) (AVB)A(AVC) lar uchun
rostlik jadvalini tuzing.

10. A: «7< 12», B = «Romb - toprtburchak», C - «2 —tub
son» mulohazalari berilgan boisa, Av B- AAB, AVVB- Aa
B, AVC=AAC, AAC = A AB larni isbotlang.

11. Quyidagi formulalarning aynan rost ekanligini isbotlang:

(A<=>B) <> ("A<"-'B)

(A=>B) » ((B="A) =>(A<”"B))

(A=>C) = ((AV B) == (CVB))
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(A=>B) > ((A=> (B=>C) =>(A<=»C))

12. Quyidagi formulalaming aynan yolg‘on ekanligini
isbotlang:

AA(BA(-AV-B));

"(C(AVB)*"iAAB));

-(A=>(B=»A));

(A=>C)=> (B =>0C)) =* (A v B=>0Q));
- (A =>B)=>((AnC)=>(AvBnA)).

2.3. Predikatlar va ular ustida amallar. Kvantorlar

Predikatlar haqgida umumiy tushuncha. Mulohazalar
algebrasining asosiy masalalaridan biri sodda mulohazalarning
rostlik giymatlariga tayangan holda, ulardan tuzilgan murakkab
mulohazalarning rostlik giymatlarini topishdan iborat ekanligini
biz ko'rib chiqdik. Lekin mulohazalar algebrasi fan va
amaliyotning murakkab mantigiy xulosalarini chiqarish uchun
yetarli emas. Bunday murakkab mantiqiy xulosalami chigarishda
mulohazalar algebrasini ham o‘z ichiga oluvchi predikatlar
algebrasi muhim o‘rin tutadi.

Ma'lumki, matematikada ishlatiladigan shunday muhim darak
gaplar borki, ularni mulohaza deb bo‘lmaydi. Masalan, agar biror
butun son 2 ga bolinmasa. u holda undan keyin kelgan butun son
2 ga boiinadi, deb ayta olmaysiz. Chunki, bu darak gapning
rostligi bir giymatli aniglanmagan. Faraz gilaylik, p — agarp 1va
7 orasidagi 2 ga bolinmaydigan butun son bolsa, u holda undan
keyin kelgan butun son 2 ga boiinadi, degan darak gap bolsin.
Bu gapni quyidagicha ifodalsh mumkin. Faraz gilaylik, P(n) -
agar n 2 ga bolinmaydigan butun son bolsa, u holda n+1 soni 2
ga boiinadi, degan darak gap bolsin. U holda, quyidagi yozuvga
ega bolamiz: p P(Q)NP(2)NP(3)NP(4)nP(6)n P(7)
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Yuqoridagi gapni bayon qilish uchun o‘zgaruvchi Kiritishga,
ya’ni “predikat” tushunchasiga ehtiyoj tuglldi.

I-ta’rif. 0 ‘zgaruvchi qgatnashgan va o‘zgaruvchi o°‘rniga
giymatiar qo‘yilgandagina rost yoki yolg'on muiohazaga
aylanadigan darak gap predikat deyiladi.

Predikatlar tarkibiga kirgan o'zgaruvchilar soniga garab bir
o‘rinli, ikki o'rinli va hokazo bo'ladi, ularni A(x), B(y), Q(x,y),
R(x,y,z), .. ko‘rinishda belgilaymiz. Biz ko‘proq bir o'rinli
predikatlar hagida gapiramiz.

Predikat tarkibiga kirgan o'zgaruvchi gabul gilishi mumkin
bo'lgan barcha giymatiar to'plami predikatning aniglanish sohasi
deyiladi. Aniglanish sohasi X, Y, Z, ... kabi belgilanadi.

2.2-rasm

0 ‘zgaruvchi o‘rniga qo‘yilganda predikatni rost muiohazaga
aylantiruvchi giymatiar predikatning rostlik to‘plami deyiladi,
A(x) predikatning aniglanish sohasi X to‘plam boisa, rostlik
to'plami TAbilan belgilanadi va XxGX, TAcX boiadi (2.2-rasm).

la'rifga ko‘ra istalgan tenglama yoki tengsizlik predikat
boiadi.

Masalan:

A(x): «x shahar - O ‘zbekiston Respubiikasining poytaxti».
Bunda X= {Toshkent, Buxoro, Xiva, Moskva} boisa, TA =
{Toshkent} boiadi.



B(x) :5<x <11 1 x 6 N va X=N bo'lsa, Te={6; 7; 8; 9; 10}
boiadi.

C(y): «y —10 sonning boiuvchisi» va Y-N boisa, Tc = {1, 2;
5; 10} boiadi.

D(z): «z2+2z-1=0». zER = Z. Tz={I1-V2, 1+V2}.

Predikatlar ustida ham mulohazalar ustida bajarilgan inkor,
konyunksiya, dizyunksiya, implikatsiya, ekvivalensiva amallarni
bajarishimiz mumkin.

Predikatlar inkori. X ® O to'plamda A(x) predikat berilgan
boisin. A(x) rost bolganda yolg'on, yolg'on bolganda, rost
boladigan A(X) predikat A(x) ning inkori deyiladi. A(x) ning
rostlik to'plami Tn boisa. /1(x) ning rostlik to'plami T A boiadi
(2.3-rasrn).

Masalan: a) A(x); «x son 5 ragami bilan tugaydi» boisa, AX)\
«X son 5 ragami bilan tugamaydi» boiadi.

X = {XGN, x<20} to'plamda A(X): «x tub son» predikati
berilgan boisin. U holda TA~ {2: 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19} boiadi.
A(X): «x tub son emas» va 74 = {1; 4; 6; 8; 9; 10; 12: 14: 15; 18}
boiadi.

X = {xGN, x<15} to'plamda A(x): «x soni 15 ning
boiuvchisi» predikat berilgan boisin. U holda TA= {1, 3; 5; 15}
boiadi. A(x): «x son 15 ning boiuvchisi emas» va To= {2; 4; 6;
7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14} boiadi.
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X - hafta kunlari to‘plami bolsin. Bu to'plamda A(Xx): «x -
haftaning juft kuni» predikati berilgan boisa, A(X) : «x -
haftaning toq kuni», TA= {seshanba, payshanba, shanba} va Ta-
(yakshanba, dushanba, chorshanba, juma) boiadi.

Predikatlar konyunksiyasi. Aytaylik, X to‘plamda A(x) va
B(x) predikatlar berilgan boisin.

2-ta’rif. A(x) va B(x) predikatlaming har ikkalasi rost
boiganda rost, golgan hollarda yolg‘on boiadigan predikatga
ularning konyunksiyasi deyiladi va A(xX)AB(x) ko‘rinishda
belgilanadi.Agar A(x) ning rostlik to‘plami TA, B(x) ning rostlik
to'plamini TB, A(X)AB(x) ning rostlik to'plarnini T desak,
T=TalTe boiadi. Uni Eyler-Venn diagrammaiari yordamida
tasvirlasak, rasmdagi shtrixlangan soha TAINTB dan iborat boiadi.

2.4-rasm
Masalan, a) X = {xXGN, x< 20} da A(X): «x soni tub son», B(x):

«X soni toq son» predikatlari berilgan boiib, ularning
konyunksiyasining rostlik to'plamini topish talab gilingan boisin.

Yechish.TA= {2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19}, TB= {1; 3; 5; 7; 9; 11;
13; 15; 17; 19}, u holda T = TAB= {3; 5; 7; 11; 13; 17; 19}
boiadi.

X = {VXGN, x< 17} da A(x): {x<8} va B(x): «x:3» predikatlar
boisa, ular konyunksiyasining rostlik to'plamini toping.

Yechish. TA={1,2,3,4,5,6,7}, TB={3,6,9,12,15} va
T=TAfITB={3; 6} boiadi.

Predikatlar dizyunksiyasi. Aytaylik, X tolpiamda A(x) va

B(x) predikatlar berilgan boisin.
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3-ta'rif. A(x) va B(x) predikatlarning har ikkalasi yoig'on
boiganda yolg‘on, qolgan barcha hollarda rost boladigan
predikatga A(x) va B(x) predikatlar dizyunksiyasi deyiladi.

Predikatlar dizyunksiyasi «A(x) v B(x)» koiinishda belgilanib,
«A(x) yoki B(x)» deb o'giladi.

2.5-rasm

A(x) predikatning rostlik to'plami TA, B(x)ning rostlik
to'plami TB. A(X)VB(x)ning rostlik to‘piamini T desak, T =
TAUTBboiadi.

Uni Eyler — Venn diagrammalari yordamida tasvirlasak, n
rasmdagi shtrixlangan sohadan iborat boiadi (2.5-rasm).

Masalan: a) X = {VxeN, x< 20} da A(x):{8<x< 15}, B(X): «X
soni 18 ning boiuvchisi» predikatiari berilgan boisa, A(x)VB(x)
ning rostlik to‘plamini toping.

Yechish.TA= (8: 9; 10; 11; 12; 13; 14; !5}, TB={1; 2; 3; 6; 9;
18} boigani uchun T = TAvb= {1; 2; 3; 6; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14;
15; 18} boiadi.

Predikatlar implikatsiyasi. X to*piarnda aniglangan A(x) va
B(x) predikatlar berilgan boisin.

4-ta’rif. A(x) predikat rost boiib. B(x) predikat yolg‘on
boiganda yolg‘on. golgan hollarda rost boladigan mulohaza A(x)
va B(x) predikatlarning implikatsiyasi deyiladi.

<<A(X)=>B(x)» ko‘rinishda belgilanadi va u A(x) predikatdan
B(x) predikat kelib chigadi deb o‘giladi. Bu holda B(x) predikat
B(x) predikat uchun «zaruriy shart», A(x) predikat B(x) predikat
uchun «yetai li shart» deyiladi.



2.6-rasm

A(x) predikatning rostlik to'plami TA, B(x) niki I'B va
A(x)=>B(x)ning rostlik to'plami T bo‘lsa, T = TAUTBbo‘ladi. Uni
Eyler -Venn diagrammalari yordamida tasvirlasak. u rasmdagi
shtrixlangan sohadan iborat bo‘iadi (2.6-rasm).

Masalan, a) X = {Vx6N, 12<x<21} to'plamda A(x): «x - tub
son», B(x): «x - toq son» predikatlari berilgan bo’lsa, A(x)"B(x)
ning rostlik to’plamini topaylik.

Yechish. TA= {13; 17; 19), TB={ 13; 15; 17; 19; 21), 7" = {12;
14; 15; 16; 18; 20; 2!) u holda T=7"UTB={ 12; 13; 14; 15; 16; 17;
18; 19; 20; 21}.

a) X = {Vx€EN, x<13} da A(X): «12:x», B(X);«x —juft son»
predikatlari berilgan boMsa, A(x)=>B(x) ning rostlik to'plamini
topaylik.

Yechish. TA-{I; 2; 3; 4; 6; 12}, 7~={5; 7; 8; 9; 10; 11; 13},
TB={2; 4; 6; 8; 10; 12} bo'lsa, T= TAUTB= {2; 4;5;6; 7; 8; 9; 10;
11; 12; 13} bo’ladi.

Predikatlar ekvivalensiyasi. Aytaylik, X to’plamda A(x) va
B(x) predikatlar berilgan bo'lsin.

5-ta’rif. A(x) va B(x) predikatlaming har ikkalasi yo‘lg‘on
bo‘lganda hamda har ikkalasi rost boMganda rost bo‘ladigan,
golgan hollarda yo‘lg‘on bo‘ladigan mulohaza predikatlar
ekvivalensiyasi deyiladi.

Predikatlar ekvivalensiyasi A(X)<=»B(x) ko'rinishda
belgilanadi va «A(x) bilan B(x) teng kuchli» deb o‘qiladi. Agar



ikkita predikat teng kuchli. ya'ni ekvivalent bo‘lsa, ularning har
biri ikkinchisi uchun zaruriy va yetarli shart hisoblanadi.

AX)<="B{x) ning rosilik to‘plamini T desak, u A(x) va B(Xx)
predikatlarning har ikkalasi bir vaqgtda rost va har ikkalasi bir
vaqtda yolg‘on boladigan mulohazalarning rostlik giymatlari
to‘plamidan iborat bo‘ladi.

2.7-rasm
Demak, A(x) va B(x) predikatlarning har ikkalasi rost boigan

holdagi rostlik to‘plami TAMTB dan, har ikkalasi yolg'on boigan
holdagi rostlik to'plami dan iborat boiadi. Demak, T =
(TnANTe)N(7~MN7"). Buni Eyler — Venn diagrammalari yordamida
tasvirlasak, u rasmdagi shtrixlar.gan sohadan iborat boiadi (2.7-
rasm).

Masalan, a) X- {VxGN, x<16} to'plamda A(x): «x son 3 ga
karraii son», B(Xx): «x soni 12 ning boiuvchisi» predikatlari
berilgan bolsa, A(x)<”B(x) ning rostlik to‘plamini topaylik.

Yechish.TA= {3; 6; 9; 12; 15}, TB= {1; 2; 3; 4; 6; 12}.

T=(TAOTB)M(I; n TB)=(1;2;3;4;6;9; 12; 1}1N{3;6; 12})U ({1:2;4:
5;7;8;10;11;13;14}M{5;7;8;9;10;11})~{3;6; 12}U{5;7;8; 10; 11 }={
3;5;6;7;8:10;1 1}.

Fikr (mulohaza). predikatva ular ustidagi amallar tushunchalari
ko‘p tasdiglarning mantiqiy tuzilishini aniglashga yordam beradi.

2.4. Kvantorlar va ularning turlari
Predikatlarni mulohazalarga aylantirish. Yugorida
koidikki, istalgan tenglama va tengsizlik predikat bolar ekan,
chunki ularni mulohazaga aylantirish mumkin. Buning uchun
o‘zgaruvchi o‘rniga giymat qo‘yish yetarli.
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Predikatni mulohazaga aylantirishning yana bir usuli
kvantorlardan foydalanishdir.

Quyidagi misolni qaraylik.

10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20 sonlari haqgida quyidagilarni
aytish mumkin:

a) berilgan barcha sonlar ikki xonali sonlardir.

b) berilgan sonlardan ba’zilari toq sonlardir.

Bu jumlalarga nisbatan ularning rost yoki yolg‘onligi
to‘gkrisida fikr yuritish mumkinligidan ular mulohaza boiadi.

Agar biz ulardan «barcha», «ba’zilari» so‘zlarini olib
tashiasak, jumlalarni rostmi yoki yolg‘onmi savoliga javob berib
boimaydi. Demak «barcha», «ba’zi» so‘zlami qo'shish bilan
mulohaza hosil qgilinadi.

6-ta’rif. «<Barcha» va «ba’zi» so‘zlari kvantorlar deb aytiladi.

«Kvantor» so'zi lotincha boiib, «gancha» ma’nosini anglatadi,
ya'ni kvantor u yoki bu mulohazada qancha (barcha yoki ba’zi)
obyckt hagida gap borayotganini bildiradi.

Kvaotorlarning turlari Umumiyiik va mavjudlik kvantorlari
bir-biridan farq qilinadi.

Umumiyiik kvantori «V» belgisi bilan belgilanadi va «har bir».
«hamma», «barcha», «istalgan» so4lari bilan ifodalanadi. V
inglizcha «All» so‘zining bosh harfidan olingan va «hamma»
ma'nosini bildiradi.

Mavjudlik kvantori «3» belgisi bilan belgilanadi, inglizcha
«Exist» - «mavjud» so‘zining bosh harfidan olingan va «bor»,
«mavjud», «topiladi» so‘zlarini bildiradi.

Masalan, A(x): «x son tub son» predikatini olaylik, uni
kvantorlar yordamida mulohazaga aylantiramiz, bu yerda XGN.
«Barcha x sonlar tub son» - yolg‘on mulohaza, x soni tub son
boiadigan giymatlar topiladi» —rost mulohaza.
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P(x): «x son 5 ga karrali», XxGN bo'lsin. «Barcha x sonlar 5 ga
karrali» - yolg'on mulohaza, «5 ga karrali x son mavjud» - rost
mulohaza.

Kvantorlar gatnashgan mulohaza (xe X)P (x) yoki (3xGX)P(x)
ko'rinishda yoziladi va «X to'plamning hamma elementlari uchun
P(x) bajariladi» yoki «X to'plamda P(x) bajarilauigan elementlar
topiladi», deb o'qiladi.

Masalan, P(x): «x soni 3 ga karrali». xGN bo'lsin «Ixtiyoriy X
soni 3 ga karrali» - yolg'on mulohaza «3 ga karrali x sonlar
mavjud» -rost mulohaza

Biz to'plamni uning elementlari ganoatlantiradigan xossalari
orgali ko'rsata olamiz. Kciing biz P (x) ni x ganoatlantira
oladigan yoki olmaydigan xususiyat uchun shartli belgi deb
olaylik. Biz P ni predikat deb ataymiz. Qachonki P (x) rost bo'lsa,
biz “x o'zgaruvchi P xususiyatiga ega deymiz. Masalan, P (x) “x
o‘zgaruvchi 2 ga bo’linadigan natural son” ma'nosini beradi deb
faraz qilaylik. Agar biz N = {0, 1, 2. ...) natural sonlar
to'plamiini oisak, 2 ga bo'linadigan natural sonlar to'plami A: A
= {xeN|p(x)>. (3.4)

Aytgancha, biz natural sonlarni nima ekanligini bilamiz, deb
faraz qilgan holda izoh. namuna sifatida ishlatamiz. Biz ularga
to'plam nuqtai nazaridan keyinroq to'xtalib o‘tamiz.

Biz mantiq belgilari asosida quyidagicha yozamiz
(VXGN)(XGA<=>p(x)), (3.5)

Demak "N dagi hamma x uchun, agar va fagat agar x soni 2 ga
bo'linsa, x A to'plamga tegishli bo'ladi”. Biz “emas” ma'nosini
beruvchi inkor ( -i) tushunchasini ishlatgan holda umumiylik
kvantori o'rniga rnavjudiik kvantorini ishlata olamiz, demak bizda
(VX)P(x) = =.(3X)( =,P(x)). (3.6)



Ya'ni “hamma x wuchun P (x) rost” ekanligi “P(x)
bajarilmaydigan x mavjud emas” deb tushuntiriladi. Bizda shunga
o‘xshash (3x)P(x) = ~i(VX)( -iP(x)).

Umuman olganda, umumiyiik kvantori gatnashgan
mulohazaning rostligini isbotlash uchun o'zgaruvchining barcha
giymatiarida predikat rost mulohazaga aylanishini isbotlash kerak
boiadi. Aksincha, uning yolg'onligini ko4satish uchun esa, 1 ta
mulohaza yolg'on boiadigan holni ko‘rsatish kifoya.

Mavjudlik kvantori gatnashgan mulohazaning rostligini
isbotlash uchun 1ta misol keltirish, uning yolg‘oniigini ko‘rsatish
uchun o'zgaruvchining barcha giymatiarida predikat yolg‘on
mulohazaga aylanishini isbotlash kerak boiadi.

Kvantorlar gatnashgan mulohaza inkorini yasash.

(Vx 6 X )P(x) yoki (8xGX)P(x) ko‘rinishdagi mulohaza
inkorini yasashda quyidagicha yo‘l tutiladi:

Mulohazaga “emas” yoki “ekani yolg'on” so‘zlari qo‘shiladi.

Ikkinchi usuli:

1. “Mavjudlik” kvantori “Umumiyiik” kvantoriga yoki
aksincha almashtiriladi.

2. Predikat uning inkori bilan almashtiriladi.

- (Vx G X)P(x)= (9xCX)-"P(x)

- (Bx G X)?(X)= (VGX)-P(x)

Masalan:

I. (Vx G X)P(x) —Barcha tub sonlar toq sonlardir.

(Vx G X)P(x) -Barcha tub sonlar tog sonlar ekanligi yoig'on.

(3xGX)-iP(x) — Tub sonlar ichida toq boimaganlari ham
topiladi.

Il. (3xGX)P(x) - 3 ga karrali soniarning ba’zilari 9 ga karrali.

-1(3xGX)P(x) - 3 ga karrali soniarning ba’zilari 9 ga karrali
ekanligi yolg‘on.

(VGX)-P(x) -3 ga karrali soniarning barchasi 9 ga karrali.

I holda berilgan mulohaza yolg‘on va uning inkori rost boisa,
Il holda aksincha.



Nazorat uchun savollar

1 Predikatlar bilan mulohaza orasida ganday farq bor?

2. Predikatlar inkorining ta'rifini ayting va uning rostlik
to'plamini ko‘rsating.

3. Predikatlar konyunksiyasi ta’rifini ayting, uning xossalari
va rostlik to‘plamini ko'rsating.

4. Predikatlar dizyunksiyasi ta’rifini ayting, uning xossalari va
rostlik to‘plamini ko‘rsating.

5. Predikatlar im’likatsiyasi ta’rifini ayting, uning xossalari va
rostlik to'plamini ko'rsating.

6. Predikatlar ekvivalensiyasi ta’rifini ayting, uning xossalari
va rostlik to'plamini ko'rsating.

7. Kvantorning ta’rifini ayting.

8. Kvantorning ganday turlarini bilasiz.

9. Predikatlarni qganday usullarda mulohazalarga aylantirish
mumkin?

10. Kvantor gatnashgan mulohazalar inkori ganday yasaladi?
Misollar keltiring.

Mashgqlar:

1-misol. N natural sonlar to'plamida P (x) predikat berilgan
bolsin: «x - tub son». Kvantorlardan foydalanib ushbu
predikatdan quyidagi mulohazalarni hosil gilish mumkin: TxP(x)
—«Hamma natural sonlar tub sonlar bo'ladi»; 3xP(x) —«Shunday
natural son mavjudki, a tub son bo'ladi». Ravshanki, birinchi
mulohaza yolg'on va ikkinchi mulohaza chindir.

2-misol. To'g'ri chiziglar to'plamida aniglangan P(x,y):
«X_Ly» predikatni ko'raylik. Agar P(x,y) predikatga nisbatan
kvantorli amallarni tadbiq etsak, u holda quyidagi sakkizta
mulohazaga ega bo'lamiz:

1 VxVyP(x,y) - «Har qanday x to'g'ri chiziq har ganday y
to'g'ri chizigga peipendikulyar».
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2. Vx3yP(x,y) - «Har ganday x to‘g‘ri chiziq uchun shunday y
to‘g‘ri chizig mavjudki, x to‘g‘ri chiziqg y to‘g‘ri chiziggga
perpendikulyar».

3. 3xVyP(x,y) - «Shunday x to‘g‘ri chiziq mavjudki, u har
ganday y to‘g‘ri chiziqga perpendikulyar».

4. 3x3yP(x,y) - «Shunday x to‘g‘ri chiziq va shunday y tokg‘ri
chizig mavjudki. x to‘g‘ri chiziq y to‘g‘ri chizigga
perpendikulyar».

5. VyVxP(x,y) - «Har ganday y to‘g‘ri chizig har ganday x
to‘g‘ri chizigqga perpendikulyar».

6. Vy3xP(x,y) - «Har ganday y to‘g‘ri chizig uchun shunday x
to‘g‘ri chizig mavjudki, x to‘g‘ri chizig‘i y to'g’ri chizigqa
perpendikulyar».

7. 3yVxP(x,y) - «Shunday y to*g‘ri chizig mavjudki, u har
ganday x to'g‘ri chiziqga perpendikulyar».

8. 3y3xP(x,y) - «Shunday y to’g'ri chiziqg va shunday x to’g'ri
chiziq mavjudki, x to‘g*ri chiziq y to‘g'ri chizigqa
perpendikulyar».

3-misol. (3xP(x)—>V yQ(y))—*R(z) formulani deyarli normal
shaklga keltiramiz.

(3xP(x) -> V yQ(y)) -+ R(z) = (3xP(x) V V yQ(y)) -> R(2)

=3xP(x) V'VYQ(y) vV R(z) = 3xP(x) v VyQ(y) v R(z) =

= 3.x:P(x) n 3} E>(v) v R(2) .

Demak,

BXP(X) > \NYY)) -> R(2) » BxP(x) nByOTV)Vv R(2) .

4-misol. A=V x3yP(x,y)A3x V yQ(x,y) formulani normal
shaklga keltirish talab etilsin. A formulada teng kuchli

almashtirishlami o‘tkazib, uni normal shaklga keltiramiz:

90



A=Vx3yP(Xx,y) n Vx3yQ(X, y) = VX(3yP(X, y) n 3zQ(X, 2)) =
= Wx3y(P(X,>0a 3zQ(X, z)) s VX3)3z(P(X,Y)n Q(X,2)) «

Mashqiar:

1 ~={4;5;6;8;9;10} to‘plamda C(x): «2x-1<15» predikat
berilgan boisa:

a) C(4), C(5), C(6), C(8), C(9), C(10) fikrlaming rostlik
giymatini toping;

b) olingan javoblarga asoslanib, (VXGA) C(x) predikat rost
boiadi deb tasdiglash mumkinmi? Javobingizni asoslang.

2. X={AON\XEN, x<6/ to'plamda B(x): «x2-3<18» predikat
berilgan boisa:

a) 5(1), B(2), 5(3), B(4), B(5), B(6) fikrlarning rostlik giymatini
toping;

b) olingan javoblarga asoslanib, B(x) predikat (Vx(EA)da rost
boiadi deb tasdiglash mumkinmi? Javobingizni asoslang.

3. A= /X|XGN, x<7} to‘plamda «x2-13 < O» predikat berilgan.
Uning rostlik to‘plamini toping.

4. X={x]|xtN, x<2I} to'plamda B(Xx): «x - tub son» predikat
berilgan. Uning inkorining rostlik to'plamini toping.

5 Y ={ylyGN, x <18} to'plamda A(X): «X-tub son», B(X):
«X-toq son» predikatlar berilgan boisa, A(x). B(x), A(X)VB(x)
A(xX)AB(x)larning rostlik to'plamini toping.

6. X=]—2; —1; 0;"; 1;n; 2jto‘plamda C(x): «x - natural son»,
D(x): «x - kasr son» predikatlar berilgan boisa

7. a) C(1)AD(1); b) C(-2)VD(-2); d) C(O)adQ); e) C(2)AD(0)
larni so‘z orgali ifodalang va rostlik giymatini toping.

8 X={—2;—1;0;n; 1;n; 2] to plamda C(x): «x - butun son».

D(x): «x — kasr son» degan predikatlar berilgan boisa,



a)2” "cvd ? b) 2G ; d) 2 £ Tcad 5 €) 2" ~cno laming
rostligini aniqglang.

9. Butun sonlar to'plamida D(x):«x:3»vaC(x): «x sonini 3 ga
bo‘lganda 1 qoldiq qoladi» predikatlari berilgan. x=4, x=6, x=7,
x=9, x=10 boigandagi predikatlar giymatini toping va ularni
taqqoslang. C(x) va D(x) predikatlar biri ikkinchisining inkori
boiadimi? Javobingizni asoslang.

Kvantorlar

1 Quyida keltirilgan gaysi mulohazada umumilik kvantori
yoki mavjudlik kvantori gatnashgan?

5 ga karraii sonlar topiladi;

Har bir natural son butun son boiadi;

Shunday x natural sonni topiladiki, unda x<3;

Ba’zi bir natural sonlar - bir xonali.

2. Shunday 5 ta sonni topingki, ular:

a) barchasi 7 ga karraii: b) ba’zi birlari 5 ga karraii; v) ba'zi
birlari 5 ga karraii emas; g) ularning birortasi ham 3 ga karraii
emas.

3. R (X), Q (X) va R (x) quyidagi bir o‘rinli predikatlarni
bildiradi: «x uchburchak teng tomonli», «x uchburchak teng
yonli» va «x uchburchak to'gii burchakli».

Mulohazaga aylantiring va rostlik giymatini toping:

a)(Vx) R(x); b)(3x)R(x); ¢)(3x) R(X)AR(x); d)(3x) R(x)AQ(X).

4. Quyidagi tasdigning to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri ekanligini
isbotlang:

a) ixtiyoriy ikkita natural sonning ayirmasi yana natural son
boiadi;

b) ixtiyoriy uchta ketma-ket sonlarning yigindisi 3 ga karraii;

¢) bir xil ragamlardan tashkil topgan har ganday ikki xonali
son 1lga karraii;
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d) ixtiyoriy bir xonali son tengsizlik yechimi bo'ladi
2x225x+12>0

e) ba’zi bir parallelogramlarning diagonallari teng emas;

f) bu sonlar orasidan 12, 15, 16, 27, 212 hech bo'Imaganda
bittasi, 7 ga karraii;

j) 7x-5; 7x; 12:4x; 7x+5 ifodalarning har biri x=3 giymatga
ega;

k) Ixtiyoriy haqiqiy son tenglamaning yechimlari hisoblanadi
2 (x -3)=2x -6.

5. Quiydagi mulohazalarning rostlik giymatini ayting:

a) (3xER) x"4 1=5; V) (3X£R) x2+5=l;

b) (VxeR) x2+1=5; 0) (VXER) x2+5=1I.

2.5. Teoremaning tuzilishi va turlari. Matematik isbotlash
usullari

Teoremaning tuzilishi hagida umumiy tushuncha. O rta
maktab kursidan ma'lumki, matematikani o'rganishda teoremalar
deb ataluvchi  so'zlar bilan ishlashga to‘g‘ri  keladi.
Tushunchalarning asosiy bo'lmagan va ta’riflarga Kkiritilmagan
xossalari, odatda isbotlanadi. Tushunchalarning isbot gilinadigan
xossalari teoremalar deyiladi.

Ular ganday ko'rinishda ifodalanishidan qat’iy nazar,
isbotlashni talab giladigan fikrlardir. Shunday qilib, teorema - bu
A xossadan B xossaning kelib chigishi haqgidagi fikr. Bu fikrning
rostiigi isbotlash yo'li bilan aniglanadi.

Isbotni amalga oshirish uchun predikat va kvantorlarga
asoslangan teoremalarning tuzilishini bilish lozim. Quyidagi
teoremani garaylik: “Agar nuqgta kesmaning o'rta
pcrpendikulyarida yotsa. u hoida nuqta kesmaning uchlaridan teng
uzoqlikda yotadi.”
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Bunda “nuqta kesmaning o‘rta perpenikulyarida yotadi” gapi
teoremaning sharti, “nuqta kesmaning uchlaridan teng uzogqlikda
yotadi” gapi teoremaning xulosasi hisoblanadi.

Teoremaning sharti va xulosasi tekislikdagi barcha
nuqtalarning R to‘plamida aniglangan predikatdan iborat. Bu
predikatlami mos ravishda A(x) va B(x) deb belgilaymiz. U hoida
teorema A(X)=>B(x) implikatsiya ko’rinishda belgilanib,
umumiylik kvantorini qo’llab quyidagi ko’rinishda yoziladi:
(Vxe P)(A(X)=>B(x)).

Bundan ko‘rinadiki, teorema tuzilishi uch qismdan iborat
bo'ladi.

Teorema sharti: A(x) predikat tekislikdagi barcha nuqtalarning
R to’plamida berilgan;

Teoremaning xulosasi: B(x) predikat tekislikdagi barcha
nuqtalarning R to‘plamida berilgan;

Tushuntirish gismida teoremada so‘z yuritilayotgan obyektlar
to’plami tasvirlanadi. Bu qism simvolik tarzda Vxe P ko'rinishda
yoziladi.

Tushuntirish gismini teorema mazmunidan ham bilib olish
mumkin. Ixtiyoriy teoremani so‘zlar yordamida ifodalaganaa
“Agar ...bo’lsa, u holda ...bo‘ladi” so‘zlari ishlatiladi, formula
quyidagi

(Vxe X)(A(x)=>B(x)) (1)

ko‘rinishda ifodalandi. Bu yerda X A(x) va B(x) predikatlar
berilgan to‘plam. Agar teorema (1) ko‘rinishda berilgan bo’lsa,
uning sharti va xulosasi implikatsiya tashkil etadi. Shu sababli
teorema xulosasi B(x) predikat teoremaning A(x) sharti uchun
yetarli sharti, A(x) shart esa teoremaning B(x) xulosasi uchun
zaruriy shart deyiladi. Quyidagi teoremani garaylik:

“Agar to‘rtburchak romb bo‘lsa, u holda uning diagonallari
perpendikular bo‘ladi”.
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Bu teoremaga (1) formulani tadbiq etamiz. X - tekislikdagi
barcha to‘rtburchaklar to'plami, x tekislikdagi ixtiyoriy
to'rtburchak, A(x): “x to‘rtburchak - romb”, B(x): “x to‘rtburchak
diagonallari o;zaro perpendikular™\

Zaruriy shart: “To"rtburchak romb bo‘lishi uchun uning
diagonallari perpendikular boiishi zarur.”

Yetarli shart: “TVrtburchak diagonallari perpendikulyar
boiishi uchun uning romb boiishi yetarli.”

(1) teoremaga ko‘ra bir nechta yangi teoremalami hosil qilish
mumkin. (1) teoremaning sharti va xulosasi o'rni almashsa,
berilgan teoremaga teskari teorema hosil boiadi.

(VxeX)(B()=>A(x))  (2)

Masalan,

Teorema: “Agar natural son ragarnlari yigindisi 3 ga boiinsa,
shu sonning o‘zi ham 3 ga boiinadi.”

Teskari teorema: “Agar natural son 3 ga boiinsa, uning
ragamlarini yigindisi ham 3 ga boiinadi.”

Teskari teorema ham to‘g‘ri boigani uchun ikkita teoremani
bittaga birlashtirish mumkin. “Natural son 3 ga boiinishi uchun
uning ragamlarini yigindisi 3 ga boiinishi zarur va yetarli. "Bu
holda teoremani (V xe X)(A(x>»B(x)) ko‘rinishda ifodalash
mumkin.

Teskari teorema hamma vaqt ham to‘g‘ri boimaydi.

Agar (V xe X)(A(x)=>B(x)) teoremaning sharti va xulosasi
ularning inkorlari bilan almashtirilsa, berilgan teoremaga garama-
garshi teorema hosil boiadi.

(yx e X)(AXx = B(X) (3)

(I)-teoremaga qarama-qarshi teorema: “Agar nugta kesmaning
o‘rta perpendikularida yotmasa, u holda nuqta kesmaning
uchlaridan teng uzoqlikda yotmaydi” va bu teorema rostdir.

(Vx EXj(AXx =B(xX) (4)



ko‘rinishidagi teorema teskari teoremaga qarama-qarshi
teorema deyiladi.

(2) teskari teoremaga garama-qarshi teorema: “Agar natural
son 3 ga boiinmasa, unirig ragamlari yig”indisi ham 3 ga
boiinmaydi' . Bu teorema rostdir.

A=B<B="A

Endi teoremalarni isbotlash usullarini ko'rsatamiz.

Matematik isbotlar. Deduktiv mulohazalar.
(VX)(A(x)=>B(x)) teoremani isbotlash - bu har doim A Xxossa
bajarilganda, B xossa ham bajarilishini mantigiy yoi bilan
ko‘rsatishdir.

Matematikada isbotlash ko'rgazmali va tajribalarga biror-bir
yo”naltirishsiz logika qoidalari bo'yicha o‘tkaziladi.

Isbotlash asosida mulohaza-logik (mantiqiy) operatsiya yotadi.
Bu operatsiya natijasida ma’nosiga kokra o'zaro bogiangan yoki
bir necha jumlalardan vyangi (berilgan bilimlarga nisbatan)
bilimlarni o‘z ichiga olgan jumla hosil boiadi. Masalan,
boshlangich sinf o‘quvchisining 6 va 7 sonlari orasidagi «kichik»
munosabatini aniglashdagi mulohazasini ko‘raylik. O'quvchi
bunday deydi: «<6 < 7 chunki, 6 sanoqda 7 dan oldin keladi».

Hosil qgilingan bu mulohazada xulosa qanday faktlarga
asoslanganini aniglaylik. Asoslar ikkita: agar a soni sanoqda b
sonidan oldin aytilsa, u holda a<h boiadi (ixtiyoriy a va b natural
sonlar uchun).

6 sanoqda 7 dan oldin keladi.

Birinchi jumla umumiy xarakterga ega, chunki unda jumla
ixtiyoriy a va b natural sonlar uchun o'rinli boiishini tasdiglovchi
umumiyiik kvantori mavjud, shuning uchun umumiy asos deyiladi.

Ikkinchi jumla konkret 6 va 7 sonlariga tegishli, Xxususiy
hollami ifodalaydi, shunga ko‘ra u xususiy asos deyiladi.
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Ikki asosdan esa yangi mulohaza (6 < 7) keltirib chigariladi,
u xulosa deyiladi.

Umuman har ganday mulohazada ham asos, ham xulosa bor.
Asos va xulosa orasida ma lum bog‘lanish mavjud, bu bogianish
yordamida ular mulohazani tashkil etadi.

Asos bilan xulosa orasidagi kelib chigishlik munosabati oiinii
boiadigan mulohaza deduktiv mulohaza deyiladi.

Boshgacha aytganda, agar mulohaza yordamida rost asosdan
yolg‘on xuiosa chigarish mumkin boimasa, u holda bu mulohaza
deduktiv bo'ladi. Aks holda deduktivmas hisoblanadi.

Mulohaza deduktiv boiadigan shartlarni aniglaymiz. Buning
uchun misollarga murojaat gilamiz.

1-misol. Ushbu mulohaza berilgan, unda: umumiy asos: «agar
natural son 6 ga karrali bo’lsa u 3 ga karrali boiadi»; xuiosa: «18
soni 3 ga karrali».

Bu mulohazada asos ham, xulosa ham rost. Uni deduktiv deb
taxmin gilish mumkin.

2-misol. Ushbu mulohaza berilgan, unda:

-umumiy asos: «Agar natural son 6 ga karrali boisa, u holda
u 3 ga karrali boiadi»;

- Xususiy asos: «39 soni 3 ga karrali»;

- xulosa: «39 soni 6 ga karrali»;

- berilgan mulohazada asoslar rost, xulosa esa yolg‘on-39 soni
6 ga boiinmaydi. Demak, bu mulohaza deduktiv emas, bundan
kelib chigadiki, asoslarning rostligi muiohazaning deduktivligini
ta’minlovchi yagona shart emas ekan.

Endi keltirilgan mulohazalarni solishtiramiz. Buning uchun
ularni simvolik shaklda tasvirlaymiz. Agar A orqali «x natural son
6 ga karrali» jumlani, B orqali esa «natural son 3 ga karrali»
jumlani belgiiasak, u holda ikkala mulohaza uchun umumiy asos

A=>B ko‘rinishga ega boiadi. 1-misolda ikkinchi asos xususiy
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asos. u A jumlada x o‘rniga 18 ni go‘yish bilan hosil giiinadi. Uni
A(18) bilan belgilaymiz. U holda birinchi mulohazada xulosani
B(18) bilan belgilash mumkin. lkkinchi misol uchun: ikkinchi
asos B(39) koiinishga, xulosa esa A(39) koYmishga ega boiadi.

Kiritilgan belgiiashlarga ko‘ra berilgan mulohazalarni bunday
koi'inishda tasvirlash mumkin:

i-misol. 2-misol.
l1-asos:A=>B A=>B
2-asos: A(l 8) B(39)
Xxulosa: B(18) A(39)

Birinchi misolda mulohaza (A=>B) va (A==>B) va
(A(18)=>B(18)) sxema bo'yicha, ikkinchi misolda esa, (A=>B)
va (B(39)==>A(39) sxema bo‘yicha o'tkaziladi. Ko'rib turibmizki,
mulohazalar sxemalari turlicha. Birinchi holda foydalanilgan
sxema rost xulosaga, ikkinchi mulohaza sxemasi esa yolg‘on
xulosaga olib keladi. Mulohazalarni solishtirish ham asoslarning
rostligi har doim ham xulosaning rost boiishiga kafolat bera
olmasligini tasdiglaydi.

Endi deduktiv mulohazalarning eng sodda sxemalarini koiib
chigamiz.

Har bir deduktiv mulohazaning asosida xulosa chiqarishning
maium qoidasi yotadi. Biz shunday goidalardan fagat uchtasini
garaymiz, ularni isbotsiz gabul gilamiz.

Xulosa qoidasi. ((A=>B va A(a))=>B(a), bu yerda A:=>B -
umumiy asos, A(q) —xususiy asos, B(a) -xulosa.

Inkor qoidasi: (A=>B va B(a)) => N (a).

Sillogizm qoidasi: (A=>B va B*>C) => A=>B.

Bu qoidalarni goilanishi mulohazaning deduktiv boiishiga
kafolat beradi, ya’ni rost asosiardan rost xulosalar chigarishga
imkon beradi.
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Mulohazalarning to'g'riligini tekshirish uchun berilgan
goicialardan ganday foydalanishni ko‘rsatamiz.

Quyidagi mulohazalar deduktiv bo'ladimi yoki yo'gmi
yuqoridagi sxemalarga asosan tekshiramiz.

1-misol. Agar natural son ragamlari yig'indisi 9 ga bo'linsa,
shu sonning o'zi ham 9 ga bo'linadi; son 9 ga bo'linmaydi, demak,
son ragamlarining yig'indisi ham 9 ga boiinmaydi:

2-misol. Agar natural son 8 ga karrali boisa. u holda u 4 ga
karrali bo'ladi, agar natural son 4 ga karrali bo'lsa, u holda u 2 ga
karrali bo'ladi, dernak son 8 ga karrali boisa. u holda u 2 ga
karrali boiadi.

3-misol. Agar sonning yozuvi nol bilan tugasa, u holda u 5 ga
bo'linadi; son nol bilan tugamasa, demak u 5 ga boiinmaydi.

Yechish: 1) Keltirilgan mulohazaning sxemasini aniglaymiz.

Dastlab umumiy asosni «Agar natural son ragamlari yig'indisi
9 ga bo'linsa, shu sonning o'zi ham 9 ga bo'linadi» shartli jumla
ko'rinishida ifodalaymiz. A harfi bilan «Son ragamlari yiglndisi
9 ga bo'linadi» jumlani, B harfi bilan «Sonning o0'zi ham 9 ga
bo'linadi» jumlani belgilaymiz. U holda umumiy asos A=>B
ko'rinishida xususiy asos B, xulosa /1 ko'rinishga ega bo'ladi,
ya’'ni (A=>B va B)=>A ko’rinishdagi sxemaga ega bo'lamiz. Bu
goida xulosaning rostligiga kafolat beruvchi inkor qoidasidir.
Demak, mazkur mulohaza deduktivdir.

2) Agar «Natural son 8 ga karrali» jumlani A orqali. «Natural
son 4 ga karrali» jumlani B orgali va «Natural son 2 ga karrali»
jumlani C orqgali belgilasak, u holda mazkur mulohazaning
sxemasi ushbu ko'rinishga ega bo'ladi:

(A=>B va B">C)=>A=>C.

Bunday sxema sillogizm qoidasidir, u asos rost bo'lganda

xulosaning ham rost bo'lishiga kafolat beradi.
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3) A harfi bilan «Sonning yozuvi nol bilan tugaydi» jumlani,
B harfi bilan «Son 5 ga boiinadi» jumlani belgilaymiz. U holda
berilgan mulohazaning sxemasi (A*>Bva A)=>B koiinishga ega
boiadi. U yolg'on xulosaga olib keladi: masalan, 15 soni nol
bilan tugamaydi, ammo u 5 ga boiinadi. Mulohazaning bu
sxemasi xulosaning rost bolishiga kafolat bera olmaydi, u rost
xulosaga ham, yolgkon xulosaga ham olib kelishi mumKkin.

Ba'zi hollarda rost xulosaga, ba’zi hollarda yolg'on xuiosaga
olib keluvchi sxema bo‘yicha mulohaza deduktivmas mulohaza
hisoblanadi. Demak, beriigan mulohaza deduktivmas mulohaza
ekan.

Deduktivmas mulohazalarning ushbu ikkita sxemasini yodda
saglash masadga muvofiq:

1) (A*>B va B)=>A. 2) (A=>B va A)=> B.

Bu sxemalar, asoslar rost boiganda xulosalarning ham rost
bolishiga kafolat bera olmaydi.

Teoremalami isbotlashda toiigqsiz induksiya wusulidan ham
foydalaniladi.

Toiigsiz induksiya. Biz 10 soni 5 ga boiinadi, 20 soni 5 ga
boiinadi, 100 soni 5 ga boiinadi. 1000 soni 5 ga boiinadi degan
mulohaza yordamida yozuvi O ragami bilan tugaydigan ixtiyoriy
son 5 ga boiinadi deb, shuningdek 15 soni 5 ga boiinadi, 25
soni 5 ga boiinadi, 35 soni 5 ga boiinadi degan mulohaza
yordamida yozuvi 5 ragami bilan tugaydigan ixtiyoriy son 5 ga
boiinadi deb xulosa chigaramiz. Bu mulohazalami umumlashtirib
yozuvi O va 5 ragamlari bilan tugaydigan ixtiyoriy son 5 ga
boiinadi deb xulosa chigaramiz.

Xuddi shuningdek, N2+ n + 41 ifodada n o'rniga 1,2,3,4 va
hokazo sonlar qo‘yilsa, tub son hosil boiadi. Masalan n=I da
ifodaning giymati tub son 43 ga teng, n=2da ifodaning giymati
tub son 47 ga teng, n=3 da ifodaning giymati tub son 53 ga teng
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ekanligini ko'rish mumkin. n ning n=3,4, ... giymatiarida ham
natija tub son boiadi.

Bu natijalarga suyangan holda n ning ixtiyoriy natural
giymatiaridan2 + rt + 41 ifodaning giymati tub son boiadi deb
xulosa chigarish mumkinmi?

Toiigsiz induksiya bu shunday mulohazalarki, bunda
obyektlar kVplamining ba’zi obyektlari maium xossalarga ega
boiganligidan bu to'plamning barcha obyektlari ham shu
xossalarga ega deb xulosa chigarishga asoslanadi.

Toiigsiz induksiya natijasida olingan xulosalar rost ham,
yolg‘on ham boiishi mumkin. Masalan, yozuvi 5 ragami bilan
tugaydigan sonning 5 ga boiinishi haqidagi xulosa rost. n ning
ixtiyoriy natural giymatida n‘ + n + 41 ifodaning qgiymati tub
son boiadi. degan xulosa esa yolg‘on. Haqgigatan ham, agar n=41
boisa, biz 412441 +41=412+2-41=41(41+2)=41-43 ga ega
boiamiz, bu esan24-n + 41 ifodaning giymati murakkab son
ekanligini ko‘rsatadi.

Induktiv. mulohazalar har doim to‘g'ri xuiosalarga olib
kelavermasa ham, matematika va boshqga faniarni o’rganishda
ularning o;rni juda katta. Induktiv mulohazalar yuritish davomida
konkret xususiy hollarda umumiylikni ko‘ra bilish, o0°‘z
taxminlarini ayta olish malakalari shakllanadi.

Boshlangich sinflarda toiiqsiz induktiv xulosadan tashqari
analogiya bo'yicha (taqgoslab) xulosa chigarishdan keng
foydalaniladi, bunda bilimlarni o‘rganilgan obyektlarga nisbatan
kam. o;rganilgan obyektlarga ko‘chirish amalga oshiriladi.
Ko‘chirish uchun bu obyektiarning o‘xshashlik va farq qilish
alomatlari haqidagi bilimlar asos boiib xizmat qgiladi.

Analogiya bizni taxmin va farazlarga olib keladi, matematik
induksiyani rivojlantirish imkonini beradi.



Shuning bilan birga analogiya natijasida hosil qilingan
xulosalar rost boiishi ham, yolg‘on boiishi ham mumkin.
Analogiya natijasida hosil gqilingan xulosalar deduktiv metod
bilan isbot qilinishi lozim.

Fikriaming rostligini isbotlash usullari.

Ikki va undan ortig gqadamdan tashkil topgari mulohazaning
isbotiga doir misollar ko'rib chigamiz.

Misol. Har bir diagonal paralielogramm ikkita teng
uchburchakka ajratishini isbotlang.

Isboti: 1) ixtiyoriy
parallelogramning qarama-qarshi
tomonlari teng; ABCD —
parallelogram (2..8-rasm), demak
AB=CD BOAD. Mulohaza
Xuiosa goidasi asosida olib borildi,
demak, olingan xulosa rost.

2.8-rasm

Agar bir uchburchakning uchta tomoni mos ravishda ikkinchi
uchburchakning uchta tomoniga teng boisa, u holda bunday
uchburchakiar teng boiadi: AB=CD, BC=AD, AC tomon
umumiy. Demak, ABC va ACD uchburchakiar teng.

Bu holda ham mulohaza xulosa gonuni asosida olib borildi,
demak xulosa rost. Teorema isbotlandi.

Teoremaning isboti hamma asoslarni ko‘rsatish bilan tola
mantiqiy shaklda olib borilgan mulohazalarning ikki gadamdan
tashkil topganini eslatib o‘tamiz. Birog bunday isbotlash uzundan-
uzoq, shuning uchun odatda ularni mulohazalar sxemasidagi
alohida asoslarni tushirib qoldirish bilan ixchamlangan shaklda
olib boriladi.

Masalan, biz olkazgan isbotning ixchamlangan shakli bunday
boiishi mumkin: ABC va ACD uchburchaklarda AB va CD, AD
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va BC tomonlar teng, chunki ular ABCD parallelogramning
garama-garshi tomonlari, AC tomon ular uchun umumiy, demak,
ABC va ACD uchburchakiar teng.

Nazorat uchun savollar

1 Teoremaning tuzilishi hagida umumiy tushuncha deganda
nima tushunasiz?

Teoremaning qanday turlari bor?
Matematik isbotlarlarga misol keltiring.

To'ligsiz induksiyaga misol keltiring.

o > w0 DN

Toia matematik induksiya deganda nima tushunasiz?

Mashglar:

1. Quyidagi tasdiglarni (xe P)(A(x)=>B(x)) koYinishda
ifodalang

a) Har qganday musbat ratsional son biror kesmaning
uzunligini ifodaiaydi.

b) Istalgan uchburchakning balandligi garama garshi tomoniga
yoki uning davomiga perpendikulyar boiadi.

c) Parallelogramm diagonallari uzunliklari kvadratlari
yigindisi uning toitta tomon uzunliklari kvadratlari yigindisiga
teng.

2. Quyidagi nuqtalar o'rniga zarur, yetarli, zarur va yetarli
so‘zlaridan tegishlisini go'ying:

A) biror son 6 ga boiinishi uchun uning 3 ga boiinishi ...

B) ketma - Kketlikning limitga ega boiishi uchun uning
chegaralangan boiishi...

G) biror son 5 ga boiinishi uchun uning 0 bilan tugashi ...

D) berilgan uchburchakning to‘g‘ri burchakli uchburchak
boiishi uchun a~=b2 +c“boiishi ...

3. (Vxe X)(A(x)=>B(x)) shaklda ifodalang:
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a) Paralielogramm diagonallari kesishadi va kesishish

nuqtasida teng ikkiga bo‘linadi.

b) Romb diagonallari o’zaro perpendikulyar.

c) Vertikai burchaklar o'zaro teng bo'ladi.

d) Uchburchak ichki burchaklarining iyg'indisi 180° teng.

e) To'g'ri to'rtburchakning diagonallari o'zaro teng.

f) Parallelogramning garama garshi burchaklari teng.

9. Quyidagi teoremalarda shartlami va hulosalarni ajrating:

a) Agar uchburchakiar o'[shash bo'lsa, n holda ularning
balandliklari teng bo'ladi:

b) Agar ko'pbiirchak muntazam bo'lsa, n holda unga ichki
aylna chizish mumkin;

c) Agar ikki to'g’ri chiziq bitta to’g'ri chizigga perpendikulyar
bo’lsa. bu to’g’ri chiziglar o'zaro parallel bo'ladi;

d) Agar uchburchak teng tomonii bo'lsa, wn holda bu
uchburchakning balandliklari bissektrisalari bilan ustma-ust
tushadi.

10. Quyidagi jumlalarni “"yetarli”, ’'zarur” so'zlaridan
foydalanib gaytadan tuzing:

a) Agar har bir go'shiluvchi berilgan songa bo’linsa, u holda
vig’indi ham berilgan songa bo'linadi;

b) Kasrning surati mahrajidan kichik bo‘lsa, bu kasr to'g'ri

kasr boiadi.
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Il BOB. ALGEBRAIK SISTEMALAR

3.1. Binar algebraik operatsiyalar

Algebraik operatsiya tushunchasi. Maktab matematika
kursida sonlar ustida go'shish, ayirish, ko'paytirish, boiish kabi
amallar o‘rganiladi. Bu amallar bir gator xossalarga ega. Masalan,
musbat butun sonlar to'plamida sonlarni qo‘shish va ko'paytirish
amali bajariladi, chunki bu amallami bajarishdan chiggan natija
son musbat butun son boiadi. Shuningdek, gqo'shish va
ko'paytirishda sonlarni o'mi almashishi bilan natija o'zgarmaydi.

8+3-11 3+8=11, 8+3=3+8

6x7 =42, 7x6=42, 6X7=7x6

Musbat butun sonlar to'plamida ayirish va boiish amallari
hamma vaqt bajarilmaydi, chunki sonlarni ayirish natijasida
ba’zida manfiy, boiish natijasida kasr son hosil boiadi.
Shuningdek, ushbu to'plamda sonlarni ayirish va boiishda
sonlarni o'rnini almashtirish mumkin emas.

9-6=3, 6-9=-3; 3*-3

8:2=4; 2:8-0,25; 4*0,25;

Demak, musbat butun sonlar to'plamida sonlarni qo'shish va
ko'paytirish o'rin almashtirish xossasiga bo'ysinadi, ayirish va
boiish esa ushbu xossaga bo'ysinmaydi.

Amallar va ularning xossalarini fagat sonlar to'plami
uchungina emas, balki boshga matematik obyektlar uchun ham
garash mumkin. Masalan, to'plamlar, mulohazalar,
almashtirishlar. To'plamlar ustida to'plamlarning birlashmasi,
kesishmasi amallari bajariladi va bu amailar o'rin almashtirish
Xossasiga bo'ysinadi.

AUB=BUA; ANB=BMNA



Sonlar. to'plamlar, mulohazalar va shu kabi matematik
obyektlar ustida amallar bajarish jarayonida birorta to‘plamning
ixtiyoriy ikkita elementiga shu tolplamning uchinchi bir dementi
mos qo‘yiladi. Sonlar va matematik obyektlar ustida bajariladigan
amallar algebraik operatsiya deb yuritiladi.

1-ta’rif. Berilgan X to'plamning ixtiyoriy elernentlaridan
tuzilgan tartiblangan (x,y) juftlikka, shu to‘plamning uchinchi bir
z elementini rnos go‘yuvchi akslantirish (x,y)-+z mavjud boMsa.
X to‘plamda algebraik operatsiya berilgan deyiladi.

X tokplamida XxX dekart ko‘paytma berilgan bo'lsa, (x,y)
juftlik XxX dekart ko'paytmadan, Z esa X to'plamidan olingan
bo‘lib, dekart ko’paytma X x X —X akslanadi.

Demak, X to‘plamda berilgan X x X —>X akslantirish algebraik
operatsiya bo'lib, xe X element operatsiyaning birinchi, ye X
element operatsiyaning ikkinchi komponenti, z esa uning natijasi
deyiladi.

Biz yuqorida XxX ko'rinishdagi dekart ko'paytmani X
to‘plamga akslantirishni ko‘rdik, ya’ni XxXdan olingan (Xx,y)
elementlar juftligiga bitta z elementni mos qo'ydik. Bunday
aksiantirishga binar («bis» lotincha - «ikki» ma’nosini bildiradi)
algebraik operatsiya deyiladi. Matematikada ko‘p hollarda
XXXXX="A>X; XX XX XX =X koiinishdagi dekart

ko‘paytmani X to‘plamiga akslantirish bhilan berilgan algebraik
operatsiyalar ham mavjud.

X —>X unar (lotincha «unus»-bir)

Xx X —»X binar

XXX xX—>X ternar

XX XX ..X X ==X n-ar operatsiya deb yuritiladi.

n

Algebraik operatsiyalarga misollar:
1-misol. Natural sonlar to'plamida qo‘shish amali algebraik

operatsiyadir, chunki ixtiyoriy ikkita natural sonning yig‘indisi
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hamma vaqt natural son boiadi, ya’'ni xeN, yeN uchun x+y=z,
zeN hamma vaqt topiladi.

2-misol. Natural sonlar to‘plamida ayirish amali algebraik
operatsiya boda olmaydi, chunki ixtiyoriy ikkita natural sonning
ayirmasi hamma vaqt natural sonlar toplamida topilmaydi.

3-misol. Juft sonlar to‘plamida qo‘shish amali algebraik
operatsiyadir, chunki ikki juft sonning yig‘indisi yana juft son
boiadi.

Toq sonlar to‘plamida qgo‘shish amali algebraik operatsiya
boia olmaydi. chunki natija juft son boiadi.

13+13=26; 15+17=32. (2/7+1)+(2«+1)=4« +2=22/7+]) -juft son.

4-misol. Butun sonlar to‘plami Z da qo‘shish. ayirish,
ko'paytirish amali algebraik operatsiyadir. Boiish amali esa
algebraik operatsiy boia olmaydi, chunki ba’zi bir hollarda
boiish natijasida kasr son chigadi.

Binar algebraik operatsiya ta’rifi:

Bo‘sh boimagan S to‘plamdagi binar algebraik operatsiya *
deb: S x S —* S akslantirishga aytiladi va s * s' yoki * (s, s)
ko‘rinishda belgilanadi. Ko‘p sonli misollar keltirish mumkin:

«Z,Q, R, Cto‘plamlarda “+” va “x”operatsiyalari;

e | - irratsional sonlar to‘plamida “+” va “Xx”operatsiyalari
binar algebraik operatsiya boia olmaydi;

« R da ayirish va boiish amaliari binar algebraik operatsiya
boiadi;

« A towlam va uning barcha qism to‘plamlari berilgan boisin.
Qism to‘plamlarning kesishmasi “IM”, birlashmasi “U”, ayirmasi
‘Y’ va sinunetrik ayirmasi “A”  amaliari binar algebraik
operatsiya boiadi:

e S to‘plamdagi barcha o‘rin almashtirishlar ham binar
algebraik operatsiya boiadi;
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To'plamning algebraik operatsiyaga nisbatan yopiqiigi haqida.
Bo'sh bo‘lmagan S to'plamda binar algebraik operatsiya *
aniglangan va O0=TE£S boisin. T * algebraik operatsiyaga
nisbatan yopiq deyiladi, agar Vt, t GT uchun t*t' GT boisa.

Bu ycrda gism to'plamning yopiqiigi hagida so'z
yuritilayotganiga e’tibor garaqgting.

Misollar:

* R hagigiy sonlar to‘plami, uning gismlari Z va Q go'shish va
ko'paytirish amallariga nisbatan yopiq bo‘ladi.

 Manfiy haqiqiy sonlar to'plami ko'paytirish amaliga nisbatan
yopigq emas.

. {a +by/S\a,b Gz) to'plam berilgan boisin.
Uning qo'shish va ko'paytirish amallariga nisbatan yopiq
bo'lishini oson ko'rsatish mumkin. Masalan ko'paytirish uchun:
a,b,c.dGZ, bo'lsa.. (a + byf5) m(c + ofVv5) = (ac + 5bd) + (ad +
frc)V5 boiadi.

Natural sonlar to'plamida ayirish amali a,beN, a>b hollarda
bajariladi a-b>0; a-b ayirma musbat butun son bo'ladi.
Yugoridagi shartlarga mos qo'yilgan sonlar to'plami natural
sonlar to'plamining qism to'piami bo'ladi, ya'ni a>b shartga
bo'ysir.uvchi a va b sonlar jufti akslantiriigan sonlardan iborat
to'plam natural sonlar to'plamiga tegishli bo'ladi. Natural sonlar
to'plamida boiish amaliga nisbatan ham ushbu mulohazalarni
yuritish mumkin.

Shunga ko'ra natural sonlar to'plamida ayirish va boiish amali
algebraik operatsiya boia olmaydi. Bunga o'xshagan hollar
uchun algebraik operatsiya tushunchasiga kengrogq nugtai
nazardan yondashish mumkin.

«Qisrnan algebraik operatsiya» tushunchasini Kkiritamiz.
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2-ta’rif. Agar XxX dekart ko‘paytmaning A gism
to‘plamining X to‘plamga akslantirishi berilgan boisa, bu
akslantirishga X to‘plamda gisman algebraik operatsiya deyiladi.

AciXx.y; A—X, ya'ni (x,y) —z, (x,y)e A, ze X.

ze X elementga mos keluvchi (x,y) juftlar to‘plami A gisman
algebraik operatsiyalning aniglanish sohasi deyiladi.

Demak, natural sonlar to'plamida ayirish va boiish, butun
sonlar to‘plamida darajaga koiarish gisman algebraik operatsiya
hisoblanadi. Qisman algebraik operatsiya bo‘sh ham boiishi
mumkin, ya’'ni (x,y) juftlikka bitta ham z element mos keltnasligi
mumkin.

3,2. Algebraik operatsiyalarning xossalari

Algebraik operatsiyalar kommutativlik, assotsiativlik,
distributivlik, gqisgaruvchanlik, teskarilanuvehanlik, neytral va
yutuvchi elementlarning mavjudligi va simmetrik elementning
mavjudlik xossalariga ega.

Algebraik amallar xossalari ayniy shakl almashtirishlar bilan
bevosita bogiigdir. Ayniy almashtirishlami bitta algebraik
operatsiyaga nisbatan qarab chigaylik va bu algebraik
operatsiyani (*) ko‘rinishida belgilaylik.

a)Assotsiativlik xossasi.

A to‘plamda * algebraik operatsiya berilgan boisin.

3-ta’rif. A to‘plamidan olingan ixtiyoriy a,b,c elementlar
uchun a*(b*c)=(a*b)*c tenglik bajarilsa, * algebraik operatsiya A
to'plamda assotsiativlik xossasiga ega deyiladi.

Misollar ketiramiz.

1) Natural sonlar to'plamida qo‘shish va ko‘paytirish amaliari

assotsiativlik xossasiga ega.
4+(8+7)—H4+8)+7
6 (5-3=(6-95-3
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2) Qo‘shish va ko‘payritish amallari ixtiyoriy soniar
to‘plamida assotsiativlik xossasiga ega.

3) To‘plamlarning kesishmasi va birlashmasi assotsiativlik
xossasiga bo‘ysinadi.

A\J(B\JC) = {A\JB)\JC

nnEne) =@ngdync

4) Butun sonlar to‘plamida ayirish amali assotsiativlik
Xxossasiga ega bolmaydi.

7—(8—5)" (7—8)—5

5) Musbat butun sonlar to'plamida boiish amali assotsiativ
emas.

12:(6:3) 5°(12:6): 2

cr1l a.(b.c)d(a:b):c

Agar berilgan A to'plamda * algebraik operatsiya uchun
assotsiativlik Xossasi o‘rinli boisa, Xi,X2%X3,...,.xne A
elementlardan va * algebraik operatsiya vositasida qavslar qokyish
orgali tuzilgan turli ifodalar bir xil son giymatiga ega boiadi.
Shuning uchun bir qgancha sonlarni go‘shish va ko‘paytirish
amallarini bajarish jarayonida gavslar ishlatilmaydi:

(3+9)+(4+7)=3+9+4+7=| 2+4+7=16+7=23

b) Kommutativlik xossasi.

Biz yuqorida assotsiativlik xossasi o'rinli boigan * algebraik
operatsiya vositasida hosil gilingan ifodalarda gavs ishlatmaslik
mumkin ekanligini ko‘rdik.

Ammo bunday ifodalarda komponentlarning o‘rnini
almashtirish umuman olganda mumkin emas, shuning uchun a*b
ifoda bilan b*a ifodalarni ayni bir xil ifodalar deb holmaydi.

Ifodalarni ayniy shakl almashtirish oson bolishi uchun *
algebraik operatsiya assotsiativlik va kommutativlik xossalariga

ega boiishi lozim.
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4-ta’rif. Berilgan A to'plamning ixtiyoriy ikkita a va b
elementlari uchun a*b=b*a tenglik bajarilsa, * algebraik
operatsiya kommutativ deyiladi.

Kommutativlik xossasiga ega bo'lgan * algebraik operatsiya
vositasida hosil bo‘lgan a*b ifoda bilan b*a ifoda bir xil natijaga
ega bo‘ladi, bu yerda a,be A. Natural sonlar to‘plamida go‘shish
amali uchun kommutativlik xossasi o'rinli.

(V a,be N) a+b-b+a

Endi yuqoridagi misolni qulayroqg usulda yechish mumkin:
(B3+9)+(4+7)=3+7+9+4=10+9+4=19+4-23

Natural sonlar to'plamida  ko‘paytirish  amali uchun
kommutativlik xossasi o'rinli.

(Va,beN) ab=ba

Haqigiy sonlar to'plami R da qo‘shish va ko‘paytirish amallari
kommutativdir.

Butun sonlar to‘plami Z da ayirish amali kommutativlik
Xossasiga bo‘ysunmaydi.

(V a,be 2) a’b; a-b"b-a

Musbat ratsional sonlar to‘plami Q> da bo4lish amali uchun
kommutativlik xossasi o'rinli emas.

(V a,be Q+) a’b; a:b”™b:a

3 o‘lchov!i fazodagi vektorlarning vektor ko4paytmasi natijasi
assotsiativ._ham, kommutativ ham emas. (Ko‘paytma natijasi
“antikommutativ”, ya’ni u va v vektorlari uchun uxv = -vxu.

c) Distributivlik xossasi.

Yugorida bitta algebraik operatsiyaga nisbatan assotsiativlik va
kommutativlik xossalari ko‘rildi, ushbu xossalar o'rinli bo‘lgan
algebraik operatsiyani o'zida saqglovchi ifodalarda shakl
almashtirishlar amalga oshirildi. Endi esa, ikkita algebraik
operatsiya bilan bogMangan ifodalarni ko'ramiz.



Faraz qilaylik, bizga X to'plam va unda *, 0O -algebraik
operatsiyalar berilgan boisin.

5-ta’rif. X to'plamidan olingan ixtiyoriy a,b,c elementlar
uchun

a®(b*c)=(alb)*(a°c)

tenglik o‘rinli boisa, O algebraik operatsiya * operatsiyaga
nisbatan chap tomondan distributiv deyiladi.

6-ta’rif. X to'plamdan olingan ixtiyoriy a,Kc elementlar uchun
(b*c)°a=(b0a)*(c°’a) munosabat o‘rinli boisa, 0 algebraik
operatsiya * operatsiyaga nisbatan o‘ng tomondan distributiv
deyiladi.

7-ta’rif. X to‘plamdan olingan ixtiyoriy a,b,c elementlar uchun

a°(b* ©). (a°b)* (¥4°c)| tengliklar o'rinli boisa, O algebraik

(b* ¢) oa - (bo @)* (co a)j
operatsiya * operatsiyaga nisbatan distributivlik xossasiga
bo‘ysinadi deyiladi.

Misollar.

1) Natural sonlar to‘plamida ko‘paytirish amali qo‘shish
amaliga nisbatan distributiv, chunki

\abce N a(b +c) =ab +ac

(b+c)a=ba+ca

2) Butun sonlar to‘plamida ko‘paytirish amali ayirish amaliga
nisbatan distributivdir, chunki
ra(b-c)-ab- ac
}b—c)a: ba—ea

3) Qo'shish amali ko‘paytirish amaliga nisbatan distributivlik

Va,b,ce Z

Xxossasiga ega emas.

a-+be* (a+ /7 (a+c)

3+4-7*(3+4) 3+7)

4) To'plamlar kesishmasi to‘plamlar birlashmasiga nisbatan
distributivlik xossasiga ega boiadi.
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mn(auc) =(nna)lmnc)

1(anC)IrM =(5rm)11(Crwmy

5) To'plamlar birlashmasi to'plamlar kesishmasiga nisbatan
distributivlik xossasiga ega bo‘ladi.

bln(6MNC)=("nii)MMmncC)

\{BnC)UA={B\JA)n (CUN)

6) Ratsional sonlar to'plamida bo6lish amali qo‘shish amaliga
nisbatan fagat o'ng tomondan distributiv, chunki

V a,b,c£ Q (a+b):c=a:c+b:c.

Natija. Ko'paytirish amali qgo'shish amaliga nisbatan
distributiv bo'lganidan (a+b)(c+d)=a(c+d)+b(c+d) o'rinli bo'ladi.
Yana bir marta ko'paytirishning gqo‘shishga nisbatan distributivlik
xossasidan foydalanish bilan (a+b) (c+d) = ac 4 ad + be + bd
kelib chigadi.

Agar berilgan *, Oikkita algebraik operatsiyalardan birinchisi *
assotsiativlik xossasiga va 0 operatsiyasi * operatsiyaga nisbatan
distributivlik xossasiga ega bo'lsa, bu algebraik operatsiyalarga
nisbatan quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi:

(a*b)°(c*d)=(alc)*(at)*(bCc)*(b°d)

d) Qisgaruvchanlik xossasi.

M a’lumki,

a) Natural sonlar to'plami N da berilgan ixtiyoriy a,x,y
elementlar uchun

a+ XxX=a+y=>x=y

ax = ay = X = Yy bajariladi.

b) Butun sonlar to'plami Z da a=0 bo'lgan holda 0+x=0+y
munosabatdan x=y kelib chigadi. Ko'paytirishga nisbatan esa
Ox=0y munosabat x va y ning qat’iy son giymatlarini aniglash
imkoniyatini bermaydi.

8-ta’rjf. Bo'sh bo'Imagan A to'plamining ixtiyoriy X,y va a
elementlari uchun, shu to'plamda aniglangan * algebraik
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* *
ra x ~ a y

operatsiyaga nisbatan |x *a —y *a munosabatlar o‘rinli

ekanligidan x=y kelib chigsa, A to'plamida * algebraik operatsiya
gisgaruvchanlik xossasiga ega deyiladi.

Agar a*x=a*y dan x=y tenglik o’rinli boisa, A tokplam
elementlari uchun * amalga nisbatan chapdan gisgaruvchanlik
xossasi oi'inli boiadi.

Agar x*a=y*a dan x=y tenglik o‘rinli boisa, A tolplam
elementlari uchun * amalga nisbatan o'ngdan qisqaruvchanlik
xossasi o‘rinli boiadi.

Bir vaqtning o'zida chapdan va o'ngdan qisgaruvchanlik
xossasi o‘rinli bolsagina A to‘plamda qisgaruvchanlik xossasi
o'rinli deyiladi.

Natural sonlarni qo‘shish va ko‘paytirish arnallari yugorida
koi’dikki, gisqaruvchanlik xossasiga ega.

TVplamlarning kesishmasi esa, bunday xossaga ega emas:

ATB = ATNC ekanligidan har doim ham B=C ekanligi kelib
chigmaydi.

e) Teskarilanuvchantik xossasi. Ma’iumki, ko'paytirish
amaliga boiish, qgo‘shish amaliga ayirish amallari teskari
amallardir.

a+x-b =>x=b-a

U'X-b =zx=b:a Kkelib ehigadi.

Qo‘shish va ko‘paytirish amallari natural sonlar to'plamida
algebraik operatsiya boisa, ayirish va boiish amallari gisman
algebraik operatsiyadir, chunki ayirish fagat a>b boigan hollarda,
boiish esa a soni b soniga qoldigsiz boiingan hollardagina
bajariladi.

Endi esa gisqgaruvchan va kommutativ boigan har ganday *
algebraik operatsiyaga teskari boigan T qisman algebraik

operatsiyani aniglaymiz hamda ularning umumiy xossalarini
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keltirib chigaramiz. Ana shu umumiy xossalardan esa amallarning,
xususiy holda ayirish va boiish amalining xossalari kelib ehigadi.

Faraz qgilaylik, A to'piami va wunda qichgaruvchan va
kommutativ boigan * algebraik operatsiya berilgan bolsin. A
to-plamga tegishli va b*x=a shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
(a,b) juftliklar to‘plamini Y bilan belgilaylik. Har bir (a,b)
juftlikda x bir giymatli aniglangandir.

Faraz qilaylik, x bir giymatli aniglanmagan, ya’ni b*x=a;
b*y=a bolsin, u holda * algebraik operatsiyaning gisqaruvchanlik
xossasidan x=y ekanligi kelib ehigadi.

Demak. Y dan olingan har bir (a,b) juftga A to‘plamdan bitta x
ni mos qo‘yish orgali * algebraik operatsiyaga teskari boigan T
gisman algebraik operatsiyasi A to'plamda aniqglandi.

9-ta’'rif. Agar xeA, (a;b)e Y, YczA uchun x=aTb operatsiya
fagat va faqat b*x=a o'rinli boiganda bajarilsa, T operatsiyaga *
operatsiyasiga teskari boigan algebraik operatsiya deyiladi.

3.3. Neytral, yutuvchi va simmetrik elementlar

Binar operatsiyalarining ba’zi elementlari..

Neytral element. Butun sonlar to‘plami Z da berilgan
ixtiyoriy songa O sonini qobshish, ixtiyoriy sonni 1 soniga
ko‘paytirish bilan natija o‘zgarmasligi bizga ma’lum.

10-ta’rif. A to‘plamda berilgan * algebraik operatsiyaga
nisbatan a,ee A elementlar uchun a*e=e*a=a tenglik o‘rinl.i boisa,
shu to'plamning e elementi neytral element deyiladi.

Teorema. Berilgan A to‘piamda faqgat bitta neytral element,
mavjud boiadi.

Isbot. Aytavlik, A to‘plamda e dan tashgari ei ham neytral
element bolsin. u holda ae A uchun ei*a=a*ei=a bajarilishi kerak.
el*er=e*ei=e, shu bilan birga e*ei=ei*e=ei. Bu tengiiklar

bajarilishidan e=ei ekani kelib ehigadi.
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Har ganday to‘plam ham neytral elementga ega boiavermaydi.
Natural sonlar to'plamida qo'shishga nisbatan neytral element
mavjud emas, chunki a+e=a tenglikni o‘rinli giladigan e soni N da
mavjud emas.

Nomanfiy butun sonlar to‘plamida a+0=a; a l=a tenglikiar
o'linli  boigani wuchun, go6hish amaliga nisbatan 0 soni,
ko‘paytirish amaliga nisbatan 1soni neytral element hisoblanadi.

Agar A to'plamda * amaliga nisbatan neytral e element
mavjud boisa. * algebraik operatsiya bilan berilgan har ganday
ifodada neytral e elementni * algebraik operatsiya bilan birgalikda
tashlab yuborish mumkin boiadi: 21+0+16+0+3=21+16+3

Yutuvchi element.

11-ta’rif. Agar A to'plamda we A topilsaki, VxeA uchun
a*w=CD*a tenglik bajarilsa, berilgan * algebraik operatsiyaga
nisbatan co element yutuvchi element deyiladi.

Butun sonlar to'plami Z da har ganday sonni 0 ga ko‘paytirish
natijasida 0 soni hosil boiadi: a 0=0.

Demak. ko'paytirish amaliga nisbatan 0 element yutuvchi
element hisoblanar ekan. Shuningdek « element * algebraik
amalga nisbatan yutuvchi element boisa, o) element bilan shu
amal birgalikda berilgan har ganday ifodani @ element bilan

almashtirish mumkin boiadi.

Simmetrik element.

Ratsional sonlar to'plamida quyidagi tenglikiar o‘rinli:

a-b=a+(-h)

ab=a - b=o

Birinchi tenglikda ayirish arnaii qo‘shish amali bilan, b soni
esa, unga garama-qarshi (-b) soniga, ikkinchi tenglikda boiish
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3
amaii ko'paytirish amaii bilan, b soni esa unga teskari boigan —

soni bilan almashtiriladi.

Qarama-qarshi, teskari sonlar simmetrik elementning xususiy
hollaridir.

Aytaylik, A to'plam va * algebraik operatsiya berilgan bo‘lIsin,
e element A to'plamining neytral element! boisin.

12-ta'rif. Agar Vae A uchun a*a - a*a = etenglik o'rinli
bo'lsa, a element a element uchun simmetrik element deyiladi.

Teorema. A da berilgan * algebraik operatsiya assotsiativ
bo'lsa, * operatsiyasiga nisbatan A ning har bir elementiga faqat
bitta simmetrik element mos keladi.

Isbot. Aytaylik, A to'plamda a elementga ikkita ax va
a2elementlar simmetrik boisin.
e, , a*al=al*a =e
U holda ta rifgaasosan a * a " a 2*a = e:=>a*ai = a * a2

* operatsiyasi assotsiativ boiganidan

(cr*a) *a2—At*(a*a2d=>e* a2= al*e=>a2=

Bundan ko’rinadiki, * operatsiyasiga nisbatan A to'plamning
har bir element! fagat bitta simmetrik elementga ega bo'ladi.

Shunday to'plamlar mavjudki, ularning har bir elementiga bitta
ham simmetrik element mos kelmaydi.

Masalan, nomanfiy butun sonlar to'plamida go'shish amaliga
nisbatan ae. Agq ga simmetrik element (-a) mavjud emas, -a<£ AO.

Ko'paytirish amaliga nisbatan simmetrik element teskari
element, qo'shish amaliga nisbatan esa simmetrik element
garama-qarshi element deyiladi.

i I
M a’lumki, ratsional sonlar to'plamida a ga teskari - (a"O); - ga
teskari 4-= a ; a ga garama-qarshi (-a): (-a)ga garama-garshi

a

—-(-a)=a, ya’'ni 0 —a o'rinli boiadi.
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Teorema. Agar to‘plamda berilgan * algebraik operatsiya
assotsiativ hamda to‘plamning ixtiyoriy b va c elementlari b va c
simmetrik elementga ega bo‘lsa, (b *c)=b *c tenglik o‘rinii
boiadi.

Teoremaning isboti talabalarga havola gilinadi.

Nazorat uchun savollar

1 Algebraik operatsiyaga ta'rif bering.

2. Qisman algebraik operatsiyani tushuntiring.

3. Algebraik operatsiyaning assotsiativlik xossasini ayting.

4. Algebraik operatsiyaning kommutativlik xossasini ayting.

5. Algebraik operatsiyaning distributivlik xossasini ayting.

6. Natural sonlar to'plamida qaysi amallar kommutativlik va
assotsiativlik xossalariga ega?

7. Amallarning qaysi biri uchun butun sonlar to'piami Z da
assotsiativlik xossasi o‘rinli boiadi?

8. to'plarni Z da ayirish amali qisqaruvchanlik xossasiga
egami?

9. Berilgan amalga nisbatan teskari amal deb ganday amalga
aytiladi?

10. Ratsional sonlar to‘plami Q da ko‘paytirish amaliga
teskari amal mavjudmi?

11. Qaehon amal teskarilanuvchanlik xossasiga ega boiadi
deyiladi?

12. Natural sonlar to'plami N da neytral element mavjudmi?

Mashqlar:
1 Ko‘rsatilgan gaysi amallar (qo‘shish, ayirish, ko‘pavtirish va
boiish) ga nisbatan quyidagi to‘plamlar yopiq:
a) natural sonlar; b) toq sonlar; c)butun sonlar; d) musbat
ratsional sonlar; e) {0}; f) {0; 1};j) {3u+1ljue Z }?
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2. {*;X} juftliklarning qgaysilari uchun ” * operatsiyasi X
to‘plamda algebraik operatsiya bo‘ladi” mulohaza rost:

a) * - gqo'shish, X = Z_; b) * - boiish, X = R+

Cc) * - boiish, X= R_; d) * - ko‘paytirish, X = {3k|keZ};

e) *- EKUB, X= {2n |n<N>; f) * - EKUK, X- {2k+I]KGN}?

3. Butun sonlar to‘plami Z da assotsiativ yoki kommutativ
boigan operatsiyalarni ko‘rsating:

a) qo‘shish; d) ko'paytirish; c) ayirish; d) a*bh=3a-2h.

4. Natural sonlar to‘plami N da assotsiativ yoki kommutativ
boigan operatsiyalarni ko'rsating:

a) qo‘shish; d) ko'paytirish; c¢) ayirish; d) boiish; e)
EKUB(fIf,6); f) EKUK (a,b); k) a*b=3a+2b; 1) a*b= a°.

5. To‘plamlar ayirmasi uchun kommutativlik xossasi
o'rinlimi? Simmetrik ayirma uchunchi?

6. Mulohazalar ustida bajariladigan gaysi amallar
kommutativlik xossasiga ega: a) konyunksiya; a) dizyunksiya; a)
implikatsiya; a) ekvivalensiya?

7. { °;* }juftliklarning gaysilari uchun ” 0algebraik operatsiya
* operatsiyaga nisbatan distributiv’ mulohaza rost:

a) °—boiish. * - qo‘shish musbat sonlar to'plamida;

b) °- go'shish, * - ko'paytirish, haqiqiy sonlar to‘plami Rda;

c) °-to‘plamlar birlashmasi, * - to'plamlar kesishmasi;

d) °-tokplamlar kesishmasi, * - to‘plamlar birlashmasi;

e) °- qo‘shish, * - ayirish butun sonlar to‘plamida;

f) ko‘paytirish. * — ayirish butun sonlar to‘plarnida;

g) °—darajaga koiarish, * —qo‘shish.

8. IVplarnlar birlashmasiga teskari operatsiya mavjudmi?
To'plamlar kesishmasigachi?

9. EKUB(a,6) ga teskari operatsiya mavjudmi?

10. Q va Q. to‘plamda ko‘paytirish amaliga teskari operatsiya
mavjudmi?
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11. Natural sonlarni gqo‘shishnir.g neytral elementi bormi?

12. a*b~a+b-+ab operatsiyasining ratsional soniar to‘plamida
neytral elementi bormi?

13. Qanday to'plam to'plamlar kesishmasining yutuvchi
elementi bo'ladi?

14. 60 sonining boiuvchilari orasida EKUK (a,b)
operatsiyasining yutuvchi elementi bormi?

15. a*b=a+b-+ab operatsiyasining ratsional sonlar to‘plamida
yutuvchi elementi bormi?

16. Butun soniar to'plami Z da qo‘shish operatsiyasiga
nisbatan 8 ga simmetrik son bormi?

17. a*b”a+b-+ab operatsiyasiga nisbatan a ga simmetrik son
bormi?

18. Ratsional soniar to‘'plamida ko‘paytirish amaliga nisbatan
10 ga simmetrik son bormi? -3 gachi? 0 sonigachi?

3.4. Algebraik sistemalar. Yarim gruppa, gruppa, halga va
maydon tushunchalari va ularga misollar

Algebra tushunchasi. Bo‘sh bolmagan A to'plamda
algebraik operatsiya berilgan boisa, u algebra deyiladi.

Agar natural sonlar to'plami N da qo‘shish amali berilgan
bo'lsa, bu to‘plamda berilgan algebra <N+> ko‘rinishda
belgilanadi. Demak, algebra berilishi uchun bo'sh bo'Imagan
to'plam va unda algebraik operatsiya beriiishi lozim ekan.

Agar X to‘plam berilib, unda *,° algebraik operatsivalar
berilgan bo'lsa, wular vositasida berilgan algebra <X*°>
ko'rinishda bo'ladi. <X, T,°> algebra <X,T,*> algebradan ° va *
algebraik operatsiyalari bilan iarq qiladi.

Gruppa, halga, maydon ana shunday algebralar gatoriga kiradi.
Quyida gruppa, halga va maydon kabi aigebralarning xossa va
xususiyatlarini ko‘rib chigamiz.
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Yarim gruppa va gruppa hagida tushuncha. Aytaylik bizga,
A®O to‘plam va binar * algebraik operatsiya berilgan boisin.

1-ta’rif. Bo‘sh boimagan A to‘plamda * algebraik operatsiya
assotsiativ boisa, <A, *> algebra yarim gruppa deyiladi.

2-ta’rif. Bo‘sh boimagan A to‘plamda quyidagi xossalar
o‘rinli boisa, <A, *> algebra gruppa deyiladi:

a) A to‘plamning ixtiyoriy a,b,c elementlari uchun a*(b*c) =
=(a*b)*c munosabat o‘rinli boisa, ya’ni binar * algebraik
operatsiya assotsiativ boisa;

b) A to'plamning ixtiyoriy a elementi uchun shunday ee A
element mavjud boiib, u <7*e=e*a=sa shartni gqanoatlantirsa, ya’ni
A to‘plamda neytral element mavjud boisa;

c) A to‘plamning ixtiyoriy a elementi uchun shunday a
element mavjud boiib, u quyidagi .- a = a*a —e shartni
ganoatlantirsa, ya'ni A to'plamning har bir elementiga simmetrik
element mavjud boisa.

Ta’rifdan ko'rinadiki, <A,*,e,a> algebra gruppa boiishi uchun
* algebraik operatsiya boiib, u assotsiativ boiishi hamda A
to‘plamda e neytral, a simmetrik elementlar mavjud boiishi
kerak ekan.

Kommutativ Abd gruppasi.

3-ta’'rif. Agar A to‘piamda berilgan * algebraik operatsiya
kommutativ boisa, ya’ni ixtiyoriy a,be A uchun a*b=:b*a o‘rinli
boisa, <A.*,e,a> gruppa * binar algebraik operatsiyaga nisbatan
kommutativ gruppa deyiladi. Kommutativ gruppa ba’zi hollarda
Abel gruppasi deb ham ataladi.

1-misol. Binar «*» algebraik operatsiyani «+» gqo‘snish amali
bilan almashtiraylik. A to‘plamda + amali gruppa hosil qgiladi:

a) V 4a,b,c,eA uchun ((3+b)+c=a+(b+c) bajariladi, ya’'ni
go‘shish amali assotsiativ;
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b) V ae A uchun shunday e=0 neytral element mavjud,
a+0=0+a=a,

d) A to‘plamning ixtiyoriy a elementi uchun a+(-a)=0 shartni
ganoatlantiruvchi simmetrik (-a) element mavjud.

Maiumki, go'shish amali kommutativdir, shuning uchun
<A,+,0,-a> algebra kommutativ, ya’ni Abel gruppasidir.

2-misol. Haqiqiy soniar to'plami R go‘shish amaliga nisbatan
kommutativ gruppa tashkil giladi.

Hagigatan ham, Va,b,ce R uchun

a) (a+b)+c-a(b+c) assotsiativlik xossasi o ‘rinli;

b) Vae R uchun Oe R mavjudki, a+0=a;

d) Vae R uchun -ae R topiladiki, a+(-a)=0.

Qo‘shish amali haqiqgiy sonlar to‘plamida kommutativ,
assotsiativ boiganidan va R da neytral va simmetrik element
mavjudligidan <R,+,0,-a> kommutativ gruppa boiishi Kkelib
chigadi.

Agar «*» algebraik operatsiya sifatida «+» go‘shish amali
olinib, <A+> algebra go‘shish amaliga nisbatan gruppa boisa,
bunday gruppalar additiv gruppalar deyiladi.

Agar «*» algebraik operatsiya sifatida «e» qgo‘shish amali
olinib, <A, >algebra ko‘paytirish amaliga nisbatan gruppa boisa,
bunday gruppalar multiplikativ gruppalar deyiladi.

Halga va uning ta’rifi.

Bo'sh boimagan A to‘plamda ikkita binar algebraik operatsiya
berilgan boisin. Aniqgiik uchun binar algebraik operatsiyalar
uchun «qosshish» va «ko”aytirish» amallarini gabul gilaylik.

4-ta’rif. Bo‘sh boimagan A to'plamda qo'shish va
ko‘paytirish binar algebraik operatsiyalari berilgan boiib, ular
quyidagi xossalarga bo‘ysunsalar, A to'plam va +* amaliari

bilan berilgan <A, +4¢> algebra yarim halga deyiladi:
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a) Va,b,ce Alar uchun (a+b)+c=a+(b+c), ya’ni assotsiativlik
X08SSasi;

b) Va,b,ce A uchun a+b=b+a, ya'ni kommutativlik xossasi;

d) Vae A uchun OeA mavjudki a+0=0+a=a, ya’ni + ga
nisbatan neytral elementning mavjudligi;

e) V a,b,ceA uchun (ab)c=a (be) ko‘paytirish amali
assotsiativlik xossasiga bo'ysinsa;

f) Va,b,ce A uchun (a+b) c=a c+b ¢ yoki c-(a+b)=ca+c b
ko'paytirish amali qoshish amaliga nisbatan distributivlik
xo0ssasiga ega bo'lsa;

g) V ae A uchun a-0=0a=0, vya'ni nolning multiplikativ
X0ssasiga ega boisa.

Agar <A+-> vyarim haiga boiib, ko‘paytirish amali
kommutativ boisa, bunday yarim halga yarim kommutativ halga
deyiladi.

5-ta’rif. Agar <A+-> algebra qo‘shish amaliga nishatan Abel
gruppa, ko'paytirish amaliga nisbatan yarimgruppa va
ko‘paytirish amali qo\shish amaliga nisbatan distributivlik
xo0ssasiga bo‘ysunsa, <A.+,-> algebraga halga deyiladi.

Demak, <A*.°> halga boiishi uchun, A to‘plamda * algebraik
operatsiya assotsiativ. va kommutativ boiishi, * algebraik
operatsiyaga nisbatan neytral va simmetrik elementlari mavjud
boiishi, ° algebraik operatsiya assotsiativ boiishi hamda °
algebraik operatsiya * algebraik operatsiyaga nisbatan distributiv
boiishi kerak.

AgarVaeA uchun a+O”a va O+a=a munosabat o'rinli boisa,
Oe A element A to'plamning nol elementi, agar Vae A uchun ee A
mavjud boiib, a e”e a”a munosabat bajarilsa, e elementga A
to'plamning birlik elementi deyiladi.
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Misol. N={1,2,3,...,n,...} natural sonlar tolplamida qo'shish
va ko‘paytirish amallari vositasida tashkil gilingan <N,+,-> algebra
yarim halgadir. Hagigatan ham,

1)4,6,7e N 4+(6+7)=(4+6)+7

2)4+7=7+4

3)5 (6 7)=(5 6) 7

4)6(7+4)=6-7+6-4

6-7+6-4=42+24=66, 6 (7+4)=6-11=66.

Demak, <N,+-> algebra yarim halqgadir.

Agar A to‘plamda berilgan ko‘paytirish amali uchun
kommutativlik xossasi o'rinli boisa, <A+-> kommutativ halqga,
agar ko'paytirish amali uchun assotsiativlik xossasi o‘rinli boisa,
<A+-> assotsiativ halga, agar ko‘paytirish amaliga nisbatan
a e=e a=a shartni bajaruvchi neytral element mavjud boisa,
<A+,-> birlik elementli halga (chunki a I=1 a=a,e=I) deb
yuritiladi.

Agar <A*°> halgani tashkil gilayotgan A to'plam elementlari
sonlardan iborat boisa, <A*°> halga sonli halga deb yuritiladi.

Endi ko5rib chigilgan halga va uning xossalaridan foydaianib
maydon tushunchasini kiritamiz.

Maydon. Faraz qgilaylik, kommutativ va birlik elementli
assotsiativ halga berilgan boisin.

6-ta’rif. Agar <A+-> algebra kommutativ, assotsiativ va birlik
elementli halga boiib, aeA. a*O uchun a elementga a a'"=e
shartni ganoatlantiruvchi a'l teskari element mavjud boisa,
<A+->algebraga maydon deyiladi.

Maydon ta’rifidan ko‘rinadiki:

a) har ganday maydonda uning nolga teng boimagan istalgan
elementiga teskari element mavjud va yagonadir;

b) Vae A, a*O uchun a *a-1 = a *6 = 1,
d) har ganday maydonda birlik element mavjud va yagonadir;
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e) Va,be A uchun a x=b tenglikni ganoatlantiruvchi xe A
yagonadir, bu a-a~'=e shartni ganoatlantiruvchi a"l1 ning
yagonaligidan kelib chigadi:

a-X=b =>x=b-a~l be(a- b~[)= (b-b~)-a-a\

f) maydon nolning boluvchilariga ega emas.

Agar <A+-> maydonda A toplam elementlari sonlardan iborat
bo‘lsa <A +,-> maydon sonli maydon deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plami Q da qgo‘shish va ko"paytirish
amaliari vositasida hosil gilingan <Q,+, >algebra maydon tashkil
etadi.

Butun sonlar tolplamida qo‘shish va kofpaytirish amaliari
vositasida hosil gilingan <Z+,-> algebra maydon hosil gilmaydi.

Gomomorfizmlar va izomorfizmlar. Qolkhimcha guruh
(Z6,+) va multiplikativ guruh (Z7% ) orasida ganday farq bor?
Avvalo, ularning ikkalasi ham siklik: (Z6,+)da lgenerator (aslida,
[1]), va (27, )da 3generator ([3]) bor. Yagona farg kosmetik
boigani holda, bu ikkala guruhni algebraik bir xil deb atash
o‘rinli bolmaydimi? Hagigatdan ham, istalgan 6-tartibli siklik
guruh {e,x,x~,x3x4,x5x6} ko‘rinishga ega bo‘Imaydimi?

Bu yerda bir muncha aniqrog namuna keltiramiz. (R,+) va
(R ,) cheklanmagan guruhlarni ko‘rib chigaylik. Bir garaganda
bular har xil tuyuladi. Agar f(x)=ex (o‘ziga xos funksiya) orqali
berilgan f:R—>R4 akslantirishni ko‘rib chigsak, unda f fagatgina
biyeksiya emas (In garama-qarshi elementli), balki bu akslantirish
ikkita binar operatsiyasini bir biriga moslashtiradi:

f(x+y) = exty=exey=f (x) «f (y).

E 'tibor beringki, g(x)=Inx qarama-garshi akslantirish ham
xuddi shunday vazifani bajaradi, fagat garama-qarshi tartibda:

g(x-y)=In(x-y)-In x+In y=g(x)+g(y).

Yugoridagi shuni bildiradiki, biz f akslantirish va uning
garama-qgarshisi g orgali (R+, ) guruh strukturasi (R+ ) guruh
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strukturasi orgali ifodalanadi, ya'ni bu ikki guruh “izomorfdir.
Biz bu tushunchani quyida shakllantiramiz.

Gomomorfizm ta’rifi: (G, *) va (H,*) guruhlar hamda f:
G—H akslantirish boisin. Agar hamma ¢, G G uchun
f(g*g")=Ff(g) f(g') boisa, unda biz f ni gomomorfizm deb ataytniz.
Boshgacha qilib aytganda, g,9' GG elementlarining natijasini
topishda avval G dagi g *g' natijasini hisoblab, so‘ng f ga
murojaat qgilish yoki birinchi g va g' ga f ni qo‘yib, so‘ng H dagi
f(g) f(g") natijasini hisoblashning fargi yo*q.

Albatta, biz endi bilamizki, (R,+) dan (R+ )ga boigan o°‘ziga
xos akslantirish gomomorflzmdir.

Yana bir misol. Haqgiqiy koeffitsientli va noldan fargli
determinantiari boigan 2x2 matritsalarining GI_2(R) guruhini
eslang. Biz det (A B) = det(A) det(B) ekanini bilar ekanmiz,
GL2A(R)—*R* gomomorfizm ekanini ko'ramiz, bu verda R* noldan
fargli hagigiy sonlarning multiplikativ guruhini bildiradi.

Isomorfizm ta’rifi; Agar G -= H (G, *) va (H,)
guruhlarining gomomorfizmi boiib, agar f biyektiv boisa biz uni
izomorfizm deb aytamiz.

Etibor beringki, bu holatda f'’:H—G teskari akslantirish ham
gomomorfizm boiadi. Isbot quyidagicha: agar h, h'G H boisa,
unda quyidagini ko‘rib chiqing:

f(fh)*fih"))=f(fI(h))*ff Ih"))=(f gomomorfizm boiganligi
uchun)=h h-(f va f 1o°‘zaro teskari funksiyalar boigani uchun)=
f (f1( h-h?)

Shunga garamay, f birga bir ekan, biz yuqcridagidan xuiosa
gilamizki, f'1(h)*f"'(h")=f_1(h-h"))f1 gomomorflzmdir.

Uzogqga borishdan avval gomomorfizmlar hagida ozgina
izohlar keltirish lozim. Gi va G2 gruppaalar boisin (biz bu yerda
operatsiyalarni ta’kidlab o'tishimiz shart emas) va ei va e2 ning
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ikkalasi Gi va G2 laming birlik elementlari deb faraz qiling.
f:Gi—+02gomomorfizm deb tasavvur giling, Unda

f(ellN=el Chunki f(eD)2=f(ei)f(ei)=Ff(eie])=f(el). Endi ikkala
tomonni f (ei)"1ga ko‘paytiring va f (e )=e2ni oling.

Agar X£G” boisa, unda fyx-)=f(xVI boiadi. E’tibor bering,
biz hozirgina isbotlaganimizdan e2=f(ei)=f(xx‘)=f(x)f(x'D) kelib
ehigadi. Endi ikkala tomonni f(x) i ga ko‘paytiring va f(x)'I=f(x)"
le2 = f(x)"YF(X)f(x'D) = (Fixjf*x)"Y ~ "D = e2f(x") = f(x"*) natijasini
oling.

Teorema. (G, *) va (H, ) n bir xil tartibli siklik guruhlar
bo‘lsin. U holda (G,*) va (H, *) lar izomorfdir.

Isbot G ning generated x va H ning generatori y boisin.
f(xk=x\ k=0,1,2,...,n-1 ni tuzish orqali f : G—H o‘zgarishini
aniglaymiz. E’tibor bering, f aniq ustiga. Lekin |G|=|H|=n ekan, f
birga bir harn ekanligi anig.

(Bu anigmi?) Nihoyat, xk x!6 G bolsin; agar k+I<n-l boisa,
unda f(xkxl)=(xkt)=ykil=ykyE=f(xKf(x) boiadi. Shunga garamay,
agar k+i > n boisa, u holda biz n ni k-M ga bolishimiz va
O<r<n-lI boiganda r qoldigni olishimiz kerak,ya’ni k+J-gqn+r,
bu yerda g boiinuvchi va r goldig. Shuning uchun

f(xkxi)=f(xkt) =f(xogn#) =f(xogxr)

=f(eGxr) (G ning birlik elementi xgwrer, boisa)
=f(xr) =/ (fning ta'rifiga ko‘ra)
=eHy' (eH H ning birlik elementi)

=yw  (yo=eH boisa)
=yq =y*y\

Nazorat uchun savollar

1 Berilgan to‘plama yarim gruppa hosil gilishi uchun undagi
algebraik operatsiya ganday xossalarga bo‘ysunadi?
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2. Berilgan to‘plam gruppa hosil qilishi uchun ganday talablar
go‘yiladi?

3. Kommutativ gruppaga ganday talablar qo‘yiladi?
Abel gruppa deb ganday gruppaga aytamiz?
Halga tashkil gilish uchun ganday shartiar bajarilishi kerak?
Yarim kommutativ halgaga ta'rif bering.
Assotsiativ halgaga misollar keltiring.
Maydonga ta’rif bering. Misollar keltiring.

o N o o s

Mashglar:

1z to'plamda shunday *, 0 algebraik operatsiyalarni
topingki, unda * amali kommutativ, assotsiativ bo igani holda Oga
nisbatan distributiv bo‘Imasin.

2. R to‘plamga shunday algebrayik. operatsiya aniglangki,
0‘ngdan ham, chapdan ham gisqartirish gonuni o'rinli bolsin.

3. Quyidagi to‘plamlarning qaysi biri halga bo‘ladi:

a) 5 ga karraii butun sonlar to‘plami;

b) tog butun sonlar to'plami;

c¢) haqiqgiy sonlar to‘plami;

d) a + b y/2 ko‘rinishdagi sonlar to'plami;

Bu to‘plamlarning gaysi biri maydon bo‘ladi?

4. U universal to‘plamning to‘plam ostilari birlashma va
kesishmaga nisbatan halga tashkil etadimi?

5. X ={0,1,2,3,4,5} to'plamda a va b sonlarning yigindisi a+b
ni 6 ga bolishdagi qoldiqga teng, ko‘paytmasi ab ni 6 ga
bo‘lishdagi goldigga teng deb aniglangan. X to‘plam halqga tashkil
etadimi?

6. X ={0,1,2,3,4} to‘piamda a va b sonlarning yigindisi a+b ni
5 ga bolishdagi goldigga teng, ko'paytmasi ab ni 5 ga boiishdagi
goldigga teng deb aniglangan. X to‘plarn maydon tashkil etadimi?
2 soniga teskari va simmtrik elementlarni ko ‘rsating.
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IV BOB. ELEMENTAR graflar NAZARIYASI

4.1. Graflar nazariyasi elementlari: graflar turlari, uchlar,
girralar, yoylar, daraxtlar

1736- yilda L.Eyler tomonidan o°‘z davrning gizigarli amaliy
masalaiardan biri hisoblangan Kyonigsberglko‘priklari haqgidagi
masalaning qo’vilishi va yechilishi graflar nazariyasining paydo
boiishiga asos bo'ldi.

Kyonigsberg shahridagi Pregei daryosi ustida qurilgan yettita
ko‘prikning joylashuvi |- shakldagi qadimiy xaritada tasvirlangan
va qurilishi tarlibida 1, 2, 3, 4, 5, 6 va 7 ragamlar bilan
belgilangan. Pregel daryosi Kyonigsberg shahrini o‘sha davrda
to‘rtla A, B. C va D gismlarga bo‘lgan. Shaharning ixtiyoriy
gismida joylashgan uydan chiqib yettita ko prikdan faqgat bir
martadan o‘tib, yana oksha uyga gaytib kelish mumkinmi?

4.1 -rasm

1 Kyonigsberg (Konigsberg) - bu snahar 1255-yilda asoslangan boiib, Shargiy
Prussiyadagi Prege! daryosi qirg‘oqiarida joylashgan. 1946-yildan boshlab
Kaliningrad deb nomlangan va hozir Rossiya Federatsiyasi tarkibiga kiradi.
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Kyonigsberg ko‘priklari haqidagi bu masalani hal qilish
jarayonida graflarda maxsus marshrut (hozirgi vaqtda graflar
nazariyasida bu marshrut Eyler sikli nomi bilan yuritiladi)
mavjudligi shartlari ham topildi. L.Eyleming bu natijalar e’lon
gilingan tarixiy ilmiy ishi yuz yildan ko‘p vagt mobaynida graflar
nazariyasi bo‘yicha yagona ilmiy ish bo‘lib keldi. IX asming
o‘rtalarida graflar nazariyasi bilan bogiiq tadgigotlar G.Kirxgof
va A.Kelli ishlarida paydo boidi.

KGraf’ iborasi D.Kyoning tomonidan 1936-yilda graflar
nazariyasiga baglshlangan dastlabki darslikda uchraydi. Graflar
nazariyasi bo'yicha tadqiqotlar natijalari inson faoliyatining turli
sohalarida  gollaniladi. Ulardan  ba’zilari  quyidagilardir:
boshqotirmalami hal qilish; qizigarli o‘yinlar; yollar. elektr
zanjirlari, Integral sxemalari va boshqarish sistemalarini
loyihalashtirish; avtomatlar, blok sxemalar va komp’yuter uchun
programmalarni tadqiq gilish va hokazo.

Graf- bu abstrakt tushuncha boiib, obyektlar va ular orasidagi
bogligliklarni tasvirlashda yoki ifodalashda ishlatiladigan
chizmadir.

Obyektlarni ko'p hollarda nuqtalar bilan belgilab olinadi va
ularga nomer beriladi. Bu grafning uchlari deb ham ataladi.
Grafning uchlarini sonlar to‘plami sifatida qaraymiz va
uni V harfi bilan belgilaymiz. Grafning uchlarini 1 dan n gacha
nomerlash mumkin (yoki 0 dan n - 1gacha)

Graf uchlari orasidagi bogligliklarni sonlar jufti bilan
belgilaymiz (Uj, vt) va bu grafning w, hamda vLnomerli uchlari
o'zaro bogligligini bildiradi. Bunday juftliklarni grafning
girralari deyiladi va ular E harfi bilan belgilanadi. E to‘plam
elementlari juftlik sonlardan iborat.

Demak, ixtiyoriy grafni uning uchlarini bildiruvchi to‘plam V
va qirralarini bildiruvchi to‘plam E bilan berish mumkin. Graftii
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G harfi belgilasak, uni quyidagicha ifodalash mumkin: G(V, E).
Bundan tashqgari grafiarni oddiygina gilib rasm ko‘rinishda
lasvirlash mumkin. Bunda wuchlari uchun nugtalar qo‘yib,
keraklilarini chiziglar bilan tutashtiramiz. Qizigl shundaki, bu
yogda nuqtalarning o‘rni ahamiyatga ega emas, fagat bogiiqliklar
ko‘“rinsa boidi. Grafiarni bu usulda tasvirlash ularga oid
misollarni yechganda. yoki tahlil gilgandajuda qol keladi.
Graflarga misol:

4.2-rasm

Graflarga juda ko'plab misollar keltirish mumkin:

1) Ixtiyoriy elektr tarmogi - graf. Bunda tarmoq elementlari va
ular orasidagi boglanishlar bor.

2) Shaharlar va ularni tutashtiruvchi yollar;

3) Kishilar va ular orasidagi bogiigliklar. Ota-bola-nabira...

va h.k.

Graf girralari yo'nalishiga qarab ikki xil bolishi mumkin:

1)Bir tomonlama yoknalgan qirra;

2) Ikki tomonlama yo'nalgan qirra;

Bir tomonlama yo'nalgan qirra <uw,, vt> deb belgilanadi va
bunda bog'liglik. fagat ut - uchdan vt - uchga yo‘nalgan boiadi,
aksi noto'gYi. Bunday graflarga yo‘naltirilgan graflar ham
deyiladi.

Ikki tomonlama yo4naltirilgan qirralar oddiy {w, vt) kabi
belgilanadi va bunda bogliglik ikki tomonlama boiadi. Ya'ni v,
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dan w, ga ham boiadi. Bunday graflarga yo‘naltirilmagan graflar
ham deyiiadi.

Qirralarning ogirliklariga garab ular quyidagicha boiadi:

1) Ogirligi bor girralar;

2) Ogirligi yo‘q qgirralar (ogirligi 1ga teng);

Ogirligi bor girralarda (uh vt) dan tashqari uning ogirligi -c-
ham beriladi. Bu, masalan, yoini graf girrasi deb oladigan boisak,
uning o‘tkazuvchanlik darajasi yoki ogir'ik limiti boiishi
mumkin.

Ta’'rif. Graf deb, shunday G(X,E) ikki to‘plam juftligiga
aytiladiki, bunda X - bo‘sh boimagan uchlar to‘plami {xi, X2
..., Xn} boiib, E ning elementlari esa X ning ikki elementli
to'plam ostilaridir, ya'ni E={(xi,x2)}. Ushbu ikki elementli
to'plam ostilar graf girralari deb ataladi.

Murakkab boimagan graflarni grafik sxemalar orgali ifodalash
magsadga mu\ofiqdir, u yerda uchlari nuqtalardan, qgirralari esa
ularni birlashtiruvchi chiziglardan iborat dir.

Ushbu sxemalarda chiziglar uzuniigi, cni va shakli hech
ganday ahamiyatga ega emas.

Graflarga misollar:

4.3-rasm
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Shunday qilib, graf erkin konstruksiyalardir. Bunda ikki
uchlari orasidagi boglanishning bolishi muhimdir, ba'zan ushbu
bogianishni xarakteri muhimdir.

Agar X va x2lar gandaydir girraga (x,, xj) ga tegishli boisa, u
holda ushbu girra x, va X “insindent” deyiladi, X va X lar esa
go‘shni nuqtalar deyiladi. Agar girra bir nuqtaga “insindent”
bo‘lsa, u sirtmoq deyiladi.

Hech ganday girraga “insindent” bolmagan uch ajratilgan uch
deyiladi. Agar grafda shunday uchlar bolsaki, ular ikki va undan
ko‘p uchlar bilan birlashtirilgan boisa, bunday graf multigraf
deyiladi. Ushbu ucnga tegishli boigan qirralar soni uchning
darajasini belgilaydi. 4.4-rasmda kc-‘rsatilgan \'2 uch 6 darajaga
ega, chunki unga ai, a2 (3. X4, as aB (¢, girralar “insindent”dir,
X) uchning darajasi 3, X4 ning darajasi esa |I.

Agar graf sirtmoqsiz yoki qirralari karrali bolmasa, bunda graf
oddiy graf deyiladi. Graf kvadrat jadval shaklida bolishi mumkin.

4,2. Graflarning voUari va sxemalari
Graf matritsasi. Matritsa ustunlari va gatorlari graf uchiarini
nomerlariga mos keladi, uning elementi cnxi va X birlashtiruvchi
girralar sonidir. 4.4.graf uchun matritsa quyidagi koTinishga ega
dir.

133



02 100 04 011

20400 40 002
14 00 1 c,= 00 0 00
00 000 10 000
00 100 12000

Graf uchlarini turlicha nomerlash mumkindir. 4.4-rasmdagi
grafni quyidagicha nomerlaymiz: masalan x1 ~*x5

Bunda ichki matritsa o'zgaradi. C va G, malritsalarni
solishtiramiz.

Graflar uchun uchlar soni va girralar soni muhimdir hamda
uchlar va girralar “insindent” ekanligi ham.

Demak. 4.5-rasmda G] va G2 izomorf graflar jufti
ko’rsatilgandir.

Kc'pincha masalalarda uchlar orasidagi munosabat muhim ro!
o'ynarnaydi. Bunga misol tarigasida tartib munosabat boiishi
mumkin. Masalan, xtx} dan kata, bu holda Xj xLdan katta boiishi
mumkin emas. Demak, uchlar orasidagi munosabat ma’lum
tartibga egadir. Bunday graflarni moljalga ega graflar yoki
orientirli gratlar deymiz.

Ta’rif. Orientirli D graf deb. D=(X,A) juftlikka aytamiz. Bu
yerda X uchlarning ixtiyoriy to‘plami va A - uchlarning
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tartiblangan juftligini  to‘plamidir, uchlarning tarlibiangan
juftligini “yoylar” deymiz. A ¢ X x X (x£ Xj) juftlikda birinchi x
yoy uchi, ikkinchi uch X yoyning oxiridir. 4.6-rasmda yoyiar
strelka bilan bezatiigandir.

ai X 2 a3 X

4.6-rasm

Ta’rif. Graf GO(x0 E0)G(x, E) ning gisman grafi deb ataladi,
agarda u berilgan grafning barcha uchlariga ega boiib, ammo
barcha qirralariga ega boimasa, baiki gisman qirralariga ega
boisa, ya’'ni x0=x, EO ¢ E

Ta’'rif. G(x,E) ning graf ostisi deb shunday Gg(x0 EQ) grafga
aytiladiki, bunda ular gism boiadi,

4.7-rasmda gisman grafga, grafostiga va grafga misol
keltirilgan.

Graf marshruti (yo‘li). Bizga orientirlanmagan graf berilgan
boisin, m uzuniikdagi marshrut deb grafning girralarini shunday
ketma ketligiga aytiladiki, yonma-yon boigan qirralarini uchlari
uchma-uch tushishlari kerak. Graflarning marshrutiga misol
sifatida quyidagi ketma-ketlik boiishi mumkin.
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(alababala3d) va (azaiasas; m Birinchi marshrut
x1x2x3x2x 1x 3 lar orgali oladi. lkkinchi marshrut x2x1x2x3x2lar
orqgali o'tadi va yopiq marshrutni tashkil giladi.

Graining ikki uchi bogiangan deyiladi, agar shu uchlarni
birlashtiruvchi yol boisa. Agar grafning har ganday uchini
birlashtiruvchi marshrut mavjud boisa, bunday graf bogiangan
graf deyiladi. 4.4-rasmdagi graf bogiangan bolmaydi. Chunki
rasmda marshrut yo‘q.

Barcha qirralari turli boigan (yol) marshrut zanjir deb ataladi.
Agar zanjir turli uchlardan o‘tsa, u oddiy zanjir deb ataladi. Yopiq
zanjir “siki’ deb ataladi, turli uchlardan o‘tuvchi “sikl”, oddiy
“sikldir.

Grafning barcha qgirralarini o'zida mujassam gilgan sikl Eyler
sikli deyiladi. Eyler sikliga ega graf Eyler grafi deyiladi.

1-misol. R-{(a,b),(b.c),(d,d)} munosabat kolinishda ifoda
gilinadi

2-misol. R - binar munosabati = {1,2,3,4} to‘plamdagi «<»
munosabat bolsin. U holda «<» munosabatni graf yordamida
quyidagi koVrinishda ifoda gilish mumkin:
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1 2 3 4
4.10-rasm

Mashglar:

1-misol. 0 ‘zbekiston Respublikasi hududidagi aeroportlar
to‘plamini 'V bilan, bu shaharlar orasida belgilangan vaqt
mobaynida amaiga oshirilayotgan samolyotlarning uchib goknish
hodisalari kortejini U bilan belgilaymiz. U holda (V,U) juftlikni
graf deb garash mumkin. Bu yerda grafning uchlariga aeroportlar,
yoylariga esa samolyotlarning uchib qo‘nish hodisalari mos
keladi. Tabiiyki, (V,U) grafda karraii yovlar bo'lishi mumkin,
agar, qandaydir sababga ko'ra, samolyot uchgan aeroportga
gaytib qo‘nsa, u holda bu hodisaga qaralayotgan grafdagi sirtmoq
mos keladi.

2-misol. Qadimgi boshqotirma masalalar qatoriga kiruvchi
quyidagi masalani qaraymiz. Biror idishdagi hajmi 8 biriik
suyuqlikni fagat o‘sha idish hamda 5 va 3 biriik hajmli idishlar
vositasida teng ikki gismga boling2.

8, 5 va 3 biriik hajmli idishlardagi suyuglik hajmini mos
ravishda a, b va c bilan bclgilab, muayyan bir vaqgt uchun
idishlardagi suyqglikning hajmlari asosida  qaralayotgan
sistemaning holatini ifodalovchi <a,b,c> uchiiklami tuzamiz.
Masalaning shartiga ko‘ra a, b va c o°‘zgaruvchilar butun
giymatlar gabul gilgan holda 0 < a< 8 0<b<5,0<c<3va
a+ b + c = 8 shartlarni ganoatlantirishlari kerak. Bu shartlami
ganoatlantiruvchi barcha holatlar (uchliklar) quyidagilardir:

<800><710>,<701><6,20>,<6,1,1 > <6,0,2>,

2 Biror idishdagi hajmi 8 biriik suyuqglikni fagat o ‘sha idish hamda 5 va 3 biriik
hajmga ega idishlar vositasida teng ikki gismga bo‘lish hagida. Bu masalani fransuz
shoiri va yozuvchisi Bashe de Mezeriakning (1587-1638) matematikaga
bag'ishlangan ishlarida topish mumkin.
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<530><521><512> <50,3> <44,0> <431 >
<4,22><413><350> <341 > <332> <3,23>,
<251><242><233><152><143> <0,5.3>.
Holatlar to‘plamini V bilan belgilaymiz. Suyuglikni (yoki
uning bir gismini) idishlaming biridan boshga birortasiga quyish
natijasida sistema bir holatdan boshga holatga o‘tishi mumkin.
Ta'kidlash kerakki. yuqoridagi holatlaming ixtiyoriysidan boshga
birortasiga bevosita yoki bilvosita o°‘tish imkoniyati mavjud
boimasligi ham mumkin. Sistemaning bir holatdan boshga
holatga bevosita o‘tishlari to'plamini U bilan belgilaymiz.
Natijada hosil boigan (V, U) juftlikni graf deb garash mumkin.
Bu grafning uchlari sistema holatlariga. yoylari (qirralari) esa,
bevosita oiishlarga mos keladi. Berilgan masalani hal qilish
uchun (V, U) grafning yoylaridan tashkil topgan shunday ketrna-
ketlik tuzish kerakki, bu ketma-ketlikning birinchi hadi < 8,0,0 > ,
oxirgi hadi esa < 4,4,0 > boisin. Bunday ketmaketliklardan biri
quyida keltirilgan:
<8,00>,<503>,<530>,<233>,<251 >,
<701>,<710>,<413>,<4,4,0>.

Mustaqil ishlash uchun savoliar

1 Qanday masalaning qo’yilishi va vyechilishi graflar
nazariyasining paydo boiishiga asos boldi?

2. “Graf iborasi birinchi boiib kim tomonidan va gachon
kiritilgan?

3. Bu masalani fransuz matematigi va fizigi S.Puasson (1781-
1840) ishlarida topish mumkin.

4. Grafning abstrakt matematik tushuncha sifatidagi ta’rifmi
biiasizmi?

5. Grafning abstrakt ta’rifidagi juftlikni tashkil etuvchilar bir-
biridan nima bilan farq giladi?
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Grafning uchi deganda nimani tushunasiz?
Grafning girrasi nima?
Grafning elementlari deganda nirnani tushunasiz?
Grafdagi yoy bilan girra bir-biridan nima bilan farq giladi?
Qanday holda uchlar tutashtirilgan deyiladi?

6. Qo‘shni uchlarning qo'shni boimagan uchlardan ganday
fargi bor?

S N

Muammoli masala va topshiriglar

1. Graf tushunchasini gqoilash mumkin boigan amaliy misol
keltiring va garalayotgan grafni tahlil giling.

2. Tola grafbilan bogiiqg biror misol keltiring,

3. 4. Ko‘rishishiar hagidagi lemmaning qollanilishiga doir
amaliy misol keltiring.

5. Kubik graf bilan bogiiq amaliy misollar keltiring.

6. Qadimgi boshqotimia masala: biror idishdagi hajmi 12 biriik
suyuqlikni fagat o‘sha idish hamda 8 va 5 biriik hajmli idishlar
yordamida teng ikki qismga ajrating. Bu boshqotirma masalani
hal gilish magsadida graf tuzib uning elementlarini tahlil giling.
Tuzilgan graf yordamida masalani hal giling.

7. Qadimgi boshqgotirma masala: yolovchi daryodan bo‘ri,
go‘y va bir bog* pichanni olib o‘tishi kerak, lekin u gayiqda o ‘zi
bilan faqgat bitta narsani olib o‘tish imkoniyatiga ega. Agar sohilda
bo‘ri va qo‘y birga qolsa bo'ri go‘yni, qo‘y va pichan birga
golganda esa. qo‘y pichanni yeb go‘yadi. Yolovchi narsalami
daryoning bir sohilidan ikkinchi sohiliga. olib olishni ularning
butunligini  saglagan holda amalga oshirishi kerak. Bu
boshgotirma masalani hal qilish maqgsadida graf tuzib uning
elementlarini tahlil qiling. Tuzilgan graf yordamida masalani hal
qgiling.

8. Barcha belgilangan (m,n) - graflar sonini aniglang.
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10. Shaxmat o‘yinida shaxmat donalarining taxtada joylashuvi
va o‘yin navbati birgalikda vaziyatni tashkil etadi. Barcha
vaziyatlar to‘plamini graf uchlari to‘plami deb garasak,
vaziyatlaming biridan boshgasiga mumkin boigan o‘tishlar
(yurishlar) grafning qirralari yoki yoylariga mos keladi deb
hisobiash mumkin. Shaxmat o‘yinining qoidalariga rioya gilgan
holda yuqorida bayon qilingan grafning shaxmat o‘yinidagi
dastlabki vaziyatni ham o°‘z ichiga oluvchi qgandaydir oltita
vazivatlariga mos uchlari va bu uchlarni bogiovchi qirra va
yoylarini aniglang.

11. Quyidagi graflarning gaysi biri bogiangan?

14
4.11-rasm
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V BOB. NOMANFIY BUTUN SONLAR TO PLAMI

5.1. Natural son va nol tushunchasining vujudga kelishi
hagida qisgacha tarixiy ma’lumot. Nomanfiy butun sonlar
to‘plamini tuzishdagi har xil yondoshuvlar

Natural son va nol tushunchasining vujudga kelishi hagida
gisgacha tarixiy ma’lumot. Natural son tushunchasi
matematikaning asosiy tushunchalaridan biridir. U butun
matematika fani singari kishilar amaliy faoliyatlaridagi ehtiyojlar
natijasida vujudga kelgan. Turli-tuman chekli to‘plamlarni bir-biri
bilan tagqoslash zaruriyati natural sonlarning vujudga kelishiga
sabab boigan.

0 ‘zining rivojlanish davrida natural sonlar tushunchasi bir
nechta bosgichni o‘tdi. Juda qadim zamonlarda chekli
to‘plamlarni taqqoslash uchun berilgan to‘plamlar orasida yoki
to‘plamlardan biri bilan ikkinchi to'plamning gism to'plami
orasida o‘zaro bir qgiymatli moslik oi'natishgan, ya’ni bu
bosgichda kishilar buyumlar to'plamining sanog‘ini ularni
sanamasdan idrok gilganlar.

Vaqt o‘tishi bilan odamlar fagat sonlarni atashni emas, balki
ulami belgilashni, shuningdek, ular ustida amallar bajarishni
o‘rganib oldilar. Qadimgi Hindistonda sonlarni yozishning o‘nlik
sistemasi va nol soni tushunchasi yaratildi. Asta-sekin natural
sonlarning cheksizligi haqidagi tasavvurlar hosil bo'la boshladi.

Natural son tushunchasi shakllangandan so'ng sonlar mustagqil
obyekttlar boiib qoldi va ularni matematik obyekttlar sifatida
o'rganish imkoniyati vujudga keldi. Sonni va sonlar ustidagi
amallarni o'rgana boshlagan fan «Arifmetika» nomini oldi.

Arifmetika sonlar va sonlar ustidagi amallar hagidagi fandir.

Arifmetika qgadimgi Sharq mamlakatlari: Vavilon, Xitoy,
Hindiston, Misrda vujudga keldi. Bu mamlakatlarda to'plangan
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matematik bilimlar gadimgi Gretsiyada rivojlantirildi va davom
ettirildi. Arifmetikaning rivojlanishiga Hind, Arab dunyosi
mamlakatlari va 0 ‘rta Osiyo matematiklari, XVIII asrdan boshlab
esa, yevropalik olimlar katta hissa qo‘shdilar.

«Natural son» terminini birinchi bo'lib rimlik olim
A.A.Boetsiy qo‘lladi.

Nomanfiy butun sonlar to‘plamini tuzishdagi har \Sl
yondoshuvlar. Nomanfiy butun sonlar to'plamini tuzishda uch xil
yondashuv bor:

1) to‘plamlar nazariyasi asosida;

2) aksiomatik metod asosida.

3) miqgdor tushunchasi asosida (migdor sonlar nazariyasi).

Nomanfiy butun sonlar to'plamini to‘plamlar nazariyasi
asosida qurishda chekli to‘plam elementlari soni va o‘zaro bir
giymatli moslik tushunchalaridan foydalaniladi.

Nomanfiy butun sonlar to'plamini aksiomatik metod asosida
qurishda Peano aksiomalaridan foydalaniladi.

Nomanfiy butun sonlar to‘plamini migdor tushunchasi asosida
qurishda nomanfiy butun songa migdor o‘lchovi sifatida garaladi.

Nomanfiy butun sonlar to”plamini to‘plamlar nazariyasi
asosida qurish. Natural son va nol tushunchasi. Nomanfiy
butun sonlar to‘plamida “teng”, Vkichik” va “katta”
munosabatlari. Nomanfiy butun sonlar to'plamini to'piamiar
nazariyasi asosida qurishni garaymiz:

XIX asrda G.Kantor tomonidan to'plamlar nazariyasi
yaratilgandan so'ng, bu nazariya asosida natural sonlar nazariyasi
yaratildi. Bu nazariya asosida chekli tokplam va o‘zaro bir
giymatli moslik tushunchalari yotadi.

1-ta’rif. Agar A va B to‘piamlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnatish murnkin bo‘lsa, bu to‘plamlar teng quvvatli
deyiladi.
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«Teng quvvatlilik» munosabati ekvivalentlik munosabati
boiib, barcha chekli to‘plamlami ekvivalentlik sinflariga
ajratadi. Har bir sinfda turli elementli to'plamlar yigllgan boiib,
ularning umumiy xossasi teng quvvatli ekanligidir.

2-ta’rif. Natural son deb, bo”“sh boimagan chekli bir-biriga
ekvivalent to‘plamlar sinfining umumiy xossasiga aytiladi.

Har bir ekvivalentlik sinfining umumiy xossasini uning biror
bir to‘plami tola ifodaiaydi. Har bir sinf xossasini ifodalovchi
natural son alohida belgi bilan belgilanadi. Masalan: a=n(A);
b=-n(B).

3-ta’rif. Bo‘sh to'plamlar sinfining umumiy xossasini 0 soni
ifodaiaydi, O=n(0).

4-ta’rif. 0 soni va barcha natural sonlar birgalikda nomanfiy
butun sonlar to'plamini tashkil giladi. Bu to‘plam NOKko'rinishida
belgilanadi. No={0}UN. N - barcha natural sonlar to‘plami.

Sonlarni taggoslash ganday nazariya asosida yuz berishini
aniglaymiz. lkkita nomanfiy butun a va b son berilgan bolsin.
Ular chekli A va B to‘plamlar elementlari sonini ifodaiaydi.

5-ta’rif. Agar a va b sonlar teng quvvatli towlamlar bilan
aniglansa, u holda ular teng boiadi.

a-bx~"A~B, bu yerda n(A)=a; n(B)-b.

Agar A va B to‘plamlar teng quvvatli bolmasa, u holda ular
bilan aniqglanadigan sonlar turlicha boiadi. Agar A to‘plam B
to‘plamning xos gism to'plamiga teng quvvatli va n(A)=a; n(B)=b
bolsa, a son b sondan kichik deyiladi va a<b kabi yoziladi. Xuddi
shu vaziyatda a>b kabi yoziladi.

a<fcx">A~B(, bu yerda BicB va B]"B; Bi" 0.

Nazorat uchun savollar
1. Arifmetika fani hadida ma’lumot bering.
2. «Natural son» termmini birinchi boiib kim qollagan?
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3. Nomanfiy butun sonlar to'plamini tuzishda necha xil
yondashuv bor?

4. Nomanfiy butun songa ta’rif bering. 0 sonini ta’riflang.

5. Nomanfiy butun sonlar ganday tagqoslanadi?

5.2. Yigindining ta’rifi, uning mavjudligi va yagonaligi.
Qolshish gonuniari

6-ta’rif. Butun nomanfiy a va b sonlarning yig‘indisi deb
n(A)=a, n(B)-b boiib, kesishmaydigan A va B to'plamlar
birlashmasidagi elementlar soniga aytiladi.

a+b=n(AUB). bu yerda n(A)=a, n(B)=b va AMNB = 0.

Berilgan ta’rifdan foydalanib, 5+2=7 boiishini tushuntiramiz.

5 - bu biror A to'plamning elementlari soni, 2 - biror B
to'plamning elementlari soni, bunda ularning kesishmasi bo'sh
to'plam boiishi kerak.

Masalan A={x,y,z,t,p}, B={a,b} to'plamlarni olamiz. Ularni
birlashtiramiz. AUB={x,y,z,t,p,a,b} sanash yo'li bilan n(AUB)=7
ekanligini aniglaymiz. Demak, 5+2=7.

Umuman, a+b yig'indi n(A)=a, n(B)=b shartni
ganoatlantiruvchi  kesishmaydigan A va B to'plamlarning
tanlanishiga bogiiq emas. Bu umumiy da’voni biz isbotsiz gabul
gilamiz.

Bundan tashgari butun nomanfiy sonlar yigindisi har doim
mavjud va yagonadir. Boshgacha aytganda. biz ganday ikkita
nomanfiy a va b sonlar olmaylik, ularning yigindisi boigan
butun nomanfiy ¢ sonni har doim topish mumkin. U berilgan a va
b sonlari uchun yagona boiadi.

Yig'indining mavjudligi va vagonaligi ikki to'plam
birlashmasining mavjudligi va yagonaligidan kelib chigadi,

Yigindi ta’rifidan  foydalanib  *“kichik"” munosabatiga
boshgacha ta’rif berish mumkin
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7-ta’rif. Va.beN uchun a=b+c, boladigan c son topilsa, b<a
(yoki a>b) boiadi.

(Va.be N)(3ce N)(b<a<">a=b-bc)

Qo‘shish amalining xossalari:

1°. Qo'shish amali kommutativdir:

(Va.be Zo)(a+b=b+a),

ya’ni ixtiyoriy nomanfiy butun a va b sonlar uchun a+b=b+a
tenglik o ‘rinlidir.

Isbot. A=n(A), b=n(A) va AfIB=0 boisin,

a+tb=n(AUB)=n(BUA)=b+a

(to‘plamlar birlashmasining kommutativligiga asosan).

2°. Qo'shish amali assotsiativdir:

(Va.b.ce Z0) (a+(b+c))=((at+b)+c)

Isbot. a=n(A), b=n(B),c=n(C) va ANB-0, BNC=0, ANMNoo
bolsin. a+(b+c)=n(AU(BUC); to‘plamiar birlashmasining
assotsiativligiga ko‘ra AU(BUC)=(AUB)UC

Demak, a+(b+c)=(a+b)+c

3°. Nolni yutish xossasi:

(Vae Z0) a+0=a

Isbot. a=n(A), 0=41(0), a+0=n(AU0)=n(A)=a. (AUO=A va
AMO= 0 boigani uchun)

4°, Qo‘shishning gisqaruvchanligi: (Va,b,c,ezZ0) a=bh<=> atc="
b+c.

Isbot. a-n(A), b=n(B), ¢=n(C), AMNB-0, BMNC=0, ADC=0
a=b=>n(A)=n(B) =» AUC-BUC = n(AUC = n(BuC), bundan
at+c=b+c.

5°. Qo‘shishning monotonligi (Va,c,beZ0) a<b”>a+c<b+c

Isbot. a=n(A), b=n(B), c*n(C) bolsin. a<b=>A~Bic:B bu
yerda BAB, B]f0 u holda AUC~BtUCc=BUC=>a+c<b+c.
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5.3. Ayirmaning ta’rifi, uning mavjudligi va yagonaiigi.
Yig‘indidan sonni va sondan yig‘indini ayirish qoidaJarining
towiamlar nazariyasi bo‘yicha ma’nosi

Endi ayirmaning ta’rifi va uning mavjudligi va yagonaligini
ko"rib olamiz.

8-ta’rif. Butun nomanfiy a va b sonlarning ayirmasi deb
n(A)=a, n(B)-b va BcA shartlar bajarilganda, B to‘plamni A
to‘plamgacha toidiruvchi to‘plam elementlari soniga aytiladi.

a-b=n(Ba") bu yerda a=n(A), b=n(B), BczA, Bn'- B ni A ga
toidiruvchi to'plam.

Misol. Berilgan ta’rifdan foydalanib, 7-4=3 bolishini
tushuntiramiz. 7 —biror A togiamning elementlari soni, 4 —A
to'plamning gism to'plami boigan B to‘plamning elementlari
soni.

Masalan, A={x,y,z,t,p,r,s}, B={x,y,z,t} to‘plamlarni oiaylik. B
to'plamning A to'plamgacha toldiruvchisini topamiz:

I. Bn{p,r,s}, n(BA*=3

Demak. 7-4=3.

a-b ayirma n(A)=a, n(B)=b va BczA shartlarini
ganoatlantiruvchi A va B to‘plamlaming tanlanishiga bogiiq
emas.

a=n(A), b=n(B) va BczA boladigan butun nomanfiy a va b sonlar
berilgan bolsin va bu sonlarning ayirmasi B to;plamni A
to‘plamgacha toldiruvchisidagi elementlar soni bolsin, ya'ni a-
b=n(BA), Eyler doiralarida A, B. BA tolplamlar 5.1-rasmda
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ko'rsatilganidek tasvirlanadi. A=BuBa ekani maium, bundan
n(A)=n, (BuBn')-A, BMNBa-0 boigani uchun biz
a=n(A)=n(BuBn")=n(B)+n(Bn')=b+(a-b) ga ega bo‘lamiz.

Bu esaayirmaga boshgacha ta’rif berish imkonini beradi.

9-ta’rif. Butun nomanfiy a va b sonlarning ayirmasi deb,
shunday butun nomanfiy ¢ songa aytiladiki, uning b son bilan
yigindisi a songa teng boiadi. a-b-c o a~b +c.

Shunday qilib, a-b=c yozuvda a - kamayuvchi, b - avriluvchi,
c - ayirma deb ataladi.

Ayirish amali go‘shishga teskari amaldir. Ayirmaning ikkinchi
ta’rifidan kelib chiqgib, quyidagi teoremalarni isbotlaymiz:

1-teorema. Butun nomanfiy a va b sonlarning ayirmasi fagat
b< a boigandagina mavjud bo’ladi.

Isbot. Agar a=b bo'lsa, u holda a-b=0 boiadi, demak, a-b
ayirma mavjud boiadi.

Agar b<a boisa, u holda «kichik» munosabati ta’rifiga koia
shunday natural son mavjud boiadiki, bunda a=b+c boiadi. U
holda ayirmaning ta'rifiga ko’ra c=a-b, ya’ni a-b ayirma mavjud
boiadi. Agar a-b ayirma mavjud boisa. u holda ayirmaning
ta’rifiga ko‘ra shunday butun nomanfiy ¢ son topiladiki, a=b+c,
boiadi. Agar c=0 boisa, u holda a=b boiadi; agar c>0 boisa, u
holda «kichik» munosabatining ta’rifiga ko‘ra b<a boiadi.
Demak, b< a.

2-teorema. Agar butun nomanfiy a va b sonlarining ayirmasi
mavjud boisa, u holda u yagonadir.

Isbot. a-b ayirmaning ikkita giymati mavjud boisin deb faraz
gilaylik: a-b=Ci va a-b=C2. U holda ayirmaning ta’rifiga ko‘ra
a-b+cj va a=b+C2 ga ega boiamiz. Bundan b+ci=b+c2 va
go‘shishning gisqaruvchanligiga asosan cr=c2 ekani kelib chigadi.
Demak, ayirma yagona ekan.



Yig‘indidan sonni va sondan yiglIndini ayirish qoidalarini
to‘plamlar nazariyasi bo‘yicha ma’nosini garaymiz.

Yigi'ndidan sonni ayirish uchun yig‘indidagi
go‘shiluvchilardan biridan shu sonni ayirish va hosil boigan
nalijaga ikkinchi go'shiluvchini go‘shish yetarli.

Bu goidani simvollardan foydalanib yozamiz:

Agar, a,b,e - butun nomanfiy sonlar boisa, u holda:

a) a>c boiganda (a+bh)-c=(a-c)+b boiadi;

b) b>c boiganda (a+b)-c =a+(b-c) boiadi;

c) a>cvdib>c boiganda yuqoridagi formulaning ixtiyoriy
bittasidan foydalanish mumkin.

Yigindidan sonni ayirish goidasining to‘g‘riligini ko'rsatamiz.
Faraz gilaylik, a>c bolsin, u holda a-c ayirma mavjud boiadi.
Uni r orgali belgilaymiz: a-c=r. Bundan a=r+c chiqadi, r+c
yigIndini (a+b)-c ifodadagi a ning o'rniga go‘yamiz va unda
shakl almashtiramiz: (a+b)-c=(r+c+b)-c=r+b-r-c-c=r+-b.

Birog r harfi orgali a-c ayirma belgilangan edi, bundan
isbotlanishi talab etilgan (a+b)-c= (a-c)+b ifodaga ega bolamiz.

Endi sondan yiglIndini ayirish qoidasini garaymiz:

Sondan sonlar yig'indisini ayirish uchun bu sondan
go‘shiluvchilarning birini, keyin ikkinchisini ketma-ket ayirish
yetarli, ya'ni agar a. ¢, b - butun nomanfiy sonlar bolsa, u holda
a>b+c boiganda a“b-rc™a-bj-c ga ega bolamiz.

Bu goidaning asoslanishi ham vyigindidan sonni ayirish
goidasi uchun bajarilgani kabi bajariladi.

Keltirilgan qoidalar boshiangich  maktabda muayyan
misollarda qaraladi, asoslash uchun ko’rgazmali tasviriar
namoyish etiladi. Bu qoidalar hisoblashlarni ixcharn bajarish
imkonini beradi.

Masalan, sondan yiglndini ayirish qoidasi sonni bolaklab
ayirish usuliga asos boiadi: 15-7=15-(5+2)=(15-5)-2=10-2=8.
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Nazorat uchun savollar

1 Nomanfiy butun sonlar yighindisi ta'rifini ayting. uning
mavjudligi va yagonaligini asoslang.

2. Qo‘shishning gonunlarini ayting va asoslang.

3. Nomanfiy butun sonlar ayirmasi ta'rifi ganday? Ayirma
gaysi holda mavjud boiadi? Uning yagonaligini asoslang.

4. Ayirmaga yigindi orqali ta’rif bering.

5. Ayirma  qoidalarini to‘piamlar  nazariyasi  asosida
tushuntiring.

5.4. Ko‘paytmaning ta’riti, uning mavjudligi va yagonaligi.
Ko‘paytirish gonunlari. Ko‘paytmaning yigindi orqali ta'rifi

a=n(A) va b=n(B) boigan a va b nomanfiy butun sonlar
berilgan bolsin.

1-ta’rif. a va b nomanfiy butun soniar ko‘paytmasi deb.
A*B dekart ko’paytma elementlari sonini ifodalovchi ¢ nomanfiy
butun songa aytiladi.

Bu yerda AxB={(a,b) | ae A. be B) ekanini eslatib olamiz.

Demak, ta’rifga koka: a-b=:n(A><B)=c, bu yerda a,b,CENO.
a b=c yozuvda a - 1-ko‘paytuvchi, b - 2-ko'paytuvchi, ¢ -
ko‘paytma deyiladi, ceNO sonni topish amali esa ko‘paytirish
deyiladi.

Masalan, ta’rifga ko‘ra 5-2 ko'paytmani topaylik. Buning
uchun n(A)=5 va n(B)=2 boigan A-{a,b.c,d,e}, B-{1,2}
to‘plamlarning dekart ko*paytmasini tuzarniz:

AxB={(a,l), (a,2), (b,l), (b,2), (c,1), (c,2), (d,1), (d,2), (e,})>

(e.2)}.

Dekart ko‘paytma elementlari soni 10ga teng boigani uchun
52=10.
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1-teorema. Ikki nomanfiy butun son ko‘paytmasi mavjud va
yagonadir.

Ko'paytmaning mavjudligi berilgan sondagi elementiardan
tashkil topgan to‘plamlaming dekart ko‘paytmasini tuzish har
doim mumkinligi va dekart ko‘paytma elementlari soni
to'plamlarning ganday elementiardan tashkil topganiga bogiiq
emasligi bilan isbotlanadi.

Ikkita nomanfiy butun son ko‘paytmasinirig yagonaligini
isbotlash talabalarga topshiriladi.

. Ko'paytirish kommutativdir:

(Va,be No) ab=ba.

Isbot. a=n(A) va b=rn(B), ANB=0 boisin. Dekart ko‘paytma
ta'rifiga ko'ra AxB*B*A shunga garamay, n(AxB)=n(BxA) deb
olamiz (bunda istalgan (a,b)eA*B juftlikka (b.a)e BAA juftlik
mos keltirildi) ab=n(AxB)=n(Bx A)=ba => ab=ba.

20. Ko'paytirish assotsiativdir.

(Va,b,ce NO) (ab)c= a(be).

Isbot: a=n(A) b=n(B), c¢c=n(C) va A,B,C lar jufti-jufti bilan
kesishmaydigan to'plamlar boisin, yani

AMB=0 AMC=0 BMNC=0.

(ab)c=n((Ax B)x C) va a(bc)=n(Ax (Bx C)).

Yugoridagi dekart ko‘paytmalar doirasida o‘zaro bir giymatli
moslik o'rnatish yo'li bilan (Ax B) x O A x (Bx C) ekanini
ko'rsatish  mumkin (kombinatorika boiimidagi ko‘paytma
goidasini eslang).

Demak (ab)c=n((AxB)xC)=n(Ax(BxC))=a(bc).

3° . Ko‘paytirishning go‘shishga nisbatan distributivligi

(Va,b,eeNo) (at+b)c=ac+bc.

Isbot. a=n(A), b=n(B), c=n(C) va A,B,C lar juft-jufti bilan
kesishmaydigan to'plamlar boisin. To‘plamlar nazariyasidan
maiumki,
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(AUB)xC=(AxC)U(BxC) va AMB=0=>(AxC)M(BxC)=0
chunki, AxC va BxC dekart kokpaytmalar elementlari 1-
komponentlari bilan farg giladi. Shularga asosan:
(a+b)c=n((AUB)x C)=n((AxC)U(Bx C)=n(Ax C)+n(Bx C)=ac+b
C.

Demak, (a+b)c=ac+bc.

4°, Yutuvchi elementning mavjudligi: (VaeNO0) a-0=0

Isboti: a=n(A)O=n(0) bo‘lsin. Ax0=0 -ekanligidan a°0=n
(Ax0)=n(0)=0

5°, Ko‘paytirishning monotonligi.

(Va.b,ce No, c*0) a>b=> ac>bc;
(Va,b,ce NO) a> b=> ac>bc;
(Va,b,ce No), c*0) a<b=> ac<bc.

Isbot. Birinchisini isbotlab ko‘rsatamiz:

a>b=>B~AicA bu yerda n(A)=a, n(B)=b A]1*0, Aj"A.

U holda Bx C~(A,x C)c(Ax C).

Demak, n(Bx C)=n(A]X C)<n(Ax C)-"> be < ac.

6° . Ko‘paytmaning gisqaruvchanligi:

(Va,b,c,e Zg, ¢*0) ac=bc=> a=b

Isbot: Teskarisini faraz gilaylik: a*b bolsin. U holda yoki a<b,
yoki a>b bo‘lishi kerak. a<b bolsa, ac<bc boiishi kerak, bu esa
shartga zid. Demak, a=b ekan.

Ko'paytmaning yigindi orqali ta’rifi.

2-ta’rif. a,beZ0 bolsin. a sonning b soniga ko‘paytmasi deb,
har biri a ga teng boigan b ta go‘shiluvchining yiglndisiga
aytiladi.

ab=gtak..tay

b marta

Bundan a I=a va a-0=0 ekanligi kelib chigadi.
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Bu ta'rif a=m(A), b=n(B), AMNB=0 boigan A*B dckart
ko‘paytma elementlarini sanash maium bir qonuniyatga
asoslanishiga bogiiq.

Misol. A.={a.b,c}, B={x,y,z,t}

Ax B dekart ko‘paytmani quyidagi jadval ko‘rinishida
yozamiz:

Dekait ko‘paytma elementlarini ustunlar bo‘yicha sanasak.
3x473+3+3+3=12 ga ega boiamiz.

(a,x) (a,y) (a,2) (a,t)
(b,x) (bY) (b,2) (b,t)
(c,x) (cy) (c.2) (c,b)

5.5. Nomanfiy butun sonni natural songa boiishning ta’rifi,
uning mavjudligi va yagonaligi

Nomanfiy butun sonlar to‘plamida boiish amalini ta'riflash
uchun to‘plamni sinflarga ajratish tushunchasidan foydalanamiz.
a=n(A.) boigan A to'plamni juft-jufti bilan kesishmaydigan teng
quvvatii gism to‘plamlarga ajratish mumkin boisin. Butun
nomanfiy a sonning natural b songa boiinmasi quyidagicha
ta’riilanadi:

1-ta’rif. Agar b son A to'plamni juft-jufti bilan
kesishmaydigan teng quvvatii gism to ‘plamlarga ajratishdagi har
bir qism tokpiam elementlari soni boisa, a va b soniarning
boiinmasi deb gism to'plamlar soniga aytiladi.

Agar b son A to‘plamni juft-jufti bilan kesishmaydigan teng
quvvatii qism to‘plamlarga ajratishdagi gism to‘plamlar soni
boisa, a va b soniarning boiinmasi deb har bir gism to‘plamdagi
elementlar soniga aytiladi.
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Nomanfiy butun a va b sonlar boiinmasini topish amali
boiish, a —bolinuvchi, b - boluvchi, a:b - boiinma deyiladi.
Yugoridagi ta’riflarni misollar yordamida tushuntiramiz.

Misol. 12 ta gilosni har biriga 3 tadan nechta bolaga
targatishdi? Masala savoliga javob boiish amali orgali topiladi
12:3=4(bola). Masalani tahlil qilayiik: 12 ta elementga ega
to‘plam 3 ta elementga ega boigan teng quvvatli gism
vo'plamlarga ajratilgan. Shuning bilan ular juft-jufti bilan
kesishmaydi. Masalada nechta shunday gism to'plam borligi
so‘ralayapti. Javobdagi 4 soni 12 elementli to'plamning 3
elementli gism to‘piamlar sonini bildiradi.

Boshgacharoq masalani qaraylik. 12 ta gilosni 4 ta bolaga teng
boiib berishdi. Har bir bolaga nechtadan gilos berildi? Bu masala
ham boiish amali bilan yechiladi: 12:4=3(gilos). Bu yerda 3 soni
boshga ma’noda - 12 elementdan iborat to‘plam berilgan teng
quvvatli kesishmaydgan har bir gism to‘pl'amdagi elementlar
sonini bildiradi. Boiish amalining to‘g'ri bajarilganini tekshirish
uchun ko'paytirish amaliga murojaat gilinadi, chunki boiish va
ko‘paytirish amallari o'zaro bogiiq. Bu bogianishni qaraylik.
a=n(A) boigan A to‘plam b ta juft-jufti bilan kesishmaydigan
teng quvvatli AbAr,—Ab qism to‘plamlarga ajratilgan boisin. U
holda c="a:b har bir shunday gism to‘plamdagi elernentlar soni
boiadi, ya’ni c=a:b=n(Ai)=n(A2J=...n(Ab). Shartga ko‘ra A=AiU
A2U....UAb, boigani uchun n(A)=n(AiUA2U...UAb) boiadi.
Ammo Ai, A2,  Ab gism to'plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi.
Yigindi ta’rifiga ko‘ra
n(AX\JA2U _ U~ )=n(A)+/7(")+ ...4-n(Ah)=C+C+-..+C

hmarta

Ko‘paytma ta'rifiga ko‘ra ¢ b ga teng. Shunday qilib a=c b ekan.
Bundan esa a va b sonlarning boiinmasi shunday c sonki, u bilan
b sonining ko‘paytmasi a ga teng boiadi. Bundan foydalanib
boiinmaga quyidagicha ta’rif berish mumkin.
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2-ta’rif. Butun nomanfiy a soni bilan b natural sonning
bo‘linmasi deb, shunday butun nomanfiy c=a:b songa aytiladiki,
uning b soni bilan ko‘paytmasi a ga teng boiadi. Bu ta’rifdan
a:b-c <a=c-b ekanligi ko'rinadi.

Boiishning bajarilishi va bir giymatliligi.

Boiinma har doim ham mavjud boiaveradimi, degan savol
tugiladi.

1-teorema. lkkita a va b natural sonning boiinmasi mavjud
boiishi uchun b<a boiishi zarur.

Isbot. a va b natural soniarning boiinmasi mavjud boisin.,
ya'ni a=c b bajariladigan c natural son mavjud boisin. Ixtiyoriy
natural son uchun I<c ekanligi o0°‘z-o‘zidan ravshan. Bu
tengsizlikning ikkala gqismini b natural songa ko‘paytirib b<c b ga
ega boiamiz, cb=a boigani uchun b<a boiadi. Teorema
isbotlandi.

a=0 va b natural sonning boiinmasi nimaga teng? Ta'rifga
ko'ra, bu cb-~0 shartni ganoatlantiruvchi a sonidir. b~O’boigani
uchun cb=0 tenglik c=0 boiganda bajariladi. Demak, be N da
0:b=0 boiadi.

2-teorema. Agar a va b natural soniarning boiinmasi mavjud
boisa, u yagonadir.

Bu teoremaning isboti ayirmaning yagonaligi hagidagi teorema
isbotiga o ‘xshash bajariladi.

Butun nomanfiy sonni nolga boiish mumkin emasligini
garaymiz. a-"o va b=0 sonlar berilgan boisin. a va b soniarning
boiinmasi mavjud, deb faraz gilaylik. U holda boiinmaning
ta'rifiga ko‘ra a”c Otenglik bajariladigan butun nomanfiy c soni
mavjud boiadi va bundan a=0 ekani kelib ehigadi. Bu esa a”o
shartga zid. Demak, farazimiz noto‘g‘ri, a*O va b™O sonlarining
boiinmasi mavjud emas.
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Agar a=0 va b=0 bolsa, 0=c-0 tenglik kelib chigadi, undan esa
a va b sonlarning bo‘linmasi har ganday son boiishi mumkin
degan xulosa chigadi. Shuning uchun matematikada nolni nolga
bolish ham mumkin emas deb hisoblanadi.

Nomanfiy butun sonlarni boiish ta'rifidan «.. marta katta» va
«... marta kichik» munosabatlari aniglanadi.

Agar a= n(A), b=n (B), a>b boladigan a va b sonlar berilgan
va bunda A to‘plamni B to'plamga teng quvvatli ¢ ta qgism
to~plamga ajratish mumkin bolsa, a soni b sonidan ¢ marta katta,
b soni esa a sonidan ¢ marta kichik deyiladi. ¢ sonini o°‘zi
bolinmani ifodaiaydi. Shularni hisobga olib quyidagi qoidani
hosil gilarniz:

Bir son ikkinchi sondan necha marta katta yoki kichik ekanini
bilish uchun katta sonni kichik songa bolish zarur.

Yiglndini songa bolish goidasi:

3-teorema. Agar a va b sonlar ¢ songa boiinsa. u holda
ularning a+b yigindisi ham c ga boiinadi: a+b yiglndini ¢ ga
boiganda hosil boladigan boiinma a ni ¢ ga va b ni ¢ ga
boiganda hosil boladigan bolinmalar yigindisiga teng. ya’ni
(a+b):c=a:c+b:c.

Isbot. a soni ¢ ga boiingani uchun a=cm boladigan m”a.c
natural son mavjud. Shunga o‘xshash b=cn boladigan n=b:c
natural son mavjud. U holda a+b=cm+cn=c(m+n). Bundan esa
a+b yigindining ¢ ga boiinishi va a+b ni ¢ ga boiganda hosil
boladigan boiinma m+n ga teng boiishi, ya’ni a:ct+b:c ekani
kelib chigadi. Bu qoidani to‘plamlar nuqtaiy nazaridan tahlil
gilsak quyidagicha:

a=n(A), b=n(B) va bunda ATMB=0 bolsin.

Agar A va B to‘plamlarning har birini quvvati ¢ ga teng gism
to‘plarnlarga ajratish mumkin bolsa, u holda bu to”plamlar
birlashmalarini ham shunday ajratish mumkin. Bunda, agar A
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to‘plamni ajratishdagi har bir gism to'plam a:c elementga, B
to‘plamning har bir gism tcTplami b:c elementga ega boisa, u
holda AuB to'plamriing har bir gism to‘p'amida a:c+b:c element
boiadi.

Sonni ko'paytmaga boiish va sonni ikki sonning boiinmasiga
ko ‘paytirish qoidalari:

4-teorema. Agar a natural son b va ¢ natural sonlarga boiinsa,
u holda a sonni b va ¢ sonlar ko'paytmasiga boiish uchun a sonni
b(c) ga boiish va hosil boigan boiinmani c(b) ga boiish yetarli:

a:(b-c)=:(a:b):c=(a:c):b

Isbot: (a:b):c=x deb faraz qilamiz, u holda boiinmaning
ta'rifiga ko‘ra a:b=cx boiadi, bundan shunga o°‘xshash a-D-(c x)
boiadi. Ko'paytirishning gruppalash gonuniga asosan a=(bc)x.
hosil boigan tenglik a:(bc)=x ekanini bildiradi.

5-teorema. Sonni ikki sonning boiinmasiga ko ‘pavtirish
uchun bu sonni boiinuvchiga ko'paytirish va hosil boigan
ko'paytmani boiuvchiga boiish yetarli, ya'ni a (b:c)= (a b):c

Isbot. Bu tenglikni ham sonni ko‘paytmaga boiish qoidasiga
o'xshash isbotlash mumkin.

Misollar.

2) (220+140): 10-220:10+140:10-22+14=36;

3) 240: (10-2)=(240:10):2=24:2=12;

4) 12-(30:15)=(12-30): 15=360:15=24.

Nazorat uchun savollar
1. Nomanfiy butun sonlar ko'paytmasi ta’rifmi ayting.
Ko*paytmaning mavjudlik va yagonalik shartlari ganday?
2. Kospaytmaning ganday xossalari bor? Ularni to‘plamlar
nazariyasiga ko ‘ra asoslang.
3. Ko‘paytmaga yigindi orgali ta'rif bering.
4. Nomanfiy butun sonlar boiinmasini ta’riflang.
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5. Boiinmaga ko‘paytma orqgali ta’rif bering.

6. Bolinmaning mavjudlik va yagonalik shartlarini ayting.

7. Yigindi va ko‘paytmani songa boiish qoidalarini aytib,
isbotlab bering.

5.6. Nomanfiy butun sonlar to‘plamini aksiomatik asosda

gurish

Nazariyani aksiomatik metod bilan qurish tushunchasi.
Har bir fanni bayon etishda tushunchalarga nisbatan turlicha
mulohaza yuritiladi. Chunki bu tushunchalarning ayrimlari o°‘z-
o‘zidan tushuniladigan boisa, ayrim tushunchalar esa ma’lum
tushunchalarga asoslangan holda mantiqiy mulohazalar yuritish
asosida ta'riflanadi.

Boshgacha aytganda, tushunchalar ta’riflanmaydigan va
ta’riflanadigan  tushunchalarga boiinadi. Tariflamnaydigan
tushunchalar insonning ko‘p asrlik amaliy-ijodiy faoliyatining
natijasi boiib, ular boshlangich tushunchalar deb yuritiladi.

Har ganday nazariyani aksiomatik qurish uchun boshlangich
tushunchalar ~ asosida  nazariyaning  aksiomalari  tuziladi.
Aksiomalar isbotlanmaydigan mulohazalar  boiib, biri
ikkinchisining natijasi sifatida kelib chigmasligi va Dbiri
ikkinchisini  inkor etmasligi zarur. Shuningdek, berilgan
nazariyani aksiomatik qurishda uning teoremalarini isbotlash
uchun aksiomalar yetarli boiishi zarur.

Amaliyot shuni koisatadiki, bitta nazariya bir necha yoilar
bilan aksiomatik qurilishi mumkin. Bu yoilar bir-biridan tanlab
olingan boshlangich tushuncha va munosabatlar, ularga oid
aksiomalar sistemasi bilan farglanadi.

Asosiy tushunchalar, munosabatlar va aksiomalar kiritilgandan
keyin nazariyaning rivojlanishi fagat mantiqiy fikrlash asosida
boradi. Aksiomatik nazariyani qurishda tushuncha, munosabat va
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aksiomalar ixtiyoriy bolmasdan, ular ba’zi bir haqigiy obyekttlar
va ularning xossalarini aks ettirishi lozim. Masalan, ixtiyoriy
uchta A, B va M nugtalar uchun, M nuqtadan A va B
nuqtalargacha masofalarning yigindisi bu nuqtalar orasidagi
masofadan kichik, degan aksioma aytilsa, u holda hagiqatan
hayotga alogasi boimagan nazariya yuzaga kelar edi, hagigatda
esa |MA|+|MB|>|AB|. Shunday qilib, aksiomatik nazariya
reallikning matematik model ini berishi kerak ekan.

Agar munosabatlari bilan berilgan to'plamda aksiomalar
sistemasining barcha aksiomalari bajarilsa, u holda munosabatlari
bilan berilgan to'plam aksiomalar sistemasining modeli deyiladi.
Biz quyidagi aksiomalar sistemasining modellarini garaylik.

1-misol. Quyidagi uchta aksiomani ganoatlantiruvchi a~b
ekvivalentlik munosabati bilan berilgan aksiomalar sistemasini
garaymiz:

1) barcha a lar uchun a~a bajariladi;

2) ixtiyoriy a va b lar uchun a ~b dan b~a kelib chiqadi;

3) ixtiyoriy a,b va c¢ lar uchun a~b va b~c dan a~c kelib
chigadi.

2-misol. a<b birgina munosabat va quyidagi aksiomalar bilan
aniglanuvchi aksiomalar sistemasini gqaraylik:

1) Ixtiyoriy a va b lar uchun a<b dan b<a yolg‘onligi kelib
chigadi;

2) Ixtiyoriy a va b lar uchun a<b va b<c dan a<c kelib chigadi.

Bu aksioma qat’iy tartiblanganlik niunosabatini ifodaiaydi. Bu
sistema interpretatsiyasini quyidagicha ifodalash mumkin:
talabalar to‘plamida «a talaba b talabadan baland», «a talabaning
yoshi b talabaning yoshidan katta» va hokazo. Bu sistemaga
quyidagi aksiomani qo‘shamiz.

3) a*b ekanligidan a<b yoki b<a kelib chigadi. Endi biz qat’iy
chizigli tartib aksiomalar sistemasiga ega boldik. Berilgan
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aksiomalar sistemasining ikkita modeli bir-biridan tashqi
ko'rinishi bilan farq qilishi mumkin.

Masalan, agar a <b, b<c va a<c hamda 1<2, 2<3 va 1<3 desak,

X={a;b;c}va Y{1.2,3} to‘plamlar tartib aksiomalari sistemasi
modelini ifodalaydi. Birinchi modelni 2-modelga aylantirish
uchun a ni 1, b ni 2, ¢ ni 3 deb olish yetarli. lkkita model bir-
biridan tashqi koiinishi bilan farg qilib, mazmuni bir xil boisa,
izomorf modellar deyiladi.

Aksiomalar sistemasi modeli real dunyo xossalarini anigroq
ifodalashi uchun ular mantigan bir gancha taiablami bajarishi
lozim.

Birinchi navbutda aksiomalar sistemasi ziddiyatsiz boiishi
kerak. Boshqacha aytganda, berilgan aksiomalar sistemasida bir
paytda rost va yolg‘on tasdiq kelib chigmasligi kerak.

Ikkinchidan, aksiomalar  sistemasi bir-biriga  bogiiq
boimasligi, ya’ni bir aksioma aksiomalar sistemasining boshga
aksiomalaridan kelib chigmasligi kerak.

Uchinchidan, aksiomalar sistemasi gat’iy boiishi kerak.

5.7. Natural sonlar to‘plamini aksiomatik asosda qurish

N natural sonlar tolplamini aksiomatik qurish uchun
aksiomalar sistemasini turli usullar bilan tanlash mumkin. Asosiy
tushunchalar uchun sonlar yigindisi, yoki tartib munosabati, yoki
bir son ketidan bevosita keyin keluvchi son tushunchalarini olish
mumkin. Har bir hoi uchun asosiy tushunchalar xossalarini
ifodalovchi aksiomalarni berish lozim. Biz asosiy tushuncha deb
go‘shish amalini olib, aksiomalar sistemasini quramiz. Agar boksh
boimagan N to‘plamda quyidagi xossalarga ega, qo‘shish deb
ataluvchi (a;b):=>a+b binar algebraik operatsiya aniglangan
boisa, T to‘plamga natural sonlar to‘plami deyiladi (bunda a+b
sonni a va b soniarning yigindisi deymiz).

159



1) go'shish kommutativ, ya’ni ae N va beN bo'lsa, u holda
atb=b+a;

2) go‘shish assotsiativ, ya’ni aeN, beN, ceN boisa, u holda
a+(b+c)=(a+b)+c;

3) ixtiyoriy ikki a va b natural sonlari uchun a+b yig'indi a
sonidan fargli a+b”a;

4) N to‘plamning bo'sh boimagan ixtiyoriy A to'piam ostida
shunday a soni mavjudki, a sonidan fargli barcha xeA sonini
x=a+b shaklida yozish mumkin, bunda beN.

1-4 aksiomalar sistemasi, natural sonlar arifmetikasini qurish
uchun yetarli.

Natural sonlar arifmetikasini bu aksiomalar asosida qurganda
chekli to'plam xossalaridan foydalanishga ehtiyoj golmaydi.

1-4-aksiomalar sistemasidan uchinchini isbotlaymiz:

Bizga maiumki, A va B to'plam bo'sh boimasa u holda B
to'plam AUB to‘plamdan farq qiladi va b”a+b munosabat
bajariladi. 3-aksiomada berilishicha yigindi birinchi
go'shiluvchidan farq giladi. Shuning uchun b”a+b munosabatda b
ni birinchi go‘shiiuvchi o'rniga go'yish kerak. Buni esa birinchi,
ya'ni a+b=b+a aksiomaga asosan amalga oshiramiz. b*a+b da 1-
aksiomaga asosan b”a+b ga ega boiamiz. Odatda.
ko'rgazmaliliksiz 1-4-aksiomalar vositasida bajarilgan isbotlar
juda uzun boiadi, lekin ulardan Kkelib chigadigan natijalarni
nafagat natural sonlar to'plami, balki 1-4-aksiomalar sistemasi
ixtiyoriy modellariga qoilash mumkin boiadi. Bizga yaxshi
tanish boigan aksiomalar sistemasi modellaridan biri bu oddiy
maiioda qo'shish amali berilgan {1:;2;3;4; ..} to'plamdir. Bu
model bilan birga boshga modellar ham mavjud. Masalan: {-!;-
2;-3;-4; ..} sonli to'plamda ham qo‘shish amali oddiy ma’noda
aniglangan. Ba’zi bir go'shish aksiomalar sistemasida qo'shish
amali odatdagi qo'shish amalidan farq giladi.
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Masalan, agar oddiy go'shish amali bilan berilgan {3;4;5;
sonli to'plamni garaydigan bolsak, bu to'plamda 4) aksiomalar
bajarilmaydi, ya’ni 4 va 5 sonlarini 3 sonlarining yigindisi
ko‘rinishida yozish mumkin boimaydi. Agar qo‘shishni
a*b=a+b-2 ko‘rinishida qabul qiiinsa, bu to'plamda 1-4 -
aksiomalar bajariladi.

Masalan: 4=3*3=3+3-2, 5=34=3+4-2

Agar qo'shish amali o'rniga ko'paytirish amali gabul qgiiinsa,
ushbu aksiomalar {2;22;23;24; } to'plamda ham bajariladi.

Yuqgorida garalgan to'plamlar turlicha va ularda qo‘shish amali
berilgan oddiy ma'nodagi qo‘shish amalidan farq qilishiga
garamasdan I--4-aksiomaiarga asoslangan holda natural sonlarni
go‘shishga oid boigan barcha isbotlar har ganday aksiomalar
sistemasi rnodellari uchun o'rinli boiadi.

1 -4-aksiomalar sistemasi barcha rnodellari gat’iy izomorfligini
isbotlash  mumkin. Bu aksiomalar sistemasi uchun ikkita
interpretatsiyaning izomorfligini quyidagicha isbotlaymiz:

Aksiomalar sistemasining birining interpretatsiyasi oddiy
ma’nodagi qo'shish amali bilan berilgan {1;2;3; } to'plam
boisin, ikkinchi interpretatsiya oddiy ma'noda ko ‘paytirish amali
bilan berilgan. Bu ikki interpretatsiyaning izomorfligini ko'rsatish
uchun har bir natural n soniga 2n sonini mos qo‘yish lozim
boiadi. U holda m+n soniga 2:n* soni mos qo‘yi'adi.

2mi=2m 2n ekanligidan n-->2n mos qo'yuvchi akslantirish
jarayonida qo‘shish amali ko‘paytirish amaliga o ‘tadi.

Peano aksiomalari. Natural sonlarni qo'shish tushunchasi
natural sonlar to'plami aksiomatikasini qurish uchun yagona asos
emas. Shuning bilan birga bu tushuncha sodda ham emas.
Ma’lumki, n natural soniga m natural sonini gqo‘shishni gadamma-
gadam, ya'ni har gadamga yana bitta birlikni qo‘shish yordamida
hosil gilarniz. Masalan, 5+3=(((5+1)+1)+1).



Shuning uchun, qo\shish operatsiyasini eng sodda ya’ni 1
sonini qo‘shish operatsiyasiga keitirish mumkin. n+1 soni
bevosita n sonidan keyin kelganiigi uchun keyingi songa o ‘tish
to‘g‘risida gapirish mumkin. Shunga ko'ra, natural sonlar
to‘plamida asosiy tushuncha sifatida «b soni a sonidan bevosita
keyin keladi» tushunchasini tanlash mumkin.

Natural sonlar nazariyasini aksiomatik qurishda Peano
ta’riflanmaydian  tushuncha  sifatida  “natural son”  va
ta’riflanmaydian munosabat sifatida “...dan keyin keladi” degan
munosabatni asos qilb olgan.

Peano aksiomalari:

1. Hech ganday sondan keyin kelmaydigan | soni mavjud.

Bu aksiomadan ko"rinadiki, natural sonlar tolpl.amida birinchi
element aniqglanan boiib, u i sonidan iboratdir.

2. Har ganday a son uchun undan bevosita keyin keluvchi fagat
va fagat bitta son a' soni mavjud. Ya’ni a=b=>a—b\

Bu aksioma natural sonlar to‘plamining cheksiz ekanligini
ifodalaydi.

3. 1 dan boshqga ixtiyoriy natural son fagat va fagat bitta natural
sondan keyin keladi a-b'=>a=b.

Bu aksiomadan ko'rinadiki, natural sonlar to'plami qat’iy
tartiblangan tokplamdir.

4. Natural sonlar to'plami N ning biror A gism to‘plamiga |
soni tegishli boisa va undagi har bir n natural soni bilan undan
bevosita keyin keluvchi n+lnatural son ham tegishli boisa, A
todlam N to‘plamga teng boiadi.

Bu aksioma matematik induksiya aksiomasi deyiladi va unga
matematik induksiya metodi asoslanadi.

Agar biror F goida 1 soni uchun oTinli ekanligi isbotlangan
boisa va uning n natural soni uchun o‘rinli ekanligidan
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navbatdagi natural son n+l1 uchun to‘g‘riligi kelib chigsa, bu F
goida barcha natural sonlar uchun oiinii bo'ladi.

Matematik induksiya metodi. X to‘plam berilgan boisin.
Mulohaza yuritishning quyidagi ikki usulini garaymiz:

1) biror tasdiq ba’zi xeX elementlar uchun to‘g‘ri boisa, bu
tasdiq barcha xe X lar uchun to4g‘ri boiadi;

2) biror tasdiq har bir xe X elementlar uchun oiinii boisa, bu
tasdiq barcha xe X lar uchun oiinii boiadi.

Mulohaza yuritishning birinchi usuli toiigmas induksiya,
ikkinchi usuli esa toiiq (mukammal) induksiya deyiladi
(«induksiya» so‘zi lotincha sow boiib. o°‘zbek tilida «hosil
gilish», «yaratish» ma’r.osini bildiradi).

Matematik induksiya metodi quyidagidan iboratdir:

L n=i uchun berilgan A(n) predikatning rostligi tekshiriiadi.
(Agar n=l uchun berilgan A(n) predikat rost boisa, navbatdagi
gadamga oiiladi. aksincha boisa, u holda berilgan predikat
barcha n lar uchun yolg‘on deb, umumiy xulosa chigariladi).

Il. n=k uchun A(n) predikat rost deb faraz gilinadi.

. n=k+l uchun  A(n) predikatning rostligi, ya’ni
A(k)=>A(k+l) isbotlanadi. Shundan so‘ng, A(n) predikat n ning
barcha giymatlarida rost deb umumiy xulosa chiqgariladi.

Masalan,

12+ 27+ ..n2= "C"~X2ntDh d
6 v 7
tenglikning barcha n natural sonlar uchun to'giiligini
ishotlang.

n ning o'rniga n=l dan boshlab giymatiar qo‘yish bilan bu
tenglikni n ning maium bir giymatigacha to‘g‘riligiga ishonch
hosil gilish mumkin, ya’ni

1 boisa, = 1, demak 1=1

n

n = 2boisa, 2(2+1’;22+1": 6 5, demak 12+ 22 —5,
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n=3 bolsa™(— 5 Nz 2%2 = 14,demak 12+ 2* + 33 =

14

Ammo n ning katta giymatlari uchun tenglikning to‘g‘riligini
ko'rsatish giyin. Boshqgacha aytganda, barcha n natural sonlar
uchun tenglikning to‘g‘riligini ko‘rsatishga qodir emasmiz. Shu
sababli. tenglikni isbotlashda boshgacha muhokama yuritamiz.
Dastlab tenglikni n=1 uchun to‘g‘riligini ko‘rsatamiz, buni biz
ko‘rsatdik. Keyinchalik bu tenglikni biror n giymat uchun to‘g‘ri
deb faraz qilib, undan bevosita keyin keluvchi n+1 giymat uchun
to'g'riligini isbotlaymiz, ya’ni

2_n(n+1)(

1% + 9% + we-tn GEE:D— to'g'ri deb,

12 +22+ w+n2+ (n + 6 (2)

to'g'riiigini isbotlaymiz.

Buning uchun (1) tenglikning chap tomoniga (n+1)2 hadni
go'shib, o'ng tomonida n ni n+l ga almashtiramiz. (1) da n ta
natural sonlar kvadratlarining yigindisi - +1"?”+1- ga teng

boigani uchun (2) ni chap tomonida almashtirish bajaramiz va
quyidagini hisoblaymiz.

n(n+)(2n+l) , f , n>2 _ nRi+)(2n+1)+6(n+1)2
6 +tn + 1% ~ - S—— “
(n+D)[n(2n+1.)+6(n+1)j _ (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6

Demak, n ta natural sonlar kvadratlarining yigindisi

1)(2n+1 .
DD g4 teng ekan.

Induksiya va matematik induksiya metodiga doir misollar.

I-misol. N{1; 2; 3; 4; ...} natural sonlar to‘plamida aniglangan
A(n)=n2+n+17 ifodani gqaraymiz. A(l1)=19, A(2)=23, A(3)=29 va
A(4)=37 sonlari tub sonlardir. Shuning uchun, barcha nEN sonlari
uchun A(n)=n:+n+l 7 ifodaning giymati tub son boiadi.
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Bu yerda to‘ligmas induksiya yordamida xulosa chigariladi.
Chigarilgan bu xulosa noto‘g‘ridir, chunki A(16)=289=172 soni
tub son emas.

2-misoi. X={10; 20; 30; 40; 50; ...} to‘plam yozuvi 0 ragami
bilan tugaydigan barcha natural sonlar to'piami bo‘lsin. 10; 20;
30; 40; 50 sonlarining har biri 2 ga goldigsiz boMinadi. Shuning
uchun, X to'piamning har ganday x elementi 2 ga bo‘linadi.
To‘ligmas induksiya yordamida chiqarilgan bu xulosa to‘g‘ri
xulosadir, chunki X to'plamning har ganday elementi juft sondir.

3-misol. N={1;2;3:...; 1000 000 001; ...} natural sonlar
to'plamida aniglangan B(n)=991 n2+l ifodani qaraymiz. B(l).
B(2), , B(1000000001) sonlari butun sonning kvadrati emas
(bu tasdig isbotiangan). Shuning uchun, barcha neN lar uchun
B(n) soni butun sonning kvadrati bo'la olmaydi.

To‘ligmas induksiya yordamida chigarilgan bu xulosa
noto‘g ‘ridir. Zamonaviy hisobiash mashinaiari yordamida n ning
B(n) soni butun sonning kvadrati bo'ladigan giymati aniglangan
(bu giymat 29 xonaii sondan iborat).

To‘ligmas induksiya ba'zan noto‘g‘ri  xulosaga olib
kelmaganda (1-misol, 3-misol), uning matematikadagi va boshga
fanlar (flzika, kimyo, biologiya va hokazo)dagi, shuningdek,
amaiiyotdagi ahamiyati juda kattadir. U xususiy xulosalar
yordamida umumiy xulosa (faraz, taxmin) gilish imkonini beradi.

ToTiq induksiya hamma vaqt to‘g‘ri xulosaga olib keladi,
lekin uni qo‘llashda hisobiash ishlariga yoki to‘plamdagi
elementlar soniga bog‘lig bo'lgan ba’zi giyinchiliklar paydo
bocladi.

3-misol. X -{1; 2; 3; 4} to‘p'amni garaymiz.

A(X)-(X-1)(x-2)(x-3)(x-4)(x-5)(x-6)(x--7)(x-8)(x-9) ifoda har
bir xe X da nolga teng giymat gabul giladi:

AM=-D)(I-2)(1-3)( 1-4)( 1~-5)(1-6)( 1-7)(1 -8)( 1-9)=0;
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A(2)=(2-1)(2-2)(2-3)(2-4)(2-5)(2-6)(2-7)(2-8)(2>9)--0;

A(3)=(3~1)(3-2)(3-3)(3-4)(3-5)(3-6)(3-7)(3-8)(3-9)=0;

A(4)---(4- 1X4-2)(4-3)(4-4)(4-5)(4-6)(4-7)(4-8)(4-9)=0.

Demak, barcha xe X lar uchun, A(x)=0 tenglik o'rinli.

Agar X to'plam cheksiz to'plam bo'lsa, yoki undagi elementlar
soni juda katta bo'lsa, to'plamning har bir elementi uchun
berilgan tasdigning to'g'ri  ekanligini ko‘rsatish mumkin
bo'Imaydi yoki juda qiyin bo'ladi. Shu sababli to'lig
induksiyadan juda kam hollarda foydalaniladi.

5-misol. To‘ligmas induksiyadan foydalanib, «Agar m xonali

JT=3a 10" +43, «10"2+... +am, -10+am sonining oxirgi n ta (bu
yerda n<rn) ragamidan tuzilgan son 5" ga bo'linsa, N soni ham
5nga bo'linadi» degan farazni aytish mumkinmi?

Yechish: n=l bo'lib, N sonining oxirgi bitta ragamidan
tuzilgan son 5 ga boiinsin. 1J holda, berilgan m xonali N natural
sonni  N=(ar iO™ +1fi2-10° 2+...+aTh-\0) +5k ko'rinishda  yozish
mumkin. O'ng tomon