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С У З  Б О Ш И

Педагогика институтларининг математика ва физи
ка-математика факультетларида Укитиладиган „Мате- 
матикадан амалий машрулотлар* курси ^зининг тузи- 
лиши ва вазифаси буйича шу факультетларда уцити- 
ладиган „Алгебра ва сонлар назарияси*, „Математик 
анализ* ва „Геометрия" курсларидан талабалар олган 
назарий билимларни урта мактаб магематикаси билан 
боглаш, талабаларда масала ва мисоллар ечиш мала- 
касини такомиллаштириш, ривожлантириш билан бирга 
уларни бевосита укитувчилик касбига тайёрлашдан хам 
иборагдир. Мазкур кулланма юкорида айтиб утилган 
„Математикадан амалий машрулотлар* курси програм
мам асосида ёзилган булиб, математиканинг арифме
тика, алгебра, тригонометрия, геометрия булимларини 
Камраб олган. Унда шунингдек, шу булимларга таал- 
лукли булмиш ечилиши мураккаброк булган масалалар 
хам берилган.

Барча мисол ва масалалар иложи борича типларга 
ажратилиб, )?ар бир типдаги мисол ва масалаларни 
ечиш учун методик курсатмалар берилди. Уйлаймизки, 
Кулланма талабаларнинг математик цобилияти ва мада- 
ниятини шакллантирибгина цолмай, уларнинг матема
тиканинг асосий курсларидан олган билим ва малака- 
ларини урта мактаб математикаси билан боилат хамда 
уни такомиллашгиришга ^ам ёрдам беради. У яна шу
нингдек мисол ва масалалар ечиш методларидан ра- 
ционал фойдаланишга, улар устида изланишга, мавжуд 
математик билим ва малакаларни унумли татбик ки- 
лишга хам ургатади деган фикрдамиз.

Кулланмани яратишда ундаги темаларга дойр ада- 
биётдан кенг фойдаланилди. Фойдаланилган адабиёт 
руйхати китоб охирида келтирилган.

Кулланмада куйидаги белгилашлардан фойдала
нилди:

1. N — натурал сонлар туплами.
2. Z  — бутун сонлар туплами.
3. Q — рационал сонлар туплами.
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4. R  — закиций сонлар туплами.
5. С  — комплекс сонлар туплами.
6. [х\.. ,{ — . . .  хосса билан берилган х  сонляп  

туплами.
7. д /— таърифга кура.
8 Д — конъюнкция белгиси („ва” ).
9. V — дизъюнкция белгиси („ёки“).

10. V  — умумийлик квантори („ихтиёрий").
11. 3  — мавжудлик квантори (ямавжуд“).
12. g (дг) | <р (х) — ифода <р(х) куп^ад g(x ) куп^адга 

Колдиксиз булинишини билдиради.
13 а\Ь иф >да а соннинг Ь сонга колдицсиз булини- 

шини билдиради.
Куллинманинг I — III бобл;"и \амда „Ечилиши му- 

раккаброк булган масалалар* бу шми Т. Р. Толаганов 
томонидан. IV — VII боблари ь«.а Т. Р. Толаганов ва
A. А Норматовлар томонидан биргаликда ёзилган. 

Кулланмани нашрга тайёрлашда берган фойдали
маслаз^тлари учун Низомий номидаги Тошкент Давлат 
педагогика инстипути алгебра ва сонлар назарияси ка- 
федрасининг доценти Т. Ёцубов, геометрия кафедраси- 
нинг доценти Р. Юнусметов, математика укитиш ме- 
тодикаси кафедрасинин! доценти С. А. Ахмедов ^амда
B. И. Ленин номли Тошкент Давлат университетининг 
математика укитиш методикаси кафедрасининг доцент- 
лари М. Сахаев, Д. Сагуболдиев урнэмарга миннат- 
дорчилик из^ор циламиз.

Муаллифлар



I Б О Б  БУТУН СОНЛАР ВА КОМБИНАТОРИКА

1-§. Цолдицли ва цолдицсиз булиш

Урта мактаб математика курсидан маълумки, бутун 
сонлар туплами Z —\... —3, —2, —1, 0, 1, 2, ...) билан 
белгиланади.

Бутун сонларнинг булиниши деганда биз цолдикли 
ва колдицсиз булишни тушунамиз.

а  ва b бутун сонлар берилган булсин. Агар улар
нинг бирини иккинчисига булсак, а =  bq + г; ()</■ <£ 
зосил булади, бу ерда а  — булинувчи, Ь — булувчи, 
д — булинма, г — колдик дейилади. Агар г Ф  0 булса, 
цолдикли булишга, агар г =  0 булса, колдиксиз булиш- 
га эга буламиз. 2, 3, 4, 5, 9, 10 га булиниш белгилари 
(аломатлари) мавжуд булиб, улардан масала ёки ми- 
солларни ечишда фойдаланилади.

а сонни q га булганда г, колдик, b ни q га бул
ганда г2 колдик колиб, г, =  г2 булса, у золда а  ва b 
сонлар тенг  к о л д и ц л и  сонлар деб аталади.

Бизга a, b ( :Z  сонлар берилган булса,

(а + b)* =  а 2 -f 2ab +  Ь* — аЛ 2 + Ь2\ А2 =  а  + 2Ь,

(а  -|- 6)3 =  аА% -j- b3, (а b)4 =  аА± -f- Ь . . .

тенгликлардан (a 4- b)n =  aAn +  bn ни ёза оламиз.

Агар b =  1 булса, (а +  1)" =  аАп + 1, 
агар n =  2k ,b  =  — \ булса, (а — 1)" =  аАп + 1, 

arap п = 2k + 1, b =  — 1 булса, (а — 1 )п =  аАп — 1 

ларни зосил киламиз.

1-теорема. Агар а сон b га цолдщсиз булиниб, 
j b | >  | а  | булса, у х,олда а  — 0 булади,.

2-теорема, а бутун соннинг Ь сонга цолдицсиз 
булиниши учун |a|i |6| булиши зарур ва етарлидир.

3-теорема. Агар at :.b, i =  1, п, a ^ N  булса, у х.ол-
П

da 2 а г-: ^ булади.
i=i
1-м и сол.  51* ни 4 га булгандаги колдицни топинг.
Е ч и ш .  5|9 =  (4 +  1),9 =  4 Л)9 +  1, демак, колдик 

r =  1 булар экан.
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2-мисол .  (З198 — 717) айирмани 2 га булгандаги 
цолдицни топинг.

Е ч и ш .  З198— 717= (2+ 1 )1в8 — (6 +  I ) 17 =  2АШ +  1 — 
— 6Д , — 1 =  2Л188 — 6Л11( бундан колдик г— 0 га тенг 
экани келиб чикади.

Машцлар

1. Агар айирмада камаювчини п марта камайтирилса, айри* 
лувчини п марта камайтирилса ёки камаювчи ва айирмани п марта 
камайтирилса, айирма кандай узгаришини аникланг.

2. Агар икки сон купайтмасида купаювчини п марта ортти- 
рилса ёки купайтирувчини k марта камайтирилса бки *ар иккала- 
сини бир вактда мос х;олда п ва k марта орттирилса купайтма 
кандай узгаради?

3. Агар колдикли булишда булинувчи ва булувчини п марта 
орттирилса ёки камайтирилса колдик кандай узгаради?

4. Агар колдикли булишда булинма бир неча сонл&рнинг йи- 
риндисидан иборат булиб, кУшилувчилардан бирини булувчига! 
каррали сон кадар орттирилса ёки камайтирилса колдик узгармас* 
лигини исботланг.

5. Агар колдикли булишда купайтма п та бутун сон купайг- 
масидан иборат булиб, купайтувчилардан бирини булувчига кар
рали сон кадар орттирилса ёки камайтирилса колдик узгармасли- 
гини исботланг.

6. Берилган булинувчини шунлай сонга купайтирингки, булин- 
ма узгармасин.

7. Колдикли булишда кандай шарт бажарилганла, а  сонни Ь 
ва b 1 сонларга булганда булинмада бир хил сон з^осил булади?

8. Агар кетма-кет келган учта натурал сондан уч хонали сон 
тузилган булса, уни тескари тартибда ёчиб, сунгра каттасидан 
кичигини айирганда *осил булган сонни 198 га булганда колдикда 
ноль ^осил булишини исботланг.

9. Берилган уч хонали сон билан унга тескари тартибда олин
ган сон орасидаги фарк 9 га колдиксиз булинишини исботланг.

10. Ихтиёрий бир хил ракамдан ташкил тошан уч хонали сонни 
о/ га булганда колдик ноль булишини исботланг.

11. зчо ни 7 га булгандаги колдикни гопинг.
12. 5,9М ва 917 сонларининг анирмасинч 4 га булганда колдик 

иолга тенг булишини исботланг.
13. Икки натурал соннинг ^ар бирини 3 га бул!анда бириичи- 

сининг колдиги 1, иккинчисиники 2 булса, уларнинг купайтмасини
3 га булганда колдик 2 булишини исботланг.

14. Агар а х, а 2, . . . ,  ап ва Ьи 62, . . . .  Ьп бутун сонларни мос 
долда k натурал сонга булганда колган колдиклар тенг булса, у 
холда

п п п п
V  л, ва V fy  ёки П  ai ва Г !*/ 

г "  г=1 (-1 /-1

сонларни *ам k га булганда колган колдиклар тенг булишини 
исботланг.

15. Кетма-кет келган ихтиёрий учта натурал соннинг купайт» 
маси 6 га колдиксиз булинишини исботланг.



16. Кетма-кет келган ихтиёрий туртта натурал соннинг купайт- 
маси 24 га колдиксиз булинишини исботланг.

17. п (л + 1) (п +  2) (я + 3) + 7 сонни 3 га булгандаги колднк 
7'»8« сонни 6 га булгандаги колдикка тенг эканини исботланг.

18. Берилган ихтиёрий n £ N  сон учун л‘ 4-6л3+ 11ла + 6л сон 
24 га колдиксиз булинишини исбогланг.

19. Берилган ихтиёрий n £ N  учун и (я2 — 1)(ла — 5л + 26) сон 
120 га каррали эканини исботланг.

20. Берилган ихтиёрий a, b £ N  сонлар учун ab (a2+b3) (a*— 
сон 5 fa колдиксиз булинишини исботланг.

21. К\йидаги сонларни булишдаги колдикни топинг:
а) 15а56 ни 17 га; б) 66в2 ни 11 га; в) 71(ю -+- 17м° ни 13 га:

г) 1318- 235. 5»» ни З г а  ва 37 га; д) (116-Ц7‘»)*» ни 8 га; 
е) зззз ] ни 5 га; ж) 4343— 1717 ни ю  га.

2-§. Туб ва мураккаб сонлар

Т а ъ р и ф .  1) Агар берилган а> 1  натурал сон факат 
иккита (бир ва шу соннинг узи) булувчига эга булса, 
у ^олда а туб сон дейилади.

2) Агар а >  1 натурал соннинг булувчилари икки- 
тадан ортик булса, а мураккаб сон дейилади.

1 туб сон ^ам, мураккаб сон ^ам эмас, чунки унинг 
булувчиси битта, у ^ам булса унинг узи.

Берилган а  мураккаб соннинг бирдан фаркли энг 

кичик булувчиси туб сон булиб, у V a  дан катта б$- 
лолмайди. Бундан а  мураккаб соннинг туб булувчи- 
ларини излашда фойдаланилади. а сондан катта бул
маган туб сонлар жаавалини тузиш учун Эратосфен 
галвири деб аталадиган усул мавжуд булиб, бу усул 
буйича сонлар кетма-кетлигида бирдан фаркли dt туб 
сон топилиб, сунгра /?, га каррали булган сонлар учи- 
рилади. Сунгра р 2 га каррали булганлари учирилади 
ва ^оказо; маълум кадамдан сунг 1 дан а гача булган 
натурал сонлар орасида факат туб сонларгина учирил- 
май цолади. Натижада 1 дан а гача булган барча туб 
сонлар ^осил булади.

Хар кандай мураккаб а сонни а  =  р%>. . .  

шаклда ёзиш мумкинлигини эслатиб утамиз, бу ёзув 
а  соннинг каноник ёйилмаси дейилади. Бу ерда
а2, . . .  , ап лар р„ рг........... р п туб сонларнинг а га
Кандай (неча) карралик билан кирганлигини билдиради.

Берилган а соннинг ихтиёрий булувчисини куйида- 

ги L р'%1 куринишда тасвирлаш мумкин. Бу

ерда р, лар 0 < ^ < а 4, L=\ %n шартни каноатланти- 

ради.

7



Масалан, 48 =  24-3 куринишида тасвирлаш мумкин, 
48 нинг булувчиларини топишда эса (1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 
16, 24, 48 ларни *осил килиш учун) 24-3 нинг узидан 
фойчаланилади, яъни 2°-3°; 21-3°; 22-3°; 21-31; 2°-З1; 
23-3°; 22-3; 23-3; 24-3°; 24-3 *осил булади.

Агар х(а)  оркали а натурал соннинг барча турли 
натурал булувчилари сонини, s (а) оркали эса шу бу- 
лувчилар йигиндисини белгиласак, у э^олда х(48)=10 , 
s(48) =  124 га тенг булади.

Теорема. А гара натурал соннинг каноник ёйил- 

маси а  — рJ' • • • р"пп булса, у холда

т (а) =  (a, -f- 1) (а2 -j- 1) ... (<*„ 4* 1)»

/>?'+1- 1  ^ +,- 1  K " +1- l
s (а) — ------ - • ------ . . . -------

Pt — 1 Pi — 1 Рп — 1

булади.
Ми с о  л. 21 ва 56 сонлари орасидаги туб сонлар 

жадвали тузилсин.
Еч иш.  Бунинг учун 21 дан 56 гача булган сонлар 

жадвалини тузиб оламиз. Сунгра 2 га, 3 га, 5 га, 7 га,
11 га, 13 га. 17 га, 19 га, 23 га каррали булган сон- 
ларни учирамиз, яъни:

> Г  2 3  , > 4 2 9 3 >5\ 
&€, з  7, , йИ?, 41, ikf, 4 3 , 4 <  лгг, 47, $*S, Э&,

53 ,$4 ,$5 ,

Натижада 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53 туб сонлар ко- 
лади.

Машцлар

22. 2320 ва 2350 сонлар орасида туб сон бор ёки й^клигини 
аникланг.

23. Куйидаги сонларни туб купайтувчилар купайтмаси кури
нишида тасвирланг:

420, 126, 525, 529, 1514, 1817, 67283,

1224433, 221703, 28303937, 3082607,

138364854. 16301642, 121844682.

24. 21! + З19 ни туб кулайтувчиларга ажратинг, унинг каноник 
ёйилмасини тузинг.

ЧЬ п нинг барча натурал кийматларида п* 4  4 мураккаб сон 
эканини исботланг.

26. Агар 4р* + 1 ва 6р 1 4  1 лар туб сонлар булса, у *олда р  
туб сонни топинг.



27. Агар р  +  10 ва р +  14 лар туб сонлар булса, у \олда р  
туб соннинг цийматини топинг.

28. Агар т  ва п натурал сонларни 3 га булганда колдивда
1 ва 2 ^осил булиб, b > 3 булса, у х,олда b, b 4- т , b + п сонлар 
бир вацтда туб сон була олмаслЛини исботланг.

29. Барча 2р 1 (р  — туб сон) бутун сонлар ичида ягона шун
дай сон мавжудки, фацат угина тулик куб *осил цилишини кур
сатинг

30. [■ > 5  туб соннинг квадрати 30 га булинганда колдикда
I ёки 19 *осип булишини курсатинг.

31. Агар р  ва q туб сонлар булиб 3 дан катта булса, у *олда 
р 2 — q* сон 24 га каррали эканини курсатинг.

32. Агар берилган А сонни А =  а 2 4- Ь‘е =  с2 + куринишда 
тасвирлаш мумкин булса, у *олда А мураккаб сон эканини исбот
ланг. (а, />, с, d — бутун сонлар).

33. 2352 + 972* ни купаитувчиларга ажратинг.
34. + З5 + 1 сонни купайтувчилар! а ажратинг.
35. п натурал соннинг шундай кийматини топингки, п, 

п + 10, п 4- 14 ва п +  20 сонпари туб сонлар булсин .
36. Куйидаги сонлар 1) р+ 5 ва р+ 10 . 2) р; р  4-2; ва р  4-5;

3) 2Л — I ва 2п 4- 1 (бунда п >  2) бир ваг^тда туб сонлар була 
олмаслнгини исботланг.

37. Агар р  ва 8р2 4- 1 туб сонлар булса, у *олда 8р2 + 2р 4- 1 
сон *ам туб сон эканини исботланг.

3-§. Эвклид алгоригми. ЭКУБ ва ЭКУК ни 
топиш

Берилган сонларнинг энг катта умумий булувчиси 
ёки энг кичик умумий булинувчисини топиш масаласи 
бевосита Эвклид алгоритми тушунчаси билан боглик- 
дир. Берилган а  ва t) (а > Ь )  натурал сонларнинг энг 
катга умумий булувчиси (ЭКУБ) D (a , b) учун Эвклид 
алгоритмидан фойдаланамиз, яъни:

Хосил килинган нолдан фаркли а  ва b сонларнинг 
ЭКУБи rn =  D (a , b) дан иборат булади. Агар берилган
а, Ь, с, . . .  , I сонларнинг ЭКУБ ни топиш талаб килин- 
са, Эвклид алгоритми ёрдамида: dt =  D (a ,b ), сунгра 
d2 =  D (d ,£ )  ва ){оказо, маълум (re — 1) кадамдан кейин 
dn_ x =  D  (dn_ v I) *осил булади. Натижада dn_ y =

а  =  bq-y +  г, 

b =  rxq2 +  г2, 

Гх =  r2qz +  г3,

0 < г 2< г , ;

Гп-2 =  Гп-хЯп +  ° < Гп < Гп-1?

Гя-1 =  Гп Чп-м»



=  D  (а, b, с, . . .  , l) булади. Берилган а ва b сонлар- 
нинг энг кичик умумий карралиси (ЭКУК) ни К (а, Ь) 
оркали белгилаймиз.

М и с о л .  2346 ва 646 сонларининг ЭКУ Б ва ЭКУК 
ни топинг.

Е ч и ш.  Бунинг учун Эвклид алгоритмини татбиц 
циламиз, яъни:

2346

'1938

_408

238

2381170

646

'408

238 

1

646

3
408

1

170

'136

68

68
0

1701

68
2

1

34

2

Демак, охирги нолдан фаркли колдик 34 булиб, У 
берилган сонларнинг ЭКУБидир, яъни:

34 =  D(2346, 646),

К (2346, 646) =  =  44574(ЭКУК)

булади. Бу мисолни яна туб купайтувчиларга ажратиш 
усули билан *ам ечиш мумкин, яъни:

2346 =  2 • 3 • 17 • 23 

646 =  2- 17- 19 

D (2346, 646) =  2 • 17 =  34 (ЭКУБ)

*(2346, 646) =  2 - 3 • 17 • 19 • 23 =  44574 (ЭКУК)

Яосил килинади. Шундай ь;илиб, ^ар икки усулда *ам 
берилган мисол ечилади.

Машцлар

Куйидагн сонларнинг ЭКУБ ни топинг:

38. 420. 126, 525 39. 67283, 122433, 221703.

40. 549493, 863489. 41. 476, 1258, 21114.
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42. 19074, 13566,8211. 43. 1073, 3683, 34481.

44. 1012, 1474, 4598. 45 874, 1518, 20142.

48. 2227, 9911, 952.

Куйидаги сонларнинг ЭКУБ ва ЭКУК ни топинг:

47. 1403, 1058. 48. 36372, 147220.

49. 16140, 92274. 50. 35574, 192423.

51. 56595, 82467. 52. 24700, 33250.

53. 3640, 14300 . 54. 41382, 103818.

55. 3327449, 6314153. 56. 1793(0199, 4345121.

57. 48 ва 129 сонларининг булувчилари сони ва булувчилари 
йириндисини топинг.

58. 54, 88, 144 ва 162 сонларининг булувчилари ва булувчилар
ЙИГИНДИСН1Ш топинг.

59. 720 ва 1200 сонларинин" булувчилари сонини топинг.

60. Берилган /я£А ' сон учун mm+i ва (т  + \)т сонларини 
тацкосланг.

61. а0 а„+2 =  ал+1 + ап С0НлаР УЧУН 2ап+\а „ <  

< ал+2 <  ( fin+i + апУ + ао УРИНЛИ эканини исботланг.

62. Агар а, = 1 , ап_ , + п ап- n £ N  булса, п2 + 2п <  а д+ 

+ an+l <  (п -f- 2у эканини исботланг.

63. 1234 ху сони 8 ва 9 га цолдицсиз булинса, у *олда дс ва у 

ракамларни топинг ва 1234 ху ва у 1234 л: ни тавдосланг.

64. Агар берилган хур 138 сонни 7 га булганда, 138 хур сонни

13 га булганда колдикда 6 сони косил булса ва х  1уЗр  8 сонни
11 га булганда колдивда 5 сони косил булса, х, у ва р  ракамла- 
рини топинг ва косил булган сонларнинг энг каттасини ажратинг.

65. Бери.иан сонларнинг энг катта умумий булувчиси (ЭКУБ) 
ни топинг. D  (a, b) =  d

а) 1232, 1672; б) 135, 8211; в) 549, 387; г) 12603, 6494;д) 29719, 
76501; е) 459459. 5)9203; ж) 738089, 3082607.

66. Берилган сонларнинг энг кичик умумий булинувчисини 
топинг:

ab
К (а, Ь) =  — —

D  (а, Ь)

1) 18, 42; 2) 35, 84; 3) 16, 42, 54;

4) 36, 86, 94; 5) 3640, 14300; 6) 420, 126, 525.

67. Куйидаги касрларни кискартиринг:

1)

5)

17501 „ 1491 237419
4)

1253

11137’ } 2247’
3) ---- ;
’ 294817 406 ‘

438875 127936Р\ „ 2227 

) 9911!
8)

22243

747843’ ’ 161919’ 23777’

2405 3587 

) 2743'4433’

I I



68. Куйилаги сонларнинг ЭКУБ ни топинг:

1) d =  D (a , b)\ m -=K (a,b).

2) ab ва m =  К (a, b).

3) a + b ва ab; D  (a, b) =  1.

69. Куйидагиларни топинг:

D(n-, 2/J + 1), £>(10/i + 9; n +  1). D (3n  +  1; 10* + 3).

70 Фацат ва фацат x ^ K ( a , b )  булган *олдагина D

) -
1 булишини исботланг.

71. Берилган а, b ва с тоц сонлар учун D  (а, Ь, с) *=D ^

‘ )а  + с b +  с\
эканини исбогланг.

2 2
72 Куйидаги системани натурал кийматларда ечинг: 

j х  + у =  150, j  D  (х , у) — 45, ( ху — 8400,

| D (* , у) — 30; 1 *1 у = 1 1  «7; { D  (х, у) =  20;

( X : у =  5 : 9, | лгу — 20,

1 D (х, у) =  28; | а: (х , у) =  10.

73. Берилган а, Ь, с мусбат бутун сонлар учун куйидаги

abc D (а, Ь, с)
К (а, Ь, с) =

' D  (a, b) D  (a, c )D (b , с)

ва
D  (а, Ь) П(а, с) D{b, с) К (а, Ь) К (а, с) К (Ь, с) »  а*Ь*сг

муносабатларни исботланг.
74. Берилган а  ва b натурал сонлар учун D{a, b )=  D  (5а +  3S; 

13а+ 8й) муносабат уринли эканини исботланг.

75. Агар D  (а, й)= 1 булса, у *олда — + — -—  каср цисцар-
а  а + Ь

мае эканини исботланг.

4-§. Биринчи даражали аницмас 
тенгламаларни ечиш

Берилган каерни занжирли каерга айлантириш ту- 
шунчаси бизга алгебра ва сонлар назарияси фанидан 
маълумдир.

539
1-м и с о л .  —  сонини занжирли каерга айланти- 

ринг.
Е ч и ш .  Бунинг учун каср суратини унинг махра- 

жига буламиз, яъни

12



п 539 е , 
Д ем ак ,-  =  5 +

4+-

[5; 4, 3, 2, 3].

3+
1

Агар а сонни занжирли касрга ёйганда [а0; а и а .х , . .  .] 

рк ~

Qk

1

Р  Р
*осил булиб — , кушни якинлашувчи каср булса,

у *олда

Qk
<

Qk Qk+i

муносабатнинг ^ринли эканлигини куриш мумкин. 

Маълумки, занжирли касрнинг шартидан

Ро Л
— =  До. —  =
Qo Q 1

Рк

Qk

ak Pk-1 + Pk- 2

akQk—\ + 2

муносабатлар аниклангандир.

М исол: ^ 7=  [3; 3, 1,9, 2, 2,1,2]

Po=  £o _ 3; — _  12.
Qo 1 3 ’ • • •

К 0 1 2 3 4 5 6 7
a-k 3 3 1 9 2 2 1 2

Pk 3 10 13 !127! 267 661 928 2517
Qk 1 3 4 1 39 j 82 203 285 773



эканини 5{исобга олсак, у ^олда булишини
/ /о оУ

куриш мумкин
Агар берилган а сонни занжирли касрга ёйишда

ое [а0; î> -̂2 а3 &2ч at, . . .  ] ^  ^ 1» (^2> ^з)]

натижа олинса, бу натижада а2 ва а3 ларнинг такрор 
ланишини курамиз.

2- м и с о л 142* + 82у =  6 тенгламанинг бутун ечим- 
ларини топинг.

Е ч и ш .  D(142, 82) =  2; 6 : 2 бундан тенглама ечим
га эга эханлигини куриш мумкин. Бундан 71л:+41у=3 
натижани *осил циламиз, сунгра

^  =  [1; 1. 2, 1, 2, 1, 2].

Энди барча якинлашувчи касрларни тузамиз:

=  1- =  2- ^  =  -• ^  =  -• -  1?.
Qo ’ <?> ’ 02 3 ’ Q3 4 ’ Qt 11

l\ 26. __71

Qs =  15’ Qe 41*

Якинлашувчи касрнинг

Q* — Qa_i =  (— I )4 хоссасига к^ра

26- 41-71 • 15 =  ( -  I )6 ёки 71 • ( -  15) +41 • 26 =  1 ни 
*осил киламиз, сунгра иккала томонни 3 га купайти- 
риб 71 • ( — 45) +  41 • (78) =  3 га кура х0=  —45, у0=»78 
хусусий ечимларни ){осил циламиз, умумий ечим эса

' * = - 4 5  +  41*. Г jc=-- 4 + 4 U ,

_ у — 78-71 / ;  [ у =  7 — 71/;

бу ерда tQ Z .
3-мисол .  Юк ташувчи ташкилотдан 53 т юкни 

бир катновда ташиб бериш илтимос цилинди. Бу таш- 
килот юкни ташиш учун юк кутариш куввати 3,5 ва
4,5 тоннали автомашиналардан ажратди. Ташкилот *ар 
бир тур машинадан нечгадан ажратган?
Е ч и ш .  Юк ташувчи ташкилог машиналарнинг 3,5 т 
лисидан д: та, 4,5 т лисидан эса у та ажратган булсин,
у холда

3,5л: + 4,5у =  53 

тенглама ^осил булади.
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35л: +  45y =  530 ёки 7x -j- 9y =  106. 

|  =  [0, 1. 2, 3]

К 0 1 2 3

ak 0 1 3 2

Р и 0 1 3 1

1 1 4 9

*осил цилинган жадвалдан куриниб турибдики,

3 * 9  — 4 • 7 =  — 1 = >  7 • 4 — 9 • 3 «= 1 =►  7 • (4 • 106) +  

+  9 • ( (- 3 )  • 106) =  106; х0 — 4-106, у0 =  — 3-106. 

х  =  4 . Ю6 + 9/, у =  ( — 3) • 106-7/, / £ Z .

Энди ечимлардан мусбатини ажратамиз:

^ _ л/ I

4-106 +  9 / > 0 ,

-3-  1 0 6 - 7 /> 0

/ >  -  47 •

/ < - 4 5 ^ .

tQ Z  экани ^исобга олинса, /, =  — 46, /2 =  — 47 булиб, 
/, учун 10, у, =  4, /2 учун эса х% =  1, у2 =  11 *о- 
сил булади. Демак, биринчи *ол учун 3,5 т дан 10 та,
4,5 т лидан эса 4 та, иккинчи ^ол учун 1 та ва 11 та 
ажратилган.

Машцлар

Касрларни занжирли касрларга ёйинг:

323 135 „„ -187 30

' 17’ ' 279* ‘ 63 ’ ‘ 37*

—12
~r~J

127 

“ * 5 ?
82. 1,23;

71 

83- i f

Занжирли каерга кУра соннинг узини топинг:

84. [2; 1, 3, 4, 1, 2]. 85. |0; 3, 1, 2, 7].

86. (2; 1, I. 6, 8]. 87. |-1; 1. 2, 4, б].

88. [0; 1. 4, 3, 2). 89 [-3; 1, i, 2].

Куйилаги тенгламаларни Z  да ечинг:

90. 143л: + 169у -  5. 91. 237* + 44у =  1.
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92. 275* + 145у — 10. 93 Злг + 8у =  5.

94 2*г + 5у =  7. 95. 5* + 28у =  59.

96. 12* + 7у =  41. 97. 4х + 14у =  7.

98 1 2 *- 7 у  =  29. 99 . 8* -  13у -  63.

100. 7jc — 19у =  23 101. 3 9 *- 2 2 у  =  10.

102. 122* + 129у =  2. 103. 258* -  172у =  56.

104. 20* + 34у =  13. U5. 45 с -  37у =  25.

106 70* 4- ЗЗу =  1. 107. 6 0 * -  91у =  2.

108. 440 кг донни ташиш учун СО ва 80 кг ли коплар мавжуд. 
Шу доннн ташиш учун дар бир хил копдан нечтадан олинган?

109. Кинотеатра тушиш учун 14,9 cvMia 0,3 ва 0,5 с^млик 
билетлардан сотиб олинди. Хар бир хил билетдан нечтадан сотиб 
олйнган?

5-§. [jc] ва {jc} сонли функциялар

Маълумки, [х] — антъе икснинг аникланиш со^аси 
^акикий R сонли тупламдан иборат булиб, сон кий- 
мати х  дан катта булмаган бутун сондан иборатдир. 

Масалан, [3,451 =  3. [5, 55] =  5, [- 3 , 99] =  — 4,

—7 - =  — 8 куринишида изланади.

{jc} — функция олиши мумкин булган кийматлар 
со^аси R — ^акикий сонли туплам {jc} =  jc — [ х ] =>- 
= >  [х] +  |х} =  х ,  яъни: {jc} сони jc сонининг каср 
Кисмидан иборат булади.

1- м и с о л: {3,25} =  3,25 -  [3,25] =  3,25 -  3 =  0,25.

{— 3,25} =  - 3 ,2 5 -  [-3,25] =  - 3 ,2 5 - ( - 4 )  =

=  -  3,25 4 =  0,75.

Маълумки, x £ R  учун [ х ] < х < [ х ] + 1  ёки х —1<  
< [ х ] < !х  билан аникланади. Агар х ,, x2£ Z  сонлар 

берилган булса, [*, 4- *2] =  [*i] +  х учун эса

[ ~ ] “  ~ J  ; x £ ,Z  тенгликлар уринлидир.

2-ми с о  л: [ах\ = т , а ф  0, x £ R  тенгламани ечинг. 

м  нинг таърифига кура, берилган тенгламани ах  =  

*=/га +  о куринишда ёзиш мумкин, бунда 0 < ]а< ;1 ва

а Ф  0 булиб, х  =  булади.
а
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Машцлар

110; Куйидаги сонларнинг бутун кисмини топинг:

а) . в) - з !
2

д) [3/30] , ж) 1 /1 7 5 + 1 ] ,

б) [2,8], г) [ /13] , е) [*/200 ], з) | /542+ _2

и) [2 — lg 2512].

111. Агар х, у булса [х+у\ >  [<] + [у] эканини исботланг. 

112 т  нинг кандай кийматида [12,4 т] = 8 6  тенглик уринли 
булади?

113. Агар 0 £ R  б^либ, 0 <  в <  1 булса, [0| +

эканини исботланг.

114. Агар р >  2 туб сон булса.

' * 2

Р-\ .. 
сони ---- ёки

= [28] 

Р — 3

сонларидан бирига тенг булишини исботланг.

115. Агар а — mq + г булса, у ^олда 

исботланг.

а  — г
булишини

[пх\ [пх | 1
116. Агар n £ N  булса, --- <  х < ----■+- — эканини исботланг.

п п п

117. Берилган х, у £ Z ,  n ^ N  учун
+ У _. X

+
У_

ёки
п п п

Г* 4-у X ■ У_
= — +

L п п п
+ 1 эканини исбогланг.

118. Тенгламани ечинг:

1) [jcaj =  2; 2) [3jca — л:] =  jc + 1;

3) M  = T x’ 4) I-*2] =

119. Агар x ^ R ,  i= \ ,n  булса, [ 2  ■*/] 2  эканини
|=| /= 1

исботланг.
120. Агар jc £ R , n £ N  булса, [пх]>п[х\  эканини исботланг

3 (а —1)
121. Aiap D (a , 4) =  1 булса, ' — — ■ ----

а Г2 а ГЗа]
— + — + --
4 .4 _ 4 _

X X
—
m _ m — 1

эканини исботланг.

122. Агар m — 2, 3, 4, . . .  булса, у *олда

тенгламани ечинг.

123. Берилган [а*2 + Ьх +- с] =  cL, а ф  0, й ф  0 бутун сонлар 
учун тенглама ечимининг мавжудлик шартини топинг.

7—2310 8 8 5 ( 1 5 7 17



124. Куйидагиларни топинг:

<2,6}; в) {7}; д) 1

Ы: г) {-4,35}; е){->*}■
ж) {— 4,8}i

з) {-0 ,5} .

125. 600 нинг булувчилари йигиндисиии топинг.

126. 90 ва 360 сонларииинг булувчиларини топинг.

127. S (т) — 2т  — 1 шартни каноатлантирувчи m £ N  чексиз 
эканини исботланг.

128. т (т ) ва S (т ) функциялар учун D (т и /п2) =  1 булганда 

* (т , т 3) — т (/я,) т (от2), S (га, m3) — S (от,) S (/л3) эканини исботланг.

129. Берилган п ва т (т л) узаро туб сон эканини исботланг.

6-§. Систематик сонлар

Математикада сонларни асосан унли санок оистема- 
сида караймиз. Лекин унли санок системасидан таш- 
кари санок системалари ^ам мавжуд булиб, улар ус- 
тида алгебраик амалларни бажариш мумкин.

М и с о л .  165 сонини g =  5 санок системасида ёзинг.

_  165 |5_

15 _ 3 3  15

__ 15 30 6 I 5
15 3 5_ 1

О 1

Демак, 165 =  11306 булар экан ёки 11305 =  1 • 53 +  
+  1 -5а +  3- 5 +  0 =  125 +  25+ 15 +  0 = 1 6 5 .

1-мисол.  1130ь ва 23135 сонларнинг йигиндисини 
топинг.

Е ч и ш .

- и з о ,

231 За 

34435

Демак, 11305 + 23135 =  34435 буляди.
2-мисол .  Берилган систематик касрларни унли 

санок системасидаги каерга утказинг.

а) 2,34; б) 0,045; в ) 2,0123.

Е ч и ш .

а) 2,34 =  2 +  — — —; б) 0, 045-=0 + -  + 1 —
4 4 4 7 6 5 5* ф



B) 2to i3i _ 2 +  A  +  JL +  J L e b4± o± 3Lt2 e »
7 3 3 3̂  33 33 27

3-ми с о  л. Берилган касрларни оддий касрга айлан- 
тиринг.

а) 0,0(2)4; б) 0,1(4),; в) 0, (23),.
Е ч и ш .

Умуман ^айси санок системасини ишлатишдан цатъи 
назар унли санок системасининг цонуниятлари ба- 
жарилишини куряпмиз.

Маищлар

Берилган а ва Ь сонларни g  системага утказинг:

130. в =  18535, Ь =  430, g — 7. 137. а  =  132*, b =  4436> g  -  2.

131. а  =  1445, Ь =  Ь50, g  =  3. 138. а =  43216, Ь -  13, £  =  8.

132. а =  853, b -  33, £  -  4. 139. а -  2013, b =  6514,, £ - 5 .  

Ш .  а  =  121, Ь -  4731, £  =  8. 140. а  =  136, Ь =  2632. £  -  7.

134. а =  1653,, b =  201, g =  4. 141. а =  101„ 6 — 3542„, g  — 3.

135. a =  3745в, Ъ -  40, g  -  6. 142. в — 111*. * — 3546„ £- 4 .

136. а =  15в, b =  35718, £=10.

Куйида1и унли касрларни аввал берилган санок системасида, 
сунгра унли саноц системасидаги оддий каср куринишида ёзннг.

143. 2 ,1148. 144. 35,13, 145. 2,224в. 146. 3,201б. 147. 1,1 (6).

148. 4,2(3,V 149. 2,1(2),. 150. 5,01(3)„.

Куйидаги касрларни аввал шу санок системасида, сунгра унлн 
санок системасида ёзинг.

Р.- ,ю 151 151 ©; ,ю- (1).'
/17\ /103, /13, , 1014 /б4\

156. — . 157. —  . 15S. (— . 159. —  . 160. М  .
\40уд \ 10 /7 \20/4 \ 20 /з \30/ 7
/331 \

,6,. ( - ) .  162,

Куйидаги амалларни бажаринг.

163. (235)в + (233)в. 165. <.243)5 + (264),.

164, 1221), + (241 д. 166. (233), + (2Л)3

(й-

19



167. (243)6 . (12)а.

168. (35)6 • (101)j.

169. (674)g • (15)e-

170. (856), • (10)3.

171. (3753)81 (33)4.

172. (83421 )в>(834)„.

7-§. Комбинаторика (бирлашмалар) ва бином

Комбинаторика — дискрет математиканинг бир бу- 
лими булиб, асосан чекли тупламлар устида иш ку
ра ди.

Комбинаторика берилишига кура такрорланадиган 
ва такрорланмайдиган:

1) уринлаштириш;
2) урин алмаштириш;
3) группалаш турларига ажралади.
Маълумки, т. та элементдан п тадан олиб тузилган 

( т >  п, т ^ п )  такрорланувчи уринлаштиришлар сони 

Вт =  т п га тенг булиб, такрорланмайдиган уринлаш- 

тиришлар сони эса Апт =  т (т  - 1) . . .  (т  — п + 1) га 
тенг булади. (Бу ерда А — arangiment — сузи .«отинча 
булиб, уринлаштиришни билдиради.)

1-м и со л .  Нолдан фаркли иккита рацамдан нечта 
^ар хил уч хонали сонни ^осил килиш мумкин?

Еч и ш .  Дар хил уч хонали изланган сонлар сони 

В\ =  23 =  8 га тенг булади.
2-мисол .  30 кишилик мажлис учун раис ва секре- 

тарни неча хил усул билан сайлаш мумкин?
Е ч и ш .  Мажлисда 30 киши булса, ундан икки ки- 

шини сайлаш керак. Улардан бири раис, иккинчиси 

секретарь булади. Демак, Лзо =  30-29 =  870 хил усул 
билан.

Агар Апт =  т { т -  \)(т — 2). . .(т  — п+  1) берилган 

булса, ундан Апт =  тА п~_1\\ Л" — m(m — 1) Апт~Л< Апт =

=  — Лт_, ;  Лт = --- АПт Х каби натижаларни хосил
т —п т — п

килиш мумкин.
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т. та элементдан т  тадан олиб тузилгаь такрор- 
ланмайдиган урин алмаштиришлар сони Рт =  т\ га* 
тенг (бу ерда Р  — permutatsia — сузи логинча булиб,. 
урин алмаштиришни билдиради)

Я3 =  3! =  1 • 2 • 3 =  6; Р 4 =  4 • 3 ■ 2 • 1 =24 ;

р  __ , „ р  . р  __ А" Р  ■ А п — ^ т* т  — П1~ т—1 , * т  —  /лт * т —п> —
т —п

т  та элементдан п тадан олиб тузилган группа-

п Ат
лашлар сони Ст =  —  га тенгдир, яъни 

Рп
рп  т (т  — 1 )(т  — 2 ) . . .  ( т  — n +  1) 

т  =  1 -2-3 . . .  л •

Группалашнинг асосий хоссаси С" =  С™-" дан ибо-

ратдир, чунки

Ап о  о  Ат ~пП п лт г т  Нт г т-п>
От =  --  = --- — — —---------- --- - **

р  р  р  р  f- Р1 п 1 ta—n я m—(m—n) m—n т —п

С п __ /-> т  — п
т —  О/я

булади.

3-м ис ол .  Берилган Cm + Ст+1 =  Сш"+1 тенгликни- 
исботланг.

Я+1 Р п
И с б о т и .  Берилган Ст = ---—— ; Ст =

РПР
хисобга олсак, у холда

О  4- С "+ 1 =  — ^ ----1-т * т гл г% '

РпР т —п Рц+\Рт-л—1.
эканини хисобга олсак, у холда

р  р n m—n п+V т —п—\

Р т (т  + 1)= ( — —  н------ I-----] =  _

Рп \ Р т -п (я + 1 )Ра -п- 1  )  р п(п 4* 1) Р т - п

р
т +1 /->л+] 

------Ь ш + 1.
^л + 1 ^im  + l)—(л+1)

Демак, С” +  C"+I =  С”^1, хосил булади.

Бизга л та элементли Л туплам берилган булсин
т  ___

дейлик А=\ }Ва ва 5 г П ^ = 0 ;  /, j  — \,tn шарт ба*
а~1

жарилсин. А  туплам элементларининг сонини N(/4)=/r 
оркали белгиласак, у холда унинг кием тупламлари



учун N(fl,) =  £i; N (£2) =  £2; N (£3) =  k3 . . . N (5m) =  
=  km хосил цилиб, бундан kt +  k2 -f . .  . +  km =  n 
эканлиги келиб читали.

Куриниб турибдики, Bi тупламни А тупламдан С*> 

усул билан ажратиш мумкин, у холда колган п — 
элементдан В2 тупламни усул билан ажратиш

мумкин ва хоказо. Натижада Ви В2. . . , Вт туплам- 
ларни ажратиш ва купайтириш цоидасига асосан

/->* I /~>*1 r'kl f~>km „
П ' '-'П—k, • ft,—ft, . . .  О т_1

п- 2 k)
/=1

__ п\ ( л ~  — *2 — — *m_ i  )! __ л!

/г,!(л—fc,)! km\(n — k, — й2 — £т _ i)I £,lft3!...*ml

^осил булади.
Шундай килиб, п та элементдан ft,, bit . . .  , Ьт 

элементлари ku k2, . . . , km марта такрорланувчи
т

2 ^  =  ^  УРИН алмаштирувчилар сони N(Aj, &а, . .
* — 1

^ш) = ,  га тенг булар экан.
kx\k2\ . . . km\

4-м и с о л .  Шахмат тахтасининг биринчи чизигига
2 та от, 2 та фил, 2 та рух, Фарзин, Шохни неча хил 
усул билан жойлаштириш мумкин?

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура £ ,= 2 , k2=2, ft3=  

=  2, Л4- 1 .  А6- 1 ,  2 ^  =  8-

Демак, N(2, 2, 2, 1, 1) = =  5040 хосил 

булади.
Урта мактаб математикасидан маълумки, (а  + £)2 =  

=  а 2 +  2а& +  А1, (а + b f  =  о 3 + 3аЧ  +  Заб2 +  Ь\ Бун-
3

дан (а + Ь)г — а 3-* Ьь куринишида ёзиш мумкин. 

*-=0
П

Демак, (а +  Ь)п =  ^  Скпап~кЬк экани келиб чицади.

*-=о
Агар бу ерда я — А =  a, k =  $ деб а -f- р =  я эканини 
хисобга олиб юкорида келтирилган формулага кулла-

сак, у холда (a +  i)»  =  ^ C J  a"-* =  V  X

a-о -“ Е" (л

22



п

Х а п~к bk= ŷ  b9 куринишдаги формула *осил бу-

«, р=-о 
а+р=л

либ, бу формула биномал коэффициентининг такрорла- 
нувчи урин алмаштириш билан ифодаланган куриниши 
булади. Бу коидани т  та кушилувчининг я-даражаси 
учун }?ам ёзиш мумкин:

П

(а + Ь +  . . .  +  с)п =  —  • л . * .  ст.
■------------------ ------------------- а!р! . . .  7 !

т  а, [i, . . у—О
<*+'̂ 4- • . + 7=л

Машцлар

179. Юкорида келтирилган мулодазалар ёрдамида куйидагилар- 
ни дисоблЬнг:

a) A*s; г) в*; ж) ^ 5!
б) Л42; д) 3) С?0;

в) в54: е) с 3: и) С{5.

180. Тенгсизликларни текширинг:

а! С “ -̂  °13  » Г) 2С5т >  11С3т_ 2:

б) 2 >  с т8; д) СГ+\ - С пп+\< 10;

в) 8С®, <  С л+2. «> е) ^ 4m+1*c ” - i > 14P»*

181. Куйидагиларни исботланг:

а) СЛ + С * " ’ -  С*+

б) + ^т-1 +• • •+ С "  _,0 =  С ^ И  — С " t\o!

в) CJ, + 2С2п + . . .  + nL"n =  я • 2п

г) С® + CJ, + . . .+  С ; =  2»;

д) С°п + 2Схп + . . .+  (л + 1)£” =  (я + 2 )2я-1.

143 ^л+5
182. Куйидаги (*„); х п =  С *+5~ —  • —  (л € N) кетма-кет-

yD ^п+Я
ликда нечта манфий хад борлигини аникланг.

195 А -з
183. Куйидаги кетма-кетлик (хп);-хп- —  — —  да нечта мус-

бат *ад борлигини аникланг.

^л+4 143
184. х„ =  —-- — —— кетма-кетликнинг манфий цадлари со-

Р л + 2
нини топинг.



185. Етти киши неча хил усул билан кассага навбатга туриши 
мумкин?

186. Иккала раками жуфт сон булган нечта икки хонали сон 
мавжуд?

187 Тенгламаларни ечинг (бу ерда .*£N ):

а) r x+i —
2х —

£ г 1 . ——— ( • 
3 ч '+ 1

б) А2 х— 1 - c i - 79;

в) + 1 -- 2  А\ =  х; Г) С2 -  —  Сх-b х

д) 1 2 ^  + <3+4 =  162; е) 4+1 =  \Цх + 1):

ж)
■

М

15
А3 ■ ЛЛЧ-1’ з) <  = 61:5;

и) С 2 • 4 - (Л\х )' + и * к) ЗС^+1 + Р 2лг- * 4 ;

Л) р , +з =. 720Д5 р  • .г f х—o' м) А2лх+3 — с3— '-'лг+2 + 20.

188. Текисликда берилган п та нуктадан *ар иккитасини бир- 
лаштирувчи нечта гурри чизик утказиш мумкин?

189. Берил1ан 10 та бир хил мукофотни, л;ар бири \еч булма- 
танда биттадан мукофот оладиган килиб 6 та укувчи орасида не
ча хил усул билан булиш мумкин?

/ 1 \«
190. Берилган бином I у х — —  I ёйилмаси урта дадининг ко

эффициентини топинг.

(Зг- 1 \л
191. Агар бином i y x  + — I ёйилмасининг бешинчи *ади х  

га боглик булмаса, А2 ни хисобланг.

( 1 ,s
192. Берилган бином jc + —  I ёйилмасида х  катнашмаган 

^ад коэффициентини топинг.
/ 3 з г - 2

193. Агар бином I —  у a* + —  V а\ ёйилмасидаги ^адлари-

, шу хаднинг с;

( з а 
+ — =

V аГ 1

нинг бирида а нинг даракаси 7 га тенг булса, шу ^алнинг сано- 
гини топинг.

. . ._ _ ,т
194. Агар С6т *. С 2т  =  4:1 булса, бином

еиилмасининг иккинчи ^адини топинг.

195. Берилган ^ Н— —  J  бином ёйилмаси коэффициентла-

рининг йигиндиси 2048 га тенг булса, ёйилма учинчи х,адининг ко
эффициентини топинг.

196. Берилган бином — — j ёйилмасининг биринчи учта

чади коэффициенглаиининг йигиндиси 97 га тенг булса, х 4 дара- 
жа саклаган даднииг коэффициентини топинг.



II Б О Б .  АЙНИЙ ШАКЛ АЛМАШ ТИРИШ ЛАР. 

АЙНИЯТЛАР ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАРНИ ИСБОТЛАШ

1-§. Рационал ифодалар устида айний 
шакл алмаштириш

Маълумки, математикада турли масалаларни ечиш 
учун ^арфлар билан ифодаланадш ан формулалар кел- 
тириб чинарилади ва бу ифодада катнашаётган амал- 
ларнинг цанлай кетма-кетликда бажарилиши аницлана- 
ди. Ана шу ифодалар (формулалар) берилишига цараб 
рационал, иррационал, трансцендент ифодалар деб ата- 
лади.

1- таъри ф .  Рационы ифоОа деб рационал сонлар 
майдонида аницланган х, у, г, . . . узгарувчилар ва шу 
со^адан олинган а, Ь, с . . . сонлар устида кушиш, айи- 
риш, купайтириш, булиш (нолга булишдан таищари) 
амаллари билан богланган алгебраик ифодагаайтилади.

Агар Р (х , у. . . ) рационал ифода Q(x, у, . . .) ва 
G(x , у, . . .) ифодаларнинг булинмасидан иборат бул
са, у ^олда Р(\, у, . . .) ифода каср рационал ифода 
дейилади.

Берилган рационал и(}одадаги ^арфларнинг кабул 
Килиши мумкин булган ципматляр туплами шу рацио
нал ифоданинг ани^ланиш содаси дейилади.

Рационал ифодалар купинча ёки /? майдонларда 
каралади ва шу майдонларда соддалаштирилади. Ра
ционал ифодаларнинг со^аси аниклаб олингандан кейин 
тегишли шакл алмаштиришлар бажарилади.

2-таъриф .  Берилган

F(x , у , ---г, а, Ь, . . ., с) (1)

рационал ифода царалаётган В со.^ада 
Р(х , у, . . , а, ь, . . с)

G(x, у, . . ,  г, а, b, . . с)

кискармас рационал касрга айнан тенг булса

=  G ф  oj, (2) ифода (1) нинг айний шакл алмаш-

тирилган натижаси дейилади.
Рационал иф )даларни айний шакл алмаштиришлар- 

да фойдаланиладиган айрим теоремаларни келтирамиз.
1-теорема. Икки f(x) ва ч(х) купх;ад айнан тенг 

булиши учун уларнинг мос х,абларч коэффщиентла- 
ри тенг булиши заруо ва етарлидар.
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2-теорема. Агар f(x) купхад узаро туб булган 
g(x) ва у(х) куп$адларнинг х^ар бирига булинса, у 
^олда f(x) купхад g(x)<f(x) га хам булинади.

3-теорема. Агар }(х) ва у(х) купхадларнинг :ар 
бири g(x) га цолдщсиз булинса, у холда уларнинг 
йигиндиси f(x) + y{x) хам g(x) га цолдщсиз були
нади.

V f(x), <р(х), g (x )$ R i (g{x)lf(x)/\g(x)l<t(x)) —►

-=► g(x)l(f(x) +  <р(л)).

4-теорема. f(x) =  anxn +  . .  . + а^х + а0 купхадни 
(x — а.) га булишдан хосил булган цолдщ f(x) нинг 
х  =  а даги цийматига тенгдир:

К = / ( а )  =  аяа', +  а л_ 1а«-1+ . . .  +  а,а +  а0.

И с б о т и .  Изланаётган булинма (п — 1) - даражали 
к^п^ад булиб, колдик эса даражаси 1 дан кичик куп- 
^ад булгани сабабли бу колдик бирор сондан иборат 
булиб ь;олади. Демак, ушбу

f(x) =  (х—<х)(Ь^^хп~1 + Ьп-2хп~'1 +  . . .  + *„) +  К

айниятдаги /» а)  к;олдик;нинг киймати х нинг хамма кий- 
матлари учун бир хилдир.

Энди х  =  а. деб / (а )— К га эга буламиз. Теорема 
исбот цилинди.

Купинча f(x ) ’= a nxn -\- . . .  -\-а̂ х-\-ай куп^адни 
(л:—а) га булишда булинма ва цолдик коэффициент- 
ларини куйидагича топилади: изланаётган булинманинг 
булувчига купайтмаси билан /(а) нинг йигиндиси f{x) 
га тенг булиши керак, яъни /(х) =  (л: — a) g(x) + 
Бундан £„_! = а „ ;  Ьп_г — айЛ_„ =  а л_, . . .  ёки *„_,=■ 

ап\ bn-i - а п_ , -j- а^я_,; Ьп—3 =  ип—2 + аЬ„_2; . . . К — 
=  a0 + abо булади. Бу натижани куйидаги жадвал ку
ринишида тасвирлаймиз.

ап ап-г ао

а b . =  а 
п—1 п

4» - « -  

=  а п- 1 + 

+ аЬп- 1

ЬП -*Гап-2 + 

+ “*П-2
К =  + “*о

Бу схема Горнер схемаси дейилади.
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1-м и с о  л. Ифодани соддалаштиринг:

Е ч „ш.  / W _ ( i - A ) ( _ L r _ ; J _  +  , ) . = >

Ч = > -

х—2 х  — 2 — (с  — !) + (.* — 1 )(лс — 2) 

-с (jc — 1 )(jc — 2) ’

х(к  — 1)(л: — 2) Ф  О

х'г — Зх 4- 1

Ч= >-  х ( х -  1) ’

I х(х — 1)( t — 2) ф  0. 

х ‘ — Злг + 1
а/

Демак, [(х) =  I х(х — 1)

I х ( х -  \)(х-2)¥=0. 

М и с о л .  Ифодани соддалаштиринг:

df
/ (а ,  Ь, с) =  

Е ч и ш .

Ь—с . с—а . а —ft
т  т;— гт;—т  + '{а—Ь) (а—с) (Ь—с) (Ь—а) (с—а) (с—Ь)

df Ь- с
f (а, b, с) -

______а —Ь

Ч = >

(,а—Ь) (а—с) (Ь—с) (Ь—а) (с—а) (с—Ь)

_1______ 1_  ___ 1_______1_  _1______ 1_

а —Ь а —с Ь — с Ь—а с—а с— Ъ

----------; афЬ\ афс\ Ьфс

ч=>-

(а—Ь) (а—с) а —Ь а —с

-<=> а —Ь а -b Ь— с Ь—с с —а с—а ' -<=>- 

& ф̂ Ь, л ф̂ Сч Ь -f— с

-<=>• а — Ь Ь— с с—а 

а ф Ь ,  а ф  с, Ь ф с .

dt
Демак, f{a, Ь, с) ~

— ь +  - г~  + — •а — Ь Ь — с с — а

а ф Ь ,  а ф с ,  Ь ф с .

27



df
2-м ис ол .  f(x) =  2л5 -  Зх* + 6х* — 8ла + 3 куп- 

^адни R ва С майдонларда купайтувчиларга ажратинг.
Е ч и ш .  Аввал /(*) куп^ад R  сонли майдонда раци- 

онал илдизга эга ёки эга эмаслигини аниклаймиз, бу- 
нинг учун:

1) озод ^ад а 0 =  3 нинг булувчилари ±1: +3 дан;
2) бош *ад коэффициенти а 5 =  2 нинг булувчилари 

± 1; ±2 дан иборат эканини ^исобга олган >?олда /(х )

нинг рационал илдизлари туплами ушбу 5  =  |— 3;

3 1 ' 1 1 3 „) _
-- —; — 1; — — ; 1; — ; — ; о| тупламнинг ^исми еки

узидан иборат эканлигини Горнер схемаси ёрдамида 
.аниклаймиз:

2 -3 6 - 8 0 3

1 2 -1 5 -3 -3 0

1 2 1 6 3 0
1

~  2
2 0 6 0

Демак, f(x) куп^аднинг рационал илдизлар тупла- 

лш Л =  |1, 1, -- булиб, у В  нинг кием тупламидан

яборат булади (Л С  В), бундан, R да: f(x) =  (х— 1)2Х  
Х ( 2 х  + 1)(х2 + 32; С да: f{x) =  (х -  I )2 (2х + 1) (х +

- j- iV  з) ( x - i V  з).
3-м и с о  л. f(x) =  х* — х3 — хг + 2х — 2 куп^адни R  

да купайтувчиларга ажратинг.
Е ч и ш .  1. Группалаш усули буйича купайтувчилар- 

«га ажратамиз: f(x) = х к— х3 —х2+2х—2=х*—х3 — 2л2 +  

-\-х2 -\-2х — 2 =  (л 4 — 2л:2) — (х3 —2х) + (х*—2 )= х 2(х*— 

-2) -  х(х2 -  2) +  (х2 -  2) =  (х * — 2 )(л 2 -  л  +  1).
2. Икки алгебраик куп^аднинг тенглиги шартидан 

фойдаланиб купайтувчиларга ажратамиз:

f(x) =  х* — х3 — х 2 + 2х — 2 =  (х* + ах-\- ft)(jea +  

сх d).



Кавсларни очиб, сунгра коэффициентларни тенглашти- 
рамиз, натижада

а + с --- 1,

b 4- ас + d =  — 1, 

ad +  be =  2, 

bd =  —2

система ^осил булиб, бундан а  =  0, й — —2, с =  — 1, 
d — 1 ёки а =• — 1, й==1, с =  О, d =  —2 цийматларни 
аницлаймиз. Демак,

/(х) =  х4 — х 3 — х2 -f 2х  — 2 =» (х2 — 2)(а-2 — х +  1).

4-мисол .  Ифодани соддалаштиринг:

/ ( х  у г) — * 3<у ~  г) + У3<г ~ *) + *ъ(х — у)

Е ч и ш .

/(•*. У. г ) =

Уг(У — О  + *х(г — х ) + ух(у- х )' 

хЦу — г) 4  уЦг — х) 4- гЦх — у)

У-ЧУ — ■?) + гх(г — л) 4  лгу (л: — у) 

хЦ у — г) 4  уЗ(г — х) 4  гЗ(х -  у) 

уг (у — z) 4  ху (х — у ) 4  гх (г — х) '

у — г =  — (г — х) — (х — у),

(< * ,  У, г > £ ^ 3 |х=£у=£г=£0}
*з(у — г) 4- у3(г — х) 4  г3(х — у)_____

4 =

ч = >

— гу(г—х) - у ’(X—у) 4 х<-(г—х )4 ху (х-у) 

1<*. У, г >  £  /?3 | х  Ф  у ф  г Ф  0).

(х у)! У ~ г)(г — х)(х  4  У 4  г)

(х -  у)(г — х)(г — у) ’ ^

<  х, у, г >  £ /?3 | х ф у  ф г ф  0 ( 

л + У +  г,

< х ,  у, г > £ / ? 3 | х = £ у ^ г ^ 0}. 

Демак, /(х , у, г) =  х  +  у + г.

~ 1

Машцлар

КУп^адларжи купайтувчиларга ажратинг:

1. /(х ) =  х« 4  х* 4  1. 5. 2х* 4  хз 4  4х» + х  4  2.

2. / (х )  =  х'в — 1. 6. х ‘ -  12хз 4  47ха — 60*.

3. / (х )  =  х» 4  * 4 4  1. 7. х5 + х 4 4  1.

4. Зх* -  х»в 4  1.
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Симметрик купцадларни кУпай гувчиларга ажратинг:

8. 6х* — 11*3у — 18jc*ya — Пдгу3 + бу*.

9. 2х* — *3у + Зх!у2 -  хуз + 2у*.

10. 2х* +  7х3у + 9х2у2 + 7ху3 + 2у*.

11. 2х* — х3у + х2у2 — ху3 4- 2у*.

12. 18д‘ — 2\а3Ь — 94 аЧ* — 21а*3 +. 186*.

13. Зх1 — 8*3у + 14;с2уг — 8*у3 + Зу‘ .

14. (х  + у + г)3 — х 3 — у3 — гз.

15. (х  + у + г )5 — хь — у5 — г5.

16t (*  +  у)(х +  г)(у + г) + хуг.

Антисимметрии куп*адларни купайтувчиларга ажратинг:

17. уаг2(у2 — г2) + х !г'(г> -  а 2) + * 2у2(*2 — у2).

18. jr(ya — г2) + у(-2 — х2) 4- г( * 2 — у2).

19. (Ь — с)(Ь + су  + (с -  а)(с + я)3 + (а — Ь)(а + Ь)».

20. я(6 — с)3 + d(c — а)3 + с{а — Ь)3.

21. л (у f  z)(y3 -  г2) + у (z + *)(z3 _  * 3) + г(у + дс) (* 3 -  у»).

22. (у — г)5 + (г — х)* + (*  -  у)К

Агар а  +  6 + с  =  0 булса, куйидаги айниятларнинг уринли экани- 
ни исботланг:

23. а 2(Ь + с)3 + й2(с + а)2 + с?(а + й)3 + (а2 + Ь* + с2)(аЬ + ас+  

+ Ьс) =  0.

24. а3 + Ь3 + с3 + 3(а + b)(b 4  с)(а + с) =  0.

25. а* + 6* + с ‘ =  2(а2Ь'г + Ь2с'г + а !сг).

26. 2(а ‘ + + с4) =  («3 4- + с2)2.

27. (л: — д)3 + (х — Ь)3 + (х — с)3 + 3abc =  х3,

28. а(х  — Ь)(х — с) 4- Ь(х — а)(х — с) + с(х — а)(х  — >) + 2(дг—

— а)(х — Ь)(х — с) =  я£с.

к =  (а + Ь -)- с ) : 2.

л: =  (а + b + с) 2. 

Куйидаги ифодаларни соддалаштиринг:

29. ------ 1 —  4- —  1 + ------  t p )  +

+

30.
1— X 1+х 1+х2 1+дг* 1+ *8'

31. -----------+ ----------- _|_-----------

(Ь—с)(с—а ) (с—a)(a—b) (а —б)(Ь—с)

(а2 - Ь2)3 + (Ь2 — с-)з + (с* — а2)3

(а — Ь)3 + (Ь — с)3 + (с — а )3

а+Ь Ь+с а\с
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/ flz — ax

\а*х + л3

2a - 1 4a2 — 4д + 1 8a3 — 12д2 + ба — I '

R  да келтирилмайдиган ^уйидаги купх,адларни купайтувчиларга 
ажратинг:

35. х* + 27.

36. л:* + 3*г + 4.

37. (х + 2)(х + 3)(х + 4)(лг + 5) -  24.

38. 27*з _  27л:2 + 18* -  4.

39. х4 + у*.

40. л:4 + 4у4.

41. 3*(у + г) + у(3г + 2х) + + 2(х» + у2)

кУщадни С  майдонда номаълум коэффицнентлар ёрдамида купай
тувчиларга ажратинг.

42. а ва b номаълум коэффициентларни топинг:

(* + 4)(* + 5)(* -  3) =  *з + а х 2 + Ьх -  60.

2-§. Иррационал ифодаларни айний шакл 
алмаштириш

Математикада куп учрайдиган амаллардан бири ил- 
диз чикариш амалидир. Агар берилган алгебраик ифо- 
даларда турт арифметик амалдан ташкари илдиз чика
риш амали хам катнашса, бундай ифодалар иррацио
нал ифодалар деб аталади. Маълумки, я-даражали 
илдиз чикариш амали манфий булмаган ^акикий сон
лар туплами R  да узаро бир киймагли аникланади. 
Манфий булмаган a(-R соннинг л-даражали ( я £ И )
арифметик илдизи деб я-даражаси а  га тенг булган

/2 t
сонга айтилади ва у а каби белгиланади. Шартга ку

ра (У а )п — а, а  >  0.

Теорема. Х,ар цандай манфий. булмаган ^ацаций 
соннинг я- даражали арифметик илдизи ягона ман
фий булмаган ^ацщий сондир.

Масалан, 1) У 4 =  2, бу ерда арифметик илдиз 2.

2) У  — 8 =  —2, бу ерда —2 арифметик илдиз була 
олмайди, чунки бу долда а > 0 шарг бузилади;

3) ]/ла =  |*|, бу ерда арифметик илдиз;

х, агар х  >  0 булса, 

— агар х < 0  булса.
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Иррационал ифодалар куйидаги хоссаларга эга:

1. Агар а , > 0 ,  i =  1,/г, булса, у *олда

У  а, • а2 ■ . . .  • ап =  У а, ■ У  а2 ■ . . . ■ У  а  а.

2. Агар О, Ь >  О булиб, / t £ N  булса, у ^олда

л /  л ,—

1 /  JL — zJLV ь VF •
3. V a £  R+, п, k £ N  : (V a)k =  1/а*.

4. V f l ,  b ^ R +, n ^ ' H ‘.Y a F b  =  a\/r 'b.

5. V a ,  =  7 anb.

6. V a £ R +. я. k t K i V V a - f r a .

7. V « £ R +, л, = "yr^ .
8. Vfl, b £  R +, m, N : y 'a  >  ^  =>- a" >  bm.

1 И 2
1-м ис ол .  -4-^— 4—^  ифоланинг махражини ирра- 

y fl — \fЪ 

ционалликдан куткаринг.
Е ч и ш .  Маълумки, (a — b) (а3 +  a2b +  ab2 +  Ь3) —

-=а4 — Ь*. Шунинг учун а — У7, b =  У з  десак,

/ 2  _  F 2 (4/Т з + 4/7аТз + V T ^  + У~33) =

\ Т-Уй {У7 — Уз I{У73 + У7*73 + Ут7& + 4/аЗ)
4/ 1372 + У  588 + У 252+ У Ш

4

2-мисол .   -̂----- ифоданинг махражини
У ^ - У ь  + Ус

ирряционалликдан куткаринг.

Еч иш.  Бизга маълумки (л: + у +  г) (х2 +  у2 + г1 —
— ху — уг — хг) =  х3 +  у3 +  г8 — Злгуг ва и3 — Vs =

3 —
-= [и — v)(u2-h u v v 2) формулаларга асосан х = У а ,

у =  У  Ь, г — У  с , и =  a +  b + с, v =  У abc деб, цуйи- 
дагига эга буламиз:

1 У  7» + У  l i  + У ^ -  УТЬ -  У  Тс -  УТс _

/ в + У ^  + Ус fl + 6 + с — з У  айс
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3 r— 3 .--3 / — 3 , — з — 3 —
. / ч Ч / И Ч у Р - у а * - »  ас-у/ be г, . ь с ,

(л + b + с)3 - ЛаЬс '

-f- 3 (а  +  b +  с) \^abc +  9 ^  а* Ь*с‘\.

3- м и с о  л Агар  п. >  3 булса, \̂п > " +|/ п +  1 экани
ни исботлаш'.

И с б о т  и. Бунинг учун 8 -хос саг а  а сосан  пп+1 >  
» (л  +  1)я тенгсизликни исботлаш етарли, яъни

± ( 1 +  Л ) " < 1  н
л + п \ п I п \

+ —  л < —  <  1. 
п / п

Тенгсизлик исбот цилинди.

4-м и с о л .  S = — V3a*c'd + —  VUn*& 'd-a*c 'X
а2с ас2

X  \ / —— ифодани соддалаштиринг.
у а 'с1

Е ч и ш .  Агар берилган ифодани соддалаштиришда 
унинг аницланиш со^аси аввалдан берилмагаи булса, у 
*олда аникланиш со^аси топиб олинади.

a £ R , ! 0U £ R ,  (0) , d 6 R+ 

булишини ^исобга олсак,

5  =  —  V'6aHc'd  +  —  Y 12a V ' d  -  а*с* \ / —  =
а'2с ас'г X а*с'1

=  х-1 а* сг I \/~Ы 4- —  • 2 | а3с31 V'M -  —  У М  =-
а?с а с1 | а'гс \

а 1с + | с | — а 71 с lj \^3d =*

4а1 с V 3d, агар а >  0, с >  0 булса,

— 4а2с V3d, агар a <  0, с >  О булса,

—2a2cl^3tf, агар а  >  0, с < 0  булса, 

6a2cV3d ,  агар a <  0, с < 0  булса.

5-ми сол.  Функциянинг графигини ясанг:



У

1 I 
1 г - '

У

1

0 я X -я 0 4

Ечиш.  Бу функция- 
нинг графигини ясаш 
учум аввал унинг ани^- 
ланиш со^аси В ни топиб 
оламиз:

((х4 — а 4 >  О Д
а2

>
х 2 + а2

> 0Л|-*|=На \^афО) — >■ 
5 = ] - о о ; — |a|[U]|a|; 

+  °о[ .

Энди функциянинг унг томонида айний шакл ал
маштириш бажариб, уни

1- чизма.

X1 — а‘

х  I а  I х 1 — а3

x'J — а- | а | 

л3+а3 | х |

а ( л: | х2 — а2
-*|Д| 
а 1*1

куринишга келтирамиз. Бунда икки хол булиши мум' 
кин:

а) агар а > 0  булса, у холда

х | 1, агар х у  а булса,

1*1 I — 1, агар х с —a булса;

б) агар а < О  булса, у холда

— 1, агар х  >  —а  булса,

1, агар х < а  булса.у — и Т

Агар а  =  0 булса, функция маъносини йукотади. 
Энди функциянинг графигини чизамиз (1-чизма).

Машцлар

Куйидаги илдизлардан t аникликда такрибий илдиз чикаринг.

43. З У Щ ,  » =  0,01.

44. j /43-2-

45

34

46. V 4 + У  2.5, t =  9,01.

47. У Ь  + 2УЪ , .  -9 ,01 .

/ 3  + / 2
48. — z----— , t — 0,1.

У З - У 2



Куйидаги амалларни бажаринг.

51. Vb4 + 41 /6 - 3 ^2 1 6  + - j ^ / " у - Э К У ^

52. V TT5 + 3 /4 5  + | / " -  0,7 / 5  - 0,2 | $2 .

53. (0,6 Y 200 -  5 / ОДЙ) + (4,5 /0Г5 +  5 у  /800).

«• (т /  т +т / т )- (т К57-т ''4
Касрнинг махражини иррационалликдан цуткаринг:

2 1̂ 3 „  1
55. гг “  — ■ 58. 4 —  4 .—  4 /—  _ •

^ 2  + / 3  + |/5 / з  + / 9  + у 2 /  + 3

2 V 30 1
56. — ^ ----—----— . 59. --- — :-- — -- — .

Y b  + К б  + / 7  lO +  j/ lS - b ^ ^ + j/ 21

57. ----- 60. К 2  r f +  ''-2-
3 +  / 2  -  К З  К 2 / 3  -  К 2

Куйидаги функцияларнинг графигини ясанг:

61. /(*) =
/  ' - Ш

& l.f(x )  -  -^- (K jc + a / j c - l  + ] / * - 2  (Лл: —̂ Т )ч

/  jcfjc — 2)а
63. А х) -  ж _ 2— .

64. / (* )  =  lg

/ 1+х* , .  / 1 + х* t 

2* + 1~ 1/  2* _

/ 1 + *з ~ ,  Г  1 + х" *

~  + 1 + I /  2* “  1

8в



2.v

65. / (* )

so. h x\

Г ‘ + т(Л- I »

|/ 1 / 1  f-* I 1
i + -  —  -  Y x  -r — ; -  I x )  

4 \) x  I ■/ ' t x J

k‘ — x - 2 h } д- — t

•v- r * — 2 i л + 1) I л ■ — 4

е.уннпаги нфолгла[ ня соддалаштиринг: 

6 ?
-v ] д - v Г *

V'.v 4- I v
I xy j ! (*  — у) 4- — —

2 Yv

1 x + У у

6S. !
1 — / I

j : (/! ) /к -f я ) nin

69.
U 4- i II- — V- 11 — ) It' ll V U- — V’1

и >  v.
- » и- — v1 и + > и- — v‘ j 

I v +- 1 ) У \

\у У + I — V У Й Ч 1 т П  /

(2y + 1)4-

71
a 4- b ia

\ a 4- у b i

a + b

v — j x v — \ I v
+ Г X : -Z3-

£i// ) ab — a | i:t + 4 

x

» X + \ у

- 1- 1.

x 4- У

\ } XV — X у xy + у V X / j

73.
V

4- \r x
» X

/  x-i 4- 2 

v^x 4- 2x
/X  .

1 4-

l

x —  —  
4

74. t m(l — m) 4-
y md

ab3

\ 1 —m ) V 1 4- у m

2 ab2 a
4-1

v n \ „
4- -----  j 0 <  m <  1.

1 — m I

76.

V* (a4-*)“ V (a+b)3 у  a + b j  у (a-\-b)' / ( Я 4 -b)7‘

f — — —V 1 4 / X j

t \2/ A- , /-
I \ I V -X — 1 } x

,M 4 - 1  у X -Y x
; x >  0.



/ У  а + b yra — b \ / I 
77. [ h = = + h =  ~ ‘А  ■■ ( 3- 7 =  - з Т =  ) ;« > * ■

j/ а  — b у а + b j  \ ( a — b \ а + b /

j \rа — b а — b \ Г  а2
78. — = L------+ ^ = - - -------------  = 1 / —  -  1: *> *•

\ у а + Ь + у а - b | а- — п- — а 4- А / [' *

/ 1 + лг -f- л2 1 — х 4- л- 1
79. — 1— Z --  + 2 -  — -------- (5 -  2х-); л

\ 2 *  +  л 2л- -  х> I

{х*  —  \'))\г х —  \f  \< ( Я , —  i / — \ .. 31
80. — — ------— ------------ U  *>' 1- у У')- у - - *

/ л Р  4  \ Л -у1 -  I  < Н'4 — V у5

Ь1
а3 — а — 2Ь — —

а /а-' -f а - ~ а и а '-о ^

l1 -  I / ' T "  + а7 ) ^  +

. , л3 »/ 2 — 2 1 я
82 | /  4- = 4- 2 — ---— ---

у * а х %2а — \ Ъах

1 /4
/ |/ - I 4 _  1

83.

] /  —  + 4у а у i

I у 'и* — 1 4, - \г (X  я3 + I —  \. -,-1
—— ---  + у а I -------  -  V а (а — у а->) ; а > 0,

\ у а — 1 / \ у а 4- 1 , а ф  1.

( t угс + 2 2 / Г ^ 2  U U  4 ,-----
84. [ —  -  -  ■■ —  -  ■ ■— ]5 : / и  -  4; | М > 2.

2 У_п

/ t — 2 у t + 2 V Р  -  4 ,)

85. = ( 2 -f — ^  I -  I У я  + 7 Т —  | X

2 4- / я  \ 2 + у п J V М - 2

4 — i/ п’
X  — I ----Г З " 1 п ф  £ 8-

/л *  4  2 У  л

86. Агар а >  0, 6 >  0, а3 >  Ь булса,

, / ---- -р. л f a  + У а* — Ь л f  а — \ а 1 — b
V * ± v > - \ /  — -— ± у  — 5—

эканини исботланг.

3-§. Тенгсизликларни исботлаш

Математикада тенгсизлик тушунчаси куп учрайди- 
ган тушунчалардан биридир Тенгсизлик R  сонли туп- 
ламда царалиб, шу тупламдан олинган*еонлар ёки ал-
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гебраик ифодаларни катта, кичик ва тенг тушунчала- 
ри ёрдамида боглайди.

Сонли тенгсизликлар куйидаги хоссаларга эга:

1 у а, Ь, с £  R : ;а  >  ft д  ft >  с) =►  (д >  с).

2. у  а, ft, т  (- R : (а >  ft) <— >■ (д + т  >  ft -f m V 

Ч а ~ т  >  h — т).

3. У  а, ft, с, d (- R : (а >  ft д  с >  d ч — ► (а + с >

>  ft 4 rf).
4 уд , b, с, d £  R : [а > b /\ с <  d) ■=.» (д — с >

> b  -d).

5. Уд, ft, с £ R : я >  ft Д с >  0) =>■ дс >  Ьс.

6. Уд, ft, с £ R : (д >  ft Д с <  0) = ►  дс <  ftc

7. Уд, ft, с, d £  R + : (д >  ft Д с >  d) —  >■ ас >  ftrf.

8. уд , ft, с, d £ R f : (д >  ft Д с <  d) .
с d

1-теорема, неча мусбат соннинг урта ариф
метик циймати шу со н лар нинг урта гео метрик ций- 
матидан кичик энас.

п Г ~
У  Д; >  П Л /  П  “ I- 

i=i Т (=i

2- теорема Агао п т а  мусбат л*,, х2, . , хп сон- 
ларншг ку-1 ла'пма:а бирга тенг булса,у холда

П

1=  \

3-теорема. Иктиёрий берилган д * > 0  ва ft, >  0; 

(г =  1 ,п) учун

(
п \2 п п

У д л  < 2 * ? . 2 *?.

i=i ) с=1 1=1

4-теорема. (Гёльдер тенгсизлиги). Агар /?>  1,
1 1 ХР

---1-- - =  1, х > 0, у >  0 булса, у холда ху <  —  +
Р Q р+ А

<7

1 - м и с о л. Агар а  >  0, ft > 0 булса, ~ ~  >  V ab ни 

исботланг.
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И с б о т и .  Биринчи усул:

>  V ab, a -f- h] 

а  >

2 \гаЬ, 

> >  9

2
а  >  О, b >  О

( а  fc)a >  4яй, j < а — £ ) ' >  О,

а >  0, b >  ® 1 я >  i ,  b >  О.

Иккинчи усул: [(а — fr)2 >  ) Д /г >  ) ДЬ >( ) |  

Ч = > -  |(я24- Ь'1 4- 2аЬ >  4«>) Д я ^ О  Л й >  !)| <- 

ч=>- [а > •  Д b >  О Д ( а  4- Ь)" >  4;i£>| <— ►

ч ~ >  [ а > 0 Д й > 0 Д а | - / ; > 2 1 /  аЬ 

■<— > [а >  О Д b > л й4 - ' > М | .2

Учинчи усул: |а| ва |6| кесмаларни танлаб олиб, 
]а + b | кесмага тенг диаметрли айлана чизамиз. Бун
да а ёки b кесманинг иккинчи учидан а + Ь диаметр- 
га перпендикуляр булиб утган ватарнинг ярми ^ар 
доим диаметрнинг ярмидан кичик эканини аниклаш 
мумкин (2-чизма). Яъни Д CAD дан: а : АВ—А В : Ь=> 

= ►  AB2 — ab =>- AB =  \fab.
CD — гипотенуза, шунинг учун унинг узунлиги шу 

учбурчакнинг ихтиёрий катетидан узун, бундан АО >

>  АВ =>- а̂~- >  У ab.

2- м и с о  л. Агар а 4- 
+6 4 - с~  1 булса,

"У Acl \ У  АЬ — 1 —

+ У  Ас + 1 <  5 эканини

исботланг.

И с б о т и .  Бу тен-гсиз- 
ликни исёотлаш учуй 1 
теоремадан фвйдалана-

миз: VАа -(- I 4- J/4&4-T4-

+  Y Ас 4- 1 < 5  ■<=>

-<=> ( V  4 д + 1 4- У  4Т+Т 4-

+ V Ас 4-1 <  5 а
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Дй + Н с = 1) •*=> (V4а -\- \ + V 4b + \ -\- 

+  / ¥ Т Т < ^  + 4- ^  + ^ Д а  +  & +  с = 1) < = у

< = ►  ( / 4 а  +  1 + VAb + 1 + У 4с + 1 <  2а + 2Ь +  2с +

+ З Д в  + Н « - 1 )  >  (Vr4 a+  1 +  J/4& + 1 +

+ V'4с г  1 <  2 (а +  b + «Л 4- 3 Л а  +  л +  с =  1) -ч— >- 

-<-=г> (| 4а -j-l + ] / 4 6 - f - l + ] / 4 c + l < 5 A  

Д а + й с =  1).

Демак. a +  6 4- с =  1 булганда / 4 а  -+- 1 +  У 4п + 1 +- 

■+ У 4 с 1 <  5 булади.

3-м и с о  л. Куйидаги тенгсизликни математик ин
дукция меюди билан исботланг:

1 3  5 2/z- I  <  1

2 4 6 2п -/'in + 1

И с б о т и .  п — 1 булганда —  — 1 - =  —  тенг-
3 2 / З л  + 1 2

сизлик уринли. Энди берилган тенгсизлик п =  k учун
уринли, яъни

—  • —  • —  . . . .  (I)
2 4 (1 2k i 3* + 1

деп, унинг п — k + 1 учун уринли эканини курсата-
миз:

_!_ . — . JL 2k ~ 1 2* + 1 <- 1 (о\
2 ' 4 ’ b ‘ ‘ ’ 2к ' 24 + 2 "" / З Г + 4  ‘ '

2641
Бунинг учун (1) ни —— - га купайтирамиз:

_1_ JL  —  2’’ ~ 1 2fe + 1 < _ _ L _  2k + *
2 ’ 4 ’ b "  ' ’ 2в * 2* -t- 2 / з Г + 1  ’ 2v + 2* 

Энди

1 2t + 1 ^ 1
/ З А  + 1  2A + 2 |/ ЗА 4- 4

тенгсизликни исботлаймиз, бунинг учун бу тенгсизлик- 
нинг иккала томонини квадратга кутариб, сунгра их- 
чамласак,

2А3 + 28£2 +  19* + 4 <  12/t3 + 28А2 + 20k + 4
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^осил булади, бу эса k >- I булганда уринлидир. Де-
1 3 5 2п -  1 ,  1 

мак, —  • —  • —  • . . . ------<  —— =— .
2 4 6 2п / 3  п + 1 *

Маш к;лар

87. 2дз + Ь* 4  с3 > 2а(* + с).

88. (а  + Ь)(0 + с)(и + с) >  8д'с; а >. О, b >  О, С >  О.

89. а  4  b + с >  V ао  + \г ас +- 1 1 с. а > О, * »0 , с>0.

90. ab + Ьс + ас > V a b c (V a  + Vb 4- J 'c ) :  а >  0, h >  0, с >  0.

91. а(1 + Ь) + Ь(1 + с) + c(l + at >  b \ abc\ а >  О, Ь >  0, с >  0.

92.

93. 2 / я+1 -  2 /от  <  — 4- -7 + . .+ - Д = г < 2 /л  —
/от  /от  + 1  ► «

— 2 \ от — 1 от <  п; от, л б N.

94 _1_ J3_ _5_ _99 _1_

2 ' 4 ‘ 6 "  " 100 <  12*
х, *2

95. Агар х и х 2, х3, . . . ,  S R булса, у *олда — + — + . .. 4-
Xj Хз

X п
4- —  >  п бу Л И L!IH п и исботланг. 

х,
+

х п -1

хп

96. V
ч /

97. V

Г п
/  2  b\\ а ь bi 6 R.

V 1П а, >  п: >  — ; а/ > 0, i =  1 ,п.
(=i дг/=1

98. Aiap х >  —1, 0 < т. <  1 булса, (1 4- х)г <  1 4- ix  булишини, 

агар к >  I ва а < 0 ёки ot >  1 булса, (1 4- х )* >  1 4- ял булишини 
исботланг.

99. Ai ар a, 6 i£R '1", m ^ Z  (бутун сон) булса,

( | + т Г + ( | + ^ % 2 " '
эканини исботланг.

100. Томонлари мос равишда а, Ь, с, d б?лган ихтиёрий туртбур-
а 4- с Ь 4- d

чакнинг юзи 5 <  —-— • —-—  булишини исботланг.

101. a, b. eg R ва -  1 < х <  1 да | ах- 4- Ьх 4- с | < 1 булса, у *ол- 
да | х i <  1 да | сх1 -+- Ьх 4 а  1 <.2 тенгсизликнинг уринли эканини 
исботланг.



102. Томонлари мос равишда а, Ь, с булган учбурчакнинг юзи 5 
билан шу учбурчак томонлари a2 -f b3 + с2 >  4S Y  3 муносабатда 
богланганлигини исботланг.
103. Агар а, Ь, с ихтиёрий учбурчакнинг томонлари булса, у *ол- 
да а\Ь + с — а) + Ь2(с + <* — *) + с2(а + Ь — с) <  3abc тенгсизлик- 
нинг уринли эканини исботланг.

4-§. Курсаткичли ва логарифмик ифодаларни 
айний шакл алмаштириш

Курсаткичли ва логарифмик ифодаларни шакл ал- 
маштиришда бу ифодаларнинг аникланиш со^аси эъти- 
борга олиниб ^амда курсаткичли ва логарифмик функ- 
цияларнинг хоссаларидан фойдаланиб, берилган ифо
даларни содда куринишга келтирилади.

Т а ъ р и ф .  у =  ах\ {а >  0, а Ф  I) куринишдаги 
функция курсаткичли функция дейилади.

Курсаткичли ифодалар куйидаги хоссаларга эга:

1. Агар ах, а у, х, y £ R ,  а >  0 булса ах -ау*=ах+* 
булади.

2. Агар ах, а у, х, y £ R ,  а >  0 булса, ах : а у =  ах~У 
булади.

3 Агар ах, а >  0, * £ R  булса, 3 y £ R  учун (ах)у =  
■= аху булади.

4. V * ( ; R ,  ах, Ьх, а > 0, Ь >  0 учун (ab)x =  axb* 
булади.

Т а ъ р и ф .  Ь соннинг а асосга кура логарифми деб 
b сонни *осил килиш учун а сонни кутариш керак бул
ган даража курсаткичига айтилади ва куйидагича бел- 
гиланади: х =  log„ b, бунда а  >  0, b >  0, а ф  \.

Логарифмик ифодалар куйидаги хоссаларга эга:

1. Таърифга кура a ]ogab =  b\ а  >  0, b >  0, а, Ьф\.
2. Агар logaА  =  logak, a. N, k > 0  булса, у ^олда 

N  =  k булади.
3. Агар х >  0, у >  0; а~> 0, а ф  1 булса, у *олда 

!ogfl (ху) =  loga х + loga у булади.
4. Агар х > 0 ,  у >  (J, а  >  ©, а ф  1 булса, у *олда

1о?а —  =  Ioga д: — 1о^а у булади.

5. Агар л: >  ®; у > 0, м Ф  1, k, я(- R булса, у > о̂лда 

Iogy*JC"=.- j log, л — leg,,,, л1'*.



6. Агар а, b, с>0 , а, с Ф  1 булса, у холда 1о а Ь=ж
_  logcj)

logc a

7. Агар а, Ь > 0 ,  а Ф 1, т , п, 6 £ R  булса, у холда

loga«frm= l0^ b-

8. Агар a, b > 0, a, b Ф  1 булса, у холда

a ' n l  ь _  Ai.*e

Бу хоссалар ёрдамида курсаткичли ва логарифмик 
ифодаларни айний шакл алмаштиришларга дойр ми- 
соллар келтирамиз.

1- м ис ол .    _____
loga V  а%~  1 • log2 1 У  а 3 — I

F =  --------------?--- — —
1oga.(a 2-  1) • logз V a * -  1 

/  “
ифодани соддалаштиринг.

Еч иш.  Берилган ифоданинг аникланиш сохаси: 
А =  \а!а >  1|.

loga Va? -  1 • Iog2_ !  / а 2 — I loga / a 2- l  log2/ a a- l

_  loga,;a2-l)-log3 loge /e »- l logaк a2— i
V a

=  loga / a 2-  1 — loga (a2 — 1).

Демак, Я =  y lo g a f a 2 — 1).

2-ми с о л  Агар M^ — ak'b n'\ Nl — aPib(>' ва
log.v, /И, =  a берилган булса, /И2 =  а к>Ьп*; N2 =
сонларга кура log.v Л12 ни хисобланг.

т- I ы loga 6, + rt| log„ ь ,  „
Еч и ш .  logv M , =  ——— - =  — ---- -— ——  =  а бул-

S,v' log eA/, A + 9, loga*

гани учун log b =  x десак, — + n,x =  а бундан: x =
Pi + <7t*

_  i ~ _  i Бундан b — l булгани учун l o g /И2=»
Л, -  а<7, 1

6, + /г.,/ 0 
=  —---- =  р хосил килинади.

3 м и с о л  log93 56 =  а булса, log714 ни хисобланг. 

Е ч и ш .  logn8 58 =  l®gj7 =  x; х  =

e “-ZL1; юК7 14 = = L±i = _ i±2
1 — 2i loga 7 X а — 3*
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Маш лар

Мисолларни ечинг:
log* а + !°gь п

10». а ■ п >  0, b ■ п >  0, Ьп ф  1 булса, log*,, ап — — --------- —
1 + log* п

ни исботланг.

„ , , (n + 1) log* а
105. а >  0, b >  0, а Ф  1, Ь Ф 1 булса, logЬапа — —— ——-----1 + п log * а
ни исботланг.

1 -  log^ *
106. а > 0, Ь >  0, а ф  1, Ь ф  1 бул са ,------------------------

(loga i  + log„a+  1) logfl —

ни исботланг.

107. а >  0, b >  0, а ф  1, Ъ ф  1 булса,

[lQgqfr+ logo (6 2 g" )) lOgqA Ь loga b _  1
[loga b — IOga{, b)(b2 logt> (logo 4) — 1 ) l°ge Ь — 1

ни исботланг.

103 loga N l°gft -v + log* A' logc К + logc N log0 -v =

_  logn A4ogft-Vlogf ^

109. Ig2  =  a га кура 125; >^1.25; 0,025; у '0,0125 ни .\исобланр.

110. log62 -=a га кура iog36 ни ,\исобланг.

111. IgC4 =  а га кура lg t  25 ни дмеобланг.

112. !ogB2 =  a га кура log69 пн ,\исобланг.

113. 1оя?,;8 — а  га кура logM9 ни ,\нсэ0ланг.

114. lg 122,5 =  а ва ig 7 =  b га кура ig 5 ни ^исоблаиг.

115. lg 3 — а ва I g 2 = 6  га кура log6b ни лнео'шн..

116. log5 4 =  а в а b'gs3 =  й га кура logM 12 ни дисобламг. .

117. log4 125 =  a ia кура lg 64 ни дисоЗланг.

И о . 1-1л,-!рн и солла :аш ! ирилi :

11S. h =  (25log’s + 45l0£b7)^ '

119. h =  ’Cg" V *  -  2 '° ^  Va V~b + '°* « \ b.
120. m~ =  a2 — b2 деб, Ioga f t  m + iogi}_ e m -  2 loga4 b m loga_„  m 

ифолани соддалаштнринг.

121. (loga b + log* a + l)(iog0 b -  logaft b) log* a -  l.

122. { g V  * " ' « , o o * V  а к%х> *) 2 log„f, (a + b).

123. [(log* a f  logy 4 + 2)2 ~  ,0S i a -  Ioga »•
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124 log,2*,+!og..v • +1> + _  i0^ +2:il<,gi
2

toeab-!ogab
I?4 t p

126. [6(logft,i . ]0?aJi  Ь 1) 4- logab~b + Ic g ^ i)2 - lo g o*; a >  1.

127, 1 log,,-, + \otpti >{\э’ пр — \ognpp)V\ognp.

2
128. + 1) • У 2 10gfl2 b\ a>  1.

2 log,.b 1 \ ‘21ogab

III Б О Б . АЛГЕБРЛИК ТЕНГЛАМАЛАР BA 

ТЕНГСИЗЛНКЛАР

l-§. Тенгламалар ва тенгсизликларнииг 

тенг кучлилиги

М аълумки, тенглама (тенгсизлик) дейилганда, F,(x, 
у. ... , г) ва Р-Ак, У, ... , г) функиияларнинг

курииишдаги тенглама (тенгсизлик) билан алмаштириш 
мумкин.

Тенгламани (тенгсизликни) ечиш деб тенгламадч 
(тенгснзликда) кагнашаётгач узгарувчилариинг тенгла
мани (тенгсизликни) тугри тенгликка (тенгсизликка) 
айлантирадиган киймаглар тупламини топишга айтила
ди. Толилган кийматлар туплами тенглама нинг (тенг- 
сизликнинг) ечимлар туплами дейилади.

М асалан , л;2 — Ъх b =  0 тенгламанинг илдизлар 
туплами А =  {'2\ 3) дан ибораг. х2 — 5 v. +  6 >  0 генгсиз- 
ликнинг ечимлар туплами В = ( — со; 2 )U (3 ; +  ° ° )  лан 
иборат.

ГЛх, у........ г) =  /%(.*, у, ... , г)

тенглиги ( Г , > Г 2 тенгсизлиги) тушуннлади. 
(1) тенгламани ( т е и г а т н к н и )  з;ар доим

/  х ,  у, ... , г) = 0  ( /  > 0 )

(1)
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У ш б у

/ i ( * i ,  х 2, ... , х „ )  =  0 ( > 0 )  (2)
ва

-»2........ х „ )  =  0 ( > 0 )  (3)

куринишдаги тенгламалар (тенгсизликлар) берилган 
бул и б , улар б и р о р  В с о х ад а  аницланган булсин.

Т а ъ р и ф .  А гар  В  с о ^ ад а  (2) тенгламанинг (тенг- 
сизликнинг) ечимлар туплами (3) тенгламанинг (тенг- 
сизликнинг) ечимпар туплами ва аксинча, (3) тенгла
манинг (тенгсизликнинг) ечимлар туплами (2) нинг 
■ечимлар туплами булса , у ^ол да  (2) ва (3) тенглама
л а р  (тенгсизликлар) В  с о ^ ад а  тенг куяла(эквивалент) 
тенгламалар (тенгсизликлар) дейилади.

.Масалан, х 2 +  6 =  5 х  ва х 2 +  6 +  — =  ^ L + J i+ i
Х2+1 Х2 + 1

( х 2 +  6 5х  ва x2 + 6 + V  х 2 +  О - 5 x 4  V л2 +  l )

тенгламалар (тенгсизликлар) тенг кучлидир, чунки таъ- 
рифнинг  шарти цаноатлантирилали.

Тенг кучли тенгламалар (тенгсизликлар) куйидаги 
х о с с ал арг а  эга:

1. А гар  g(x) функция / ( х ) = 0 ,  ( / ( х ) > 0) нинг аниц- 
ланиш  сох а си д а  маънога эга булса, у з^олда / (< )  =  0 
< Д х ) > 0 )  ва f(x) + g (x )=g(x) (f(x) + g(x) >  g(x)) лар 
эквивалент булади.

2. А гар  g(x) функция / ( х ) = 0 ( f ( * )> 0 )  нинг аниц- 
ланиш соч асида  маънога эга булиб. # ( х ) = ^ 0  булса, у 
жолда fix)g(x) =  0 ва / ( х )  =  0 ( f(x) >  0 ва / ( x)g(x) >  
> 0 д ^ ( х )  > 0 )  лар эквивалент булади.

Машцлар

Куйидаги тенгламалар тенг кучлими?

1. 2хг — Здг — 2 =  0

2. 2к3 -  Зх  =• 2

3. -  2 -  0

А. х* -  2 -  0

-5. х» — 2 =  0

l 1
S. х 2 + — - 2х  = —  

х  х

ва 2х + 3 =  2 /V да. 

в а 2* + 3 =  2 Q да. 

ва х3 — 4 — 0 Q да. 

ва х 4 — 4 — 0 да. 

ва — 4 =  0 С  да.

ва аг2= 2jc Q да. 

ва х —2—Я  да.
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х  ̂— 4
8.  =  — 4 ва х 2 =* — 4 да.

х - 2
>с̂ jt 2 ) 2

9.  - + — = ----- ва 3(л3 — 2дг) + 2(*2 + 1 )= 5 jcs У? даь.
л2 + 1 3 Зл2 4-3

10. л г - 2 = 7 — 2г ва (дс -  2)2 =  (7 — 2лг)2 /? да.

11. 3 * — 1 = 4 * — 2 ва (Зл: -  1)« -  (4х - 5 ) ‘ /? да.

12. /(* ) =  ва [/(*)12 =  [ ? (* )|2 R  да.

13. f(x) =  у(х) na \f{x)]* =  [<p(*■)!*£ £  N. R да.

14. >!+VJ{k) =  t (<•) Ba Ддс) =  1* (* )Г А+1 Я  да.

15. jc2 — 1 = 0  ва V x1 — 1 *= 0 R ла.

16. V t( x) V О  =  0 ва \f f(x)y( t) =  0 R да.

h(x) / ,U )  + / 2(jr) /,(Jf) ./■/-*>
17.  = -----------  ва ---- = ---- - R да.

9l(*) flW  + «I* ■*) ?,,(*)

Куйилаги тенгсизликлар /? да тенг кучлими?

1 1
18. х >  1 ва х + ----  >1

4 — х  4 —х

19. Зх + 1 >  1 ва (Лх -Ь 1) + *  — 4 >  х — 3»

20 х — 3 >  2 ва (х — 3)(х + I)2 >  2(дс 4- 1)-

21 л: — 3 > 2 ва (х — 3)(* — 1) >  2?х — 1).

22 — хя — 5 д с + 6 < 0 в а х 2 -)-5с — 6 <  0.

23. х  — 1 >  0 ва ( 6 . v 2 +3*4- 5)(1 — х) <  0.

24. 2,х - X T -  3)(1 -  4х) > 0  ва 4х -  1 >  О-

1 1 -  ‘2(х — 3) л
25.  > 2  ва —— 1----- - >  0.

х  — 3 х — 3

26. — —  >  2 ва 1 >  2(х — 3). 
д— 3

х — 2
27.  >  0 ва (х—2)(5 — х) > 0.

5 — л:

лг— 2
28.  > 0  ва (х—2)(5— л > 0.

л2(5 — х)

29 m V >7̂ Tif ” <*+»)■ «*+»■•
30- 5Г5 ГГ1 > 3 ' + 2 > л' - 3'‘ +ь

5 — х 4
31. 5— х > 4  ва ---- >

х+  I х+  Г
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2-§ Бир узгарувчили бу ун ва каср рацнонал 
тенгламалар

У ш б у

курииишдаги тенгламалар юцора даражали (бутун 
рационал) тенгламалар деб аталади, бу  е рд а  а 0, 
а , .  ... , an£Q .

А гар  (1) тенглама

куриннш да булса , бундай тенглама цайтяа тенглама 
дейилади.

Ю к ор и  дараж ал и  тенгламаларни ечишда цуллани- 
лйдиган айрим теоремаларни  келтирамиз

1-теорема. Агар коэффициентлари бутун сонлар

булган (!) тенглама — , (р, q) =  1 рационал илдиз-

га эга булса, у .\олса р а„ нинг i.a q ап нинг булув- 
яиси. булади.

2-теорема. Агар « сон Р(х) куп.\а< нинг илдизи 
булса, у .\олда Р{Х) куп,\ао х —а га цолоиксиз були- 
наои.

Ю к ори д а  Р(х) Kvn^a iH H  купаптувчиларга ажратиш- 
да Г о рн ер  схем асияан  (Sомдаланган эдик (II боб ,  1-§ 
га царанг). Ш унинг учун Г о рн е р  схемасига  бу  ерда 
батафсил тухталмаимиз. Рацнонал тенгламаларни ечишга 
дойр масалалар келтирамиз.

1-м и с о л .  У ш б у  тенгламани ечинг: л° — 17л3 -|-- 
+  16 =  0 .

К ч и ш.

cl о х а  -j— . . . .  -г- а  1 х a q= 0 (2)

д (; -  17л3 + 16 =  0 < =  >
у - — 17 у 4- 16 =  0

у - XJ

Ч —
(л—у '1б) (л‘+л'1Г16 +■ V 162) =  0 

(х — 1) ( х 2 +  х + 1) =  0

А =  | х  | х =  1, х  =  ■ 1 ±/ |/|Г х  =  2 /  2;

x = V~2{-\±iV'i)\.
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2-мисол.  Ушбу тенгламани ечинг: д44-2л3 4-5х24-
4- 4х — 12=0.

Е ч и ш .  Биринчи усул: Бу тенгламада ап =  1 ва 
а 0 — — 12 булгани учун а0 нинг + 1; ± 2; ± 3; ±4;  
± 6; +12 булувчиларини ёзиб оламиз сунгра Горнер 
схемаси буйича тенгламанинг илдизлар тупламини аник- 
лаймиз:

1 2 5 4 -12

1 1 4 S <2 0

-2 1 1 (3 0

Д ем ак , тенгламанинг илдизлар туплами R да |1; 2| 

х 4 +  2х3 4~5х3 4~ 4-г— 1 2 =  (х— 1 ) (x+ 2 )(x-  4- х 4- 6) =  0.
Бундан  _

- 1tiV z i 
х ~ г

х =  1

х = — 2
Д ем ак , тенгламанинг нлдиз.ир туплами С да

{ 1; - 2 ;  —  } R да [1; - 2 ) .

Иккинчи усул (купаптувчиларга аж ратиш  усули ):

л4 + 2л3 + 5л-“ +- Ах -  12 = (л4+2х:() +  i5<3+10x) -  
— (6л- 12) = (х 4-2) (л3 + 5х — 6) =

=  (Л —  1 ) (х  -г 2) 1 X -  4- х 4- 6) =  и.

Бундан , тенгламанинг илдизлар туплами: {1; — 2;

- I ±i\fzi}
2 I

Учинчи усул (номаълум коэффициентлар киритиш 
усули):  Берилган тенгламани л44-2л34-5л-2 4- Ах —  12 -- 
=  (х* 4- ах  4- Ь)(х'й 4- сх 4- d) куриниш да ёзиб олиб, 
кавсларни ечиб чицамиз, сунгра  куп^аднинг куп^адга 
тенглик ш аргини з^исобга олган з^олда а — 1, b =  — 2, 
с — 1, d — 6 ни аниклаимиз.

4 - 2310 49

" X2 4- Л- + 6 =  0

X — 1 =  0 4— >-

_ х  4- 2 =  О



3 м и с о л .  ^айтма тенгламани ечинг:

ль 4 4л4 — 3 а 3 + 3xi — 4 с — 1 — 0. (1>

Е ч и ш .  1\айтма тенгламанинг д а р аж а  курсаткичи  
ток сон  булса , у холда унинг битта илдизи ^ а р  доим  
1 га тенг булади, яъни

(1) -*—>■ (х — 1 )(л4 4- 5л:3 4- 2л:2 4- 5х 4~ 1 ) = 0 .

Энди

Д4 4 _ 5 Х3 4 _ 2 л » 4 - 5 х +  1 = 0  (2 )

тенгламани ечиш к и ф оя .  Бунинг учун (2) нинг иккала
томонини х2 (х Ф  С) га буламиз.

х* 4- 5л;3 4- 2л2 4- 5х 4 - 1 = 0  -<=>- 

•<=■>■ х ‘1 4~ 5х 4— 1-2 Н--- 1--- == 0 <—>■
X X2

< —>  ^х24- —  j  4- 5^х  4— 2 = 0 . (3 )

х =  t деб белгиласак, л 2 4- —  = ^ 2— 2  булади,
X X1

буларни (3) га куйиб, ихчамлаймик t* 4- £t =  0 ч=>- 
t(t 4- 5 ) =  0 —> — 0, t2 =  — 5.

1. А гар  t — —  5 булса , х2-\- 5х 4- 1 = 0  булиб, ечим 

{ 7 5 ± у/,2 1} булади.

2. А гар  / = 0  булса, л 24 -1  =  0 булиб, ечим { + /} булади.

Д ем ак , тенгламанинг илдизлар туплами: 11; ± г; ~ 5±,1 —V
4 - м и с о л .  (х* 4- х 4-1)а — Зл:2 — Зл: — 1 =  0 тенгла

мани янги узгарувчи  киритиш усули билан ечинг.

Е ч и ш .  (л:2 4- л: 4- 1)г — Зл2 — Зл: — 1 =  0 ч=>- 

ч=> (л:2 4- х  4- I )2 — 3(л2 4- •*+  1) +  2 =  0 <-> 

( / • - 3 / 4 - 2 - 0 ,  _  р  =  1, j t= 2 ,

4  —  •* +  ! [ t= x 2-\-x 4- 1 ^ и = л 24-л:4-1



Тенгламанинг илдизлар туплами: | 0; — 1; —■ ^  — [

с 19- х[ , 19 — дг\
5-мисол .  х --- - X + 84

х + 1 \ х + 1 
тенгламани системага келтириш усули билан ечинг.

I-. 19 — х ( , 1 J — х\ о .
Е ч и ш .  х ----х  Н------ | =  84 ч=>

х +  I I х  + \)

-<=>

ху(х  -Ь у) =  84,

19 — jc 
У =  — Гу -*=V

V

V

х+\  ’

х  -}- 1 Ф  о. 

uv =  84, 

и + v =  19, 

ху  =  и, V =  х+ У ,

У —  х + 1 ^ 0
•* 4  1

и =  12 д v =  7, 

и =  ху, v =  х + У, <z=>

I 9 “ X I ч / Г\
У —  — — . -*+1 Ф 0.

*  4- 1

х + у  =  7 

х у = 1 2

19 — jc

■*У(* +  У) =  84, 

ху 4-(х + у) =19, 

19 —х

х+\
:  Х + 1 ^ 0 .

« = 7 А г > =  12, 

и~ ху, v =  х  + У ,  

19—х
У =

х 4  1

V

У =
*  + 1

, JC+1 ^ 0

х 4- у =  12 

ху =  7

19 — х , , . „
У =  -- —г, +  1 Ф  О

* 4  1

х =  3, 

х  =  4,

х =  6 - К  29, 

Х - 6 + К 2 9 .

V

Демак, берилган тенгламанинг ечимлар туплами:

{3; 4; 6 - / T 9 ,  6+ ^29 } .

6-мисол.  Куйчдаги параметрли тенгламани ечинг:

х  + а _f. *  + _  =  2

Е ч и ш .
jc 4  а

х — а

=2<=>-

-ч=*

к — b х  — а

х2 — а 2 ■ х2 — А?* =  2(х — а )(х  — й), -<=>- 

х ф  а, х ф  b
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( 2(« + b)x =  (а + fc)2,
ч—” I , , и ч~>1 х ф  а, х ф  b

a. + b ф  О

а + Л
Л =

2
х а а2, л- Ф  b

a  -f Ь ф  О 

х  =  (а Ь) : 2, 

(и Ь ) : 2 Ф  а , 

(ii -L b) : 2 Ф b

i b =)<= zz Q,

<—>

a + b =  0,

\/ j 0 • x =  0, -<=> 

x ф  a, x ф  b

a =  — b,

0 ■ x =  0, 

x Ф  a, 

x Ф  b 

{ b =  — a,

V \ х ф  ± a,

0 • x =  0.

V

Ж а в  о 5.

1) Агар b ф ■а ва b ф  а  булса,

2) а г а р  b Ф  — а ва b =  а  б у л са , ;

3) агар b =  — a ov.ica. R\ '— n :

Машцлар

Купайтувчи :apra ажратиш усули билан ечинг:

32. л3 — ox -  2 =  0.

33. л3 — iOa- — 30=  0.

34. 2л3 -  л* — 1 =  0.

:i5 л3 + x -~2 — О

3 j. x3 + 4 — Оде - -1 =  0.

37. i '.jc*— 13 v* — 27л- t- l it  — 12 0.

38. !!л3 + 4де'’ =  ! 4- l 2 i ‘.

33. x4 "4" л3 x - f  -V f  i — O.

40. хй 4- л3 -j- v =  0.

4 1. x'j — и к1 4- 9л3 — 6л2 4- 8л — 0.

42. 3x7 4- Xе 4- Зл4 + л3 f  15л г 5 - 0 .

43. 8л7 — (i<‘> — 4л‘ f  Зл1 + 8л — о =  0.

44. л7 + 2л'1 4- 4л‘ -  30л3 4- 32л2 — 72 v: 4 48 =  0.

45. (л-3 4 л" + I)2 4- (л3 — л2 4- I)2 =  2л4.

46. (л -  I)3 4- (2л 4- З)3 =  27л3 4- 8.

Куйилаги уч >;1Дли тенгламаларни е .ннг:

47. х ‘ — 13л! -j- 30 =  0.

4S. 2л‘ 4- Зл -t-3 =  0.
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49. 36л® -  13л:1 + 1 = 0 .

50. (х -  2)5 -  19(лс -  2)3 =  216.

Тенгламаларни С да янгн узгарувчи киритиш усули билан ечинг[

51. {х» — 2х — 1)2 -  Зл:2 -  6л: -  13 =  0.

52. (2*2 — х  + 5)5 + 3( л2 -  х -  1) -  10 =  0,

53. (л:2 -  5* + 7)2 — (х —2 )(х -  3) =  1.

54. (х — 1) i (jc + 1) (л- + 2) =  24.

55 ( х + 4) (х + 5) (л: + 7>(х + 8) — 4.

56. (х - ! ) ( *  +  2 )(х  + 3)(* + 4j =  120.

57. ( jt_ 2 )( .v + l) ( jc  + 4 ) ( t  +7) =  19.

55. (л2 + х + 1) (2 г ■+• 2х — 3) =  — 3(1 — х  — л2).

59. (2л-2 + 3.t — 2)'5 —6л - 4.v2) =  — 5(?л2 + Зх + 2).

л- г — 5 3 дс
60.  + --------  + 4  =  0.

л х"-т х —5

,Г:0
61 х ' — -----=  14.

2 л! - 7

I 1 _1_

х(х -г- 2) (л + I)2 12 ’

21

Куйидаги кайгма теп. лама та;э :и С да ечинг.

64. 2.V1 +  Зл — 4л:-' — Зл: +  2 =  0.

65. х * + 5 а'3 +  2х'1 +  5 к +  1 =  0.

66. ЗПл< — 17л:- — 228х2 +■ 17л + 30 =  0.

67. 2х' — Ох ; + 9л- + 2 =  U.

68 X1 + 3.v:‘ — ‘Зл1 + 7л3 + 6 v2 + Зл + 1 = 0 .

69. Оле® — 18л"' — 73л1 + 164л‘3 — 73 с2 — 18л + 9 =  0.

79. л8 + л" -  1л* + 4л-2 + 1 = 0 .

71. Юлр1 -г- л-' - 47л' — 17х2 + х  + 10t =  0.

72. 10*” г 1 -  Г.)л* — 20л:' -  19л2 + 19л: + 10 =  0.

73. х ‘ -  2л- - 23 «2 + 8л +16 =  0.

74. 2л‘ -  21 л 1 4- 74л2 -  105л + 50 =  0.

75. 2V -  15^ f  4 ) t-’ -  15л +- 18 =  0.

76. 21 х" -■")!(■' +- 27л-' — i8** + 18 л1 — 24л: + 8 =  0.

77. 21 хй — 54+' — 81с1 +• 1 23*-> f  54 t2 — 21 г — 8 =  0. 

Куйидаш каср рацнонал тенгламала, ни ечкн ;

12л + 1 9л — 5 108л — Зил2 
7"*' Ол — 2 Зл + 1 4 (9л2— 1)

x J+ 2x t2  л2 + 8л + 20 л2+4<+6 л2 + 6*4-12
79 ------- + -----------  = --------+ ----------- .

л + 1 л+4 х + 2 л+3

л 4- 4 л — 3 х +6gj __________  _ ______  __ -------------------
2л ! — 8 * 4-13 8 — 2х‘ л + Зл 2 — х  + 3‘
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2<4-5 Зж 5дг + 7
fit, ~f~ -  ,

3x3 — 3r — 6 8 — 2x2 jr' + x1 — 4x —4

дг + 5 x - 7 9
82. ----------  <- ------  + -------------=  0.

2ла — 6x — 8 64— 4x' jc1— л3 — I(;jc+-I6
x — 3 11 x *- 3

83. — -—----— 4

«4.

2x2+2x - 12 x3—2x*—9x4  18 3x2 -  16jc 4  18'

3___________ 4 — x ___

2x2—8 x' + 2x'+Hx—i'j x-1 — 8

rfK 242 g  + 8x x + 2

48 — l<!x — 2x- *  »3 — 3x 4 x 4  8

14 x- + 4x x + 3
86.   -f ----- -----  + 3- 0 .

20—6x— 2x‘ x* 4  5x 2 — x

263 8 4 *  x3 + 3x
"87. —------------- h ---- 4  ------- =  2.

72 — 15 jc —  3x2 x — 3 x 3 — 8x

•88. — -----_ 3^ L + 6_ ± i _ 2 =  0L
x 2  4  lOx - Ь  21 7 4 -  x  x -  4

«9. --- ^ ____ + i-£!±®f + 7- = ^
x 3 4  7x -  18 x*+9x x — 2* 

________ 1_______________12__

1 ~  12x—7’ 
x+ ---------

l + !± _2 
X -  2

^унидаги параметр™ тенгламаларни ечинг.

4 а к - а 1
91.  ---- +

90.

х2— а3 х(х  — а) х2—ах

х 2а 8а3
92.   -  ---- =  ------.

х — а х + а х ‘ —а2
а х 'г  .. , ,

■93.------va = а* 4- 1.
« — 1
х + а  х — Ь

т .  + —  - 2.
х t  Ь х — а

2x4-а 2 х + b
■95. -----4  ----- 1 -  2.

‘2х— а 2х — b

а х — 1 <> a(va 4  I)
<96.------1----  =  ------- .

х -  1 х 4  1 х2 -  1
a b а — Ь а + b

97. ---  4  7 =  + " •
х — а х 4  Л * — а х + Ь

х I 1
Ж  ---  +   , ---; - 0.

х — а \ 4 а х !—аг
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в b а + b99   I ____  e  ** ~ v
ax—1 bx— 1 (a - fi) jc  — l '

100 — 1---- 1  + 1 --L.
a-\- b — x b b x

101 (b - 5)*» + 3bx -  (b — 5)= 0.

102. f z j . g f - T f .- .1
л+ 1 Л - 2  ’

,оз. - ^+  2 3j:- 2w
■j™ 1

104.

‘2m x — 2 2(jk — 2)* 

2ot 8m2 

лг— m x+ m  t f - m 1'

x t 2a — 1 2(2a+ 2)

^  2a+3 x 2a -f- 3

(m -  2)x , 2л:;+от+- 1 m+2
loo.  :--- 1 =  — -----:--- H----

от— 1 (m — i)x  m — 1

36 + 4 „
107. 4(ft-l)2jc+4(*-l)+ - j -  = 0 .

л- 1 л(лг + 2) 1 
j  08  ___ 4 - ____________—  ■—-— ■— - 4_______________

n 4 (x — 2) m(x — 2) m(x — 2)"

109. от нинг цандай цийматида 2 ^ - ( З я + 2 ) < +  12 — 0 ва 4хг —
— (9от— 2)х + 36 =< 0 тенгламалар умумий илдизга эга булади? 

Куйидаги тенгламаларни график усулда ечинг:

110 2х2 — jc — 3 — 0 .
111. Зл:* —  6 *  +  3 — 0.

112, 5л* — 4х + 7 =  0.

ИЗ. Ьхг — 16* + 3 — 0.

114. лг* + 4х -  12 =  0.

115. * 2- л :- 6  =  0.

3-§. Бир Узгарувчили бутун ва каср рационал1 
тенгсизлнклар

Хациций сонли майдонда берилган Р(х) куп^ад 
учун Р (л :)> 0; Р (х ) > 0 курииишдаги *амда р (Х ) ва

Q(x) лар учун > 0  Ч — >■ P[x)Q(x) >  Окуринишда-
V РО

ги тенгсизлнклар берилган булсин. Бундай куриниш- 
даги тенгсизликларни ечиш учун Я(л) ёки Q(x) ни ку- 
пайтувчиларга ажрагамиз, яъни Р(х) учун

Р(х) =  а(х — х,У '(х— лг2)а*__(л:— -хг?-{-

Р\Х + q y ,....(xi -\-pmx^-qm '̂n

уринли булсин . Бу  ерда  х2 +  ptx +  qh t = l ,  т .



R  : x2 ptx +  qt > 0 ,  / — 1, m булса, у ^олдз, 

P[X) >  0 -<=> а ( х — x S '(x — х2)л\.. ( х— > 0  (1) 

<5улади.

Ф а р а з  ^илайлик, Р{\) куп*адни>г ^акикий илдизла- 
ри  х ,  <  х 2 <  .... <  хк тартибда жойлашган булсин. У  
* ол д а  Р (х ) нинг и ш ора сн  ( — оо; х,1; ( х , ; х , ) ,  ... (лк\ 
+  оо) ларнинг ^ а р  биридаги купайтувчиларнинг ва а  
«инг и ш ора си г а  к араб  аникланади. Хусусий *ол да  а , =  
=  ... =  а 4= 1  булганда (1) ни каноатлантирадиган 
•орали^ни куйидаги жадвалда куриш  мумкин.

( -  х.) х.,) (>••' дг.|)

X - X, - +

X — X, - - +

.... ! ... ....

X— х к - —

а >  о.
+ +

/’=  2 п

(Р х )

а >  0. 

к =  2п 1 +

а <  С,
/ ;=  2п + —

а <  0,

*  =  2« + 1 +  !
4_ .....

Шундай килиб, ю ц ори  дараж ал и  тенгсизликларни 
бу  ечиш м е ю д и  интерваллар методи деб аталиб, на- 
тиж ани  тез аниклаш учун  кулайдир.

1- м и с о  л. л6 —  2 х 2 —  а  +  2 >  0 тенгсизликни ечинг. 

Е ч и ш .  Р(х) =  л 3 — 2 к2 —  х  +  2 > 0  < - >  Р(х) =
=  ( x + l ) ( x - l ) ( x - 2 ) ^ 0

Р (х )  =  0

буладиган кинматлар туплами: {— 1; 1; 2).
Энди Р\Х) нинг иш ора си н и  аниклаймиз:
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- 1 ) 1-1; О (1; 2) (2 4- оо)

х 4-1 — 4- 4- +

л — 1 - — 4*

х — 2 — — — +

Р(х) — 4- —

Демак, берилган тенгсизликни каноатлангирадиган кий- 
матлар туплами: А =  (— 1; 1)U(2; + 00).

п ч . х — 4 х — 2
z-мисол .  Н ----- > ---- тенгсизликни ечинг.

х  — 3 х  — 1
„  , , х — 4 _ х — 2 . х — 4 х — 2 А
Е ч и ш .  Ц -----> ---- ч—vlH------------>0-<-v

х  — 3 х — 1 х — i  х — I

f  (ДС— 1) (V — 3) (x* -4x  + 1) > 0 .
(x —1)(*— 3)

(x  — 1) (x — 3) (a-2 — Ax -p 1) =  0 буладиган циймаглар: 

л, = 2 — V'S; x2 — 1; x3 =2>\ x i ’=2-\-V%-

Энди нинг 1ииорасини  аниклаймиз:
U{x)

( - оо; х,) u ; x-j) (ху, X ) (xy, xt) (дг4; +oo)

X— X, — 4- 4- 4- 4-

Х-Х 2 — — 4- 4- +

X — *3 — — — + 4-

X - х 4 — — — — 4-

*-{х)

Шх)
4- — + — 4-

j 2̂ __  ̂ J
Д емак,------—  > 0  ни кзноатлантираднган киймат-

(х—3)(х — 1)

лар туплами:

А =  ( — со ; 2 - / 3 ) U ( l ;  3)0(2 + V~3; +  оо)*

'  5?



а га

3- чизма.

___^  3-м ис ол .  Ушбу па-
-2а -а о а 7  раметрли тенгсизликни

ечинг:
•f •f- — + ______
~ о  а Та 1 ^  а .(а  —  1)jc2( x  — 2 а )  X

Х («2 — л-) X

—  Х (х 2 + 2а1 Н- 1) >  0 (1)

Еч иш.  а[а — \)х2 X  

X  {х — 2а) (а* —  хг) X  

Х.(хг + 2 а1 + 1)>

>  0 ч = >  а(а  — \)х2(х — 2л)(а — х) ^а +  х) >  0. (2) 

Бу (2) тенгсизлик чап тэмэнининг илдизлари (0; — а; 
а; 2а\.

I \ о  л. а(а  — 1) >  О •<-->■ (а <  О \J а  >  1), (2) ч=> 

*=> х г(х —  2а )  (х — а )  ( х  +  а )  <  ® (3).
а) Агар а <  и булса , у ^олда 2 *  <  а < @  <  — а  бу- 

либ, (3) ■<—> (х <  2 а  V х < а  < л <  О V  О <  * <  — а ) бУ’  
лади (3, а-чи зм а ) .

б) а  >  1 булса, — а  <  О <  а <  2а  булиб, (3) ч=>- 
ч = >  (л. <  — a\J а  <  х  <  2а)  булади (3, б чизма).

II %ол. а (а— 1 ) < 0  булсин, у \олда а(а — 1)<0<~>- 

ч=>- О <  а с  1 булиб, (2) *=>-х ‘(х— 2а )(х— а ) ( х а ) ^ -

>  О (4) булади, бунда — a < U < a < ^ 2 a  булиб, ( 4 ) ч=>- 
ч=>- ( — а <  х < 0  у  0 <  х <  а V 2я <  х) булади (3, в- 
чизма).

I I I *  о  л. а{а —  1 ) )=  0 <=> (а =  О V а =  1).
Бу *®лда (1) ч-> (2); 0 < 0  булиб, ж ав об и  0  булади. 

Ж а в о б :

1) Агар a  <  0 Л =  {х | л: <  2a V « <  *  <  0 \/0 <

2) агар • <  а<  1 = >  А =  { х\ — а <  х < ®  У 0 <  х <
<  a V 2a <  ;

3) агар a >  1 =>- Л =  {л |л <  — а У а <  х <2а\\

4) агар в =  0 V a — 1 =>- 0 .
4-м и с®  л. 1{уйидаги тенгсизликни ечинг:

т х 2 —  2(/и — 1)л: +  т. +  2 <  (1)

Е ч и ш .

l j  А г а р  т  =  0 = >  2х +  2 <  0 ч— ► * <  —  1 =>- Л  =* 
—  \Ах< — 1};

2) т х 2 — 2(те — 1 )аг -{- яг -J- 2 <, о ч=>-
£8



н
v

_  т х 1 — 2(т — \)х +  т  + 2  <  О,

^  т  ф  О, D  =  1 — 4/га

т х г — 2(т  — 1 )х + т  -j- 2 < 0, 

т  Ф  О, 1 — Ат <  0. ^

т х 2 — 2(/га — 1 )х +  т  2 <  0, ^ ^  

т, Ф  О, 1 — 4/га >  О 

f /лх2 —  2(/га — 1 )л: -f т  +  2 <  О,

~ |  « > л

т х 2 — 2(/га — 1 )х +■ т  4- 2 <  О,

/га <  О V

т х 2 — 2(/га — 1)л: 4- т  -j- 2 <  О,

1 <=>-
О < /г а <  —

4

/7zjc- — 2(/га — 1 )х + т  + 2 <  О, 

хл= —[т — 1 —К  1—4/га),
т

хг= —{т~  \-\-Vl-Ат], ^
т

т  <  О, х, >  л:2 

т х 2 — 2(/га — 1) дс +  т  + 2  <  0 , . у

V I  „  .  1 — • r ^ „ a' v
л. <  д:«, 0 < /га < — |,/га< 0

4

1>д с > х  

/га < 0 . ^  0 < /г а <  —.

ATj <  л: <  » 

1_ 
4 '

Ж а в о б .

1) Агар/га < 0 — >• А =  {* |— о о < х < х 2\ J f i< ^ < 4 - C0)j

2) агар  0 < / г а  <  —  = >  Л  =  (л: | <  л < л 2};

3) агар /га >  > ■*€ 0 !

4) агар  /га =  0 = >  Л  =  { х 1 л <  — 1).
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Машцлар 

Куйидаги тенгсизликларни ечиш:

116. (х  + 2) (*  — I )3 >  0. 121. — О* 2 — 17* — 5 <  0.

117. (* + 2)(* -  I)2 <  0. 122. 2Xi — х  4- 3 >  0.

х  — 4
118  >0. 123. 9*2 — 6х 4- 1 >  0.

(х- 2 р

*4-3
119 124. 4 4  2* + 5 < 0.

12 ). 2х'! — 5* -  12 <  0.

К: йидаги фуш-.цпяларяинг аникланиш со распни топинг.

5
25. /(*1 =  2 V x -  I -

126. / ( * )  -  У -  3* * г-  4.

127. / ( * ) - !  (2 — л ) (3,5 — * ) ( *  — 8).

т  - ] /

X — 1
(.V-— Зх +  2)

/  (.V- + х  ■+• 1) {X— S)
л- f  \х i- J

( X* -Ь 1)(х - 2 )  ,

128. / ( * )  = | /  , „ ■ ‘ 129

130

. / ( х ) -  I / LL.:
Г  А  -( *  - 1)

131. / ( * )  =
г X--- и  4- 3 ~ Ха — У* -f 2J

Куйидаги параметр.™ тенгсизликларни ечинг.

к 2Ь 4- I
133. а *  + 4 >  2х 4- а2. 137. ----< ----------- .

*— 2 (* —3) (*-2)
2* — 1 х -4-  1 2* - 3

134. д(3* — 1)> 3 * - 2 .  138. ----- -  --- 1---  > ---— .
т 4- 1 2( т — 1 ) т — 1

ах  — 3 а
И5. о(2а — х) <  ах  + I. 139. -----— —  < а  — 1.

*  —  3 2
(а 4-2 )* 2 ах х — I 2*4-3

136.  —  - — < 2 х - 1 . 140.---- < - Т - .
а — 1 3 а -  2 3 4

141. ii ниш кандай кийматлар тупламида 2* f  а 2 4- 5 <  0 тенгсиз
лик |*| < 2 ни каноатлантиради?
142. а нинг кандай кийматлар тупламида % <  0 тенгсизлик 

(а3 + 2d — 3)г 4- За3 — а  — 14 <  0 нин.’ ечими булади?

143. т нинг кандай кийматлар тупламида | jc | < 3 тенгсизлик 
{ т2 — 4)* + т — 2 < 0 нинг ечими булади?
144. а нинг кандай кийматлар тупламида | х  \ <  1 тенгсизлик

2х 4- а 4  9
---—------ —  < 0  пинг ечими булади?
х :+{2— а )х—2а



Теш сизликларни ечинг.

145. х 1 +  Зах — а > 0.
146. ( /и — 1) хг — 2( т 4- 1 ) х  4  т — 3 >  0.
147. х 2 — 8 ах <  — 15<;3.

т т
149. 3(а +  1 )jca — С( аа - f  а 4  1 )*  4  Ца? -  1) <  0.
150. 3( к — 1)а2 —2 (2 v -  l )x  +  2k -  1 >  0.

Параметрнинг  кандай ь;инматларида цуймдаги т еш си з ли кл ар ни ш  
ечими R  туплам булади?

152. ах‘‘ 4  (а — 1 )х — 2 <  0.
153. {Ьг -  l).vr2 4 - 2 ( 6  -  1 ) с 4- 1 <  0.
154 (т — 2)х- — тх  — 1 <  0.
155. /п нин; цандай кийматлар т *нламида  — 2 <  х  <  1 тенгсизлик 
т х 1—2( т+3)х+т  < 0  нинг ечими булади?

Тенгсизликни ечинг.

156. ( х  4- 2)( i — l ) ( . t  -  3 )  >  0.
157. ( x + 3 ) ( j c -1-2j ( jc — l ) ( J t  — 3 > 0 .
158 5ix  4  3 ) ( j c  — 2 )  (jc — 3) <  0.
159. {x  4  3)(jc -t- 2;( x -j- 1)-’(Jc — 2)(л3 4 i x  4  5) >  0.
ItO ( x  — 7)  ( k 4 3 y>(x — 2)x%x 4  5) :l >  0.

161. ( x  — 2)4x  4  l )2( r  4  3 ) ‘(jt — 4)■>(.« — 8) >  0.
162 (x -  1)(*2 — 1) (.c- — I) (jc< — 1) <  0.
163. (x  4  2>(x -  l ) - (* -  2)( x J 4  Злг 4  5 )  <  0.

1S4. ( *з  _  2.v2 - 5 a :  4  6) ( л 3 -  x  4  1) >  0.

165. 4  5 x 2 4  3*  — 9 >  0.

166. лг‘ — 6x  4  M. t3 -  Ox <  0.
167. x 4 — 3x1 4  3*2 — 3x  4  2 <  0.

a a3

168.

171

169

172.

170.

4 х * - 5 х - \  л-------------- > 0.
2x* — 5* — 3
( *  +  t ) ( jr  4  2) (лс 4  3 )  Q 

( 2 x ~  1) (JC 4  4 ) ( 3 - л > >

X-IX  - -  1)— ( r  — 1) --------------;-------  > 0,
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х* +  2 v' - 5 „ х 3 — 6 12 ‘ 5* 4  I ‘2
178. ----------------- ------ >  в. 18 ) . --------------------------------- - >  0 .

х3— д2- - 4 г 4 - 4 х '  — Jjc3 4 З * 1—3 i-j-2
x :i 4  1 ** 4- * —Ъ 

17Э. ------------------------  <  0.
х :,+ 2х'2 - f-.v—ti

Параметрам каср рационал тенгсизликларни ечинг.
а /1 х  — а х — 2д 8 

i8l .  -------  4  ------- < 0 .  186. --------------- ---------  -  -  <  0 .
х — а х + а  x — Va х — а 3

2 * 1  I  3 2 
182. -------  -  ---------  <  ------- . 187. -  + —  <  --------- .

х + а  x't— a* а — х  х  а к +- За

1 9 I ( х —а)* +  х ( х—а ) + х 2 19’
183   +  —  <  — . а ф  0. 188 — ------------------------------ <  —

х — а 2 1 < ( х —а)‘‘ -  х{ х— а ) + х  7
а I 18 х  - а х  — b

184 - 4- г. < ~  —• ' 89 .  - 4  4  2 >  0. 
л:— 3 х 4- 3 х — 19 х — b х  — а

< 2 а Н а 2
185.   -  -------  < ----------.

х — 3 х + а  x L— а'г

4-§. Модуль цагнашган бир узгарувчили 
тенглама ва тенгсизликларни ечиш

Матемагикала ишлатиладнган тушунчалардан бири 
соннинг абсолют кнймати (модули) тушунчасидир. 
Соннинг модули тушунчаси математик аналнзда ёки 
такрибий ^исоблашларда абсолют хатони топишда (тех
ника фанлари микёсида) куп ишлатилганлиги сабабли 
урта мактаб матемагикасида ^ам бу тушунчага тухтаб 
утилади.

Т а ъ р и ф .  Хакикий а ва —а сонларнинг манфий 
булмаган цийматига а  соннинг абсолют циймата (мо
дули)  декилади ва у \а\  каби белгиланади.

Таърифга кура

\ a \ =  { a t агаР булса,
( —а, агар а <  0 булса.

Теорема.  /(арама-царши ишорали а ва — а сон
ларнинг модуллари тенгдир: \а\ = |  — а\.

Юцоридаги муло^азалардан куйидаги натижалар ке- 
либ чикади:
1. V х, Ь £  R : (| х  I =  b/\b  > 0 )  = >  (х =  ±  Ь).
2. v  х, b £ R : I х  || =  | b \— +-х =  ±  Ь.
3. V  я,  R \ х  \ <  b \ Ь  >  0 =->---- Ь <  х  <  Ь.
4. V х, Ь (; R : {\ х \ >  b / \  b >  Q) < = >  {х >  b Д Ь >  0) V

V (л <  - b  А Ь > 0 ) .
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Юкорида келтирилган тушунчалар асосида модуль 
{(атнашган тенгламаларни куриб угайлик.

Т а ъ  ри  ф. Агар f(x,  у, . . .  , z ,  а, Ь, . . .  , с)  =  0 (1) 
тенгламада узгарувчилар абсолют киймат остида i<ar- 
нашса,  у ^олда бундай тенгламалар абсалтт циймат- 
ли, тенгламалар  дейилади.

Масалан, | х  — 2 | =  3; U 3 +  2х  +  41 =  5;
| 2х +  3 | +  14х — 1 1 =  4.

Абсолют цийматли тенгламалар куйидаги турларга 
булинади.

1 (1/(х,  у ..........г ,  а , Ь , . . . , с )  | = £ ,  .
- U > o

( f(x ' У, г, а, b..........с) =  k, у
( k >  О

\ /  /  f№i УI • • • ) • • • 1 с) =  k,
v  u > 0 .

Тенглама бир узгарувчили булган ?{олда

{ !/ > о  =  № )
=/%Д&>0) V ( / ( a ) = —-£/\ & >0)].

1- м и с о л .  |х  — 2 1 =  1 тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  I х  — 2 1 =  1 <— > [(л: — 2 = 1Д х — 2 ^ 0 )  V

V  (х  — 2 =  — 1 Д л - 2 < 0 ) 1  -<=>- | ( х  =  3 ) Д х > 2 ]  V 
У ( х  =  1 Д х  < 2 ) ]  = *  Л =  j jc i х  =  1, * =  3).

II. / ( \х, а, Ь, . . .  , с\) =  k.
Хусусий ^олда куйидаги куринишдаги тенгламани 

^арайлик:
/ ( |  ах +  b\) =  k -<=>  [/( — (ах +  b)) =  & A a x  +  b < 0 ] V

V (!(ах +  й) =  & Д а х  +  6 >  0)].
Маълумки,  функциянинг жуфтлик хоссасига асосан 

а  сон / ( | jc, а, Ь, . . .  , с\ )  — k тенгламанинг илдизи бул
са, у ^олда — а *ам шу тенгламанинг илдизи булади. 
Шунинг учун иккала системадан бирини ечиш етарли- 
днр.

2- м и с о л. х % — | х\ — 6 тенгламани ечинг.
Е ч и ш  1 - у с у л .  х* — |xi =  6 ч = >  [ ( а2—х — 6 =  0 Д

/ , х > 0) V (х г +  х  — 6 =  0 Д х  < ® ) ]  •«=► [(х3—х  — 6=  
=  0 Д л  >  0 = >-  (х  =  3 , \ х  >  9) V  (х  =  — 2 Д х  >  0)) V
V (xJ +  — 6 =  9 Д  х  <  0 = > -  (х =  — З Д х  <  0) V (х ==
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=  2 Д х < 0 ) ) |  -*— » [ix =  3 Д х >  С) V (х =  ~  3 Л  х  <  
< 0 ) ] = > Л  =  { — 3; 3|.

2- у с у  л. х а — | х | =  б <-->  | л |2— | дс| =  6 — > (| х\ =  
= 3 V  \ х \ ф —>2) — ► | х |  =  3; А — {—3; 3).

III. | / (х ,  а, b, . . .  , с)  | =  ч>(х, а, Ь, . . .  , с) <'-=>■

[ / (х ,  а, Ь, . . .  ,с) =  +[х, а, b......... с),
■«=► /(х,  а ......... с ) >  О, V

[<р(х, а , . . .  , с } >  О

(fix, а, . . .  t с) =  — 'f(x, а ......... с),
V /(>,  а ......... с) <  О,

I *(*, а ..........с) ; > О.

Бу куринишдаги аралаш сисгемалар тегишли цонуни- 
ятлар ёрдамида ^ал килинади.

3 - м и с о л .  | 9 — Зх|  =  |4 — 5х| 4 - 12х 4- 5| тенглама
ни ечинг.

Е ч и ш. | а 4- b | =  | а | 4- 1̂  | ■<=>• ab >  0 га асосан

19 — З х [ =  14 — 5 v | 4- 12х 4" 5 1 ^— > (4—5х) (2х4~5)^-С  
ч = >---- 2,5 х <  0,8.

Демак, ечимлар туплами: А — {к | — 2,5 ~< х <  0,8).
4 - ми с о  л. |9 — 3« | <  | 4 — 5 v 14 - I 2х 4- 5  | тенгсиз

ликни ечинг.
Е ч и ш .  Бу ерда 9 — 3 v =  (4 — 5х) 4 - 2х 4-5 булиб 

ва | а 4- b | < |  а |  4 - 1 о| ■«=>• а '><0 га асосан ( 4 — J5x) X 
Х(2х +  5) <  0 (х <  -  2,5 V х >  0,8).

Ж а в о б :  х ^ — оо; — 4-°°j.

5 - м и с о л .  | х 4- 2а|  4 - 1 х  — а\ <  Зх тенгсизликни 
ечинг.

Е ч и ш  Агар а > 0  булса, у ?рлда — 2 а <  а булади; 
агар а  < 0  булса, у *олда а <  — 2а булади.
| х  4~ 2а [ 4" | х  — а ! ^  3 к ̂ —>■ [ (х 4" 2а ^  О Д х  — а  ^  О Д 

Д х 4- 2а 4- х — а  <  3 к) V (-£ 4- 2а <  О Д х  — й > 0  Д 
Д  — х — 2а +  х — а <  Зх) V (х 4- 2а > 0  Д  х  — а < 0 Д 

А х 4 - 2а — х 4- а <  Зх) V  ( х 4- 2а < 0 д х  — а < 0 д  
Д х  4- 2а 4- х — а >  Зх)] >- Ц х >  — 2 а Д х > а Д х > а )  V



V ( - * < — 2а Д л  > а Д д с > —а ) Y ( jc>  —2а Д л ; < а Л л > а )  \J 
V  (-* <  — 2а A x < a f \ x >  — | - j

Ж а в о б .  [Агар а < 0  б^лса, у ^олда x f  12а; + ° ° ) .
агар а = - 0 булса, у з^олда х ^ ( 0; +  °о), 
агар а > 0  б^лса, у ^олда +  °°).

М а ш ц л а р  
Куйилаги тенгламаларни график усулда ечинг.
190. \х -  '2| = 3 .
191. | х| =  * +  2.
I9>. | * | =  2< +  1
19f. | - «  +  2 | =  2* + 1.
194. | 3 « - 4 |  =  - *  +  4.

/ * + 4 | 3 г — 5 1
195.

196. | к -  1 | + | г — 2 | — 1.
Ку идаги тенгиамаларни ечинг.
197. | г  — 2 | f  | * — 3 |  -Ь | 2* — 8 | - 9 .
198. Ц < - 1 | — | 2 * - 3 | + | х - 2 |  =  0.
19^. | к — 1 | +  | * + 2 | — | * — 31 — 4.
200. | v -  I | -  | х + 2 1 — S 2*  — 5 | +  13 — к | -  — 3.
201. |||| с | -21 -1  | —2 | — 2.
202. | 2— | l—|x||l -  1.
КуГшд 1ги параметрли тенгламаларни ечинг.
203. 2 1 х  + а | — | х — 2а | — За. 208. к  =  2 1 X — а \ —2 1 х —2л |*

2а%
204. а — ------------ — 0. 207. | х  +  За | — | х — а | =- 2а.

I * +  а |
2 | х  + а I а

205. ! х2 -  а 3 1 =■ (* -+ За)». 208. х  +  -----  -  — .

Тенгламаларни график усулда ечинг.
209. л:2 +  2,5 | *  | -  1,5 -  0. 212. | дс-3  | -  (х — 3)2.
210. * '+ 6  | * |  +  8 =  0. 213. ( * +  1)3 - | *  +  3 | .
211. * а — 6 | * | + 8  =  0. 214. I 2х +■ 3 | -  (2х -  З Д
Тенгламаларни ечинг.

215. | *■= — 4 | -  ** — 4.
21 в. | - * 2 +  1 | =  — * 3 +  I.
217. | * 2 -  3* +  2 | -  За: -  ** — 2.
218. |2 *  — * 3 — 1 | - 2 J C - * * — 1.
219. |5 «  — де* — 6 | - х » — 5* +  6.
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221. | х 2 -  5* 4  6 -= 5* -  л» -  6. 
221. Ix -  1 | =  — | je | +  I.
222. — x ! — 2x +  —2 2 + — x 2 — 3* -f 4

Куйидаги тенгсизликларни график усулда ечинг.
223. | 2х -  5 | <  7. 229. | х  + 2 | > | х  |.
224. | 3 — х | <  4. 230. I *  | > | I — л |.
225. | Зл: — 51 > 10. 211. |2 *  +  31 >  \4х — 3 |.

225. | 5 — *  I > 232. | *  — I | <  I 2* — 1 |.

23 i. | 2* -  3 | -  | 3* +  7 | <  0.227. | *  — 2 | < ‘2 х — 10,
223. | 2* — 1 | >  * — 1.
Куйидаги тенгсизлнкларни аналитик усу-лда ечинг.
234. | 2* 4  7 | — | ix  -f 5 | >  0.
235. | 2x +  5 | — | Зх — 7 | <  0.
236. | *  -  1 | +  | 2* -  6 I <  3.
237. | *  — 1 | +  | x  -  3 | >  2.
233. | x — 1 | +  | * +  2 | — | * — 3 | > 4 .
‘23Э. J* 4- 2 I +  I *  -j- 1 | +  | * — 4 | >■ J.
240. | x  — 1 I — | *  — 2 | 4  | x  — 3 | — ; *  — 4 | -f | *  — 5 | <  3.

241. | *  -h 2 | — | де Н- I | - H  * | — I *  — 1|  f  I x — 2 | >  2,5. 
212. | x 2 - x  — 6 |  > 3  +  *.
243. j x 2 -  6* +  8 | <  5 x  — x 2.
<!44. | 5*  — х г — 6 | >  X‘ — 5 *  -|-6.
245. | i ‘ — 3 *  -I- 2 | >  3 *  — x-  — 2.
243. | x 2 +  Gx 4- 5 | >  x 2 — 8x +  16. 

x 1 — 5 x  +  4
247.

248.

249.

250.

x 3 — 4 
x 2 — 3x 4- 2 
*2 -f- dx  4“ 2 
X‘ — | x  | — 6 

* - 2  
4* —

> 2*.

1 * 4* 1 I*
\ x -  1 I

Куйидаги параметрли тенгсизликларни ечинг.
3 а

251. | 2* +  а | >  — +  | *  4  а |. 254.

-  2а. 255.

■ я21 > 2аК

252. | * — За | <  | *

253. | х 4  2 а | 4 | х  — а | <  ix .  256. а 4

х  + 2а | <  

4а'л

8а2

| х — 2а |

! х — 2а \ 

> 0.
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5-§  Бир комаълумли иррационал тенгламалар
Алгебраик тенгламанинг яна бир тури иррационал

тенгламадир.
Т а ъ р и ф. Агар f(x, у , . . . ,  г, а, b , . , ус ) ва

<?(х, у, . . .  , г, а, b.........с\ иррационал функциялар б у л -
са, у холда f(x,  у, . . .  , г, а, b ......... с) =  »( .г, у, . . .  , г,
а,  Ь , . . . , с )  куринишдаги тенглама иррационал тенгла
ма дейилади, бу ерда а, Ь, . . .  параметрлар.

Иррационал тенгламани ечишда асосан иррационал 
ифодалар усгида айний шакл алмаштиришдан ва ирра
ционал функцияларнинг асо:ий хоссаларидан фойдала- 
нила ди.

Теорема Комплекс сонлар маш'онида иррационал 
тенгламанинг ечими рационал тенгламалар систе- 
масинпнг еччмига тенг кучлидир.

Масалан, / (г ,  у , . . . ,  г, fr~R(x, у, . . .  , г) = 0  ( 1) <=>-

Иррационал тенгламаларни ечишда куйидаги метод- 
лар ёрдам бериши мумкин. Масалани бир номаълумга 
нисбатан ,\ал цилинса, уни п та номаълумли тенглама- 
лар учун хам цуллаш мумкин.

[ . Я н г и  у з г а р у в ч и  к и р и т и ш  у с у л и  б и л а н
е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .  Масалан, / (*,  к ?(.а)) = 
=  0 тенгламани унга эквивалент булган ушбу система- 
га куйидагича келтириш мумкин:
/ ( * ,  V n x ) )  —  0  -<=>■ [ / ( * ,  и )  =  0  Д  и п =  <p(-t)]

[(/(*, и) =  0 Л « 2А+‘ =  ?(•*)) V (А*. и) =  0 Д 
Л игк =  <р(л:) Л <?(•*) >  0 )].

1 - м и с о л У Зх — 2 +  У  х  ±  2 = а  тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  ] / Зх — 2 +  V х  +  2 =  а ч —>- 

. ( / З у 1 —8 =  а  — у Д у = = | / '  лг +  2 Д  дс >  ^- Д  .
и

4 —  | к- -  ^  с, у, . . . , г)  ^ и ,  4 
[ n = 2 k
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/ \ а > 0 ) ч—>■

3v* — 8 =  (а — у)®,
y = V  л +  2, 
а — у >  0,

а ^ 0, л >  —
3

?у* +  2а у - 8 - а 2 =  0, 
0 с  у < а,

а 0 , л >  —
•3

V

У =  -  ( -  а — КЗа' -Ь  16), 

0 <  у <  о, а >  0,
х >  За2 +  16 >  О

3
I

v

У
0 <  у

- < - а  +  У3 2 г+  16),
а, а >  О,

лг> у =  К х + 2 .

' V  +  16 >  О 

у = 1 ( _ а + К З ? + 1 б ) ,

0 < — (— а +  | / З а а- | - 1 6 ^ а )̂ _ ^

л >  | ,  у2 =  л +  2,

За2 +  16 >  О

>

х  — у1 — 2,
У > 0 , _

. 2|/6 а > — , «<=>

. 2 
х > ъ'

К= -  (2аг +  4 -  с / 3 а 2+  16),

а > 2^6

Ж а в о б . а < 0  булганда, х ^ 0 ,
О •/■ с”

0 < а < -----  б лганда,
3

а >  булганда, Л — (х| х  =  -f (<2л* +
О ^

+  4 -  о У й в Ч 1 б ) ) .



II. Д а р а ж а г а  к у т а р и ш  у с у л и  б и л а н  е ч и -  
л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .

2А

ч = >

у А х ,  а , Ь, . . .  ,с) =  <?(х, а , b..........с) <=>■
\f(x, а, . . .  ,с) =  |<р(jc, . . .  , c ) \ ik'
I 9(х, а, . . .  , с) >  0. 
l f (x,  а .......... с ) >  0.

2- м и с о л. V2 x  +  3 +  V 5 x + l  = Y 12* +13  тенг
ламани ечинг. _______

Е ч и ш.  К2х  +  3 +  V 5 x +  1 =  V\'lx  +  13
~<=у (2}/г(2х +  3)(5х -j- 1) =  5х +  9 д 2 д : + 3 > 0  5 л + 1 >  
> 0 Д \ 2 х + 13>0) ч =► (4(2х +  3 ) ( 5 х + 1) =  25-v +  90* +  

+  8 \ Л х >  — j / \ x >  — | д ^ > -  ( 1 5 j t -

— 22д: — 69 =  0 А X >  — y j  ■<—> [(jc—Зд  15jc +  23) =  ОД

А * >  - - J

Демак, ечим Л =  {л | л  =  3|.
III. А б с о л ю т  к и й  м а т  ( м о д у л ь )  к а т н а ш г а н  

т е н г л а м а г а  ё к и  р а ц и о н а л  с и с т е м а г а  к е л т и -  
р и б  е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .

3-м и со л. Куйидаги тенгламани ечинг:

V b  +  x —  4 / J + 1  +  V  Ю +  j c -  б /л Г + 1  =  1.

Е ч и ш.

V 5 +  x - 4 ] / x + ]  +  1Л о +  л :-6 |Л с + 1 =  1 ■*=>■ 
<=>  ( К ( у - 2 )а +  К ( 7 ^ з ?  =  1,

{у  =  ĵ jc 4“ 1 • jc 1 О

Я У - 2 1 + 1 У - 3 |  =  1,
1 у =  +  1. jc +  1 >  О

г0 < у < 2,
-*=> j у — 2 +  у — 3 =  1, V 

[у =  / *  +  1, л: +  1 > 0

2 <  у <  3,
у — 2 — у +  3 =  1,, V  
Уг =  х +  1, * + 1 > 0
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V

у >  3,
у - 2  +  у -  
у2 =  х +  1, 
х  -(- 1 >  О,

3 =  1, •<=> — 1 < х  < 3 ,  
X х  -|- 1 — 2 V

V
'у  >  3, х  < 
v =  3,
у2 =  х +  1.

V 1 =  1
[з  < X < 8

Ж а в о б :  [ —1 дс <  3 ораликда А =  (л 1х =  3),
3 <  х  <  8 оралицда x £ R ,  
х > 8  ораликда х £ 0 .

IV. И р р а ц и о н а л  т е н г л а м а н и  г р а ф и к  у с у л 
д а  е ч и ш .  Масалан, \ rf ( x ) =  <р(л) тенглама берилган

П -----
булсин. Бу тенгламани ечиш учун y =  i / (л)  у=<р<х> 
функцияларнинг графи:и чизилади. Сунгра иккала гра- 
фикнинг кесишган нукталарининг абсциссаларини аник- 
лаб, берилган тенгдаманинг илднзлар туплами А =» 
=  |^]Х2х3х4| ^осил килинади (4- чизма).

Маищлар
Куйидаги тенгламаларни янги узгарувчи киритиш усули билан 
ечинг:

257 х = 7.
258 л + ,  F T 2 0  = 22.

4259.
3 /■ .4|/ лг -f- 3

/л:  +- 2
= 2.

■ У

\  _ ______
эС  пГ7~~,

/ 1
■ 1 

1
1

1 1 1 1
1 1 1  XI I  1 yA

x, X2 % ' X j . Xj
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4- чизма."

260

261

х +  3 2.

m V £ i + v j c j f 2’5
263. -

- j / J T T - » -
264. — a — At* +  a; (a — 
параметр).



2o5. I f  —---- _  4- +  x  =  2; (a, 6 — параметр).
V b +  x \ a — x

Куйидаги тенгламаларни даражага к^тариш усули билан ечинг.

266. х  + I — /  9 — х  = \ 2 х — 12.

267. / х *  +  9 — / х *  — 7 =  2.

26S. / 1 0  -  г- + / х - '  +  3 =  5.

239. ! , /  5 E L 5  +  I /  - * =  ^ 6 .
* Л' 1 X

270. / З д 2  _  2х +  15 +- V'ix'* -  2 1 +  8 =  7.

271. / 4 Т = Г з +  г '5 Т + - 1 =  К 157 +  4.

272. /  л 2 +  У +  | х 2 - 9  =  j /y  +  5_

273. ! 2*2 +  Зд- ~  5 +  ?/ 2 ^  — 3 , 4- 5 =  х.

274. (х  -  1)ijc -  2) +  V  (х — 3)(* — 4) =  / 2 !

275. Л  +  5 +  Y x + 1  =  | ' 2 х  +  7

276. Г х4- а =  а — Г ж; (а — параметр).
277. \ г а — х + Y h  — х  — \ f  а +  b — 2х; (а, b — параметр).

278. V х  — }г х  — а =  а {а -  параметр).

279. \ Га — У х  + и — х; (а — параметр).

280. j ^ З л г 5 — Y х  — 2 =■ а. (а — параметр).

Куйидаги тенгламаларни рацчонал гистемага ёки модуль катнашган 
тенгламага келтириш усули би.пан ечинг.

231. \ \ x - 2 p  +  / ( х  +  I)2 + / ( х  + 2)1.

282. у х  — 4х +  4 — ]/ а 2 — 6х +  9 =  | / х 3 — 2х 4- 1.

23 J. \ Г х  +- 5 — 4 | /  х + \ +  у х  + 2 - 2  / х  +  1 -  1.

284. 1^5 4 x 4 - 4 !  х  4- 1=  2 4- i л 4- I.

285. / х  4- 2 4- 2 | х +  1 4- V х  +  2 - 2  V х  4- 1 =  2.
283. / х г +  9 — V а-' - 7  =  2 

237. /  "10 -  х- 4- I х 2  ̂ 3 =  5.
288. у74х4- 2 + I 4*— 2 =  4.
289. F 2 -  х  +  I/ 9 - х  =  5.



Купила! и тенгламаларни график усул билан ечинг.

292. I/ 2х -  7 - / 7 =  0. 296. /  1 - З а  =  3 +  jr.

293. jc -  =  0. 297. У  2 x ^ 7  +  3 -  х.
i94. 1 4  У~х~ + 5 =  <■ 238. / 4 ^ Г 7  +  / Г + Т  -  3.
295. Iх л- + 7 '=  4 > -  5.

Купила и т о т  ла маларни кулай усул билан ечинг.

29Э у г + З г  -  .3 =  2лг -  3.

300. > Ох- , 2 к — 3 =  З х  — 2. 

301 г1 — Зх =  5 уг х- — 3 х +  24.

3 2. (х 4  2)(х -  •',) -и 3» л- (х -  3) =  О

зоч.  У  х  4- ) ' '"1 i) +  У х  -  уг 6х -  9 =  / ь .

3.;4. / х  +  2,  , -  1 -  / *  -  2 / х ^ Г \  =  2.

3(i5. — 3 — 2 у л — 4 +  У х  — 4 У х  — 4 = 1 .
г-----------  40

3(Ж г + I X- +■ 1<; =  - ______ — .
I Х̂ + 1Ь 

3J7.  \ г х  +  I 4  у х — 1 =  У5х.

308. у гх -  2 4  У  х -н 3 = |  ' 5 7 +  I . 
Парпмего катнатигам тенглам^л.фнн ечинг.

309. У х  f  4а 4  Vх- =■ 2 1' а ,  а >  О

310. / ”-1х'2 4- — У 4л- — 3«- =  2уг2х.
, ------------  Ъа'

3 1 1. 2х 4  / 4 х г 4  а г =  ——
у  4 л  4- а 2 

I I .  Г~
312. -  -____  4

уг 2х f a  У  2ж — а ' 4дс2 — а2

313. / Т Т  2а - Л /  - if-. =  /  х  4  4а.г X -I-
314. /  1ба“ — x y r Х ‘ +  I i a 2 =  \ а  —  х .  

У  — к У У  а -  х  V  2  а. — х  — У а  — х  
~~ г ~ “—

У 2а — х  4  j х — За уг 2а — х  — j/'х — 3d
316. 2х 4  2а х -\~Ух =  0.

п.-, /•* + а -  /  “ ^  •*317. —  ----------------- =  — , a 0.
/ д :  +  а + / х - а  а

318. 1 ^ f £ j /  P ^ f = K
I ■+ ax ' I — 2ax

319. —a 4  J /a  — x =  2у^аа — x*.
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6 -§ . Бир номаълумли иррационал 
тенгсизлнклар

Иррационал тенгсизликларни ечиш иррационал тенг
ламаларни ечишдан цисман фарк килади.

Т а ъ р и ф .  Агар / (*,  а, b......... с) функция иррацио
нал функция булса, у холда Дл, а, Ь, . . . , с )==0 ку- 
ринишдаги тенгсизлик иррацчонал тенгсизлик дейи- 
лади

Иррационал тенгсизликларни ечиш методларини 
аниклайдиган куйидаги теоремалар мавжуд:

2 к.-----------------------
1- теорема, у <f(x, а , . . . ,  с ) < Д х , а .........с) тенг

сизлик
?(*, а ------ с) <  [Дл, c j | 2\
Дх,  а, , с) >  О, 
ср(лг, а, . ,  с) > 0

рационал тенгсизликлар систеиасига эквивалентдир.
Ik г ---- —---- -——---—

2 - теорема. /  <?[х, а ......... с) >  f(x, а, . . . ,  с) тенг
сизлик
j <р(х, а, . . .  , с ) >  0, v  I <р(х, а , ... , с ) > [ Д л ,  а .......с)1 *,
\ f(x, а ......... с) <  0 \ f (x,  а , . . .  , с ) >  0
рационал тенгсизликлар системасига твивалентдир.

3 -теорема. <?(х, а, . . . ,  с) <  Дл:, а, . . . .  с) ёки
2ьА-\ ______________________

у  а, . . .  , с) >  / (л,  а, . . . ,  с*) куринишдаги тенг
сизликлар мос равишда <?\х, а, ... , с)<  [/(л, а ....... o)]sft+1
ва ср(л-, а, . . . ,  с) >  [ / (л ,  а, . . .  , с )]*̂ +л' тенгсизликлар- 
га эквивалент булади.

4 - теорема, /(л,  у ^ ( х ) ) > 0  тенгсизлик |

аралаш системага эквивалентдир. _____
1 ми с о л .  /  х — 5 -f v^2x +  1 >  /Зле -  4 тенгаизлик-

ни ечинг. _____  ______
Е ч и ш .  У х — 5 +  - / 2х +  1 >  /За -  — 4 <—>

■<=► ( 2 / ( а - 5 У 2 х +  1) > 0 Д  л - 5 > 0 д 2 д : + 1 > 0 Л  
д З х —4 > 0 )  | ( л - 5 ) ( 2 х  +  1 ) > 0 Д л > 5 Д х  >  — ©,5 Д 

Д л  > -  -*=*- [(л -  5 д 2 л  +  1) >  0 д л ; > 5 ]  л  >  5.
3
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Демак, берилган тенгсизликни цаноаглангирадиган кий- 
матлар туплами: А =  {х\ л >  5 }.

2- м и с о л .  V  х 2 — Зх -\-2 — х — 3 >  0 тенгсизликни 
ечинг.

Е ч и ш .  /  х2 — 3 * 4 - 2  — х — 3 > 0  
ч=>- /  х2 — Зх +• 2 >  х  +  3 <=>- (х'г — Зх 4- 2 >  О Л х 4- 
4 -3  < 0 )  V (ха — Зх -I- 2 >  (х 4- З )2 Д х +- 3 >  0)
Ч—у ((х -  1 К* -  2) >  О Д * <  -  3) V (Эдс 4- 7 <  О Д

Д х > —3) <=> [(* <  — 3 )V ( х >  — 3 Д -* <  —j j  >

(х  <  — 3 V — 3 < х  <  -  j.

Демпк, берилган тенгсизликни каноаглангирадиган кий- 

матлар туплами: А =  | х I  х <  — —J.

3- м и с о л. /  х 4  а — Л/ <  /  х-\-2а  тенгсиз-
т х  +  а

ликни ечинг.
Е ч и ш .  У  х -}- а  — 1f  — 3 <  У х  4- 2а -<=у ( х 4 & >

г х  +  а

> 0 Д х 4- 2а > 0 А х 4- а  — | а | < / (  х 4 -2а ) ( х + а ) )  <=*- 
< = >  [ ( а < 0  Д х >  — а А х >  — 2а Д х  -f 2а <

<  V(x-\-2a){x +  a)) \J (а = 0  Д х  > 0  Д х  <  V x 2) V
V ( а > 0  А — а < х Д х : >  — 2а Д х <  |/(лг 4- 2а)(х 4- а)}] ч—>- 
-<=► [ ( а < 0 Д х  >  — 2а Д (х 4 - 2 а )2 <  (х 4- а ) (х  4- 2а) )V
V (а = ОД О О Д х  < |  x | ) V  (а > 0 Д х >  — а Д х <

<  /  х 2 4- Зах 4- 2а2 )] ч = >  [(а <  ОД х  >  — 2а Д 
Да(х4-2а) < 0 ) \ 7 ( а = 0 Д х > 0 Д х < х ) \ / ( а > 0 Д х > '  -  а Д  
Д х  <  0) А (а >  О А х >  — а  Д г >  О Д х 2<  л 2 +  Зах 4-
4- 2а 2-] » | ( а < 0  Д х >  — 2 г / \ х  +  2а >  0 ) V (a > 0  Л —
— a < x < 0 ) V ( a ' > 0 A  х > 0 )  | ч^_. ( ( х < 0 Д х > —2а) V
V ( а > 0  Д х  >  -  а)].

Демак, берилган тенгсизликни к;аноа глннтирадиган 
циймаглар туплами:

а) агар я < 0  булса, у *олда А — (—2а; 4-°°);
б) агар * =  0 булса, у .холда А =  0 :
в) агар « > 0  булса, у ^олда А =  ( -  a; t °°).



Машцлар

Куйитаги тенгсизликларни ечинг:

320. j х +  2 > х.
321. у 2х 3 <С 3 — х.
322. ( х*— Зх —■ 10 < 8 — *.
323 У х" — Зх - - 10 > х  — 2.

324
X '1

- -  > 1 / А  А.
2 2 > х ‘ 4

32 ii у (х —3) (2 --X) 3 4  2х.
32 i. •V  !i + -V — .х 2 +  2 > \ х
32:. \ 2х i Ох — 6 >  2 — х.
32 S (1 + Х ‘у 1“ +  1 - X2— ].
32,} ( V - 2)у X- +  1 > х2 + 2.
33;). “  +  |/ Т + Т <  1.
331. , / 2  г +  1 — 1 г х л  8 >  3.
332. 1 > --  + \ ’ Смс — х* > 1
333. /  х 2 + 3.v + 2 — \ г х 1 — х  +  ] < \.
334. у/ х  -г b > f/ х + 1 + Y 2.x — Ь.
335. \ гх л- 2 — | х  — 5 <  — х.
333. ) х  — 2 — у/ к. — 3 >  — уг х  — 5.
337. y'r7 x  — П  — / З х  -  T9 >  / Ь х  -  21.

338. V х  +  yrx  — V  x - y f x  > -  | / -----
- f х  + / х

g g g  (3 ~  X ) +  (5 4  Х) /  5 +  X ^ _7

(8 — х)у^5 + х  +  (5 +  х ) У 8 + х  6

340. — 9„v2 + tix < Зх.

341. l'r x * —  х  > — jc ул2.

^уйидаги тенгсизликларни график усулда ечинг

342. / х ^ ~ \ > 2 .  344. / х < г \  \ >с- 1.

341  у/ х +  2 > х ‘. 345. — >  /  х
х

Куйидаги параметр цатнашган тенгсизликларни ечинг.

346. уг ./х +  1 — уГх  — 1 <  а.
347. /"« +  * + V а — х  > а.
348. у' 2х +  т > х .
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350. !' а + У х  +  \ f  a —\ f  х  <  Y  2.
351. х +  V  а? — х г > 0.

353. У  а1 — «* +  V 2 а х —х'1 > а.

354. \ /  3 * t - f  <  а -  1. 
} х — а

355. /  х +  а <  а — / х.
356. /  2ах — х ‘ > а — х.
357. у/~ з — х  -Ь / За— х  > 1^~а, а >  0.
358. У  x  + a + V x  — а > 2, а > 0.

359. \ a - K - \ f  - ? — - < У 2 , а - х .
V а — х

330. V а2-)- х + S *а +  х >  а +  b, Ь > а > 0.
Зо1 у а2 -  х  +  » Ь2 — х  > а -(- b, \ b I >  | а |.
362. Y~'Ix— а > л
353. уг2хг + 3 <  х — а.
ЗС4. /  х — а 4- у/ —х  — а > — а.

7-§. Курсаткичли ва логарифмик тенгламалар
Агар тенгламада номаълумлар устида алгебраик 

амаллардан ташкари грансценлентамаллар ^ам бажари- 
ладиган булса, бундай тенглама трансцендент тенгла
малар с и н i {) и г а киригилаяи. Алгебрада курсаткичли ва 
логарифмик тенгламалар трансцендент тенгламалар 
син t иI а кирали.

Курса 1кичли ва логарифмик тенгламаларнннг бир 
неча хусусий ^олларини ва уларни ечиш усулларини 
кел I ирам из.

I. af'x) =  1, а > О ,  а Ф- I куринишдаги тенгламалар.
Бу тенгламани ечишда (аПх) =  1, а > 0 ,  а * 1) <=>- 

«=>- / (л)  =  (J муносабатнинг уринлилигидан фо 1алани- 
лади.

1- м и с о л .  2х -5jr'rb=  1 тенгламани ечинг.
Е ч и ш.  2х1~5*+6 =  1 < > х г — 5 л  б =  0  ч = > -

-<-=> (л — 2)(л — 3) =  0 <— >

Тб



Демак, ечимлар туплами: А{дс|х — 2, х  =  3).
II. аПх) =  afl'x) куринишдаги тенгламалар. Бу тенг

ламаларни ечишда ( a f(t) — af(x), а >  0 , а ф  1) ч=>-
(f(x) — <р{х) =  0 ) муносабатнинг уринлилигидан 

фойдаланилади.
х' ~ г х 7 /—

2- м и с о л. 3 =  н 9  тенгламани ечинг.
, _ 5_

Е ч и ш. 3 7 =  ^ 9  •<—> л:1 — — х — — =  0 <=>-
7 7

7 ’
л: =  1.

2
Л =  | х | х = >  — jc== 1).

Ill aHx) =  b , a >  0, b >  0, а  ^  1 куринишдаги тенг
ламалар. Бу тенглама берилган шартга кура f(x) = logafr 
тенгламага эквивалент булади.

IV. A0'in,+l!° +  Л ,а п-'+" ' +  . . .  +  Amanx+km =  N кури- 
нишдаги тенгламалар. k0 < & , < ; . . .  < £ m булганда бе- 
рил-ан тенглама М апх+к° =- 7V куринишдаги тенглама- 
га эквивалент бул )ди, бу ерда М =  4  +
4- . . .  +  Ата т 0 .

3- м и с о л. 53jr — 2-53-r_1 — 3 • 53х~2 =  300 тенгламани 
ечинг

Е ч и ш .  б3* — 2-53х~1 — З-б8*-2 =  300 
-<=>- 5Лх-Ц5* -  2- 5 -  3) =  300 12 • 53х~* =  300 ч—v

-<==> dix~2 =  52 •<=>• Зх — 2 =  2 -ч—> л  =  j  =>•

—>• Л =  | х =

V. А%лпПх) 4- Л!»1" I)/(J:> 4- . • .  4- Лп =  0 куринишда
ги тенгламалар. Бу тенгламани ечишда цуйидаги му- 
носа '>атдан фойдаланилади:

А , я пх) +  A ^ n~')f(x) +  . . .  4 Л .  =  0 ч = >
Л,у" 4- А\Уп 1 4- . . .  4" Ап-'У +  =  О,

r/U), a > 0 , a  =̂= 1.
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Логарифмик тенгламалар >̂ ам берили;иига цараб бир 
неча турга булинади:

1. Логарифмнинг logaf ( x ) =k<=> \J(x) = а \ а > 0 , а ф \ ,
ч ( х )

таърифи ва хоссасидан фойдаланиб ечилалиган тенг
ламалар.

4 - ми со л log^j-(-c2 — 5х) =  2 тенгламани ечинг.

Е ч и ш .  lo^R-fx* — 5х)  =  2 *=у  I (1 Ь)
Vo 1х 2- 5 х > Э

, I х 2 — 5а  — 6 =  О, v/ I х 2 — 5х — 6 =  О,
U > 5  v U < 0

-<=> ( *  ~   ̂> у  (•* =  б,
[ х  <  О { х >  5.

А =  \х | х — — 1, х  =  б).

2. A„1ogZf(*) +  A„-t log"- , /(A) +  . . .  +  A t\ogaf(x)-\-
4- Л 0 =  0 куринишдаги тенгламалар. Бу тенглама

( Апу» +  Ля_,у" - 1 4- • • • +  А,у +  Л0 =  О, 
у =  log af ( x ) ,  а >  О, а ф  1,

1 / ( 0  > 0
аралаш системага эквивалент булади.

3. Погенцирлаш усули билан ечилалиган тенглама
лар.

5 - ми с о  л. log2(x — 2) +  log2(x — 3) =  1 тенгламани 
ечинг.

Е ч и ш. log2(x — 2) +  1о£2(х — 3) =  1 <—>- 
I log2[ ( x - 2 ) ( х - 3 ) ]  =  1,
\ х  >  3

Г (х -  2)(х -  3) =  2, ( х 2 — 5х +  4 =  С 
I х  >  3 U > 3  ч - >

Г х -  1 =  0, w ( х  -  4 =  О,
1 х >  3 V 1 х  >  3.

А =  ( х \х =  4).
Логарифмик тенгламаларни ечишнинг бошк;а усул- 

лари *ам мавжуд булиб, улар устида айний шакл ал- 
маштиришлар бажарилгандан кейин куриб утилганусул- 
ларнинг бирортасига келтирилааи.

Курсаткичли тенгламаларнинг турларидан яна бири

[ / ( * ) Г ' » - / ( * )
ва
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куринишидаги тенгламалардир. Бу куринишдаги тенгла
малар элементар курсаткичли тенгламалар эмас. Бу 
тенгламалар курсаткичли тенгламалар, курсаткичли 
функция ва логарифмлашларнинг хоссаларидан ^амда 
методларидан фойдаланиб ечилади.

Масалан, [/(jc)]'p(Jf) =  f ( x )  тенгламани ечишда унга 
эквивалент булган аралаш системалар тузилиб ечила
ди яъни,

унинг илдизлари ток сондан иборат]. Бу тенгламалар
ни логарифмлаш усули билан ^ам ечиш мумкин, яъни

[/(х ) г и) =  / И  lg I f ( x )  r (Jf) -  lg I f i x )  1

[/(jc)]9(r) =  [ f ( x ) ] s('x) куринишдаги тенглама хам худ- 
ди шунга ухшаш ечилади.

.,=> (9М  -  и Ig I , ( х )  | _  о {*W  -  | _  0_

6- м и с о л. X х  =  х  тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  x-r =  x =  > - x l g | x |  =  l g | x |  <—>-

Машцлар
Куйидаги тенгламаларни ечинг.

1°/----а—ггт— 1
365 у  2* 1 ■ =  — .

8

дг’- 1 6 д г - 1 5 -
367. 3 - 1 6  4 =  48 +  24 +  12 + ____
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369. Х' ~ ^ 3 2  * ~ | /Т  — Х+1^8 — 0.

370. Х ^ 322-*-60  — * 43дг_40 -  0.

371 5 ? +¥ 3125*+' -  X+V  15625'+*.
_  0,(2- у  - 0,(2)+*,—-  —  _  0.(2)'
372 У m0'»3)+ jr=  у  т ° ' (,) *

373^/2у -г+1 У ^ 6 =  4Удг+1.

374. К 23jr+l ~ ZX V  в-1-3 -  0.
3 4 3

375. 27-^—8- 10,(3)]ЗДГ -  6 • 3-* +  12 • Ъ~х  -  — .

376 22х ■ 9Д — 2 -б8* - 1 +  43лг—1 • З4*- 2  -  #.
877. 4r+^^i—2 _  5 .2-»'— _  6.

3 7 э ^ - ‘ -  - +  з * -»  -  =  0.

1»* +  Ю—'
379. ------ Z --------  -  5.

Ю-* _  10 ■*

Куйилаги тенгламаларни график усулда ечинг. 

380 =  - * .  383. 2 х' — л2

381. З* =  Ал;з 384. 2ГХ = У

382. З*’ =  3*.

Куйидаги тенгламаларни ечинг:

33*. l o j ax +  1ода,д: +  =  11.

386 6 -  log7x[l +  4 • 94- 2l0V r 3] _  log^7.
3 8 ? / log i2(4 * +  3* -  9) =  Зх -  Alogla27.
388. * 2log^27 • log9* =  x  +  4.

38). ~\f l o g ^  +  log*5 + 2 =  2,5.

m

390 lo g x m  l o g y -

>JC
m

/  2 m  — 

logSix -

392. \ f  31og j  x  -  1 -  9 log* 2 — 5.

391 log23 +  2 log4* -  1°г у А Л1°В*,в.

393- ^ gyy  x+ 1о̂ г Л +  +  lo8iô r -* “  8e* 

80

+  12. 

x.



1 +  2 lo g q2
394 — --------- -- — 1 -  2 lo g  3 lo g  ( 1 2 -  x).

l o g a i  * a
3 9 % / 5 \ o g K x  -i l o g g a 3 +  8 lo g 9^ * 2 =  2.

ST J
396. 20 lo g 4jr Y x  + 7 l o g l e j A3 — 3 lo g ^  x 2 =  0.

•I

397. V ( x  -  3)*+* -  / ( *  — З)-'- 2 .
398. (д: — 2)Юдг,—3jr_1 =  1,

Куйилаги тенгламаларни i рафик усулла ечинг:
399. Ig(jr — 1) =  jc — 2. 401. ig(je -  1 ) ------ (х  -  1)'.
400. lg(jt +  1) =  лг2 + 2х +  3. 4)2 l g ( -  х)  -  I х .

Куйилаги параметр катнашган тенгламаларни ечинп
хи г —

4*3. *'~уга'- У  ая = х~^а*.
404. а х(а*х +  1) =  а(а3х +  ах).

495 V  2Ьдх~ъ + 5  +  V Ь ЗХ~Ъ -  1 =  8.

406. yr&  =  1 / -  + Y b 1-
У а1

407. а21+1 -  3а-г  +  4a2 t~ l = 6 - 1 .

408. V *6jf+ 2 4- V 1 — b10x+i 4- / *6*+a — / 1 — 61(u+* =  a.

409. i o g ^ - «  l o g e> -  1; а >  0, а  ф  1.

410. \oga/)(K—a y  4- Ioga i (x — 6)!=  2 ab > 0, ab ф  1.

8- §. Курсаткичли ва логарифмик 
тенгсизликлар

Курсаткичли ва логарифмик тенгсизликларни (ёки 
системами) ечишда тенгсизликларни ечишнинг умумий 
цоидаларига амал килиш билан биргаликда курсагкич- 
ли ва логарифмик функцияларнинг монотонлик хосса-
ларига ^ам а^амият берилади.

Курсаткичли ва логарифмик тенгсизликлар асосан 
цуйидаги куринишларда булиши мумкин.

1) af{X)> a « l ) + = *  { f(x > >  ?(•*:). V J Нх ) <  ?(*),
'  I а  >  1 [ 0  <  а  <  1;

2} af(x)'> b <=> I f W  > lo°“b' V I №  <  1о® ^ ’ > D  [ a > \ ,  b > 0 V \ 0 < a < \ ,  b > 0 \
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3) Aka khx) +  A ^ / ”- ' )fix)+  . . .  4  Л0 >  0 <=. >
|  Aky* + Л ^ у '  - + . . . +  Л0>  О,

| у =  af(x\  a y  0 , a ^ l ;

4) A,anr+k° +  Л ,-»"4*1 + - . . . +  Amanx+km>  /V ч- v
P.  а"х+к‘ >  /V;

5) | / (x) ]*(jr)> 1  ёки [ /(x)]Tlo<  I;
j / i x)  >  ah. j / fx)  <  a ft,

6 ) logJ>x)  >  k *-=> д. > i_ V  0 < a < l ,
[ / (x )  >  О I / (x)  > 0 ;

7) log J x(x) -H logft/ 2(x) -f ... +  los„fnlx)  >  k <=>
i П
I >°g„ П fl(X) >  k>

I f i x )  >  0 ,
! a > 0, а Ф 1.

1- м и с о л .  2 с’+б 20Д тенгсизликни ечинг.
Е ч и ш .  2х+6 >  25t «= >  х 2 -I- 6 >  5х *=> х 1 — 5х 4-

4- 6 >  0 ч=>- (х — 2 (х — 3) > 0  < = >  [(х — 2) >  ОД

Д х  — 3 > 0) V ( x  — 2)< 0 А х  — 3 < 0)] -<=>- ( х > 3 \J х < 2 ) .  
А =  \х | х  <  2 V х  >  3}.

2- м и с о л .  22х 4- 2х — 6 <  0 тенгсизликни ечинг.

Ечиш. 22' +  2х -  6 < 0 ч = *  J у1+ 2 х~  6 <  ° ’

Л =  ( х | — o o < J C < l ) .

3- м и с о л .  (х  — 2)I*~6jr+8 >  1 тенгсизликни ечинг. 
Е ч и ш .  (*  — 2)дг’-6г+8 >  1 ч— >• [(х — 2 >  1 Д х 2 —

— 6 x 4 - 8 > 0 )  V (0 <  х  — 2 <  1 А л 2 — 6 x 4 - 8  <0) ]  ч=>- 
ч = >  [(х >  3 Д х  >  4) V (х  > 3 л  х < 2) V

V ( 2 < х < З Д 2 <  х <  4)] <=> (х >  4 V 2 <  х <  3).
Л =  {х/2 <  х  <  3 V  х  >  4).

4 - ми с о  л. l o g ^ ^ - t 2 — 1) > 0  тенгсизликни ечинг.



Ечиш.  log V_1 Сл:2 — 1) >  0 <=> J(x—1) > 1  Д л2 — 1 >  
> 1 )  ,/(0 - х  -  1 <  1 Л 0 < а 2 — 1)] <=*  | (л > 2 Д  а 2> 2 )  V 
V I I  < а  <  2 Д 1 <. а 2 <  2)] <=> (1 < а  <  У 2 V 2 <  х );

А --- ( а /  1 <  л <  V 2 V 2 — х  <  +по).

5- м и с о л .  loJa;(A2 +  2а) <  1 тенгсизликни ечинг.
В ч и ш. 1о”а ( а 2 -+ 2 а )  <  1 1о«в2(лгг -+ 2 а )  <  

< I o g n,a2 >- { [ ( 0 <  а - <  1 Д ас2-{-2а> О Д л 2- | -2х>  а-) — >  

( 0 <  а ' <  1 Д а  >  ОД jc2 +- 2v  — а?> 0) ,/ (0 <  о 2 <  1 Д 
Д а <  — 2 Д а 2 +- 2 а  — а1 > 0)] V  | (а1 >  1 Л * 2 +  2* >  О Д  

Л а ’ +- 2 t  <  а 2) — > ( а 2 > 1  Д а  >  О Л а 2 +  2 х —аг<0)  <  
< ( < г ’> !  / \ а < —2 Д л ' + 2 х - а 2< 0 ) ] |  — > I[(0 <  а 2 <  1 Д  

Л а  >  Vх 1 - f a 2 — 1) ./ (О<  а 2 <  1 Д а  <  к  1 +  а 2 +  1)] v
V | ( а 2 1 Д  — 1 — у  1 -4- а - <  а  <  — 2) V ( а 2 > 1 ДО < а <

Демак,  0 <  | а  | <  1 булганда тенгсизликнннг ечими

булади; | а | >  1 булганда тенгсизликнинг ечими 
А =  {а |  -  (1 + ) / 1 +  а2) < х <  — 2 ) U | a | 0 < a <  I 1 +  a 2— 1) 
булади; a  =  0, a — 1 булганда тенгсизлик маъносини 
йукотади.

< У \  -  1)]}.

А =  (а I —оо <  А <  — (1 4- ] / 1 +  а-)\ V

Машцлар
Кунидаги тенгсизликларни ечинг:

418.

415. З2* - 1 + 3 2-r - 2 - 3 , -r- 4< 3 1 5  

41 л / 3 ,+1 +  18 • 3 ' *  >  2Э.

417 lg2.« — 2 lg- д: — 8 <  0.

414. 3 '  +J- 419. leg_r_,(A +  1) >  2.
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421 log 2 - l o g ,  2 >  -------------423. Ar2-Jlofr2*_ lo e :J
* ^ logs-* -  b

3 x'^_-
4< ia /log3 -  +  log^ж <  I. 424. log! logg

420. log2(9T- '  +  7 ) - l<  1оЙ11(3'г- , +  1).

«З.Г x ■V'SMV'S8 x _<
i

X — 1 X +  1
425. log , log, — — < l o g  J og ,_  j — j.

X 2 3 X

428. log , log5(>/"x3 +  T+JC)<logslog, ( / x* + I -  x).
S 5

Куйидаги тенгсизликларни график усулда ечинг:

427. i x~ x < 2 -  х  430. | log2je | >  2.
428. 2 |jr| > 4. 431 logj | a  — 1 | <  1.

/ 1  v'r+1
429. I ■ <  дс +  2. 432. logL \ * \ > \ x \

Куйилаги параметрли тенгсизликларни ечинп 

433 а ' ‘~ х < а*.
I + а~ х ак

434. — —  --------- --  < 0.
1 - f  / а  ал — 1

435. /  2 - т  г~ 3 <  тх-'1 .

2 т - а х — \ а2г +  3 1 
436 — ----------— ------------  <

т — 1 2 т — Г
г +1 -Лг+7

437. а1х — 0 2 <  b 1 — а х~ х.
4:-*Н. log., 7< к1 +- 2 * ) <  log0 7(a +  1).
439. lok’ , а > l o g ^  а3.

а
440 S log^ I +  '°й ал: >  0
441. log^  л -  1) <  loga(2jc +  4) -  logaJf.
442. blog а <  1 +  loga*.

1 V)
443. 4 +  ------- >log^a log^-к — 2’
444. x iovax * 1 >a*x.
44). ■ogu V A-) +  log x V к <  2.

► a
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9-§. Тенглама тузишга дойр масалалар

Маълумки, масалани ечишда масала шаргида берил
ган сонли мицдорлар ёки харфли ифодалар ёрдамила 
топи л и ши лозим булган номаълум микдорнинг сон к>'й- 
мати масала шартида берилаётган конуният асосида аник- 
ланади. Агар масала шартида берилган микдорлар би
лан изланаёгган мицдор орасидаги богланиш мураккаб 
цонунияглар ёрдамида берилган булса, у холда бу ко- 
нуниягларнинг ^ар би[>ини уз ичига оладиган тенг
ламалар тузилади, сунгра бу тенгламалар системаси 
текширилади, яъни масалани ечиш тенглама ечишга 
кел!ирилади.

Масалани ечиш дейилганда куйидагилар назарда 
тутилади: масала шартида берилган маълумотларга ку
ра изланаёгган микдорнинг масаладаги урнини аницлаш 
ёки бу мумкин булмаса. масаланинг ечими й у к эка
нини курсатиш; масала шаргида берилган микдорлар 
масалани ечиш учун етарли булса, у холда масалан. нг 
ечилиши учун умумий формула хосил цилиб, бу фор- 
мулани текшириш, унинг мазмунини ба^олаш ва бу 
формулада цатнашган па;аметрнинг циймагларига ку
ра изланаётган микдорнинг харашерли ёки характерли 
булчаган хусусиятларини ажрата билиш, кейин яна ма
сала шартига кай т и б, ечилган тенгламанинг цийматла- 
ридан (ечимларидан) цайси бири масала шартини ^а- 
ноатлантиришини ва кайси бири каноатлангирмаслиги- 
ни аницлаш.

Масала шартидан изланаётган микдорнигина анин;- 
лайдиган тенглама тузиш >̂ ар доим *ам мумкин була- 
вермайди. Бундай холда масала шаргидан кенг маз- 
мунга эга булган тенглама \осил килинали. Аммо, 
бунлай х;олда хосил булган тенгламанинг барча илдиз- 
лари масала шартини х;амиша хам цаноатлаширавер- 
майд«.

Тенглама тузиб, масала ечишда куйидагиларга ало- 
Хида а^амият бериш лозим:

1) тенглама тузишда масаланинг хамма шаргларини 
имкони борича ^исобга олиш;

2 ) топилган натижани тенглама шартига цуйиб 1ек- 
шириб куриш;

3) тенглама ечимлари билан масаланинг ечими ора
сидаги фаркни тушунтириб утиш.

Охирги пункт айрим холларда хисобга олинмай ко-
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лади, чунки тенгламанинг масала шартини каноаглан- 
тирадиган ечими олиб к°линиб, каноатлантирмайдиган- 
лари (чет илдизлари) ташлаб юборилади. Умуман чет 
илдизнинг пайдо булиш сабабларини аниклаш х,ам не- 
дагогик, хам математик нуктаи назардан мухимдир.

1 - ми с о л .  Икки соннинг йигиндиси V ва бусонлар- 
дан бирининг иккинчисига нисбати q булса, шу сон- 
ларни топинг.

Е ч и ш .  Изланаётган сонлардан бири х десак, у 
холда иккинчи сон s — х булади. Масала шартига ку
ра х  ва q ихтиёрий сонлар, у ^олда цуйидаги тенгла
ма хосил булади:

х : (,s — х) =  q.
Бу ерда нолга булиш мумкин булмагани учун s —х ф 0. 
Энди умумий куринишдаги ушбу тенглама хосил С>у- 
лади:

х : ( s — х) =  q /  s — х ф  0 .
Бу тенгламани ечсак, x~--sq-qx. (1 -f- q)x=sq  булади.
Агар 1 +  q4=§ булса, у долда изланган сонлар л =  —'

1+Я
ва s — -с =  y-j— була ти. Шундай цилиб, биринчи сон

х — ва иккинчи сон s — х  =  ——  булади.
1 + 9 1 + q

Энди s ва q параметрлариинг кабул килиши мумкин 
булган кийматлар тупламига кура х  нинг узгаришини 
текширамиз. Бу ерда s > 0  булсин. Топил! ан циймат- 
лардан куриниб турибдики, агар q >  0 булса, иккала 
сон s дан кичик.

Масалан, q =  — 1,2 булса, у холда 6s =  л булади. 
Агар — I < q  0 булса. х < 0  булади. Булардан ку- 
йидаги савол келиб чицади: q нинг цандай кийматла- 
Vида х  кандап кийматлар кабул цилади? Исталган k 
сони х га тенг булиши мумкинми? Буни текшириб ку
ра миз:

- ^ -  =  6 , sq =  k-\~kq\ q{s — k) =  k, q =— — , k=f=s. 
\-\-q s —k

k'Шундай килиб, q --------  нинг кийматини аниклаб, х
s —k

ни ихтиёрий s дан фаркли k сонга тенг цилио олиш 
■М у мк и и л пги аникланди. Агар 1 +  <? =  0 ё к и  q =  — 1 
булса, у холда тенглама х (1 -f  q) =  sq булиб, мутлацв

S6



ечимга эга эмас. Бу ерда s = 0: хфО булган ^ар цан- 
дай сонни кабул килади.

Умуман, бу ^асяладан куриниб гурибдикн, цатна- 
ш а ё т г а н  s  ва q параметрлардан бири s  Газис булиб, q 
параметр эга актив иштирок этаяпти ва q нинг уз1 ари- 
ши билан масала ечимн ^ам узгариб боряпги.

2 - м и с о л .  Бир котишма 1 : 2 нисбатда олинган икки 
метал л дан тайёрланди. Иккинчи когишма эса  шу м е -  
таллардан 2 : 3  нисбагда олиб тайёрланди. ХаР бир- 
котншмадан канча булакдан олинса, янги цотишма 
а: b нисбатда тайёрланади?

Е ч и ш .  Янги котишма учун биринчи котишмадан г 
булак, иккинчисидан у булак олинган булсин, у ^ол-

1 I 2да янги котишма учун биринчи металлдан — х-\---- у
3 5

2 3булак, иккинчи металлдан — х ---- у булак олинган.
3 5

1 2
7 * f  Т  у3 5 а

1 Х + 5 У

булади. Масаланинг шартига кура

5 х + 6 у  абундан -------- =  —•
l(i*-t-9y 6

1. Агар х  =  у =  0 булса, масала, маъносини йуко-
5 -  + 6

тади. Агар д : > 0 ,  у >  0 булса, тенглама —-------*= — *•х ь
10 — + 9  

У

5 (Ь — 2а — =  3(3а — 2Ь) куринишда булади.
У

2 Агар Ь = 2а булса, 0- — =  3(3а — 2Ь) =  — За бу--
У

либ, масала ечимга эга булмайди. Бунда янги котиш
ма биринчи котишманинг узидан иборат булади

о а и , о с -  х  3 ( 3 7 - 2 * )  ,, 3(3д - 26)  п3. Агар Ьф2а булса, — = -----------булио, ----------- ■ >  0'
у 5(6—2а) 5 ( 6 —2л)

булиши керак, бундан (За — 2 6 > 0 Д  b — 2 1 > 0) V (За—
— 2£ < 0 Л £ —2а < 0 ) булиб, биринчи сисгемадан 2а < 6 <
< 1, а ,\осил булиб, а >  0 , b >  0 эканлигидан бу х;ол-
нинг булиши мумкин эмас. Иккинчи сисгемадан;
1.5а< b<  2а хосил булади. Демак, биринчи когишмадаи
3(26 — За] булак, иккинчисидан 5(1а —Ь) булак олинган.



Машцлар

446. Трактор олдинги гилдирагининг айланаси k метр,  кейин- 
ги гилдирагининг айланаси I метр. Олдинги гилдирак канча масо-  
фада кейин.и гилдиракдан п та ортик айланади? ( * < / ) .

417. Икки ишчининг иккинчиси биринчисидан 1 кун кейин

•ишга тушса, улар биргалисда бир ишни 7 кун >а тамомлай олади- 
лар. Агар бу ишни цар кайси ишчи ёлгнз узи бажарса, у *олда 
биринчи ишчи ихкинчи ишчига Караганда 3 куч о,)тик ишлаши 
керак булади. Хар кайси ишчининг ёлгиз узи бу ишни неча к\н-  
да тамомлай олади?

448. А  модданинг *ажми В ва С моддалар ^ажмлари йигинди- 
сининг ярмини ташкил этади; В модданин х,ажми эса А «а С мод-

1
даларнинг *ажмлар иигиндисининг — цисминн ташкил этачи С

5
модда дажмининг А ва В  моддалар хажмлари 1игиндисига нисба
тини топинг.

449. Икки М х ва /И, жисм АВ  =  60 м ыасо|>адан бир-бирнга 
караб т^кис харакат  килмэкда.  Мх жисм А нуктадан жисм В 
•нуктадан чик ка1И а к а р а о ч д а  15 секунд олаин чи;-;ди. Хар кайси 
жисм йулниш ох ир ша  е п а н и д а н  сунг тухтамай олдинги тезлиги 
билан opi^aia кайтди.  Ьиринчи учрашув М , жисч йу.па  ч^ккандан 
21 секунд ут1ач,  иккинчи у чра шув  эса 45 секунд у п а ч  бера-  
ди. Хар цанси жисмнинг тезли 'ини топинг.

450 Улчамлари 12 см ва 18 см оул.ан раем эни узгармас б^л-  
| ан рамка  а жойлаштирилган A i a p  р ам; анинг  ю ш  раемнинг юзи- 
га течг булса рамканинг энини аникланг.

451. Икки соннинг йигиндиси 44 га тен булиб,  улардан к и чи
ли манфгй сондир.  Катта сон билан кичик сон айнрмасининг ки
чик сонг.! султан прочен г нисбати к и т ;  сон билан мос келади.  
Бу ИККИ 1СЧШИ ТОНИН .

452. Maie.M ли vtiaaH масала тар туплами цул ёзмасида и бир 
ыисолда бь'пи пан  сонни З г а  к у п а й п р и п  ва нагижа ла н 4 \м аии- 
риш ёзи ган эди. Босмахонада  хато! а йул цуйилди.  купаити.  иш 
белгиси урнига булиш б е п и с и ,  vinnyc урнига  эса плюс куйилли.  
Шунга карамаслан охи,ни нагижа узгармади.  Т у п л а м и  кандай 
мисол киритиш мулжалланган эди?

453. Катта йулда мотоцнклчини цувиб бораётган „Волга" авто- 
машинаси уни кува бошлаганидан а сек утгач етиЗ олди. Улар 
•орасидаги бошлангич масофа 1 км. Агар улар шу масо|>ада бир- 
бирига караб харакат килса, ь секунд утгандан кейин учрашади. 
Хар бирининг уртача тезлигини топинг.
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454. Тугри туртбурчак шаклидаги ер участкаси тС'сиц билан 
Уралган. Агар зндан т ^ р и  чизик буйлаб колган кисми квадрат 
шаклида буладиган килиб бир кисми ажратиб олинса, участканинг 
юзи 400 mv га. тусик узунлиги эса 20 м га камаяди. Участканинг 
дастлабки улчамларини а жцланг.

455 Спорт майдончаси учун диагонали 185 м га тенг булган. 
тугри туртбурчак шаклидаги ер участкаси ажратилди. Курнлиш 
ишлари бажарилаётганда майдончанинг ^ар бир томонининг узун.  
ли1ини 4 м га камангиришга турри келди. Бунла т^гри т^ртбур- 
чакннн! шак.чи самаб котндн, лею н юзи 1012 м2 га камайди. 
Майдончанинг олдин и улчамларини топинг.

456. Бир ма^сулогнинг бир киюграми билан иккинчи ма^су.ог- 
нинг v н кгьограми учун 2 c v m  туланган. Агар нархгарнинг мав- 
сумий ушагиши билан бир: нчи ма\сулотнинг нархи 15% га ким- 
матлмг'ио, иккигчи ма^сулотнинг нархи 25% га арзонлашса, у 
*олда худди шундай микдордаги бу ма\сулотлар учун 1 сум 82 
тийин туланади. Хар бир ма\сулотггинг бир килограми канчадан 
туради?

45/. Отпуска саёхатида юрган дустлар биринчи цафтада ён-

‘2 а -ларидаги пулларинит — кисмидан о сум кам микдордагисини-
5

1
харажат ки.:ишди, иккинчи ^афтадан эса колган пулнинг — кисми-

О

ни ва ■, на 2 сум теагрга ту шиш учун, учинчи лафтада эса колган-
3

пулнинг — кисмини ва т а  ленгизда саёх,ат килиш учун 3 сум-
5

20 тийнн ишлатишдп, шундан кеймн уларда '̂ 0 сум котди. Уч 
дафталик гаёх.аг да ври да канча пул харажат килинган?

458. Ишчилар брига i а си ма ыум муддат ичида 800 та бир хил 
деталь тапёрлаши керак эди. Ама гда эса бу иш муддати « кун- 
илгари бажари ди, чунки бригада *ар куни планда бел илангани- 
дан 50 та ортик деталь тайёрлади. Иш каний муддат ичида ту- 
галланиши керак эди ва хар кунда1 и планнинг кунлик ошириб 
бажарили п приценти канча?

459. Бир деталга ишлов бериш учун А ишчи В ишчига кара- 
ганда k минут кам вакт сарфлади. Агар А ишчи t соатда В га Ка
раганда п та куп деталга ишлов берса. шу вакт ичида уларнинг 
*ар бири нечтадан деталга ишлов беради?

460. л 2—Зах-\-а*=0 тен. лама илдизлари квадратларининг йи- 
гинди;и 1.75 га тенг. а ни топинг.

461. Солиштирма огирлиги 20,88 r/см3 булган бир булак п л а 

тина п^как дарахтининг (солиштирма огирлиги 0,24 г/см3) б и р  6 f .  
лаги билан б о Р л а б  кУйилган. Хосил булган системанинг солиштир
м а  огирлиги 0,48 1 /см-! га тенг. Агар п. атина булагининг огирли-
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:и 87 г булса, дарахт булагининг огирлиги канча? (Жисмнинг со- 
лиштирма огирлиги—унинг \ажм бирлигидаш огирлж идир.)

462. Моддий нуктага икки куч йуналтирилган булиб, улар ора
сидаги бурчак 30° га тенг. Куйилган кучлардан бирининг каттали- 

>ги иккинчисидан 7 V '6 марта куп, тенг таъсир этувчи кучнинг 
катталиги эса кичик кучнинг катталигидан 24 Н ортик. Кичик 
кучнинг ва тенг таъсир эгувчи кучнинг катталигини аникланг.

463. Учта идишнинг цар бирида турзи микдорда суюклик бор# 
Уларни тенглашгириш учун отдин биринчи идишдаги суюклик-

I
нинг —■ кисми иккинчи идишга кейин иккинчи идишдаги суюк-

О

1
ликнинг — кисми учинчи идишга куйилдм ва ни ,оят учинчи и 1иш- 

4
1

даги сую^ликнинг — кисми биринчи илишга куйилди. Шундан

кейин ĵ ap бир идишдаги суюклик 9 л дан булди. Олдин з̂ ар бир 
идишда канчадан суюклик булган?

464. Разведками катер эскадра нинг б о т  кемаси олдига келио, 
эскадранинг олдида унинг наракаги нуналиши буйлаб 7U км ни 
разведка килиш .\акида буйрук о тли Агар катерга 28 км/соат 
тезлик билан юришга рухсат берилган 1иги, эскагра эса 14 км/соат 
тезлик билан ^аракат килиши маълум булса, катер неча соа-тдан 
кейин олдинга караэ кетаётган эскадранинг б о т  кемаси олдига 
кай-тиб келишини аникланг.

465. Харакатланувчи моделнинг олдинги гилдираги 120 м ма- 
со [зада орь,а пидирагидан 6 та ортик айланади. Агар олдинги

1
гилдирак аиланасинииг узунлши уз узунлигининг — кисмича, орка

1
гилдирак айланасининг узунлиги эса уз узунлигининг — кисмича

5
узайтирилса, уша масофада орка гилдирак олдинги гилдиракдан
4 та ортик аиланади. Хар бир гилдирак айланасининг узунли1ини 
топинг.

466. Монтёрлар бригадаси соагита 8 м дан элект;) сими утка- 
зиб, ишии кундузи соат 4 да тамочлаши мумкин эди. Топшир^к- 
нинг ярми бажарилгандан кейин бир ишчи брн ададан кетди, иьу 
сабабли бригада соатига 6 м дан сим угкашо. илни кеч соат
6  да тамомлади. Неча метр сим утказилган b j  неча соат ишлан- 
тан?

467. Шофэр фабрикадан чикиб йулга тушганидан икки соат 
лгач, спидометрга карат атиги 112 км босиб утган шгини аник-
ади. У, агар шу тезанкдз юрадиган булса, юкни стаииияга 30 ми- 
!ут кечикиб ош б боришини аницлади. Шунинг учун тезлщсни
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оширди ва станцияга муддатидан 30 минут олцин етиб келди. 
Агар фаорикадан станциягача булган масофа 280 км булса, авто- 
моэилнинг дастлабки ва кейин; и тезликларини аникланг.

468. Кино залида катта ва кичик эшик бор. Кинофильм туга-
3

гандан кеинн барча томошабинлар икки эшикдан 3 — минутда чи-

киб кетадилар Томошабинлар факат катта эшикдан чицсалар фа- 
кат кичик эшикдан чикканга Караганда 4 минут кам вакт сарфла- 
нади. Томошабинлар факат катта эшикнинг узидан i еча минутда 
ва факат кичик эшикнинг узидан неча минутда чикиб кетишлари 
мумкин?

469. Бир модда узига намни тортиб массасини орттиради 
1400 кг на млн к ни тортиши учун бу модданинг майдаланмаганндан 
мандаланганига караганла 300 кг куп олиш керак булади. Сурил- 
ган намлик массаси майдаланган ва майдаланма! ан модда масса- 
сининг канча пронентинн ташкил этишини аникланг, бу сон иккин* 
чи цолатда биринчи холатдагидан 105 бирлик кам.

470. Кишлокдан далагача булган масофани босиб утишда юк 
машинасининг рилдираги велосипед гилдирагидан 100 та кам, трак
тор 1 усеницасидан эса 150 та куп айланади. Агар машина р и л д и -  

раги ьйланасининг узунлиги велосипед рилдираги айланаси узун-

4 олигининг — кисмини ташкил этса, трактор гусеницасидан эса I  м>
3

киска булса, кишлокдан далагача булган масофани топинг.
471. Умумий ба^оси '215 сум булган икки хил кимматба^о 

муннали гери халкаро бозарда -:0% фойдаси билан сотилди. Агар, 
биринчи хил теридан 25%, иккинчисидан эса 50% фойда килин. 
ган булса, х,ар бир терининг бахосини аникланг.

472. Спорт майдончаси турри туртбурчак шаклида булиб, 
унинг буйи энидан b м оргик майдончанинг узи кенглиги а метр 
булган нулка билан урал1 ан Агар спорт майдончасининг юзи уни 
ураган йулканинг юзша тенг булса, мьй ончанииг улчамларини 
топинг.

10-§. Тенгламалар системаси

Тенглхмалар системаси деб 

/ , ( * ,  У........ г , а , ь , . . .  , с ) = 0 ,

Дд.с, у , г ,  а, Ь, ... ,с) = 0 , <==> |  =  0,
t =  1,&

/*(*, У.......г , а , Ь ....... с ) = 0
курииишдаги сисгемага айтилади, бу ерда х , у , . . . , г



л ар узгарувчилар ёки номаълум микдорлар, а, Ь, . , . , с  
лар эса параметрлар деб каралади,

Системани ечиш деб номаълум микдорларнинг шу 
системный цаноатлантирадиган кийматлар тупламини 
топишга айтилади.

Берилган система узининг аникланиш сох,асида ечим
га эга булса, бу система биргаликда булган, ечимга 
эга булмаса, биргаликда булмаган система дейилади.

Агар система чекли сондаги ечимга эга булса, анщ  
система, чексиз куп ечимга эга булса, аницмас сис
тема дейилади.

дейилади.
Тенгламалар системасининг эквивалентлигини ашщ- 

ловчи куйидаги теоремаларни келтирамиз.
1- теорема. Агар /Дх, у , . . .  , г, а,  b.........с) =  ОД

A i = \ , k  системанинг ихтиёрий тенгламасида бир $з- 
гарувяини бошца узгарувяилар орцали ифодалаб, 
долган тенгламаларга цуйилса, %осил бу л г т сис
тема аввялги систенага эквивалент булади, яъни

Агар

системанинг ^ар бир ечими

|  <рД-к,У, a,b,  . . . , с ) = 0 ,
I i =  l.ft

системанинг ечими ва аксинча булса, у ^олда
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2- теорема. Агар ( 1̂̂ х ' У’_ ц - , г ' а‘ ^ан
{ i =  \,п

fA^> у * • • • > ь%... ,с) — о, ^
* — О  ~

У» • • * • • • э £) =  О*
I /  =  1 ,п

б^лса, у %олда

/Дх, У , _ . . ,г, о, 6, . . .  , с )  =  0, ^ ^
г =  1 ,/г

<Р,(х, У ^ * -  >г . а,  Ь, . . .  ,с) =  О,

/ ' =  1А
/Дх, у, . .  ,г, а, Ь, . . .  ,с) =  О,

<— >■

i =  (k +  1), /г.

3-теорема. /4га/? /Дх, у, . . . ,  г, а, b....... с ) =  О Д / —=1,4
системанинг ихтиёрий тенгламасига, унинг аницла-
ниш со.хасида аницланган < f ( x ,  у ...............г, а, Ь, . . .  ,с)
функцияни цушсак ёки айирсак, х,осил булган сис
тема /Дх, у, . . .  , г, а, Ь, . . .  ,с) =  О Д i =  1 ,/г система- 
га эквивалент булади.

Алгебра курсияа тенгламалар системаси берилиши- 
га караб куйидаги турларга булинади:

1) чизими тенгламалар системаси;
2) рационал тенгламалар системаси;
3) иррационал тенгламалар системаси;
4) курсаткичли тенгламалар системаси;
5) логарифмик тенгламалар системаси.
Биз куйида *ар бир тур тенгламалар системасини 

ечишни мисоллар оркали тушунтирамиз.1
1. V р н и г а к у й и ш  у с у л и
1 - м и с о л .  Системани ечинг:

|  х 2 — ху  +  у2 +  2х — 2у — 3 =  0, .j
( х  +  у =  4.

1 И з о л .  Чизикли тенгламалар системаси .А л1ебра ва сонлар 
цдзарияси" курсида етарли даражада куриб утилганлигн учун унга
т^хталишни лозим топмадик.
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Е ч и ш .  ( 1) <=>-
х 2- х ( 4 - х )  +  (4—x ) 2-f 2 х —2(4 —х ) —3 =  0,
у =  4 — л

Зх2 — 8дс+5 = 0, [ ■*- . . ( л: =  1,3 V  ,у =  \ - х  | у == 4 _  х  I у =  4 — х.

H ( f ! (|;Ч
2- м и с о л .  Системани ечинг:

I х'г LТ у2 = 5,
1 ху 2.
X 2 Jr У' = 5 , ч— О -  5t
Х2 у2 4

1 *.* V 1
у 2 =  4 .

1 У = 1 1 х2 =  1

=  ± 1, у =  г 2, х =  +

( 1)

II. А л г е б р а  и к к у ш и ш  у с у л и
3-м и с о  л. Сисгемани ечинг:

j х- +  уй +  х +  у = 18̂
\ х 2 — у  -Ь х — у =  6.

Е ч и ш.  Бу системами ечиш учун алгебраик кушиш 
усулидан фойдаланамиз, яъни 2 х 2+ 2 х = 2 4  ёки х ‘ +  х —
— 12 =  0, бундан х, =  3, х., =  — 4 ,\осил булади. х,  =  3 
ни биринчи х 2 +  у 2 +  х  +  у =  18 тенгла\адаги х узга- 
рувчининг урнига куйсак, у ‘-\-у—6 =  0 тенглама ^осил 
булади, бундан: у, = 2; у, =  — 3.

Демак: 1) х  =  З Д у = = 2 ;  2) /  = 3 л у = - 3 .
X — — 4 учун шу процессии такрорласак; 3) х =  —4 Д 
Д у = 2 ;  4) х =  - 4  /\ у =  - 3 .

Демак, Л = { ( 3 ,  2); (3; - 3 ) ;  ( - 4 ;  2), ( - 4 ;  - 3 ) } .
4 - м и с о л .  Системани ечинг:

х 2 — л у -  у- =  5,
2х2+ л у -  1 Оу2 =  11.

Е ч и ш .
j И х 2 — 1 lxy — 11у2 =  55,
1 - 1 0 х 2- 5 л у  + 50у2=  - 5 5 .
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Бу системадаги тенгламаларни ^адлаб кушсак, хг —
X 2— 16 ху +  39 у2 =  О хосил булади. у Ф  0 деб | — j —

— 16 j + 3 9  =  0 кС'ринишдаги тенгламага эга була-
миз. Бундан х  — 13у ва л: =  Зу досил булади. Сунгра 
(1) нинг биринчи тенгламасжа х = 1 3 у  ни л узгарув- 
чининг урнига куйиб, ^осил булган тенгламани ечсак:

1
У1 =

/ 3 1
у2=  ---------- . Бундан

1/31
13 А-=  _  Лд- •—. __

у зГ УТ\
_  1 _  1

У у м ' 1/ зТ
= Зу учун \ам  кулла;

( х  =  3, 1 х  =  3 ,

1 у == 1; 1 У =  -  1

ни топамиз. Натижада (1) ни каноатлантирадиган жуфт-
| 13 1 ликлар туплами ——; —' »/ 'J. I - j = )  (3; 1);

\ 31 | / 3 1 ;

( 1)

у  31 у  31

(— 3; — 1)|  дан иборат булади.

5 - ми с ол .  Тенгламалар системасини ечинг:

( у/а —л — У у — x = V у,
{ V b — x + - / v - x = V y .

Е ч и ш.  Тенгламалар системасиницг аникланиш со- 
^асини топамиз, яъни (а — л > 0 Д й — х > 0 Д у — х ^ О Д  
д у > 0 )  = >  (а >  b > х Д а  >  у >  ОДу >  х).

( 1) ни ^адлаб кушсак ва ^адлаб айирсак, ( 1) га тенг 
кучли куйидаги

V a - x - \ -  \ f b - x =  2 / у ,  ^

У  а —х —У  Ь - х = 2V у —х
система зосил булади. (2) нинг >;ар иккала томонини 
квадратга оширсак,

а-\-Ь—2л:+2уА (а—х)(Ь — .к) =  4 1-, 

a \ b —2х—2V (а-х)(>) —х) =  4у—4х
( 3)
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система *осил булади. Сунгра (3) ни ^адлаб кушиб 
ва ^адлаб айирсак, куйилаги тенг кучли

| 8у - 2<0 +  * ^  ( ) ) < = > ( y - “- ± i .  (5)

I A\f (a—x)(b—x) =4x х = \ /  (a—x)(b—x)
система хпсил булади.

(5) сисгеманинг иккинчи тенгламасидан булиб,
(a d)x — nb экани келиб чицади. Маълумки, х >  О 
ва I ^  b >  х, а ^  0 , /; >  О ва й >  й булиш идя н куйи- 
даги икки \ол юз бера ш;

1) а  - b =  0 булса, и >  у >  О дан л =  у —О булади;
2 ) а >  О, b >  О булса, у котла х =  —-  ; у =  ил-

л + Ь 4
дизлар >(ОСил булади.

Агар а<О, <><0 булса, у *олда i и.тема хак;икий 
ечимга эга булмайди.

6- м и с о л .  Системани ечинг:

|  2 х Зу =  24,
{ 2у-3‘ — 51.

Е ч и ш .  Б и р и н ч и  у с у л .
2 х ■ ЗУ =  2?-3,
2У-3Г =  2-3“

тенгламалар системасини ^адлаб купайтирсак ва ^ад- 
лаб булсак,

х  4- у =  4, 
х - у  =  2

система ^осил булади. Бундан; х =  3, у =  1.
И к к и н ч и  у с у л .  А’ар системадаги ^ар бир тенг

ламани логарифмласак, у >;олда

-*lg2 +  ylg3 =  31g2 +  lg3 lg2 lg3 
A l g 3 + y lg 2  =  lo2 +  3lg3 -  Ig3 -  lg2

а) A(lg’2 — lg23) =  3(lg22 lg23) =>- x  =  3;
б) y(lgJ3 -  lg22) =  lg'3 -  lg52 = >  у =  1.

Демак, x — 3, y =  1.



Машцлар

473.

474.

473.

f (лг + 0 ,2 ,Ч (У +0,3)»-  
x -f-y=0,9. 
x 3y3— —8 ; 
x,3 уЗ =  7,

дс—'+ У - 1=5;

ж Ч у  2- 13.

47*. f
\  х » - у з - 7 .

477.
1 1

y - l ~ y  +  l 
y a — x  -  5 =

»
X

478.

479.

Г У -
1 X* -

— jcv =■ — 12;

лгу -  28.

* + у +  — - 9 ;

( x + y ) x
20.

х*у3—х 3у2 —4.

481. |

482.

483 {

jf4+ y ‘ =- 82; 
x y  — 3.

x 3 +  y3 — 35; 

JC +  у =  5. 

а* + ц0 — 15, 
•»  10.

x 3+ y 3*-d5',
?yH-xy*=-20, /? да ечинг.

485.
.с—1 V y -f3  г  -  1

2 Г  =  T -  *
2л г+ З у -5 г + 1 9 -= 0 .

( л г + у ) » + 2 * - 3 5 - 2 у ;
2 y =  3 -  2jr.

486. f  (* +y)S+5
I ( x - y ) 3-

487.
•+ ' 0)

488.

489.

490.

491.

492. |

* + y - l  2 x —y + 3

3 1 7 л————  -U -l- ж  0,
j r + y —1 2 x —y + 3  5

1 1 1
-  +  -  + -------3;x  у г  

1 1 1 +  ■ +  “  “  3; 
ху  уг  х г

х у г
X +  у +  Z =. О,
сх  +  ay  +  bz — 0;

(лг + *)2+ (у  +  с)2+(*+
-f a)3=a3-f fi'-t-c*.

+
2у

И
* г+ у а- 1  

Ах
•*а+У +  — -  22.

У
(х—У)(-*3—у3) —За1, 
(х + у ) (л :Н у 2) =  15аЗ, 

R да ечинг.
Л34-у3_19;
Х*У +  * у з --------6 ,

R  да ечинг.

493.

494.

( х* +  х у  +  у2 -  91; 
t  д с + / 1 у + у - 1 3 .

4 r * 4 п

у  u + v  — /  a ~ u —2i 

u+v— У u—v — 8.
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495.

496.

497.

V x + y  +  ^ л - - у = 6. ( У х + у —и, y f х —y*=v деб белгиланг.

/  U+y)3U-y)2=8.
V 2 x - y + \  \ -  ^ З л г + у - 9  =  3; 

2x—y + \ l  + V 3 x +  у — 9 = 3 ;
498.

/  (* + У )* -3 ;

/ ( * - у ) 2= 1.

500.

/  5 * + у  +  / 5 д с —у =4;  

"j/"-Z. = г  деб белгиланг. 

J _  +  J _____£

499
Г и2 +  v2 =  цу +  13. 
(_ и \ v —y uv- (-3;

501.

502.

503.

505.

507.

3(2 — V х —у)  4 l 0 ( 2 +  / х  + у) '=5;

4(2—/ х - у )  ' —5(2 +  /Y - | -y )  '« . 3.

504.

506.

f 2( / ' * + / у)=з /лу ;
I *  +  У =  5.

/  ■ * + / у = Ю

4/ 1  + 4/ у = 4

х  — у =  8а2.
/  jc + / у = 4 а .

г 4
* 4- У =  5.

Куйидаги тенгламалар систеыасини ечинг.

у х +V"y= 3;
f y x * — / х у  + ^ у ^ 3 .

j / f n '

508.

509.

510.

511.

З2*—2У=Л25; 
у 
->2

512.
=5;

х ^ +2=  125-

лгУ-»
4^—2' =25.

f lg (* 4 -y2) = 2 , 5 i3  I = 0,5'

Uog2* - 4 -  og33 - I o g ay. ( Iog3(jr—2y)-f log3(3;c-|-2y)=3. 
^ / j r - / 7 = 8 [ . , log4* - l o g 2y = 0.

■ 1 JC2 — 2y2 — 8=  0.IgK * y  =  l +  Ig3.
•У-V У-*

2 2 + 2  2 =2,5; 515.

1 g(2-* ~У) +  1 -  ig(y  № )  + 1 g 6-

x+y x+y 
2 3 + 2  6 = 6. 
x*-{ 5y2 =  блу
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516.
2*-Зу=  6;

З* .4 У= 1 2

' ° S V 7  х у  ”  8:

518.
(jc+y)2y_2r =6,25. 

2Х~ У ^ + -у =  5.

517. 519.
glog„(jr—4y) =  j.

4-*-2y_7.2*-2y=8
9

11-§. Тенгсизликлар системаси

Маълумки, тенгсизликлар системаси дейилганда бир 
неча узгарувчили тенгсизликлардан бир нечтасининг 
биргаликда каралиши тушунилади. Масалан,

куринишдаги тенгсизлик бир неча узгарувчили тенг
сизлик деб каралади.

Бир неча узгарувчили тенгсизликлар системаси 
деб

системани куриб чикайлик. Геометриядан маълумки, 
системада катнашаётган дар бир тенгсизлик Aix-\-Biy-\- 
- f C ; =  0 Д  г =  1,2 турри чизик билан чегараланган ярим 
текисликни аниклайди. Энди (3) тенгсизликлар систе- 
масининг ечимлари тупламини топайлик.

1. Ахх-\-Вху-\-Сл =  0 ва А2х +  В2у +  С2= 0  тугри чи
зиклар параллел булмасин, у *олда (3) учун у <  1гхх-\-  

/ \  у ^ > / г з^оли уринли булсин деилик, 
бундан
j k2x  +  b2 <  kxx  +  Ьи j (k2 — k, )x < Ь 1 — ЬЪ

f(x,  у.........г, а, Ь, . . .  , с) ^ 0 ( 1)

(2)

системага айтилади. 
Хусусий ^олда

А  * +  Вху +  С, > 0, 
А^х 4  В2у -f- С2 >  О

(3)



5- чизма. 6- чизма.

булиб, умумий ечим 

Х > Т ~ Т > k' > k*'Rx V
к

k2x-\-b2< y < k xx-\-bi
булади (5- чизма).

Агар (3) учун 5 , > 0 ,  б 2> 0  шарт бажарилса, у *ол-
y > k . x + b t , лжсистемага тенг кучли 6f-
у >  k2x +  b2

лишини куриш мумкин, бунда умумий ечим (6-чизма)

да (3) система

k,x +  bu агар х  > Ь2— булса,

У'” k2x-\-bly агар х <  ЬЛ—Ь  булса,
kl—kJ

2. AjX -f- Bxy -f- Cj =  0 ва A^x B2y -)- C2 =  0
t^ fph чизиклар параллел ва устма-уст тушганда (3) 
системадаги ^ар иккала тенгсизликни бир ва^тда ца- 
ноатлантирадиган ечимнинг умумий кисми мавжуд бул
са, у ^олда уша со*а системанинг ечимлар тупламини 
аницлайди, акс ^олда (3) системанинг ечимлар тупла
ми буш булади.

1- м и с о л .  Ушбу системани ечинг ва графигиии чи- 
зинг:

У — х  +  1 >  О,
2х — у — 3> 0.
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7- чизма. 8- чизма.

х — 1< у < 2х —3. 
х >  2 ( 7 - чизма),

Е ч и ш .  
у - х + 1> 0, ( у >  х  —
2х —у —3 > 0  \ у < 2х  — 3

2-м и с о л .  Ушбу системани ечинг ва графигини чи- 
зийг:

|  у  >  Xs —  х  —  6 ,

I У <  Зх — 1.
Е ч и ш .
|  .2 .. * у > х а— х - 6,

:3 jc — 1.
-х—6 <  Зх —1

у > х а- х - 6,
<=■>- | у <  Зх — 1, >~ 

- 1 < х < 5

У >  X2 — X 6,
у < З х  —1

И * - ? ) ’- 6 ? '
у <  Зх —1,
—1 < х < 5  (8- чизма)

Машцлар
Системаларни аналитик ва график усулда ечингг 

2х—у <1,

520. ) 52,
4д-— у > 1 ,
у < 3 .
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522.
у > х 3,
у < х .

' л2+ у 3> 1, 
525. -* + у > 0 ,

* + у < л 2+ у 3.

523, { у > х я, 
Зу—х < 9 .

526. у >0 ,
х'г+уг

524.
У >-«2—1, 
у<1—х3.

0<ДГ2 +  у2< 1>
527. х + у > 0 ,

Х + У >  Л2+ у 3.

IV Б О Б. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАР ВА 
УЛАР ОРАСИДАГИ МУНОСАБАТЛАР

1-§. Тригонометрик функциялар

Тугри бурчакли декарт координаталар системаси 
хОу  берилган булсин. Маркази координаталар бошида 
ва радиуси бирга тенг булган айлана ясаймиз ^амда 
соат стрелкаси ^аракатига тескари йуналишни мусбат 
йуналиш ва Л ( 1; 0 ) нуктани бошлангич нукта деб ка
бул киламиз. Бу бирлик айланада А (1; 0) нуктадан 
мусбат йуналишда сон микдори t сонига тенг булган 
ёй ажратамиз. У золда бирлик айлананннг абсциссаси 
x t ва ординатаси yt булган Pt нуктаси t сонга мос ке- 
лади (9-чизма).

У
1 - т а ъ р и ф .  Pt нукта- 

нинг х , абсциссаси t сон- 
нинг косинуси, yt ордина
таси эса t соннинг синуси, 
дейилади, яъни x t cos t.

тангенса деб шу сон си- 
нусининг унинг косинуси- 
га нисбатига айтилади,

9- чизма.

. , sin t яъни tg t — ‘----- .
cos t
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3 - т а ъ р и ф .  t соннинг котангенси деб шу сон ко- 
синусининг унинг синусига нисбатига айтилади, яъни

4 - т а ъ р и ф .  t соннинг секанси деб шу сон коси- 
нусининг тескари цийматига айтилади, яъни

sec t =  ——.cos^
5 - т а ъ р и ф .  t соннинг косекансы деб шу сон сину- 

сининг тескари цийматига айтилади, яъни,
,  1cosec t = ----- .

sinf

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я  л а р н и н г  
а с о с и й  х о с с а л а р и :

1°. Аникланиш со^аси.
D(sinO =  R, D(cos/) =  R, D ( t g O = ( - - ^ + ^ ;  \  +««);

D(ctg/)=(rait; (n +  D(sect)  =

D(c0sec t) =  (rtir; (n +  l)it); П (; Z.
2°. Узгариш со^аси (кийматлар туплами).
^(sin t) =  £(cos /) = [  — 1; 1]; E(tgi) =  R, E(dg t) =  R, 
E(sect) — (— c°; — 1] U [1; +  °o); £(cosec t) =  (— oo;
— 11U11; +  со).
3°. Даврийлиги.

Теорема. Тригонометрик функциялар даврий функ- 
циялардир, яъни\
s\x\(t -f- 2гатс) =  sin^, ctg(* +  mz) — ctg t,
cos (t -f- 2«jc) =  cos t, seci t +  2n rc)=sec t,
tg(* 4- rnt) =  tg t, f osecU-f 2«rc)= cosec^, n £ Z.
4°. Тригонометрик функциялар кийматларининг ишора- 
лари:

sin t cos t tg* Ctg* sec t cosec t

1 чорак + + + + + +

II чорак + — — — — +

III чорак — — + + — —

IV чорак — + — — + —

5°. Жуфт ва токлиги.
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Теорема. Косинус ва секанс жуфт функциялар, 
синус, тангенс, котангенс ва косеканс тоц функ- 
циялардир, яъни:

sin (— t ) =  — s in / ,  ctg( — t) =  — ctg-1,
cos(— t) =  cost, sec(— t) =  sec t
tg (— t) — — tg^, cosec(— /)*=* — cosec/.

6°. Монотонлик ораликлари:

\ t

0
I

ч ора к
я

2
II

ч о р а к к
III

ч о р а к
8л

~2
IV

ч о р а к

s in  t 0 / 1 \ 0 \ - 1 / 0

COS t 1 \ 0 \ - 1 / 0 S 1

t g t 0 /
мавжуд

эмас / 0 /
мавжуд
эмас / 0

c t g / мавжуд
эмас \ 0 \

мавжуд
эмас \ 0 \

мавжуд
эмас

s e c t 1 /
мавжуд

вмас \ — 1 \
мавжуд

эмас \ 1

cosec манжуд
вмас \ 1 /

мавжуд' v 
эмас / - 1 \

мавжуд
вмас

Т р и г о н о м е т р и к ф у н к ц и я л а р н и н г  г р а ф и к -  
л а р и .

А р г у м е н т н и н г  х у с у с и й  ц и й м а т л а р и д а  
т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я  к и й м а т  л а р и.

Аргумент хусусий кийматларининг тригонометрик 
функцияси киймати бевосита R радиусли айлапага ич-
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15- чизма.

ки чизилган п бурчакли 
купбурчак томонлари
нинг узунликларини шу 
айлана радиуси оркали 
боглаш масаласи билан 
зам бегликдир. Бу маса
ла айрим геометрик ма
салаларни тригонометрик 
функциялар ёрдамидазал 
^илишга зам имкон яра- 
тади. Маълумки, радиуси 
/?= 1  булган айланага ич
ки чизилган я б \ р ч а к л и  
мунтазам купбурчакни 
унинг томонини тортиб 
турган ёй марказий бур-
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чак синуси ва косинуси оркали цуйидагича ифодалаш 
мумкин: Д  АОВ : ^  АОВ = ^  АВ, АВ—ал ^ А О В  —
= - ^ -  (16-чизма). OD биссектриса эканини ^исобга олин- 

п

са, у *олда ^DOB  =  3—  =  булиб, O D = l n, АВ =
2 п п

= а п эканидан куйидагини ёзамиз:

o n  • I 800 / п  ISO0a  = 2/?sin---- , L = R  c o s — .
п п

Б у л а р д а н / ? = 1  булганда куйидаги натижаларни ёза 
оламиз:

1) п =  3 булганда sin cos т  =  -i. а3 = / 3 *

tor -- :
L& 4

=ctg-^-=l ,  a 4= j /  2, =

3) n =  5 булганда sin-^ =  у  5, cos g-

- j ( K S + l ) .  a5= j / S

4) л =  б булганда sin ~  =  -j, cos |  =  ^ A a e = l ,

/ 3
2 *

г-\ о . Т с  V  2 — у  2 7C l / 2 + v / 25) « = 8  булганда sin -  -- -----------— , cos — =
8 2 8 2

a . - V i - V i .
2

1 / 5 —1
■, cos —iu 4

Ою—У  5 1, l i0 =
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Умуман. юкоридагиларни умумлаштириб, куйидаги 
жадвални келтириш мумкин:

\  t

Я О \
0 TZ

J
к
4

n
3

71

~2
2к
3

Зи
4

5я
6

к Зк
~2

sin? 0 1
2

" I
2

V 1  
'г

1
2

/ 2
2

1
7

0 -1

cos? 1 V 3 1/2 1
2

0 1
2

. / ”2 /"3 —1 0
2 2 2 2

tg ' 0 l ' " 3
3 1 / 3 мавжуд

эмас - / 3 -1
3

0 мавжудэмас

c tg  г мавжудэмас }Гз 1 \ГЪ
3 0 _ j / ~ 3

6 — 1 - / 1 мавжудэмас 0

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р  о р а с и д а г и  
м у н о с а б а т л а р

К е л т и р и ш  ф о р м у л а л а р и

Келтириш формулалари деб — ± t ,  v + t, ±  t,
2ir ± t  аргуменгларнинг тригонометрик функцияларини 
t аргументнинг тригонометрик функциялари оркали 
ифодаловчи формулаларга айтилади. Булар куйидаги 
жадвалда келтирилган:

Функци я
Бурчаклар

_a 90°—a 90°-ba | . 80° — a 180° - f a  j 270° — a 2 '0 °  + a 360° - a

sin — s i n a cosa cosa s i n a — s i n a —COSa — c o s a — sina

ces cosa sina —Sina —cosa — c o s a — S i n a s i n a cosa

t g - t g a ctga - c t g a - t g a t g a C tg a —ctga - t g a

c i g - C t g a tga — tga - c t g a ctga tga - t g a — c t g a

sec seca coseca —cosesa —seca —seca —coseca coseca seca

cosec —coseca seca seca coseca —coseca —seca -  seca — coseca
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Б и р  а р г у м е н т н и н г  т р и г о н о м е т р и к  
ф у н к ц и я л а р и  о р а с и д а г и  м у н о с а б а т л а р .

sin2/  +  cos2/ =  1. (1)

n ^ Z .  (2)

c,g ^ = T T ’ t J = n K, n ^ Z.  (3)
sint

tg/  • c t g / =  1, t  Ф n £ Z .  (4)

sec/ =  ——, t ф  — +  ли, n £  Z. (5)
COS* £

co s e c /=  —■—, / Ф /не, nGZ.  (6) 
sin/

sin2/ =  1 +  tg'2/, /=^-^- +  ягс, « £ Z .  (7)

cosec2/ =  1 +  ctg2/, / =f= mz, n ^ Z .  (8 )

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р  у ч у н  
ц у ш и ш  ф о р м у л а л а р и .

S in (a  -f- Р) =  Sin a c o s  Р -f- Sin  pCOS а .  (9)
sin (а —  P) =  s i n a  COS p — sin p COS a. (10)
c o s ( a  -|-  p) =  COS X COS p —  sin я s in  p. (11)
COS(a —  P) =  c o s  a COS i +  s i n  a s i n  p. (12)

t g ( a - P ) - 7 g; ~ ‘f .  . a, p . a - p ^ ^ -  +  «u,  * £ Z .  (14)
* +  tgatEfP 2

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р  й и г и н д и с и н и  
у л а р н и н г  к у п а й т м а с и  б и л а н  а л м а ш т и р и ш  

ф о р м у л а л а р и .

sin a sin р =  2sin • cos (15)

sina — sin p=* 2sin • cos (16)

cosx -j- cosp — 2cos • cos —jp"* 0 ^)

108



cosa — cos? =  — 2s!n ■ sin (18)

t g « ±  tgp =  s- ^ - ^ ,  « , р ^ ±  +  л«, n £ Z.  (19)
cosa COS Э 2

Ctg « ±  c t g p =  s;n( -̂ a, p^mt ,  n £  Z. (20)
Sin a s in  p

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р  к у п а й т м а с и н и  
у л а р н и н г  й и f и и д  и с и б и л а н  а л м а ш т и р и ш  

ф о р м у л а л а р и .

Slna • cosp  =  ^-[sin(a—p)-f-sln(a-(-?)]• (21)  

COS а • COS p =  ~  [cos(a—P)4-COs(a-bP)]. (22)

Sin a • sin P =  -i[cos(a—P)— cos(a -f p]). (23)

a s i n a  - f - i c o s a  (a, b £  R)  и ф о д а н и  а л м а ш т и *  
p и ш:

а) ёрдамчи бурчак <р киритиш усули:

a s in  a -f-fcosoc  =  ] / а а +  6 z sin(ix+ ? ) ,  tgcp =  — s (24)a
б) рационаллаштирувчи алмаштириш киритиш усули: 

a  sin a -j- b cos а * = ------!----- ( — b\g2 — +  2a  tg -2- +  b ). (25)a\  2 2 /
i + > p j

Машцлар
1. Функциянинг узгариш со.^асини топинг: 

я) у — 1 +  sin б) у =  1 — cos л;
в) у =  | cosjc г) v — sin | х \ .

2. Функциянинг даврини топинг:
{ х  к \  х

а) у — sin 2х\ б) л: =  cos I— -  — ): в) у -  tg —  |

г) у =  sin* +  cos«; д) у  =■ sin пх\  е) у — cos3*.
3. Ифоданинг ишорасини аникланг:

а) sin 134° — sin 143*; б) cos 10° — cos 35°; 
в) sin 82° — tg 82°; r) cosec 222° — ctg 222";
д) tg 112° • sin 155°; e) ros311°. ctg 311° • sec 31 Iе; 
ж) cos 5; ») sfn(— 3).
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4. <*(0° <  а <  360°) нинг к а т ай  кийматгарида куйидаги муно- 
сабатлар тугри:

a) cos 100° >  cosa; б) sin 210° <  sin a;
в) tg a =  ctga; r) slna • cosa >  0,

ctga cos^
Д) ——  >  0, e ) ------->  0;

cosa seca
1

ж) cos a <  —; з) ctg a >  у  3.

5. Функцияларнинг кайсилари жуфт функция, кайсилари тоц 
функция, кайсилари ток дам эмас, жуфт х.ам эмаслигини аникланг:

а) у =  sin х  +  ctg*; б) у =  .v2cos л ;

в) у =  tg х  +  sec х; г) у =  *  +  Sin*

Д) У =  tgx  • ctg3.*:; е) у =

х  — sin X 
cosec л- -)- sin jc

ctg  x  +  tg  x

6. Ифодаларнинг кийматини топинг:

а) 3 cos 240’ — 2 tg  210°; б )  8 sin 510° • с о з ( -  300°) • tg420°;
( к \ n тс 4n

a) sin(<5-  1) -  c o s ^ j  — 11; r) 8 sin — • cos — • tg — • ctg —;

д) sec 420° +  cosec 750° — cos 21b0° +  ctg o3G°;
17* 33л 3 -

е) 2 sin3 ---- 4- tg 2 —  • ctg —.
’ 4 b 4 b 4

7. Функцияларни текширинг ва графикларини чизинг:

( 71 V

х з /

в) у =  cos(2jc — 0,5); г) у = 2  cosec |  — х  j;

1 / 1  л \  1 я  \
A ) y = l tg[ j X ~ V '  e ) y - 3 c o s

8 . а аргуменгнинг колган три■ онометряк функцияларининг 
цийматларини топинг:



2-§. Тригонометрии ифодаларни айний шакл 
алмаштириш

Тригономегрик функциялар цат н аш га н  ифодалар 
устида айний шакл алмаштириш тригонометрик функ- 
цияларнинг хоссалари ва уларнинг узаро богликли- 
гини яна х,ам чукуррок урганишнинг му^им боскичи- 
дир. Шунинг учун бу параграфда юкорида куриб утил- 
ган 1 — 23- формулаларни ишлатиш кетма-кеглигини 
Кулай ганлаб куйида берилган тригонометрик ифода
ларни содда золга келтирилади. Тригонометрик ифо
даларни айний шакл алмаштиришга дойр мисолларда 
аргументнинг кабул килишн мумкин булган киймагла- 
ри туплами берилган деб каралади. Зарур булган хол
да ало^ида аникланиш со^асига ало^ида мурожаат 
киламиз.

10. a) (s in 3 -f cos3)2 +  (sin3 — COS3)2; sinacosot(tga -f ctga).
It. (1 + t g a ) 2 +  (l - t g 2a).
12. slll2asec2a +  sin20t +  COS2a.
13. Sin2a tg a  +  COS2 a Ctg a ■+■ 2siri a COSa.
14. sln4a +  COS2 a - f  Sin* n COS® a.

19. Sin9 a -f- COS6 a +  3 sin3 a cos2a.

20. Агар sina -(-cosa ■= t булса, куйидаги ифодалэрни t  параметр 
оркали ифодаланг:
а) sin  a • c o sa ;  б) s in 2 a -f- cos2 a; 
в) S in a  — c o sa ;  r) s in 4 a +  cos* a,

21. Агар tg a 4- ctg a =  t булса,
a) lg' a +  Ctg2 a; 6) t g 3a +  c tg 3a НИ ТОПИНГ.

Машцлар
9. Ифодаларни соддалаштиринг: 

а) 1 +  sin 2 — 2 cos2 1; б) 2 соэ^З +  2 cos 6 — 3; 
в) 2(sine 5 +  cos35) — 3(sin4 5 +  cos‘ 5) +  1;

1 1 1 1  
r) ctg — -  tg -  -  2tg -  -  4lg —.

/
1 +  Sin a __-| f  1 — S i n a
1 — sin a \  1 +  sin a *

1 — S i n a
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8) +  c tg a  >  2; б )  s in  а  +  c o s e c  а >  2;
>) tK ,a  + c t g 2a > 2 ;  г) s in  a - f  c o s e c 2 a >  2.

а-аргументпинг кандай цийматларида тенглик белгиси уринли бу
лади?

23. Системадан я ар ументни чикаринг:

I t g 'a  -+ ctg<a ■= х ,

\  t g 2a +  ctg!a »  у.

24. Системадан а ва ft аргументларни чицаринп

х  cos а +  У sin Js =  а,
• х  sin р — у cos а =  Ь,

(х-  +  y*)(sinsa +  cos2p) -= 2ab.

3-§. Тригонометрик айниятларни исботлаш

Т а ъ р и ф. Айният деб тенгликнинг таркибига ки- 
рувчи узгарувчиларнинг исталган цийматларида тугри 
була оладиган тенгликка айтилади.

Тригономегрнк айниятни исботлаш — бу тригоно
метрик функцияларни богловчи формулалар ёрдамидж 
тенгликнинг бир томонида турган тригонометрик ифо- 
дани унинг иккинчи томонида турган ифодага тенг 
эканлигини исботлаш демакдир. Бунинг учун 1-§ нинг
4 - 9 -  бандларида келтирилган формулалардан фойдала- 
на билиш билан биргаликда практикумнинг алгебра 
Кисмида курилган айний алмаштириш формулалари ва 
тенг кучлилик теоремаларини тугри татбик кила билиш 
керак.

Тригонометрик айниятларни исботлашда тенгликда 
Чатнашаётган аргумент кабул цилиши мумкин булган 
Кийматлар туплами з^исобга олиниб, шу тупламда ка- 
ралаётган айният исботланади.

Айниятларни исботлашда юкорида келтирилган фор
мулалардан таищари цушиш теоремасининг умумлаш- 
ган натижаси булган формулалар *ам ишлатилиши 
мумкин булиб, улар куйидагилардан иборатдир:

Sin па =  С\ sin о cos"- 1a— CZ„ sin3a c os" '3o -f- 
+  С^ sin5a cos4_Sa —...

й .  О <  а < — булса, нуйидаги тенгсизликларни исботланг:
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erap n =  2k 4-1 булса, охирги *ади (— l)*sin"a; агар 
2Й-1

(п =~2k булса, (—1) 1 « s in"  !acosa булади).

COS ft a =C^cos"a— Cn sin2a cosn_2a-(- C* sin4a cos"~4a—...

(агар ft =  2£-f-l булса, охирги хади ( —l ) ft/2cosasinn' 'a ;  
агар n=2k  булса, ( — l^sin^a  булади).
Юкорида келтирилган формулалардан куйидаги хусу- 
сий натижаларни чи^ариш мумкин:

а) sin 2а -= 2sln a cosa, cos 2a =  cos2 a— sin2 а =*
=  1 — 2sin2a — 2 COSfa — 1,

4 n 2 tga , о ctg%  — 1 
tg2 « =  - — — ct£ 2a =  “ t l ----- :1 — tg 2a 2ctga

6 ) sin 3a =  3sina — 4 sin3a, cos 3a — 4-cos3a — 3cos«;
B) C 0 s4 a  =  c0s4a — bsin2acos2a +- s in*a ,  sin4a ==• 4sinacos3a —
— 4sin3acosa. Олдинги парлграфда келтирилган формула- 
лар ва s in /г з^амда cos^a лар ёрдамида айрим триго
нометрик айниятларни исботлашни куриб утамиз.

1- м и с о л. (sina-(- sinP)2+ (cosa  +  cos'-)2 =  4cos2

айниятни исботланг.
И с б о т и .  Маълумки, бу айниятни исботлашнинг 

бир неча хил усули мавжуд булиб, улар куйидагича- 
дир:
а) (sin a - f  sinp)2 +  (cosa - f  cosp)2 =  sin"a -f-2sin a s n p +
4- sin2p +  cos^a +  2cosacosp +  cos2p =  2 +  2(cos a cosp -+• 
+  sin a sin P) = 2 4 - 2  cos (a — P) =  2 (1 4- COS (a — P) ) =»
— 4cos2 a

2
б ) (sina -f sinP)2+  (cosa 4- cosp)2=  |2sin . COS 4- 

a +  3 —8 /Cjnaa +   ̂ I4 - 12cos    • c o s ---- -) =  4cos
\ 2 2 1

4 - cos2 ^ - ^ ) = 4 c o s 2
a —

в) 4cos2 = 2 ( 1 4 -  cos(a — P) ) =  2 4- 2 (cosacosp 4-

4- s inasinp)  =  sin?a 4* 2s inas inp  4* sin3p +  cos2 a
4-2 cosacosp4-cos2p=(sina+sinP)24- (cosa +  cosP)\

Айниятни исботлашда умуман энг цис^а ва рационал 
усул танланади.

8 -2 d l0  И З



3 \2- м и  со  л. sin3acos3a =  — sin2a ----- sin 6a айниятни
32  32

исботланг.

C l 3 / 1 \ 3— 2 sin a cosa = | —sin2aj =

1 . n  , 1 . n  1 — COS 4a 1 •=  — sin 2 asin 2a =  — sin 2a ----------- =  — sin 2a —
8 8 2  16

— — sin2acos4a =  J- s in2a---- - s i n 6a 4- — sin2a = — sin2a —
16 16 32  32 32

-----— sin 6a.
32

3 м и с о л .  Тенгликни исботланг:
л 2  л 3ic 1 4 ' 1

COS — COS — COS — . . .  COS —  --- -----------.
15 15 15 15 2 ч

И с б о т и .  Берилган купайтмада — +  —  =it ,  —  -f-
15 15 15

+  —- =1t....... 7“ +  tz =  эканини зисобга олсак, у зол-
15 15 15

да келтириш формуласига асосан:
г. 2л  !4ic ,  я- о 2л; „ З я  ,, 7лcos —  cos —...cos —  = —cos — cos — cos — ... cos —
15 15 15 15 15 15 15

2 it 2»
— sin2 — cos2 — (

15 15_________________

„  TC 3ic 
2<sin2 — sina —

15 15
14л 

sin2 —
15

2  ̂ 2 2lt о Зя
> — cos — cos — . t,. cos

15 15 15
4л 7л 6л 6л
— cos2 — sin2 — cos3 —
15 15 15 15

n 2U
2u sin2 —

15

4- м и с о  л. sin 61° +  sin 47° — sin 25° — sin 11° =  cos7° 
тенгликнинг тугрилигини исботланг.

И с б о т и .  sin61 °Н- sin47° — sln25° — sinl l°  =  (sin61°-}-
4-sin470)—(sin25°+sinH0)=2sin54°cos70— 2sinl8°cos7°= 
=  2 cos 7° -(sin 54°—sinl8°) = 2  cos 7°2cos 36° sin 18° =

=  4 cos 7° cos36°sin 18° =  2cos7°cos36° sta36°
cosl8° cosl8°

„„„70 s in 7 2 ° ______ 70 cos 18°



5 - м и  с о  л.  Агар <х +  р -J- 7 =  я булса ,  sin  а -f- sin [3 - f

- f  s in j  = 4 c o s  — cos  — c o s  ~  ни исботланг.
2 2 2

И с б о т л а ш .  sina +  sin^ +  s in 7 =  sina +■ sin ^-f  sin(a-|-
i q \ __ n . a 4- 3 a — В i n i  a -j- 3 a 4- 8+  p) =  z s in  ----- -COS ------- + 2  sin ------- COS ----- - =

2 2 2 2
0 „, „ a +  3/ a—3 , ot -t- В \ n . a + 5  „ a 3—  2 s i n ------c o s  — 1 -4-cos — - =  2 s in  - —L2cos  —cos — =

2 \ 2 1 2 ) 2 2 2
л • f  я 1 \ a 3 а a 3 T =  4 s i n --------- cos — cos — =  4cos — cos — cos —.

[ 2  2 I 2 2 2 2 2

Машцлар
Айниятларни исботланг: 1
25. Sin 2a — tga =  cos2a • tg?..
26. cosa ■ coseca — s im  • seca =  2 c tg  2a.

27. t g ( a + j )  +  t g / a - j )  =  2tg2a.

1 1
28.  ------- — :----------=  tg2 j.1—!oj l+ t g a
29. (sinx -f cosa)2 — (sin< — coss)2 =  2sina.

S in '2a cosa a
30.  =  tg  —.

(1 -bcos‘2a)( 1 +cosa) 2
31. 4 Sin a COS3a — 4 Sin3acoS a = sin 4a

i a a \ t a a \ a
32. 2' cos — — sin — I cos — — sin - sin — =• sina.

\ 4 4 /  \ 4 4 I 2
a — 3

33. (cosa— cos3)2+(s ina—sin3j2= 4 s in z —- — .

34. 3—4sin2a = 4 s in  +  aj sin — ay.

35. cos*(a +  3) — C0S!(a — 3) =  — s *n 2asin 2(3.
a 3a

36. sina — sin2a +  sin3a -= 4sin— cosacos —.
2 2

1 I- cosa +  cos 2a +  COs3a
37. —------------------------ --------  =  2cosa.

2cos2a +  cosa —1
38.  Sina 4- sin 3a +  sin 5a -f- sin  7a =  4cos a cos 2a Sin4a.

39. У 1 + sina — Y 1 — sina =  2sin —, 0 <  a <  —.

40. tg3a — tg2a — tga  =  tg3a • tg2a • tga .
12я \ i 2k \  3

41. sin ?a +  s i n '^ y  +  a j - f  sin 2̂ — — a) =  —.

sinta4-3 +  Tf)
42. tga +  tg3 -f t g f - t g a t g p t g Y ------------------

COSaCOŜ COaf
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S ln * ( a  +  p )  +  S in 2( a  -  P )
43.  ------------- -------- ------------ ------------- • =  t g ?a  +  tg * S .

2cos2a cos2p
44. 3(sln<a -f- cos'a) — 2(sin9a 4- cosea ) «  1.

sin2o
45. — — -f-tg2{3cos*a=sln2a -f- tg2p.

2cosa2 a + j / 3 s l n 4 a — 1_ 

2sin22a + K  3sln4e — 1

S l n f j - f  4a)

S in  4a — — 
6

Sln<a +  COS*a — 1 2
47.  “  —.

sin 9a +  C0Sea — 1 3
C0« 4a tg2a  — sin 4a

48.  ------------------  — — tg  2a.
COS 4ac tg2a  +  s i n l a

49. 4 s inas in  +  a )  sin  — a |  =  sin3a.

50 COSea —s ln ea =  — (3cos2a +  C 0 S 32 a ) .
4

. tg (  J  ~  «) +  c tg [ J  -  «) -  2sec 2a.

• COSatg(ic + a)tg  -  a j  cosec ^  -  a j =  1.

53.  f s in a - f -  ~— ) +  [ c o s a - f  — |  — ( t g a + — ) “ 5.
\  Sina I \  COSa J \  tg a /

3
54. SlnPa COS32a-f  COs6asln32 a = — Sin8a.

4

a  a  a  sina
55. cos — cos — ...cos —  — --------------- , n £ N.

2 4 2n a
2"s .n  ~

rta (n +  l ) a  1
56. Sina +  Sln2a +  ... -|- Sinna — sin — COS

51

52.

2 2 a
s i n - j

Тенгликларни исботланг:

57. cos23-(-cos2l — coslcos2  — 1, 53. 8cosl0°cos50°cos70° ■
ТС 2п 1

59 tg20°tg40°tg60°tg80 -  3. 60. cos — -  cos — -  —О 5 A
TC 15

61. cos1 — sin* ^  =■
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* 2я Зя
62. cosec — cosec —• -f cosec —.

7 7 7
Шартли айниятларни исботланг:

63. Агар я +  р + f  =■ я б^лса, у *олда

а Р тsina ■+• sinp + . s l n j e  4sin — sin — sin -f-.

64. Агар a +  p +  7 =  ic, a, p, у ф  — +  кл, k ^ Z  булса, у *олда 

t g a +  tgP +  tg f  =  tgo- tgP tgY
65. cos2a +  cos2p =  а булса, у ?;олда

C O S(a — p)COs(a -f P) — a — 1.

66. Агар t g a -  nL- ^ ~ ,  t g ? =  0 <  a <  j ,  0 < p < y  бул-

n
са, у *олда a  +  p =  —.

67. Агар a +  p =  -у булса, у *олда cos3a +  cosap +  cos2f  —
=  1 +  2cosacospcos-j.
68. Агар a +  p — i  булса, у *олда sln?a +  sln3P4- sin2f  — 2(1—
— c o sa  cosp COSf).

4-§. Тригонометриктенгсизликларни исботлаш .

Бир номаълумли тенгсизлик деб f ( x ) Vg( x ) тенг- 
сизликка айтилади. Бу ерда V белги > ,  < ,  > ,  <  
белгилардан бири булиб f [x)  в а ^ ( ^ )  лар тригономет
рик функциялар катнашган ифодалардир.

Тенгсизлнклар берилишига кура икки хил мазмун- 
га эга булиши мумкин:

1. Агар шундай А сонлитуплам топилсаки, бу туп- 
ламга тегишли х;ар бир л: учун f(x)  ва g’(x) лар аник- 
ланган булиб, f ( x)>g(x)  тугри тенгсизликка айланеа, 
у золда f(x) >  g(x)  айний (шартсиз) тенгсизлик деб 
айтилади. Бундай тенгсизлнклар одатда исботланади

2. Агар шундай В сонли тупламни топиш талаб ки- 
линсаки, бу тупламга тегишли зар бир х  да f(x)  ва 
g(x)  лар аникланган булиб, f ( x ) > g ( x )  тугри тенгсиз
ликка айланса, у *олда f (x)>g(x)  шартли тенгсиз
лик деб айтилади. Бундай тенгсизлнклар ечилади. В 
туплам эса унинг ечимлари туплами дейилади.

Тенгсизлнклар билан иш курганда у ёки бу шакл 
алмаштиришлар бажаришга т^гри келади. Бу шакл 
алмаштиришларда тенг кучлиликни сацловчи теорема- 
лардан баъзиларини эслатиб утамиз.
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1-теорема. D(&)^)D(f)nD(g) б$лса, у холда / >  
>  g  -<=>- г +  ф >  g  +  ф.

1 - н а т и ж а .  Исталган кушилувчини тенгсизликнинг 
бир томонидан иккинчи томонига карама-карши ишора 
билан утказиш мумкин.

2- н а т и ж a. f >  g  ■<— > f  — g >  0.
2-теорема. D(ty)0 D(f)[\Dlg)  ва ф >0  булса, у хол

да f >  g /  • ф >  g  • ф булади.
3-теорема £(ф)0£)(/)п£>(£-) ва ф<0 у хол

да, f > g ф <^ -ф £  улади,

5-теорема. <  0 ч=>- (/ • g  <  0 Д g ф0).
g

Тенгсизликларни исботлаш жараёнида ушбу теоре- 
малардан фойдаланиш билан бирга тригонометрик функ- 
цияларнинг хоссалари ва уларга оид асосий формула- 
лардан фойдаланиш ^амда практикумнинг алгебра 
цисмида курилган баъзи бир тенгсизликлар ва улар
нинг натижаларини татбиц килиш мацсадга мувофи^- 
л ир.

Тригонометрик тенгсизликларни исботлаш усуллари 
умуман тенгсизликларни исботлаш усулларидан фарк 
килмайди. Улар билан эса практикумнинг алгебра кис- 
мида танишганмиз.

Тенгсизликларни исботлаш намуналари.
1- м и с о л .  Агар 0 <  а <  0 < р <  ^ - ,0  <  а +  Р<-^-

6wica, у х;олда tg(a Э) >  tga -Ь tgP уринли булишини 
исботланг.

И с б о т л а ш .

4-теорема. — >  0 -<=>- /•  g  > 0 .
g

-------!------ >  1,J l —tgatg?
. tv>a >  0, tgp >  О

-<=>-
t g a > 0, tg? >  О

f t*»atgp<l, ^  
i t g a > 0 ,tgf >0

- < = IE 4^=>-

i 18



а ва р лар 0 <  а 4- р <  — шартни цаноатлантирган-

да тенгсизлик уринлидир.
2- ми со  л. — <  sln6a +  cos^a <  1 ни исботланг.

4

И С б О.т л а ш. — <  SinBa 4- cos°a <  1 ч=> — <  sin4a —
4 4

— sin2a cos2a +  C0S4a <  1ч—>  — <  Sin4 a +  cos4a +
4

+  2sln2acos2a — 3sin2acos2a <  1 -<-=>• — < 1 — 3sin2acos2a<!
4

<  1 <—> — — <  — 3 sin2acos2a <  0 <=>- 0 <  4sin2acos2a <
4

<  1 4 = >  0 < s i n 22a <  1.

Охирги тенгсизлик a нинг исталган циймати учу« 
тугридир.

Машцлар
Тенгсизликларни исботланг:

%
69. Агар 0 <  a <  — булса, у ^олда sina <  a <  tga.

п  --------------------- —  a
70. Агар 0 <  а <  — булса. у холда /  cosa < 1 / 2  cos — .

71. Агар a р +  -f =  * в а а - f  > 0 булса, у холда
я Н У 1 

sin — sin — sin — <  —.
2 2 2 8

7U

72. Агар 0 < a <  ~  булса, у долда stua-|-tga>2a.

I n Г73. Агар a +  [5 +  i  =  я булиб, a, (i, ■(£ 0; булса, у  холда 

tg* tgp t g Y > 3 / 3 .
j те Г

74. Агар «4* F булиб, те булса, у *олда t g a t g g c L

__ й п* . _ „ sina +  t£a
75. Агар a ^  булса, у долда --------------- >  0.

2 cosa-j-ctga



,—  3sina г _
77. —у З <  -------------  <у^3.

2 +  cos а

78. s i n ------—2 sin — -+ sin ------->0 ,  n > 2, nfj N
и—1 /г л +1

5 -§ . Тескари тригонометрик функциялар

Юкоридаги параграфларда турри тригонометрик 
функциялар замда уларнинг хоссалари ва графиклари 
закида тухталиб утилди. Агар берилган функция ца- 
ралаётган ораликда монотон усувчи ёки камаювчи бул
са, у золда шу функцияга тескари функциянинг мав- 
жудлиги шартига асосан тригонометрик функцияларга 
зам тескари тригонометрик функциялар мавжуд булиб, 
улар куйидагилардан иборатдир.

1- т а ъ р и ф .  Берилган * £ [  — 1; 1] соннинг арксину
са деб у £ — у*, у  да аникланган ва синуси х  га тенг 

булган y=arcsin.x функцияга айтилади: y=arcsin* —  

—> sin(arcsinx)=x, — ^  <  у —1 < л :< 1  (17- чизма).

2- т а ъ р и ф .  х £ [— 1; 1] соннинг арккосинуса деб 
косинуси х  га тенг ва 0 да аникланган y=arc'cosA; 
функцияга айтилади: у =  arccos л —> cos(arccos х) =  х, 
0 < y ^ i r ,  — 1 <  л: <  1 (18- чизма).

3- т а ъ р и ф .  x ^ R  соннинг арктангенса деб танген-

си л: га тенг ва y < y < - j  да аникланган у =  aiс g л:

1 2 0

17- чизма. 18- чизма.



19- чизма. 20- чизма.

функцияга айтилади: у =  a r c U x  =>-  tg (arc tg  х)  =  х,
— 7T < y < Y >  — о о < л <  +  со (1 9 - чизма).

4 - т а ъ р и ф .  x(^R  соннинг арккотангенса деб ко- 
тангенси х га тенг ва 0 < у < ^  да аникланган y = a r c c tg ; c  
функцияга айтилади: y =  arcclg;c = >  ctg(arcctg.x) =  х,
О <  у <  •*, — о о < х < + о о  (20- чизма).

Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р -  
н и н г  а с о с и й  х о с с а л а р и .

1. А н и к л а н и ш  в а  у з г а р и ш  с о ^ а л а р и :  

у =  arcsin дс D(y)  =  [— 1; 1]. Е(у)  =  — j  

у =  arccos я  D(y)  =  [ — 1; 1], Е(у) =  0; «];

У =  аг-tg л: D(y) =  R,  Е(у) =-------

y  =  a r cc tg x  D(y)=*R ,  Е(у) =  0; it[.
2. Ж у ф т  в а  т о к л и г и :
Теорема. Арксинус ва арктангенс тоц функция-  

лардир, арккосинус ва арккотангенс эса тоц %ам, 
жуфт. %ам эмас, яъни

arc s in(— х)  =  — arc sin х\  arc cos(— л)  =  к — arccos х; 
arc t g ( — x)  =  — arc tg x\ arcctg(— x)  =  я  — arccrg x.

3. Г р а ф и к л а р и :
Тескари тригонометрик функцияларнинг графикла* 

рини *осил цилиш учун тригонометрик функциялар-
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нинг графикларини у = х  тугри чизикка нисбатан сим
метрик акслантириш керак.

Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р
о р а  си д а г и а с  о с и й м у н о с а б а т л а р .

1. arc s in* - f a r e  co sa : =  у ,  \x\  ^  1.

2 . arctg x  +  arctg x  — л: £  /?.

3. a r c s ine  =

4. a r c s i n x =

5. a r c c o s x  =

6 . arc cos x =

7. arctg  л  =

8 . a r c t g * :

9. arcctg * =

10. arcctg x  =

arccos \ f  l — x ' \  0  «3 x  <  1;

—arccos V 1—x*, — 1 <  x < 0 .

arcctg^ 1 - *8, 0 < x < l ;

arcctg

X

/ 1— x 2

arc s i n / ^ I —* 2, 0 < x  <  1; 
it—arc s i n i / l —x 2, — 1< л : < 0.

arc tg } 1~ —, 0 <  x  <  1;
X

it +  arctg

arccig —, x  >  0; 
x

arcctg —
X

- i t ,  *  < 0.

arc cos l x > 0 ;
V 1 +  J(2

—arc cos 1 x < 0 .
Y

arcsin 1 x > 0 )
Y 1+ * 2

it—arcsin 1 x  <  0.
V l + X *

arctg  — , x > 0 ;
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20 5 3521- м и с о л .  a r c s in ------arcsin — =  arccos —  тенглик-
29 13 377

нинг тугрилигини текширинг.
Е ч и ш .  Кулайлик учун куйидагича белгилашлар 

киритайлик:
d f  , 2 0  a d t  . 5  d f  352a— arcsin —, a rc s in—, т =  arc cos — .

29 13 ‘ 377

1) ° < I < 1’ = '  ° < ^ < 1 =*• o<p<v;
о <55?<i =*■ o < i< -, —> — =► o<«-p<—;

377 1 2 29 13 2

у золда 0 < a  — Р < т ~ ,  0 < т < | ,  яъни a — 6 (°;

булиб, бу эса s i n / ,  c o s t ларнинг монотонлик оралири- 
дир. _______  _______
2) cos (a—p) = co s a  cosp 4-Sina s i n p = | / 1—sin2a K  1— sinap

-f  sinasinp =  ~\f  i _  [ /  i _  l—Y-U — . — =  2Ё?
'  \29 / r  M i l  29 13 377*

/ 352 \ 352 , 0.
cosy =  cos/arc c os — j =  — , демак, cos(a — p) = c o s y .

1) ва 2 ) ларни эътиборга олсак: a — P =  f ,  яъни
. 2 0  . 5  352a r c s in ------arcsin — =  arccos ------.

29 13 377
2x

2 - м и с о л .  2 arete x  =  arc sin ------ айниятни исбог-
l + * a

ланг.
И с б о т л а ш .  Куйидагича белгилашлар киритайлик;

1) VJC учун ~2 ~2 Ч==^ “ 7 < а < Т :
2 *  ^  1 к ^  а п

<  1 УЧУНИ  ■*
Демак,  а ва Р лар j ;  булиб, бу s i n /  учун 

монотонлик оралиридир.
2 ) sin 2« =  sin (2 arc tg л)  =  2 sin(arc tg x)cos  (arc tg л) =
_  2 £  I________ 2x

V T+^2 jA 1+ л а 1 + JC2’

s inf arcs in ———'j =  —̂ — =>-  sin 2a =  sin p.
I 1 +  W  1+*2

1) ва 2) ларни эътиборга олсак: 2а =  р, яъни
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2 arctg x =  arcsin 2x
1+ x 2'

3) Айниятнннг аникланиш о ц а с и н и  топамиз:

~ - 2 < 1  -<=* 12х  | < 1+ л :2 ч=>- | дер—2| х | + 1 > 0  ч = >
1 "р Л

< = >  (1* |  — I )2 > 0 .  Бу эса Y x £ jR учун ^ар доим 
турри. Демак,  берилган айният ихтиерий x £ R  учун 
уринлидир

2 23 - м и  с о  л. a r c t g — Н arctg — >  arctgl  тенгсизлик ис- 
5 3

ботлансин.
И с б о т л а ш .  Кулайлик учун куйидагича белгилаш- 

лар киригайлик:
д] 2 n d /  2 d f  , ,  хa = a r c  tg —, Э =  arc t g —. 7 =  arc tg — 1

О о  4

Демак,  а +  р >  — эканлигини исботлашимиз керак.
4

1) 0 <  £  < 1  =►  а(-
5

о<|<1  =► ре
0; т =► 0 < « + р < | ;

О» 7
о <  1 =>-  7 £

а +  Р. ■j) булиб, бу эса tg учун монотон усув-

чи ораликдир.
2) tg(a +  P ) > t g 7 ёки tg (a-j-p) >  1 эканини исботлай- 

миз.
2 2

t g (a +  p) =  ^ L + J 8 P. ^ + 3 16 , 5 .
1 —teat- tg a tg P 2 2 

1_ 5 ' 3
Демак,  1 ~  >  1 =► tg (a +  р) >  tg т.

1) ва 2) ларни эътиборга олсак, a- j - p>f ,  яъни tg (<*+?)> 
> t g 7 булиб, берилган тенгсизлик тугри экан.

Машцлар
Ифодаларнинг цнйматини ^исобланг:

79. cos(arc tg у 2 +  arc sin —
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" •  ••V“‘v *e " ' 2 r
/  12\  3 \

81. t g (a rc s ln ^ — — I +  arc sin — I.

(2arctg(— { ) ) .82. cos

83. cos2! ~  arcsin sin2^  arc s in \m\ <  1.

84. sin^ — arc sin aj  cos  ̂— arc sin л j, \a | <  1.

Тенгликларнинг т]?ррилигини исботланг:

5 12 я
85. arcsin — +  arc sin —

13 16 z

86. a r c c t g / 3  +  arc ctg(2 +  / ”3) •= —•

3 3 27
8 7 .  arcsin - 7  — arc t g  - 7  — arc t g  —•

5 5 11
88. arc tg  1 +  arc tg  2 +  arc tg 3 =  it.

1 1 / 11\
89. arccos — +  arccos — «= arccos — r ? r

2 7 V 14/
4 2 2

90. arcsin — + a rc  cos =  arcctg —•
5 / Т  П

Айниятларни исботланг:

1 x  — 1 JC
91. arc t g ----- 1- arc tg ------ - = —» x  >  0 .x x +  1 4

92. 2 arc cos j / ~ * ■= arccos дс, — 1 <  x <  1.

2x — x ‘l n
93. arcsin (x — 1) +  2 arc tg ----------- =  —, 0 <  x < 2.

X  &

\—x
94. a r c  tg  x  4- arc tg  ,—  > 

s  * l + x

—, — 1;
4

—3it 
——, * < —1. 

4

86 . 2 arc tg *  +  arc sin -------=  я, x  >  1.
l+x*

96.  arctg — +  arc tg ^  =  - 7 ,  ] —  со; — IT U ] 0: oo|.
a a+ 1 4

97.  arccos * +  arc cos у — ate cos(jc^ — J O - .t2 V 1—.y’)-



98. a rc  s in *  — arc sin у =  a rc  s in (x v  1 - y a — у / l —х 2).
x + y

99. a rc  t g  x  +  a rc  t g  у — a rc  tg  ----------.
1— лу

X \ f  1 - V ^ + y l /  I x ‘
100. a rc  sin  x  +  arc sin  у =  arc  t g  ; ----- -------------- .

y ' l —x 2 y2—x y

Тенгсизликларни исботланг:

2 / 2 i .
101. -  a rc  sin —  >  a rc s in  I — ~  J

1 2
102. a rc  cos — >  a rcc o s  — .

V ?  it
103. a rc  tg  2 — arc  tg  — — >  — •

3 о
4 1 3re104. a rc  c tg  — +  a r c c tg  — <  —.

1 1 4 1
105. a rc  t g  — +  a rc  tg  — <  a rc  t g  - -  — arc  t g  — .

1 3 12 я
106 a rc  sin  — +  a rcco s  — +  arc cos — >  — .

4 5 13 2
1 1  4  1

107. — arccos  — >  a rccos  — —arc  sin —.
2 4 5 3

2 / 5  \  2*
108. 3 a rc  cos(  — —- —  ) — 2 a rc  sin( — —- — J  >  g

109. a rc  c tg ( — 3) <  — — arc tg  3.
О

2 2 jc

110. a r c t g  — +  a rc  t g  — >  —.
о 3 4

V Б О Б .  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  Т Е Н Г Л А М А Л А Р  ВА 
Т Е Н Г С И З Л Н К Л А Р  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  Т Е Н Г Л А М А Л А Р  
ВА Т Е Н Г С И З Л И К Л А Р  С И С Т Е М А Л А Р И

1-§.  Тригонометрик тен глам ала р

Юкорида алгебра булимида тенглама тушунчасига
таъриф бериб угилган эди. Агар F(x,  у ........ г,  а, b, . .. ,с)
функция содда трамсцендент функция булса,  у золда 
F(х, у, ... ,г, а,  b , . . .  , с) = 0  тенгламага содда трансцен- 
дент тенглама дейилади. Тригонометрияда трансцен-
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ден т  тенгламада катнашаётган узгарувчилар устида 
тригонометрик ва тескари тригонометрик амаллар кат- 
нашса, у з^олда бундай тенгламаларни тригономет
рик  тенгламалар  деб каралади. }^ар кандай тригоно
метрик тенгламаларни ечиш энг содда тригонометрик 
тенгламаларни ечишга келтирилади. Булар куйидаги- 
лардир:

sin л: =  a,  cos л  =  а,  t g x = ; a ,  c t g x  =  a.
Бу  тенгламалар а нинг кандай кийматларида ечим- 

га эга б^лиши ва уларни ечиш формулалари билан та- 
нишайлик.

а sin  х  =  а cos x  =  а

\ а ! <  1 А  =  {(— 1)Аагс s in a  +  
+  *Jc|ft£Z)

A — { ±  arc cos a +  
+  2&rc|,t (j Z }

а>  1 А =  0 A  =  0

а <  — 1 А - 0 A -  0

а =  1 А =  |  — +  2kn\k A={2kTt\k£Z}

а =  — 1 A =• {n -+- 2kr |

tg>r =  а А =  { a rc  t g a  +  *тс|k £ Z )

c tg  х  =  a  A  =  (a rc  c tg а + А я : |£ £  Z).

Тенгламаларни ечинг: 

/ 3
1. s i п 2 лс ----------— .

х / 10-1
3. cos —  =  — -------

2 2

Машцлар

2. t g x = / 3 .  

4. ctg2^c =  —

( Л \
— — — — 1 = 0.
2 6 '

7. / 3 c t g ( 5 *  +  — j +  3 = 0 .

V з
6. t g ( *  +  1 5 ° ) + 1 = 0 .

8. 3 s ln 22je -  1 -  0,

Тригонометрик тенгламаларнинг турлари билан та- 
нишишдан олдин ^уйидагиларни таъкидлаб утамиз.
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Тенгламаларни ечиш жараёнида баъзи бир шакл 
алмаштиришлар бажарилади.  Агар бундай алмаштириш- 
лар тенгламаларнинг тенг кучлилигига дойр  теорема- 
ларга асосланган булса, у золда  зосил булган тенгла
манинг ечими берилган тенгламанинг ечими булади.  
Акс золда ечимлар текширилиши керак.  Пра ктику м-  
нинг „Алгебра* кисмидан маълум булган бу маълумот- 
ларга IV боб, 1 §, 4 —9-бандлардаги 1 - f  25-формулалар 
замда тригонометрик тенгламаларнинг муайян турла-  
рини ечишдаги теоремалар ва формулалар кушиб ка- 
ралади. Тригонометрик функииянинг аник бир кийма- 
тини берадиган аргуменгиингкиймати чексиз куп б$л-  
гачлиги учун тенгламанинг бир хусусий ечимини ол- 
гандан сунг умумий ечим формуласини зосил к 1,лиш 
мумкин.

1. А л г е б р а и к  т е н г л а м а л а р г а  к е л т и р и л а -  
д и г а н  т е н г л а м а л а р .

Бундвй турга / (s in *) =  0, / (cos х)  =  0, / ( t g x ) = 0 ,
/(ctg.v) =  0 куринишдаги тенгламалар киради. Бу  ерд»

/(s in л) =  0 — j  * — fsin х =  ^  V s i n * =  / 2V . . . V

V s i n x  =  ^n} белгилаш киритиш билан (агар f ( t ) = 0  
тенглама t 2, . . . , t n илдизларга эга булса) зосил 
булган содда тенгламалар ечилиб, берилган тенглама 
илдизлари зосил килинади.

Худди шунингдек:

/ ( co s  х)  =  0 — |  | ^ C° S q ’— Icos.v =  t t V cos x  =  t2 V . . *V

V cosa: = ^ } .

/ ( t gAT)=0 —  J I t g X = t i \Z .\g X = t2\ / ... V =

/ (Ct gx)—0— — {Ctgjc—/,  V c t g »= * ,  v ... V c t g * - / . )

l - м и с о л .  2 sin5x + s l n x — 1 =  0 тенгламани ечинг.

Е ч и ш .  2sin2x  -f sin x  — 1 =  0 — { Sln X — ~
1 2/ 2-M— 1 = 0

I
S i n *  =  tf, 1

, ~ s i n * = -  — 1 V s i n x — -------

— x*= — — + 2«ii \ / x - =  ( — \ ) m— г m* [n, m (- Z).
2 о
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Ж а в  о б .  |  ^  + 2 / и г л £  z j  U J ( - \ ) т ^  + т ^ т £ 2  J

2- м и с о  л. 2 cos2̂ x:+ j  — 3 sin ^  —x j  + 1  = 0=  и тенг

ламани ечинг.

Е ч и ш .  2 c o s2fx + - — 3 sin ^  —jcJ +  1 = 0  —

2 co s2( x - f  —) —Зсов^-х-Ь — )-{-I = 0 ~  {  ̂  ̂ б )
'  6 '  ̂ ( 2/ 2—3/ +  1 =  0

c o s ^ + - )  =  A / , м  1
cV + l )  =  l v c o s r + 6 ) = 2 '

/. =  1 V ^ = "

-л: -- --------- | - 2 / x u V * =  H-------------- f- 2mir.6 “ 3 (j

Ж  jа в о 6 . J ±  ~  +  2kn k £ z j  U j  -  2mic|/ra £  z j .  

Машцлар
Тенгламаларни ечинг:

9. cos2 *  +  cos x  — 0.

10. cos(jcH— —) +  s e c  ( x - \ -  —  j +  2 = 0 .

. . .  + • « ( ? - ' )  “ 7 ? -
12. 2sln5 jc +  2s!n x  —V 3(1 +  sin дс).
13. 2 c tg ?Jt +  2cosec5*  — 7 c tg  *  +  1 = 0 ,
14. 4sln3*  +  8sln2*  — s in *  +  2 =  0.
15. t g ?*  — t g 2* +  t g *  — 1 =  0.

X X
16. 2 s in5 x  =■ 3 s ln 3*  — 2sin — cos — t

2. Б и р  х и л  и с м л и и к к и т а  т р и г о н о м е т р и к  
ф у н к ц и я н и н г  т е н г л и г и  ш а р г и д а н  ф о й д а л а *  
н и б  е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р ,

1-теорема .  \ f x , y Q R :
s inx =  siny < = >  X =  ( — 1 )пу  f  ПК, /г £ Z,

2 - теорема.  \ f  х, y £ R \
cos x  — cos у  ч = >  x  =  ±  у  +  2/г-, ti (  Z.
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3 - теорема,  v x ,  у £ / ? \ |  — +  Ьк\к £  z j ;

tg х  =  tg у  ч — v х  =  у +  to,  k (■ Z.

3- м и с о л. sin 1 х  — sin5x = 0  тенгламани ечинг: 
Е ч и ш .  s i n 7 x - s i n 5 x = 0  <— > s in7 ; t=s in5*  < = > 7 х  

7 х =  5x-\-2kK, n=2k ,
1х — —5х-Ья+-2А.т, я = 2  k-{-\

X =  to ,  п --- 2k,

= ( —1)"5ЛГ+Язс ч^=>- ч= > -

-<=>-
л :=  — +  —, л = 2&- | -1. 

12 6

-гечинг

4 - м  и с о  л. tg^2jc — -g-j — tg^jc-f- j =  0 тенгламани

1НГ.

Е ч и ш .  tg^2x— - t t i ( x - | - ^ = 0  <—^ t g /2 x — ^ j  =

— tg(-1£:+  4—v 2 x — — = * 4 -  -*=»- x — — + Л1Г.

Ж а в о б .  | — Ц -я к/я£ Z

Машцлар
Тенгламаларни ечинг:

17. cos 3 jc+  — + c o s  — — 0.
12

K )18. sin

19 .  tg (  j + x

+COS \x+  - )  =  0. 

.  Ctg X.

20. t g ^ + ^ ) + c t g ^ + ^ - ) = 0.

21. t g ( * -  tg  l^x+  tgA: +  ctg2jr =  0.

22. s l n ^ . v +  - j j  — sin 3̂  — - t j  - s i n  ~  cos^2jc +  —j  =  sin  x.

3. s i n x e a  cos л: г а  н и с б а т а н  б и р  ж и н с л и  
б у л г а н  т е н г л а м а л а р .

1 3 0



a 0sin"x: +  a,sin" ’xcos x  -f- . . .  +  an_% s i rucosn ’* +

-f  a ncosnx  =  0 (1)

куринишдаги тенглама (бунда d t^ R ,  i = l , n )  s inx,  cos* 
га нисбатан бир жинсли тенглама деб аталади.

Агар а0 =  0 булса, cosx =  0, -t-mz, n £ Z  сон-

лар берилган тенгламани каноатлантиради.
Агар а0 фО  булса, c o sa ; Ф 0 булиб, берилган тенг

лама

«Оtg"A; +- +  • • • +  a„_j tgх + а п =  0 (2 )

куринишга келтирилади. Бу золда (1) ч=>- (2).
Бундай куринишдаги тенгламаларни ечишни 1-банд-

да урганган эдик.

a 0sin2/1x  -f a . s in 2" -1 * c o s x +  . . .  -f  a 2n_,sin* cos2,I_,x-f- 
-t-a^cos'2" * — g  куринишдаги тенгламани ( 1) куриниш
га келтириш мумкин. Бунинг учун ^ (s Iпа *  4-cos2*)* 
айниячдан фойдаланиш етарлидир.

5 - ми  с о л .  2sin2*  +  3sin х  c o s *  +  cos2 х  =  0 тенгла
мани ечинг.

Е ч и ш .  2sin2-t +  3s in * co s*  +  cos2*  =  0 -<=>- 2tg2* +

+  3tgx +  1 = 0  I tgX =  *'
ё 1 2*2+3*  4 - 1 = 0

[ t g*  =  /, Г t g*  =  — 1,
■<=> J . . , , l , 1 ч=>*

h , =  - l V / 2= - -  -  -

< = >  *  =  — — +  пъ V *  =  — arctg — +  mz, n(- Z.
4 2

Ж а в о б .  |  — ^ -mzjn £ zj U | — arc t g - j  - f  nn/n £ z j

6 - м и с о л .  2 s in x co s*  -f- 5cos2* = 4  тенгламани ечинг.  
Е ч и ш .  2sin *  cos x +  5cos2 *  — 4 — 2sin *  cos *  +

- f  5 cos2*  =  4 (sin2 *  +  cos5* )  — 4 sin2*  — 2 sin *  cos *  —

— cos2*  =  0 — 4 tg2*  — 2tg* — 1 = 0  — J =
I 4^3—2/ —1 = 0
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I + / g -
,  1 + 1  5 . . .  _ l - / 5  ~ t g x = — —  V t g X -
i 2 2

— x  =  arctg 1 + +  «тс V-*:=arctg ■ — -|- me.

Ж  а в 0 6. |  arctg +  птс/п £  z j  U |arctg — ' +

-f  « i /л £ 2j

Машцлар

Тенгламаларни ечинг;

23. co sl5 *  +  7sin25* =  8cos5* sln5*.

24. cos^xslnx +  cos** s in 3*  — 3co s*  sin3*  — 3 sin ‘*  — 0.
5

25/  s in 1*  4  co s4* =  —.
8

26. s in 15*  -f sin 4*  c o s2*  *= sin 3*  cos3*  4  s in *  cos6* .
27. sin4* — cos4*  »■= sin2*.
28^ 19 sin '2*  — 30sin4* +  25 cos22*  — 25.

4. Ё р д а м ч и  б у р ч а к  к и р и т и ш  у с у л и  б и л а н  
е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .

a s inx 4- b cosx =  с куринишдаги тенгламани ёрдамчи 
бурчак киритиш билан ечайлик, бунда а , b, c=f= 0 .

IV боб, 1-§  даги 24-формулага кура a s l n x + i c o s x —

= c ~ s i n ( x  +  <p)= ■— =■., <p=arctg - •“ ■ и* d

Агар ° < 1  ёки c2< a *  +  6* шарг Гринли
/  a2+ i 2

булса, у *олда берилган тенгламанинг ечими

*  =  — <Р +  (— l ) narcsin — —  +  пъ, <р =  arctg - ,  n £ Z .
уа*+Ь* а

Агар cJ> a 3+ 6 s булса, ечими 0

7- м и с о  л. 3sln у  + У З  cos =

Ечиш.  3sin — 4-y^3cos j  = 3 —sin/ j  4 arctg * ~ j

7 - м и с о л .  3sin — 4-УлЗ cos — =  3 тенгламани ечинг.
2 2
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k=2n-\- \ ,  x=ic-f4«ic .  

Ж а в о б .  {u -f- £  Z) (J |  +  4«и//г £  z j .

Машцлар
Тенгламаларни ечинг:

29. )/3sin3jf — cos3*=l.

30. 2sin x  — 3cos x  =  — .

31. s t n |* +  —j  + / 3 s i n ^ -  — j —/ 2 .

32. 4/3~cos(tc 4- x) 12sin-*r= 3it.
33. sin(7tlgx)+cos(jtlg jc) =  1.
34. s1ii(7icosa:)= cos(ucosa:),

5. Р а ц и о н а л  а л м а ш т и р и ш  у с у л и  б и л а н  
е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .

2 t g f
a s i n ; t 4- & c o s x  =  c тенгламада s i n x = - ----------- ва

i+ v f
j - f g 2!

cos jc =* -------- алмаштириш бажариб,  IV боб, 1-§  даги

1+tg 2
25-формулага  кура ----- ------  ( — btg2 — +  2atg — -j-b—c)2 2

l + t g ‘ -

куринишга, ёки ихчамлаштирилгандан сунг (c-\-b)tg2-^ —

— 2 а tg ( с— Ь) =  0, яъни tg £. га нисбатан квадрат 

тенгламага эга буламиз. Бу ерда, агар с =  — b бул
са, у  *олда ■*£{— 2 arctg — +  2«it//z £  Z) U (ж -+•а
+  2ktzjk^Z\\  агар с =  — Ь, д~ +  62><?2 булса,  у под

дал :  ^  {arctg- - 

булса,  * £ 0 .

д а д : ^  {arctg-а ±  +63 са - f  2/тс//£  Z}i а 2 +  ^  — с2 <  0 
6+с



21 1 -t* .S i n x = ------ ; COSX = -----
1+ t*' 1+ г 2 И ё  о ^4 —> 4=>- 2

t g | — f; 12*2- 2 * - 2  =  0  [ 6^2— Jf — 1 = 0

ч = >  tg — =  — V tд — =—  — 4 —v  x = 2  arctg — 4- 2«n V
2 2 2 3 2

V x  =  — 2arctg — +  2/z-r.
3

Ж  а в о б. |  ?arctg +  2mzjn £• z j  U j  — 2 arctg I- -f-

4  2л1с/л (■ z |_

Машцлар
Тенгламаларни ечинг:
35. 4 s in *  +  5cos д:-=3,

36. sii x  +  ct — = 2 ,2
2^. s in 2 x  + y ^ 3 co s2 *  +  1 = 0 .

/ я i / X \ 1
38. s l n l x — — —2cos x — — = — .

V 6 I { 6 / 6
39. 4sin(2;t +  20°) — cos(2 a: +  20°) =  3.

40. s in fx j -  — ) +  cos д:-|- — | =  a.
\  4 /  ' 4 j

6. К у п а й т у в ч и л а р г а  а ж р а т и г а  у с у л и  б и 
л а н  е ч и л а д и г а н т е н г л а м а л а р .

f ( x ) ~ 0 куринишдаги тригонометрик ленглама цан- 
дайдир усул билан f s( x ) f 2( x ) . . . f n(x) =  0 куринишга
келтирилган булсин. Агар /,(.*), f.,(x).......... /„(-*) лар
кандайдир М тупламда аницланган булса, у хотда шу 
М  тупламда f^(x)f2(x) . . .  f„(x) =  0 тенглама / , ( -* )= 0 \ /
V fi{x)  =  0 \/ . . .  V fn(x ) =  О га тенг кучли булади

Берилган тенгламани купайтма ^олига кел:ириш 
учун алгебранинг маълум теоремаларидан *амда IV боб,
1-§,  4—9-бандларда келтирилган формулалардан фой- 
даланилади. Сунгра юкоридаги теоремадан фойдаланиш 
натижасида берилган тенглама бир неча содда тенг
ламалар дизъюнкциясига келади ва ушбу параграф- 
нинг 1—5 - бандларида курилган усуллардан бирини 
татбик килиб ечилади.

8 - м и с о л .  s i n x  +  7 c o s x  =  5 тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  s i n х  +  7 c o s x  =  5 -<=>■

134



9 - м и с о л .  t ? x c t g 2 x s i n 3 x  =  0 тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  t g x  ctg2x sin3* =  0 4 =-*-

4 = > t g x = 0 A c o s x = £ 0  \ / c t g 2 x = 0 A  s i n 2 x ^ 0 V  sin3.x:=0-<:=>-
. . т. . kn . . та . , , In■<=>■ X =  №t\J X = ---- ----- \J X =  —  V  x =f= — <— >■
v 4 2 3 V 2

% ,/<%,,  mu . Ы , mr.
-=■>• * - 7 + 2  V * - T A - * r < = *  

ч = >  * _ 1 .  +  5 у * = < 3 < + 1 ) ^ \ / * - < 3 / - 1 )  j-

Ж  а в о  6. f -  +  ft f / f t  £ z j  U j ±  -  +  /it// £ Z 1.

10- м и с о л .  sin* cos* +  s inx =  1 — c o s x  тенгламани 
ечинг.

Е ч и ш .  sinx cos t  +■ sinx =  1 — cos2* >
< ~  > (COS X -f 1 )sin X =  (cos к -f- 1 ) ( I — cos x) ■<—>■ 

-»=>- (cos x -(- 1) (sin X -+■ c o s x  — 1) =  0 *—)- 
■<—> cosx =  — 1 V  cos X +  sin .«== 1 -<=.>-

: >- x  =  it -f- 2Й1С \J sin [x-\- 71 \  у  2

Ж  а в о б. I m^jm £ z \  U I + 2 /it// f  zj.

-<=>- x  =  ic 2 Ait \ /  л =  26jc V x  =  — -f- 2wic -<=>-

< —> x  — /ic V x  =  -̂ - +  2/raic <=>- 

.=*> { / * / / £  Zj  U j  ^ + 2 to*/ot^ z J.

Бу ерда {ic 2«ic./« £ Z) U (2&ic/ft £ Z |  =  {ти/т £  Z}.

z} u{ ^ + :

Маищлар
Тенгламаларни ечинг:

41. sin 5 *  ■ tg  tx -c o s 2 *  =  0. 44. 1—cos'!2* =  sin 3 * —cos +  *^.

42. co s*  — c o s 2 * = s i n 3 * .  45. s l n * + c o s *  =  l - f s i n ' * .  
4 3 ^ c o s3* + s i n * c o s s = l .  46. sin^*-|-sii ia2 * = s i n 23*.

7, С у н ь и й  у с у л л а р  б и л а н  е ч и л а д и г а н  
т е н г л а м а л а р .

Айрим тригонометрик тенгламаларни юкорида ку- 
риб утилган усуллар ёки оддий шакл алмашгиришлар

1 3 5



ёрдамида содда тригонометрик тенглама куринишига 
келтириб булмайди. Шунинг учун уларнинг ^ар бири
га алодида ечиш усулини танлаш лозим булади. Куйи- 
да уларга намуналар келтирамиз.
1°. А л м а ш  т и  р и ш л а р к и р и т и б  е ч и л а д и г а н  
т е н г л а м а л а р .  

s inx ±  c o s x  =  t\ sin х +  cos х  =  t <—> s\n2x — t2— 1; 
ёки sin x  — cos л: =  t ■*—>■ sin2x  =  1 — t*.

11- м и с о л. 2(sin х  +  cos x) +  sin 2x  -f- 1 =  0 тенгла
мани ечинг.

Е ч и ш .  2(sin x  -f- cos x) +  sin 2 x +  1 =  0 < = >
\ s inx  cosx =  t, \ sin к +  c o s x =  t,{ -4=>- { 4 —v
[ 2 t + { t 2-  1) +  1 = 0  \ t 2 +  2t =  0
f sin < +  cosx = t ,  , . .

-<=•>- { s inx +  cos x  =  0 V sin x
1 t t= Q \ J  t2 =  — 2

+  cos x =  — 2 < — > tg v------1 V sinx-^-cosx ф — 2

<=>- x  =  — ~-{-  mt\ l  Q.
4

Ж а в о б .  |  nicjn £ z j .

2°. Ч а п  в а у н г  к и с м л а р и н и  б а д о л а ш  й у л и  
б и л а н  е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р

1 2 - м и с о л .  3cos8x  +  2sin5x = 5  тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  | s i n x | - < l  ва | i o s x | < l  дан фойдаланиб

куйидагиларни ёзиш мумкин:
3cos8x + 2 s i n 6x  | <  3 1 cos8x | + 2  |sin5x |< 3 c o s 8x - f  2|sin5x | < 5 .  
Бу ерда тенглик белгиси s i n x = I  ва | c o s x | = l  бул- 
гандагина уринли булиши мумкин. Бу эса мумкин эмас, 
чунки sin2x  +  cos8x  =  1. Демак,  берилган тенглама 
ечимга эга эмас.
3°. Агар тригонометрик тенглама

/ i (x)  +  /^(x) + . . .  +  /п(х) =  0 • ( 1)
куринишда булса, унинг ечимлари

f i ( x ) = Q / \ f 2( x ) = 0 f \  . . .  Д / „ ( х ) = 0  (2)
системанинг ечимлари куринишида топилиши мумкин, 
я ъ н и ( 1) — (2). ^ацикатан fk(x) (k = \ ,n )  функциялар х  
нинг з^ар бир циймати учун аникланган булса, у долда ( 1) 
тенгламанинг чап кисми манфий эмас. Демак,  (1) нинг 
чап цисми нолга тенг булиши учун / * ( х ) = 0 ( £ = 1,ге) були
ши керак.  Бошцача айтганда ( 1) (2).
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1 3 - м и с о л  sin22x  +  1 =  cos23 x  тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  sin22x t- l=cos'"3x <—*• sin22x-|- sin23 x = 0  <=■>■

4 = >
sin 2x  =  0 , 
эшЗл =  0

X =  п2к V  X =  — 4  n 1«,

Л =  — 5
2
kit x*= —
3

2jc

« = >

- x  =  mrc.
x = k 3Tz\/ x =  — 1- ft2it \ / x = ---- h

3 3

Ж  а в о 6 . |  тк/т (■ z j

Машцлар 
Турли усуллар  билан ечинг:

47. 5 s in 2x — 9 s in л: — 4 = 0

48. | /  3 t g -дс — 4 tg  +  v 3 =  0.
49. 2 t g » c o s x + l = 2 c o s x - t  t g r .
50. 4 s in 3x —4sin2x  — 3s in x  —3 =  0.
51. 2s in3. t— 3sinx c o s x = 0 .

52^ 2sin к cosjt-h / " 3 —2cosx— 3 s i n x = 0 .
53. 9sin-'x - |-30s!nxcosx-t-25cosax = 2 d .

54. c o s2|^— + x j  +  2 c o s x + 2 =  0.

55. sin к— V  з  co sx  =  1.

56. yr3 s i r u + c o s x = | / 2 .

57. cos2x —sln2x —2 ( / 3  s in x  c o sx  =  l*
58. s lnx  su i(x  +  1) =  cosx  cos(x  +  1).
59. s in3x  =  cos2x.

60. 3 cos2 J  +  J  s i n *  =  1 +  2cos J  +  sln f " .

61. 5 ( s in x  +  cosx)2— 12(sinx +  c o s x ) + 7 = 0 .
62. sin*x +  c o s 'x  =  1.

63. s l n f * +  ^ ) + c o s ( x +  =  l +  cos2x.

64 2 +  $ ln 2 *  =
2sin'X

65. sec2* '

sec2x — 1 
2— sin x  — cos x  

1—sin x
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66. 4,ga'r+2cos5jr—80 =  0.
Щг cos6* 4- s in 6.* =  451пг2лс.

68. / l + s l n 2 * — /  1—sin2**=l.

69. У"s in 2*  +  I f cos2*  =  y 4.
70. s in *  +  cos *  = > M g * + ‘ tg x .
71. cosI?0*  — s in 120*  =  1.

s in *  +  s in 2 *
72.  —------------------1.

s in 3 *
73. (1 — cos2*)2+  (1 +  s in 2 * )2=  1.

График усул билан тенгламаларнинг нечта ечими борлигини аник
ланг:

74. cos х  =  | к \. 77. 2х  =  sin  *.
75. t g *  =  * .  78. cos х  =  lg* .
76. * ‘ — | sin * | =  0. 79. c tg  *  =  2x  — 1.

П арам етр  катнашган тенгламаларни ечинг:

80. cos 2х  — a (cos х  — sin *).
х  1

81. a s in 2*  +  s in 2 — =  —.
2 2

2 я *
82. t g  --------------  =  — /  3.* *2+лг +  1 r
83. (3 — a) t g 2t  — 2tg  x  — a — 3 = 0 .
84. s in 4*  +  c o s 1* -f- s in  2x  =  a.

85. tg  ^ * -  -jr j — a t g *  +  tg  ^ * +  =  0.

86  a  sin  r  4- 1 =  a? — sin * ,  а нинг кандай кийматларида  тенглама 
деч булмаганда битта ечимга эга булади?

■ м -87. cos1 <------- ) =  a (I — s in  2*),
л

о, —’ -> ораликда тенглама нечта

ечимга эга?
88. cos т х — cos (т —1) *  ни ечинг ва т=  2, /л =  3 булганда ечим- 
ни геометрик тасвирланг. т нинг цандай кийматида тенглама 
айниятга  айланади?

2 - §  Тескари тригонометрик функциялар 
цатнашган тенгламалар

Тескари тригонометрик тенгламаларни ечиш жара- 
ёнида одатда тригонометрик амал бажариппа тугри 
келади. Бунинг натижасида трансцендент тенглама 
рационал тенгламага келтирилали. Бу эса аникланиш 
содасининг кенгайишига олиб келади. Равшанки, бунда

138



чет илдизлар пайдо булиши мумкин. Демак,  тенглама 
ечилгандан сунг албатта ечимлар устида текшириш 
утказиш керак.

1-м и с о л .  4arctg (х2 — Зх  +  3) — л =  0 тенгламани 
ечинг.

Е ч и ш .  4 arctg ( л 2 —- Зх  +  3) — гс =  0 <—>■ arctg (х2 — 

_ 3 *  +  3) =  ^ .  ( 1)

( 1) нинг иккала цисмининг тангенсини оламиз:

tg |a r c t g (x 2 - 3 x  +  3)] = t g - ^  (2)

Бунда (1) = >  (2). (2) ни айний алмаштирамиз: 
х 2 — Зх  +  3 =  1 <■=>■ *2 — Зх +  2 =  0 *—>- x t =  1 Vx2 =  2.

Т е к ш и р и ш :  1) х ,  =  1 да arc tg( l2—3 + 3 )  =  arctg 1 =  

=  — <=► — =  —; х 2= 2  да arctg (22- 6 +3)  =  arctol =  —.
4 4 4 ь  v '  4

Ж  а в о  б. (1; 2}.
2 - м и с о  л.

arccos (л: — 1) =  2arccos х  ( 1)
тенгламани ечинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг иккала кисмининг косинусини 
оламиз:

cos | arccos (х — 1)| =  cos (2aiccos к). (2)

(2 ) тенглама ( 1) тенгламанинг нагижасидир, яъни 
( 1) — > ( 2 ). (2 ) тенгламанинг унг томонини айний ал- 
маштириш учун cos 2а -  cos2a — sin2a формуладан 
фойдалана миз, яъни cos (2arccos х) =  cos-(arccos х ) —

— sin3 (arccos x) =  х г — ( У  1 — х г)г =  2х 2 — 1.
У золда (2) тенглама цуйидаги тенгламага тенг кучли 
булади:

х  — 1 =  2 а 2 — 1 -*=>- 2х 2 — х  =  0 <—*■ х,  =  0 V х ,  =  —.
2

( 1) (2) б /лгани учун зосил булган ечимларни а л 
батта текшириб куриш керак.

Т е к ш и р и ш :  1) к, = 0  да arccos ( — l )= 2 a rcco s  0 <—>■ 
я

-<“ >  71 =  Z — 1C =  И .
2
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(2) л г = 1  да arccos ^  — 1 j =  2 arccos ^ —arccos y ]=
n 1 3lt „  71

*= 2 arccos —---------  2 • —.
2 2 3

Ж  а в о  б. |0; -1).

Машцлар
Тенгламаларни ечинг:

89. 2a rcs ln  х  =  я.
3

90. a r c tg

2п
91. a rcco s  (х  +  1) =  — .

О

92. a r c t g  (х  +  2) — a rc tg  ( *  +  1) — — .
4

93. 2arcsin  х  =  a rccos  2х.
94. a r c tg 3 {Зх +  2) +  2 a rc tg  (3*  +  2) =  0.

Ч*95. 2a rccos  х  a rcs in  х  =  — .

96 a rcs in  у ^ 2 х  =  2arcsin  х.
97. a r c tg  (дс +  1) — a r c t g  (х — 1) =  a rc tg  2.
98. a rcsin  ( i x  — 1) +  2 a rc tg  4 *  =  a rccos  (1 — 3x),
99. a rccos  (1 — x )  + 2arcsin  x  =  0.

100. a r c c tg  x =  a.
2 a?

101. 2arccos  x  = ------------— 3a.
a rccos  x

a2
102. a + ------------=  2arcsin x.

a rc s in  x

3 -§ .  Тригонометрик тенгсизлнклар

Маълумки,  тригонометрик тенгсизликларни ечиш 
тенгламаларни ечишдан оз фарк килади ва барча тенг- 
сизликлар окибатда куйидаги энг содда тригонометрик 
тенгсизликларни ечишга келтирилади:

sin х  >  a, sin х > а ,  sin х  <  a, sin х  <  a, cos х > а ,  
cos х  >  a,  cos к <  a,  cos х  <  a, t g x > a ,  . . .

бу ерда а  — берилган сон.
Юкорида келтирилган тригонометрик функциялар 

хоссалари графиклари *амда содда тригонометрик
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тенгламанинг ечимини топиш формулаларидан фойда- 
ланиб содда тригонометрик тенгсизликларнинг ечимини 
топиш жадвалини келтирамиз:

ж as

a ssи
s<y

Ечимлар т^плами
«Xо
s41H

Е чим лар туплами

| a | <  1
A =  U (arcsin 

k £ Z
тс — arcsin  a +  2кк)

Л =  U (it—arcs in  а+  
k £ Z

+2kx\  2it + a r c s in  а +
+2kn)

a >  1 A — 0 a  = R

a — 1
A
H Л =  0 V

H A - R \ \ ? - + 2 k * l k £ z ]
с С
CO

Л = Д \ { - ^  +
w

a — — 1 I 2 

+  2 * i c / £ £ z j

Л =  0

a < — 1 Л = ^ Л =  0

\ a \ <  1
Л =  U (—arccos а +  

+2*ic; a rccos  a +2£ ic)

Л =  U (a rc c o sa - f  2£it; 
k £ Z

2rc — arccos  a +  2/гк)

a >  1
Q
A

Л =  0
«
V A — R

a — 1
H
СЛ
О

Л =  0
H
ело A  =  R\ \2 k * lk ( :  Z}

a — — 1 Л = / ? \ | л + 2 4 т т / / г  £ Z ) A =  0

a < — 1 Л =  R II <s

a £ R

tg 
д: 

>
a A =  U (a rc tg  a +  £jc; 

k £ Z

1 + Ы )

Q
V
4
ъд

A -  U ( — — +  At; 
k z z \  2

a r c tg  a +

a £ R

<3
Л
4

и

A =  U (*л; a r c c t g a +  
k £ Z  

+ bn)

a
V
V
Ы
о

Л — U  ( a r c c t g a  +  feic;
k ^ Z  

* +  kb)

1- м и с о л. s in2x  — cos j; sin x  <  1 ни ечинг.
Е ч и ш .  sin2.*—cos a: sin a < 1  »- cos‘“U 4-cos x sin x >
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>• О ч=>- cos л =  О V
sin X

V
1 +  ^ - ^ > 0 , 

COS X

v л: = ---- [- ян V2

21- чизма.

cos v =£ 0
я

X =  -
2

V t g ^  >  — 1 Ч=>- X =
TZ - ТЕ I__+„TCV__+ 

4 - д т с < д : <  — +  ЯТС.
2

Ж  а в о б. | */  — -“ ■+■ 

-f/jit  пк,

(21 - чизма )
5 12 - м и с о л .  -  sin2*  4—  sin2 2x  >  cos 2л: ечилсин.
4 4

E 5 . 2 I I 2n ^  n  5 1  — cos 2 x  .ч и ш. - s i r rx  H— sin^2 . v > c o s 2x  ----------------- h
4 4 4 2

+  — (1 -  cos*2x) >  cos 2 к 5 —5cos 2 x + 2  — 2cos22x  —
4

— 8cos 2 x > 0  <—>■ 2cos22 с -j- 13cos 2x — 7 <  0 <=>■ — 7 <

<  cos Ik <  — - j  cos2a :<  — - i  ^  4 . 2«ir <  2x  <

, 4tc +  2/Z1T < - > ---- I- /In
3 3

2it .---- f- /гтс.
3

Ж  а в о 6 K  +«тс ' ' — +  га ^  z j .

3- м и с о л. arcsin х >  arccos л: ни ечинг.
Е ч и ш .  arcsin х  >  arccos х <—>■

arcsin х  4- arccos х =  ~ ,
-<—> arcsin х  >  — -<—у  

; arcsi п л; >  —— arcsin х  4
I 2

Ч“ * 2

Х \  <  1

1ЛО



Ж а в о б .  l}.

4 - ми  с о л .  sin х  +  a cos х  >  а ни ечинг, бунда а ^=0 .

2t g - |  1_ t s 27
Е ч и ш .  sin л: +  a cos х > а  < = > ------------ f- а ----------->

l + t g 2 f  l +  ‘g 2 f

>  а ч = >  2tg — +  а  — a to* ~  >  а  +  a tg2 ■— ч=>-

ч = >  2а tg2 у  — 2tg ~  <  0 ч—► t g | ( t g | - i ) < 0 .

1. а > 0 + = >  0< t g  — <  — 2 п к < х <  2arctg — +  2ятс.
2 а  й

2 а < 0  =>- — <  tg — < 0  =>• 2/ZTC-f 2arctg — <  х  <  2пк. 
а 2 а

<Ж а в о б .  а > 0  булса, у ^олда |x/2/zic <  х ■

< 2arctg — + 2/гтс, ti £ z); 
a J

агар а < 0  булса,  у ^олда 1 л/2«.тс-J-

4- 2arctg — <  х  <  2пк, п (• Z  | .

Маши, лар
Тенгсизликларни ечинг:

103. tg  х  >  / 3 .

104. c tg  >  — / ' 6 .

105. Sin (jr — а) <  — 2 -jL .

106. cos (х  +  1) < - ! _ ! .

107. cos х  tg  2x  <  0.
108. cos 2*  sin  x  <  0; — % < x  < " .
109 sin * — 3cos jr <  0.
110. 12cos2x  +  7sln x  <  1 3.
111. sin X  >  cos*x.
112. 3sin  2x  — 1 >  sin  x  +  cos * .

4
113. | tg  *  +  c tg  л  | <

V о
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114. 2cos 2x  +  sin 2x >  tg  x.
115. c t g 3.* +  c tg 2Jt — c tg  x  — 1 <  0.
116. tg*x +■ c t g 2x  <  2.

J  x
117. cosec x  <  i-,— cosec —.

3 с
118. s in  x  +  sin3 x  <  sin 2x +  s in  4x.
119. cos jc cos 3x  <  cos 5x cos 7x.
120 sin (2л cos x)  >  0.

121 y/~6 —2sin x  > 6 sin x  — 1.
1

122. sin x I sin x  | <  — .

123. lo g  cosjc  >  lo g 2tg  X] 0 <  x < n.
124. l o g 3 sin  x  >  l o g g 0,75; — 1 <  x  < 4.

T  16
125. cos2*  +  sin  x  cos x  > L

126. У  cos x —sin  x  > s i n  x — — ; 0 <  x  <  n.

1
127. a rccos  x  < arccos — .

4

128. a r c t g :Jt — 4 a rc tg  x  +  3 >  0.
12Э. 2arcsin  x  >  a rc tg  x.

i x * - ~I 2 2 ) b13Э. a rcsin

131. a rcs in  x  <  a rccos  (1 — x).
TZ

132. a rcs in  x  — 2arcco s  x  > —.
О

П арам етр  кагнаш ган тенгсизликларни ечинг:

133. cos * >  а. 139. s in  х  -f  -------<  а, ( д > 0 ) .
sin t

134. t g  х  <  а. 14). s in2*  +  sin 2x > a.
135 c tg  x  < a.  141. a rcsin  x  <  a.

136. 1 +  a cos x  > (1 +  a ) 2. 142. a r c tg  x < a.

137. s in  x +  a cos x < a ,  а ф  0. 143. a rcs in  x  > a a rccos  x.
2ic

138. s ln 4JC +  co s4*  >  a. 144. a rccos  ax  <  —.
О

4-§ .  Тригонометрик  тенгламалар  ва 
тенгси зликлар системалари

Аввал тенгламалар (тенгсизликлар'  системалари- 
нинг тенг кучлилиги ва уларни ечиш усулларини
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эсга олайлик; Соддалик учун икки номаълумли тенг
ламалар системасини карайлик.

Икки номаълумли иккита тенглама сисгемаси деб

га айтилади ( 1) системанинг ечими деб шундай (х0; у 0) 
сонга айтиладики, уни мос равишда л: ва у ларнинг 
урнига куйганла ( 1) системанинг ^ар бир тенгламаси 
сонли тугри тенгликка айланади, яъни:

J / i  (*о; Уо) =  gi  (*о; Уо).
I f A x 0\ y0) = g % ( x 0', Уо).

Системани ечиш унинг ){амма ечимларини топиш де- 
макдир.

Иккита тенгламалар системалари

бир хил ечимга эга булса, яъни ( 1) нинг барча ечим- 
лари (2) нинг ^ам ечимлари булса ва аксинча (2) нинг 
барча ечимлари ( 1) нинг ^ам ечимлари булса,  у х;олда 
бу системалар тенг кучла  дейилади.

Тенгламалар системаларини ечишнинг бир неча 
усуллари мавжуд:  системаларни чизикли алмаштириш 
усули, системани соддарок системалар дизъюнкциясига 
алмаштириш усули, узгарувчини алмаштириш усули, 
янги номаълум киритиш усули, номаълумни чицариш 
усули ва бошцалар. Бу усулларни куллаш жараёнида 
биз берилган системани унга тенг кучли булган, аммо 
унга Караганда соддарок булган системага (ёки систе- 
маларга) алмаштирамиз.

Системаларни ечиш намуналарини куриб чикайлик:
I sin х  sin у =  а,

1- м и с о л .  < ечилсин.
I cos х cos у  =  b

f 1 U ;  у)  =  g 1 (x; y), 

ft (■*; У) -=£*(■*; У)
( 1)

{ (2)

x  — у =  ±  arccos (a - f  b) 2kv, 
x +  У = ±  arccos (b — a) 4- 2 m ,

| b — a | <  1
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<—*•

x — i - (  +  arccos {a-\-b)± a rcc o s  (b —a )) +  {n-\-k) it,

y =  ( +  arccos ( a + b ) ± a r c c o s  (b—a)) - f  (n —k) it; 

\ a  +  Ь\ <  1, \ b — a\  <  1.

Бу ерда k , n £ Z  булиб, Ia +  & | < 1 ,  \b — а | < 1  
шарглар бажарилганда туртта ечимга эга буламиз.

|  sin х  cos у =  а,

Ь
Ш у усул билан 

ечиш мумкин.
. cos х sin у  =  b

системани з^ам

л . sin х  +  sin у  =  а,
2- м и с о л .  I ечилсин.

sin2x  -+ sin2 v» =  b

, sin x  -f sin у =  cl, Е ч и ш  {
. sin2x  +  sin2y =  b

<—>■

sin X — u, 
sin у  — v,  
a  - f  v  =  a,  -<=>-

a?—b UV = ------

sin X — u, 
sin у  =  v , 
и v  =  a, 
u2 +  v 2— b

_j i

2
a— / l b  —аг

4—>-

a + S  2b—a2 sin x  =  — ----------

sin у
A ^  a2 
b >  2-

V

i ± y r2b — с
<  1

V

sin x  —

sin у  =
/*2

b > l '

a — y f  2b - a1

a ± \ f  2 i —al < 1 .

Агар a ± y  2b—a2 <  1 шарт бажарилса,  

+  «it;, . a+i^26— a2 x  =  ( —l ) narcsin — t-g-------

у  =  ( — l ) fta r c s i n — [- Ы
V
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х  =  ( —l ) nar cs in - а— {-пъ\
V r l — r

у =  ( — l ) fearcs ina +  al +  k, n ^ Z

ечимлар сериялари берилган системанинг ечимлари 
булади, акс долда ечим0 .

Юк;оридаги усул билан

cos х  +  cos у =  а ,  
cos2x  +  cos2y =  b\

sin x  +  sin у =  a,
cos3x  +  cos2y =  b\ 

cos x  +  cos у =  a, 
sin2x  +  sin2y =  b

ва шу куринишидаги бошка системаларни дам ечиш 
мумкин.

0 f s i n x  +  s i n y  =  a,о - м и с о л .
U  +  у =  «

ечилсин.

I
Е ч и ш .

sin х  +  sin у =  а, 
х  +  у =  а

■*.=>
о  . Х-\-у X — V2 sin — -  c o s ------=  а ,

2 2
х  +  У =  а

г, . а X — у 2sin — cos — — =  а, sin — =  О,
2

а =  О,
х  +  у == 2 тк

V

' sin — Ф О,
2

V cos
х - у sin — = 0  < >  а = 0,

-<=>-
2sin •

2
Х +  У =  а

х — у =  ± 2  arccos

V

2 si п — 
2

<  1.

V
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Агар
2 sin —

2

<  1 шарт бажарилса,

х  =  — Ь arccos
2 ~ 2 sin •

+  2«ir,

—  2/Z7T

2sin 2
ечимлар сериялари берилган системанинг ечимлари б^-  
лади, акс холда ечим 0 .

Шу усул билан
f sin х — sin у =  a ,  j cos л: ±  cos у =  а;
1 х  +  у =  а. I *  ±  у =  а

куринишдаги системаларни з^ам ечиш мумкин. 
sin х  sin у ■= а, 
tg * tg у =  b, а • b ф  О 

’ sin л: sin у =  а,

4- м и с о л. 

Е ч и ш .

ечилсин.

tg * t g y  =  b, а ■ Ь ф О
<=>■

<=>
sin л sin у =  а, 

co sx - co s  У = —. а - Ь ф О .

Бу эса 1-мисолга келтирилган ^ол.

Машцлар  
Тенгламалар системаларини ечинг:

145.

146.

147.

sin л: -Ь- sin у — 1. 

5л

Sln3Jt — sin 2y - ■

148.

149.

159.

х — у — —
3

cos х cos у =

sin х  sin у =  —,
’ 4

t g * t g y  =  3.
3

sin X sin у =  — —. 
7 4

3ctgx= - t g y .
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151. ( ‘ * *  +  ‘К У - 2-
i  ctg x  +  2 ctg у =  3.

152.

153.

154.

cos x  cos у =

[ tg  JC — tg у =  1.

! 2Sln x + c o s  у ^  j 

jg S ln !jr+ co s ‘y _

sin x  =  sin 2y, 
cos x  =  sin y,
0 <  x  < it,
0 <  у  <  я.

t g -к • tg  г =  3,
155. j tg  у • tg г -  6,

I x  +  У +  г =  я .

158.

157. |

arcsin x  =  arccos y, 
7u

=  1.
•К+У

arcsin x +  arccos у =  0r 
arcsin у +  arccos x  *= it.

158  ̂ arcsin x  + a r c c o s y -  — r 

x y =  1.

Тенгсизликлар системаларини ечинг:

159.
1

cos x  > —,

160. {
sin X  >  cos X ,

2ji <  x  <  2it.

161.

162.

tg jc> - / 3 ,  
1

sin x  <  — .

s in  a: <

cos л: <

0 <  jc <  ‘-in.

VI Б О Б .  ПЛАНИМЕТРИЯ

l - § .  Геометрик алмаштиришлар ёрдамида  
масалалар ечиш

Текисликда геометрик алмаштиришларга нукта ат
рофида буриш,  нуктага нисбатан симметрия, тугри 
чизикка нисбатан симметрия, параллел кучириш,  ух- 
шашлик ёки гомотетия, инверсион алмаштиришларни 
санаб утиш етарлидир. Куйида биз бу тушунчалардан 
масалалар ечишда кандай фойдаланиш мумкин эканли- 
гидан намуналар келтирамиз.-

1-м а с а  л а. Асослари АВ  ва DC  булган ABCD  
тенг ёнли трапецияда Р  ва Q нукталар ABC ва АВП  
учбурчаклар медианаларининг кесишган нуцталари
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22 -ч изма. 23- чизма.

булса,  у *олаа  P D =  QC экани исботлансин (2 2 - чизма). 
Б е р и л г а н :  AB LD  трапецияда A D  =  BC, Р^ (А В С ) ,  
Q(-(A DB)  булиб, Р, Q медианаларнинг кесишиш нук- 
таси.

И с б о т  к и л и ш  к е р а к :  PD  =  QC.
И с б о т. Масаланинг шартига кура трапеция тенг 

ёнли,  яъни: AD =  ВС , у х;олда ^ А  =  ^ В  Трапеция 
диагоналларини утказиш натижасида ^осил булган ЛВС 
ва ABD  учбурчакларда AD=^BC, ^cCAB =  ^ .D B A  ва 
АВ  умумий булгани учун АА ВС = A A B D .  I —трапеция
нинг симметрия уки булсин. Берилган шартга кура 
Sl (D) =  C, Sl (A) =  B, S , ( 0 )  =  0  *амда St (Q) =  P  
эканини з^исобга олсак,  у ^олда S^U P)  =  QC келиб 
чикали.  Бундан P D = Q C .

2 - м а с а л а .  АС  кесмада АВ  ва ВС кесмалар олин
ган булиб АС  дан бир томонда ётувчи АВЕ  ва BCF 
тенг  томонли учбурчаклар ясалган ( 2 3 - чизма).  Агар 
L нукта AF  нинг, N  нукта СЕ нинг уртаси булса,  
учбурчак BL N  тенг томонли эканини исботланг.

Б е р и л г а н :  А А В Е  ва A B C F  тенг томонли,

A L =  - A F ,  NC  =  — ЕС.
2 2

И с б о т  к и л и ш  к е р а к :  A B L N  — тенг томонли.
И с б о т .  Масаланинг шартига кура А Л ЕВ  ва A B C F  

лар тенг томонли, AL — LF ва E N «= NC.  Векторларни

кушиш коидасига ку ра BL =  ^ (ВА +  BF)\ BN =



=  — (BE +  ВС). Масала шартига кура R e 60 (В А ) = В Е ,

RbW {BF)=*BC  ^амда R b60° (BE) — BE', бу ерда
Е' f  ( в / 7) булади. У холда /?в60 (Л /7) =  ЕС булиб, 
^lF B F =  60° булгани учун ва /. нукта AF  нинг, N  
нукта ЕС нинг урталари эканини ^исобга олсак,

R bW°{BL) =  BN  булади. Бундан (BL^BN)  =  60°, BL =  
=  5УУ булганидан A B L N  нинг тенг томонли эканлиги 
келиб чицади.

Машцлар
1. Текисликда икки марказий симметриянинг композицияси 

параллел кучи риш  ёки айний алмаш тириш  эканлигини исботланг.
2. Текисликда икки параллел  к^чириш нинг композицияси яна 

параллел кучириш эканлигини исботланг.
3. MN  ва PU перпендикуляр тугри чизиклар О нуктада 

кесиш ади. А ва А'  нукталар MN  га нисбатан симметрик, А ва А" 
нукталар  PQ га нисбатан симметрик А'  ва А" н укталар  О н укта
га  нисбатан симметрик эканлигини исботланг.

4. Учбурчак томонларининг урталари  яна у чб урчак  *осил 
килиб, бу учбурчак  берилган учбурчак  билан медианаларининг

кесиш ган нуктасига  нисбатан — — коэффициент буйича гомоте-

тик эканлигини исботланг.
5. S  аЙ 1ана тенг булмаган S, ва S 2 айланаларга  уринади. 

Уриниш нукталарини бирлаш тирувчи турри чизик 5 ,  ва 5 2 айлана- 
ларнинг ухшашлик марказларининг биридан утишини исботланг.

6. Тенг ёнли учбурчакнинг асосида олинган ихтиёрий нукта
дан ён томонларига туширилган перпендикулярлар  йигиндиси шу 
учбурчакнинг ён томонига туширилган  баландликка тенг эканли
гини исйотланг.

7. ABC  учбурча! нинг С  бурчагининг ташки биссектрисасида  
ихтиёрий D нукта олинган. АС +  СВ  <  A D  +  DB  эканини исбот- 
лан ! .

8. У ткир  бурчакли  ABC  учбурчакнинг АА,  баландлиги у т ка 
зилган. Н  шу учбурчакнинг ортомаркази булса, ВА1-А1С = А А Х Н А 1 
муносабат тугрилигини исботланг.

9. ABC бурчакка  учбурчакни ш ундай ички чизингки, унинг 
икки учи бурчак  томонида, учинчи учи  эса берилган  М  нуктада  
булиб, учбурчакнинг  периметри энг кичик булсин.

10. ABC  у чб урчакда  АВ =  ВС, ^  ABC  =  30°. ВС  томонда  
A C : B D =  / 7 : 1  шартни каноатлантирувчи D  нукта олинган. DAC 
бурчакнинг катталигини топинг.

11. Тенг томонли ABC  учбурчак  ва ихтиёрий М  нукта  берил
ган. М л ,  MB  ва МС  кесмаларнинг энг каттасининг узунлиги кол- 
ган иккитасининг узунликларининг йигиндисидан катта эмаслигини 
исботланг.

12. ABC  учбурчакнинг  АВ  ва АС том он ларида  уни копламай- 
диган  килиб A B M N  ва  ACPQ  квадратлар  ясалган. ABC  учбурчак
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нинг АЕ  медианаси учун АЕ  1  NQ  ва АЕ  *= — N Q  эканини ис

ботланг.
13. Турли томонли ABC  учбурчакнинг томонларида уни копла- 

майдиган килиб ABC,, В СА Х ва САВ , мунтазам учбурчаклар  ясал- 
ган. AAU ВВ,  ва С С ,  кесм алар  тенг эканини ва бир нуктадан 
утишнни исбогланг.

14. Параллелограммнинг томонларида уни коплайдиган килиб 
квад р атл ар  ясалган. Бу квадратларнинг  марказлари туташтирилса, 
к в адрат  *осил булишини исботланг.

15. Мунтазам учбурчакнинг томонларида уни копламайдиган 
Килиб квадратлар ясалган. Уларнинг марказлари туташ тирилса  
тенг томонли учбурчак *осил булишини исбогланг.

16. Мунтазам ABC  учбурчакнинг АВ  ва АС томонларида 
A D  + АЕ  ■= АВ  шартни каноатлантирувчи A D  ва АЕ  кесмалар 
олинган. А гар  О у ч б у р ч а к н и н г  м аркази  булса, OD  =  ОЕ ва 
- ^ D O £  =  120° булишини исботланг.

17. Тенг ёнли турри бурчакли ABL  учбурчакнинг СА ва СВ 
кате гл. ф и  да CD= CE  шартни каноатлантирувчи D  ва Е  нукталар 
олинган. D ва С нукталардан утказилгаи  АЕ  перпендикулярлар 
А В  гилогенузани мос равишда К вл L нукта,тарда кесади. KL  =  
LB  эканини исботланг.

18. ABC  учбурчакнинг и-ида  оли ш ан  М нуктадан томонларга 
перпендикулярлар  туши,,ил. ап. Шу перпендикулярларда  учбур
чакнинг том он ларш а тенг килиб МА,, АВ,  ва MC t кесмалар  ку- 
йилган М нукта A , В, С, учбурчакнинг огирлик маркази эканли
гини исРотланг.

19. ABCD  туртбурчакда  АВ =  3 см, ВС=  3 см, C D  =  2 ) / 3  см, 
BAD  =  ^  CDA  =  60°. ABC ва BCD  бурчакларнинг катталигини

топинг.
20. Тенг (О ц  г)  ва (О., г) айланалар М  ва N  нукталарда ке

сишади. Бунда M N  =  т ■ 0 ,0 . ,  га параллел  булган I тугри чизик 
<Ои г)  айланани А  ва В нукталарда .  ( 0 2, г) айланани С ва D  нук
таларда  кесади. А гарда  АВ  ва CD  нурлар йуналишдош булса, 
АС ни топинг.

21. Л,,  В,, С, лар  ABC  учбурчак  томонларининг урталари, О,,
0 2, 0 3 лар АС,В, ВС,С  ва СЬ,А  учбурчаклар! а ички чизил!ан 
айланаларнинг марказлари булсин. АВ = 4 см, АС =  4 -j/ З  см, 
^  ВАС — 30° булса, 0 , 0 , 0 ,  учбурчакнинг бурчакларини топинг.

22. Тенг ёнли трапеция асосларининг урталарини т уташ ти р \в -  
чи тугри чизик трапеция диаю налларининг  кесишиш нуктасиден 
дамда ён томонлари ётган тугри чизикларнинг кесиш иш  нуктаси- 
дан утишини исботланг.

23. Трапециянинг асосларига  параллел бул!ан  тугри чизик 
диагоналларнинг кесишиш нуктаси О дан утади. Ш у турри чизик- 
нинг ён томонлар орасида колган кесмаси О нуктада  тенг иккига 
булинишини исботланг.

24. К аварик ABCD  туртбурчак  трапеция булиши учун зарур

ва етарли ш арт  M N  =  (АВ  +  CD)  эканини исботланг (бу ерда

М ва N  нукталар AD  ва ВС томонларнинг урталари) .
25. А ЬС  учбурчакнинг  АВ  томонида АЕ =  EF =  FB  шартни 

каноатлантирувчи Е  ва F  нукталар  олинган. LU) ниш д е к  At  нукта
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ВСнинг, ti t нукта АС нинг уртаси, ВВ Х ва CF  кесмалар Р  нук
тада ,  AAt ва СЕ  кесмалар К  нуктада кесишади. АВ  =  а деб, РКнн 
топинг.

26. М нуктани ABCD  туртбурчак  томонларининг урталарига  
нисбатан симметрик акслантириш натижасида *осил булган туртта 
нукта параллелограммнинг учлари эканлигини исботланг.

27. Туртбурчакнинг учтадан учлари таш кил этган учбурчаклар  
огирлик марказлари ^осил этган туртбурчак берилган тУртбурчак-

1
ка коэффициент билан ухш аш  эканлигини исботланг.

О

28. I тугри чизик ABC  бурчакнинг томонларини К  ва L нук- 
таларда.  унга параллел  булган /, тугри чизик М ва N нукгаларда  
кесали .  К  ва L, М  ва N  нукталардан перпендикулярлар чикарил- 
ган. Бу  перпендикулярларнинг кесишган нукталари ва В  нукта бир 
тугри чизикда ётишини исботланг.

29. ABC учбурчакда  ААг ва 5 S ,  баландликлар утказилган. 
ABC  ва учбурчаклар  Ухшаш эканлигини исботланг.

30. Икки айлананинг кесишиш нуктаси Л дан уларнинг АС ва 
AD  диаметрлари утказилган. CD  турри чизик айланаларнинг ик
кинчи кесишиш нуктаси В  дан утишини исботланг.

31. Учбурчакнинг ортомаркаэи огирлик маркази ва унга т аш 
ки чизиаган айлананинг маркази бир тугри чизикда ётишини ис
ботланг (Э йлер  турри ч и з и р и ).

32. Тенг томонли учбурчак ай анага ички чиэилган. Бир  то- 
монга ёпишган ёйда олинган ихтиёрий нуктадан карш и ётган уч- 
гача  булган масофа шу нуктадан колган учларгача булган масофа
лар йигиндисига тенг эканлигини исботланг.

33. Учбурчакнинг ортомаркаэи унинг томонларининг Урталарига 
нисбатан симметрик акслантнрилган. Хосил булган нукталар б е 
рилган учбурчакка  ташки чизитган айланага тегишли булиб, унга 
тенг учбурчак ^осил килишини исботланг.

2-§.  Учбурчакларда метрик муносабатлар

Геометрик фигуралар ичида энг куп учрайдиган ва 
геометрик масалаларни ечишда куп кулланиладиган 
шакл бу учбурчакдир. Шунинг учун ^ам учбурчакка 
дойр ёки учбурчак элементларининг комбинацияси би
лан ечиладиган масалалар жуда куп учрайди. Учбур
чак элементларининг комбинацияси орцали берилади- 
ган масалалар асосан куйидаги куринишларда берили- 
ши мумкин:

1) учбурчакнинг учта томонига кура бериладиг-ан 
масалалар;

2) учбурчакнинг учта бурчагига кура бериладиган 
масалалар;

3 ) учбурчакнинг икки томони ва улар орасидаги 
бурчакка кура бериладиган масалалар;

4) учбурчакнинг бир томони ва унга ёпишган бур
чакка кура бериладиган масалалар;
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5 ) учбурчакнинг икки томони ва бу томонлардан 
бири царшисидаги бурчакка кура бериладиган масала
лар;

6) учбурчакнинг бир томони з^амда унга карши ё т 
ган ва ёпишган бурчакларига кура бериладиган маса
лалар.

Учбурчакларга дойр Герилган масалаларни ечишда 
косинуслар ва синуслар теоремалари айницса кенг кул- 
ланилади. Масалан, A  ABC да а, b, с — томонлар А, 
В, С — бурчаклар булса:
а 2 =  Ь2 +  с2 — 2bc cos А * = >  cos А =  (Ьг -j- с2 —а2) : 2Ьс\ 
Ь1 =  а 2 +  с2 — 2ас cos В ч — >■ cos В =  (а* +  с2 —Ь2) : 2ас; 
с1 =  а 1 +  b2 — 2ab cos С ч — > cos С =  ( а 2 +  Ь2 —с2) : 2а£.

Синуслар теоремасига кура эса
а  __ Ь __  с .

sin Л sin В sin С

Юкорида келтирилган тушунчалар ёрдамида цуйи- 
даги тенгликларни ёзиш мумкин:

1) учбурчакка таищи чизилган айлананинг радиуси
г ,  аЬсИ. — —  га тенг;

4s
2) учбурчакка ички чизилган айлананинг радиуси

s ,, а 4- Ь + сг  =  —  га тенг, бу ерда р  =  ----------- ;
р 2

3) учбурчакнинг баландликлари мос равишда ha, 
hb, hc ва ички чизилган айлананинг радиуси г  булса,

-  =  —  +  —  муносабат уринли булади; 
г ha hb hc

4) тугри бурчакли учбурчакнинг тугри бурчаги 
учидан унинг гипотенузасига туширилган перпендику
ляр  гипотенуза булаклари орасида урта пропорционал 
мицдордир; ^ар бир катет бутун гипотенуза билан 
унинг гипотенузадаги проекцияси орасида ^ам урта 
пропорционал микдордир, яъни (2 4 - чизма):

BD* =  AD  • DC;  АВ'  =  AC • AD-, ВС2 =  AD ■ DC-,

5) бу юкоридаги муло5$азадан бевосита тугри бур
чакли учбурчакнинг томонлари бир хил у л ч а м л и  бул
ганда катетлар квадратларининг йигиндиси гипотенуза- 
нинг квадратига тенг деган муло^азани исботлаш 
осондир, яъни:

1 5 4



с

24- чизма. 25- чизма.

А В г +  ВС* =  А С -  AD  +  АС ■ DC — AC (AD +  DC)  =  
=  AC ■ AC  =  АСг AB2 +  ВС2 =  ЛС2;

6 ) учбурчакнинг биссектрисаси унинг бир бурчаги- 
дан чикиб шу бурчак каршисида ётган томонни к о л 
ган томонларга пропорционал булакларга булади, (25- 
чизма), яъни: B D : D C = A H : AC; ( A D = l a биссектриса);

7) учбурчакнинг медианаси бир бурчакдан чикиб, 
каршисида ётган томонни тенг икки булакка булади.  
Унинг узунлиги:

4 rrCla =  2 Ьг +  2с2 — а2, 4 т2с =  2а2 +  2Ь'1 — с2

формула билан топилади ( 2 5 - чизма);
8 ) агар ихтиёрий берилган учбурчакнинг томонлари 

мос равишда а, Ь, с деб белгиланган булса,  с томон
нинг b томондаги проекциясининг узунлиги A D —(c2-\-
4 - 6“ — а2)12Ь оркали топилади ( 2 6 - чизма).

4тгь =  2а2 -1- 2с2 — Ьг

В

7
л

\ /
ч /А D

26- чизма.

С

27- чизма.
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Юкорида келтирилган муло^азалар ^амда мавжуд 
малака ёрдамида бир нечта масалалар ечиш намунала- 
рини келтирамиз.

1- м  а с а  л а. Учбурчак ABC нинг томонлари а, Ь, с 
га  тенг. Ш у учбурчакнинг а  томонига утказилган 1а 
биссектриса узунлигини ^исобланг ( 2 7 - чизма). 

Б е р и л г а н :  A  ABC, АВ =  с, АС =  Ь, ВС — а. 
Т о п и ш  к е р а к: АЕ =  1а =  ?
Е ч и ш .  Учбурчак биссектрисасининг хоссасига асо

сан А В : АС =  B E : ЕС ни ёза оламиз.
Агар учбурчак томонларини векторлар орцали ифо- 

даласак,  у ^олда:

7JA =  \ С Е \ А В +  \ B E \ A C _
| СЕ | +  | ВЕ\

__ С Ь  АВ2 +  АС* +  2 | СЕ  | | B E ) АВ АС 
СЕ2 +  BE2 +  2 1 СЕ  11 BE  |

Бу ерда ВС  =  АС  — АВ ; ВС =  АС  -f- АВ — 2АС АВ  эка
нини ^исобга олсак, у ^олда

■-Д5 ~СЕ‘ АВг +  ВЕ2 АС2 +  СЕ в 'е {АС2 + АВ2 -  ВС2) .  „АЕ1 = ----------- --------------------------- ----------------------- - булади.
СЕ2+ В Е 2-\-2 | СЕ | \В Е \  3

Касрнинг сурат ва махражини BE • СЕ  га булиб юбор- 
сак, у *олда

—  АВ2 +  —  АС2 +  АС2 +  А В 2 -  в З
А£* =  ВЕ СЕ ______________  _

СЕ ВЕ
—  +  —  +  2 ВЕ СЕ

Ь с
—  с» +  —  Ь2 +  Ь2 +  с2 — а»
с b Ьс . ,  .= --------------------------------------- --- ----------Ар (р — а).

—  +  —  +  2 (i+C)2 
с b

Демак,  la‘= —̂—Y b c p ( p ~ a )  булиб, бу ерда
b +  с 2

Шунга ухшаш А ва с томонларга утказилган

h  =  ~ ~  V a c p (p -b ) ,  I,; =  - 4 ~  V a b p i p -  с) 
а +  с Ь + а

биссектрисалар узунлигини топиш формулалари *осил 
булади.
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2 - м а с а л а .  Учбурчак
нинг иккита томони узун- 
ликларининг нисбати учга, 
улар орасидаги бурчак эса 
<г га тенг. Шу бурчак бис- 
сектрисаси билан унга кар- 
ши ётган томон орасидаги 
■бурчак топилсин (28- чиз
ма).

Б е р и л г а н :  A  ABC,
А С  = 3  АВ-, ^  ВАС  =  а,
j / C A K  =  / _ В \К -  28- чизма.

Т о п и ш  к е р а к :  <р =
~ ^ А К В .

Е ч и ш .  Масалани ечиш учун АВ  нинг давомида 
ЗАВ =  АЕ  шартни каноатлантирувчи Е  нуктани ола-  
миз, у х;олда А А С Е  тенг ёнли булиб, AF ^ам биссек
триса, х,ам медиана булади.

Демак,  AF • ВС  =  | АЕ || ВС | cos <р (1) ни ёза ола-
миз. Энди AF, ВС, AF, ВС ларни аниклаймиз:

AF =  - L ( A C + A E ) ^ ± - ( A C  +  3AB)  (2)

ВС  =  АС  — АВ  (3)

а) (2) ва (3) лардан:

AF. ■ ВС =  - i -  (АС +  ЗАВ)(АС  — АВ) =  - j -  (АС2 -

— АСАВ  +  ЗАВ АС -  ЗАВ2) =  ~  (6 АВ2 +  6 АВ* cos а) =  

~^ЗАВг(\  +  cosa);

б) (2) дан: =  —  (АС +  АЕ)1 — —  (АС2+  А Е 2 +
4 4

+  2АС АЕ)  =  - j  ( \ з Г в г +  18Л 52 cos a) =

— | -  - h c o s a ) ;

в) (3)_дан: В &  ~  (АС  -  АВ)3 =  АСг +  АВ2 -  2 Л С А Я -
— \QAB — 6i4ficosa.  а) ,  б) ва в) ларни (1) га куйнб; 
куйидагига
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AF ■ ВС ЗАВ  (1 +  cosa)
COS <P

\Ah\\BC\

1 +  cos a
5 — 3 cos a

эга буламиз.

Демак,  cp =  arccos / 5 — 3 cos a
I * cos a

3 - м а с а л а .  ABC  учбурчакнинг AB  ва ВС томонла- 
ри асосида ABDE  ва BCKF  квадраглар чизилган б у л 
са, у ^олда ^осил булган DF  кесма учбурчак медиа- 
наси ВР  дан икки марга катта ^амда (ВР) JL (DF)  
эканлиги исботлансин (29- чизма).

Б е р и л г а н :  ААВС, ABUE  ва BFKC квадратлар.  
И с б о т  к и л и ш  к е р а к :  D F = 2 B P m  \B P )± (U F ) .  
Масалани бир неча хил усул билан ечиш мумкин. 
И с б о г  1 - у с у л .  DF  ва ВР  кесмаларни векгор си-

фа гида царайлик, у *олда 2ВР — В А +  ВС  ва Df- =  
=  ВЬ -(- UB. Булардан:

1) 2ВР DF  =  ВА DB  +  ВА в У  +  ВС DB  +  ВС BF  *о - 
сил булади. Бу ерда В А ■ DB  =  0 ва ВС • BF =  0 эка-

—► — —► —► 
нини ^исобга олинса. у ^олда 2BF DF — | В А || BF  | X 
X  cos ^ A B F  — \BC\\BD\c.osyCbD^\BA\\BF\ico^^ABF—
— c o s < sC B D )= 0  булади.  Бундан 2 B P - D F  =  0 ёки 
B P ± D F  экани келиб чикади.

D .

К

2 ) 4ВЬ*ш=ВАа+ В С а+  
+  2 В ABC-,

DF* =  DB2 +  BF2 +

+  2 DBBF.

Б у  тенгликларни ^ад-
лаб айирсак, 4 ВР'2 —

29- чизма.

Q

~  D F 2 =  0 булади. Бун
дан 4 ВР2 =  DF2 ёки
2 j ВР\  =  | OF\  экани ке
либ чикади.
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2- у с у л .  Исботлашни буриш ёрдамида *ам амалга 
ошириш мумкин, яъни 2ВР =  ВА ВС да

/?я“ ° (ВА) =  BD ; R e 90* (ВС) =  — BF

ларни бажарайл ик .  Леки н BD  — B F — Fi> эди. У ^ол- 
да  векторни коллинеар  булмаган икки векторга  ёйи ш-

нинг ягоналигидан R b 90 (2BP) =  FD булади. Бундан

2 B P = F D  ва (BP FD)  =  90° экани келиб чикали.

3 - у с у л .  Rb'm (ААВС)  =  AUBC'  бу ри ш да  ВС ВС' 
га ва ВРВР'  га аксланишлар ^осил булиб.  BP'  Д DFC'
нинг урта чизиги булади.  Д ем ак,  ( В Р ^  ВР') — 90° ва

2 BP' =  FD  ^осил булади.  Бундан BP±_DF bi  2ВР =  
=  DF  экани келиб чикади.

Геометрик  масалаларни ечишнинг  алгебряик усули 
масала шартида  берилганлардан фойдаланиб биринчи 
ёки  иккинчи д ар а ж а ли  тенгламаларни ечиш шартига  
келтирилади.  Бу усулда  геометрик масалаларни ечиш 
масала шаргига  кура  чизма чизиш ^амда фигурада  
Катнашаёт1ан маълум ва ном аъл ум  компонентларга  
суянган \ о л д а  тенглама тузиш,  агар ^ар хил . \олатлар 
к а р а л а д и г а н  булса,  %ар бир д о л а т ь и  тахлил килиб 
ас ос лаш  керак булади Бунда й х ° л д а  масалани неча 
усул  билан ечиш мумкинлиги ёки ечиш методлари 
аникланади.

4 - м а с а л а .  Агар тенг ёнли учбурчак  асосидаги 
бу р чакл ари н ин г  биридап чицкан тугри чизик уни и к ки 
та тенг ёнли у ч бу рч акк а  ажратса ,  берилган тенг ёнли 
у ч бу р ч а к н и н г  бурчаклирини топинг (30- чизма).

Е ч и ш .  ABC учбурч акд а  АВ =  АС ва D  нукта  АС 
томонда ётиб АНС уч бурч ак ни  a A U B  ва A D B C  лар- 
га ажр атади .  Бун да  AD =  BD — ВС. Агар < /A B D  — X 
д е б  олсак,  Z.BCD =  Z.BDC  =  2Х  б у 
лади.  АВ =  АС булганидан z . C B D = X .  а 
булади.  Бу н да н 5х  =  180° *осил булиб,
X  =  36° экани келиб чикади.

Масалани ечи шнинг  иккинчи усули-  
ни укувчининг  узига ^авола киламиз,

Машцлар
34. Учбурчакнинг учларпцан берилган М 

ну ц тагача  бул!ан  масофалар йигиндиси ага р  М  30- чизма.
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нукта учбурчак  таш карисида  олинган булса, ярим перим етрдан  
катта агар М  нукта учбурчак ичида ёки контурида олинган булса, 
периметрдан кичик булишини исботланг.

35. Учбурчак медианалари й и р и н д и с и  ярим периметрдан катта  
ва периметрдан кичик булишини исботланг.

36. Тенг ёнли учбурчакда  асосинин! ихтиёрий нуктасидан ё »  
томон 1арига туширилган перпенди кулярлар  й и р и н д и с и  у з1армас 
м икдор  булиб, у учбурчакнинг  ён томонига туширилган балан д
ликка тенг булишини исботланг

37. Учбурчакнинг биссектрисаси  шу учдан чикувчи медиана  
ва баландлик х;осил килган бурчакда ётишини исботланг.

38. Тугри бурчакли учбурчакда  тугри бурчакнинг биссектри
саси медиана ва баландлик ташкил этган бурчакни тенг икки га  
булишини исботлачг.

— 39. Тугри бурчакли ABC  учбурчакнинг АВ  гипотенузасига уч- 
бурчакни копламайдиган килиб квадрат  ясалган. Агарда  к атетлар  
йигиндиси Q га тенг булса, С учдан квадрат  марказигача  бул га»  
масофани топинг

40. Учбурчакнинг асоси Q га тенг.  Ён томонларини т — нис
батда булувчи нукталар орасидаги  масофани топинг.

41. Учбурчакнинг учларидан  берилган тугри чизиккача булган  
масофалар р, q ва г  i a  тенг. Учбурчакнинг огирлик м арказидан 
шу тугри чизиккача булган масофани топинг.

42. Учбурчакнинг бир учи д  н утказилган баландлик ва медиа
на ш v учга жоГпашган бурчакни т ен г  уч булакка  булади. У чбур
чакнинг бурчакларини ^исоблан*.

45. Тугри бурчакли учбурчак i ипотенузасининг уртаси  булган
О нуктадан тик чизик утказилган булиб, у катетлардан бирини К  
нуктада. иккинчисининг давомини М  нуктада  кесиб утади. О К —а 
ва ОМ — h булса, учбурчакниш  томонларини топинг.

44. ABC  учбурчакда  ^ А  =  30°, ^ В  =  50°. Учбурчакнинг то- 
монлари учун с2 — № =  ab муносабат уринли эканлигини исбо т 
ланг

45. У чбурчак  баландликлари тескари кнйматларининг йигин
диси шу учбурчакка  ички чизилган айлана радиусининг тескари

1 1 1 1  кииматига тенг, яъни -  - f  —  +  —  =  —  эканлигини исботланг. 
ha hb hc г

46. АЬС  учбурчакнинг АС ва А В  томоплари узунликлари Ь ва 
с га, АА , медианасининг- узунлиги - / Ьс га тенг булса. А бурчак-  
нинг катталигини топин1'.

47. ABC  учбурчакнинг ЛЛ, ва В В , баландликларининг асосларини 
бирлаш тирувчи А1В1 кесма АВ  томоннинг уртаси  М  нуктадан туг
ри бурчак остида куринса, С бурчакнинг катталигини топинг.

48. Тугри бурчакли учбурчакнинг натетлари а  ва  t  га тенг.  
Учбурчакнинг тугри бурчагидан  чикувчи  би ссектрисаси  узунли ги
ни топинг.

49. Тенг ёнли учбурчакнинг ён томони 20 см, асоси 24 см га 
тенг. Учбурчакнинг медианалари кесишган нуктадан би ссектриса-  
лари кесишган нуктагача булган масофани топинг.

50. Д  ЛВС да биссектрисалар к е е т ш  ан нуктадан ВС  томон- 
га параллел турри чизик утказилган, у АВ  томонни В, ну тада ва 
АС  томонни С\ нуктада кесади # , £ ,  =  В В Х +  СС, булишини ис
ботланг.

51. ABC  тугри бурчакли учбурчакнинг катетларида  ундан т а ш -
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к а р ид а  BCED  ва АСКН  к в а д р а т л а р  ясалган .  D ва  Н н у к т а л а р д а »  
г и п от е ну за н ин г  д а в о м иг а  D/V ва  НМ и е рп е н д и к у л я р л а р  т у ш и р и л г а н .  
DN  +  НМ = АВ эканини  исботланг .

52.  А г а р  у чб у р ч а к н и н г  икки  мед и ан ас и  у з а р о  тенг  б у л с а ,  у 
*о л да  бу  у ч б у р ч а к  тенг  ёнли  б у ли ши н и  ва а ксинч а ,  а г а р  у ч б у р 
ча к  тенг  ёнли  булса ,  у  цолда  унинг и к ки т а  м е ди ан ас и  тенг  Сули-  
ши ни  и сботланг .

53.  А г а р д а  у ч б у р ч а к н и н г  о г и р л и к  м ар к аз и  М унинг  о р г о м а р -  
кази  Н  билан  ус т ма - ус т  т у ш с а ,  у лолда  б у н да н  у ч б у р ч а к  т е нг  т о 
монли б у л и ш и н и  и сботланг .

54. ABC  у ч б у р ч а к н и н г  АВ  ва ВС т о м о н л а р и г а  у т к а з и л г а н  ме-
4

д и а н а л а р и  у з а р о  п е р п е н д и к у л я р ,  cos  В  <  —  э к а н и ни  и сботланг .
О

55.  ABC  у ч б у р ч а к д а  ^ А  = 2 ^ В  б ул са ,  b в а с  го.монларга к у р а  
а т о мо нн и топинг .

56.  - ^ Х О К  =  60° ли б у р ч а к д а н  т а ш к а р и я а  М  н ук та  о л и н и б ,  
б у р ч а к  т о м о н г а р и г а  МА = пъ MB  =  п-3 ва б у р ч а к  б и с с е к т р н с а с и г а  
МС  т ик  ч и . и к л а р  т у ш и р и л г а н  б ул са ,  ОС ни т опинг .

57.  У ч б у р ч а к н и н г  у ч т а  м е дн а н а с и д а н  янги у ч б ур  гак ясанг мум-  
к инлиг ини  и сб о т л ан г .

58.  ABC  у ч б у р ч а к д а  АС = Ь, АВ  =  с ва / а л ар  м а ъ л у м  б улс а ,  
А  б у р ч а к ни н г  к а п а л и г и н и  топинг .

59.  ABC  у ч б у р ч а к д а  ^ / 1  =  2а, АВ  «= с, АС = Ь. А б у р ч а к  бис -  
с е к т р и с а си н ин г  у зу нл иг и ни  топинг .

60.  ABC  у чб у р ч а к н и н г  т о м о н л а р и д а  Р Q, R  н у к т а л а р  ш у н д а й  
олинг анки ,  АР, Bi j  ва C R  т у г р и  ч и з и к ла р  б и р  и у к т а д а  к е с ш п а д и .  
АИ ■ ВР ■ CQ =  RB ■ PC ■ QA м ун о са б а т и и  т е к ш и р и н г .

61.  Томони а га т е н г  б у лг а н  тенг  то мо нл и АВс  у ч б у р ч а к н и н 1'  
ВС  то мо ни да  D ва АВ  т о мо ни да  Е  н у к т а л а р  а =  3 BD, АЕ — DE  
б у л а д и г а н  кил иб  о л ин га н  б ул са ,  СЕ к е с ма ни нг  у з у н л иг и н и  т оп ин г .

62.  У ч б у р ч а к н и н г  икки  ме д и а н а с и  у з а р о  т и к .  У ч б у р ч а к н и н г  
б у  м е ди а н а л а р  утг ан  т о м о н л а р и  а ва Ь га тенг .  Ш у  у ч б у р ч а к н и н г  
т омонла ри  о р а с и д а г и  б о г л а н и шн и  т опинг .

63.  Тенг ёнли  ABC  у ч б у р ч а к н и н г  т е нг  АВ  ва ВС  т о м о н л а р и д а  АЕ  
ва CF т е н г  к е с м а л а р  о л и ш а н .  СЕ =  AF  э к а н и ни  ва б у л а р  г е с и ш -  
ган н укта  В о  б и с с е к т р и с а д а  ё т и ши н и  и сб о тл ан г .

64.  У ч б у р ч а к  т е к и с л и г и д а  QA +  mQ B- \ -n Q C =  0  ш а р т н и  к а -  
н о а т л а н т и р у в ч и  О н ук т а  б у л и ш и  м у мк и нм и?  Б у  е р д а  /и, п м у с б а г  
р а н и о на л  с онла р .

65.  ABC  у ч б у р ч а к н и н г  СА т ом он ин и Р  н у к та  п н и с б а т д а  СВ  
т омонини  Q н у к та  т н ис б а т да  б у л ад и .  PQ к е с ма  СМ м е д и а н а н н  
к а нд а й  н и с б а т д а  б у л а д и ?
— - 66. ABC  у ч б у р ч а к  т е к и с л иг и да  и х ти ё р и й  О н ук т а  б е р и л г а н .  
АЛОВ,  А  ВО!,  ва А  СОА л ар н ин г  о г и р л ик  м а р к а з л а р и  мос  р а в и ш -  
д а  Р, Q ва R  б у лса ,  А А В С  ва  д PQR  л а р н ин г  о г и р л и к  м а р к а з л а 
ри  Ы, К  ва  О  н у к т а л а р  б и р  т у г р и  ч и з и к д а  ё т и ш и н и  ис б о т л анг .

67. ABC  учбурчакнинг томонлари а, Ь. с га тенг. Ш у учбур
чакнинг а томонига утказилган та мидиана узунлигини хисобланг.

68. Берилган М  нуктанинг учбурчакнинг учларидан узоклиги 
т, п, р га тенг. Агар учбурчакнинг томонлари а, Ь, с га тен. б у л 
са, берилган нуктанинг шу учбурчак  огирлик марка:-идан узоцли- 
гини топинг.

69. ABC  учбурчакнинг томонларида ундан таш карида  АБКЕ,  
BCMN, CAPQ  квадратлар  ясалган. Ои Оа, 0 3 лар  мос равишда
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шу квадратларнинг Урталари, D , Е, F лар  АВ. ВС, СА  томонлар- 
нинг Урталари булса куйидагиларни исботланг.

1) Q M x C D  ва QM =  2CD,
2) CR _1_ АВ ва AB  =  2CR,
3) DO.tX.UO3 ва DO-i =  DO3.
4) A 0 2x 0 t0 3 ва Л 0 2= 0 | 0 3,
5) Учбурчак томонларига ясалган квадратлар  м арказларини 

билган холда, шу учбурчакнинг  узини ясанг.
У чбурчакни н г  иккита томони узунликларининг нисбати у ч 

га улар  о расидаги  бурчак эса а га тенг. Ш у бурчакнинг биссек
тр и саси  билан унга карш и ётган томон орасидаги  бурчакни топинг.

71. TyFpH бурчакли учбурчак  катетларининг йигиндиси шу уч 
б у рчакка  ички ва ташки чизилган айланалар диаметрларининг йи- 
риндисига тенг булиш ини исботланг.

72. Тенг ёнли учбурчакнинг  тенг В ва С бурчакларининг бис- 
сектрисалари Е  нуктада кесишиб, давомипа учбурчакка  ташки чи 
зилган айлана билан D  ва F нукталарда  кесиш ади. A D E t  турт- 
б у р ч ак  ромб эканлигини исботланг.

73. У чбурчакнинг  ортомаркаэи  ва ихтиёрий икки учи оркали 
Утувчи айланалар у за р о  тенг булишини исботланг.

74 Учбурчакнинг  ha баландлиги ва ташки чизилган айлананинг 
А учига уткази лган  радиуси АВ ва АС  томонлар билан тенг б у р 
чаклар  хосил килишини исботланг.

75. Учбурчакнинг  ортомаркаэи Н,  огирлик маркази М  ва унга 
таш ки  чизилган айлана маркази О лар бир тугри чизикда (Э йлер  
т^гри чизиги) ётишини исботланг.

f  76. Мунтазам учбурчак  айланага ички чизилган. Айланага те- 
ггишли ихтиёрий нуктадан  шу учбурчак учларигача булган масо
ф а л а р  квадратларининг  йигиндиси узгармас  микдор булиб, нукта- 
нинг ж ойлаш иш  Урнига боглик эмаслигини исботланг.

77. А гар  AC -t- CD =  т ва АВ  — BD  =  п лар маълум булса, 
ABC  учбурчакнинг AD  биссектрисасини топинг.

78. ABC  учбурчакда  ^ :Л  =  2 ^ В ^ в а  АС  ■= Ь булса. С учдан 
чиккан медиана учун А <  2тс <  V 5 b муносабат уринли эканлиги
ни исботланг.

79 ABC учбурчакнинг АВ. ВС, С А томонларида K,L,  М  нук 
та тар олин! ан. Агарда  А К. i КВ  =  BL  s LC=CM s МА = п ш арт ба- 
ж арилса,  ABC ва KLM  учбурчакларнинг  огирлик марказлари уст 
м а-уст тушиш ини исботланг.

80. У чбурчакда иккита баландликлар узунликлари узлари туш- 
ган асо :ларн инг  у з у н л и о а р и д а н  кичик эмас. Учбурчакнинг  бур- 
чакларини топинг

ABC учбурчакда  A N  ва СК  би ссектрисалар  утказилган. 
АС = fi см. АК  =  2 см, СN  =  3 см булса, NK  ни топинг.

я2. ABC учбурчакнинг  AD  биссектрисаси  ВС томонни BD  i 
s CD =  2 : 1  нисбатда булади.  СЕ медиана шу биссектрисани кан- 

дай нисбатда булади?
83. ABC  учбурчакда  АВ — АС ва ^ В А С  =  20°. АВ  томонда 

A l ’ ^ C D  ш арт билан D  нукта, АС томонда эса В С = С Е  ш арт 
билан Е нукта олинган. *cCDE ни топинг.

84 Тенг ёнли булмаган учбурчакнинг учала таш ки бур ч акл а 
ри бисссктрисаларининг  асослари бир тугри чизикда ётишини ис- 
бот анг.
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85. Тенг ёнли булмаган учбурчакнинг иккита ички ва битта 
таш ки бурчаклари  биссектрисаларининг асослари бир турри чизик* 
да ёгиш ини исботланг.

86. Учбурчакнинг иккита таш ки  бурчагининг биссекгрисалари  
кесишган нукта  учинчи бурчагининг ички би ссектрисасиаа  ё г м о т 
ни исботланг.

3- §. Айлана ва дойра

Айлана ва дойра тушунчалари геометрияда куп уч- 
райдиган асосий тушунчалардан ^исобланиб, бу тушун-  
чаларницг таркибий кисмида доиранинг ва айлананинг 
элементлари бошка геометрик фигуралар билан узвий 
алоцада ^атнашишлари мумкин.

Маълумки,  айлананинг узунлиги С =  2uR га, доира
нинг юзи эса S — nR2 га тенг.

Айлана ва доирага тааллукли булган баъзи маълу- 
мотларни келтирамиз:

1. Агар берилган доирада АВ  ва CD  ватарлар Е  
нуктада кесишса, у *олда АЕ- Е В = С Е - ED  ёки BE'.
: ED =*CEt ЕА эканлигини куриш мумкин.

2. Айланага унинг таш^арисида олинган нуцтадан 
утказилган икки уринма кесмалари тенгдир (31- чиз
ма).

3. Агар айлана ташкарисида олинган А нуктадан (О; 
R) айланага уринма ва кесувчи утказилган булса (32- 
чизма),  у з^олда уринма бутун кесувчи билан унинг 
таш^и булаги орасида урта пропорционал микдордир,  
яъни: АВ2 =  АС • AD.

4. Агар берилган ABC учбурчакнинг томонларига 
ташцаридан уринувчи айланаларнинг радиусларини мос 
равишда га, г*, г с деб  белгиласак ва ички чизилган
айлана радиуси г  булса, у ^олда —  +  —— Ь —  =*= —

га г„ гс г
муносабат уринли булади.

3 1 - чизма. 3 2 - чизма.
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5 Агар берилган учбурча ска ташки ва ички чизил
ган айланалар радиуслари мос равишда R ва г  булса,

Л В С  у холда R >  2г ва г  =  4R sin —  sin -  -  sin —  муноса

бат  уринлидир.
6 . Берилган ихтиёрий учбурчак учун куйидаги му- 

носабатлар уринлидир:

ha +  hb +  hc 9r; ra -\- rb rc >  У  3 р,
АП ■ А В С rn =  4 R s m -  - cos cos — .

e 2 2 2
. п . в л С г ь — 4 R sin —  cos —  cos —■,

* 2 2 2 ’

. п  . С А В г .  =  4R sin —  cos —  cos — . 
с 2 2 2

Юкорида билдирилган мулох;азалар ёрдамида маса
лалар ечиш учун намуналар келтирамиз:

1-м а с  а л  а. Катталиги а га тенг булган бурчакка 
унинг томонларига уринувчи ва шу билан бирга узаро 
уринувчи г, ва г2 (/"2 > г , )  радиусли айланалар ички 
чизилган. Агар шу икки айланага ва бурчакнинг бир 
томонига уринувчи айлана радиуси г  булса, у холда 
г, : г нисбат топилсин (31-чизма).

Б е р и л г а н :  Z F N C  =  a, 0 2С — г2; 0 1А = г и О В = г .  
Т о п и ш  к е р а к: г , : г  =  ?
Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура О,, О,, О лар 

FNC  бурчакка ички чизилган айланалар марказлари 
булиб, уларнинг радиуслари мос холда г,,  г2 ва г  (г^> 
> г , ) .  О, нуктадан Д/С га параллел килиб 0 2С билан 
D  нуктада кесишувчи тугри чизик утказамиз. Натижа 

тугри бурчакли учбурчак хосил булади. Д 0 , 0 30
ва ^  0 20 , D =  у  га 0 20 х — г 2 +  г, ва 0 1D =  r 1 — r i 

га тенг булиб, sin —  =  ни ёза оламиз. Бундан
2 Г 2+Г1

а
1 — sin —

Cl = --------------- ^осил булади. Агар АС =  А В В С  (\)
Г  о . а

1 + slnT
экани хисобга олинса ва тугри бурчакли & 0 20 С Х ва 
д О , О Л ,  лардан АВ — ОАх ва ВС =  ОС% ларни ва 
A O , 0 , U  дан OxU =  AC ларни топсак:
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AB =  V  (г, +  г)а — (г, — r f  =  2V7\F,
ВС  =  (Г2 +  Г)2 — (г2 -  г)* =  2 K / v \

Л С  =  У ( г , +  r 2)2 — ( r 2 — r j 2 =  2 j / r y v

Буларни (1) га куйилса, | / г , г 2 =  К г  (J/V, +  Кг^) б у 

лади.  Бундан

+

V
г ~ ёки 7 - - 0  +

sin

+  s i n T

^осил булади.

Демак,  ^- =  1 +
— s in  —  

2

+ sinT

2 - м а с а л а .  (О, R) айланага ички томондан ури- 
нувчи ^амда узаро А ва В нукталарда кесишувчи ик
ки айлана ички чизилган. Агар ^ О А В =  90° булса, у 
*олда ички чизилган айланалар радиусларининг йигин- 
диси топилсин (3 3 -чизма).

Б е р и л г а н :  (О, R), ^.ОАВ  =  90°.
Т о п и ш  к е р а к :  О,А +  0 2А =  г, +  г2.
Е ч и ш .  Берилишига кура Ои 0 2 нукталар узаро к е 

сишувчи айланаларнинг марказлари булсин дейлик 
*амда (О,,  г,) ва ( 0 2, г2) айланалар радиусларини мос 
холда г, ва г2 оркали 
белгилайлик, яъни: 0 , А =
=  г, ,  0 2Л =  г2. Кулайлик 
учун ОЛ =  а  деб белги
лайлик.

^ :СМ 5 = 9 0 °  ва 0 , 0 2_[_
_]_Л£ лардан ОЛ || 0 , 0 2 
келиб чикади. Демак,
ЛОО, ва Л 0 0 .2 лар 
узаро тенг учбурчаклар 
булиб,  ОО, =  — г , ,
0 0 2 =  ^  — г2 эканини 
^исобга олиб, Герон фор- 
муласига асосан куйида,- 
гини ёза оламиз,  яъни:
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/ .R + a К—a R  +  a — 2 r ,  a +  2r, — R  _
2 ’ 2 * 2 ’ 2

/ iR+a R —a R +  a — 2r2 a + 2 r ,  — R 
2 '  2 '  2  '  2 '

Бундан a 2 — (R — 2л, )2 =  а 2 — (R — 2r2)2, Rr { — r\ =  
*= Rr2 — r\ булиб,  г, =£ г2 десак,  у ^олда r ,  +  r 2 =  /? 
экани келиб чикади. Демак,  ички чизилган айланалар 
радиусларининг й и р и н д и с и  катта айлана радиусига тенг 
булар экан, яъни г, +  ri =  R-

3 -м  а с а л а .  Айланада ёгувчи ихтиёрий нуктадан шу 
айланага ички чизилган тенг томонли учбурчак учла- 
ригача булган масофалар квадратларининг йигиндиси 
узгармас микдор эканлигини исботланг (34 -чизма).

Б е р и л г а н :  (О;  R)  ва АЛВС, АВ =  ВС =  СА, 
N £ ( 0 ; R ) .

И с б о т  к и л и ш  к е р а к :  A N 2-{- BN2 - f  C / V ^ c o n s t .  
И с б о т .  (О; R) айланада О айлана маркази ва N  

нукта (О; R) га тегишли эканини хисобга олган ^ол-  
да куйидаги муносабатларни ёза оламиз:

NA =  N O +  О А =*- NA? =  NO2 + О А 2+  2 ЛЮ ■ 0 4 ,  (1) 

А/В =  NO  +  ОВ =>- NB2 =  А  О2 +  ОВ2 +  2 Л 0  ■ С~ВУ (2) 

NC  =  А О  +  ОС NC2 - NO'  -f ОС2 -+- 2 N 0  ■ ОС. (3)

В Хосил килинган ( 1), (2) 
ва (3) тенгликларни ^ад- 
лаб кушсак:

JVA2 +  AB* +  JVC2 =i 

— 3 NO2 +  ОА2 +  б В , +  

+  OC2 +  2 N O (O A  +  

+  ОВ +  ОС)

зосил булади. Бунда
ОА2 =  OB'1 =  ОС2 =  R г ва 
ОА +  ОВ Л-ОС =  О эка-

34- чизма. нини ^исобга олсак,
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NA2 -f- NB* +  NC2 =  6R3 экани келиб чикади. Бундан 
келиб чикадики, йигинди фацаг айлана радиусига бог- 
лик ва узгармас микдордир.

Машцлар

87. Бир-бирндан таш карида  ётган икки айлана орасидаги  энг 
цисна масофа шу айланалар марказидан у т а д ш а н  турри чизикда 
ётувчи шу ийтаналар орасидаги кесмага тенг булишини исботланг.

88. А  нуктада ташки уринувчи икки О ва О, айланаларга  (ВС)  
умумий уринма утказилган . В ва С лар  уриниш нукталари булса,  
jzBAC^ ни топинг.

88. И кки айлананинг кегишиш нукталарининг биридан бир не* 
ча кееиш увчилар утказилган. Бу кесувчилар кесмаларининг (к ес 
ма ке«увчининг икки айлана билан чегараланган кисмидир) o p ic n -  
дан марказлар чизирига параллел булгани энг каттаси булишини 
исботланг.

90. М  нуктадан утувчи икки турри чизик айланага А ва В 
нукталарда  уринади. Хосил булган ёйларнинг к и ч и и д а  ихтиёрий 
С  нукта олиниб бу нуктадан (М А ) ва (MB)  билан D  ва Е н у к та 
ларда кесишгунча учинчи уринма утказилган  Д / И Д Е  нинг пе- 
риметри ва д О О £  нинг катталиги С нуктанинг танланишига бог- 
лик эмаслигини исботланг.

91. Икки айлана А ва В нукталарда кесиш ади. А нуктадан 
{MAN)  ва В нуктадан (PBQ)  кесувчи лар  утказилган . (М. Р  ва 
N,Q лар ало^ида айланаларда  ётади).  М Р  ва NQ  кесмалар пар ал 
лел эканлигини исботланг.

92. Бири иккинчисининг марказидан утувчи икки айлана бе
рилган. Буларнинг кесишиш нукталарининг биридан иккала айла
нани М ва N  нукталарда кесувчи тугри чизик утказил!ан М  ва N  
нукталарда  айланаларга утказилган уринмалар \оси л  килган б у р 
чак катталигини топинг.

93. Айланага иккита параллел уринма утказилган. Айланага 
Утказилган учинчи уринманинг параллел уринмалар орасида колган 
кесмаси айлана марказидан 90° ли бурчак остида куринишини ис
ботланг.

94. Ташки уринувчи икки айланага (радиуслари R  ва  г) ум у
мий ташки уринма утказилган 1<а уриниш нукталари орасидаги 
кесмани диаметр  килиб айлана чизилган. Ш у айлананинг икки а й 
лана марказлари оркали утувчи чизикка уринишини исботланг лам- 
д'а радиусини топинг.

95. Айланани икки концентрик айлана кесиб утади: бири А ва 
В нукталарда , бошкаси С ва D  нукталарда, АВ  ва С D  ватарлар 
параллел ж анли гин и  исботланг.

J S  айлана тенг булмаган S, ва айланаларга уринади. У ри
ниш нукталарини бирлаш тирувчи турри чизик i'i ва S? айланалар- 
нинг ухш аш лик марказларининг биридан утишини исботланг

97. Берилган бурчакна  учта кетма-кет уринувчи айланалар ич
ки чизилган Агарда  икки катта айланаларнинг радиуслари R  ва 
г  б^лса ,  энг кичик айлананинг радиусини топинг.

98 Радиуслари А' ва г  булган икки айлана ташки уринади. Бу 
айлана пар а умумий ташки уринма утказилган. У пинманиш уриниш 
нукталари айланалар  уриниш нуктлси билан туташ  ж рилган  Хо
сил булган учбурчак  томонларини топинг.
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99. Радиуслари R  ва г  булган икки айлананинг таш ки  уринма- 
си ички уринмасидан икки марта узун Шу айланалар м арказлари  
орасидаги  м асоф ани  топинг.

100. R  радиусли айланада утка илган ватар узунлиги билан 
марказдан ватаргача булган масофа йигиндиси а га тенг.  Ватар 
узунлигини топинг.

101. Радиуслари г, ва г2, ораларидаги  масофа а га тенг  бул
ган икки айлапага R радиусли айлана таш ки уринади. (О; г\) ва 
(О; г 3) айланаларга ташки уринма кесмасининг узунлигини топинг.

102. Икки айлананинг ташки уринмалари орасидаги бурчак  я 
га, ички уринмалари орасидаги бурчак fi га тенг. Катта  айлана 
марказидан кичик айлапага утказилган уринмалар орасидаги б у р 
чакни топинг.

103. К ва г  радиусли айланалар ички уринади. Бу айлан аларга  
ва уларнинг марказлар чизигига уринувчи учинчи айлананинг ра-  
диусипи топинг.

4-§.  Т у р |б у р ч а к л а р  ва купбурчаклар

Математикада купбурчакларни берилишига караб 
асосан икки турга ажратилади: цабарик ва ботик куп- 
бурчакларга.  1(абарик купбурчаклар уз навбатида ик
ки турга—мунтазам ва номунтазам купбурчакларга аж -  
ралади.

Мунтазам купбурчак деганда ^амма томонлари ва 
бурчаклари узаро тенг булган купбурчаклар тушуни- 
лади. Купбурчаклар оиласига учбурчак,  туртбурчак,  
бешбурчак ва ^оказо п — бурчакли шаклларни мисол 
келтириш мумкин.

Биз олдинги параграфда учбурчакларга дойр маса
лалар ечган эдик. Энди туртбурчак ва купбурчакларга 
тухталиб утайлик.

Квадрат деб — з^амма томонлари ва бурчаклари у з а 
ро тенг булган туртбурчакка айтилади. Квадратнинг 
диагоналлари узаро тенг ва тугри бурчак остида ке- 
сишали. Юзи эса бир томонининг квадратига тенгдир.

Турри туртбурчак деб х;амма бурчаклари' тугри 
булган туртбурчакка айтилади.Тугри тургбурчакнинг 
ички бурчакларининг йигиндиси 360° га тенг булиб, 
диагоналлари кесишиш нуктасида тенг иккига булина- 
ди ва ^ар бир диагонали уни тенг иккига учбурчакка 
ажратади.  Диагоналларининг кесишиш нуктаси шу ту г 
ри туртбурчак учун симметрия маркази булади. Тугри 
туртбурчакнинг юзи S =  a - b  формула билан *исобла- 
нади.

Параллелограмм  деб карама-карши томонлари уза 
ро параллел булган туртбурчакка айтилади. Паралле-
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лограммда карама-карши 
ётган томонлари узаро 
тенг ва бир томонига 
ёпишган бурчакларининг 
йигиндиси 180° га тенг 
булади. Параллелограмм 
диагоналлари кесишиш 
нуктасида тенг иккига 
булинади ва бу нукта 
унинг симметрия маркази 
булади.

Параллелограмм диагоналлари квадратларининг йи
гиндиси унинг томонлари квадраглари йигиндисининг 
иккиланганига тенгдир, яъни:

d\ +  d \ = 2 A B ‘ -+2ADK

Параллелограммнинг юзи асоси билан баландлигининг 
купайтмасига тенг, яъни

S' =  AD ■ BE  =  а • h.
Агар параллелограммнинг замма томонлари узаро 

тенг булса, у ромбдир. Ромбнинг диагоналлари кеси
шиш нуктасида тенг иккига булинади ва узаро пеР* 
пендикуляр булади. Ромбнинг юзи диагоналларининг 
купайтмасининг ярмига тенгдир, яъни:

5  =  —  АС ■ BD.
2

Агар берилган туртбурчакнинг икки томони узаро 
параллел, колган икки томони узаро параллел булма- 
са, у ^олда бундай фигурага трапеция дейилади (35- 
чизма). Трапециянинг ён томонлари узаро тенг булса, 
бу тенг ёнли трапеция булиб, бунда ^.А =  D , ^:В =  
=  ^ С  ва / \ A O D ccA B O C  булади. Трапециянинг юзи 
асослар (AD  ва ВС) йигиндисининг ярми билан баланд
лигининг купайтмасига ёки урта чизиги билан баланд
лигининг купайтмасига тенг булади, яъни: 5 =  A D -\ -

+  ВС) • ВЕ =  ~  (a +  b)h, EN =  —  (AD +  ВС)  экани

,\исобга олинса, S =  FN • h булади.
Агар берилган туртбурчакнинг царама-карши ётган 

томонларининг йигиндиси узаро тенг булса,  унга ички 
айлана чизиш мумкин.
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' 36- чизма.  37- чизма.

Агар берилган туртбурчакнинг карама-карши бур- 
чакларияинг йигиндиси +  180°
=  180°) булса, унга ташки айлана чизиш мумкин.

Агар купбурчак томонларининг сони п та булса, бу 
купбурчакни п бурчакли купбурчак деб аталади. Ка- 
барик купбурчак ички бурчакларнинг йигиндиси 180°Х 
X (я — 2) га тенгдир. Мунтазам купбурчакнинг юзи 
унинг периметри билан апофемаси купайтмасининг яр-
мига тенгдир,  яъни S — р • а (р — периметр, ON  =

=  а — апофема) ( 3 6 - чизма).
Агар (О, R)  айланага мунтазам я  бурчакли куп

бурчак ички чизилган булса, бу купбурчак томонла- 
рини айлана радиуси оркали ифодалаш мумкин. Яъни 
(37- чизма):

Л/ПВ 360° л п п  180° й -  лАО В = ----- ва ^  АОС ==----- булиб,
п п

АВ п . 180° .. ло пп . 180°АС =  —  /< sin ------  еки АВ  =  2R s i n ------^осил булади.
2 п п

АВ =  ап, ОС =  1п деб белгилашлар киритсак *амда 
R — 1 деб кабул килсак, куйидаги натижаларни ^осил 
Килиш мумкин:

1) Агар п =  3 булса, s i n —  =  ^ ~ ,  cos —  =  —  бу- ' v 3 3 2 3 2
либ, а3 =  V'S R = У З  ва 1Л =  R cos —  =  — ;

3 2 
— I/ о

2) Агар п — 4 булса, a t ] / 2  ва / 4=  ;

1Т0



а.

а

3) Агар п =  6 булса,

=  1 ва / 6 =  -— ;
2

.4) Агар п =  12 булса,

12 — V 2 — / 3  ва / , 2 =  
К  2 +  , 3

Юкорила келтирилган 
тушунчалар ва мавжуд 
маълумотлар ёрдамида 
масалалар ечишга наму- 
налар келтирамиз.

1- м а с а л а. Агар 
A b C D  туртбурчакда К,
L, М,  /V нукталар унинг 
томонларининг урталари 
булса ва диагоналлари 
узаро ср бурчак остида 
кесишса, у .холда ЬС2 +  A D 2 — А В - -
— LN ) =  2 AC X BD  cos <? эканини 
чизма).

Б е р и л г а н :  ABCD  туртбурчак,  Л/С
=  / С, СА? =  Л Ш ,  D N =  NA, (BDAC)  =  <р.

И с б о т  к и л и ш  к е р а к: ВС~ A D 2—AB2—CD2
-  2(A7WJ — /./V") =  2ЛС • BD cos <?.

И с б о т .  Ихтиёрий Q ну^та учун:

38- чизма.

— CD- =  2 ( / ( уИ2-  
исботланг (38-

КВ, BL =

2( Q7W -  Q/C) =  

= ►  2(QN — QL) =

2 QM =  QC +  QD,
2Q7r =  ОЛ +  Q / f

=  Q ( f -  Q X +  QD -  Q £  =  fiC -j-

2 QA =  q T +  q d  1
‘2QL =  q F +  QC I

=  0Л  -  Q 8 +  Q D  -  Q~C =  ЯЛ 4- CD.

( 1) дан (2 ) ни хадлаб айирсак, у ^олда 
2(КМ2 ~  LN1) =  ВС1 — AD2 — (CD2 +  BA2) +

+  2ВС • AD  -  2C D  •

( 1)

(2)

(3)
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Равшанки,  АВ +  В(5 +  CD  - f DA  =  0 ёкы бундан
АВ  +  CD  =  AD  - f  СВ тенгликни зосил киламиз. Бу 
тенгликнинг иккала томонини квадратга оширсак, АВ'1 4*
+  CD1 +  2АВ • CD =  AD* +  СВ2 +  2AD ■ СВ- 

2АВ ■ CD -  2AD ■ СВ =  AD2 +  СВ2 -  АВ2 -  CD1. (4) 

(4) ни (3) га олиб бориб куйсак, у золда
2(КМ2 — LN2) -  /?С2 +■ A D ‘ -  CD  -  (4' )

Маълумки, ЯТИ — LN =  АС, К~/И +  Z.JV =  булга
нидан

2(КМ2 -  Z./V2) =  2(КМ -  Ш )(К М  -f- й \ ) =  2 AC (5) 

(4') ва (5) ларни узаро тенглаштирсак

BC2 + A D !- C D 2- A B 2= 2 ( K M 2- L N 2)=2A C  BD,  бундан
ВС2 +  A D 4 —C D l —ABl =  2 ( Л Ж 2 -  Z./V*) =  2AC £ D c o s  ?
зосил б^лали.

Демак,  ВС‘ +  A D 2 -  A S 2 -  C D 2 =  2(КЛ12 -  L N l )=* 
=  2ACfiDcos<p.

Н а т и ж а .  1) Агар туртбурчакда карама-карши то- 
монлар квадратларининг йигиндиси узаро тенг булса, 
у холда унинг диагоналлари узаро перпендикуляр б у 
лади:

ВС2 - f  A D 2 =  CD2 +  В А2 =► АС ВО =  0 =► ACJ_£D;

V 2) Агар A C J _ B D
булса, у >^олда # С а 4-
4- A/J2 =  CD'  +  £ 4 3 бу- 
лали;

3) Агар АС бул
са у з^олда /<УИ =  LTV б у 
лади;

4) Агар / (М = £ / V  б^-  
либ, AC _i_ S D  булса, у
Золда АС • BD =  О б у 
лади.

2 - м а с а л а. Айлана 
трапецияга ички чизил- 

39- чизма. ran  булиб, трапециянинг
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ён томонларини давом эттирилганда улар а бурчак ос- 
тида кесишади. Агар трапециянинг асослари а ва Ь 
(а >  Ь) булса ички чизилган айлана радиусини то 
пинг. 

Б е р и л г а н :  ABCD  трапеция, унга ички чизилган 
айлана, АВ =  a, CD =  b, (AD^BC)  =  а (39- чизма).  

Т о п и ш  к е р а к : г  =  ?
—► —►

Е ч и ш .  Масалани ечиш учун ВС ни CD  буйича 
параллел кучириб, ВС  =  DF  ни *осил киламиз. 

Айланага трапеция ташки чизилган булгани учун,  
AD  +  DF  =  AD  +  ВС =  а 4- Ь тенгликни ёза оламиз.  
Учбурчак ADF  да D /L/ = 2 r  эканини эътиборга олгав 
*олда, косинуслар георемасини бир оз узгартириб кул-  
ласак, у *олда Л Р  =  (AD +  DF)2 — 4S’ c t g - |  булади. 

Бунда AF =  а — b ва S =  (а — Ь) г эканини эътиборга 
олсак, у ^олда 

(а — Ь)2 =  (а +  Ь)2 — 4 (а — Ь) г ctg ~  

^осил булади. Бундан г =  ab tg — келиб чицади.
а — b 2

Куриниб турибдики, масала 0 <  sin-^- <  -— —, 0 <  

< 6 < а  шартлар уринли булгандагина ечимга эга б у 
лади. 

Машцлар
104. Параллелограммнинг ички бурчаклари  биссектрисаяари- 

кесиш ганда диагонали ён томонларининг айирмасиьа теш  б у т а »  
Tj'Fpn туртбурчак  \о си л  килишинн исботланг.

105. ABCD  параллело  раммда Е — ВС томоннинг уртаси. F —
— CD томоннинг уртаси . АЕ ва Ah' тугри чизи^лар BD  диа! онал- 
ни тенг уч булакка  булишини исботланг.

106. ABCD  параллелограммда Е — AD  томоннинг уртаси , F 
ВС  томоннинг уртаси, BE  ва FD  тугри чизиклар АС  диагонални 
тенг уч булакка булишини исботланг.

107. Трапециянинг ён томонига ёпиш ган бурча<ларнинг бис- 
сектрисалари тугри бурчак осгида  кесиш иш и ва кесишиш н у к т а -  
си урга чизивда ётишини исботланг.

103. Трапеция диагоналларининг урталарини би рлаш ти сувчи ’ 
кесма асосларга параллел ва ул ар  айирмасининг ярмига тенг б у 
лишини исботланг,

I0J. Асослари АВ  ва DC булган тенг ёнли ABCD  трапеция' 
берил!ан. Р  ва Q лар  ABC ва Л В С  учбурчаклар  и-еднаналарининг 
кесишган ну^талари булса, 1JD  =  QC тенглик уринли эканлигини 
исботланг.
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110. К арама карши томонлари параллел  булмаган  т уртбурч ак-  
да  диагоналларининг урталари  *амда бир ж у ф т  карам а-карш и то- 
м онларииинг урталари  параллелограм м нинг  учлари булиш ини ис- 
Сотланг.

111. Карам а-чарш и томонлари параллел булмаган туртбурчак-  
д а  к ар ам а-к ар ш и  томонларининг урталарини  ^ ам да  диагоналлари- 
яи н г  урталарини бирлаш тирувчи учта турри чизик  б и р  нуктада 
к ес и ш и ш и н и  исботланг.

112. AtiCD  ту р тбу р ч ак д а  М, N,  Р  ва Q нукталар  АВ, ВС, 
CD  ва DA  томонларнинг урталари .  МР  ва NQ  кесм алар  кесишиш 

и у к таси  О да тенг  иккига  булинишини *амда ихтиёрий 6  нукта

учун  4SO  =  S/4 +  5 В  +  SC  +  6 D  тенглик тугри булишини исбот
ланг.

113. ABCD  ту р тб у р ч ак д а  К  ва  N  ну к тал ар  АВ  ва CD  томон
л ар н и н г  уртал ар и .  A K ^ D  ва BKNC  т у р тб у р ч ак л а р  диагоналлари- 
«ин г  у р т ал а р и  параллелограм м нинг  учлари эканлиги (ёки бир туг 
ри чи зикда  ётиши)ни исботланг.

114. ABCD  параллелограммнинг  А  учидан BD  диагонални К  
ну к т ад а  CD  томонни Р  нуктада ,  ВС  томоннинг давомини О нук- 
та д а  кесувчи  нур  чикарилган . К А 2 =  К Р  • KQ тенгликни исбот
ланг.

115. ABCD  ту р тб у р ч ак д а  / [ADC ва [ABC лар  тугри бурчак- 
лар .  Л ва С у члардан  BD  диагоналга  Л/i, ва СС , тик чизиклар 
ту ш и р и лган .  Бу  ерда  ва С , н у к тал а р  BD  ди аго на .и а  т е 1ишли. 
Д В  =  Сгй  булишини исботланг.

116. A B L D  туртбурчакн инг  урта  чизиклари М  нуктада кеси-

ш ади. A i a p  А Е = М В  ва EF =  МС  ш арт  бичан MAEF.  снник ч и 
зи к  ясалган булса, куйидагиларни исботланг.

1) МА  +  M B  +  м Ь  +  M D  =  0; 2) М  нукта FD кесманннг Ур
таси ;  3)  S ABCD =  &'m a EF“  2'

117. ABCD  ту р тбу р ч ак д а  Е  ва F  нукталар АС ва BD  диаго- 
иалларнинг  Урталари. АВ2 + ВС2 +  CD2 +  D A ‘ =  АС2+ BD 2+4EF2 
муносабат  туррилигини исботланг"

118. ABCD  ту р тбу р ч ак д а  К. L, М, N  нукталар мос равишда 
томон ларнинг  урталари ,  <р — диагоналлар  орасидаги  бурчак .  КМ?—
— LN"1 =  АС • B D  cos <р муносабат  тугрилигини исботланг.

119. Трапеция  катта  асосининг кичик  асосига нисбати — га,

£н томонлари а ва b га тенг.  А гар  ди агоналлар  у за р о  перпенди
к у л я р  булса,  трапециянинг  асоеларини топинг.

120. ABCD  трапеци яда  AD  асосга ёпиш ган бурчакларнинг 
йигиндиси 90° га тенг. Трапеция асосларининг урталарини бирлаш 
тирувчи кесма, ш у асослар  айирмасининг ярмига тенг булишини 
исботланг.

121. Трапеция лиагоналлари квалратларининг  йигиндиси унинг 
ён  томонлари квадратлари  билан асослари  купайгмасининг икки- 
ланганининг  йигиндисига тенг булишини исботланг.

122. Тенг ёнли трапец и яда  диагоналлар  у заро  перпендикуляр  
булиб, урта чизиги т га тенг. Трапециянинг баланилигини т о п и ш .

123. Тенг ёнли трапецияда  диагонал утмас бурчакни тенг и к 
кига булади. Катта  асоси перим етрдан а кадар кичик, урта чизи- 
fh  эса b га тенг. Трапециянинг кичик асосини топинг.

124. Трапециянинг ди аю н ал и  урта  чизирини тенг уч булакка
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булади, Трапецнянинг кичик асосининг катта асосига нисбатин» 
топинг.

125. Тугри бурчакли трапецнянинг диагонали уни, бири томо- 
ни а булган тенг томонли, иккинчиси эса тугри бурчакли булган 
иккита учбурчакка ажратади. Трапециянинг урта чизирини топинг.

126 Трапециянинг асослари а ва b ia  тенг булса, унинг ён 
томоцларини т нисбатда булувчи Е ва F нукталар орасидаги  м а
софани топинг.

127. Трапециянинг асослари а ва b га тенг булса,  унинг диа- 
гоналларининг кесишиш нуктасидан асосларига  параллел килиб 
угказилган EF  кесманинг узунлигини топинг. Е ва t  нукталар ён 
томонларга тегшпли,

128. Тенг ёнлн трапециянинг асослари а ва Ь (а <  Ь) га тенг.  
Катта асоснннг уртасини кичик асоснинг учлари билан бирлаш тир- 
ганда, бу турри чизиклар трапеция диагоналини М ва N нукталар-  
да кесади. MN  ни топинг.

129. Трапециянинг асослари а ва b га тенг дамда трапециянинг 
асослариг.ч параллел булган MN  кесма уни генг иккига булади .  
M N  ни топпнг.

130. ABCD  тугри бурчакли туртбурчакнинг АВ томоннаа шун- 
дай Е  нуктаии топингки, AD ва DC  лар  шу нуктадан тенг бур-  
чаклар остида куринсин.

131. Параллелограммнинг диагоналларидан бири Ь га тенг. И к 
кинчи диагонал кушни ломонлар билан а ва р бурчак  ташкил эга-  
ди. Параллелограммнинг томонларини гопинг,

132. Параллелограмм томонларининг нисбати диагоналларининг 
нисбати каби 2 ia  тенг, А утмас бурчагидан CD  катта  томонига 
АЕ  баландлик туширилган. DE-.CE  ни топинг. _

1 5 / 3
133. Трапециянинг урта чизири 7 см, баландлиги — - —  см„

диагоналлари орасидаги бурчак  (асосларининг карш исидаги)  120°. 
Ш у  т р а т ц и я н и н г  диагоналларини топинг.

134. Асослари а ва  fi, баландлиги h булган тенг ёнли трапеция 
берилган. Трапециянииг симметрия укида ён томонлари турри б у р 
чак остида куринувчи Р  нукта ясанг ва ш у нуктадан асосдардан 
биригача булган масофани топинг.

135. ABCL)  кабарик туртбурчакда  AB +  BD  <  АС  +  CD. АС  
диагонал АВ  томондан катта эканлигини исботланг.

136. ABCD  туртбурчакда  АВ2 +  CD* =  Л С 3 -j- BD'*. AD  ва ВС  
томонлар орасидаги  бурчакни топинг.

137. ABCD  кабарик туртбурчакда  АВ  +  BD  <  АС +  CD. АВ : 
томон АС диагоналдан кичик эканлигини исботланг.

133. Кабарик туртбурчакнинг учларидан унинг диагоналларига 
перпендикулярлар  туширилган. Ш у  перпенди кулярлар  асослари 
досил килган туртбурчак  берилган тУртбурчакка ухш аш  эканлиги- 
ни исботланг.

139. Кабарик беш бурчак  диагоналларининг йириндиси пери- 
метридан катта, лекин иккиланган периметридан кичик булиш ини; 
исботланг.

140. A B CD E  б еш б урчакда  К, АВ  нинг L, ВС  нинг, М, CD • 

нинг, N, DE  нинг Р, КМ  нинг, Q, L N  нинг Уртаси. FQ — — АЕ: 

эканини исботланг.
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141. ABCDE  беш бурчакда  хар бир томоннинг уртаси кушни 
булм аган  томонларнинг урталари билан бирлаш гирилган .  Хосил 
булган бешта кесмаларнинг урталари берилган беш бурчакка  гомо- 
тетик булган беш бурчакнинг  учлари эканлигини исботланг.

142. В,, Въ В3, В4, Вь, BR, В7, В8 нукталар мос равишда А и 
. .  Ля с аккизбурчак  томонларининг ургалари .  М, N , Р ,  Q н укта
л ар  мос равиш да BtB3, B2Bt , В.В-, BSB̂  кесмаларнинг урталари. 
M N  =  / - у  ва MN  || PQ эканини исботланг.

143. ABCDEF  кабарик  олтибурчакла  барча ички бурчаклар 
тенг. АВ  — DE  <= FE — ВС  =  DC — FA муносабатни исботланг.

5-§ . Текис фигураларнинг юзлари

Учбурчак,  туртбурчак,  дойра, купбурчаклар текис 
•фигураларга мисол була олади. Бу фигураларнинг юзи- 
ни дисоблашни бевосита учбурчак ёки дойра юзини 
з^исоблаш масаласига келтириш мумкин.

Учбурчак юзини з^исоблашга дойр формулаларни 
эслатиб утамиз:

Учбурчакнинг юзи унинг асоси билан баландлиги
купайтмасининг ярмига тенг, яъни S — -^ a -h a.

R ва г  лар мос равишда ABC учбурчакка ташки 
ва ички чизилган айланаларнинг радиуслари булсин, у 
*олда бу учбурчакнинг юзи S =  рг, (бу ерда р =  

а + Ь + с\ с  аЬс ■=-----------1 Ъ =  —  формулалар орцали ифодаланади.

Агар ra, г ь, гс лар ABC  учбурчакнинг томонлари- 
га ташки уринувчи айланалар радиуслари булса, у ^ол- 
да бу учбурчакнинг юзи куйидаги формулалар билан 
ифодаланади:

S =  (р — а) га, S  =  (р — b) г„, S *= (р — с) г с.

Берилган учбурчакнинг икки томони ва улар ора
сидаги бурчак маълум булса, у *олда унинг юзини 
|<уйидаги формулалар аниклайди:

S =  — a ^ s i n C ;  5  =  — bcs\nA\ S  = — ас sin В.
2 2 2

Агар учбурчакнинг учта бурчаги ва бир томони маъ
лум булса, у *олда унинг юзи куйидаги формулалар 
ёрдамида ^исобланади:
с  1 ,  sin В sin С  с  1 ... sin A  sin С 0  1 ,  sin В sin А о  == — а ----------- , 5 =  — о1 -------------, i  »= — с2 ------------.

2 sin Л 2 sin В 2 sin С

Агар берилган уч бурчакнит учта томоьи маълум
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булса,  у ^олда унинг 
юзини Герои формуласи 
ёрдамида дисобланади, 
яъни S —
= У р ( р - а ) ( р  — Ь ){р -с )
^ и -f* Ъ -4" с бу ерда р  =  — ------.

Доиранинг ва унинг 
булакларининг юзлари: 

Доиранинг юзи S -
= -п /<*-== — d2.

4

Дойра секторининг юзи S =

40- чизма.

Ttk 2а
’ 36(Г 

1
\ 180

Туртбурчак юзларини ^исоблаш формулаларини ол- 
динги параграфда келтирганимиз учун улаони такооо- 
лаб угирмаймиз.

Энди масалалар ечишга намуналар келтирамиз.
1 - м а с а л а .  та, ть, тс лар ABC  учбурчакнинг ме- 

дианалари булса, шу учбурчак юзини х;исобланг (40- 
чизма).

Б е р и л г а н :  A ABC, та, ть, тс.
Т о п и ш  к е р а к : S ̂  =  ?
Е ч и ш .  Масала шаргига кура:

4 та =  2 Ь' +  '2г — а2
4 (ml  +  ml  +■ т\) =  3 {а1 +  Ь'1 +  сг )— >

-у ml  +  ml  +  ml - (а 2 +  b* +  с2).

( 1)

(2)

( 1) тенгликни 3 га, (2 ) тенгликни 2 га купайтириб, (2 ) 

дан ( 1) ни айирсак, а =  ^  ^  2т\ 2т2с — т1а ^осил б у 

лади.
Худди шунингдек b — — | / "  2т 2а +  2тгс —т* с =

— ] / " 2т2а -+ 2т1 — т2с ларни ^осил циламиз. )^осил

Килинган натижаларни Герон формуласига куйсак, ^ам-
Шд +  rnb + т,

9
да т =  

1 2 - 2 3 1 0

белгилишдан фойдалансак,  у ^олла
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5 = 1 / (ma+  mb+  me)(mb+  mc-  ma)(ma-\- mc— mb) X

X (ma mb +  mc\ =  ^  V  m (m — ma){m — mb){m — mc)
О

*осил булади.

2- м  а с а л а .  ABC  учбурчакнинг бир томонида олин- 
ган нуктадан колган томонларига параллел тугри чи- 
зицлар утказилган ва бу тугри чизиклар учбурчакдан
S , ва S 3 юзага эга булган учбурчаклар ажратади.  Б е 
рилган учбурчакнинг юзи 5  ни топинг ва 5 t +  5'2>*

эканини исботланг ( 4 1 - чизма).

Т о п и ш  к е р а к :  S — 7 *амда исботлаш керак:

Е ч и ш .  Равшанки,  BDN, NEC  ^амда ABC у ч б у р 
чаклар ухшаш учбурчаклардир.  Чунки учбурчакнинг 
бир томонига параллел килиб утказилган тугри чизик 
шу учбурчакдан узига ухшаш учбурчак ажратади.  Хо
сил цилинган учбурчаклар юзлари орасида богланиш 
муносабатини урнатиш учун B N = x  ва NC — у  орка
ли белгиласак,  у *олда ВС =  х  +  у  булади. Энди у х 
шаш фигуралар юзларининг нисбати хакидаги теоре-  
мани татбик килсак,

S, х* S 3 у 3 .. V  6’, х' =  ----------- • —1 —■ -----■L------  АТ /\Х ____ ___ _______  DO

Б е р и л г а н :  Д  ABC, D N  || AC, NE  || АВ,
С __ < ч - 9  __ *ч

Л  NEC&BDN A N E C

2

S +  а (Л- +  У)а

/1

еки ва

■/И х  + у
^осил килинган натижа* 
ларни ^адлаб кушсак,

41- чизма. 4*
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s - -^ {Vs ,  +  V s 2f

натижага эга буламиз.
Энди 2 (S', +  -Ь'2) >  S 

эканини исбоглаймиз.

5 =  ( l A b ~ + j / ^ ) 2 =  S , +

"}■ St +  2 V S-i$2 -С
< 2 ( 5 , +  5 2)

бу  ерда S , + 5 2> 2 j /  6 ,S2 
дан фойдаландик.

Демак,  2 ( S , - f - 5 2) > S

ёки -S, -f S2 >̂ ~ S  экан.

3 * й а с а л а .  ABCD  туртбурчакнинг АВ ва CD то- 
монлари узаро тик булиб, улар радиуси г булган ва 
узаро урин\'вчи айланаларнинг диаметрларини ташкил 
этади. Агар B C \ A U  =  k булса, шу туртбурчакнинг 
юзини топинг ( 4 2 - чизма).

Б е р и л г а н :  □  ABCD, ABj_CD, AB =  CD =  2r, 
ВС  : A D  =  k. 

Т о п и ш  к е р а к :  S ABCD =  ?
Е м и ш .  АВ  ва CD  диаметрли айланалар марказла

ри ни мос равишда О, ва 0 2, АВ  ва CD кесмалар да- 
вомининг кесишиш нуцтасини N, B N = x ,  CN =  у деб 
белгилаймиз. У холда Пифагор теоремасига асосан:

ВС' =  х 2 +  у2; A D 2 =  (х  — 2г )2 +  (у — 2г)2;

OxOi =  (х — г )2 +  (у — г f .

Шартга кура ВС2 =  k2AD2 эди, у холда

х~ +  у'2 =  k2 (х  — 2r f  +  k- (у — 2г )2,
4г2 =  (х -  г )2 +  (у -  г )2.

Бундан

} (1 -  k2) ( л 2 +  у2) =  -  Ark* (х  +  у) +  8fc*r\
1 2лг +  2r  (jc — у) =  х* -f- у 2

А- '  5* 2 -  1 ,7булиб,  л  4- у =  г -----------  ни хосил киламиз. -V холда
3 /г2 +  1
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С —
A BCD ~

х у  — (х  — 2г) (у — 2/-)

2

=  г.2 5»* -  1
А» + 1 *2 +  1

Демак,  5 A b C D

Машцлар
144. П араллелограммнинг d  диагоналида олинган ихтиёрий 

нуктадан унинг томонларига паоаллел тугри чизиклар уткази лган .  
Хосил булган | у р г га параллелограммдан иккигасининг ди агоналла-  
ри d  нинг булак^ари. Колган иккита параллелограммнинг юзлари тенг 
эканлигини исботланг.

145 Параллелограммнинг ичида олинган ихтиёрий нукта унинг 
учла.)и билан тугаштирилган . К арам а-карш и жойлаш ган бул ак лар  
юзларининг йигинлиси бир-бирига тенг эканлигини исботланг.

146. Учбурчакнинг асосига параллел утган тугри чизик унинг 
юзини тенг иккига булади. Бу турри чизик учбурчакнинг ён то- 
монларини кандай нисбатда булади?

147 Тенг ёнли учбурча<нинг ён томони а га, асоси Ь га тенг. 
LUv учбурчакка ички чизилган айлана унинг томонларига В, /■', К  
нукталарда  уринали. S tEhK ни топинг

148. Тугри бурчакли учбурчакка  ички чизилган айлананинг ги- 
потенузага уриниш нуктасн уни узунликлари т ва п булган бу- 
лакларга булали. Учбурчакнинг  юзини топинг.

149. ABC  учбурчакнинг АА,  меяианасида АЕ : =» 1 > 2 ш арт- 
ни каноатлантирувчи Е  нукта олинган. F, BE  ва АС кесмаларнинг 
кесиш иш  нуктаси. $ S ^ д в г  ни топинг.

150. Тенг ёнли ABC  учбурчакнинг  АС асосига ёпишган б у р 
чаги а. Ш у учбурчакка  ичьи чизилган айлана унинг томонларига  
Е, F, К  нукталарда  уринади .  S 6 E fK i S ^ AUC ни топинг.

151. Юл и Р  га тенг булган учбурчакнинг асосига параллея б у л 
ган тугри чизик бу учбурчакдан юзн q га тенг булган учбурчак  
аж ратади  Учта учи кичик учбурчакнинг учлари билан устма-уст  
тушалиган, туртинчи учи эса берилган у чб урчак  асосида бтувчи 
туртбурчак  юзини топинг.

152 учбурчакпа Z.A =  60°, АВ  i АС =  3 s 2; АВ  ва АС  то-
мочларда BE =  E t  =  FC шартни канолтлантирувчи Е  ва F  н укта
л ар олинган. S aEFA •• S aAB(: ни топинг.

153. Учбурчакнинг асоси Ь га, унга туш ири лган  баландлик h 
га тенг. Иккига учи ён томонларда, колган икки учи асосда  ётув-  
чи квадрат  юзининг берилган учбурчак  юзига нисбатини топинг.

154 Тугри бурчакли учбурчакнинг юзи S,  унга ички ва таш ки 
чизилг;:н айланалар  радиуслари R ва г  булса, R  +  г > У 2S tJ f- 
рилигини исбогланг.

155 Асоси трапециянинг бир ён томонидан иборат, учи эса 
иккинчи ён томоннинг уртасила  ёгувчи учбурчакнинг  юзи т р а п е 
ция юзининг ярмига тенглш ини исботланг.

156. Трапециянинг диагоналлари уни турт  булакка  булади. Ён 
томон.,арига ёпишган булаклари ленг эканлигини исботланг.
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15Т. Томонлари а, b, с га тенг булган учбурчакнинг юзи 5  га 
тенг. а!‘ -f- № + с1 >  4 V  3 .S' эканини исботланг.

153. Трапециянинг диагонлллари уни турт булакка булад«. 
Трапецчянин! асосларнга ёпишган учбурчаклар юзлари 5, ва 
булса, трапециянинг юзини топинг.

159. Трапеция исосларннинг нисбати т i п каби Трапециянинг 
диаюналлари ун< тург булакка булади. Шу булаклар юзларининг 
нисбатини топинг.

160. ABC учбурчакнинг биссектрисалари царшисида ётган то- 
монларии А{, В,, С , нукталарда кесади. Агарда дЛбСнинг tomqh- 
лари а, 4>, с булса, S ^ A В(: топилсин

16 1. ABC учбурчакнинг ичида олинган нхгиёрш нуктадаи 
унинг томонларига параллел тугри чизиклар утказилган Бу тугри 
чизиклар учб\рчакни олти булакка булади. Булардан учтаси юз- 
лари 5Ь S2, i\, булган учбурчаклар булса, S ^ AHr ни топинг.

162. ABC учбурчакда АВ = 13 см, ВС =  14 см, С А =  15 см, 
СС\ ва AAt лар баландликлар S ^ BCA ни топинг.

163. ABC учбурчакда ^В А С  =* 60°, BD = т. DC =  п 6yjn6, 
D нукта ВС билан учбурчакка иччи чизилган айлананинг кесиш- 
ган нуктаси S AAB(j  ни топинг.

164. Бир бурчаги 60э булган учбурчакка ички чизилган айла
на шу бурчак каршисидаги томонни т ва п булакларга буда«и. 
У ч бурчакнинг юзини топинг.

165. Медиана ларининг узунликлар:. 12 16 ва 21 см булган уч- 
бурчажьшг юзини топинг.

166. Юзи 6, томонлари а, Ь. с, d булган тУртбурчак берилган. 
л 4- с b -f" d

S <  —---------— булишини исботланг.

167. Агар иккита туртбурчак томончарининг урталари устма- 
уст тушса, у *олда буняай тургбурча <ларнинг юзлари тенг були- 
шини исбэтланг,

168. Кабарик ABCD туртбуочакнинг АВ томонида
— QB шарт билан Р, Q нукталао, CD томонида CR =  RS — SD- 
шарт билан R, S нукта лар олинган 3Sp qqS = S abcd ни исбот
ланг.

16Э. ABC учбурчакда ВВ , =  АС шарт билан АВ нинг давоми- 
га, 6'С, — АВ шарг билан S ' . нинг давомига, ААХ =  В(. шарт би
лан СА нинг давомига SB,, СС, ва AAt кесчалар кУйилган. 
S ^ a1ab +  S bB,tiC + S bC,CA > 3S уАВС булишини исботланг.

170. ABC учбурчахка ички чизилган айлана ун->нг томонлари-
рг-

га Н[, S,, С, нукталарда уринади. S AABCi =  —  ни исботланг, R
ва г ташки вл ички чизилган айланалар радиуслари, р периметр.

171. Тенг ёнли, тугри бурчакли учбурчак уз катетининг урга
си атрофида 45и га бурилган. Иккала учбурчаклар умумий кисми 
юзининг берилган учбурчак юзига нисбатини топинг.

172. Тенг ёнли учбурчакнинг балан ииги h, ички чизилган 
айланасининг радиуси г. Учбурчакнинг юзини топинг.

173. АЬС учбурчакда ^ В - . ^ С  = 3 :1 ,  >а учбурчак юзини 2>1 
нисбагда булади. Учбурчакнинг бурчакларини топинг.

174. ABC учбурчакда О нук'а шундаи танл; нганки, ^А В О  =>
— ^ В С О  «= ^.СА'j =  а. Агар учбурчакнинг томонлари а, Ь. с. ва 
юзи 5 булса, а ни топинг.
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175. ABC учбурчакнинг a, b, с томонлари ва S юзи учун S —
— а2 — (Ь — с)2 муносабат уринли булса, .4 бурчакнинг катталиги- 
ни топинг.

176. ABCD параллелограммнинг бир диагонали иккинчисидан
3 марта катта, периметри 4 см, Z c (A) = At ва S^CD  ̂ (В) =  А, 
булса, ЯДНСр ни топинг.

177. Параллелограммнинг томонлари а ва Ь, диагоналлари ора- 
сидаги уткир бурчак а. Параллелограммнинг юзини топинг.

178. Параллелограмм томонларининг нисбати билан диагонал- 
ларининг нисбати тенг булиб, 2 га тенг. Утмас бурчакнинг учидан 
катта томонга туширнлган баландлик бу томонпи кандай нисбатда 
булади?

179. R  радиуслм айланага .S' юзли тенг ёнли трапеция ташки 
чизилган. Трапециянинг асосини топинг.

180. S юзли теш ёнли трапециянинг баландлши билан урта 
чизиги узунликларинш г йигиндиси С га тенг. Трапециянинг диа- 
гоналлари орасидаш бурчакни топинг.

181. Асосидаги_бурчагн 60° булган тенг били трапецияга айла
на ички <изил1ан. Ён томонтарнга уриниш нукталарини бирлашти- 
рув™ тугри чизик трапеция юзини кандай нисбатда булади?

182. Асослари а ва b булган трапециянинг ён томонлари ора- 
сидагп бурчак а, диагоналлари эса узаро перпендикуляр. Трапе- 
циянинг юзини топинг.

183. Тенг ёнли трапецияга айлана ички чизилган. Уриниш нук
та лари ни бир.'аштиришдан хосил булган туртбурчак юзи трапеция

3
юзининг — кисмига тенг. Трапеция асосларининг нисбатини топинг.

184. ABC \чбурчакни ВС томонига параллел бул1ан DE кесма 
билан шундай кесиш керакки, хосил булган BDh  учбурчакнинг 
юзи берилган к2 га теш булсин. Ечиш формуласини текширинг.

185. ABC учбурчакнинг AAU BB U CCt баландликлари утказил
ган булиб, уларнинг асослари Л,б,С, учбурчак ^осил килади. Агар 
.^Л, ^ В , ^ С  лар маълум булса, 6(; : ^^АВ('  ни топинг.

186. ABC учбурчакнинг медианаларидан янги учбурчак ясал- 
ал. Бу учбурчаклар юзларининг нисбатини топинг.

187. Тенг ёнли трапециянинг баландлиги h, ён томони ташки 
чизилган айлана марлазидан а бурчак остида куринади. Трапеция- 
пинг юзини топинг.

188. ABC I) параллелограммнинг АВ, ВС, CD, DA томонлари- 
пинг урталари мос равишда М, N, К, L Агар параллелограмм
нинг юзи а2 булса, AN, ВК, CL, DM  лар билан чегараланган фи- 
!уранинг юзини топинг.

189. Учбурчакнинг ички бурчаклари биссектрисалари давом 
этгирилганда ташки чизилган айланани М,  N,  L нукталарда кеса-

ди. S ^MNL =  — Кр, р =* — (а +  b +  с) булишини исботланг.

• 190. Учбурчакка ички чизилган г радиусли айланага учбурчак 
томонларига параллел цилиб уринмалар утказилган. Хосил булган 
учбурчакларга ги г2, г3 радиусли айланалар ички чизилган. гх +  
+  г2 +  г3 *= г эканини исботланг.

191. ABCD  туртбурчак берилган В, С, D  учлар асосида DBCM 
параллелограмм ясалган булса, S &Al Л1 =  S ABCD эканини исботланг.

192. К вадратга томонлари унинг диагоналларига параллел ки-
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либ т^рри туртбурчак ички чизилган. Турри туртбурчакнинг юзи 
квадрат юзининг ярмидан катта эканлигини исботланг.

193. Тугри бурчакли трапецияга айлана ички чизилган. Трапе
циянинг юзи асосларининг купайтмасига тенг эканлшини исбот
ланг.

194. Кабариц туртбурчакнинг хар бир диагоналининг уртасидан 
иккинчи диаюналига параллел килиб турри чизик утказилган. Бу 
турри чизикларнинг кесишиш нуктаси туртбурчак томонларининг 
Урталари билан тутаипирилган. Хосил булган туртта фигуралар 
тенгдош эканлигини исботланг.

195. Асослари AD ва ВС булган трапецияга О марказли айла-
1 1 1 1

на ички чизилган. — 2 +  булишини исбот

ланг.
196. Юзи 5  булган кабарик олтибурчак берилган. Унинг бир 

учидан чикувчи диагоналлари орасида шундайи борки, у ажрат1ан

учбурчак юзи — S дан катта булмаслигини исбогланг.

197. R  радиусли ai'inaHaia уткир бурчаги а булган трапеция 
ички чизилган Кичик а(оснинг учларидан ён томонларига парал
лел утган турри чизиклар айлана марказидан утади. Трапециянин" 
юзини топинг.

198. А йланага барча бурчаклари уткир, юзи 6 булган тенг ё п -  
ли учбурчак ички чизилган. Ён томонлари учбурчакнинг ён томон- 
лари!а параллел, катта асоси айлана диаметри билан устма-уст 
тушувчи, урта чизири 1 булган трапеция дам айланага ички чизил
ган. Трапециянинг баландлигини топинг.

199. ABCD трапецияда О диагоналларнинг кесишиш нуктаси 
ва В С ! AD =  р. Трапеция юзининг AOD учбурчак юзига нисбати- 
ни топинг.

200. ABCDEF кабарик олтибурчакнинг карама-карши томонла
ри параллел ва тенг. АСЕ учбурчакнинг юзи олтибурчак юзининг 
кандай кисмини ташкил этади?

201. Квадратнинг учлари карама-карши томонларининг Уртала
ри билан бирлаштирилган. Квадратнинг томони а булса, *осил 
булган саккизбурчак юзини топинг.

2в2. Радиуслари а га тенг булган туртта айлана марказлари 
томони а булган квадрат учларига жойлашган. Туртала дойра учун 
умумий булган фигура юзасини топинг.

203. Радиуслари а га тенг булган учта айлана марказлари то
мони У2а  булган мунтазам учбурчак учларига жойлашган. Уча
ла дойра учун умумий булган фигура юзини топинг.

204. U радиусли ярим дойра диаметрига мунтазам учбурчак 
ясалган. Учбурчакнинг ярим дойра ташкарисида цолган кисмииинг 
юзини топинг.

а
205. Мунтазам учбурчакнинг томони а. Унинг марказидан —

О
радиус билан айлана чизилган. Учбурчакнинг дойра ташкарисида 
колган цисмининг юзини топинг.

206. Радиуслари R u /?2. # з  булган учта айлана узаро ташки 
уринади. Уриниш нукталари оркали утувчи дойра ясалган. liiy 
дойра юзини топинг.
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6 -§.  Текис ф игураларга  дойр ара ла ш 
масалалар

Юцорида  текис  фигураларни нг  ^ ар  бир турига дой р  
конуни ят лар  ва мисолларни ало^и да -а ло^ ид а  равишда 
ку ри б  чикдик.  Т ажр ибад а  эса бу  фигуралар  купинча  
ара л а ш  ^о лд а  ^ам учрнгани учун *амда  кщорида эгал- 
ланган билим ва малакаларни янада  чу нурлаштирмоц 
ва умумл ашт ир мок максадида куйида аралаш ф и г у р а 
ларга  дойр масалаларни куриб чицамиз.  Бундай маса- 
лаларни ечиш учун татбик килиниши лозим булган 
конуния тла р  аввалги параграфлярла  келтирилгани ту- 
файли,  биз бу ер да  уларни гакрорлаб утирмай,  бу и ш -  
ни китобхоннинг  узига ^авола циламиз ва амалий ми- 
солларга  утамиз.

1-м  а с а  л а. Асослари а  ва b %амяа ён томонлари 
с ва d булган трапеция диагоналларининг  уз ун ли кла -  
рини топинг ( 4 3 - чизма).

Б е р и  л г а  и: ABCD — трапеция,  АОЦВС,  AD  =  а,  
ВС'— Ь, АВ  =  с, C D  =  d.

Т о п и ш  к е р а к :  BD =  ? АС - ?
Е ч и ш .  ABCD  тра пецияд а  В о  =  х  ва АС =  у  диа- 

гоналлар  у тк ази л ганидан сунг ABC  ва ACD  у чбу рч ак-  
лар  ^осил булади.  ААВСла  косинуслар  теоремасига  
асосан у2 =  Ь~ +  сг — 2 he с.os (J булади.  Маъ лум ки ,  
cos В — cos (180° — А ) =  — cos А эди У ^олда  у ‘ = Ь 2-\- 
4- с2-{- 2 be cos  А ^осил булади  Д / Ш С  да у ‘ =  а 2 +  

d2 — 2 ad cos D ни з^осил циламиз.  Бу икки тенглик-  
дан:  Л2 +  с'г +  2 be cos А =  а 2 +  d'e — 2 ad cos D ёки

2 be cos А +  2ad cos D =  a'- 4- d2 — b1 — c2 (1)

Худди шунга ух ш аш  aBD ва СВ!)  у ч бу р ч а к л а р да  
косинуслар теоремасини кетма-кет  к у л л а б , с у н г р а  тенг- 
лаштирилса ,  у >;отда

2ас cos А ■+• 2ba cos D — а2 — Ь2 — (dl — с2) (2)

с ь в ни ^осил киламиз.
Энди (1) ни b га, (2) 

ни а га купайтириб, ( 1) 
дан (2 ) ни айирсак,

J) а А
2с cos А = а — b —

2с (а* — b2) cos А =
=  ( а 2 — Ь2) (а — Ь) —
— {d* — с2) (а Ь)\

л и &  &

43- чизма. а —  Ь
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*осил булади. Шунга ух- 
шаш ( 1) ва (2 ) дан
2d cos D =  а — b +  —~ с-

а — Ь
ни ^осил киламиз. То- 
пилган натижаларниcos А 
ва cos D ларнинг урнига 
куйилса,  у ^олда: 
у 2 =  Ь% +  с2+ 2 cos Л =

=  А2 +  с2 +  b
d* — с2 

b
i 3 — с2 \ о , и-------- =  с1 +  ab —
а — b I

■Ь =
а — b

а (с2 — 62) +  6 (а» — rf2) 
а — Ь

У

а (d3

| /  —

л-2 — £ 2
• i 2) +  i  (a2 — с2)

■ о2) +  Ь (а2 — d 2) ва

а — Ь

+ d2 +  2 d  cos D • b =
_ 1 f  a id2 — ft2) + ft (a*

• n _ /}
■C3)

лар ^осил булади.
Демак, берилган трапециянинг диагоналлари х  ва  у  

лар юцоридаги ифодалар ёрдамида ^исобланар экан.
2 - м а с а л а .  Учидаги бурчаги а булган тенг ёнли 

учбурчакка радиуслари г  ва R булган ички ва ташки 
айланалар чизилган. Шу айланалар радиусларининг 
нисбатини топинг (44- чизма).

Б е р и л г а н :  Д ABC, АВ =  ВС, ^ А В С  =  а.
Т о п и ш  к е р а к :  R : г — ?
Е ч и ш .  / \А В С  нинг АВ  томонида 2ВЕ =  АВ  шарт 

билан Е  нукта оламиз.  Бу ерда Ot ички чизилган, 0 2 
ташки чизилган айлана маркази ва D  нукта АС  томон
нинг уртасидир. Е  ва 0 2 нукталарни туташтиришдан
*осил булган А Е В 0 2, да  ЕВО2 =  ва ^.ВЕОг =  

— 90' 1эканидан

R = BOt BE АВ

булади.

а
cos — 

2
2cos-

185



45- чизма. 46- чизма.

A A B D  да ^ DAO , =  ~ ^ DAB  =  I  ( 90° -  -

=  (45° — булиб, бундан 0 , D  =  г =  Л -Dtg (45° —

^амла AD  =  A B s i n — эканидан г  =  Л 5 sin — tg ( 4 5 ° —
2 2 \

— -2-) булади.

Демак,  R : r  =  — — —  у  tg ^ 4 5 ° — =»
2 c o s |

c t £  H 5 °  — —  j

=  clg f 45° — — ): sin а ёки R : r = --------------— • экани
\ 4 / bin a

келиб чикааи.
3 -м  а с а л а .  Уткир бурчаги 60° булган параллело

грамм берилган. Агар диагоналлар квадратларининг нис
бати 19/7 булса, томонларнинг нисбати топилсин (45- 
чизма).

Б е р и л г а н :  ABCD  параллелограмм, ^ А = = 6 0 ° ,
d \ : d\ =  - .1 2 7

Т о п и ш  к е р а к: АВ  : AD  =  ?
Е ч и ш .  Параллелограммда АВ = а ва AD  =  b деб 

белгилаймиз.  Берилишига кура =  60° булгами учун 
косннуслар теоремасига асосан:
A A B D  дан DB“ =  а 2 -+- 6s — 2ab cos 60° =  а 2 +  />2 - ab. 
А А В С  дан 4 C 2 =  a s +  £2 - 2 a 6 r o s ( l H 0 °  - 6  " а* +  
+  b2 +  ab. Бу топилган натижалардан A C > b b  зкани- 
ни эътиборга олсак:

18С



AC2
-— ==d]:d l== ( a 2 +  b2 -f ab) : (a 2 +  b2 — ab) =  19

(i Iт  +  “ + 1 =  1 9 : 7 ;

f j  +  7 ~  +  7 = = 1 9 , f f - 19 f  +  19; бУндан

12 -V s-  2 6 -  +  12  =  0. b / b
p  о 3 ci 2
b y  квадрат  тенгламадан — = — ва — =  — ечимлар х;о-о 2 ь з
сил булади.  Д ем ак ,  агар а > Ь  шарти бажарилса ,  у

^ олд а  жав об  у  =  а г а Р шарти бажарилса,  у
а 2 .  ^^ о л д а  — =  — булади.  
ь 3

4 - м а е  а л а .  Агар берилган трапециянинг  асослари 
мос 5{олда а  ва b булса,  у  >;олда шу асосларга па-рал- 
лел  ва трапеция  юзини тенг  иккига  булувчи кесма  
уз ун ли гин и топинг ( 4 6 - чизма).

Б е р и л г а н: ABCD  — трапеция ,  AD  || ВС, AD =  а,
В С  =  S E B C F  =  ^ E F D A '

Т о п и ш  к е р а к :  FF =  ?
Е ч и ш  1 - у с у л .  Шар тг а  кура  AD  =  а  ва ВС — Ь

^а мда  EF  кесма трапеция  юзини тенг  иккига булад и.
Агар  EF =  х  деб  олсак,  у .%олда SEBCF — S EFDA га асо-

(a +  х) FL (х 4- b) FM ,  „ ,  ,  , . г гсан ------^ ----- =  -------- ^ ------ булиб,  бундан (а- \-х) r L  =

=  (х  4- b) FM  (1) >?осил булади. АВ  || RH  га асосан 
A HFD  ва A C R F  лар у х ш а ш  учбурчаклар булиб,  
HD — а — х  ва CR — х — b эканини эътиборга олсак,  
(а  — х )  : FL =  ( х  — b ) : FM  (2) булади.  Н ати ж ад а  (1> 
ва (2) ларни ^адлаб купайтирсак,  куйидаги натижага

эга буламиз: а1 — х 2 =  х2 — Ь2 ёки х 2 =  а — , У ^ол~

да =  ] /  а3 + bl Х°сил булади.
I I -у с у  л. Трапециянинг ён томонларини Р  нуктада 

кесишгунча давом эттирамиз ( 4 6 - чизма). Н ат и ж а д а  
ВРС, EPF, APD  ухшаш учбурчаклар ^осил булади. 
Уларнинг юзларини мос равишда 5 , ,  S2, 5’3 лар оркали 
белгилайлик. У ^олда ухшаш учбурчаклар юзларининг 
нисбати уларнинг мос чизи^ли элементлари квадрат-
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ларининг нисбати каби булади, яъни 5, =» qb2, S, — 
=  qx*, S3 =  qa" (q — пропорционаллик коэф}жциенти). 
Демак,  S; — S, =  S3 — S2 ёки q (хг -  Ьг) =  q (а1 — х 1). 
Бундам * — | /  а3 *осил булади. 

Машцлар
207 Т ом он л ар и  а ,  Л, с б у л г а н  у ч б у р ч а к к а  а й ла н а  и чк и  ч и з и л 

ган.  А й л а н а г а  у р и н у в ч и  ва  а, Ь т о м о нл а рн и  ке с и б  у тУвчи т ^ г р и  
ч и з и к  у ч б у р ч а к н и  и к к и т а  ф и г у р а г а  а ж р а т а д и :  б ири  т у р т б у р ч а к ,  
и кк и н ч и с и  у ч б у р ч а к .  Хо сил  б у лг ан  у ч б у р ч а к н и н г  п е р и ме т р и ни  то-  
тгыг.

208.  ABC у ч б у р ч а к д а  АС т о мо н  B l  т о м о н д а н  ка т т а .  CD м е 
д иа н а ,  ACD вн BCD у ч б у р ч а к л а р г а  ички  ч из и лг ан  а й л а н а л а р  CD 
га Е ва F н у к т а л а р д а  у р и н а д и .  2Eh =  АС — ВС э к а н ли ги ни  и с 
б о т л а н г

209.  А г а р д а  т у р т б у р ч а к н и н г  т о мо н ла р и  д ав о м  з т т и р и л г а н д а  
б и р  а й л а н аг а  у р и нс а .  у холда  у н ин г  к а р а м а - к а р ш и  т о м о н л а ри н ин г  
а й ь р м а с и  б и р - б и р и г а  тенг  б у л и ш и н и  и сб о тл ан г .

210.  У ч б у р ч а к  б а л а н д л и к л а р и  ' е с к а р и  ц и йм а т л а р и н и н г  йигин-  
диси  ш у  у ч б у р ч а к к а  ички  ч из и лг ан  а й л а н а  р а д и у с и н и н г  1е с к а р и

| 1 | 1 
ци й ма т и г а  тенг ,  я ън и  —  +  —  +  —  =  —  б у л и ш и н и  и сботланг .  

ha hb hc г
211 ТуF| и б у р ч а к л и  у ч б у р ч а к к а  ай ла н а  ички  ч из илг ан .  А г а р  

г и п от е н у з а  с ва к а т е т л а р  й иг индис и  т булса ,  а й т а н а  д и а м ет р и н и  
топни. ' .

212 TyFpi i  б у р ч а к л и  у ч б у р ч а к к а  т а ш к и  ч и з илг ан  а й л а н а  р а д и 
у с и н и нг  ички  ч из илг ан  ай ла н а  р а д и у с и г а  нисбат и  5 : 2  У ч б у р ч а к  
т о м о н л а р и н и н г  ни сб а т ин и топинг .

213  1'угри б у р ч а к  1И у ч б у р ч а к н и н г  к а т е т л а р и н и  д и а м е т р  ки-  
либ,  у л ар г а  а й л а н а л а р  я с а л [ а н  Ш у  а й т а н а л а р н и н г  к е с и ш и ш  ну к -  
т а л а р и  о р а с н д а г и  м а с о ф а н и  т опинг .

214.  У ч б у р ч а к н и н г  и х г и ё р и й  и к ки та  у ч и  ва  о р г о м а р к а з и  о р к а 
ли у т у в ч и  а й л ан а л а р  шу  у ч б у р ч а к к а  т а ш к и  чиз илг ан  а й л а н а г а  
тенг  экан ли ги ни  и с б о п а н г .

215.  Тенг  ёнли  ABC у ч б у р ч а к н и н г  т е нг  В ва С б у р ч а к л а р и -  
нинг  б и с с е к т р и с а л а р и  Ь н у к т а д а  к ес и ш иб ,  д а в о м ид а  т а ш к и  ч и з и л 
ган а й ла н а  би ла н  D ва F н у к т а л а р д а  к е с и ш а ди .  EDAt  т у р т б у р ч а к  
р о м б  э ка н ли ги ни  и с б о т л а ш .

216.  АВ(  у ч б у р ч а к н и н !  AD б а л а н д л и г и  ва  т а ш к и  ч из илг ан  ай-  
л а н а н и н г  А у чи г а  у т к а з и л г а н  р а д и у с и  АВ ва  АС т о м о н л а р  би ла н  
тенг  б у р ч а к л а р  т а ш к и л  э т и ш ин и  и сботланг .

217.  Т уг р и  б у р ч а к л и  у ч б у р ч а к к а  и ч к и  ва  т а ш к и  ч и з и л1а н  а й 
л а н а л а р  д и а м е г р л а р и н и н г  й и ги нд ис и  унинг  к а т е т л а р и н и н г  й иринди-  
с и г а  т е н г  э к а н л иг и н и  исботланг .

218. А й л а н а г а  ABC учбурчак ички чизилган. В  ва С бурчак
лар маълум булса, у  холда ВС томон билан А нуктада айланага 
Утказилган уринма орасидаги бурчакни топинг.

219. ABC учбурчакка ташки айлана чизилган. А нуктада ай
ланага утказилган уринма ВС нурни Т нуктада кесиб утади. Агар 
учбурчак томонлари а, Ь, с б^лса, СТ  ва А Т  кесмаларнинг узун- 
ликларини топинг.
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220 ABC учбурчак айланага ички чизилган. Л ва С учлари- 
дан В  учдан айлан га утказилган уринмагачч булган масофалар а 
ва с га тенг. Учбурчакнинг В учидан утказилган баландликни го- 
пинг.

221. Тенг ёнли учбурчак баландликларинииг кесишиш нуктаси 
унга ички чизилган айланада ётади Учбурчакнинг бурчакаларини 
топинг.

222. Икки тенг (о,; г) ва (о . г) айчаналар бир-бирининг мар- 
казидан утади. Айланаларнинг умумий кисмига квадрат ички чи- 
зил!ан. Шу квадратнинг томоиини топинг.

223. ABC учбурчакнинг А учидан з^амда АВ  ва АС томонлар- 
нинг урталаридан утувчи айлана учинчи томонга D  нуктада урина
ди. AD2 =  BD-CD  эканлигини исботланг.

224. Турри бурчакли, тенг ёнли ABC учбурчак iО, R I айлана
га ички чизилган D ВС томоннинг уртаси, Е AD ва OR  тугри 
чизицларнинг кесишган нуктаси, F £ ВС дамда /-£ ± ВС булса 
C F ^  'StF эканини исботланг.

225. ABC учбурчак берилган. ВС, С А ва АВ турри чизикларда 
олинган дамда учбурчак учлари билан устма-уст тушмаган AfB,C\ 
нукталар бир турри чизикда ёгиши учун {ВС, Л, I ■ (С А, S,) • (АВ. 
С\) == — 1 шарт бажарилиши зарур ва етарли булишини исботланг.

226. Мунтазам учбурчак айланага ички гизилган. Айтана ёйи- 
да олинган ихтиёрий нукта учбурчак учлари билан бирлаштирил- 
ган. Хосил булган учта кесманинг бири колган иккитасининг йи- 
риндисига тенг булишини исботланг.

227. ABC учбурчакнинг АН ВС. СА томонларида К , L, М 
нукталап олинган Лгарда АК •• КВ = BI : LC =  СМ : МА =  п бул
са, ABC ва KLM учбурчакларнинг огирлик марказлари устма-уст 
тушишини исботланг.

228. ABC учбурчакка АС\ : С,В =  BAt •. АХС — СВХ: ВХА =  А 
шарт билан A1B1Ci учбурчак ичьи чизилган Л|В,С, учбурчакка

Л,С2 ■ C2Bi — В,Л2: Л2С] — СiВ-2 1 В2Л1 =  — шарт билан Л25 2С2 уч-
К

бурчак ички чизилган. ABC ва Л2В2С2 учбурчаклар ухшаШ эканли
гини исботланг.

229. ABC учбурчак текислигида олинган ихтиёрий О нуктадап 
унинг томонларига ta, tb, tc перпендикулярлар туширилган булса,
^ а ^ Ъ ^ с— +  — — = 1  эканлигини исоотланг. 
ha hb hf.

230. ABC учбурчакнинг ВС томонида ихтиёрий D нукта олин
ган. ABD  ва ACD учбурчакларга ташки чизилган айланалар ра- 
диусларининг нисбати D нуктанинг вазиятига боглик эмаслигини 
исботланг.

231. У т к и р  бурчаги а булган тенг ёнли трапецияга ички ва 
ташки айланалар чизилган. Бу айланалар радиусларининг нисбати- 
ни топинг.

232. Тенг ёнли учбурчакнинг баландлиги h. Унга ташки чи
зилган айлананинг радиуси R.  Шу учбурчакка ички чизилган ай
лана радиусини топинг.

233. Тенг ёнли ABC учбурчакнинг учидаги бурчаги а, унга 
ички чизилган айлананинг радиуси г булса. учбурчак асосига ёпиш- 
ган бурчак биссектрисасини топинг.

234. Асосидаги бурчаги а шу бурчагининг биссектрисаси I бул
ган тенг ёнли учбурчакка ички чизилган айлана радиусини топинг.
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235. Трапецияга ички айлана чизиш учун. унинг ён томонлари- 
ни диаметр килиб чизилган айланалар бирбирига уриниши зарур 
ва етарли булишини исботланг.

236 ABC учбурчакнинг А учидан чиккан биссектриса карши- 
сида ётган томонни D нуктада, учбурчаика ташки чизилган айла- 
нани Е нуктада кесади. AD нинг DE га нисбатини топинг.

237. R радиусли айланага ABC учбурчак ички чизилган. АС =  
=■ Ь, ВС =  а булса, АВ  нинг узунлигини топинг.

238. Тенг ёнли ABC учбурчакда R — ташки чизилган, г — ички 
чизилган айланалар радиуслари булса, марказлар орасидаги масо
фани топинг.

239. ABC учбурчакда AD (D£BC)  биссектриса утказилган. 
ABC, ABD ва ADC  учбурчакларга ташки чизилган айланаларнинг 
марказлари О, О,. 0 2 нукталар. ABC учбурчакнинг томоклари а, 
Ь, с ва ташки чизилган айлананинг радиуси R булса, | ОО, | =

aR
.= | 0 0 21 =  -------- - ни и сб о тл ан г .

b -(- с
240. ABC учбурчакка ташки чизилган айлананинг ВАС бурчак" 

тиралган ёйида М нукта олинган. М пуктадан АВ, ВС, С A ia ва 
А нуктада айланага утказилган урипмага туширилган перпендику- 
лярларнинг асослари мос равишда Е, F , L ва К  нукталар булса, 
ME ■ ML =  MF ■ МК  эканлигини исботланг.

241. ABC учбурчакнинг томоплари (а, Ь, с лар) арифметик про
грессия ташкил этади. Ш.унингдел, А,6,(7, учбурчакнинг томоплари 
дам арифметик прогрессия ташкил этади. Агарда ^ А  = .-1, бул
са, учбурчаклар ухшаш эканлшипи исготланг

242. Узаро ички уринувчи и <ки айлананинг каттасига тенг то- 
монли учбурчак ички чизил1ан. Учбурчакниш учларидан кичик ай
ланага уринмалар утказилган. Хосил бул1ан кесмаларнинг бир» 
колган иккитасининг йигиндисига тенг эканлшини исботланг.

243. Айланага ABCD  туртбурчак ички чизилган. ABC, CDA,  
BCD ва DAB  учбурчакларнинг огирлик марказлари бир айланада 
ётишини исботланг.

244. Айланага ички чизилган туртбурчак томонларининг урта
ларидан каршисида ётган томонларига туширилган туртта перпен
дикулярлар бир нуктада кесишишини исботланг.

245. О марказли айланага ABCD туртбурчак ташки чизилган. 
^ АОВ  +  ^-COD =  18U° эканлигини исботланг.

246. Айланага ташки чизилган ABCD  трапеция диагоналлари
нинг кесишиш нуктаси Е.ВАЕ, ВСЕ, CDE  ва DAE  учбурчакларга 
ички чизилган айланалар радиуслари мос равишда г,. гъ г3 ва rt

1 1 1 1 булса, — +  — =  — +  — булишини исботланг. 
г, г3 г2 г4

247. Айланага ички чизилган туртбурчакнинг бирор учидан бу 
учга ёпишмаган томонларига туширилган перпендикулярлар асос - 
лари орасидаги масофа туртбурчакнинг кайси у ч и  олинишига 6 of-  
лик эмаслигини исботланг

248. R  радиусли ярич айланага томоплари AB=2R,  C B = - / ‘1R, 
AD =  R булган ABCD туртбурчак ички чизилган. CD томонга А . 
учдан AAV В учдан ВВ,  перпендикулярлар туширилган. Л,В, кес- 
манинг узунлигини топинг.

249. Айланага ички чизилган ABCD туртбурчакда АВ — ~^AD\
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250. Ярим айланага томонлари АВ =  ВС =  2у^Ь см, CD =  6 см 
<5Улган ABCD туртбурчак ички чизилган, Агар AD  ярим айлана- 
нинг диаметри булса унинг узунлигини топинг.

231. Томонлари АВ =  6 см, АС =  4 см, ВС =  5 см булган ABC 
учбурчакнинг АС томонида ЛАГ=3 см, АВ томонида AL = 2 см бул
ган кесмалар ажратилган. BLKC туртбурчакнинг периметри ва 
унинг диагоналларидан ясалган тугри туртбурчак юзини топинг,

ВС =  —CD, АВ -т а, АС =  b булса, ВС нинг узунлигини топинг.

VII Б О Б .  СТЕРЕОМЕТРИЯ

Геометриянинг фазода фигуралар ва уларнинг уза 
ро микдорий муносабатларини урганадиган булими 
стереометрия деб аталади. Стереометрияда ^ам худди 
планимегриядагидек геометрик фигураларнинг хосса- 
ларини,  узаро муносабатларини, микдорий нисбатларини 
аникланади ва исботланади. Фазода асосий фигура си- 
фатида нукта, тугри чизик ва текислик каралади.

Стереометриянинг асосий аксиомаларини келтира- 
миз:

1) Хар кандай текислик учун шу текисликка тегиш
ли ёки тегишли булмаган нукта мавжуддир;

2) Агар ихтиёрий икки текислик битта умумий нук- 
тага эга булса, у ^олда бу текисликлар тугри чизик 
буйича кесишади;

3) Агар ихтиёрий иккитугри чизик умумий нуктага 
эга булса, у з^олда бу тугри чизиклар оркали бир ва 
факат  биргина текислик утказиш мумкин.

Демак,  агар берилган Т ва Г, текисликлар умумий 
нуктага эга булса, у ^олда улар а  тугри чизик буйича 
кесишади. Бундан а £ 7  ва экани келиб чикади,
ёки 7'ПГ1 = а  куринишида х,ам ёза оламиз.

Агар берилган а ва b тугри чизиклар фазода А  у м у 
мий нуктага эга булса, у х;олда бу а ва b тугри чи
зиклар оркали ягона Т текисликни утказиш мумкинли- 
гидан а ва b тугри чизиклар Т текисликда ётади. Сте
реометрияда текисликда геометрик фигуралар учун 
Кулланилган барча муносабатларни аникловчи аксиома- 
лар системасидан ^ам фойдаланилишини эслатиб ута- 
миз. Шунингдек фазода нукталар тупламини топиш 
масаласини >{ал килишда планиметрияда куриб утилган 
нукталарнинг геометрик уринларидан ^амда фазода
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геометрик фигураларнинг муносабатларидан фойдала- 
нилади. Булардан айримларини эслатиб угамиз:

1. Берилган икки тугри чизик фазода узаро кесиш- 
маса ва бир текисликда ётса, у *олда бу тугри чизик- 
лар паралтел тугри чизнклар дейилади.

2. Агар икки тугри чизик узаро кесишмаса ва бир 
текисликда ётмаса, бундай тутри чизикларни айкаш 
тугри чизиклар деб аталади.

3. Агар берилган тугри чизик, берилган текислик- 
дан утиб, шу текисликда узаро кеспшувчи икки тугри 
чизикка перпендикуляр булса, v *олда бу тугри чизик 
текисликка ^ам перпендикуляр булади.

4. Агар икки текислик бир тугри чизикка перпен
дикуляр булса, у ^олда бу текисликлар узаро параллел 
булади.

5. Агар берилган тугри чизик берилган текислик 
билан умумий нуктага эга булмаса ва шу текисликда 
ётувчи тугри чизикка параллел булса, у ^олда берил
ган тугри чизик текисликка х;ам параллел булади.

6 . Берилган текисликка тегишли булмаган нуктадан 
шу текисликка параллел булган бир ва факат биргина 
текислик утказиш мумкин.

7. Агар берилган параллел текисликларни учинчи 
бир иекислик билан кесилса, у х;олда уларнинг кеси- 
шиш чизиклари ^ам узаро параллел булади.

8. Агар берилган тугри чизик берилган текисликда 
ёгиб, шу текисликка туширилган oFMara перпендику
ляр булса, у ^олда у огманинг шу текисликдаги про- 
екцияспга ^ам перпендикуляр булади.

1-§. Ф азода нуцта, тугри чизиц ва 
текисликларнинг узаро жойлашуви

Бу параграфда плани
метрия курсида куриб 
утилган асосий аксиома- 
лар системаси *амда 
стереометриянинг аксио- 
малари биргаликда кара- 
лади. Буларни такрор- 
лашни ^урматли укув- 
чининг узига цолдирган 
холда куйида уларнинг 
масала ва мисоллар ечиш-f l-  чизма.
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га татбицини курсатувчи айрим масалаларни ечиш ме- 
тодлари билан таништирамиз.

1-м а с а л а .  Берилган Та текисликни кесиб утмайди- 
ган АВ  кесма учларидан шу текисликкача булган ма- 
софалар а ва b булса, у >;олда кесмани т. : п нисбатда 
булувчи N  нуцтадан Та текисликкача булган масофа 
топилсин (47 -чизма).

Б е р и л г а н :  Та, АВ(£ТЛ, ЛЛ,  = а ,  B B l = b, A N :
: Л/В — т\ п.

Т о п и ш  к е р а к :  NNl =  ?
Е ч и ш .  Масалани ечиш учун вектор тушунчасидан 

фойдаланамиз.  Шартга асосан (чизма) NA =  — — NB. 
Векторларни цушиш коидасига асосан: бир томондаг 
7V/V, =  NA  4- AA^-{-A^Nx ва иккинчи томондан AW, =  
=  NB  +  5 б , +  BXN X булади. Бу иккала тенгликни ^ад- 

лаб кушсак: 2N N t =  NA A A t -f- A XN -f- NB  +  BBX +

-  — NB - f  Л Л 1 — -5WV, +  NB + BB. +  B^Nl -
n n

_  _  дJb  +  АЛ, +  BBt = —  TVS +
n n n

+  + ^ 5 2 1 _ ^ 5 « 1 + Л Л 1 +  в в ,  =
/г "

=  ^ гА А , +  Л Л , +  - £ £ , .  Демак,  ( 2 - ^ —^  /\',% =
п п \  п J

A A t +  - B B i ё к и ' ^ А А /1 =  А А 1 +  - В В 1 булиб,
п п п

m +  /г

Бу ерда ЛЛ, ,  В В 1 ва AW, векторлар коллинеар бул-
а 7 Т , t ia  4- m h  \тгани учун N N X = ----------- - ни ^осил кил^миз. досил

п -+• m
булган натижага ва масалага нисбатан куйидаги дол
лар булиши мумкин:

1) m ". п =  1 булганда,  Л/А/, =■ булиб, трапе

циянинг урта чизиги ^акидаги масала хосил булади;
2) a=j= 0, b =£ О булганда,  MVt =  па +  mb- булади;

п +  m
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3) а  =- О, Ъ Ф  0  ёки 
а ф  О, b =  О булганда,
/vW, =  ёки AWj —

л-Ь т
булади;

48- чизма.

я + /и
4) а  =  0, 6 = 0  б^л- 

ганда, АВ  £  Т булиб, 
ва /Vj нукталарустма-уст 
тушади,  яъни N N t =  0.

2 - м  а с а л а .  Тугри 
бурчакли, тенг ёнли ABC  

учбурчакнинг с гипотенузаси оркали учбурчак те- 
кислиги билан а бурчак ташкил килувчи Тр текислик 
утказилган. Берилган учбурчакнинг Тр текисликдаги 
проекцияси ^осил цилган фигуранинг периметри ва юзи 
^исоблансин (48-чизма).

Б е р и л г а н :  д Л в С ,  ^ С  = 90°, АС =  С В , А В  =  с, 
{(ABC) 1\Тр) =  а, А В £  Тр.

Т о п и ш  к е р а к :  P a d b = ?
Е ч и ш .  Текисликка утказилган o f m 3 шартига кура 

АС=СВ  булгани учун A D = D B  булади. Бундан АЕ —
■= ^  Л в  ва булиб, ^ C E D  =  а эса икки ёкли

бурчакнинг чизикли бурчагини ташкил этади. ABC уч-  
бурчакда ^ С  — 90° ва АС =  СВ булгани учун СЕ =
— А Е = ~  А В = -  с. CED  учбурчакда Е О = ^  cos*

булади. ADE  учбурчакда BD AD  =  V  А Е* +  Е№

j  +  Y cos2 а ~  2~ ^  cos2“ экани ^ исо*>га олин- 

са, у ^олда P ADB =  АВ  - f  BD  +  AD  =  с(1 + т / 1 +  cos2a)
C-COS а

ва S a d e ’ булади.

Ж а в  об :  P a d b  =  с(1 +  / 1  +  cos2a); S A d e  -
С2COS a

Машцлар

1. Ф азода берилган бир нукта оркали, икки нукта оркали, уч  
нукта оркали, турт нукта оркали нечта текислик утказиш мумкин?

2. Берилган нуктадан утиб, берилган текисликка параллел бул
ган барча турри чизиклар бир текисликка тегишли булиб, бу те
кислик берилган текисликка параллел булишини исботланг.
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3. Икки айкаш тугри чизик берилган. Бу тугри чизиклардан 
Утувчи ва узаро параллел булган факат бир жуфт текислик мае» 
жуд эканлигини исботланг.

4. М нукта АВ кесманинг Уртаси булсин Ихтиёрий О нукта

учун ОЛ‘ +  ОВ2 =  20М1 +  — Л ба эканини исботланг.

5. Бир текисликда ётмаган АВ  ва CD кесмалар берилган. М 

ва N  мос равишда бу кесмаларнинг Урталари булсин. — (АС
-\-BD)>MN чканини исботланг.

6. АВ  кесманинг учларидан Т текисликкача булган масофалар 
а ва Ь, АВ кесмани m t n  нисбатда булувчи М нуктадан Т текис
ликкача булган масофани топинг. Куйидаги долларни текширинг:

1) АВ кесманинг бир учи Т текисликда ётган;
2) АВ кесма Т текисликни кесиб утган;
3) АВ кесма М нуктала тенг иккига булинган.
7. М нукта АВ кесмани AM s MB =  m i n нисбатда булади. Их*

—► -•> 
тиёрий О нукта учун пОА + тОВ — (т + п)ОМ зканини исбот- 
ланг.

8. Т текисликда ^ В А С = 60° берилган. D нукта А учдан 25 см, 
АВ  томондан 7 см, АС томондан 20 см масофада жойлагшан. D 
нуктадан '/ текисликкача булган масофани топинг.

9. Учбурчакнинг учларидан Т текисликкача булган масофалар 
а. Ь, с оулса, шу учбурчак огирлик марказидан Т текисликкача 
булган масофани топинг (мумкин булган барча долларни каранг).

10. Параллелограммнинг учта учидан Г текисликкача булган 
масофалар а, Ь. с. Туртинчи учидан '/ текисликкача булган масо
фани топинг (мумкин булган долларни каранг).

11. М нуктадан узаро перпендикуляр булган учга Tt, Г.,, Г3 
текисликкача булган масофалар аь а3, а3. М нуктадан, учала те« 
кисликнинг кесишиш нуктаси О гача булган масофани топинг.

12. 1 уртбурчакнинг икки айкаш томонтарига параллел буЧлган 
текислик иккинчи жуфт томонларни пропорционал булаклар а бу
лишини исботланг.

13. ах турри чизикда кетма-кет Аи Вь С, нукталар берилган. 
а ,  тугри чизикда Л,В, = k-AxCx\ А2В2= к-А2С2 шарт ( илан кетма- 
кет А2, В2. С.г нукталар берилган. АХА2. В,В3: С,С2 кесмалар А0, 
В0, С0 нукталар билан Л0Л1 =  I АХА2\ В0В , =  I ВХВ2\ С0С, =  I С,С} 
тенг нисбагларда булишан. Л0, В0, С0 нукталар бир тугри чизик
да ётишини ва АоВ0=кА0Со эканини исботланг.

14. АхА2; ВхВ2, CtC2 кесмалар берилган. Бу кесмалар .43, В3, 
С3 нукталар билан АХА3: А3А2 =  ВХВ3: В3Вs =  CXC3: С3С2 = k шарт 
билан булинган. Мь М2, М3 нукталар АХВХС{, А2В2С2, А3В3С3 уч- 
бурчкакларнинг огирлик марказлари булса, М,, М2, М3 нукталар 
бир тугри чизикда ётишини *амда МХМ3: М3М2 =  k эканлигини 
исботланг.

15. Хеч кайси турттаси бир текисликда ётмайдиган бешта А, 
В,  6', D, Е нукталар берилган. Р — АЕ нинг, P ' —CD нииг уртала
ри, Q ва Q', BCD ва АВЕ учбурчакларнинг огирлик марказлари 
булса; PQ ва Р'О'  кесмалар бир нуктада кесишиши ва бу нуктада 
кандай нисбатда булинишини аникланг.

16. Параллел текисликлар орасида жойлашган икки кесма 
узунликларининг нисбати 2 > 3, текисликларнинг бири билан *осил
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килган бурчакларнинг нисбати 2 1 1. Щу бурчакларнинг каттали- 
гини топинг.

17. АВ  ва CD кесмалар узаро перпендикуляр. Уларнинг Урта
лари булмиш Е ва F нукталарни бирлаштирувчи EF тугри чизик 
АВ  ва CD кесмаларга *ам перпендикулярдир. Агар АВ — 2/я, 
CD =  2п. EF ■= р *амда М(М £FF)  нуктадан кесмалар учларигача 
булган масофалар йигиндиси энг кичил булса, ЕМ ниш узунлиги- 
ни топинг.

18. Т ва Т' текислнклар 45° ли бурчак ташкил этади. TyFpH 
бурчакли ABC (-£С =  90°) учбурчакнинг Л ва В учлари I •= Т{\Т' 
га тегишли, С £ Т .  Агар АВ=а, *zBAC=30° булса. С нуктадан Т  
гача булган масофани топинг.

19. Т ва V  текисликлар орасидаги бурчак 30°. Т[\Т7
3* л

ва В ^ Т - В Н  L T  ва Н £ Т ' .  ВН =  ——АВ  булса, ((АВ)1) ни топинг.

20. ва 1Ц7, Ct i i . 1  ва Н £ Т .  D £ T  шундай олинганки

C D = / ' 6 C H  ва (/, (CD)) =  60°. I ва CD тугри чизиклар оркали 
утувчи текислик билан Т текислик орасидаги бурчакни топинг.

21. ABCD параллелограммда A B i A D ^  1 > 2. А В с Т .  CD дан 
Т текисликкача булган масофа А учдан ВС га туширилган баланд- 
ликка тенг. Параллелограмм текислиги билан Т текислик орасида
ги бурчакни топинг.

22. Т текисликда бир тугри чизивда ётмаган учта А, В, С нук
талар олинган. Т' текисликда Si(h)  =  A', i>i(B) =  В'; Si(C) «= С' 
нукталар олинган. ТЦТ' эканини исботланг.

23. Туртбурчак кУшни томонларининг урталарини бирлашти
рувчи кесмалар параллелограмм ташкил этишини исботланг.

24. Туртбурчакнинг карама-карши томонларининг урталарини 
бирлаштирувчи кесмалар узаро кесишган нуктада тенг иккига бу- 
линишини исботланг.

25. Туртбурчакнинг карама-карши томонларининг урталарини 
ва диагоналларининг урталарини бирлаштирувчи учта кесма бир 
нуктада кесишиб, шу нуктада тенг иккига булинишини исботланг.

23. Туртбурчакнинг барча томонлари узаро тенг. cos А +
-f cos В +  соi(AB D C ) ^ \  эканини исботланг.

27. Олтибурчакнинг карама-карши томонлари параллел ва тенг. 
Унинг барча томонларининг урталари бир текисликда ётишини ис
ботлаш .

28. Икки айкаш тугри чизиклар орасидаги бурчак а. Бу тугри 
чизик;ларда АВ  ■= а ва CD ■= Ь кесмалар олинган. Тугри чизиклар- 
нинг умумий перпендикуляри MN  булиб. М ^ А В ,  AM : MB  =  2 i3  
ва N  6 DC, CN s hD<= 6 i 2, MN =  m булса, BD ва ВС ларни топинг.

29. Хар кандай кабарик турт ёкли бурчакни текислик билан 
шундай кесиш мумкинки, натижада кесимда параллелограмм хо
сил булади. Исботланг.

30. SABC уч ёкли бурчакда ASB  ва ASC текис бурчаклар тенг. 
Буларга карши ётган икки ёкли бурчаклар тенглигини исботланг.

31. Уч ёкли бурчакда учала биссекториал ярим текисликлар 
бир турри чизик оркали утишини исботланг.

32. Уч ёкли бурчакнинг кирраларидан утиб карши ётган ёкк* 
перпендикуляр булган уч1а текислик бир тугри чизик оркали ути
шини исботланг.
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33. Уч ёнли бурчакнинг иккита текис бурчаги узаро тенг. 
Буларнинг умумий кирраси оркали утувчи биссекториал текислик 
Карши ёп  ан ёкка перпендикулярлигини исботланг.

34. Уч ёкли бурчакнинг барча текис бурчаклари турри. Уч ёк- 
ли бурчакни текислик билан кесиш натижасида ^осил булган уч
бурчакнинг ортомаркази уч ёкли бурчак учининг ортогонал проек- 
цияси эканлигини исботланг.

35. Уч ёкли учбурчакнинг текис бурчаклари 60°, 60', 90°. Бур
чакнинг кирраларидан ОА — ОВ — ОС кесмалар олинган. Текис 
бурчаги 90° булган ёк билан ABC текислик орасидаги бурчакни 
топинг.

36. Текислик уч ёкли турри бурчакнинг ёкларига а р, -j бур
чак остида OFraH. cos а +  cos fl - f  cos 7 < V  3 эканини исботланг.

37. О нуктадан чикувчи учта ОА, ОВ, ОС нурлар узаро тенг 
бурчаклар ташкил этади, яъни £ВОС°= £СОА = £ А О В  •= а, ОМ 
нур учала нурлар билан тенг бурчаклар ташкил этади. Шу бурчак 
катталигини топинг.

38. ABC учбурчакнинг томонлари а, Ь, с. D нукта учбурчак 
учларидан т. п, к масофада жойлашган. D нуктадан огирлик мар- 
казигача булган масофани топинг.

39. ABC учбурчак ва унинг текислигида ётмаган i  нукта бе
рилган. Агар 5 нукта учбурчак учларидан баробар узокликда ёт
ган б о с а .  у долда S нукта учбурчакка ташки чизилган айлана 
марказита проекцияланади. агар S нукта учбурчак томонларидан 
баробар узокликда ётган булса, у долда S нукта учбурчакка ички 
чизилган айлана марказига проекцияланади. Исботланг.

40. О н у к т а д а н  чик ув ч и  у чт а  нур узаро тугри бурчаклар таш
кил  этади.  Б у  н у р л а р д а  олинган А, В, С нукталар оркали Т те
кислик у т к аз и лг ан  булиб ,  О нуктадан Т текисликка ОН перпенди
куляр туширилган. Куйидагиларни исботланг.

1) Кесимда уткир бурчакли учбурчак *осил булади;
2) О Н  перпендикуляр кесимнинг огирлик марказидан утади;

3) он~2 =  о а- 2 + о в -2 + о с - 2 ;

4) i>£AOC'=V  S b A B C ' S AAHC \

5 ) S a A B C = S a A O C + A O B + S ABOC'

41. ABCD параллелограмм диагоналларининг кесишиш нуктаси
О дан SA*=SC  ва SB  =  SD  шарт билан OS нур чикарилган. OS 
иур параллелограмм текислигига перпендикуляр эканлигини ис
ботланг.

2-§. Ф азода нуцталар туплами

Мазкур параграфда планиметрия кисмида куриб 
у ж л г а н  нукта, тугри чизик ва бошка фигураларнинг 
хоссаларидан ^амда стереометриянинг юкорида келти- 
рилган асосий аксиомаларидан фойдаланилган ^олда 
фазвда нукталар тупламини топишга дойр масалалар 
куриб чикилади. Куйида шундай масалаларни ечиш 
учуц намуналар келтирамиз.
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с

1 - м а с а  л а. Турри бурчакли ABC  учбурчакда С бур
чак 90° булса,  у з^олда 2PC2 =  РА2 +  шартни к;а- 
ноатлантирадиган Р нукталар тупламини топинг.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига к\фа тугри бурчакли 
ABC  учбурчакни чизиб оламиз ( 4 9 - чизма), сунгра С 
учдан СМ медиана утказамиз. Медиана шартига ку р а  
Л 1  ну^та АВ  кесмани тенг иккига булади.

Маълум коидага асосан СМ2 =  1 / 2 ( С Д +  СВ) булади.  
Бундан С/И2 =  ~ (CA2jrCB}-{- 2СА СВ); СА СВ лар- 

нинг скаляр купайтмаси 0 га тенг, чунки СА±_СВ. Н а
тижада 4С/И2== С Л 2 +  СВ2. (1)

Энди ABC учбурчак текислигидан ташцарида Р  нуц- 
та оламиз ва уни Л, В, С ва М нукталар билан бир-
лаштирамиз.  Натижада РА =  РС-\-СА, РВ =  РС +  
+  СВ *амда 2 Я С 2 =  РА2 - f  РВ2 шартдан фойдаланиб, 

| PC  | — V PC2 эканини ^исобга олган ^олда 2РС2 = 
•= (PC СА)2-\- (РС-^г СВ)2 ни ёза оламиз ёки 2/°С2=  
= Я С 2+  2 PC СЛ +  С А* +  PC +  2 PC СВ +  С В \  Бундан 
2РС(СА +  СВ) +  СА2+  СВ2 =  0 (2) досил булади. (1) ни 

(2 ) га куйилса, 2 PC • 2СМ -j- 4C7W2 =  0 (2) ёки 4СМ(РС-\~
-\-СМ) =  0 булиб, АСМРМ =  0 булади.

Демак,  СМ±_РМ.
Шундай цилиб, берилган шартни цаноатлантирувчи

49- чизма. 50- чизма.
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Р  нукталар туплами АВ  гипотенузанинг уртасидан ва 
СМ медианага перпендикуляр булиб утувчи РМ  тугри 
чизикдан иборат экан.

2 -м  а с а  л а. Шундай нукталар тупламини топингки, 
бу нукталардан берилган текисликда ётувчи бир т ^ р и  
чизикда ётмаган учта нукталаргача булган масофалар 
квадратларининг йигиндиси узгармас сон булсин.

Е ч и ш .  Масала шартида берилган нукталарни бир- 
лаштириб, &АВС  ни *осил киламиз (50 -чизма). / \АВС  
нинг огирлик маркази унинг медианалари кесишган 
нуктада ётади.

АБС  учбурчакдан ташкарида ихтиёрий Q нукта 
оламиз ва маълум булган конуниятга асосан:

q> + Q 7 > = 3 Q w 2+ / м 2+ а я 2+ а с 2 (1 )

замда векторларни кушиш коидасига асосан:

QA =  Q N +  NA =*■ 0 Л 2=  QN3+ N A 2+  2QN NA,  
QB =  Q/V +  NB  = »  QB*= Q/V2 4- N Bi+2QN NB,  
QC =  QN +  NC => QC2— QA/2+ A / C 2+2Q)vyVC.

Хосил цилинган натижаларни з^адлаб цушсак ва тегиш- 
ли шакл алмаштиришларни бажарсак:

QA2+  QB!+  QC2=  3Q/V2 +  А Л 2+  АШ2+  NC2 +  

+2Q*N(NA +  NB +  NC) (2)

з^осил булади. Маълумки NA  +  NB  -f- AC =  0, чунки A  
нукта A A B C  нинг медианалари кесишган нукта Д е 
мак. (2 ) дан ( 1) ни ^осил килдик. >^осил килинган на- 
тижадан куриниб турибдики N A 2 +  NB2 NC'* уз гар 
мас маълум сон. Q/42 -I-Qfi2 +  QC2 ^ам узгармас сон 
булиши учун QN  узгармас булиши керак.  Бунинг 
учун Q нукта N  нуктадан тенг узокликда ётувчи нук
талар тупламини ^осил килиши керак, яъни маркази 
N  нуктада ётувчи NQ радиус билан чизилган сфера- 
дан иборат булар экан. Q нукта ихтиёрий булгани учун 
масала текислик учун >;ам уринли булиб, унда излан
ган нукталар туплами радиуси NQ  булган айланадан 
иборат булади.
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51- чизма.

3 -м  а с а л а .  Бир нук
тада кесишувчи учта а, 
р, 7 текисликлардан тенг 
узокликда ётувчи нукта
лар туплами топилсин 
(51- чизма).

Е ч и ш .  Маълумки 
ихтиёрий а текислик фа- 
зони иккита кием фазога 
ажратади Агар иккита а 
ва р текисликлар битта 
умумий нуктага эга бул
са, у з^олда улар а тугри 
чизик буйича кесишади 
ва фазони туртта кием 
фазога ажратади.  Бу *ол- 

да бу иккита текисликдан баробар узокликда ётган 
нукталар тупламини (af ip =  a  булган *ол учун)  кара- 
сак, бу нукталар туплами а ва Р текисликларнинг кеси- 
шишидан ^осил булган бурчакларнинг биссекториал те- 
к и с л и г и д а н  и б о р а т  б у л а д и .  У з а р о  п е р п е н д и к у л я р  
булган биссекториал текисликлар кесишувчи а ва 
Р текисликлари учун иккита булади ва бу текислик
лар ^ам а тугри чизик буйича а ва Р текислик- 
ларни кесиб утади. Агар а, р,  ̂ текисликлар битта 
умумий нуктага эга булса, у *олда бу нукта фазони 
саккизта кием фазога ажратади.  Бунда а ва р текис
ликлар а ва 7 текисликлар х 2, р ва у текисликлар 
х 3 тугри чизиклари буйича кесишадилар.  Хосил б у л 
ган ^ар бир фазо уч ёкли бурчак ^осил килади, бун- 
дан саккизта уч ёкли бурчак ^осил булади. Бу бур
чакларнинг мос булган j^ap иккитаси у заР° тенгдир.  
Демак,  узаро тенг булган уч ёкли бурчаклар жуфти 
туртта булади. Уч ёкли бурчакларнинг з^ар бир бур- 
чагидан утган биссекториал текисликлар кесишишидан 
^осил булган тугри чизик шу уч ёкли бурчак ёклари- 
дан баробар узокликда ётувчи турри чизик булади. 
Юкоридаги шартга асосан турт жуфт  уч ёкли бурчак 
учун туртта турри чизик утади. Шу турри чизиклар 
берилган учта текисликдан баробар узокликда ётувчи 
биз излаётган нукталар тупламидир.

Машцлар
42. Ф азода берилган икки А ва В  нуктадан баробар узокликда 

ётган нукталар тупламини топинг.
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43. Фазода берилган бир турри чизикда ётмайдиган, учта А, 
В, С нуктадан бир хил узокликда ётган нукталар тупламини то
пинг.

44. Тугри туртбурчакнинг туртала учидан баробар узокликда 
ётувчи нукталар тупламини топинг.

45. Тенг ёнли трапециянинг тУртала учидан баробар узоклик
да ётувчи нукталар тупламини топинг.

46. Фазода берилган А ва В нукталаргача булган масофала- 
рининг квадратлари узгармас буладиган нукталар тупламини топинг.

47. Икки параллел тугри чизикдан бир хил узокликда ётувчи 
нукталар тупламини топинг.

48. Кесишувчи икки тугри чизикдан бир хил узокликда ётувчи 
нукталар тупламини топинг.

49. Берилган ромбнинг томонларидан бир хил узокликда ётув
чи нукталар тупламини топинг.

50. Уч тугри чизикдан бир хил узокликда ётувчи нукталар 
тупламини топинг (мумкин булган барча холларни каранг).

51. Берилган текисликаан маълум масофада ётувчи нукталар 
тупламини топинг.

52. Икки параллел текисликдан баробар узокликда ётувчи нук
талар тупламини топинг.

53. Кесишувчи икки текисликдан баробар узокликда ётувчи 
нукталар тупламини топинг.

54. Берилган уч текисликдан баробар узокликда ётувчи нукта- 
ларнйнг тупламини топинг (мумкин булган барча холларни караб 
чикинг).

55. Берилган кесма тугри бурчак остида куринувчи нукталар 
тупламини топинг.

56. Берилган нуктанинг берилган текисликда ётувчи хамда 
унинг маълум бир нуктасидан утувчи барча турри чизикларга ор- 
тогонал ироекциялари ташкил этадиган нукталар тупламини топинг.

57. Берилган А нуктанинг берилган I турри чизикдан утувчи 
барча текисликлардаги ортогснал проекциялари ташкил этадиган 
нукталар тупламини топинг.

58. Берилган А нуктанинг берилган В нуктадан утувчи барча 
текисликлардаги ортоюнал проекциялари ташкил этадиган нукта
лар тупламини топинг.

59. Берилган кесма берилган бурчак остида куринувчи нукта
лар тупламини топинг.

60. Фазода берилган А ва В  нукталаргача булган масофалари 
квадратларининг йигиндиси узгармас буладиган нукталар туплами
ни топинг.

61. Т текислик ва бу текисликда ётмаган Л ва В нукталар бе
рилган. Т текисликда шундай М  нукталар тупламини топингки, МА  
ва MB  турри чизиклар бу текислик билан тенг бурчаклар хосил 
киясин.

62. Фазода берилган икки нуктагача булган масофаларининг 
нисбати узгармас буладиган нукталар тупламини топинг.

63. Фазода берилган икки параллел турри чизиккача булган 
масофаларининг нисбати узгармас буладиган нукталар тупламини 
топинг.

(4 . У мумий асосли ва маълум юзага эга булган учбурчаклар- 
нинг учлари ташкил этган нукталар тупламини топинг.
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ь5. А ва В нукталар берил1ан. А нуктанинг В нуктадан Утув
чи барча турри чизикларга нисбатан симметрик аксланиши натижа- 
сида досил буладиган нукгалар тупламини топинг.

66. Берилган нуктанинг маълум L тугри чизивда параллел бул
ган барча тугри чизикларга нисбатан симметрик аксланиши нати- 
жасида досил буладиган нукталар тупламини топинг.

67. Берилган I тугри чизикка уринувчи R радиусли сфералар 
марказлари хосил килган нукталар тупламини топинг.

68. Берилган сферада маълум узунликда булган ватарларнинг 
Урталари *осил килган нукталар тупламини топинг.

69 Берилган тугри чизикнинг маълум нуктасидан тик утувчи 
барча турри чизиклар *осил киладиган тупламни топинг.

70. Берилган тугри чизик оркали утувчи ва бошка тугри чи
зикка параллел булган текислик ясанг.

71. Икки параллел текисликни шундай ясангки, буларнинг з^ар 
бири берилган икки айкаш тугри чизикнинг бири оркали утсин.

72. Берилган нукта оркали утувчи ва берилган текисликка па
раллел булган текислик ясанг.

73. Берилган нукта оркали утувчи ва берилган тугри чизикка 
перпендикуляр булган текислик ясанг.

74. Берилган нуктадан Угувчи ва берилган текисликка тик 
булган тугри чизик ясанг.

75. Берилган тугри чизикдан утувчи ва берилган текисликка 
перпендикуляр булган тугрн чизик ясанг.

76. Айкаш турри чизикларнинг *ар бирини перпендикуляр ра- 
вишда ьесиб утувчи тугри чизик ясанг.

77. Берилган сферик сиртнинг берилган текислик билан кеси- 
шиш чизигини ясанг.

78. Берилган турри чизикнинг берилган сферик сирт билан 
кесишиш нукталарини ясанг.

79. Конус сиртнинг унинг учидан утувчи текислик билан ке
сишиш чизигини ясанг.

80. Конус сиртнинг унинг укига перпендикуляр булган текис
лик билан кесишиш чизигини ясанг.

81. Берилган конус сиртнинг берилган тугри чизик билан ке
сишиш нукталарини ясанг.

82. Цилиндрик сиртнинг унинг укига перпендикуляр булган те
кислик билан кесишиш чизигини ясанг.

83. Берилган цилиндрик сиртнинг берилган тугри чизик билан 
кесишиш нукталарини ясанг.

84. Берилган I турри чизикдан Утувчи ва берилган сферага 
уринувчи текислик ясанг.

85. Берилган А нуктадан утувчи ва берилган конус сиртига 
уринувчи текислик ясанг.

86. Берилган А нуктадан утувчи ва берилган цилиндрик сирт- 
га уринувчи текислик ясанг.

3-§. Фазовий фигураларда кесимлар

Геометрик жисмларга кесимлар утказиш укувчидан 
маълум билим ва малака талаб килади. Кесим ясаш, 
бу масала шартида талаб килинаётган кесим гекисли- 
гини чизиб цуя цолиш эмас, балки ясалган кесим ^а-
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52- чизма.

цицатан з^ам талаб ки- 
линган кесим эканлигини 
исбоглаш з^амдир. Аммо, 
агар кесим ясаш маълум 
геометрик конуниятлар 
ёрдамида амалга оши- 
рилса, у з^олда у кесим 
изланаётган кесим экан- 
лиги исботланмаса з^ам 
булади.

1 - м а с а л а .  Мунта
зам туртбурчакли пира
мида асосининг бир учи
дан унга 1<арши ётган ён 
ниррага перпендикуляр 
булган кесим ясанг. Агар
пирамида асосининг томони а  ва ён кирралари асос 
текислиги билан <р бурчак ташкил килса, кесим юзини 
топинг.

1. К е с и м н и  я с а ш .  Масаланинг шартига кура 
пирамида мунтазам, яъни AB =  BC =  CD =  AD  з^амда 
AE =  B E = C E — DE  (52-чизма).

Асоснинг С учидан АЕ  циррага перпендикуляр ту-  
ширамиз. Бу перпендикуляр ЕО баландликни О, нук
тада ва ЕА ни L нуктада кесади. Берилган пирамида 
мунтазам булгани ва ён кирралари асос текислиги би
лан ® бурчак ташкил килгани учун О, нуктадан BD  
диагоналга K N  || DB  кесмани утказамиз.  Натижада DE  
циррада 7V ва BE  циррада К нукталар хосил булади. 
L , С, К ва N  нукталар бир текисликда ётувчи нуцта- 
лардир. АЕ  _l LC ясалишига кура з^амда АЕ  _l BL ва 
A E ± K N ,  демак,  AE±_(LKCN).

Хакицатан ^ E L C  =  90° булгани учун ELK =  
*= j^ELN =  90° булади, з^амда LC нинг пирамида асоси- 
даги проекцияси АС  ва N K \ B D  ва A C ± B D  эканли- 
гидан LCa_KN  булади.

2. К е с и м  ю з и н и  з ^ и с о б л а ш .  Кесимнинг яса

лишига кура LC ±  K N  ёки (LC КМ) = 9 0 ° .  5 Яллс =  

=  Y KN  • LC. Бу ерда LC ни тугри бурчакли ALC

учбурч-акдан карасак: ^ .C A L  =  <р, АС=У~2 а  эканига 
асосан LC = ] /  2 a simp ни ёза оламиз.  Тенг ёнли уч-

203



бурчак K E N п.ън KN \ BD  ва </EKN =  y булгани учуй 
КО, — C^fctgtp, 0 , Е - 0 Е - 0 0 , .

д Л О £  дан ОБ =  tgtp ва Д  0 0 , С  дан эса

^  ОСО, =  90°-----^  LAC — 90° — <р. Булардан Д  0 0 ,  =

= О С  tg(90°—<р)= a  etgcp. Демак,  0 , Е =  —
—ctg<p); K7V =  2 0 , £ c t g c p = l / 2 a ( l  — ctg2?). Шундай ки- 
либ, SKLMC=  - i  LC • KN  =  а 2(1 — ctg2<pjsincp =  — 

a''cos2t

slntp

Ж а в о б .
а 2 соч2ср 

sin tp
Бу ерда 9 >  45° булгани учун cos2<p манфнйдир,

с  a2cos(180° —2ф) й . нинг учун Ькес=  ------L—------- — деб езиш мумкин
шу-

Sin <р
2 - м а е  а л  а. Кубнинг кирраси а га тенг. Юкори асо

сининг бир учидан ^амда пастки асосининг унга кар- 
ши ётган учидан чикадиган иккита киррасининг урта- 
ларидан утувчи текислик ^осил килган кесим ясалсин 
ва бу кесимнинг юзи ^исоблансин.

1. К е с и м н и  я с а ш .  Масала шартига кура агарда 
устки асосда, D, учни олсак, у ^олда пастки асоси
нинг унга карши ётган учи В булади (53-чизма) Е—АВ 
Кирранинг F — CB кирранинг урталари булсин. Ма- 
салада суралган кесим текислиги шу учта нуцта 
оркали утиши «ерак.  Бу текислик ЛЛ,  ва СС, кир- 
раларни К  ва L нукталарда кесиб утади. Хакицатан 
EF, DA  ва DC ларни давом эттирсак, улар мос равиш- 
да Р  ва Q нукталарда кесишади.

D, ни Р  билан бирлаштирсак,  у А,А  ни К нуктада;  
D! ни Q билан бирлаштирсак,  у С,С ни L нуктада 
кесади. ^ о с и л  булган Е, F, L, О,, К  нукталарни кет-

ма-нет бирлаштирсак,  иасала 
шартида суралган кесим 
D,KEFL  бешбурчак з^осил 
булади.

2. К е с и м  ю з и н и  р -  
с о б л а ш .  Бунинг учун бир 
неча усуллар мавжуд булиб, 
шулардан бирини келтирамиз: 

■̂ кес = SbDlPQ~2SAPEK -Dt уч-
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дан бешбурчакнинг баландлигини утказамиз,  у ^олда 
D^M Д  D^PQ нинг ва М :М  эса А Р Е К  н и н г  баланд- 
ликлари булади.

1) A D 1D M : D M  =  D B - B M = V r 2 a - ^ ~ - a =
3 / 2 а,

D tM  = V D D l + D M ^ Y а 2+  f  а 2 = ] /  £  а.

Шунингдек PQ = 3EF = 3 а. У ^олда

AD.PQ =  -я- • DXM — - i
1 3 / 2

3- & V .

2) / \ D lDMK(yi &M,OM  булганидан: M ^ M = \ d iM

=  T a’ ^ *олда ^ьрек =  T  ̂  ‘ М,Л1 =  

^ - l a l | / ^ a = =  a \  Демак, SKec =  52 2 

25 з  V\i
b P E K  

Ж  а в o 6.

8
-а“

12

- l ^ a 2=12

AD,PQ

7 / 1 /
24

5  = 7L i ^ a 2.^кес 24

3 - м а с а л а .  Л Я С Л ^ С ,  турри призманинг асоси В 
учидяги бурчаги Р((3<45°) булган тугри бурчакли уч
бурчак булиб, ВС ва АС  катетлар оркали утувчи ёц- 
лар юзларининг айирмаси S' га тенг. В{ уч А А, кир
ранинг уртаси ва АС катетга нисбатан В нуктага 
симметрик булган D  ну к 
та оркали утувчи з^амда 
асос текислиги билан <р 
бурчак ташкил цилувчи 
текислик ясалсин ва ?{о- 
сил булган кесим юзи 
топилсин.

1. К е с и м н и  я с а ш .
Масаланинг шартига к у 
ра АС кагетга нисбатан В 
нуктани симметрик ку- 
чирамиз ва D нуктани 
досил циламиз (54-чизма). 54. чизма.
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A C l .B C  булгани учун D K ^ A C  ва D K ± B C  ни утказа- 
миз. D  нуктани В х билан бирлаштирамиз.  У СС, циррани 
F нуктада кесиб утади. Призмани кесувчи Т  текислик ва 
(ВВ^СС^) текисликлар B tD  чизик буйича ъамцаВС ± D K  
булгани уч \гн Tri(ABC)==DK буйича кесишади. Бундан 
Т ва (ABC) текисликларнинг чизикли бурчаги ^ . B 1D B=
— 9 ^осил булади. Энди А Л, кирранинг ургасини танлай- 
миз ва уни А нукта оркали белгилаймиз.  В ^  тугри 
чизиги АВ  ни давоми ва ОК тутри чизиклари билан Е  
нуктада кесишади, чунки Т текислик А А ХВХВ текис
лик билан В^Е турри чизиги буйича кесишади. Нати
жада топилган В и N ва Г- нукталарни бирлаштирсак,  
изланган кесим з^осил булади.

2. К е с и м  ю з и н и  ^ и с о б л а ш .  Хосил килинган 
кесимнинг призма асосидаги проекцияси ABC  учбур
чакдан иборат булганлиги сабабли ва мавжуд форму-
лага асосан: 5 ас =  coscp5Kec булади; 5 ас =  у Л С - ^ С  —

• = \ a b  булгани учун (A C = b , ВС=а)  5 кес=  бу-
2 2costp

лади. Д Л 6 С дан tgP з^осил булади, бундан 6 кес—
*= a- tg^- булади. Масала шартига асосан, катетлар ор-

2cos'f
Кали утувчи ёклар юзларининг айирмаси, S= (a  — b)H, 
(a sb) .  / \ B XDB  дан: B D = 2 B C  — 2а, H=2atgy  булади. 
Д ем ак ,

S =  2а2(\ — tgP)tgcp ёки а 2= ------ - -------
2(1— tgP)tgf

*осил булиб,  кесим юзи

с  •b'tg? Ssinfi
4(1 — tg3)sintp 4 \f ' i  sln(45° — P)sirnp 

дан иборат булади. Шундай килиб изланган натижа

~  4 H s.n, экани-
ни з^исобга олиш зарурдир.

Машцлар
87. Кубни текислик билан шундай кесиш мумкинки, натижада 

кесимда мунтазам олтибурчак *осил булади. Исботланг.
88. Кубнинг циррасида ихтиёрий нукта берилган. Бу нукта 

оркали кубни кесувчи текисликлар утказилган. Кесим мунтазам 
учбурчак, туртбурчак, бешбурчак булиши мумкинми?

89. Кубнинг бирор диагонали оркали утувчи юзаси энг кичик 
булган кесим ясанг.

206



90. Кубнинг кирраси а га тенг. Устки ва остки асослардаги 
■ царама-карши кирраларнинг урталаридан ^амда бирор ён цирра-

сининг уртасидан Утадиган текислик ясанг. Хосил булган шаклнинг 
турини аникланг ва унинг юзини ^исобланг.

91. К ’бнинг кирраси а га тенг. Усгки асоснинг карама-карши 
икки учи ва пас1ки асос икки киррасининг уртаси оркали утув
чи кесим ясанг. Хосил булган шаклнинг турини аникланг ва унинг 
юзини топинг.

92. Кубнинг киргаси а га тенг. Кубнинг марказидан утувчи 
ва икки кушни ёкн1 нг икки диагоналига параллел булган текис
лик кесимини ясанг. Хосил булган шаклнинг турини аникланг ва 
юзини топинг.

93. Кубнинг кирраси а га тенг. Юкори асоснинг бир учидан 
ва пастки асоснинг унга карши ётган учидан чикадиган иккита 
Киррасининг урталаридан утувчи кесим ясанг ва унинг юзини 
топинг.

94. Кубни кирраси а га тенг. Куб диагоналининг бирор нук
тасидан шу диагоналга перпендикуляр текислик утказилган. Бу 
текисликнинг куб кирралари билан кесишиши натижасида *осил 
буладиган шаюнинг турини аникланг.

95. DA , DB, DC лар кубнинг D учидан чиювчи кирралари 
булсин. Кубнинг С учи ва DA дамда DB кирраларнинг урталари 
оркали текислик утказилган. Кубнинг кирраси а га тенг булса, 
кубнинг маркасидан текисликкача бул1ан ммсофани топинг.

96. ABCDAXB,L^D, кубнинг томони а га тенг, ABCD ёк!:инг 
маркази Н булсин В,Н нинг уртасидан перпендикуляр ут.'вчи 
текислик хогил киладшан кесим юзини топинг.

97. Учбурчакли мунтазам призмада пастки асоснинг бир то
мони ва устки асоснинг уша карши ётган учи оркали утувчи 
текислик х о с и л  килган кесим юзи 5 га тенг. Призма асосининг 
марказидан бу кесимга параллел утувчи кесим юзини топинг,

98. ABCAlB,C1 учбурчакли мунтазам призманинг б?ландлиги 
Л га, асосининг томони Ь га тенг. A, Bt ва Е £ СС\ нукталар ор-

2"цали ЛЕВ| =  — шарт билан кесувчи текислик утказилган. до-

сил булган шаклнинг юзини топинг.
99. ABCAfBfii  учбурчакли призманинг ён кирраси I га, асо- 

сида жойлашган мунтазам учбурчакнинг томони Ь га тенг. Асоси- 
да .койлашган ABC учбурчакнинг маркази О булиб, B f i  кесма 
призма асосларига перпендикулярдир. ВС кирра ва ААt кирра- 
нинг уртаси оркали утувчи текислик *осил килаоиган кесим юзи< 
ни топинг.

100. Учбурчакли тугри призманинг асоси катетлари а ва Ь 
булган тугри бурчакли учбурчакдан иборат. Призманинг ён кир- 
раларини кесиб утувчи 1екпслик кесимда тенг томонли учбурчак 
з;осил килади. Шу учбурчакнинг томонини топинг.

101. Учбурчакли тугри призманинг асоси гипотенузаси С бул
ган тенг ёнли учбурчакдан иборат. Пастки асоснинг гипотенуза- 
сидан утказилган текислик кесимда мунтазам учбурчак ^осил ки
лади. Агарда ён ёкларга, устки асосга ва кесимга уринувчи шар- 
ни ички чизиш мумкин булса, призма ^ажмини топинг.

102. ABCAxB yC\ учбурчакли призмада кесувчи икки текислик 
Утказил1ан. Биринчиси АВ кирра ва Л,С, кирранинг уртаси ор- 
^али, иккинчиси эса А^В, кирра ва СС\ к.ирранинг Уртаси орка-
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ли утади. Бу кесимларнинг кесишишидан *осил булган кесма узун- 
лигининг АВ кесма узунлигига нисбатини топинг. _

103. Асоси мунтазам учбурчакдан иборат, баландлиги У  2 Ь 
га тенг булган тугри A B C A ^ f i i  призма асосининг томони b га 
тенг. CCi кирранинг уртаси, Д ва  В учлар оркали кесувчи текислик 
Утказилган. В  уч, АС ва ВхСх кирраларнинг Урталари оркали ик
кинчи кесувчи текислик утган. Бу кесимларнинг кесишиши натижа- 
сида х,осил буладиган кесма узунлигини топинг.

104. TyFpn бурчакли параллелепипеднинг бир учидан чикувчи 
учта киррасининг узунликлари а, Ь, с га тенг. Олтита кирраси- 
нинг Урталари оркали утувчи текислик *осил киладиган кесим 
юзини топинг.

105. Тугри параллелепипед асосининг кушни томонларининг 
Урталари оркали утувчи текислик бу томонларнинг умумий учи
дан чикувчи диагоналга параллел. Параллелепипед асоси томон
ларининг нисбати 1 :2  булса, кесувчи текислик ён сиртни кандай 
нисбатда булади?

106. Турт бурчакли мунтазам призмада узаро параллел булган 
икки кесувчи текислик утказилган булиб, булардан бири асоснинг 
диагонали оркали утиб, параллелепипеднинг унга айкаш диагона
лига параллелдир. Иккинчиси эса призманинг Укини 11 3 нисбатда 
булади. Агар биринчи кесимнинг юзи Q булса, иккинчи кесимнинг 
юзини топинг.

107. T J ' F p n  п а р а л л е л е п и п е д н и н г  у л ч а м л а р и  а , Ь, с.  X ®4 бир 
иккитаси бир текисликда ётмайдпган учта киррасининг урталари 
оркали кесувчи текислик утказилган. Кесим юзини топииг.

_ 108. ABCDA,BlC,Dl тугри параллелепипеднинг баландлиги 
/ 3  а, асоси эса АВ  =  а, ВС=*2а, ^  АВС*= 120° булган парал- 
лелограммдан иборат. BD{ оркали утувчи *амда АС га параллел 
булган кесувчи текислик ва асос орасидаги бурчакни топинг.

109. У чбур шкли мунтазам призманинг барча кирралари Узаро 
тенг. А, нукта, СС, кирранинг Уртаси М ва асосидаги ABC уч- 
бурчакнин■ ВС томонииинг Уртаси N  оркали текислик утказилган. 
Призманин кесим ажратган булакларининг лажмлари нисбатини 
топинг.

110. Мунтазам тетраэдрни текислик билан шундай кесиш мум- 
кинки, натижада кесим квадратдан иборат булади. Исботланг.

111. Учбурчакли пирамиданинг карама-карши кирралари узаро 
перпендикуляр. Бу пирамидани текислик билан шундай кесиш 
мумкин.<и, натижада кесим T y F p  i туртбурчакдан иборат булади. 
Исботланг.

112. Учбурчакли пирамидани текислик билан шундай кесиш 
мумкинки, натижада кесим параллелограммдан иборат булади. 
Исботланг.

113. Учбурчакли мунтазам пирамида баландлигининг уртаси
дан ён ёкка параллел утувчи текислик билан кесилган. Хосил 
булган кесим юзининг ён ёк юзига нисбатини топинг.

114. Мунтазам тетраэдрда AD кирранинг уртасидан ВС кир-
я

рага параллел килиб утказ1ш а н  текислик ABC ёкни — бурчак

остида кесиб утади Теграэдрниш кирраси а га тенг булса, кесим 
юзини топинг.

115 Мунтазам тетраэдрнинг кирраси a ia тенг. Л учдан ВС
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циррага параллел чизик утган. Кесувчи текислик АВ билан зосил 
тс

^илган бурчак — га телг. Кесим юзини топинг.
6

116. Учбурчакли м у н т а з а м  пирамиданинг ён кирраси 2b га, 
асосининг томони Ь га тенг Ён кирранинг уртасидан унга перпен
дикуляр килиб текислик утказилган Хосил булган кесим юзини 
топинг.

117. Учбурчакли мунгазам пирамида асосининг бир учи ва 
иккита ён киррасининг урталари оркали утувчи текислик билан 
кесилгаы. Агарда кесувчи текислик ён ёвда перпендикуляр булса, 
пирамида ён сирти юзининг асос юзига нисбатини топинг.

118. Мунтазам тетраэдр С учи ва унга карши ётган ёкнинг 
уртаси оркали АВ ia параллел утган текислик билан кесилган. 
Кесим ажратган фигуралар ^ажмларининг нисбатини топинг.

119. DABC пирамиданинг асоси ^ :С = 90°, ^  А »- 30° булган 
ABC учбурчакдан иборат. Ён кирраларнинг узунликлари b га тенг 
булиб, х̂ ар бири асос текислиги билан а бурчак ташкил этади. С 
уч ва DA, DB  кирраларнинг Урталари М, N  нукталар оркали 
Утувчи кесим юзини топинг.

120. ABCD мунтазам тетраэдр киррасининг узунлиги а га тенг. 
AD кирранинг уртасидан ВС га параллел чикиб, ABC текислик 
билан tgcp 2 бурчак ташкил этувчи текислик досил циладиган 
кесим юзини топинг.

121. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг ён кирраси узунлиги 
V  3 а га, асос томонининг узунлиги а га тенг Ён киррасининг 
Уртасидан шу киррага перпендикуляр утувчи текислик *осил кил
ган кесим юзини топинг.

122. ABCD мунтазам тетраэдрнинг кирраси а га тенг, А уч 
оркали ВС га параллел текислик шундай утказилганки, бунда АВ 
Оилан шу кесувчи текислик ^осил кИЛ|ан бурчак 30° га тенг. 
Кесим юзини топинг.

123. DABC пирамиданинг DA кирраси асос текислигига пер
пендикуляр. А учдан ВС ia параллел ва DBC ёкка перпендикуляр

13 15 7
текислик утказилган. В А =  1, АВ  =  —, А С = — ,В С — — булса, ке-

16 16 8
сим юзини топинг.

124. Мунтазам тетраэдрнинг кирраси а га тенг. Тетраэдр ке- 
сишмайдиган икки киррасига параллел ва марказидан q (0 <  q <

<  ^  j  масофадан утувчи текислик билан кесилган. Хосил

булган кесимнинг томонлари, периметри ва юзини топинг.
125 DABC пирамиданинг ён кирралари узаро тенг, асоси ка

тетлари СА = а ва СВ = \ f  3 а булган турри бурчакли учбурчак, 
баландлиги DO =  h. Катетларнинг Урталаридан DC киррага па
раллел килиб кесувчи текислик утказилган булса, носил булган 
кесим юзини топинг.

126. Туртбурчакли пирамида ён ёгининг юзи Q га тенг. Шу 
ёкка параллел ва асос томонини 3 :1  нисбатда булиб Утувчи те
кислик утказилган. Кесим юзини топинг.

127. Туртбурчакли мунтазам пирамида асосининг томони а га, 
•асосидаги икки ёкли бурчаги 2а га тенг. Пирамида шу икки ёкли 
бурчакни тенг иккига булиб утувчи текислик билан кесилган бул
са, носил булган кесим юзини топинг.
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128. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг баландлиги Н  га,, 
асосининг томони а га тенг. Асосининг томони ва унга айкаш’ 
булган ён кирранинг уртаси оркали кесувчи текислик утказилган. 
Пирамида учидан кесувчи текисликкача булган масофани- 
топинг.

129. ABCD туртбурчакли мунтазам пирамиданинг баландлиги- 
£ 0  =  2 V  2 а га, асосининг томони а га тенг. Асоснинг А  учи ор- 
Кали ВО  .диагоналга параллел булган ва АВ билян 30° ли бурчак 
ташкил этувчи текислик утказилган булса, *осил булган кесим 
юзини топинг.

130. EABCD туртбурчакли пирамиданинг асоси томони а бул
ган квадратдан иборат. ЕА ён кирра асосга перпендикуляр булиб, 
ЕА =  h. Л у ч  оркали BD диагоналга параллел булган ва ЕС кир- 
рани 2:1 (Е учдан *исобланг) нисбатда булувчи текислик Утка
зилган. Хосил булган кесим юзини топинг.

131. Туртбурчакли пирамиланинг асоси диагоналлари АС =  dt 
ва BD — rf2 булган ромбдан иборат. ЕА ён кирра асос текислиги- 
га тик булиб, ЕА =  h. А уч ва ЕС ён кирранинг уртаси оркал» 
утувчи текислик асоснинг BD  диагоналига параллел. Хосил бул
ган кесим юзини топинг.

132. EABCD пирамиданинг ён кирралари узаро тенг, асос» 
томонлари а ва 2а булган тугри туртбурчак, баландлиги ЕО =  За. 
А уч ва ЕС кирранинг уртаси оркали угувчи текислик BD га па
раллел булса, лосил булган кесим юзини гопинг.

133. SABCD пирамиданинг асоси параллелограмм булиб, бун
да ЛВ=15 см, AD=\' i  см, BD = И  см. i / t  ён кирра асосга тик 
булиб, ,Ь'Л=48 см, А уч оркали BD  га параллел ва SC киррани М  
нуктада S M : M C = 3 :2  нисбатда кесиб утувчи текислик утказил
ган булса, ^осил булган кесим юзини топинг

134. SABCD пирамиданинг ён кирралари узаро тенг, асос» 
томонлари а ва V 3 а га тенг булган тугри туртбурчак, баланд- 
лити SO =  V  '6 а га тенг. А уч оркали SC ён киррага перпенди. 
куляр булган текислик Утказилган булса, х,осил булган кесим юзи
ни топинг.

135. FABCDE бешбурчакли мунтазам пирамиданинг ён кирра
сининг узунлиги Ь га, асосининг томони а га тенг. Асоснинг А ва 
С учлари *амда ED ва РЕ ён кирраларининг урталари оркали 
текислик утказиллан булса, *осил Оулган кесим юзини топинг.

136. Олтибурчакли мунтазам пирамидада асоснинг маркази 
оркали ён ёкка параллел килиб текислик утказилган. Хосил бул
ган кесим юзининг ён ёк юзига нисбатини топинг.

137. Олти бурчакли мунтазам пирамидада баландлиги ва асо
сининг бир учи оркали кесувчи текислик утказилган. Хосил бул
ган кесимнинг юзи Q га тенг булса, шу кесимга параллел ва асос 
томонини тенг иккига булувчи текислик *осил киладиган кесим 
юзини топинг.

138. Олтибурчакли мунтазам пирамидада унинг баландлиги 
оркали утувчи ва асоснинг бир томонига перпендикуляр булган 
текислик утказилган. Хосил булган кесимнинг юзи Q га тенг бул
са, шу кесимга параллел ва асос томонини 3: 1 нисбатда булувчи 
нукта оркали утган кесим юзини топинг.

139. Туртбурчакли мунтазам кесик пирамидада диагонал утка- 
зилган кесимнинг юзи Q га тенг, асослари томонларининг нисбати 
1:2. Диагонал кесим! а параллел ва катта асосининг томонини
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1 i К  нисбатда булувчи текис
лик утказитган (диагонал ке- 
симдан ^исобланг) булса, *о- 
сил булган кесим юзини топинг 
{К нинг турли цийматларини 
царанг).

4- §. Купёцликлар

Купёцликлар берили- 
ши жихатидан икки тур- 
га булинади: мунтазам ва 
номунтазам купёкликлар.

Призма —ён томони- 
дан текисликлар билан, 
юкори ва куйидан парал- 
дел текис.ликлар билан 
чегараланган купёклик- 
дир (5 5 -чизма). Тугри 
призма ён сиртининг юзи 
асосининг периметри би
лан ён цирраси узунлиги- 
нинг купайтмасига тенг- 
дир: S — Р • ЛЛ, .  Призма
нинг тула сирти: ST с =  S 4- 2 S. 
асосининг юзи билан

55- чизма.

Призманинг зажми 
баландлигининг купайтмасига 

тенгдир:  V =  5 ас ■ Н. Огма призманинг ён сирти юзи 
перпендикуляр кесим периметри билан ён киррасининг 
купайтмасига,  *;:жми эса перпендикуляр кесим юзи 
билан ён кирраси узунлигининг купайтмасига тенгдир.

Агар призманинг асоси параллелограммдан иборат 
булса,  у ^олда бу призма параллелепипед деб аталади.

Тугри бурчакли параллелепипед диагоналининг 
квадрати унинг уч чизикли улчови квадратларининг 
йигиндисига тенгдир.

Т а ъ р и ф .  Ёкларидан бири ихтиёрий купбурчак,  
долган ёклари эса умумий учга эга булган учбурчак- 
дардан иборат булган купёкка пирамида дейилади 
{56-чизма).  Мунтазам пирамиданинг ён сирти асосининг 
периметри билан апофемаси купайтмасининг ярмига

тенг:  S  =  — ра  ( а —апофема). Умуман пирамиданинг

сирти ён ёклари юзларининг йигиндисига тенгдир. 
Пирамиданинг тула сирти: 5 т с =  5 ен +  5 ас. Пирамида
нинг ^ажми асосинииг юзи билан баландлиги купапт-
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с

в, с,

с

57- чизма.

масининг учдан бирига тенг: V  =  — 5 а,
3

И. Мунтазам

кесик пирамиданинг ен сирти асослар периметрлари 
йигиндисининг ярми билан апофемасининг купайтмаси
га тенг: 5 = - -  ( Р  +  Р , ) а .  Кесик пирамиданинг тула 

сирти: S  =  s Sh +  S ac +  s ac ( 5 7 - чизма).  Кесик пирамида
нинг зажми:  =  ]-H(S -f  s

3
Юкоридаги муло^азалар ёрдамида масалалар ечиш 

учун намуналар келтирамиз.
1 - м а с а л а .  Пирамиданинг асоси тугри туртбурчак 

булиб, битта ён кирраси асос текислигига перпенди
куляр  ва иккита ён eFH асос текислиги билан а ва ^

бурчаклар ташкил кила- 
ди. Агар пирамиданинг 
баландлиги Н  булса,  
унинг ён сиртини топинг 
(58-чизма).

Б е р и л г а н :  ABCDE  
пирамида, АЕ  =  /У, 
^ .EUA — b, ^  ЕВА  =  1. 

Т о п и ш  к е р а к :
s . „  - ?

Е ч и ш .  ABCDE  пира-
мидада / \ А В Е  ва / \ A D E  
лар гуррибурчакли у ч 
бурчаклар булгани учун
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АВ  =  A fc tg a  =  Hctgoi, AD AEc\g$=Hc{gi 

булади.  Бундан S’ЛДЙ£ =  у  AB • H = ~  Н 2 ctga ва-

S ^ ADE=  — AD  • f i  =  ~  Н 2ctgP экани келиб чикади.

Пирамиданинг асоси тугри бурчакли булгани учун:. 

S a b c d  =  a b  ' А о  =  н ‘̂ л ctgP булиб, S aABC =
— cosy- ■ 5 ЛЙСе

в а  S * a c d  =  cosPSadc£- Буларга асосан:

5  . S A>tac ^ c t g a c t g p ^  W c t g P '
дВСЁ cosa 2 cosa 2stna ’

C _  S A A C D  _  ^ C t g a c t g ?  _ № c t g a
&C£D cosji ĉos;-) 2sin'jl

Натижала:
_  r t 2Ctga A/gCtg3 №ctg3 , №  ctga 

ё" 2 2 2sin a 2sinji
H2

2sina sin3
( c o s a s i n ^  +  s i n a c o s p  +  c o s a +  COSp)=

— H  — n ( s i n  (a  4-  P) -f- 2 c o s  cL + i?  c o s -
2slna  s i n

№ cos
+  COS------П  =

sinasinfi \ 2 2 1
a -f  В /тс a \ /тс В \

2№cos ----- - C O S ------ — C O S --------— ]
2 \ 4  2}  V 4 2 /

Ж а в о б .  S. =

a +  3 / л  a \  /тс 8 \ 
2 № co s — coS (T _ - j c o s ( T - 7 )

s inas in [ l

2- м а с а л а .  Учбурчакли мунтазам призма асосининг 
томони а га ва кУшни ён ё^ларининг бир учидан чи- 
цувчи диагоналлари орасидаги бурчак а га тенг бул
са, унинг тула сирти топилсин (59-чизма).

Б е р и л г а н :  АВСА,В,С1 призма, А С = В С =  ВА=а,.  
^ А С , В  =  *.

Т о п и ш  к е р а к :  Sr с_ =  ?
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Е ч и ш .  Масаланинг 
шартига кура призманинг 
асоси мунтазам учбур
чакдан иборат (АС =■ 
=  ВС  =  АВ  =  а) булгани 

с 1 
УЧУН S AABC=2a ■ A D ■

/ 3Л О = ~ а эканидан

59- чизма.

S aabc= ^ T  d * б Ул а Ди - 

Косннуслар теоремасига 
асосан Д Л С , 5  дан *амда 
ЛС, =  ВСХ эканини з^и- 
собга олган з^олда:

а? =  2АС\ -  2ЛС?со8«, 

ЛС^ — -—-—— ,
2(1—cosa)

ACt =
2 sin —

/

. Д Л ^ С ,  дан Л Л , —УС\А*—а* 

--- 2---У1 — 4stn*j----- а
4sina 2sln

2 2 
^осил булади. 5 SH= 3 S AACC эканини з^исобга олсак, у  
долда

2sln т
булади.  Призманинг тула сирти эса,

2 *1» Y

Г Г а2{ / б Щ Г з  + 1  ^

sin —
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Жавоб.  S,Т . С.

3-м  а с а л а .  Огма призма асосининг уткир бурчаги 
Р, ён томони эса кичик асоси а га тенг булган тенг 
ёнли трапециядан иборат. Агар призма юкори асоси
нинг бир учи пастки асосининг барча учларидан баро
бар узокликда булиб, ён кирраси асос текислиги билан 
а бурчак ташкил килса, унинг дажмини топинг (60- 
чизма).

Б е р и л г а н :  ABCD AxB^C^Di огма призма, AD  =  
■=DC =  £ C = a ,  ^ А В С  =  ^  BAD  =  {3; ^ Л , Л О  =  «.

Т о п и ш  к е р а к :  V — ?
Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура AD==DC=BC=a  

ва ABC  =  ^  BAD  =  р булиб, Л,  учи асосининг бар
ча учларидан тенг узокликда булгани учун замда Л/4,„ 
Л ,5 ,  Л,С, A XD тенг огмаларнинг проекциялари ва Л ,О 
баландлик эканлигидан AO =  OD =  OC = OB. Демак,  
О нукта призма асосига ташки чизилган айлана мар
кази булади. Призма дажмини топиш учун, призма 
асосининг юзи ва баландлигини топиш лозим. Бунинг 
учун аввал ЛОни гопамиз, сунгра Д Л Л , 0  дан баланд- 
ликни топиш имконига эга буламиз. Призманинг асоси 
т е н г  ёнли трапеция ва AD  =  DC = CB — a булгани

DC=-- 2 /?sin — , R= A O  = -----------, Д  Л Л , 0  дан Л , 0  =
2 п.._ JL

учун: < / D B C = - ^  ва **z A D C = k — $. д  ABC  дан:

2 sln
2

-= AOtga = —° tga ~ ларни
2 sln —

2
зосил киламиз. Демак,  
DC=a,  ЕС =  С 5  • sin^ =*
=  asinp, 5 £ ' = c c o s P  бу
либ, Л 5  =  a  - f  2acos^ =  
«= <z(l 4  2cosp).

Призманинг асоси 
трапеция булгани учун

СЕ га асо- Д
О

60- чизма.
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X  cl sir$ =  a 2( l  +  cos?) sinji =  2a 3cosa — sinfi б у л а д и .  

Бундан в а Л , 0  га асосан:

V =  S^OAi =  2 a2cos '  — sin? atgg— — 2 a 3cos3 — tga.2 л В 2
~2

Ж а в о б ,  V =  2a3cos3 tga.

4 - м а с а л а .  Мунтазам туртбурчакли пирамида асо
сининг гомони a ia ва ён киррадаги икки ёкли бурчак 
а га тенг булса, пирамида ^ажмини топинг (61-чизма).

Б е р и л г а н :  SABCD — пирамида, AB*=BC =  CD== 
=  AD =  с,  ^  DKB =  а.

Т о п и ш  к е р а к :  V — 7
Е ч и ш .  Масаланинг шартига к^ра ABCD  квадрат, 

у  .^олда унинг юзи SABCD =  а 5 га тенг. SO баландлик 
ABCD  нинг диагоналлари кесишган нуктага (та ищи 
чизилган айлана марказига) тушади.  ADKB  да DK—
— КВ  булгани учун / \D K B  тенг ёнли учбурчак.  Тур
ри бурчакли А О К В  да  Z.O KB — - у  эканини ^исобга

олсак,  О/С =  OBcXg ■ O f i =  — эканидан О К  —

/\>DKB текислиги 5С киррага тик булгани (ясали- 
шига кура) учун 0 / ( _ l S C  булиб, /S.OSC ва Д О К С  у х 
шаш эканлигидан:

2

61- чизма.
2 ( / l - c t g a|  2 К —cosa
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Демак,  топилган натижаларидан ва экани

ни ^исобга олган ^олда
, — а . — а

У 2 а c o s— у  2 a 3cos — 
w  I 2 2 2V =  — а*-----  ■ =- — ; =

3 2 у  — cos a b y  — cos а 

ни з^осил киламиз.
■/  2 <z3cos —

Ж а в о б .  l / =  -—  .
0 У — cos а

Машцлар
140. Кубнинг кирраси а га тенг. Кубнинг диагонали, ёкнинг 

л агонали ва параллел булмаган томонларда жойлашган айкаш
1, фралари орасидаги бурчакни топинг.

141. Кубнинг кирраси а га тенг. Кубнинг диагонали билан ун
га айкаш бул!ан кирра орасидаш масофани намда кушни ёклар- 
нинг айкаш диагоналлари орасидаги масофани топинг.

142. ABCDA,B,C,D,  куб берилган. AB,D,  ва BC,D текислик
лар А,С диагоналга перпендикуляр булиб, уни тенг уч булакка 
булишини исботланг.

143 Бир хил уч ёкли бурчакка эга булган параллелепипедлар 
нажмларчнинг нисбатлари уша бурчаклардан чиккан кирра л ар 
узунликлари купайтмаларининг нисбатлари каби булишини исбот
ланг

144 Параллелепипеднинг диагоналлари квадратларинннг йппш- 
диси у н и н г  барча кирралари кваяратларининг йигиндисига тенг 
эканли:ини исботланг.

145. Параллелепипед диагона иарининг кесишиш нуктаси унинг 
симметрия маркази булишини исботланг.

146. Паралпелепипеднинг бир учидан чикувчи учта ёкнинг шу 
учдан чикувчи диаг-наллари утказилган ва шу учала диагонални 
кирра деб олиниб, параллелепипед ясалган. Берилган параллеле- 
пипедда олинган учга карши ётган уч янги носил килинган парал
лелепипеднинг симметрия маркази эканлигини исботланг.

147 Параллелепипед диагоналларииинг кесишиш нуктаси ор- 
кали утувчи нар кандай текислик уни тенг икки шаклга ажрати- 
шини исботланг.

148. Параллелепипеднинг бир учидан чикувчи учта кирранинг 
узунликлари а, ft, с га тенг. Биринчи икки кирра узаро перпенди
куляр булиб, учинчн кирра буларнинг нар бири билан а бурчак 
ташкил этади Параллелепипед лажмини топинг.

149. ABCDA,iS,C,D, тугри бурчакли параллелепипедца АВ=а,  
AD = b ва АА, =  с булса, AB,Dt ва A XC,D текисликлар орасида!» 
бурчакни топинг.

150. ABCDA,C,C,D,  параллелепипед берилган булиб, бунда: 
АВ=а, ВС=с, ВВ, -Ь ,  ^АВС-=р. ^ А В В ,  =  ^ В , В С  -  а булса. 
BD,  ва АС, ларни топинг.
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151. ABCDAiB1CiD l турри бурчакли параллелепипедда АВ — 
=  8 см, A D = 6 см, АД,= 10  см. DAX ва BDX диагоналлар орасида
ги бурчак катталигини топинг.

152. Турри бурчакли параллелепипеднинг диагонали унинг уч
ларидан чикувчи икки кирраси билан а ва Р бурчак досил кила- 
ди. Бу кирралардан утиб диагоналда кесишувчи икки текислик 
досил киладиган чизикли бурчакнинг косинусини топинг.

153. Турри бурчакли параллелепипед кушни ёкларининг кесиш- 
майдиган диагоналлари асос текислиги билан а ва р бурчаклар 
досил килади. Бу диагоналлар орасидаги бурчакни топинг.

154. Турри бурчакли параллелепипеднинг асоситурри туртбур
чак булиб, кичик томони а га, диагоналлари орасидаги бурчак 
60° га тенг. Агар асоснинг катта томони ён киррага тенг булса, 
параллелепипеднинг дажмини топинг.

155. Параллелепипеднинг асоси квадратдан иборат. Устки асос
нинг учларидан бири остки асоснинг барча учларидан баробар 
узокликда булиб, остки асос текислигидан b масофада жойлашган. 
Асоснинг томони а га тенг булса, параллелепипеднинг тула сир
тини топинг.

156. Тугри бурчакли параллелепипеднинг диагонали 13 см, ён 
ёкларининг диагоналлари эса 4 ^ 1 0  см в а З У  17 см. Параллелепи- 
педиинг дажмини топинг.

157. Турри бурчакли параллелепипед асосининг томонлари 
узунликлари т-.п нисбатда. Унинг диагонал кесими юзи Q га 
тенг булган квадрат Параллелепипеднинг дажмини топинг.

158. а, 0, с кирралари бир-бири билан а, р, f  бурчаклар досил 
Килувчи параллелепипед дажмини топинг.

159 Асоси 12 см ва асосидаги бурчаги 30" булган тенг ёнли 
учбурчак турри призманинг асосини ташкил килади. Призманинг 
баландлиги асосининг баландлигига тенг булса, призманинг цаж- 
мини топинг.

160. Учбурчакли мунтазам призманинг ён кирраси асоснинг 
баландлигига тенг. Асоснинг баландлиги ва ён кирра оркали утув
чи кесимнинг юзи Q га тенг булса, призманинг дажмини топинг.

161. Учбурчакли мунтазам призманинг дажми V га, кушни 
ёкларнинг бир учдан чикувчи диагоналлари орасидаги бурчак 2а 
га тенг. Призманинг баландлиги ва асосининг томонини топинг.

162. Учбурчакли турри призма асосининг юзи /2 га, ён ёкла- 
.рининг юзлари т‘г, п% ва ра га тенг. Призманинг дажмини топинг.

163. Туртбурчакли мунтазам призманинг диагонали ён ёги те
кислиги билан 30° ли бурчак ташкил этади. Асоснинг томони а га 
тенг булса, призманинг дажмини топинг.

164. Призманинг асоси томони а булган квадратдан иборат. 
Ён ёкларининг бири квадрат, иккинчиси эса бурчаги 60° булган 
ромбдан иборат. Призманинг тула сиртини топинг.

165. Учбурчакли огма призманинг асоси томони а булган мун
тазам учбурчак. Агар призманинг ён кирраси асос томонига тенг 
булиб, асос текислиги билан 60° бурчак досил килса, унинг даж
мини топинг.

166. Туртбурчакли мунтазам призма асосининг юзи Р  ва даж- 
ми V  га асосан унинг тула сиртини дисобланг.

167. Учбурчакли турри ABCA^jC,  призманинг асоси АВ=ВС  
булган учбурчак булиб, В учидан ч и д ан  баландлиги У  3 см. BBt
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_  TZ .__
Киррада олинган Р  нукта учун ^  Д Р С  =* у ,  А1Р =  2 у 2 с м  ва

p c *=V т  см. Призма дажмини топинг.
168. Баландлиги h ва уткир бурчаги а булган тугри бурчакли 

учбурчак тугри призманинг асосини ташкил килади. Ён кирра 
узунлиги а га тенг булса, призманинг дажмини топинг.

169. Агар пирамиданинг асосидаги икки ёкли бурчаклари тенг 
булса, у долда унинг учи асосига ички чизилган айлана маркази
та проекцияланишини исботланг.

170. Агар пирамиданинг ён кирралари асос текислиги билан 
тенг бурчаклар ташкил килса, унинг учи асосига ташки чизилган 
айлана марказига проекцияланишини исботланг.

171. Тетраэдрнинг карама-карши кирраларининг Урталарини 
бирлаштирувчи кесмалар кесишадиган нуктасида тенг иккига бу- 
линишини исботланг.

172. Мунтазам тетраэдрни текислик билан шундай кесиш мум- 
кинки, натижада кесимда квадрат з^осил булади. Исботланг.

173. Мунтазам тетраэдр ичида ол ин га н  ихтиёрий нуктадан 
унинг ёкларигача булган масофалар йигиндиси шу тетраэдрнинг 
баландлшига тенг булишини исботланг.

174. Тетраэдрнинг иккита карама-карши кирраларининг урта
лари оркали утувчи текислик шу тетраэдрни иккита тенгдош фи- 
гурага ажратишини исботланг.

175 Тетраэдрнинг дар бир учи узига карши ётган ёкнинг орир- 
лик маркази билан туташтирилган. Хосил булган туртта кесма бир 
нуктада кесишиши ва шу нуктада 1 :3  нисбатда булинишини ис
ботланг.

176. DABC мунтазам тетраэдрда уртаси О нукта булган DH 
баландлик туширилган, ОА,ОВ, ОС кесмалар узаро перпендикуляр 
эканлигини исботланг

177. Мунтазам пирамиданинг узинингдамда ён ёгининг баланд- 
ЛИ1И оркали утувчи текислик шу ён ёкка перпендикуляр булиши
ни исботланг.

178. Учбурчакли пирамиданинг учидаги текис бурчаклари туг
ри булса, у долда асос юзининг квадрати ён ёклари юзлари ква- 
дратларининг йигиндисига тенг эканлигини исботланг.

179. Мунтазам тетраэдрнинг киррасига жойлашган икки ёкли 
бурчак катталигини топинг

180. Мунтазам тетраэдрнинг кирраси а га тенг. Тетраэдр ёк
ларининг марказлари орасидаги масофани топинг.

181. Мунтазам тетраэдрнинг карама-карши ётган икки кирра
си орасидаги бурчакни топинг.

182. .Мунтазам тетраэдрнинг икки ёрининг кесишмайдиган ба- 
ландликлари орасидаги бурчакни топинг.

183. ABCD мунтазам тетраэдрда В , нукта DB  кирранинг, С, 
нукта DC кирранинг уртаси ABC ва ABtCi текисликлар орасида
ги бурчакни топинг.

184. ABCD тетраэдрда АВ = CD =  13 см, ВС  =  AD  =  14 см, 
АС =  BD =  15 см. ВС киррадаги икки ёкли бурчак катталигини 
топинг.

185. Учбурчакли пирамиданинг ён кирраларининг узунликлари 
а, Ь, с булиб, улар узаро тик. Пирамиданинг дажмини топинг.

186. ABCD учбурчакли пирамиданинг ён кирраларида DA'  ■=
— DB'  =  D C  — 1 кесмалар олинган булиб, DA'B'C'  пирамиданинг
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)уажми I о булсин DA DB  ва DC цирраларнинг узунликларини 
маълум деб, ABCD пирамиданинг ^ажмини V0 оркали ифодаланг.

187. Пирамиданинг баландлши h га тенг. Пирамиданинг асо
сига пара мел утиб ён сиртини тенг иккига булувчи текисликдан 
унинг учи1 ача булган масофани топинг.

188. Пирамиданинг баландлиги тенг уч булакка булинган. Бу- 
линиш нукталаридан асос текислигига параллел килиб текислик
лар утказилган булса, бу текисликлар пирамиданинг ^ажмини кан
дай нисбатда булишини топинг.

189. Пирамиданинг асосига параллел утган текислик ён сиртни 
тенг иккига булади. Пирамиданинг *ажми кандай нисбатда булин
ган?

190. Киррасининг узунлиги b га тенг булган учбурчакли мун

тазам пирамиданинг *ажми — Ь3 га тенг. Пирамиданинг учидаги
6

текис бурчагини топинг.
191. Баландлиги h га тенг булган учбурчакли мунтазам пира

миданинг ён ёги асос текислиги билан а бурчак з^осил килади. 
Пирамиданинг .цажмини топинг.

192. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг учидаги текис бур
чаги а га, ён кирраси билан асоснинг унга карши ётган томони 
орасида.и энг киска масофа а га тенг. Пирамиданинг дажмини 
топинг.

193. Ён кирралари тенг булган учбурчакли пирамиданинг асо
си юзи Q булган тугри бурчакли учбурчак Категларда жойлаш
ган икки ёкли бурчаклар а ва Р булса, пирамиданинг *ажмини
топин..

194. ABCD мунтазам тетраэдрда М нукта AD кирранинг урта-
2

си АВ киррада N  нукта AN  =  — АВ  шарт билан олинган. ABC
О

ва MNC  текисликлар орасидаги бурчакни топинг.
195 ABCD учбурчакли пирамиданинг D  учидаги барча текис 

бурчаклари тугри, D H —пирамиданинг баландлиги. Н  нукта ABC 
учбурчакнинг оргомаркази эканлигини исботланг.

196. ABCD учбурчакли пирамиданинг I) учидаги ADB  текис 
Оу р I а I и тугри. DH — пирамиданинг баландлиги ^ D A H = a

DBH =  р, ^  АНВ =  <р булса. cos<p =  — tg а • tg [s эканлигини ис- 
богланг.

197. ABCD учбурчакли пирамиданинг DA , DB, DC кирралари 
\заро тик DH =h —пирамиданинг баландлиги, 5,, 5S, S3 лар ён

9
1'кларининг юзлари ,S\ +  S., +  > — К1 эканини исботланг.

198. ABCD учбурчакли пирамиданинг D учидаги барча текис 
бурчаклари тугри. DH  =  Л пирамиданинг баландлиги. Ён киррала-

рининг узунликлари я, Ъ, с булса, —  =  —  +  — + —  булиши-
Л2 а- Ьг с2

ни исботланг.
199. Мунтазам пирамиданинг *ажми сон жи^атдан унинг ён 

: иррасинин. кубидан кичик эканлигини исботланг.
200. ABCD учбурчакли пирамиданин, асоси ABC да олинган
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ихтиёрий О нуцта оркали ОА' |] DA, OB'  || DB ва ОС' || DC чизик
лар утказилган. A' f  (DBC), В' f (DCA) , C' f ( DAB)  текисликларга 

ОА' OB' ОС’
тегишли.-----Н--------- + ------ ■= 1 эканини исботланг.

DA DB DC
201. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг ён сирти Q га тенг, 

€Н ёк асос текислиги билан а бурчак хосил цилади. Пирамиданинг 
■баландлигини топинг.

202. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг т^ла сирти О га, ён 
цирраларидаги бурчак а га теш булса, унинг баландлигини то- 
пинг.

203. Учбурчакли мунтазам пирамида асосининг томони а га. 
ёи ёцлари хосил килган икки ёкли бурчак о га тенг. Пирамида- 
нин хажми ва ён сиртини топинг.

204. Учбурчакли пирамида баландвигининг уртасидан ён кир- 
рагача булган масофа h га, ён ёккача булган масофа b га тенг. 
Пирамиданинг хажмини топинг.

205. Учбурчакли пирамиданинг ён кирраларининг ва асоси
нинг икки томонининг узунликлари b га,асосининг тенг томонлари 
орасидаги бурчак а га тенг. Пирамиданинг хажмини топинг.

206. ABCD учбурчакли пирамидада DBC ва ABC ёклар узаро
%

перпендикуляр булиб, D  учдаги текис бур гакларнин, хар бири —
О

га тенг, BD =  DC =  1 см. Пирамиданинг хажмини топинг.
207. Учбурчакли пирамиданинг ён кирраларини 1»2, 1*2, 2*1 

нисбатда булувчи текислик пирамидани иккита купёкликка ажра- 
тади. Бу купёкликлар хажмларининг нисбагини топинг.

208. Учбурчакли мунтазам пирамида асосининг юзи V  3 га 
тенг. Ён кирра асос текислиги билан ташкил килган бурчак учи- 
даги текис бурчакдан т^рт марта кичик. Пирамиданинг ён сирти
ни топинг.

209. ABCD учбурчакли пирамиданинг D учидан туширилган 
баландлик ABC учбурчакнинг ортомарказидан ^тади. Агар DB = b, 
DC=c  ва <В£)С-=90° булса, SAADB ■■ S^AD(J ни топинг.

210. ABCD учбурчакли пирамиданинг D  учида жойлашган
а

текис бурчаклар куйидагича; ^  ADB = ^  BDC = а, ^  ADC =  —

AD кирра асос текислигша перпендикуляр булса, ^ В А С  ни топпнг.
211. Туртбурчакли мунтазам пирамида асосининг марказидан 

ён киррагача булган масофа h га ён ёккача булган масофа b га 
тенг. Пирамиданинг хажмини топинг.

212. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг ен кирраларидан 
учтасини т, п. р нисбатда булиб утувчи текислик т^ртинчи ён 
циррани канзай нисбатда булади?

213. Туртбурчакли мунтазам пирамидада ён ёк асос текислиги 
билан а бурчак ташкил этади. Пирамиданинг к^шни ёцлари ора
сидаги бурчакни топинг.

214. HABCD мунтазам туртбурчакли пирамида ён киррасининг 
узунлиги асос томоннинг узунлигидан икки марта катта. М, АВ 
томоннинг. N, SC кирранинг уртаси. SM ва BN  лар орасидаги 
бурчакни топинг.

215. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг ён кирраси Ь га 
тенг ва у асос текислиги билан а бурчак ташкил *тади. Пирами
данинг хажмини топинг.
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216. Туртбурчакли мунтазам пирамида ён кирраси а га, шу 
циррага жойлашган икки ёкли бурчаги р га тенг. Пирамиданинг 
лажмини топинг.

217. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг ён ёги асос текис- 
лиги билан а бурчак ташкил этади. Ён киррада жойлашган икки 
ёкли бурчакни топинг.

218. Туртбурчакли пирамиданинг асоси периметри р  диагонал
ларининг орасидаги уткир бурчаги а булган турри туртбурчакда» 
иборат. Пирамиданинг ён кирралари асос текислиги билан р бур
чак ташкил этса, унинг дажмини топинг.

219. Пирамиданинг асосида ён томонлари кичик асос билан тенг, 
катта асоси а га, утмас бурчаги а га тенг булган трапеция ётади. 
Пирамиданинг ён кирралари асос текислиги билан р бурчак таш
кил этса, унинг дажмини топинг.

220. Пирамиданинг асоси тенг ёнли трапеция булиб. унинг асос
лари а ва b (а>Ь) га тенг, дамда диагоналларининг тенг булмага» 
булаклари узаро <р бурчак х;осил килади. Пирамиданинг баланд
лиги трапеция диагоналларининг кесишиш нуктасидан утади. 
Асоснинг параллел булган томонларига жойлашган икки ёкли бур
чаклар нисбати 2 :1 .  Пирамиданинг дажмини топинг.

221. Учбурчакли мунтазам АВСАХВХСХ кесик пирамиданинг 
ABC  катта асосининг томони Ь га генг. А нуктадан А,бС, гача 
булган масофа т га, В нуктадан эса п га тенг. Кесик пирамида
нинг баландлигини топинг.

222. Туртбурчакли мунтазам пирамида асосларининг томонлари 
а ва b га, ён сирти асослари юзларининг йигиндисига тенг. Кесик 
пирамиданинг баландлигини топинг.

223. Туртбурчакли мунтазам кесик пирамида асосларининг юз
лари а а ва b 2 ia тенг. Асосларига параллел ва кесик пирамида 
дажмини тенг иккига булувчи кесим юзини топинг.

224. Асосларининг юзлари а ва b булган кесик пирамиданинг 
„ a-\-b+yf ab
урта кесими юзи т булса, т = ----------------  эканини исботланг.

225. п бурчакли мунтазам пирамиданинг учидаги текис бурча
ги а га тенг. Иккита кУшни ёклари х.осил килган икки ёкли 
бурчакни топинг.

226. п бурчакли мунтазам пирамиданинг ён ёклари асос текис
лиги билан а бурчак ташкил этади. Ён кирранинг асос текислиги 
билан досил килган бурчагини топинг.

227. Агар туртбурчакли мунтазам кесик пирамиданинг диаго
нали 18 см, асосларининг томонлари эса 14 см ва 10 см булса, 
унинг дажмини топинг.

228. Мунтазам туртбурчакли кесик пирамиданинг апофемаси 
катта асос текислиги билан а бурчак ташкил этади. Кесик пира
мида асосларининг томонлари а ва / 3  й га тенг булса, шу пира
миданинг тула сиртини топинг.

229. Мунтазам туртбурчакли кесик пирамида катта асосининг 
томони а га, кичик асосининг томони b га, ён ёрининг уткир бур
чаги а га тенг. Шу кесик пирамиданинг дажмини топинг.

230. Мунгазам октаэдрни текислик билан шундай кесиш мум- 
кинки, натижада кесимда мунтазам олтибурчак досил булади. Ис
ботланг.

231. Кирраси а га тенг булган мунтазам октаэдрнинг дажми- 
ни топинг.
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232. Куб ёкларининг урталари октаэдрнинг учлари булиб хиз- 
нат  килади. Агар кубнинг сирти /геа га тенг булса, октаэдрнинг 
■сиртини топинг.

233. Куб ёкларининг урталари октаэдрнинг учлари булиб хиз- 
мат килади. Куб дажмининг октаэдр дажмига нисбатини топинг.

234. Мунтазам октаэдрнинг кирраси a ia тенг. Октаэдр ёкла
рининг урталари бошка бир мунтазам купёкликнинг учлари булиб 
хизмат килади. Купёкликнинг турини аникланг дамда киррасининг 
узунлигини топинг.

235. Мунтазам додекаэдрни текислик билан шундай кесиш 
мумкинки, натижада кесимда мунтазам олтибурчак досил булади. 
Исботланг.

236. Кирраси а га тенг булган мунтазам додекаэдрнинг тула 
сиртини топинг.

237. Кирраси а га тенг булган мунтазам додекаэдрнинг дажми
ни топинг.

238. Кирраси а га тенг булган мунтазам икосаэдрнинг тула 
сиртини топинг.

239. Кирраси а га тенг булган мунтазам икосаэдрнинг дажми
ни топинг.

5- §. Айланма жисмлар

Цилиндр, конус, шарлар айланма жисмларга тааллук- 
ли жисмлардир.

Тугри туртбурчакнинг бир томони атрофида ай- 
ланиши натижасида цилиндр зосил килинади ва шун- 
га ухшаш турри бурчакли учбурчакнинг бирор катети 
атрофида айланишидан конус ёки ярим доиранинг диа- 
метри атрофида айланишидан шар зосил килиш мум
кин эканлиги равшандир

Цилиндрик сирт ва параллел текисликлар билан 
чегараланган жисм цилиндр  деб аталади (62-чизма).

Цилиндрнинг ён сирти асос айланасининг узунлиги 
билан оаландлигининг купаитмасига тенг; - 2 kRH.  
Цилиндрнинг тула сирти: ST =  5 eH+ 2 S ac =  2nR(H-\- R). 
Цилиндрнинг зажми асосининг юзи билан баландлиги- 
нинг купайтмасига тенг: V =  6ас-Н =  ■kR'^H.

Каноник сиртнинг учидан бир томонда жойлашган 
ва ясовчиларнинг заммасини шу учдан бир тарафда 
кесувчи текислик билан чегараланган жисм конус деб 
аталади (63 -чизма). Конуснинг ён сирти асос айлана
сининг узунлиги билан ясовчиси купайтмасининг ярми-  
га тенг: Конуснинг тула сирти: 5 т= 6 ' ен+ 5 ’ас=*
— kR(R  /).  Конуснинг зажми асосининг юзи би
лан баландлиги купайтмасининг учдан бирига тенг:

i / = j s ac. t f = I  «1?Н .
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62- чизма. 63- чизма.

Кесик конус деб, бутун конуснинг асоси билан 
унинг асосига параллел кесувчи текислик орасига олин
ган булагига айтилади (64-чизма). Кесик конуснинг ён 
сирти асосларидаги айланалар узунликлари й и р и н д и с и -  
нинг ярми билан ясовчисининг купайтмасига тенг: 
5*„= Tzl(R-\-r). Кесик конуснинг тула сирти: 5 т= 5 - | - ёя 
+Sac-\-sac='K(R'i+r'i-i-Rl-\-rl). Кесик конуснинг ?{ажми 
кесик конус билан бир хил баландликка эга булган 
учта конус ^ажмларининг йигиндисига тенг: бунда 
улардан бирининг асоси шу конуснинг остки асоси, 
иккинчисиники устки асоси булиб учинчисининг асо- 
сини юзи эса, остки ва устки асосларниьг юзлари о р а 
сидаги геометрик микдордир:  V =  — T:H(R2+ r 2 +  Rr).

3
Т а ъ р и ф .  Фазонинг берилган ихтиёрий бир нукта

сидан берилган R  масо {задан катта булмаган масофа- 
да  ётувчи барча нукталар тупламига шар дейилади 
(65-чизма).

Шарни текислик билан кесиш нагижасида ^осил 
булган ^ар кандай кесим дойра булади. Шарнинг мар- 
казидчн утган *ар кандай текислик унингсиртини у з а 
ро симметрик ва тенг икки булакка булади. Шарга 
уринма текислик утказилса,  бу текислик уриниш нук-
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тасида радиусга перпендикуляр булади. Шарнинг сир- 
ти катта дойра айланасининг узунлиги билан шар дна- 
метрининг купайтмасига тенг: S =  4kR2. Шар камари- 
нинг сирти: S =  2t:£>H (бу ерда Н — шар камарининг 
баландлиги).

Шар сегментининг сирти: S=2izRh (бу ерда А—сег
мент баландлиги).

Шар сегментининг ^ажми шундай цилиндрнинг ^аж-  
мига баробарки, бу цилиндр асосининг радиуси сег- 
ментнинг баландлигидан иборат, баландлиги эса шар 
радиусини сегмент баландлигининг учдан бири кадар?

камайтирилганига тенг: V=izH2(^R— \

Шар секгорининг ^ажми унга мос булган шар ка» 
марининг сиртини (ёки мос сегмент сиртини) радиус-

2
нинг учдан бирига купайтирилганига тенг: V =  — izR2H:

О
(бу ерда Н— шар камарининг баландлиги).

Шарнинг зажми унинг сирти билан радиуси купайт-
4 1

масининг учдан бирига тенг: V =  — vR3 ёки V =  — г,йъ̂
з 6

Шарнинг сирти унга таш^и чизилган цилиндр тула
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66- чизма. “  67- чизма.

сиртининг булагига,  зажми эса ташки чизилган

цилиндр зажмининг — булагига тенгдир.3
Айланма жисмларга оид масалалар ечишга наму- 

налар келтирамиз.
1- м а с а л а .  Асосининг радиуси R  ва баландлиги Н  

булган иккита цилиндр бирининг ясовчиси, иккинчи- 
сининг уци билан устма-уст тушган золда кесишган 
булса, кесишишдан зосил булган жисм зажми топил- 
син (66-чизма).

Б е р и л г а н :  Цилиндр, OC — R , С Е — И.
Т о п и ш  к е р а к :  K 1UV,2= ?
Е ч и ш .  Кесишишидан зосил булган жисмнинг асо

си радиуси R  булган иккита доиранинг бир-бирлари- 
нинг марказлари оркали утиши натижасида зосил бул
ган кесимдан иборат. Шунинг учун унинг юзи

5ае =  2 ^ - 2 5 сег булади. 0 'D  =  ̂ \  Z. AO^D =  60°,

^ А О В = \2 0 °  булгани учун, SAOlBcer=  ^  ва 5до;вс,г “ -

=  =  3 / 3 ) .
3 4 12 ’

226



Шундай килиб, Sa 2icR2-  — (4я - 3 / 3) =  -  (8« +
6 6

+  3 V 3) хосил булади.
Ж а в о б .  1/ =  5 ас- Я = - ^ 2Я ( 8 т г + 3 / 3 ) .

6
2 - м а с а л а .  Конуснинг асосида а  узунликдаги ва- 

тар а га тенг ёйни торгиб туради. Агар конус баланд
лиги ясовчиси билан 3 бурчак ташкил этса, унинг хаж-  
мини топинг (67-чизма).

Б е р и л г а н :  BCD  конус, АВ*=а, ^ А О В  =  а, 
^ O D B  = $.

Т о п и ш  к е р а к :  VK=  ?
Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура АВ =а,  ^ 'АОВ=а  

булгани учун д £ О Л  тенг ёнли ва ОЬ баландлик хам
биссектриса хам медианадир. Бундан А Е =  у  экани к е 

либ чик;ади. Тугри бурчакли учбурчак ОАЕ  дан: ОА =  
• = R = ——  ёки R =  — — .У чбурчак  DOB лая: DO =

sin ~2
a

2sln —
2

= OS-ctg(3 ёки H =/?c tg ?  =  у холда VK X
2sin — 

2
х н - ±

a
4sina —

Ж а в о б :

actg?
я

2sin —2
ita3 ctgfi

24sin3 —

3 -м  а с а л а .  Кесик конуснинг 
асос текислиги билан а 
бурчак ^осил килса ва 
;узининг ю^ори учи билан 
Каршидаги ясовчининг 
асосда ётган учини бир- 
лаштирувчи тугри чи
зикка перпендикуляр 
булса, кесик конуснинг 
тула сирти ва хажмини 
топинг (68-чизма).

Б е р и л г а н :  A B A 1В1 
кесик конус, Л Л , = / ,  
^ А хАВ=а,  ^ЛЛ15=90°.

I ясовчиси пастки
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Т о п и ш  к е р а к :  5 Х.С =  ? VK= ?
Е ч и ш .  Учбурчак Л Л ,С  турри бурчакли ва А А х — 1 

булгани учун A C = l  cos а га тенг булади.  д Л Д £  туг
ри бурчакли булгани учун A B = 2 R  = ——  булиб, бун-

cosa

дан R = —!— , у  ^олда г =  R  — АС =  — ------ 1 cos а =»
2cosa 2cosa

_  /_(l_--2cosa) ^ осил булади. Натижада:  S ac =  nR2=m
2 COS а

п1г 0/ 2 я /2(1—соз2а)2 . л  с
= -------, S  = к г = ----------------  (бу ерда Ь остки асос

4cosaa 4cos2a J r
юзи, S' устки асос юзи). Демак,  кесик конуснинг тула 
сирти:

с  /  / 2 . 1Ц1—2cos2a)2 . /а . /2 ( i_ 2 c o s 2ct) \
Т---- — Т------- т — ----------г -Г ---------Г

\4cOS2a 4cos2a 2cOSa 2cosa

=  ( COS4a  —  C0S3a  —  C0S2a  +  COSa +  — ̂
COS2a  V 2 1

-

A A A tC дан И  =  /sin a эканини ^исобга олинса, 

^ = 1 и / У ( / ? Ч ^  +  /?2) = —  X3 3
/2(1—2cos2a)2 ^2(1—2cos2a) \

4cos2a 4cos2a /
ic/3slna

x (4- £ ^ +

12cos2a
(4cos4a — 6cOS2a +  3).

Демак,  VK =  V’1 bina (4 cos4a — 6 cos2a -}- 3).
12cos2a

4 - м а с а л а .  R  радиусли шар дан уц кесими а б у р 
чакли булган шар сектори ажратилган.  Ш усекторнинг  
тула сирти ва ^ажми топилсин (69-чизма).

Б е р и л г а н :  (О; R)  шар, ^ АО В= л
Т о п и ш  к е р а к :  

S T.ceK =  ? ва 1̂ сек =  ?
Е ч и ш .  Масаланинг 

шартига кура шарнинг 
радиуси 5 .  Сегмент ба
ландлигини CD =  h ва 
радиусини A D = r  оркали 
белгилайлик.  A A C D  да:
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*nCAD =  — , чунки ^ C A D  — — — га тенг
4 2 2

яд и.
Д Л С £ )  дан: /z=rtg-2-.  Д Л / З О  дан r= ^ ? s in -^ .  У хол

да  А =  r t g  j = / ? s i n  tg экани келиб чицади. Де-  
2 4 я мак, шар секторининг хажми V=» — л R 2h =  — я /?3sina —
3 3 4

булади. 5’т=тт:/^(2/г + г ) эканини хисобга олсак,  у х о л 
да S I =  rc/?:!s in-^ (2tg ^  + 1) хосил булади.

Машцлар
240. Конус асосининг айланасига утказилган уринма уриниш 

нуктасидан утказилган ясовчига тик эканлигини исботланг.
241.  И к к и  с ф е р а н и н г  у з а р о  ж о й л а ш и ш и г а  к а р а б  у л а р н ин г  у х-  

ш а ш л и к  м а р к а з и  м ас а л ас ин и к а р а б  чицинг .
242.  Б е р и л г а н  и кк и  с ф е р а м  у р и н у в ч и  т е к и с л и к  ё  у л а р н и н г  у х-  

ш а ш л и к  м а р к а з и д а н  у т и ш и  ё  м а р к а з л а р  ч из иги га  п а р а л л е л  б у л и 
ш и н и  и сб о т л ан г .

243.  У ч б у р ч а к н и н г  н а в б а т и  б и ла н  у з  т о м о н л а р и  а т р о ф и д а  ай-  
л а н и ш и д а н  цосил б у л о н  к о н у с л а р  х а ж м л а р и н и н г  н и сб а т и  у ш а  т о -  
м о н ла р ни н г  н и с б а т л а р и г а  т е с к а р и  п р о п о р ци о на л  э к а н л и г и н и  и с б о т 
ланг.

244.  Т у г р и  п р и з м а ни н г  а с о с и — к а р а м а - к а р ш и  б у р ч а к л а р и н и н г  
й и ги нд и си  2d б у л га н  т у р т б у р ч а к .  Ш у  п р из м а г а  т а ш к и  с ф е р а  ч и з иш  
м у м к и н  э к а н л иг и н и  исботланг .

245.  Х а р  к анда й  ту гр и  б у р ч а к л и  п а р а л л е л е п и п е д г а  т а ш к и  с ф е 
р а  ч и з и ш  м у м к и н лш  инн исботланг .

246.  К о ну с н и нг  х а ж ми  а со с и  ва  б а ла нд ли г и  у ш а н д а й  б у лг а н  
ц и л и н д р  х а ж м и д а н  ш у  ц и л и н д р  ён с и р г и ни  унинг  а с о си  р а д и у с и -  
нинг  у ч д а н  б и р и га  к у п а й т м а с и н и  а й р и л г а н и г а  т е н г  э к а н л и ги н и  ис-  
бот л анг .

247.  К он ус н ин г  б а л а н д ли г и  у ни н г  а с о с и н и нг  д и а м е т р и г а  тенг .  
К о н у с  а с о с и  ю з и н ин г  у ни нг  ён  с и р т и г а  н и с б а т и н и  топинг .

248.  Ко ну с н и нг  х,ажмини у н ин г  ён  си рт и  S  ва  а с о с и н и нг  м а р 
к а з и д а н  я с о в ч и с и г а ч а  б у л 1ан м а с о ф а  d  о р к а л и  и ф о д ал а нг .

249.  Ц и л и н д р н и  т урри  б у р ч а к л и  т у р т б у р ч а к н и  у н и нг  б и р о р  
то мо ни  а т р о ф и д а  а й л а н т и р и б  хосил  ц ил иш  м у мк и н.  Ц и л и н д р  х а ж -  
ми V  ни турри  т у р т б у р ч а к н и н г  ю з и  S' ва ун ин г  д и а г о н а л л а р и н и н г  
к е с и ш и ш  н ук т а с и  чиз ган  а п л а н а н и н г  у з у н л и г и  С о р к а л и  и ф о 
д а л а н г .

250.  А г а р  ик к и  т е н г  к онус  у м у м и й  б а л а н д л и к к а  ва  п а р а л л е л  
а с о с л а р г а  эг а  булса ,  у х о л да  у л а р н ин г  у м у м и й  б у л а г и н ин г  х а ж м и  
Хар б и р  к о н ус  х а ж м и н и н г  т у р т д а н  б и р и г а  тенг  б у л и ш и н и  ис бо т  
дилинг .

251. Конуснинг баландлиги учта тенг булакка булинган. Учла* 
ри булиниш нукталарида жойлашган, ясовчилари эса берилган ко
нус ясовчисига параллел ва у билан йуналишдош булган конуслар 
ясалган. Берилган конус хажми кандай булакларга булинган?
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252. Кандай шарт бажарилганда турт ёкли бурчакка ташки ко
нус чизиш мумкин?

253. Конуснинг баландлиги h га тенг. Узаро перпендикуляр 
булган икки ясовчи конус сиртини 1 :2  нисбатда булади. Конус 
дажмини топинг.

254. Конус сиртда узаро перпендикуляр булган учта ясовчи 
утказиш мумкин булсиц. Конус сиртнинг ук кесимида досил бул
ган бурчак косинусини топинг.

255. Цилиндриинг ясовчисига тик булган кесимнинг юзи Q га, 
Ук кесимнинг юзи эса S га тенг. Бу цилиндрнинг тула сиртини 
ва дажмини топинг.

256. Тенг ёнли цилиндрнинг устки асоси айланасининг бир нук
таси пастки асоси айланасининг бир нуктаси билан туташтирилган 
булиб, бу тугри чизик асос текислиги билан а бурчак досил ки
лади. Бу тугри чизик билан цилиндр уки орасидаги энг киска ма
софани ТОПИШ'.

257. Конуснинг дажми унинг ён сирти юзи билан асосининг 
марказидан ясовчисигача булган масофа купайг.масининг учдан би- 
рнга тенг эканлигини исботланг.

25S. Конуснинг а бурчак ташкил этувчи икки ясовчиси оркали 
Утган текислик асос текислиги билан р бурчак ташкил этади. Ке
сим юзи S ia тенг булса, конуснинг баландлигини топинг.

259. Конус текисликда ётган булиб, унда узининг кузгалмас 
учи атрофида думалайди. Конуснинг баландлиги h га, ясовчиси I 
га тенг. Конуснинг баландлиги чизган сиртнинг юзини дисобланг.

260. Конус текисликда ётган булиб, унда узининг кузгалмас 
учи атрофида думалайди. Бунда конуснинг баландлиги берилган 
конус ёйилмасига ухшаш булган сирт чизади. Шу сирт юзининг 
берилган конус сирти юзига нисбатини топинг.

261. Шар сиртида дар бири колган учтаси билан уринувчи 
туртта айланалар берилган. Агар шар радиуси R  булса, айлана
лар радиусини топинг.

262. R  радиусли шарда диаметри шар радиусига тенг, уки 
шар марказидан утувчи цилиндрик тешик досил килинган. Шар- 
иинг колган булагининг дажмини топинг.

263. Кесик конуснинг баландлиги унинг асосларининг диамет» 
ри орасида Урта пропорционал булса, у долда бундай кесик ко
нусга шарни ички чизиш мумкин эканлигини исботланг.

264. Конус ён сиртининг юзи асосининг юзидан икки март* 
катта. Унинг ук кесимининг юзи Q га тенг. Конуснинг дажминя 
топинг.

265. Цилиндр ва шар берилган. Цилиндр асосининг ва шар» 
нинг радиуслари тенг. Цилиндр тула сиртининг шар сиртига бул
ган нисбати т : п каби. Уларнинг дажмлари нисбатини топинг.

266. Радиуси г  булган ярим доирадан конус сирт уралган. 
Хосил булган конуснинг дажмини топинг.

267. Конус асосининг радиуси R  га, унинг ён сирти ёйилма- 
сининг училаги бурчаги 90° га тенг Конуснинг дажмини топинг.

263 Конус ён сиртининг ёйилмаси марказий бурчаги 120“ га, юзи 
sea S га тенг булган сектордан иборат. Бу конуснинг дажмини то
пинг.

269. Конуснинг тула сирти nS  кв бирликка тенг. Конус ёи 
сиртининг текисликка ёйилмасининг марказий бурчаги 60° булган 
сектордан иборат. Конуснинг дажмини аникланг.

270. Конуснинг баландлиги Л га тенг. Бу конус ён сирти ёйил*
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мзсининг марказий бурчаги 120  ̂ га тенг булган сектордан иборат. 
Конуснинг дажмини топинг.

271. Томонлари 4 ва 6 см, уткир бурчаги 30° булган парал
лелограмм узининг катта томони атрофида апланишидан досил бу
ладиган жисмнинг сирти ва дажмини топинг.

272. Юзи Q га тенг булган ромбни унинг бирор томони ат
рофида апланишидан доеил булган жисмнинг сиртини дисобланг.

273. Ромб олдин узининг катта диагонали атрофида сунгра 
кичик диагонали атрофида айланади. Бунда хосил булган айланма 
жисмлар дажмларининг нисбати улар сиртларинннг нисбатша тенг 
эканлигини исбот килинг.

274. Томонлари а, b ва с га тенг булган учбурчак навбат би
лан дар бир томони атрофида айлантрилади. Бунда досил булади
ган жисмларнинг дажмлари нисбатини топинг.

275. Конус S юзли тугри бурчакли учбурчакнинг бир катети 
атрофида айланишидан досил б)'лган. Агар бу учбурчакнинг айла- 
нишида унинг медианаларининг кесишиш нуктаси чизган айлана- 
нинг узунлиги L га тенг булса, конуснинг дажмини топинг.

276. Томонлари 10 см, 17 см ва 21 см булган учбурчак узи
нинг катта томони атрофида айланади. Досил булган жисмнинг 
дажмини ва сиртини аникланг.

277. Тенг ёнли учбурчак асосининг бир учи оркали ён томони- 
га параллел утган тугри чизик атрофида айланмокда. Агар уч
бурчакнинг ён томони а га, асосидаги бурчаги а га тенг булса, 
айланма жисмнинг дажмини топинг.

278. Асослари 2 см ва 3 см дамда уткир бурчаги 00° булган 
тенг ёнли трапеция узининг кичик асоси атрофида айланади. Хо
сил булган айланма жисмнинг сиртини ва дажмини аникланг.

279. Периметри 2 р  га тенг булган параллелограмм узунлиги 
d га тенг диагоналининг учига перпендикуляр килиб утказилган 
Ук атрофида айланади (ук параллелограмм текислшида ётади), 
досил булган айланма жисмнинг сиртини топинг.

280. Томонлари а ва Ь, уткир бурча1и а булган параллелограмм 
катта диагоналининг учига перпендикуляр килиб утказилган Ук 
атрофида айланади (ук параллелограмм текисчигида ётади). Хосил 
булган айланма жисмнинг дажмини топинг.

281. Квадрат узининг бир учи ва бу учдан чикмаган томони- 
нинг уртасидан утувчи ^к атрофида айланмокда. Хосил булган ай
ланма жисмнинг дажмини ва тула сиртини топинг.

6 -§ .  Геометрик фигуралар комбинацияси

Ало^ида фазовий фигураларнинг улчамларини зи-  
соблаш куп ^ам цийинчилик тугдирмайди. Бунинг 
учун аксарият лолларда,  айтайлик, з аж м,  юза ва шу 
кабиларни зисоблаш формулаларини билиш ва масала 
шартида берилган маълумотларни бир озгина ишлаб 
шу формулаларга келтириш кифоялик килади.

Аммо фазовий фигураларнинг комбинациясига таал- 
лукли булган масалаларни ечиш кишидан нафа^аг ан- 
чагина чукуррок ва кенгрок булган билимларни, балки 
янада юксакрок савиядаги мантилий фикрлашни зам
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талаб цилади. Бундай масалаларни ечишда юкоридаги 
параграфлардаги масалаларни ечиш учун зарур булган 
билимларни комплекс золда замда зар  бирининг 
Урнини топиб куллай билиш лозим булади.

Юкоридаги параграфларда нулланилган билимларни 
такрорлашни укувчининг узига завола килган з олда  
тугридан-турри масалалар ечишга угамиз.

1 - м а с а л а .  Мунтазам туртбурчакли пирамидага куб 
шундай жойлаштирилганки, кубнинг туртта учи ён 
цирраларида,  колган учлари эса пирамида асосида ёта- 
ди. Агар пирамиданинг баландлиги И  ва ён кирраси I 
булса, кубнинг кирраси топилсин (70-чизма).

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура д 5 0 , Л ^ а > &SOCt 
чунки OiN1 || ОС ва SOC учбурчак тугри бурчакли уч- 
бурчакдир.  Бу ухшашликдан 5 0 j : 5 0 = 0 , А/,: ОС. Агар 
ЕЕх =  х  деб олсак, 5 0 t =  5 0  — 0 0 ,  =  Н — х. SO =  H ,
OjA/j= —— ва O C = Y I2—ЕР булганидан, = ------------

/ 2  н  / 2 /  Р—Н*
пропорцияни зосил циламиз. Натижада Е Е ^ = х = -  
*=-------  ■ кииматга эга буламиз.

# + /  2(Я—W )
w  .  п. гг Н / 2 ( Р —Н*)Ж а в о б .  Кубнинг кирраси £ с , = — -— •

H + V 2 ( P —№)
2-м а с а л а .  Радиуси R  булган шарга конус жой- 

лаштирилган.  Агар конуснинг ук кесими учидаги бур
чаги а булса, асосининг радиуси, ясовчиси ва зажми 
топилсин (71-чизма).
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Е ч и ш  Масаланинг шартига 
кура шар радиуси R  ва конуснинг 
УК кесими учидаги бурчаги а га 
тенг ва A A S B  тенг ёнли. SOt ни 
шар сирти билан кесишгунча да- 
вом эттирамиз ва В нуктани хосил 
Киламиз. Сунгра Дб'Л/:  да ^ S A E =
= 9 0 ° ,  SE =  2R ва ^ A S E = |  эка- с 

ни хисобга олинса, у холда Л 5  =
— 2R  cos хосил булади. Д 5 Л О ,  

дан
АО^= г = /?s ina ,

SOt=  A =2/?cos3

Юкоридагилардан конус асосининг юзи S = i x r 2 =  
-= i t / ?2sin2a га тенг булиб, конуснинг хажми И==
=  — я /??sin2a2 Rcos2 — =  — i:/?3sln2acosi! — булади.

3 2 3 2
Ж а в о б .  Конуснинг радиуси r  =  /?sina, ясовчиси

l =  2Rcos —, хажми 1/ =  — r /?3sin2acos2 —.
2 3 2

3 - м а с а л а .  Конус асосининг радиуси R ва ук ке
сими учидаги бурчаги а булса, у холда шу конусга 
таш^и чизилган мунтазам учбурчакли пирамиданинг 
хажми топилсин (72-чизма).

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура ОЕ= R ва АВ  =
ВС=АС  булгани учун, ОЕ =  — АЕ.  Бундан AE =  3Rt

3

А Е =  —  АВ ёки А В =  -^ г  A E = 2 / 3 R .  a O D E  дан 
2 / 3  

</ODE= DO=OEctg -^==R c tg -f  ни ёза оламиз. 

Демак,  5ддвс =  -^ АВ- А Е = ~ ^  2 R \ f  'i • 3R = 3 y r3 R* 

ХОсил булади. У холда пирамиданинг нажми 

V=  ~  Saz-H=‘^ 3 } / '3 R iRctg l = / 3 / ? 3ctg-^ булади.
О О i  f*

Ж а в о б .  V = у ^ 3 R 3ctg \
А
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Маищлар
282. Кирраси а га тенг булган кубга ички ва ташци чизилган 

шарларнинг радиусларини топинг.
283. Кирраси а га тенг булган мунтазам тетраэдрга ички ва 

ташки чизилган шарларнинг радиусларини топинг.
284. Кирраси а га тенг бу"лган мунтазам тетраэдрнпнг барча 

кирраларига уринувчи сферанинг радиусини топинг.
285. Кирраси а га тенг булган мунтазам октаэдрга ички ва 

ташки чизилган шарларнинг радиусларини топинг.
286. Сферага ички ва ташки чизилган мунтазам тетраэдрлар 

дажмларининг нисоатини топинг.
287. Тетраэдрга ички ва ташки сфералар чизилган. Шу сфера- 

лар сиртларининг нисбатини топинг.
288 Шарга тенг томонли конус ички чизилган. Бу жисмлар 

дажмлдрининг ва сиртларининг нисбатларини топинг.
289. Шарга баландлиги унинг радиусига тенг булган цилиндр 

ички чизилган. Цилиндрнинг сирти шарни бир неча булакларга 
булади. Хосил булган фигураларнинг дажмларининг нисбатини 
топинг.

29J. Конус баландлигининг унга ташки чизилган шар радиуси
га нисбати q га тенг. Бу фигуралар дажмларининг нисбатини то
пинг.

291. Конусга шар ички чизилган. Конус тула сиртининг шар 
сиртига нисбати уларнинг дажмларининг нисбати каби эканлигини 
исботланг.

292. Конусга шар ички чизилган. Шар сиртининг конус асоси
нинг юзига нисбати 4 :3 .  У к кесим конус учида досил киладиган 
бурчакнинг катталигини топинг.

293. Баландлиги h асос айланасининг радиуси г булган конус
га ички чизилган шар дажмини топинг.

294. Кубнинг кирраси а га тенг. Уки кубнинг диагонали би
лан устма-уст тушувчи дамда кубнинг кчрраларига уринувчи ци
линдрик сирт асосининг радиусини топинг.

295. Кирраси а га тенг булган мунтазам тетраэдр цилиндрга 
шундай ички чизилганки, унинг карама-карши икки кирраси ци
линдр асосларининг диаметри булиб хизмат килади. Цилиндрнинг 
дажмини топинг.

296. Кирраси а га тенг булган куб цилиндрга ички чизилган. 
Цилиндрнинг дажмини топинг.

297. Кирраси а га тенг булган мунтазам октаэдр цилиндрга 
ички чизилган булиб, бунда октаэдрнинг иккита карама-карщи 
учи цилиндр асосларига ички чизилган. Цилиндрнинг дажмини 
топинг.

298. Тенг томонли конусга ички чизилган икки шарларнинг 
бири конуснинг ён сиртига ва асосига уринади, иккинчиси эса ко
нуснинг ён сиртига ва биринчи шарга уринади. Шарлар дажмлари- 
нинг нисбатини топинг.

299. Кесик конусга шар ички чизилган. Кесик конус дажми- 
нинг шар дажмига нисбати 13:6. Конус ясовчисининг асос текис
лиги билан ташкил этган бурчагини топинг.

300. Конуснинг баландлиги Л га, шу баландлик билан ясовчи 
ташкил этган бурчак а га тенг. Маркази конус ичида жойташган 
дамда конусни иккита тенгдош фигурага ажратувчи сферанинг 
радиусини топинг.
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301. Тетраэдрнинг ён кирралари Узаро тик булиб, узунликла
ри а, о, с га тенг. Тетраэдрнинг дажми ва унга ташки чизилган 
сферанинг радиусини топинг.

302. Конус цилиндр билан умумий асосга эга булиб, учи ци
линдр иккинчи асосининг марказига жойлашган. Цилиндрнинг ва 
конуснинг тула сиртларининг нисбатлари 7 :4 .  Конуснинг уки би
лан яговчиси орасидаги бурчакни топинг.

303. Баландлиги h га тенг булган конуснинг ён сиртини г и т  
нисбатда булувчи (нисбат конус учидан дисоблансин) сферанинг 
диаметри конус баландлигига тенг. Кснус радиусини топинг.

304. Баландлиги конус асосининг радиусига тенг булган ци
линдр конусга ички чизилган булиб, цилиндр тула сиртининг ко
нус асос юзига нисбати 3 :2 .  Конуснинг уки ва ясовчиси орасида
ги бурчакни топинг.

305. Асоси тугри бурчакли учбурчак булган турри призмага 
шар ички чизилган. Асосда турри бурчак учидан гипотенузага 
туширплган баландлик h катетларининг бири билан а бурчак до
сил килади. Призманинг дажмини топинг.

Зиб. Учбурчакли мунтазам пирамидага шар ички чизилган б у 
либ, пирамида дажмининг шар дажмша нисбати 2 7 | /3 :4 5  га тенг. 
Пирамида ён ёгининг асос текислиги билан досил килган бурча- 
гини топинг.

307. Асоси уткир бурчаги а булган ромбдан иборат булган 
пирамидага г радиусли шар ички чизилган. Пирамида ён ёклари 
асос текислиги билан fi бурчак ташкил этади. Пирамиданинг даж
мини топинг.

308. ABCD учбурчакли пирамидада DA, DB ва DC кирралар 
узаро тик булиб АВ=ВС=а,  BD=b.  Пирамидага ички чизилган 
шар радиусини топинг.

309. Мунтазам туртбурчакли пирамидага ташки чизилган шар 
радиуси унга ички чизилган шар радиусидан уч марта катта. Пи
рамиданинг ён ёри билан асос текислиги орасидаги бурчакни ти- 
пинг.

310. Шарга ташки чизилгадл конуснинг тула сирги шар сирти- 
дан п марта катта. Шар дажмининг конус дажмига нисбатини то
пинг.

311. Радиуси R  га тенг булган шарга ташки чизилган кесик 
конус тула сиртининг шар сиртига нисбати т га тенг. Кесик ко
нус асосларининг радиусларини топинг.

311. Шарга ташки чизилган конуснинг тула сирти шар сирш- 
дан п марта катта. Кг нус ясовчисннинг асос текислиги билан таш
кил килган бурчагини топинг.

313. Конуснинг баландлиги унга ички чизилган шар радиуси
дан тург марта катта. Конуснинг ясовчиси b га тенг. Конуснинг 
ён сирти ва унга ташки чизилган шарнинг радиусини топинг,

314. Ён ёклари квадрат булган учбурчакли мунтазам призма 
R радиусли шарга ички чизилган. Призма киррасининг узунлиги- 
ни топинг.

315. ABCD учбурчакли пирамиданинг П учидаги барча текис 
бурчаклари тугри. Шу пирамидага ташки чизилган шарнинг мар
кази, АЬС учбурчакнинг огирлик маркази дамда D нукта бир тур
ри чизикда ётишини исботланг.

316. Тетраэдрнинг карама-карши кирралари узаро перпенди
куляр. Карама-карши кирраларнинг уРталаРини бирлаштирувчи
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дар бир кесма шу тетраэдра ташки чизилган шарнинг радиусига 
тенг эканлигини исботланг.

317. Бир учига жойлашган текис бурчаклари тугри булган 
тетраэлрга ички ва ташки шарлар чизилган. 2R : л>3(1 +  / 3 )  эка
нини исботланг.

318. ABCD тетраэдрга г радиусли шар ички чизилган, Бу шар
га уринувчи ва ёклари:а параллел булган текисликлар ABCD тет- 
раэдрдан туртта тетраэдр ажратади. Шу тетраэдрларга ички чи
зилган шарлар радиуслари ги г2, г3, г4 булсин. гх+ г 2 +  л3+  г4—2г 
вканини исботланг.

319. Туртбурчакли мунтазам пирамидага куб куйидагича ички 
чизилган: кубнинг туртта учи пирамиданинг ён кирраларида ётади, 
колган туртта учи пирамида асосида ётади. Агарда кубнинг *аж-

4
ми Vu пирамиданинг дажми V  булса, Vi< — V  эканини исботланг.

320. Кесик конуснинг ясовчиси ён сирти юзига тенгдош бул
ган доиргнинг радиусига тенг. Бундай кесик конусга шарни ички 
чизиш мумкин эканлигини исботланг.

321. Кесик конуснинг баландлши унинг асосларининг диаметр- 
лари орасида урта пропорционалдир. Бундай кесик конусга шарни 
ички чизиш мумкин эканлигини исботланг.

322. Туртбурчакли мунтазам пирамидага ички ва ташки чизил-
R

ган шарлар радиуслари г ва Л булсин. —> | / 2 + 1  эканини исбот

ланг.
323. Ту'ртбурчакли мунтлзам пирамиданинг ён ёги асос текис- 

лши билан а бурчак ташкил этади. Пирамидага ички чизилган 
шарнинг радиуси г га тенг. Шар марказидан пирамида асосига 
параллел утказилган текислик досил килган кесим юзини топинг.

324. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг баландлиги h га, учи- 
даги текис бурча!и а га тенг. Пирамидага ташки чизилган шар 
радиусини топинг.

325. Хажми V га тенг булган конусга ички чизилган пирами
данинг асоси уткир бурчаги а булган тугри бурчакли учбурчакдан 
иборат. Пирамиданинг дажмини топинг.

326. Кирраси а  га тенг булган кубга цилиндр кунидагича ички 
чизилган: цилиндрнинг уки кубнинг диагоналида ётаци, цилиндр
нинг дар бир асоси кубнинг учта учи оркали утувчи текисликлар- 
да ётади. Цилиндрнинг ён сиртини топинг.

327. Учбурчакли мунтазам пирамидага R радиусли шар ташки 
чизилган. Пирамиданинг учидагн текис бурчаги а булса, унинг ён 
Кирраси узунлигини топинг.

328. Ён киррасида1и икки ёкли бурчаги 2 а булган учбурчакли 
мунтазам пирамидага шар ташки чизилган. Пирамида дажмининг 
шар да-кмига нисбатини топинг.

329. Пирамиданинг асоси томони а ва уткир бурчаги а булган 
рочбдан иборат. Асосида жойлашган икки ёкли бурчакларнинг 
Лар бири if га тенг. Шу пирамидага ички чизилган шар дажмини 
топинг.

330. Шар конуснинг учидан Утиб, унинг асосига уринади. Ко
нуснинг тУла сирти щар сиртидан икки марта катта эканлигини 
исоотланг. Уларнинг хажмлари кандай нисбатда булади?

331. Конуснинг ясовчиси асос текислши билан а бурчак таш-
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кил этади. Шу конусга шар ташки чизилган. Конус ^ажмининг 
шар дажмига нисбатини топинг.

ЗЗЛ ABCD тетраэдрда /Ш =6, C D = 8 булиб, долган циррала- 
рининг узунликлари ^74 . Тетраэдрга ташци чизилган шарнинг 
радиусини топинг.

333. Учбурчакли мунтазам пирамидага R радиусли шар ички 
чизилган. Пирамиданинг ён кирраси асоснинг томони!а тенг. Пи- 
рамиданинг х;ажмини топинг.

334. Кирраси а га тенг булган мунтазам тетраэдрга ички чи
зилган тенг томонли цилиндрнинг баландлигини топинг.

335. Цилиндрнинг ук кесими томони а га тенг булган квадрат. 
Шу цилиндрга ички чизилган туртбурчакли мунтазам пирамида
нинг ён ва тула сиртларини топинг.

33S. Радиуси R булган шарга туртбурчакли мунтазам пирами
да ички чизилган. Агар бу пирамида асосига таищи чизилган ай- 
ланинг радиуси г га тенг булса, пирамиданинг ^ажмини топин*.

337. Цилиндр ва шар берилган Цилиндр асосининг ва шар
• катта доирасининг радиуслари тенг. Цилиндр т^ла сиртининг шар
сиртига булган нисбати т: п.  Уларнинг ^ажмлари нисбатини то
пинг.

338. Цилиндрнинг баландлиги асосининг радиусига тенг бу
либ, унинг узунлиги а га тенг. Цилиндр уки орцали бошка цилин
дрик сирт утказилган булиб, бу сирт берилган цилиндрни икки 
булакка, унинг асоси эса берилган цилиндр асосининг айланасини 
узунликлари 2 :1  нисбатда булган иккита ёйга булали. Цилиндр 
катта булагининг ён сиртини ва хажмини топинг.

339. Конус ва ярим шар радиуси Я ia тенг булган умумий 
асосга эга. Агар конуснинг .%ажми ярим шарнинг дажмига тенг 
булса, кону.'нинг ён сиртини топинг.

34Э. Радиуси R булган ярим шарга куб шундай ички чизил- 
ганки, унинг туртта учи ярим шарнинг асосида ётади. колган 
туртта учи эса унинг сферик сиртига жойлашган. Кубнинг ^ажми- 
ни ^исобланг

341. IIJар сегментига ички чизилган конуснинг ён сирти бу 
сегмент асосининг юзи билан vuinir ён сирти ораспда урта про- 
порционал микдор эканлш пни исботланг.

342. Уч бурчакли пирамиданинг ён кирралари а, Ь, с га тенгг 
учидаги барча текис бурчакларп 90° дан. Бир учи пирамида учила, 
yHia царши ётган учи эса пирамида асосида ётган ички чизилган 
кубнинг томонини топинг.

343. Ярим шар-а ички чизилган конус у билан умумий асосга 
эга, ташки чизилган конуснинг асоси эса ярим шарнинг асос те- 
кислигида ётади. Ташки чизилган конуснинг Vk кесими тугри 
бурчакли учбурчак. Ярим шарнинг сирти конуслар ён сиртлари- 
нинг орасида урта пропорционал эканлигини исботланг.

344. Шарга тенг томонли конус ва тенг томонли цилиндр таш- 
ци чизилган булса, =  Sm • SK ва V£ =  Vm-V K ларни исботланг.

345 Агар икки конус умумий баландликка ва параллел асос- 
ларга эга булса, у долда уларнинг умумий булагининг *ажми лар 
бир конус ^ажмининг туртдан бирига тенг булишини исбот килинг.

346. Ук кесими квадрат булган цилиндрга учлари цилиндр 
Укининг уртасида булган иккита конус ясалган. Агар цилиндрнинг 
баландлиги ‘гк га тенг б?лса, конусларнинг тула сиртлари йигин- 
дисини ва лажмлари йипшдисини топинг.

237



347. Шар, ук кесими квадрат булган цилиндр ва конус берил- 
ган. Цилиндр ва конус бир хил асосга эга, уларнинг баландиик* 
лари эса шар диаметрига тенг. Цилиндр, шар ва конус дажмлари 
цандай нисбатда булади?

348. Агар шар секторини чегараловчи конус сиртнинг юзи Q 
га, сферик сегмент сиртнинг юзи эса S га тенг булса, шар секто- 
рининг дажмини топинг.

349. Радиуси R  булган шарга туртбурчакли мунтазам пира
мида ички чизилган булиб, бунда гшрамиданинг асоси унга тик 
булган радиусни тенг иккига булади. Шар сиртини аницланг.

350. Радиуси R га тенг булган шарга п бурчакли мунтазам 
пирамида ички чизилган. Агар пирамида энг катта ^ажмга эга 
булса. унинг баландлигини топинг.

351. Радиуси R  га тенг булган шарга п бурчакли мунтазам 
призма ички чизилган. Агар призма энг катта дажмга эга булса, 
унинг баландлигини топинг.

352. Кубнинг кирраси а га тенг. Кубнинг бир циррасининг 
учларидан утувчи ва унга карши ётган циррадаги икки ёцли бур- 
чакнинг ё^ларига уринувчи шарнинг радиусини топинг.

353. Кирраси а га тенг булган иккита бир хил куб берилган. 
Агар биринчи куб Узининг ёкларидан бирининг урта чизиги атро- 
фида 90° га бурилса, у х,олда у иккинчи куб билан устма-уст ту- 
шади. Бу кублар умумий булагининг хажмини топинг.

354. Кубнинг деч бир иккитаси бир киррада ётмайдиган турт- 
та учи каралмовда. Бу туртта учининг дар учтаси оркали кесувчи 
текисликлар утказилган. Шу усул билан кесиб ташлангандан сунг 
кубнинг цолган цисмининг дажмини топинг. Кубнинг кирраси а га 
тенг.

355. Кубнинг умумий учга эга булган дар учта циррасинииг 
охирларида жойлашган учта учи оркали текисликлар утказилган. 
Агар кубнинг кирраси а га тенг булса. бу текисликлар билан 
чегараланган жисмнинг дажмини топинг.

о56. Кирраси а га тенг булган иккита бир хил куб икки ца- 
рама-карши ёцларининг уртасини туташтирувчи умумий кесмага 
зга, лекин бир куб бу кесма атрофида иккинчисига нисбатан 45° 
га бурилган. Бу кубларнинг умумий булагининг дажмини дамда 
<5у кублар бирлашмасидан досил булган жисмнинг дажмини топинг.

357. Кирраси а га тенг булган иккита бир хил кубнинг диаго- 
наллари битта тугри чизикда ётади. Иккинчи кубнинг учи биринчи 
кубнинг маркази билан устма уст тушади дамда иккинчи куб диа
гонали атрофида биринчи кубга нисбатан 60° га бурилган. Бу 
кубларнинг умумий булагининг дажмини топинг.

358. Кирраси а га тенг булган иккита бир хил куб карама- 
карши кирраларининг урталарини туташтирувчи умумий кесмага 
эга, лекин бир куб бу кесма атрофида иккинчисига нисбатан 90° 
га бурилган. Бу кубларнинг умумий булагининг дажмини топинг.

359. Кирраси а га тенг булган иккита бир хил куб умумий 
диагоналга эга, лекин бир куб диагоналга унинг атрофида иккин
чисига нисбатан 60° га бурилган. Бу кубларнинг умумий булаги
нинг дажмини топинг.

360. Мунтазам тетраэдр ёцларининг марказлари янги тетраэдр- 
нинг учлари булиб хизмат килади. Уларнинг сиртлари нисбатини 
ва дажмлари нисбатини топинг.

361. Кирраси а га тенг булган иккита мунтазам тетраэдр 
умумий баландликка эга, лекин бир тетраэдр бу баландлик атро-
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фида иккинчисига нисбатан 60° га бурилган. Бу тетраэдрларнинг 
умумий булагининг дажми ва сиртини топинг.

362. К и р р а с и  а га  т е н г  бу лг ан  и к ки т а  му н та з а м  т е т р а э д р  у м у -  
мий б а л ан д ли к ка  эга,  л екин  б и р и ни нг  у ч и  и кк ин чн с ин и нг  а с о с и -  
нинг  марказидп  ва а ксинч а  ж о йл а ш г а н .  А с о с л а р д а  ж о й л а ш г а н .  
у ч б у р ч а к л а р ш ш г  т о мо н ла р и  па р а л л ел .  Б у  т е т р а э д р л а р  у м у м и й  
б } ' л а г ш и н г  х а жмн н и  т о пинг .

363.  К и р р а с и  а га т е н г  б улг ан  и к к и т а  м у нт а з а м  т е т р а э д р  
ц а р а м а - к а р ш и  к и р р а л а р и н и нг  у р т а л а р и н и  б и р л а ш т и р у в ч и  у м у м и й  
к е с м аг а  эга ,  л екин  би р  т е т р а э д р  и к к и нч и с и г а  н и сб а т а н  90° га  Су- 
р илг а н .  Б у  т е т р а э д р л а р н и н г  у м у м и й  б у л а г и ни н г  ^ а ж м и н и  т оп ин г .

364.  К и р р а с и  а га т е н г  бу л га н  и к к ит а  му нт а з ам  т е т р а э д р  у м у 
мий б а л а н д л и к к а  эга,  л ек и н  б и р  т е т р а э д р  б у  б а л а н д л и к  а т р о ф и д а  
и к ки нчи си г а  н и сб а т а н  30° га б у р и л г а н .  Б у  т е т р а э д р л а р н и н г  у м у 
мий  б у ла г ин ин г  цажмини  топинг .

Зо5.  К и р р а с и  а га тенг  булган  и к к и т а  м у нт а з ам  т е т р а э д р  у м у 
мий б а л ан д ли к ка  эга,  л екин  бир ин ин г  у чи  и к к и н ч и с и н и н г  а с о с и -  
нинг  м а р к а з и д а  ва  ак си нч а  ж ой л а ш г а н .  Б и р и н ч и  т е т р а э д р н и н г  
а с о си  и кк и нч и  т е т р а э д р  асосиг а  ни сб а т ан  60° га б у р и л г а н .  Б у  
т е т р а э д р л а р ч и н г  у м ум ий  б у л аг и ни н г  .%ажмини топинг .

366.  И к к и т а  мунт а з а м  т е т р а э д р  и кк и  ёги билан  ш у н да й  б и р-  
л а ш ти р ил г а н к и ,  н а т и ж а д а  у л а р  и кк и л ан г а н  п и р а м и д а  досил  к и ла -  
ди.  Б у  и к к и л а н ' а н  п ир а м ид а  о л т и т а  ён  ё ^ л а р и н и н г  м а р к а з л а р и  
у ч б у р ч а к л и  т у г р и  п ри зм ан ин г  у чл ар и  д е б  к а б у л  к и ли н г а н .  А г а р  
т е т р а э д р н и н т  к и р р а с и  а г а  т е н г  б ул са ,  до сил  б у л г а н  п р и з м а ни н г  
^ а ж м и н и  топинг .

367.  А с о с  а й л ан ас ин ин г  р а д и у с и  г  бу л га н  у чт а  т е нг  томо н ли  
к о н у с  к у й и д а г и ч а  ж о й л а ш т и р и л г а н :  у л а р н и н г  д а м м а с и  у м у м и й  
у ч г а  эга,  д а р  н к к и т а с и  у м ум ий  я с о в ч и г а  эга .  У ч л а р и  у ч д а  ва ко-  
н у с л а р  а с о с л а р и н ин г  м а р к а з л а р и д а  ё т г а н  п п р а м и д а н и н г  . \ а жмини  
топинг .

365. Фазода умумий учга эга булган п та конус жойлаштирил
ган булиб, уларнинг иккитаси умумий ясовчига эга. Конуснинг 
учила! и кесимда досил булган бурчакни топинг.

36Э. Туртбурчакли мунтазам пирамидага ички ва ташки чизил- 
ган шарларнинг марказлари устма-уст тушади. 11ирамиданинг учи- 
даги текис бурчагини топинг.

370. Радиуслари R ва г булган икки ташки уринувчи шарлар- 
га конус таш^и чизилган. Бу учала жисмлар билан чегараланга» 
фигуранинг дажмини топинг.

371. Радиусларининг нисбати Р  га тенг булган икки шар уза- 
ро уринади. Бу шарлар конусга куйидагича ички чизилган: шар
ларнинг марказлари конус Укида жойлашган булиб, биринчи шар 
конуснинг ён сиртига, иккинчиси унинг асоси ва ён сиртига ури
нади. Шарлар сиртлари йигиндисининг конуснинг тула сиртига 
нисбатини топинг.

372. Радиуслари R  ва г булган икки шар узаро ташки урина
ди. Бу шарлар конусга куйидагича ички чизилган: биринчи шар 
конуснинг асосига ва ён сиртига уринади. Шарларнинг конус ён 
сиртига уриниш айланалари кесик конуснинг асослари булиб хиз- 
мат килади. Шу кесик конуснинг ён сиртини топинг.

373. Ук кесимининг учидаги бурчаги а га тенг булган конусга 
сфера ички чизилган. Сферага конусга ухшаш булган конус ички 
чизилган. Агарда биринчи конус ^ажмининг иккинчи конус даж-
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мига нисбати а га тенг булса, а бурчакнинг катталигини топинг. 
л  нинг цандай кийматларида масала ечимга эга?

374. Баландлиги Ю см булган тенг томонли конуснинг асоси 
Т  текисликда ётади. Узаро уринувчи тенг шарлар Та текисликка 
ва конуснинг ён сиртига уринади. Бу шарларнинг радиусларини 
топинг.

375. Конусга бешта тенг шар жойлаштирилган булиб, булар- 
дан турттаси конус асосида ётиб, лар бири боцща иккитасига ва 
конуснинг ён сиртига уринади. Бешинчи шар конуснинг ён сир
тига ва дастлабки туртта шарга уринади. Агариа шарларнинг 
радиуслари г га тенг булса, конуснинг ^ажмини топинг.

376. Баландлиги 4 см, асос айланасининг радиуси 3 см булган 
конуснинг асоси Т„ текисликда ётади. Олтита тенг шарларнинг 
дар бири иккита кушнисига, Та текисликка ва конуснинг ён сир
тига уринади. Шарларнинг радиусини топинг.

377. Радиуслари /•, булган иккита шар ва радиуслари г3 бул- 
тан иккита шар 7а текисликда цуйидагича жойлаштирилган: шар
ларнинг з а̂р бири долган учтасига ва Та текисликка уринади.
Гх : Г2 ни топинг.

378. Радиуслари R га тенг булган учта шар Та текисликда 
•ётади ва з а̂р бири колган иккитаси билан уринади. Берилган шар- 
ларга ва Т а текисликка бир вактда уринувчи шарнинг радиусини 
топинг.

379. Радиуси R  га тенг булган битта шар ва радиуслари г  га 
тенг булган иккита шар Та текисликда ётади ва узаро уринади. 
Берилган шарга ва Та текисликка бир вактда уринувчи шарнинг 
радиусини топинг.

330. Радиуслари г га тенг булган туртта шар Та текисликда 
куйидагича жойлаштирилган: уларнинг марказлари томони а га 
тенг булган квадраг ташкил этади. Бу туртала шарга устки то- 
мондан уринувчи бешинчи шарнинг радиуси R  га тенг булиб, у 
Та текислик билам умумий нуцтага эга эмас. Бешинчи шарнинг 
энг юкори нуктасидан Та текисликкача булган масофани топинг. 
а, г, R  лар орасида ^андай муносабат бажарилганда масала ечим
га эга?

381. Радиуслари R  га тенг булган туртта шар Та текисликда 
^уйидагича ётади: булардан учтаси узаро уринади, туртинчиси 
эса бу учта шарнинг иккитасига уринади. Буларнинг устига ради
услари г  га тенг булган УзаР° уринувчи икки шар цуйилган бу
либ, буларнинг х,ар бири учта катта шарга уринади. Катта ва 
■кичик шарлар радиуслари нисбатини топинг.

382. Цилиндрнинг ичига радиуси 4 см булган иккита шар ва 
:радиуси 5 см булган битта шар куйидагича жойлаштирилган: *ар 
бир шар цолган иккитасига, цилиндрнинг ён сиртига ва цилиндр 
дсосларининг бирига уринади Цилиндр асосининг радиусини то- 
яинг.

333. Асосининг радиуси R га тенг булган цилиндрга k та тенг 
шарлар цуйидагича жойлаштирилган: \ар бир шар цилиндрнинг 
ён сиртига пасгки асос текислигига ва иккига шарга уринади. 
Сунгра уша радиусдаш k +  1- шар олиниб, у цилинлрнинг 
устки асосига ва олдин жойлаштирилган ft та шарнинг ^аммасига

240



бир вацтда уринадиган килиб жойлаштирилган. Цилиндрнинг *аж- 
мини топинг.

384. Кирраси а га тенг булган мунтазам тетраэдрга туртта 
тенг шар цуйидагича жойлаштирилган: *ар бир шар цолган учта- 
сига ва тетраэдрнинг учта брига уринади. Бу шарларнинг радиу- 
сини топинг.

Ечилиши мураккаброц булган масалалар

Юкоридаги бобларда  берилган мисол ва м асалалар- 
ни ечиш усул  ва м етодлари  билан таниш илди. Б у  ме- 
т одл арн и нг  мисол ва м асалаларнинг берилиш ига  караб 
рационал танланиши ва татбик килиниш и мисол ва 
масалалар  е ч и ш д а  му^им а^ам иятга  эгадир.  Ш унинг 
учун  берилган ^ а р  бир масалани та^л и л  килиш ва 
ун д а  катнашаёгган  математик цонуниятларнинг маз- 
муни, мацсади ва узаро  борли^лигини ани^лаш нати- 
ж асид а  бу масалани ечи ш алгоритми аник-ланади ва 
ш у алгоритм асосида масалани ечилади.  Бу уринда 
бери лган  масала уз шартида  к;андай математик богла- 
нишни саклаётганлигини ани клаш ва уни синтез килиш 
му^имди р.  Бу  булимда келгир илг ан вариантлар мисол- 
ла р  ва масалаларни ечишда укув чилар  узларининг  ма- 
тематикадан билим ва малакаларини унумли ишлатиб-  
гина нолмасдан,  математикани урганиш сокасида яня 
5{ам ч ук у р р о к  математик ва мантикий тафа ккург а  эга 
булишлари мумкин. Бундан ташцари улар  юцорида 
куриб утилган масалаларни ечиш методлари буйича 
олган  билимларини янада бойитадилар  ^а мда  такомил-  
лаштир ад ила р .

1- в а р и а н т

1. Соддалаштиринг:

/  1 +  l — ~x , 1— / Т ^ х  \ 2 ;еа - 1  л---------
------------ 7 =  + -------  г ____  — ~—  +  / 1 -  х \

\  1— X -f- \ f  1 — X  1 -{- X — 1 -f“ x  j  ^

2 Асосининг томони а булган учбурчакли мунтазам призма
асосининг бир юмони буйича асос текислиги билан а. бурчак ташки,;
этувчи текислик утказилган булса, призманинг текислик билан
кесилгандан цолган булагининг ён сиртини топинг.

3. Тенгламани ечинг:

9 |0g«*a +  io g / f  2 / 2  =  0,5 (9l0^ x+1 -  9 1ог!5Д:).

4. Тенгламани ечинг: s in2jc +  3cos2x  =  4sin xcos.vr.
5. у =  у  1— x'J эгри чизи^нинг О Х  уц атрофида айланишидаи

^осил булган шакл дажмини топинг.
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2 - в а р и а н т

36 15 я  4
1. Айниятни исботланг: a rcco s— —arccos — = -------a rc s ln —.

-5 17 2 5
2. Турист икки ша.\ар opacnaaiH масофани 3 кунда босиб

утди. У биринчи купи бутун йулнинг — цисмини ва яна 60 км,
5

иккинчи куни бутун йулнинг — цисмини ва яна 2 0  км, учинчв

23
куни эса бутун йулнинг — кисмини ва долган 25 кмни босиб 

80
Утди. Шацарлар орасидаги масофани топинг.

/Зл \
3. Тенгламани ечинг: — sin (2® — х)  =

sec х  — cos х
—  cosec х.

2
4. х у + 3 = 0 ,  З у +  х  =  0, х =  — \ чизи^лар билан чегараланга» 

юзани топинг.
5. Тенгсизликни ечинг: у/~ 9Л +  Зд — 2 >  9 — 3-*.

3- в а р и а н т

1. Туртбурчакли мунтазам пирамида асосининг томони I ва 
асосида!И икки ё^ли бурчаги а булиб, шу пирамидага шар жой- 
лаштирилган булса, унинг марказидан пирамида ён циррасигачз 
булган масофани топинг.

2. Тенгсизликни исботланг: lg  (л +  1) >  —  +  lg /i;  n £ N .
10 п

3. Айниятни исботланг:

s in 2 (Зд — 4а) +  4 cos2 к — 2а j  — ‘4
5 ~ ч -------c tg 42«- ‘

c° sJ( — — 4а j  — 4cos2^2* — —

/
3 —2х 
l og2 <  1.

тс 2jc 14п
5. Хисобланг: cos —  cos — . . .  cos — .

15 15 15

4 - в а р и а н т

1. Соддалаштиринг: sin* ^arctg — — arc tg  f —

1 2
2. 7 — минутда довуздаги сувнинг — ^исминн чицариб таш-

лаши м у м к и н  б у л г а н  н а с о с  0,15 с о а т  и ш л а г а н и д а н  с ^ н г  т у х т а б  
д о л д и .  Агар н а с о с  т у х т а г а н д а н  к е й и н  д о в у з д а  25 м3 с у в  долган 
б у л с а ,  д о в у з н и н г  c h f h m h h h  т о п и н г .
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3. Тенгламани ечинг: (а1°еьх)2 — 5 х 1°гьа + 6  =  0.
4. Тенгсизлиьни ечинг:

х» • 2х +  9 (,х +  2) 2х +  8* а <  (х  +  2) 2™ +  9х2 2х  +  18л: +  16.

5. у = х г, х =  —1 ва х  =■ 1 чизи^лар билан чегараланган юзани 
топинг.

5 - в а р и а н т

1. Соддалаштиринг ва дисобланг:

( £ + Л  +  2 )( . [ ( „ _ »  +  £ ) (  _ г _  +  _ J _ U
\ Ь  а ) \  2а а +  bj  [_\ а / \ а  +  b a — b j \

б у  ерда а =  0,75, b  — 1 — .
и

2. Асоси тенг ёнли учбурчак булган пирамида асосининг тенг 
внлари орасидаги бурчак а ва периметра 1 р  булиб, ён ёклари 
асос текислши билан ? бурчак ташкил этса, пирамида ^ажминя 
топинг.

l g r+ 7

3. Тенгламани ечинг: х  4 = 1 0 1гдг̂ "1.
4. Тенгламани ечинг: sin х  +  cos х  =  cosec х.

jf3_4лг -f- 5 1
5. Агар F' {х) = ------------------ ва ^ ( l )  — —- булса F(x)  ни то-

JC О
ПИНГ.

6 - в а р и а н т

1. 60 т юкни бир жойдан иккинчи жойга олиб бориш учун 
бир неча машина сураб олинди Йулнинг бузуклиги сабабли з^ар 
бир машинага мулжаллашанидан 0,5 т кам юк ортилди ва шунинг 
учун яна кушимча 4 та машина сураб олинди. Аввал нечта ма
шина сураб олинган эди?

2. Тенгламани ечинг:
lg (6  • 5* +  25 • 20-1) =  х  +  lg 25.

3. Агар А, В, С  лар учбурчак бурчаклари булса

sin С  п *------------------=  tg А +  tg  В  эканини исботланг.
cos Д cos В

2 { х - А )  1
4. Тенгсизликни ечинг: --------------- — > ------г.

(л:—1) (jc—7) х —2
х 2

5. у =  ~ , у — х  =  4 чизи^лар билан чегараланган юзани ^и- 

собланг.

7- в а р и а н т

1. O f m 3  параллелепипеднинг асоси томонлари а ва Ь булган 
тугри туртбурчак булиб ён кирраси с га тенг ва асосининг томон
лари билан а уткир бурчак ташкил цилса, унинг *ажмини топинг.
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2. Тенгламани ечинг:

lo g , (х  +  2)2 -  3 =  log  ( (4 — х)з +  log f (jc +  6)3.

т  т  т
8 . Тенгламани ечинг:

4 cos2*  +  2 sinаjc =  3 sin 2x.

4. Тенгсизликни ечиш-:

- f  x —6 — ■ / 10—л: > 1. 

— 3
5 . y = --------- функция графигига x  =  1 нуцтада уринувчи

x 2
уринма тенгламасини тузинг.

8 - в а р и а н т

1. Орасидаги масофа 30 км булган А ва В  туристик базалар- 
дан икки группа ёш туристлар бир-бирларига на раб йулга чи^иш- 
лари керак. Агар биринчи группа иккинчисидан 2 соат олдив 
й^лга чи^са, у долда улар иккинчи группа йулга чикцанидан 
2,5 соат кейин учрашишади. Агар иккинчи группа биринчидан
2  соат олдин йулга чикса, у долда учрашув биринчи группа йулга 
чивданидан 3 соат кейин содир буладн. Хар бир группа турист- 
лари кандай ^ртача тезлик билан келаётир?

2 Тенгламани ечинг: log3x  +  log _ х  — log х  «= 6 .
V  х _

з
3. Агар берилган учбурчак медианалари бир нуктада кесиши- 

ши маълум булса, у долда кесишиш ну^тасида бу м ед иан ал ар 2 ! 1 
нисбатда булинишини исботланг.

4. Тенгламани ечинг:
cos1*  +  sin*.*: — 4 sin х  cos x  +  3 sin2*  cos2*  =  0.

6 * 2 — x 4
5. у  — -------------  функциянинг досиласини ва критик нуцтала-

рини топинг.

9 - в а р и а н т

1. Асоси учбурчак булган V дажмли пирамида конусга жой- 
лаштирилган. Агар пирамида асосининг иккита бурчаги а ва j£ 
булса конуснинг дажмини топинг.

з
2. Тенгламани ечинг: з ' 0®3* =  х'°%зХ '
3. Тенгламани ечинг:

cos2.* (1 +  ctg  х)  — 3
-------------------------------- =  3 cos х.

sin X — cos X

4. Тенгсизликни ечинг:

/ 9 * _  зх+2 >  З* -  9.
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5. Молнинг нархини олдин 20% га, кейин янги нэрхини яна 
15% га ва oxwpiH дисоботдан кейин яна 1 0 % га арзонлаштириш- 
ди. Молнинг биринчи ба^осини даммаси булиб неча процентга 
арзонлаштиришган?

1 0 - в а р и а н т

1. Ён кирраси асос текислши билан а бурчак ташкил ^илувчи 
мунтазам учбурчакли пирамида R радиусли шарга жойлаштирил
ган булса, шу пирамида х,ажмини топинг.

2. Икки бригада бир вацтда ишлаб, ер участкасига 12 соатда 
ишлов бериб булишди A iap  бригадаларнинг ишлаш тезликлари 
нисбати 3 : 2  булса *ар бир бригаданинг ёлгиз узи шу ер участ
касига неча соатда ишлов бериб булади?

3. Тенгсизликни ечинг: —------ >  — т ,------ .
2 + 3  2  +  — 1

4. Тенгламани ечинг:
s ina 2 .« +  s in2 3x =  sin2 i x  +  sin2 5je.

5. Агар F' (x ) «= 4л.3—л:-)-8 ва F(2) =  32 булса F(x) ни топинг.

11- в а р и а н т

1. Мунтазам учбурчакли пирамидада асоси икки томонининг 
ва ён циррасининг урталаридан утувчи дамда асос текислиги 
билан а бурчак ташкил этувчи текислик утказилган булиб у пира
миданинг ён ёгига параллелдир Агар шунда х,осил булган кесим 
юзи S  булса пирамида ,\ажлш|и топинг.

2. Тенгламани ечинг:

logv T  А' (i0? , 5 >/  +  lo ^v/5 5 | / "^^ =  6'

3. Икки ишчи бир сменада биргаликда 72 та деталь тайёр- 
лашди. Иш унумини биринчи ишчи 15% га, иккинчиси 25% га 
оширгандан сунг, улар бир сменада биргаликда 86  та деталь тай- 
ёрлайдиган булдилар. Иш уиуми ошгандан сунг дар бир ишчи 
бир сменада нечтадан деталь тайёрлаган?

4. Тенгсизликни ечинг

5. Тенгламани ечинг:

. I А  +  1 _  1  А - i  ^  3 
' V  x ^ - i  V  J T T  Т '

sln8jc +  cos3*  =  1 — — sin 2

12 - в а р и а н т

1. Мунтазам туртбурчакли пирамида асосининг томони а га 
ва ён ёклари орасидаги икки ёкли бурчак а га тенг булса, пира
миданинг тула сирти ва дажмини топинг.

. V 3 t„ ? = L *2. Тенгламани ечинп 1 — sin — jcj — t g -
2

3. Берилган А В =  {3; 0; 4} ва А С = { 5, —2; 41 векторлар ABC
учбурчак томонларини аницласа у х,олда шу учбурчакнинг A N
медианасини топинг.
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4. Юк поезди йулда 12 мин тухтаб колди, кейин эса тезли-  
гини 15 км/соатга ошириб йукотилган вактни 60 км масофада ет- 
казиб олди. Поезднинг дастлабки тезлигини топинг.

qjf—2 / 2
б. Тенгсизликни ечинг: 8 *-=— > 1  +  |-=-

3 х — 2х \ 3

1 3 -в а р и а н т

1. ТУртбурчакли мунтазам пирамиданинг ён кирраси унинг 
баландлигидан т  бирликка ортиц ва улар орасидаги бурчак а га 
тенг булса, унинг тула сирти ва зажмини топинг

2. Тенгламани ечинг:

sin х  +  sin 2х  +  cos х  +  cos 2х  +  1 — 0.

3. Тенгсизликни ечинг:

logo,5 V х +  1 <  ,0ffo,s/ 4~ х* +
5

4. Турист бутун йулнинг — ^исмини автомобилда, колган
8

Кисмини эса катерда босиб утди. Катернинг тезлш и автомобиль 
твзлигидан 20 км/соат кам. Турист автомобилда катердагига кара- 
ганда 15 мин куп юрди. Туристнинг юрган йули 160 км га тенг 
булса автомобилнинг ва катернннг тезлиги канчага тенг?

5 .  Тенгламани ечинг:

( у А5 + 7 й ) Л +  ( / 5 ^ / 2 4  } * -  10 .

14- в а р и а н т

1. Мунтазам туртбурчакли пирамида учидан асоси билан <р 
бурчак ташкил цилиб асосининг томонига параллел булган текис- 
лик утказилган. Агар пирамида асосининг томони а ва текис бур- 
чаги а булса кесим юзини топинг.

2. Тенгламани ечинг:
1

sin6.* +  cos6*  — — sin2 2х.
4

3. Тенгламани ечинг:

21g2 +  (* + ^ ) 12 3 +  12 ( 3"Г +  27) - 0 ‘

4. у — х 2, у — — , у =  0, х  =  2 чизицлар билан чегараланган 

юзани топинг.
5. А  дан В  гача булган масофа темир йули буйлаб 88 км га 

тенг. Сув йули билан бу масофа 108 км гача узаяди. Поезд А дан 
теплоходга Караганда бир соат кеч йулга чикади ва В  га ундан
15 мин. олдин етиб келади. Агар поезднинг уртача тезлиги тепло- 
ходнинг уртача тезлигидан 40 км га орти^ булса поезднинг ур!ача 
тезлигини топинг.
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15- в а р и а н т

1. Агар берилган мунтазам учбурчакли пирамиданинг учндаг» 
текис бурчаги а ва асосша ташки чизилган анлананпнг радиуси f t  
булса, унинг т^ла сирти ва дажмини топинг.

2. Тенгламани ечинг:

4. Поезд t  соат т^хтаб колди. Машинист поезд тезлигини- 
т. км/соатга ошириб, кечиккан вактини S км ли масофада етказиб 
олди. Агар поезд кечикмаганда шу S км масофада кандай тезлик: 
билан даракат килган булар эди?

5. Тенгламани ечинг:

16- в а р и а н т
1. Пирамида асоси ?ткир бурчаги а булган ромбдан ибораг 

б^либ, ён ёцлари асос текислиги билан <р бурчак ташки л килса ва 
пирамида баландлиги Н  булса унинг дажминн топинг.

3. Тенгламани ечинг: sin 9л: +  sin 5х  +  2sin2je =  1.
4. Станциядан 20 мин кечйкиб чивдан поезд тезлигини жад- 

валдагидан 16 км/соатга ошириб 160 км ли йулни босиб утди ва 
кейинги станцияга уз вактида етиб келди. Поезднинг бу икки 
станция оралигида жадвал’буйича тезлиги кандай булган?

5. Системани ечинг:

Куйидаги мисол ва масалаларни энг цулай усуллардан фойда- 
ланиб ечинг:

l o g * / 5 +  lo gx5x  — 2;25 =  (lo gx /  5)а.

3. Системани ечинг:
2х  4- у2 <  0 ;
У +  1 <  0;
у  — 2х  +  3 >  0 .

2. Тенгсизликни ечинг: lo g ,- --------  >  — 2.
s * 8 - 2 x

2 . ■ / log2x  +  V  log2-* =  2 .

8. л>Лк2+ 1 5  — >Лс>/ ".*2+ 1 5  =■ 2.
4. 4 + У 26—jc2 — х
Б. У 13 — 18 tg  х  — 6  tg  х  — 3.
6 . х3 — 4 х +  & - * - / 2 х ‘ — 8х +  12 .
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7. х 2 +  у >  +  2х +  8 =  \ 2 - 2 х ,
8 . 2*а +  2л:2 — 4х +  12 =  4х + 8 .
9. З* 2 +  15jc +  2 / х'1 +  5х +  1 =  2.

10. y r lb —Xs =  4 — лт.
г_____  .._____ 6

11. / 9  — 5х -  / 3  -  лс +  - — ■■
у  3 — JC

1 1 3
1 2 .  , .  -- ----------=  =  —.

х + у х ‘+ х  X — у  Х2+ X  X

13. х 2 — 4лс +  32 =  16 / х .
2 +  х  2 — х  „ л —

14' / 2~ + / 2 + ^  +  y ^ / s T l  “  А

15. а -|/"х — \ ^ х  +  2ах  j/" х “ 7а 2 =  0.

16. - ^ - - 2 / € + J  =  3л: +  1 Г л: •

17  i / £ + i _ 2 l / i E 5  =  l
" •  Г ^ - 4  1 V х + 4  3-
18. j /5 jc  — 5 +  Ш х - 5  =  ул \5х  — 10 .

19. у ^8 +  2х  — х* >  6  — 3*.

20. 2х  +  3 <  / ~ 2 ~ 3 *  -  лез.

2 1 . ~лса+ 1ис — £ > 8 — 2 *.

22. 4 -  / Р Г с  -  / 2 ^ 3 с  >  0.
23. 2 — у л1 — л:* >  / 4—Л

24. У"-З* 2 4 - 5* +  7 — - /  Зх2 +  5х +  2 >  1.

». у / 'х + ^ +  x ~ J i  >  J -

26. а-/~х +  1 <  1; а — параметр.

27. (« +  | ) / 5 ^ < 1 .

31  ( | , 1 + 2 | л  =  з. л { ? _ + Д 7 / _ -
[ 5у +  7*  -  2. |  Зд. _  у +  2г _

26

f £  1  1  
зз. Г  г /  ' “ V * "  з 4- v л  ”  6 1

1 * +  У +  8  =  0 . |  / з  — у* =  5 .

х ‘ +  у2 +  6 л: +  2 у =  0 ,



f x + 3 x — 1
88.

87.

+
16

41.

43.

45.

47.
48.
49.

50.
51. 
52
53.
54.
55. 
56 
57. 
58

59.

60. 

61. 
62.

\ y - 4  y + 4  ya— 16 
( l U - 3 y =  1.

x- +  xy  =  15, 
y 2 +  xy  — 10 .
X  +  у  +  x y  =  5,
X 2 _|_ yS  _j_ д -у _  7_

f JC 4 - У +  2 — 13,
|  ^  +  y2 +  z !
{ У‘ =  .хг.

|  3x +  2 y +  1 >  0 ,
\  3jf + 2y — 3 <  0.

I x  — 3y +  13 <  0.
|  у -f 5 <  5x,
[ 4y +  28 >  7x- 

5 «  =  3 ‘* +  2 • 5* +  2 • 3*.

=  0 , 38.

1 ^  _L
jc +  1 +  у “  3 ’

1 1

U + l )2 y*
3 8  I -*3 +  У2 =  25 — 2л:у, 

I y(jc +  y ) =  10.
+  У2) x y  =  78,

40. / < * '  
I  x ‘ ■

91, 42.

44.

46.

f x +  у  — 2 <  0,
| 2y +  5x  >  10,
(5 *  — 2 y — 10 <  0 .
С 2 y — x  <  6 ,
| 9x  +  4y<56,
( 3 x  +  5y >  4.
log , (2 * +  у -  2 ) > logj (y +  1),

“a________  IT
У у  — 2x — 3 <  У 3 — 2x.

а 12лг—l 96jr_1 — 274* " 1 +  8 l3jr+1 =  2192.
3'g  2  . 3 lg ctgj:+ 1 .= i.

32 i+ 1  =  3 * + 2 +  У 1 — 6 • 3X +  32(дг+1).
x 2 . 2X+1 +  2 1* - 3 1 + 2  «= x 2 ■ 2 U -S | + 4 +  2X~ \

+  4 . 2°' ■ 6.
^ g x + \  _  g ig - f _  2  . 3>eAa+ 2  _

43+2cos2jt _  7  _ 41+cos2j; _  _  q_

0 .4 1 я2-дг+1  __ 6,252-1£*3.
y l  +  log3.r _  g l+ lo g j j ;  _  2 1 0  _  0 .

y \ 0g 2[2x :) log* (16*) =  log* x .̂
logs (4-v +  4) -  log 22* +  log2 (2X+1 — 3).

l° 8 s r  x  ^ lo? r  5 / 5 +  log'Vs 5j /  5 =  — / 6 .
’ / 6  "  ’ '

| л г - 1 |’«г-'г- 1̂ * = и - 1 |з.
,0§зх+7 "t" ^2* +  4x2) +  lo g 2,c ^ 3  (6 л 2 +  23x +  21) < 

l° S s in  P - lo g s in ’jr® =  —

63. !

64.

65.

1.
a 2 — 4

I » 8 , _ „ ( 9 - 1 6 , . | _ 2 + io g i ( 3 _ W | . 

1о8 злг+ 5  <9 x 2 +  8jc +  8 ) >  2 .

1
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— ^ 5 (ла - 4 л : + 1 1 ) 2 - ^ п (.*2 - 4 * - 1 1 ) 3  .
об.  г - —-~ >  в

у  2 — Ъх — Зла
, I л:2 — 4JC | -ь -3

67. log3 ---------;--------—— >  0.
х* -+- | х  — 5 | 

■вв. 1° S 5 V  З х + 4  • log^.5 >  1.
в». Iog(jr_ 3) (2 (х* -  10*  f  24)) >  l o g ^ j  (дг* -  9),

70. lo g u l ( / 9  — x s — л — l )  >  1.
... . . , x  logsx  ( 2  — log3j:)
71. logs* +  log* j  < ---------— -------- .

! — 2.  .2 .
72 . I У2 ■** 8 *

( l o g 3̂  +  Io g vrf / 7 =  3.
I 1
I x 1 +  y2 =■ 4 +  — y,

3‘ I log3 (x +  2y) +  log t ( x  -  2y) -  1.

J
l 03-ig(f-y) =  250,

74 . |  r ------- 1 /— ■ ' 2 6 -  у
/ x - y +  ^ +y  =  7 ^ -
2 logoX — 3 y =  15,
3y logL..nr =  2 logs* +  3y+ 1.

75.

/  log* (xy)  =  logy 1 3* • 2y -  578,
7e- ( y2l0gyJC -  4y +  з. ‘ I ю г / г  (у -  x)  -  4.

78.
1 + 2  

4 y * =  32,
log 3 ( x - y )  =  1 -  log3 (x  +  y).

79. Самолёт узовда учиш сииови вактида завод аэродромидан 
'белгиланган жойгача жами 5’ км учиб утди ва бунга t, соат сарф- 
лади. Кейин оркага бурилиб t2 (t , < /2) соатда завод аэродромига 
кайгди. Самолётнинг учиб борншидаги ва кайтишдаги ^акикий 
(^авонинг х,аракатсиз массасига нисбатан) тезлиги бир хил булиб, 
t, < t2 тенгсизлик шамолнинг таъснри билан тушунтирилади: бунда 
шамол аввал самолётнинг учиши йуналишида, кейин эса карши- 
дан эсган. Самолётнинг *,ак>щий тезлиги v  ни, шамолнинг тезлиги 
v m ни ва лавонинг даракатсиз массасига нисбатан самолётнинг 
учиб утган ^акикий масофаси 6  ни топинг.

80. Икки ака-ука уйларидан 20 км нарида жойлашган сгадион- 
га билет олишган эди. Улар стадионга етиб олиш учун узларининг 
велосипедларидан фойдаланишга карор килишиб, акаси велосипед

о в ,  укаси пиёда бир в ац тд а  йулга чи^ишга келишиб олишди. 
Акаси йулнинг маълум кисмини утгандан сунг велосипедни кол- 
дириб кетади, укаси эса велосипед к°лдирилган ерга етиб бориб,
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велосипедга миниб. акасига стадионга кираверишда етиб олади. 
Агар ака-укалар пиёда бир хил 4 км/соат тезлик билан юрсалар, 
велосипедда эса ундан 5 маита тезрок х,аракат килсалар, йулга 
цанча вацт кетади ва акаси велосипедни канча масофада колди- 
риши керак?

81. Икки теплоход бир вактда портдан йулга чикиб, бири 
жанубга, иккинчиси эса шарць;а ^араб йул олди. Жунагандан
2 соат кейин улар орасидаги масофа 174 км ни ташкил килди. 
Теплоходлардан бирининг тезлиги иккинчисшшнг тезлигидан соа- 
ти [а 3 км ортик; булса *ар бир теплоходнинг тезлигини топинг.

82. Пассажир ва юк поездлари тезликларининг нисбаги a i Ь.

Пассажир поезди А станцнядан юк поездига Караганда — соат

кеч йулга чикди. В  стаицияга ундан — соат илгари етиб келди.

Агар А билан В  ораснда1И масофа S км га тенг булса, поездлар- 
нинг тезликларини топинг.

83. Икки концентрик айлана буйлаб икки ну^та текис харакат 
Килмоь;ла. Улардан бири бир марта тула аиланиб чикиш учун 
иккинчисига Караганда 5 сек кам вацт сарфлайди ва 1 мин да 2 та 
ортик айланишга улгуради Хар бир нуцта уз айланасини бир 
минутда неча марта айланиб чш;ади?

84. Бир китобнинг биринчи томинннг 50 нусхаси ва иккинчи 
томининг 75 нусхасининг биргаликдаш нархи 270 сумни ташкил 
^илади. Ха^икатда эса китоблар учун 237 сум туланди, чунки 
биринчи том китоб 15% Iа, иккшг иси эса 10% га арзонлаштирил- 
ди. Китобларнинг олдинги ба^оларини топинг.

85. Идишларни кабул цилувчи ишчи икки хил сиримли 140 та 
банка кабул килди. Катта сигимли банканинг *ажми кичик сигим
ли банканинг дажмидан 2,5 л куп. Катта банкаларнинг умумий 
*ажми кичик банкаларнинг умумий л,ажми билан бир хил булиб, 
60 л га тенг. Катта ва кичик банкаларнинг сонини ани^ланг,

8 6 . Моторли кайик ва елканли кани^ цулда бир-биридан 30 км 
масофада булиб, бир-бирига караб суза бошлади ва 1 соатдан 
кейин учрашди. Агар моторли кайик елканли кайивдан 20 км ма
софа нарида булганда, уни кувиб етищи учун 3 соат-у 2 0  минут 
варур булар эди. Хар бир цайикнинг тезлижни топинг.

87. Бир хонали сон 10 бирликка орттирилди. Агар биринчи сон 
неча процента  орттирилган булса, хосил булган сон .\ам шунча 
проценпа орттирилса, у *олда 72 хосил булади. Дастлабки сонни 
топинг.

8 8 . Шаклланиш ^олатида турган кристалл узининг массасини 
текис орттира боради. Икки кристалльинг шаклланиши кузатил- 
ганда куйидаги *ол аницланади: улардан иккинчисининг массаси
7 ойда канча усган булса, биринчисининг массаси 3 оида шунч« 
усибди. Аммо бир йил утгандан кейин биринчи кристалл дастлабки 
массасини 4% га, иккинчи кристалл эса 5% га орттиргани маълум 
булди. Бу кристалларнинг дастлабки массалари нисбатини топинг.

89. Ёроч тусиннинг огирлиги 90 кг, бундан 2 м узун булган 
темир тусиннинг огирлиги эса 160 кг, шу билан бирга 1 м темнр 
тусиннинг огирлиги 1 м 6 fo 4 тусиннинг огирлигидан 5 кг ортик, 
Хар бир тусиннинг узунлигини топиш,

90 . Оила аьзолари ота, она ва уч циздан иборат булиб, *ам- 
масинин. ёши биргаликда 90 йил, Кизларнинг ёши 0 расида1и фар*
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2  йилдан. Онанинг ёши кизлар ёшининг йириндисидан 10 йилга 
Ортик, Ота билан она ёшларининг айирмаси уртанча кизнинг ёши* 
га тенг. Оила аъзоларининг *ар бирининг ёши нечада?

91. T^FpH призманинг асоси тугри бурчакли учбурчакдан ибо
рат булиб, унинг гипотенузаси с га, Уткир бурчаги эса 30° га тенг. 
Остки асоснинг гипотенузаси ва устки асос тугри бурчагининг 
учи оркали асос текислши билан 45° ли бурчак досил цилувчи 
текислик утказилган, Призмадан кесиб олинган учбурчакли пира
миданинг ^ажмини аникланг.

92. Уч бурчакли пирамиданинг ён ёклари узаро тик, уларнинг 
юзлари эса а2, 62 ва с2 га тенг. Пирамиданинг дажмини топинг.

93. Пирамиданинг асоси томони а га тенг булган мунтазам 
олтибурчакдан иборат. Ён кирраларндан бири асос текислигига 
тик ва асосининг юмонига тенг. Бу пирамиданинг тула сиртини 
топинг.

94. Кесик пирамида асосларининг юзлари Sj ва S2( S , > S 9) га, 
унинг х,ажми эса V га тенг. Тула пирамиданинг *ажмини топинг.

95. Тугри параллелепипеднинг асоси бурчакларидан бири 30® 
га тенг булган параллелограммдан иборат. Асоснинг юзи 4 дма га 
т*нг. Параллелепипед ён ёкларининг юзлари 6  дма га ва 12 дм* га 
тенг. Параллелепипеднинг ^ажмини топинг.

96. Асосларннинг томонлари 3 м ва 2 м га, ён сирти юзи эса 
асослари юзларининг йишндисига тенг булган уч бурчакли кесик 
пирамиданинг дажмини топинг.

97. Мунтазам тетраэдр ёкларининг марказлари унга ички чи
зилган тетраэдрнинг учлари булиб хизмат килади. Уларнинг сирт- 
лари нисбатини ва дажмлари нисбатини топинг.

98. Уч бурчакли кесик пирамида устки асосининг бир томони 
оркали бу томоша карши ён ^иррага параллел килиб текислик 
утказилган. Aiap асосларининг мос томонлари 1 :2  нисбатда булса, 
кесик пирамиданинг дажми кандай нисбатда булинган?

99. Параллелепипед цирраларининг узунликлари а, b ва с га 
тенг. Узунликлари а ва b булган цирралар узаро тик, узунлиги с 
га тенг булган кирра эса уларнинг х;ар бири билан 60° ли бурчак 
*осил килади. Параллелепипеднинг дажмини аникланг.

100. Тугрн параллелепипеднинг асоси параллелограммдан иборат 
булиб, унинг томонлари 3 см ва 4 см га, бурчаги 120е га тенг. Па
раллелепипеднинг кичик диагонали асосининг катта диагоналига 
тенг. Параллелепипеднинг дажмини топинг.

101. Пирамиданинг асоси юзи 6’ га тенг булган тугри туртбур- 
чакдан иборат Пирамиданинг иккита ён ёги асосга тик, колган 
иккитаси эса асосга 30° ли ва fc0° ли бурчак остида огма. Пира
миданинг дажмини топинг.

102. Учбурчакли мунтазам пирамида асосининг учи ва икки ён 
киррасининг урталари оркали текислик утказилган. Агар кесувчи 
текисликнинг ён ёкка тик эканлиги маълум булса, пирамида ён 
сиртининг унинг асоси юзига нисбатини топинг.

103. Уч бурчакли мунтазам пирамида баландлигининг уртаси- 
дан ён киррага ва ён ёкка тик чизиклар туширилган. Уларнинг 
узунликлари мос равишда а ва b га тенг. Пирамиданинг дажмини 
гопинг, а ва b ларнинг лар кандай кийматида *ам масала ечимга 
эга булаверадими?

104. Радиуси R  булган ярим шарга куб шундай ички чизил- 
ганки, унинг туртта учи ярим шарнинг асосида ётади, колган турт-
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таси  эса унинг сферик сиртига жойлашган. Кубнинг дажмини то
пинг.

105. Конуснинг ясовчиси билан асоси текислиги орасидаги 
бурчак 30° га, конуснинг ён сирти Зк У З кв. бирликка тенг. Бу 
конусга ички чизилган олтибурчакли мунтазам пирамиданинг даж
мини топинг.

106. Радиуси К булган шарга олтибурчакли мунтазам призма 
ташки чизилган. Призманинг тула сиртини топинг. ,

107. Радиуси R  булган шарга олтибурчакли мунтазам кесик 
пирамида ички чизилган булиб, унинг остки асоси шар мар ази- 
дан утади, ён кирраси эса асос текислиги билан 60° ли бурчак 
*осил килади. Пирамиданинг дажмини топинг.

108. Шарга асосининг диагоналлари а ва b га тенг булган TyF- 
ри параллелепипед ташки чизилган. Бу параллелепипеднинг тула 
«иртини аникланг.

109. Радиуси R  булган шарга туртбурчакли мунтазам пира
мида ички чизилган. Агар бу пирамида асосига ташки чизилган 
■айлананинг радиуси г  га тенг булса, пирамиданинг дажмини то
пинг.

110. Конус S  юзли турри бурчакли учбурчакнинг бир катети 
атрофида айланишидан досил булган. Агар бу учбурчакнин'- аила- 
иишида унинг медианаларининг кесишиш нуктаси чизган айлананинг 
узунлиги I га тенг булса, конуснинг дажмини топинг.
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k =  — 1 - у  булганда —  j ;  /г =  1 булганда * $ 0 .  103. отя ^  О,

от =  /г булганда {0}; от =  9/г (п ф  0) булганда {0, 5}; от ^  п, от Ф  
\т +  п ±  2  ] / ” отя]

Ф 9/г, m/г V 0 булганда 10Э. от =  3. 1 10 . { - 1,

4].| - | .  123. Я \ [ у | .  124. 0 . 125. [1; 4[. 126. [ - 4 ;  2] U [2;

127. [2; 3,5] U [8; +  оо[. 128. ]2; +  оо[. 132. ] -  оо; 2[ U ]5; +  оо[.
133. а <  2 булганда ]— оо, а +  2[; а =  2 б у л г а т а  0 ;  а >  2 бул-

] а -  2
ганда \а +  2, +  оо[. 134. а < 1  булганда — оо; а =  1

булганда R; а  >  1 булганда ; +

ганда x £ R \  а <  — 3 булганда 

КЗа -  2

3(a — 1)

1 6 а -  1 
- о о ;

3(о — 1)

135. а =  —3 бул-

I я+3

<  а <; 4 булганда

а  +  3

. 136. а <  1 V а >  4 булганда 

а  — 1

а >  - 

а  — 1

■ 3 булганда

+  00 1 <

137. 6 >  3 булганда

- оо;

2;

3(а -  4) 
2 6 4- 1

6 - 3

3(а -  4)

; а =  4, а — 1 булганда х £ 0 -  

26 +  1
; 6 < 3  булганда

6 - 3  ’
Ss=3 булганда * £ 0 .  138. от <  — 9 V — 1 <  т <  1 булганда



7 +  3 т 

т +  9 ' +  о°[‘ <  т <  — 1 V ni >  1 булганда
Г

т  — —9 V т — ;fc 1 х  f  0 .  139. д <  1 булганда |3;

‘ 9а+ 1 2

9а—12

булганда jc (Е 0 ,  1 <  а  <  2 булганда

19а— 12
л >  2 булганда ]3; +  оо[ ёки 

5(л -  2)
а - 2

а —2 ’

; + ° о

а —2

; и — 2 ]3; +  оо[;

. 140. а <  - 1 0  V а > 2

в^лганда

булганда

—оо;
2 (а +  10) 

5(д -  2)
2 (а +  10); +оо

; а =■ — 10 булганда х £ Я \  — 10 <  а < 2

141. | л | >  3. 142. 1 < а < 2 - 4 - .
3

143. т =  —2. 144. а >  1, а <  — 11. 145. а < -----— V а >  0 бул

ганда ]— оо; 0,5 (За +  у  9 a2 -f 4 a [U ]0,5 (—3 а +  у'У а2 +  4 а)\ +оо[;
4 [ 2 \ 4

а — — —  булганда Л \ | — J; а ~  0 да / ? \ { 0 }; — —  <  а <  0 да

т +  1 +  у г  Ьт. — 2 
т — 1 '

1 1
146. т < —  да * €  0 ; —  <  то <  1 да

и  О

т  +  1 — У  бот — 2

то — 1
. 147. я  <  0 да )5а; — Зя[; й >  0 да ]3а 5а[;

а  *■» 0  да л: £ 0 . 148. то >  О булганда ]—оо; m[ U ]/n +  1, +  оо[; 
/те <  0 да ] т ,  т +  1[. 152. —3 — 2 уг 2 <  а <  — 3 +  2 у  2. 153. Ь— 
нинг ^иймати йук. 154. —3 — 2 уг 3 <  то <  —2 +  2 / 3 .  155. — оо <  
<  то < — 1,5. 156. ]—2; 1[U ]3 ; оо[. 157. ] —оо; —3[ U ]—2; 1[U ]3 ; 
+  оо[. 158. ]—оо; —3[ U ]2; 3[. 159. ]—3; —2[ U ]2; +оо[. 160. 
]—5; —3[ U ]2; 7[ U ]7; +  оо[. 161. ]2; 4[ U ]8 ; +  оо[. 162. 0 . 
163. ]—2; 1 [ U ]1; 2[. 164. ]—2; 1 [U ]3 ;  +оо[ .  181. я < 0  булганда 
]e; 0[ U ]— а; +оо[; а  — 0 да 0 ; а >  0 да ]—оо; — а[ U ]0; а[.

1 8 2 . а <  0  да ] — оо; л[ U J ' j p  e |^ а “  0  булганда ] —оо 0 [; а >  О

1 а  Г
булганда ]—оо; — а\ U —; а  I. 183. а  <  0 булганда ]— со; а[ U

2/2 а '
и

2а а 1 а ' 2а
Т’ Т U ]0; +  оо [; а > 0 да С: Т и

Т а
. 184. а < 3

булганда ]—оо; — 3[ U ]—3; 3[ U ]6  — а; +оо[; 3 <  а <  9 да )—оо; 
—3[ U ]— 3,6; — а[ U  ]3; +оо[; а >  9 булганда ] — сю; 6 — а\ U ]3; 
+  оо[, 185. а <  0 да ]3а; а[ U ]а; —2а[; а «■ 0 да 0 ;. а >  0  да

5 а ‘ 5 а
да - о о ;  — и 2а;

2 4

17*

U  ]а; 
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1 6а Г 5а Г
+  оо[; а >  О да / ? \ {0}; а >  0 да ]—оо; а[ U — ; 2a U — ; оо |.

187. а <  0 да ]—оо; 0[ U ]—а; —2а[ U ]—За; +оо[;  а >  0 да ] - З а ;  
—2а[ U ]—а; 0[. 188. а <  0 да ]3а; — 2а[; а  =» 0 да 0 ; а  >  0 да

] —2а; За[. 190. { -1 ,5} .  191. { - 1 ) .  192. Г 1 (т)- 194.

{0,2}. 195. з | .  196. { х \ К х < 2 } .  197. j l ;  5 у } .  198. 0;

* |~ ] .  199. { - 8 ; 2}. 200. | - 4 ;  0^ ;  2 - | - | .  2С7. а  < 0 да j — 2а}; 

л  — 0 да R; а >  0 да (0}. 208. а  <  О V я >  1 да 0 ;  0 <  a <  1 да

210. 0 . 211.{ -  1 +  / 1  -  a; 1 -  / З а  +  1}. 209. { у ;  -  у ) .

I.
{2 ; 4; - 2 ; - 4 } .  2 1 2 . {2 ; 3; 4}. 213. { - 2 ; 1 }. 214. ; 1; 2 J.

21В. { х \ х <  - 2  V х > 2 ) .  216. ( х  \ <  х  <  \ \. 217. \ х  | 1 <  
< х < 2 ] .  218. |1}. 219. {х \ х  к  2 V х  <  3).  220. {лг/ 2 < * < 3 } .

221. {О.П-1}. 2 2 2 .  { l - ~  2 у ;  3 2 у } .  2 2 3 .  ]—1; 6 [ .  2 2 4 .  

] — 1 ; 7 [ .  2 2 5 .  J - o o ;  - у  U ] 5 ; + o o [ .  2 2 7 .  ]8 j +  оо[. 2 2 8 . / ? .

229. 1 — 1; +  оо[,

2 
3

• 23» . + 00

и

. 231. ]0; 3[. 232. ] — оо; 0 | U 

t  +  o o j \  233. J — 10 ; —  - i - J .  234. ] - 2 ; 4; 2 {. 235. ] - o o ;

237. ]—oo; 1[U}3; +oo[.  238. ] - o o ;  

U ]2 ; + o o [. 240. ]0; 6 [. 241.

U J2j + oo [. 236. 

—8 [ U ]2; + oo [. 239.

2,  —  
3

-oo; — •

] —oo; —2,5[U]1,5; —0,5[ U ]0,5; 1,5[ U ]2,5; +oo[ .  242. ] - o o ;  1 -  

/ J [ U j l  +  / i 0 ;  + c o [ .  243. j n -~ 4^ ° 7;

11 +  V  57
. 244. ] - o o ;  1 [U ]2 ;  + o o [ .  245. ] - oo; 1[ U ]2; +  oo[.

. 248. ] — oo; —2[U
11 * 3 Г 1

+ ° °
4

. 247. 0 , 1;
5 .

U
2  2  ; +  °°

246.

U 1 -2 ;  - 1 [  U 1 -1 ;  0!. 249. ] - o o ;  2]. 250. [ - 2 +  / 6 ; 1 [ U ] 1; 4[.

251. a <  0 да R \ , a >  0  да
1

— oo; —3 у  a
' a

U
~ 2 '

- j-  OO

да ] - a ;
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а >  0 да ]а; +  оо[. 2 И .  а  <  0 да ] — оо; а / 3 [  U ] —а  >/3; +  oe[f 
а >  0 да ] —оо; — a  j / 3 [  U ] а / 3; + оо[. 255. а <  0 да ]2а / 3 ;  2а[ U  

U }2а; —2а / 3 [ ,  а  — 0 да 0 ; а > 0  да ] —2а / 3 ;  2a[U] —2а; 2а /  3 [г 
256. а <  О да [6 а; 2 a [U ]2 a ;  —2а[; а  >  0 да R \ { 2 a ) .  257. (10).

258. { - 4 ;  4). 259. {8; 27). 260. (1 ). 261. [ -  y j .  262. |2 ; j .  

263. | - 1 5 1; 2; -  у ) .  264. a <  1 да ( у  (1 +  / П ^ Й ) ;  у  X

X (1 — Y  4а — 3 ) | ,  —1 < л < 0 да j y  (l +  / 1 — 4 a )j , 0 < a <

1 (1 4- — 4a"| 1
<  —  да | я >  —  да jc£ 0 .  265. л +  Ь Ф  0 да

| у  ( a - £ ) J ;  л +  3 - 0  да х £ 0 .  266. {8; 7). 267. { - 4 ;  4}. 268.

(± 1 :  ± / 6 } .  269. {12). 270. { - у ;  l}. 271. {3}. 272. ( - 4 ;  4 |.

273. (4). 274 {2; 3). 2 /5 . 0 .  276. a  <  О V 0 <  а <  1 да 0 ; а  =  О

да {0}; а >  1 да | у  (а — 1)г| .  277. Ь > 0 да (а); Ь <  а да |£ ).

278. а <  1 да 0 ;  0 <  а <  1 да (аа — а +  1; a 2+ a ) ; а >  1 да (аа+  
+  а ) . 284. л: >  —1 да 2 8 5 .(0 ) .  283. { - 4 ;  4 ). 287. {±1;

± / 6 }. 288. 289. 0  . 290. (8 ). 291. (О). 292. (7). 293. {1}. 

294. {4). 295. {2}. 296. { - 1 ) .  297. |4}. 298. {4; 5}. 299. (4). 

300. 0 . 301. { - 5 ;  8 ). 302. { - 1 ;  4). 303. j l  у ;  з | .  304. [ 2 ;+оо[.

305. [5; 8 ]. 306. {3(. 307. y j .  308. {2}. 309 a >  b >  0 булган

да | — ------j; a — b — 0 да [0; +оо[ ,  колган долларда 0 . 310.

31!. а * 0  да | 2- y ^ j ;  а  =  0 да ] - о о ;  0[. 312. - 1  <  

(а2 +  1)
<  а <  1 да | — - — |; а <  — 1 V а >  1 Да 0 .  313. а < 0  да {—4а)-,

а *= 0 да ]0; + °о [ ;  a >  0 да 0 .  314. а <  0 да 0 ;  а ■= 0 да ] —оо; 
0[; а >  0 да {0; За) .  315. а <  0 {2а); а  >  0 0 . 316. а <  — 1 да

(о; ------ !------ ]; а >  -  1 да (0). 317. ( | а | ) .  318 а =£ 0 да {0} а = 0
I 4(а +  1 i2 J
да R. 319. а >  0 да {Oj; а <  0 да 0 , 320. [ - 2 ;  2). 321. ( - 4 ,5 ;  0)
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5; 5322 . ] —оо; — 2[ U

4
/ 3

] — 1; +оо[. 329. 0  . 330

_L . 1
з  ’ з

от >  0  да

13

340

. 323 . ] - о о |  — 2[ U ] 14; +  оо[. 324. £2; 

325. [2; 3]. 326. [ - 2 ;  2 [ . 327 . ] - о о ;  — 10[ U ]1; + о о [ .  328.

'. [ - у :  3 - 2 ^ з | .  331. ] 3 4 f 6 / 3 3 ;  +  оо[. 

. 348. —1 <  от <  0 да [ 1 — V l  +  от; 1 +  | Л  +  от);

от
; о т <  —1 да 0 . 349. а >  0 да ]— а

а[\ а <  0 да ]а; — а[; а — 0 да / ? \  {0}. 350. (а  <  О V а  >  1) да 0

1«1О <  а <  -i- да [0; a 2]; - j -  <  а <  1 да [2а — 1; я*]. 351
[ - V 2

| а  |]. 352. а  ф  0 да ]—оо; —3[ U ]—1; +  оо[. 353 а <  0 да [а; 0] 
а  >  0 да ]0; а{\ а =* 0 да 0 .  354. 1 <  а  <  1 +  /  3 да

а ( а г — 2а +  2) 
а * - ‘2 а - 2  '

>  1 +  ^ 3  да

(я -  1)г

1 4- / Г |
5--- — J1

а >

U
а г — 2а  — 2

; +  оо . 355. а >  1

да 0 ; ; а <  1 да 0 . 356 . а  >  О да
2 - / 2

а; 2 а |;

а <  0  да

<  2  да

2 + V 2
2

а 2 +  4

а; О . 357, а > 0  да — оо; ----  а
4

. ЗЕ8. О <  а<

; +  оо ; а > 2  да [а; + оо [. 359. а  <  0 да ]—оо; 2а[\

а =■= 0 да 0 ; а >  0 да — со; а{. 360. ]0; + о о [ .  361. Ь <  — а  да 
] —оо; аг\ Ь *■= —а  да ]—оо; а 2[; [Ь >  — а Л а  <  0) да ]— оо; а%

b >  — а Л а >  0 да ]—оо; 0[. 362. а <  0 да 2 ! '  +  /  1 — а

а  >  1 да 0 ; 0 <  а  <  1 да [1 — / l  — а; 1 +  ] /1  — а]. 364. (а <

<  — 4 V а >  0) да 0 ;  —4 <  а <  — 2 да

X V  Д2 +  4а ; - 2 < а < 0  да [а; - а ] . ; 365. {2; 5; 12(. 366. f 1; 71.

367. (1; 17). 368. {5}. 369. {10}. 370. {62,5; 100}. 371. {3}. 372. {i ,

V 21)
8 }. 373. {О, 5}. 374. | ±  —  375. |1}. 376. {1}. 377. {1, 5}. 378 

{2 Igf 3 4 - 0,5 lg 7).  379. {0,5 lg 1,5). 390. {от; о т > 0 } .  391. l - j - j .
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392. ( 4 - ;  в ] .  393. { V  3}. 394 {6}. 395. | / 3 ;  3}. 396 ! ^ r ~ z ;
I » J Ц У  8

4). 397. {3; 4; 11}. 398. ~  3J . 399. (2) U ] 1; 2[. 4U0. 0 .

404. а =  1 да х £  R-, а >  0 а Ф 1 да {1}. 403. 6  >  0 (6 ф  1) да 
fig 106»)
I l g * 3 У

/1р 1066} 4, — Г 1
— —  [; 6 =  1 ла 0 . 408. 6 >  0 ( 6 ^ 1 ) / 2 < а < 2  да | —X

I /  н- 4 — сС̂
X ( l o g f t— I------ ----------- — 2  И; 6  =  0 ; 6 — 1, а =  2  да х  =• R а <

<  у/^2 V в >  2 0  . 409. 1в).  410. я 2 +  6 2— баб < 0  да {0; а +  Ь}\
а А- b ±  у' а'* +  6 2 — 6 ab 1 

а1 +  Ь'1 — Овб >  0 да {0; а +  6 ; ----------------- ------------------ j .  411.

j _ o o ;  _ 1[ U ]0; 1[ U ]1; +оо[. 412. ] - о о ;  0[. 413. ]—оо; 2,5[.
I g 2 - 1 g ( £ 3  +  1)

437. а — 1 0 <  6 <  1 па

> 1 да

lg ь
l g 2 — lg (63 +  1)

— 0.5 ; д = 1 ;  6 >

0,5; +  оо| ; 6 = 1 ;  0 <  а <  1 да ]х2\
lg  6

4 - оо[. х, ва х2 илдизлари 6 =  1 , а  >  1 ]— оо; * 2[; х г =

l g 2 - l g ( 6 < + l )  ^  /Т
- +0 ,5 , 0 < а < \ /  6 ,

lg  6

+  оо

lg ( в б /  6(63 +  1)) — lg (а +  1)
2 lg  a  — lg 6

(!(a+b)
450. 3 cm. 451. {—220; 264}. 452. {3; 3; - 4 } .  453. -------- м/сек;

I 2aq

l(a-  - Ь) м/сек). 500. {(1; 9) (9; 1)|. 501. {(5; 4)}. 502. {(4; 1) 
2ab J

<1; 4)}. 503. {(1; 81) (81; 1)}. 505. {(9 дЗ; e »)}.

IV б о б .  Тригонометрии фун; ц иялар  в а  ул ар  орасидаги  
м уносабатлар

!. а) Е(у) =  [0; 2 | ; б) Е(у) =  [0; 2]; в) £ (у) -  [0; 1]; г) Е(у) -
2л

=  [—1; 1]. 2. а) п; б) 4л; в) 4л; г) д) — ; е) я. 3. а) мусбат;
п

о) мусбат; в) мпн'рий; г) манфий; д) манфин; е) манфии; ж) мус
бат; з) маифим. 4. а) 100° <  а <  260°; б) 0° < а <  210° ва 330° < 
< «  <3()0°; в) 45°, 135°, 225° ва 315°: г) 0° <  а <  90° ва 180° <  
< « <  270°; д) 0 ° < а <  180°; а^90° ;  е) 0 ° < а<36(,“ ва а=^90° «^270°; 
ж) 60° <  а <  300°; з) 0° <  а <  150° ва 180° <  я <  330°. 5. а)тоц; 
б) жуфт а) тоц нам, жуфт дам эмас; г) жуфт; е) жуфт. 6 . а) —1.5+

+ 2 Y  3 ; б) 2 Y  3; в) 0 ; г) 6 ; д) 3; е) 0 . 8 . a) cos а =  ±  — .
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3 7 1 4
tga =  ± 3  у ,  ctga -  ±  — , c o s e c a ------- 1 — , s e c a - ± 8  y ;

4 1 3  1 
6 ) S l n a =  — —, tga =  — 1 — , C t g a — — — , c o s e c a  =  — 1 — ,

5 3 4 4
2  l /”3 1 V S  seca =  1 — ; в) sina =  — L _ ,  cosa =  — ctga =  — I _ _  .

2  V S  15 8
coseca =  — — — , seca =  2 ; r) sina =  ±  — , cosa — ±  — ,

7 1 , 2  T/ - §
t g a = l  —. seca =  ±  2  —, coseca  — ±  1 — ; д) sina =  ±  L-jZr

8 o lo 2,

c o s a = l L ^ ,  tga  =  ±  1 , c tga =  ±  1 , coseca «= ±  / 2 ; e )  c o s a —

— — V 0,98 tga  — ~ t c tga  =  2, coseca - — 5 / 0 , 2 ,  seca—

=  - —4 ^  11, 2sec2a 12. sec2a. 1 3 . ------ --------, 14. 1. 15. — 2.
у  0,98 Sina.cosa

P — 1
16. 0. 17. 2 I tga |. 18. 2| coseca I 19. 1. 20 а) — - — ; 6 ) 1; в) ±

_____  1 4 .  2 1'1 — t i
± V 2 - / 2; г) — ----- -------- • 21 a) t 2 -  2; б) P  -  3 1. 23. л: +  2 =  y “.

24 2 (a z +  >'■) =  ( a + 6)2. 79. - ( ^ 3  — 3 / 2 ) .  80. Мавжуд эмас.
6

33 4 ______ „ a
81. -  — . 82. —. 83. Г  l - / n 2. 84. — .

5(3 5 2

V б о б .  Т ригоном етрии тен глам алар ва т ен гси зл и н л а р .  
Т р и го н о к ет р и к  тенглам алар ва тев гси зл и к л а р  си стем ал ар и

„ I у 7Ъ tl  _ __ _ 7С It fX ТС
I- ( — 1)' "g* +  —; л £ Z. 2. п £ ^  0 -  4- — 4- — ;

ТС ,  7С JC /Z ТС
п  £  Z*  5. 4/ztc; п  £  Z .  6 .  —  " т - Ь л * ;  л £  Z* 7.  ; л  £  Z .

3 3 10 5 
% пт. 1Z Зя 

8. “г*-}- ; л f  Z. 9. ±  г - +  2/z ĵ тс-}’2л7г| л £ Z. 10, -f- 2л тс, 
8 4 о  4

ЗТС „ Я
п £  Z , I I . п к  n £ Z .  12. — +  2 пп] (— 1)" ~  +  2лл; л £  Z . 13.

2 о
тс 3 тс тс
— +  пк; a rc tg  — +  ял; п £ Z.  14. 2лтс ±  —; л £  Z.  15. — -f- пк\

тс it 2т: 2тся 7л
л f  Z. 16. л тс; ли ±  —; пк ±  n $ Z .  17. — +  — ; — — +

2 4 9 3 18
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30. arc tg  ~  +  (— l)"arcsin +  mt; n £  Z.  31. — + 2 n x ;  %  -)-2nn\ 
A 1 о 3 d

n  e Z . 32. — +  (— l)"arcsin  4  + Л ” . n £ Z .  33. 10°-5+2n; lO2" ,
6  о

n f Z .  34. 7  +  ( -  1) " +1  arcsin +  m \  — — +
^  4 4 4

+  ( — l ) ”arcsin +  пк’> n £ Z.  35. 2arctg * ^ +  2пк; n £ Z.  

36. ■— +  2/гк; n £  Z. 37. — — +  nit; a r c t g ( 2 + | /  3 )+ л п ;  n £ Z .  38. 

J  + 2 a r c tg  ~ 6 ^  / 1 7 9 - T 2«я ; Z .  39. -  4  +  a r c t g z H ± £ i +
О 11 l o  z

3 7Г ---
+/zn; n £  Z .  40. a  =  — 1 булса ±  —— +  2гщ a = y  2 булса —

— — S a r c t g C / T — l )  +  2пк; a =■ — /  2  булса — — —

— 2a r c t g ( / 2 + 1) + 2пя; ж  2  булса — —• +  2 a r c t g ■* 1 2 ~ а - +
4  а - \ - 1

____  п ъ  ПК 2пк
+  2пп; а >  2 булса 0 ,  r t £ Z .  41. — ; 7 ; n £ Z .  42. — ;

5  4  о
те я  п ^ п к

— — + 2 п к  — +  пк\ n £ Z .  43. «п; - j  +ятс; п £  Z.  44. —; я  £ Z.

ТС ТС _  /2ТС ТС
45. 2/гя; — +  гт\ —+2лп; п £ Z. 46. —; ±  — +  /и ;  п £ Z.  47. 

4 2 2 6

—+  2 ял; (— l^ a rc s ln  - 7  +  пт.\ n ^ Z .  48. — +  язе; — + n n ; n £ Z .
2 5 о с>

49. — 7  +  лж; ±  ~  +  2/ггс. n ^ Z .  50. — — +  2п к  ±  ~  +  ял;
4 3 2 3

/I $ 51. tvn\ i  -{- 2/iJtj t i £ Z ,  52» i  ~  ~T~f*2/ZTCj n £ Z *
3 6  i



п
53. mi] a rc tg  10 +  Л7С1 n £ Z.  b \ % n - f  2nn; n £  Z.  55. ~  -\-'2niz;

7л n 7 l t  71
— -j-2wt; n £ Z .  56. — 4-2rtJ4 — 4- /2Л:; /z£ Z .  57. лгс; — ■— -f  nn;
6  12 12 3

n \ nn % 71 2nn
n £ Z .  58. -  -  -  +  - ;  n £ Z .  59. -  + 2 в»; - +  —  л $ Z. CO.

2 пл; — 2 arc tg  — +  2пл n £ Z .  61. 2 ля; —'- f  2л 7г (—l) ”arcsin -  —
3 <2 10

я Я* ~ % « .
— • +  лл; л £  Z, 62. —; л £ Z. 63 — -f- л.т; ±  — -j- 2лп; п £  Z,  

4 * z  о

64. — — +  л"; л  £  Z. 65. 2 л я ; -----f  лп; л 6  Z . 6 6 . ±  — +  лл; л £ Z.
4 4 3
1 2  Л И  71 я

67. ±  —  arcsin ; n £ Z .  6 8 . — +  пк; — +  ля; л £  Z. 69.

К Я Я 7Г _  ̂ _  ТС
— +  — ; r t ^ Z .  70 — +  2лп; n £ Z .  71. ли; л £ Z . 72. — + я л ;

Я 7t
п £ Z.  73. лл; — — +  л я ; л £ Z .  74 2 та е-:ими бор. х,  £  — — ; 

i t  1
1)]; _х2 £  ]0; — . 75. Чексиз куп ечимга эга. 76. 3 та ечими 6 opt

jc, =  0, х 3£  — —; oĴ j дг3 £  J 0; —Г. 77. Чексиз куп ечимга эга.

"I 71 Г ]3я 5тс
78. 3 та ечими бор: лг, $  II; —• ; х 3, х 3£  —; — . 79. Чексиз куп

___ I t  ____ _ 7 t
ечимга эга. 80. }а\ >  у  2  булса, — +  Л7с; | а  I >  /  2  булса, — +

4 4
п а  7t

+  л п  V “  ±  arccos ~т~ +  2 л п ,  n £ Z .  81. а =  0 булса, -— )-л я ;  
4 ^ 2  2

а  ф  0 булса, ± arccos LlbAf. ! -j- 2лл; л £  Z .  82. л =• — 1
4а

л-=1 булса, 1. 83. ) а | <  Ю Д а ^ З  булса, a rc tg  — ~  g3 +
3 — а

- f  лг.; а =  3 булса, — a rc tg  3 +  лл; | а  | >  10 булса, 0 ; л £  Z.
1 3  1

84, — — <  а <  — булса, (— 1)" -  arcsin ( l  — >^3— 2а) +

1 3  8
а <  — V а >  — булса 0 ;  л  £  Z.  85. а <  0 V « >  — булса,2 2

2 6 8



1 4 -  а 8
ля; ± — arccos ----------+ п  ; 0 <  а— — булса пл\ Z, 8 6 . д =»

2 2а — 4 3
1 1 1

=  — 1 Л 0 < а < 2 .  87. а <  — ёки а >  — булса, 0 , в =  — бул-
4 2 2

са, бш та ечим; а <  булса, 2  та ечим. 8 8 . т £  R  булса,

2пк.\ т Ф  — булса, — -  ёки 2лтс; т =  7 - булса, /?, Агар
2  — 1 2

т £  АГД  т ф  1 булса, тенгламанинг ечимларини берувчи ёйлар-
нинг учлари 2т— 1 томсшли мунтазам купбурчакнинг учларидан
иборат булади. Демак, т =  2 булганда мунтазам учбурчак ва

/я =  3 да мунтазам бешбурчак булади. 89. {1}. 90. j — tg  — j ,  91. 

j - f ) .  92. { - 2 ;  - 1 ) .  93. j  Г  1 + У  3 j .  94. { -  | j .  95 . 0 . 96.

0; ^ r } ' 97- {_1; 1}- 98- { ^}-  " • {0)- 100 <
Я 7C TZ TZ

<  a <  ~  булса, tga; a <  — — v  Д> ~  булса, 0 . 1 01 . — ~  <  a  <  0

a n
булса, cos2a; 0  >  a <  2n булса, cos —; a <  — ^  ёки a =  0  ёки

7C U
a  <  2тс булса, 0 ,  n £  Z. 102. — <  a < 0 ёки 0 <  a <  -7- булса

2  2

д тс л a
— sin —  sina; — я < д <  — ~  ёки — <  a < n  булса, —sin —; a <

<  — u ёки a  >  % булса, 0 . 103. arctg 3 -f- tin <  лг< — +  nn; n £ Z .

2 ^
104. пк <  x  <  arcctg(— 3) +  ля; л $ Z. 105. a — —- + 2 л л <  x  < a  —

о

— — 4- 2ятс; n £ Z ,  a £ ./?. 106. ——  I 4 - 2/iic < * <  — — \-\-2m", n £ Z .
3 6 6

107. — 4- 2nr.<_x< — 4- 2п к  к 4-2п к < х  <  — 4-2/гтс; — 4 - 9,nic <
4 4 4 4

тс 1 Зтг
<  X <тс4- 2лтс; — — 4- 2лп; п £  Z.  108. — я; — — 7 »

—; — [. 109. arctg34-2nn— i t < x  <  arctg34-2/zic, п f  Z. 110. — к —
4 4 I

— arcsin — 4 - 2л п <  х  <  2пл 4- arcsin — ; 2лг.4 - arcsln — < х <  тс —
4 4 3

26?



—f- 2/zicj n £ Z .  113,

— arcsin +  2nit; n £ Z.  131. a r c s i n ? ^ — I  +  2nit <  x  <  it —
o  2.

■»/ IT_i Зл
— arcsin —- ----- +  2/jit; л { Z. 112. ti +  2mc <  x  <  — +  2/iit;

arcsin — — +  2 ля<л: <  — — arcsin 2 . .K l?
3 4 4 3

я ЛЛ ^ /2ГС %
”  +  — < * <  J  +  у ;  П4- — — +  n i t < j c < — ar c t g2  +  nit;

7t 71 7T 3lt
— — +  nit <  .* <  — +  nit; л £  Z. 115. — +  n i t< x < n i t ;  x  ф  — +  иге;

4 4 4 4

л £  Z. 116. 0 . 117. 2 л я < л :<  — +  2mt; я  +  2nit <  x  <  2it +  2лтс;
О

11л: т е х  
Зп -|-2nit< х <  —  +  2л;с; n £ Z .  118. 2пк< х< . — + 2 л я ; —■ +  2itn <

o 5 2
Зя 3it 7it 9я

< * <  —+ 2 л и г я +  2nit < . * <  — + 2n it; — +  2n it< _ t<  — +  2rcic;
5 2 5 5

n nit 3 i  м  л rcit 71
n ^ .  т .  ^ _ + _ ; / l € Z . 120. -  +

7C TC 75 2lt
+  2 nn < x <  — + 2/iTt; — — +  2м <  a-<  — — + 2 o t ;  — + 2 mt <  д: <  

^ 2 3 о
4я 7я

<  it +  2nit; 7t +  2л it <  x  <  — +  2/гтт; n £ Z .  121. — — +  2nit <  x <
3 6

7t 371 97t
<  — +  2лл; n £ Z .  122. — +  Ч п ж х  <  — +  2nit; n f Z .  123. 10; 

D 4 4

arcsin

126.

/ 5  — 1
2

0 ; arccos

, 124. 

K b  — 1

0;
2 it |

тс . 125. n t jc <» + л  * i л £ Z. 
4

1]. 130.

2
1 + / 1 7

.  ,2 ,  [ X 1 . 128. =; tg  1(, 129. ]0;

1 -  / 1 7 .  _  1
4 ’ 2

. 131. . 132.

]sin 80°; 1]. 133. я <  — 1 булса, x £ R ;  —1 < a <  1 булса, — arccosa +

+  2 n/t <  x  <  arccos a +  2 л it; a >  1 булса, 0 ,  n d Z .  131. — у  +

+  nTt <  x  <  a rc tga  +  m t; n £  Z. 135. a r c t g a + n i t < . r < i t  +  nit; n £ Z. 
136. —3 <  a <  1 булса, arccos(a +  2 ) + 2 n i t < x  <  2it — arccos(a +  2) +  
+  2n*; —1 < а < 0  булса, x £ R ;  a <  — 3 ёки a > 0  булса. 0 . 137.

a > 0 булса, 2 a rc tg  — l-2n7t < x < 2 i t+ 2nw; a <  0 булса, 2ля <  x  <

— 2it +  2 a rc tg  — +  2nit; n £  Z. 138. a <  булса, x £  R.  - ^ < a <  1
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булса; х  кунндаги интерваллардан би рж а  тегишли: ли <  х  <

<  -^+ 'гп ; (2п +  1) ~  — < х < { 2 п + \ )  ( 2 л 4 1 ) < x < - j -  +

+  (2л +  1) 7J-, (~ +  1)п — - ^ < ж < ( « - | - 1)л, бу ер да a =  a r c s in j / 2 ( l - a ) ;  

а >  1 булса, 0 ;  п С Z. 139. О <  а <  2 булса, л -(-2п-  <  х <  \-rir.; 

а  >  2 булса, к 4  2 лл <  х  <  2 .т 4  2пл,  arcsin — — +  2 'ги <

<  х  < я  — arcsin ----- ---------— +  2nr.; л £  Z. 140. а <  !— ^Г~~

булса, x £ R \  а >  1 5- булса, 0 ; °  < а <  - 1

а 4- « л — “ +  9 
булса, +  л* <  х <  ----- --------+  ля; л £ Z  булиб, бу ерда а =

2а — 1 1 п %
•= arcsin —-p=r\ <р =  arcsin . —1. 141. — -г  <  а <  ~г булса, [ —1' 

У 5 )■ о 2 2
л  тс _ те

sim?]; а >  — булса, [ — 1 ; 1 ]; а =  — ~  булса, { — 1 }; — бул-

те я  те
са, 0 . 142. — — <  а <  ~  булса, ]— оо; tga] ; а >  — булса, Я.

те 1 те
а < — — булса, 0 . 143. а >  — — булса, ] c o s ; 1]; -  I <

л  ,Z “Г * ̂

; я = 0  булса, x £ R .  145. — +

< а  < — булса, [ — 1; 1]; а <  — 1 булса, 0  144. а < 0  булса,

_1_

2а
; а > 0  булса,

_1_. )_
2а а

+  2пп; у  — —  — 2rnr, n £ Z .  14G. х== ±  —  +  ^  У=“ ±  J2 +

5 л *  п пк  л
+  -  +  л « ; л ^ г .  147. х  —( — 1)п -  +  - 4  g l  У=С— ] ) ' -

те лте т е т е  т е т е
— “  4- J i  n £ Z ,  148. х=*±  — +  ~ + л я ,  У -  ±  - ~ + л л ;  л ^ г .  

149. JC= ±  -^-42лп; у = ±  i t £ Z .  150. л — — — +  я(л 4 * j ;  у —
О О о

те ж те
-  — +  (п—k)v, п , £ £  Z. 151. jCj — - 7  +  пп; =  —• +  £те; х 2 — 

3 4 . 4
2  4 те

- « a r c tg  — +  пп; у2 =  ar ct g -т+£тс; k, п~£  Z. 152. — +  *(*+■
*3 3 4

те
4  л); у, =  л(А -  п)\ х% -  тс(А 4  л)у , =  — — 4- л(£ — л); А, п £  7".
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153. jc, =  ( -  1)й +  kit, у , -  ±  у  +  2 йя; * 2 = (  -  1 ) " +1  у  +  лтс;

% /  т с Ч / т с т с ч  — я
у2 =  ±  j  +  2«jt ft, n g Z .  154. (Oj — J; —  J. 155. Xi =

Зл It
y: =  a rc tg 2  +  ля; *! •= — — a rc tg 2 —и (£ + л );  лг3=  — —+  йя; r 2 —

5тс
«= — arc tg2  +  ля; z t  ■= +  arc tg2  — я  {k +  n) k, n £  Z.  166. 

( 7 ± _ p 3 ; 7 - / 2 5  j ,  ( T ^ i  7 +  / 2 3  j  167  v y 6 [ 0 ;  j j  yqyH

jc=  — / 1 — ya. 158. ( l i  1). 159. ^  +  2 л я <  x <  ~  + 2 п ц  n £ Z .  160.
b о

7rc Зтс я  5я
2 nn— — <  x  <  — -  +  2ля ёки 2 лге +  — +  < .* <  — + 2ля. 161.—

4 4 4 4
Я Я 5tL Зя Л

— — +  2 п л < х  <  “  +  2гк;  — -f- 2 п к < х  £  — + 2 ля; л £  Z; 162. —  +
3 6  6  2 6

n 2к l l i t
+ 2 л я  <  x  <  — +  2яя; ёки — \ -2m  <  x  <  —  + 2 л я ;  л £  Z.

3 3 6

VI б о б .

П ланиметрия

4. К у р с а т м а .  Учбурчакнинг Урта чизиги хакидаги теоремядан 
фойдаланинг. 5. К у р с а т м а .  Учта айлананинг текисликда узаро 
жойлашиш вазиятини каранг. 6 . К у р с а т м а .  Асосига нисбатан 
симметрияни каранг. 7. К у р с а т м а .  S(CD) ни каранг. 8 . К у р -  
с а т м а л а р .  1 - у с у л :  Д  ВНА^л  ДЛЯ/?! ни каранг; 2 - у с у л ;  S {Bq  
ни каранг. 9. К у р с а т м а .  S{BA)(M)  ва S,bCi (М)  ларни каранг.
10. 60°. К у р с а т м а .  АВ  кесманинг урта перпендикулярига нис
батан симметрияни каранг. 11. К у р с а т м а  Я Ьд°  ни каранг. 12. 

К у р с а т м а л а р. 1 - у с у л :  Я д 9 '°(АВС) ни каранг; 2 - у с у л :  АЕ  

ва N Q  векторларни каранг. 13. К у р с а т м а .  ва R 6g°  ларни
каранг. 14. К у р  с а т м а л а р .  Ot . 0 2, 0 3 ва 0 4 лар квадратлар 
марказлари булсин. 1 - у с у л ;  Д 0 , 0 2Л =  Д 0 20 3В ни каранг;
2 - у с у л :  ни каранг (г =  1.4). 15. К у р с а т м а .  R ~)^°ни ка

ранг. /W—учбурчакнинг маркази. 16. К у р с а т м а .  R q U0° ни ка

ранг. 17. К у р с а т м а .  R^°  (Л) ни каранг. 18. К у р с а т м а .

R m9<j ни каранг. 19. 150 .90° .  К у р с а т м а л а р .  1-
у с у л ;  1 1 АВ-уА’В' н и  каранг. Бунда В ' нукта CD  томонда ёта*
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ли; 2 - у с у л: Т : АВ->МС  ни каранг. 20. У  4гг—т'г. К у р с а т м а .  
Т г О ^ О }  ни каранг. 21. 30°, 30^, 120". К у р с а т м а .  Т - . А - * В 1 
7 :  С Аи T i B ^ C ,  ларни каранг. 22. К у р с а т м а .  Диагонал- 
ларнинг кесишнш нуктасига нисбатан гомотетияни каранг. 23. 
К у р с а т м а .  22- масалага каранг. 24. К у р с а т м а .  Rl̂ °"(ADNM)

ни каранг. 25. — а,  К у р с а т м а .  В Р  =  Р В 1 ва А К  =  К А к ларни

исботланг ва Н ц : В - у р  ва А-+К  ларни каранг. Бу ерда М учбур- 
чакнинг огирлшс маркази. 26. К у р с а т м а .  Н гм  ни каранг. 27. 
К у р с а т м а  М и /И3, М3. лар учбурчакларнинг, О эса турт-

бурчакнипг огирлик марказлари булсин. О М ^  — ( О А ±  ОВ-\- ОС)
3

ыуносабатдан фойдалаышг. 28. К у р с а т м а .  Нв  ни каранг. 30.

К у р с а т м а .  Н А ни каранг. 31. К у р с а т м а .  Н м ни каранг, 
М  — огирлик маркази. 32. К у р с а т м а л а р. 1- у с у л :  
£д° ни каранг; 2 - у с у  л: CD  нинг давомида ВС — D M

1_

кесма ясанг ва A B D M  ни каранг. 33. К У р с а т м а .  Н 1н  ва Н'ж 
ларни каранг. 34. К у р с а т м а .  Учбурчак тенгсизлмгидан фойда
ланинг. 35. К у р с а т м а  л ар .  1 -у с у л: 34- масалага каранг; ‘2- 
у с у л: Бе рилг ан учбурчакни параллелограммга тулдиринг. 33. 
К у р с а т м а л а р. 1 - у с у л :  6 - масалага каранг; 2 - у с у л: Берил
ган нуктадан ён томонга параллел тугри чизик утказинг. 37. 

а
К у р с а т м а .  АВОС  туртбурчакка ташки айлана чизиш 

мумкинлигидан фойдаланинг, бу ерда О квадрат маркази. 40. 

—mCL- . К у р с а т м а .  Учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдала-
171 +  1

нинг. 41. ^ ^ Г- (битта ечими). К у р с а т м а .  Тугри чизнк би-
3

лан учбурчакнинг узаро жойлашишини каранг. 42. 90°, 60°, 30°.

43. Гипотенуза 2 V ab, катетлари 2а I /  а -  ва 2Ь у  — .
т a  -t- b г а +  о

К у р с а т м а .  Хосил булган учбурчакларнинг ухшашлигидан фой
даланинг. 44. К у р с а т м а  л а р .  1 - у с у л :  Синуслар ва косинус- 
лар теоремаларидан фойдаланинг; 2 - у с у  л; С  бурчакка биссек
триса утказиб, учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдаланинг. 46.

АЬс — ft2 — с‘г л V 2at)
arcco s -------------------. 47. — . 4 8 . --------- . К у р с а т м а .  Биссектри-

2 Ьс 4 а +  b
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санинг хоссасидан ва синуслар теоремасидан фойдаланинг. 49.
2
— см. К У р с а т м а. Тенг ёнли учбурчакнинг учидан асосига Ут-
3
казилган медиана баландлнк дам булиши па биссектрисаларнинг 
кесишган нуцтаси ички чизилган айлана маркази эканлигидан фой- 
даланинг. 50 К у р с а т м а .  Тугри чизицларнинг нараллеллик ало- 
матларндан фойдаланинг. 51. К у р с а т м а л а р. 1 - у с у л ;  Хосил 
булган учбурчакларнннг ухшашлигидан фойдалашшг; 2 - у с у  л: 
Синуслар теоремасидан фойдаланинг. 53. К у р с а т м а .  31-касала- 
га каранг. 54. К у р с а т м а. Вектор алгебрасидан фойдаланинг 
55. а = у Т 2 -Кс. К у р с а т м а л а р. 1 - у с у л :  В  бурчакка биссек
триса утказнб, учбурчакларнннг ухшашлигидан фойдаланинг; 2 - 

у с у л. Синуслар ва косинуслар теоремаларпдан фойдаланинг; 3- 
у с у л: Синуслар теоре.\;аси ва sin^a формуласндан фойдаланинг. 

1а(Ь +  с)
56 | щ —п, I. 58. 2 arccos -— —------ . К У р с а т м а л а р. 1 - у с у л :

2Ьс
К осннуслар  теоремасидан ва биссектриса хоссасидан фойдаланинг!

'2Ьс
2 - у с у л: Учбурча;.нинг юзпни ифодаланг. d9. --------cosa. К у р-

Ь +  с
с а т м а. 58-масала;а  каранг. 60. К у р с а т м а .  Олтита учбурчак

V  3
учун синуслар теоремаснни кулланг. 61. ——  а.  62. 5с5 -= а* +  ft*.

К у р с а т м а л а р. 1 - у с у л ;  Д'едианани топиш формуласндан ва 
П ифагор теоремасидан фойдаланинг; 2 - у с у  л; Вектор алгебраси
дан фойдаланинг. 63. К у р с а т м а .  В бурчак биссектрисасига

— т —*-
нисбатан симметриями ^аран'-. 64. Ха. AQ  — --------------АВ  4-

1 +  т +  п
п -*■ 2 т п

+  --------------Ас  < 5 --------- •. К у р с а т м а .  В екто р  алгебрасидан
1 -1- т +  п in i -  п г

фонда танине. 6 i. К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан фойдаланинг.

67- т а “  у  — а 2. К у р с а т м а л а р. 1- у с у л :  Берилган

учбур!акни параллелограммга тулдиринг; 2 - у с у  л: Вектор алгеб

расидан фойдаланинг. 6 8 . V  iS(a2 +  b2 +  са) — ( т а +  л 2 +  р*).
О

К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан ва косинуслар теоремасидан 
фойдаланинг. 69. К у р с а т м а л а р. 1- ва 2- пунктлар учун 12- 
масалага царанг, 3 - ва 4 - пунктлар учун R 900 ни царанг, 5-пункт

4 - пунктдан келиб чи^ади. 70. arccos л /  L +  cos а . К у р с а т м а .
У 5 —3 cos я

Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 73. К у р с а т м а .  Синуслар 
теоремасидан фойдаланинг. 75. К у р с а т м а л а р. 1 - у с у л :  31-
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масалага каранг; 2 - у с у л :  Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 76. 
К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 77. / й я .  К у р 
в а  т м а. Биссектриса хоссасидан фойдаланинг. 78. К у р с а т м а .  
Медианами а, Ь, с лар оркали ифодалаб, сунгра синуслар теоре- 
масидан фойдаланинг. 79. К у р с а т м а .  Вектор ал!ебрасидан фой
даланинг. 80. 90°, 45°, 45°. 81. /2 ,8 8 .  К у р с а т м а .  Биссектриса 
хоссасидан ва косинуслар теоремасидан фойдаланинг. 82. 3 1 1 . 
К у р с а т м а .  Биссектрпсанпнг ва учбурчак урта чизигинннг хос
сасидан фойдаланинг. 83. 30°. К У р с а т м а .  Тангенслар теорема
сидан фойдаланинг. 8 8 . 90’. К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :  Гомоте- 
тиядан фойдаланинг; 2 - у с у л :  Вектор алгебрасидан ф йдаланынг;
3 - у с у л :  Бир нуктадан утган уринма кесмалари тенглигидан фой
даланинг. 89. К у р с а т м а .  Учбурчак тенгсизлшплан фойла- 
ланинг. 90. К у р с а т м а .  Уринма х,акидаги теоремадан фойдала
нинг. 91. К у р с а т м а .  Гомотетиядан фойдаланинг. 92. 601. 93. 
К у р с а т м а .  Уринма хаг;идаги теоремадан фойдалаиинг. РФ. } Rr.

~R~г 2 ___  Г
87. — . 98. Гипотенуза 2У Rr,  катетлари 2г  Л --------

R У R  +  г
г --------  X2

2R у  —  100, К у р с а т м а .  Ватар узунлпги R 2 =  — 4 -

4 - (а — x i 3: 0  < х < а  тенгламадан топилади. 1 0 1 . К у р с а т м а .  
Уринма кесмасининг узунлигпни х; (О,; Г\) ва (Оа; г 3) анлапалар 
марказларн орасидаги масофанп у ва ^ 0 i0 0 2 =  a деб олиб,

' а 3 — 2 R 2 — 2 R 2 cosa,
У2 -  (R 4- Л ) 3 +  (R  +  г 2)2 -  2(R +  г ,) (К  4- r 2)coss,

,д;= =  у2 - ( г ,  — л , )3

1 /  В а \
системаии каранг. 1 0 2 . 2 arcsln — f sin — — sin — j. К у р с а т м а .

4R ' ( R  -  г)
Тугри бурчакли учбурчакларни цараб чицинг. 103. —-— ------ —.

(R  +  г  )2
105. К у р с а т м а .  Медиана хоссасидан фойдаланинг. 106. 1<Ур 
с а т м а. 105-масалага каранг. 110. К у р с а т м а л а р .  ‘- у  с у  л 
Учбурчакнинг урта чизиги з^акидаги теоремадан фойдаланинг
2 - у с у л .  Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 111 . К у р с а т м а  
110-масалага к а р а н г .  Ц 2 . К у р с а т м а .  110-масалага каранг. 113 
К у р с а т м а .  110-масалага каранг. 114 К у р с а т м а .  Учбурчак 
ларнин: ухшашлигн хоссасидан фойдаланинг. 115. К у р с а т м а  
л а р .  1 - у с у л :  А ф  ва CXD  кесмаларга курилган учбурчакларнинг 
тенглигидан фойдаланинг; 2 - у с у л: Zcни каранг. 116. К у р с а т м а .  
Вектор алгебрасидан фойдалаиинг. 118. К у р с а т м а .  Вектор ал

гебрасидан фойдаланинг. 119. у '  к y f ' 1- l t JL. .  120. К У р-
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с а т м а .  Трапецияни учбурчакка тулдиринг. 122. т. 123. 4b — а.
3 a + m b

124. 1 :2 . 125. — а. 126. ---------. К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :
4 1 + т  J Р ^ } J

Кичик асоснинг бир учи оркали ён томонига параллел тугри чи- 
зик утказинг; 2 - у с  у л: Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 127. 

la b
------- . К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :  Учбурчакларнинг ухшашлигидан
а  +  b
фойдаланинг; 2 - у с у  л: Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 129. 

| /  a'Jrb ■ К у р с а т м а. Трапециянинг юзинп ифодаланг. ЕЗО. Из

дан: ан нукта (С, CD)  айлана билан АВ  томоннинг кесшшан гук- 
таси булади. Агар: АВ  >  ВС  булса, ечим иккита; АВ =  ВС  бул
са. ечим битта; А В < В С  булса, ечим йуц. 131. К у р с а т м а .  Си- 
нуслар ва косинуслар теоремаларидан фойдаланинг. 132. 3 :5 .  
К у р с а т м а .  Косинуслар теоремасидан фойдаланинг. 133 1 0 см, 
6 см. К у р с а т м а .  Трапецияга тенгдош булган учбурчакни ка

ранг. 134. — ±  — У h2 — ab.  136. 90°. К у р с а т м а .  AD  ва ВС

томонлар давомида кесишсин. Косинуслар теоремасидан фоидала- 
нинг. 137. К у р с а т м а .  Тескарисини фараз килинг. 138. К у р 
с а т м а .  О диагоналлар кесишган нукта булсин. Ухшаш учбурчак- 
ларни каранг. 139. К у р с а т м а .  Учбурчак тенгсизлигилан фойда
ланинг. 140. К у р с а т м а .  R  AD  диагоналнинг уртаси булсин. 
K LM R —параллелограмм эканлигини исботланг. 141. К у р с а т м а .  
Купбурчакнинг огирлик маркази учун вектор муносабатдан фой
даланинг. 142. К у р с а т м а .  Вектор ыуносабатдан фойдаланинг. 
146. У~2 — 1. К у р с а т м а .  Ухшаш учбурчаклар юзларининг нис- 
батидан фойдаланинг. 148. тп,  149. 1 :4 .  К у р с а т м а .  Фалес 
теоремасига келтиринг. 151. V pq.  К у р с а т м а .  Ухшаш учбур
чаклар хоссаларидан фойдаланинг. 154. К у р с а т м а .  7 1 -масалага 
каранг. 155 К у р с а т м а .  Трапециянинг урта чизигини \'тназинг.
157. К у р с а т м а .  Герон формуласидан *амда урта арифметик ва 
урта геометрик микдорлар орасида1Н богланишдан фойдаланинг.

158. ( V  Si V  К у р с а т м а .  155- масалага каранг. 159.

т '2: т п : п2: тп.  160. --------- S----------------  161. +  | / б 2+ / б ' , ) 2.
( а + 6 )(а+ с) ' 6  +  с)

К у р с а т м а .  Ухшаш учбурчаклар хоссаларидан фойдаланинг.
V100 ____

162. - - см2. 163. v  Зтп.  К У р с а т м а. т, п ва г  лар орасида

муносабат Урнатинг. 165. 4 8 / b  сма. К у р с а т м а .  6 7 - масалага 
каранг. 166. К у р с а т м а .  Туртбурчакка диагоналлар утказинг ва 
хосил булган учбурчакларнинг юзларини икки усулда каранг. 167.
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К у р с а  т м а .  S a b c d = 2 S MNPq  н и  исботланг. Бу ерда М, N,  Р, Q 
лар  берилган туртбурчак томонларининг урталари. 169 К у р с а т- 
м а. Хосил булган учбурчаклар юзларининг берилган учбурчак 
юзига нисбатлирини каранг. 170. К у р с а т м а .  Ички чизилган ай- 
лана хоссасидан ва синуслар теоремасидан фойдаланинг. 171.

-^-(^1 2 —1). 173. 30°, 60°. S0°. К у р с а т м а .  Юзлар нисбатидан

томомлар нисбатига утинг ва синуслар теоремасидан фойаала- 
й2 4  6 2 4  сз

нинг. 174. c tg  а = ------- — ------- . К у р с а т м а .  досил бул1ан уч

бурчаклар учун косинуслар теоремаси ва учбурчак юзини топиш
А 1

формуласини цулланг. 175. t g — . К у р с а т м а .  Косинуслар

теоремасидан фойдаланиб, тригонометрик тенгламага келтиринг. 
К З

176 .-—̂ - .  К у р с а т м а .  АС «= ВС =  АВ  ни исботланг. 177.

- ~ ( а 2 — Ь'г)t g a .  К У р с а т м а .  Косинуслар теоремасидан фойдала-

S ‘ ±  V S 2— 16R i
нинг. 178. 3 : 5 .  179. -------------------------- . К у р с а т м а .

2R
_  S

а +  * — га келтиринг. 181. К у р с а т м а. Трапецнянинг ён
a- b  =  4R2

томонлартш давом эттириб, учбурчакка тулднринг. 182. 
ab(a  +  Ь) „
---------— t ga .  К у р с а т м а .  Трапецнянинг ен томонлари х  ва у
2 | а —  Ь)

булсин. х 2 4  у2 =  а2 4  b2 ни исботланг, дамда косинуслар теоре

масидан фойдаланинг. 183. 1 s 3. 184. —^1 ±  j / ~ i  185. 1 —

—соэ2Л — cos2В  — cos2C агар ЛА В С  уткир бурчакли булса. К у р- 
с а т м а .  2 Л5(п — ни каранг. 186. 4 :3 .  К у р с а т м а .  1-
у с у л: Медиана хоссасидан фойдаланинг; 2 - у с у л: Учбурчаклар-

a
нинг тенгдошлигидан фойдаланинг. 187. h2 ctg  —. К у р с а т м а .  

Ички чизилган бурчак хоссасидан фойдаланинг. 188. — а2.
О

189. К у р с а т м а .  Дастлаб S LMN =  SL0M +  SMON 4  ZN0L ни ку- 
ринг, бу ерда О айлана маркази. 190. К у р с а т м а .  Ухшаш уч- 
бурчакларнинг хоссаларидан ва 45- масаладан фойдаланинг. 194. 
К у р с а т м а .  Хосил булган туртбурчакларнинг бирига теш булган 
туртбурчакнинг бир учи диагоналлардан бирининг ургаси билан
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/ Jt 7t \
устма-уст тушади. 197. —2R" sin2 a sin 4а < а <  — I К у р с а т 

ма.  Трапеция учларини ан^ана маркази битан туташтириб, *осил
S

булган тенг ёнли учбурчакларни каранг.  193. у .  К у р с а т м а .  

Трапециянинг ва учбурчахнннг асосларидаги бурчакларни каранг. 

199. ( Р - М ) 2. 200. у  К у р с а т м а .  Аффнн алмаш тириш дар  билан 

берилган о .пибурчакни мунтазам олтибурчакка  алмаштиринг. 201. 

202. a 2( l + ~  — j/ з "  j .  233. ^ ( * + 2 / 3 - 6 ) ,  204. 

к  \  а 3 „ r.R,R..R3

~  ? }  205- 1 5 208- * + 5 й Й >  207' в  +  * - ‘ * к у р -
с а т м а .  Уринманинг хоссасидан фонда тан;шг. 20S. К у р с а т м а .  
Уринманин! хоссасидан фойдаланинг. 209. К у р с а т м а  Уринма- 
m-лг хоссасидан фойдаланинг. 210. К у р с а т м а .  У чбурчак- 
нинг юзини учта баландлиги о р к а ш  ифодаланг. 2 1 1 . т — с. 
К у р с а т м а .  Уринманинг хоссасидан ф ондатанинг .  2 1 2 . 3 1 4 : 5 .

К у р с а т м а. 211-масалага каранг. 213. — zzzrzrr- К у р с а т м а .
у/ а*+ Ь2

Айланаларнинг иккинчи кесишиш нуктаси гипотенузада ёшшини 
исботланг. 214. К У р с а т м а .  Н  учбурчакнинг ортомаркази бу л 
син, у холда sin АНС  =  sin ABC  ни исботланг. 215. К у р с а т м а .  
Биссектрисанпнг ва ички чизилган бурчакнинг хоссаситан фойда
ланинг. 216. К У р с а т м а .  Ички чизилган бурчак хоссасидан фой- 
даланпнг. 217. К у р с а т м а .  211-масалага каранг. 218. | b — с |.

аЬ2 аЬс __
219. —-----—; —-------. 220. у  ас. К у р с а т м а .  Хосил булган tVfph

с3 — Ьг са — b2
бурчакли учбурчакларнинг ухшашлшидан фойдаланинг. 221. Тенг

2  1 _  
бурчакларнинг х;ар бири arccos — га тенг булади. 2 2 2 . —г ( / 7 —

3 2

— 1). 223. К у р с а т м а .  Дастлаб A D A  бурчакнинг биссектрисаси 
эканлигини исботланг, сунгра ^осил булган учбурчакларнинг ух
шашлигидан фойдаланинг. 224. К у р с а т м а .  Дастлаб A C E h со 
сод А О М  ни исботланг, бу ерда М' — А йП СО .  225. К у р с а т м а .  
Учбурчакнинг А, В, С учлари оркали узаро параллел тугри чи- 
виклар утказинг. 226. К у р с а т м а л а р .  D  нукта ВС  ёйга те-  
гишли булсин. 1- у с у л :  /?|°° ни каранг; 2 - у с  у л: C D  нур даво- 
мида ВО  — D M  кесма олиб, *осил булган BDM  учбурчакнинг тенг 
томонли эканлишни исботланг. 227. К у р с а т м а .  Вектор муноса-
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батдан фойдаланинг. 228. Ухшашлик коэффициента ------------------.
(k -  l ) 2

К у р  : а т м а. Вектор муносабатдан фойдаланинг. 230. К у р с а т-
i/ " 1 +  sin2 а

м а. Д Л 0 0 ,С0 Д Л В С  ни каранг. 2-31. ------------------. К у р с а т м а .
sin '2 а

Трапецияда: а — .сагта асос, / —ён тойон, d —диагоиал булсин. Туг-
р и  бурчакли учбурчакнинг хоссаларидан вл косннуслар теорема-
сидан фойдаланинг. 232. \/ 2R(2R — h) — (2R — h). К у р с а т м а .
Учбурчачда а —асос, I — ён томон булсин. Туррн бурчакли учбур-
чакнинг хоссаларидан ва S =  рг  формуладан фойдаланинг. 233.

а к -р сс Зя
2 r  cos — tg —- ^sin —

2  4  234. _____ __ 235. К у р с а т м а .  ABCD  трапе-
я  +  За а

s i n --------- 2 cos2—
4 2

цияда АВ  томоннинг уртаси О, ва CD  томоннинг уртаси 0 3 бул-
(1> +  с)2 — <!а

син. 0 1A + 0 . ,D  =  0 10 2 ни  исботланг. 235. --------- ---------. К у р с а т-
а2

1
м a. AD ■ DE  =  B D  ■ DC  дан фойдаланинг. 237. — | ау 4 R*— Ь‘ ±

± ’!у  4/<2— а 2|. К у р с а т м а  Пголэмей теорзмасидаи фолдад; 

яинг.  238. 1/  R ( R —2r) 239 .  К v p e a r . « а .  Биссехтрпсачилг хосса 
■ сидан ва BAD  на ада ЛОО, у-Г '-рла .ларнинг ухшашли: ндан фей 
даланинг. 240. К у р с а т м а  л  H E F t n b A i K L  ни исботланг. 241 
К у р с а т м а .  Сиаусчар т е j p j ллсадан фойгалачиаг .  212. К у р  
с а т м а .  Урчнм т а н г  хоссасидан ва 2 2 6 -маса ладан фойдалан.шг 
243. К у р с а  г м а. Л-1 нуцга турт5урча< диагонадларинанг урта  i а 
рин :1 барда :итирувчи кесманинг Уртаси эхаилнгшш  исботланг,

сунгра Н ц  ни карал-,  245. К у р с а т м а .  О нуктадан тур [бур

чак т о м о я м р и га  тик чазик туширинг ва ,\осил булган турт ж уфт 
учбурчакдарни каранг.  247. К у р с а т м а .  Синуслар ва косннуслар

R —
теоремасидан фойдаланинг.  248. — ( у  (Г +• у 2). К у р с а  т м а. Ай- 

ланага ичха чизилган мунтазам купбурчак хоссасидан фойдала

нинг. 249. | / " ^ - ( 5 й 3—8я2) К у р с а т м а  Косннуслар теоремасидан 

фойдаланинг.  259. i0 см К у р с а т м а .  АС  =* у ва ВО =  х  деб,

' у 2 +  36 =  4лса,

+  {х -  3) -  20
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системани цараб чикинг. 251. 12,5 см; 16,5 см2. К у р с а т м а .  
Косинуслар теоремасидан фойдаланинг.

VII б о б .  С т е р ео м ет р и я
1. Чексиз куп, чексиз куп, битта, деч канча. 4. К у р с а т м а .

ап 4- hm
Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 6 . ------------- . К у р с а т м а -

т +  п
л а р. 1 - у с у л :  МА  ва MB  кесмаларга ухшаш т^рри бурчакли 
учбурчаклар ясанг; 2 - у с у  л: Вектор алгебрасидан фойдалснинг.
7. К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 8 . >/"37 см. 9. 
а +  b -f- с т(|
------ ------ . К у р с а т м а .  6- масалага каранг. 1 0 . с +  b — а. К у р -

О

с а т м а .  \ х  — с \ *= \ 6 — а | ни исботланг. 1 1 . у  я, +  а'̂  +  
К у р с а т м а .  Изланган масофа турри бурчакли паралле.лепипед- 
нинг диагоналининг узунлиги булади. 13. К у р с а т м а .  Вектор 
муносабатдан фойдаланинг. 14. К у р с а т м а .  Вектор муносабат- 
дан фойдаланинг. 15. 2 :1  ва 1 :1 .  К у р с а т м а .  Фалес теорема-

3 1
снда н фойдаланинг. 16. arccos — ; a r c c o s —. К у р с а т м а .  Ко-

4 8
рт

синуслар ёки синуслар теоремасидан фойдаланинг. 17. ---------.
те г п

К у р с а т м а .  Дастлаб М  nyi;ra EF  турри чизшда ётишини исбот-

ланг. 18. * ■ Д. К у р с а т м а .  ОС'±Г1  утказиб, / sDBC'  тенг ёнли 
8

турри бурчакли учбурчак экаилигини исботланг. 19. 60°. К у р- 
с а т м а .  а  АБА'  ни ясанг, бу ерда А' нукта В нуктанинг I тугри

2
чизикдаш проехцияси. 20. a r c s in —. 21. 30°. 23. К у р с а т м а .

Учбурчакнинг урта чизиги хоссасидан фойдаланинг. 24. К у р 
с а т м а  2 3 -масалага каранг. 25. К у р с а т м а .  23-маса~ага ка- 
раиг. 27. К у р с а т м а .  Учбурчакнинг урта чнзиги хоссасидан

фойдаланинг. 28. — у 25т2 +  9 л2 +  -tb- — i2ab cos a, — x
5 5

X / 25mz +  9 ,n2 - f  b2 H- 2ab cos а). К у p с а т м а л a p. 1 - у с у л :  
Вектор муносабатдан фойдаланинг: 2 - у с у л: B M N B ’ параллело
грамм ясанг. 29. К у р с а т м а .  Туртёкли бурчакнинг карама-карши 
ёкларининг кесишиш чизиклари оркали текислик утказинг. 31. К у р- 
с а т м а .  Учёкли бурчакнинг учала киррасига учидан бошлао тенг 
ьесмалар куйинг. 32. К у р с а т м а .  S ABC —учёкли бурчак ва /, =  
= / / ^ ( б 'Л С )  дамда / 2 = /72П(5'ЛС) булсин. SB  киррага тегишли 
ихтиёрий В , нуктадан /, ва / 2 турри чизикларга тик чизиклар ут
казинг. 33. К у р с а т м а .  Учёкли бурчакнинг учала киррасша
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учидан бошлаб тенг кесмалар цуйинг. 35. 90°. К у р с а т м а л а р .
1 - у с у л :  D  нукта АС нинг ургаси булсин. A O B D  ни каранг;
2 - у с у л; Вектор алтебрасидан фойдаланинг. 36. К у р с а т м а .  
Дастлаб cos'^a +  cos23 +  cos 2̂  =* 1 исботланг, сунгр% 3(а2+Ь'2+ с 2) >

/ 1 ----------------> { a \ b  +  с)2 муносабатдан фойдаланинг. 37. a r c c o s j /  i-j-2 cosa).

38. — V  3( т2+  п2 +  k )  — (а2 +  Ь2 +  с2). К у р с а т м а .  Вектор му-

носабаглан фойдаланинг. 41. К У р с а т м а .  Вектор алгебрасидан 
фойдаланинг. 42. АВ  кесманинг уртасидан тик- утувчи текислик. 
43. i s A B Q  га ташки чизи.иан айлана марказидан ( AB C)  х /  утувчи 
тугри чизик. 44. Дизгоналларнинг кесиш иш  нуктасидан туртбур-  
чак текислигига тик утувчи текислик. 45. Трапецияга ташки чи- 
зи л 1ан айтана  марказидан трапеция текислигш а тик утувчи те 
кислик 46. АВ  тугри чизикнинг м зълум  бир нуктасидан тик ут- 
ган текислик. 47. Текислик. 43. У за р т  тик булган текисликлар .  
49. Ромбга ички чизилган айлана марказидан ромб текислигига тик 
у п а н  текислик. 50. У заро  параллет булган: туртта тугри чизик;, 
иккита тугри чизик битта тугри чизик, йук. К у р с а т м а  Уча- 
ла тугри чизикларни бирор  7' текисликка проекциятанг. 51. Па- 
раллел текисликлар. 52. Текислик . 53. У заро тик булган текислик
лар. 54. Агар Тх II Г5; 7'1П7'3 =  0  булса 7’1П Г 3 га параллел булган 
иккита тугри чизикнинг бир-аш масидан; агар  текисликлар узаро  
кеснш са,  лекин умумий нукта: а э; а булмага. Тх{\Т-± га параллел 
булган туртта тугри чизикнинг бирташмасидан агар текисликлар 
бир нуктада кесншса, шу нукта оркати  утувчи  туртта  тугри чи- 
зикнинг бирлашмасидан иборат булади. 55. Ьернтган кесмани д и а 
метр килио о ж и г а й  сфера , А, В нукталар кирмайди. 56. Айлана. 
57. Айлана. 58. Диаметри А В  кесмадан иборат булган сфера . 6i). 
Маркази А В  кесманинг уртасида б);лган с ф ер а ,  нукта ёки 0 .  61. 
Аполлония айланаси ёки т \т р п  чизик. ^2. Аполлония сф ераси ёки 
текислик. 63. Цилиндрик сирг ёки текислик. 64. Цилиндрик сирт. 
65. С ф ера .  66. / га тик булган текислик. 67. Цилин грик сирг. 68. 
Берилган сферага концентрик сфера .  69. Текислик. 87. К у р с а т- 
м а. Л, В,, D,  ва D, В , С х учлардан утувчи текисликлар кесимца 
тенг томопли учбурчак )^осил цилади. Буларга  параллел ва тенг 
узокликдан утувчи текислик билан кесимии каранг. Исботлаш 
учун икки усулдап фойлаланиш мумкин: 1 ) учбур^акнинг урта 
чизиги хоссасидан, 2) вектор алгебрасидан.  89. Агар кесим B D X 
диагонал оркали утса, у A A t ва С С Х ён к 'ф раларпи нг  урталари-

3 %/ 3
дан утади .  90. Мунтазам очтибурчак,  — -— а 1. К у р с а т м а .  Ье- 

сувчи текислик каралаётган ён циррага царши ётган ён цирраиинг
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Уртасидан утади. 91. Тенг бнли трапеция, S — — а \  К У р с а г-
8

м а .  Пастки асос киррасннинг уртасидан устки асос диагоналига I

турри чизич Утказинг. 92. Мунтазам олтибурчак, S = ------- а 2. 93.
4

7 / Т 7
Бешбурчак, 5 - » ——— в*. К у р с а т м а .  Е  нукта АВ  томоннинг,

F ну^та ВС  томоннинг уртаси булсин. DA  ва DC  тугри чизи^лар- 
нинг EF турри чизик билан кесишиш нукталари р  ва Q ларни ,\о- 
сил килинг. D tPQ  текислик кубни кесиши натижасида изланган 
кесим з^осил булади Кесим юзини хисоЗлашнинг бир неча усули 
мавжуд, хусусан ейилмадан фойдаланиш *ам мумкин. 94. К У р-

с а т м а. 87, 8 8 , 92- масалаларга каранг. 95. /  =  ^  а. 96. 6’ —•

7 у 6
— ~ "g а2. К у р с а т м а .  Изланган кесим кубнинг B D t диагонали-

4
га ва ёгининг АС  диагоналига параллел утади. 97. S ' = — S.  98.

1 2 г.
о кес = ~ х у  sin К у р с а т м а .  АЕ  =  jc, ВгЕ =  у  десак,

( х-  +  у 2 +  ху  =  Ь2 -}- К1,

9

V х - —Ь2 +  |/ у 2-» -1 =  h система х,осил булади.

99. 5 = ^ 1  15Ьс 4/2. 100. I «■ - j - /  д» -|- Ь1 — а"‘Ь*).

К у р с а т м а .  Кесувчи текисликнинг призма асосининг С  учи ор- 
кали утказинг ва карши ёкда $осил буладиган трапецияни каранг.

f3 _ — f__
101. V =  — (i -f- j/  ь — y r3). К у р с а т м а .  Шарнинг радиуси асос-

О

3
га ИЧ..И чизилган аилана радиуснга тенг. 102. — . Биринчи ке*

5
3|/ ITl

сим трапеция ва иккинчи кесим учбурчак булади. 103. / =  —-----Ь.
35

104. S — — 1' (ab)2 ■+■ (ас)2 +  (Ьс)3. 105. 23 i 9 нисбатда, кесимда

7
бешбурчак ^осил булади. 105. S =  — Q.  биринчи кесимда учбур

чак, иккинчи кесимда бешЗурчак х,осил булади. 107. S =-
3 ----------  ,-------------------

— — v Ь‘+ с 2 у 4а*+ b ‘ +  с‘ кесимда олтибурчак ^осил булади.
О ~
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1 0 8 .  а — arc tg  ——, кесимда тУртбурчак *осил булади. 109. 23:13.

К у р с а т м а .  А^М ва АС  тугри чизицларнинг кесишган нуцтаси 
К,  ва АВ  тугри чизикларнинг кесишган нуктаси Р  булсин. 
У х.олда призма булагининг хажмини иккита пирамида А^АРК ва 
M C N K  хажмларининг анирмаси сифатида караш мумкин. 110. 
К у р с а т м а .  Кесувчи текислик икки айкаш киррага параллел ута- 
ди. Исботлаш учун икки усулдан фойдаланиш мумкин I) учбур- 
чакнинг урта чизиги хоссасидан; 2 ) вектор алгебрасидан. 1 1 1 . 
К У р с а т м а .  110-масалага каранг. 112. К у р с а т м а. ПО-маса
лага каранг. ИЗ. ^ 5 136. К у р с а т м а .  Икки текисликнинг парал*

аЦу 2 +  1)
леллик аломатидан фойдаланинг. 1 1 4 . -----------—— , кесимда уч-

6 / 3

з / - 7
бурча:< хосил булади. 115. S = ------- а 3, кесимда учбурчак хо-

'/5
сил булади. К у р с а т м а .  Кесим D учдан чищан баландликнинг 
Уртасилан утади. 117. / 6 , кесим та учбурчак хосил булади. 
К у р с а т м а .  Кесим текислиги ён ёвда тик утади. ИЯ. 4 :5 .  119.

S -  — £*со з а  / l + ' 2 cos3 a. 120. 6 ' = - .  121. ,S' =  ?̂ ~  а \  122. S -
4 6  50
3 1/  2

— -------ср. К у р с а т м а .  Кесувчи текислик тетраэдр баландли-
25

21 а  _
гининг Уртасидан утади. 123. о =  124. /, 2 — — ±  у 2q; р  =

1 а -----------------
— 2л; S =  — (a3 — 8q2). 125. 6’ =  — | /З .г а +  4й3 кесимца парал-

7
лелограмм хосил булади. 126. S =  — Q кесимда тенг ёнли тра-

16
пеция хосил булади. К у р с а т м а .  Кесимнинг шакли ён ёкдан

a 2sin22 i  cos а
ажоалган трапеция он чан тенгдош булади. 127. S =  --------------— ,

sin2 Зл
кесимда тенг ёнли трапеция хосил булади. К у р с а т м а .  Пира
мида учидам асосга тик цили'э ёрдамчи кесувчи текислик утказинг. 

‘2аН
1_8 . 1=  — —. кесимда тенг ёнли трапеция хосил булади.

У  9 а* + 4№
К у р с а т м а .  Пирамида учидзн асосга тик килиб ёрдамчи кесув-

3,, 7
чи текислик утказинг. 129. 5  = ------- а 2, кесимда хосил булади-

5
ган туртбурчакнннг диагоналлари узаро тик булади. К у р с а т м а .  
В Р  кесувчи текисликка гик булсин, у долда шаргга кУра ^ З Л Р =

/ 7
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«= 30° булиб, BP  — — • АВ  — 7  а  булади. Пирамида асосидаи ке-

сувчи текисликка утказилган тик чизик OL булсин, у долда B D
а

бу текисликка параллел булганлиги сабабли, OL  =  В Р  =  — була- 

2д __________
ди. 130. S  =  — у  16а3+2/га, кесиыда *осил буладиган туртбурчак- 

10

нинг диагоналлари узаро тик булади. 131. 5  — — № +  d\,  ке-
6

симда з^оснл буладиган туртбурчакнинг диагоналлари узаро 1 ик
3

булади. 132. S =  — а1. 133. £ юа =  126 см2. К у р с а т м а .

=  (50)Г1(ЛЫ) ва О — параллелограмм диагоналларининг кесишиш 
нуктасн булсин, у лолда S O t : 0 , 0  = 3 : 1  ва /И О ,: О,Л =  3 : 5  бу- 

18д2 
35

син, у лолда Д О О Л  ва А С О В  лар мунтазам булиб, D K  па FB  
лар уларнинг баландликлари булади Кесувчи текислик SC  кирра- 
нинг уртасидан утиб, DK  ва FB ларга параллелдир. 135. S =

а ____ ________
“  ~  (2 +  у  5) v 4Ь2+15а'>1 кесимда тенг ёнли трапеция >;оснл була-

5
ди. 136. — , кесимда тенг ёнли трапеция цосил булади 137. S =

*= — Q, кесимда тенг ёнли трапеция хосил булади. 138. S =

1 /  3 \
=  — 0  ёки — Q , кесимда тенг ёнли трапеция лоснл булади 139,

4 \ 4 )
Q ( М  — 1\

Ь =  — ---------- , k ( - N .  К у р с а т м а .  а — пастки асоснннг, b  — уст-
з U  -  1 /  J р

ки асоснннг диагонали булсин. Кесим текнслиги диагонал текислик-
k

ка параллел булиши учун пастки асосни ——  нисбатда булувчи

k 1нукта олинса, устки асосни ^ ^  —-  нисбатда булувчи нукта

олиниши керак. Демак, кесиыда тенг ёнли трапеция доснл булиб,
ha к -  1 ( к - \ ) а

унинг пастки асоси -------  га, устки асоси ------- Ь— --------------  га
к +  1 ' 3 к +  1 2(й +  1)

— — /" з  1f  2
тенг булади. 140. / [ ^ 1 ' З д ;  U = V ‘2a; /., =  J /  -^а. 141. [1 =  —  а;

/ 2 =  ~^~а ' К у р с а т м а .  Изланган ыасофа куб циррасинпнг урта- 
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си билан диагоналнинг уртасини бирлаштирувчи кесма булади: А, 
В и Z>! ва В,‘D ,  С! учлардан утувчи текисликларни каранг. 14а. 
К у р с а т м а .  Каралаётган учёкли бурчакнинг учяда кирраларн- 
нип'  узунликлари I га тенг ва дожми V0 булган махсус паралле
лепипед ясанг. 144. К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан фонда а- 
нинг. 146. К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 118.

------------ b \ f  а'г +  с‘
V =  abc j/ — cos 2а. 149. а =  2 ar c t g --------------- . К у р с а т м а .  Б е

де
рил 1ам текисликлар MN  тугри чизик оркали кеепшали. Бу ерда 
M —A D D ]A1 ёкнпнг, N —A^Dfi^B^ ёкнинг урталари. кирранинг
уртасидан M N  га M N ± K L  утказамиз Нагижада -\осил булган 
AXL\DX изланган икки ёклп бурчакнинг чизикли бурчаги булади. 
150. К у р с а т м а .  Вектор алгеЗрасидан фойдаланинг. 151. а — 

g
=  arccos — — . К у р с а т м а .  AiBl кирранинг уртасидан AtD  диа-

ь у  U
гоиа ira параллел тугри чизик утказинг. 152. —ctg a ctg К у р 
с а т м а .  ^ P M N  изланаетган икки ёцли бурчакнинг чизикли бур- 
чагн булсин. Бу ерда Р  нукта D C  киррага, N  нукта ВС  киррага 
ва Л/ н\ кга CAt дизгоналга тегишли булсин. CM PN  пирамидами 
каранг. 15). у =  arccos(sin a sin ,3). К у р с а т м а .  Диагоналлардан 
бнршш Kapniii ётган ёкка параллел кучиринг. 154. У=».3а3. 155. 
6 ’ == ‘2а(а + У а 1-+■ 4Ь2). К у р с а т м а .  У стки асоснннг каралаётган 
учиднн пастки асоснннг киррасига тик чизик утказинг. 156. V  =  

mnQVQ , ---------------------------
=  144 c m :j . 157. V =  -------------158. V =  abcy  1 — соз3а — cos'Ai —

/и2 4- п?
— cos2 f  +  2 cos i  cos fi cos f. К у р с а т м а .  150-масалага ка*

о  ч о  з /~ v
ранг. 159. 72 см3. 160. — ~ , 161. h — у — ( c tg 2a 3);

3 Г  8 V sin я I 4 ------------------------------------------------
1 =  Л /  — — . 162. V =  — у  (от3 +  п1 +  р г)(т2 +  п* — р а) X

V V 3 — 12 s in2a 2

X ( т'л +  р г — п‘)(п'г +  р 2 — т'г). 163. V = V 2 a 3, 164. S =  (4 + У  3 )а2.
3 4 V '

165. V =  — а \  166. S =  2р +  —— . 167. V =  9J/ 3 см3. К у р-
8 V  Р

с а т м а. ВС =  х  ва AAt — у  ларни топиш учун 

|  у  =  у  5 х 2 +  V I - х 2,

=  13 — 4(л'2 — 3). 

ah*
системани тузиш керак. 1 6 8 . --------- . 171. К у р с а т м а .  112-

sin 2а

Maca.iaia каранг. 173. К у р с а т м а .  Т етраэдр  нчида о.ишган их-
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тиерий нукта оркали кетма-кет тетраэдр ёкларига параллел те- 
кислнклар Утказинг. 174. К у р с а т м а .  ABCD  тетраэдрнпнг АВ 
киррасининг Уртаси М  нукта ва C D  киррасининг уртаси N  нук- 
та булсин, у з^олда MN  кесма кесувчи текисликда ётиб AD  ва С В  
Кирралардан тенг узоклашган булади. 175. К у р с а т м а .  Ох нукта 
D A C  ёцнинг, 0 3 нукта DBC  ёцнинг огирлик марказлари булсин. 
А О хО-,В шаклнинг трапеция эканлигини исботланг, сунгра ухшаш- 
ликдан фойлаланинг. 176. К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :  кесувчи 
A DH  текислик утказинг: 2 - у с у л :  Вектор алгебрасидан фойдала
нинг. 177. К у р с а т м а .  31-масалага каранг. 178. К у р с а т м а .  DABC  
пирамидани DB  кирраси ва D H  баландлиги оркали утувчи текислик 
билан кесинг з^амда кесимда з<;осил булган тугри бурчакли учбурчак-

ларнинг ухшашлигидан фойдаланинг. 179. а — arccos —. К у р с а т-
3

м a. DABC  тетраэдрни DB  кирраси ва DH  баландлиги оркали 
утувчи текислик билан кесинг. 1 - у с у л :  Учбурчакла:  и метрик 
муносабатдан фойдаланинг; 2 - у с у л :  Вектор алгебрасидан фойда- 

а тс
ланинг. 180. I =  —. 181. а =» —. К у р с а т м а л а р .  1 • у с у л:

Ёкларининг д и аг о н а л л а р и . тетраэдрнпнг  кирратаридан иО-рат бу- 
лувчн с-рдамчи куб  ясанг; 2 - у с у л :  Вектор алгебрасидан фонда-

2 1 2 V 7
ланинг. 182. a r c c o s —. a r c c o s — . 183. a r e t e ; --------. К у о с а т м а.

3 ' b ь 5 ‘
Тетраэдрнпнг кирра-си ва карип: ётган ёкшнгг баландл- гн оркали

3 1
кесим Утказинг. 184. a —arccos —. 1&5. V =• — abc.  К у р с а т м а .

8 6
Пирамиданинг ён ёгини асос спфатндз олнпг. 18G. V0-D A-DB DC.

V 2  _
187. I -  • ft. 188. 1 :7 :1 9 .  183. 2 Г 2 — 1. 191. V - f W c i g * * .

i92- V =  193‘ t g a t g B .  194. tg«p— 2 У

К у р с а т м а .  M  нуктадан Л В С  текнеликка  Л // / ,  тик чизик ту- 
ширинг, сунгра Н  нуктадан Я р ^ х С / У  утказинг. Н гМ х ни т о п и т  
учуй д Л С А ? пинг юзнни икки у су л да хиссбланг.  195. К у р с а т 
м а .  Уч  перпендикуляр . \акидаги теорем ага  келтиринг. 197. К" у р- 
с а т м а .  D H  баландлпкнинг ён кирралар  билан ташкил этггн бур- 
чаклари я, у булсин, у лолда c o s£a +  cos*? +  cos** = 1 ;  6',, S 8, 6'3 
ларни кирралар оркали ифодалаб, сунгра Урта ариф м етик  ва урта 
геометрик мицпорлар богланишидан фонда танинг. 198. к у р 
с а т м а .  а!г: =  2hS пи исботланг, бу ерла 5  асос юзи булиб,
1 — ---------------------------

— )' а-Ь1 ■+• а-сг +  b -с* га тенг. 19Э. К у р с а т м а .  П и рам ида:  а
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ташки конус чизиб, конуснинг *ажыи ясовчисининг кубидан кичик 
эканлигини исботланг. 20Э. К у р с а т м а .  Умумий асосли DABC

iW h*
ва ODBC  пирами даларни каранг. 204. ----------------  ------ . К у р-

(h‘‘ — b2) | /  4й3— Ла 
с а т м а .  Пирамидаиинг баландлиги DH  булиб, унинг уртаси /< бул
син, К М  кесма ОЛ  кпррага, K N —кесма В D C  ёкка тик булсин, 
*амда (Л //)д (О Л г) -  Е  булсин. HD  =  у  ва ЕН  -> х  деб,

х  }  f \ у ‘‘ - Ь *  =  Ьу,

2х у  I  у * — А* -  Лу

/ 7  2  15
системани каранг. 286. 1/ =  —— см3. 207. —. 208. S — ----- . 209.

8 25 { /д а

Ь
— . К у р с а т м а ,  ^ A D C = 90'J га тенг эканлигини исботланг. 210.

^ВАС  =  arccos 1 -------  • К у р с а т м а .  BE  асоснннг балантлши
\  tg  “ 1

булсин. £ )£  кесма ён е: ниаг биссектриса си булишинн исботланг. 
212. т — п + р .  К у р с а т м а. Кесимда досил булган туртбур 1ак 
диагоналларининг кесиш иш  нуцтаса  пирамида балан длиги:а  те-

X
гишли булади. 213. Э — агссон  — cos*a). К у р с а т м а .  cos — =■

V *
— —  sin а муноса'атн'.! xoch.i дилинг. 214. аг*2о'20'. К у р с а т- 

м а. Вектор алгебрасидан фэпдалашш:'. 215. V  = —i ’sinSacosa. 215.
О

2  !i 8 ____________
V — — — й3 cos Э c tg  — cosec2 — . 217, ft «. 2arctg V  1 +  2 с 1ц- a .

3 2 2

2 a 3 tg  sin3 —
p 3 sin a t() 3 2

218. 7 =  -------------------- —-------- . 219, V - — -------------------- . 220.
/ n a \ 3 ( 1 — 2 COS ар

1 9 2 ^2  sin3 ( -  + - )

(a +  b y
t g 3 — }■' a(a -  2b). К у р с а т м а .  Асоснннг параллел

томонларининг урталари ва 5  уч оркали кесим х,осил цилинг.

221. h — П ^  ^  , К у р с а т м а .  ВВХ кирра \амда АС ва 
l2n

AiCt кирраларнинг урталари оркали угувчи кесим ,\осил цилинг.
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ab
2 2 2 . h *-------------223

a +  b
. S  =  j ( a ?  +  b*y-  К у р с а т м а .  Vr

co i 7
V2 шартдан фойдаланинг. 225. 2 arctg | --------  J. 226.

— a rc tg  ^tg я c o s — j .  К у р с а т м а .  Ички чизилган мунтазам

купэурчак хоссасидан фойдаланинг. 227. V —S72 см3. К у р с а т-
2 а 2(1 +  2 cos я)

м а. Диагонал кесим ясанг. 228 . 5  = ----------------------- . 229. V  =
cos а

а з -  b •’
F — cos 2 а .  230. К у р с а т м а .  Октаэдрнинг карам а-  

Ь COS а
Карши икки ёгига параллел ва улардан баробар  узокликдан у тгав  
текислик билан кесимини каранг. И с б о т л а ш у ч у н :  1 - у с у л :  

У чбурчак  урта чизири хоссасидан фойдаланинг; 2 - у с у  л: Вектор-

/ 2
алгеорасидан фойдаланинг.  231. V  =  ——-а$. К у р с а т м а .  О к -

О

таэдрни иккита туртбурчакли мунтазам пирамиданинг би рлаш маси

v ~
сиф атида  кар анг .  232. 5  = -----  т 2. 233. 6 : 1 .  234. К ирраси

6

V 2
——  а га тенг булган к у б .  235. К у р с а т м а .  Д одекаэдрнинг  ка-  

рама-карш и икки ёгини кесиб утувчи текислик билан кесимини

к ар анг .  236. S  =  З агу Г25 - f  1 0 К  5. К у р с а т м а .  Мунтазам д о 

декаэдрнинг тула сирти 12 та мунтазам  беш б у р чак лар  юзлари-

нииг никинднсидан иборат .  237. V *= — 1 0 (4 7 +  iT / 5 )  К у р 

с а т м а .  Д одекаэдрни  учи унинг марказида,  асоси эса ё гидан  

иборат булган 12 та пирамидага ажратинг.  238. S =  Ь^'За2. К у р 

с а т м а .  Мунтазам икосаэдрнинг тула сирти 20 та мунтазам учбур-
5

ч а х л ар  юзларпнинг нигиндисидан и б о р ат .  23Э. V  =  — а3 X  

Г  7 +  3 ^ 5
« Г /  ------ ------ . К у р с а т м а .  И косаэдрни  учи унинг мархазида,

асоси эса ёгидан иборат булган 20 та пирамидага ажратинг.  ^40. 

К у р с а т м а  л а р.  1 - у с у л :  Уч перпендикуляр  дакидаги георе- 

мадан фойдаланинг; 2 - у с  у л: Вектор а .и ебрасидан  фойдалапиш .
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243. V V  : V =  — t — : — . К у р с а т м а .  Учбурчакнинг бир 
“ 0 0 а Ь с

•гомони а ва шу томонга туширил.ан баландлик h булсин. Шу
томон атрофида айланишдан ^осил булган жисм дожми V  =

1
=  — п/г2а булади. Шу дожмни учоурчакнинг юзи оркали ифода-

О
ланг. Масалани учбурчакнинг турли ^оллари учун текширинг.

247. — . 248. — Sd.  249. V - S - c .  251. 1 : 7 : 1 9 .  252.
5 3

Туртёкли бурчакнинг карама-карши икки ёкли бурчакларининг
2

йириндилари узаро тенг булиши керак. 253. V  «= — пй8. К у р -
О

с а т м  а.  Конус сиртида олинган учта узаро тик булган ясовчилар 
асос айланасига ички чизилган мунтазам учбурчак учларига тирала-

ди. 254. cosa =  — — . К у р с а т м а .  25 3 -масалага каранг. 255.
3

5    
5 Т-С =  т-S +  2Q кв. бир V =  — У uQ куб бир. 256. I — 

h ,  
= ---------V — cos2a. К у р с а т м а .  АВ — масала шартида айтплган

2 sin -a J 1 v
турри чизик, ОО, цилиндрнинг уки булсин. Изланган масофа ОО,

-------- а 7 А3£  c tg  __ . 2 5 9 . - у - .

263. 2 : 1 .  К у р с а т м а .  Конуснинг ук кесимидаги бурчаги 90°
V  (Г

б у л а д и .  261. r  =  —— R .  К у р с а т м а .  Айланаларнинг уриниш
3

нукталари мунтазам октаэдрнинг учлари булиб хизмат килади. 
/ 3

262. К у р с а т м а .  Цилиндрнинг ук кесимини каранг

263. К у р с а т м а .  Конуснинг ук кесимини каранг, бунда 
тенг ёнли трапеция ва унга ички чизилган айлана досил бу'

тс QI Q
лади. 264. V — -----------. К у р с а т м а .  Конуснинг ук кесимида

з 4/ Т
6/и — Зя

тенг томонли учбурчак досил булади. 265. — -------- . 266.

У з ~  г3
——— . К у р с а т м а .  Конус ён сирти ярим доиранииг юзига

V  15 л / ? 3
тенглигидан фойдаланинг. 267. V  = ------------ . К у р с а т м а .  Ко-

О
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нус ён сиртининг ёНилмаси радиуси ясовчига тенг булган дойра-
3S ___

нинг туртдан бирига тенг булади. 263. V — — t 3itS. К у р с а т-
8 п

м а. Секторшшг юзи дойра юзининг учдан бирига тенг булади.
Sit я А3

269. V =  —  у 5 ъ  кв. бирлик. 270. V = — . 271. S =  40п сма. 
21 * 24

272. 4t.Q.  274. — i - s - .  К у р с а т м а .  243-масалага каранг.

275. V =  SL.  276. V —= 418it см3, 5  ■= 216л см2. К у р с а т м а .
4 1 +  cos 2а

243- ёки 2 7 4 -масалаларга каранг. 277. V =  — я а 3 ------- ;—— .
3 1 sin 2т.

К у р с а т м а .  Айланма жисм ясовчиси а га тенг булган ци- 
линдрдан асослари цилиндр асосларида жойлашган ва умумий 
учга эга .булган иккита конус сирт уйиб олингашиа тенг. 
278. S ~  4У"&с см»; У — 2л см3. 279. 5  -  2к(1р. 280. V =- 
*= nab sin ayfа* +  b ‘ +  2ab cos i .  281. К у р с а т м а .  Айланма 
жисм асослари умумий булган конус ва кесик конусдан иборат бу
либ, бунда кесис конусдан бошка конус сирт уйиб олинган. 282.

a V T  l/ 'b” 1/  в”
г  -= —; R  = ------ а.  283. г — ------a; R = ------ а.  К у р с а т м а .

2 2 12 4 3 v
Ташки чизилган сфера радиусини топиш учун ёрдамчи кубни ка
ранг; ички чизилган сфера радиуси эса ташки чизилган сфера ра-

V'T
диусидан уч марта кичик эканлигини курсатинг. 284. R  =  ——  а .

л / 6  1 ^2
К у р с а т м а .  Ердамчи кубни каранг. 285. г «■ ——  a; R = - ^ - a .

К у р с а т м а .  Октаэдрга ички чизилган шар унинг ёнларша бис» 
сектрисаларнинг кесишиш нукталарида уринади. Бу нукталар ок
таэдрга ички чизилган кубнинг учларидац иборат булади. Ташки 
чизилган сфера радиусини топиш учун ёрдамчи кубни каранг. 
286. 27. К у р с а т м а .  283-масалага каранг. 287. 9. К у р с а т-

32 16
м а .  28 3 -масаладан фойдаланинг. 288. —; — . К у р с а т м а .  Ко

нуснинг Уки буйича кесимда айлана ва унга ички чизилган мунта

зам учбурчак х,осил булади. 289. 1 8 : 5 : 4 : 5 .  290. — <?2(2—q) 0 <

<  q <  2. 292. а «= 60°. 293. V = ----------- - . К у р с а т м а .
3 ( г + / л * + А *)3

Конуснинг ук кесимида тенг ёнли учбурчак ва унта ички чизилган 
ай 1ана х,осил булади. Учбурчак Ои.сектрисасининг хоссасидан
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/ 2  V 2
фойдаланинг. 294. R  *= ——  a\ 295. V — —— itа3. К у р с а т м а -

2 о t
Тетраэдр а ташки чизилган цилиндр бир вактда ёгининг диагона
ли тетраэдр киррасига тенг булган кубга *ам ташки чизилган б у -

1 / 6  
лади. 296. V — — ка‘ . 297. V =  я а 3. К у р с а т м а .  Цилиндр

£. У
асосининг радиуси октаэдрнинг ёгига ташки чизилган айлана ра- 
диусидан иборат, баландлиги sea ички чизилган шар радиусига 
тенг булади. 285-масалага каранг. 298. 27. К у р с а т м а .  Конус
нинг ук кесимида мунтазам учбурчак *осил булади. 299. а =  60°. 
К у р с а т м а .  Кесик конуснинг ук кесимида тенг ёнли трапеции 
ва унга ички чизилган айлана досил булади. ./? — шарнинг, R , 
устки асоснинг, R 3— остки асоснинг радиуслари булсин. Дастлаб’

3 Г ' 2 а
1 Т  /  ° 2~

R 2 — R, ■ Rz ни исботланг. 300. R  — — h I /  ------------- . 301.
2  Т cos22

V =  -g- abc\ R  ■=■ У a2 f  №-\-c2. K j r p c a m a .  185-масалага ка

ранг. Сферанинг радиусинн гопиш учун тетраэдрни тугри бурчак-
3

ли параллелепипедга тулдиринг. 302. а =  a r c s in — . 301. а ~
5

1 2 ft3
— arctg  — . 305. V  ■=----------------------------------—. К у р с а т м а .

2  sin 2 з (1 -f Sill a +  cos =)
Призмани шар марказидан утувчи ва acoc'iapra параллел булган

т. ■ 7
те ;ислик билан кесинг. 306. а — — ёки a =  arctg | /  — . 307. У —

О w «3

8 cos‘3/2 ,
-= — R3 ------------------- ;— . К у р с а т м а .  Пирамиданинг бала нд.'.И! и

3 slrm cos? slnsp/2
ва ромбнинг баландлиги оркали утказилган кссимни каранг. Пи
рамиданинг баландлиги ромбнинг симметрия марказидан угшнини 
*амда шар маркази шу баландликка ётишини исботланг. 303. 

b (/ а ‘— №
г — — -------------------• К у р с а т м а .  Дастлаб Д /iD C  тенг

У а 2 +  Ьг+1Ь +  У а г— Ьг
ZV

ёнли эканлигини исботланг, сунгра г  =  —  ф ормулами фоидала-

нинг. Бу ерда г  — ички чизилган шарнинг радиуси, V  — пира
миданинг *ажми, 5  — пирамиданинг туда сирти. 309. а =

3 - 1 ' 2  „
—— . К у р с а т м а .

Ички чизилган шарнинг радиуси учун пирамиданинг уки ва ён 

19—2310 289
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ёгининг апофемаси оркали утадиган кесимни каранг, ташки чи
зилган шарнинг радиуси учун пирамиданинг уци ва ён кирраси

1 R  . , _____
оркали утадиган кесимни каранг. 310. — . 311. г, =  — (К 2от+ 1 +

д  _______  _______  з  з
+  У  '/т — з ) ;  r3 =  — +  1 — У 2т — 3 );  т >  —, т =  — да

3
кесик конус цилиндрга аиланади; m <  — да ечим йук. 312. а —

2 я  — 1 ±  2 / л ( л — 2) 1 3 J / 2
=  a rc c o s --------------------------------. п >  2. 313. S =  — яб2, = ------- Ь.

i -f- 4/2 3 8

314. / =  2 / ? | / " у .  315. К у р с а т м а .  /Ш С учбурчакнинг х,ар

бир томонн оркали унга карши ётган киррага параллел килиб те- 
кисликлар утказинг.  316. К у р с а т м а .  Тетраэдрни тугри бур
чакли параллелепипедга тулдиринг. 317. К у р с а т м а .  Тетраэдр
ни тугри бурчакли параллелепипедга тулдиринг.  У г.. о л да Д  ЛВС 
нинг о г и р ш к  маркази D D t диагоналда ётади.  О, — ички ч и з и н а н  
сферанинг маркази булиб, О , / - '=  0 , £  — г  хамда Z ) D ,=  2 R  булсин.
0 , D < M D  — 0 [ £  ни асосланг ва O D t : D tA, *  0 tD - 0  ̂ д а н  ф о й д а 
ланинг. 318. К у р с а т м а .  Хосил буладигаи хар бир тетраэдр бе-

рилгаи тетраэдрга  ухш аш лигидан ф ойдаланиб  — муносабатлар-

ни хосил килинг. С у ш р а  берилган тетраэдр  хажмини хосил бул
ган тетр аэдр л ар  лажмлари оркали ифодаланг.  320. К у р с а т м а .  
Масала шартига кура =  v l (R  +  г)  ёки R  +  г =  / .  Ушбу шарт- 
га асосан тенг ёнли трапецияга ички ай.:ана чизищ муммш  экаи- 
лигини исботланг. 321. К у р с а т м а .  А'.асала шартига кура h~ =  
=  4 R r  хамда 1г =  +  ( R  — ГУ  булиб, булардан R  +  г  ~  1. 320-

R  2
масалага к ар а н г .  322. К у р с а т м а .  Д астлаб  — = --------------------

г  а2 tg  а • t g  -

а ^  1 + ^эканини исоотланг.  с у ш р а  tg  — =  у  t део, — = --------------  >  1 4-
2  г 2/(1  — О т

4 г 2
+  [ / 2 ;  0 < ? < 1  ни исботланг. 323. S  = ------- . К у р с а т м а .  П н -

si н2 а

рамидаларнинг ухш аш лигидан ф ойдаланинг.  324. К = -  ^

3 — 4sin2- ' j
2 /

К у р с а т м а .  Пирамиданинг балапдлигпни ташки чимпган сфера 
билан кесишгуи-'а л л ком э гтиринг hi ,\оси  i б у л а н  тугри бурчак
ли учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдаланинг. 325. Vп =
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S’n~ . К у р с а т м а .  Конус ва пирамнданпнг баландликлари

1 ' 2
умумий зканли!идан  фойдаланннг.  326. S — ——  ля2. К у р с а т-

О

м а. Цилиндрнинг асоси мунтазам учбурчакка  ички чизилган до й
ра булиб баландлиги куб диагоналининг учдан бирига тенг була ■

2  R /  &  2  г.
ди. 3 9 3 - масалага  к ар ан г .  327. 1 = --------------  I /  sin тт! 0 < “ <  77-

а  г  2  о
V 3 sin -

К у р с а т м а .  Ш арнинг  маркази пирамида баландлигига тегишли

| /  5"(3 tg-a  — 1) 1 <р
булади. 328. -----—-------------- . 329. — ~ a 3sin3 a tg 3 — . К у р с а т-

l o i c t g 6 a  О 2.

м а .  Ш арнинг маркази пирамида баландлигига тегишли булиб, у
acoci а лиагоналларпин кеспшиш нуктаси оркали уринади .  330.
Х аж млари  дам уш андай нисбатда охлади.  К у р с а т м а .  г — шар-
нин радиуси ва а —конуснинг нсовчиси билан баландлиги ораси-
дагн бурчак булсин. Конус учидан ш ар марказигача  булган ма-

1
cojia  3г  булиб, sin а =  — . У до.тда конус асосининг радиуси

3
4 г  -  1

<4rlg -у ~ Y 2 r ,  ясовчиси эса ------- =  3jf  i r  булади .  331. — s i n 2 в X
c o s  i  2

X  s in 3 2*. К у р с а т м а .  Конуснинг балаидлш ини ташки чизилган 
сфера билан кесиш гуича  давом эттирииг ва доспя булган тугри 
бурчакли учбурчакларнинг ухш аш лигидан фойдаланинг. 332. R —5 
узунлн:;  бир т. К у р с а т м а .  АВ ва CD  кирралар  узаро  перпен
ди ку л яр  эканлигини исботланг. У . \ с д а  ташки чпзил!ан шарнинг 
маркази буларнинг умумий перпендикуляр»  К М  га тегишли бу
ла in. Бу ерда К нукта CD  кнпранинг, М нукта АВ кирранмнг 
уртасн .  К М  ни икки усу л да: бирннчпдан. бегосита дисоблаш, ик- 

кпнчпд.'И. /< оркали пфодалаш мумкин. 333. V'=»4|/’3 r 3. К у р с а т 
м а .  Кесик конусга ш ар ички чизилган булгапи учун. унинг *аж- 
ми шар радпусининг учдан бирннн пирамнданпнг туда сиртига 
купантирил!ани :а  тенг.  Ш унингдек кесик пирамнданпнг дажми

V =  — H(Sl +  S 2 + / 6 | 6 2). Пирамида асосларнни х ва у деб, ён
3

V ' ( г 2 — 1)
сиртни булар оркали ифодатанг.  334. h -= -------- ;--------- а.  К у р 

с а т м а .  Теграэдрнпнг ён кирраси ва бал аи дл ш и оркали утувчи 

кесим ясанг, сунгрз тугри бурчакли учбурчакларнинг ухшашли-
3

гидан фойда-.анинг. 335. 6' 6и с=а — a 2, S r с — 2а*.  333. V —
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2   2 ______
— — r 2(R  - | - К  /?3 — г ' )  ёки 1/== — г 2(/? — / Н* — К у р с а т м а .

3 3
Агарда Н >  R  булса, биринчи ечим, агарда H < R  булса, иккинчи

6 /га — 3п ( я / ? Г
ечим ургшли булади. 337. ----- ------- . 338. 2 ■■аг) а3 — +  ——

4п \  3 2

339. S =  г.У b R 2. 340. F  <= — | /  Д л з. К у р с а т м а .  Кубнинг
3 г 3

abc
диагонали оркали утказилган кесимни каранг. 342. d  — ------------------- .

ab+ac-\-bc
К у р с а т м а .  Асос сифатида кубнинг бирор ён ёгини олинг, у
холда кубнинг асосида ёгган учи учта пирамиданинг учи булиб
хитмат килади. Натижада .\ажм шрни таккослаш имкониятига эга
будпнади. 345. К у р с а т м а .  Ухшаш конуслар хоссасидан фой-

—  2 
да лани «г. 346. 5 ум> =  2 . - ( \ '2  4  l ) V ,  К ум _ =  — дЛ3. 347. 3*2* 1.

348, Гсек. _  £ | . 349. S «  ^  (4 -  / 7 ) .  350. ft -

4 2 / 3  4 + . / Г
=— — /?. 35!.  h =  ——  /?. 352. /? =  — ------а.  К у р с а т м а .  Шар-

о о 2.

нинг кубга уришгш иукталарн оркали утказилган кесимни каранг. 
Кубнинг киррасини а га, шарнинг радиусини R  га, шар маркази* 
дчн каршн ётгам цнррагача булган масофани х  га тенг деб олиб,
R  х  а 3 а3
— — —з— ухшашликни цаоанг. 353. к„„ — —. 354. V =  — .
я  / 2  а ' ‘ У 4 а
К у р с а т м а .  Натижада кирраси /  2 а  га генг булган мунтазам

й3
тетраэдр х,осил булади. 355. V  «= — . К у р с а т м а .  патижада

6
/ 2

кирраси —— а  га тенг булган мунтазам октаэдр хосил булиб,

унинг учлари куб ёкларпнинг урталари булади. 356. VyM =  

=  2a3( j / 2 — I ), V =  2 j 3( 2 — у  2) .  К у р с а т м а .  Кубларнинг 
умумий булаги саккиз бурчакли мунтазам призма, бирлашмаси 
эса, ун олти бурчакли каварик булмаган призмадан иборат. 357.

9
’/ ум — я 3. К у р с а т м а .  Кубларнинг умумий булаги асослари 

билан бирлаштирнлган иккита мунтазам учбурчакли пирамидадан 

иборат булади. 358. V''yM. =  2 — — ) .  К у р с а т м а .  Кубни 

айланиш уцига перпендикуляр булган диагонал кесим билан цир- 

3 9 2



К и н г ,  с у н г р а  * о с и л  б у л г а н  ш а к л н и  90° га  б у р и н г .  359. Уун а
3

— — а3. К у р с а т м а .  Кубларнинг умумий булаги учлари куб-

нинг карама-карши учларида жойлашган, асослари эса 87- масала- 
да царалган мунтазам олтибурчакдан иборат булган иккита пира- 
миданинг бирлашмасидан ташкил топали. 360. 9 1 1, 2/» J. К у р-

I 2 2 / Т  
с а т м а .  2 8 6 -масалага каранг. 361. V =  а3\ 5 , м = —-— а 3.

К у р с а т м а .  Баланллнги тетраэдр баландлшига тенг булган мун-

V *тазам олтибурчакли пирамида ,\оспл булади. 362. V =  ——  а2.
48

аК у р с а т м а .  Кирраси ~  га тенг булган иккита тетраэдрнииг 

бирлашмасидан иборат булган шакл досил булади. 363. ^ ум —
■■~2~

«= - — а3. К у р с а т м а .  3-55- масалага каранг. Ердамчи кубнинг
24

) 2 / 2 ( ( / 3 ' - 1 )
К и р р а с и  ——  га тенг булади. 364. Уум =  ------- —------ - а 3. К у р 

с а т м а .  Буриш натижасида \осил булган учбурчакнинг 
томон лари ABC  учбурчакнинг баландликларига параллел булади, 
*амда учбурчаклар томонларининг кесишишидан ц о с и л  бу.'п ан бу-

, 1 2
лак-ларининг нисбати 1 «f / 3»2 каби булади. 365. V7 = -------а 8.

J ■ 54 .
К у р с а т м а .  Умумий бу.лак ён ёкларишшг уткир бурчаги 60*-

/ 2
б у л г а н  р о м б д а н  и б о р а т  п а р а л л е л е п и п е д  б у л а д и .  о б б .  V — —— а*.

54
V&

К у р с а т м а .  365-масалага каранг. 367. V — ------г 3. К у р-
4

с а т м а .  Пирамида асосининг томонинн топищ учун иккита конус 
учун умумий булган Ук кесимни каранг, баландлигинн топиш

учун эса SO  *  — (SOi  +  SO]  +  S 0 3) муносабатдан фойдаланинг.
О

8 6 8 . а =  2 arctg  ^sln —j .  К у р с а т м а .  Конусларнинг иккитасини

олиб уларнинг умумий ясовчиси ва текисликка уринадиган ясов-
Я 2к ' V 3

чиларини каранг. 369. а = —. 370. У ~  — . К у р с а т м а .

Конуснинг ук кесимида .\осил буладиган тугри бурчакли учбур- 
чаклардан фойдаланинг. 371. 2Р(\  — Р){\  +  Р'2).  К у р с а т м а .
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=  2 a r c s i n б у н д а  а >  8 .  К у р с а т м а .

Конуснинг ук кесимида х,осил буладиган тугри бурчакли учбур- 
чаклардан фойдаланинг. 372. S =  4л/?г. К у р с а т м а .  Кесик ко
нуснинг ён сиртини унинг Урта кесими оркали ифодаланг. 373.

т('*1“ '~у°
Сфера радиуси ёрдамида конуслар асосларининг радиусларини 
богланса, цажмларнинг нисбатн ёрдамида тригонометрик тенгла- 
ма*а келинади. 374. г  =» 2 см — агар шарлар конуснинг ичида 
жойлашган булса. г  =  10 см — агар шарлар ко^усдан танщарида 
жойлашган булса. К у р с а т м а .  Конуснинг у к и ва шарлардан 
бирининг маркази оркали утувчи кесим \осил дилинг. 375. V =  

пг3 —

=  —  ( 2 2 /  2 +  25). К у р с а т м а .  O t ва 0 3 лар орка и утувчи 
>3

Ук кесим *осил килинг ва конуснинг баландлигини Н  ва асосининг
3

радиусини R  лар оркали ифодаланг. 376. г  =  — с м — агар шар

лар конуснинг ичида жойлашган булса, г  =  2  см — агар шарлар 
конусдан ташкарида жойлашган булса. К у р с а т м а .  374-маса
лага каранг. 377. 2 ± / 3 .  К у р с а т м а .  Шарларнинг 7 текис- 
ликка уриниш нукталари томони 2 / V ^ j  ва дна!опаллари 2 г,; 2 г2

булган ромбнинг учлари эканлигини исботланг. 378. r  — — R.
О

К у р с а т м а .  О,, 0 2, 0 3 — берилган шарларнинг марлазлари бул
син. О —туртинчи шарнинг маркази булсин. Учлари О, О,. Ог, Оз 
нукталарда булган учбурчакли мунтазам пирамидани каранг. 379. 
Rr(2Rr  +  г —V  (AR—rY ir )
•-------------------------—-------------- . К у р с а т м а .  Шарларнинг марказла-

рини Г текисликка проекциялаб, асослари тенг ёнли учбурчаклардан 

иборат булган призмани каранг. 380. H ^ R  +  г  + | / " (Я + r ) 5—

л , г, К лар учун R  +  г  >  а; г <  R — г <  ^

шартлар бажарилиши керак. К у р с а т м а .  Радиуси г  га тенг бул
ган шарларнинг марказларн Оу, 0 2, 0 3. 0 4 радиуси R  га тенг 
булган шарнинг маркази О булсин. У яолда О О ^ О з С ^  туртбур
чакли мунтазам пирамидани каранг. 381. / " 3 : 1 .  К у р с а т м а .  
Шарларни Т текисликка проекцияланг. Натижада катта шарлар
нинг марказлари ромбнинг учлари булишини ва кичик шарлар 
проекцияси эса узаро уринувчи ,%амда ромбга ички чизилган айла-

7
налардан иборат булишини исботланг. 382. см. 383. г <

18
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<  Н  <  2r  = >  3 < * < 6 .  1) k =  3 1 V -  2 * R \ V 2  + У  з  ) (2  -  V'i ): 2 ) k=~
_  „D3 _  __ _

^  4: V^VZkR*. 3) £ = 5; V=  — ( / J  + У  5 ) ( / 8 — / 5); 4) A -
О

1 е / б  — 1 
<=6 s — я /?3. 384. г — ----- —-----. К у р с а т м а .  Шарларнинг мар-

казлари тетраздрга у хшаш булган тегрзэдркинг учларнда жомла- 
шади. Бу тетраздрга ички чизилган шарлар радиусларипи тетра- 
эдрнинг кирраси оркалн ифодаланг.

Е ч н л и ш и  м у р а к к а б р о ц  б у л г а н  м а с а л а л  а р  

1. { - ] ;  8 }. 2. {2}. 3. 1 - 1 } .  4. (5) .  5 . j a r c tg  |  +  n . i / n £ z j .  6 .

(2 ) .  7. { - 4 ;  2}. 9. ( - 5 ;  0}. 12. { - 1 ;  9/16}. 13. {4}. 16. ( - 4 / 3 ) .  
17. {5]. 19. ]1; 4].  20. [—2, ( I7 5”— 15)/10[. 21. ]3; 5]. 22. 
] ( / Т З - 5 ) / 2 ,  1]. 23. [ - 1 ;  - / E / 4 [ U ] ( / ' l 5 / 4 ;  1|. 28. {5j U ]4 +

з - -гг 1/ H . ?3 \
11 19’ 19/’

- n l1) . 32. {(2;

1; 1)}. 34. 1 ( - 3 ;  - 2 ) ;  (3; 2)) . 37. { ( - 3 ;  - 2 ) ;  (3, 2)) .  33. <(—3; 
- 2 ) ;  (3; 2)}. 39. {(1; 2), (2, 1)}.40. { ( - 3 ;  - 2 ) ,  ( - 2 ;  - 3 ) ;  (2; 3);

(3; 2)}. 41. {(1; 3; 9); (9; 3; 1)}. 47. {1}. 4а. j j J .  49. | a rc tg l0 +

+  n * \ n £ Z ) .  50. { |0 Ц 2 + - | / ^ ) } .  52. {«(2* +  l ) / 2 | * f 2 ) .  53. 

{ l0 ~ 2 j .  54. {7t(3* +  l)/3 | * €  Z l .  55. (10; 105). 56. {5}. 57. {1 6 }. 

58. {2}. 59. ( - ) .  60. j l 0 - 1 5 2; 103}. 61. ( - 7 }. 62.

65.

I
2 = 2

{(—1)л arcsin 2 У  iog*a/2_j_niz j /г£  2 ,  0 <  a <  1}. 64. j — —; —

I 4 17 Г 1 2
] - ? =  - й [ . « » . ] - 2 ^ 2 - ^ 1 в [ .  6 7 . J - 0 O ; - -

6 8 .  Jl; 4[. 69 .  J10 — / 4 3 ;  4 [ U ] 1 0  +  / 4 3 ;  + o o [ .  7 0 .  [ - / 8 ;

- 1 [  U] l ;  ( / 4 Г - 1 ) / 5 ] .  7 1 . 10; 1 /5 [U J1; 3[. 7 2 . {(4; 2 ), (2; 4 )} .

7 3 . |^ 2 ;  - ^ j ) ;  7 4 . {(20; 1 6 ,} . 7 5 . {512; 1)}. 7 6 . |^ 2 .  - ^ - ^ 2 +  Г 7;

2 +  / 2 ' ) } .  7 7 . {(4; 1 ) ( 1 6 ; 2 ) } .  78 .  {2; 1}.  79 .  \v  =• km/co-

S(t { - t 2) , „  S U i - t t f
--------------км/соат; i K= ---------------

2 t {t ,  2 *,fa
км/соат; S K =  -— ------ km }. 80. {3 соат).

2ttb  

). {;

S(a  -  b)( S(a  — b)
81. I», =  СЗ км/соат; v2 =  60 км/соат). 82. | к л>=----- ------  km/co-
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5(а  — b) )
ат; v HK=  ------ — — км/соат | .  83. {4, 5}. 84. (2 сум}. 85. {20j

120). 80. { f , -=18 км/соат, и:,=  12 км/'соат}. 87. (2). 8 8 . (35; 12}.

39. {/г =  6 м; /т =  8 м). S0. {38, 31, 5, 7, 9}. 91. | v — . 92.

I abc 1 2 } ( 6 +  3 / 3 + V 7  ) (
Г - — __}■ " •  ---------“ 4  94‘ { * >

--------- ---------- —=r}. 95. {12 дм3}. £6 . {(1. 9) м3}. 97. {91 1; 2 7 1 1}.

83. (3; 4}. 99. | ----- —— j .  100. { 3 6 / 2  куб бир}. 101. j - j  / 5 " J .

102. \ V b \ .  103. f ---------- ] , 04_ 105.
Ual - b 2)y  46*— a* ) l 3  К З )

j ~  / 2  куб бир}. 106. {12'?а/ 3 ‘ }. 107. 108. [ЗаЬ].

.109. ^ 7 “)} . ПО. { 5 - 1 } .
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