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SO‘Z BOSHI

Ushbu o‘quv qoMlanma «Ishlab chiqarish texnologiyalari sohasi» 
bilim sohasi ta’lim yo‘nalishlari uchun tasdiqlangan «Oliy 
matematika» fanining namunaviy o‘quv dasturi asosida 
tayyorlangan uch qismdan iborat o‘quv qo‘llanmaning ikkinchi 
qismidir.

O‘quv qo‘llanmaning ikkinchi qismi birinchi qismining uzviy 
davomi bo‘lganligi sababli yirik mavzulami, formulalami va 
chizmalami raqamlanish ketma-ketligi saqlab qolingan. Ikkinchi 
qism o‘quv qo‘llanmaga oliy matematikaning kompleks sonlar, 
kompleks o‘zgaruvchining funksiyasi, ko‘phadlar, aniqmas va aniq 
integrallar, xosmas integrallar, aniq integralning geometriya va 
mcxanikaga tadbiqlari, ko‘p o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘limlari 
kiritilgan.

O‘quv qo‘llanma mualliflarining uzoq yillar davomida «Oliy 
matematika» fanidan talabalarga o‘qigan ma’ruzalari asosida 
yozilgan bo‘lib, uni tayyorlashda talabalami fanni chuqur o‘zlash- 
tirishiga qulaylik tug‘diruvchi holatlariga tajribadan kelib chiqib yon- 
dash i Igan.

O‘quv qo‘llanmada o‘quvchining mavzuni o‘zlashtirishi oson 
boTishi uchun sodda amallami bajarilishigacha batafsil ko‘rsatilgan. 
Mavzuga oid ko‘plab mashqlar yechib ko‘rsatilgan. Har bir 
mavzuning oxirida mustaqil yechish uchun mashqlar, o‘z-o‘zini 
tekshirish savollari berilgan bo‘lib, ular o‘quvchining olgan 
bilimlarini yanada mustahkamlashga yordam beradi.

()‘quv qo‘llanmadan boshqa bilim sohalariga tegishli bakalavr 
ta’lim yo‘nalishlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

Ushbu o‘quv qo‘llanma «Oliy matematika» fanidan «Ishlab chiqarish 
texnologiyalari sohasi» bilim sohasiga tegishli ta’lim yo‘nalishlarida 
tahsil olayotgan talabalar uchun lotin yozuviga asoslangan o‘zbek alifbosi 
va imlosida tayyorlangan dastlabki adabiyotlardan bo‘lganligi uchun 
kamchiliklardan holi bo‘lmasligi mumkin. O‘quv qo‘llanma haqidagi 
fikr-mulohazalaringizni Qarshi Muhandislik-iqtisodiyot instituti «Oliy 
matematika» kafedrasiga yuborishingizni so‘raymiz.



28. KOMPLEKS SONLAR VA UL ARNING GEOMETRIK 
TASVIRI HAMDA TRIGONOMETRIK SHAKLI

28.1. Kompleks son tushunchasining kiritilish sababi

Ma’lumki sonlar orasida eng qadimgisi natural son bo‘lib u narsa 
va buyumlami sanash zaruriyati tufayli paydo bo‘lgan

Shuningdek, butun, ratsional, irratsional, haqiqiy son kabi 
tushunchalar ham zaruriyat tufayli kiritilgandir.

Shunday masalalar ham uchraydiki ulami haqiqiy sonlar 
sohasidan chiqmasdan yechib bo‘lmaydi. Ana shunday masalalardan 
birini qaraymiz.

Umumiy hadi

S„ = 1 — x2 + x4 -x6 + ... + (-l)"x2" (a)

ko‘rinishga ega bo‘Igan ketma-ketlikni qaraymiz, bunda x haqi­
qiy erkli o‘zgaruvchi.

S„ ni soddaroq ko‘rinishda yozish maqsadida (a) tenglikni har 
ikkala qismini x2 ga ko‘paytiramiz. U holda

x2S„ = x2 - x4 + x6 -... + (-I)"-1 x2" + (-l)"x2("+,) (/0

tenglikka ega bo‘lamiz.
(a) va (p) tengliklami hadma-had qo‘shsak Sn+x2Sn =l+(-l)"x2(wl) 

yoki (l + x2)^ =l + (-l)nx2(”+1) kelib chiqadi. Bu tenglikni har 

ikkala qismini l + x2 ga bo‘lib

c _l + (-l)"x2("+1)

l + x

tenglikni hosil qilamiz. Endi ketma-ketlikni n —> oo dagi
limitini topishga kirishamiz. Oxirgi tenglikda и —> oo da limitga 
o‘tsak

4



limS,=—bliinll + C-D’x»”’11] (r)
И—>00 | «->00

bo‘ladi, chunki —- ifoda n ga bog‘liq bo‘lmaganligi sababli uni 
1 + x

o‘zgarmas son sifatida limit ishorasidan chiqarildi.
Ixj< 1 bo‘lganda limx”=0 va jxl > 1 bo‘lganda Нтхя=<ю

ekanIigini hisobga olib (/) tenglikdan |x| < 1 bo‘lganda 

tenglikka va x > 1 bo‘lganda

iim/? = x>
«->»

ga ega bo‘lamiz.
x = ±1 bo‘lganda {.S’,,} kelma-ketlik

0,1,0,1,0,1,0,...
ko'rinishdagi limitga ega bo‘lmagan ketma-ketiikka aylanadi.

Shunday qilib {Sn} ketma-ketlik uchun quyidagi natijaga ega 
bo'ldik.

|x| < I bo Uganda {S’„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va ——r- 
1+x 

limitga ega, ya’ni
-J-_ = l-x2+x4-x6+... (J)

l + x
tenglik o‘rinli.

|x| > 1 bo‘lganda {Sn} ketma-ketlik uzoqlashuvchi. Bu holda

——— funksiyani (3) tenglikning o‘ng tomonidagi yig'indi 
1+x 
ko‘rinishda tasvirlab bo'lmaydi.

Nima uchun ——- funksiyani |x| < 1 bo‘lganda (<5) ko‘rinishida 

tasvirlash mumkinu uni |x| > 1 bo‘lganda bu ko‘rinishida tasviriash 
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mumkin emas degan savolga x haqiqiy son bo‘lganda javob berib 
bo‘lmaydi.

Qo‘yilgan savolga to‘liq javobni kiritiladigan kompleks son 
tushunchasidan foydalanib olish mumkin.

Bu masalaga keyinroq yana qaytamiz.

28.2. Asosiy ta‘riflar

Haqiqiy sonlar bilan ish ko‘rilganda istalgan noldan farqli haqiqiy 
sonni kvadrati musbat son bo‘lishini ko‘rdik. Endi kvadrati manfiy 
son bo‘Igan son tushunchasini kiritamiz. Bunday sonlar tabiiyki 
haqiqiy son bo‘lmaydi.

1- ta‘rif. Kvadrati -1 ga teng ifoda mavhum birlik deb ataladi va 
u i orqali belgilanadi.

Shunday qilib, i2=-l yoki i = .
Mavhum birlikning ta‘rifidan i3= i2- i =-l-i=-i, ?=?-?==(-1)(-1)-1, i5=-i 

va hokazo umuman к butun son uchun z^K=7, = jt г*к+ =-l,

i4Kt3^-i ekannligi kelib chiqadi. Shuningdek, - = -5- = -i.
i i

2- ta‘rif. z~a+bi
ko‘rinishdagi ifodaga kompleks son deb aytiladi, bunda a va b ha­
qiqiy sonlar.

a va b ni mos ravishda z kompleks sonning haqiqiy va mavhum 
qismlari deyiladi va Rez=a, Jmz=b kabi belgilanadi.

Xususiy hoida, agar a=0 bo‘Isa u hoida z=0+ib=bi bo‘lib u sof 
mavhum son deyiladi. Agar b=0 bo‘Isa z=a+iO=a haqiqiy son 
hosil bo‘ladi. Demak, haqiqiy va sof mavhum sonlar kompleks 
sonning xususiy holi ekan.

3- ta‘rif. Ikkita zi=ai+ibi va Z2=a2+ib2 kompleks sonlar a/=<22 
b]=b2 bo‘lgandaginateng (zj=z^ deyiladi.

Demak haqiqiy qismlari o‘zaro va mavhum qismlari o‘zaro teng 
bo‘Igan kompleks sonlar teng bo‘lar ekan.

4- ta‘rif. Ham haqiqiy qismi ham mavhum qismi noldan iborat 
kompleks son nolga teng deyiladi.
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Demak, a=0, b=0 bo‘lgandagina z=0 va aksincha z~a+ib-0 dan 
a-O, b=0 kelib chiqadi.

5- ta‘rif. Faqat mavhum qismining ishorasi bilan farq qiluvchi 
ikkita z=a+z7; va z =a-ib kompleks sonlar o‘zaro qo‘shma komp­
leks sonlar deyiladi.

6- ta‘rif. Haqiqiy va mavhum qismlarining ishoralari bilan farq 
qiluvchi ikkita

zi=a+ib va Z2~-a-ib=-Z} 
kompleks sonlar qarama - qarshi kompleks sonlar deyiladi.

28.3. Kompleks sonning geometrik tasviri

I lar qanday z-a+ib kompleks sonni Oxy tekislikda koordinatalari 
a va b bo‘Igan A (a,b) nuqta shaklida tasvirlash mumkin. Aksincha, 
Oxy tekislikdagi har qanday A(a,b) nuqtaga bitta z-a+ib kompleks 
son mos keladi.

Kompleks sonlar tasvirlanadigan tekislik z kompleks 
o' zgaruvchining tekisligi deyiladi va tekislikka doiracha iciiiga z 
qo‘yiladi (141-chizma).

14i-chizma
Shunday qilib kompleks sonning geometrik tasviri $ tekislikning 

nuqtasidan iborat ekan. Bunda Ox o‘qda yotuvchi nuqtalar z=a 
haqiqiy sonlami (b=0), Oy o‘qda yotuvchi nuqtalar esa z-bi sof 
mavhum sonlami tasvirlaydi (a=o). Shuning uchun kompleks 
sonlami z kompleks o‘zgaruvchining tekisligi ® da tasvirlaganda Ox 

7



o‘q haqiqiy o‘q, Oy o‘q mavhum o‘q deb ataladi. Umuman 
aytganda, kompleks sonlar to‘plami bilan ® tekislikdagi barcha 
nuqtalar to‘plami orasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud.

A(a,b) nuqtani koordinatalar boshi bilan tutashtirib OA vektomi 

hosil qilamiz. Ba‘zi hollarda z=a+ib kompleks sonni OA vektor 
ko‘rinishda tasvirlash ma‘qul bo‘ladi. Bu ham kompleks sonning 
geometrik tasviri deyiladi.

Shunday qilib, kompleks sonning geometrik tasviri & tekislikdagi 
nuqtadan yoki vektordan iborat ekan.

28.4. Kompleks sonning trigonometrik shakli

Koordinatalar boshini qutb, Ox o‘qning musbat yo‘nalishini qutb 
o‘qi deb kompleks tekislikda qutb koordinatalar sistemasini 
kiritamiz. q> va r A(a,b) nuqtaning qutb koordinatalari bo‘lsin.

A nuqtaning qutb radiusi r, ya‘ni A nuqtadan qutbgacha bo‘Igan 
rnasofa z-a~bi kompleks sonning moduli deyiladi va |z| kabi 
belgilanadi.

Pilagor teoremasiga binoan 141-chizmadagi to‘g‘ri burchakli 
OA13 uchburchakdan r==Ja2 + b2 kelib chiqadi. Masalan, zi=-3+4i 

sonning moduli ri=\zi\ = \-3+4i\=4^ + 42 =5 ga teng. Noldan farqli 

har qanday kompleks sonning moduli musbat haqiqiy sondir.
A nuqtaning qutb burchagi (p ni z=a+bi kompleks sonning 

argumenti deyiladi va Argz kabi belgilanadi. Argument bir qiymatli 
aniqlanmay, balki 2 лк qo‘shiluvchi qadar aniqlikda aniqlanadi, 
bunda k-butun son. Argumentning hamma qiymatlari orasidan 
0<<р<2л tengsiziikni qanoatlantiruvchi bittasini tanlaymiz. Bu qiy- 
mat bosh qiymat deyiladi va <p =argz kabi belgilanadi.

Dekart va qutb koordinatalari orasidagi bog‘lanish a=rcoscp, 
b=rsincp ni hisobga olib z=a+bi=rcos<p+irsin(p yoki

z=r(cos(p+isin<p) (28.1)
tenglikka ega bo‘lamiz.

8



Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda z=a+hi kompleks sonning 
trigonometrik shakldagi yozuvi deb ataladi.

Qutb burchagi <p=arctg— kabi topilishi ma‘lum.
a

Shunday qilib, z kompleks sonning moduli deb uni tasvirlovchi 
vektorning uzunligiga, argumenti deb shu vektoming Ox o‘qning 
musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchagiga aytilar ekan.

(p=arctg— argumentni hisoblashda z kompleks sonning koordi- 
a

natalar tekisligining qaysi choragida yotishini hisobga olish kerak, 

chunki arctg— qiymatga (p argumentning ikkita har xil qiymatlari 
a

mos keladi. Shuning uchun

arctg— , agar o>0, Z>>0 bo‘lsa,
a

я + axctg— , agar o<0, b istalgan son bo‘lsa, 
a
у

+ arctg— , agar a >0, < 0 bo‘lsa
a

(р = arg z = ■

tenglikdan foydalanish kerak. Masalan,
. 71

argfl+i)= arctgl=—, chunki a==l>0, b=l>0, arg(-l+i)=K+ 

+arctg(-l)= chunki a=-l<0, b=l>0, arg(- l-i)= л+

+arctgl= —, chunki a=-l<0, b=-l<0, arg(l-i)= 2 л + arctg(-l)= =2 л

Л” 17E . . . ч л < Л
—=—, chunki o=l>0, b=-l<0.

4 4

Kompleks sonning za+bi ko‘rinishdagi yozuvi kompleks 
sonning algebraik shakli deyiladi.
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Kompleks son vektor shaklida tasvirlanganda haqiqiy songa Ox 
o'qda yotuvchi vektor, sof mavhum songa Oy o!qda yotuvchi vektor 
mos keladi.

1-misol.  z=a+bi va - =a-ib qo'shma kompleks sonlar bir xil 
modullarga ega va argurnentlarining absolyut qiymatlari teng, 
ishoralari qarama-qarshi ekaniigini ko'rsating.

Yechish, 142-chizmadan
\z\=r~ya2 + b2 va p |=г=д/«2 +/r 

ekani, ya’ni |zl =|z | va argz= -argz ekani kelib chiqadi.
Izoh: Har qanday haqiqiy A sonni ham trigonometrik shaklda 

yozish mumkin, ya’ni A>0 bo'lsa, A=A(coso+isino),

A<0 bo'lsa, A=jA|(cos я +isin я) (28.2)

tengliklar o'rinlidir.

142-chizma.

f®
a. i*!

-i f i л *

К 0 \J
-Я

.

143-chizma.

2-misol.  zi=l-43i, Z2=2i, Z3=-2, z4=4 kompleks sonlar
trigonometrik shaklda yozilsin. (143-chizma)

Yechish. 1) zj=l-y/3i son uchun a~l,

r = TFTvF = 2,
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Shunday qilib, zj=l-j3i =2 (cos +isin —/

2) Z2=2i-sof mavhum son. a=0, h=2, г=л/о2 + 22 =2,

(p-—, Z2=2i=2fcos—+isin—).
2 2 2

3) z=-2- manfiy haqiqiy son. Shuning uchun (28.2) formulaning 
ikkinchi tenglamasiga binoan Z3=-2=\-2\(cos л +isin n) bo‘ladi.

4) z4=4- musbat haqiqiy son bo‘Igani uchun (28.2) formulaning 
birinchi tenglamasiga binoan z^=4=4(coso+isino) bo‘ladi.

3-misol.  |z|<3 tengsiziikni qanoatlantiruvchi kompleks sonlarga 
mos kompleks tekisligi nuqtalarining to‘plami topilsin.

Yechish. z=x+iy desak |г|=д/х2 + у2 bo’lib, beriigan tengsizlik 

Jx2 +y2 <3 yoki x^+y2^ ko‘rinishga ega bo‘ladi. x2+y2=9 

tenglik markazi koordinatalar boshida bo‘lib radiusi 3 ga teng 
aylanani ifodalaydi. Demak, x2+y2<P-markazi koordinatalar boshida 
bo‘lib, radiusi 3 ga teng doiraning nuqtalari. Bunda x2+y2=9 
aylananing nuqtalari ham to‘plamga tegishli.

4-misoi.  7<|z|<3 tengsiziikni qanoatlantiruvchi z kompleks 
sonlariga mos kompleks tekisligi nuqtalarining to‘plami topilsin.

Yechish. 3-misolning natijasidan foydalanib J<x2+y2<9 tengsiz- 
liklarga ega bo‘lamiz. x2+j/>/ tengsizlik ЧУ tekislikdagi markazi 
koordiatalar boshida bo‘lib radiusi 1 ga teng aylanada va undan 
tashqarida yotgan nuqtalar to‘plamini ifodalaydi. x2+y2<9 tengsizlik 
esa ® tekislikdagi markazi koordinatalar boshida bo‘lib radiusi 3 ga 
teng aylananing ichida yotgan nuqtalar to‘plamini ifodalaydi. Demak 
beriigan tengsizliklar1?1' tekislikdagi markazi koordinatalar boshi­
da bo‘lgan va radiuslari 1 ga va 3 ga teng konsentrik aylanalar 
orasidagi halqani ifodalar ekan. Bunda radiusi 1 ga teng aylananing 
nuqtalari ham halqaga tegishli (144-chizma).



5-misol.  \z+2-i\=\z+4i\ (b) tenglikni qanoatlantiruvchi z kompleks 
sonlar to‘plami kompleks tekisligida nimani ifodalaydi?

Yechish. z=x+iy desak (b) tenglikni \x+iy+2-i\ = \x+iy+4i\ yoki 
\x+2+i(y-l)\'—\x+i(y+4)\ ko‘rinishda yozish mumkin. Oxirgi 

tenglikni kompleks sonni modulini topish formulasiga asoslanib

^(x + 2)2 + (y-l)2 =д/х2 + Су + 4)2 (b)

kabi yozamiz. Bu yerdagi -J(x + 2)2 + Cy-1)2 ifoda z=x+iy 

kompleks songa mos keluvchi A(x,y) nuqtadan M(-2;l) nuqtagacha 
masofani, д/(х2 + (y+ 4)2 esa shu A(x,y) nuqtadan N(0;-4) nuqta­

gacha masofani ifodalaydi. Demak, (b) tenglik A(x,y) nuqtadan 
M(-2;l) va N(0;-4) nuqtalargacha masofalar teng ekanligini 
ko‘rsatadi. Kesmaning o‘rta perpendikulyari uning uchlaridan bir xil 
masofada yotishini hisobga olsak berilgan tenglamadagi kompleks 
sonlarga & kompleks tekislikdagi MN kesmani o‘rta perpendi- 
kulyarini ifodalovchi to‘g‘ri chiziqning nuqtalari to‘plami mos 
kelishi ay on bo‘ladi.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Kompleks son deb nimaga aytiladi?
2. Qanday kompleks sonlar teng deyiladi?
3. Qanday kompleks sonlar o‘zaro qo‘shma deyiladi?
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4. Qanday kompleks sonlar qarama-qarshi kompleks sonlar deyiladi?
5. Kompleks sonning geometrik tasviri nimadan iborat?
6. Kompleks sonning moduli nima?
7. Kompleks sonning argumenti deb nimaga aytiladi?
8. Kompleks sonning trigonometrik shaklini yozing?
9. Kompleks sonning algebraik shakli bilan trigonometrik shakli orasida 

qanday bog‘lanish mavjud?
10. Kompleks sonlar orasida katta va kichik tushunchalari mavjudmi?

Mustaqil yechish uchun mashqiar
1. a) z=3, b) z=2i, c) z=-2, d) z=-3i kompleks sonlar ® 

tekisligida vektor ko rinishida tasvirlansin hamda ularning modullari 
va argumentlari aniqlansin.

2. Ushbu ifodalar trigonometrik shaklga keltirilsin:

a) 1+i. Javob: V2I cos— + /sin — .
I 4 4j

b) 1-i. Javob: V2I cos + i sin — j.
I 4 4j

c) -1+i. Javob: cos~^ + z s'n ■

5я . . 5яЛ
4 4 J

b) 1-i. Javob: v2 cos—
I 4

c) —l+i. Javob: I

<Z) -1-i. Javob: 5/2^ I

e) 3. Javob: dfcoso+isino/
f) -4. Javob: 4fcosK+isinn/
3. \i-l+2z\>9 ni qanoatlantiruvchi z kompleks sonlar to‘plami Ф 

kompleks tekisligida nimani ifodalaydi? Javob: Markazi Q\

nuqtada va radiusi R=4,5 bo‘lgan aylanada va undan tashqarida 
yotgan nuqtalar to‘plamini ifodalaydi.
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29. KOMPLEKS SONLAR U STI DA ASOSIY AMALLAR

29.1. Kompleks sonlami qo‘shish. Ikkita Z]=ai+ibi va 
Z2-a2^ib2 kompleks sonlaming yig‘indisi deb

zi+ z2=(aj+ibi)+( a2+ib2)=( aj+ a^+i(bj+b^ (29.1) 

tenglik bilan aniqlanuvchi kompleks songa aytiladi. (29.1) for­
muladan vektor bilan tasvirlangan kompleks sonlami qo‘shish- 
vektorlami qo'shish qoidasiga muvofiq bajarilishi kelib chiqadi. 
(145b-chizma)

29.2 Kompleks sonlami ayirish. Ikkita zt=ai 'ibi va Z2=d2+ib2 
kompleks sonlaming ayirmasi (zj-zi) deb shunday kompleks songa 
aytiladiki, unga z2 kompleks sonni qo‘shganda zi kompleks son hosil 
bo‘ladi (145e-chizma).

zi- z2=(ai+ibi)-( a2+ib2)=( aj- a2)+i(b]-b2). (29.2)

Ikki kompleks son ayirmasining moduli shu sonlami (?) tekis­
ligida tasvirlovchi A(ai;bi) va B(a2;b2') nuqtalar orasidagi 
masofaga teng:

1-z21= ^-a^2 + (h, -b2)2.

1-misol. zr=3+2i va Z2=2-i kompleks sonlaming yig‘indisi va 
ayirmasini toping.
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Yechish. zi+ Z2=(3+2i)+(2-i)=(3+2)+ i(2-l)=5+i, 
z1-z2=(3+2i)-(2-i)=(3-2)+i(2-(-l))=l+3i.

29.3. Kompleks sonlami ko‘paytirish. z/=ai+ibi va z2=a2+ib2 
kompleks sonlaming ko‘paytmasi deb, i2=-l ekanligini hisobga olib 
bu sonlami ikki hadlami ko‘paytirish qoidasi bo‘yicha ko‘paytirish 
natijasida hosil bo‘lgan

ai a2- bjb2)+i(aj b?+ bia2) (29.3)

kompleks songa aytiladi.
Zj va Z2 kompleks sonlar trigonometrik shaklda beriigan borisin: 

zi=ri(cos<pi+isin epi), z2=r2(cos<p2+isin <p2).

Shu kompleks sonlaming ko paytmasini topamiz.

zrz2= ri(cos$i+isin (pi)-r2(cos(p2+isin cp2)= 
=rrr2[cos(prcos(p2+icos(pi sinq)2++isinq)i-cos<p2+i2 sintpr sin<P2]= 

=rrr2[(cos<pi- cos<p2- sincpi sin(p2)+i(cosc)i- sin <p2+ +sin <picos(p2)]= 
И r2[cos(<pi+(p2)+isin((pi+(p2)]'

Shunday qilib,
zi z2= ri r2[cos(<pi+<p2)+isin((pi+tp2)], (29.4)

ya‘ni ikkita trigonometrik shakilda beriigan kompleks sonlar ko‘pay- 
tirilganda ularning modullari ko’paytiriladi, argumentlari esa 
qo‘shiladi.

2-misoi.  zf=3-i va z2—4+2i kompleks sonlaming ko‘paytmasi 
topilsin.

Yechish. zi-Z2=(3-i)(4+2i)=12-^6i-4i-2i2=14+2i.
. . , / 11 ... 11 Л
3-misol.  z.=4 cos—д-rism — л va1 I 6 6 J

„( Л . . Л
z,=3 cos—+ism— 

к 3 3
kompleks sonlaming ko‘paytmasi topilsin.
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Yechish. (29.4) formulaga binoan:

.( 11 . . 11 A ( п . . лЛZiZ7=4 cos—л+ism—я *3 cos—Hsin— =1 2 I 6 6 J I 3 3j
=4x3[cos^j)+isi"(7’t+7)]= 

=12^cos^2^+^+isin^2TH--^-^= 

=12^cos-^+ism^=12^^-+i^=6>/3+6i.

4-misol.  za+ib va z = a-ib qo‘shmakompleks sonlar ко'pay- 
tirilsin. Yechish. z • z = (a+ib)(a-ib) = a2-(ib)2 = a2+t7 yoki 
z-z=|zf, chunki |zHzh>/aZ+b2.

Demak, qo'shma kompleks sonlami ko'paytmasi haqiqiy son 
ekan.

29.4 Kompleks sonlarni bo‘Iish. zj=ai+ibi sonning z2=a2+ib2 
(a2 + b2 Ф 0) kompleks soniga bo'linmasi deb z2 son bilan ko'payt- 

masi zj ga teng z=x+ry kompleks songa aytiladi. Demak z = — va 

zt = z ■ z2 tengliklar teng kuchli.

Kompleks sonni kompleks songa bo'lish amali bo'linuvchi va 
bo‘luvchini bo‘luvchining qo‘shmasiga ko'paytirish natimjasida 
amalga oshiriladi:

Zj _ ax + ib} _ (a, +iZ>1)(a2 -ib2) _ axa2 +blb2 +-\a2 ~ai^2 
z2 a2 + ib2 (a2 + ib2 )(a2 - ib2) a2 + b2 a\ + b2

Agar kompleks sonlar z/=r/fcos(pi+ism(pi) va z2=r2(fx>^ 2+isincp^ 
trigonometrik shaklda berilgan bo'lsa, u holda:
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Zj _ r/cos^ + zsin^,) _ r/cos^ + zsin0>j)-(cos0>2 - /sine>2) 
z2 r2 (cos <p2 + i sin ip2 ) r2 (cos <p2 + isin <p2) • (cos cp2 - i sin <p2 )

r} [(coscos <p2 + sin (pA sin q>2) + z(sin (px cos <p2 - sin <p2 cos <p})] 
r2 (cos2 <p2 - (i sin <p2 )2 )

Shunday qilib,

— = —[cos(^>j - (p2) + isin(^ - <p2)], (29.5)
Z2 Г2

ya‘ni ikkita trigonometrik shakldagi kompleks sonlami bo‘lishda 
bo'linuvchining moduli bo‘luvchining moduliga bo‘linadi, bo‘linuv- 
chining argumentidan bo‘luvchining argumenti ayriladi.

5- misol. zi=3-2i kompleks son z2=4+i songa bo‘linsin. 
Yechish.

Zj _ 3-2/ (3-2/)(4-z) _ 3-4-2-/(2-4+3-l) _ 10-/11 _ 10 11. 
z2 ~ 4+/ “ (4+/)(4-Z) ” 42+l2 17 17 17*'

6- misol. Zj = 4^cos^+/sin^-^ kompleks son

z2 = 2^cos ~ + l sin songa bo‘linsin.

Yechish. (29.5) formulaga binoan:

29.5. Kompleks sonni darajaga ko‘tarish. Kompleks sonlami 
ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra n ta

zi=ri(coscpi+isin (pi),

Z2=r2(cos(p2+isin (рг),

Zn^nCcostpir^isin cpn)
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sonlaming ko‘paytmasi
z z2... Zn=ri r2... r„[ cos(<pi+ <p2+...+ (pn)+isin((pi+ ф2+...+ q^)] 

bo‘lishi ayon.
Bundan zi= z2=... zn=z=r(cos<p+isintp) bo‘lganda

zn=[r(cos<p +isin <p)]n=rn(cosn(p+isinn(p) (29.6)

formulaga ega bo‘lamiz.
Bu formula Muavr formulasi deb ataladi. Bu formula trigono­

metrik shakilda beriigan kompleks sonni biror natural darajaga 
kolarish uchun uning modulini shu darajaga ko‘tarish lozimligini, 
argumentini esa daraja ko‘rsatgichiga ko'paytirish kerakligini 
ko‘rsatadi.

7-misol. (J+iY° ni hisoblang. 

Yechish. |z|= r=y12 +12 = V2 1 л-arctg- = - bo‘lgani uchun

7+i=z=V2i cos—+ zsin— 
I 4 4 J

?°=(7+/)20=

L I 4 4 J J

= 210 (cos 5 я + i sin 5 л) = 1024(cos я + z sin я) = -1024.

bo‘lib (29.6) formulaga binoan

Muavr formulasida r=l deb olinsa

(coscp+isin ф)п= cosrnp Hsinn ф (29.7)

formula kelib chiqadi. Bu formula cosiup, simup funksiyalami совф, 
sin (p funksiyalaming darajalari orqali ifodalash imkonini beradi.

Masalan, n=2 da (созф+isin ф)2=со52фНп81п2 ф ga ega bo‘lamiz, 
bundan:

cos2cp+2i coszp sin ф+i2 sin2 ф= соз2ф-Н8Й12 ф, 
cos^-sin2 ф +2i sirup созф= соз2ф+1зш2 ф.

Ikki kompleks sonlami tengligi shartidan foydalansak
соз2ф= соз2ф - sin 2ф, sin2(p=2sin<p ■ созф ma‘Ium formulalarga 

ega bo‘lamiz.
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Shuningdek n-3 da (29.7) formula (cos(p+isincp)3=cos3(p+isin3<p 
ko'rinishga ega bo‘lib, bundan:

cos3cp+3- cos2(p i sin<p+3cos<p (isin <p)2+(isin<p)3= cos3(p+isin3<p,
(cos3 (p-3 ■ costp- sin2 q>)+ i(3 cos2(psin cp-sinJ <p)= cos3(p+isin3cp.
Ikki kompleks sonlarm tengligi shartiga asoslanib 

cos3(p= cos3q>- 3cos<p- sin2 cp, sin3cp=3 cos2(psin (p-sin3 (p 

formulalarni hosil qilamiz.
29.6 Kompleks sondan ildiz chiqarish. z kompleks sonni n -da- 

rajali ildizi Vz deb n -darajasi ildiz ostidagi z songa teng bo‘lgan w 

kompleks songa aytiladi, ya'ni w”=z bo‘lganda л/z = w (neN).

Agar z=r(costp+isincp) va w=cp (cosw+isimp) bo'lsa

C(/r(coscp + isi n <p) ==p(cos\p+isinv|/)

tenglik o'rinlidir. Bundan tenglikning ikkala tomonini и-darajaga 
ko'tarib keyin Muavr formulasidan foydalansak

z r(cosip+isiri(p):=[p(cosv+isinv)]n- pn(cosny+isinny) hosil bo'la­
di.

Teng kompleks sonlami modullari teng, argumentlari esa 2n ga 
karrali songa farq qilishini hisobga olsak oxirgi tenglikdan

/>" г.пц/ (р\2лк ga egabo'lamiz. Bundanpva ni topamiz: 

n 
bunda к -istalgan butun son, y[r -arifinetik ildiz.

Shunday qilib,

n n
tenglikka ega bo'ldik, bu yerdagi к ga о dan n-1 gacha qiymatlarini 
berib, ildizning n ta har xil qiymatlarini topamiz. к ning n-1 dan katta 
qiymatlarida argumentlar topilgan qiymatlardan 2n ga karrali songa 
farq qiladi va demak, topilgan ildizlar avvalgilar bilan bir xil boladi. 
Masalan, va к=и bolgangdagi, к—l va к=п+1 bo'lgandagi va 
hokazo ildizlar bir xil bo'ladi.

19



Shunday qilib, kompleks sonning n-darajali ildizi n ta har xil 
qiymatlarga ega bo bar ekan.

Shuningdek noldan farqli haqiqiy sonning я-darajali ildizi ham n 
ta har xil qiymatlarga ega bo‘ladi, chunki haqiqiy son kompleks 
sonning xususiy holi.

8-misol. Vl ning barcha qiymatlari topilsin va ular ® kompleks 
tekislikda vektor shaklida tasvirlansin.

Yechish. z=l=l+0i ni trigonometrik shaklda yozamiz. a=7,
--------- Q

b=0 bo‘lgani uchun |z| = r = y12 + 02 = 1, = arctg—= 0 va
' 1 1

z = cosO + zsinO ga ega bobamiz.

U hoida (29.8) formula

Vl = VcosO + isinO =cos—+ zsin—ko‘rinishga ega bo‘la-

di, bunda №0,7,2.

k=0 da w/=cos0+zsin0=7,

w/, W2 va wj kompleks sonlaming barchasini moduli 7 ga teng 
ekanligini hisobga olib markazi koordinatalar boshida bo bib radiusi 
7 ga teng aylana yasaymiz. Boshi koordinatalar boshida bobib uchi 
shu aylanada yotgan, hamda Ox o‘qning musbat yo'nalishi bilan 
0°, 120° va 240° f о burchak tashkil etuvchi OA. OB

I ’ 3 3 J

va ОС vektorlar mos ravishda w/, va wj kompleks sonlarining 
geometrik tasviri bobadi (146-chizma).
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29.7. Ikki hadii tenglamalarni yechish. zn=A ko'rinishdagi 
tenglama ikki hadii tenglama deyiladi, bunda A aniq kompleks son. 
Shu tenglamaning ildizlarini topamiz.

a) A kompleks son bo‘lsin. Bu holda (29.8) formulaga binoan 
tenglamaning ildizlari

rr~.г/ (р + 2кл . . <р + 2кл\
z1(1 = V/4 = fy| Л|1 cos-^----------+ isin—--------- I (29.9)

formula yordamida topiladi, bunda <p=argA, k=-0.1,2,n-1.
b) A musbat haqiqiy son bo‘lsin. U holda <p=argA=0 bo‘lib 

(29.9) formula
tl = VI • f cos — + i sin —] (29.10)

к « n )
koTinishini oladi (k=0,l,2„...,n-l).

d) A manfiy haqiqiy son bo‘lsin. U holda (p=argA=n bo'lganligi 
sababli (29.9) formuladan

л + 2кл . л + 2кл 
COS------------- 1-1 sm ------------

n n
hosil bo'ladi.

Xususiy holda z"=7 tenglamaning barcha ildizlari
„Г 2кл . . 2кл ..n

zk+} =vl = cos ——— +1 sin------  (29.12)
n n

formula yordamida, z"=-7 tenglamaning barcha ildizlari

(29.il)

21



(29.13)
„г—? л + 2кл . . л + 2кл

zk+x = v-1 = cos——— +1 sm------------
п п

formula yordamida topiladi (к=0,1,2, ...п-1).
9-misol. z4-l tenglama yechilsin. 
Yechish. (29.12) formulaga binoan

2кл . . 2кл кл . . кл 
z... = cos--------Hsin------ = cos-------Hsin—

’ 4 4 2 2
bo‘ladi. &o‘miga 0,1,2,3 qiymatlarni qo‘yib ushbulami topamiz:

Zi=cos0+isin0=l,
л . . л .

zz= cos —F i sin—-0+i
2 2

z3=cos л+isin tc=-1, 
Зл . . Зл 

zj= cos------1-1 sm — =-i.
2 2

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Algebraik shakldagi kompleks sonlami qo‘shish, ayirish, ko‘pay- 
tirish va bo‘lish qoidalari qanday?

2. Kompleks sonlar ayirmasining moduli nimani ifodalaydi?
3. Trigonometrik shakldagi kompleks sonlami ko'paytirish va bo'lish 

formulalarini yozing.
4. O‘zaro qo‘shma kompleks sonlami ko‘paytmasi qanaqa son bo‘ladi?
5. Muavr formulasini yozing.
6. Trigonometrik shakldagi kompleks sonni n- darajaga ko‘tarish uchun 

nima qilinadi?
7. Trigonometrik shakldagi kompleks sonning barcha n-darajali ildiz- 

larini topish formulasini yozing.
8. Manfiy sondan kvadrat ildiz chiqadimi?
9. Ikki hadli tenglamaning ildizlari qanday topiladi?
10. xn=A ko‘rinishdagi tenglama nechta har xil ildizlarga ega?
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Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. f3+2zy+f2-z9 topilsin.
2. (4+3i)-(6-4i) topilsin.
3. (3+2i)(2-3i) topilsin.
4. (3+5i)(4-i) topilsin.

5. ——
4 + 5/
l-z

Javob: 5+z.
Javob: -2+7/.
Javob: 72-5/.
Javob: 17+17i.

Javob:
7 19.
41 41Z

Javob:
1 .— r
2"

Javob: -524+71.

topilsin.

topilsin.

topilsin.

6. 
-2-2/

7. (4-7i)3
8. (2(cosl8°+isinl80))5 topilsin.Javob: 32i.
9. Quyidagi algebraik shakldagi kompleks sonlami trigonometrik 

shaklga keltirib, so‘ngra Muavr formulasini qo‘llang.
a) (l+i)'°; b) (1-i)'6; d) (7з + z)20; e) (л/з - z)30 ;

f) (1 \ cosa+isina/1.
10. /.| 3(cos20°-isin20<’) son Z2=2(cosl0°-isinl0°) songa bo‘lin- 

sin.

I

z2 = V2

Javob: — (л/3-z).
4

I I. V- 8 topilsin. Javob: 1 + /л/з; -2; 1 - /л/з .

12. z* ~ V" V2 + z’V2 topilsin. Javob: zL = V2 cos-
< ‘ 

з/т-Г 19л . . 1<
L z, = v2 cos------+ zsm—J 3 I 12 1

/1 1л ..11л
COS------- l-zSin-----  I,<12 12 J

13. z3=z tenglama yechilsin. 
Г U V3 . 1 л/з .1
Javob: z, =----- l-z-—; z, =------- l-z—; z, =-z.

1 2 2 2 2
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30. KOMPLEKS O‘ZGARUVCHINING FUNKSIYASI

30.1. Ko‘rsatkichi kompleks bo‘lgan ko‘rsatkichli 
funksiya va uning xossalari

x va у haqiqiy o‘zgaruvchilar bo‘lganda z=x+iy kompleks o‘zga- 
ravchi deyiladi.

Ta‘rif. Agar kompleks o‘zgaruvchi z=x+iy ning biror kompleks 
qiymatlar sohasidagi har bir qiymatiga biror usul yoki qoida 
yordamida boshqa w kompleks o‘zgaruvchining aniq qiymati mos 
kelsa, w kompleks o‘zgaruvchi z ning funksiyasi deyiladi va w~-f(z) 
yoki w=w(z) kabi belgilanadi.

Biz kompleks o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasini o‘rga- 
nishni keyinga qoldirib uning faqat bitta funksiyasi-ko‘rsakichli 
funksiyasi

w=ez yoki w=ex+ly 
ni qaraymiz. Bu funksiya

е*+0,= ex- eiy = eYcosy+isiny) (30.1)

tenglik yordamida aniqlanadi. Demak
w(z) =ex(cosy+isiny).

(30.1) formulaga asoslanib
fV2 .72'1
I 2 2 J

0+f' 0( л л\
e 1 - el cos — + г sin — = z, 1 2 2J ’

Зя . . Зя )
— + zsin — = -i. 
2 2 ) 

tengliklarga ega bo‘Iamiz.
Kompleks o‘zgaruvchining ko‘rsatkichli funksiyasi quyidagi 

xossalarga ega.
I. Har qanday zj ,Z2 kompleks sonlar uchun 

ez,+Z2 = e21 -e22 (30.2) 
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tenglik o‘rinli.
Isboti. zi=xi+iyj, Z2'-=X2+iy2 bo‘lsin. U hoida:

eZl+Z2 =£Л+/У1+*2+0'2 =е(^1+^2)+’СИ1+^2)_

= eXl +X2 [cosCjj + y2 ) + i sin( + y2 )]. (30.3)

Ikkinchi tomonidan trigonometrik shakldagi kompleks sonlami 
ko‘paytirish qoidasiga asosan:

ег> .ez> = ех1+,Угех2+‘У2 -ex*[cos}' +/siny ]-e21
x +x 1 1 (30.4).

[cos y2 + i sin y2 ] = e 1 2 [cos(y2 + y2) + i sin( y2 + y2) J

(30.3) va (30.4) tengliklami o‘ng tomonlari teng, demak, chap 
tomonlari ham teng bo‘ladi: e21+22 = e21 -e22.

2. Istalgan zj, Z2 kompleks sonlar uchun

(30.5)

tenglik o‘rinli.
Bu xossaning isboti 1-xossaning isbotiga o‘xshaganligi uchun 

uning isbotini o‘quvchiga qoldiramiz.
3. Ixtiyoriy m butun son uchun

fe2)'"=emz (30.6)
tenglik o‘rinli.

Isboti. z=x+ry bo‘lsin. U hoida 

4. Ixtiyoriy z uchun
jz+2ia_ze —e (30.7)

tenglik o‘rinli.
Haqiqatan (30.2)va (30.1) formulalarga asosan:

e2+2zn=e2 ez(cos27i+isin27t)= e.

(30.7) ayniyatdan e ko‘rsatkichli funksiya davri 2m ga teng 
davriy funksiya ekanligi ravshan.
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30.2. Haqiqiy o‘zgaruvchining kompleks 
funksiyasini limiti va hosilasi

u(x), v(x) funksiyalar x haqiqiy o‘zgaruvchining haqiqiy funk­
siyalari bo‘lsin.

W=u(x)+iv(x) 
haqiqiy o‘zgaruvchining kompleks funksiyasini qaraymiz.

a) Agar limw(x) = uo, lim v(x) = v0
x->x0 x->x0

chekli limitlar mavjud bo‘lsa 
wo=uo+ivo 

kompleks son W kompleks o‘zgaruvchining x—>x« dagi limiti deyi­
ladi.

b) Agar u' (x) va v'(x) hosilalar mavjud bo‘lsa,

W'x- u' (x)+iv' (x). (30.8)

ifoda haqiqiy o‘zgaruvchining kompleks funksiyasi W ning haqiqiy 
o‘zgaruvchi x bo‘yicha hosilasi deyiladi.

Endi W=eb ko‘rsatkichli funksiyaning w'x hosilani topamiz, 
bunda k=a+fli va a, ft o‘zgarmas haqiqiy sonlar. (30.1) formulaga 
muvofiq

W=efa =e(aW=e‘“e/?x'' =e(“(cospx+isin|3x) 
yoki

W=eaxcos{3x+ieax5z>?px.
(30.8.) formulaga asosan: 

Wx'=(etu:cosPx)'+i(eax5'znPx)'=eaxacosPx-eaxpsinpx+
+i(e“x asinPx+e,u pcospx) =eGX(acosPx- 

-pslnPx)+ie<“(asinPx+Pcospx)=a[etDC(cosPx+isinPx)]+ 

+Pi[eax(cospx- - sinpx)]=ae“^,fbt+pieax+,|k=(a+pi)e(“+f’l)x 
i

chunki — = —z.
i 

Shunday qilib, к o‘zgarmas kompleks son bo‘lganda ham
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^е(а+1р)ху - + . e(a+ip)x у0^{ (efa)' — ^gfa ko‘rsatkichli

funksiyani differensiallashning odatdagi formulasiga ega bo‘ldik. 
Shuningdek

(ete)" = ((efa)')' = (itefa)' = it2e*x,

(efa)w = ((efa)")' = (k^e^y =

va hokazo har qanday natural n son uchun
(?)<’>=feb

tenglikka ega bo‘lamiz.
Bu formulalar bizga keyinchalik ham, aniqrog‘i differensial teng- 

lamalami qaraganda ham kerak bo‘ladi.

30.3. Eyler formulasi. Kompleks sonning ko‘rsatkichli shakli

(30.1) formulada x=0 desak 
e'y=cosy+isiny (30.9)

formula hosil bo‘ladi. Bu formula Eyler formulasi deb ataladi.
Eyler formulasiday ni -y ga almashtirib cosy funksiyani juft, siny 

toq funksiya ekanligini hisobga olsak

= cosy—zsiny (30.10)
tenglik hosil bo‘ladi. (30.9) va (30.10) ni hadma-had qo‘shib

e”'+e= 2cosy yoki bundan cosy =----- —----- formulaga,

(30.9) dan (30.10) ni hadma-had ayirib
e'v -e~iy - 2zsiny yoki bundan

e^-e^
smy= -■ -

2z
formulaga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, trigonometrik funksiyalar bilan ko‘rsatkichli 
funksiyalami bog‘lovchi formulaga ega bo‘ldik.

1-misol. A = sin x + sin 2x + sin 3x +... + sin их yig‘indi topilsin.
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с — е
Yechish. sinx =------------ formuladan foydalanamiz.

2z
U holda

e2te_e2te e3“-e’3“
A =-----------+------------- +------------- +... +------------- =

2z 2z 2z 2z

- + e2“ + e3“ +... + e"“) -

-e-“(l + e-“ + (e’“)2 + - + (е^Г1 ] = е*(1-ел")
l-e“

e-"(l-enix)
l-e-fe

bo‘ladi. Biz bu yerda birinchi va ikkinchi qavs ichidagi ifodalami 
mos ravishda maxraji e“ va e~a bo‘lgan geometrik progressiva deb 
qarab uning n ta hadlarining yig‘indisini topish formulasi

1 + q + q2 +... + q”-1 =^~
\-q

dan foydalandik.
Shunday qilib

e'*(l-e”'x) _ e~“(l-e~n'x) 
l-e“ ‘ l-e'“

yoki

\-enix \-e-nbc 
e"“-l e*-l 

tenglikka ega bo‘ldik. Bu yerda qavs ichidagi birinchi kasming surat 
vamaxrajini e~‘x ga ikkinchi kasmikini ea ga ko‘paytirildi.

Eyler formulasiga asosan
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l-(cos«x + isin«x)
cosx i sin x-1

1 - (cos nx - i sin nx)
cosx + isinx-1

1 Г (1—cos nx - i sin nx) (l-cosmQ + ismitx
2i I (cos x -1) - i sin x (cos x -1) + i sin x 

£
2i

((1 - cos nx) - i sin nx)((cos x -1) + i sin x) - ((1 - cos nx)+i sin nx)((cos x -1) - i sin x) 
((cos x -1) - i sin x)((cos x -1) + i sin x)

£
2i

(1 - cos nx)(cos x -1)+sin nx sin x - /(sin «x(cos x -1) + (1 - cos nx) sin x)
(cosx -1)* 1 2 + sin2 x

(cos x-1)2 +sin2x

1 - 2i sin nx(cos x -1) + 2/(1 - cosnx) sin x 
■v 2 2л cos x-2cosx + l + sin x
_ -sinnxcosx + sinnx + sinx-cosnxsinx

2-2cosx
_ sinnx + sinx-(sinnxcosx + cosnxsinx)

2(1-cosx)

yoki sin or + sin tf = 2sin^-^cos—- formulaga ко‘ra sinnx + sinx =
2 2

„ . n + 1 n-1 , ~ . 1 X
~2sin----- xcos------x, l-cosx = 2sm — va

2 2 2 
disin! ng sinusini topish
s i n nx cos x + cos nx sin x = sin(n + l)x
sin 2a = 2sin a cos a formulaga binoan

n +1 n + 1
sin(n + l)x = 2sm x- cos—x bo‘lishini hisobga olsak

, . 71 + 1 71-1 . , . 71 + 1 71-1 „ . 71 + 1 71 + 1
2sin-------cos------ x-sin(n + l)x 2sm----- xcos —x-2sin------ x-cos------ x

A _ 2_______ 2 = 2_________2__ 2________2____

2-2sin2 — 4sin2 —
2 2

_ . 71+1 f 71-1 71 + 1 )
2 < 2 2 J

(1 - cos nx)(cos x -1) + sin nx sin x + /(sin nx(cosx -1) - (1 - costix) sin x)

ikki Argument yig‘in- 

formulasiga ko‘ra
bo‘lishini va

ga ega bo‘lamiz.
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sm x + sm 2x + sm 3x +... + sm nx   ———
. x 

sm—
2

o . a+p . a-pcos a - cos P = -2 sin----— • sm------ —
2 2

formulaga binoan
n — 1 n + l - . n . Xcos------x-cos------ x = 2sm —xsin—

2 2 2 2
bo’lgani uchun

. n + l . n . x
sm------ xsm—xsin—

2 22 
sin2*

2
. n . n + l

sm—xsm------ x
yoki A = 2 2

. X 
sm— 

2
hosil bo’ladi.

Shunday qilib
. n . n + l 

sm —xsin------x

formulani isbotladik.
Agar kompleks sonning trigonometrik shakli z=r(cos<p+isin(p) 

dagi qavs ichidagi ifodani Eyler formulasidan foydalanib 
coscp+isincp^e*9 ko‘rinishda tasvirlasak kompleks son

z=re,f (30.11)
ko’rinishni oladi. re'’’ ifoda z kompleks sonning ko’rsatkichli 
shakli deb ataladi.

2-misol. 1) zi~-l, 2) z2=2i, 3) z+= 43 +i, 4) z4=-l sonlar ko’r- 

satkichli shaklda ifodalansin.

Yechish. l)z;=-7 bo’lgandar=|-7| =7, 
-l^osrc+isim^e711 bo’ladi.

<p=7r bo’lib
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2) Z2~2i bo‘lganda r=\2i\=2,
n

(D = —
2

bo‘lib

(p = arctg
1 _ я 

д/з 6

bo‘lganligi sababli 73 + j = 2^cos| + /sin Я.

= 2e6'

4) Z4--i uchun r=\-i\=l,

$

Ътг
Ф = — bo‘lganligi sababli

bo‘ladi.

Я.

( Зя- . . Зя’)
г = cos---- + 1 sin----- = е “I 2 2 )

bo‘ladi.

Ko‘rsatkichli funksiyaning xossalariga asosan ko‘rsatkichli 
shakldagi kompleks sonlar ustida ko‘paytirish, bo‘lish, darajaga 
ko‘tarish va ildiz chiqarish amallarini bajarish oson.

, zi=r2e1<P1 kompleks sonlar beriigan bo‘lsin.
(30.2) tenglikka binoan

Zi z2 -fie • r2e -rx-r2e

bo‘ladi. Bu trigonometrik shaklda beriigan kompleks sonlami ko‘- 
paytmasini topish uchun chiqarilgan (30.4) formula bilan bir xil.

(30.5) formulaga muvofiq

Zj _ t\e 1 _ r, /(^|-^2)
z2 “ ^2 ~ r2e

Bu trigonometrik shaklda beriigan kompleks sonlami bo‘lin- 
masini topish uchun chiqarilgan (30.5.) formula bilan bir xil.

zn=(re^)n=rn^
BuMuavr formulasidir.

<p+2kn .
=Цг-e n (A - 0,1,2,.../! - 1)
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formula kompleks sondan ildiz chiqarish formulasi (30.8) bilan bir 
xil.

Endi kompleks son tushunchasining kiritilish sababi mavzusida 
qo‘yilgan masalaga qaytamiz, ya’ni nima uchun

—= 1-x2 + x4-x6+.... (3)

1. Kompleks o'zgaruvchining kompleks funksiyasini ta'riflang.

l + x
tenglik faqatgina -1<x<1 bo'Iganda o‘rinli. Bu savolga x haqiqiy 

sonlar sohasida bo'Iganda javob beraolmaymiz, chunki ~~y- 

funksiya (- oo,+oo) oraliqda aniqlangan va uzluksiz. Jumladan x ning 

-1 va 1 qiymatlarida ham funksiya uzluksiz. Bundan 

S'= 1 — x2 + x4 — x6 +... yig'indi x<-l va x>l bo'Iganda —— 
l + x 

funksiyani ifodalamasligiga sabab topaolmaymiz.
Agar S’ = 1-x2 +x4 — x6 + ... kompleks sonlar sohasida qaralsa 

masala oydinlashadi. —-Ц- kasming maxraji x = ±z qiymatlarda 
l + x

nolga aylanadi, natijada erkli o'zgaruvchining bu qiymatlari 
qaralayotgan funksiyaning maxsus (uzilish) nuqtalari bo‘ladi. Agar 
kompleks sonni ® tekisiikning nuqtasi ko'rinishda tasvirlasak 
x = ±i maxsus nuqtalar markazi koordinatalar boshida bo'lib radiusi 
1 teng aylanada yotadi.

Shunday qilib —r- funksiya ® tekislikdagi markazi koordi- 
1 + x

natalar boshida bo‘lib radiusi 1 ga teng doiraning ichida maxsus 
nuqtaga ega bo'lmaydi, ammo и bu doiraning aylanasida ikkita 
maxsus nuqtalarga ega.

Ana shu |x| > 1 bo'Iganda (J) tenglikni bajarilmasligiga sabab 

bo'ladi.
O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar 1
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2. Kompleks o'zgaruvchining ko'rsatkichli funksiyasini ta'riflang va 
xossalarini ayting.

3. Haqiqiy o'zgaruvchining kompleks funksiyasini limitini ta‘riflang.
4. Haqiqiy o'zgaruvchining kompleks funksiyasini haqiqiy o'zgaruvchi 

bo'yicha hosilasini ta'riflang.
5. Ko'rsatkichli funksiyaning hosilasini topish formalasini keltirib 

chiqaring.
6. Eyler formulasini yozing.
7. Kompleks sonning ko'rsatkichli shaklini yozing.
8. Kompleks sonning ko'rsatkichli shakli yordamida kompleks sonlarni 

ko'paytirish, bo'lish, darajaga ko'tarish va ildiz chiqarish qoidalarini 
chiqaring.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Kompleks sonlar ko'rsatkichli shaklda yozilsin:

1+i. Javob:V2e4 . 2. 1-i. Javob:
In

i. Javob: e2 . 4. -2. Javob: 2e”.

-4i. Javob: 4e 2 . 6. 3. Javob: 3e0i.

Hosilalar topilsin
w=x2+i(3 ±ex). Javob: w' = 2x + iex.

8. w = €n(l + x2) + zsinx3. Javob: = z3x2C0S хз
1 1 + x2

9. w=3x+iarctgx2. Javob: w> = 3'^3+
1 1 + x4

10. w = cos2 x + zs/l + x2 . Javob: w' = - sin 2x + z----- —----- ■
VT777

11. cosx + cos2x + cos3x + ... + cosnx yig‘indi topilsin Javob: 
.их и + 1

sin —cos------ x
2

. x
sm -

2
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3_1. KOTHADLAR

31.1. Kompleks sohada ko‘phadlar. 
Ko‘phadning ildizi. Bezu teoremasi

Ta‘rif. n natural son bo‘lganda
F(x)-aoXn+ aixn~1+...+ an

ko‘rinishdagi funksiya ko‘phad yoki butun ratsional funksiya deb 
ataladi; n soni ko‘phadning darajasi deyiladi. Bu yerda a^O, 
ai,..., an koeffitsientlar ma‘lum haqiqiy yoki kompleks sonlar; erkli 
o‘zgaruvchi x ham haqiqiy, ham kompleks qiymatlar olishi mumkin. 
O‘zgaruvchi x ning ko‘phadni nolga aylantiradigan qiymati 
ko‘phadning ildizi deb ataladi.

Birinchi darajali y=ax+b ko‘phad chiziqli funksiya deb ataladi; 
ikkinchi darajali y=ax2+bx+c (aP-O) ko‘phad kvadrat uchhad deb 
ataladi. y=ao o‘zgarmas sonni nolinchi darajali ko‘phad sifatida 
qabul qilamiz.

Ammo ko‘phad deyilganda biz darajasi noldan farqli 
ko‘phadlami nazarda tutamiz.

Ko‘phadni «-darajali ko‘phad ekanligini ta‘kidlash maqsadida 
uni ba’zan P„(x) kabi yoziladi.

Ikkita P(x) va Q(x) ko‘phadlaming bir xil darajali x lari oldidagi 
barcha koeffitsientlari teng bo‘lsa ular teng deyiladi.

Teng ko‘phadlar x ning barcha qiymatlarida bir xil qiymatlar 
qabul qiladi.

Ko‘phadlarni qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish mumkin. 
Ko‘phadlami qo‘shish, ayirish va ko'paytirish amailari maktab 
kursidan ma‘lum usullar asosida bajariladi.

Ko‘phadlami bo‘lish qoldiqsiz (butun) va qoldiqli bo‘lishi 
mumkin. PK(x) va Dm(x) ko‘phadlar beriigan bo‘lsin, bunda n>m. 
Agar Qn-m(x) ko‘phad mavjud bo‘lib

P„(x)= Dm(x)- Qn-m(x) 
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tenglik bajarilsa P„(x) ko'phad Dm(x) ko‘phadga qoldiqsiz bo‘linadi 
deb ataladi. Bunda Pn(x) bo‘linuvchi, Dm(x) boiuvchi, Qn-m(x) 
bo‘linma ko‘phad deyiladi.

Masalan x2-/ ko‘phad x+1 ko‘phadga qoldiqsiz bo‘linadi, chunki 
x-1 ko‘phad mavjud bo‘lib x?-l=(x+l)(x-l) tenglik bajariladi.

Ko‘phadlarni qoldiqsiz bo‘lish har doim ham bajarilavermaydi, 
masalan x2+/ ko‘phad x-1 ko‘phadga qoldiqsiz bo‘linmaydi.

Agar Qn.m(x) ko‘phad hamda darajasi Dm(x) ko'phadning darajasi 
m dan kichik bolgan R(x) ko‘phadlar mavjud bo‘lib

Pn(x)= Dm(x)- Qn-m(x)+ R(x)

tenglik bajarilsa Pn(x) ko‘phad Dm(x) ko'phadga qoldiqli bo‘linadi 
deb ataladi. Bunda Pn(x) bo‘linuvchi, Dm(x) bo‘luvchi, Qn-m(x) 
bo linma, R(x) - qoldiq ko'phadlardir.

Ko‘phadlarni qoldiqli bo‘lish har doim ham bajariladi.
Ko'phadlarni bo‘lish amali bo‘luvchining darajasi bo‘li- 

ntivchining darajasidan katta boMmagandagina bajarilishini yana bir 
hor la'kidlaymiz.

Ko'phadlami bo‘lishdan chiqadigan bo‘linma va qoldiqni 
topishning har xil usullari mavjud. Ulami sonlarni bo‘lishda 
loydalaniladigan «burchakli bo‘lish» qoidasidan foydalanib topish 
ham mumkin.

l-nihol.  !\(x) 3x4-2x3 +x?+5x+l ko‘phadni йз(х)= х3+2х?+Зх+4 
ko'phadga boMing. Bo‘linma va qoldiqni toping.

Yechish. 3x4-2x3j-x2+5x+1 x + 2x2 + 3x + 4

3x-8
3x4+6x3+9x2+12x

-8x3-8x2-7x+1
-8x3-16x2-24x-32

8x?+17x+33 .
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Bundan 07fxJ=5x-£-bo‘linrna, R(x)~8x2+I7x+33 qoldiq hadga 
ega bo'lamiz.

Demak,
Зх4-2х3+х2+5х+1=(х3+2х2+Зх+4)(Зх-8)+( 8x2+47x+33).
2- мисол. P4(x)=x4-1 ko‘phad Di(x)=x+1 ko‘phadga bo‘linsin.
Bo‘linma va qoldiq topilsin.
Yechish. Qisqa ko‘paytirish formulasi а2-в2=(а+в)(а-в) ga binoan 

P4(x)-(x2)2-l2=(x2-l) (x2+1)=(x-1)(x+1) (x2+1).

Demak, Q3(x)=(x-l)(x2+l) = x3-x2+x-l bo‘linma, qoldiq R(x)=O.
Ya‘ni x4-l ko‘phadx+7 ko‘phadga qoldiqsiz bo‘linar ekan.
Pn(a)=0 bo‘lsa x=a son Pn(x) ko‘phadning ildizi bo‘lishi 

yuqorida ta‘kidlandi.
Endi Pn(x) ko‘phadni x-a ga bo‘lishdan chiqadigan qoldiqni 

bo’lish jarayonini bajarmasdan topish imkonini beradigan teoremani 
keltiramiz.

Bezu teoremasi. Pn(x) ko‘phadni x-a ikki hadga bo‘lganda 
Pn(a) gateng qoldiq hosil bo‘ladi.

Isboti. Pn(x) ko‘phadni x-a ikkihadga bo‘lib

Pn(x)=(x-a) Qn.i(x)+R

tenglikni hosil qilamiz. Bunga x=« qiymatni qo‘yib isbotlanishi 
lozim bo‘lgan Pn(a)=R tenglikka ega bo‘lamiz.

3- misoI. P4(x)-x4-2x -3 ko‘phadni: a)x-2; b)x-i ikkihadlarga 
boiishdan chiqqan qoldiqni toping.

Yechish. a) R= P4(2) =24-2-22-3 =5.
b) R= P4(i)=i*-2-i2-3^0.

Bezu teoremasining natijasi. Agar a son Pn(x) ko‘phadning 
ildizi ya‘ni Pn(a)=0 bo‘lsa, Pn(x) ko‘phad x-a ga qoldiqsiz bolinadi. 
Demak u

Pn(x)=(x- a) Q„-i(x) 
ko‘paytma ko‘rinishda tasvirlanadi.

Demak, P„(x) ko‘phadni x-a ga qoldiqsiz bo‘liriishi uchun a son 
Pn(x) ko‘phadning ildizi bo‘lishi talab qilinar ekan.

4- misol. Рз(х)=х3-9х2+26х-24 ko‘phadni ildizlari topilsin.
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Yechish. Pз(2)=23-9-22+26-2-24-0 bo‘lganligi sababli beriigan 
ko‘phad x-2 ga qoldiqsiz bo‘linadi, ya‘ni x=2 shu ko‘phadning ildizi 
bo‘ladi. Ko‘phadning boshqa ildizlarini topish uchun uni x-2 ga 
bo‘lishdan hosil bo‘iadigan bo‘linmani topamiz:

x3-9x2+26x-24 ------
“ , x2 -7x + 12
x^x2

_-7x2+26x-24
-7x2+14x 

_12x-24
12x-24 

0

Shunday qilib,Pj(x)-(x-2)( x2-7x+12) tenglikka ega bo‘lamiz. 
Agar x-7x i 12 0 kvadrat tenglamaning ildizlarini topsak Рз(х) 
ko'phadning qolgan ildizlarini topgan bo‘lamiz:

7 ± V49-4-1-12 7 ± 1
*1,2 =---------------------------- = —> *1 = 3> *2 = 4-

Demak, Pз(х)=(х-2)(х-3)(х-4) va 2,3,4 sonlar beriigan ko‘phad- 
ning ildizlari bo‘lar ekan.

31.2. Algebraning asosiy teoremasi. 
Ko'phadni chiziqli ko‘paytuvchilarga ajratish

Kxfphadni darajasi noldan farqli bir nechta ko‘phadlaming 
ko'paytmasi shaklida tasvirlash uni ko‘paytuvchilarga ajratish 
deyiladi. Masalan, 4-misolda keltirilgan P3(x) ko‘phad uchta chiziqli 
ko'paytuvchilatga ajralar ekan.

Pn(x) и-darajali (neN) ko‘phad bo‘lganda P„(x)=0 tenglama n- 
darajali algebraik tenglama deyiladi. Ta‘rifdan algebraik tengla- 
maning ildizlari Pn(x) ko‘phadning ildizlaridan iborat ekanligi kelib 
chioadi.

Birinchi darajali ax+b-0 (a£0) algebraik tenglama har doim bitta 
/j 2

x ~ — ildizga ax +bx+c=0 kvadrat tenglama
a
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-b + yjb2 -4ac

ildizlarga ega ekanligini bilamiz. Bu holda algebraik tenglama 
(ko‘phad)ning ildizlari uning koeffitsientlari ustida ma‘lum amallami 
bajarish natijasida topiladi. Uchinchi va to‘rtinchi darajali algebraik 
tenglama (ko‘phad) laming ildizlarini topish uchun ham formulalar 
yaratilgan. Ammo darajasi besh va undan katta bo‘lgan algebraik 
tenglama (ko‘phad) lami ildizlarini topish uchun bunaqa formulalar 
yaratib bo‘lmasligi ko‘rsatilgan.

Bu yerda biz algebraik tenglama (ko‘phad)ning ildizlarini topish 
bilan shug‘ulanmaymiz.

Agar Pn (x) = 0 и-darajali algebraik tenglamani haqiqiy sonlar 

sohasida ya’ni Pn(x) ко‘phadning koeffitsientlari vax haqiqiy sonlar 
bo‘lganda qarasak, u holda bu tenglama birorta ham haqiqiy ildizga 
ega bo‘lmasligi ham mumkin yoki n tagacha har xil haqiqiy 
ildizlarga ega bo‘lishi ham mumkin. Masalan x2 +1 = 0 tenglama 
haqiqiy ildizga ega emas, x2 -7x + 12 = 0 tenglama ikkita har xil 
Xj = 3 va x2 = 4 haqiqiy ildizlarga ega, x2 - 2x +1 = 0 tenglama 

esa bitta x=7 haqiqiy ildizga ega. Ри(х) = 0 tenglamani kompleks 

sonlar sohasida qaraymiz. Ya’ni P„(x) ko‘phadning koeffitsiyetlari 
haqiqiy yoki kompleks sonlardan iborat bo‘lib x erkli o‘zgaruvchi 
ham haqiqiy yoki kompleks qiymatlami qabul qilsin.

Istalgan algebraik tenglama (ko‘phad) ildizga egami, «-darajali 
algebraik tenglama (ko‘phad) nechta ildizga ega bo‘lishi mumkin 
degan savollarga javob izlaymiz.

Algebraning asosiy teoremasi. Har qanday ko‘phad kamida 
bitta (haqiqiy yoki kompleks) ildizga ega.

Bu teoremaning isbotini hozircha keltirmaymiz. Teoremaga ko‘ra 
har qanday algebraik tenglama kamida bitta ildizga ega ekanligi 
kelib chiqadi. Teoremadan foydalanib ushbu teoremani isbotlaymiz.

31.1-teorema. Har qanday я-darajali Pn(x)=aoXn+ aixn~1+...+ an 
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ko‘phad x-a ko‘rinishdagi n ta chiziqli ko‘paytuvchilarga ajraladi, 
ya‘ni:

P„(x)=ao(x-a i) (x-a 2)...(x-a „) (31.1)
ko‘rinishda tasvirlash mumkin, bu yerdagi a i, a 2... a n haqiqiy yoki 
kompleks sonlar.

Isboti. Algebraning asosiy teoremasiga binoan Pn(x) ko‘phad 
kamida bitta «/ ildizga ega. U hoida Bezu teoremasining natijasiga 
ko‘ra bu ko‘phadlarni Pn(x)=(x- a / )Qn.](x) ko‘rinishda tasvirlash 
mumkin.

Algebraning asosiy teoremasiga binoan Qn-i(x) ko‘phad ham 
kamida bitta a 2 ildizga ega. U hoida Bezu teoremasining natijasiga 
ko‘ra ko‘phadni

Qn~i(x)=(x- a 2)Q„.2(x)
ko'rinishda tasvirlash mumkin.

Shu jarayonni davom ettirib,
Qi(x)=(x- an)Qo(x)

lenglikka ega bo‘lamiz, bunda Qo biror son. Bu son x" oldidagi 
koell'itsient a()ga teng bo‘lishi ravshan,ya‘ni Qo=ao-

Topilgan tengliklarga asoslanib isbotlanishi lozim bo‘lgan (31.1) 
munosabatni hosil qilamiz. (31.1) tenglikdan ai,a2...a„ sonlar 
P„(x) ko‘phadning ildizlari ekanligi kelib chiqadi, chunki

P„( ai) = Pn(a2)=... = Pn( a„)=0.
Xulosa: л-darajali ko‘phad n tadan ortiq har xil ildizlarga ega 

boMaoimaydi.

31.3. Haqiqiy koeffitsientli kokphadni chiziqli va kvadrat 
uchhad ko‘rinishdagi ko‘paytuvchilarga ajratish

Agar и-darajali ko'phadning chiziqli ko‘paytuvchilarga yoyilmasi 
Pn(x)=a0(x- a j) (x- a2)...(x- a

da ba‘zi chiziqli ko‘paytuvchilar bir xil bo‘lsa, ularni birlashtirish 
mumkin. U hoida (31.1) yoyilma

P„(x)=ao(x- a i)K‘ (x- a 2)K1 ...(x- an)Km 
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ko‘rinishga ega bo‘ladi, bunda К]+к2+...+кт^=п. Bu holda a; ildizga 
ko‘phadning kj karrali ildizi, a 2 uning к.2 karrali ildizi deyiladi va 
hokazo. Ko‘phadning I karrali ildizi uning oddiy ildizi deyiladi.

Masalan, Pe(x)= (x--l )3 (x-2)2(x +3) ko‘phad uchun x=-7 uch 

karrali, x=2 ikki karrali, x=-5 esa oddiy ildiz bo‘ladi.
Agar ko‘phad к karrali ildizga ega bo‘Isa u к ta bir xil ildizlarga 

ega deb hisoblanadi.
Xulosa: Har qanday и-darajali ko‘phad roppa-rosa n ta ildizga 

(haqiqiy va kompleks) ega.
Demak, kompleks sonlar sohasidagi har qanday n-darajali 

algebraik tenglama roppa-rosa n ta ildizlarga ega ekan. Algebraik 
bo'lmagan tenglamalar ildizga ega bo‘lmasligi ham mumkin. 
Masalan ez=0 tenglama ildizga emas.

Haqiqatan. ez = ex+,y = ex(cosy + isiny) tenglikda ex > 0 va 
cos у + i sin у Ф 0, chunki cos у + / sin у =0 tenglik faqatgina 
cosy = 0, siny = 0 bo‘lganda bajariladi. cos2 x + sin2 x = 1 
bo‘lgani uchun bir vaqtda cosy = 0, siny = 0 bajarilmaydi. Demak 

z ning hech bir qiymatida ez = 0 tenglik bajarilmaydi, ya’ni ez =0 
tenglama kompleks sonlar sohasida ham ildizga ega emas.

31.2-teorema. Agar a -y+id kompleks son haqiqiy koef- 
fitsientli Pn(x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa, u holda unga qo‘shma 
a=y-i3 son ham shu ko‘phadning ildizi bo‘ladi.

Bu teoremani isbotsiz qabul qilamiz.
Bu teoremaga ko‘ra (31.1) yoyilmada kompleks ildizlar o‘z 

qo‘shma juftlari bilan qatnashadilar.
(31.1) yoyilmadagi kompleks qo‘shma ildizlarga mos keluvchi 

chiziqli ko‘paytuvchilami ko‘paytiramiz:
(x- a) (x-a )=[x- (y+id)][x- (y-i8)]=[(x- y)-i8][ (x- y)^id]=

=(x- у)2-(гд)2=х2-2ху+у2+32,
-2y=p,y2+d2=q deb belgilasak

(x- a) (x-a )=x2+px+q 
tenglikka ega bo‘lamiz, bundap vaq - haqiqiy sonlar.
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Shunday qilib yoyilmadagi qo‘shma kompleks ildizlarga mos 
keladigan chiziqli ko‘paytuvchilar ko‘paytmasini haqiqiy koef- 
fitsientli kvadrat uchhad bilan almashtirish mumkin ekan.

Agar a =y+id kompleks son ko‘phadning к karrali ildizi bo‘lsa, u 
holda a =y-id qo‘shma kompleks son ham shu ko‘phadning к 
karrali ildizi bo‘ladi.

Bu holda (x-a )k(x-a)k ko‘paytmani (x2+pk+q)k bilan almash­
tirish mumkin.

Shunday qilib, har qanday haqiqiy koeffitsientli и-darajali ko‘phad 
darajalari natural sonlardan iborat chiziqli va haqiqiy koeffitsientli 
kvadrat uchhad shaklidagi ko‘paytuvchilarga ajraladi, ya‘ni:

P„(x)=ao(x- a i)K' ■ (x- а 2)Кг --(x- a r)Kr -(x2+pix+qi)s' x 

x(x2+p2x+q2)S2 ... (x2+pex+qc)se,

bunda Kt+ k2+ ...+Kr+2si+ 2s2+—+2se=n va a /, a2,-. a 
r,pi,qi,- pe,qe haqiqiy sonlar.

5-niisol. P8(x)= x8-x6-x2+l ko‘phadni ko'paytuvchilarga ajrating.
Yechish. P8(x)= x8-x2-x6+l= x2(x6-l)-(x6-l) = (x2-l) (x6-l)= 

= (x-1) (x+l)((x3)2-l2)= (x-1) (x+l)(x3-l)(x3+l)= (x-1) (x+l)(x-l)x 
x(x2+x+l)(x+l) (x2-x+l)= (х-1)2(х+1)2(х2-гх+1)(х'‘-х+1).

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ko‘phad deb nimaga aytiladi?
2. Ko'phadning ildizi nima?
3. Qachon ко ‘phadlar teng deyiladi?
4. Ko‘phadlami qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish qoidalari qanday?
5. Ko‘phadlami qoldiqsiz bo‘lish deb nimaga aytiladi?
6. Ko‘phadlami qoldiqli bo‘lish deb nimaga aytiladi?
7. Bezu teoremasini isbotlang.
8. Bezu teoremasining natijasi nimadan iborat?
9. Algebraning asosiy teoremasini bayon eting.
10. Ko‘phadni chiziqli ko‘paytuvchilarga ajratish haqidagi teoremani 

bayon eting.
11. Ko‘phadning karrali va oddiy ildizlarini ta‘riflang.
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12. и-darajali ko‘phad nechta ildizga ega?
13. Haqiqiy koeffitsientli ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajratish ja- 

rayonini tushuntirib bering.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Рз(х)= x3-4x2+8x-l ko‘phad x+4 gaboiinsin.
Javob: Рз(х)=(х+4)( x2-8x+40)-161, ya‘ni bo‘linma Q2(x)= x4- 

8x4-40, qoldiq
R= P3(-4)~161.
2. P4(x)=x4+12x3 x54x?+108x+8l ko‘phad x+3 ga bo‘linsin.
Javob: P4 (x)=(x+3)(x3+9x2+27x+27), ya‘ni bo‘linma

Q3(x)= x3+9x24-27x4-27, qoldiq /?= P4(-3)=0.
3. P7(x)=x7-1 ko‘phad x-1 ga bo‘linsin.
Javob: x6+x5+x4+x^+x2^ x+?9, ya‘ni ko‘phad x-1

ga qoldiqsiz bo‘linadi, chunki P7(l)=l7-l=0.

Ushbu haqiqiy koeffitsientli ko‘phad!ar 
ko‘paytuvchilarga ajratilsin

4. P4(x)=x4-1. Javob: P4(x)=(x-l)(x4-l)(x24-l).
5. P4(x)-x44-l. Javob: P4(x) = (x2--\/2x + l)(x2+V2x + 1).
6. Ps(x)= x5+2x4-x-2. Javob: Ps(x)=(x-l)(x4-l)(x4-2)(x24-l).

Ushbu ko‘phadlarning ildiziari topilsin

7. P2(x)=x2+1.
8. Рз(х)~х34- x2+4x4-4.

9. P3(x)=x3+l.

Javob:
Javob:

Javob:

2i, -2i, -1.
, 1 V3 . 1 Л .

-1. — +---- 1,-----------1.
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32. BOSHLANG‘ICH FUNKSIYA VA ANIQMAS 
INTEGRAL TUSHUNCHALARI

32.1. Boshlang‘ich funksiya tushunchasi

Hosila tushunchasining kiritilishiga sabab bo‘lgan masalalardan 
biri to‘g‘ri chiziqli harakatda moddiy nuqtaning oniy tezligi V(t) ni 
topish masalasi edi. Ya’ni S=f(t) (/-vaqt, S'-yoU) harakat qonuni 
asosida to‘g‘ri chiziq bo‘ylab bir tomonlama harakat qilayotgan 
moddiy nuqtaning oniy tezligi V(t) = f'(t) kabi topilar edi.
Bu yerda berilgan f(t) funksiyaga ko‘ra uning V(t) hosilani topish 
talab etilar edi. Endi teskari masalani qaraymiz, ya’ni yuqorida 
eslatilgan masalada t (t0<t <T) vaqtning istalgan paytida oniy 
teziik V(t) ma’lum bo‘lganda shu paytgacha o‘tilgan S(t) yo‘lni 
topish talab etilsin, ya’ni S(t) funksiyaning ma’lum hosilasi 
S'(t) = V'(t) ga ko‘ra uning o‘zini topish talab etilsin.

Bu va bu kabi hayotiy masalalami fizik mohiyatini e’tiborga 
olmasdan matematik nuqtai nazardan o‘rganishga kirishamiz, ya’ni 
F(x) funksiyani uning ma’lum F'(x) = f (x) hosilasiga yoki f(x)dx 
differensialiga ko‘ra topish amali bilan shug‘ullanamiz.

1-ta‘rif. Biror oraliqda aniqlangan f(x) funksiya uchun shu 
oraliqning barcha nuqtalarida F'(x)=f(x) yoki dF(x)=f(x)dx shart 
bajarilsa, u holda F(x) funksiya shu oraliqda f(x) ning boshlang‘ich 
funksiyasi deyiladi.

Masalan, F(x)=sinx funksiya butun son o‘qida f(x)=cosx 
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi, chunki istalgan x 
uchun

F'(x)=(swx)'=cosx=f(x). Shuningdek F(x) = Vl-x2 funksiya 

(-1,1) intervalda ___ x funksiyaning boshlang‘ich funk-
-X2

siyasi bo'ladi, chunki intervaldan olingan barcha x lar uchun

F'(x) = )' = = /(x).
Vl-x2
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X3

Ixtiyoriy o‘zgarmas C uchun F(x) = — + C funksiya butun son 

o‘qida f(x)=x2 funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi, 
f

- x2. Oxirgi misolchunki istalgan x uchun F'(x) =

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi yagona bo‘lmasligini ko‘r- 
satadi.

1-eslatma./(xj funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi F(x) (agar 
u mavjud bo‘lsa) uzluksiz funksiya bo‘ladi.

Haqiqatdan boshlang‘ich funksiyaning ta‘rifiga binoan F'(x) 
hosila mavjud va Fr(x)=f(x). Differensiallanuvchi funksiyaning 
uzluksizligidan F(x) ning uzluksizligi kelib chiqadi.

Endi F(x) funksiya /(x) ning istalgan boshlang‘ich funksiyasi 
bo‘lganda uning qolgan barcha boshlang‘ich funksiyalari F(x)+C 
ko‘rinishga ega bo‘lishni ko‘rsatamiz.

Bundan keyin C orqali ixtiyoriy o‘zgarmas son belgilanadi.
32.1-lemma.  Biror oraliqda hosilasi nolga teng/xj funksiya shu 

oraliqda o‘zgarmasdir.
Isboti. Shartga ko‘ra oraliqdagi barcha x uchun f'(x)=0. Oraliqqa 

tegishli xj<X2 qiymatlami olib

f(x2)-f(xi)=f(z)( x2- xL), x,<z< x2

Lagranj formulasini yozamiz./'(z)=0 bo‘lganligi uchun
f(xz)- f(xi)=0 yoki f(x2)=f(xi) tenglikka ega bo‘lamiz. Bu f(x) 

funksiyaning qaralayotgan oraliqning istalgan nuqtalaridagi qiymat­
lari bir xil ekanligini ya‘ni u o‘zgarmasligini ko‘rsatadi.

32.1-teorema.  Agar F(x) va ф (x) funksiyalar f(x) funksiyaning 
biror oraliqdagi boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsa, u holda ular bir- 
biridan o‘zgarmas songa farq qiladi: ф (x)- F(x)=C.

Isboti. ф (x) funksiya f(x) funksiyaning qaralayotgan oraliqdagi 
F(x) dan farqli boshqa bir boshlangich funksiyasi bo‘lsin, ya‘ni^ 
/xj=/(x/

LI holda shu oraliqdagi ixtiyoriy x uchun
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[ф(х)-Р(х)]'= ф’(х)-F'(x)~=f(x)-f(x)=O bo‘ladi.
32.1- lemmaga muvofiq
ф (x)- F(x)—C yoki ф(х)= F(x7+Cbo‘ladi.
Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
Natija. Agar F(x) funksiya f(x) ning biror orliqdagi boshlang‘ich 

funksiyasi bo‘lsa, u hoida uning shu oraliqdagi istalgan boshlang‘ich 
funksiyasi ф(х)= =F(x)+C ko‘rinishga ega bo‘ladi.

2-eslatma. Har qanday funksiya ham boshlang‘ich funksiyaga 
ega bo‘lavermaydi.

1-misol. x=0 nuqtada uzilishga ega

-1, agar -1 < x < 0 bcflsa,

/(x) = <0, agar x = 0 bo'lsa,

1, agar 0 < x < 1 bo'lsa

funksiyani qaraymiz.
Bu funksiya (-1,1) intervaida boshlang‘ich funksiyaga ega 

emasligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz. (-1,1) intervaida 
f(x) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya F(x) mavjud bo'lsin. U 
hoida ta‘rifga binoan (-1,1) intervalga tegishli barcha x lar uchun 
F'(x) hosila mavjud bo‘lib F'(x)= f(x) tenglik o‘rinli bo‘ladi. 
Jumladan F'(0)= f(0) tenglik ham to‘g‘ri bo‘ladi.(0,/j intervalga 
tegishli x qiymatni olib/ftx? kesmani qaraymiz. F(x) funksiya [0,x] 
kesmada uzluksiz, (0,x) intervaida differensiallanuvchi bo‘lganligi 
sababli Lagranj formulaga binoan shunday z (0<z<x) qiymat mav­
jud bo‘lib

F(x)~ F(0)~ F’(z)(x-0)=f (z)-x=l-x=x 
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Bundan = 1 tenglikka yoki hosilaning ta‘rifiga
x-0

asosan = F'(+0) = lim - i tenglikka ega bo‘la-
x - 0

miz. Bu tenglik F'(0)=f(0)~0 ra zid. Bu ziddiyatga berilgan f(x) 
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funksiya uchun F (x) boshlang‘ich funksiya mavjud deb qilgan 
noto‘g‘ri farazimiz oqibatida keldik.

2-misoI. x=0 nuqtada uzilishga ega bo‘lgan

[+1, agar -1 < x < 0 bo‘ Isa,
/(*) = 4

2x, agar 0 < x < 1 bo‘ Isa

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya uchun
agar -1 < x < 0

agar 0 < x < 1

bo‘ Isa,

bo‘ Isa
funksiya (-1;1) oraliqda boshlang‘ich funksiya bo‘lishi ko‘rinib 
turibdi.

Bu misollardan ko‘rinib turibdiki uzilishga ega funksiyalar ora­
sida boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lganlari ham ega bo’lmaganlari 
ham mavjud ekan.

32.2-teorema.  Biror oraliqda uzluksiz funksiya shu oraliqda 
borshlang‘ich funksiyaga ega.

Bu teoremaning isboti keyinroq keltiriladi.

32.2. Funksiyaning aniqmas integrali

2-ta‘rif. Agar F(x) funksiya f (x) ning boshlang‘ich funk- 
siyalaridan biri boisa, u holda F(x)+C ifoda f(x) funksiyaning 
aniqmas integrali deyiladi va J/fxjcfr kabi belgilanadi. Bunda j - 

integral belgisi, /fxj-integral ostidagi funksiya, f(x)dx -integral 
ostidagi ifoda, x- integrallash o‘zgaruvchisi deyiladi.

Demak, ta‘rifga binoan F'(x)=f (x) bo‘lganda J/ (x)dx=F(x)+C 

tenglik o‘rinli bo‘lar ekan.

Demak, [— = tbilxl+ C, chunki (^n|x| + C)'= —,
J x x

cosxdx=sinx+C,

r dx
' cos2 x

= tgx + C,

chunki

chunki

fsinx+Cj =cosx,

(/gx + C)' = —V,
COS X
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- x“+1
I xadx =---------1- C, (a * -1), chunki
J a + ]

= х“.
v“+1

-— + С 
а + \ у

Дх) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasini (aniqmas integralini) 
topish jarayoni shu funksiyani integrallash deyiladi.

Funksiyalami differensiyallash va integrallash amallari o‘zaro 
teskari amallardir.

Oliy matcmatika kursining funksivalami integrallash jarayoni 
bilan snug‘ullanadigan bo‘limi integral nisob deb yuritiladi.

32.3. Aniqmas integralning asosiy xossalari
1. zXniqmas integralning hosilasi integral ostidagi funksiyaga 

teng, ya‘ni
(|/<хД&Г=/(х).

2. Aniqmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga 
teng, ya‘ni

dJ/(x)dx=f (x) dx.

3. Biror funksiyaning hosilasidan olingan aniqmas integral shu 
funksiya bilan ixtiyoriy o‘zgarrnasning yig‘indisiga teng, ya‘ni

J F'(x) dx = F(x)+C.

4. Biror funksiyaning differensialidan olingan aniqmas integral 
shu funksiya bilan ixtiyoriy o‘zgarmasning yig‘indisiga teng, ya‘ni

j dF(x)= F(x)+C.

Kcltirilgari xossaiardan birini, masalan 1-xossani isbotlaymiz.
I laqiqatan ham,

(j f(x)dx) = (F (x)+C) = F'(x)+C = F' (x)+O=f(x).

5. 0‘zgarmas ko‘patuvchini integral belgisidan tashqarisiga chi- 
qarish mumkin, ya‘ni agar A=const bo‘lsa

j" Af (x)dx=A j f (x)dx (32.1)

bo‘ladi.
6. Chekli sondagi funksiyalaming algcbraik yigindisidan olingan 

aniqmas integral shu funksiyalaming har biridan olingan aniqmas 
integral laming (agar ular mavjud bo‘lsa) algebraik yig‘indiga teng, 
ya'ni

j [f (х)+<1(х)-<р(х)] j f (x)dx + j q(x)dx - j <p(x)dx (32.2)
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Bu xossalami to‘g‘riligini ko'rsatish uchun tenglikning o'ng 
tomonidagi ifodaiaming hosilasi uning chap tomonidagi itntegral 
ostidagi funksiyaga tengligini ko‘rsatish kifoya.

Aniqmas mtegrallarning hisoblashda quyidagi qoidadan foyd- 
alanish maqsadga muvofiqdir.

A&x\f(x)dx= F(x)+C (F(x))=f(x)) bo'lsa \f(ax+b)dx=

— F(ax+b)+C tenglik o'rinli, bunda a va в o'zgannas sonlar. 
a

Haqiqatan. Oxirgi tenglikni o‘ng qismini differensiallasak
1 1 1

( — F(ax+b) +c)'=—F(ax+b) (ax+b) '= — Ft(ax+b) a=F (ax+b)~ 
a a a

=f(ax+b) hosil bo'ladi. Tenglikning o‘ng tomonidagi ifodaning 
hosilasi uning chap tomonidagi integral ostidagi funksiyaga teng 
ekanligi о‘sha tenglikni to'g'riligini ko'rsatadi.

Masalan,

Г—= —In |5x-4|+C, chunki = ln|x|+C;

+ C.

32.4. Asosiy aniqmas integrallar jadvali

Elementar funksiyalaming hosilalari jadvali hamda aniqmas 
integralning ta'rifidan foydalanib differensiallash yordamida bevosita 
tekshirib ko'rish mumkin bo'lgan ba'zi-bir funksiyalaming integ- 
rallari jadvalini keltiramiz.

1. J Odx=C. 2. j dx=x+C.

г xe+1
3. \xadx =------- + C, (a-o'zgannas son, a^-7).

J a +1
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4. (4 = -- + C (x*0).
J X X

5. i-~ = 2y[x+C (x>0). 6. f—= ln|x|+C (x^O).
Mx J x

7. \exdx = ex+C.

9. jsinxa!r =

11. f ___J 2cos
«. dx

J — 2"
sm

8. \axdx = — + С. 
J Ina

-cosx + C. 10.Jcosx<ir = sinx + C.

& — = tgx. + C , (x * -у + кл ,k & Z ). 
x 2

— = -ctgx + С, (x * лк,k & Z).
X

V3>.\tgxdx = - In | cos x |+C, (x^y+^.ieZ).

14 J ctgxdx = In | sin x | + С, (x Ф лк, к g Z).

arctg x + C,

- arcctgx + C.
l x

- = —arctg —l- C .
a a

arcsin x + C,

- arccos x + C, (-1 < x < 1). a

X
= arcsin—+ C.(|xl<a).

a
a + x
a - x

x - a
x + a

15.

16.

17.

18.

19.

20.

+ С.

+ С.

г dxhVx7"'
r dx

■I a2 + x2

Г

г dx
J l~ 2

yja -x

г
■" a2 - x2 2 a

dx 1
—------ = -—In
x2 - a2 2a

21 f -j- = In | x + д/x2 + m | +C.
J Vx2 + m

22. [ ,X--—= ± —lnla2 ±x2| + C .
J a2 ± x2 2 1 1
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23. Jshxdx = chx + C. 24. Jchxdx = shx + C.

25. =-cthx + C, (x^O). 26. f—— = thx + C.
J sh x 1 ch x

Keltirilgan formulalaming o‘rinli ekanligini ko‘rsatish uchun 
tenglikning o‘ng tomonidagi ifodaning hosilasi, uning chap tomon- 
dagi integral ostidagi funksiyaga teng ekanligini ko‘rsatish kifoyadir.

21-formulaning to‘g‘riligini ko'rsatamiz.

1_____

х+л/х2 +m

(ln(x+>/x2 +m))' =------ -2— ...■ • (x+Vx2 +m)'=-------L. ... (1+ ) =
x + y/x2+m x+\'x2+m 2-Jx2+m

2x .. 1 . 1 2Vx +m+x 1
< 2>/x2+w> x+a/x2 +m k ->lx2 + m > 7x2 +m

21-tenglikning о‘ng tomonidagi ifodaning hosilasi uning chap 
tomonidagi integral ostidagi funksiyaga teng ekan, demak bu tenglik 
to‘g‘ri.

1-izoh.  Keltirilgan formulalar erkli o‘zgaruvchi x o‘miga uning 
biror funksiyasi kelganda ham o‘z kuchini saqlaydi.

Masalan, 

fcosxW = sinx3 +C, f—^=r = arcsinx2+C, fsin4xdsinx = ^-^+C
J JV1-X4 J 5

va hokazo.
2-izoh.  Ko‘paytma va bo‘linmaning integrallarini topish uchun 

maxsus formulalar yo‘q. Bu o‘z navbatida funksiyani integrallash 
amali uni differensiallashga nisbatan ancha murakkabligidan dalolat 
beradi (ayrim hollami hisobga olmaganda).

Elementar funksiyalaming hosilalari elementar funksiya bo‘lishini 
bilamiz. Ammo hamma elementar funksiyalaming aniqmas integ- 
rallari ham elementar funksiya bo‘lavermaydi. Masalan,

2 2 x2 sin xsm x , cos x , e , - ----- (x * 0),
x 

COS X
(X * 0), — (x*0).

XX
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funksiyalar uzluksiz funksiyalar bo‘lgan!igi sababli ularning bosh- 
lang‘ich funksiyalari mavjud, lekin ular elementar funksiyalar emas.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi deb nimaga aytiladi?
2. Funksiya qancha boshlang‘ich fiinksiyalarga ega bo‘lishi mumkin?
3. Boshlang1 ich funksiyalar bir-biridan qanday farq qiladi?
4. Har qanday funksiya boshlang‘ich funksiyaga egami?
5. Qanaqa funksiyalar har doim boshlang‘ich funksiyaga ega?
fi. Funksiyaning aniqmas integrali nima?
7. Aniqmas integral qanaqa xossalarga ega?
8. Asosiy aniqmas integrallar jadvalini yozing.
9. Integrallar jadvalidagi formulalaming to‘g‘riligiga qanday ishonch 

hosil qilinadi?
l().Boshlang‘ich funksiyasi elementar funksiya bo‘lmagan uzluksiz 

liinksiyalai'ga misollar keltiring?
Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi funksiyalar qanaqa 
funksiya ho‘lishi topilsin.

x4
1. —--4cosx-9x + 3.

4
2 r~ 1

2. “ xyx +—sin2x + lnx-2.
2

- ---- - In | cosx| +4. 
2x‘

funksiyalar

Javob:

Javob:
3
2‘

In 2
2 2 r~ 1

3/gx — x -yx------ l-e.

„ . X 1 ,
7 arcsin — + — In

2 4

2 In | x + 7x2+3 I ln(x2 + 9) + 4.

2 x
Javob. .’ — 2 л ■Vx2 + 3 x2 + 9

3.

4.

5.

6.

Javob:

Javob:

uchun boshlang‘ich

x3 + 4sinx-9.

Jx + cos2x + —.
X

X
2 + x
2 -x

+ 6. Javob:

nx 12 -I—г- + tgx- 
X

3 /— 1
----- ------ x>/x+—. 
cos X------------- X

7___ 1
л/4^7 + 4-х2 ’

x
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33. INTEGRALLASHNING ASOSIY USULLARI

33.1. Bevosita integrallash usuli

Bu usulda integral ostidagi funksiyani formulalar yordamida 
almashtirish hamda aniqmas integralning asosiy xossalari va asosiy 
integrallar jadvalidan foydalanib integral topiladi.

1-misoi I (Зх2 + 8x - sin x)dx topilsin.

Yechish. (32.2) va (32.1) formulalarga asosan
J (зх2 + 8x -sinxjofr=J 3x2<&+J 8xcfr- jsi nxdx=3 Jx2<&+8 j xcZr- J sinxdx 

tenglikka ega bo‘lamiz.

Ammo integrallar jadvaiidagi 3-formulaga ko‘ra

3jx2d?r =3
C 2+1 ) ( з 'jX „

■ + C] = 3 —+ Cj
2 + 1 3\ 7 k 7

x3 + 3C] j

frl+l "1

l1 + 1 J — 4x + 8C2,=8
(x2 1
—+ C2I2 J

9-formulaga binoan Jsinxofc = -cosx + C3 bo‘lganligi sababli

J (Зх2 + 8x - sin x)dx = x3 + 4x2 + cos x + (ЗС, + 8C2 - C3)

bo‘ladi.

Har bir qo‘shiluvchini integrallash natijasida o‘zining o‘zgar- 
maslari С/, C2 va C3 ga ega bo‘ldik. Oxirgi natijaga bitta ixtiyoriy 
o‘zgarmas C ni yozamiz, chunki С^Сз.Сз ixtiyoriy o‘zgarmas 
bo‘lganda C=3Cj +8C2 -C3 ham ixtiyoriy o‘zgarmas bo‘ladi.

Shunday qilib

I (3x2 + 8x - sin xjdx = x3 + 4x2 + cosx + C 
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tenglikka ega bo‘lamiz.

Olingan natijaning to‘g‘riligiga diff'erensiallash orqali ishonch 
hosil qilish qiyin emas.

Haqiqatan,

(x’ + 4x2 + cos x + c) - 3x3 + 8x - sin x.

Bundan buyon har qaysi qo‘shiluvchini integrallagandan so‘ng 
ixtiyoriy o‘zgarmasni yozmaymiz, chunki bu o‘zgarmasning yig‘in- 
disi yana o‘zgarmas bo‘lganligi uchun, uni oxirida yozamiz.

2-misol. fcos2~c& integral topilsin.

Yechish, Elementar matematikadan ma‘lum cos2 — = ——--
2 2 

darajani pasaytirish formulasidan foydalanib beriigan integralni 
Jcos2XA=J ft+ c—ko‘rinishida yozish mumkin.

Oxirgi integralga (32.1) va (32.2) formulalami qo‘llasak

J cos7 ~ dx = i j (1 + cos x'ylx = ~ J + ~ j cos xd* kelib chiqadi.

Integrailar jadvalidagi 2- va 10- formulalarga asoslanib

Г 2 X 1 1 .
cos — dx= — xJ—sinx + C

J 2 2 2

tenglikka ega bo‘lamiz.

3-misol.  J ctg2xdx integral topilsin.

Yechish. ctg2x-—5------1 formulaga asoslanib beriigan integ-
sin x

ralni

ctg2xdx = (I —-r----- 1 I dx
1 (, sin x J 
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ko‘rinishida yozamiz. (32.2) formulaga binoan

f ctg2 xdx -- f —----- f dx
J J sin x J

tenglikka ega bo‘lamiz. Integrallar jadvalidagi 12 va 2 formulalardan 
foydalanib quyidagini hosil qilamiz:

J ctg2xdx = -ctgx - x + C .

4-misol. f------- —------- topilsin.
J sin2 x cos2 x

Yechish.

г dx
J sin2 xcos2 x

sin2 x+cos2 x
sin2 xcoS2 x

sin2x 
sin2 xcoS2 x

—j-+~V k^=f-^-+f^-=tgr-ctgr+C.
COS^X sm xj Jcosx ■'sinx

Bu yerda sin2 x+cos2 x=l trigonometrik ayniyatdan hamda aniq­
mas integralning xossasidan foydalanish natijasida beriigan integral 
jadval integrallarining yig‘indisiga keltirildi.

5-misol. Г —----- 2x_ + 4xj_3 topilsin.

Yechish.

r x3 -2x2 +4x +3 , ----------- ;--------- dx

- Jxdx - 2 j <& + 4 J — + 3j-^- = ^--2x + 4ln|x|- — + C.

54



Endi integral ostidagi ifodalarni ko‘rinishini o‘zgartirish 
hisobiga jadval integraliga keltiriladigan integrallarga misollar 
keltiramiz.

6-misol. j (x + З)" dx = J (x + 3)" d(x + 3) = —j. c.

7-misoL

j(2x ) 5)7 dx- j(2x + 5)7 j(2x + ?)7(2x-r7) dx =

3 2 2 6 2

lf(2x+7)’42x+7)4.M + C = ^+C.

8- misol.

r 1 r I f0x .n’.zv Л[4зх_-2)=1|п|3х_2 c
1 If 2 V 1.v 2 3J 3x -2 3J 3x-2 3 1 1

9- nnsol. J cos Sxdx = ~ J cos 8xt/(8x) = ~ sin 8x + C.

10- misol.

| V 1 v 1 <Zx - - J л/Зх - 1 ■ 3 dx = у J (З x - 1 )з ■ (З x - 1) cfr = 

'-1 (Зх - 1)Ь(Зх - 1)= L.&Y1—‘+с =
’ 3 — +1

3
~ (3х - 1)| + С = j-(3x - l)V3x - 1 + С.

11-misol.

г dx _ 1 г 3dx _ 1 г (Зх) dx _ 1 г </(Зх)
j 4 4- 9х2 3 J 4 + (Зх )2 ~ 3 J 22 + (Зх)2 _ 3 ■> 22 + (Зх)2 ~

11 Зх ,, 1 Зх---------arctg _ + с = — arctg — + С.
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12-misol.

j 75 + In xdx _j |л/5 + 1пх -(5 + lnx)t& =5 + lnx —dx-
x

f (5 + In xfd(5 + In x) = —+-- X------ F C = — (5 + In x)2 + C -
- + 1 3
2

13-misol

33.2. O‘zgaruvchini almashtirish usuli

Jadvalga kirmagan J f(x)dx integralni hisoblash talab etilganda 

bu usulga murojaat qilinadi. x = (p(t) almashtirish kiritamiz, bunda 
$>(/) uzluksiz, uzluksiz hosilaga hamda t - i/(x) teskari funksiyaga 

ega bo‘lsin. U holda dx = <p'(t)dt bo‘lib,

j f(x)dx = jf(<p(t))-<p'(t)dt (33.1)

ekanini isbotlaymiz. Bu tenglikning to‘g‘riligini ko‘rsatish uchun 
uning o‘ng tomonidagi ifodalaming x bo‘yicha hosilasi uning chap 
tomonidagi integral ostidagi /(x) funksiyaga tengligini ko‘rsatamiz.

Murakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasiga binoan

56



=( )' •<
tenglikka ega bo‘lamiz. Aniqmas integralning 1-xossasiga ko‘ra 

(f/HoMO*)' = /(Hz))v(O

boMishini hamda x = <p(t)va t = i//(x) o‘zaro teskari funksiyalaming 

hosilalari orasida t' munosabat mavjudligini hisobga
P'v)

olsak
(f /М0УС>*) *= Лй)) • Л0-=Лй)) = Л*) 

kelib chiqadi.
Bu (33.1) tenglikni to‘g‘riligini ko‘rsatadi. (33.1) tenglikning 

o‘ng tomonidagi integral topilgandan keyin chiqqan natijaga t ning 
A </>(/) tcnglamadan topilgan x orqali qiymati t = i//(x) ni qo‘yish 
lozim.

Bundan buvon o‘zgaruvchini almashtirish jarayonini integraldan 
so‘ng vertikal kesmalar orasiga yozamiz.

Izoh. Ba‘zi hollarda o‘zaruvchini x = (p(t) ko‘rinishda emas, balki 
I f//(x) kabi olgan ma‘qul.

Masalan,
гЦ/'(х\1х l//(x)=t r dt | | 1 I / _
J y/(x) y'(x)dx = dt J / 1 1 | v 71

lindi o‘zgaruvchini almashtirib integrallashga bir necha misollar 
koTamiz.

f Г.Н25
J <//(x)

15-misol.
x = asint

dx - a(sinz) dt = a cos tdt

sin2 tacos tdt = j^a2 (1 - sin2 t)acos tdt = a2 j Vcos21 costdt -

l + cos2z . 
----------- dt =

= JV#2 - (л sin t)2 a cos ft# =[ \a2 -x2 dx

a' J cos2 tdt = a2 + ~ |j dt + j cos2ft/r]= -—fiI
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х = a sin t formuladan t ni x orqali ifodalaymiz:
X X
— = sin t, t - arcsin—,
a a

sin2/ = 2 sin?-cos? = 2 sin?--yl -sin2?

a a

Demak,

—arcsin
2

16- misol.

. x 
arcsin—+ 

a 2

cosx = t,d cosx = dt,

(cosx)'dc = J?,-sinxd!r = dt,sin xdx = -dt
cos3 xsinxtZv

17-misol.

J(lnx)4t&
In x = t, J(ln x) = dt,

x (lnx)'rfr = dt,—dx = dt
x

18-misol.
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r x2dx 
•* i+xT

х3 = t, d(x3) = dt, (x3 Уdx - dt,

3x2dx = dt.x2dx = —dt
3

=fc=^T7?4aretg,+c4arc,8x!+c-
19-misol.

jt,s,nx cosxdEr
sinx = t.dsinx = dt, 

(smx')'dx = dt, cos xdx = dt
+ С = е^х +C

20-misol.

dt
г dx
xTx2 -1

dt

. - = arccos/ + C
1-?

x = - tenglikdan t = — ni hosil qilamiz, natijada 
I x

r dx
Jx7 = arccos—+ C,|x| > 1. 

x2—1 *
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33.3. Bo‘laklab integrallash usuli

Faraz qilaylik, u(x), v(x) differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin. 
U hoida d(u- v)~ vdu + udv yoki udv = d(uv)-vdu bo‘lishi 

ravshan. Oxirgi tenglikni ikkala qismini integrallab

f udv = f d(uv)-vdu yoki Judv = uv- jvdu (33.2) 

bo‘laklab integrallash formulasi deb yuritiluvchi formulaga ega 
bo‘lamiz.

Bo‘laklab integrallashning mohiyati shundan iboratki, berilgan 
integralni hisoblashda integral ostidagi f(x)dx ifodani udv ko‘payt- 

ma shaklida tasvirlab va (33.2) formulani tadbiq qilinsa, berilgan 
J udv integralni J vdu jadval integrali yoki osongina topiladigan 

integral bilan almashtiriladi. Integrallarni bo‘laklab integrallash usuli 
bilan hisoblashda muhim o‘rinni и va dv ifodalami qanday tanlanishi 
egallaydi.

Qanday hollarda u, dv lami qanday tanlashni qaraylik.

j Pn(x)sinaxdx, j ^(x)cosaxdx, ^Pn(xjemdx,

j P (x)tgaxdx, j P (x)ctgaxdx
J n J n

turdagi integrallarni bo‘laklab integrallash uchun Pn(x}~u deb olib 
qolgan ifodalarni Jv orqali belgilash ma‘qul, bunda Pn{x) darajali 

ko‘phad, a o‘zgarmas son.

Pn (x)lnxdx, | Pn (x)arcsinaxdx, j Pn (x)arccosaxdx, 

J P„(x)arctgaxdx, |Pn(x)ircctgaxdx 

turdagi integrallarni bo‘laklab integrallash uchun transendent ко'pay- 
tuvchini и va Pn (x)dx = dv deb olish maqsadga muvofiq.
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Ш. j e^sinbxdx.j e^coshxdx, (a,b-o‘zgarmas sonlar) turdagi 

integrallar uchun esa e“ - и va qolgan ko‘paytuvchilami <Л’ deb 
olish ma‘qul.

Bo‘laklab integrallash jarayoniga tegishli belgilashlami ham 
xuddi o‘zgaruvchini almashtirish usulidagidek integraldan so‘ng 
vertikal kesmalar orasiga yozamiz.

2i-misol. f Inxdx topilsin.

Yechish. In x - u,dx = dv desak (lnx)'dx ~ du,— = du,v = x
x

bo'lib, (33.2) formulaga binoan

j InxcZx - x-Inx-jx — = x-lnx — ^dx = xlnx-x + C kelib

chiqadi.

22- misol.

jxexdx
dx.v = f exdx = ex -e +C .

23- mi sol.
x = u, sin xdx - dv 

Ixsinx^Zx C
J du = dx, v = ] sin xdx = - cos x

x ■ (- cos x) - j (- cos x)dx =

■■ -x cos x + sin x + C.
24- misoI.

—x cos x + J cos xdx -

[ arctg xdx

+ x2)+ C.
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25-misol.

j arc sin xdx
1 + x dx

1 + x
= dv,v = J

J 71 + x

= arcsin x ■ 2-71 + x - j 2>/l + x ■

= 2a/T+7 •arcsin x -2fVl + x-- 

= 2-71+ x arcsin x + 4-71 — x + C.

dx

dx

26-misol
e‘“ = u, du = aeadx,

J =(eax cospxdx r 1 =
J cospdx = dv,v = jcosPxdx=— sin/fc

sinflxdx=dv,v=

=u,du=aea‘
cos/ic 
~T

cosfc + ~\e'"cosffidx\ =

= e " sin /& + -^-, cos px - Je'“ cos

= -e“sin/k--|
P p[ P

1 «Г ■ „ . «
■ p........ ■ F

Shunday qilib,
J = -eax йърХ+-^-еса cosPx-^-J 

p p2 p2
tenglikka ega bo’ldik. Bu tenglamani berilgan J integralga nisbatan 
yechib uni topamiz.

T a2 T _ Pe^ sin Px + ae™ cos px 

p* 1 p1

= 2-71+ x arcsin x + 21
1 + X--71-X J

p2+a2 r _ e“(/?sin/?x + acos/?x)

Рг " ~Рг
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ar
J - —----- ~(fi sin fix + a cos fix).

a2 + fl2K 7

Demak,

|еда cosftxdx =—у———(flsin fix + a cos fix) + С .

()‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

I. Hcvosita integrallash usuli nimaga asoslangan.
< Vzgaruvchini almashtirish formulasini isbotlang.

1. Bo'laklab integrallash formulasini isbotlang.
4. Bo'laklab integrallashda muhim o‘rinni nima egallaydi.
5. Ko'phad bilan trigonometrik funksiyalar yoki ko'rsatgichli funk­

siyaning ko‘paytmasi ishtirok etgan integrallarni bo‘laklab integrallashda u, 
</r lar qanday tanlanadi?

6. Ko'phad bilan teskari trigonometrik funksiyalar yoki logarifmik 
funksiyaning ko‘paytmasi ishtirok etgan integrallarni bo‘laklab integral- 
lashda u, dv lar qanday tanlanadi?

7. Ko'rsatgichli va trigonometrik funksiyalaming ko'paytmasi ishtirok 
etgan integrallarni bo'laklab integrallashda u, dv lar qanday tanlanadi?

8. Bo'laklab integrallash jarayoniga tegishli belgilashlar qaerga 
yoziladi?

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi integrallar topilsin.

+ 3 sin x - $)dx. javob: x
------ 3cosx-8x + C.
4

4 j- (arcsin xf dx

5. f (2x~5)^
•I x2 -5x + 6

javob:

javob:

^- + 2x + ln|x| + C .(xfO)

- —•д/(з-2х4)3 +C.
12

- (arcsin x)3 +C .
3V 7

In x2 — 5x + 6 + C. (x£2, xfi3).
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sin xdx
7cos3 X

j avob: - 4 Vcosx + C.

1 • e—sin x + C.
3

- 2^1 + ctgx + C.

7. j" sin4 xsin 2xdx. javob:

8.
p dx

. javob:
sin2 x71 + ctgx

9. j’e"CDSX sinxr&. javob:

javob:

javob:

javob:

10.
p x2dx
7x6 +з

11.
f exdx
J e2x +4

12.
p dx
xVlnx

e 
arctg— + C.

1
2

dx
Х2л/1 + Х2

javob:

Ko‘rsatma. x=tgt almashtirish olinsin.

14 j arccosxt/r. javob:

15. Jln(x2 + ijdx. javob:

xarccosx-71-х2 +C.

x ln(x2 +1)- 2(x - arctgx) + C.

16. ЛЛ, javob: 
J 7T77

17. fx2e~xdx.

18. je2x cos3x<&.

19. jxarcctgxdx.

__ r x3dx
20. |-7=.J 79-x2 javob:

javob:

javob:

javob:
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34. KVADRAT UCHHAD QATNASHGAN BA’ZI-BIR 
FUNKSIYALARNI VA ENG SODDA RATSIONAL KASRLARNI 

HAMDA RATSIONAL FUNKSIYANI INTEGRALLASH

34.1. Kvadrat uchhad qatnashgan ba’zi-bir funksiyalarni 
integrallash

1. f—-------integralni hisoblash talab etilsin, bunda
J ax' +hx + c

a t (),/>,<’ o'zgarmas sonlar. Bu integralni integrallashga kirishish- 
<lun oldin ax2 +bx + c kvadrat uchhadni kvadratlar yig‘indisi yoki 
kvadratlar ayirmasi shakliga keltiramiz, ya’ni kvadrat uchhaddan 
to’liq kvadratni ajratamiz:

2 , z 2 b c 2 - b b> b2 c.
ax +bx + c = a(x + —x + —) = a(x +2----- rd------у------- + —) =

a a 2a 4az 4a2 a
/

- a

4uc - h2

4a2

2

= +k2 belgilashni kiritsak.

ax2 + bx + c = a

tenglikka ega bo’lamiz.
62-4ac = 0, ya’ni kvadrat uchhad ikki karrali ildizga ega 

bo'lsin. U hoida k=0 bo‘lib berilgan integral osongina hisoblanadi:

f^-*—
J ax" + bx + c

dx

(x +

b
л----- = t

2a 
dx - dt

11 cdt
a't2

a(x +

65



Integrallash jarayonida integrallar jadvalidagi 4-formuladan foy- 
dalanildi.

b2 - 4ac Ф 0 bo‘lsin. U holda berilgan integral

b
x-f----- = t

2a
dx - dt

_ 1 r dt 
~ a J t2±k2

/ - f -If
^ax2+bx + c «’(X + ±)2±F

2a
ko‘rinishni oladi. Bu yerdagi 1c oldidagi plyus ishora ax2 +bx + c 
kvadrat uchhad kompleks ildizlarga ega bo'lganda (Z>2-4ac < 0 ), 
minus ishora esa kvadrat uchhad haqiqiy har xil (62~4«c>0) 
ildizlarga ega bo'lganda olinadi.

Oxirgi integral jadval integraldir. U integrallar jadvalidagi 16- 
yoki 20- formulalaming birortasi yordamida topiladi.

1- misol. Ushbu f ———------  integral hisoblansin.
■>x2-4x + 4

Yechish. f- ------ = f—
jx2-4x + 4 J(x-2)2

Bu yerda integrallar jadvalidagi 4-formuladan foydalandik.
г dx

2- misoL Ushbu —------------ integral hisoblansin.Jx2-6x + 5

Yechish.
г dx

■> x2-6x + 5

2-2

= fffe^ = ___L + C.
• (x- 2)2 x-2

dx
-’x2-6x + 9-4 

t~2 
t + 2

+ C = -ln
4

dx x-3=t^(x-3)2 -22 dx = dt

x-3-2
x-3 + 2

+ C = -ln
4

x-5

~ -L2 - 22

+ C.
x —1

3-misol. Ushbu j 

Yechish.
dx 1

„ integral topilsin.
3x2-2x + 4

dx
"1 ' 1 1 4
— X 4---------- 1—
3 9 9 3

_ 1 f dx
= 3J(x-l)’+4

3 9
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I f 1 i , x 3 , r. 1 t 3x-l ,

3J, k2 ,ТПч2 з Th 7ГТ VFi VTT
x з +< з з з

Bu yerda integrallar jadvalidagi 16-formuladan foydalanildi.
II. Ilshbu

r Ax + B
•* ax2 +bx + c

dx

nilcp.ialiii qnrayiniz, bunda A, B, a^O, b, c ma’lum o‘zgarmas sonlar 
va </,v" i bx l <■ kvadrat uchhad ikki karrali ildizga ega emas.

Yechish. Integrallashni amalga oshirish uchun integral ostidagi 
knsrni boshqaeha ko‘rinishda ya’ni suratda maxrajning hosilasi 
hi\ i /><• i <•)' 2ax + b ni ajratib yozamiz.

dx

+ bx + c

2ax + b
2 

ax +bx + c

Hu yerda ./, = f—j----------- integralni hisoblashni bilarniz.

Shunday qilib, integrallar jadvalidagi 6-formulaga binoan 
r 1 ! 2 7 I Ab
J2 = —Iniox + bx + с + (B-------) • J,

2a 1 1 2a
tcnglikka ega bo‘ldik.

67



4-misol. Ushbu J—~~———dx integral topilsin.
5x Зх l 2

Yechish.
3 9

f (3x-2) fw(1(k~3)~2+To 3 f lQr-3 11 f dx
hx2-3x+2 J 5x2-3x+2 10^5х2-Зх+2 10-’5x2-3x+2

_3 г (5л2-3x+2)'dx Hr dx
1qJ 5x2-3X+2 105jc2-3x+2

3.2 3.2 .<31.2

=— IrjSx2 -3x+2|—^~^arctg-yl5+C=— IriSx2 -3x-2j—4=arctg-^L-—+C.
10 I '50 JT1 10 ’ S./T1 ё 751

10 10
Г f'(x) IIntegrallash jarayonida -- - J dx = lnl/(x)l + C formuladan hamda 
/(*)

integrallar jadvalidagi 16-formuladan foydalandik.
f dx

Ш. Ushbu j -• =■■■=.-, integralni qaraymiz, bunda cdd),b,c
\ax2 +bx + c

ma’lum o‘zgarmas sonlar va ax2 +hx + c kvadrat uchhad ikki karrali 
ildizga ega emas.

Bu integral I-bandda bajarilgan amallar yordamida a>0 bo‘lganda 
C dt 

integrallaridan biriga keladi.
г dx

5-misol. Ushbu .... = integral topilsin.
v2-3x-x2

Yechish. Awal ildiz ostidagi kvadrat uchhadni kvadratlar 
yig‘indisi yoki kvadratlar ayirmasi ko‘rinishiga keltiramiz: 

f dt
va a<0 bo‘lganda 1-^= ko‘rinishdagi jadval

4k2-t2
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2-Зх-хI 2 =2-(3x+x2)=2-(x2 +Зх)=2-(х2 +2-|х+(|)2 ~) = 

.2^+2л+(|Л+^2д-(х+|^47-Н^^-(.+1л 

Shunday qilib, berilgan integral

I losil bo‘lgan integraldan ikkinchisi III-bandda qaralgan integral
ho'lgani uchun uni hisoblashni bilamiz.

Shuning uchun birinchi integralni hisoblashga kirishamiz:

. , rf(x + ~)
f ,/v f _ -Г 2

h"Ж^+1’"
ko'rinishni oladi. Bundan integrallar jadvaliidagi 18-formuladan 
foydalanib quyidagini hosil qilamiz:

3
f dx . X+ - . 2x + 3

- arcs in + C=arcsin—=^ + C.
J 7 ’2 3x x! V17

2

IV. IJshbu J- dx integralani qaraymiz, bunda
V ax2 + bx + c

A,H,a.b,c ma’lum o‘zgarmas sonlar va ax2 +bx + c kvadrat ushhad 
ikki karrali ildizga ega emas. Bu integral Il-bandda bajarilgan 
almashtirishlar yordamida hisoblanadi:

A .. Ab
г Ax+B ~-(2ox+Z>)+(B-—)

1ттт~~Г++—_<fc=
yaxr +bx+c yax +bx+c
A r 2ax+b , Ab. r = — I ,______dx+(B----- )J -y -----

'jax2 +bx+c у ax2 +bx+c

dx
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о
2ax + b . г (ах + bx + c)'dx 

ах^ + bx + с у ах +Ьх +с

Bunda integrallar jadvalidagi 5-formuladan foydalanildi.

(x + 3)dx 
у/з + 4х-4х2

Yechish.

6-misol. Ushbu J integral topilsin.

(x+3)iir
7з+4х-4^

4<4-»4
\34-4x~4x2

dx=
1 r (4-8x) , 7 r dx- -=2----- '—dx+-
8 л/з+4х-4х2 ^3-(4x2-4.x)

1 |-(3+4x-4x2)'rfr ' 7 r dx ____ 1 r<3+4x2-4x2) 7 r dx_____

8 7з+4х-4х2 2 ^4-(4x2-4x+1) 8 7зч4х-4х2 2 ^~(2x-T)2

=-- -2д/з+4х-4? +Z J—£=2==.. =-1Тз+4х-4х2 +-arcsi Д-- +С
8 4ф-(2х-1)2 4 4 2

Shuni aytish joizki qaralgan integrallarda ax2 + bx + c kvadrat 
uchhad ikki karralli ildizga ega bo‘lganda ham integrallar I-bandda 
bajarilgan almashtirishlar yordamida yanada osonroq hisoblanadi.

34.2. Eng sodda ratsional kasrlarni integraliash

A A Ax + B
Ta rif. I.------- ,11. ---------- III. —-------------------,

x-a (x-a) x + px + q
^4x i fi

IV. —--------------- - ko‘rinishdagi kasrlar mos ravishda I-, II-, III-
(x + px + q)

va IV- tur eng sodda ratsional kasrlar deyiladi, bunda ,k > 2 natural
son, A,B,a,p,q o‘zgarmas haqiqiy sonlar bo‘lib x2 + px + q kvadrat

2

uchhad haqiqiy ildizlarga ega emas, ya‘ni q - — > 0 .
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Shu kasrlaming integrallarini topamiz. I- va II- tur eng sodda 
kasrlarni integrallash j ad val integrallari yordamida amalga oshiriladi, 
ya‘ni

f "I '' +
1 x a J x - a J x — a
J il^X , л|(х a) kdx = A^(x-a)~kd(x-a) =

... + C =------------~T1+C
k + l (£-1)(х-аГ-1

l-.ndi lll-tur eng sodda ratsional kasrni integrallaymiz. Bu integ- 
rimi hisoblash usuli bilan kvadrat uchhad qatnashgan funksiyani 
inlcgrallash jarayonida tanishgan edik.

2x + p
yl4q-p2

2

yjAa-p2
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Endi IV- turdagi eng sodda ratsional kasmi integrallashga kiri- 
shamiz.

r Ax + B ,
—г----------------T^XJ (x + px + q)

J®.
J(r2+a2)* I

dt

dt
(<’ +«7 °

dt
(34.1)

integralni topamiz.

~u,dt=dv,du=^t2 +O2 V) dt=— 
it / / (^+^+1’

Г „.r^+cf-o2 T

v~t,k.GN -

Bu yerda bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanildi. 
Natijada

•Л ~ TV + k ~ k+\V +« Г

tenglikka ega bo‘ldik. Bu tenglikdan Jx; ni topamiz:

j
* J b . _

(34.2) munosabat rekkurent formula deyiladi. к > 1 bo‘lganda 
Jk+\ integral shu formuladan foydalanib topiladi. Masalan,
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г dZ t 21-1 t 1 r dZ
+ ,_2«2(z2+a2) + 27W^

32)+arctg j + C = ln(x2 + 2x +1 o) + ^ arctg^y^- + C.

8-misol. [—-------- — dx topilsin.
J(x2+2x + 2)2

z 11/^
= —7ГЗ----Л 3 4---- 7' ~ arctg- + C.2a2[t2+a2) 2a2 a a

Rekkurent formuladan foydalanib Jk ni Jk_} orqali ifodalaymiz, 

so'ngrn ./4 , ni 2 orqali ifodalaymiz va hokazo bujarayonni

integral hosil bo‘lguncha davom ettirib Jk integralni aniqlaymiz. Jk 
integralning topilgan qiymatini (34.1) ga qo‘yib, chiqqan natijaga Z

o'rnigu x n‘ va a °4™§а ~ m qo‘ysak IV-tur eng sodda

ratsional kasrning qiymati hosil bo‘ladi.
Shunday qilib barcha turdagi eng sodda ratsional kasrlaming 

integral lari mavjud ekan.

7-misol. J 3x + 5
x2 + 2x + 10

dx integral topilsin.

Yechish.
r 3x + 5 _ r 3x + 5 x +1 = t,x = Z -1
J x2+ 2x + 10 “ J (x + l)2+32 dx = dt

= -ln(z2 +
2 v

r3(z-l) + 5
J Z2 + 32

dt =
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Yechish.
[ x-1 г (x-l)<&
(x2+2x + 2)2 J [(л+1)2+1

dt[•O-l-l> r tdt f_______

м Лм Ы
i

(34.2) rekkurent formulaga asosan (a=l, k=1) 
[ dt _ t 2-1-1

(t2+1)2 _ 2-l-l2(f2+1) +

1
+—arctgt =

2-12
r dt _ t
J z2+l_2(r2+l) +

X+1 1 / X

kelib chiqadi. Integrallaming topilgan qiymatlarini ulami o‘miga 
qo‘yib beriigan integralni topamiz:

x + 1г (x-l)tfe 1 x + i t л(x2+2x + 2)2_ 2(x2 +2x + 2) x2 +2x + 2 arc^x+)+

2x 4~ 3 / \
= ~ arctgvx + V+c-

x + 2x + 2

9-misoi.  ./3 = | dx 
--------rr- topilsin.

(l + x2)

Yechish.(34.2) rekkurent formulaga binoan:
x 2-1-1 r)

■’ 2-12 ’J"

X 1 )
!

J =______ x_____ + 2-2-1 X +3f _
3 2 2 l2(?i l)’ 2-2-12 2 4p + l)+ 4 ( 2 • b i2^c2 + 1)

x 3 f x 1 r dx ) _ x 3 (
" 4(x2 + l) 4 4 2-(r • ))' 2-‘ x^Tl; 4(x2 + l)2+Z^+xT)+2

Shunday qilib,

г dx 1\ x 3 x 3
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34.3. Kasr-ratsional funksiyani eng sodda 
ratsional kasrlarga yoyish

Ma'lumki,
Pn (x) - aQxn + a,x”’1 +... + a„4x + an

funksiya и-darajali ko'phad deyiladi, bunda a0 Ф O,ax,a2,...an 
o'zgarinas haqiqiy sonlar ko‘phadning koeffitsientlari, n-natural son 
esii daraja ko'rsatkichi.

Гм'гИ. Ikki ko'phadning nisbati kasr-ratsional funksiya yoki 
ratsional kasr deyiladi:

= £^(x) = ^ox'” +biXm 1 + ... + bm_lx + bm 

Pn (x) aox” + + — + an_xx + an

Agar m < n bo‘lsa, u holda ratsional kasr to‘g‘ri, m>n 
bo'lganda ratsional kasr noto‘g‘ri kasr deyiladi.

i Зх +1 . x2 +1 x3 + 3x +1 ]
Masalan —------- to g n kasr, —------------- va —------------kasrlar

x +8 2x +x + l x + x +1
noto'g'ri kasrlardir. /(x) ratsional kasr noto‘g‘ri kasr bo'lganda 

kasming (x) suratini uning P„(x) maxrajiga bo'lib kasmi 

ko'rinishga keltiriladi, bunda ^i(x)-A:=/w-n-darajali ko'phad,
РДх)

to'g'ri kasr.
Shunday qilib, noto‘g‘ri ratsional kasmi ko‘phad (u nolinchi 

darajaii bo‘lishi ham mumkin) bilan to‘g‘ri kasming yig‘indisi 
ko'rinishida tasvirlash mumkin ekan.

qk(x) =C()Xk+cixkA +.. ,+Ck ко ‘phadning integrali
ft

(x)flh = j(c0X* 4-CjX*-1 + ... + с^)б6с = со—---- hCj—— + ... + ctx + C
A 4" 1 1c

kabi topilgani uchun noto‘g£ri kasmi integrallash to‘g‘ri kasmi 
integral lashga keltiriladi.
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Ushbu

/(*) =
to‘g‘ri ratsional kasmi qaraymiz. Kasming maxraji

tz1p...(x-arJ'r(x

У2...(х2+/?ех + ^)‘
(34.3)

'e

ko‘rinishdagi ko‘paytuvchilarga aj raisin.
Quyidagi teorema o‘rinli:
34.1-teorema. Maxraji (34.3) ko‘rinishdagi yoyilmaga ega bo‘l- 

gan har qanday

to‘g‘ri ratsional kasmi I-, I1-, III-, IV- turdagi eng sodda ratsional 
kasrlaming yig‘indisi ko‘rinishda tasvirlash mumkin. Bunda:

a) (34.3) yoyilmaning x-a ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga I- 
turdagi bitta eng sodda

A
x-a

kasr mos keladi;
b) (34.3) yoyilmaning (x-a)k ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga I- 

va II- turdagi к ta eng sodda kasrlaming yig‘indisi

A _L_ A A ,_ A_
(x-a)*

+ --------+--------------- ■2—- + . .. +
x-a {x-a) {x- a)

mos keladi;
c) (34.3)yoyilmaning x2 +px+q ko‘rinishidagi ko‘paytuvchisiga 

А}х + Вг
x2 + px + q
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III-turdagi bitta eng sodda ratsional kasr mos keladi;
d) (34.3)yoyilmamng (x2 +px+q)s ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga 

III- va- IV turdagi л ta eng sodda ratsional kasrlaming yig‘indisi

+ .. + A2X+B2 ++ AsX + B< ....

x2+px + q (x2+px + q)2 (x2+px + q)s 

mos keladi.
To‘g‘ri ratsional kasrning eng sodda ratsional kasrlar yig‘indisiga 

yoyilmasida At, B, koeffitsientlami aniqlash uchun turli xil usullar 
mavjud. Ulardan nomaium koeffitsientlar usuli bilan misollarda 
tanishamiz.

. . г 2x2 + 41x-9l .
10-misol.-----------------------------dx topilsin.J (x-1)(x + 3)(x-4)

Yechish. 34.1-teoremadan foydalanib integral ostidagi to‘g‘ri 
kasrni eng sodda ratsional kasrga yoyamiz:

2x2 + 41 x - 91 
(x - l)(x + 3)(x - 4) x + 3

_A_
x - 4

(34.4)+

Bu yerdagi A], A2, A3 koeffitsientlami topish uchun so‘nggi 
tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indini umumiy maxrajga keltiramiz

2x? t 41x-91 _ Л1(х + 3)(х-4) + 242(х-1)(х-4) +J3(x-l)(x + 3) 
(r l)(x + 3)(x-4) (x-l)(x + 3)(x-4)

Tenglikning har ikkala tomonidagi kasrlaming maxrajlarini tengli- 
gidan ulaming suratlarini ham tengligi kelib chiqadi, ya‘ni

2x +41x-91=Aj (x -x-12)+ Л2(х -5x+4)+ A3 (x2+ 2x-3) yoki 
2х2+41х-91=(А1+А2+Аз)х2+(-А1-5А2+2Аз)х+(-12А1+4А2-ЗАз).

Ikkita ko‘phad aynan teng bo‘lishi uchun bir xil darajali x lar 
oldidagi koeffitsientlar teng bo‘lishi kerak. Mos koeffitsientlami 
o‘zaro tenglashtirib
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А1 + + А3 = 2, (х2 oldidagi)

-Л] - 5^ + 2Л3 - 41,(х oldidagi)

-12Д + 4 Л2 - ЗА, = -9 Upzod sonlar)

uchta А] , А2 , A3 nomaiumli uchta tenglamalar sistemasini hosil 
qilamiz. Shu sistemani yechamiz.

Sistemaning birinchi tenglamasini ikkinchi tenglamasiga va bi­
rinchi tenglamani 12 ga ко‘paytirib uchinchi tenglamasiga qo‘shsak 

— 4^2 + 3 A3 — 43,
' 16 A2 + 9A3 = -67

sistema hosil bo‘ladi. Bu sistemaning birinchi tenglamasini 4 ga 
ko‘paytirib, ikkinchi tenglamaga qo‘shsak 21Л3 =105 tenglik hosil 
bo‘lib undan A3 =5 kelib chiqadi. A3 =5 qiymatni oxirgi sistemaning 
birinchi tenglamasiga qo‘yib A2 ni topamiz: oldidagi

-4A2 +3-5=43; -4A2 =28; A2 =-7.

A3 =5, A2 =-7 qiymatlami At+A2+A3=2 tenglikka qo'yib А/ ni 
topamiz:

A]-7+5=2, A] =4.

Ai, A2va A3 laming topilgan qiymatlarini (34.4) ga qo‘ysak

2x2 +41X-91 _ 4_____ 7_ 5

(x - l)(x + 3)(x -4) x -1 x + 3 x - 4

yoyilma hosil bo‘ladi. Uni integrallab berilgan integralni topamiz: 
r 2x2+41x-91 rfx_r4dx г 7dx r Sdx
J (x-l)(x + 3)(x-4) Jx4-xUU-4

= 41n|x-l|-71n|x + 3| + 51n|x-4| + c = ln(x-l)4 + Injx-4j5 -ln|x + 3|7 +C

11-misol.
(Зх2 + 8)dk 

x3 + 4x2 + 4x topilsin.
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Yechish. Integral ostidagi to‘g‘ri kasming maxraji
x3+4x2+4x=x(x2+4x+4)-x(x+2)2

bo‘lgani uchun 34.1 -teoremaga ko‘ra
_ 3x2 + 8 А В C

x’+4x2+4x x (x + 2) (x + 2)2
bo‘ladi. Buni

3x2 + 8 A(x + 2)2 + Bx (x + 2) + Cx
x1 + 4x2 + 4x x(x + 2)2

korinishida yozib

3x2 r<9= A (x2+4x+4) +B(x2^2x)+Cx=(A-rB)x2+(4A +2B+C)x+4A

tenglikka kelatniz. Ikki ko‘phadni tengligidan foydalanib

p + B = 3,
14A + 2B + C = 0,
[4 J -8

sistemani hosil qilamiz va uni yechib 
A=2, B=l, C=-10

bo'lishini topamiz. Demak
3x2 + 8 2 1 -10

—--------- - --------- _ .—j.----------- 1---------------— ,
x3 + 4x2 + 4x x x + 2 (x+2)2

Buni integrallab beriigan integralni topamiz:
f 3x2+8 r dx r dx .. (■ dx--------—-----dx = 2 — +---------- IO • ——r- =
J x + 4x + 4x J x Jx + 2 J (x + 2)

- 2 ln|x|+ ln|x + 2|-l0 •[----- -—j + C = ln|x2(x + 2)| + ———+ C.
\ x + 2 J x + 2

12-misol. f------- tOpi]sin,
J (x-l)2(x2 + 2x + 2)

Yechish: 34.1-teoremaga ko‘ra
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Mx + N
(34.5)

x2 — 5x + 9 _ Ax A2
(x-1)2(x2 + 2x + 2) " x-2 (x-1)2 + x2 +2x + 2

yoyilmaga ega bo‘lamiz, bunda А], A2, M, N hozircha noma Turn 
sonlar. (34.5) tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga kelti- 
ramiz:

x2 -5x+9 _ Л[(х-1)(х2 +2x+2)+4j(x2 +2x+2)+(A£c+2V)(x-l)2
(x-l)2(x2+2x+2) (x-1)2(x2+2x+2)

Bu ayniyatning maxrajlari teng bo‘lgani uchun ulaming suratlari 
ham o‘zaro teng bo‘ladi.

x2-5x+9=Ai(x-1)(x2+2x+2)+A2(x2+2x+2)+(Mx+N)(X2-2x+1) 
yoki

x2-5x+9=A i(x3+x2-2) +A 2(x2+2x+2) +M(x3-2x2+x) +N(x2-2x+l').
Bu yerdagi qavslami ochib ko‘phadni x ning darajalarini ka- 

mayishi tartibida joylashtirsak
x2-5x+9=(A +M)x3+(A i +A 2-2M+N)x2+(2A2+M-2N)x+ 

+(-2Aj+2A2+N)
bo‘ladi.

Tenglikning har ikkala tomonidagi bir xil darajali x lar oldidagi 
koeffitsientlarni tenglashtirib quyidagi tenglamalar sistemasini hosil 
qilamiz:

Al+M = 0,(x3 oldidagi)

Д + A^ - 2M + N = 1, (x2 oldidagi)

24 + M - 2N = -5, (x oldidagi)

- 2A} + 2A2 +N - 9.(ozod sonlar).

Shu sistemani yechib Ai,A2,M,N lami topamiz. Birinchi teng- 
lamadan A=-Mni topib uni boshqa tenglamalarga qo‘ysak
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Ах--М,

А2 - ЗМ + 7V = 1,
' 2Аг + М - 2N = -5,

2Аг + 2М + N = 9

sistemaga ega bo'lamiz. Ikkinchi tenglamani -2 ga ko'paytirib 
uchinchi va to‘rtinchi tenglamalarga qo‘shsak

= -M,

A2 - 3M + N = 1,
' 7M -4N = -7, 

SM -N =7

sistema kelib chiqadi. Bu sistemani oxirgi tenglamasini -4ga 
ko'naytirib uchinchi tenglamasiga qo‘shsak -25M=-35 va bund an 

*7
A/=y kelib chiqadi. Buni oxirgi sistemaning to‘rtinchi tenglamasi 

8M-N=7 ga qo‘yib Nni aniqlaymiz:

N-8M-7-=8-- - 7 = .
5 5 5

M va У ning topilgan qiymatlarini oxirgi sistemaning 
A2-3M+N=~1 tenglamasiga qo‘yib A2 ni topamiz:

7 21
A, = ЗМ + 1-У = 3-- + 1------= 1.

2 5 5
7 

Sistemaning birinchi tenglamasidan Ai ~-M=— hosil bo‘ladi.
5 

Shunday qilib
7 7 21

A!=--,A2=J, M=-,N=—
5 5 5

yechimga ega bo‘lamiz. Ushbu qiymatlami (34.5) ga qo‘yib

x2-5x + 9 7 1 7x + 21
(x-l)2(x2 + 2x + 2) ~ 5(x-l) (x-1)2 5(x2+2x + 2)
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хг -5х + 9

yoyiimani hosil qilamiz. Buni integrallab beriigan integralni topa­
miz:

J
5Jx-l J

, •> ~~dx -
(x-1) (x2 + 2x + 2)

. — lnjx-1—-—F—ln(xz+2r+2)+
5 Jl+(x+I)2 5 1 x-1 10

+^arctg (x+l)+C

ix • I fx6+2x4+2x2-1
13-misol. ----- —----- -———dx

} xs +2x3 + x
Yechish. Integral ostidagi funksiya kasr-ratsional funksiya bo‘lib, 

u noto‘g‘ri kasrdir. Bu kasming suratini uning maxrajiga bo‘lib 
kasming butun qismini ajratamiz:

Kasming maxraji x5+2x3+x=x(x4+2x2+l)-x(x2+l)2 ko‘rinishdagi 
ko‘pytuvchilarga ajralishini hisobga olsak

x6+2x4+2x2-1 x2-1
-----------------------------------  — JQ -|  

x5 + 2x3 + x------------- x(x2 +1)2

tenglikka ega bo‘lamiz.
Endi

x2 -1 

x(x2 +1)2

dx
(x -1)2 5 J x2 + 2x + 2

7 1 r 2x+2+4 , 7. | j 1
5 2<ri-x2x+2 5 1 1 x-1

1 . 7 r(V+2x+2)'rix 14r d(x+T) _ 7
x-l^ xz+2x+2

41 x+3 , 7,i,l
 dx - — In x -11--------- + ____ 2------------5 1 1 x-1

7 r(2x+2)dx 14r dx 7, , .
* 1 (У Г 12x+2 7Г■> 7+2x72 ^X_ " 

integral topilsin.

x6+2x4+2x2-1 x5 + 2x + x

x6 + 2x4 + x2 X

x2- 1
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to‘g‘ri kasmi 34.1-teoremadan foydalanib eng sodda ratsional kasr- 
larga yoyamiz:

x2 -1 A Bx + C Dx + E
----- ------ --  = — + —г + —5------ 7 (34.6), 
x(x +l)z X x+1---- (x+1)2

x*-/ A(x~ I /)? i (Bx I C)x(x2+l)+(Dx+E)x=A(x4+2x2+l)+
I Bx4 \ Cx3+Bx2+Cx+

i lh21 Ex fl i ll)x4i Cx < (2A+B+D)x2+(C+E)x+A.

Iln yenlagi bir xil darajali x lar oldidagi koefitsiyentlami teng- 
lii'Jilitib

A + B = 0,

C = 0,

2A + B+ D = l,

(' I E = 0,

sislcniaga ega bo'lamiz. Sistemani yechib A=-J, B=l, C=0, D=2, 
E 0 ckanini topamiz. Noma’lum koeffitsiyentlaming topilgan qiy- 
mallari (34.6) ga qo‘yib

x2 -1 _ 1 x 2x

x(x2+l)2 x x2 +1 (x2+l)2

tenglikni hosil qilamiz.
Shunday qilib

x6 + 2x4 + 2x2 -1 _ 1 x 2x

x5 + 2x3 + x x x2 +1 (x2 +1)2

1 )cmak,
rv” i2x4+2x2-1 J |
J ** 4 -1пЦ+1 in(Z+1)+

' Jx J x2 +1 J(x2+1)2 2 11 2

bo'ladi.

83



Esiatma. Ba’zan ratsional kasmi eng sodda ratsional kasrga 
yoyishda aniqmas koeffitsiyentlar usuliga murojaat qilmasdan uni 
sun’iy ravishda eng sodda kasrlarga yoyish ham mumkin.

Buni bir necha misollar yordamida ko‘rsatamiz.

14-misol. f--------—-------- (a-+b) topilsin.
(x + a)(x + Z>)

Yechish.

(x + a)(x + b) a-b x + b x +a

ayniyat to‘g‘ri ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. Demak,
dx

(x + a)(x + i)
dx

x + b
1

a-b
(ln|x + b\ - ln|x + a|) + C 1

a-b x + a
+ C.

Quyidagi integrallar ham xuddi shunday topiladi. 
15-misol.

16-misol.

x —1

p dx |Г 1rf 1(x2-l)x2 J|(x2-l

1 . _ 1 1 X
—-----)dx = — arctgr—arctg— + C.
x + 4 3 6 2

17-misol.
x + 1



18-misol.
1
-3

dx I г dx
(7n? 5-*(x/2)4x

I
5^2

arctg-i+C.
•v2

19 in hoi.

f .4 —=1Г(_4__^_)Л
J x4 16 J (x2 -4)(x2 + 4) 8J x"-4 x2+4

I

32

-2
1-2

I x ~
arctg—ч-C.

16 2

20-misol.
dx______

(r ’ i 2x i 2)(x2 -i-2x + 5)

21 -misol.

1 11 / -x 1 x+1
--------- z----- z- dx = -arctg(x + l)—arctg + C. (x + l)2+22J 3 6 2

r x2dx _lf 1
J l-x*"2 ’ 1-x2 1 + x2

)dx = — In
4 1-x

^arctgx + C.1 1 + x

22-misoI.
r dx г dx _ r x4 -1 -x4 r (x2 - l)(x2 +1) - x4
J x*+ /’- J x6(x2+l) ” J X6(x2’+i) ~' x6(x2+l)

+—+arctgr ) + C
X Зх3

—z-------- arctgx + C.
5x x
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23~misol.
г x1 dx x-l = t,x = l + t _ f(l + f)2<* 

dx = dt J 72

34.4. Ratsional funksiyani integrallash

Butun (ko‘phad) va kasr-ratsional funksiyalar odatda ratsional 
funksiya deb yuritiladi. Agar ratsional funksiya butun ratsional 
funksiya (ko‘phad) bo'lsa, uni integrali osonlikcha topilishini 
ko‘rdik. Agar ratsional funksiya kasr- ratsional funksiya bolsa uni 
integrallash quyidagi qoidaga asoslanib amalga oshiriladi.

1. Ratsional kasr noto‘g‘ri bolsa, kasming suratini maxrajiga 
bolib uni ko‘phad bilan to‘g‘ri kasming yiglndisi ko‘rinishida 
tasvirlanadi.

Bu bilan noto‘g‘ri ratsional kasrni integrallash ko‘phad bilan 
to‘g‘ri ratsional kasmi integrallashga keltiriladi.

2. To‘g‘ri ratsional kasming maxraji ko‘paytuvchilarga ajratiladi.
3. To‘g‘ri ratsional kasr 34.1-teoremadan foydalanib eng sodda 

ratsional kasrlaming yiglndisi ko‘rinishida tasvirlanadi. Bu bilan 
to‘g‘ri ratsional kasmi integrllash eng sodda ratsional kasrlami 
integrllashga keltiriladi.

Xulosa. Har qanday ratsional funksiyani integrallasa bolar ekan, 
ya‘ni ratsional funksiyaning integrali elementar funksiya bolar 
ekan.
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O‘z-o‘zini teksbirish uchun savollar
1. Kvadrat uchhad qatnashgan funksiya qanday integrallanadi?
2.1-Д1-, III- va IV-tur eng sodda ratsional kasr deb nimaga aytiladi va 

ular qanday integrallanadi?
3. Rekkurent formula deb ataluvchi formulani isbotlang.
4. Qanaqa turdagi eng sodda ratsional kasrlami integraliari mavjud?

X + 1
5. —------- — kasr eng sodda ratsional kasrmi?

x" - 5x t 6
3

6. ,------------ kasr qaysi turdagi eng sodda ratsional kasr?
r r 4x + 4

7
7. ——------------ — kasr qaysi turdagi eng sodda ratsional kasr?

(x2 *+6x+ 9)10

2. f—v~~~------- . Javob: arctg(2x -1) + C.
J2x2-2x + l

x7 -1
8. — - kasr qaysi turdagi eng sodda ratsional kasr.

x II
•> Butun ratsional funksiya nima?
10. Kasr- ratsional funksiya nima?
I I. Ratsional kasr qachon to‘g‘ri deyiladi?
12. Ratsional kasr qachon noto‘g‘ri deyiladi?
13. To‘g‘ri ratsional kasr qanday qilib eng sodda ratsional kasrlaming 

уig'indisi ko‘rinishida tasvirlanadi?
14. Noma‘lum koeffitsientlar usuli nimadan iborat?
15. Ratsional funksiyani integrallash qanday tartibda amalga oshiriladi?
16. Har qanday ratsional funksiyani integrali mavjudmi?
17. Noto‘g‘ri ratsional kasr qanday integrallanadi?

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Integrallar topilsin:

1 Г — - c~------ . Javob:
J x2 + 3x4-1

1 , 2x + 3-V5
-7= In--------------
V5 2х + 3 + д/5

Javob:
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5.

6.

7.

8.

9.

dx T , 1 . 8x + 3
Javob: —arcsin

2

1 r.-------

4. J r_________
J V2-3x-4x2 

r (x + 3)dx
J л/з + 4х-4х2 ’

г dx
.x2 +2x +5

-------
J 2x2 -2x + l 
r (%x + 6)dx 
' 4x2 + 6x —3

J x2 - x + 1

x —1

4

-=- + C.
V41

Javob: —\3+4x-4x2 +-arcsin------- f-C.
4 2

1 x + 1 
-arctg—+ C.

arctg(2x -1) + C.

Javob:

Javob:

Javob: ln|4x2+6о-3| + С.
I I

Javob : — ln(x2 -x+l)+-^arctg-2x—1
, J-7-+C.

v'3 л/3

V2 x+1
------ arctg—/==- 4- C.

+ arctg(x + l)+C.

2

x+210.J

12.

13.

, .dx. Javob: —-t~x~——v -(x2 + 2x + 3)2 2(x2+2x+3) 4
г (3x + 51& 2<5-l
J (x2 + 2x + 2)2 2{x2+2x + 2)

f (2x-3)dx v 3x3 —18x2 +56x~128 3 . x-2 „

J(x2-4x+8)3 12<x2- 4X+8)2 256 ^2

f x2-7x-20 j T , , (x + l)2|x + 3l

J (x + l)(x - 2)(x + 3) (x - 2)

г Зх + 9x2 + 8x-2 1 , „
--------------------- r—dx. Javob:----------- + 31nx + 5+C.J (x + 5)(x + l)3 2(x + l)2 1 1

г __(x—3x)tZr Javob: —-—F Inlx -11 + 2arctgx + C.
J (x-l)2(x2+1) x-1 1 1

16. J—- ?-t2----- dr. Javob: x+ln^-Jx2 -2x+2j+arctg (x-l)+C.
x 2x 2x)

14.

15.
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, _ г 2x2 + 2x - 4 .I? —---------- ---------------
J (x2 + 4)(x + 2x + 2)

Javob: —In- X +—— + arctg — -arctg(x +1) + C.
2 x + 2x + 2 2

J x4+13x2+3618.
, x2 + 9 x x _ 
In— l- arctg—+ C .

x2+4 3

19.

20.

Javob:

C dx
Javob:

hn x + 2
•* (4 - x)(x + 2) 6 x-4

f

p dx
Javob: -In

4
x-2

J (x2-4)(x2+1) x + 2

x2dx

arctgx + C.

21.

22.

' (l + x2X4 + x2) ' 

Г------- p*
J (1-x2)(4 + x2)

Javob:

Javob:

2x1—arctg------- arctgx: + C .
3 2 3

-’in
5

2 . x
---- arctg—+ C.

5 2
x —1
x + 1
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35. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR QATNASHGAN 
IFODALARNI INTEGRALLASH

35. L Ikki o‘zgaruvchming ratsional funksiyasi

Ikkita и va v o‘zgaruvchilaming Aunvm ko'rinishdagi ко‘pay t- 
malarining yig‘indisidan tuzilgan ifoda и va v o‘zgaruvchilarning 
ko‘phadi deyiladi, bunda A o‘zgarmas haqiqiy son n va m manfiy 
bo‘lmagan butun sonlar.

Masalan, u5+3u2v+4uv2-2uv+3 va 8u3+4v ifodalar и va v ning 
ko‘phadidir.

и va v ning ikkita ko‘phadlarini nisbati и va v ning ratsional 
funksiyasi yoki ulaming ratsional ifodasi deb ataladi. и va v ning 
ratsional funksiyasi R(u ; v) kabi belgilanadi.

w2+2mv-1 3m2-2wv+1 5

kasrlar и va v ning ratsional funksiyalaridir. и va v ning ratsional 
funksiyalarini yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi, bo‘linmasi ratsio­
nal funksiyaning ratsional funksiyasi ham shu o‘zgaruvchilaming 
ratsional funksiyasi bo‘ladi.

w va v o‘zgaruvchilaming har biri o‘z navbatida x tfzgamN- 
chining и - (p(x),v = i//(x) funksiyalari bo‘lganda R(<p(x), y/(x)) 
funksiya <p(x) va (//fx) funksiyalarning ratsional funksiyasi bo‘- 
ladi.

laming ratsional funksiyasi bo‘ladi, chunki

u + u2 +v2
. 2 3sm x cos x

Shunga o‘xshash —— ------------ -— ifoda sinx va cosx laming
sin x + 2cos x

ratsional funksiyasi.
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Uch va undan ortiq okzgaruvchilarning ratsional funksiyasi ham 
xuddi ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi kabi aniqlanadi. 
Ilu tushunchalardan kclgusida trigonometrik funksiyalar qatnashgan 
ilbdalarni hamda ba'zi bir irratsional funksiyalami integrallashda 
I'oydalanamiz.

35.2. |idn"x cosmxdx ko‘rinishdagi integral

Bu integral tn va n (butun sonlar) ga bog‘liq ravishda har xil 
iilnuishtirishlar olish bilan ratsional funksiyaning integraliga 
keltiriladi ya‘ni ratsionallashtiriladi.

</) >i ■() va toq son bo‘lsin. U hoida 
cosr=z , sinxdx=-dz 

almashtirish yordamida berilgan integral ratsionallashtiriladi.
/М m 0 va toq son bo'lsin. U hoida berilgan integral

sinx=2, cosxdx=dz 
almashtirish yordamida ratsionallashtiriladi.

c) n vam daraialar juft va nomanfiy bo‘lsin.
11 hoida

. 2 l-cos2x 2 l + cos2x 
sin X -------------- ,cos X =--------------

2 2
da raj an i pasaytirish formulalaridan foydalanib berilgan 
integralni cos2x ko‘phadining integraliga ega bo‘lamiz. cos2x 
ning toq darajalari ishtirok etgan integrallar b) bandga asosan 
topiladi. cos2x ning juft darajalari ishtirok etgan integrallarni 
topish uchun yana

l + cos4x 
cos- 2x = -—---------

2 
darajani pasaytirish formulasidan foydalanamiz. Bu jarayonni davom 
ettirib oxiri

г 1
cos kxdx - — sin Ax + C•> к

ga ega bo'lamiz.
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d) n va m juft sonlar bo‘lib ulardan kamida bittasi manfiy bo‘lsin. 
U holda

1tgx = z,x = arctgz ,dx = ■■ ,cos2 x = -—Ц— =-------
1 + z2 1 + tg X 1 + z2

•2 tg2X Z2

1 + tg X 1 + z

almashtirish yordamida beriigan integral ratsionallashtiriladi. 
o№x

1-misol. |—-—rir hisoblansin.
J sin x 

Yechish. m=3 toq son.
r cos3x , f
I—I
J sin X J

_ r(l-z2)<iz
"J 7 =

sin2x

(1 - sin2 x)cosx<& jsin x = z 

\cosxdx - dz 

=-—-z+C = —----- sinx + C.
' z sinx

2-misol. J sin4 xcos^xdx topilsin. 

Yechish._w=4, /и =2 juft musbat sonlar.
J sin4 xcos2 xdx - j (sin2 x)2 cos2 xdx =

_ r p-cos2xY l + cos2x^ _
“J 2 J ~2

= — J (1 - cos 2x)(l -- cos 2x)(l + cos 2x)dx = 

lp 2
=—J (l-cos2x)(l-cos 2x)dx = 

fl j
= 1 sin2 2xdx=— f sin22x<&-

J о 8 J

- —f sin2 2xcos2x<fr=—f -—C0---X dx - 
8J 8J 2
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“ sin2 2x(siti2x) б& = (1 - cos4x)dx -

1 r . 2_ . 1 sin4x sin32x
— sin 2xa(sin 2x) = — x------------------------- + C.I6J 16 64 48

3-misol. fSI,1( X dx topilsin.
J COS X

Ycclihli. n 2 ,rn -6 j uft sonlar va m< O.

dx

cos2x
=J(^)2-0+^)

35.3. j R(sinx,cosx)dx ko‘rinishdagi integral

1 Ishby j /?(sin x,cosx)<& integralni qaraymiz.

Вu integral
tg— = z,— = arctgz, x = 2arctgz, dx = - ^Z-2-

2 2 1 + z

ulmashtirish yordamida ratsionallashtiriladi.

I laqiqatan, cos2 — + sin2 — = 1 ekanini e’tiborga olib

X X
sinx = 2 sin — -cos—

2 2

. X X X
2sin—-cos — 2Гр—
____ 2 ___ 2 2
. 2 x 2x ix ,sin — + cos tg~ + 1 

2 2 2

2z
1 + z2’

2 X . 2X . , 2 X
2 X . 7 X

cosx = cos sm — =
2 2

cos-----sm — 1 - /g — . 2
2 2 _ 2 _ 1 ~ 2

2 X . 2 X , 2 X 1 + Z2’cos - + sin — 1 + tg —
2 2 2
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formulalarga ega bo‘lamiz. 
Shuning uchun

ratsional funksiyaning integraliga ega bo‘lamiz. tg— = z almash­

tirish i?(sinx,cosx) ko‘rinishdagi har qanday funksiyani integral- 
lashga imkon beradi, shuning uchun u universal trigonometrik 
almashtirish deyiladi. Lekin amaliyotda bu almashtirish ko‘pincha 
ancha murakkab ratsional funksiyani integrallashga olib kelishi ham 
mumkin. Shuning uchun ba‘zan undan foydalanmasdan ancha sodda 
o‘miga qo‘yish usulidan foydalangan ma‘qul.

a) Agar 7?(sinx,cosx) funksiya sinx ga nisbatan toq, ya‘ni

R(-sinx,cosx)=-R(sinx,cosx)

bo‘Isa, u holda
cosx=z, dz^-sinxdx

almashtirish yordamida beriigan integral ratsionallashtiriladi.
b) Agar R(sinx,cosx) funksiya cosx ga nisbatan toq bo‘Isa, u 

holda
sinx=z, cosxdx=dz

almashtirish yordamida integral ratsionallashtiriladi.
c) Agar R(sinx,cosx) funksiya sinx va cosx ga nisbatan juft, ya‘ni

R(-sinx,-cosx)= R(sinx,cosx)
bo‘Isa, u holda integral

, dz 
tgx = z,dx = ------ -

1 + z 
almashtirish yordamida ratsionallashtiriladi.

Bu holda
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2. 2 tg2X Z2 2 1 1
sm x = —-—r— =-----—, cos x =---------— =------ -

l + /g2x 1 + z 1+tg X 1 + z2
tengliklardan foydalaniladi.

4-misol — topilsin.
J sinx

Yechish.
A

.(,л
1 '.III \

2dz 
П+z2 
J 2z

1 + z2

5-niisol f---------- —-----------
J cost + 2sinx + 3

Yechish.

topilsin.

1 dx
cost i- 2sinx + 3

X
/g^ = z,ar =

2 l + zA

l-z2 . 2z
COS X  ---------x-, S in X =-------x

1+z2 1 + z2

= i------_ - arc tg(z+1)+C=arctgfrg-+1)+C.
2 J (z + l)2+l 2

=J
2dz

iZ7
l-z2 „ 2z 
------ y + 2------ y + 3
1 + z2 1 + z2

dz
' t-2z + 2f

6-inisol. f --- X -dx topilsin.
J 2 + cosx

Yechish. Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan toq funksiya.
Shuning uchun

• 3 2г sin x r sm x-sinxt£r
J 2 + cosx •> 2 + cosx

J
(I - - cos2 x) - sin xdx cos x =

2 + cosx

z

sin xdx = -dz

j(l-z2)(-Jz)
2 + z

Г (z2 -1)^_ г (z2-4 + 3)<&

z + 2 z + 2
(z-l2X£ + 2)a + 3|- _.k_ 

z+2 J z+2
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-2
= — - 2z + 31n|z + 2| + C =

7-misol. f----- ---— topilsin.
J3-2sin2x

Yechish. Integral ostidagi funksiya sinx 
nisbatan juft funksiya. Shuning uchun

cos2 X

2
2 cos x + +3 ln[2 + cos x| + C.

va cosx funksiyalarga

, dz tgx-z,dx = ----- -
1 + z

• 2 Z2
Sin X =------ 7

1+z2
1 z _ 1 (tv.

= arctg—;= + C =-7= arctg7з Л V3 V

r dx
J 3-2sin2x

dz

=1
3++

dz r dz
3 + z2~-> (V3)2+z2

+C.

35.4. Jcosnx- cosmxdxjsinnx- cosmxdxjsinnx- sinmxdx(№ m) 

ko‘rinishdagi integrallar

Maktab kursidan ma'lum

cos a cos p -

formulaga asosan

2
2

1
И + 7И

------- sin(n - ni)x + C
n — m

tenglikka ega bo‘lamiz.
Shuningdek

sina-cos/? =

formulaga binoan
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2
-------- cos(« + m)x--------------- cos(« - m)x + C
n + m 2 n-m

fbrnuilaga ko'ra:

fsinnxsinnzx =
J

J
2

 sin(« - m)x sin(n + ni)x + C. 
n-m-------------------- 2 n + m

8-misol.
fcos6.v -cos3.rtZx: - — f (cos9x + cos3x)tZr =—I isin9x+—sin3x | + C = 
J 2j4 2’K9 3 J

- —sin 9x + —sin 3x + C
18 6

9-misol.

-sin4x)]tZr =

-------- coslOx-i------- cos4x + C =------coslOx +—cos4x + C.
2 10 2 4 20 8

10-misol.

J sin 6x ■ sin 2xdx = у J (cos 4x - cos 8x)dx =

1 (sin4x зт8лЛ „ sin4x sin8x
-- ---------------------- + C =----------------------- + C2< 4 8 J 8 16

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Bir o‘zgaruvchining ko‘phadi nima?
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2. Bir o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi nima?
3. Ikki o‘zgaruvchining ko‘phadi nima?
4. Ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi deb nimaga aytiladi?
5. J sin" x-cos'" xdx integral qanday topiladi, bu yerdagi n, m butun 

sonlar.
6. j 7?(sin x;cos x)dx integral qanday topiladi, R - ratsional funksiya.

7. Universa.l trigonometrik almashtirish deb qanaqa almashtirishga 
aytiladi?

8. J cos nxcos mxdx(n *ni), J sin их cos mxdx(n * ni),

j sin nx ■ sin mxdxtn ni) integrallar qanday topiladi?

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Integrallar topilsin

l.[sin5xi/r. Javob: -cosx +—cos3 x +

7. f--------------- . Javob:
1 4 - 5 sin x

•> 3 5

2. [cos4 xsin3 xdx. Javob: —cos5x +—cos7 x + C .
- 5 7

„ r cos3 X , 111
3. —j—dx. Javob: -----------------—— + C .

J sin x sinx 3 sin x

Javob:
3 sin 2x sin 4x 
-x + —------ + C.
8 4 32

5. Jsin4 xcos4 xdx. Javob:

6. jtg3xdx. Javob:
2

~~ + ln|cosx| + C.
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К. f . Javob: 1
J 5 3 cos x 2 6

- X
2tg2 + C •

9. f S1U Javob: 72 arctg f'^-1 + C •
J 1 1 COS' A I V2 ;

,, ii sin 11 x10. cos >11 co‘i / \il\ Javob: ------- —
sin 3x

+-------- + C .
22 6

11 Jt «г. ? t sin *1 u/i . JilVObl fios6x cos 2x _"b C—•
12 4

f sin 4x sin 2x
1sm t sin JxtZr. Javob: - +-------- + C

J 8 4
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36. BA’_ZI-BIR IRRATSIONAL FUNKSIYALARNI 
INTEGRALLASH

dx ko‘rinishdagi integrallar

dx ko‘rinishdagi integralni qaraymiz, bunda R

/ m r

36.1. Jr x,xn,...xs i
I >

Har qanday irratsional funksiyaning integrali elementar funksiya 
bodmasligi mumkin. Shuning uchun biz bu yerda va bundan keyin 
almashtirish yordamida ratsional funksiyaning integraliga keltiri- 
ladigan irratsional funksiyalaming integraliarini qaraymiz.

Г f
j 7? x,xn ,..xs

o‘z argumuentlarining ratsional funksiyasi, m,n,....r,s natural sonlar.
Г

к son kasrlaming umumiv maxraji bo‘lganda qaraiayotgan
ns

integral x=/ dx=k/'1 dt almashtirish yordamida ratsional funk­
siyaning integraliga keltiriladi (ratsionallashtiriladi).

1-misol. f ■ - integral hisoblansin.
JV?+i

1 3
Yechish: —va— kasrlar uchun k=4 umumiy maxraj bo‘lgani 

uchun x=z4 , dx=4z3 dz almashtirish yordamida berilgan integral 
ratsionallashtiri ladi.

^+1 z3+i J J Г*+1

Z 4 f
=4--- I

3 3J

3 3

L
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Г

f ax + bjs
V ex + d J

7

( ax + bA° 
t cx + d )36.2. f R x,| —------

J \cx + d

ko'rini.shdagi integrallar

Hu xildagi inlvgiallai
ax + b k
---------= t 
cx + d

r
'5 ”

5

in
T 

n
sonalmiixldirish yordamida ratsionallashtiriladi, bunda к 

кам laming umumiy maxraji, m,n, ...,r,s natural sonlar.

2 mhol. j ' ^_-l-~-—dx integral hisoblansin.

YccIiInIi. kasrlar uchun 6 umumiy maxraj boMganligi

u< Inin / i a zrt deymiz, u holda Vl + x = Z3,Vl + x =t2, dx = 6tsdt.

I )emak,
fr 1 ^-dx= •6z5obc=6f[z3(z,2-2z6 +1)+ф=

J VI +x J r J
AO t6 Z3 1
Д6 5 7 4

61 (1+х1б

+t6 +f)dt=i
A16 io

i '’I t1 z4
116 10 7 4
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36.3. j Vaxz + bx + cdx ko‘rinishdagi integrallar

Bu integrallar ax2 +bx+c kvadrat uchhaddan to'liq kvadrat ajra- 
tish yo‘li bilan ^yjm2-x2dx yoki j4x2±m2dx integrallardan 

biriga keltiriladi.
3-misol. jyj2-2x + x2dx integral hisoblansin.

Yechish.

^2-2x + x2dx = ^4x

=f^(==f-^u=f
Vr 4-1

x-1 = /

dx = dt

dt

2-2x+l+l<fc = U(x-1)2+1A

t2dt r

Bu yerdagi ikkinchi integral jadval integral. Birinchi integralni 
bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:

“ =p(^)'rf(=
JV/2+i '
J t ■ = I ■ + 1 - j 4t*+Wl.

Yana dastlabki integralni hosil qildik, ya‘ni
J 42 + \dt = t ■ 42 4-1 - J4t2 4-1 dt 4- J.

дч 4- 1

dt
4ё~4\ 

Bundan 2j42 + ldt = t ■ 42 4-1 4- J

yoki

kelib chiqadi.
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Shunday qilib
f J2 2x + x2dx - * ~ ' л/2 2x + x2 + - In x -1 + л/2-2х + х2 + C 
J 2 2

(Im
36.4. J ko'rinishidagi integrallar

(di t |l at1 I bx 4-c

I in ml< hi nl к I) (// I) bo'Iganda

IJ y[ax2 4- bx + c
ko'i inishga ega bo'ladi. Oxirgi integral ax2 +bx+c kvadrat uch- 
liiiddiin lo'iiq kvadrat ajratish yo'li bilan

intlvnl iiileginllaridan biriga keltiriladi.

a / () bo'Iganda berilgan integral ax + fl = - almashtirish yorda- 

inida a 0 bo‘Igan holdagi integralga keltiriladi.

4-misol. f—. =- integral hisoblansin.
J xv x2 + 4x - 4

Yechish.

1 dt r
x = -,dx-—- = I

t t 2
t2

V2-(l-2t)2

U
1 • x ,1 1 ■ x~2arcsin—+ C - - arcsin
2 V2 2 V2x

1 f б/(1-2г)
2 ^2-(l-2f)2

1 . l-2t 
arcsin—=-

2 Л
+C =
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С Р (x)dx
36.5. I ■ n ko‘rinishdagi integrallar, bunda Pn (x) n -

J л/ах2 + bx + c
darajali ko‘phad

Bu integral 0<yi<2 bo‘lganda qiyinchiliksiz topiladi. n>2 bo‘l- 
ganda

f — = Qn_x(ху^ах1 -vbx + c+M^-==iL= (36.1)

' -\lax +bx + c \ax +bx + c 

ayniyat o‘rinli deb faraz qilamiz, bu yerda Qn./(x)- koeffitsientlari 
noaniq bo‘lgan и-7-darajali ko‘phad, Af-topilishi kerak bo‘lgan son.

Noaniq koeffitsientlar va M son (36.1) ayniyatni differensiallash 
hamda tenglik ning o‘ng va chap tomonidagi bir xil darajali x lar 
oldidagi koeffitsientlami tenglash orqali hosil bo‘Igan sistemani 
у echib topiladi.

x2dx
5-misol.  Ushbu | ■ integral hisoblansin.

J л/х2 -x + 1

Yechish. (36.1) ayniyatni yozamiz:

[ * = (Ax + B) -a/x2 -x + 1 + M[. (36.1')
J7P^T+1 J a/x2-x + 1

Ayniyatni har ikkala tomonini differensiallaymiz:
x2 . r~2 7 , . n. 2x -1 M

—j — Ayx — x +1 + (Ax + By —,— 4—■— :——
Vx2-x + l 2a/x2-x + 1 л/x2-x + 1

Tenglikni har ikkala tomonini 2 a/x 2 - x + 1 ga ko‘paytirib max- 
rajlardan qutilamiz:

2x2 = 2A(x2 - x +1) + (Ax + B)(2x -1) + 2M yoki

2x2 = (2A + 2A)x2 + (-2A - A + 2£)x + 2A-B + 2M\

2x2 =4Ax2 +(-ЗА + 2ВУх + 2А-В + 2М.

x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlami tenglashtirib 
topamiz:
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4zl = 2,

-ЗЛ + 2В = 0, >

2Л-Я+2Л/= 0

1 3 3 3 1
, 2H=3A=-,B=-,2M=B-2A=—1=—

2 2 4 4 4

/I, H, va M ning topilgan qiymatlarini (36.Г) tenglikka qo‘ysak

ГггН=Ь
Vx^-x + l j 

V

bo'ladi. Oxirgi integralni hisoblaymiz:

cZ(x---) 
nb= 

■I 2 4

w
2 4

I

Shunday qilib
r x2dx 2x + 3 ГЗ ~ 1 , L , « Г2 7

— = —---------->jx2 — x +1 — in2x — 1 + 2-vx -x +1J7x2-X + 1 4 8 I

tenglikka ega bo'idik.

6-misol.  Ushbu f X —dx integral topilsin.
Vx2 + 2x + 2

Yechish. (36.1) ayniyatni yozamiz.

-* _..g±Ldx = (A^+Bx+C)Vx2+2x+2 +Л/Г  (36.1 ")
-^x2+2x + 2 j Vx2 + 2x+2

Tenglikning ikkala tomonini differensiallaymiz:
x’-x+l

Vx"2 +2x+2
=:(2Ax+B^j^ +2x+2 2r+2

2/5? +2x4 2
■(A^+Bx+Qi- M

+2x+2

Buni \x2 + 2x + 2 ga ko'paytirib maxrajlardan qutilamiz:
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х3 - х +1 = (2 Ах + В')(х2 + 2х + 2) + (х + 1)(Лх2 + Вх + С) + М yoki 

—x 4—x + 2x + 2 4— I —=
6 * 6 2-^(x + i)2+i

х3 -х+1=(2Л+4)х3 +(В+4А+В+А)х? +(4А+2В+С+В)х+2В+С+М 

yoki

х3 -х + 1 = ЗЛх3 + (5А + 2В)х2 + (4А + ЗВ + С)х + 2В + С + М.

х ning bir xil darajalri oldidagi koeffitsientlami tenglashtirib

ЗА = 1,

5 A + 2B = 0,

4Л + ЗВ + С = -1,

2B + C + M = \к
sistemani hosil qilamiz. Sistemani yechib

5 4 5 1
С = -1-4Л-35 = -1--+- = -,

6 3 2 6

M = l-2.B-C = l + --- = -
3 6 2

ga ega bo‘lamiz.
Koeffitsientlaming topilgan qiymatlarini (36.1") ga qo‘yib quyi- 

dagiga ega bo‘lamiz:

к l~2 4 4 5 г d(x + l)
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36.6. Eyler almashtirishl&ri

+ 6x +c)cZr,(« * 0) ko‘rinishdagi integralni ratsio­

nal lashtirish uchun I '.yler qo'yidagi uchta almashtirishni takiif etgan.
a) a' O bo'lsa

Vox2 + bx + c - ijax +1

alnuislilirislini olinadi. Ildiz oldidaplyus ishorasini olib
y/ax2 +bx + c = -fax +1 (36.2)

tcnglikka ega bo‘lamiz. Tenglikni ikkala tomonini kvadratga ko‘tar- 
sak

ax2 i bx+c= ax2 +2 -faxt+t2, bx-2 -fa tx=t2-c, (b-2 Ja t) x=t2-c 

t2 — c
va bundan x =---------==- kelib chiqadi. x ning ushbu qiymatini (36.2)

b — 2y at
lenglikka qo'yib

л/ax2 + bx + c = fa —-----+1 ni topamiz. x, Jax2 +bx + c va
b-2-4 at

dx larni t orqali ifodalangan ratsional qiymatlarini beriigan integ- 
ralga qo'yib uni ratsionallashtiramiz.

7-misol.  Г —.... integral hisoblansin.
J xT^+4

Yechish. a=l>0 bo‘lgani uchun 7x2 +4 = -x + t(Vx2 +4 + x = f) 

almashtirish olamiz.
U holda x2+4=(-x+t)2 =x2-2xt+t2, 2xt=42-4,

x = ------—,dx
It

, 1 
dt = —

221J
Г2-4

It1
bo'lishini hisobga olsak
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(t2 + 4)tfr
Г = f 2rf

•’ xVxF+ 4 J f Г 4 f2 + 4

2t 2t

= 2-
1

2-2
In t-2

t + 2

1. + 4 + x — 2
—111-7==------------
2 Vx2 ~r 4 4- x + 2

b) c>0 bo'lsin. Bu holda Eyler

л/ox2 +bx + c - Xt + 4c

almashtirishni taklif etgan. Oxirgi tenglikni har ikkala tomonini 
kvadratga ko’tarsak

ax2+bx +c=x2 t2 ± 2xt4c +c, ax2 —t2 x2 = 

= ± 2t4c x-bx, (a-t2)x= ± 24c t-b 

bo‘ladi. 4c oldida plyus ishorani olib x ni topamiz, 

24ct - b
x =------- —.

a-t2
dx va Vax2 +bx + c lami t orqali ifodalab berilgan integralga , 

x, dx va J ax2 +bx + c ning t orqali qiymatlarini qo‘ysak integral 

ratsionallashadi.
d) X] va X2 ax2 +bx+c kvadrat uchhadning haqiqiy ildizlari bo‘l- 

ganda
V ax2 +bx + c =(x-xi )t 

almashtirishni olamiz. U holda ax2 +bx+c=a(x-xi)(x-x2) bo‘lgani 
uchun

^(x-xJXx-Xj) = (x - xjr , 

a(x - x,)(x - x2) = (x - Xj)2t2, 

a(x - x2) = (x - xx)t2, 

ax -t2x - ax2 - xxt2
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va bundan x
a-t

~— kclib chiqadi.

dx -

Natijada

ax, - x.z

< <'

~ ^xlt(a-t2) + (ax2-x1t2)2t = 2a(x2 -x,)/

\i<i\ ! i /и I <
(l\ j -xtl2

< "-t2
a(x2-Xj) 

a-t1

tenpjikka ega bo‘lamiz. x, dx va Vox2 + Ax + c laming t orqali qiy-

inatlurini berilgan integralga qo‘ysak ratsional funksiyaning integrali
hosil bo‘ladi.

Я-misol. [—7=-^== integral hisoblansin.
J д/х2—2x-8

Yechish. x2-2x-8 kvadrat uchhad xj=-2, X2~4 haqiqiy ildizlarga ega.
д/x2 - 2x - 8 —(x+2) t

almashtirish olamiz. U hoida х2-2х-8=^(х+2)(х-4) bo‘lgani uchun 

^/(x + 2)(x — 4) =(x+2J t, (x+2) (x-4)—(x+2)2t2, 

x-4=(x+2) ?=х?+2?, (]- t2)x=2t2+4, 
x _ 2t2+4 4t(l-t2)-(2t2 +4)(-2t)dt \2tdt

6t
l-t2

ga ega bo‘lamiz. Bulami berilgan integralga qo‘yib uni topamiz.:

Vx2-2x-8 7(x + 2)(x-4) = /(x + 2Xx-4) lx-4

12ft#
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ni o‘z o‘miga qo‘yib va tegishli algebraik aimashtirishlami bajarib

,+1
x-4
X 4~ 2

4
[x-4

x + 2

ga ega bo‘lamiz.

36.7. Binomial differensialni integrallash

xm(a+bxnfdx ifoda binomial differensial deyiladi, bunda a, b 
o‘zgarrnas sonlar, m, n, p-ratsional sonlar.

Binomial differensialning integrali
Jjcm(a + &x‘’);’€& (36.3)

ni topish talab etilsin. Bu integral quyidagi hollardagina ratsional 
funksiyaning integraliga keladi.

1) /7-butun son. Bu holda m va n ratsional sonlar maxraj larining 
eng kichik umumiy karrasini к orqali belgilab (36.3) integralda 

x=tk
almashtirishni bajarilsa, integral ratsional funksiyaning integraliga 
keladi.

i j
9-misol. jx3(l-2x2)3 dx integral hisoblansin.

Yechish. m = — ,n~— ,p-3 butun son. 3 va 2 ning eng kichik 
3 2

umumiy karralisi 6 bo‘lganligi sababli x=t6 , dx=6t5 dt almashtirish 
olamiz. U holda
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I 1i i 3

бЛ& = 6р2(1-2/3)3Л* =

6 12
M

<6 < x
7

butun son bo‘lsin. Bu holda (36.3.) integralda

1 /" 'dt
n

almashtirish bajarib uni

m m+l (

" dtfxm(u I hx"dx ~ f/" (<7+ A/)P —dt = — [(a + bt)pt
J J n nJ 

ko'rinishga keltiramiz. p ratsional sonning maxraji s bo‘lganda eng 
so'nggi integralda

(a + bt)s = z 
ulmashlirishni olsak u ratsional funksiyaning integraiiga keladi. 
I Jetnak, bu holda berilgan integral a+bxn=zs almashtirish yordamida 
ratsionallashtiriladi.

10- misol. ^x5^(\ + x3)2 dx integral topilsin.

2
Yechish. Bu integralni |x5(l + x3)3 dx ko‘rinishda yozsak m=5, 

, 2 „ , tl„ m + l 5 + 1
n 3 p = —,i,

3

uchun (I + x’ )3 = z yoki 7+x5 =z5 almashtirish olamiz. U holda
1 1 l-i -1

v‘ ?-/. x = (z3-l)3 , <& = -(z3-l)3 -3z26fe = z2(z3-l) 3<fe 

s=3 bo‘lib = 2 butun sondir. Shuning 
n 3
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bo‘ladi. Demak.
2 5 2

jx5(l + x3)3<ic=|(z3-l)3 -z2-z2(z3-l) 36fe=|(z3-l)z4<iz = |(z7 -z4)tfe =

= z almashtirish olamiz. U holda
J

m + 1
+ p3)

n

i

butun son bo‘lsin. (36.3) integral x = tn almashtirish

bilan ushbu — [(a + bt)pt n dt = -l(a-t n+b)pt n P dt ko‘- 
nJ n-

rinishga keladi.
1

Agar keyingi integralda {at n +by = z (yoki afn+b=zs ) almash­
tirish olinsa u ratsional funksiyaning integraliga keladi, bunda s, p 
ratsional sonning maxraj i.

11-misol. J------- -------- -  integral hisoblansin.

x2(2 + x3)3
_5

Yechish. Integralni Jx2(2 + x3) 3 dx ko‘rinishda yozsak m=-2,

rn-f L —Z.1-1J a
 + p = = -2 butun son. Shuning uchun 2x 

n---------------- 3 3
( 1

3+l~z (2x-3 +1)3
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dx -
3

bo‘lganligidan

iP-iY’'1
-I-
2.

5

1 dx-

x2(2+x3)3

1 f , (+' D' f 2?
5 i 2
3 Ч-2 (?~1)3 (g3 ~iy (zM)

-- 2-
2 3

2 5

23 23-z5

4

3

4 ^dz=

2 3

+с=

1 <■?-]
4-1 z3 ' +с=

(2x-4+1)5+------i—у

2(2x3+l)3
+с=

1 (2+х?)з ___ x2
4 y 22C2+X3)3

+с=

_ 1 1/2+x3
4 x

bo‘ladi.

,------+C
2^(2+x3)\

5 4
+ - — —

3 3

к э 7
•-z2<& = -

4

3 -z2tfe=

5

2
4

4+11—1.

36.8. \R(x,a2~x2

ko‘rinishdagi integrallar

|Я(х,л/а2 — x2 )dx ko‘rinishdagi integrallar x asint almashtirish 

yordamida,
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J/?(x,7a2 + x2 )dx ko‘rinishdagi integrallar x=atgt almashtirish 

yordamida,

(t?(x,7x2 -a7)dx ko‘rinishdagi integrallar x = —— almash- 
3 cost

tirish yordamida ratsional funksiyaning integrallariga keltiriladi.

12-misol. [ 4.* dx integral hisoblansin.
J x

Yechish.
ryli-x2 x = 2sint 

dx- 2 cos tdt
I 2л/cos (cost

x2 

z

dx

=J- ■ 2
J sin" t

r74-4sin / _ , r 2^1-sin / -2costdt
= --------- -------2 costdt = --------------------------

3 4sin t 3 4 sin2/

. fcos2/ , rl —sin2/ . rf 1 Л,dt= -dt —------ -—dt = Г — ---- 1 \dt = -ctgt-t + C
3 sin t 3 sin t 3 к sin t )

X
sm t = —

2
bo‘lgani uchun

71 - sin2 / . x
■ arcs in—.

-arcsin-- + C.
2

Demak, *
J x

13- misol. Г —— integral hisoblansin.

Yechish. x=2tgt almashtirish olarniz. U holda 
dx = (Itgtydt - ■ ^~--,4+x2 =4-r(2tgt)2 - 

cos t
=4+4tg2 t=4(l+ tg21)= 4-----1—

cos~ I
bo‘lib,
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г dx

J 7и77/
2dt 2dt

cos2I „ I1 COS2/
' 4 Y J r..q

< COS '’ / ) V cos/)

1 [(1 -cos2f)t& t -j + C = -(t -sin/ ■ cosz) + C.
4J 41 2^ J 4

у = ~ jcos/t/z = ~sinf + С=

X

_2___ + r=—* 4-г
Г__“ 4x^7■ ’■' Нй

f Vx1 2 — 4
14- misol.------ -—-dx integral hisoblansin.

J x

Yechish. x =------ almashtirish olamiz. U hoida
cost

dx -
,.cosZ J

(cos/)f , _ sintdt
----- —dt = 2-----—
cos l cos t

= 2.tgt
b4-4cosz t
I cos2 /

[4(1-cos2 /)

V cos2/ V cos t

bok ladi. Demak,

2tgt 2sinZ , 1 г ■ 2 j If
------—dt = - sin tdt = —

l-cos2r , -------------dt
J 3 J

X { 2 Y cos2 Z 2J 2J 2

^cos/J
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2 2
x =-------tenglikdan cos/ = —,

cos/ x

fit -,a/x2-4
<xj X1-

Shuning uchun
•Jx2-4 , 1

x’ - 4^

2
t = arccos—,

x

ga egabo‘iamiz.

4 , if 2
-dx- — arccos-----

x X2
■ +C.
JI

O‘z-o‘zini tekshirish uchun sa voila r

irratsional funksiyaning integralini ratsionallashtirib

г

xs)dx qanday ratsionallashtiriladi?

1. Har qanday 
bo‘ladimi?

2. J/?(x,x”

3. J Vax2 +bx + c dx qanday ratsionallashtiriladi?

г dx
4. J------------- .... . = qanday ratsionallashtiriladi?

(ax + p)dax2 -tbx + c

С P (x)dx
5. I — qanday ratsionallashtiriladi?

J si ax2 +bx + c
6. Eyler almashtirishlari nimalardan iborat?
7. Binominal differensiallar qanday hollarda ratsional funksiyaga 

keltiriladi?
8. j R(x, si a2 -x2 )dx, j R(x, si >

qanday ratsionallashtiriladi?

+ x2 )dx, (R(x, s/х2 ~a2 )dxa2

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Javob: ,^?r+c.
27 13
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2. Javob :

3. j yj'2.x - x2 dx. Javob :

Vl ~ x + -^1 + x yl — x2 +

X

у [(x - 1)a/2x-x2 + arcsin( x -1)]

In
а/1-х + a/1 + x

+ C.

4.

5.

r dx
X^x’ X4 3 

C (x2 t \)dx
J 7x;! -2x4-5

Javob :

Javob :

г dx
xa/x2 +4

7 javob ;
xa/1 + x + x2

6. Javob :

dx

a/x2 -x + 3 -73 1
3 + 2a/I

|(x + 3)Vx2 - 2x + 5 +C.

—In
2

x -4- д/ x2 r 4 — 2
X4-a/x2 4-4 -2

2a/1 4- x + x2 - x - 2

X2

+ C.

4-C.

In + C.
i

8. f . '*Ла==. Javob:
J v3-2x-x2

_ )3 + х _+c.

94 . . dx Javob:
(1 + Л/

—+18^-2 larctg£/x 4—
5 x +1

dx

Javob :

11. f .
J x2a/2 + 3x2

-a/73^
------ -—dx.

X
!2. p Javob:

13. f dx

xS/iTT”
14.

J X

Javob:

Javob :

Javob:

- arcsin — + C.

1/ 2 7 6 1( 2>5 / 2 k3
14-X3 i + X3 4 14-X3

к > I / V v /

a/x2 - a2 - a arccos— + C.
x
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37. ANIQ INTEGRAL TUSHUNCHASI

37.1. Aniq integral tushunchasiga keltiruvchi 
yuza haqidagi masala

Maktab geometriya kursida kesmalar bilan chegaralangan figura- 
laming yuzlarini, doira hamda uning bo‘lagini yuzini topish 
o‘rganiladi. Shuningdek, egri chiziqlar bilan chegaralangan figura­
ning yuzini topish ham qisman o‘rganiladi.

Bu yerda ixtiyoriy yopiq egri chiziq bilan chegaralangan yassi 
figuraning yuzini topish masalasi bilan jiddiy shug‘ullanamiz.

Awaliga xususiy holni, ya‘ni figura Oxy tekisiigiga joylashgan 
bo‘iib, yuqoridan uzluksiz y=f(x) (f(x)>0) egri chiziq, quyidan о x 
o‘qning [a,b] (a<b) kesmasi va yon tomonlardan x=a, x~b vertikal 
to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan holni qaraymiz. Bu figurani egri 
chiziqli trapetsiya deb ataymiz va [a,b] kesmani uning asosi 
deymiz. Shu egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topamiz.

[a,b] kesmani
a=xo<x i <x2< ■ ■ ■ <Xn-i<xn~b

nuqtalar bilan n ta ixtiyoriy

[x0,xi], [xi ,x2],... [xn-i ,xn]

kesmalarga ajratamiz. Bu nuqtalar orqali о у ga parallel to‘g‘ri 
chiziqlar o‘tkazib egri chiziqli trapetsiyani n ta kichik trapetsiya- 
chalarga ajratamiz. U hoida qaralayotgan egri chiziqli trapetsiyaning 
yuzi n ta kichik egri chiziqli trapetsiyachalaming yuzlari yig‘indisiga 
teng bo‘lishi ravshan.

Shuning uchun S orqali egri chiziqli trapetsiyaning yuzini AS* 
orqali asosi [xk-i, xij bo‘lgan kichik egri chiziqli trapetsiyaning 
yuzini belgilasak S=ASj +AS2 + ...+ASn bo‘ladi.

n
Qisqacha buni S' - ASt ko‘rinishda yozish qabul qilingan.

t=i

[Xo,X)J, [xi ,x2],... [xn-i ,Xn]
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kesmalaming har birida bittadan ixtiyoriy nuqta olib ulami z/, zz, ...,z„ 
lar orqali belgilaymiz. Bu abssissalarda egri chiziq nuqtalarining 
ordinatalari f(zi), f(z2),... larni yasaymiz.

Keyin har bir asosi /х<_/, хк/ (k-1,2, ... n) bo'lgan egri chiziqli 
trapctsiyachalar yuzini, asosi xuddi shunday, balandligi f(zk) 
bo'lgan to'g'ri to'rthirchakning yuzi bilan almashtiramiz. Bu to'g'ri 
fo'rtburchaki’ing yuzi

f(z0 Axk
bolislii invsluin, bunda kxk =xk -xk-i [xk_i ,xk] kesmaning uzunligi 
(Лч usos, J'(Zk) -balandlik).

Bu yuzni rnos egri chiziqli trapetsiyaning yuzini taqribiy qiymati 
deb qabul qilsak f(zk) Axk va S^ftzi) Ax; + f(z2) Ax2 +... + f(^ ■ 

Ar„ yoki qisqacha

S = f(zk (37.1) bo'ladi.
4=1

Agar X orqali Ax/, Ax,?, ...,Ax„ laming eng kattasini belgilasak X 
kichrayganda (37.1) formulaning aniqlik darajasi ortadi. Shuning 
uchun (37.1) ning o‘ng tomonidagi ifodaning X—>0 dagi limitini S 
nirig aniq qiymati deb qabul qilish mumkin, ya‘ni

n

(37.2)
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Shunday qilib, egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish masalasi 
(37.2) ko‘rinishdagi yigfindining limitini topishga olib keldi.

Ixtiyoriy yopiq egri chiziq bilan chegaralangan yassi figuraning 
yuzini topish masalasi ham egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish 
masalasiga keltirilishini ta‘kidlab o‘tamiz.

Yuzdan tashqari ko‘pgina masalalarning yechimi ham (37.2) 
ko‘rinishdagi limitni topishga kelishini ta‘kidlab olamiz. Shuning 

n
uchun £ f (zk )Axa ko‘rinishdagi yig‘indi mazmunan nimani angia- 

i=l
tishidan qat‘iy nazar uning limintini o‘rganamiz.

37.2. Aniq integralning ta‘rifi. Integrallanuvchi 
funksiyalar sin fl

Aniq integral oliy matematikaning eng muhim tushunchalaridan 
biridir. Yuzlami, yoylaming uzunliklarini, hajmlami, ishni, inersiya 
va statik momentlami, og‘irlik markazi koordinatalarini, yo‘lni, 
bosimni va hokazolami uning yordamida hisoblash mumkin.

[a,b] kesmada aniqlangan y~f(x) funksiya berilgan bo'lsin. 
Quyidagi amallami bajaramiz:

1) [a, b] kesmani

a=x0<xi<X2< ...<Xk-i<Xk< ...<xn.i<xn=b

bo‘luvchi nuqtalar yordamida n ta «kichik»
[XO,X]], [Xi,X2],..., [Xk-l,Xk],..., [Xn.],Xn] 

kesmalarga ajratib ulaming uzunliklarini mos ravishda Ax?, Ax2, 
Ax„ lar orqali belgialymiz.

2) Har bir [xk-i,Xk] (k=l,2, ...,n) kesmada bittadan ixtiyoriy nuqta 
tanlab olib ulami mos ravishda zj, z2, ...,zn lar orqali belgilaymiz.

3) Tanlangan nuqtalarda funksiyaning

qiymatlarini hisoblaymiz.
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4) Funksiyaning hisoblangan qiymatini tegishli [xk-i, x/J kes-
machaning uzunligi Ax* ga ko‘paytirib ffzj) Ax/, f(z2) Лх2,..., 
f(z^/Sxk kc/paytmalarni tuzamiz.

5) Tuzilgan ko‘paytmaiarni qo‘shamiz va yighndini on bilan bel- 
gilaymiz:

f(z,) Ах/ I f(z2) \х2Л...+ f(zj^\xk+...+ f(zr)^xn
n

yoki q isqacha an )’ f(zk )Axt.

tr„ yig'indi/^l funksiya uchun [a,b] kesmada tuzilgan integral 
yig‘indi deb ataladi.

6) /xt-/, Xk] kesmalaming uzunliklaridan eng kattasini z orqali 
belgilab uni bo‘linish odimi deb ataymiz.

Endi bo‘linishlar soni n ni orttira boramiz (n—*oo) va bunda z—>0 
di deb faraz qilamiz.

1-ta ‘rif. Agar 2 -+0 da crn integral yig'indi [a,b] kesmani qismiy 
[xk-i, X]J kesmalarga ajratish usuliga va ulaming har biridan z* 
nuqtani tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmaydigan chekli songa intilsa, u 
holda shu son [a,b] kesmada f(x) funksiyadan olingan aniq integral 
deyiladi va

b
J f(x)dx
a

kabi belgilanadi. Bu integral odatda Riman integrali deb yuritiladi.
Bu yerda /fxj-integral ostidagi funksiya, /ia,Z>J-kesma integrallash 

oralig‘i, a va b sonlar integrallashning quyi va yuqori chegarasi, x- 
integrallash o‘zgaruvchisi deyiladi.

Shunday qilib, aniq integralning ta‘rifidan

J f(x)dx = lim^/(zt)Axt
a k=l

kelib chiqadi.
i

1-misol.  Aniq integralning ta’rifidan foydalanib fxdx integral 
о

hisoblansin.
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Yechish. Aniq integralaning ta’rifiga binoan
1 и
| xdx - iimcr = lim V .
0 *=1

bunda
Л = тахДгА, O = xo <x2 <...<хя =1, хлч <z4 <xt, ДхА =xA-xt_].

1 ^7 1
[0,7] kesmani 0,-------,1 nuqtalar yordamida n ta uzunligi

n n n

— ga teng bo‘lgan [0,—[—-,1] “kichik” kesmalarga 
n n n n n
ajratamiz. Bukesmalaming uzunligi n -> co da 0 intilishi ravshan.

zl,z2,...,zn nuqtalar sifatida “kichik” kesmalaming o‘ng chega-

1 2
ralari 1 nuqtalami tanlaymiz.

n n
к 1

zk = —,t\xk = — ekanini hisobga olib integral yig‘indini tuzamiz: 
n и

4-е^=4(1+2+з+-+и)=
« /c=l n

1 и(и + 1) 1 И+l 1 1
= -^- —------- =---------- =-(! + -)

и2 2 2 n 2 n
Bu integral yig‘indisining n -> co dagi Iimiti 

lr n 1. 1lim — limfl + —) = —
2 n 2

bo'ladi. Demak

Jxt& = —.

}dx
2-misol.  Ushbu — integral aniq integralning ta’rifidan foyda- 

ix
lamb topilsin.
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1 2
Yechish. [7,2] kesmani xg=l, xi=2n, х2~^П’—г

n-1
хи__] =2 n , xn-2 bo'lish nuqtalari yordamida n ta

1 ■ 1 2 2 3‘ n-1
1 2" 7« 2« )n 7 n ?> X. , X J ?••••> X ,x

qisiniy kesinalarga ajratamiz. Tabiiyki bu kesmalaming uzunliklari 
lint xil bo'ladi.

£-1 к
Masalan

к fc-1 tl-I 1

kesmaning uzunligi &xk -2n -2’ =2" (2й -1)

bo'lib u n -> oo da nolga intiladi.
*-l к

zk nuqta sifatida kesmaning o‘ng chegarasini olamiz,

*
ya’ni zk =xk =2”.

Л-1
f(xk)=~

zk

1

k, ^Xxk=2 n (2 й—1)

2«
ekanini hisobga olib integral yig'indinini tuzamiz.

1 J
JL 1 .tl 1 n On 1 On 1<r.=E=14-2 ■ (2- -1)=1=

* 1 *_12” t_1 2" 2” 
Integral yig'indining n -> oo dagi limitini topamiz:

i

1 2" -1 
lim an = lim — • lim ——— 
n—>00 Л—>ao _ n—>00 ]

2" -n

= lln2 = ln2.

Bu yerda lim——- = lna ajoyib limitdan fovdalanildi.
Х-+» x
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2
Demak, j

i

dx

x
= lim an

n-+<x>
= ln2.

Bu misollardan ko‘rinib turibdiki aniq integrallami uning ta’rifi 
bo‘yicha hisoblash unchalik oson ish emas ekan.

Aniq integralning ta‘rifidan aniq integral mavjud bo‘lishi uchun 
f(x) funksiyaning [a,h] kesmada chegeralangan bo‘lishi zarur.

n
2-ta ‘rif. Agar chekli /(Zj^Xk mavjud bo‘ Isa f(x) funksiya

Л->° 4=]
[a,b] kesmada integrallashuvchi deyiladi.

37.1-teorema (funksiya integrallashuvchi boiishining zaruriy 
sharti). Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallashuvchi bo‘lsa, 
u shu kesmada chegaralangandir.

Isboti. Teskarisini faraz qilamiz, ya‘ni [a,b] da integrallashuvchi 
f(x) funksiya shu kesmada chegaralanmagan bo‘lsin. U hoida cr„ 
integral yig‘indini zj, Z2, Z3,..,zn nuqtalami tanlash hisobiga 
istalgancha katta qilish mumkinligini, ya‘ni lim cr„ limit mavjud Л->0 
bo‘lmasligini ko‘rsatamiz.

Bu hoida [a,b] kesmani istalgan [xo,xi], [xi,X2], [х2,хз], ■■■, [xn-i,xn] 
kesmalarga ajratilishini qaramaylik f(x) funksiya [a,b] kesmada 
chegaralanmaganligi sababli u shu kesmalaming kamida bittasi, 
masalan [xo,xi]<\a. chegaralanmagan bo‘ladi. Qolgan [xixj, 
[х2,хз],..., [xn.i,xn] kesmalarda bittadan ixtiyoriy nuqtalami olib 
ulami mos ravishda Z2,Z3,..,zn lar orqali belgilaymiz va

f(z2) \x2 +f(z 3)^X3 +...+ f(z„)\xn= (T„

deb olamiz. f(x) funksiya [xo,xi] kesmada chegarlanmaganligi uchun 
istalgan yetarlicha katta M>0 sonni olmaylik [x&xi] kesmada 
shunday z; nuqta mavjud bo‘lib,

o-„ +M

Arj

i f

yoki /(z,)[Art >|o’„ + M

bo‘ladi. Ikkinchi tomondan
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an=f(zi) &xt+f(z2) Ax2+ ...+ f(zk)^Xk+ f(zrf)\xn=f(z[) Ax;+ tr„'

bo‘lgani uchun | an| = | f(zt) Ax/+ cr„' l>| f(z]\ Ax/-| cr„'|> 
> |а„'| +Л/-| tr„'| =Л/ kelib chiqadi. | on| > M tengsizlik Hmcrn 

ning mavjud emasligini, ya‘ni f(x) funksiyaning [a,b] kesmada integ­
rallanuvchi emasligini ko‘rsatadi. Bu teoremaning shartiga zid. Bu 
ziddiyatga fa,hl kesmada integrallanuvchi f(x) funksiya shu 
kesmada chcgaralanmagan deb qilgan noto‘g‘ri farazimiz oqibatida 
keldik.

Kcltirilgan teorema faqatgina zaruriy shartdan iborat bo‘lib, u 
yctarli emas, ya‘ni funksiyaning chegaralanganligidan uning integ­
ral lanuvchiligi kelib chiqmaydi.

Masalan, Dirixle funksiyasi
1, agar x ratsional bo'lsa,

/(x) = <
0, agar x irratsional bo'lsa

ni [0,1] kesmada qarasak u shu kesmada chegarlanganf\f(x) j </}. 
Ammo bu funksiya [0,1] kesmada integrallanuvchi emas.

Haqiqatan, agar [0,1] kesma kichik kismalarga ajratilganda z/, z^ 
z.3,..,z„ nuqtalar sifatida ratsional sonlar olinsa integral yig‘indi

<т«=У/(^)Дх4 = + Лх2+... + Дхя =1
t=i t=i

bo‘ladi va zIt z2, z3,..,z„ lar sifatida irratsional sonlar olinsa integral 
yig‘indi

=-Е0Лх* =°*=i *=i
bo‘ladi. Bu tengliklardan on integral yig‘indi 2—>0 da limitga ega 
emasligi, ya‘ni Dirixle funksiyasi [0,1] kesmada integrallanuvchi 
emasligi kelib chiqadi.

Bu misol shuni ko‘rsatadiki, hatto chegaralangan funksiyalaming 
ham aniq integrallari mavjud bo‘lmasligi mumkin ekan.

Endi qanaqa funksiyalami aniq integrali (Riman integrali) har 
doim mavjud bo‘ladi degan savolga javob izlaymiz. Buning uchun 
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awalo to‘plamlar nazariyasidan kerakli ba’zi-bir tushunchaiami 
keltiramiz.

Ma’lumki chekli sondagi elementlarga ega to‘plam chekli to‘plam 
deyiladi.

Agar istalgan n natural son uchun X to‘plamning elementlari soni 
shu n sondan katta bo‘lsaXto‘plam cheksiz to‘plam deyiladi.

Masalan, natural, butun, ratsional va haqiqiy sonlar to‘plami 
cheksiz to‘plamlardir.

Elementlari orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘matish mumkin 
bo‘lgan A ya В to‘plamlar ekvivalent to‘plamlar deyiladi va A~B 
kabi belgilanadi. A va В ekvivalent to‘plamlar bo‘lganda A ning har 
bir a elementiga biror qonun yoki qoida yordamida В to‘plamning 
aniq b elementi mos keladi. Jumladan A to‘plamning har xil ax, az 

elementlarigaZ?to‘pamninghar xil bx, h2 elementlari mos keladi.
Natural sonlar toplami N ga ekvivalent to‘plam sanoqii to‘plam 

deyiladi. Ta’rifga binoan natural sonlar to‘plamining o‘zi ham 

sanoqii to‘plam ekanligi kelib chiqadi. Shuningdek N\ = {--} sonlar 
n 

to‘plami ham sanoqii, chunki N ning har bir n elementiga N} 

to‘plamning — elementini mos qo‘yish mumkin.
n

Shunday qilib sanoqii to‘plamning elementlarini nomeriash 
mumkin ekan. Shuning uchun sanoqii to‘plamni ba’zan 
A = {x, ,x2,....xn,...} ko‘rinishda yoziladi. Sanoqii bo‘lmagan 

to‘plamlami sanoqsiz to‘lplam deb ataladi.
Ratsional sonlar to‘lplami ham sanoqii to‘plam ekanligini hamda 

sanoqii sondagi sanoqii (chekli) to‘lplamlaming yig‘indisi ham 
sanoqii to‘plam bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz.

Haqiqiy sonlar to‘plami sanoqsiz to‘plamdir, ya’ni haqiqiy sonlar 
to‘plamini elementlarini nomerlab bo‘lmaydi.

3-ta ’rif. Agar istalgan £ > 0 son uchun A to‘plamni barcha 
elementlarini o‘zida saqlovchi va uzunliklarining yig‘indisi s dan 
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oshmaydigan chekli yoki sanoqli intervallar mavjud bo‘lsa, u holda A 
(o‘lplamning lebeg o‘lchovi nolga teng deb ataladi.

Masalan, chekli yoki sanoqli to‘plamlaming lebeg o‘lchovi nolga 
teng.

Ilaqiqatdan sanoqli yoki chekli to‘plam bo‘lsin. U holda bu 
kfplamning clcmcntlarini noincrlash mumkin. x} ,x2,x3,...,xn,... shu 
to'plainning clcmcnllari va /; istalgan musbat son bo‘lsin. Har bir xn 
clcmenlni uzunligi >: 2 " bo‘lgan interval bilan qoplaymiz, ya’ni 
elimvntni shunday intervalga joylashtiramiz.

11 holda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning hadlari 
yig'indisini topish formulasiga binoan bu intervallami uzunliklarini 
yig'indisi 

dan oshmaydi.
Shuni aytish joizki lebeg o‘lchovi 0 ga teng bo‘lgan to’lplamlar 

orasida sanoqsiz to‘plamlar ham bor.
Qanuqa lunksiyalaming integrallari mavjud degan savolga uzil- 

kesil javobni quyidagi teorema beradi.
Lebeg teoremasi. Chekli \a,b\ kesmada f(x) funksiya 

intgerallanuvchi bo‘lishi uchun uning [a,b] kesmada chegaralangan 
va shu kesmaning lebeg o‘lchovi nolga teng to'plamidan tashqari 
barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Shunday qilib, Lebeg teoremasiga ko‘ra [ab] kesmada chega­
ralangan va shu kesmaning chekli yoki sanoqli nuqtalarida 
uzilishga ega bo‘lib qolgan barcha nuqtalarida uzluksiz funksiya 
shu kesmada integrallanuvchi bo‘lar ekan.

Bu teorema quyidagi natijalarga ega.
1- natija. [a,b] kesmada uzluksiz funksiya shu kesmda integ­

ral lanuvchidir.
2- natija. [a,b] kasmada chegaralangan va shu kesmaning chekli 

yoki sanoqli sondagi nuqtalarida uzilishga ega bo‘lib uning qolgan 
barcha nuqtalarida uzluksiz funksiya shu kesmada integral- 
lanuvchidir.
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Bu natijaga binoan [a,b] kesmaning chekli yoki sanoqli sondagi 
nuqtalarida teng bo‘lmay qolgan barcha nuqtalarida teng bo‘lgan 
ikkita f(x) va (p (x) funksiyalardan biri shu kesmada integrallanuvchi 
bo‘Isa, u holda ikkinchisi ham integrallanuvchi bo‘lib ulaming 
integrallari teng bo‘ladi.

3-natija.  [a,b] kesmada chegaralangan va monoton funksiya shu 
kesmada integrallanuvchidir.

Haqiqatdan [a,b] kesmada chegaralangan monoton funksiya shu 
kesmada chekli yoki sanoqli sondagi uzilish nuqtalariga ega bo‘lishi 
mumkin.

Shuni aytish joizki [a,b] kesmada chegaralangan va undagi 
sanoqsiz to‘plamda uzilishga ega bo‘lib uning qolgan barcha 
nuqtalarida uzluksiz bo‘Igan funksiyalar orasida integrallanuvchi 
bo‘lganlari ham bo‘lmaganlari ham mavjud.

Shunday qilib [a,b] kesmaning cheksiz ko‘p nuqtalarida uzilishga 
ega bo‘Igan chegarlangan funksiyalar orasida integrallanuvchi 
bo‘lganlari ham bo‘lmaganligi ham mavjud. Integrallanuvchi 
bo‘lmaganiga Dirixle funksiyani misol keltirish mumkin.

Chegarlangan va cheksiz ko‘p nuqtalarda uzilishga ega bo‘lib 
integrallanuvchi funksiyaga

1 1
l,agar — < x <-------bo’lsa,

2n 2n -1

f(x) = • l,agar-------- < x < — bo'lsa,n = 1,2,3,...
2n +1 2и

0,agar x = 0 bo'lsa

funksiyani misol keltirish mumkin. Bu funksiya [0,1] kesmada 

chegaralangan (|/(x)| < 1) va barcha x„ -= 1,2,3,... sanoqli 
n

nuqtalarda birinchi tur uzilishga ega. Lebeg teoremasiga ko‘ra bu 
funksiya [0,2] kesmada integrallanuvchi.

Endi aniq integralning ta‘rifidan bevosita kelib chiqadigan xos- 
salarini keltiramiz.
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1- izoh. Aniq integralning qiymati integrallash o‘zgaruvchisining 
qanday harf bilan belgilanishiga bog‘liq emas. Masalan:

h h bj f(x)dx = J f(t)dt = J f(z)dz.
a a a

2- izoh. Aniq integralning chegaralari almashtirilsa, integralning 
ishorasi o‘zgaradi.

b af f(x)dx = - j f(x)dx.
a b

3- izoh. Chegaralari teng bo'Igan aniq integralning qiymati 0 ga 
teng.

a
J/(x)tfe = 0.
a

Aniq integralning ta‘rifidan foydalanib egri chiziqli trapetsiyaning 
yuzini ifodalovchi (37.2) tenglikni

S — J f (x)dx
a

b
ko‘rinishda yozish mumkin. Boshqacha aytganda j\x)dx aniq

a
integralning geometrik ma‘nosi egri chiziqli trapetsiyaning yuzini 
ifodalar ekan.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Egri chiziqli trapetsiya nima?
2. Aniq integralni ta'riflang.
3. Aniq integralni geometrik ma‘nosi nimani ifodalaydi?
4. Funksiya integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy shartini ayting.
5. Lebeg teoremasini bay on eting.
6. Integrallanuvchi funksiyalaming sinflarini ayting.
7. Chegaralangan va cheksiz ko‘p nuqtalarda uzilishga ega bo‘lgan 

integrallanuvchi funksiyalarga misol keltiring.
8. Chegaralangan, amnio integrallanuvchi bo‘lmagan funksiyaga misol 

keltiring.
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Mustaqil yechish uchun mashqlar
4

1. Aniq integralning ta’rifidan foydalanib Jx3tZx topilsin.
1

Aniq integalning geometrik ma’nosiga asoslanib quyidagi 
integrallar topilsin.

4
2. J-J16-x2dx. Javob: 4.t .

о
3

3. J(2x-iyfv. Javob: 6.
1

4. [sin2x<&. Javob: 0.
j
о

2
5. Jx5t&. Javob: 0.

-2
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38. ANIQ INTEGRALNING ASOSIY XOSSALARI. 
ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH

38.1. Aniq integralning asosiy xossalari

1-xossa. 0‘zgarmas ko'paytuvchini aniq integral belgisidan tash- 
qariga chiqarish mumkin, ya'ni Ancons t bo'lsa

b b
| Af (x)dx - Л J f (x)dx
a a

bo'ladi, bunda f(x) integrallashuvchi funksiya.
lsboti.
j Af(x}dx =--lim^/l/(zt)Ax* = A\\m^f^zk)fxxk = Aj f(x)dx.

„ ’ *1 *=1 a

2-xossa. Bir nechta (chekli sondagi) integrallashuvchi funksiya- 
larning algebraik yig'indisining aniq integrali qo'shiluvchilar aniq 
integrallarining yig‘indisigateng, ya‘ni

b b b
| [/(x) ± 9>(x)]t7x =J f (x)dx ± j (p(x)dx .
a a a

lsboti.
|[/(х)±^х)]с&=1ш1^[Г^)±^)]ДхА=Пт =
„ A_>ot=i ^L*=i t=i

= J/(x)<A± fax)dx.
к Л k=i a a

3-xossa.  Agar quyidagi uch integralning har biri mavjud bo'lsa, u 
holda har qanday uchta a,b,c sonlar uchun

b c b
J f(x)dx = j f(x)dx + J f\x)dx (38.1)
a a c

tenglik o'rinli bo'ladi.
lsboti. Dastlab a<c< b deb faraz qilibyfx) funksiya uchun [a,b] 

kesmada integral yig'indi ni tuzamiz. Integral yig'indining Iimiti 
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[a,b] kesmani bo‘laklarga bo‘lish usuiiga bog'liq bo‘lmagani uchun 
[a,b] kesmani mayda kesmachalarga shunday bo‘lamizki, c nuqta 
bo‘lish nuqtasi bo‘lsin.

Agar, masalan, c= xm bo‘lsa, u hoida <r„ integral yig‘indini ikkita 
yig‘indiga ajratamiz:

n m n

k=\ A=1
Ushbu tenglikda 2—>0da limitga o‘tsak isbotlanishi lozim 

bo‘lgan (38.1) kelib chiqadi.
a< b<c bo‘lsin. U hoida isbotlanganga muvofiq 

jf(x)dx = ^f(x)dx + $f(x)dx bo‘ladi.
a a b

Bundan j f (x]dx (x)dx - J/ (x)dx - j/ (x)dx + J/ (x)dx,

ya‘ni (38.1) ga ega bo‘ldik.

148-chizmada f(x)>0 va a<c< b bo‘lgan hoi uchun 3-xossaning 
geometrik tasviri berilgan: aABb egri chiziqli trapetsiyaning yuzi 
aACcvacCBb egri chiziqli trapetsiyalar yuzlarini yig‘indisiga 
teng.
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4-xossa.  Agar [a,b] kesmada f (x) funksiya integrallanuvchi va
л

f (x)>0 bo Isa, u holda j f (x)dx > 0 bo'ladi.
a

Isboti. Istalgan к uchun f (x*)>(), Axt >0 bolgani sababli 

^/(хг)Дх, >0 bo’ladi. Bunda 2—>0da limitga o‘tsak isbotla- 
*=i 
nishi lozim bolgan tengsiziikni hosil qilamiz.

Shuningdek [a,b] kesmada f (x) funksiya integrallanuvchi va
* 

f(x)<() bolganda | f (x)dx < 0 bolishini ko‘rsatish qiyin emas.

5-xossa.  Agar [a,b] (a<b) kesmada ikkita integrallanuvchi f (x) 
va tp(x) funksiya f (x) > <p(x) shartni qanoatlantirsa,u holda

b bj f (x)dx > Jcp(x)dx
a a

tengsizlik o‘rinli.
Isboti. [a,b] da f (x)- <p(x) > 0 bolgani uchun 4- xossaga ko‘ra

b
f [/(*)-<?(*)]& > 0 boladi. Bundan 2-xossasiga binoan

b hj f (x)dx - j <p(x)dx > 0 yoki
a a

b b

a a
kelib chiqadi.

6- xossa. Agar f(x) va j f(x)\ funksiya [a,b] da integrallanuvchi 
bo Isa, u holda 

(38.2)

tengsizlik o‘rinli.
Isboti. -f(x)\^(x)<\f(x)\ ga 5- xossani qollasak

b b b
- J|/(x)|rZx < ^f(x)dx <j|/(x)|afr yoki

a a 
ff(x)dx <
a a
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tengsizlik hosil bo‘ladi.
Natija. Agar [a,b] kesmada f(x) va | funksiya integ- 

rallanuvchi bo1 lib. shu kesmada j/(x)l - (k=const) bo‘lsa, u holda 

(38.3)

tengsizlik o‘rinli.
Haqiqatdan, \f(x)\ < к bo‘lgani uchun 6-5 va 1-xossaga asosan

6 b
J f (x)dx < J|/(jc)jzZr <k^dx
a a a

bo‘ladi. Bunda

Г V"1I dx = lim / 1 • Axk =Axj + Ax2 +... + Axn - b-a
а Л_> *=1

ekanini hisobga olsak (38.3) tengsizlikka ega bo‘lamiz.
7- xossa. (Aniq integralni baholash). Agar m va M sonlar [a,b] 

kesmada integrallanuvchi f(x) funksiyaning eng kichik va eng katta 
qiymati bo‘lsa, u holda

*
m(b -a)<^f (x)dx < M(b - a) (38.4)

tengsizlik o'rinli.
Isboti. Shartga binoan [a,b] kesmadagi barcha x lar uchun 

m < f(x) < M.
Bunga 5- xossani qo‘llasak

b b b b
dx <j/(x)t/x < M jdx yoki = b — a ekanini hisobga

a a a a
olsak oxirgi tengsizliklardan (38.4) ga ega bo‘lamiz

8- xossa. Agar/(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib 
m va M uning shu kesmadagi eng kichik va eng katta qiymati bo‘lsa, 
u holda shunday o‘zgarmas ц(т</л<М) son mavjudki
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(f (x)dx - ц belgilashni kiritamiz. U hoida oxirgi

J f \x)dx = ц. ■ (b - a) (38.5)
a

tenglik o‘rinli.
1Isboti. (38.4) ni b-a ga bo‘lsak m < —— f f(x)dx < M 

b-ai

bo‘ladi. —-— 
b-a

tcnglikni b-a ga ko‘paytirib isbotlanishi lozim bo‘lgan (38.5) 
tenglikka ega bo‘iamiz.

Natija (o‘rta qiymat haqidagi teorema). Agar f(x) [a,b] kesmada 
uzluksiz funksiya bo‘lsa, u hoida kesmada shunday x=c nuqta 
topiladiki, bu nuqtada

b
\f{x)dx = f{c)(b-a) (38.6)

tenglik o‘rinli.
Haqiqatdan f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lganligi 

tufayli u shu kesmada o‘zining eng kichik m va eng katta M 
qiymatini qabul qiladi. Uzluksiz funksiya [m,M] kesmadagi barcha 

qiymatlami qabul qilganligi sababli u 
b
| f (x)dx qiymatni
a

1

b-a
V =

ham qabul qiladi, ya‘ni [a,b] kesmada shunday x=c nuqta mavjud 
bo‘lib f(c)= ц bo‘ladi. (38.5) tenglikka ц o‘miga /(c) ni qo‘yib 
isbotlanishi lozim bo‘lgan (38.6) tenglikni hosil qilamiz.

1f(c)-------- \f(x)dx qiymat f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi
b

o‘rtacha qiymati deb ataladi
Bu natijaga quyidagicha geometrik izoh berish mumkin. [a,b] 

kesmada / (x)> 0 bo‘lganda aniq integralning qiymati asosi b-a va 
balandligi f(c) bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakning yuziga teng bo‘lar 
ekan.
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Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] kesmada integrallanuvchi 
bo‘lsa, u holda ulaming ko‘paytmasi f(x)g(x) ham shu kesmada 
integrallashuvchi bo'lishini ta'kidlab o‘tamiz.

38.2. Integralning yuqori chegarasi bo‘yicha hosilasi

Agar aniq integralda integrallashning quyi chegarasi a ni aniq 
qilib belgilansa va yuqori chegarasi x esa o'zgaruvchi bo'lsa, u 
holda integralning qiymati ham x o'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi.

Quyi chegarsi a o'zgarmas bo'lib yuqori chegarasi x o'zgaruvchi 
bo‘Igan

X

a
(a<x<b) integralni qaraymiz. Bu integral yuqori chegara

x ning funksiyasi bo'lganligi sababli uni ф (x) orqali belgilaymiz, ya'ni 

^(x) = j/(/)ri/

a
va uni yuqori chegarsi o'zgaruvchi integral deb ataymiz.

38.1-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, 
u holda 

tenglik o'rinii.
Isboti. [a,b] ga tegishli istalgan x ni olib unga shunday AxfO 

orttirma beramizki x-t- Ax ham [a,b] ga tegishli bo'lsin. U holda ф 
(x) funksiya 

yangi qiymatni qabul qiladi. Aniq integralning 3-xossasiga ko'ra

x+Ax x x+Ar x+Ax
^(x + Ax)= Jf (t}dt =J f (t)d! + J/(r)rir=^>(x)+ jf(f)dt 

aux x 
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bo‘ladi. Demak, ф(х) funksiyaning orttirmasi

A^(x) = ф(х + Ax) - ф{х} = J / (f)dt

bo‘ladi.
Oxirgi tenglikka o‘rta qiymat haqidagi teoremani qo‘llasak 

J ф (x)=f(c)(x+ Ax-x)=f(c) Ax
hosil bo‘ladi, bunda c x bilan x+ Ax orasidagi son. Tenglikni har 
ikkala tomonini Ax ga bo‘lamiz:

Ax-

Agar Ax 0 ga intilsa c x ga intiladi va f(x) funksiyaning [a,bj 
kesmada uzluksizligidan f(c) ning/(x) ga intilishi kelib chiqadi.

Shuning uchun oxirgi tenglikda Ax—> 0 da limitga o‘tib quyi­
dagini hosil qilamiz:

/(x) = lim
Ax—>0

A^x)

fa
= lim

Ar^O

^(x+Ax)-$x)
Ax

= lim/(c) = lim/(c)=/(x).
Ar—>0 c->x

Bu teoremaga binoan [a,b] kesmada uzluksiz f(x) funksiya

boshlang‘ich funksiyaga ega ekanligi va
X

ф(х) - J shu funk­

siyaning bosnlang‘ich funksiyalaridan bin bo‘lishi kelib chiqadi.
Agar /fx) ning boshqa boshlang‘ich funksiyalari uning ф(х) 

boshlang‘ich funksiyasidan faqatgina o‘zgarmas C songa farq 
qiiishini hisobga olsak, aniqmas va aniq integrallar orasida bog‘la- 
nish o‘matuvchi

X
\j\x)dx=\f(t}dt + C

a
tenglikka ega bo‘lamiz.
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38.3 Aniq integralni hisoblash. 
Nyuton-Leybnis formulasi

Aniq integrallami integral yig‘indining limiti sifatida bevosita 
hisoblash ko‘p hollarda juda qiyin, uzoq hisoblashlami talab qiladi 
va amalda juda kam qoilaniladi. Aniq integralni hisoblash uchun 
Nyuton-Leybnis formulasini kashf etilishi aniq integralni qo‘llanish 
ko‘lamini kengayishiga asosiy sabab bo‘ldi.

38.2-teorema. Agar F(x) funksiya uzluksiz f(x) funksiyaning 
ь

[a,b] kesmadagi boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u hoida ^f(x)dx 

aniq integral boshlang‘ich funksiyaning integrallash oralig‘idagi 
orttirmasiga teng, ya‘ni

b
J f(x)dt = F(b) - F(a) (38.7).

(38.7) tenglik aniq integralni hisoblashning aosiy formulasi yoki 
Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.

Isboti. Shartga ko‘ra F(x) funksiya f(x) ning biror boshlang‘ich
X

funksiyasi bo‘lganligi uchun

ф (x) —F(x)+C
X

yoki j f (t)dt = F(x) + C.
a

a
x=a desak J f(t)dt = F(d) + C , 0=F(a)+C, O-F(a).

Demak,
X

}/(/)<* = F(x)-F(a).
a

Endi x=b deb, Nyuton-Leybnis formulasini hosil qilamiz:
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b
jf(t)dt = F(b)-F(d).
a

h
F(b) - F(a) = F(x) | belgilash kiritilsa Nyuton-Leybnis formulasia

^f(x)dx — F(x)\ (38.8)

ko‘rinishga ega bo’ladi.
Demak, \a,b] kesmada uzluksiz f(x) funksiyaning F(x) bosh- 

langlch funksiyasi elementar funksiya bo'lsa, u holda f(x) 
funksiyadan [a,Z>| kesmada olingan aniq itegral (38.8) Nyuton- 
Levbnis formulasi yordamida hisoblanar ekan.

Boshlang‘ich funksiyasi elementar funksiya bolmagan uzluksiz 
funksiyalardan olingan aniq integrallami to‘g‘ridan-to‘g‘ri Nyuton- 
Leybnis formulasidan foydalanib hisoblab bo‘lmaydi. Lekin ulaming 
ba’zi birlarini har xil sun’iy usullami qollash orqali hisoblash 
mumkin (5- va 6-misollarga qarang).

1-misol Integralni hisoblang:
71
2
Jsinxtfr.
0

Yechish. (-cosx) ’=sinx bolgani uchun

2-misol.
Ot + 1 a a + 1

b

a
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Shunday qilib [a,b] kesmada uzluksiz f(x) funksiya uchun 
J f (x)dx = F(x) + C bo‘lganda j f (x)dx = F(b) - F(a) = F(x) |

a a
bo‘lar ekan.

Endi boshlang4 ich funksiya tuhunchasiga olib kelgan fizika 
masalasiga yana qaytamiz. Aytaylik to‘g‘ri chiziqli bir tomonlama 
harakatda moddiy nuqtaning v=v(t) tezligini bilgan holda [0, T] vaqt 
oralig‘ida uning bosib o‘tgan yo‘lini topish talab etilsin.

Moddiy nuqta Ox o‘q bo‘ylab x=x(t) harakat tenglamasiga binoan 
harakatlanadi deb faraz qilsak, u holda hosilaning mexanik 
ma’nosiga ko‘ra 

bo‘lar edi, bundan dx=v(t)dt.
Buni 0 dan T gacha integrallab moddiy nuqtaning T vaqt ichida 

bosib o‘tgan yo'lini topamiz:
r

S = x(T)~ x(O)== ^v(f)dt.
0

Oxirgi tenglikdan
r

x = x0 + j v(t)dt
0

moddiy nuqtaning harakat tenglamasiga ega bo‘lamiz, bunda 
x0 = x(0).

Demak, to‘g‘ri chiziqli bir tomonlama harakatda [0,Z] vaqt 
oralig‘ida moddiy nuqtaning bosib o‘tgan yo‘li [0,1] kesmada v(t) 
tezlikdan olingan aniq integralga teng ekan. Bu aniq integralning 
fizik (mexanik) ma’nosidir.
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38.4. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish
ь

(x)dx
a

integralni hisoblash talab etilsin, bunda f(x) funksiya [a,b] kesmada 
uzluksiz. x=tp(t) almashtirish olamiz, bunda <p(t) [a,fl] kesmada 
uzluksiz va uzluksiz tp'ft) hosilaga ega hamda ^(a)=a <p(P)=b 
bo‘lsin. U holda

ь P
j f(x)dx=j
a a

formula о‘rinli bo‘ladi.
Haqiqatan, agar F(x) funksiya f(x) ning boshlang'ich funksiyasi 

bo‘Jsa. u holda F (<p(t)) funksiya fy)(t)) tp'(t) funksiya uchun 
boshlang‘ich funksiya bo‘lishi isbotlangan edi. Nyuton-Leybnis 
formulasiga ko‘ra

* b
\f(x)dx = F(x)\=F(b)-F(ay,

j f(<pW<p\r>dt = F(^(i)) f = F^py) - F^aP = F(b) - F(a). 

a a
1 ___

4-misol. ^\-x2dx hisoblansin.
о

Yechish. x=sin/ deb almashtirsak, dx=costdt, 1-x2 =cos2t bo‘ladi.

_ n
"Tx=0 da sinf=0, t=0, x=7 da sin/=7,

1 л sin я C sin 0^|— —+--------- 0 +------
2 |_2 2 < 2

n
7’
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5-misol. Ushbu J = Г —XSmXdx integral hisoblansin. 
^1 + cos X

Yechish. Berilgan integralni ikkita integrallami yig‘indisi ko‘ri- 
nishda tasvirlaymiz:

т г xsinx , f xsinx
J = --------- —dx + --------- —dx ■■= + J2.

' 1 + COS X ' 1 + COS X
2

.7? integralda x = л -t, dx- -dt almashtirish olamiz. U hoida

x = —- da Z = — va x = da Z = 0 bo‘lgani uchun 
2 2

_ Г(n-Z)sinrir-t) , f(/T-Z)sinZ, г sinZt/Z г ZsinZ
J — I _ „ I — I —■ f

* 14-COS (яг-0 Jo 1 + COS t *1 + COS t '1 + COS t
2

Demak,

T r xsinx , } smtdt
+ J 7 = -------- 7—dx + л —------ —

jl + COS X '1 + COS t -1 ZsinZ
l + cos2z

Birinchi va uchinchi integrallar faqatgina integrallash o‘zgaruv- 
chisini belgilanishi bilan farq qilgani uchun

_ r sm tdt
J = л\--------- —

' 1 + cos t

bo’ladi.
Bu integralda cosZ=u, du=-sintdt almashtirish olsak t=0 da m=7, 

Z= л/2 da u=0 bo‘lib
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J - -я-j= я-j= Я ■ arctgu |’о = 
J 1 + и о 1 + "

= ^(arctg 1 - arctg 0) = я(----- 0) =
4 4

bo‘ladi.
Izoh. Г XS!f1’ dx aniqmas integral elementar funksiya orqali 

J 1+cos x
ifodalanmaydi. Lekin, beriigan aniq integralni sun’iy usul bilan 
hisoblash mumkinligini ko‘rsatdik.

6-misol. J = [ + dx integral hisoblansin.
0 l + x

fln(1 + x), .Yechish. Г ° Xdx aniqmas integral elemental' funksiyalar 
J l + x

orqali ifodalanmaydi. Deinak beriigan integralni bevosita Nyuton- 
I ,cybnis formulasi yordamida hisoblab bo‘lmaydi.

x = tgt, dx = —almashtirish olamiz. U holda x=0 da t=0, x=l 
cos t

da t=it/4 bo‘lgani uchun beriigan integral

ko‘rinishni oladi.

1 + tgt = 1 +
cost cost

2
cost

cost cost
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V2sm(y + Z)
ln(l + tgt) =■ In------------ ------ = lnv2 sin(— + r) - Ineos/ =

cos? 4
_1

= ln22 + lnsin(^- + /)-lncos/ 

ekanini hisobga olib
Л-

4 1J = |—ln2dZ +
0 2

я
4 j j

gava I — ln2Jz = — ln2 -t
J 2 2
0

it n
7 4

J In sin(—f t)dt - j In cos tdt 
о 4 0

7Г

4
О

1 , _ 71 П , ~
= —ln2— = — ln2

2 4 8

о

bo‘lgani uchun
л к

Я 4 ~4 ft
J = —ln2 + f lnsin(— + t)dt - [lncos/<7/ = —ln2 + J, - J,

8 - 4 J 80 0 °

kelib chiqadi.
7Г
4

Endi Jx =J2 ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun J2 = J In cos tdt
о

?r
mtegralda t - ------ z, dt = -dz almashtirish olamiz. U hoida t-0 da

4

z = —,/ = — da z=0 bo‘lib
4 4

о
Я- 7V

J2 = - j In cos(— - z)dz - j In sin[— - - z)]tfe = J In sin(— + z)dz - Jx
£ 4 0 2 4 о 4
4

tenglik hosil bo‘ladi.

Shuning uchun J = — In 2.
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Bundan buyn xuddi aniqmas integraldagi kabi aniq integralda ham 
o‘zgaruvchini almashtirish jarayonini integraldan so‘ng vertikal 
kesmalar orasiga yozamiz.

38.5. Aniq igtegralni bo‘laklab integrallash

Faraz qilaylik. u(x) va v(x) funksiyalar [a;b] kesmada differen­
siallanuvchi funksiyalar bo‘lsin. U holda

d(uv)' =vdu+udv

bodadi, buni a dan b gacha integrallasak

a a a

Bu formula aniq integralni bo‘laklab integrallash formulasi 
deyiladi.

Aniq integralni bo‘laklab untegrallash jarayoniga aloqador 
belgilashlami ham xuddi o‘zgaravchini almashtirish usulidagidek 
integraldan so‘ng vertikal kesmalar orasiga yozamiz.

e
7- misol. lnxtfr hisoblansin.

Yechish.

и = lnx,Jv = dx

e
= lne-e-ln 1 • 1-x| - e-(e-1) = e-e + 1 = 1
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8-misoI.
2
^xe~*dx
о

2 2
- x (-e~x) |+ f e~xdx =

0 о

9-misol.

Я
2
[xcosxdJr

0
du = dx,v = j cosxdx - sinx

= x-sinx

Я ■ K л • n— ■ sm----- 0 • sin 0 + cosx
2 2

Я

2- л 
= --0 +

2
Я 

cos-----
2

10-misol.
Я 

r xdx
I sin2 x
4

dx 

sid x 

du=dx,v=[~~
I -sinx

u=x,dv-

=-ctgt

3
+lnsinx I =

Я

4

-—■I l+lnsin--Insin- -
4 3 4

Л- x 7з v2
—7=+—+In----- In—
Зл/З 4 2 2

/3 41} Д' чЗя . (3
4_^9~+ V2~ --------- F—In—.

36 2 2

Я 1 Я

2 2 J

—X

o

n i
3 I

— я
4 1

f,T л л лл\

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Aniq integralning xossalarini ayting.
2. Aniq integralni baholang.
3. O‘rta qiymat haqidagi teoremani isbotlang.
4. Funksiyaning kesmadagi o‘rtacha qiymatini ayting.
5. Integralning yuqori chegarasi bo‘yichahosilasi nimaga teng?
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6. Uzluksiz funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi mavjudligini isbot­
lang.

7. Nyuton-Leybnis formulasini isbotlang.
8. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish formulasini isbotlang.
9. Aniq integralni bo‘laklab integrallash formulasini isbotlang.
10. Bo‘laklab integrallashda muhim o‘rinda nima turadi?

Mustaqil yechish uchun mashqlar

l unksivalaming hosiiasini toping.

1. /<’(x) = Je 3ldt,x>2. Javob: e3x.
2

0
2. /<’(x) - jsin 2tdt; x>0 Javob: -3x2sin2x3.

3. f(.\) J-Jsinx funksiyaning
n л

PT kesmadagi o‘rtacha qiy-

inatini toping. Javob: 3.
Integrallar baholansin.

2________
4. /= J di - x2 dx. Javob: 4<I< 4л/2.

c

- , r dx . , л т л
5. / =-------------- . Javob: — < I < —.

•5-3cosx 8 2

Integrallarni Nyuton-Leybnis formulasidan foydalanib hisob­
lang.

I
6. j (6x2 - 2x - 5)dx. Javob: -6.

-i

_ !• dx , , 7
7. -----------r. Javob:------.

•(5-3x)3 200
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71
~2

8. [cosx-cos3>xdx. Javob: 0.
71

2

_ г dx _ . 1 л 3
9. ---------Javob: — in—.

3 25-x2 5 2

10. [—-——------ . Javob: —.
iX2-2x + 10 12

Integrallami o‘zgaruvchini almashtirib hisoblang.

11. [------......... . Javob: 101n —-2.
J35-Vx + 1 2

12. J—- г. Javob: —. 
Jo 7(16+ x2)3 80

13. Г ,X dx. Javob: 1 - —.
72 x

2
л:

4

f dx , 2 1
14. I-------------- Javob: —arctg—

• 5 + 4cosx 3 3
Integrallami bo‘laklab integrallang.

г xdx e4 -5
15. J Javob:-----—.

0 C 4/
71

16. 1 xsin—dx . Javob: 4.
J 2
4~e e + 1

17. xmxdx.. Javob:------ .J 4
Я
r xdx

18. Javob:-----In 2.
' cos x 3
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39. XOSMAS INTEGRALLAR

39.1. Aniq integral tushunchasini umumlashtirish

Aniq integralga ta‘rif berishda integrallash oralig‘i [a,b] chekli va 
integral ostidagi funksiya shu oraliqda chegaralangan deb faraz 
qilgan edik. Ana shu shartlardan aqalli birortasi bajarilmasa aniq 
integralning keltirilgan ta‘rifi ma‘nosini yo‘qotadi. Chunki 
intcgrallash oralig‘i cheksiz bo‘lganda uni uzunliklari chekli bo‘lgan 
n ta qismga ajratib bo‘lmaydi, integral ostidagi funksiya 
chegaralaninaganda integral yig‘indi chekli limitga ega bo‘lmaydi. 
Ammo aniq integral tushunchasini bu hollar uchun ham 
umumlashtirish mumkin. Umumlashtirish natijasida xosmas 
integrallar tushunchasiga kelamiz. Xosmas integrallar ikki turga- 
chegaralari cheksiz xosmas integrallar hamda chegaralanmagan 
funksyaiiing xosmas integraliga bo‘linadi.

39.2. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

1-ta‘rif. f(x) funksiya [a,<x>) intervalda aniqlangan bo‘lib, u istal­

gan chekli [a,R] (R>a) kesmada integrallanuvchi, ya‘ni ^f(x)dx 
a

aniq integral mavjud bo‘lsin. U holda
R

(39.1)
a

chekli limit mavjud bo‘lsa, u birinchi tur yoki chegaralari cheksiz 
xosmas integral deb ataladi, va

J f(x)dx (39.2)
a

kabi belgilanadi.
Shunday qilib, ta‘rifga ko‘ra
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а а
Bu hoida (39.2.) xosmas integral mavjud yoki yaqinlashadi 

deyiladi. Agar (39.1) limit mavjud bo‘lmasa, u hoida (39.2) xosmas 
integral mavjud emas yoki uzoqlashadi deyiladi.

(-<x>,b] intervaida chegaralangan f(x) funksiyaning xosmas 
integrali ham (39.2) kabi aniqlanadi:

b b
J f (x)dx = lim J f (x)dx. (39.3)

—co

Bunda f(x) funksiya istalgan [R,b] (R<b) kesmada integral- 
lanuvchi.

Shuningdek,

jf (x)dx = [/(x)dx + Jf(x)dx (39.4)
—ao —co C

tenglik yordamida f(x) funksiyaning f-oc,+oc) bo‘yicha xosmas 
integrali aniqlanadi. Bunda c ixtiyoriy o‘zgarmas son. (39.4) tenglik- 
ning o‘ng tomonidagi har ikkala xosmas integrallar yaqinlashgada 
uning chap tomonidagi xosmas interal ham yaqinlashadi.

Endi birinchi tur xosmas integralni hisoblashga misollar kelti- 
ramiz.

f uX Г CtX , TV
1- misol. ------v - lim ------ 7 = lim arctgx I - lim arctg-R = —,

Jo 1 + x2 Ĵ0l + x2 R^ & 2

ya‘ni berilgan xosmas integral yaqinlashadi.
2- misol.

+? * R
lsinx<A = lim |sinx<Zr = lim(-cosx)| = lim (-cos/?+ 1) =
J R—H-cc* R—>+00 R—>-*-ooGO u
= 1- lim cosR,R—>+00

ammo cosR funksiya R—»+ao da limitga ega bo‘lmaganligi uchun 
integral uzoqlashadi.
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3-misol. , a -biror son.

Shu birinchi tur xosmas integralni a ning qanday qiymatlarida 
yaqinlashishi va qanday qiymatlarida uzoqlashishini aniqlaymiz.

a) a ±1 bo‘lsin, u holda istalgan R>0 uchun
rHr» • R j R

J1,, ■ lim f—r= lim [x~adx = lim

—----- , agar a > 1, bo' Isa,
= ■ a -1

+ oo,agara < bo' Isa.
b) a-1 bo‘lsin, u holda istalgan R>0 son uchun

— = lim f— = lim lnx | = lim lnif = +oo.
% R-++<x>J у j /?->+«>

Shunday qilib, beriigan integral a>l bo‘lganda yaqinlashadi, a <1 
bo‘lganda esa uzoqlashadi.

39.3. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integral!

2-ta‘rif. f(x) funksiya (a,b) oraliqda aniqlangan bo‘lsin. Agar f(x) 
funksiya x-Ъ nuqtaning biror atrofida chegaralanmagan bo‘lib, u 
/a,b) ga tegishli har qanday [a,b- e] kesmada chegaralangan bo'lsa 
x b nuqta f(x) ning maxsus nuqtasi deyiladi. x=b nuqta /(x)ning 
maxsus nuqtasi bo‘lib f(x) funksiya istalgan [a,b-e] (e >0,b- s >a) 

bolsin. U holda

lim f /(x)dx
e->+0 Ja

(39.5)

a

chekli limit mavjud bo'lsa, uni ikkinchi tur yoki chegaralanmagan 
funksiyaning xos integrali deb ataladi va
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b
(39.6)

a
ko‘rinishda belgilanadi. Bu hoida (39.6) integral mavjud yoki 
yaqinlashadi deb aytiladi. (39.5) limit mavjud bo‘lmasa, u hoida 
(39.6) integral mavjud emas yoki uzoqlashadi deb aytiladi.

Shuningdek x=a nuqta f(x) funksiyaning maxsus nuqtasi (a 
nuqtaning yaqin atrofida f(x) chegaralanmagan va istalgan [a+e,b] 
(E>0,a+e<b) kesmada chegaralangan) bo‘lganda xosmas integral

b b

kabi aniqlanadi.
Agar f(x) funksiya [a,b] kesmaning biror ichki c nuqtasining 

qandaydir atrofida chegaralanmaganda xosmas integral
b c b

a a c
tenglik yordamida aniqlanadi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi har 
ikkala integral yaqinlashganda uning chap tomonidagi xosmas 
integral ham yaqinlashadi.

Shuningdek, a va b nuqtalar f(x) funksiyaning maxsus nuqtalari 
bo‘lganda xosmas integral

b c b
(39.7)

a a c
tenglik yordamida aniqlanadi, bunda c (a,b) intervalining ixtiyoriy 
nuqtasi.

Izoh. Uzluksiz funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasi uning 
maxsus nuqtasi bo‘ladi.
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Yechish. Integral ostidagi - ------ — funksiya uchun x=a maxsus 

nuqta bo'ladi.
а) а [I bo'lsin, u holda

f —= lim J —= lim f (x - a) a dx = lim |
J (x-aY £->+0 J (x-aY J £~^° -a + 1 a+ca ' ' a+£ v 7 a+s

(b-a)'~a
—- ----- —,agara

I -a 

+ x,agara > 1

<1 bo'lsa,

bo' Isa.
b) a=l bo‘lsin, u holda

[ = lim [ = lim lnlx -al | = lim [ln(Z> - a) - In el = +oc.
JX~a *->+0 ■[ X-й £>+e a+c «-»+<>'a a+e
Shunday qilib berilgan integral 0<a<l bo'lganda yaqinlashadi, 

a>l bo'lganda esauzoqlashadi.

f dx
Shuningdek ----------- integral ham 0<a<l bo'lganda yaqin-

1(ь-х)а

lashadi, a>l bo‘lganda esa uzoqlashadi.
г dx

5- inisol. -■==• integral tekshirilsin.
2 Vx-3

Yechish. Integral ostidagi funksiya [2,5] kesmaning
Vx - 3

ichidagi x3 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, ya‘ni bu nuqta 
funksyaining maxsus nuqtasi.

Ta‘rifga binoan:
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dx

(х-ЗГ

Demak, beriigan integral yaqinlashadi. 
г dx

6-misol. I -==== tekshirilsin.
0 y/x(l-x)

Yechish. Integral ostidagi ,......- funksiya uchun a=0, b=l
^x(l-x)

nuqtalar maxsus nuqtalar bo'ladi. Xosmas itntegralning ta'rifidan 
foydalanib topamiz:

- limjarcsin( 2f2 -1) - arcsin 0]= arcsin 1 + arcsin 1 = 2 • у = л-. 

Demak integral yaqinlashuvchi va

Г _
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1- misol. [ — integral hisoblansin.
X

Yechish. Birinchi qarashda berilgan integral juda oson hisob­
lanadi, ya‘ni

kZr 1 { fl 1 „ix2”“x-r u -j- ■
Ammo olingan natija noto‘g‘ri. Bu noto‘g‘ri natijaga e‘tibor-

sizligimiz oqibatida, ya‘ni integral ostidagi funksiya [-1,1]
x

kesmada x=0 maxsus nuqtaga ega ekanligini hisobga olmagan- 
ligimiz sababli keldik. Biz berilgan integralni oddiy aniq integral deb 
emas, balki xosmas integral deb qarashimiz lozim. Uni ta‘rifdan 
foydalanib hisoblaymiz:

Limitlardan birini hisoblaymiz:

(39.8)

(39.8) tenglikning o‘ng tomonidagi xosmas integrallardan biri 
uzoqlashganligi uchun ta‘rifga binoan uning chap tomonidagi 
xosmas integral ham uzoqlashadi.

39.4. Xosmas integrallarning yaqinlashish aiomatlari

Ko‘p hollarda xosmas integralning qiymatini topish talab etil- 
masdan uning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanini bilishtiing 
o‘zi kifoya qiladi. Bunday hollarda taqqoslash teoremalari deb 
ataluvchi quyidagi teoremalardan foydalanish mumkin.

39.1-teorema.  Agar f(x) va (p (x) funksiyalar [a, oo) oraliqda 
uzluksiz bo‘lib, < <p (x) shartni qanoatlantirsa, u hoida
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+» 4-oc-

a) J <p(x)dx xosmas integral yaqinlashsa, j f (x}dx integral ham
a a

yaqinlashadi.
+00 +00

b) \f(x)dx integrla uzoqlashganda \(p(x)dx integral ham uzoq- 

lashadi.
Bu teorema faqatgina nomanfiy funksiyalarga tegishli bo‘lib 

undan ishorasini saqlamaydigan funksiyalarning xosmas integral- 
larini tekshirishda foydalanib bo‘lmaydi. Bunday holda quyidagi 
teoremadan foydalanish mumkin.

+O0 +co

39.2-teorema.  j |/(x)|<2c integral yaqinlashsa, \f(x)dx integ-
a a

ral ham yaqinlashadi.
Bunda oxirgi integral absolyut yaqinlashuvchi deyiladi.
+o0 +oo

j/(x)«5c yaqinlashuvchi j|/(x)|t& integral uzoqlashuvchi bo‘1-
a a

8- misol. Г —---------- tekshirilsin.
"x3(l + ex)

1 1
Yechish. Integral ostidagi —----------- funksiyani —- funksiya

x3(l + ex) x3

bilan taqqoslaymiz. Barcha x>7 uchun —-— ------ < Д- bo‘lib,
x (l + ex) x

yaqinlashganligi (3- misolga qarang) uchun 39.1. teoremaning 

a) bandiga binoan berilgan integral ham yaqinlashadi.
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+-'» -y/x
9- misol. j —— tekshirilsin.

'l + x

dx
—integral uzoq-
2-7x

■y/x 1
Yechish. Integral ostidagi -------funksiyani —funksiya bilan

l + x 2yx
taqqoslab barcha x>l uchun

1 _л/х _ л/х л/х 

2y/x 2x x + x l+x

ga ega bo‘lamiz. a = — < 1 bo‘lgani uchun J-

lashadi (3-misolga qarang).
39.1. teoremaning b) qismiga ko‘ra berilgan integral ham uzoq­

lashadi.
+°°sin

10-misol. ——dx integral tekshirilsin.

Yechish. Integral ostidagi Sin,X funksiya [1,+ <x>) da ishorasini 
x

sinx
x4 

+co

saqlamaydi. Shuning uchun J
i

dx integralni qaraymiz. [1, + oo) da

0<
sinx sinxj

X4 x4
1 <— 

x4

dxbajarilib Г— (3-misolga qarang) yaqinlashganligi uchun 39.1-
X J1 л

teoremaning a) bandiga ko‘ra dx yaqinlashadi.
4-00

Г sinx
J1 x4

39.2-teoremaga  ko‘ra 
absolyut yaqinlashadi.

11-misol.
- Xо л

berilgan integral ham yaqinlashadi. U
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Dirixle integralining shartii yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilsin.
Yechish. Integralni ikkita integrallaming yig‘indisi ko‘rinishda 

tasvirlaymiz:
zr

r sinx , fsinx , г
I---—dx — I-- —dx +
J Y J X *О Л 0 £

2

sinx ,
- -dx.
x

.. sinx ,
lim-------= 1

x
bo‘lgani uchun birinchi integral xos ma’noda ya’ni u

sin X . 71
aniq integral sifatida mavjud, chunki —----- funksiya (0;—] oraliqda

x 2
uzluksiz bo‘lib x=0 nuqta uning yo‘qotilishi mumkin bo‘Igan uzilish 
nuqtasi.

Ikkinchi integralni bo‘laklab integrallaymiz:
OO . A .
(•Sinx , (-Sinx ,

dx= lim ---- -dx
J X A->00 J X

lim f
J X A->00 J71
2

71

— — u, du = —\rdx
X X2

sinxdx - dv, v = -cosx

r

limЛ-»ОО
cosx

X

\A
!«•
2

A
(■COSX ,

- —л—dx = - lim
2 x2 A->a>„ X71

~2

cos A
A

QO 00

rCOSX _ fCOSJC ,
-J-2~^ = “JTr^-

It x
1

л x

2
OO -

cosx
X2

<л

x2
bajarilib f (p = 2 > 1)

2

integral yaqinlashganligi sababli 39.1-teoremaning a) bandiga ko‘ra 
f |cosx| 
j X2

2

yaqinlashadi.

Ixtiyoriy x uchun

■dx integral ham yaqinlashadi, demak f --^—dx absolyut

£ л
2
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Demak fSmX<& xosmas integral ham absolyut yaqinlashadi. 
Iх
2

aO
Г COS X

Bu integral uchun yuritilgan mulohazalami takrorlab ——-dx
* XЛ л

2

integralni ham yaqinlashishini ko‘rsatish mumkin.
Д’

Shunday qilib aniq integral bilan yaqinlashuvchij x

[— -xix xosmas integralning yig‘indisidan iborat Г—П-Хс& integral 
j X Xл О A
2

ham yaqinlashadi.
[sin xl
------ Wx integralning uzoqlashuvchiligini ko‘rsatamiz.

x
I'ridi J

Я

2

71
Barcha x > — uchun

2
Isin xl sin2 x l-cos2x

X X 2х

x

bajarilib
r 1 -cos2x_ 1 , rdx 1 jcos2x

2 2 2

= —lim In A——In—- f Co-t*x dx = <x) 
2 2 2 ' 2x

2

j А 1
dx=— lim lnx г—Г

2^ ? 2 J

Л 1 fcos2x .
-------- dx = 

2 X
2
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xosmas integral uzoqlashganligi uchun 39.1-teoremaning b) bandiga
rlsinxl

ko‘ra ------- -dx xosmas integral ham uzoqlashadi, bu verda■' xя- л
2

pcos2x .
--------- dx integralning yaqilashuvchanligi hisobga olinadi.

1 2x
2

sinx00

I X
о л

sin x
—-dx
x

7Г

2r [sin x| 7
dx - j 'dx + J

о x я

x - 4t, dx - —almashtirish olib berilgan integralni ikkita 
27/

integrallaming yig‘indisi ko‘rinishda tasvirlaymiz:

2
yig‘indining birinchi integrali aniq integral bo‘lib ikkinchi integral!

7 isin x| 
uzoqlashuvchi xosmas integal bo‘lganligi sababli Ij------ !

о
dx integral

x

ham uzoqlashadi.
CO

Demak, |-------dx xosmas integral shartli yaqinlashuvchi.
j xо л

12-misoI.  Jsinx2dr, jcosx2dx xosmas integralning yaqinla-
0 0

shuvchiligi isbotlansin.
00

Yechish. J sin x2dx integralning yaqinlashuvchiligini ko‘rsatamiz.
0
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lim = lim ^^л//=10 = 0 bo‘lganligi sababli xuddi 11- 
t—>0 “v t t—>0 t

misoldagi kabi birinchi integral aniq integral sifatida mavjud. 
Ikkinchi integralni bo‘laklab integrallaymiz:

□o .rSHlZ ,

2

-L=u, sintdt-dv 

dt

__ 1
du=(t 2 )'dt =------v = -cost

2/2

cost
V7

Barcha t>— uchun
2

I cos/
Г" bo‘lib integral yaqinlash- 

/2 -f2

f COS Z dt 
ganligi sababli J з ai integral absolyut yaqinlashadi.

T >T
ao

Shunday qilib Jsinx2d5c xosmas integral aniq integral bilan
о

yaqinlashuvchi xosmas integralning yig‘indisidan iborat bo‘lganligi 
uchun u yaqinlashadi.

□o

j cosx2 A xosmas integralning yaqinlashuvchanligi ham shunga
о

o‘xshash isbotlanadi.
OO 00

Jsinx2tfr. Jcosx2oh integrallar Freneli integrallari deb ataladi
о 0

va yorug‘likning difraksiyasi nazariyasida uchraydi.
Ikkinchi tur xosmas integral uchun ham 39.1 va 39.2 ieoremaga 

o‘xshash teoremalar mavjud.
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39.1 -teorema. f(x) va <p(x) funksiyalar (a,b] oraliqda uzluksiz 
bo‘lib x=a nuqta ulaming ikkinchi tur uzilish nuqtasi (maxsus 
nuqtasi) bo‘lsin. Agar (a,b] oraliqning barcha nuqtalarida

0<f(x)< (p(x)b
tengsizlik bajarilsa, u hoida: a) f ®(x)<& xosmas integral yaqinlashsa

b
J f(x)dx xosmas integral ham yaqinlashadi.
a

ь b
h) J f{x)dx xosmas integral uzoqlashsa J <p{x)dx xosmas integral 

a a
ham uzoqlashadi.

39.2'-teorema. a nuqta (a,b] oraliqda uzluksiz f(x) funksiyaning
4 b

maxsus nuqtasi bo‘lib j|/(x)|<ix xosmas integral yaqinlashsa j f(x)dx 
a a

xosmas integral ham yaqinlashadi.

13-misol.  f—rf— xosmas integral tekshirilsin. 1 f(x\dx yaqin- 
^Vx+Зх3

b b
lashuvchi bo‘lib jI f (x) | dx uzoqlashsa J f{x)ax shartli yaqinlashadi

a a
deyiladi.

Yechish. Integral ostidagi 1 .— funksiya (0,1 J oraliqda 
Vx + 3x2

uzluksiz bo‘lib u x=0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega. (0,1] 
oraliqdagi barcha x lar uchun

1 1
Vx + 3x2 Vx

tengsizlik bajarilib I —=■ xosmas integral yaqinlashgani uchun (4- 
o Vx

misolga qarang) 39.1 '-teoremaning a) bandiga binoan qaralayotgan 
xosmas integral ham yaqinlashadi.

162



14-misoI.  xosmas integral tekshirilsin.J (x-D’­

2 + sin x
Yechish. Integral ostidagi----- -—— funksiya (1.2] oraliqda uzluk-

(х-1'Г
siz bo’lib u x / nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega va uning surati x 
ning istalgan qiymatida 2 l sinx>l, chunki sinx>-l.

.,. . 2 + sinx 1 r
Shuning uchun.---------— >---------x- Biroq(Х-1У (X-1)2 J

lashadi, chunki rz=2>7 (4-misol). Demak 39.Г teoremaning b) 
bandiga ко Ta berilgan integral ham uzoqlashadi.

15-misol.  [—-Д— xosmas integral tekshirilsin.
о Vx

dx
---------- uzoq-
(x-1)2

Yechish. Integral ostidagi funksiya x-0 maxsus nuqtaga
dx

ega. co.\x funksiya [O.n] kesmada ishorasini saqlamaydi, ya’ni u 
7V TV

/0. ) da musbat, (—,7rJ damanfiy. Shuning uchun

71

I
0

dx
cos X

"77
Integralni qaraymiz. Barcha x lar uchun jccisx|<7 ekanini 

hisobga olsak /О.лг/ oraliqdagi barcha x lar uchun
cosxl 1

dx ! Vx
ekanligi kelib chiqadi.

г tZv
I -rr xosmas integral yaqinlashganligi (4-misol) uchun 39. Г- 
n Vx

tcorcmaning a) bandiga binoan
nг cos;

1^7 dx
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xosmas integral ham yaqinlashadi.
39.2'-teoremaga kolra beriigan xosmas integral ham yaqinlashadi. 

Demak u absolyut yaqinlashadi.
Л
~2

16-misol.  J = jlnsinx<& integralning yaainlashuvchanligi ko‘r- 
0

satilsin va u hisoblansin.
Yechish» limlnsinx = oo bo‘lgani uchun integral ostidagi funk-x->0

siya x=0 nuqtada ikkinchi tur uzilisha ega, ya’ni funksiya [0, — ] 

kesmada chegaralanmagan. Shuning uchun beriigan integral ikkinchi 
tur xosmas integral.

Integral™ bo‘laklab integrallaymiz.
n л

j In sin xdx
In sin x = u, dx = dv

. cosx
du =------- , v — x

sinx

= x In sin x
2 

-fx-

0

cosx . 
------- dx = 
sinx

n

2

0

П

П 2 x
= —lnsin----- limxlnsinx- |----- dx.

2 2 x->+0 ' tgx(gx

= lim
x*-tO

(In sin x)' 

X
= lim = - lim x2ctgx = — lim = - lim x ->+0 1 x->+0 r ‘ л

X2

ekanini hisobga olsak

ДГ-И-0 tgx x->T0 tgX

x 
------x = 1-0 = 0

Я Я

1

tenglikka ega bo‘lamiz.
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X X
lim-----= 1, lim ------= lim xctgx = O bo‘lgani uchun oxirgi in-

tgx x-»’-o tgX x-^-o
2 2

tegral xosmas integral emas, balki oddiy aniq integraldir. Shuning 
uchun berilgan integral yaqinlashadi.

Endi uni hisoblashga kirishamiz. x~2t almashtirish olamiz. U

Ч X Я It

'44 4

J In sin xdx = 2 J In sin ltdt = 2j ln(2sin/cos/)A = 2j (In 2 + In sin / +
ООО 0

я 7L.

4 1
+ 2 j In sin tdt + 2j In cos tdt -

о 0

1112 i 2j In sin ft// +2 j IncosZtft
2 о о

bo'ladi.
2Г

Oxirgi integralda t= — — z almashtirish olamiz. U hoida

i / zi j Я , 7Г 7Г Я . ....
dt -dz, t 0 da z, ~—,t= — da z, =---------= — bo lib

2 4 2 4 4

kelib chiqadi.
Shunday qilib,
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0 я
7

J = In sin zdz =

О О Я

Bundan J = f lnfsin x)dx = -—In 2.
о

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Xosmas integral tushunchasining kelib chiqishiga sabab nima?
2. Xosmas integral qanaqa turlarga bo'linadi.
3. Birinchi tur xosmas integralni ta'riflang.
4. Yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchi 1-tur xosmas integrallarga misollar 

keltiring.
5. Birinchi tur xosmas integral uchun taqqoslash teorimalarini ayting.
6. Birinchi tur xosmas integral uchun absolyut va shartii yaqinlashishni 

ta‘riflang.
7. Funksiyaning maxsus nuqtasi deb nimaga aytiladi?
8. Uzluksiz funksiyaning maxsus nuqtasi nima?
9. Ikkinchi tur xosmas integralni ta‘riflang.
10. Yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchi ikkinchi tur xosmas integrallarga 

misollar keltiring.
11. Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun taqqoslash teoremalarini 

bayon eting.
12. Ikkinchi tur xosmas integral uchun absolyut va shartli yaqinlashini 

ta‘riflang.
Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi xosmas integrallarni hisoblang.

Javob: —.
4

л
Javob:

1.

166



3. f------ ™------ Javob: n.
J x2 + 2x + 2 
oo

4. Javob: —.
oVx 2

5. f—Javob: —.
Jv4-x2 2

6. f ^L-= Javob: —(V9-1).
4l/x-5 2

Quyidagi integrallaming yaqinlashishi yoki uzoqlashishini tek- 
shiring.

7. [ * . Javob: uzoqlashadi.
J4x +1

8. [ = Javob: uzoqlashadi.

dx
л/х4 + 3

Javob: yaqinlashadi.

2
10. j tgxdx.

0
Javob: uzoqlashadi.

11. f———. Javob: uzoqlashadi.
Jo(x-2)2

12. f—-——------. Javob: uzoqlashadi.
•x2-6x + 8

Javob: uzoqlashadi.

167



40. ANIQ INTEGRALLARNI TAQRIBIY HISOBLASH

40.1. Masalaning qo‘yi!ishi

b
ff(x)dx aniq integralni hisoblash talab etilsin, bunda f(x) [a;b] 
a

kesmada uzluksiz funksiya. Agar integral ostidagi fix) funksiyaning 
F(x) boshlang‘ich funksiyasini topish imkoni bo‘lsa, u hoida berilgan 
integral

Nyuton-Leybnis formulasi yordamida hisoblanadi.
Biroq hatto uzluksiz funksiyaning ham boshlang‘ich funksiyasi 

har doim elementar funksiya bo‘lavermasligini ko‘rdik. Masalan,

ko‘rinishdagi va boshqa ko‘pgina uzluksiz funksiyalaming bosh- 
iang'ich funksiyalari mavjud bo‘lsada, ular elementar funksiya orqali 
ifodalanmaydi. Bunday hollarda aniq integralning aniq qiymatini 
Nyuton-Leybnis formulasidan foydalanib topishning iloji bo‘lmas- 
ligi mumkin. Aniq integralning aniq qiymatini topishning iloji 
bo‘lmaganda uni istalgan aniqlikda taqribiy hisoblash imkonini 
beruvchi usullar mavjud. Aniq integralni taqribiy hisoblash usuli 

ko‘p hollarda shu integralning geometrik ma‘nosiga ya‘ni 
л

a
aniq integral son qiymat jihatdan yuqoridan uzluksiz y= f(x) 
(f(x)>0) egri chiziq, quyidan Ox o'qning [a;b] kesmasi va yon 
tomonlardan x=a, x=b vertikal to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan 
egri chiziqli trapetsiyaning yuziga tengligiga asoslanadi. Shunga 
ko‘ra aniq integralni taqribiy hisoblash masalasi egri chiziqli 
trapetsiyaning yuzini taqribiy hisoblashga keladi.
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Aniq integralni taqribiy hisoblash g‘oyasi shundan iboratki bunda 
y= f(x) egri chiziq o‘ziga «yaqin» yangi egri chiziqqa almashtiriladi. 
Natijada izlanayotgan yuza taqriban yangi egri chiziq bilan 
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuziga teng bo'ladi.

Yangi egri chiziq sifatida odatda egri chiziqli trapetsiyaning yuzi 
osonlikcha hisoblanadigan egri chiziq tanlanadi. Shu egri chiziqqa 
bog'liq ravishda u yoki bu taqribiy integrallash formulalariga ega 
bo'lainiz.

40.2. To‘g‘ri to'rtburchaklar formulasi

Faraz qilaylik у=j'(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lib
b

aniq integralni hisoblash talab etilsin.
[a;b] kesmani a=xo, xj, X2,... xKj..., xn=b nuqtalar bilan n ta teng 

qismga ajratamiz.
Har bir bo'lakning uzunligi

n
bo'lishi ravshan.

f(x) funksiyaning xo, xi, X2,..„ xK,..., x„ nuqtalardagi qiymatlari 
yu=f(xo), yi=f(xi),y2=f(x2),...,yK=f(xK),...,yn=f(xn) lami hisob- 
lavmiz.

*
yodx+yiAx+y2Ax+ ...+уп-1Лх=1Ь Уь^х va

x=0

n
У1Лх+ У2^х+ узЛх+... + y„Ax = X У t

Ж = 1

vig‘indilami tuzamiz.
Bu yig'indilaming har biri [a;b] kesmada uzluksiz f(x) funk­

siyaning integral yig'indisi bo'ladi va shuning uchun ular taqriban 
integralni ifodalaydilar:
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hj f(x)dx »
a

b - a , .
------- (Уо + У1 + - + yn4) = 

n

n-1
Syk(40.1)
A=O

j/(x)t& « -—-(у, + у 2 + ... + у J = -—yk (40.2) 

a « П kl

Aniq integralni taqribiy hisoblash uchun chiqarilgan bu formulalar 
to‘g‘ri to‘rtburchak formulasi deb yuritiladi.

149-chizmadan ko‘rinib turibdiki, agar /(x) funksiya musbat va 
[a;b] kesmada o‘suvchi bo‘lsa, (40.1) formula berilgan integralning 
taqribiy qiymatini kami bilan, (40.2) formula esa ortig‘i bilan 
ifodalaydi.

Shu chizmada bu ikki (40.2) va (40.1) yig‘indi orasidagi ayirma 
shtrixlangan rt ta to‘g‘ri to‘rtburchak yuzlarining yig‘indisiga teng 
ekanligi ko‘rsatilgan:

n

Binobarin, [a;b] kesmada o‘suvchi bo‘lgan f(x) funksiyadan 
olingan integralni hisoblashda yo‘l qo‘yilgan xato bu 8n ayirmadan 
katta bo‘lmaydi. Bo‘linishlar soni n ni orttira borib, bu ayirmani
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b

a
beriigan istalgan aniqlik bilan hisoblash mumkin.

Agar/fx)>0 funksiya [a;b] kesmada kamaysa gn 
n

bo'ladi.
Agarf(x) funksiya [a;b] da monoton bo‘lmasa, f'(x) hosila esa 

mavjud bo'lsa va bu kesmada chegaralangan bo'lsa (40.1) va (40.2) 
formulalaming <5n xatoligi uchun ushbu baho o'rinlidir:

I и I n ’2n
bu yerda Mi~f'(x) ning [a;b] kesmadagi moduli maksimumi.

2
1-misol.  JVxcA integral integrallash oralig'ini n=8 bo'lakka 

I

bo'lib to'g'ri to'rtburchaklar formulalari yordamida taqribiy hisob- 
lansin. Integral aniq hisoblanib natijaning absolyut hamda nisbiy 
xatolari topilsin.

2_ j
Yechish. Quyidagiga egamiz: у = Vx,« = 8,Ax =------ = 0,125.

llshbu jadvalni tuzamiz:
/

X,

0
1 ~

1
1 ’ 125

2 3 4 5 6 7 8
1,250 1,375 1,500 1,625 1,750 1,875 2

1 1,042 1,073 1,122 1,145 1,117 1,205 1,233 1,260
(40.1) formulaga ko'ra

-0,125fro+y,+... + ),=0,125-8,987=1,123375,
1

2

(40.2) formulaga binoan \^xdx ~0,125(yi+ уг+...,+ y8)=0,125-
i

•9.247 =1,155875 taqribiy tengliklarga ega bo'lamiz.
Endi beriigan integralni aniq qiymatini Nyuton-Leybnis formu­

lasi dan foydalanib topamiz:
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3

Absolyut va nisbiy xatolar mos ravishda (40.1) formula uchun

|1,14-1,123375|-0,016625~ 0,0167 va -y^-100% = 1,5%,

(40.2) formula uchun |l,14-l,155875|=0,015875~0,0158 va 

—l—-100%~/Л% bo‘ladi.
1,14

40.3. Trapetsiyalar formulasi

[a;b] kesmada uzluksiz f(x) funksiya beriigan bo‘lib J f(x)dx

aniq integral™ hisoblash talab etilsin.
[a;b] kesmani t?= xo, xi, x2,..., хю..., x„=b nuqtalar bilan uzunligi

Ar = ——- bo‘lgan и ta teng bo‘laklarga ajratamiz.
и

So‘ngra y=f(x) funksiyaning xo, xi, x2,.... xK,xn nuqtalardagi 
qiymatlari уо=/(х„), yi=f(xi), y2= f (x2),yK= f (x*),-, y„= f (xj 
lami hisoblaymiz.

150-chizma.
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b
j f (x)dx aniq integral aABb egri chiziqli trapetsiya yuzini ifoda-
a

laredi. y=f(x) egri chiziqni unga ichki chizilgan Ao,A|,Аз,...,An.iB 
siniq chiziq bilan almashtiramiz. Bu holda aABb egri chiziqli 
trapetsiyaning yuzi yuqoridan

AAi, A/ A2,... A„.iB vatarlar bilan chegaralangan oddiy trapetsiya­
lar yuzlarining yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Trapetsiyaning yuzi asoslari yig‘indisining yarmi bilan balandligi 
ko'paytinasiga teng bo‘lganligi sababli 1-trapetsiyaning yuzi
To +Ti

2
Ax.

2-sining  yuzi Ax va hokazo oxirgisining yuzi

у , + у
——Ax ga teng boTadi. Shuning uchun

j дх)Л =( Де++...+Дх)
yoki

j f(x)dx ~------- ( —° - + уi + у2 + — + У„_!) • (40.3)
а П 2

(40.3) trapetsiyalar formulasi deb ataladi. n son qancha katta 
bo‘lsa (40.3) taqribiy tenglikning o4ng tomonidagi yig‘indi shuncha 
katta aniqlik bilan berilgan integralning qiymatini beradi.

(40.3) formulaning xatosi | Sn |< ^2^ dan oshmaydi, bu
12n

yerda - funksiyaning [a;b] kesmadagi moduli maxsimumi. 
i,6

2-misol. Jsin(x2)t£r aniq integral [0; 1,6] kesmani n=8 ta 
о

teng bo‘lakka bo‘lib trapetsiyalar formulasi yordamida taqribiy 
hisoblansin.

173



Yechish. Integral ostidagi funksiyaning n=8 va

Ax = -—- = ——— = 0,2 bo‘lgandagi qiymatlari jadvalini tuzamiz. 
n 8

i Xj x,2 yi=sm(xi2)
0 0 0 0,0000
1 0,2 0,04 0,0400
2 0,4 0,16 0,1593
3 0,6 0,36 0,3523
4 0,8 0,64 0,5972
5 1,0 1 0,8415
6 1,2 1,44 0,9915
7 1,4 1,96 0,9249
8 1,6 2,56 0,5487

n=8 bo‘lganda (40.3) formulaga binoan

V ■ * z-Vo+Л x »^0+0,5487
J sm(x —+л+у2 + -^+у4+у5+Гб+У7)=о,2(----- ------+
о 2 2

+0,0400+0,1593+0,3523+ 0,5972+0,8415+ 0,9915-ьО,9249,=0,2-4,1807=0,8362 
ga egaboMamiz.

40.4. Simpson formulasi
ь
^f(x)dx integralni hisoblash talab etilsin, bunda f(x) [a;h] kes-
a

mada uzluksiz funksiya. [a;b] kesmani juft sondagi n=2m ta teng 
bo‘laklarga bo‘lamiz. Birinchi ikkita [xo, xj, [xi, x2] oraliqlarga mos 
keluvchi egri chiziqli trapetsiyaning yuzini simmetriya o‘qi Oy o‘qqa 
parallel bo‘lib Mo(xa ,y0), Mi(xi ,yj), M2(x2 ,yi) nuqtalardan o‘tuvchi 
parabola bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya yuzi bilan 
almashtiramiz. Yuqorida aytilgan parabolaning umumiy tenglamasi 
у=Лх2+.бх+С ko‘rinishda bo‘ladi. A,B,C o‘zgarmas sonlar para­
bolaning berilgan uchta nuqtadan o‘tish shartidan aniqlanadi. Qolgan
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har juft kesmalar uchun ham shunga o‘xshash parabolalar yasaymiz. 
Yuqoridan parabolalar bilan chegaralangan parabolik trapetsiyalar 
yuzlarining yig'indisi aABb egri chiziqli trapetsiya yuzini ya‘ni aniq 
integral qiymatini taqriban ifodalaydi (151-chizma).

Lemma. Agar egri chiziqli trapetsiya y=Ax?+Bx+C parabola, Ox 
o'q hamda orasidagi masofa 2h ga teng bo‘lgan уо,уг ordinatalar 
bilan chegaralangan bo‘lsa uning yuzi

h 
s = -(y0M^yi+y2) (40.4)

formula orqali topiladi, bunda y/-kesmaning o‘rtasiga mos keluvchi 
egri chiziq ordinatasi.

Isboti. Yordamchi koordinatalar sistemasini 152-chizmada ko‘r- 
satilganidek qilib joylashtiramiz.

Shartga binoan y=Ax? +Bx+C parabola Mo, Mi, М2 nuqtalardan 
o‘tganliklari sababli bu nuqtalaming koordinatalari parabola tengla­
masini qanoatlantiradi:

x0 = -h bo' Isa y0 = Ah2 -Bh + C, 

x,=0 bo’lsa уг = C, (40.5)

x2=h bo'lsa y2 = Ah2+Bh + C.

Qaralayotgan parabolik trapetsiyaning yuzini aniq integralning 
geometrik ma’nosiga asoslanib aniqlaymiz.
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A(~h)3

3

h

(Ax2 + Bx + C)dx -
-A

h

I
-h

— C(h) = ^Ah3+ 2Ch = —(2 Ah2 + 6C).

Ikkinchi tomondan (40.5) sistemaning ikkinchi tenglamasini 4 ga 
ko‘paytirib barcha tenglamalami qo‘shsak _yo+-/y;+y2= 2A h 2+6C 
bo‘ladi.

Demak. 5= —
3

( Уо+4у1+у2). Lemma isbot bo‘ldi. (40.4) formula­

dan foydalanib quyidagi taqribiy tengliklarga ega boMamiz (li^Ax).

r Ax
j f(x)dx ~ — (л + + y2),

a=x0

j f(x)dx ~~(y2 + 4y3 + y.),

*2

Bu tengliklami chap va o‘ng tomonlami mos ravishda qo‘shsak 
А
J f(x)dx- (yo+4yi +y2+ У2^-4уз+у4+... + y2m-2+4y2m-I+y2m)

yoki

[Уо+У2п,+2(у2+у4+... +У2т-2)+4(У1+Уз+-+у2т-/)] (40.6)

hosil bo‘ladi. Bu formula Simpson yoki parabolalar formulasi deb 
ataladi.

Aniq integralni Simpson formulasi yordamida taqribiy hisobla- 
gandaxatoiik
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M^b-a)5

180(2ти)4

dan oshmaydi, bu yerda M4 - funksiyaning [a;b] kesma-
dagi moduli maksimumi.

1.6
3-misol.  [sin(x2)d!r integral integrallash oralig‘ini 2m=8 

о
bo‘lakka boTib Simpson formulasi yordamida taqribiy hisoblansin.

Yechish. 2m=8, Лх=——— - ——- = 0,2 bo‘lganda (40.6) 
2m 8

formulaga asosan

j sin x1dx ~ y-° /у0+у«+2(у2+у#+^+4(yi +y3 + ys+y?)]
0 24

taqribiy tenlikka ega bo‘lamiz.
2-misolda sin(x2) funksiyaning qiymatlari uchun tuzilgan jadval- 

dan foydalansak

j sinGc2)^——° [0+0,5487+2(0,1592+0,5972+0,9915)+ 
o 24

+4(0,0400+0,3523+0,8415+0,9249)=0,8455.

kelib chiqadi.

1.6
Shunday qilib jsin(x2)u!r integralni integrallash oralig‘ini 8 ga 

(i
bo‘lib trapetsiyalar formulasi yordamitda taqribiy hisoblanganda 
uning qiymati 0,8362 ga, Simpson formulasi yordamida hisoblan­
ganda 0,8455 ga tengligini ko‘rdik.

Shu integralning 0,00001 aniqlikda hisoblangan jadval qiymati 
0,84528 ga tengdir.

Demak, Simpson formulasi trapetsiyalar formulasiga nisbatan 
qaralayotgan integralning aniqroq qiymatini berar ekan.



1,5 е0,11
4-misoL  Г------ dx integral Simpson formulasi yordamida

J x0,5 л
10 4 =0,0001 aniqlikda taqribiy hisoblansin.

ex
Yechish. — funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi elementar 

x
funksiya bo‘lmasligi aytilgan edi. Shuning uchun berilgan integralni 
bevosita Nyuton-Leybnis formulasidan foydalanib hisoblashning iloji 
yo‘q. Uni taqtibiy hisoblaymiz. Ma’lumki aniq integralni Simpson 
formulasidan foydalanib taqribiy hisoblaganda |Jn j xato

M<(b-d)s

180(2w)4

dan oshmaydi, bunda Л/4-/я(х) funksiyaning [a;b] kesmadagi 
moduli maksimumi.

g0,lx
f (x) =------  funksiyaning to‘rtinchi hosilasi f:v (x) ni topamiz.

x
f (x) ni ketma-ket to‘rt marta differensiallab

/7^x) = ^)e°.U
X

ga ega bo‘lamiz, bunda

P(x) = 0,000 lx4 - 0,004x3 + 0,12x2 - 2,4x + 24.

cp(x) = e0,lx funksiya [0,5; 7,5J kesmada o‘suvchi bo‘lgani uchun 

u o‘zining eng katta qiymatini x=l,5 da qabul qiladi: 
^(1,5) = e0,15 < 1,2 .

P(x)
—— ning absolyut qiymati har bir qo‘shiluvchining absolyut 

x
qiymatlari yig‘indisidan oshmaydi, bunda har bir qo‘shiluvchi 
o‘zining eng katta qiymatigax=0,5 da erishadi.
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0,0001 0,004 0,12
—--------+-~-+—

0,5 о,52 О,53
2 4 24~+^ = 0,0002+0,16+0,96+38,4+768<808.

0,54 0,55

P(x)_
x5

Shunday qilib, |/'/и (х)| < 1,2-808 < 1000.

I )cmak A/./ sifatida 1000 ni olish mumkin.
Beriigan integralni IO'4 aniqlikda hisoblash talab etiladi. Bu 

aniqlikni ta’minlash uchun tegishli amallami bajarish va yaxlitlashlar 
oqibatida yo‘l qo'yilgan xatolar yig'indisi 10~4 dan oshmasligi kerak.

Shu maqsadda 2n sonni

K|<'104=510-=

tengsizlik bajariladigan qilib tanlaymiz:

<5-IO"5; (2«)4
1000-105

> 5-180
l51000

180-(2w)4

Demak, 2n>19 deb olish mumkin.
2n 20 deb olamiz; u holda integrallash odimi 

b - a _ 1,5 - 0,5
2« 20

= 0,05

bo'ladi. Shunday qilib 2n-20 bo‘iganda ya’ni [0,5; 1,5] oraliqni teng 
20 ta qismga ajratganda

KI<5-10-’

bo'lar ckan. Yanada aniqroq hisoblashlar natijasida
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|£„|<4,5-1(Г5 

ekanini ko‘rsatish mumkin.
Agar biz (i = 0,20) ni hisoblashda verguldan so‘nggi bitta 

raqamni olsak, ya’ni y, ni hisoblashda xatolik 10“5 dan oshmasa, u 

hoida yaxlitlashlar natijasida yo‘l qo‘yilgan xato ham 10~5 dan osh- 
maydi.

Shunday qilib umumiy xato ham 4,5 ■ 10~5 <10^ dan oshmavdi.
Endi x ning 0,5 dan 1,5 gacha h=0,05 odimli qiymatlari uchun 

e°.lx
у =------ funksiyaning qiymatlari j ad val ini tuzamiz:

x

i x,. 0,lxz- Z
У,

i-0 va 
i=20

i-toq 
bo ‘Iganda

i-juft 
bo ‘Iganda

0 0,50 0,050 1,05127 2,10254 2,10254
1 0,55 0,055 1,05654 1,92098 1,92098 1
2 0,60 0,060 1,06184 1,76973 1.76973
3 0,65 0,065 1,06716 1,64178 1,64178
4 0,70 0,070 1,07251 1,53216 1.53216
5 0,75 0,075 1,07788 1,43717 1,43717
6 0,80 0,080 1,08329 1,35411 1.3541
7 0,85 0,085 1.08872 1,28085 1,28085
8 0,90 0,090 1,09417 1,21574 1.21574
9 0,95 0,095 1,09966 1,15754 1,15754
10 1,00 0,100 1,10517 1,10517 1.10517
11 1,05 0,105 1.11071 1,05782 1,05782
12 1,10 0,110 1.11628 1,01480 1.01480
13 1,15 0,115 1,12187 0,97554 0,97554
14 1.20 0,120 1,12750 0,93958 0.93958
15 1,25 0,125 1,13315 0,90652 0,90652
16 1,30 0.130 1,13883 0,87602 0.87602
17 1.35 0,135 1,14454 0,84781 0,84781
18 1,40 0,140 1,15027 0,82162 0.82162
19 1,45 0,145 1,15604 0,79727 0,79727
20 1,50 0,150 1,16183 0,77455 0,77455

jami 2,87709 12,02328 10,62893
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(40.6) Simpson formulasiga binoan
1.5^0,lx j
f------dx « —- [yfl + ,y20 + 2{y2 + y4 +... + ) + 4(y, + y3 +... + y19)] =

05 x 60

= 2.(2,87709 + 4-12,02328 + 2 • 10,62893) = -- • 72,22807 = 1,2038.
60 60

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

I Nima uchun aniq integral taqribiy hisoblanadi?
2. Aniq integralni taqribiy hisoblash g‘oyasi nimaga asoslangan?
3. To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasini yozing.
4. Trapetsiyalar formulasini yozing.
5. Simpson formulasini yozing.
6. Keltirilgan taqribiy hisoblash formulaiaridan qaysi biri aniqroq qiy- 

matni beradi?
7. Xatoni kamaytirish uchun nima qilish kerak?

Mustaqil yechish uchun mashqlar
r c/t

1. -------- intgralni 0,06 dan katta bo‘lmagan xatolik bilan to‘g‘-
Jo I +■ Xх

ri to’ilhuichuklar formulasidan foydalanib hisoblang.
Javob; 0.80998(ortig‘i bilan), 0,75998 (kami bilan).

2. j -—- intgralni trapetsiyalar formulasi bo‘yicha n=10 deb 

hisoblang. Javob: 0,78498.
' dx

3. j----- — integralni n-2m=4 deb Simpson formulasi bo‘yicha
J 1 + x2

taqribiy hisoblang. Javob: 0,7854.
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41. ANIQ INTEGRAL YORDAMIDA YUZNI HISOBLASH

41.1. Dekart koordinatalar sistemasida yuziarni hisoblash

Agar uzluksiz f(x) funksiya [a;h] kesmada nomanfiy bo‘lsa, u 
holda y=f(x) egri chiziq, ox o‘q, x=a va x-b vertikal to‘g‘ri chiziqlar 
bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzi

ь
Q = \f{x)dx (41.1)

ga teng bo'lishini ko'rgan edik (aniq integralning geometrik ma‘nosi) 
(153-chizma).

Agar [a;b] kesmada f(x)<0 bo'lsa, u holda aniq integralning 4- 
xossasiga binoan

a
b b

-J/(x)<fr = jV(x)|tfc

gateng bo'ladi (154-chizma).
Shuning uchun f(x) funksiya [a;b] kesmada ishorasini o'zgart- 

ganda tegishli egri chiziqli trapetsiyaning yuzi
b

C = f|/(x)|dr (41.2)

ga teng bo'ladi.
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Masalan, 
mumkin:

155-chizmada tasvirlangan yuzni quyidagicha topish

c d b
Q = f f(x)dx - J f(x)dx + J f(x)dx.

a c d
Bu hoida (41.1) formuladan foydalanilsa Ox o‘qning vuqorisida 

joylashgan figuraning yuzi bilan uning quyisida joylashgan figura­
ning yuzini ayirmasi topiladi.

Bizga yuzlami ayirmasini emas balki ulami yig‘indisini topish 
solralganligi sababli Ox o‘qning pastida joylashgan figuraning yuzini 
topish uchun integral oldida minus ishora olinadi.

Yuqoridan uzluksiz y=f2(x), quyidan uzluksiz y=fi(x), egri chi­
ziqlar bilan va yon tomonlardan x=a, x=h (a<b) vertikal to‘g'ri 
chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzini 
topish uchun

b h b
Q = \f2(x)dx-^fx(x)dx yoki Q = J[/2(x)- f(x)\dx (41.3)

a a a
formulaga ega bo‘lamiz(156-chizma).

1-misol. y-4x-x2, x=3, y-0 chiziqlar bilan chegaralangan figura­

ning yuzini hisoblang. (157-chizma).
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Yechish. (41.1) formuladan foydalanib topamiz.

18-9 = 18.

2-misol. -3x, y=0 chiziqlar bilan chegaralangan figuraning 
yuzini hisoblang (158-chizma).

Yechish. (41.2) formulaga binoan topamiz:

3

e=-J(%2
0

-(9-13,5) = 4,5.
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3-misol. 0<r<2/T bo‘lganda y=cosx kosinusoida va Ox o‘q bilan 
chegaralangan figuraning yuzi topilsin (159-chizma).

я ?>я
2’ ~2Yechish. ,4J da cosx > 0, da cosx< О,

—, 2я da co.vx>0 
^2
asoslanib topamiz:

ekanligini hisoblaga olib (41-2) formulaga

Зяг 3t

2 2т
яIn 2 2 2т 2

О J| cosx|dx = Jcosxtic- jcosx<& + Jcosxdr = sinx |-sinx [ + sinx |
о о » 3® 0 5 25

2 T 22

• . .. I • • /Г j . _ , Sjt - Z 1 Г\ / A

sin-----sinO- sin------- sin— +Я1п2яг -sin— = 1 -0-(-l-l) + 0-(-l)-4.
2(22) 2

I , 2
4-iiiInoI. у *x , >' = 4-^x parobalalar bilan chegaralangan 

ligurniiing yuzi hisoblansin (160-chizma).

Yechish. Integrallash chegaralari a va Ъ ni y = —x2 hamda

2
y = 4-~x2 tenglamalami birgalikda yechib, ulaming kesishish 

nuqtalari N va M nuqtalami abssissalarini aniqlash orqali topiladi.
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Demak, a=-2, i>=2. (41.3) formulaga binoan topamiz:

+2 ( з V r 7

-2

Endi egri chiziq parametrik tenglamalari yordamida berilganda 
egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish formulasini hosil qilamiz.

Faraz qilaylik egri chiziq x=(p(t), y=y(t) parametrik

tenglamalari yordamida berilgan bo‘lib cp(t), vg(t) funksiyalar [a,P] 
kesmada uzluksiz va uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsin hamda <p(a)=a, 

bo’lsin . Agar (41.2) tenglamalar [a;b] kesmada y=f(x) 
funksiyani aniqlaydi deb faraz qilsak, u holda egri chiziqli tra­
petsiyaning yuzi (41.1) formulaga binoan

bD

a a
formula bilan hisoblanadi. Oxirgi integralda o‘zgaruvchini almash- 
tiramiz:

x= q>(t), dx= cp '(t)dt, a< t <0,y=f(x) =f[<p(t)]= y(t).
Demak,

p

(41-5)
a

Bu esa parametrik ko‘rinishdagi tenglamalari yordamitda berilgan 
egri chiziqli trapetsiyaning yuzini hisoblash formulasidir.

5-misol. x=acos3r, y=asin3/ astroida (162-chizma) bilan chegara­
langan figuraning yuzini hisoblang.
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162-chizma.

Ж,

163-chizma.

Yechish. t uchun integrallash chegaralarini x=acos3t tenglamadan
topamiz:

x=0da acos3t=0 cost=0, t=—,
2 

x=a da acos3t=a cost=7, 1=0.

Astroidani koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrikligini hisobga 
olsak 162-chizmadagi shtrixlangan yuz izlanayotgan yuzning 
to'rtdan birini tashkil etadi. Shuning uchun (41.5) formulaga binoan 
astroida bilan chegaralangan figura yuzining to‘rtdan biri uchun 
quyidagiga ega bo‘lamiz.
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J о о о
~б-$ л sin3 t(a cos3 t)'dt -J a sin3 t3a coS2 f(cosT)’’^ = -3a2 j sin41 cos'2 tdt -

Я Я It2 2 2
Я я

l+cos2t
2

я
J (1 -cos? 20(1 -cos2f)^=

П

я
J (I - cos2r)(l+cos2z)(1 - cos2t)dt = =

8 о
Я я

О 2 2 о 2 2 ^2 2

---- J sin2 2/(1 - cos21)dt =— j sin2 2idt i sin2 2/ cosZtdt= 
8 Q 8 n 8 n

я
За2 2-

u 0 0

ZE я
=—Z • ((1 - cos4r)<#— - —- • — [ sin2 2rd(sin2t)=(t -—sin4f) J-

8 Г 2 8 2J0 16 4 i

■ ^1 З^2 z • 3 • 3 л\

sin2,-r-------(sm 7r-sin 0) =
J 48 ‘

Зи2л-
~32'

_ „ 3a2?r За2яг
Q = 4-------- =-------- .

32 8
3at 3at2 t. t. .

x =-------,y =-----г Dekart yaprog i sirtmog ming
1 +t 1 i /

я
о

3a2 sin3 2r ? За21( 71 1
16 3 0

16 1
<2 4'

Bundan

6-misol.
1 +t 

yuzini hisoblang (163-chizma).

Yechish.

y-dx=
3a? Г 3at 9c?? \+? -3?
1+/3 U+f3J 1+t3 (1+t3)2 dt=

(1+H3

Koordinatalar boshida egri chiziq o‘zini-o‘zi kesadi, ya‘ni 
koordinatalar boshi egri chiziqning maxsus (qaytish)nuqtasidir. Egri 
chiziq bu nuqtadan t=0 da va /ос bo‘lganda o‘tadi, ya‘ni 
integrallash chegaralari 0 va oo ga teng. Shuning uchun:
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t2(l-2t3)dt

(1 + /3)3

1 + t3 —z. 3t2dt = dz, t2dt-—dz
3

t = 0, da, z = l,t = co, da z = oo.

n 2 f(1 -2(z-l))tfe , 2 f3-2z , _ 2 Г/-, -з 2XJ= 9a2 j -------^Т22— =3a J ——<& J (3z —^dz =

p£ .-2 . 2>

1—
1
| =3a2

( 3
-----+ 2I 2 к 2 ,

7-misol. x=acost, y=Z>sin/ ellips bilan chegaralangan figuraning 
yuzini hisoblang (164-chizma).

Yechish. Ellips koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrikligini 
hisobga olsak 164-chizmadagi shtrixlangan yuz izlanayotgan 
yuzning yarmini tashkil etadi. Shuning uchun uni hisoblab 
ikkilantirsak ellips bilan chegaralangan figuraning yuzi hosil bo‘ladi. 
Bu yerda x ning qiymati -a dan a gacha o‘zgaradi. U holda t ning 
qiymatini x=acost dan aniqlasak u л dan 0 gacha o‘zgaradi. (41.5) 
formulaga asosan ellips bilan chegaralangan figura yuzining yarmi 
uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:
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Q
2

О 0 0
J b sin/(u cost)'dt = -abf sin2 tdt=- abf 
7Г К 71

l-cos2t
2

= -— J (1 - cos2?)dfr =
Я

-ab sin2fl^
~2~J

В undan Q- ahrr ga ega bo‘lamiz.
Xususiy holda a=b=R bo‘lganda oxirgi tenglikdan doiraning 

yuzini topish formulasi Q= nR2 ni hosil qilamiz.

41.2. Qutb koordinatalar sistemasida egri 
chiziqli sektoming yuzi

Qutb koordinatalar sistemasida egiri chiziq p=f(0) tenglama bilan 
berilgan bo‘lsin, bu yerda f(0) funksiya [a,pj kesmada uzluksiz.

p=f(0) egri chiziq, 0=a, 0=p radius-vektorlar bilan chegaralangan 
OAB sektoming yuzini topamiz (165-chizma).

Berilgan sektomi a= 0o, 0=0], 0=02,— 0=0n-i> 0n= P radius-
vektorlar bilan n ta bo‘lakka ajratamiz. O‘tkazilgan radius-vektorlar 
orasidagi burchaklami A0lt Л02,—, A0n bilan belgilaymiz. 0i-i 
bilan 0j orasidagi biror 0t burchakka mos radius-vektoming 

uzunligini д orqali belgilaymiz. Radiusi Д va markaziy burchagi

190



Ав, bo‘Igan doiraviy sektomi qaraymiz. Uni yuzi

kabi topilishi ma‘lum. 
Ushbu yig‘indi

«zinapoyasimon» sektoming yuzini, ya‘ni OAB sektomi yuzining 
taqribiy qiymatini ifodalaydi.

Bu yig‘indi [a,[i] tesxna&a.p—[f(d)]2 uzluksiz funksiyaning integ­
ral yig‘ indisi bo lganligi sababli u Л=тахАв/—>0 da

a
limitga ega. Shunday qilib OAB sektoming yuzi

S = = (41.6)

formula yordamida hisoblanar ekan.
8-misol. p-a(l+cosd) kardioida bilan chegaralangan figuraning 

yuzini hisoblang (166-chizma).

Yechish. Figura qutb o‘qiga nisbatan simmetrik. Shuning uchun 
figuraning qutb o‘qi p dan yuqorida joylashgan qismining yuzini 
topsak izianayotgan yuzning yarmi topiladi. в o‘zgaruvchi 0 dan n 
gacha o‘zgarganda ixtiyoriy M(O;p) nuqta kardioidaning p o‘qdan
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yuqorida joylashgan qismini chizadi. (41.6) formulaga binoan 
quyidagiga ega bo‘lamiz: 

- = - J [a(l+cosf<tZ6*=—J [a(l+2cos#+cos? 0)d0

2 2 0 2 0

a2 .. _ . * a2 rl+cos26* Jz, a2 . . . x a21 .
=—($+2sm<?)|+— — -------dd=—(s4-2sin^)4—(0-\—sm2&)| =

2 02^2 2 4 2 о

ал a , I . _ .
- -------- 1- — (л + — sm2zr) =

2 4 2

3а2л

4
Bundan

3a2^

2
ga ega bofiamiz.

9-misoI. p=a cos30 egri chiziq bilan chegaralangan figuraning 
yuzini hisoblang (167-chizma).

Yechish. 0 o‘zgaruvchi 0, —, — qiymatlami qabul qilganda p 

o‘zining eng katta a qiymatiga erishadi. в o‘zgaruvchi —, —, — 
6 2 6 

qiymatlami qabul qilganda egri chiziq qutbdan o‘tadi (p=0).
167-chizmadagi shrixlangan yuz uch yaproqli gul bilan chega­

ralangan yuzning oltidan bir qismini tashkil etadi. Shuning uchun 
(41.6)ga binoan quyidagiga ega bo‘lamiz.

«■ 
e = й 

6 0
n

2 6 i -yf1

0

-J(acos30)2J0 = —f
2 л 2 n

7Г
2 6 

cos2 30d0 =
- о

-л2 (л 1 . а2 л
— —+ — 81ПЯ | ----------
4 <6 6 J 24
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В undan Q-~—-
4

10-misoI. />=asin20 egri chiziq bilan chegaralangan figuraning 
yuzini hisoblang (168-chizma).

Yechish. 0 o‘zgaruvchi , — va — qiymatlami qabul
4 4 4 4

qilganda/? o‘zining eng katta a qiymatiga erishadi. <9 o‘zgaruvchi 0. 
7t 37Г

n, qiymatlami qabul qilganda (p~0) egri chiziq qutbdan 

o‘tadi.
168-chizmadagi shtrixlangan yuz to'rt yaproqli gul bilan che­

garalangan yuzning sakkizdan bir qismini tashkil etadi. Shuning 
uchun (41.6) formulaga binoan quyidagiga ega bo'lamiz:

n Tt

z> i 4 a2 4
= - f (asin 20)2d0 = — fsin2 20d0 =8 2l 2 I

я
a2 rl-cos4£? a2 1 . f a2
— |------------dO-—(0—sin 46») | =—1
2 0 2 4 2 0 4

2 
я _ m 
4 kf
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16 2
O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. y=yifc)>0, У~0, x-a, x=b (a<b) chiziqlar bilan chegaralangan 
figuraning yuzini topish formulasini yozing.

2. y-f(x), y~0, x-a, x=b chiziqlar bilan chegaralangan figuraning 
yuzini topish formulasini yozing.

3. y=fi(x), y=f2(x), (fi(x)<f2(x)), x=a, x=b chiziqlar bilan chegaralangan 
figuraning yuzini topish formulasini yozing.

4. Egri chiziq parametrik tenglamalari bilan berilganda figuraning 
yuzini topish formulasini yozing.

5. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq bilan chegara­
langan egri chiziqli sektoming yuzini hisoblash formulasini yozing.

6. Astroida bilan chegaralangan figuraning yuzini topish formulasini 
yozing.

7. Dekart yaprogfi sirtmog‘ining yuzini topish formulasini yozing.
8. Ellips bilan chegaralangan figura yuzini topish formulasini yozing.
9. Kardioida bilan chegaralangan figura yuzini topish formulasini 

yozing.
10. p=u cos30 egri chiziq bilan chegaralangan figuraning yuzini topish 

formulasini keltirib chiqaring.
11. p=a sin2# egri chiziq bilan chegaralangan figuraning yuzini topish 

formulasini keltirib chiqaring.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan figuraning yuzlari topilsin.
1. y-lnr, x=e, y=0. Javob: 7.
2. y=ex, y=ex, x=2. Javob: fe-e 7/•

1
Javob:

4.y=x2+4x, y=x+4. Javob: 20 —
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5. у - у - 0. Javob: ла1.
х +а

6. х a(t-s'mt), y-a(l-cost) sikloidaning bir arkasi va Ox o‘q bilan 
chegaralangan figuraning yuzini hisoblang. Javob: ha 2 .

Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang.

7. /> a sin.JfZ Javob: Q = —.

M n иых20. Javob: O------ .
2

I 'gri chiziqning eng katta va eng kichik qo‘shni radius-vektorlari 
ornsidagi figuraning yuzini toping.

19л-
0 /» 1 cosJfl. Javob: (J------- •

8

10 /> i Ч1П.М Javob’
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42. EGRI CHIZIQ YOYINING UZUNLIGI

42.1. Dekart koordinatalar sistemasida egri 
chiziq yoyining uzunligi

Egri chiziq y~f(x) tenglama bilan berilganda uning x=a va x=b 
(a<h) vertikal to‘g‘ri chiziqlar orasidagi AB yoyining uzunligini 
topamiz, bunda y=f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz deb faraz 
qilamiz. AB yoyda abssissalari a=x0, xj, X2,..., Xj.i, х,,..., xn=b 
bo‘lgan A, Mi, М2,..., Mt-i, Mi,...,B nuqtalami olamiz va AMj, 
M1M2,..., Mi.] Mj,..., Mn.jB vatarlami o‘tkazamiz hamda ularning 
uzunliklarini mos ravishda AS/, AS2,..., AS„ bilan belgilaymiz.

Bu holda AB yoyga ichki chizilgan AM1M2,.... Mn.iB siniq chiziq 
hosil bo‘ladi. Siniq chiziqning uzunligi 

gateng bodadi (169-chizma).
1=1

AB yoyning uzunligi deb unga ichki chizilgan siniq chiziqning eng 
katta zvenosi uzunligi nolga intilgandagi

S = lim У AS,. (42.1)
тахДй-И)"

limitga aytiladi.
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L£ndi f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz f (x) hosilaga ega
bo'lganda yoy uzunligini hisoblash formulasini chiqaramiz.

byrffxj- f(xi-i), &xf xr Xi-i deb belgilasak.

bo'ladi. I.agranj leorimasigaasosan
A.V, = /(x,)-/(x,_i) = )
Ax X- — X- , '

Bunda x,./<z,< Xi. Demak AS,. =-Jl + [/’(z,.)]2 Ax, va 

■V„ ^7* 1 I / )V Ax, bo'ladi.

- I

kesmada uzluksiz. дД+ [/'(x)]2 funksiyaning integral 

yig ttidisi bo'lganligi sababli Л = max Ar,. > 0 da uning Iimiti 
nuivjud va quyidagi aniq integralgateng.

>*» ’'A’1 Илт nS7’ + H'U)]2Ax,. = f71+[/'(x)]2<ir.
пик ЛЛ, *(> *"7 maxAx. —>0 Ji I ' /=1 a

Shunday qilib AB yoy uzunligini hisoblash uchun
ь __________ ъ ______

S = ^+[f'(x)]2dx--=^\ + y,2dx (42.2)
a a

tormulani hosil qildik.
1-niisol. y = lnx egri chiziq yoyining x = -/b dan x = V& 

gacha bo’lgan qismi uzunligini hisoblang.
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(42.2) formulaga binoari quyidagiga ega bo‘lamiz:

=1
I, 1 3 , 1,3-—In----- = 1 + -in—.
2 2 1 2 2

(a>o) yarim kubik parabola yoyining koordi- 
nuqtagacha bo'lgan qismining

= 14-—(in—-In—] = 
2V 2 3j

2-misok <j/ =x5

natalar boshidan abssissasi x=5a 
uzunligini hisoblang (171 -chizma).

A H
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171-chizma. 172-chizma.

Yechish. (ay2)'=(x3) 2ayy'=3x2.
,_3x\ ,2_ 9x4 9x4 _9x

2try‘ У 4a2 y2 4a?. .2d. 4a

a
(42.2) formulaga binoan quyidagiga egabo‘lamiz:

5 Jv'l
0

i 9 ’
„ , Г Г 9 , 7 Г, 9 V. 4a (1 + TaX) 7

i e dx ■= Jl + —xax = 14----- x dx -- ------------- --------1• V 4a Jo I 4a ; 9 3
2

«a f49Y* -1 8a <<7y >
3
2

-1
27 27 И 2 J I

Hup' ? Км 71 2‘ 335
, I I -—a.

J 27 8 27

3-inisol.  у - 2-jx parabola yoyining x=0 dan x-1 gacha bo‘lgan 

qismi ()/{ yoyining uzunligini hisoblang (172-chizma).

Yechish.

1 _ x + 1 - (£±121 - (* + |)2 
X x x(x + l) x2 +x

(•12.2) formulaga binoan
л j -д1----j -t—

,, V x -i-x o 7x2 + x 20 Vx2 +x
Ip 2x4-1+1 , If 2x-hl . 1 I* dx

dx=—i - r^=- ax~— -=_^~ax+~ I
20 Vx2 +x 2„ 7x2+x 2o л/х2 +x

2x+l

г (x2+x)’dxJ -TT^-+ 
i> yjx +x

dx
Г2

Jx +x+
li

11
4 4

0

d(x2 +x)
2>/x2+x
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= V2+--ln(-+V2)-2 = 72+-ln(3 + 2A/2).
2 2 2

2 2 2

4-misoI.  x3 +y3 -a~3 (162-chizma) astroida yoyining uzunligi 
topilsin.

Yechish. Agar astroidaning Ox o‘qqa nisbatan simmetrikligini 
hisobga olsak uning uzunligini to‘rtdan biri ya’ni birinchi chorakdagi 
qismining yoy uzunligini topishning o‘zi kifoya.

2 2 3

Birinchi chorakda у = (a3 -x3)2.
•5 2 3 1 _L 12 3 1

y' = —(a3 -x3)2 •(-—)x 3 = -x 3(a3 -x3)2

va
____ I _2 2 2~ I

= \1 4-X 3(a3-X3)=V.

(42.2) formulaga binoan

2 2
x 3a3

1 1 1 
= x 3a3=(-)3.

x

a

I 2 -

= 6a3 lim(a3 -z3)- 6a.
E-+Q

E

Endi egri chiziq tenglamasi x=(p(t), y-T(t), a<t<fl (42.3) 
parametrik ko‘rinishda beriigan bo‘Isa shu egri chiziq yoyining 
uzunligini topamiz. cp(x), 'f'(x) funksiyalar [a, ft] kesmada 
uzluksiz va uzluksiz hosilalarga ega deb faraz qilamiz. <p(a)=a. 
(p(p)=b bo‘lsin. (42.3) tenglamalar [a,b] kesmada biror y=f(x) 
funksiyani aniqlaydi deb faraz qilsak izlanayotgan yoy uzunligi

b
S = \^ + y'1dx

formula yordamida topiladi (42.2 formula). Bu integralda x=<p(t),
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dx^=(p '(t)dt almashtirishni bajarib va y' = ekanini hisobga olib
<P (0

quyidagiga ega bo‘lamiz:

yoki

a
Shunday qilib (42.3) parametrik tenglamalari yordamida berilgan 

egri chiziq yoyining uzunligi
.S’ - j = j J[^'(/)]2 +[y/(t)]2dt (42.4)

a a
formula yordamida topilar ekan.

5-misol.  x-=«(7-sin/), y=-a(l-cost) sikloida bitta arkasining uzunligi 
topilsin (173-chizma).

Yechish. To‘g;ri chiziq bo‘ylab haralcatlanayotgan g‘ildirakntng 
(aylananing) berilgan aniq nuqtasini traektoriyasi sikloida deb 
ataluvchi egri chiziqni chizadi. G‘ildirak to‘Iiq bir marta aylanganda 
uning aniq nuqtasini chizgan chizig‘i sikloidaning bitta arkasini 
tashkil etadi. G‘ildirakni radiusi a hamda harakat boshlanganga 
qadar g‘ildirakning aniq nuqtasi koordinatalar boshida bo‘lgan deb 
faraz qilinsa sikloidani ifodalovchi egri chiziq 173-chizmada 
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tasvirlangan.
x'-a(l-cost), y'=asint, x'2 +y'2=a2(l-cost)2
- a2(l-2cost+cos2У+sirf t) -a2(2-2cost)~ 2d2(l-cost)=

= 4a2 sin7у =(2asiny/.

x=<7 da t=0 va х=2ал da t=2n.

(42.4) formulaga binoan:

S - j-Jx'2 + y'1 dt = j .J (2a sin—)2 dt = 2a f sin—dt ~ 2a-2(-cos—)|2t = 
о 0’2 о 2 2°

- 4a(- cos n + cos o) - 8a.

2 1 2
6~misol. x = t ,y = — t(t -3) egri chiziqning Ox o‘q bilan

kesishish nuqtalari orasidagi yoyi uzunligini hisoblang (174-chizma).

Yechish. t ning qanday qiymatlarida egri chiziq Ox o‘qni kesib
1 ,

o‘tishini aniqlaymiz: y = —t(t -3) = 0 tenglatnadan ti~0, 

t2 - ±д/з kelib chiqadi. Bulami x= t2 ga qo‘ysak xi=0 va xj=3 

egri chiziq bilan Ox o‘qni kesishish nuqtalarining abssissalari hosil 
bo‘ladi. Yoyning yarmi uchun integrallash chegaralari a~0 va /?= 
Тз bo‘ladi.

x'^ft2) '=2t,
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у' = (~*(r2 - 3))' = | (г3 - 3/)' = |(3/2 - 3) = Г -1.
3 3 3

yl'x^+y" ^2l)r+(tr- Ip = V4T +? -2/2 +1 = 1)2 = t2 +1

Demak, (42.4) formulaga binoan

.S’ M *J(/' 1!)<// - + V3 = 2<3,

bundan .S' •/ xji hosil bo‘ladi.

7-inisoi.
x = e’cost,

egri chiziq yoyinmg t-0 dan
у - el sin / 

t =ln ff

gai bn qismining uzunligini hisoblang.
Ytclihli x‘ e'cost-e sin/, у '^sinZ+e’cos/,
* i j'"’ <’?Ycos/-sin^2+e27sin/+cos()2=e2/(cos2f-

Aos/sin/1 4sin2/+sin2/+2sin/cos/+cos2/)=e2z(2cos2/+2sm2/) =
2e2,(cos2 t+sm2t)= 2e2t.

(42.4) formulaga binoan quyidagiga ega bo‘lamiz:
Ina- __ .. Ina )пя.
р2Л/ = Т2 JeW/ = V2e' | = V2(eiu*-e0) = V2(?r-l). 
о 0 0

(<7,04*b = b ayniyatdan foydalandik).
2 2X у

8-misoI.  — + = 1 (164-chizma) ellipsning yoy uzunligi to-
a b~

pilsin.
Yechish. Ellipsning x - acost, у - Asin/, 0 < t < 2я parametrik 

tenglamalariga o‘tamiz.
t bo‘yicha differensiallab

t f
xt = -a sin t, уt =b cos t

ni va bundan
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cos2

ni hosil qilamiz.

Bu yerda £ - — -
■J a2 — b2

---------------- ellipsning ekssentrisiteti.
a a

Shunday qilib (42.4) formulaga binoan

2 it_________________ 2_________________
I = a J л/1~£2 cos2 tdt = 4a j 71-£2 cos2 tdt,

о 0

о
cos2 tdt elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydi va u 

ikkinchi tur elliptik integral deb ataladi. / = —-z almashtirish olib 

integral™ standart ko‘rinishi

j 71- я2 cos2 = J71 ~f2 sin2 tdt - E(£) 

0 c

ga ega boMamiz.
Shunday qilib eilisning yoy uzunligini topish uchun 

l=4aE(s) 
formulaga ega bo‘lamiz.

Odatda £ - sin a deb olib

Ex(oi) - £] (arcsine) = E{£)

funksiyaning qiymatlari jadvalidan foydalaniladi. 
Masalan, Agar a-10 va b=6 bo‘lsa, u holda 

7Г
— = 0.8 = sin 53°.

10
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Ikkinchi tur elliptik integraining qiymatlari jadvalidan 
I = 4 -10-£,(53°) = 40-1,2776 « 51,1 ga ega bo'lamiz.

42.2. Qutb koordinatalar sistemasida egri 
chiziq yoyining uzunligi

Qutb koordinatalar sistemasida egri chiziq p=f(&) tenglama bilan 
berilgan ho'Isin, bu yerdagi f(0) funksiya [a,fl] kesmada uzluksiz 
va uzluksiz hosilaga ega bo'lgan funksiya, p-qutb radiusi, (9-qutb 
burchagi. Shu egri chiziq yoyining uzunligini topish formulasini 
hosil qilamiz. Qutb koordinatalaridan dekart koordinatalariga o'tish 
formulas! x= pcos в, y= psin & ga p o'rniga f(0) ni qo'ysak 
x= f(0)cos 0, y~ f(0)sm 0 tenglamalar hosil bo'ladi. Bu tenglama- 
larga egri chiziqning parametrik tenglamalari deb qarab yoy uzun­
ligini hisoblash formulasi (42.4) dan foydalanamiz:

x 0) '=f (0)cos0-f(0)ss\0,
У ’e~(f(9)sm0) '=f'(0)sin0+f(0)cc}S0, 

х'э + Xo2 = (f(O)cos0-f(0)sin0)2+ 

^(f(0)sm0+f(0)cos0)2=f,2(0)cos20-
(0) f((0 cos0sin0+f (0)sin2O+fr2(0)sin20+2f'(0) f(0)cos0sin0+ 

i f\'O)ci>s'O -f '2(0)( cos20+ sin20)+j2(0)(cos20+ sin'(9) = 
-f2(O)+f(0)= p'2+p2.

Demak.

S^-Jp’2 +p2d0. (42.5)

a
Bu qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziqning yoy 

uzunligini topish formulasidir.
9-misol.  p -a(I+cos9) kardioidaning uzunligini hisoblang 

(166-chizma).
Yechish. Kardioida qutb o'qiga nisbatan simmetrik joylashganligi 

sababli qutb burchagi 0 0 dan n gacha o'zgarsa (42.5) formula
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yordamida kardioida uzunligining yarmi topiladi:
„ 7C---------------------------------------------------Я------------------------------------------------------------

— = J V[fXl+cos032+[^(l+cos0]26?0 = j ya2(sir?^+l+2cos^+cos20)d0=
2 0 0

10-misoi.  p -a0 Arximed spirali birinchi o‘rami yoyining uzun­
ligini hisoblang (175-chizma).

Yechish. p' - a, y]p'2 + p2 = \ a2 + a202 = a-Jl + 02 . 

(42.5) formulaga binoan:

71 + 02 -u,d0 = dv

du = 0d0 a----- =■. v - 07i+#2
e2de

y[i+o2

2я______2n
-uj 71+02d0+aJ

о 0

2.t_______
S'-aJ Jl + 02d0

0

de = a27rj\+4/T2
71+02

de
71+02

= а2я41 + 4x2 -S+aln(£?+Vl + $z) I = a2л71+4л2 -S+a ln(2 л+71 + 4л2).
G

Bundan
2S = 2^71 +4л-2 + а ln(2 л + 71 + 4л-2)

yoki
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ll-misol. p~acos0 aylana yoyining uzunligini hisoblang.
Yechish. Avvalo beriigan egri chiziqni aylana ekanligiga ishonch 

hosil qilish uchun tenglamani p gako‘paytiramiz. U holda 
p2=a рсььО

tenglik hosil bo‘ladi. Qutb va dekart koordinatalari orasidagi bog‘- 
lanish

p * =x? +y2x— p cos 0

ni hisobga olsak x2+j/=or,

lenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglama markazi (~; 0) nuqtada 

bo4ib radiusi ~ ga teng aylana tenglamasidir (176-chizma).

Aylananing qutb o‘qidan yo‘qorida joylashgan yarmining uzunli­
gini hisoblaymiz:

Bundan S ~ a- — -2 = a^r o‘zimizga malum aylanani uzunligini 

topish formulasiga ega bo'lamiz.
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12-misol.  p - asin4(^/4) yopiq egri chiziqning uzunligi 

topilsin.
Yechish. p - asin4(^/4) juft funksiya bo‘lgani uchun berilgan 

egri chiziq qutb o‘qqa nisbatan simmetrik joylashgan. sin4(^/4) 

funksiya 4n davrga ega davriy funksiya (sin4 = sin4(c?/4))
4

bo‘lgani sababli qutb burchagi 0 dan 2л- gacha o‘zgarganda qutb 
radiusi 0 dan a gacha o‘sadi va egri chiziqning yarmini chizadi. Qutb 
burchagi lit dan 4гг gacha o‘zgarganda egri chiziqning chizi.lgan 
birinclii yarmiga nisbatan simmetrik bo‘lgan ikkinchi yanni ham 
chiziladi (177-chizma).

177-chizma.

' . ' q 1 •>
pip = (asin ($>/4)) -a-4sin (^/4)-cos0>/4)-—= asin (^/4)cos(^?/4)

va 0 < (p < bo‘lganda 
=^n2sin8(^/4)+o2sin^(^/4)co^(^/4) =

=ayl sin6(<p/ 4)(sii?(^/ 4) 4)) = osin3(<^/4).

Demak (42.5) formulaga binoan

208



2
I = 2a [

0

sin’(^/4)oty)
<p~At 

dq> -Adi

2
= 2a [ sin’t ■ Adt =

о
Я Я

2 >
= 8a J sin’ftft = 8uj(i cos21) sinfc/t =

0 0

cos" l )c/(cos/) = -8a(cosf -~y1

я2

io

X

> (rz £ t < fl) parametrik tenglamalari yordamida beryl-

A(/)

gan lazoviy egri chiziqning yoyi uzuniigi
P________ _____ _____S = J ^'(Ol2 + ['/(012 + [*'(012 dt
a

formula yordamida topilishini ta’kidlab o‘tamiz.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Yoy uzunligini ta‘rifiang.
2. y~f(x) tenglama bilan berilgan egri chiziq yoyining uzunligini topish 

formulasini yozing.
3. Egri chiziq parametrik tenglamalar bilan berilganda uning yoyini 

uzunligini topish formulasini yozing.
4. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining 

uzunligini topish formulasini yozing.
5. Sikloida nima va uning uzunligi qanday topiladi?
6. Kardioidaning uzunligini hisoblash formulasini chiqaring.
7. Arximed spiral! birinchi o'rami uzunligini hisoblash formulasini chiqaring.
8. Aylana uzunligini hisoblash formulasini chiqaring.
9. Ellips uchun yoy uzunligini topish formulasini chiqarishga harakat 

qiiing.
10. y= f(x) egri chiziq yoyining uzunligini hisoblash uchun chiqarilgan 

formulalarda f(x) funksiya qanday shartlami qanoatlantiradi?
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Mustaqi! yechish uchun mashqlar

2 1 3
I. у =—(x+l) egri chiziq yoyining riy o‘q ajratgan qismining

2 r-
uzunligini hisoblang. Javob: — (5л/5-8).

2 . 1
2.y=\n(l-x)  egri chiziq yoyining x=0 dan x= — gacha qismining 

uzunligini hisoblang. Javob: In 2-^.

3. y2=4(x-l) egri chiziq yoyining x=/ dan x=2 gacha bo‘lgan
... . i— 1 9

qismining uzunligini hisoblang. Javob: л/3+ —In—.

x = 4sinz+ 3cos/,l
4. 1,0 < t < л egri chiziq yoyining uzunligini 

у = 4cos?-3sinZ
hisoblang. Javob: 5?r.

r Э ,x = t -1,
5. 1 p egri chiziq sirtmog‘i uzunligini hisoblang.

y =------1.
Г 3

Javob : 4л/з.

6. p =asinO egri chiziq yoyi uzunligini hisoblang. Javob: л a.
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43. ANIQ INTEGRAL YORDAMIDA JISMNING HAJMI 
VA SIRTINI TOPISH

43.1. Aylanish jismining hajmi

y-f(x) funksiya !a;b] kesmada uzluksiz va nomanfiy funksiya 
bo'lsin. у f(x) egri chiziq, Ox o‘q va x=a, x=b vertikal to‘g‘ri 
chiziqlar bilan chegaralangan aABb egri chiziqli trapetsiyani Ox o‘q 
atrol'ida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan aylanish jisminining 
hajmini topamiz. [a;b] kesmani

a-xo< X'< X2<...<Xi.]< Xj<...<xn.i<xn=b

nuqtalar yordamida n ta ixtiyoriy

lx,„xil.lxi.x2l..... [x,-i, Xi],..., [xn.i,xn]

kcsinnliirga njriitamiz. 1 lar bir /x,.;, x,/ (i - \.,n) kesmachada ixtiyoriy 
nuqtani olib funksiyaning bu nuqtadagi qiymati /(z,) ni hisob- 

laymiz.
Key in asosi Ах,=хгх,./ bodib balandligi f(zj bo‘igan PMNQ 

to‘g‘ri to‘rlburchak yasaymiz.
Bu to‘g‘ri to‘rtburchak Ox o‘q atrofida aylanganda asosining 

ntdiusi /(г) bo‘lib balandligi Ax, bo‘lgan doiraviy silindr hosil 
bo'ladi. Bu silindrning hajmi txxi formula
yordamida topilishi ravshan. Barcha (n ta) silindrlar hajmiarining 
yig'indisi qaralayotgan aylanish jismi hajmi Vx ning taqribiy 

n 
qiymatini beradi, ya!ni Vx ~ '^/л]2(г1.)Дх1

i-i

Ikkinchi tomondan bu yig‘indi [a;b] kesmada uzluksiz nf(x) 
funksiya uchun integral yig‘indi bo‘lganligi sababli и z =maxAx,-> 

h
0 da /rj/'2(x)c& aniq integralga teng limitga ega.

fl

Shunday qilib aylanish jismining hajmi
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(43.1)

formula yordamida topilar ekan.
Endi aABb egri chiziqli trapetsiyani Oy o‘q atrofida aylanishi 

natijasida hosil bo‘lgan jismning hajmini topamiz (178-chizma). 
PMNQ to‘g‘ri to'rtburchak Oy o‘q atrofida aylanishi natijasida hosil 
bo‘lgan silindming hajmi asosining radiusi Xj, balandligi f(z$ bo‘lgan 
silindming hajmidan asosining radiusi Xj.j, balandligi f(zj) bo‘Igan 
silindr hajmining ayrilganiga teng, ya‘ni

Vi = 7D^f{zi) ~ ^/(z^ = <(z,.)(x? ~ xfj =

= <(z,)(x/ +xi4)(x; -xi_1) = 7tf(zi)(xi +Xi_i)Axi.

n
71 ;)(x2 + x;_,)Ax;. yig‘indi aABb egri chiziqli trapetsiyani

i=i
Oy o‘q atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan jismning hajmi V 

ni taqribiy qiymatini beradi.
Demak Vy « ^/(z,.)(xf ч-х^^Дх,..

f=J

Bu yig‘indi [a:b] kesmada uzluksiz 2nxf(x) funksiya uchun 
integral yig‘indi bo‘lganligi sababli maxAx,-»# da aniq limitga 
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ega. Xi-i<Zi<Xt bo‘lib Ax(= xrxz./ 0 ga intilganda x^+x, yig‘indi 2z, ga 
intiladi.

Shunday qilib

И = lim У )(x(. + х;_. )Ax,. = 
max Ax, M)

(43.2)
lim У 2 nf\zt )ziAxi = 2n 

тих A\ >0 • • a
loimtilagu cgu boJamiz.

Agar egri chiziqli trapetsiya x= <p (y) egri chiziq, Oy oi<\,y~c, y=d 
d) lo'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan bo‘lsa (179-chizma), u 

holda bu figuraning Oy o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan 
jismning hajmi

<i
Vy=n\x2dy (43.3)

c
formula yordamida hisoblanadi.

Agar y--fi(x), y~f2(^)1 (fi(x) <f2(x)) egri chiziqlar va x=a hamda 
л h k)‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan figura Ox o‘q atrofida 
aytanayotgan bofisa (180-chizma), u holda hosil bo‘lgan aylanish 
jismining hajmi

(43-4) 

213



formula yordamida hisoblanadi. Agar bu figura Oy o‘q atrofida 
aylanayotgan bo'Isa, u hoida aylanish jismining hajmi

(x)]xdx (43.5)

formula bo‘yicha hisoblanadi.
Agar y=f(x) egri chiziq parametrik yoki qutb koordinatalar siste­

masida berilgan bo‘lsa, u hoida yuqorida keltirilgan barcha formu- 
Jalarda integrallash o‘zgaruvchisini tegishlicha almashtirish kerak.

Aylanish jismining hajmini va yon sirtini topishda quyida kelti- 
riladigan teoremalaridan foydalanish ham mumkin.

Guldenning birinchi teoremasi. Tekis egri chiziq yoyini uning 
tekisligida yotib, uni kesmaydigan birorta o‘q atrofida aylanishidan 
hosil bo‘lgan jism yon sirti yoy uzunligini bu egri chiziq yoyining 
og‘irlik markazi chizadigan aylananing uzunligiga ko‘paytmasiga 
teng.

Guldenning ikkinchi teoremasi. Tekis figurani uning tekisligida 
yotib, uni kesmaydigan birorta o‘q atrofida aylanishidan hosil 
bo‘lgan jismning hajmi bu figura yuzini uning og‘irlik markazi 
chizadigan aylana uzunligiga ko’paytmasiga teng.

Endi Guldenning ikkinchi teoremasidan foydalanib uzluksiz 
p - egri chiziq hamda 0 = а, в = fl nurlar bilan chegaralan­
gan OAB egri chiziqli sektoming qutb o‘qi p atrofida aylanishi nati­
jasida hosil bo‘lgan jismning hajmini topish formulasini chiqaramiz.

OAB egri chiziqli sektomi olib (165-chizma) uni xuddi egri 
chiziqli sektoming yuzini topishdagidek n ta qismlarga ajratamiz va
i-doiraviy  sektor ODE ni qaraymiz. Uni qutb o‘qi p atrofida
aylanishi natijasida hosil bo‘lgan jismning hajmini topamiz. Bu 
sektoming yuzi

(/?, = ) = OQ) boTadi. Doiraviy sektoming og‘ir- 

lik markazini C orqali belgilasak u Д -OQ kesmani 
ОС : CQ = 2:1 nisbatda bo‘ladi (chunki uchburchakning og‘irlik 
markazi medianalari kesishgan nuqtada bo‘iib medianalar kesishish
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nuqtasida uchburchakning uchidan hisoblaganda 2:1 nisbatda bo‘linadi).

181-chizma.

AOMQdan , bundan QM -pt sin (9..

(W( ’ va OMQ uchburchakning o‘xshashligidan
CN _ QM
OC~~OQ’

ОС l°Q 2_ -

biinilaii CN ------- QM=~-------QM-—p. sin (9,.
OQ OQ 3 1

Guldcnning ikkinchi teroemasiga ko‘ra bu z-sektoming p qutb 

o‘qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo iganjismning hajmi

• 2nCN = ~^Pi s’n ~ ~^3(<9i) stn

bo'ladi, chunki og'irlik markazi C nuqta p qutb o'qi atrofida 

aylanish jarayonida radiusi CNga teng aylanani chizadi.
Demak, OAB egri chiziqli sektorning qutb o‘qi atrofida aylanishi 

natijasida hosil bo‘lgan aylanish jismning hajmi 

3 i=l
bo‘!adi.
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Bunda maxA^ —> 0 limitga o‘tib egri chiziqli sektomi qutb o‘qi 
atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan aylanish jismining hajmini 
topish uchun

Д 2,
vp ~ — J/?3sin&/# = — (д')sin OdO (43.6)

a a
formulani hosil qilamiz.

1-misol. xy=4, x=l, x=4, y=0 chiziqlar bilan chegaralangan 
figurani Ox va Oy o‘qlari atrofida aylanishidan hosil bodgan jismning 
hajmini toping (182-chizma).

Yechish. (43.1) formulaga binoan:

2-misol.  va x=0 chiziqlar bilan chegaralangan figura Oy
o‘q atorofida aylanishidan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping 
(183-chizma).
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Yechish. Hajmni (43.2) formuladan foydalanib hisoblaymiz, bun­
da x- 0 ekanini nazarda to‘tamiz.

0 0 3I о 3
l‘ v 2 ■ 2л Jx/cZr = -4л jx(x + 4)2dx = -4л j(x + 4- 4)(x + 4)2dx - 

-4 -4 -4
7 5

0 — ® -4-412 0 Гг + 412 0
- -4л [ (х + 4)2<Лс + 16л f(x4-4)2<£r--4л----------- - | + 16л-— ------| =

J _4 7/2 _4 5/2 _4

8л J 32л J 8л „7 32л- „5 1024л 1024л 2048л

7 5 7 5 5 7 35
3-misoI.  Koordinatalar boshini A(a;b)(a>0, b>0) nuqta bilan 

tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi, oy o‘q hamda_y=Z> to‘g‘ri chiziq 
bilan chegaralangan figura oy o‘q atrofida aylanadi. Hosil bo‘lgan 
konusning hajmini hisoblang (184-chizma).

Yechish. 0(0,-0) va A(a;b) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq 

tenglamasi x = —y bofiishi ravshan. (43.3) formuJaga binoan 
b

f 2, Г 6/2 2,7. V3 f 1 2r
Г =Яхф/=?г -y ^ = -—-.7—1 = b,

\ Job b 3 о 3

ya‘ni konusning hajmi asosining yuzi ла2 bilan balandligi b ning 
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ko'paytmasini uchdan biriga teng bolar ekan. Bu formula maktab 
kursidan bizga ayon.

4-misol.  A(0;r) va B(h;R) nuqtalar berilgan, bunda h>0, R>r>0. 
AB kesma, Ox o‘q hamda x=0, x-h vertikal to‘g‘ri chiziqlar bilan 
chegaralangan figura Ox o‘q atrofida aylanishi natijasida hosil 
bo‘Igan jismning hajmini hisoblang.

Yechish. a) AB kesma Ox o‘qqa parallel bo‘Imasin, ya‘ni rfiR. U 
hoida AB kesma Ox o‘q atrofida aylanganda kesik konus hosil bo‘ladi 
(185-chizma).

Ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi

*-*i _ У-У1

У2-У1
dan floydalanib A(0;r) va B(h;R) nuqtalrdan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq 
tenglamasini topamiz:

x - 0 у — r R-r R-r
 =  yoki у - r   x, у = r + ------x. 
h-0--- R-r--------------------------------h----------------------- h

(43.1) formulaga binoan quyidagini hosil qilamiz:

f 2j fz R-r 2 r 2 „ R — r ( R-r\ 2
к)=я'|у dx=K (r +-------- x) dx=wj(r +xr- —-------x + l —— 1 x )dx =

a 0 h 0 k \ h J

1 2 R~r 2 X3 h 2 (R-r)2
.-7г[г x + r----------x +-—--------------]| = я(г h + r-(R-r)h +-----------—h)_

h h 3 0 3

=—(3r2 + 3rR-3r2 + R2 -2rR + r2) = —(R2 + rR + r2).
3 3
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Shunday qilib asoslarining radiuslari r, R va balandligi h bo'lgan 
kesik konusning hajmi

3 = ?L(R2 +rR + r2) (43.7)

formula yordamida topilar ekan.
b) AB kesma Ox o'qqa parallel ya'ni r=R bo'lsin (186-chizma). U 

holda AB kesma Ox o‘q atrofida aylanganda doiraviy silindr hosil 
bo'ladi. Qaralayotgan holda AB tenglamasi y-r ko‘rinishga ega 
bo'ladi. (43.1) formulaga binoan

ь b
$z ~ K$.V2dy =^jr2(& = nr2h 

a 0

no'ladi. Demak asosining radiusi r. balandligi h bo'lgan doiraviy 
silindrning hajmi

.9 „

formula yordamida topilar ekan. Ya'ni to'g'ri doiraviy silindrning 
hajmi asosining yuzi bilan balandligining ko'paytmasiga teng ekan.

5-misol.  у = Jr2 -x2 yarim aylana hamda Ox o'q bilan chega­

ralangan figura Ox o'q atrofida aylanadi. Hosil bo'lgan jismning 
hajmini hisoblang (187-chizma).
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Yechish. (43.1) formulaga binoan:

&x ((K2 -x2)^^^-—) f =^R-~)-^-ie +—)=-^.
Д 3 -r 3 3 3

Agar biz у = R2 -x2 egri chiziq Ox o'q bilan chegaralangan 
soha Ox o‘q atrofida aylanishi natijasida radiusi R ga teng shar hosil 
boMishini hisobga olsak shaming hajmini topish uchun

4 ,.9 = -лЯ3 
3

formulaga ega bo‘lamiz.
6-misol.  y=cosx, y=-l chiziqlar bilan chegaralangan figuraning 

y=-l to‘g‘ri chiziq atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jismning 
hajmini toping (-я<х<лг) (188-chizma).

Yechish. yf=y+l, xf=x almashtirish olsak koordinatalar boshi 
0i(0;-l) nuqtada bo‘lgan ya‘ni 0; xry sistemaga ega bo‘lamiz. 
Berilgan figura yangi sistemada vuqoridan y=/+cosx egri chiziq, 
quyidan 0] x, o‘q bilan chegaralangan figuraga aylanadi.

Shuning uchun (43.1) formulaga binoan quyidagini hosil qilamiz:
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Ь 71 71
dx - л| yLdx-л J (1 + cos x)2 dx -л j (1 + 2 cos x + cos2 xydx =

a -7t -71

7-misoI.  x=a(if-sint), y=a(l-cost) sikloidaning bir arkasi va Ox 
bilan chegaralangan figuraning: a) Ox o‘q; b) Oy o‘q; c) simmetriya 
o'qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping 
(173-chizma).

Yechish. a) (43.1 )formulaga binoan:
2 аят 

&x = л j y1dx.

1 - 2ж 3-sin/ + -+-—sin’r) | -ла3 (2,th—2л) = 5л2а'.
3 о 2

b) Oy o‘q atrofida aylanishdan hosil bo'lgan jismning hajmini 
(43.2) formuldan foydalanib topamiz:

o

/ parametrga o‘tish uchun x-a(i-svcd), y=a(l-cost), dx=a(l-cost)dt 
formulalardan foydalanamiz; x-0 da t=0 ; х=2ла da t—2n.

Demak
2л- 2л-

Vx = я Ja2(j-cos/)2a(l-cos/)d/ = ла3 j(l-cos/)3<i/= .
о о

2я- 2яг
- ла3 j(l-3cos/ + 3cos2t-cos3/)<& = ла3 |(1-3cost + 

о 0

3 , 4 3 3 1
+ — (1 + cos 2t) - (1 - sin'tj) cos f)dt - ли (t - 3 sin t+—t + — •—sin 2t -
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2 ла 2 л
Vy = 2,т J xydx - .2л j a(t - sin r)a(l - cos /)a(l - cos t)dt - .

0 0
2л 2л

- 2яи3 j (f - sin ?)(1 - cos Г)2 dt -2ла$ J (r - sin t)(l - 2 cos t + cos 2 t jdt = .

0 0

= 2жя3 j (t - 2t cos t +t cos 2 t - sin t + sin 2t - sin t • cos J t)dt.

0
2-,4-, 5- va 6- qo'shiluvchilaming integrallarini nolga tengligini 

tekshirib ko‘rish qiyin emas.
Shuning uchun quyidagi integrallarni hisoblash kifoya:

2л 2л , _ 2л
f , 2ч, f 1 + COS 2Г, , f
j (t■ +1 cos 2 f)dt = J (t +1 ■ ■ - ■ ---------)dt - j
0 0 2 0

—t + —fcos 2t \dt =
2 2 )

2
2

+
2л

— f td sin 2t =
4 J

I 2 л j 2 л
—(2л)2+—t-sin2r |-----[sin 2ft# = Зя:2.
4 4 0 4 n

Demak, Vy = bs? ■ Зя2 - бтг3 ■ a3.

b) Sikloidaning simmetriya o‘qi x- na ko‘rinishdagi tenglamaga 
ega. Agar x/=x- na, yy=y almashtirish olsak koordinatalar boshi 
Oi(ita, 0) nuqtaga k.o‘chadi hamda 0 yi simmetriya o‘qi bilan ustma- 
ust tushadi va (43.2) formuladan foydalanish imkoni tughladi.

x=2 na da xy=a n, x~a n da xi~0 boslishi ravshan.
Demak,

b an Ian

a C ax

2n
= 2жг j(r - sin t - л)(1 - cos ff'dt.

X
Qavslami ochib va tegishli integrallarni hisoblab, uzil-kesil 

topamiz:
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V., = 2лп3Г- ^2—(9л-2-16).

И з) 6
8-misol.  р=а(1+cos0) kardioida hamda qutb o‘qi bilan 

chegaralangan figuraning qutb o‘qi atrofida aylanishi natijasida hosil 
bo‘lgan jismning hajmini hisoblang (166-chizma).

Yechish. Kardiolida qutb o‘qiga nisbatan simmetrik va Q qutb 
burchagi 0 dan n gacha o‘zgarganda kardioidaning qutb o'qining 
yuqorisida joylashgan yarmi chiziladi.

+ 3 sin 0 cos 0 + 3 cos' 0 sin 0 + cos3 0 sin 0)dO -

2 ъ n 3 тд i cos3 6»
ли (cost?—cos2<9-3-----------

3 4 3
|яаэ(2 + 2) 8яй3

Shuning uchun (43.6) formulaga ko‘ra quyidagini hosil qilamiz.

9- misoL x2+y2<a2 doiraning x-b>a to'gri chiziq atrofida 
aylanishi natijasida hosil bo‘igan tor deb ataluvchi jismning hajmi 
topilsin.

Yechish. Doiraning markazi uning og‘irlik markazihamdir. 
Doiraning markazi koordinatalar boshida bo‘lganligi sababli u x-b 
to‘g‘ri chiziq atrofida aylanganda uzunligi 2лй ga teng aylana 
chizadi. Doiraning yuzi л a2 ekanligi ma'lum. Shuning uchun 
Guldenning ikkinchi teoremasiga binoan

V = ла2 ■ 2лЬ - 2л2a2 b 
formulaga ega bo‘lamiz.

2 P10- misol. у =2px parabola va x = y to‘g‘ri chiziq bilan chega­

ralangan parabolik segmentning y=p to‘g‘ri chiziq atrofida aylani-
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shidan hosil bo‘lgan jismning hajmini hisoblang.

Yechish. Parabolik segment Ox o‘qqa nisbatan simmetrik 
bo‘lganligi uchun og‘irlik markazi C abssissalar o‘qida joylashgan. C 
nuqta y=p to‘g‘ri chiziq atrofida aylanganda uzunligi 2np ga teng 
aylana chizadi.

Parabolik segmentning yuzi
p

ga teng. Shuning uchun Guldenning ikkinchi teoremasiga ko‘ra

2 , 4,
V=^P

fonnulaga ega bo'lamiz.

43.2. Aylanish jismining sirti

Faraz qilaylik y=f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz va
uzluksiz/ r(x) hosilaga ega bo‘lsin.
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y=f(x) egri chiziqning x=a, x=e vertikal to‘g‘ri chiziqlar orasidagi 
AB yoyining Ox o‘q atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan 
jismning yon sirtini topish talab etilsin. [a;b] kesmani

a=XQ< xi< X2<...< xn.i< xn=b

bo‘linish nuqtalari yordamida n ta ixtiyoriy bodaklarga bolamiz. AB 
egri chiziqda abssissalari xo,xi,X2, ...,xn-i,xn nuqtalardan iborat

A,Mt,Mi,Mi-i ,Mi,...,Mn.!,B nuqtalarni olib AMit M1M2,..., 
M,.;Mt, ...,Mn-iB vatarlami o‘tkazamiz va ulaming uzunliklarini mos 
ravishda ASi,AS2,...,ASh ...,ASn lar orqali belgilaymiz. U holda AB 
yoyga ichki chizilgan AM1M2...M1.1 Mi...Mn.]B siniq chiziq hosil 

bo‘ladi. Harqaysi uzunligi AS, (z = 1,k) bo‘igan Mt vatar Ox o‘q 
atrofida aylanishi natijasida kesik konus (yoki silindr) hosil bo‘ladi. 
Bu kesik konusning asoslarining radiuslari y,.;= f(xi-i), y,= /(x,) 
boTishi ravshan. Kesik konusning yon sirti asos aylanalari 
uzunliklari yig‘indisining yarmi bilan yasovchisi ko‘paytmasiga teng 
edi. Shunga ko‘ra z-kesik konusning yon sirti

Д/> =2я-
2
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bo‘ladi. Yoy uzunligini topishda

AS1,. = f\Zi)]2Ax,, хг_, < a,. < x,

ekaniigiga iqror bo‘Igan edik. Buni e’tiborga olsak
- 4/(x,.,)+/(x, )i7?+ [7(2, )J2 

bo‘ladi.
AB yoyga ichki chizilgan siniq chiziqning Ox o‘q atrofida ayla- 

nishi natijasida hosil bo‘Igan jismning yon sirti
Pn= '̂) + /(x, )]71+~[/'(2,. )]2 Axf

i=i
yig'indiga teng bo‘ladi. Siniq chiziqning eng katta bo‘g‘ini (zve- 
nosi)ning uzunligi AS , nolga intilgandagi bu yig'indining limiti 
qaralavotgan aylanishjismining sirti deyiladi.

P= lim Pn= lim Pn = i max/LS^ maxJx maxzh;^.Y‘-^ i=i
lim £2#z^l+^J72Jx^maxztx,j; *14 o

Shunday qilib aylanish jismining yon sirti
b r_____ b ______

Px = 2я_[уф +y’2dx = 2л-J/(x)7T+ f2 (x)dx. (43.7) 
a a

formula yordamida topilar ekan.
Eslatma. Aylanish jismining to‘la sirtini topish talab etilganda 

uning yon sirtiga asoslarining radiuslari f(a) va f(b) bo‘lgan doira- 
laming yuzlari qo‘shiladi.

Agar x = 9>(y) egri chiziqning y=c, y=d (c<d) gorizontal to‘g‘ri 
chiziqlar orasidagi yoyining Oy o‘q atrofida aylanishi natijasida hosil 
bo‘igan jismning yon sirtini topish talab etilsa (179-chizma) u 

d____ d ______
Py = 2я^хф + х’2с1у = 2л^<р(у)ф + <р,2(у)с1у (43.7')

formula yordamida topiladi, bunda x = <p(y) egri chiziq silliq, va’ni 
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</><.»’) funksiya |c, d\ kesmada uzluksiz va uzluksiz (p\y) hosilaga 

ega deb laraz qilinadi.
Agar egri chiziq x (p(t), y=yf(t) a<f<fl parametrik tenglamalari 

yordamida berilgan bo'lib (p(t), y(t) funksiyalar [a, ft] kesmada 
uzluksiz va uzluksiz hosilalarga ega bo'lsa hamda <p(a)=a, \p(P)-b
bo'lsa, ti holda (41.7) formulada x^(p(t), almashtirish olib aylanish 
lismining yon sirlini topish uchun

P _____________
l\ - 2/r [^(t)yj(p'2(t) + tp'2(f)dt (43.8)

ionuulnni hosil qilamiz.
I'.gri chiziq qutb koordinatalar sistemasida pyf(O), a<6<ft teng- 

l.imn bilan berilgan bo'lib egri chiziqli sektomi p qutb o'qi atrofida 
n\ huir.In iinli|nsidii hosil bo'lgan jismning sirti yuzini topish talab 
elilsin Agiir/(th funksiya /a, /// kesmada uzluksiz va uzluksiz f'(6) 
hosilngii ega bo'lsa egri chiziqni x-f(O)cos0, y=f(9)sm0 parametrik 
tenglamalari yordamida berilgan deb qarash mumkin. Shuning uchun 
Im holda aylanish jismining yon sirti

P______________
/’„ - 2zrJ f(0)Sm0jf2(0) + fr2(0)d0. (43.9)

loi inula yordamida topiladi.
11 -niisol. у -- Jr2-x2 yarim aylanani Ox o'q atrofida aylanishi 

iiniijiisida hosil bo'lgan sferaning sirtini hisobiang.
Yechish.

= 2л Rx I = 4nR2.
*JR2-x2 -r

12-inisoi.  x a(t-smt), y=a(l-cost), 0<f<2ic sikloida bitta arkasini 
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Ox o‘q atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘igan jismning sirtini 
hisoblang.

Yechish. д/х'2 + y'2 = 2asin~ edi (42-mavzu 5-misolga qarang).

Shuning uchun (43.8) fbrmulaga binoan quyidagiga ega bo‘lamiz.
2n

a(l

0

tcos Z)2a sin—cfr . 8яа2 f

2 I
. 2 1 , sm — sin—ar

2 2

ХЛ’
= 8ж?2 [ (1-cos2 ^-)(-2)t/(cos— )dt = -16 ла2 

0 " 2

3 t. cos — 
t 2 cos------------- —
2 3

2л-

0
j

=-16яа2(-2 + —) = —жг2.
3 3

13-misol.  p = a(l + cos#) kardiodaning qutb o‘qi atrofida ayla- 
nishidan hosil bofigan jismning sirtning yuzini toping (166-chizma).

Yechish. (43.9) formulaga binoan:

Pp - 2лj psinb-fp^ + рл<10 -

= 2.т| «(1 + cos#)sin#^[a(l + cos#)]2 + (asin#)2d# =

0

= 2ла2 j (1 + cos#)sin# ■ 2 •

0

2 # „ . # 2 # 
cos — -2 sin—cos —d0 = 

2 2 2

= 16ш2|сО84
0

# • 1 Г 2 Г 4 / 14 J'
— • sin—db =16жг cos —(-2)«(cos—).2 2 Jo 2 2

5#
cos -

= -32лп2--------2-1
5 6

32яо2... 

14-misol.  y= — egri chiziq y=l,5 to‘g‘ri chiziq bilan kesilgan 
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qismini Oy o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzini hisob­
lang.

Yechish. Egri chiziq (parabola)ning birinchi chorakdagi qismi 
uchun

л - J2v, x - —^==, -71+ x'2 = 1 + -— .
Jly ] 2y

(•I 4 7') lonnulaga asosan

И mhnl. у < ' chiziqni r ning manfiy bo‘lmagan qiyrratlariga 
1110,4 kcluvcbi cheksiz yoyini abssissalar o‘qi atrofida aylanishidan 
hosil ho’lgan sirt yuzini hisoblang (19i-chizma).

Yechish. у - e x ga egamiz. Shuning uchun

У = -e-Jl+y2 = Tl+T57
ho’lil) (4 V7) Ibrinulaga binoan

/*, 2л- j<- 4\^e~2xdx = -2л +e~2x d(e~x)

0 0

40S11111S uitcgralga ega bo‘ldik.
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e x = t desak х=6' da t=l, x —> +oo da t-0 bo‘lib
0_______ 1 _______

Px = -2л-J 71 +12 dt = 2л J 71 +t2 dt
1 0

bo‘ladi.

- j =ln(l+72)+V2 -pl +t2dt-

0 0
Bu yerda bo‘laklab integrallash forfulasidan foydalanildi.
So‘nggi integralni tenglikning chap tomoniga o‘tkazsak

i ___
2 j 71 +12 dt = ln(l + 72) +

0

va bundan

^\+t2dt = --[ln(l + 72) + 72]

kelib chiqadi.
Shunday qilib Px = я[1 n(l + 77) + 77] bo‘lar ekan.

16-misol. (x-a)2 + y2 = r2, 0<r<a aylanani Oy o‘q atrofida 

aylanishidan hosil bo‘lgan (bunaqa sirt tor deyiladi) sirt yuzini 
hisoblang (192-chizma).

Yechish. Aylananing og‘irlik markazi uning markazida bo‘ladi. 
Shuning uchun (a.O) og‘irlik markazi Oy o‘q atrofida aylanganda 
uzunligi 2л a ga teng aylana chizadi. r radiusli aylananing uzunligi 
2л r bo‘ladi.

230



Shutting uchun (iuidcnning birinchi teoremasiga binoan torning 
■•iiti /' ?rrr A.ftu ■ 4/r' ra bo'ladi.

<)•/-(>•/.ini tekshirish uchun savollar

I г i' О.л a.x b chiziqlar bilan chegaralangan figuraning Ox va 
t)v o'qltii iilrofida aylanishi natijasida hosil bo'lgan jismlarning hajmi 
qatidny topiladi?

x </>('>), x 0. y=c, у-d (c<d) chiziqlar bilan chegaralangan 
lip.iii lining Oy o'q atrofida aylanishi natijasida hosil bo'lgan jismning hajmi 
qiiiidiiy topiladi?

1 Г //('Z v J'rfx) (f,(x) <f2(x)) x=a, x=b (a<b) chiziqlar bilan 
i liegiiniliuigiin ligurani Ox hamda Oy o'qlari atrofida aylanishi natijasida 
hosil bo'lgan jismlarning hajrnlari qanday topiladi?

■I Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziqli sektomi qutb 
u'qi iilrofida nylanishidan hosil bo'lganjismning hajmi qanday topiladi?

s г fix) egri chiziqni AB yoyini Ox o'q atrofida aylanishi natijasida 
lio.sil bo'lgan jisinni yon sirti qanday topiladi?

0. ligri chiziq parametrik tenglamalari yordamida berilganda aylanish 
lisminiiig yon sirti qanday topiladi?

7 Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziqli sektomi qutb 
o'qi atrofida nylanishidan hosil bo'lgan jismning yon sirti qanday topiladi?

H Shut sirtini topish formulasini keltirib chiqaring.
9. Koiiusning hajmini topish formulasini keltirib chiqaring.
IО К oinisning yon sirtini topish formulasini keltirib chiqaring.
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11. Kesik konusning hajmi va yon sirtini topish formulalarini keltirib 
chiqaring.

12. Silindming hajmi va yon sirtini topish formulalarini keltirib 
chiqaring.

’ 3. Guldenning teoremalarini ayting.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. y—x2+3, x=0, x=4, y=0 chiziqlar bilan chegaralangan figu­
raning Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jismning hajmini 
toping. Javob: 368,8 it.

2. y=2x- x2 va Ox o‘q bilan chegaralangan figuraning Ox o‘q atro­

fida aylanishidan hosil bo‘Igan jismning hajmini toping. Javob; || n.

3. xy=9, y=3, y=9, x=0 chiziqlar bilan chegaralangan figuraning 
Oy o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping. 
Javob: 18 it.

4. y=l()-x2 va y=x2+2 parabolalar hamda Oy o‘q bilan chega­
ralangan figuraning Oy o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan 
jismning hajmi topilsin. Javob: 16 it

5. y=4-x parabola hamda 2x+y-4=0 to‘g‘ri chiziq bilan che­
garalangan figuraning Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘Igan

..... . , . 32тг
jismning hajmirn toping. Javob:------ .

6. x=acos? t, y=asin3t astroidaning Oy o‘q atrofida aylanishidan

32 Jid
hosil bo‘lgan jismning hajmini toping (162-chizma) Javob: -----------.

105
7. p —acos20 egri chiziq hamda qutb o‘qi bilan chegaralangan 

figurani qutb o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘igan jismning 

hajmini topilsin. Javob: ~ira3.

8. x2=4+y egri chiziq vay=-2 to‘g‘ri chiziq bilan chegaralangan 
figurani Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jismning sirtini
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hisoblang. Javob:
34-717-2
------ ------ — л.

9. p ^2asinfl aylanani qutb o‘qi atrofida aylanishidan hosil 
bo‘lgan jismning sirtini toping. Javob: life?

10. x ucos’/, y- «sin3/ astroidaning abssissalar o‘qi atrofida ayla­

nishidan hosil bo'lgan jismning sirtini toping. Javob: .
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44. ANIQ INTEGRALNING MEXANIKAGA TATBIQLARI

44.1.Statik moment

m massali moddiy nuqtaning { o‘qqa nisbatan statik momenti deb 
Me—md kattalikka aytiladi, bu yerda d nuqtadan I o‘qqacha bo‘lgan 
masofa.

Agar oxy tekislikda massalari mj, m2,..., mt, ...m„ bo‘lgan moddiy 
nuqtalaming

Pi(xi, У1), P2(X2, У2),-, Pi(xt, yi),... ,Pn(x„, y„) (44.1)

sistemasi beriigan bo‘lsa , u holda x, va y, ko‘paytma!ar тг 
massaning oy va ox o‘qlarga nisbatan statik momentlari deyiladi. 
Beriigan (44.1) moddiy nuqtalar sistemasining og‘irlik markazi 
koordinatalari

У
x _ ximi+x2m2 + ... + xnmn _____

m1+m2+... + mn
(44.2)

2>,
Z=1

n

У w-
_ У\™\ +У2ТП2 +-+Уптп _ M

Ус n

i=.l
formulalar yordamida topilishi mexanika kursidan mat! urn.

ту +ГП2 + ... + mn
(44.3)

У yimi My^ x^ (44.4)
i=l ■=!

yig‘indilar beriigan sistemaning mos ravishda oy va ox o‘qiarga 
nisbatan statik momenti deyiladi,

Agar moddiy nuqtalar sistemasi ox yoki oy o‘qqa nisbatan 
simmetrik bo‘Isa, u holda uning mos statik momentlari nolga teng 
bo‘ladi.

44.2. Inersiya momenti
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m massali moddiy nuqtaning / o‘qqa nisbatan inersiya momenti 
deb Ii=md2 songa aytiladi, bu yerda d- nuqtadan o‘qqacha masofa.

(44.1) moddiy nuqtalar sistemasining ox va oy o‘qqa nisbatan 
inersiya momentlari

iy=tx^. <44-5) 

1=1 /=1

tomulalar yordamida topiladi.
(44.2) , (44.3),(44.4) va (44.5) formulalardan geometrik figura va 

jismlaming og‘irlik markazini, statik va inersiya momendarini 
lopishda foydalanamiz.

44.3. Tekislikdagi chiziqning og‘irlik markazi va 
statik hamda inersiya momentlari

Agar Oxy tekislikning C(.rr;y( ) nuqtasiga massasi AB egri 
chiziqning massasiga teng moddiy nuqta joyiashtirilganda bu 
nuqtaning istalgan koordinata o‘qiga nisbatan statik momenti egri 
chiziqning shu o'qqa nisbatan statik momentiga son qiymat jihatdan 
long bo‘lsa, u holda C(xc;yc) nuqta AB egri chiziqning og‘irlik 
markazi deb ataladi.

1 Izluksiz Л5 egri chiziq a<x<b tenglama bilan berilgan
bo'lsin.

Berilgan chiziq uzunlik birligining massasi chiziqli zichlik 
deyiladi. Egri chiziqning hamma joyida chiziqli zichlik bir xil va у 
ga teng (egri chiziq bir jinsli) deb faraz qilamiz.

AB egri chiziqni uzunliklari Asj,As2,... As», bo‘lgan ixtiyoriy n ta 
bo'lakka bo‘lamiz. Bu bofiaklaming massalari ulaming uzunliklari 
bilan chiziqli zichlik ko‘paytmasiga teng, ya‘ni As, (i=\,n) ning 
massasi Am, = у • As, bo‘ladi. AB yoyining har bir Asi bo‘lagida 
abssissasi z, bofigan Pt (zt,f(zi)) nuqta olamiz. AB yoyning har bir 
As'i bofiagini massasi yds, bo‘lgan Pt (zitf(z^) moddiy nuqta deb 
qarab (44.2) va (44.3) fonnulalarda xz o’miga z(- ,yz o‘rniga /(z,) .mt 
o‘rniga A m.t=yAsi qiymatlami qo‘ysak, AB yoyining og‘irlik
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markazini aniqlash uchun quyidagi taqribiy formulalami hosil 
qilamiz:

Е*,ж-— Ы
n
E^;=!

y=f(x) [a,b] kesmada uzluksiz va uzluksiz f (x) hosilaga ega 
bo‘lsin. U hoida Ау; =^1 + [/(z;)]2Дх; ekanligi ko‘rsatilgan edi. 

Shuning uchun

E zi 71+f/'(zI)i2 

xc ---------------------------

ijwwj’A*,
i=l

2=1_____________
Jt/Th/W’ax, 
i=l

’Ус

ga ega bo‘lamiz.
Bu formulalarda maxJxi—>o 

og‘irlik markazi koordinatalarini 
formulalami hosil qilamiz:

limitga o‘tib. AB yoyningda
topish uchun quyidagi aniq

h---------
fyy/l + y'2dx 

]^ + yr2dx

a

(44.3')

|х->/Г+ y'2dx 

xc=^-------- --------(44.2'),
$yl + y'2dx

a
Bu formulalardan AB yoyni statik momentini hisoblash uchun

b ____ b ___ __
Mx ~ J y-i/l + y'2dx, My = jx-Jl + y'2 dx

a a
(44.4')

formulalarga ega bo‘lamiz.
AB yoyning inersiya momentlarini hisoblash uchun quyidagi
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formulalarni ham xuddi shu usulda hosil qilish mumkin:
b ____ _ b

Ix~]y2Jl + y’2dx, Iy=]x2^+y'2dx. (44.5 Э

(44.2') va (44.3') formulalaming maxrajidagi ifoda AB yoyning 
massasi M ni ifodalashini ta‘kidlab o‘tamiz.

AB egri chiziq x-<p(t), y=ys(t), a<t<fl tenglamalar yordamida 
beriigan bo‘lib <p(t), ip(t) funksiyalar kesmada uzluksiz va
uzluksiz hosilalarga ega hamda (p(a)=a, ф(0)=Ь bo‘lsa, u holda 
yuqorida chiqarilgan formulalarda x= rp(t) almashtirish olib 
quyidagilami hosil qilamiz:

p(0Tk4012+[^'012^

^'(Ol2 + \w't)}2dt
a

(44.2"),

jH'h&'(012 + [^'«12^
(44.3")

j V^'(0]2 +[^’Ю12dt
a

Mx = J^(/)y/[®'(0]2 +[^(t)]2dt, My = +[y/(t)fdt (44.4")

a a

4 = +IW)]2<& I у = f <P2(t^'(t)f + dt (44.5* )

a a
AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida p=f(Q), a< в <fi 

tenglama bilan beriigan bo‘lib/(i9) funksiya [a,/]] kesmada uzluksiz 
va uzluksiz f(Q) hosilaga ega bo‘lsin. U holda AB yoy og’irlik 
markazining abssissasi va ordinatasi
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(44.2m),

0

('44.3"')

j pcos0ypz + p zd0

*с=^Г----------------------
\jp2+p'2d9

a

[ psiad^p2 +p'2dB

^^7=-
Up2 +p,2de

a 
formulalar yordamida topiladi.

AB yoyrii qutb o‘qiga nisbatan statik momenti 
/?

JHp = Mx = f P sin0\ p2 

a 
formula yordamida shu yoyning qutb o‘qiga nisbatan inersiya 
momenti

+ P'2dO (44.4й)

В -------------
Ip =IX = jp2 sin2 0^ p2 + p'2dO

a
formula yordamida topiladi.

(44.5")

Endi (44.3') formuladan foydalanib Guldenning 1-teoremasini 
isbotlaymiz. Bu formulani

b ____ b v____
2лус • J^1 + y'2dx = 2л-Jy^l + y'2 dx yoki 2nyc • S = Px

a a
ko‘rinishda yozamiz, bunda S-AB egri chiziq yoyining uzunligi, Px- 
AB yoyni Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo’igan sirt yuzi. Oxirgi 
tenglikdagi 2лус AB yoyni cg‘irlik markazini Ox o‘q atrofida ayla- 

nishi natijasida chizgan aylananing uzunligi ekanini hisobga olsak 
2лус S - Px tenglik Gulden teoremasini to‘g‘riligini tasdiqlaydi.
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1-misol.  ox o’qning yuqorisida joylashgan x2+y2-a2 yarim ayla- 
na og’irlik markazinining koordinatalari topilsin.

Yechish.

/2 2 , y = ya - x , у

(44.3) I’onnulaga binoan

a
OX I 7

_fl _ 2a a _ 2a
. x 2«arcsinl я л 

a arcsin — ~

Qaralayotgan yarim aylana oy o‘qqa nisbatan simmetrik boilgan- 
ligi uchun xc=0 bo’ladi

2a
Demak, C(o; —) nuqta berilgan yarim aylananing og‘irlik 

n
markazidir.

2-misol.  x;acos7, j~asin3r astroidaning birinchi kvadrant 
(chorak) da votgan yoyining ox va oy o‘qlarga nisbatan statik 
momentlarini va og’irlik markazini toping (162-chizma).

Yechish. x' =-3acos2zsin/, y’ =3asm2tcosr,

У x’x + у 2 = V 9a2 cos41 sin21 + 9a2 sin41 cos21 =

/ 2 ° 2 2 2-y]9a cos^/sin hcos /4-sin t) = 3a cos /sin/.

X
— X

= За2 f sin4 /d(sinZ) = За2 —
SA

(44.4"') formulaga asosan:
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яг я
2 2

Мх = j «sir? t • 3«cosf sintafr -За2 (sin4 tcostdt =
о о

£ 5. я
2 2 2

Му = Jacos3/ За cost sin/tZ/ = -За2 jcos4/rfcost =------- cos5t|
О 0 5 О

Massani topamiz:
л
2 

М = ^х'
о

Я я
_____ 2 2
'2 + у '2 dt -За^ cos t sin tdt = За J sin td (sin t)-3a

0

За
5

За

о

Demak,
За 2
— = —а = 0,4а.
2 5

=^=за\
Хс~ М ~ 5

М
у, =—- = 0,4а.

‘ М

Shunday qilib Мх=Му=0,6а2, С (0,4а; 0,4а).

3-misol.  p=2asm0 ayianariing qutb o‘qiga nisbatan statik mo­
mentini toping (193-chizma).

Yechish. Qutb burchagi в 0 dan it gacha o‘zgarganda ayiana 
chiziladi. Shuning uchun (44.4"') formulaga binoan quyidagiga ega 
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bo'lamiz.

MP=MX
^2asin0sin0-/(2asm0)2 + (2acos0)2d0 -

О

= 4a2 [sin2 0d0 = 4a2 t]~™—d0 = 2a2(0--sin20)T = 2a2^. 
J J 2 2 о
о о

n

44.4. Yas si (tekis) figura og‘irlik markazi va statik hamda 
inersiya momentlari

Berilgan figura uzluksizy=fi(x), y=f2(x), (fi(x)<f2(x)) egri chiziq­
lar hamda x=a, x=b (x<b) to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan 
bo‘lsin. Lining sirt zichligi, ya‘ni yuz birligiga mos massa hamma 
joyda bir xil va 8 ga teng deb faraz qilamiz (8 =consl). Bunaqa 
figura odatda bir jinsli deb yuritiladi. Shu figuraning og‘irlik mar- 
kazini topamiz. (194-chizma).

Berilganfiguranix=a=xo, x=xi, x=x2,... x=x„=b to‘g‘ri chiziqlar 
bilan kengligi Axi, Ax2,... ,d xn bo ‘ Igan n ta bo ‘ laklarga aj ratamiz.

Har bir bo‘lakning massasi uning yuzi bilan 8 chiziqli zichlikning 
ko‘paytmasiga teng bo‘ladi.

Agar z-bo‘lakni asosi Axt va balandligi bo‘Igan
to‘g‘ri to‘rtburchak bilan almashtirsak, z-bo‘lakning massasi

A mt =8[f2(zi)-fi(zi)] Ax,

X + X
ga teng bo‘iadi. bunda z,. = —- (ya‘ni z; /xw ,x</ kesmaning

o‘rtasi). Bu bo‘lakning og‘irlik markazi taxminan tegishli to‘g‘ri 
to‘rtburchakning markazi(diogonallarining kesishish nuqtasi) da, 
ya‘ni koordinatalari

(xz)c = zb
z /2(^) + Z(zz)
\Уг)c 2

bo‘lgan nuqtada bo‘ladi.
iindi har bir bo‘lakni massasi tegishli to‘g‘ri to‘rtburchakning
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massasiga teng bo‘igan va shu to‘g‘ri to‘rtburchak og‘irlik markaziga 
to‘plangan moddiy nuqta bilan almashtiramiz.

U holda butun figura og‘irlik markazi koordinatalarini topish 
uchun moddiy nuqtalar sistemasi og‘irlik markazi koordinatalarini 
topish formulalari (44.2) va (44.3) dan foydalanish mumkin. Bu 

formulalarga x, o‘miga zit y, o‘miga -^[f2(zi)+fi(zf/, o‘miga 

J mi =d[f2(zj)- fi(zi)] Axi ni quyib quyidagiga ega bo‘lamiz.

tz^[/2(zi)-/l(z/)]^/
1=1

1=1

IЁ [/2(zi) + /1 (zi )M/2(zi) - fl(zi )]A*j

£«Wzi)-/l(zi)]A*l
1=1

Bunda max Ax; —> о da limitga o‘tib, berilgan figura ogfirlik 

markazining koordinatalarini topamiz:

j4/2(x)-/iWkfc
xc=^---------------------- , Ус =

IJ [/2 (*)+fi 0)1 [fa (x)-fi (x)№
s.____ ____________ ____ ____ __ (44.6)

fL/2(x)“/l(x)Mr
a a
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Bu formulalaming maxrajida beriigan figuraning massasi turishini 
liiunda chiziqli zichlik 6 o‘zgarmas bolganligi tufayli hisoblash 
liuayonida qisqarib ketganligini qayd etamiz. Beriigan figura bir 
jin-di ho'lmasa, ya‘ni chiziqli zichlik d o‘zgaruvchi bo‘lganda 
hgunining ogirlik markazi koordinatalari chiziqli zichlikka bogliq 
ho'ludi

Shunday qilib (44.6) formulalardan chiziqli zichlik 6=1 deb 
liiniz. qilib

w r = - f ЕЛ (*) + /i W1 [Л (*) - Л (*)№ > (44-7)
2;

va
A

Af „ = J x[/2 (x) - / (x)JaZt (44.8)
a

beriigan bir jinsli figuraning ox va oy o‘qlarga nisbatan statik 
momenllarini topish formulalarini hamda

M = J[/2(x)-/1(x)]t& (44.9)
a

-iliu lipumiiing masasini topish formulasini hosil qilamiz.
Agni beriigan bir jinsli figura (zichlik 3=1) y=f(x)>o, y—0,x=a, 

> l> 1.1 b) ehiziqlar bilan chegaralangan bo'lsa, u holda yuqorida 
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keltirilgan formulalar quyidagi kofiinishni oladi:

, b j b b b
Mx^^\y2dx=-^\f2(x)dx (44-7'b My = \xydx=^xf(x)dx (44.8'), 

a a a a
b b

M = J ydx = | f (x)dx. (44.9')

a a
Shu figuraning koordinata o‘qlariga nisbatan inersiya momentlari

. b b b b
lx=-\y3dx=-\f3(x)dx (44.10), ly=\x2ydx=\x2f{x')dx (44.11), 

a a a a
formulalar yordamida topilishini ta‘kidlab o‘tamiz.

(44.6) formuladan foydalanib Guldenning 2-leoremasini isbotlash 
qiyin emas.

Haqiqatdan (44.6) formulaning ikkinchi tengligini
h b

2лус ■ f(A (*) - A (*№ = [A2 (*) ~
a a

ko‘rinishda yozamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi integral tekis 
figuraning yuzini, о‘ng tomonidagi integral shu figurani Ox o‘q 
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jismning hajmi Vx ni ifodalashini 
hisobga olsak

2лус =

tenglikka ega bo‘lamiz, bunda 2лус tekis figura og‘irlik markazi 

C(xc;yc) nuqtaning Ox o‘q atrofida aylanishi natijasida chizgan 
aylananing uzunligi. Oxirgi tenglik Gulden teoremasining to‘g‘rili- 
gini tasdiqlaydi.

Endi ikkira 6 = a, 9 - p (a < P) nurlar va qutb koordina­
talar sistemasida p = p(9) tenglamaga ega uzluksiz egri chiziq 
bilan chegaralangan bir jinsli sektoming og‘irlik markazining 
abssissasi va ordinatasi (195-chizma)
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Р
| р' cos Gd6 

la__________
3 P]p2dO

p
f p3 sin Odd

= la__________
3 P

\p2d0

(44.12)

a
luriiiulahu orqali topilishini isbotlaymiz

I p,11 clii/.iqli OMN sektomi qaraylik. Kichik d0 lar uchun bu 
M'kloniiiig yuzi

$omn ~ у P PP

bo‘Imli. I Ichburchakning og‘iriik markazi uning medianalari 
kr.’.ishgun nuqtada joylashganligi elementar geometriyadan ma'lum. 
I p.u chiziqli OMN sektomi og‘irlik markazi C nuqtada va massasi 
Л/м ' pld() uning og‘irlik markazida joylashgan uchburchak deb 

linn/ qilib, uning ftr o‘qqa nisbatan statik momentini hisoblaymiz. A 
(И dim

-^ = sin6», CQ = OCs\n0.
ОС

I К liburchak medianasining xossasiga ko‘ra mediana kesishish 
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nuqtasida uning uchidan hisoblanganda 2:1 nisbatda boTinadi. 
2 2

Shungako‘raOC=-p va CQ = — psin# bo‘ladi.

Demak, OAfiV sektoming Ox o‘qqa nisbatan statik momenti

dMx -CQ dm = ~psin0—p2d0 = —pism0d0

bo‘ladi. Bu tenglikni a dan /3 gacha integrallab OAB sektoming Ox 
o‘qqa (qutb o‘qiga) nisbatan statik momentini hosil qilamiz:

Mx = -jp3sin6ti0. (44.13)

Xuddi shunday 

(44.14)

ekanini topamiz.
Ma‘lumki, OAB sektoming yuzi 

S=Ap’M

formula yordamida topiladi. Figuraning yuzi uning massasiga teng 
ekanligini nazarda to‘tib (geometrik figuralarning chiziqli zichligi 
birga teng deb olinadi)

~s~’ Ус ~ У " У
tengliklarga M ,MX va S' o‘miga ulaming topilgan qiymatlarini 

qo‘ysak isbotlanishi lozim bofigan (44.12)fomiulalar hosil bofiadi.
4-misoi. y=sinx sinusoida yoyi va Ox o‘q bilan chegaralangan 

figura (о<х<л) og‘irlikmarkazini toping.

Yechish. Berilgan figura x~— to‘g‘ri chiziqqa nisbatan sim- 
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metiik bo‘lganligi sababli x, = — bo‘ladi. (44.7') formulaga binoan:

l-cos2x , 1 ’r ,
------ ------- dx = — I (1 - cos 2x)dx =

2 40

(x-----sin2x) I = — • яг = —.
4 2 0 4 4

(14 '/) lormulaga binoan figuraning massasi

bo'ladi Demak,

M = j sin xdx - — cos x j = 2 
о 0

_ M x _7t _Л
Ус

va figuraning og‘irlik markazi C(—;—) ekan.

5-misoI.
x = a cos31, 

у = a sin31.
o<t <1л astroidaning birinchi kvad

unit (cliorak) dagi qismi va koordinata o'qlari bilan chegaralangan 
Iiguruning og'irlik markazi topilsin (162-chizma).

Yechish. Simmetriyaga ko‘ra xc=yc. Statik moment My ni (44.8') 
lorinuladan foydalanib topamiz.

a 0
My = j xydx - j a cos J to ■ sin 3 t{a cos 3 /)'dt =

о Я
2

n
3 0 „ 2

3 a j cos3 z • sin 3 / cos 2 t sin tdt = За3 J cos 5 t ■ sin 4 tdt =

я 0
2
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n_ 7C

2 2
= За3 J cos41 sin4 /cos/Jr = За3 j(l - sin2/)2 • sin4 id sin / =

о 0

Figura massasi (44.9') ga ko‘ra

8a3
105'

а 0 2 C 2

Л/=5=j asin3 /(acos3 t)'dt=-aJ sin3 '3cos7 tsvatdt- 3c?1 sin4 /cos7 tat-

° ? о
2 2

я «■— —7Г
1"(1 — cos4/)rf/—— [sin2 2/ • - J(s i 112/) =^- (/ -—sin4/) | -

16 f 8 ' 2 16 4 i 16
sin3 2/ ? Зс? л

JF

ga teng ekanligi kelib chiqadi.

U holda
. _ _ _ 8fl3 -32 
c ~Ус ~ M~ 105-Зш2

256u
315я

Demak, figuraning og‘irlik markazi C -
(256a 256«^

^715^’315  ̂J ekan.

6-misol.p=a(7+cos6p kardioida bilan chearalangan figura og'irlik 
markazining dekart koordinatalarini toping (166-chizma).

Yechish. Figuraning Ox o‘qqa simmetrikJigidan yc=0 ekanligi 
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kelib chiqadi.
(44.12)fonnulalarning birinchisiga ko‘ra:

aJ J (1 + cos 0)3 cos 9d6 

a1 J(l + cos0)200
О

Sunililugi integral™ hisoblaymiz:

pl i i os0)'cosrt/0 = j(l+ 3cos0+3cos2 0+cos3 0)cos05?0 =
0

2 л-/

J (cos (/ + 3 cos2 0 + 3 cos3 0 + cos4 0)00 =
r

jcosШ0 + 31— 40+3 jcos2 0cos600 + Д 1 + cos^fc' i 4# = sin£ 
<: 0 о о к 2 )

i - (0 + - sin 20) T+ 3 J (1 - sin2 Oyi sin 0 + - J (1 + 2 cos 20 + cos2 20)40 = 
2 2 0 о

citn ? 1 1 1 IT
З.т + 3(sin 0 - -I—-) i +1(0 + 2 ■ - sin 20) ! + - I cos2 23d9 =3л + - +

3 о 4 2 о 4 J 2

1 2f , ..... ,л 7л 1 л 1 . ,.142,jr 7л л 15л
I (1-t-cos40)a0 =-----t-—(0 + —sin40) i = — 4— =------ .К J 2 8 4 с 2 4 4

xc ning maxrajidagi integral kardioida bilan chegaralangan 
liguraning yuzini ikkilangani bo‘lgani uchun u 3a2n ga teng (41- 
inavzudagi 8-misolga qarang).

Demak,
з 15л

Shunday qilib beriigan figuraning og‘irlik markazi C(-—,0) bo‘-
6

lar ekan.
7-misoI. p2=a‘cos20 Bemulli lemniskatasining o‘ng sirtmogi 

bilan chegaralangan figura og'irlik markazining dekart koordi- 
natalarini toping (196-chizma).
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196-chizma.

Yechish. 0=0 bo‘lganda qutb radiusi p eng katta qiymati a ga 

teng bo'ladi. = da р=0.в qutb burchak dan ™gacha 

o‘zgarganda M(6, p) nuqta lemniskataning o‘ng sirtmogini chizadi.
Зтг 5тг

Qutb burchak в — dan — gacha o‘zgarganda M(0, p) nuqta 
4 4

harakatlanib lemniskataning chap sirtmogini chizadi. Figura ox (p) 
o‘qqa nisbatan simmetrik joylashganiigi sababli yc=0.

з
p =a (COS20)1 ga egamiz. Integrailash chegaralari ot=— va /> —.

4 4
(44.12) formulaga binoan:

л
4 3
j t?(co£0)2 cosQ/0

2 2
x. =----- --------------------

3 ?
4

Я
4

3

71
a j (l-2sir? ff)J cosO/O

я
----------- ----------------- Л-а-

я
4 3
J(l-2sir? О)2 cosftft?

it
4 

4 
fco&flft?
л
4

3
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2
3

Я’

4 3
aj (l-2sin*0)2J(sin#)

_я4

1
\/2

2 4
Я2
j cos3/cos/t# =

sin в = —U-sin/,cos6h'/? = -^=costdt 
v2

e = --da
4

Я

г - 1 2| (1-sin2/)2 •—j=cos/cfr =—т=а
V л я
2 2
Л Я л

\{^f^dt=^= f p + cos2r>| dt=~- f(l + 2cos2/ + cos22/)J/ =
V jA 2 > 4 Л

2 2 2
я n

f (I 2cos2/+-(l + cos4/))c//---~(/+2 -sin2r+-/+--ysin4/) | = 
л 2 6V2 2 2 2 4
2 2

r~

a z я\ ш xzhl2
-- -— (ff + —) =---- 7= =---------- .

6У2 2 4V2 8
Shunday qilib Bemulli lemniskatasining o‘ng sirtmogi bilan 

chegaralangan figuraning og‘irlik markazini dekart koordinatalari 
na-Jl

xc = ——----- , yc=0 ekan.

2
= -а

3

2а
Зл/2

,т

а
бл/г

8

8-misol. Yarim o‘qlari a va h bo‘lgan ellipsning uning har ikkala 
o‘qiga nisbatan inersiya momentini toping.

Yechish. Ellipsning .__ + 2L = ] tenglamasidan у = ±-\a' -x2 
a2 b2 a

ni topamiz. Ellips koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik bo‘lgan- 
ligidan ellips bilan chegaralangan figura yuzining to‘rtdan birining 
inersiya momentini hisoblab, natijani 4 ga ko‘paytirish kifoya.

у - -ya2 x1 , x=Qt y=o (0<x<fii) chiziqlar bilan chegaralangan 
a
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figuraning Ox o‘qqa nisbatan inersiya momentini topamiz. (44.10) 
formulaga binoan:

|x=asinr

, .b .a,.________  r— dx=acostdt
- ^=-f/^--f(-Va^2)36&=—jj(Va2-x2)3<^x=0 da

-J J л Cl Д/j _a 0 0
i Л x-a da t—~.

2
Я Л

=^~— f(Vo2-o2sin2/)3ocoszrfr= 
so3;

71 71
,32 ,3 2'b а г 4 . b a -

=----- cos ?tdt=-----
3 J 3 ■

0 O'

b3 2
—- f(acos/)3acosTi7/= 
3^0

j^H-cos2^ dt=~- j(l +2cos2r ч-cos2 2z|//=

-- 0
It

2 ^3„2

0

b3a](t n l+cos4z) /Л? „ 1 . „ 1 11.2
12 JQ< 2 J 12 2 2 2 4 о

b3a л _ b3a 3n _ b^an
~~12(2 + 4)~~12 ~4~ 16 ‘

„ . T b2an . anb3
Demak. I =---------4 =-------- .

x 16 4
Xuddi Shunga o‘xshash (44.11) formuladan foydalanib 

Zr ni ham topish mumkin.

Olingan natijalardan a=b bo'lganda a radiusli bir jinsli (8=1) 
doiraning uning diametriga nisbatan inersiya momentini hosil 
qilamiz:

~~T'
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9-misol.  R radiusli bir jinsli (zichlik d'=7) doiraning qutb inersiya 
momentini, ya‘ni doiraning uning markaziga nisbatan inersiya 
momentini toping.

Yechish. in massali M moddiy nuqtaning P nuqtaga nisbatan 
inersiya momenti deb 1о=тс? songa aytiladi, bu yerdagi d M 
va P nuqtalar orasidagi masofa. Doira markazidan p masofada 
yotuvchi dp qalinlikdagi (kenglikdagi) doiraviy halqani olamiz, 
bunda <//> istalgancha kichik miqdor. Shartga ko‘ra halqa bir 
jinsli bodganligi sababli uning massasi halqaning yuzi n(p+ 
dp)' - np2~2 np dp ga teng. Demak halqaning doira markaziga 
nisbatan inersiya momenti:

dlo~ p22ir.p dp= 2np3 dp

va doiraning uning markaziga nisbatan inersiya momenti: 
Г О f 3 , Э /74 f ЯЙ4 MR2
h = 2^J p dp =2я ■ —- I =

n 4 о 2 2

bu yerda M~ nR2 -doira massasi (yuzi).
Biz yuqorida keltirgan misollarimizda qaralayotgan geometrik 

liguralar bir jinsli, ya‘ni chiziqli zichlik birga teng deb faraz qildik.

197-chizma.
10-misol.  Guldenning birinchi teoremasidan foydalanib radiusi R 

ga teng yarim aylananing ogbrlik markazi topilsin.
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Yechish. Koordinatalar sistemasini 198-chizmada ko‘rsatilga- 
nidek tanlaymiz. Yarim aylana Oy ga simmetrik bo‘lgani uchun 
xc=0. Yarim aylanani Ox atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan 

sferaning yuzi Px = 4л7?2, yarim aylananing uzunligi nR bo‘lgani 

uchun Guldenning birinchi teoremasiga binoan 4яЯ2 = n:R-2nyc, 

bundan yc =2— bo‘ladi.
n

Demak, varim aylananing og‘irlik markazi C(0;—) nuqtada 
я 

bo‘lar ekan.
11-misol.  Guldenning ikkinchi teoremasidan foydalanib

x~ a(t- sin t), у - a(l - cos /)

sikloidaning bitta arkasi hamda Ox o‘q bilan chegaralangan 
figuraning og'irlik markazi topilsin (173-chizma).

Yechish. Figure х = яа to‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik 
bo‘gani uchun uning og‘irlik markazi shu tog‘ri chiziada yotadi, 
ya’ni xc - 7t a.

Figurani Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jismning hajmi 
Vx -5ттга3 (43.7-misol) va figurani yuzi S = 3яа2 ekanini hisobga 
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olsak Guldenning ikkinchi teoremasiga ko‘ra

5a

И. _ 5я-2а3 _ 5a

2nS 2яг-3яа2 6

bo‘ladi. Demak, С(яа;—) nuqta qaralayotgan figuraning og‘irlik 

markazi bo‘lar ekan.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. O‘qqa nisbatan statik moment nima?
2. Nuqtaga va o‘qqa nisbatan inersiya momenti nima?
3. Moddiy nuqtalar sistemasining og‘irlik markazi koordinatalarini 

topish formulalarini yozing.
4. Moddiy nuqtalar sistemasining koordinata o‘qlariga nisbatan statik 

momentlarini topish formulalarini yozing.
5. Moddiy nuqtalar sistemasining koordinatalar boshiga nisbatan 

inersiya momentini topish formulasini yozing.
6. Moddiy nuqtalar sistemasining koordinata o‘alariga nisbatan 

inersiya momentalrini topish formulalarini yozing.
7. Tekislikda chiziq y-f(x) tenglama bilan va parametrik tenglamaiar 

hamda u qutb koordinatalar sistemasida berilaganda uning koordinata 
o‘qlariga nisbatan statik va inersiya momentlari hamda og'irlik markazi 
qanday topiladi?

y=fi(x)> y=fi(x), x~a, x=b (y=f(x)<y=f2(x), a<b) chiziqlar bilan 
chigaralangan tekis figure og‘irlik markazi hamda uning o‘qlarga nisbatan 
statik va inersiya momentlari qanday topiladi?

9. 0=a, 0~p (a <ft) nurlar va qutb koordinatalar sistemasida p=p(0) 

tenglamaga ega egri chiziq bilan chegaralangan egri chiziqli sektorning 
og‘irlik markazini abssissasi va ordinatasini hamda koordinata o‘qlari Ox, 

Oy larga nisbatan statik momentini topish formulalarini yozing.
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10. y=f(x), y-0 , x=a, x=b chiziqlar bilan chegaralangan bir jinsli 
figure og'irlik markazining koordinatalari hamda uning koordinata 
o‘qlariga nisbatan statik va inersiya momentlari qanday topiladi?

Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. y = 2jx egri chiziq yoyining x=3 to‘g‘ri chiziq kesgan 

qismining Ox o‘qqa nisbatan statik momentini toping.

Javob: M=—.
3

2. x=a (t-sint), y=a(l-cost) sikloida birinchi arkasining og‘irlik 
markazi koordinatalarini toping.

Javob: С(ла;4~)
3

3. p=4cos в aylananing qutbdan qutb o‘qiga perpendikulyar bo‘lib 
o‘tgan to‘g‘ri chiziqqa nisbatan statik momentini toping.

Javob: 8n.
4. x/+4y-16=0 parobola va Ox o‘q bilan chegaralangan bir jinsli 

figuraning og‘irlik markazi topilsin.
Javob: C(0; 8/5).
5. p=2(l-cos 0) kardioida bilan chegaralangan figura og‘irlik 

markazining dekart koordinatalarini toping.

Javob: C(~;0)

6. у = 4-Jx parabola yoyini x=4 to‘g‘ri chiziq kesgan qismining 

abssissaiar o‘qiga nisbatan inersiya momentini toping.
Javob: 32(6V2-ln(3 + 2V2)).
7. y=2-x2 va y=x2 chiziqlar bilan chegaralangan figuraning 

koordinata o‘qlariga nisbatan inersiya momentini toping.

Javob:

256



45. ANIQ INTEGRALNING FIZIKA MASALALARINI 
YECHISHGA TATBIQLARI

45.1. O‘zgaruvchan tezlikka ega nuqtaning 
bosib o'tgan yo‘li

Aniq integralning geometriya va mexanikaga tatbiqlarida 
ko'rdikki u yoki bu masalalami yechish uchun beriigan geometrik 
figura n ta ixtiyoriy qismlarga ajratilib qo'yilgan masala awai 
figuraning bitta qismi (elementar bo'lagi) uchun hal etiladi. Keyin 
olingan natijani jamlab integral yig‘indi tuziladi. Integral yig‘indida 
limitga o‘tilsa qo‘yilgan masalani yechish uchun aniq formula 
chiqarildi.

Bundan buyon fizika rnasalalarini yechishda ham shu usuldan 
foydalanamiz.

1'araz qilaylik nuqta o'zgaruvchan v tezlik bilan to'g'ri chiziqli 
harakal qilayotgan bo'lsin. v tezlik t vaqtning ma'lum funksiyasi, 
ya‘ni v=f(t) bo'lsin. Nuqtani vaqtning to paytidan Tpaytigacha bosib 
o’tgan yo'lini aniqlash talab etilsin. [to, T] oraliqni n ta ixtiyoriy [to, 
h[[ti, t2 [tn-i, tn] (tn=T) qismlarga ajratamiz. Har bir
[ti-bti] (i = l,u) bo‘lakda ixtiyoriy z( nuqta olib bu oraliqda nuqta­
ning tezligi o'zgarmas va u f(Zi) ga teng deb faraz qilamiz. U holda 
nuqtaning zif= tr tj.j vaqt oralig‘ida bosib o'tgan yo‘li ASt taqriban 
f(zi) At, ga teng bo‘lishi ay on. Nuqtaning butun [to,T] oraliqda o‘tgan 
yo‘li

n

bo'ladi. Bu yig'indi [to,T] kesmada f(t) funksiya uchun integral 
vig'indi ekanligini hisobga olib oxirgi taqribiy tenglikda 
maxA/ —> 0 da limitga o'tsak

Tr
(45.1) 
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kelib chiqadi. Bu [to,T] vaqt oralig’ida nuqtaning bosib o‘tgan yo‘li- 
ni topish formulasidir.

Eslatma. [to,T] oraliqda o‘zgarmas v teziik bilan to'g‘ri chiziqli 
harakat qilayotgan nuqtaning shu vaqt oralighda bosib o‘tgan yo‘li

S=v(T-t0)

kabi aniqlanishi maktab kursidan ma'lum.
1- misoL Nuqtaning tezligi v=(3t2+2t+l) m/s ga teng. Harakat 

boshlangandan so‘ng o‘tgan t=10 s ichida nuqta bosib o‘tgan 5 
yo‘lini toping.

Yechish. Shartga ko‘ra f(t)=3t2+2t+l, to=O, T=10. (45.1) 
formulaga binoan

io 10
5= f (3t2 + 2t + l)Ji = (f +t2 +t)| =1110(m).

J 00 u
2- misoL Nuqtaning tezligi v-(9tz-8t) m/s ga teng. Nuqtaning 4- 

sekundda bosib o‘tgan S yo‘lini toping.
Yechish. Shartga ko‘ra f(t)= 9r~8t, tg=3, T=4.
Demak,

5 - J(9t2 -8t)dt =
3

2
I 3 :

3-misol. Nuqtaning tezligi v=(12t-3l?) m/s ga teng. Nuqtaning 
harakat boshlanganidan uning to‘xtagunicha olgan vaqt oralig‘ida 
bosib o'tgan S yo‘li topilsin.

Yechish. Nuqtaning tezligi harakat boshlangunicha va nuqta 
to‘xtaganida nolga tengligini hisobga olib 12t-3t2~0 yoki t(4-t)~0 
tenglamani у echib to=O,t=4 ekanini topamiz.

Demak,

4-misol. Jism yer sathidan yuqoriga vertikal yo‘nalishda v=(39,2- 
9,8t) m/s teziik bilan otildi. Shu jism yerdan qancha balandlikka 
ko‘tarilishini toping.
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Yt'clifah. Jism yerdan eng yuqoriga ko‘tarilganda uning tezligi 
v <> yu’ni 39,2-9,M 0. bundan t=4s kelib chiqadi. Shuning uchun 
(45,1} formulaga binoan

■>
.S’ J (39.2

0

9,8/)J/ = (39,2/ - 4,9/2) | = 78,4(/и)
о

kchb chiqadi
5 iiiInoI. -ISkm/soat tezlik bilan harakatlanayotgan avtomobil 

hiiiimz bvrib tezligini kamaytira boshladi va 3 sek. dan kevjn tocx- 
ludi Avtomobil butunlay to‘xtaguncha qancha masofani bosib 
o'lisliini toping (ishqalanishni va havoning qarshiligini hisobga 
olmimg).

Ycilihli. I ckis sekinlanuvchan harakatning tezligi
v=vo-at

loiiiiiiln orqali topiladi, bu yerda vo-boshlangLich tezlik, a-tezlanish. 
Miniiliimiig shurtiga ko‘ra

48 km! soat - 48-
1000?»
З6ОО5

40
3

m
s

I

I czlanish a ni avtomobil 3 sek. dan keyin to‘xtash shartidan, ya‘ni 
t svkunda v 0 shartdan topamiz;

40 m
9 sek2

г,, \ и и ning qiymatini tezlikning formulasiga qocyib, topamiz:
40 40

I h'liiak.

40
9 ’ 2 Jo 40-20 = 20 (w).

<• uiiiol. Reaktiv samolyot 20 sekund ichida o‘z tezligini 360 
hn unit dan 720 km/soat ga oshirdi. Samolyotning tezligini tekis 
le/limiivelum deb hisoblab, u qanday tezlanish bilan uchganini va shu 
* iu|l oialig'ida qancha masofani bosib o‘tganini toping.
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Yechish. Tekis tezlanuvchan harakat tezligi 
v=vo+at 

formula orqali ifodalanadi. Masalaning shartiga ko‘ra

t=0 da v0 = 360 kmlsoat = 360• m = 100-—, 
3600 5 5

t=20 c da v = 720 km I soat = 720 • ——m = 200—.
3600 s s

vo va t ning qiymatlarini tezlikning formulasiga qo‘vib, a tez-
lanishni topamiz:

200~100+a-20, a=5m/sei^.

20
5 = J(100-5?)«Z? = (100?-5

Demak, samolyotning tezligi

v=(100+5t)m/s

bo'ladi. (45.1) formulaga ko‘ra
/2 20

—) | = 3000(w) = 3 km.
2 о

7-masala. 294m balandlikdan pastga vertikal yo'nalishda 19,6 m/s 
boshlang'ich teziik bilan jism tushadi. Necha sekunddan keyin jism 
yerga kelib tushadi? (Og‘irlik kuchi tezlanishi g-9,8 m/sek2).

Yechish. Erkin tushayotgan jism tezligi (havoning qarshiligini 
hisobga olmaganda)

v=v0+g?
formula orqali ifodalanadi. v=19,6+9,8t gaegamiz.

Jismning tushish vaqti x ni

h = [(19.6 + 9,8/= (19,6? + 9,8 ■ —) | = 19,6x + 4,9x2
0 2 0

tenglamadan topamiz, bu yerda h=294 m.
4,9x2+19,6x-294=0

tenglamani yechamiz. Uni 4,9 ga qisqartirsak

x2-v4x-60=0

tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglama
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л , , -2 +. л/4 + 60 -- -2 ± 8 ya‘ni хг=-10, хг=6 ildizlarga ega. 

Shulga ko‘ra x>0 ekanini hisobga olsak faqat x=6 masalaning 
yechimi bo'lisliini ko'ramiz. Shunday qilib jism t=6 sek dan keyin 
yerga kelib tushar ckan.

45.2 ()‘zgaruvchan kuchning bajargan ishi

А/ moddiy nuqta F kuch ta‘siri ostida Ox to‘g‘ri chiziq bo‘ylab 
liiirnkiilliuiiiyotgan bo‘lsin va bunda kuchning yo‘nalishi harakat.

iialislii bilan bir xil bo‘lsin (F kuch Ox o‘qqa parallel va ular bir 
xil yo'nnlgan).

Shu F kuchning M moddiy nuqtani x=a vaziyatdan x=b vaziyatga 
ko'chirishda bajarogan ishi A ni topish talab etilsin.

Bunda ikki holatni kuzatisb mumkin.
I kuch o‘zgarmas bo'lsin. U holda nuqtani vaziyatdan x=b 

vii/i vutga ko‘chirishdaF kuchning bajargan ishi

A=F(b-a) (45.2)

formula yordamida topilishi rna‘lum.
2. kuch M nuqtaning vaziyatiga bog‘liq ravishda o‘zgarsin, 

Yii’iii lab) kesmada F(x) uzluksiz funksiya bo'lsin. U holda F kuch 
bii|iii}-,.m A ishni quyidag'icha topiladi (199- chizma).

l<i,bl kesmani a=x0< xi< X2<... Хы< Xi<...< xn=b nuqtalar 
yordamida n ia ixtiyoriy [x^; xj ( г = l,n) rnayda qismlarga ajratib 
hut bit /xt i; xj bo'lakda bittadan ixtiyoriy z, nuqta olamiz. Uzunligi 
\ ч xr X(. / bo‘lgan [xi-г, xj rnayda bo‘lakda F kuch o‘zgarmas va u 
/■f:(Jgn teng deb faraz qilamiz. U holda (45.2) formulaga ko‘ra F 
kuchning jxi-i; xj oraliqda bajargan ishi

Ai~F(zt) A Xj

I>o' ladi. Shunga o‘xshash mulohazalarini har bir kesma uchun 
ti lkii/ib F kuchning [a;b] kesmada bujargan ishi A ning taqribiy 
qiymati
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ni hosil qilamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi [a;b] 
kesmada uzluksiz F(x) funksiya uchun integral yig'indi bo‘ladi. 
Shuning uchun u z=maxzlx,—*0 da aniq limitga ega va F(x) 
funksiyadan [a;b] oraliq bo‘yicha olingan aniq integralga teng, 
ya‘ni

i
Л = ]>(х)с&. (45.3)

a
8-misol. Yer sathidan vertikal yo‘nalishda m massali jismni h 

balandlikka chiqarish uchun zarur bo‘lgan kuchning bajargan A ishi 
topilsin (200-chizma).

199-chizma.

Yechish. Yerning tortish kuchini F, massasini jismdan yer- 
ning markazigacha masofani x desakNyuton qonuniga ko‘ra

bo‘ladi. Agar Gm-my=K belgilashni kiritsak F(x) = ga ega 
x

bo‘lamiz, bunda R<x<h+R, R- yerning radiusi. x= R da F(7?)kuch



j\ 2
jismnii’g og'irlik kuchi P-nvg ga teng va — = P, K~PR ,

/’(V)
PR1

Ihini M5..1) I'ormulaga qo‘yib quyidagini hosil qilamiz.

I [ / (»)<Л
w

1 R+h
= -PR2 — |

X a

PR2 PIP_ _ PRh 
R + h ' R ~R + h

’> iiibol. Ikkinchi kosmik teziik topilsin.

>x

200-chizma.

Yechish. Jismning ikkinchi kosmik tezligini ya‘ni (200-chizma) 
jism yarning tortish maydonidan planetalararo fazoga chiqishi uchun 
u qanday boshlang‘ich tezlikka ega bo‘lishi kerak degan savolga 
pivob izlaymiz. 8-misolning natijasidan hamda undags belgilash- 
lurdan foydalanamiz.

.lismning planetalararo fazoga chiqishi uni cheksiz baiandlikka 
(h v) chiqishni angiatadi. Shuning uchun

, PRh
A =--------

R + h

lenglikda h -> oo da limitga o‘tib quyidagini hosil qilamiz.
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on
lim A = lim —-----= PR - mgR,

—+ 1
h

bunda g-jismning yer sathiga erkin tushish tezlanishi. Bu ish 
jismning kinetik energiyasining o‘zgarishi hisobiga amalga oshiri- 
ladi. Shuning uchun boshlang'ich paytda jismning kinetik energiyasi 
shu ishdan kichik bo'lmasligi, ya'ni jismning boshlang‘ich tezligi v 

mv2
shunday bo'Jishi kerakki------ > mgR bo‘lsin.

Bundan
v2 >2gR,

v > -j2gR == -s/2 • 10 ■ 6400000 m ' s = 1,4 • 8000 m / j = 11,2 km/s.

Agar jismning boshlang'ich tezligi 11,2 km/s ga teng bo'lsa jism 
parabola bo‘ylab harakatlanadi. Jismning boshlang'ich tezligi 11,2 
km/s dan katta bo‘lganda jism giperbola bo‘ylab harakat qiladi. 
Jismning boshlang‘ich tezligi 11,2 km/s dan kichik bo'Iganda u ellips 
bo'ylab harakat qiladi. Shuning uchun bu hoida jism yo yerga qulab 
tushadi yoki yeming sun‘ iy vo'ldoshiga aylanadi.

10-misol.  Agar prujinani I sm ga qisish uchun 10 N kuch kerak 
bo'lsa, uni 4 sm ga qisish ga sarf bo'ladigan Fkuch bajaradigan ishni 
toping.

Yechish. Guk qonuniga muvofiq F kuch va x siljish o'zaro 
F=kx munosabat bilan bog'langan (k-proporsionallik koeffitsienti). к 
ni masala shartidan topamiz: x=l sm=0,01 m da kuch F=-10N, ya'ni 
1O=k O,O1 bundan k=10()0 N/m. Demak(45.3) ko'ra

0,04
A= J IOO(Wx = 5OOx2 

0

0,04

I
0

= 500#/m0,0016?n2 =0,8(J).

11-misol.  Uzunligi Im, kesimining radiusi 2mm bo'lganmis simni 
1mm ga cho'zishda bajarilgan ishni hisoblang.
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Yechish. Uzunligi Im va kesimining yuzi Smm2 bo‘lgan simni x m 
Sx

ga cho‘zish uchun zarur F kuch F = E— formula orqali ifoda- 

lanadi, bu yerda £-elastiklik moduli. Mis uchun E ni E—120000 
N/mm2 deb olarniz. IJ holda

E-S — (0,001)2
2£ '

Bunga E=120000 N/mm2, S=2nR=:2x-2=:4 7mm2, 4=lm qiymat­
lami qo‘yib bajarilgan ishni topamiz:

A -120000 -4zr •
0,000001

2-1
= 0,24/t(J) .

12-inisnl  Ko‘ndalang kesimining yuzi 5 kv. birlik bo‘lgan hara- 
kiHlunuvchi porshenga ega silindr gaz bilan to‘ldirilgan. Gazning 
hajmi oshganda silindrda Boyl-Mariotta qonuni pv=k=const 
;itu|laiiadi deb hisoblab gazning bosim kuchi ta‘sirida uning hajmi v0 
dan v/ gacha o‘zgarganda shu kuchning bajargan ishi A topilsin 
(gazning harorati o‘zgarmaydi).

Yechish. x(wi-porshenning o‘tgan masofasi bo‘lsin (201-chiz- 
ma).

201-chizma.

v juda kichik dx ga o‘zgarganda gazning bosimi o‘zgarmaydi hajmi 
v csa Av ga o‘zgaradi deb faraz qilamiz. U holda bosim kuchining dx 
kesmada bajargan ishi AA quyidagi taqribiy qiymat yordamida 
ifodalanadi, ya‘ni
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к
Л/1 ~ Р- Sdx. Р- — va Sdx=Av (sihndrmng hajrni asosining yuzi 

v
S bilan balandligi dx ning ko’paytmasiga teng) ekanini hisobga olsak

V V
hosil bo‘ladi. Bu yerdagi AA, Av orttirmalami dA, dv difleren- 
siallarga almashtirib

dA^k—
v

tenglikka ega bo‘lamiz. Buni Vf dan vj gacha integrallab A = kln — 
vo 

ni hosil qilamiz.
13-misol.  Asosining radiusi R=3m, balandligi P=5 m bo‘lgan 

silindrik idishdagi suvni tortib chiqarish uchun kerak bo‘ladigan 
ishni hisoblang (202-chizma).

Yechish. Birorta jismni ko‘tarishga sarflanadigan kuchning 
bajargan A ishning kattaligi jismni ko‘tarish balandligi h ga bogdiq 
bodadi, ya‘ni

A=Ph

bu yerda P- jismning og‘irligi.
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Ma‘lumki, idishdan h balandlikdagi suv qatlamini tortib chiqarish 
uchun sarf bo Madigan kuchning bajargan ishi h ning funksiyasi, ya‘ni 
A(h) bo‘ladi. h miqdor dh kattalikka ortganda suv hajmi Av=n:R?dh 
ga (silindrning hajmi asosining yuzi bilan balandligining ko‘payt- 
musiga teng), uning og'irligi P, AP=-npgR2dh (AP= pg -Av) katta­

likka (bu yerda /?-suvning zichligi, g erkin tushish tezlanishi), ish 
csa .1Л я pg R2hdh kattalikka ortadi. ДА orttirmani dA differensialga 

ahnaslitirih
dA= л pg R2hdh

tcnglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikni A=0 dan A=/Zgacha integrallab 
butun A ishni topamiz:

H

A = J npgR 2hdh
о

npgR1 npgR2H2

2 0 2

bunga pg =ltonna/m3=10000 N/m3 ekanini hisobga olib va R=3m,

11-5 m qiymatlarni qo‘ysak

A = -?r-10000-9-25 = 1125000
2

(J).

45.3. Suyuqlikning bosim kuchini hisoblash

Suyuqlikning bosim kuchini hisoblash uchun Paskal qonunidan 
foydalaniladi, unga ko‘ra cho‘kish (botish) chuqurligi h bo‘lgan 5 
yuzga suyuqlikning bosim kuchi

P=pghS

ga teng, bu yerda p -suyuqlikning zichligi, g = 9,807 erkin tushish 
tezlanishi.

14-misol.  Vertikal to‘g‘on asosi 20m va balandligi 5m bo‘lgan 
to‘g‘ri to‘rtburchak shaklida (suvning sathi to‘g‘onning yuqori asisi 
bilan barobar), suvning butun to‘g‘onga bosim kuchini toping (203- 
chizma).
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203-chizma.

Yechish. Paskal qonuniga muvofiq: P- pg hS=9807 hS(N) (suv 
uchun =1000-9,807A7/nJ=9807Y/m3y) ya‘ni bosim kuchi h chu- 

qurlikning birorta P(h) funksiyasidan iborat. Eni juda kichik dh ga 
teng shtrixlanagan to‘g‘ri to‘rtburchakni olib uni h chuqurlikda 
gorizontal joylashgan deb faraz qilamiz. U holda bu bo‘lakchaga 
bo‘lgan bosim kuchi

е//г=9807й-20<7й=9807-20ЫЛ
bo‘ladi. Buni 0 dan 5 gacha integrallab suvning butun to‘g‘onga 
bosim kuchini topamiz:

5f 25
P = 9807-20|ЫЛ =9807-10 hz I =

о о
= 9807 • 250(Y) = 2451750(JV) = 2,45(W).

15-misol.  Vertikal to‘g‘on teng yonli trapetsiya shaklida bo‘lib, 
yuqori asosi a=6,4 m, pastki asosi b=4,8 m, balanligi esa H=3 m va 
suvning sathi to‘g‘onning yuqori asosi bilan barobar. Suvning butun 
to‘g‘onga bosim kuchini toping (204-chizma).

M JV a

204-chizma.
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Yechish. Trapetsiyaning shtrixlangan bo‘lakchasi h chuqurlikda 
gorizontal joylashgan va u tomonlari AB va dh bo‘lgan to‘g‘ri 
to‘rtburchakdan iborat deb faraz qilamiz. U holda bu bo‘lakka 
bo‘lgan suvning bosimi.

dP=9W1hABdh=WMh(AC+CB)dh=9Wlh(AC+b)dh (N)

bo‘ladi. AC ni KAC va К MN uchburchaklaming o‘xshashligidan 
topamiz:

/1С _ H-h 
MN ~ H ’

AC _ H-h 
a — b~ H * AC = -h).

H
Bu ifodani h bo‘yicha 0 dan H gacha integrallab, butun to‘g‘onga 

ta‘sir etayotgan bosim kuchini topamiz:

- (a - b)/z2 JfA =

3 3 J
= 9807 — f = 9807 ■-■■■ (a + 2b\

H \ 6 J 6
Bunga H=3 tn, a=6,4 tn, b=4,8 tn qiymatlami qo‘yib, topamiz:

9(6 4 + 4 8 • 2')
P = 9807 —  ------—- = 9807-24 = 235368 (TV).

6

Massasi m ga, tezligi v ga teng bo‘lgan moddiy nuqtaning kinetik

45.4. Kinetik energiya

energiyasi deb
mv2

к =------
2

kattalikka aytiladi.
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Massalari mi,m2, tezliklari mos ravishda v/,V2, ...,vn , larga
teng bo‘lgan n ta moddiy nuqtalar sistemasining kinetik energiyasi 

ga tengdir.
Moddiy jism (figura)ning kinetik energiysini ham yuqorida 

qaralgan masalalami yechishda foydalanilgan usuldan foydalanib 
topamiz, ya‘ni berilgan jismni n ta kichik (elementar) qismlarga 
ajratib ulami moddiy nuqtalar sistemasi deb qaraymiz va ularni 
kinetik energiyalarini jamlab qandaydir funksiyaning integral 
yig‘indisiga ega bo‘lamiz. Unda limitga o‘tib, qiymati jismning 
izlanayotgan kinetik energiyasiga teng bo‘lgan aniq integralni hosil 
qilamiz.

16-misoI.  Massasi ;Wva radiusi R bo‘lgan disk uning markazidan 
disk tekisligiga perpendikulyar bo‘lib o‘tgan o‘q atrofida co burchak 
tezlik bilan aylanyapti. Uning kinetik energiyasini hisoblang. (205- 
chima)

Yechish. Diskni radiuslari 0<Г]<Г2<гз<...<Г1.]<Г1<...<гп-К 
bo‘lgan aylanalar yordamida n ta ixtiyoriy halqalarga ajratamiz. 
Qalinligi (kengligi) Лг, = -r.; - rt.i bo‘lgan halqani
qaraymiz. Bu halqaning massasi

= pAs, = p7r(rf - ) = ртг^ + )(rf - ) =

Ar(- = Inpr^i- Znp

M ... -
bunda p = —y-diskning zichligi, r [rb rpi] kesmaning o’rtasi. U 

7VR
hoida

* n - M A 2rtM 
= 2arr,. -p-Ar, =
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Amt niassaning chiziqli tezligi v, = rfi) ga teng. Demak elemen- 
tar kinetik energiya quyidagiga teng bo‘ladi:

лгл (л;.<у)2 2rtM A й?2М-за
Ал., = —— = —----------- •— Ar =---- — r Ar.

' 2 2 R ' R2 ’ '2 R2

Barcha elemcntar kinetik energiyalami jamlab

/=1

б?2л/—3

-------=
R2 '

ga ega bo‘lamiz. Bunda max Ar(- —> 0 da limitga ostsak

K =
a2M

R2

R_ cd2MR2
4 о ~ 4

hosil bo‘ladi.

O‘z-o‘zini tckshirish uchun savollar

l.O‘zgarmas tezlikdayo‘lni topish formulasini yozing.
2. Aniq integral yordamida yo‘lni topish formulasini yozing.
3. Tekis sekinlanuvcnan harakatning tezligi qanday topiladi?
4. Tekis tezlanuvchan harakatning tezligi qanday topiladi?
5. Nyutonning butun olam tortishish qonuni ay ting?
6. O‘zgaruvchan kuchning bajargan ishini topish formulasini yozing.
7. Guk qonunini ayting.
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8. Paskal qonuni nimadan iborat?
9. Moddiy nuqtaning kinetik energiyasi nima va u qanday topiladi?
10. Moddiy jismning kinetik energiyasi qanday topiladi?

Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Nuqtaning tezligi v=(100+8t) m/sek. Bu nuqta [0;10] vaqt 
oralig‘ida qanday masofani bosadi. Javob: 1400 m.

2. Nuqtaning harakat tezligi m/sek ga teng. Harakat
’ooshlangandan to‘Ia to‘xtagunga qadar nuqta bosib o‘tgan yo‘lni 
toping. Javob: 10 km.

3. Agar prujinani 1 sm ga qisish uchun 10 N. kuch kerak bo‘Isa. 
prujinani 8 sm ga qisish uchun sarf bo‘ladigan F kuchning 
bajaradigan ishini toping. Javob: 3,2 (J).

4. Prujinani 0,05 m ga qisish uchun 25 J ish sarflanadi. Prujinani 
0,1 m ga qisish uchun qancha sarflanadi? Javob: 100 J.

5. Asosi 0,2 m va balandligi 0,4 m bo‘lgan uchburchakli plastinka 
suvga shunday tik botirilganki uning uchi suvning sathida yotib asosi 
unga parallel. Suvning plastinkaga bosim kuchini toping, Javob: 
104,6 (N).

6. Markazi suyuqlikka (suyuqlikning zichligi d ga teng) h chu- 
qurlikda botirilgan 2a va 2b o‘qii vertikal ellipsga (ellipsning katta 
o‘qi 2a suyuqlik sathiga parallel, h>b) suyuqlikning bosim kuchini 
toping. Javob: P=^9,815abnh.

7. Diametr atrofida minutiga n marta aylanayotgan M massali 
va R radiusli yarim aylananing kinetik energiyasini hisoblang.

Javob:
n2n2R2M
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46. BIR NECHA O‘ZGARUVCHINING FUNKSIYASI

46.1. Bir necha o‘zgaruvchming funksiyasi tushunchasi

Radiusi R ga teng doiraning S yuzi S-nR2 formula yordamida 
topilishni bilamiz. Bunda doira radiusining o‘zgarishi uning yuzini 
o‘zgarishga majbur etadi. Boshqacha aytganda doiraning yuzi S’ faqat 
bitta o‘zgaruvchi R ning funksiyasidir.

Tomonlarining uzunligi x va у ga teng bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtbur- 
chakning yuzi S ushbu formula bilan ifodalanadi:

S=xy.

To‘g‘ri to‘rtburchakning tomonlari x vay ning o'zgarishi uning yuzi S’ 
ni olzgarishiga olib keladi. x va у ning har bir juft (x;y) qiymatiga S’ 
yuzning aniq qiymati mos keladi. S’ ikki o‘zgaruvchining funksiyasidir.

Qirralarining uzunliklari x,y va z ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli 
parailelepipedning t> hajmi

v=xyz

formula yordamida topilishi ayon. Qirralaming uzunligini o‘zgarishi 
hajmni o‘zgarishga majbur etadi, ya‘ni x,y va z ning har bir (x,y,z) 
uchlik qiymatiga v hajmning aniq qiymati mos keladi. v hajm uchta 
o‘zgaruvchi x,y,z ning funksiyasidir.

Jismning harorati qaralsa u jismning har xil nuqtalarida har xil, 
ya‘ni shu nuqtaning koordinatalari x,y,z larga bog‘liq bo'ladi. 
Harorat t vaqtga ham bog'liq ekanligini hisobga olsak harorat to‘rtta 
o‘zgaruvchi x,y,z va t ga bog'liq bo‘ladi. Boshqacha aytganda harorat 
to‘rt o‘zgaruvchining funksiyasidir.

Kehirilgan misollardan ko‘rinib turibdiki ko'pgina hodisalami 
ohganishda ikki, uch va undan ortiq о‘zgaruvchi laming funksiyasi 
bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi.

Shuning uchun bir necha o‘zgaruvchining funksiyasi tushun- 
chasini kiritamiz va uni o‘rganishga kirishamiz.
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1- ta‘rif. Agar bir-biriga bog‘liq bo'lmagan ikki o‘zgaruvchi xvay 
ning biror D o‘zgarish sohasidagi har bir juft (x,y) qiymatiga biror 
qoida bilan E to‘plamdagi z o‘zgaruvchining aniq bir qiymati mos 
kelsa, u holda D sohada ikki o‘zgaruvchining funksiyasi z aniqlan­
gan deyiladi.

x va у erkli o‘zgaruvchilar yoki argumentlar. z esa erksiz 
o‘zgaruvchi yoki funksiya deb ataladi.

lkki o‘zgaruvchining funksiyasi
z=z(x,y/ z=f(x>y)> z=(p(x,y), z=F(x,y) va hokazo ko‘rinishda belgi­

lanadi.
D to‘plam funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi. z o'zga- 

ruvchini qiymatlari to‘plami E funksiyaning o‘zgarish sohasi 
(qiymatlar to’plami) deyiladi. z-f(x,y) fnuksiyaning argument- 
larning x=xo, y-yo tayin (aniq) qiymatlariga mos zo xususiy qiymati

= z, _ yoki zo=f(xo, yo) kabi yoziladi. Masalan, x=-l, y=2 da V IX Xq

z =x3+y2 funksiyaning qiymati zlx=l = (— l)3 + 22 = 3 bo‘ladi.
|r=2

Bir o‘zgaruvchining funksiyasi kabi ikki o‘zgaruvchining funk­
siyasi ham, umuman aytganda argumentlar x va у ning barcha 
qiymatlarida mavjud bo‘lavermaydi.

Masalan, z= д/l- x2 - у2 funksiya faqatgina x va у ning 

7-x</>0 tengsiziikni qanoatlantiradigan qiymatlaridagina mavjud.
2- ta‘rif. z=f(x,y) funksiya aniqlangan x va у ning (x,y) juft 

qiymatlarining to’plami funksiyaning aniqlanish sohasi yoki 
mavjudiik sohasi deb ataladi. Ikki o zgaruvchi funksiyasining 
aniqlanish sohasi geometrik tarzda ko'rgazmali tasvirlanadi.

Geometrik nuqtai nazardan to‘g‘ri burchakli koordinatalar 
sistemasida haqiqiy sonlaming har bir tartiblangan (x,y) juftiga Oxy 
tekislikning x va у koordinatali yagona P nuqtasi mos keladi; 
aksincha Oxy tekislikning har bir P(x,y) nuqtasiga haqiqiy sonlaming 
yagona (x,y) jufti mos keladi. Bu munosabat bilan ikki o‘z- 
garuvchining funksiyasini P(x,y) nuqtaning funksiyasi sifatida qarash 
mumkin.
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Sbuiulay qilib z f(x,y) o‘miga z—f(P) yozish mumkin . U holda 
ikki o'zgaruvchi funksiyasining aniqlanish sohasi D tekislikning 
biroi miq talari tc/plami yoki butun Oxy tekislik bo‘ladi.

1-niiMol. z x-’iy2 funksiyaning aniqlanish va o‘zgarish sohasi 
topilsin.

Yccliisli. funksiya x va у ning barcha qiymatlarida aniqlangan., 
Yii ni butun Oxy tekislik funksiyaning aniqlanish sohasi. Funk- 
<i\ uiing qiyniatlar sohasi E—[O;cn).

1 intaol. z ^4-х2-у2 funksiyaning aniqlanish va o‘zgarish 

sohalnri topilsin.

Yrclifah. Bu funksiyaning aniqlanish sohasi y4-x2 -y2 ifoda 

iiniijlnngiin (ma'noga ega) nuqtalar to‘piamidan ya’ni x va у ning 
I \ г' • П у о к i •/ г x‘ +/ tengsi zlikni qanoatlantiruvchi qiymatlaridan 
ilioinl v i / 4 markazi koordinatalar boshida bo‘lgan radiusi 2 ga
Imp its laiiii tenglamasi ekaligini hisobga olsak x2 +y2 <4 shu aylana 
bilan chegaralangan sohani. ya‘ni doirani ifodalaydi. Aylananing 
iiiiqinl.iii ham funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli. Bu yerda 
kvndrnl ildiz ildiz ostidagi ifoda nomanfiy bo‘lganda ma’noga ega 
i kanligi hisobga olindi. Funksiyaning qiymatlar sohasi E=[0,2] 
kc.iiindan iborat (206-chizma).

206-chizma.



3- misol. z - . .......= funksiyaning aniqlanish va o‘zgarish
+ y2 -1

sohalari topilsin.
Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi —j- * — ifoda

yx2+y2—l 
aniqlangan (ma’noga ega) nuqtalar to‘plami, ya‘ni x2+y2-l>0 yoki 
x2+y2>l bajariladigan nuqtalar to‘plami bo‘ladi. Bu to‘plamga Oxy 
tekisiikning markazi koordinatalar boshida bo‘lib radiusi 1 ga teng 
aylanadan tashqarida yotgan barcha nuqtalari tegishli (207-chizma). 
Bu yerda kasming maxraji noldan farqli bo‘lganda u ma’noga ega 
ekanligi hisobga olindi. Funksiyaning qiymatlar sohasi E = (0, + oo) 
intervaldan iborat.

4- misol. z = lg-5/х2 + у 2 -1 funksiyaning aniqlanish va o‘zgarish 

sohalari topilsin.
Yechish. Logarifmik funksiya faqatgina argumentning musbat 

qiymatlarida ma’noga ega. Shunga ko‘ra berilgan funksiya ham x va 
у ning x2+y2—1>0 yoki x2+y2>l tengsizlikni qanoatlan- 

tiruvchi qiymatlarida aniqlangan. x2+y2 =1 tenglama markazi 

(0;0) nuqtada bo‘lib radiusi 1 ga teng aylanani ifodalaydi. 
x2+y2>l tengsizlik Oxy tekisiikning shu aylanadan tashqarida 

yotgan nuqtalari to‘plamini ifodalaydi. x2 + y2 =1 bo‘lganda IgO 
bo‘lib u ma’noga ega emas. Demak aylananing nuqalari funksiyaning 
aniqlanish sohasiga tegishli emas. x2+_y2<l bo‘lganda kvadrat 

ildiz ostidagi ifoda manfiy bo‘lib kvadrat ildiz va u bilan birga 
logarifmik funksiya ham ma’noni yo‘qotadi.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi Oxy 
tekisiikning markazi koordinatalar boshida bo‘lib radiusi 1 ga teng 
doirasidan tashqarida yotgan nuqtalari to‘plamidan iborat ekan (207- 
chizma). Funksiyaning qiymatlar sohasi E - (-oo;+oo) intervaldan 
iborat bo‘lishi ko‘rinib turibdi.
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207-chizma.

у — 1
5-tnkol.  ~ = arcsm------ funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin.

x
Vrclihh. у = arcsinx funksiya [-/,/] kesmada aniqlangan. Shun- 

)in ko‘iu

X
vii Imnditn x<0 bo‘lganda — x>_y-1>x; x+l<y<l-x ga x>0 
l»o lyunda - x < у -1 < x; I - x < у < x +1 tengsiziiklarga ega bo‘la- 
1111 / i (Ala funksiya aniqlanmagan.
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Shunday qilib, y=x+l va.y=l-x to‘g‘ri chiziqlar hosil qilgan о‘ng 
va chap vertikal burchaklar beriigan funksiyaning aniqlanish sohasi 
bo‘iar ekan, bunda to‘g‘ri chiziqlarning kesishishi nuqtasi (0;l)dan 
tashqari barcha nutalari ham funksiyaning aniqlanish sohasiga 
tegishli (208-chizma).

Bir o‘zgaruvchining funksiyasi kabi ikki o‘zgaruvchining funk­
siyasi ham bir necha usullar bilan berilishi mumkin. Biz asosan 
analitik usulda beriigan funksiyani qaraymiz.

Dekartning fazodagi koordinatalar sistemasi Oxyz ni qaraganda 
fazoning ixtiyoriy P nuqtasiga shu nuqtaning koordinatalari- haqiqiy 
sonlaming tartiblangan uchligi (x.y.z) mos kelishini va istalgan 
tartiblangan haqiqiy sonlaming uchligi [x,y\z) ga Oxyz fazoning P 
(x,y,z) nuqtasi mos kelishini ko’rgan edik. Shuning uchun ikki 
o‘zgaruvchining funksiyasi z-f(P) da Oxy tekisligining P(x,y) 
nuqtalari to‘plami o‘mida Oxyz fazoning biror P(x,y,z) nuqtalari 
to‘piami qaralsa uch o‘zgaruvchining funksiyasi uftPj yoki 
u=f(x,y, z) hosil bo‘ladi. Uch o‘zgaruvchi funksiyasining aniqlanish 
sohasi butun uch o‘Ichovli Oxyz fazodan yoki uning biror qismidan 
iborat bo‘ladi.

Masalan, w=x2+y+Z2 funksiya butun Oxyz fazoda aniqlangan. 
u=\n(4-x2-y2-z2) funksiya esa fazoning markazi koordinatalar boshida 
bo‘lib radiusi 2 ga teng sfera bilan chegaralangan (shar) qismida 
aniqlangan. Sferaning nuqtalari funksiyaning aniqlanish sohasiga 
tegishli emas.

Yuqoridagi kabi muiohaza yuritib to‘rt o‘zgaruvchining funk­
siyasi u-~f(x,y, z,t) ga kelamiz. Bu holda haqiqiy sonlaming 
tartiblangan to‘rtligi (x,y, z,t) to‘rt o‘lchovli fazo deb ataluvchi fazo 
nuqtasining koordintalarini tashkil etadi. To‘rt o‘zgaruvchi 
funksiyasining aniqlanish sohasi butun to'Tt o‘lchovli fazodan yoki 
uning biror qismidan iborat bo‘ladi.

n ta haqiqiy sonlaming tartiblangan (х1,х2,...,хя) sistemalari 
to‘plami D ni qaraymiz, bunda n biror natural son.

3-ta’rif. Agar D to‘plamning har bir tartiblangan (х1,х2,...,хя) 
sistemasiga biror qoida yordamida aniq z son mos qo‘yilsa, u holda z



// lu x,,x..... ,хя o‘zgaruvchilarning D sohasida aniqlangan funk­

siyasi deb ataladi va 2 = f(xl,x2,...,xn) kabi yoziladi.

Agar n o‘zgaruvchining f va (p funksiyalari bitta (x,.x2,...,xn) 

miqtiilar lo'platni D da aniqlangan bo‘lsa, u holda shu to‘plamda 
imiqlangan ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va maxraj 
imldan farqli bo‘lganda bo‘linmasi haqida gapirish mumkin.

Mn'lumki har bir haqiqiy son sonlar o‘qining nuqtasi sifatida 
lnsvirlimadi, ya’ni haqiqiy sonlar to‘plami bir o‘lchovli real 
'geometrik tasvirlanadigan) fazo-sonlar o‘qidir.

Haqiqiy sonlaming tartiblangan har bir (x,y) juftligi tekislikning 
imiq nuqtasi sifatida tasvirlanadi, ya’ni haqiqiy sonlarning 
tartiblangan juftligi to‘plami ikki o‘lchovli real fazo-tekislkdir.

Haqiqiy solaming tartiblangan uchligi (x,y,z) fazoning aniq 
nuqtasi sifatida geometrik tasvirlanadi, ya’ni haqiqiy sonlaming 
lartiblagan barcha uchliklari to‘plami uch o‘lchovli real (geometrik 
tasvirlanadigan) fazodir.

Shuningdek, haqiqiy sonlaming tartiblangan (x15x2,...,xH) siste- 

malur to‘plami n o'lchovli fazo deb ataladi vaT?" kabi belgilanadi.
n *5 bo‘lganda (xx,x2,...,xn) tartiblangan sonlar sistemasi n 

o'lchovli fazoning nuqtasi sifatida geometrik tasvirlanadigan real n 
o'lchovli fazo mavjud emas.

Noreal (geometrik tasvirlanmaydigan) bo‘lsada n (n>3) o‘lchovli 
liizo mavjud va sonlaming (x1,x2,...,xn) sistemasi uning nuqtasini 

ifodalaydi deb faraz qilamiz.
Matematiklar tomonidan o‘ylab topilgan noreal n o'lchovli fazo 

ham ularga uch o‘lchovli real fazodan kam xizmat qilmayapti.
n o‘zgaruchining funksiyasining aniqlanish sohasi n o'lchovli 

fazodan yoki uning biror qismidan iborat bo'lganligi sababli to‘rt va 
undan ortiq o‘zgaruvchili funksiyalaming aniqlanish sohalarini 
geometrik tasvirlab bo lmaydi.
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46.2. Ikki o‘zgaruvchi funksiyasining geometrik tasviri

Oxy tekislikdagi D sohada aniqlangan

(46.1)

funksiyani va Oxyz to'g‘ri burchakli Dekart koordinatalari sistemasini 
qaraymiz (209-chizma),

209-chizma.

1

f
/

/

4

bunda D soha butun Oxy tekislikdan iborat boMishi ham mumkin. D 
sohaning har bir (x,y) nuqtasidan Oxy tekislikka perpendikulyar 
to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz va unda/fx,y) ga teng kesma ajratamiz. U 
hoida fazoda koordinatalari x,y, z=f(x,y) bo‘lgan P nuqtani hosil 
qilamiz.

Koordinatalari z=f(x,y) tenglamani qanoatlantiradigan P nuqtalar- 
ning geometrik o‘mi ikki o‘zgaruvchi funksiyasi z=f(x,y) ning gra- 
figi deb ataladi. (46.1) tenglama fazoda biron sirtni aniqlashi 
mumkin.

Demak ikki o‘zgaruvchi funksiyasining grafigi, Oxy tekislikdagi 
proeksiyasi funksiyaning aniqlanish sohasi D dan iborat bc‘lgan sirt 
bo‘ladi. D sohaning ixtiyoriy nuqtasidan Oxy tekislikka perpen- 
dikulyar o'tkazilgan to‘g‘ri chiziq z-f(x,y) sirt bilan bir martadan 
ortiq kesishmaydi. Masaian, z-3x+6y-7~0 tenglama tekislik 
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tcnglimutsi ekanini bilamiz. Demak bu tekislik z^3x-6y+7 ikki 
o'/garuvchi funksiyasining grafigi.

Shuningdek .x2+y2+22=7r tenglama markazi koordinatalar boshi- 
du bo'lgan radiusi R ga teng sferani tenglamasi edi. Demak sfera z= 
•JR2 — x2 ~y2 va z=-^R2 — x2 — y2 funksiyalami grafiklarini 

birlashmasidan iborat, ya‘ni sferaning Oxy tekislikdan pastda yotgan 

yarmi z=-yJR2 -x2 -y2 funksiyaning grafigini, sferaning Oxy 

lekislikdan yuqorida yotgan yarmi z=^R2 - x2 - y2 funksiyaning 

grafigini ifodalaydi.

Umuman olganda ikki o‘zgaruvchi funksiyasining grafigini 
chizish unchalik oson ish emas. Uni ikkinchi tartibli sirtlami 
chizishda foydalanilgan parallel kesimlar usulidan foydalanib, ya‘ni 
sirtni koordinatalar tekisligiga parallel tekisliklar bilan kesilganda 
kesimda hosil bo‘lgan chiziqqa qarab sirt haqida biror to‘xtamga 
kelish mumkin.

Masalan, funksiyaning grafigini chizish uchun sirtni Oxy
tekislikka parallel z=h (h>0) tekislik bilan kesganda kesimda aylana 
va Oyz, Oxz tekisliklariga parallel tekisliklar bilan kesganda kesimda 
parabola hosil bo‘lishiga qarab z=x2+y2 funksiyaning grafigi 210— 
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chizmada tasvirlangan aylanish paraboloididan iborat bo'lishiga iqror 
boUamiz.

Agar A,B,C berilgan o‘zgarmas sonlar boUganda z = Ax + By + C 
funksiyani qarasak bu funksiya ikkita o‘zgaruvchi x,y ning chiziqli 
funksiyasi boUib у butun Oxy tekislikda aniqlangan, grafigi 
tekislikdan iborat.

Shunga o‘xshash A,B,C,D berilgan o‘zgarmas sonlar bo‘lganda 
U-Ax+By + Cz + D funksiya uchta o‘zgaruvchi x,y,z laming 
chiziqli funksiyasi bo‘lib u uch o‘lchovli Oxyz fazoda aniqlangan, 
grafigini geometrik tasviri ab boUmaydi.

Chiziqli funksiya tushunchasini n ta o‘zgaruvchilar uchun ham 
umumlashtirish mumkin. a, (i = l,n), 6 berilgan o‘zgarmas sonlar 
boUganda

U - OjXj + a2x2 +.... + anxi; + b

funksiya n ta o‘zgaruvchi xl,x2,...,xn laming chiziqli funksiyasi deb 
ataladi. Bu funksiya n o'lchovli fazoning barcha nuqtalarida 
aniqlangan. n > 4 bo Uganda bu funksiyaning aniqlanish sohasini, 
n > 3 bo Uganda uning grafigini geometrik tasvirlab boUmaydi.

Agar

■г = /(х,у) = <
y>0 bo'lganda, 

y<Q bo'lganda
funksiyani qarasak bu funksiya Oxy tekislikda aniqlangan, grafigi 
Oxyz fazoda joylashgan o‘zaro parallel ikkita yarim tekisliklardan 
iborat.

Shuni aytish joizki bir o‘zgaruvchining funksiyasi kabi har qanday 
ikki o'zgaruvchining funksiyasi ham grafikka ega boUavermaydi. 
Masai an

f(x,y) =
1, agar x,y ratsional son bo'lsa,

0, agar x, у laming kamida bittasi irratsional son bo'lsa 

funksiya butun Oxy tekislikda aniqlangan, qiymatlari to‘plami 
E={0,l}. Bufunksiya grafikka ega emas.
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Izoh. Uch va undan ortiq o‘zgaruvchining funksiyasini fazoda 
giaflk yordamida tasvirlash mumkin emas.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Bir o'zgaruvchi funksiyasini ta'riflang?
2. Bir o'zgaruvchi funksiyasining aniqlanish va o‘zgarish sohalari 

nima?
3. Asosiy elementar funksiyalaming aniqlanish va o‘zgarish sohalarini 

ayting.
4. Funksiyaning berilish usullarini ayting.
5. Grafigi mavjud bo'lmagan funksiyaga misol keltiring.
6. Bir necha o'zgaruvchi funksiyasini tariflang?
7. Bir necha o‘zgaruvchi funksiyasining aniqlash va o'zgarish sohalari 

nima?
8. Ikki o'zgaruvchi funksiyasining aniqlanish sohasi nimadan iborat 

bo‘ladi?
9. Uch o'zgaruvchining funksiyasini aniqlanish sohasi nimadan iborat?
10. Ikki o'zgaruvchi funksiyasining geometrik tasviri nimadan iborat?

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi funksiyalaming aniqlanish sohasi geometrik tasvirlan- 
sin.

1. z-ln (y-x2).
2. z=arcsm(x2+y2-5).
3. z= -Jx2 + y* - 25 .

4. z=y/x2 + y2~ - 4 + /16 - x2 - y2 .

5. w= ln (z-x^-y2).
6. Zr--Jx2 + y1 + z2 - 9 .

x2 +y2 +z2
7.
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47. BIR NECHA O‘ZGARUVCHI FUNKSIYANING LIMITI VA
UZLUKSIZLIGI

47.1. Bir necha o‘zgaruvchi funksiyaning limiti

Funksiyaning limiti tushunchasini qarashdan oldin, beriigan nuq­
taning d-atrofi tushunchasini kiritamiz. Bir o‘zgaruvchining 
funksiyasi qaralganda_x=xo nuqtaning d-atrofi deganda_(xc- 8, xo+ 8) 
interval tushunilar edi.

1-ta ‘rif. Oxy tekislikning koordi natal ari 
p(P',Pll) = 4^x~xo)2+(У~Уо)2 <s 

tengsiziikni qanoatlantiruvchi P(x,y) nuqtalari to‘plami P0(x0,y0) 
nuqtaning d-atrofi deyiladi.

Boshqacha aytganda Po nuqtaning d-atrofi bu markazi Po nuqtada 
bo‘lgan d radiusli doiraning ichki nuqtalaridir (aylananing nuqtalari 
atrofga tegishli emas) (211-chizma).

о

211-chizma.

Fazodagi Ро(Хо,Уо,?о) nuqtaning d-atrofi markazi Po nuqtada bo‘- 
libradiusi dgateng

/?(P;Po) = 7(x-xo)2 +(j-K)2 + (z-^o)2 <s 

shaming P(x,y,z) nuqtalaridan iborat boUadi. Shaming sirti-sfera- 
ning nuqtalari nuqtaning atrofiga tegishli bo'lmaydi. Bunda p(P.Po) 
orqali Po va P nuqtalar orasidagi masofa belgilangan.

284



n odchovli (п>3 da) fazoda Ро(хю, Хго,...x„o,) nuqtaning 6-atrofi 

markazi Po nuqtada bo‘lib radiusi 5 ga teng -хи)2 <8

n o‘lchovli shaming sirtida yotmagan />(x1,x2,...,xw) nuqtalaridan 
iborat bo‘ladi.

Faraz qilaylik z=f(x,y) funksiya P0(xo, yo) nuqtaning biror atrofida 
aniqlangan bo‘lsin (Pc nuqtaning o‘zida aniqlanmagan bo‘lishi ham 
mumkin).

2-ta ‘rif. Agar ixtiyoriy r>0 son uchun shunday 3 >0 son 
topilsaki,

p (P,PO)< 8

tengsizlikni qanoatlantiruvchi Po dan farqli barcha P(x,y) nuqtalar 
uchun

\f(x,y)-A I < e (yoki f(P)-A I < e )

tengsizlik bajariisa, u holda A o'zgarmas son z—f(x,y) funksiyaning 
Po(xo, Уо) nuqtadagi yoki P(x,y)—► Po(xq, y0) dagi Iimiti deyiladi va

lim f(P) = A yoki lim f(x,y) = Ap->Po " X->X0y—>yo
ko‘rinishda yoziladi.

Uch va undan ortiq o‘zgaruvchi funksiyasining iimiti ham shunga 
o‘xshash ta‘riflanadi.

x3 + v3
1-misol.  f(x,y)-~——--(x2+y2*0) funksiyaning 0(o,o)

x2 + y
nuqtadagi Iimiti topilsin.

Yechish. Funksiya Oxy tekislikning 0(o,o) nuqtasidan farqli 
barcha nuqtalarida aniqlangan. x2 <x2+y2,y2 <x2+y2

3 3
tengsizliklardan x3 < (xz + y2)2, y2 S(x2 + y2)2 va bulardan

з
x1 + y3 <2(x2 + y2)2 tengsizlikkaegabo‘lamiz.
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Demak

Istalgan £>0 son uchun = ~ deb olinsa Jo(P,0)=\x2 +yA <3 

tengsiziikni qanoatlantiruvchi 0(o,o) nuqtadan farqli barcha P(x;y) 
nuqtalar uchun

|/(x;y)- 0| < 2^хГ+у2 <23 = 2 — ^ s

tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlik f(x;y) funksiya 0(o,o) nuqtada 0 ga 
teng limitga ega ekanligidan dalolat beradi.

3-ta ’rif. Agar ixtiyomi N>0 son uchun shunday 3>0 son topilsaki 

р(ЛPa) = J(x-x0)2 + (y -y0)2 < з

tengsiziikni qanoatlantiruvchi /’oCXiD'o) nuqtadan farqli barcha 
P(x;y) nuqtalar uchun

|/(x;y)| > N

tengsizlik baj aril sa/Ay) funksiya P(x;y) —> P0(x0;y0) da cheksiz- 
likka intiladi deyiladi va

lim /(x;y) = cox->.r0У~>Уй
kabi yoziladi.

f(x,y) funksiyaning x,y—»oc dagi limit! lim/(x; y) = A haqida so‘z
X—><*>y_>oO

yuritish ham mumkin. Bu tenglikni A chekii son bo‘lganda istalgan 
£ > 0 son uchun shunday N>0 son topildiki x,y ning jxl > N, j_yj > N 

tengsizlik] ami qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida f(xy) funksiya 
aniqlangan va i/(x,y) - Л| < s tengsizlik bajariladi deb tushunish 

kerak.
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4-tu ‘rif. Agar lim f(P) - 0 bo‘lsa, u hoida z=f(P) funksiya Po 
p->p„'

nuqtada (/'—► P0 da) cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Agar z - f(P) funksiya Po nuqtada A ga teng limitga ega bo‘Isa, u 

hoida a(P)-f(P)~A funksiya Po nuqtada cheksiz kichik funksiya 
bo‘ladi. Shunday qilib Po nuqtada chekli A limitga ega boigan 
z /(7’> funksiyani shu A son bilan Po nuqtada cheksiz kichik funksiya 
о (P) ning yighndisi ko‘rinishda tasvirlash mumkin ekan:

f(P)=A+ a (P), bunda lim a(P) - 0 .
p~+p.,

Bir o‘zgaruvchi funksiyasining limiti haqidagi barcha asosiy 
teorcmalar bir necha o‘zgaruvchining funksiyasi uchun ham o‘rinli 
bo'ladi.

Jumladan
lim [/(х;у)±^(х;у)] = lim /(x;y)± lim ^(x;^),

x->x0 X—>Xq X~>Xq

У~>У0 У~^Уо

lim (/(x;j)-^(x;j)) = Hm /(x;y)- lim p(x;y),
x->x0 x—>x0 X—>X()

У~*Уо У~>Уо

lim/(x;j)

lim _______
<P(.x-,y) lim^(x;j>)

У~*У« л-»хс
У->Уо

(lim (p(xiy) Ф 0)
x->x0

lengliklar o'rinli. Buyerdagi x0,y0 o‘mida °o bo‘lishi ham mumkin.
I .imitga ega bo‘lmagan funksiyaga misoliar keltiramiz.

x — у
2-inisol.  z =----- -- funksiyaning 0(o;o) nuqtada limitga ega

x + y
cmasligi ko‘rsatilsin.

Y cell Mi. Bu funksiya x+y-o to‘g‘ri chiziq nuqtalaridan tashqari 
Oil' tckisligining barcha nuqtalarida aniqlangan. Uning (0,0)nuqtada 
hinitgii ega emasligini ko‘rsatish uchun P(x,y) nuqtaPof0,0) nuqtaga
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ikki xil yo‘nalish bo‘yicha intilgan hollami kuzatamiz. P nuqta Oy 
o‘q bo‘ylab Д/0.0) nuqtaga yaqinlashsa x=0 bo'Jganiigi sababli

lim ——v = lim—— - -1
P-+Po x + у у

bo‘ladi. P nuqta Ox o‘q bo‘ylab PG(0,(^nuqtaga intilganda y=0 
bo‘lganligi sababli

lim ——— = lim — = 1
P~>P<> x + у X

bo‘ladi. Shunday qilib P(x,y) nuqta Po (0,0) nuqtaga ikki xil 
yo‘nalish bo‘yicha yaqinlashganda funksiya ikki xil limitga ega 
bo‘ldi. Bu berilgan funksiya Po(0,0) nuqtada limitga ega emas degan 
so‘z.

3-misol.  /(x,y) = ■ v , (x4 + v2^0) funksiyaning 0(0,0) 
X' +y

nuqtadagi Iimiti topilsin.
Yechish. Koordinatalar boshidan o‘tuvchi istalgan y^kx 

chiziqda funksiya
to‘g‘ri

.f(x,y) = f(x-,kx) =
kx‘ 

x4 + A2x2
ko‘rinishiga ega bo‘lib bu funksiya x —> 0 da 0 ga teng limitga ega. 
Demak P(x,y) nuqta istalgan y=kx to‘g‘ri chiziq bo‘ylab koor­
dinatalar boshiga yaqinlashganda funksiya 0(0,0) nuqtada nolga teng 
limitga ega. В undan funksiya koordinatalar boshida limitga ega 
ekanligi kelib chiqmaydi. Masalan P(x,y) nuqta koordinatalar 
boshiga у = x2 parabola bo‘ylab yaqinlashganda 

f(x,y) = f(x,x")=-
x4+(x2)2

1_
2

bo‘lad i. Shunday qilib P(x,y) nuqta 0(0,0) nuqtaga har xil 
yo‘nalishlar bo‘yicha yaqinlashganda funksiya ikki xil limitga ega 
bo‘ladi. Bu berilgan funksiya 0(0,0) nuqtada limitga ega emasligini 
angiatadi.
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47.2. Bir necha o‘zgaruvchi funksiyasining uzluksizligi

z=fix,y) funksiya P0(xo,y0) nuqtada va uning biror atrofida 
aniqlangan boflsin.

5- ta‘rif. Agar lim /(P) = bo‘lsa, u holda z=f(x,y) fun-

ksiya Po(xo ,yo) nuqtada uzluksiz deb ataladi.
Bu ta‘rif quvidagi ta‘rifga teng kuchlidir.
6- ta‘rif. Agar ixtiyoriy £>o son uchun shunday 8>o son to- 

pilsaki,
p(P,Po) <3

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha P(x,y) nuqtalar uchun

£(y°ki \f(p)-f(po)\< £)

tengsizlik bajarilsa, u holda z=f(x,y) funksiya Po(xo ,yo) nuqtada 
uzluksiz deyiladi.

I Jzluksizlikning 5-ta‘rifga teng kuchli yana bir ta‘rifini keltiramiz. 
Bulling uchun lim /(P) =/(P9) tenglikni unga teng kuchlip-yp„

lim[/(P)-/(Po)] = 0 yoki lim[/(x,y) = /(xo,yo)] = 0Р->Р0 X-+X',У~*Уо
tenglik bilan almashtiramiz.

x-xo=Ax, y-yo=Ay, f(P)-f(Pc,)—f(x,y)-f(xo,yo)—Az

belgilashlami kiritamiz.
Az ifoda z=f(x,y) funksiyaning Po(xo ,yo) nuqtadagi to‘iiq 

orttirmasi deb ataladi. Kiritilgan belgilashlarga asoslanib

Ax=xo+Ax, y=yo+Ay, Az ^f(xo+Ax, yo+Ay)-f(xo,yy 

tengliklarni hosil qilamiz.
7- ta‘rif. Agar z=f(x,y)=f(P) funksiya Po(xo ,yo) nuqtada va uning 

biror atrofida aniqlangan bo‘lsa, hamda agar argumentning Ax va A 
у cheksiz kichik orttinnalariga funksiyaning Az cheksiz kichik 
lo‘liq orttirmasi mos kelsa, ya‘ni
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lim Az = ОAt->oДу->0
bo‘Isa, u holda bu funksiya Po(xo ,yo) nuqtada uzluksiz deb ataladi.

Biror to‘plamning har bir nuqtasida uzluksiz funksiya shu 
to‘plamda uzluksiz deb ataladi.

Agar biror Po(xo,yo) nuqtada uzluksizlik sharti lim /(P) = f(JPo) 

bajarilmasa, u holda bu nuqta z=f(x,y) funksiyaning uzilish nuqtasi 
deyiladi. Uzluksizlik sharti quyidagi hollarda bajarilmasligi mumkin.

1) z=f(x,y) funksiya Po(xo ,yo) nuqtaning biror atrofida aniq­
langan, lekin Po (xo ,yo) nuqtaning o‘zida aniqlanmagan;

2) z=f(x,y) funksiya Po(xo ,yo) nuqtada va uning biror atrofida 
aniqlangan, lekin

lim/(x,y)
У-*Уа

mavjud emas.
3) z=f(x,y) funksiya Po(xo ,yo) nuqtada va uning biror atrofida

aniqlangan va lim f (x, y) limit ham mavjud , lekinx->xo
lim f(x,y) * f(xo,yo).

X-*Xa
У-*Уо

4- misoI. z^+y2 funksiyaning Oxy tekislikning istalgan nuqtasida 
uzluksizligi ko‘rsatilsin.

Yechish. \z=[(x+ Ax/+fy+ Ay/j-fx2 +y2) =[(x2+2x- Ax+ Ax2+
+y2+2y- Ay+ by2)]-( x2+y2)= 2x- Ax+ 2yAy+Ax2+Ay2, demak 

lim Az = 0, va z=x2+y2 funksiya Oxy tekislikning ixtiyoriy P(x,y) Ax->0Ду->0
nuqtasida uzluksiz ekan.

5- misol. Ushbu z - —-— funksiyaning uzilish nuqtalarini toping.
x-y

Yechish. Funksiya Oxy tekislikning koordinatalari x-y=0 (x=y) 
tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalardan tashqari barcha nuqtalarida 
aniqlangan va uzluksiz. y=x to‘g‘ri chiziq birinchi va uchinchi 
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koordinala burcluiklarining bissektrisasidir. Ana shu bissektrisaning 
hai bit nuqtasi berilgan funksiyaning uzilish nuqtasi bo‘ladi. 
Shunday qilib uzilish nuqtalari funksiyaning uzilish to‘g‘ri chizig‘ini 
luisil qihu ekan.

Ague - /(r; v)
1 y>0 bo'Iganda,

funksiyani qarasak bu
О у<0 bo'Iganda

lunksiyn Oxy tekisligining Ox o‘qda yotmagan istalgan nuqtasida 
ii/luksiz ih o‘q funksiyaning uzilish chizig‘i bo‘ladi.

Ikki o' /gain vchining uzluksiz funksiyasi bir o‘zgaruvchining 
uzluksiz funksiyasi ega bo‘lgan barcha asosiy xossalarga ega bo‘ladi. 
hunliidan (x0;y0) nuqtada uzluksiz /(x; y), <p(x;y) funksiyaiaming

yig'iiidisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va mahraji ^(x0;y0) 0 bo‘lganda

/( v; y) bofiinmasi ham (x0;y0) nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

47.3. Yopiq sobada uzluksiz funksiyaning xossaiari

Bir c/zgaruvchining funksiyasi o‘rganilganda [a;b] kesmada 
uzluksiz y-f(x) funksiya shu kesmada chegaralanganligini, o‘zining 
eng katta qiymati M va eng kichik qiymati tn ga erishishini, hamda 
(tn. M) intervaidagi barcha qiymatlami qabul qilishini bilamiz. Ikki va 
iindan oriiq o‘zgaruvchilaming funksiyalari ham shu xossalarga 
o'xshash xossalarga ega. Ularni keltirishdan oldin bizga kerak 
bo'ladigan ba‘zi-bir tushunchalar bilan tanishamiz.

8- ta‘rif. Agar tekislik nuqtalarining D to‘plamiga tegishli 
ixliyoriy ikki nuqtani shu to‘plam nuqtalaridan tashkil topgan 
uzluksiz chiziq bilan tutashtirish mumkin bo‘lsa, u hoida D to‘p lam 
bog'lamli to‘plam deb ataladi.

9- ta‘rif. Agar D to‘plamning P nuqtasi shu to'plamning nuq- 
luliiridan tashkil topgan biror 8 - atrofi bilan shu to‘plamga tegishli 
ho'lsa, u hoida u D to‘plamning ichki nuqtasi deyiladi (212- 
i Itiz.ma).

291



10- ta‘rif. Faqat ichki nuqtalaridan tashkil topgan D to‘plam ochiq 
to‘plam deyiladi.

Uchburchak, aylana. ellipslarning ichida yotgan tekislik nuqtalari 
to‘plami ochiq to‘plamga misol bo"la oladi.

11- ta‘rif. Bog‘lamli ochiq to‘p!am ochiq soha yoki qisqacha 
soha deyiladi.

Masalan Oxy tekislikning ixtiyoriy yopiq egri chiziq bilan 
chegaralangan qismi sohaga misol bo‘la oladi.

12- ta‘rif. Agar N nuqtaning ixtiyoriy 8 - atrofida beriigan D 
to‘plamga tegishli bo‘lgan nuqtalar ham, bu to‘plamga tegishli bo‘l- 
magan nuqtalar ham mavjud bo‘lsa, u holda N nuqta D to‘plamning 
chegara nuqtasi deb ataladi (212-cliizma). To:plamning barcha 
chegara nuqtalari to‘plami uning chegarasi deyiladi (212-chiz- 
madagi L chiziq).

Masaian doiraning ichida yotuvcbi nuqtalardan tashkil topgan 
soha uchun aylana chegara bo‘ladi.

13- ta‘rif. Soha va uning chegarasidan tashkil topgan nuqtalar 
to‘plami yopiq soha_deb ataladi.

14- ta‘rif. D to‘plamni o‘z ichiga oluvchi markazi koordinatalar 
boshida bo‘lgan doira mavjud bo‘lsa, u holda D то‘р1ат chegara­
langan to‘plam deb ataladi.

Kesma va uchburchak- chegaralangan to‘plam.
To‘g‘ri chiziq chegaralangan to‘plam bo'la olmaydi.
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Ikki o'zgaruvchining funksiyasi aniqlangan yopiq chegaralangan 
soba bir o'zgaruvchi funksiyasi aniqlangan kesma vazifasini o'taydi.

I ndi ikki o'zgaruvchining uzluksiz funksiyasini asosiy xossa- 
liiiini kcltiramiz.

1. Agar z=f(P) funksiya chegaralagan yopiq D sohada uzluksiz 
bo'lsa. u holda u shu sohada chegaralangan ya'ni shundav k>0 
o'zgarinas son mavjudki, D sohaning barcha P nuqtalari uchun

\f(P)\<k

Icngsizlik o'rinli bo'ladi.
2. Agar z=f(P) funksiya chegaralangan yopiq D sohada uzluksiz 

bo'lsa. u holda u shu sohada o‘zining eng katta qiymati M va eng 
kichik qiymati in ga erishadi, ya‘ni D sohada shunday Pi va P2 
11 uqtalar mavjudki

f(Pi)=M, f(P2)=m

lenglikiar o'rinli bo'ladi.
3. Agar z-f(P) funksiya chegaralangan yopiq D sohada uzluksiz 

bo' lsa, u holda u shu sohada o'zining eng katta qiymati M va eng 
kichik qiymati m orasidagi barcha oraliq qiymatlarini qabul qiladi, 
ya'ni (m,M) intervaldan olingan istalgan A uchun D sohada kamida 
bitta У nuqta mavjud bo‘lib

Icnglik bajariladi.
Bundan, xususiy holda D sohaning Pi va P2 nuqtalarida funksiya 

liar xil ishorali qiymatlami qabul qilganda sohada f(Po)-0 shartni 
q inoatlantiruvchi Po nuqtaning mavjudligi kelib chiqadi.

Uch va undan ortiq o'zgaruvchining funksiyasi uchun ham uzluk- 
siziik tushunchasi xuddi ikki o'zgaruvchining funksiyasiniki singari 
ta'riflanadi va keltirilgan xossalar ular uchun ham o‘z kuchini 
saqlaydi.

293



O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Tekislikda va fazoda nuqtaning 5- atrofi nima?
2. z=f(x,y) funksiyaning Po(xo,yo) nuqtadagi limitini ta'riflang.
3. Cheksiz kichik funksiya nima?
4. z^f'xy) funksiyaning P0(Xo,y0) nuqtada uzluksizligini ta‘riflang.
5. Funksiyaning uzilish nuqtasi nima?
6. Bog‘lamli to‘plamni ta‘riflang.
7. To‘plamning ichki va chegara nuqtalarini tariflang.
8. Ochiq to‘plamni ta‘nflang va unga misollar keltiring.
9. Soha deb nimaga aytiladi?
10. Yopiq soha deb nimaga aytiladi?
11. To‘plam qachon chegaralangan deyiladi?
12. Chegaralangan yopiq sohada uzluksiz funksiya qanday xossalarga 

ega.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi limitlar hisoblansin.
У1. lim------- . Javob: mavjud emas.

Jxy + 9-3
2. lim---------------

y-->0 s

3,lira™(£±Z). javob:;.
X + у

4.1ш>™Й2. Javob: 0

Javob: —
6

5. z —-------- funksiyaning uzilish nuqtalari topilsin.
X + у

6. z = ^/1 - ~л— у1 funksiyaning uzluksizlik sohasi topilsin.
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7.
x + у

(x-l)2+(y + 2)2

2, agar

8.
o, agar

-2, agar

funksiyaning uzilish nuqtasi topilsin.

xy>0

x>- = 0

xy <0

bo'lsa,

bo,|s^ funksiyaning grafigi

bo'lsa

ynsalsin va uzilish chizig‘i ko‘rsatilsin.
9. « -- д/х2 + у2 + z2 - 4 funksiyaning uzluksizlik sohasi topilsin.
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48. BIR NECHA O‘ZGARUVCHl FUNKSIY ALARINING XUSUSIY 
HOSILALARI VA DIFFERENSIALLANUVCHILIG1

48.1. Bir necha o‘zgaruvchi funksiyasining xususiy hosilalari

z=zf(xA) ~f(P) funksiya P(x,y) nuqtaning biror atrofida aniqlan- 
gan bo‘lsin. x o‘zgaruvchiga P(x,y) nuqtada Ax orttirma beramiz, у 
o‘zgaruvchini esa o'zgarishsiz qoldiramiz. Natijada Pfx+Ax. y) 
nuqtani hosil qilamizki u ham P(x,y) nuqtaning ko'rsatilgan atrofidan 
chiqib ketmasin. U holda funksiya olgan Axz=f(P})-f(P) yoki 
Axz=f(x+Ax, y)-f(x,y) orttirma funksiyaning P(x,y) nuqtadagi x o‘z- 
garuvchi bo‘yicha xususiy orttirmasi deb ataladi.

Funksiyaning P(x,y) nuqtadagi у o‘zgaruvchi bo‘yicba xususiy 
orttirmasi ham shunga o‘xshash aniqlanadi:

Ay z=f(x,y+ Ay)-f(x,y).

Nihoyat x va у o‘zgaruvchilar mos ravishda Ax va Ay orttir- 
malar olganda funksiya olgan Az=f(x+Ax, y+Ay)-f(x,y) orttirmasi 
z=f(x,y) funksiyaning P(x,y) nuqtadagi to‘la orttirmasi deb 
ataladi.

1-ta‘rif. Agar

lim
Ax-->0

A<zf
Ax

lim
A v-> 0

A.vZ>|

Ay J
limit mavjud bo‘lsa, u holda bu limit z=f(x,y) funksiyaning P(x,y) 
nuqtadagi x (y) o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi deb ataladi 
va

, ,, df dz df

£ X 9 J X ’ \ Z y 5 ./ у л )
dx dx By oy

simvollaming biri orqali belgilanadi.
Ta‘rifdan ko‘rinib turibdiki ikki o‘zgaruvchi funksiyasining x (y) 

o‘zgaruvchi bo‘vicha xususiy hosilasi у (x) ni o‘zgarmas sanab 
undan bir o‘zgaruvchi funksiyasidan x(y) bo‘yicha olingan oddiv 

296



hosiladan iborat ekan. Shuning uchun xususiy hosilani topish bir 
o‘zgaruvchining funksiyasini hosilasini topish qoidasi va fonnulasi 
asosida amalga oshiriiadi.

1-misol.  z=x5 cosy funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
Yechish.
z'x - (x3 cos y)x = (x3)'x cos у - 3x2 cos y.

z'y = (x3 cos y)' = xJ(cos y)' = -x3 sin y.

chunki zx ni hisoblashda cosy o‘zgarmas sanalib hosila belgisi-
F

dan chiqariladi, zy ni hisoblashda esa x’ o‘zgarmas sanalib hosila 

belgisidan chiqarildi.

2-misoi.  z-ln(x2 +y2 ) , ~ - ?
dx dy

“ = (ln(*2 (X2 +y2)x
0 

x~

(x2)'x + (y2)' = 2x + 0 =___2 x___

x 2 + у z x 2 + у 2 x2 + у2

dz _ 2 у
ду x2 + у2

Bunda (Inи)' = — formuladan foydalanildi.
и

3-misol.  z=sm(x3 у), 22. _ ?_ _ ? 
dx dy

x - cos(x3y) • (x3y)'T = cos(x3y) ■ (x3 )x ■ у = 3x2y cos(x3y);

-~ = (sin(x3y))v
Эу

= cos(x»(x3y% cos(x3y) • x3y’v -- x3 cos(x3y).

Bu yerda (sin w)' = cosw -u va (xn j'-nx"'1 formuialardan foyda­

lanildi.
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. , x dz
4-misol. z = arctg—, — 

У dx

dz

1
У _ _____ У____ ■
X2 V2 + X2 ’1 + ■ T y
У

dz 
dy И

к У )
у 1 +

и
Buyerda (arctgu)' =------ — formuladan foydalanildi.

1 + u

5-misoI. z-x^, --9—-9
dx dy

~ = CO' = yxy~\~ = {хуУу = хЧпх. 
dx dy

J—1

Biz bu yerda (x“ )' = axa lva(ax)' = ax In a formuladan foyda- 

landik. Ikki. o‘zgaruvchi funksiyasining xususiy hosilasini keltirilgan 
ta‘rifi funksiyaning aniqlanish sohasini ichki nuqtalari uchun to‘g‘ri 
keladi. Agar P(x,y) nuqta funksiyani aniqlanish sohasini chegara 
nuqtasi bo‘lsa, u holda 4»z (Ду z) xususiy orttirmalar aniqlanmagan 
bo‘lishlari ham mumkin, chunki bu holda Р/ (x+ Дх,у), P2 (x,y+ Ду) 
nuqtalar Дх£0, Ду±0 orttinnalaming hech bir qiymatlarida 
funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli bo‘lmasligi ham mumkin.

213-chizma.
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Bu 213-chizmadagi Po nuqta uchun o‘rinli.
Bunday holda sohaning ichki P(x,y) nuqtalarida z' xususiy 

hosila hamda lim z' (P) limit mavjud bo‘lsa, u holda shu limit fiink- P->Po
siyasining Po nuqtadagi x bo‘yicha xususiy hosilasi deb qabul 
qilinadi, ya‘ni

z'x(P0)= limzKP).

z^,(P0) ham shunga o‘xshash aniqlanadi.

Uch va undan ortiq o‘zgaruvchi funksiyasining xususiy hosilasi 
ham shunga o‘xshash ta‘riflanadi va hisoblanadi. Masalan,

u=f(x,y,z)

u'y

uch o‘zgatuvchining funksiyasini xususiy hosilalari

u'.

5

lim -A-“
= lim

f (x + Ax,y,z) - f(x,y,z)

\x Дл--»0 Ax
lim Л'“

= lim
f(x,y + Ay,z) - /(x,y,z)

лу->о Av->0 Ay

lim 4-“
= lim

/(x,y,z + Az) - /(x,y.z)
Az->g Az-> 0 Az

9

kabi aniqlanadi. Sohaning barcha nuqtalarida x (yoki y) bo‘yicha 
xususiy hosilaga ega funksiya. shu sohada x (yoki y) bo‘yicha 
xususiy hosilaga ega deyiladi.

48.2. Ikki o‘zgaruvchi funksiyasi xususiy hosilalarining 
geometrik ma‘nolari

Bir o‘zgaruvchir.ing funksiyasi y-f(x) qaraiganda f'(xo) hosila 
(agar u mavjud bo‘isa) geometrik nuqtai nazardan y=f(x) egri 
chiziqning Mo (xo ,f(xo)) nuqtasida unga o‘tkazilgan urinmaning 
burchak koeffitsientini ya‘ni urinmani Ox o‘qning musbat yo‘nalishi 
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bilan tashkil etgan a burchakning tangensini anglatishi ta‘kidlangan 
edi (f'(x0)=tga).

3z
Endi z=f(x,y) ikki o‘zgaruvchi funksiyasi xususiy hosilalari — 

dx 
dz

va — ning geometrik ma‘nosini aniqlavmiz.
dy

z=f(x,y) tenglama 214-chizmada tasvirlangan sirtning tenglamasi 
bo‘lsm. Oxy tekislikning z=f(x,y) funksiyaning aniqlanish sohasiga 
tegishli Po(x0, ya) nuqtasini hamda sirtdagi shu nuqtaga mos Mo (xo 
,yo„ zo) nuqtani olamiz, bunda z0 =f(xo,yo) (214-chizma).

214-chizma.

Koordinata o‘qlarini parallel ko‘chirib koordinatalar boshini Oi 
(O,yo,O) nuqtaga joylashtiramiz va sirtning yangi OjX Z koordi­
nata tekisligi bilan kesishish chizig‘i (ya‘ni sirtning eski sistemadagi 
y-yo tekisligi bilan kesishish chizig‘i) AMo В silliq chiziqni 
qaraymiz. Bu egri chiziqni O/X Z tekisiikdagi bir o‘zgaruvchining 
funksiyasi z=f(x,yo) ning grafigi deb qarash mumkin. U hoida bir 
o‘zgaruvchi funksiyasi hosilasining geometrik ma’nosiga binoan 

—2 = /ga bo‘ladi, bunda a AMoB egri chiziqqa uning Mq 
dx

nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning OX yoxud ox bilan tashkil etgan 
burchagi.
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Ikkinchi tomondan hosilaning ta‘rifiga binoan

df(x,yQ) i = /(x0+Ax,y0)-/(x0,j0) = ( dz\
dx lx=x° At^o Дх l^xjp

Вundan = tga kelib chiqadi.

Demak,
dz
— xususiy hosilaning Po(xo, yo) nuqtadagi qiymati 
dx

дг(*о,Уо) 
dx

z=f(x,y) sirt bilan y=yo tekislikning kesishish chizig‘ini

Mo (xo ,yo„ z0) nuqtasida shu egri chiziqqa o‘tkazilgan urinmaning 
ox o‘q bilan tashkil etgan burchagi tangensini ifodalar ekan. Ana shu

— xususiy hosilaning geometrik ma‘nosidir.
dx

— uchun yuritilgan mulohazalami takrorlab £'£ xususiy hosila- 
Sx Qy

ning Po(xo,yo) nuqtadagi qiymati z=f(x,y) sirt bilan x=xo tekislikning 
kesishish chizig‘ini Mo (xo ,y0, zq) nuqtasida shu egri chiziqqa 
o'tkazilgan urinmaning oy o‘q bilan tashkil etgan burchak tangensini 
ifodalashiga iqror bo‘lamiz.

48.3. Bir necha o'zgaruvchi funksiyasining 
differensiallanuvchiligi

z=f(P) funksiya P(x,y) nuqtaning biror atrofida aniqlangan 
bo‘lsin.

2-ta‘rif. Agar z=f(P) funksiyaning P(x,y) nuqtadagi to‘la 
orttirmasi Az=f(x+Ax,y+Ay)-f(x,y), Az=AAx+BAy4~a(Ax,Ay)Ax+ 
+P(Ax,Ay)Ay (48.1)
ko‘rinishda tasvirlansa, u holda z=f(P) funksiya P(x,y) nuqtada 
differensiallanuvchi deb ataladi, bunda A va B, Ax,Ay ga bog‘liq 
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bo'linagan sonlar, a (Ax, Ay) va [1 (Ax,Ay) Ax—>0, Ay—+0 da yoki 

p — -y Ax2 + Ay2 —> Oda cheksiz kichik funksiyalar.

Bir o‘zgaruvchi funksiyasining biror nuqtada differensiallanuv- 
chiligidan uning shu nuqtada uzluksizligi va hosilaga ega ekanligi 
kelib chiqar edi. Shuningdek, bir o‘zgaruvchi funksiyasining biror 
nuqtada hosilaga ega ekanligidan uning ish nuqtada differensial- 
lanuvchiligi kelib chiqadi. Boshqacha aytganda bir o'zgaruvchi 
funksiyasi uchun funksiyaning nuqtada hosilaga ega ekanligi va 
differensiallanuvchiligi bir narsa edi.

Shu xossa ikki o‘zgaruvchining funksiyasi uchun ham saqlana- 
dimi degan savolga javob izlaymiz.

48.1- teorema. Agar z=f(P) funksiya P(x,y) nuqtada 
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda u shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Agar z=f(P) funksiya P nuqtada differensiallanuvchi 
bo‘lsa, u holda (48.1) munosabatdan lim Az - 0 kelib chiqadi, bu Ax—>0Ay->0
esa funksiyaning P nuqtada uzluksizligini anglatadi.

48.2- teorema. Agar z^f(P) funksiya P nuqtada differensialla­
nuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya shu nuqtada f'x(x,y),f'y(x,y) 

xususiy hosilalarga ega va /X'(x,y) = zt,/y'(x,y) = В tengliklar 

o‘rinlidir.
Isboti. z=f(P) funksiya P nuqtada differensiallanuvchi bo‘lgan- 

ligi uchun (48.1) tenglik o‘rinli. Ay=0 deb faraz qilsak undan

Ax z= A-Ax+ a (Ax,0)Ax (48.2)

tenglikka ega bo‘lamiz, bunda lim a(Ax,0) = 0. (48.2) tenglikni harЛх->0
ikkala tomonini Ax gabo‘lib Ax—*0 da limitga o‘tsak

lim —— = lim [A + a(Ax,0)l = A Дх->0 Ax &t->0
kelib chiqadi. Demak, P(x,y) nuqtada f'x(x,y) xususiy hosila mav­

jud van A gateng.
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P(x,y) nuqtada f'y(x,y) = В xususiy hosilaning mavjudligi ham 

shunga o‘xshash isbotlanadi.
Shunday qilib, P(x,y) nuqtada differensiallanuvchi z=f(P) 

funksiya uchun
Az = f’x(x, y) Ax + f'y (x, y)Ay + a(Ax, Ay) • Ar + /?(Ax, Ay) - Ay (48.3) 

tenglik o‘rinli ekan.
48.1 va 48.2-teoremalarga teskari teoremalar o‘rinli emas, ya‘ni 

funksiyaning biror nuqtada uzluksizligidan yoki xususiy hosilalarga 
ega ekanligidan uning shu nuqtada differensiallanuvchiligi kelib 
chiqmaydi.

Masalan, z = д/х2 + y2 funksiya (0,0) nuqtada uzluksiz, ammo u 

shu nuqtada xususiy hosilalarga ega emas.
Haqiqatan,

/(0 + Ax,0) -/(0,0) _ 7(0 +Ax)2 -0 _ ]Ax| 

Ax Ax Ax
|Axj

Ammo -—1 funksiya 4x-+0 da limitga ega emas. Demak fx(0,0) 
Ax

mavjud emas; f‘y(0,0) xususiy hosilaning mavjud emasligi ham 
shunga o‘xshash ko‘rsatiladi. Funksiya (0,0) nuqtada xususiy hosi­
lalarga ega bo'lmaganligi uchun u shu nuqtada differentsiallan- 
movchi.

0
/(x,y) = -

1

koordinata o’qlarida,

Oxy tekislikning boshqa nuqtalarida

funksiya (0,0) nuqtada x va у bo‘yicha f'x(0,0)=0, fy(0,0)-0 
xususiy hosilalarga ega. Ammo f(x,y) funksiya (0,0) nuqtada uzluk­
siz emas, chunki y=x to‘g‘ri chiziq bo'ylab P(x,y) nuqta (0,0) 
nuqtaga intilganda

lim/(x,y) = l, /(0,0) = 0 vaAx—>0Ay->0
lim/(x,y) = 1Ф /(0;0).Ax->0Ay-M)
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Demak, f(x,y) funksiya (0,0) nuqtada differensiallanmovchi, 
chunk! u shu nuqtada uzilishga ega.

Agar f(x,y) - ^|x| • jy| funksiyani qarasak, iи (0,0) nuqtada uz­

luksiz, chunki/fy, 0)^-0 va iim f(x,y) = 0, shu nuqtada funksiyaAx->0A>-*0

(0,0) = limAx—>0
^/[Ax| -0—0

Ax
xususiy hosilalarga ega, lekin shunday bo‘lsada и (0,0) nuqtada 
differensiallanuvchi emas.

Haqiqatan, funksiyaning (0,0) nuqtadagi to‘la orttirmasi 
Az = ^Axj • jAy] bo‘ladi.

Agar funksiya (0,0) nuqtada differensiallanuvchi bo'lganda edi 
(48.3) ga binoan bz - 0 • Ax + 0 • Ay + a ■ Ar 4- fl&y bo‘lar edi, bunda 
lim a - lim /3 = 0. U holdaAx-*0 Ar->0Ay->0 Ay->0

Az = a • Ax + (3 ■ Ay = . p = y.p bo 'ladi,
P

bunda p = д/Ах2 + Ay2 .

limy == 0 ekanini ko‘rsatamiz.
p->0*

.. .. aAx + /3Ay z Ax Ay
lim у = iim--------- -- = hm(a----- + (3 • —)p->0 p p q

tenglikka egamiz.

a, [3 funksiyalar p -> 0 da cheksiz kichik funksiyalar,
Ax Ay
P ’ P

iAxl [Ayl
esa chegaralangan funksiyalar (J—1 < 1, -—1 < 1) bo‘lganligi uchun 

P P
lim/ = 0 bo‘ladi, chunki cheksiz kichik funksiyani chegaralagan/?—>0
funksiyaga ko‘paytmasi ham cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.
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Shunday qilib berilgan funksiya (0,0) nuqtada differensiallanuvchi 
bo4 Isa

limy = lira— = 0
/7->0 p-rf> p

bo‘lar ekan.
Ammo Ax= Ay bo‘lganda

- ' M _ J_

P + (Ay)2 V2

va limy = -7=* 0 bo‘ladi. Bu qarama-qarshilik qilingan farazni 

noto‘g‘riligini ya’ni funksiya P nuqtada differensiallanuvchi emas- 
ligini tasdiqlaydi.

Shunday qilib f(x,y) - ^jxT- |yi funksiya (0,0) nuqtada uzluksiz 

va xususiy hosilalarga ega bo‘lishiga qaramasdan u shu nuqtada 
differensiallanuvchi emas ekan.

48.3-teorema.  Agar z=f(P) funksiya P nuqtaning biror S - 
atrofida xususiy hosilalarga ega bo‘lib, xususiy hosilalar P nuqtaning 
o‘zida uzluksiz bo‘lsa, u hoida funksiya shu P nuqtada 
differensiallanuvchi bo‘ladi.

Isboti. x va у o‘zgaruvchilarga juda kichik Ax, Ay orttirmalar 
beramizki

Pi (x+Ax, y+Ay) nuqta P nuqtaning 6 -atrofidan chiqmasin. 
Funksiyaning

Az=f(x+Ax, y+Ay)-f(x,y)
to4 la orttirmasini

Az^[f(x+Ax,y+Ay)-f(x,y+Ay)]+[f(x,y+Ay)-f(x,y)] (48.4)

ko‘rinishda yozamiz.
ifodani bir o‘zgaruvchi x ning funksiyasi 

/(x,y+Jy) ning orttirmasi (ikkinchi argument o’zgarmas y+Ay qiy- 
matga ega) deb qarashimiz mumkin.
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Ma’lumki, oxirlari x va x + Ax bo‘lgan kesmada uzluksiz hamda 
shu kesmada hosilaga ega bo'lgan (p(x) funksiya uchun

<p(x + Ax) - q>(x) = ^>'(x + 0Ax) • Ax, в e (0,1) Lagranjning chekli 
orttirmalar formulasi o‘rinli bcflar edi.

Qaralayotgan holda bir o‘zgaruvchi x ning funksiyasi 
/(x,y + Ay) ham Lagranj teoremasining barcha shartlarini qanoat- 
lantiradi, ya’ni bu funksiya teoremaning shartiga binoan hosila 

(xususiy hosila fx ) ga ega bo‘igani uchun u uzluksiz.

Shuning uchun f(x,y + Ay) funksiya uchun Lagranj formulasi 
f(x+Ax,y+Ay)-f(x,y+Ay)=f 'x(x+9jAx,y+Ay)Ax, 0<9/<l ko‘rinish- 

ga ega bo"ladi.
f(x, y+Ay)-f(x,y) ifoda uchun ham xuddi shunday mulohaza vuritib

f(x, y+Ay)-f(x,y)= f у (x,y+ 0 2 Ay) Ay, 0< в 2<1 

tenglikka ega bo‘lamiz. f 'x, f 'y xususiy hosilalar P(x,y) nuqtada 
uzluksiz bo‘lganligi sababli

lim /Дх + Ax, у + Ay) = f*(x,y), 
Ax—> 0
Ay -» 0

lim /y(x,y + 6>2Av) = /'(x,y) 
Ax—> 0 ' л
Ay—> 0

bo‘ladi. Bundan
/;(x + 0TAx,y + Ay) = /;(x,y) + a (Ax, Ay), 

f'y (x, у + #2 Av) = f'y (x, y) + /3 (Ax, Ay) 

kelib chiqadi, bunda a(Ax, Ay), fl(Ax, Ay) funksiyalar Ax—*0, Ay—>0 
da cheksiz kichik funksiyalar.

Shunday qilib

f(x+Ax,y+Ay)-f(x,y+Ay)~ f'x (x,y) Ax+ a (Ax. Ay) Ax, 
f(x,y+Ay)-f(x,y)= f у (x,y) Ax+ (Ax,Ay) Ay
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Icnglikku ega boLldik. Bulami (48.4) ga qo‘ysak (48.3) tenglik hosil 
bo'lmli. 11 funksiyaning P nuqtada differensiallanuvchiligini ko‘rsa- 
Imli. Bundan buyon bir necha o‘zgaruvchining funksiyasi biror 
nuqtiida differensiallanuvchi deyilganda u shu nuqtaning biror 
ulrollda aniqlangan va nuqtaning o‘zida uzluksiz xususiy hosilalarga 
•‘ga deb tushuniladi.

Natija. funksiyaning xususiy hosilalarini uzluksizligidan uning 
o'/ini ham uzluksizligi kelib chiqadi.

Kvllirilgan 48.3-teorema funksiyaning differensiallanuvchiligini 
Irkshirishda rnuhim o‘rin tutadi. Chunki funksiyaning differensial- 
liinuvchiligini ta’rif yordamida tekshirishdan ko‘ra xususiy 
hosilalaming uzluksizligini tekshirish ancha oson.

Uch va undan ortiq o‘zgaruvchilaming funksiyalari uchun ham 
uiff'crensiallanuvchilik tushunchasi xuddi ikki o‘zgaruvchining funk- 
siyasiniki kabi kiritiladi.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Xususiy orttirma nima?
2. To‘la orttirma nima?
I. Ikki o‘zgaruvchi funksiyasining xususiy hosilalarini ta‘riflang?
4. Sohaning chegara nuqta’arida xususiy hosila qanday ta‘riflanadi?
5. Ikki o'zgaruvchi funksiyasining xususiy hosilalarining geometrik 

nia’nosini ayting.
6. Iklci o‘zgaruvchi funksiyasining nuqtada differensiallanuvchiligini 

l:f riflang.
7. Ikki o‘zgaruvchi funksiyasining nuqtada differensiallanuvchiligidan 

lining shu nuqtada uzluksizligi kelib chiqadimi?
8. Ikki o‘zgaruvchi funksiyasining nuqtada differensiallanuvchiligidan 

lining shu nuqtada xususiy hosilalarga ega ekanligi kelib chiqadimi?
9. Ikki o‘zgaruvchi funksiyasining nuqtada uzluksizligidan uning shu 

nuqtada differensiallanuvchiligi kelib chiqadimi?
10. Ikki o‘zgaruvchi funksiyasining nuqtada xususiy hosilalarga ega 

ckanligidan uning shu nuqtada differensiallanuvchiligi kelib chiqadimi?
II. Ikki o‘zgaruvchi funksiyasining biror nuqtada xususiy hosilalarga 

cg;> ckanligidan uning shu nuqtada uzluksizligi kelib chiqadimi?
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12. lkki o‘zgaruvchi funksiyasining biror nuqtada differensiallanuvchi 
bo‘lishligi sharti qanday?

Muslaqil yechish uchun mashqiar

Quyidagi funksiyalaming xususiy hosilalari topilsin.
Sz 2 . _ C*Z _ .2
— = y sin2x,— = 2j>sm x. 
dx dy
2 v2_i dz v2 _ i 

= у xy ,— = xy ^y-lnx.

9 • 9
l.z=y sin x. Javob:

2.z = xy . Javob:
dz
dx

,x2+/+z2
Javob: — = 2xeI+,'2+2

dx
4. z=arctgfxy/

Javob:

3. и = e
.2 du _

dz x
T ■dx l + x2y2’dy l + x2y 

y/x2 +y2 -x
5. z = In ,------

■^x2 + y2 + x

, , dz 2 dz 2xJavob: —-—--------— = — ..
dx x +y cy yj^+y2

6. и ~ ey +ey.

Javob:
du _ 1 ~ du _ x ~ z у du _ 1 j,

dx у ’ dy y2 y2 ’ dz у

7. z^arcsin fx+y). Javob:
dz _ dz _ 1
dx dy ^_(x + j)2 ’

У

X
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I‘>. BIR NECHA OZGARUVCHI FUNKSIYASINING TO‘LA 
DIFFERENSIALI VA UNING TATBIQI

49.1. Funksiyaning to4la orttirmasi

P(x,y) nuqtada differensiallanuvchi z=f(x,y)=f(P) funksiyani 
qnriiyiniz. Bu funksiyaning P(x,y) nuqtadagi fx'(x>y)’ fy'(x>y) xususiy 
hosilalari mavjud bo‘lib

I:: /, ’ixy) Ax+fy'(x>y) Ay+a (Лх, Ay) Ax +ft(dx, Ay) Ay (48.3) 
leiiplik oTinli bo‘lishi ta‘kidlangan edi. Bu yerdagi a (Ax, Ay) Ax va 
ft( l.v, Ay) Ay funksiyalar P(x,y) va uning qaralayotgan atrofiga 
tcgishli Pi(x+ Ax, y+Ay) nuqtalar orasidagi masofa 
/> - Л/Ах2 + Ay2 ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funk- 

siyalardir.

Haqiqatan. —• va — chegaralangan Пах
< 1

Ay <11 va
P P II P P )

lima(Ax.Av) - 0, lim/?(Ax, Ay) = 0 bo‘lganligi sababli cheksiz p »u " p-+o
kichik funksiyani chegaralangan funksiyaga ko‘paytmasi ham 
cheksiz kichik funksiya bo'ladi, ya‘ni

= ит^,ду).д>. = о
p p-+0 p

Shunday qilib P(x,y) nuqtada differensiallanuvchi z=f(x,y) funk­
siyaning shu nuqtadagi to‘la orttirmasi Az=f (x+ Ax , y+ Ay)-f (x,y) 
ni dx, Ay orttirmaiarga nisbatan chiziqli orttirmaning bosh bo‘lagi 
fx'(x,y) Ax+ fy'(x,y) Ay bilan Ax, Ay larga nisbatan nochiziqli va 

p = yi&c2 + Ay2 ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya 

a (Ax, Ay) Ax +0(Ax, Ay) Ay ning yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash 
inumkin ekan.
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49.2. Funksiyaning to‘Ia differensiali

Ta‘rif. Az=f (x+ Ax, y+ Ay)-f (x,y) to‘la orttirmaning Ax, Ay larga 
nisbatan chiziqli bosh bo‘lagi fx(x,y) Ax+ fy(x,y) Ay 
differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiyaning to‘Ia differensiali yoki 
differensiali deb ataladi va dz yoki t/fbilan belgilanadi.

Demak, ta‘rifga binoan

dz=fx'(x,y) Ax+fy'(x,y) Ay. (49.1)

Ammo erkli o‘zgaruvchilaming orttirmalari ulaming differensial- 
lariga teng, ya‘ni Ax=dx, Ay=dy.

Shuning uchun (49.1) formulani

dz=fx'(x,y) dx+fy'(x,y) dy (49.2)

ko‘rinishida yozish ham mumkin.
To‘la differensial tushunchasidan foydalanib (48.3) tenglikni

Az= dz+a (Ax, Ay) Ax +l3(Ax, Ay) Ay (49.3)

ko‘rinishida yozamiz.
Shunday qilib, differensiallanuvchi funksiyaning to1 la orttirmasi 

uning to‘la differensialidan р = ^/Дх2+Ду2 ga nisbatan yuqori 

tartibli cheksiz kichik miqdorga farq qilar ekan.
1- misol. z=xy funktsyaining (3,4) nuqtada Ax=0,l, Ay=0,2 

bo‘lganda to‘la orttirmasi va to‘la differensiali topilsin.
Yechish.

Az=f(x+Ax,y+Ay)-f(x,y)=(x+Ax)(y+Ay)-xy= 
=xy+yAx+xAy+Ax-Ay~xy~y Ax+xAy+Ax ■ Ay,

df = — dx + — dy - ydx + xdy - у Ax + xAy. 
dx dy

DemaMz=4-a 1 +3-0,2+0,1 -0,2=1,02, dz=4-0,1 +3-0,2=l,Az-dz= 
=1,02-1=0,02.

2- misol. z = arcsin — funksiyaning to‘la differensiali topilsin.
У
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\vcbish. —■ xususiy hosilalami (arcsinиУ’ = —т== 
дх dy 71 - и2

loiniiilaga asoslanib topamiz. — ni hisoblashda у ni, — ni 
dx dy

hisoblashda x ni o‘zgarmas hisobalarmiz.

Shunday qilib,
t

( 
I

■ ’/

dv

aresiniK
y)„

X 1

УUJ /
( V 1 '

(')Z 
dy

■ 4arcsin-
V yj

r XУ
У

y2

Demak,
, dz , oz , 

az = —ax + — ay = 
dx dyоу

3-misol.  z = arctg-—— funksiyaning to‘la differensiali topilsin. 
^~xy

и
Yechish. Xususiy hosilalami topishda (arctgu)' =------ -■ formula-

1 + и
dan hamda bo‘linrnani hosilasini topish qiodasidan foydalanamiz.

у ni o‘zgarmas hisoblab
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(£±Z)- l-xy + y(x+y)
dz _ l~xy 1 _ (1 - xy)2 __ __________ 1 + y2
dx 14. (x + ?\2 “ ХУ^2 +(x + У)2 1 - 2xy + x2y2 + x2 + 2xy + y2

l~xy (\-xy)2

1 +y2 _ 1 + y2 _ 1
1+ x2 + y2(x2 +1) - (T+x2)(l + y2) ~ i+X2

tenglikka ega bolamiz. 
Xuddi shunday

dz _ 1
dy 1 + y2

tenglikni hosil qilamiz. 
Demak,

dx dy
1+x2 1 + y2’

Keltirilgan muhokama va ta'riflar uch va undan ortiq argument­
laming funksivalari uchun osonlikcha umumlashtiriladi.

Masalan, u=f(x,y.z) uch o‘zgaruvchirdng funksiyasi berilgan bo‘lib u

P(x,y,z) nuqtada uzluksiz xususiy hosilalarga ega
dx dy dz

bo-lsa, и holda ifoda
dx dy dz

funksiyaning to‘la orttirmasi Au~- f (x+ dx , y+ dy,z+Az)~ f (x,y,z) 
ning bosh bo‘lagi bo‘ladi va funksiyaning to‘ia differensiali deb 

ataladi. Au-du ayirma p - yjAx2 + Ay2 + txz2 masofaga nisbatan 

yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

4-misol.  Uch o‘zgaruvchi x,y,z ning funksiyasi w = er+v cosz 
funksiyaning to‘la differensiali topilsin.

Yechish. Xususiy hosilalami (eM)' = eu u' va (cosx)' = -sinx

formuladan foydalanib topamiz. ni hisoblaganda y,z ni, — dx 5 X- , dy
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hisoblaganda x,z ni va — ni hisobalganda x,y ni o‘zgarmas 
dz

sanaymiz.

xususiy hosilalar istalgan P(x,y,z) nuqtada uzluksiz bo‘lganligi 
sababli

5-misoI.  a = (sinx)3'2 funksiyaning to‘la differensiali topilsin.
Oil

Yechish. — xususiy hosilani hisoblashda у va z ni o‘zgarmas 
dx '

hisoblab (ua)' = a • ua~xu formuladan foydalanamiz.

— - yz(sin x)1 • cos x. 
dx

du du
-—, -— xususiy hosilalarni hisoblashda mos ravishda x,z va x.y 
dy dz

ni o‘zgarmas sanab («“)' - au ■ Ina • и formuladan foydalanamiz.

Demak, funksiyaning xususiy hosilalari uzluksiz bo‘lgan barcha 
nuqtalarida

du = vz(sin x/2’1 cos xdx + z(sin x)vz In sin xdy + у (sin x)yz In sin xdz 

tenglik o‘rinlidir.
Agar n o‘zgaruvchining funksiyasi и - /(х1,х2,...,хи) biror 

nuqtaning atrofida barcha argumentlar bo‘yicha xususiy hosilalarga 
ega bo‘lib ular o‘sha nuqtaning o‘zida uzluksiz bo‘Isa, u holda bu 
funksiyaning o‘sha nuqtadagi differensiali

du -
dx. 3x2
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kabi topiladi.
Differensiallanuvchi funksiyaning to‘la differensiali yagona 

bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz.

49.3. To‘la differensialning taqribiy hisobiashga tatbiqi

z=f(x,y) funksiya P(x,y) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U 
hoida (49.3) tenglikdan Лх, Ду orttirmaiaming yetarlicha kichik 
qiymatlarida

AzT~dz
taqribiy tenglikka ega bo‘lamiz. Bunga

Az=f(x+ Лх, v+ Ay)-f(x,y), dz- d^x,y^ Ar +
dx dy

qiymatlami qo‘ysak

#x+JX.J+ Ay)-f(x,y) « + д>,
dx dy

yoki bundan
f(x+Ax,y^f(x.y)+^lA>:+S^&y (49.4)

dx dy
kelib chiqadi. Bu formuladan foydalanib z=f(x,y) funksiyaning 
hamda uning xususiy hosilalarining biror P(x,y) nuqtadagi aniq 
qiymatini bilgan hoida uning shu nuqtaga yaqin Pi(x+Ax,y+Ay) 
nuqtadagi qiymatini taqriban hisoblash mumkin.

6-misol.  -y/11,982 +4,992 kattalik to‘la differensial yordamida 

taqriban hisoblansin.

Yechish. f(x,y)-^x2 +y2 funksiyani qaraymiz.

I— Ы(yw)' = —j= formuladan xususiy hosilalami topishda foydalana- 
2yи

miz.
df = (x2 + у2Ух = x _ df = (x2 + y2Yy =____ у___

dx 2-yjx2 + y2 ylx2 + y2 ' dy 2fxz + y2 -Jx2 + у2
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Xususiy hosilalar P(12;5) nuqtada uzluksiz bo‘lganligi uchun 
Jx’ + У* funksiya bu nuqtada diftrensiallanuvchi. Demak, bu 

funksiya uchun (49.4) formula o‘rinli. Uni qo‘llasak

7(х + Дх)2 +(^ + Ay)2 ~^2+y2 + - ——- Ax + - Ay
^x2+y2 ^x2+y2

how!adi. Bunga x=12,y=5! Ax=-0,02, dy=-0,01 qiymatlami qo‘yib 
quyidagiga ega bo‘lamiz:

x/11,982 + 4,992 ~V122+52 + , 12 ^(-0,02) +-=^=^(-0.01) =

TiPTs2 TuATs2
0 'M 0 05 0 29

= 13 - —- - —= 13 - —M13 - 0,0223 = 12,9777.
13 13 13

7-misol.  ln(^/l,03 + ^/0,98 -1) taqribiy hisoblansin.

Yechish. f (x, y) = ln(Vx + -1) funksiyani qaraymiz.

Agar x=l, y-1, Ax = 0,03. Ay = -0,02 deb olsak (49.4) formula

/(l,03;0,98) « /(1;1) + ■ 0,03 - • 0,02
dx dy

ko‘rinishni oladi.
ii

(Inw)' = — formulaga asoslanib topamiz:
и

f _ = 3x J___  = _ ~4У 4__
dx Цх + ^у-Л tfx+tfy-1’ Sy 3(x+^y_J ^x+^y-J

Funksiyani va uning xususiy hosilalarini qiymatlarini (1;1) 
nuqtada hisoblaymiz.

/(1;1) = ln(Vx + tfy -1) = In 1 = 0,

1 -|
S/(l;l).. 3 1 3 J S/(l;l) .. 1

dx VT + Vf-1 3’ dy 4
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Demak,

/(l,03;0,98) = 1п(^кОЗ + V^98 -1) * 0 + - ■ 0,03 - - • 0,02 = 0,005. 
3 4

8-misol.  x xt =2 dan x2 = 2,5 gacha, у yt =4 dan y2 = 3,5
x 4_ 3 v

gacha o'zgarganda f(x,y) =---- :— funksiya qanchaga o‘zgaradi.
y — 3x

Yechish. Funksiyaning to4a orttirmasini uning to‘la differensia- 
liga almashtirib

yoki Ax = x2 - X; - 0,5, Ay = y2 - y, = -0,5 ekanini hizobga olib 

Sf ~ *<fQ>4} o,5 + ^4) ( -0,5) taqribiy tenglikni hosil qilmiz.
dx dy

Bo4inmaning hosilasini topish qoidasiga asoslanib beriigan 
funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

d/(*,y) 
dx

x + 3y
y-3x

у - 3x -t 3(x + 3y) 
(v~3x)2

lOy
(y-3x)2’

&Kx,y) 
Эи

=(■
x + 3y 
y-3x

3(y~3x)~(x + 3y)
(.У_3х)2

-lOx
(У-Зх)2'

= (

Xususiy hosilalaming (2;4) nuqtadagi qiymatlarini topamiz:

Э/(2;4)_ 10-4 _1Q df(2;4) _ -10-2 _ ,
dx (4-3-2)2 ’ dy (4-3-2)2

Demak,
10-0,5+ 5 0,5 = 7,5

ya’ni funksiya taqriban 7,5 ga o‘zgarar ekan.
O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. ТоЧа orttirma necha qismdan iborat?
2. ТоЧа orttirmaning bosh bo4agi nima?
3. Bir necha o‘zgaruvchi funksiyasi uchun to4a differensialni ta‘riflang.
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4. ikki o‘zgaruvchining funksiyasi uchun to‘la differensialni topish 
formulasini yozing.

5. Uch o‘zgaruvchining funksiyasi uchun to‘la differensialni topish 
formulasini yozing.

6. Funksiyaning to‘la orttirmasi uning to‘la differensialidan nimaga farq 
qiladi?

7. Ikki o‘zgaruvchining funksiyasi uchun taqribiy hisoblash formulasini 
yozing.

8. Uch o‘zgaruvchining funksiyasi uchun taqribiy hisoblash formulasini 
yozing.

9. Qay vaqtda dz to‘la diffemtsial Az to‘la orttirmaning qiymatini 
aniqroq ifodalaydi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi funksiyalaming to‘la differensiallari topilsin.
l.z=x y . Javob: dz — y3 -xy ~1dx-rxy -3y2\nxdy.

2. z=arctg(xy,l.
T , . ydx + xdy
Javob: dz -   ——

1 + x у

3. и = ex +z . Javob: du = 2ex +y +z (xdx+ydy+zdz).

5. ^=lnfxi-/ Javob: dz = — + —.
x у

6. z=xF. Javob: dz=y xy~‘ dx+ x’' Inxdy.
1. u=x2 +y2 +xtz3Javob: du=(2x+tz3)dx+2ydy^-3xtz'z dz~xz3 dt. 
%.f(x,y)=x2+y3 bo‘lsa,/’x (2,3) vaf'y (2,3) hisoblansin.
Javob: fx (2,3)=4,f'y (2,3)=27.

T ~ 1 1
x +y‘ bo‘lsa, x=l, y=0, dx ~—,dy = —

bo‘lganda df(x,y) hisoblansin. Javob:.

10. l,O33 00' kattalikni to‘la differensial yordamida taqriban hisob- 
lang. Javob: 1,09.
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50. MURAKKAB FUNKSIYANING HOSILASI VA
IOLA D1FFERENSIALI

50.1. Murakkab funksiyaning hosilasi

Bir o'zgaruvchining funksiyasi qaralganda utp(x) bo'lganda 
y-f^-ffvfx)) funksiya x ning murakkab funksiyasi yoki funksiya­
ning funksiyasi, и oraliq argument deb atalishi ta‘kidlangan edi. у ni 
bevosita x orqali ifodalamasdan murakkab funksiyaning hosilasini

du dy du 
dx du dx

formula yordamida topilishi isbotlangan edi.
Shunga o'xshash masalani bir necha o'zgaruvchilaming funksiya­

si uchun hal etamiz.
Ikki ozgaruvchining funksiyasi z=f(u,v) berilgan bo'lib, u,v 

o‘zgaruvchilar o‘z navbatida x erkli o'zgaruvchining funksiyalari, 
ya'ni u=u(x), v=v(x) bo'lsin. U holda, z=f(u(x),v(x)) funksiya bir 
o'zgaruvchi x ning murakkab funksiyasi, и va v oraliq argumentlar 
bo'ladi. f(u,v) funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga ega, u(x),v(x) 
funksiyalar differensiallanuvchi deb faraz qilib, z ni bevosita x orqali 
ifodalamasdan hosilani topish uchun formula chtqaramiz. x 
o'zgaruvchiga ixtiyoriy Ax orttirma beramiz, u holda и va v 
o'zguaruvchilar mos ravishda Am, Av orttirmalar, z funksiya esa

Az-f(u+ Au, v+Av)-f(u,v) 
to'la orttirma oladi. U holda (48.3) formulaga binoan

Az - — • Am + -- - Av + «(Дм, Av) • Am + /?(Ам, Av) ■ Av (50.1.) 
du dv

tenglikka ega bo'lamiz, bu yerdagi «(Am,Av), ft(Au, Av) funksiyalar 
Am-*0,Av—>0 da cheksiz kichik funksiyalar.

(50.1.) tenglikning ikkaia qismini Ax gabo'lamiz
Az _ dz

Ax du

Au
A?

+ dz Av

dv Ax
+ a(Au,Av)

Au
— +
Ax

va Ax—>0 da limitga o'tamiz:
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Ах—>0 Ах

bu yerdagi

dz Aw dz Av .
- ------ lim —ч------ hm — + ■ hm a(Aw,Av)- 

du Ax—>0 Ax dv Ax->0Ax Ax->0
(50.2.)

■ lim — + lim /?(Aw,Av)- lim —
Дх->оАх Ax—>0 Ax—>0 Ax

_ _ xususiy hosilalar Ax ga bog‘liq bo‘lmaganligi 
<3w ’ Sv

sababli ulami limit belgisidan tashqariga chiqarildi. Shartga binoan 
u(x),v(x) funksiyalar differensiallanuvchi. Shuning uchun

.. Aw du Av dv
lim — = —, hm — = — 
a*-*0 Ax dx Ax dx

hosilalar mavjud.
u(x) va v(x) funksiyalar differensiallanuvchi bodganligi sababli 

ular uzluksiz, shuning uchun Ax—>0 da Aw—>0 va Av—*0 , demak 
lim «(Aw, Av) - 0, lim p(\u, Av) = 0.
Лх-ч-O Ax->C

Bulami hamda lim -— = — ekanini hisobga olib (50.2) ni 
л*-»-0 Ax dx

quyidagi ko‘rinishda yozamiz:
dz _ dz du dz dv
dx du dx dv dx

Shunday qilib x o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi ikkita 
oraliq argumentning funksiyasi bo'lganda uning hosilasi (50.3) 
formula yordamida topilar ekan. Bu formuiani ixtiyoriy sondagi ar­
gumentlaming funksiyasi uchun osonlik bilan umumlashtirish mum­
kin. Masalan, z=f(u,v,t), uu(x), v=v(x), t=t(x) funksiyaning hosilasini 

dz _ dz du ±dz dv ^dz dt 
dx du dx dv dx dt dx

formuladan foydalanib topish mumkin.
1-misoL Agar u=ex, v=cosx bo‘lsa, z=u3+v2 murakkab funk­

siyaning — hosilasini toping.
dx

Yeehish. Bu masalani ikki usul bilan hal etishimiz mumkin.
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1. z nix orqali ifodalasak z=e JJt+cos2x bitta x o‘zgaruvchining 
murakkab funksiyasiga ega bo'iamiz.

Uni differensiallab

—=3e’x+2cosx(cosx/) '=3e?X42cosx(-sinxi =3e5x-sin2x 
dx

ni hosil qilamiz.

2. — hosilani z ni bevosita x orqali ifodalamasdan (50.3) formu- 
dx

ladan foydalanib topamiz;
du

dx

x dv . dz 2 dz 
e ,— = -sinx,— = 3u ,— = 2v 

dx du dv
bo‘lgani uchun 

— ~3u} *ex + 2y-(~smx) ~3(е*)г -e* ~2cosxsinx =3?’ -sin2x 
dx

Har ikkala usul bilan yechilganda ham natija bir xil bo‘ldi.
Endi qaralgan holning xususiy ko‘rinishi ya‘ni y=y(x) bo Uganda 

z==f(x,y)=f(x,y(x)) bitta x o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi 
bo‘lgan holni qaraymiz. Bu holda (50.3) formula

dz _ dz dx dz dy 
dx dx dx dy dx

ko‘rinishga ega bo‘ladi. — = x' = 1 bo‘lgani uchun 
dx

bo’ladi. Bu formula

dz 
dx 
dz 
dx

dz dz dy 
dx dy dx

(50.4)

to‘la hosilani hisoblash formulas! deb

ataladi. U ikkitadan ortiq o‘zgaruvchilaming funksiyasi uchun qiyin- 
chiliksiz umumlashtiriladi. Masalan, to‘rt o‘zgaruvchining funksiyasi 
z-f(x,y,u.v) berilgan bo‘lib, y,u.v o‘z navbatida bir o‘zgaruvchi x ga 
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bog‘liq, ya‘ni y=g(x), u=(p(x) v=\[f(x) bo‘lsa, u hoida z faqat bir 

o‘zgaruvchi x ning murakkab funksiyasi bo‘ladi va — to‘la hosila 
dx

dz dz dz d'J dz du dz dv

dx dx dy dx du dx dv dx
formula yordamida topiladi.

2- misol. Agar v=asinx, w=cosx bo‘lsa,
_ . e°\y- u) 

a2 +1

funksiyaning — to‘la hosilasi topilsin, bunda a o‘zgarmas son.
dx.

Yechish. To‘la hosilani
dz _ dz dz dy dz du 
dx dx dy dx du dx

formuladan foydalanib topamiz:

& _ _ ae^ty-u) _ aeax(asmx-cosx)
dx a2+ \ a2+1 «2+l

& _ = & =
dy a2+l a2+\ du a2+\ a2+l’

— = (a sin x)' = a cos x, — = (cos x)' = - sin x
dx dx

ekanini hisobga olsak
dz aem(asinx-cosx) aem e™
--- =—i-------------------- -- + ~—— -GCOSX + —------- smx =
dx a2+1 <?2+l a2 -l-l

em(a2 sinx-acosx + acosx + sinx) m .
=—>------------------- ---------------------------- = e sinx.

a +1
Biz shu paytgacha z bitta x erkli o‘zgaruvchining murakkab funk­

siyasi bo‘lgan hollami qaradik. Endi z ikkita x va у erkli 
o‘zgaruvchilaming murakkab funksiyasi bo‘lgan ancha umumiy 
holni qarayrniz, ya‘ni z=f(u,v), bu yerda u=u(x,y), v=v(x,y).
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Bu yerdagi/(w,y)>Mfe^ va v(x>y) funksiyalar differensiallanuvchi 
deb faraz qilamiz. z ni bevosita x,y orqali ifodalamasdan shu 

Sz
funksiyaning —,— xususiy hosilalarini topish uchun formulalar 

dx dy

chiqaramiz. Xususiy hosilani masalan, — ni topish uchun у 
dx

argument o‘zgarmas hisobalanadi, u holda и va v faqat birgina x
qz 

o‘zgaruvchining fimksiyalari bo‘lib qoladi. Shuning uchun — 
dx 

xususiy hosilani topish yuqorida qaraigan holga ya‘ni bitta erkli 
o‘zgaruvchining murakkab funksiyasini hosilasini topishga keladi.

Faqatgina (50.3) formuladagi hosilalami mos ravishda
dx dx dx

xususiy hosilalarga almashtirilishi lozim.
dx dx dx

Shunday qilib, z funksiyaning xusuiy hosilalarini topish uchun
dz _ dz du dz dv

(50.6)
dx du dx

4-------
dv dx

dz _ dz du dz dv
(50.7)

dy du ф-
+ — 

dv dy
formulalami hosil qilamiz.

Demak, ikkita erkli o‘zgaruvchilarning murakkab funksiyasining 
biror erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasini topish uchun 
beriigan funksiyaning oraliq argumentlar bo‘yicha xusuiy hosilalarini 
ulardan o‘sha erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilalarga 
ko‘paytirib qo‘shish lozim ekan.

Bu qoida ixtiyoriy sondagi erkli o‘zgaruvchilaming murakkab 
funksiyalari uchun ixtiyoriy sondagi oraliq argumentlarda to‘g‘ridir.

Masalan, z=f(u,v,t), bu yerda u=u(x,y), v=v(x,y), t=t(x,y) 
funksiyaning xususiy hosilalari
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dz _ dz du dz dv dz dt
dx du dx dv dx dt dx ’

dz dz du ̂ dz dv ±dz dt

dy du dy dv dy dt dy

Ibrmulalar yordamida topiladi.

3-misoi.  z - arctg—, bu yerda w=x+y, v=x-y funksiya uchun 
v

' “ | (~ _2L_2L munosabatning bajarilishi ko‘rsatilsin.
dx dy x +y

c)z
Yechish. (50.6) va (50.7) formulalardan foydalanib — 

dx.
oz 

va —
dy

xususiy hosilalami topamiz:

dx

' ' и
■{x+y)'x + arctg — |'-(X+V)> 

V
W
ZL

9
V ~

V

1

и

V■ 1 +

1 +
. T+~~

1+Ы 1+
и v - и

2 2~ ~ 2 2~’
U + V U + V

du dz dv 

dy dv dy

и2

v+u
v~+u~ v2+u2
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Demak,

dz dz 
dx dy

2(x - y) _____

(x + y)2 + (x - v)2
2(x - y)

2(x2 + y2) О
X - у

Shuni isbotlash talab etilgan edi.

50.2. To‘la differensial shaklining invariantliligi

Bir o‘zgaruvchining funksiyasi y=f(u) qaralganda bu funksiyaning 
differensiali и erkli o‘zgaruvchi bo‘iishi yoki biror x erkii o‘zga- 
ruvchining funksiyasi (oraliq argument) bodishidan qat‘iy nazar

dy=f (u)du

ko‘rinishga ega bo‘lishi, ya‘ni diffenrensial shaklining o‘zgarmasligi 
(saqlamshi) isbotlangan edi va differensialning bu xossasi different- 
sial shaklining invarinatligi deb atalgan edi.

Bu yerda erkli o'zgaruvchilaming funksiyasini to‘la differen- 
sialini shu funksiya oraliq argumentlaming funksiyasidan iborat 
bo‘lgandagi uning to‘la differensiali bilan taqqoslaymiz.

x va у erkli o‘zgaruvchilaming differensiallanuvchi z=f(x,y) 
funksiyasining to‘la differensiali

= —+ —Л (50.8)
dx dy

formula vordamida topilishi ma‘lum.
Endi z~-f(u,v), bu yerda u=u(x,y),v-v(x,y) x va у erkli o‘zgaruv- 

chi laming murakkab funksiyasini qaraymiz. f(u,v), u(x,y), v(x,y) 
funksiyalar differensiallanuvchi deb faraz qilamiz. (50.6) va (50.7) 

formulalar yordamida aniqlangan —, — xususiy hosilalaming 
dx dy

qiymatlarini to‘la differensialni fonnulasi (50.8) ga qo'yamiz:
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dz =
( dz du dz , ----------+---------- \dx +
{du dx dv dxJ

'dz du

Jdu dy

dz dv' 

dv dyy
dy.+

Qavslami ochib qo‘shiluvchilami quyidagicha guruhlaymiz.

Qavs ichidagi ifodalar mos ravishda du va dv to‘la different- 
sial lami ifoaalaganligi uchun

dz= —-du + ~ dv (50.9)
dw av

formulaga ega bo‘lamiz.
(50.8) va (50.9) formulalami taqqoslab quyidagi xulosaga kela- 

miz. dz to'ia differensial argumentlar erkli o‘zgaruvchi bo‘lishi 
yoki erkli o‘zgaruvchilammg funksiyalari bo‘lishidan qat‘iy nazar bir 
xil shaklni saqlavdi.

To‘la differensialning bu xossasi uning shaklini invariantligi deb 
ataiadi. Chiqarilgan xulosa ixtiyoriy sondagi o'zgaruvchilaming 
funksiyalari uchun osongina umumlashtiriladi.

4-misoI.  Ushbu z=u v3, u^X2 siny, v=x2 e’' murakkab funksiya­
ning to‘la differensiali topilsin.

Yechish. (50.9) formulaga ko‘ra:

rfe = (w3v3X ■ +(w3v’)' dv - 3u2v3{u'xdx+u'vdy) + 3u3v2 (y'xdx+v'ydy) -

= 3u2v3 (2sin ydx+ x2 cosydy) + 3«’v2 (2xeydx+x2eydy).

Bu ifodani bunday yozish ham mumkin:
dz - (3u2v32xsin у + 3u3v2 2xey ) dx +

/_ 2 з "* з 2 у \ r dz t dz .
+ (3w v x cos y + 3u v~x~eJ ) dy = —dx + —dy

dx dy

O‘z-o‘zini tckshirish uchun savollar

1. Murakkab funksiya nima?
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2. Bir o'zgaruvchining murakkab funksiyasini hosilasi qanday topiladi?
3. z=f(u,v), u=u(x), v=v(x) murakkab funksiyaning hosilasini topish for­

mulas ini yozing.
4. To‘la hosiia nima?
5. To‘la hosilani hisobiash formulalarini yozing.
6. z=f(u,v), u~u(x,y),v=v(x,y) murakkkab funksiyaning xususiy hosila­

lari qanday topiladi?
7. Bir o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi uchun differensial shakli- 

ning invarinatligi nimani angiatadi?
8. Ikkita erkli o‘zgaruvchilaming murakkab funksiyasi uchun different- 

sial shaklining invarinatligi nimani angiatadi?

Mustaqil yechish uchun mashqlar

1. Agar u=lnx, v=sinx bo'Isa, z=w2+v murakkab funksiyaning

— hosilasi topilsin. Javob: — = + cos x.
dx dx x

2. Agar u=xJ , v=sin3x, f=arctg — bo‘lsa, z=e“"2v+5r murakkab
x

dz 
funksiyaning — hosilasi topilsin.

dx
x2-2sin3x+3arctgif -

Javob: e x 3x -6cos3x-I 3x2 -6cos3x——I.
I X2+1J

3. Agar y=x5 bo‘lsa, z=in(ex+ey) funksiyaning to‘la hosilasi

dz s + 3x & 
topilsin. Javob: — —------------- ;—.

t/x ex + ex

4. Agar u~— , v=3x-2y bo‘lsa, z=u2]nv murakkab funksiyaning
V

— va — xususiy hosilalari topilsin. 
dx oy
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dz

Javob: — =
dx

2x. . 3x2
= ln(3x 2y) +

у у (Зх-2у)

-^-ln(3x-2y)-

7

2x2

У2^х-2у)

5. Agar u = ex+y v=x2+y bo'lsa, z=lnfw^+v) murakkab funk­

siyaning — va — xususiy hosilalari topilsin.
dx dy

Javob: — =---------- -------------- (e2x+2y2 + x).
dx e2x+2y + x2+y

dz 
dy

--------- T----------- (4K2"2/

6. Agar y=sim; bo'lsa, z=x2+Jy murakkab funksiyaning to'la 

hosilasi topilsin. Javob: 2x + —.
2Vsinx

----- murakkab funk-
1 + v

7. Agar w=-cosx, v=cosx, bo'lsa, 2 ~

dz dz 1
siyaning — to'la hosilasi topilsin. Javob. — =------------ .

dx dx ~__i x2 cos —
2

8. Agar u=x2+smy, v=ln(x+jy bo'lsa, z=u+v2 murakkab funk-
dz

siyaning — va — xususiy hosilalari topilsin.
dx dy

. c'z _ _ ln(x + y) dz _ ln(x + y)
Javob: — = 2x + 2—-----— = cosy + 2——~.

dx x + у dy x + у
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51. OSHKORMAS FUNKSIYANING HOSILASI.
SIRTGA URINMA VA NORMAL

51.1. Oshkormas funksiya

Agar x vay o‘zgaruvchiiaming qiy mat lari
F(x,y>0 (51.1)

tenglama bilan bog'langan bo‘Isa va (a,b) intervaida aniqlangan 
y=f(x) funksiya mavjud bo‘lib, uni (51.1) tenglamaga qo‘yilganda и x 
ga nisbatan ayniyatga aylansa, u hoida y=f(x) funksiya (51.1) 
tenglama yordamida oshkormas shaklda berilgan funksiya ya‘ni 
oshkormas funksiya deyiladi. Bu hoida (51.1) tenglama (a,b) 
intervaida oshkormas funksiyani aniqlaydi deymiz.

y=f(x) ko‘rinishda berilgan funksiyani oshkor shaklda berilgan 
funksiya deb ataladi. (51.1) tenglamani у ga nisbatan yechish 
natijasida oshkormas funksiya oshkor funksiyaga keltiriladi.

(51.1) kohinishdagi har qanday tenglama ham oshkormas 
funksiyani aniqlayvermaydi, masalan

x4+y4+a4=0 (atO)

tenglama hech qanday oshkormas funksiyani aniqlamaydi, chunki u 
x vay ning hech bir qiymatida bajarilmaydi.

51.2. Oshkormas funksiyaning mavjudligi haqida teorema

Qanday shartlarda F(x,y)=0 tenglama у ni x ning oshkormas 
funksiyasi sifatitida aniqlaydi degan savolga mavjudlik teoremasi 
deb ataluvchi quyidagi teorema javob beradi. Uni isbotsiz keltiramiz.

51.1-teorema. Agar F(x,y) funksiya hamda uning F'x(x,y), 

F(,(x,y) xususiy hosilalari P0(x&y<)) nuqtaning biror atrofida 

aniqlangan va uziuksiz bo‘lib, F(xo,yo)=O F^(x0,y0) 0 bo‘Isa, u

hoida F(x,y)=0 tenglama shu atrofda yagona y=f(x) oshkormas 
funksiyani aniqlaydi va и xg nuqtani o‘z ichiga oiuvchi biror 
intervaida differensiallanuvchi bo‘ladi va f(xg)=yo.
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Ikkita o‘zgaruvchi x va у ning oshkormas funksiyasi z uchta 
o‘zgaruvchi miqdorlami bog‘lovchi

F(x,y,z)=0

tenglama yordamida berilishi mumkin. Bu hoJda ham yuqorida 
keltirilgan mavjudiik teoremasiga o‘xshash teorema o‘rinli.

51.2-teorema. Agar F(x,y,z) funksiya hamda uning F^(x,y,z), 

Fy(x,y,z), F'z{x,y,z) xususiy hosilalari Po(xo,yo,zo) nuqtaning 

biror atrofida aniqlangan va uzluksiz bo‘lib, F(xo,yo,zo)-O, 
F2'(x0,y0,zg)^ 0 bo‘lsa, u holda F(x,y,z)=0 tenglama shu. atrofda 
yagona z= f(x,y) oshkormas funksiyani aniqlaydi va u (xo, yc) 
nuqtani o‘z ichiga oiuvchi biror atrofda differensiallanuvchi bo‘ladi 
va f(xo, y0)^z0.

51.3. Oshkormas funksiyaning hosilasi

x ning oshkormas funksiyasi y=f(x), F(x,y)=0 tenglama yorda­
mida berilganda tenglamaiu у ga nisbatan yechmasdan shu funksiya­
ning hosilasini topish bilan shug‘ullanamiz.

F(x,y) funksiya 5.1-mavjudiik teoremasining barcha shartiarini 
qanoatlantirsin. Tenglamadagi у o‘miga f(x) ni qo‘ysak

F(x,f(x))=0

ayniyat hosil bo‘ladi.
Aynan nolga teng funksiyaning hosilasi ham nolga teng bo‘lgani 

dF
uchunto‘lahosila — = 0bo‘ladi.

dx
(50.4) formulaga binoan

+ dy
dx dx dy dx’

shuning uchun
dF dF dy n
— + —--------= 0,
dx dy dx
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bundan
dF 

dF dy _ dF dy _ fix 
dy dx dx’ dx oF

dy
Bir o‘zgaruvchi oshkormas funksiyasining hosilasi ana shu formu­

la yordamida topiladi.
1-misol.  х4-2х3+3}?+ху-4=0 tenglama bilan beriigan у oshkormas 

funksiyaning hosilasi topilsin.
Yechish. F(x,y)= x4-2x3+3y2+xy-4 belgilashni kiritamiz va F(x,y) 

funksiya mavjudiik teoremasi 51.1 ning barcha shartlarini qanoatlan- 
tirishini tekshiramiz. Bu funksiya Oxy tekislikning hamma nuqia- 
larida aniqlangan va uzluksiz. Uning xususiy hosilalari

^'(x,y) = 4x3 - 6x2 + y, F'y(x,y) = 6y + x

ham Oxy tekisiikda uzluksiz. Shuning uchun tekislikning 
7^(х,^)^0 bo‘ladigan barcha nuqtalarida funksiya (51.2) formula 

bilan aniqlanadigan
dy _ , _ F’x _ 4x3 - 6x2 + у 

dx F'y 6y + x

hosilaga ega.
Xususiy holda Po (2;-2) nuqtada hosila

dy 4-23 - 6-22 +(-2) Q6 
dx ^-2 6-(-2)+ 2 ’ ’

bo‘ladi.

2-misol.  x3j^2 + exy — y = 0 egri chiziqqa Po(O;l) nuqtada 

urinma va normalning tenglamalari yozilsin.
Yechish. F(x,y)= x3 y2 + exy — у belgilashni kiritsak F(x,y) 

funksiya Oxy tekislikning hamma nuqtalarida, jumladan Po(O;l) 
nuqtaning atrofida ham mavjudiik teoremasi 51.1 ning barcha shart- 
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larini qanoatlantiradi. F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalarini hamda 
uiarning Po(O;l) nuqtadagi qiymatlarini topamiz:

F^y^^y2 +y2exy ; F^(x,y) = 2xJy+ 2xyex-v -1; 

f;(0;1)=i, f;(0:1)=-1.

(51.1) formuladan foydalanib urinmaning burchak koeffitsientini 
aniqlaymiz

K =^L ^x'(0;i)i _i
- <&i=0 f;(0;1) -1

>=г

Demak, norrnalni burchak koeffitsienti к -—L_ _—L = _]. 
" -1

Berilgan nuqtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi у-уо=к(х-х.о) ga 
asoslanib urinma va normal tenglamalarini topamiz. Unga xo~O, 
уо=1,к=1 qiymatlami qo‘ysak y-l=l(x-0) yoki x-y+l=0 urinma 
tenglamasi hosil bo‘ladi. Shuningdek o‘sha tenglamaga xo=O, yo~l, 
k=-1 qiymatlami qo‘ysak y-l-=-l(x-0) yoki x+y-/=0 normal tengla­
masi hosil bo‘ladi.

Endi ikkita x va у o‘zgaruvchiiarning oshkormas funksiyasi 

z=F(x,y) ning xususiy hosilalari —ni topish uchun formulalar 
dx dy

chiqaramiz.
Oshkormas z=f(x,y) funksiya F(x,y, z)=0 

tenglama yordamida berilgan va F(x,y, z) funksiya mavjudlik 
teoremasi 51.2. ning barcha shartlarini qanoatlantiradi deb faraz qilib 
xususiy hosilalarini topamiz.

— ni izlaganda у c‘zgarmas hisoblanadi. Shuning uchun x ni 
dx

erkli o‘zgaruvchi va z ni funksiya hisoblab (51.2) formuladan 
foydalanishimiz mumkin.

Demak,
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5X * ?у(Х>У’2))

dz

Xuddi shunday fikrlab

ar

(51-3)

dz

dz dy (

dy dF
Zy -

к
(51.4)

formulaga ega bo‘lamiz.
3-misoI.  sinz-xyz=0 tenglama bilan beriigan z oshkormas funk­

siyaning xususiy hosilalari topilsin,
Yechish. F(x,y, z)= sinz-xyz desak F(x,y,z) funksiya Oxyz fazo- 

ning barcha nuqtalarida aniqlangan va uzluksiz. Uning xususiy 
hosilalari

Fx'(x, y, z) = -yz\ F’(x,y, z) = -xz; F^x,y,z) = cos z - xy 

lar ham butun Oxyz fazoda uzluksiz funksiyalardir. Shunir.g uchun 
F;(x,y,z) = cosz - xy*Q bo‘ladigan fazoning nuqtalarida z 
funksiya (51,3) va (51.4) formulalar bilan hisoblanadigan z' va z'y 

xususiy hosilalarga ega bo‘ladi.
—yz yz -xz xz

_ . , z — — .
COSZ-J0' CQSZ-Xy cosz-xy cosz-xy

51.4, Sirtga urinma tekislik va normal

1-ta‘rif. Sirtning Mo nuqtasidan o’tuvchi tekislik bilan Me hamda 
sirtning ixtiyoriy M nuqtalari orqali o‘tuvchi kesuvehi to‘g‘ri chiziq 
orasidagi burchak Mnuqta sirt bo‘ylab Mo nuqtaga intiiganda nolga 
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intilsa tekislik sirtga Mo nuqtada urinma tekislik deyiladi. Mo nuqta 
urinish nuqtasi deyiladi.

2-ta‘rif. Urinish nuqtasida urinma tekislikka perpendikulyar bo‘l- 
gan to‘g‘ri chiziq shu nuqtada sirtga o‘tkazilgan normal deb ataladi.

Endi urinma tekislik hamda normalning tenglamaalrini tuzish 
bilan shug‘ulanamiz.

Faraz qilaylik sirt z- f(x,y) tenglama bilan berilgan bo‘lib, f(x,y) 
funksiya Po(xo,yo) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin.

Sirtga Mo(xo,yo,zo) bunda zo=f(xo,y&) nuqtada urinma tekislik teng­
lamasi

= /xr(x0,y0)(x-x0) + /;(x0,y0)(y-y0) (51.5)

ko‘rinishga ega bo’iishini ko‘rsatamiz. (51.5) tenglamani berilgan
->

Mo(xo,yo,zo) nuqtadan o‘tib N {A,B,C} normal vektorga ega tekislik 
tenglamasi A(x-xo)+B(y-yo)+C(z-zo)=O bilan taqqoslab u Mo(xo,yo,zo) 
nuqtadan o‘tib n{/)'(P0); Гу(РоУ,-А\ normal vektorga ega tekislik 

tenglamasi ekaniga amin bo'lamiz. Shu tekislik haqiqatdan sirtga 

Mo(xo,yo,zo) nuqtada urinma tekislik ekanini ko‘rsatish uchun n 
normal vektor_bilan sirtni Mo(xo,yo,zo) va M(x,y,z) nuqtalari orqali 
o‘tuvchi kesuvchi to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori 
MqM ={x-XQ,y-yo,z-ZQ} orasidagi burchak M nuqta sirt 

bo‘ylab Mo nuqtaga yaqinlashganda — ga intilishini ko‘rsatish

—> ..... »
kifovadir. n va M§M vektorlar orasidagi burchakni cp bilan belgi- 
lasak ikki vektor orasidagi burchakni topish formulasiga binoan

n- ~M~M AV0)(x-x0)-i-/;(P0)(y-y0)-(z-z0)
cos <p=j-j'", : = -i~------- "л-----------—.. —

In -|a/0M | V^2(^)+/^2(^)+1J(x-V +Си-Л)2+(^--га)2

bo‘ladi. x-xq=Ax, y-yo~Ay, z-zq^Az belgilashlami kiritsak
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/;(p0)Ax+/.;(p0)Ay-A^
COS(P = , —===========

7Л'2(Р0) + fy (^o) +1 • VAX2 + Ay2 + Az2

va /1'(Р0)Лх + /и'(Рс)Лу = ife bo‘lganligi sababli

I i i fife - Az |
\cos<p\ —=——= - —-----—......— ' -

7/;2<^)+л'2(л)+1-7ах2+д/

bo‘ladi.
fife - Az ayirma p = у/лх2 + Ay2 ga nisbatan yuqori tartibli chek- 

siz kichik miqdor ekanligini hisobga olsak tengsizlikdan p-^0 da 
|cos^>|—*0 kelib chiqadi. Bu esa m — ekanini anglatadi.

Demak z= f(x,y) sirtga M?(5co,yo,Zft) nuqtada urinma tekislik 
tenglamasi (51.5) formula yordamida topilar ekan.

4-misoI.  z=2x2+4y2 sirtga Mo(2;l;12) nuqtasida urinma tekislik 
tenglamasi topilsin.

Yechish. f(x,y)- 2x2+4y2 funksiya Oxy tekislikda differensial- 
lanuvchi bo‘lgani uchun u berilgan Po(2;l) nuqtada ham different- 
siallanuvchi. Xususiy hosilalami hamda ularning Po(2;l) nuqtadagi 
qiymatlarini hisoblaymiz.

Л(х,у) = 4х, /;(х,у) = 8у, Л(Р0) = Л(2:1) = 4-2 = 8, 

Л(Р0) = /х(2;1) = 8-1 = 8.

Bulami hamda xo=2, yo=l qiymatlami (51.5) tenglamaga qo‘yib 
urinma tekislikning tenglamasini hosil qilamiz:

z-12=8(x-2)+8(y-l); 8x+8y-z—12.
Agar sirt tenglamasi z ga nisbatan yechilmagan

F(x,y, z)=0

ko‘rinishdagi tenglama bilan berilgan bo‘lsa,u holda F(x,y,z) 
funksiya Mo(xo,yo,zo) nuqtaning atrofida oshkormas funksiyaning 
mavjudlik teoremasi 51.2 ning shartlarim qanoatlantiradi va F(x,y, 
z) =0 tenglama z ni x va у ning funksiyasi sifatida aniqlaydi. ya‘ni z= 
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f(x,y) bunda zo= f(xo,yrj) deb faraz qilib, (51.3) va (51.4) formulalar 
bo‘yicha Po(xo,yo) nuqtadagi xususiy hosilalami topamiz:

Xususiy hosilalaming bu qiymatlarini urinma tekislikning (51.5) 
tenglamaga qo‘yib 

f;(a/0)
Wo) Wo)

tenglamani yoki uni - F'r (Mo) Ф 0 ga ko‘paytirib

f; (m0 )(x - x0)+f; (л/0 - Уй)+xz - z0) = о (51.6)

urinma tekislik tenglamasini hosil qilamiz.
5-misol.  x~-4y2+2z2=6 sirtga Mo(2;2;3) nuqtada urinma tekislik 

tenglamasi topilsin.
Yechish. F(5c,yz):=x‘-4y2H-2z2-6 belgilashni kiritamiz. F(x,y,z) 

funksiyaning Mo(2;2;3) nuqtadagi xususiy hosilalarini topamiz:

F>2x, F;=-8y, F'--4z, F'(M0) = 2 • 2 = 4,

F;(Mo) = -8-2 = -16, F;(M0) = 4-3 = 12.

Bulami hamda xo=2, yo=2, zg=3 qiymatlami (51.6) tenglikka 
qo‘yib berilgan sirtga M0(2;2;3) nuqtada urinma tekislik tenglamasini 
hosil qilamiz:

4(x-2)-16(y-2)+12(z-3)=0; (x-2)-4(y-2)+3(z-3)4); x-4y+3z-3=0.
Endi sirtga uning biror nuqtasida o‘tkazilgan normal to‘g‘ri 

chiziqning tenglamasini topish bilan mashg'ul bo‘lamiz.
Sirtga o‘tkazilgan normalning tenglamasini keltirib chiqarish 

uchun tekislik bilan to‘g‘ri chiziqning perpendikulyarlik shartidan 
foydalanamiz. Bu shartga binoan normalning yo'naltiruvchi vektori 
sifatida urinma tekislikning normal vektorini olish mumkin.
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Agar sirt z= f(x,у) tenglama bilan beriigan bo4sa, u holda 
urinma tenglamasi (51.5) ni beriigan Mo(xo,yo,zo) nuqtadan o4tib 

A - (Л; В; C} normal vektorga ega tekislik tenglamasi
A(x- x0)+B(y-y0)+C(z- zo)=O

—>
bilan taqqoslab n = {f'x(x<i , У о )» f.'(xo > У о ),~ 1} vektor urinma 

tekislikning normal vektori ekaniga amin bolamiz. Ana shu vektor 
sirtga Мо(хо,уо,?о) nuqtada normalning yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi.

Mo(xo,yo>zo) nuqtadan ostib S = {m; n; p} yo‘naltiruvchi vektorga 
ega to‘g‘ri chiziq tenglamasi

x-xc _ = z-z0

m n p
—у

ga m,n,p o‘rniga n vektorning mos koordinatalarini qo'ysak 
z= f(x,y) sirtga Mo(xo,yo,zo) nuqtada o‘tkazilgan normal 
tenglamasi

= = (5L7) 
A'Owo) /yCw’o) -1

hosil bo‘ladi.
Agarda sirt F(x,y,z)=0 tenglama bilan beriigan bo'lsa, u holda 

(51.6) dan urinma tekislikning normal vektori

n={F;(M0),F;(A/0),r(M0)}

bolishi kelib chiqadi. Ana shu vektorning o‘zi sirtga Mo(xo,yo,zo) 
nuqtada normalning yo‘naitiruvchi vektori boladi. Shuning uchun 
normalning bu holdagi tenglamasi

= = (51.8) 
f;gv0) f;(a/0) f;(jh0)

bo‘ladi.
6-misol.  z=4x2+6y2 sirtga Mo(2;l;22) nuqtada normal tenglamasi 

yozilsin.
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Yechish. f(x,y)—4x2+6y2 deb belgilab shu funksiyaning xususiy 
hosilalarining Po(2;l) nuqtadagi qiymatlarini topamiz: xo=2, yo=I, 
zo=22

f^x,y)^x, f'y(x,y) = \2y, /;(P0) = /;(2;l) = 8-2 = 16, 

/;(Р0)=Л(2;1) = 12-1 = 12.

Bulami (51.7) ga qo‘yib normal tenglamasini hosil qilamiz:
x — 2_y-l_z-22 
Л6~ ~ ~ -1 ’

7-misol.  x2+y2+z2=49 sferaga Mq(2;3;6) nuqtada o’tkazilgan 
normal tenglamasi topilsin.

Yechish. F(x,y,z)= x2+y2+z"-49 deb beigilasak 

f;=2x, f;=2j, f;=2z, f;(m0)=2-2=4,

F;(Mo) = 2-3 = 6, FW0) = 2 • 6 = 12.

bo‘ladi. Bulami, hamda xo=2, уо^З, zo=6 qiymatlami (51.8) 
formulaga qo‘ysak normal tenglamasi

x —2 _ y-3 _ г-6
4 “ 6 ~~12~

yoki
x-2_ y-3_ z-6

2 “ 3 _ 6
hosil bo‘ladi.

Endi ikki o‘zgaruvchi funksiyasining to4a differensialining geo- 
metrik ma‘nosi bilan tanishamiz. Bir o‘zgaruvchi funksiyasining 
differensiali egri chiziqqa o‘tkazilgan urinmaning urinish nuqtasi 
ordinatasining orttirmasini anglatishi aytilgan edi. Shunga o'xshash 
ikki o’zgaruvchi funksiyasining to4a differensiali sirtga o'tkazilgan 
urinma tekislikning urinish nuqtasi applikasining orttirmasini ifoda- 
laydi. Bu to‘la differensialning geometrik ma‘nosi.
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O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Bir o‘zgaruvchining oshkormas funksiyasini ta‘riflang.
2. Ikki о‘zgaru whining oshkormas funksiyasini ta‘riflang.
3. Bir o‘zgaruvchining oshkormas funksiyasinining mavjudligi haqidagi 

teoremani ayting.
4. Ikki o‘zgaruvchining oshkormas funksiyasining mavjudligi haqidagi 

teoremani ayting.
5. Sirtga urinma tekislikni ta‘riflang.
6. Sirtga normalni ta'riflang.
7. z=f(x,y) sirtga urinma tekislik tenglamasini yozing.
8. F(x,y,z)=0 sirtga urinma tekislik tenglamasini yozing.
9. z =f(x,y) sirtga normal tenglamasini yozing.
10. F(x,y,z)=0 sirtga normal tenglamasini yozing.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi funksiyalaming hosilalari topilsin.

l.x 2+y2=4. Javob: y'=
У

2.e >,-e!x+xy=0. Javob: y' = ------ —

xyx 1 - xylnx

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan x va у ning oshkormas funk- 
siyasi z ning xususiy hosilalari topilsin.

5. x2+y2+z2-R2=0. Javob: z’x

sin2z
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,2 2 2
7. £— 2L _ £... - J giperboloidga (xo,yo,zo) nuqtada urinma tekis- 

a2 b2 c2

XQX УоУ ZGZ 1
lik tenglamasini yozing. Javob: —j--------r---------- — = 1.

a b c
8. x2+2y+z2=7 sirtga (ellipsoidga) x-y+2z=4) tekislikka parallel 

bo‘lgan urinma tekislik o‘tkazilsin. Javob: x-y+2z-+ jll
\ 2 '

9. x'-4y2+2z^=6 sirtga (2:2;3) nuqtada normal tenglamasi topilsin.

Javob: =
1 -4 3

10. z= 2x2+4y2 sirtga M=(2;l;12) nuqtada normal tenglamasi 
topilsin. Javob: - 2L_1 - £—1?.

8 8 1

.339



52. YUQORI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALAR VA
DIFFERF.NSIALLAR

52.1. Yuqori tartibli xususiy hosilalar

z-ffcy) funksiya P (x,y) nuqtada va uning biror atrotida aniqlan- 
gan bo'lsin. Bu atro filing har bir nuqtasida

~ = /Xх’ У)> ~ = fy (x, У) 
dx fy

xususiy hosilalar mavjud bo‘lsin. Ulami birinchi tartibli (voki 
birinchi) xususiy hosilalar deb ataymiz. Bu xususiy hosilalar ham x 
vay erkli o‘zgaruvchilaming funksiyalari bo'lishi ravshan.

1-ta ‘rif. z-f(x,y) funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosila- 
laridan x va у o‘zgaruvchilar bo‘yicha olingan xususiy hosilalar, agar 
ular mavjud bo'lsa, z=/(x,y) funksiyaning P (x,y) nuqtadagi ikkinchi 
tartibli (yoki ikkinchi) xususiy hosilalari deb ataladi va quyidagicha 
belgilanadi:

----- --  f” (x, v) = f"2 (x, y), bu yerda f(x,y) funksiya ketma-ket ikki 

marta x bo‘yicha differensiilanadi;
2

= fn(x v) bu yerda f(x,y) funksiya avval x bo ‘yicha va л л J XV \ Уoxoy
so'ngra natija у bo'yicha differensiallanadi;

___— =/ff(x,y), bu yerda f(x,y) funksiya awal у bo'yicha va
dydx

so'ngra natija x bo'yicha differensiallanadi;
o2z

= fyy У) - f-> (x’ У) > bu >’erda /(Х’У> funksiya ketma-ket 
dy r"

ikki marta у bo'yicha differensiilanadi;

—xususiy hosilaning har biri x va у o'zgaruvchilaming 
dx dy

funksiyalari bo'lganligi uchun ulami x vay bo'yicha difterensiallash 

340



mumkin. Shuning uchun ikki o‘zgaruvchi funksiyasining ikkinchi 
tartibli xususiy hosilalari to‘rtta bo‘ladi.

va f"x(x,y) ikkinchi tartibli xususiy hosilalar aralash 

xususiy hosilalar deyiladi.
L-misol. z=x3+5x?y3+6xy+4 funksiyaning barcha ikkinchi 

tartibli xususiy hosilalari topilsin.
Yechish.

— = z' = (xJ + 5x2y3 + 6xy + 4)'x - 3x2 +1 Oxy3 + 6y, 
ex

(x3 + 5x2y3 + 6xy + 4)'y = 15x2y2 + 6x,

- z" = (Зх2 + Юху3 + 6уУх = 6x + 10y3, 
ax

= z" = (Зх2 + Юлу3 + 6y)' = 30 xy2 + 6, 
dxdy

4-r=z'^ = (i5x2y2+6x)'x = 30xy2+6, 
дудх

—-= = (15x2y2 + 6x)' = 30x2y.

2-misol.  z=cosx-siny funksiyaning aralash xususiy hosilalari 
topilsin.

Yechish.
z'x—~ sin x - sin y, z'y = cos x • cos y,

zxy = _ sin x • cos y, ZyX = - sin x • cos y.

bar ikkala misollarda ham /^.(x,y), /^(x,y) aralash hosilalar 

o‘zaro teng, ya’ni ular differensiallash tartibiga bog‘liq emas.
2-ta ‘rif. z=f(x,y) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosila- 

laridan x vay o‘zgaruvchilar bo‘yicha olingan xususiy hosilalar, agar 
ular mavjud bo‘lsa, z=f(x,y) funksiyaning P(x,y) nuqtadagi uchinchi 
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tartibli (yoki uchunchi) xususiy hosilalari deb ataladi. Ular sakkizta 
bo‘ladi:

a3z
—r- = f” (x,y) , bu verda f(x,y) funksiya ketma-ket uch marta x 
dx

bo‘yicha differentsillanadi;

funksiya awal ketma-ket

ikki marta x bo‘yicha va so‘ngra natija у bo‘yicha differensial- 
lanadi;

------ — = f™x(x,y), buyerda f(x,y) funksiya avval x bo'yicha, 
дхдудх ''' 

dz
so‘ngra — xususiy hosila у bo‘yicha va natija yana x bo‘yicha 

di fferensiallanadi;

-------- - f\ (x, v). bu yerda f(x,y) funksiya avval x bo‘yicha, 
dxxfy

so‘ngra ikki marta ketma-ketу bo‘yicha differentsillanadi; 
dx

Shunga o‘xshash 
a3z

дудх2 yx -s -4 «/уд» .kX
dyoxoy

d3z
dy2dx

d3z

xususiy hosilalar ham z=f(x,y) funksiyani ma‘lum tartibda x va у 
o‘zgaruvchilar bo‘yicha differensiallash natijasida hosil bo‘ladi.

3-misoL  z=x5+5xy3-3xy2+y6 funksiyaning uchunchi tartibli 
xususiy hosilalari topilsin.

Yechish./(x,j^= x5+3xy3-3xy2+y6 belgilashni kiritamiz.
U holda:
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fx (*,y) =5*4 +5у3 -3у2> fy (х,у) = 15д>'2 - 6ху + 6А

/;2 (х, у) = 20х3, д; (х,у) = 15у2 - бу, (х,у) - 15 у 2 - бу, 

/А(х,у) = 30ху-6х + 30у4, /"з(х,у) = 60х2, f"'i (х,у) = 0,
у л л У

f^x (х, У) = о. /"2 (х,у) = 30 у - 6, /;2 (х,у) = О,

f^y (X, У) = 30 у - 6, f^x (х, у) = 30у - 6, /"з (х, у) = 30х + 120 у3.

Bunda
(х, у) = /Д (Х,у) = f'"2 (х, у) = оX у J ух

va
f\ (х,у) - (х,У) = г2 (х,У) = зоу - о.

ху Л ' у*х

Bu misolda ham aralash xususiy hosilalar o‘zaro teng, ya‘ni xu­
susiy hosilalaming qiymati funksiyani differensiallash tartibiga 
bog‘liq emas.

Uniuman oiganda aralash xususiy hosilalar funksiyani differen- 
siallash tartibiga bog‘liq bo'ladi. Masalan

i XV -----------~r- agar x2 + у 2 * G bo' )sa,/(x,y)= J ' X2 + у
1^0 agar x2 + y2 = 0 bo’ Isa

funksiya (0,0) nuqtada o‘zaro teng bo‘lmagan Г(0;0),Д’(°;0) 

xususiy hosilalarga ega.
Haqiqatan

j y(x4 - y4 + 4x2y2) 2 2 n >4|y--X— ~~—у^г~~ agar x2+y *0 bo'Isa,
(x2 + y2)2

0 agar x2 + y2 = 0 bo' isa.
Shuning uchun

Jir/nm • AW+Ay)-AW) . -y4 
/v (<w=₽   Av '-= (77
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Shunga o‘xshash hisoblashlami bajarib (0:0) = I ekanini aniq- 

lash mumkin. Demak
/;(0:0)^/;(0;0).

Shunday qilib aralash xususiy hosilalar bar doim ham o‘zaro teng 
bo‘lavermas ekan.

Qanday shartiar bajarilganda aralash xususiy hosilalaming qiy- 
mati funksiyani differensiallash tartibiga bog‘liq bo‘lmaydi degan 
savolga quyidagi teorema javob beradi. Biz uni isbotsiz keltiramiz.

52.1- teorema. Agar z=f(x,y) funksiyaning barcha aralash xususiy 
hosilalari P(x,y) nuqtaning biror t^alrofida mavjud va shu nuqtaning 
o‘zida uzluksiz bo‘lsa, u holda aralash xususiy hosilalaming qiyrnati 
funksiyani differensiyaallash tartibiga bog‘liq bo‘lmaydi, ya‘ni

fxy У) = f'yx (x, v), (x, y) = f^x(x, y) = f”x2 (x,y),

fxy2 (X, У) = f^xy{.X, y) = f”2x (X, y).

3-ta ‘rif. z=f(x,y) funksiyaning (n-TJ-tartibli xususiy hosiialaridan 
x va у o‘zgaruvchilar bo‘yicha olingan xususiy hosilalar, agar ular 
mavjud bo‘lsa, z=f(x,y) funksiyaning P(x,y) nuqtadagi n- tartibli 
(yoki «-) xususiy hosilalari deb ataladi. Ular 2n ta bo‘ladi. Masalan, 

dnz ,и>
------------- --  z „ „ „ ifoda и-tartibli xususiy hosila, bu yerda z 
dxpdyn~p-----*pyn~p

funksiya awal x bo'yicha kema-ketp marta differensiallangan so‘ng- 
ra natija kema-ket у bo'yicha n-p marta differensiliangan. Istalgan 
sondagi o‘zgaruvchilar funksiyasining yuqori tartibli xususiy hosi­
lalari ham shunga o‘xshash ta‘riflanadi.

52.1- teorema n-tartibli aralash xususiy hosilalar uchun ham o‘rin- 
lidir.

52.2. Yuqori tartibli to‘la differensiallar

49-mavzuda P(x,y) nuqtada differensillanuvchi z-f(x,y) funksiya­
ning to‘la differensiali tushunchasi kiritilgan va u
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dz=f 'X(x,y)dx+f'y(x,y)dy (52.1)

formula yordamida topilishi ko‘rsatilgan edi.
dz ni birinchi tartiblif yoki birinchi) to‘la differensial deb atay- 

miz.
Faraz qilaylikf 'X(x,y), f 'y(x,y) fimksiyalar P(x,y) nuqtada differen- 

siailanuvchi bo‘lsin. U holda dx, dy differensial larni o‘zgarmasiigi 
hisobga olinsa dz to‘la differensial ikki o‘zgaruvchi x va у ning 
P(x,y) nuqtada differensiallanuvchi funksiyasidan iborat bo‘ladi va 
uning to‘la differensiali (52.1) formulaga binoan

d(dz) -d(f 'X(x,y)dx+ f 'y(x,y)dy)=(f ’X(x,y)dx+f 'y(x,y)dy) 'xdx+
+ (f'x(x,y)dx+f'y(x,y)dy) 'ydy (52.2)

kabi topiladi.

4- ta’rif. z~f(x,y) funksiyaning P(x,y) nuqtadagi to‘la differensiali 
dz ning to‘la differensiali (agar u mavjud bo‘Isa) shu funksiyaning 
P(x,y) nuqtadagi ikkinchi tartibli (yoki ikkinchi) to‘la differensiali 
deb ataladi va cPz kabi belgilanadi.

5- ta’rif. z=f(x,y) funksiyaning P(x,y) nuqtadagi ikkinchi tartibli 
to‘Ia differensiali cfz ning to‘la dfferentsiali (agar u mavjud bo‘lsa) 
shu funksiyaning P(x,y) nuqtadagi uchinchi tartibli (yoki uchinchi ) 
to‘ia differensiali deb ataladi va az kabi belgilanadi.

z=f(x,y) funksiyaning л-tartibli (yoki «-) to‘la differensiali ham 
shunga o‘xshash ta‘riflanadi va d nz kabi belgilanadi.

To‘la differensial hamda «-tartibli to‘la differensialning ta’rifidan 
P(x,y) nuqtada н-tartibli to‘la differensialga egaz=/(x,y>/ funksiya shu 
nuqtada «-tariibligacha uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega 
ekanligi kelib chiqadi.

Endi yuqori tartibli to‘la differensiallami hisoblash uchun formu- 
lalar chiqaramiz.
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(52.2) formuladan:
= f”?(x,y){dx)2 + f"x(x,y)dydx+f"y(x,y)dxdyy f"2(x,y^dyy. 

x у
Shartga ko‘ra f”y(x,y) va /Д(х,у) aralash xususiy hosilalar 

P(x,y) nuqtada uzluksiz bo‘lganliklari uchun 52.1-teoremaga binoan 
ular o‘zaro teng.

Demak,
d'z = f"2{x,y\dx}2 -i- 2f"x(x,y}dxdy + f"2 (x,y)(rfy)2.

(52.3) 
Agar

л a Y 
f\(x,y)(dx)2 +2fxv(x,y)dxdy+/"(x.yjidy)2 =| -~dx+~dy | /(x,j) 

x ' <■ \ax cy J
belgiiashni kiritsak ikkinchi tartibli to‘ia differensialni hisoblash 
uchun

d2z^(~dx + -^-dy\ f(x,y) (52.3Г)

(ox dy J
formulani hosil qilamiz.

Shunga o‘xshash
dnz = f^-dx + -J’-t'y j /(x,y) (52.4)

Vox о у )

fonnulaning to‘g‘riligini ko‘rsatish mumkin.
Tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda ikki hadning и-darajasini 

Nyuton binom formulasi bo'yicha yoyilmasini eslatadi:
б?й2 = /(ял)(х,у)(^)” +n/("_)! (x,y)(dx)n-1^ +

X X у

у
4-misol.  z - arctg— funksiyaning ikkinchi tartibli to‘ia ditfer- 

x
rensiaii topilsin.
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Yechish.

f(x,y) = arctg
x

fXx>y) = 2

У
___x2 =_____ У___

X2 + y2 ’

, , / + y2 '1 + X2

f

fy(x,y) = —

1 +

У
X 2

1_

 X 

+ y2A

x

2xy

F+7F

x2 + у2 - y-2y _ 
(x2+>'2)2

y2 — X2

V x + У')у
Topilgan qiymatlami (52.3) formuJaga qo‘ysak

2 2xy(dx)2 + 2(y2 - x2 )dxdy - 2xy(dy)2
az — --------

(x2+y2)2

kelib chiqadi.
S-misol. z=sinxcosj funksiyaning uchinchi tartibli to‘ia differen- 

siali topilsin.
Yechish. (52.4) formula n~3 bo‘!ganda

d'z = (х,у)(г&)3 + 3f\ (x,y')(dx)2dy +
y (52.5)

+ 3/^2 (x,y)dx(dy)2 + /”з (x,y)(dy)3

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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/(x,y) = sinxcosy, f:':(x,y) = cosxcosy, fy(x,y) = -sin sin J,

/*2 (x, y) = - sin x cos y, (x, y) - - sin x cos y, f ̂ y (x, y) = - cos x sin y,

/У (x’ У) ~ cos x cos У, /”з (x, У) = sin x sin y, 
л У

/*2у (-X’= S’n X Sin У’ ^xy2 У> = ~ C0S X C0S У' 

Topilgan qiymatlami (52.5) formulaga qo‘ysak 

cPz = -cos x cos y(dxY + 3sinxsiny(«tv)2tfy- 

-3cosxcosy^x(o?y)2 + sinxsiny(c?y)J

hosil bo‘ladi.

O‘z- o‘zini tekshirish uchun savoMar

1. Lkki o‘zgaruvchi funksiyasining birinchi tartibli xususiy hosilalarini 
ta‘riflang.

2. lkki o'zgaruvchi funksiyasining ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini 
ta’riflang.

3. lkki o‘zgaruvchi funksiyasining и-tartibli xususiy hosilasini ta‘rif- 
lang. Ular nechta?

4. Aralash hosilalaming tengligi haqidagi teoremani ayting.
5. Aralash hosilalari o‘zaro teng bo‘imagan fimksiyaga misol keltiring.
6. Istalgan sondagi o‘zgaruvchilaming funksiyasini yuqori tartibli xusu­

siy hosilalari qanday ta'riflanadi?
7. lkki o‘zgaruvchi funksiyasining birinchi tartibli to‘la differensiaiini 

ta‘riflang.
8. lkki o‘zgaruvchining funksiyasi uchun ikkinchi tartibli to'la 

differensialni ta‘riflang va uni topish formulasini yozing.
9. lkki o‘zgaruvchining funksiyasi uchun n-tartibli to‘la differensialni 

ta‘riflang va uni hisoblash formulasini yozing.
Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi funksiyalaming ikkinchi tartibli xususiy hosilalari 
hisoblansin.:

1. z — x3 - 4x2y + 5y2.
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c2z ex cosy

X

Tavnh- 82z . _ d2z _ d2z ...
jdvoo. —-6x - 8y:-------- = -8x; —v-=10.

дх2 dxdy dy2
2. z=exlny+sinylnx.

d2z X, sin v
Javon. —- = e Inv------z—, ------

ex2 x3 oxdy
->2 x
о z e . ,—r- = —^-sinylnx- 
ду /

У

3. Agar и =..
^x2+/+z2 

isbot lansin.
x2 2

4. Agar z = bo‘Isa,
X + у

bo‘ Isa,
d2u d2u
dx2 dy2

d2z
Х^+У

d2z „dz . ... . . . ,
------ = 2— bo iisln isbot- 
dxdy dx

lansin.

lansin.
x

6. z arctg— funksiya uchun crz topilsin
У

Javob: d7- = " 1хУ^2 + 2(x2 ~ y2)dxdy + Ixy(dy)2

(x2+/)2

7. z=sin(2.x+y) funksiya uchun d 2z topilsin.

Javob: <£z=-cas(2x+y)[8(dx)3+12(dx) 2dyv6dx(dy) 2 +(dy)3].
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2 2
Haqiqataii, f(O,O)=l. (0;0) nuqtaning x +У = у aylana bilan 

chegaralangan atrofini qaraymiz. Bu atrofning istalgan (0.0) dan
-» • -22 2 farqli P(x,y) nuqtasi uchun sinfx +yy>0 bo‘ladi, chunk! 0<x +У <A 

. Shutting uchun
f(x.y)—l- sm(x2+y2)<l, ya‘ni f(x,y)<f(0;0').

53.2. Ekstremum mavjudligining zaruriy shartlari

53.1-teorema (ekstremum mavjudligining zaruriy shartlari)
Agar z=f(x,y) funksiya Po(xo,yo) ekstremum nuqtasida 

differensiallanuvchi bo‘Isa, u holda uning shu nuqtadagi xususiy 
hosilalari nolga teng, ya‘ni

/'х(хо,Уо)^0, fy(xo.yo)=0 
bo‘ladi.

Isboti. z=f(x,y) funksiyaning Po nuqtadagi x bo‘yicha xususiy 
hosilasi f'x(xo,y„) bir o‘zgaruvchi funksiyasi g(x)=--f(x,yo) ning x=xo 
dagi hosilasidan iborat. Ammo x=xo da g(x) ekstremumga ega 
bo‘lganligi sababli bir o‘zgaruvchi funksiyasi ekstrimumi mavjudli­
gining zaruriy shartiga binoan g'(xo)=0, f'x(xo,yo)=0 bo‘ladi.

f'y(xo,yo)=0 tenglik ham shunga o‘xshash isbotlanadi. Shunday 
qilib differensiyallanuvchi funksiya birinchi tartibli xususiy hosilalari 
nolga teng bo‘lgan nuqtalaridagina ekstremumga ega bo‘lishi mum- 
kin ekan.

Shuni ta‘kidlash lozimki funksiya ekstremumga birinchi tartibli 
xususiy hosilalari nolga teng bo‘lgan nuqtalardan tashqari ular 
mavjud bo;lmagan nuqtalarda ham ega bo‘lishi mumkin. Masalan, 
z - Jx2 + y2 funksiyaning xususiy hosilalari

0(o;o) nuqtada mavjud emas, ammo funksiya bu nuqtada mini- 
mumga ega.
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3-ta‘rif. z=f(x,y) funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalari 
fx(x,y), f'y(x,y) iar nolga aylanadigan va mavjud bo'lmaydigan 
nuqtalar fimksiyaning kritik nuqtalari deyiladi.

Funksiya ekstrimumga faqatgina o'zining kritik nuqtalaridagina 
erishishi muinkinligini ta’kidlash o'rinli.

Funksiyaning har qanday kritik nuqtasi ham uning ekstrimum 
nuqtasi bo‘lavermaydi. Masalan, z=f(x,y)-xy funksiyaning birinchi 
tartibli xususiy hosilalari f'x(x,y)=y, f'y(x,y)=x Pc(0,0) nuqtada nolga 
teng. ya‘ni bu nuqta funksiyaning kritik nuqtasi. Biroq funksiya bu 
kritik nuqtada ekstremumga ega emas. Haqiqatan. f(Po)=0 ammo 
Po(0,0) nuqtanirtg istalgan atrofida f(x,y)=xy funksiya ham musbat 
(I,III chorak nuqtalari uchun), ham manfiy (II, IV chorak nuqtalari 
uchun) qiymatlami qabul qiiadi.

533. Ekstremum mavjudligining yetariilik sbartlari

Ikki o‘zgaruvchi funksiyasini kritik nuqtasida ekstremum mav- 
judligini tekshirish imkonini beruvchi teoremani isbotsiz keltiramiz.

53.2-teorema. z-=f(x,y) funksiyaning Po(xo,yo) kritik nuqtasi uning 
ekstremum nuqtasi bo'lishi uchun

А(Л ) - f 2 " (Л ) • / 2 " (Л ) - [// (P. )]2 > 0
X У

shartning bajarilishi yetariidir. Bunda: (Po)<0 bo‘lganda Po

(хэ,Уо) funksiyaning maksimum nuqtasi, /J (Po )>0 bo'lganda 

Po(xo,yo) funksiyaning minimum nuqtasi bo‘ladi. &.(Po)<0 shart 
Po(xo,yo) kritik nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi bo‘Imasligi 
uchun vetarii, ya'ni bu holda Po(Xo,yo) nuqtada funksiya 
ekstremumga ega bo‘lmaydi.

\(Po)~0 bo'lganda masala ochiq qoladi, ya‘ni bu holda z~-=f(x,y) 
funksiya kritik nuqtada ekstremumga ega bo'lishi ham
bo'lmasligi ham mumkin. Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalar 
Po(xo,yo) nuqtada uzluksiz deb faraz qilinadi.
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Ikki o‘zgaruvchi funksiyasi z--f(x,y) ning ekstremumini topish 
quyidagi sxema asosida amalga oshiriladi.

1. Funksiyaning barcha kritik nuqtalari topiladi.
Buning uchun:
a) funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalari topiladi.
b) Topilgan xususiy hosilalar nolga tenglashtiriiib hosil bo‘lgan

y) = 0,

f.'(x,y) = 0

sistema yechiladi. Koordinatalari shu sistemaning yechimidan iborat 
nuqtalar funksiyaning kritik nuqtalari bo’ladi.

c) Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalari mavjud 
bo‘lmagan nuqtalar topiladi.

2. Topiigan har bir kritik nuqtada 53.2-teoremadan foydalanib 
funksiya tekshiriladi.

3-misol. f(x,y) =x3+3x^-3 Ox-18y funksiyaning ekstremumlarini 
toping.

Yechish. Birinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz: 
л (x,y)=tf) x +3y2-x'x -30x'x -(18y) 'x=3x!2+3y2-l-301-0^3(x2+y2-10), 
f'y (x,y)~(x3) у +3x(y2) 'у ~(30x) у -(18y) 'y=0+6xy-0-l8=3(2xy-6).

Ushbu hosilalami nolga tenglashtirib

3(x2 + y2 -10) = 0,

3(2xy-6) = 0
yoki

x2 + y2 = 10, 

2xy = 6.

sitemaga ega bo‘lamiz. Oxirgi 
qo‘shsak va had lab ayirsak 

x2 + 2xy + y2 = 16, 

x2 - 2xy + y2 =4 

sistema hosil bo‘ladi. Bundan
x +

*

sistemaning tenglamalarini hadlab

yoki
f(x + j)2=16, 

l(x-Xl2 =4.
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sistemani hosil qilamiz. Sistemaning tenglamalarini hadlab qo‘shsak 
2x= ±4 + 2 yoki x= ± 2 ± 1, birinchi tenglamadan ikkinchisini had­
lab ayirsak 2y= + 4+2 yoki y=+2+l bo'ladi. Demak, xi=3. 
x2=2-I=1. x3=-2+l=-l, x4=-2-l=-3, y^-2-l=l, y2=2+l=3,
Уз=-2-1=-3, у4=-2+Г-=-1 va Pt(3;l), P2(l;3) P3(-l;-3) P4(-3;-l) 
kritik nuqtalar.

Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz:
/; (x, y) = (A'(x,y))' = (3(x2 + y2 - 10 ))> 3 - 2x = 6x, 

а;(х,у) = (ЛЧх.у)); = (3(x2 + У2 -10)); = ьу, 

Гуг(х,у} = (/;(х,у)); = (бху -18); = бх,

А(Р) = /’ (Р) ■ f\ (Р) - [/; (Р)]2 = 6х ■ 6х - (бу-)2 = 36(х2 - у2) 

ilodani tuzamiz.
1) \(Pi)=36(32-12)=288>O, (Pi)=63=18>O

boUgani uchun Pi(3;l) kritik nuqta funksiyaning minimum nuqtasi.
2) \(P2)=36(12-32)<O bo‘lgani uchun P2(l;3) kritik nuqtada 

ckstremum yo“q.
3) .\(P3)^36((-l)2-(-3)2)36-(S)<O bo‘lgani uchun P3(-l;-3) 

kritik nuqtada ham ekstremum yo‘q.
7) \(P4) 36((-3)2-(-l)2)=288>O,f\(P4)=6-(-l)=-6<O bo‘lgani 

uchun l'i(-3;-1) kritik nuqtada funksiya maksimumga ega.
Shunday qilib berilgan funksiya Pi(3;l) kritik nuqtada 

t(Pi) f(3;l)=:3 +3-3-l2-30-3-18-l=-72 minimumga va P4(-3;-l) 
nuqtada /(Р4)-=/(-3;-7Х'-3/+3('-3; -(-lf-30-(-3)-18-(-l)=72 maksi­
mumga ega.

53.4. Ikki o‘zgaruvchi funksiyasining yopiq sohadagi 
eng katta va eng kichik qiymatiari

Faraz qilaylik z=f(x,y) funksiya yopiq chegaralangan G sohada 
uzluksiz va sohaning ichida differensiallanuvchi bo‘lsin.

Yopiq chegaralangan sohada uzluksiz funksiya shu soliada 
o'zining eng katta va eng kichik qiymatlariga erishishi ta‘kidlangan 
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edi. Agar funksiya eng katta va eng kichik qiymatlarini G sohaning 
ichki nuqtasida qabul qilsa, u holda bu nuqta z=f(x,y) funksiyaning 
ekstremum nuqtasi bolishi ravshan. Bundan tashqari funksiya eng 
katta va eng kichik qiymatlariga G sohaning chegara nuqtalarida 
erishishi ham mumkin.

Shuning uchun yopiq chegaralangan G sohada berilgan zyf(x,y) 
funksiyaning G sohadagi eng katta va eng kichik qiymatlari 
quyidagicha topiladi. Funksiyaning G sohadagi barcha kritik 
nuqtalari hamda funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlari topiladi. 
Keyin funksiyaning G sohaning chegarasidagi eng katta va eng 
kichik qiymatlari topiladi. Topilgan barcha qiymatlami taqqoslanadi. 
Ulaniing eng kattasi funksiyaning G sohadagi eng katta qiymati, eng 
kichigi esa funksiyaning G sohadagi eng kichik qiymati boriadi.

Ba‘zi hollarda funksiya chegaralangan yopiq sohaning chega­
rasidagi eng katta va eng kichik qiymatlarini topish uchun soha 
chegarasini ma‘lum tengiamalarga ega qismlarga ajratgan ma‘qul.

4-misol. z=x2-y2 funsiyaning x2+y2<9 dotradagi eng katta va eng 
kichik qiymatlari topilsin.

Yechish. z'x = 2x, z'y = -2y xususiy hosilalami nolga tenglash- 

tirib
(2x — 0, 
t"2j=0 

sistemani yechsak Po(0;0) kritik nuqtaga ega boriamiz. 
f(Po)=z(0;0)=0.

Endi doiraning chegarasi, ya‘ni x2^y2=32 aylanada z^~x2-y2 funk­
siyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini topamiz. Aylanada x 
va у o‘zgaruvchilar y2=9-x2 tenglik orqali bog‘langanligi sababli 
aylana nuqtalari uchun z=x2~y2 funksiyani z=x2-(9-x2)=2x2-9 
ko‘rinishdagi bir o‘zgaruvchining funksiyasi shaklida tasvirlash 
mumkin, bunda -5<r<5. Shunday qilib z=-x2-y2 funksiyaning 
x2+y2=9 aylanadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini topish bir 
o‘zgaruvchining funksiyasi z=2x2-9 ning [-3;3] kesmadagi eng 
katta va eng kichik qiymatlarini topishga keltirildi. Bu funksiyaning 
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(~3;3) intervaldagi kritik nuqtalarini topamiz va funksiyaning 
kesmaning chetiaridagi qiymatlarmi hisoblaymiz. z'=(2x2-9)-4x, 
4x~=0. Bundan x=0 kritik nuqtaga ega bo'lamiz. z(o)=-9, z(-3)=2-(- 
3)2-9-9, z(3)-2-32-9-9.

Bu qiymatlami taqqoslab z=x2-y funksiyaning x2+y -9 aylana- 
dagi eng kalta qiymatini 9 ga va eng kichik qiymarti -9 ga teng 
ekanligiga ishonch hosil qilamiz.

Dcmak. z=x2-y2 fiinksiya x2+y2<9 doirada o'zining eng katta 
qiymati 9 ni x2+y2=9 aylananing Mi(-3;0), Мг(3;0) nuqtalarida va 
eng kichik -9 qiymatini shu aylananing Mj(0;3), Mj(0;-3) nuqta­
larida qabul qiladi.

O'z-o'zini teksh Irish uchun savollar

1. Bir necha o'zgaruvchi funksiyasining maksimumi nima?
2. Bir necha o'zgaruvchi funksiyasining minimumi nima?
3. Funksiyaning maksimurn nuqtasi nima?
4. Funksiyaning minimum nuqtasi nima?
5. Funksiyaning ekstremumi nima?
6. Ikki o'zgaruvchi funksiyasi uchun ekstremum mavjudligining zaruriy 

.luirlini uyting.
Funksiyaning kritik nuqtasi nima?

К Ikki o'zgaruvchi funksiyasi uchun ekstremum mavjudligining 
yetarlilik sliartini ayting

9. Ikki o'zgaruvchi funksiyasining ekstremumini izlash qandav sxe- 
maga asoslangan?

10. Ikki o'zgaruvchi funksiyasining yopiq chegaralangan sohadagi eng 
katta va eng kichik qiymatlari qanday topiladi?

Mustaqii yechish uchun mashqlar

Quyidagi funksiyalaming kritik nuqtalari topilsin.
/. z=2x2+xy+5x2+v2-4. Javob: (0:0), ( _ 1-(Д

I 3’ J
у

,~1 •
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3. z-2xy-3x2-2z2+10 funksiyaning estremum nuqtasi topilsin. 
Javobi: (0;0)

4. z-4(x-y)-x2 -y2 funksiyaning ekstremum nuqtasi topilsin 
Javob: (2,-2).

5. z=x2+2xy-4x+8y+2 funksiyaning x~-O,y=(),x=l,y=2 to‘g‘ri 
chiziqlar bilan chegaralangan to‘g‘ri to‘rtburchakdagi eng katta va 
eng kichik qiymatlari topilsin. Javob: (1:2) nuqtuda eng katta z=79 
ga va (7;0) nuqtada eng kichik z=-l qiymatga ega. (-4;6) kritik nuqta 
berilgan sohaga tegishli emas.
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