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Су] боши 

Агар зътибор берсак I-синфдан бошлаб сонли системаларни 

УI<Yвчиларга ургатиш бошланади. УI<Yвчилар олдин на'I)'Рал сонлар тУплами. 
улар устидаги амаллар билан танишадилар. сунгра бу'I)'Н сонлар системаси. 
рационал сонлар системаси, х.акикиЙ сонлар системаси ва них.оят, академик 

лицей, касб-х.унар коллежлари УI<Yвчилари комплекс сонлар системасини 

укиб урганадилар. Шунинг учун бу китобда маlCfaб, лицей, касб-х.унар 

коллежларида укитиладиган математиканинг знг мух.им мавзуларидан бири 
булган сонли ситемалар х.озирги замон математикаси НУl\Таи назаридан ба~н 

килинган. 

ДареЛИКда урганилиши анъана булиб колган сонли системалардан 

ташкари р-адик сонлар системаси, кватернионлар алгебраси х.акида х.ам 

асосий маълумотлар берилган. 

Сонли системаларни куриш жараёнида талабалар математик анализ, 

геометрия, алгебра, математик мантик фанларида танишган чукур математик 

гояларнинг татбикларини курадилар. 

Дарслик асосан YI<YB режасига «Сонли системалар» фани киритилган 
олий YI<YB юртлари талабалари, умумий урта таълим маlCfaблари, академик 
лицей, касб-х.унар коллежлари УКИ'I)'вчилари учун мулжалланган. 

ДаРСЛИКда укувчилар мустакил ишларини ташкил зтиш учун 

мулжалланган топшириклар х.ар бир параграфдан сунг олинган билимларни 

текшириш учун саволлар. мустакил ишлаш учун мисоллар куринишида 

келтирилган. 

ДаРСЛИКда асосий материални узлаштириш енгилрок булиши учун 

алгебрадан, математик анализдан, математик маНТИКдан керакли 
материаллар берилган. 



I БОБ. ТУПЛАМЛАР НАЗАРИЯСИ БА МАТЕМАТИК МАНТИI( 
ЭЛЕМЕНТЛАРИ 

I.l-§. Туплам. Туnламлар уст ида амаллар 

Туплам математиканинг бошлангич ryшунчаларидан бири булиб у 
мисоллар ёрдамида ryшунтирилади. 

Туплам маълум бир хосса ёки хусусиятга эга булган предметлар ёки 
объектлар мажмуасидан иборат БУлади. Масалан, Африкадаги барча дарёлар 
ёки бир факулътетдаги барча гурух.лар мажмуаси туплам була олади. 
Тупламни таш кил ~вчи предметлар ёки объектлар тупламнинг 
элеменmларu деЙилади. Туплам лотин алифбосининг бош х:арфлари А, В, 
С, ... лар ОРl\али белгиланади. 

Мисоллар: Барча наryрал сонлар туплами N = {I, 2, 3, ... }, буryн сонлар 
туплами Z = { ... ,-3, - 2, -1, 0,1,2, З, ... } куринишда белгиланади. Q ОРl\али барча 

рационал сонлар тупламини, яъни Р, q:f. О, р, q Е Z каср куринишида 
q 

ёзиш мумкин булган сонларни белгилаЙмиз. R ОРl\али эса барча хаl\ИI\ИЙ 
сонлар тупламини белгилаЙмиз. 

а объект А тупламнинг элементи булса, а Е А аксинча а объект А 

тупламнинг элеменm булмаса, а е: А ёки а Е А ОРl\али белгиланади. Агар А 

тупламнинг х.ар бир элементи В тупламнинг хам элементи булса, АеВ 

ОРl\али белгиланади ваА туплам В тупламнинг mуnnамосmиси деЙилади. 

Бир хил элементлардан ташкил топган тупламлар mенг mуnnамлар 

деЙилади. А ва В тупламлар тенг булса А =В куринишда белгилаЙмиз. А ва В 

тупламларнинг тенг булиши учун А е В ва В е Абулиши зарур ва етарли 

эканлигини кУРиш l\Ийин эмас. Битта х.ам элементи ЙУI\ тупламни буш 

тутам деб атаймиз ва (21 ёки Л ОРl\али белгилаЙмиз. 

Ж.l.l-таъриф. А ва В тУ1Vlамларнuнг камида бuрuга mегuШJ/U булган 

барча элеменmлардан ташкWI топган А ва В mуnnамларнuнг бuрлаuwасu ёкu 

йигиндиси деЙWlади. 

А ва В тупламларнинг ЙИFИНДИСИ А U В ОРl\али белгиланади. 
l.l.2-мисол. А = {1, 2, О, ~, О}, В = {1, О, L'1, 8, 9} тупламларнинг 

бирлашмаси А U В = {1, 2, О, ~, О, 8, 9} булиши равшан 

I.l.з-таъриф. А ва В mУ1Vlамларнuнг Kecuuwacu ёки куnайmмаси деб, А 
ва В тУ1Vlамларнuнг барча умумий, яънu А га ~aм, В га ~aм mегUШЛll 
элеменmлардан ташКWI тonгaH тутамга аUтWlади. 

А ва В туnламларнинг кесишмаси А n В куринишида белгиланади. 
I.I.2-мисолдаги А ва В лар учун An в = {l, О, д} БУлади. 

_ I.l.4-таъриф. А ва В тУI1Ла.м.ларнuнг аЙир.ма.сu деб, А mутШtlfинг В 
тУl1Ломга тегишли БУЛAfшан барча эле.менmларuдан ташкuл топган 
mУl1Ламга аЙmиладu. 

А ва В rynламларнинг аЯирмаси А \ В К9ринишида белгиланади. 
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1.1.2-мисолдаги А ва В тупламлар учун А \В= {2, О} , в ва А тупламлар 

учун эса BI.A = {8, 9}. 

(А \B)U (В\А) туплам А ва В тупламларнинг C/iAU\IempUK айuрмаси 

дейилади ва А д В ор"али белгиланади. А д В =( А U В )\( А n В) булишини 
исбот "илишни у"увчиларга хавола зтамиз. 

I.l.5-таъриф. Агар А с В булеа, В\А mYfUlaAl А mУfUlйМнuнг В 

mУfUlамгача mулдuрувчu myfUlaм деUuладu. 

Тулдирувчи туплам с А ёки А' орк:али белгиланади. Шундай к:илиб, 

с А =В\А. 

Математиканинг баъзи сохаларида фак:атгина бирорта туплам ва унинг 

барча ryпламостилари билан иш куришга ryrри келади. Масалан, 

планиметрия текислик ва унинг барча ryпламостилари билан, стереометрия 

зса фазо ва унинг барча ryпламостилари билан иш куради. 

Агар бирор Е ryплам ва фак:ат унинг ryпламостилари билан иш курсак, 

бундай Е тупламни универсал туплам деб атаЙмиз. Универсал ryпламнинг 

барча тупламостилари тупламини В (Е) орк:али белгилаЙмиз. 

Тупламлар устида амалларнинг хоссаларн. 

Тупламлар устида бажариладиган алгебраик амаллар к:уйидаги 

хоесаларга зга. 

(" 
АПВ=ВПА 

кесишма ва бирлашманинг коммутативлиги; 
AUB=BUA 

2". (АПВ)ПС = АП(ВПС) 
(А U B)UC = А U(BUC) 

аееоциативлиги; 

кесишма ва 

З' . Кесишманинг бирлашмага нисбатан дистрибутивлиги: 

А n(BUC)= (А n B)U (А ПС); 

4" . Бирлашманинг кесишмага нисбатан дистрибутивлиги: 

А U (В n С) = (А U В)П (А U С); 
5' . (А \ В)П С = (А n С) \ В = (А n С) \ (В n С) ; 
6'. А \ В = А \ (А n В); 
T.(AnB)U(A\B)= А 

бирлашманинг 

~ ~ 

А, U А2 U ... Аn U ... бирлашмани U А" ~ n ~ n ... Аn П ... кесишмани ПА, 
1=1 ;_1 

деб белгилаб олеак, яна к:уйидаги хоесаларга зга буламиз. А,,; = 1,,,. 

ryпламлар бирорта Х ryпламнинг ryпламостилари булеин, у холда 
т ~ 

8'. X\UA, = П(Х \ А,); 
1=1 ;=1 

r r 

9' Х \ n А, = U(X \ А,). 
;=1 1=1 

Бу тенгликларни иеботлаш учун, тенгликларнинг чал томонидаги 
ryпламга тегишли ихтиёрий элемент, тенгликнинг унг томонидаги ryпламга 



reгишли ва тупламнинг унг томонидаги тупламга тегишли ихтиёрий элемент 

чап томонидаги тупламга Х,ам reгишли булишини куреатиш етарли. 

ЮI\ОРИДаги хоееаларнинг бир нечтаеини иебот I\Илиб кураЙЛик. 

зО-нинг иеботи: ихтиёрий Х Е (А n (В U С)) булеин, у холда 
кееишманинг таърифига аеоеан, Х Е А ва Х Е (В U С) БУлади. Тупламлар 

бирлашмасииинг таърифига аеоеан Х Е В ёки Х Е С булади. Демак, Х Е А ва 

Х Е В ёки Х Е А ва Х Е С БУлади. Бу эеа Х Е (А n В) ёки Х Е (А n С) дегани. 
Охирги муноеабат Х Е «А n B)U (А n С)) булишини билдиради. Шундай 

lOUlиб, Х,ар I\андай Х Е (А n (В U С)) учун, Х Е «А n B)U (А n С)) экан. 
Энди Х Е «А n B)U (А n С)) булеин, у холда тупламлар бирлашмаеи 

амалининг таърифига кура Х Е (А 11 В) ёки Х Е (А n С) БУлади. Тупламлар 
кееишмасининг таърифига кура Х Е А ва Х Е В ёки Х Е С булади, у холда 

xE(An(BUC)). 

80_ хоееанииг исботи: ихтиёрий Х Е (Х \ U А,) булеин, у холда Х Е Х ва 
;_1 

., 
XEUA,. Демак, xe~ ва ХЕА2 ва ... ва x~A", ... У холда XE(X\A1 ), 

;-1 ., 
Х Е (Х \ А2 ), ••• , Х Е (Х \ А.) ва хоказо, яъни Х Е П(Х \ А,). 

;=1 

~ 

Акеинча, Х Е П(Х \ А,) булеин, у холда тупламлар кееишмаеининг 
;.1 

таърифига куРа Х Е (Х \ A
1

) ва Х Е (Х \ А2 ) ва ва Х Е (Х \ Аn ) ва хоказо. 

Тупламлар айирмаеи амалининг таърифига кура Х Е Х ва Х ~ A1 ва Х ~ Az ва 

ва Х ~ А. ва БУлади. Тупламлар бирлашмаеининг таърифига кура 
., ., 

Х Е UA,. Демак Х Е(Х \ UA.). 
i_1 ;=1 

Бу хоссалардан таШl\ари тупламлар устида бажариладиган амаллар 

иеботи равшан булган к:уйидаги хоееаларга эга: 
10·. AUA = А 

11". AnA = А 
12·. АсВБУлса,с(сА)=А. 

13'. А с С ва В с С БУлса, (А U В) = А' n В' ва (А n В) = А' U в' 
14'. An0=0 

15". AU0 = А 

Тум.nамлар устида бажариnадиган амалларни Эйлер-Веии 
диаграммалари де6 аталадиган шакллар i!рдамида ифода киnиш мумкин. 

Универсал тynлам ТУfJ)И -ГУРТ бурчак шаклида, унинг тупламостилари 
ТУ'1>И ТУртбурчак ичидаги доиралар оркали ифода lUUJинади. У холда, ИККИ 
туплам бирлашмаеи, кесишмаеи, айирмаеи, ~лдурувчи тупламлар, ИККИ 
тупламнинг еИММe1fIИК айирмаеи мое равишда J<yйидагича ифодаланади: 
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С)С) 

QUBC) ~ 8,0 
С)С) С)С) 

д\в в\д 

с) О [IJ Д' ГC::Jl в 
ААВ ~ 

l.l.6-misol. (A\B)'UC' to'plamni Eyler-Venn diagrammalari yordamida 
tasvirlang. 

А\В • 
(А\В)' ~ 

с" ~ 
(А\В)' u С" 111 

Такрорлаш учу" саволлар 
1. Туплам 1)'шунчасига мисоллар келтиринг, 
2. Туплам элементи деб нимага айтилади? 
3. К,исм туплам таърифини аЙтинг. 
4. Тенг тупламлар 1)'шунчасига таъриф беринг. 
5. Буш туплам, универсал тупламлар таърифини аЙтинг. 
6. Тупламлар бирлашмаси, кесишмасига таъриф беринг. 
7. Тупламлар айирмаси, симметрик айирмасига таъриф беринг. 
8. Тупламлар бирлашмасининг кандай хоссаларини биласиз? 
9. Тупламлар кесишмасининг кандай хоссаларини биласиз? 
10. Тупламлар устида бажариладиган амалларнинг хоссалари кандай 

1)'шунчалар ёрдамида исботланади? 

11. Эйлер-Венн диаграммаларини 1)'шунтиринг. 

12. Эйлер-Венн диаграммалари ёрдамида тупламларнинг тенглигини 
исботлаш мумкинми? 
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МаШl(лар 

1. к,уйидаги айниятларни исбот к.илинг: 
а) A\(BUC)=(A\B)U(A\C) 

Ь) А \ (В n С n D) = (А \ В) U (А \ С) U (А \ D) 

с) В U (А \ В) = А U В 
d) А \ (А \ В) = А n В 
2. к,уйидаги тасдик.ларни исбот к.илинг: 
а) агар А с В булса, У х.олда (А \ В) U А = А булади; 

Ь) А с В булиши учун А U В = Абулиши зарур ва етарли; 

с) агар А с В булса, у х.олда А \С с В\С; 

d) агар А с В булса, А U С с В U с булади. 
3. Агар n (Х) - Х чекли тупламнинг элементлари санини билдирсин. У 

х.олда А , В ва С чекли тупламлар учу н , n (В n е) = n (В) + n (е) - n (В n е) 
тенгликни исботланг. 

4. Элементлари сони n та булган тупламнинг барча тупламостилари 
сони 2" та булишини исбот к.илинг. 

I.2-§. Мулох:аза. Мулох:азалар устида амаллар 

Рост ёки ёлroнлигини бир к.иЙматли аник.лаш мумкин булган дарак гап 
мулщаза деб тушунилади. 

«К,айин - дарахт», «Тошкент - пойтахт шах.ар», «5 > 2», «9 - май 

байрам» каби ranлар мулох.азаларга мисол була олади. Леки н х.ар к.андаЙ гап 

хам мулох.аза була олмайди, масалан, «Яшасин Узбекистан ёшлари!», «Се н 
нечанчи курсда Ук.иЙсан?» каби ranлар мулох.азалар эмас, чунки улар дарак 

raплар эмас. 

Демак, бирор бир гап мулох.аза булиши учун, у алба1Та дарак гап 

булиши ва рост ёки ёлFОНЛИГИ бир к.иЙматли аникланиши шарт. 

Узбек тилидаги барча мулох.азалар ,.упламини М орк.али белгилаЙлик. 
М туnламнинг элементларини лотин алифбосининг босмача, индексли ёки 

индексеиз бош х.арфлари билан белгилашга келишиб оламиз. Яъни А, В , С 
, ... ,А 1, А 1, ... ,А D - мулох.азалардир. А мулох.аза рост булса, унга 1 ни, 
ёлroн булса, О ни мос к.Уямиз, яъни М ,.упламга куйндаги акслантиришни 
киритамиз: 

{ 
IJ.(A} =1, агар А- рост мулщаза булса; 
IJ.(A} = О, агар A~roH мулщаза БУлса. 

. щА) IQtAMaтгa А мулох.азанинг манти:кий киймати деЙилади. Ростлик 
~ри:~ар:ни ТУлднрганимизда t!Зувни ихчамлаштириш маJ<садида J.i(A) 
7 ~зишни келиmиб оламИЗ. 

1.2.1 - Т .... риф. А ва В 
МУRо~азQAар nnr б - д муло~азаларнинг Коньюнк"иRси деб, А ва В 

__ -т 'УJlган агина рост ~олган . д" -
муло~азага аЙтUJIади. ':Jiоллар а елгон буладU?ШI А & l3 
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Мулохазалар конъюнкцияеи мантик:ий купайтириш деб хам аталади ва 

А В ёки А л В каби белгиланиши мумкин. 

1.2.2 таъриф. А ва В мулщазалар дЮЪЮНКl(lIЯС" де6. А ва В 
,нуло,rазшraРНlIнг "ккалаСll ~{lЛ' ёлгон 6улгандагllна ёлгон. I)олган ~олларда 

рост 6уладllган А v В }\fуло~азага аЙтuладll. 
Мулохазалар дизъюнкцияеи мантик:ий к:ушиш деб хам юритилади ва 

А + В каби белгиланиши хам мумкин. 
1.2.3 - таъриф. А мулщаза рост 6улганда ёлгон. ёлгон 6улганда рост 

6уладllган 7 А мулщаза А МУЛ!J~азанuнг инкори деЙuладu. 
А мулох.азанинг инкори А орк.али белгиланиши хам мумкин. 

Мулохазалар устида бажариладиган амаллар роетлик жадвали деб 

аталадиган жадваллар ёрдамида хам берилиши мумкин. Ю к.ор ида 

таърифланган амаллар роетлик жадвали к.уЙидаги куринишда булади : 

~-

А В АлВ AvB 
1 1 1 1 
1 О О 1 
О 1 О 1 
О , О О О 

- - - -

Бундан ташк.ари яна бир к:анча амаллар, яъни 

=> - импликация ёки мантик.иЙ х.улоеа, 
<=> ёки == - эквиваленция ёки мантик.иЙ тенг кучлилик, 
I -Шефер штрихи, 
J, - Пире етрелкаеи, 

lA 
О I 

О 

1 
1 

Е!Э к:атъий дизъюнкция, яъни 2 модуль буйича к:ушиш амаллари 
к:уйидаги жадвал орк:али берилади: 

А В А=>В А<=>В AIB AJ,B АЕеВ 
1 1 1 1 О О О 
1 О О О 1 О 1 I 
О 1 1 О 1 О 1 
О О 1 1 1 1 О 

-

Такрорлаш учу" саволлар 

1. К,андай гаплар мулох.аза булади ? 
2. Мулох.азалар конъюнкцияеи, дизъюнкция си, импликацияси, 

эквиваленцияси х.амда инкори таърифларини айтинг. 

3. Ростлик жадвали нима ? 
4. Бири иккинчисининг инкори булган мантик: амалларини келтиринг. 
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МаШJ<:лар 

1. I<,yйидаги гаплар ичидан мулохазаларни ажратинг ва уларнинг рост 
ёки ёлFОН эканлигини аниl\Ланг : 

1). Сирдарё Орол денгизига куЙилади. 
2). Сиз !\3.Йси ОЛИЙГОХда ук.иЙсиз ? 
3). Узбекистон Мустак.иллигининг 15 йиллиги муборак булеин! 
4). х.ар к.андаЙ сон мусбат. 
5). О хар к.андай хак.ик.иЙ сонга булинади. 
6). 3х) - 5у + 9. 
2. I<,yйидаги жуфтликларнинг к.аЙси бирида мулохазалар бир-бирининг 

инкори : 
1)2<0,2>0. 
2) 6 < 9, 6 ~ 9. 
3) «АВС туrpи бурчакли учбурчак», «АВС Утмас бурчакли учбурчак». 
4) «f- функция - тою) , «f - функция - жуфт» ? 
3. I<,yйидаги мулохазаларнинг ростлик к.иЙматини аНИl\Ланг: 
1). Агар 12 6 га булинса, у холда 12 3 га булинади. 
2). Агар 11 4 га булинса, У холда 11 2 га булинади. 
3). Агар 15 3 га булинса, у холда 15 6 га булинади. 
4). 12 6 га булинади, фак.ат ва фак.ат шу холда-ки, агар 12 3 га 

БУлинса. 

5). 15 6 га булинади, фа.к.ат ва фак.ат шу холда-ки, агар 15 3 га булинса. 
4. Агар А орк.али «9 - мураккаб сою), 8 орк.али «8 - туб сою) деган 

мулохазалар белгиланган булса, у холда к.уЙидаги мулохазаларни сузлар 

орк.али ифодаланг ва ростлик к.иЙматини аник.ланг: 

A~B,B~A,lA~B,lB~A,lA~ 18, l8~ lA, 
A~ 1B,B~ 1А,А(::)В, lA(::) 18, lA(::)8,A(::) l8. 

1.3 -§. Мулох:азалар алгебраси. Мулох:азалар алгебраси алфавити, 
формула тушунчаси 

Мулох.азалар алгебраси тушунчасини киритиш учун алгебра 

1Ушунчасини зслатиб }'там из. А:;ё0 туплам ва n - А тупламда аНИl\Ланган 
алгебраик амаллар туплами берилган булеин. У холда (А'n)- жуфтликни 

алгебра деб э:raЙмиз. 

1.3.1 - таъриф. < М {1, л , Y,~ (::)} > унuверсШl Шlгебра 
муло~азШlар Шlzебрасu деUwюдu. 

Мулохазалар алгебрасини I(иск.ача МА деб белгилаЙмиз. 

МА нин г алфавити куйидагилардан иборат : 
А , 8 , С , .. - мулохазаларни белгилаш учУн ишлатиладиган харфлар; 

1 , л , v , ~ ,(::) - манти/( амалларини белгилаш учун ишлатиладиган 
белгилар; 
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( , ) - чап ва унг к;авелар 
Мулох:азалар алгебраеининг аеоеий тушунчаларидан бири формула 

тушунчаеидир. Унга индуктив таъриф берамиз. 
1.3.2 - таъриф. 1). Х,ар I{Oндай .мулщаза формуладир. 

2). Агар :; ва 9( лар формулшtар булса, у >iолда 
(73) (3/\ 9/) (3 v 9() (3 ~ !п) , (3 <=>!I1) лар -raм формулшtардир. 
3). 1) ва 2) лар ёрдамuда ~ОСIU/ ~ZUlинган ифодшtаргина фОРМУЛШlOрдuр. 
Маеалан, А, В ,С лар 1) га аеоеан формулалар; ( l в ), (А=>( l В», 

( «А => (l В» => А)лС ) лар 2) га аеоеан формулалардир. 
Формулаларнинг таркибидаги I\авеларни к;амайтириш маl\еадида маНТИI\ 

амалларининг бажарилиш тартибини l , л , v , => , <=> деб белгилаб оламиз. 
Бундан таШl\ари таШI\И к;авеларни х,ам эх,тиёж булмаганда ташлаб юборамиз. 

Бундай узгартиришлардан кейин «А л В) v ( (l А) =>С» формулани 
А л В v (l А => С ) куринишда ёзишимиз мумкин БУлади. 

1.3.3-таъриф. Формулада I{Omнашган MaHти~ амшzлари сони 

формуланинг ранги деЙZUlади. 

Юl\орида келтирилган формуланинг ранги 4 га тенг. 
1.3.4- таъриф. 1. 3 формула - А дан иборат булеа, унинг формулаости 

фа~ат ун инг узидан иборат. 

2. Агар формуланuнг кУРUНUИlU 3 * 9/ дан иборат булеа, у -rолда 

унuнг формулаоетZUlарu.J !Н .J *!п -rамда 3 ва 9/ ларнинг барча 
формулаоетиларидан uборат буладu. Бу ерда * - /\, V, ~, <=> амшzларидан 
бuрu. 

3 Агар формуланuнг курuнuши 7 3 булеа, унинг формулаоетW1ари 3 
формула, .J формулаНlIнг барча формулаоеmuлари ва 7 3 нuнг узидан 
иборат. 

4. БоUlI{O формулаоеl11lшарu йy~. 

1.3.5 - мисол. (А л В ) => l А формуланинг формулаостилари таърифга 
кура к:уйидагилардан иборат : А, В, l А, А л В, (А л В ) => l А . 

Агар:3 формула таркибига Фаl\ат А 1, А 2, ••• , А n -мулох.азалар кирган 
булеа, бу мулох,азаларни nроnозиционал узгарувЧW1ар деб атаймиз ва 

формулани эх,тиёж булганда:3 ( А 1, А 2, ••• , А" ) куринишда ёзамиз. 
Координаталари О ёки 1 лардан иборат (i 1, i 2, ••• , i ") вектор (бу ерда 

i k лар О ёки 1 лардан иборат) ПРОПОЗиционал узгарувчиларнинг ~иймаmларu 
тизuмu деЙилади. 

А 1, А 2, , А "ПРОПОзиционал узгарувчиларнинг барча I\ийматлари 
тизими 2" та эканлигини куриш I\ИЙИН эмас. Демак, агар мулох,азалар 
алгебраеининг бирор 3 формулаеи таркибига n та мулох,аза кирган булса, 
бу формуланинг ростлик жадвали 2" та I\ийматлар тизимидан таш кил топган 
БУлади. 
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1.3.6 - мисол . АлВ::::::) 1 А vC формуланинг ростлик жадвалини ryзинг. 

А В С lA АлВ lAvC Алв::::::)1АvС 
1 1 1 О 1 1 1 
1 1 О О 1 О О 

1 О 1 О О 1 1 
1 О О О О О 1 
О 1 1 1 О 1 1 
О 1 О 1 О 1 1 
О О 1 1 О 1 1 
О О О 1 О 1 1 

- --- -- - - - - -

Такрорлаш учун саволлар 

1. Мулохазалар алгебраси деб нимага айтилади ? 
2. Мулохазалар алгебрасининг алфавитини келтиринг. 
3. Мулохазалар алгебрасининг формуласи деб нимага айтилади ? 
4. Мантик; амалларининг бажарилиш тартибини ЗЙтинг. 
5. Формуланинг ранги нима? 
6. Формулаости нима? 
7. Формула учун ростлик жадвали к;андай ryзилади? 

м а ш "Л а р 

1. к,уйидаги ифодалардан к;айсилари формула эканлигини аник;ланг : 

1) АvВл lA<=>C::::::) lB; 
2) А <=> В С 1 А ; 
3) lAv lB<=> llc; 
4) (А л В ) v (l А л В <=> С) л (л В ) . 
2. А v В л 1 А <=> С формуладан к;авслар ёрдамида "осил к;илиш 

мумкин булган барча формулаларни ТОП инг. 
3. к,уйидаги формулаларнинг барча формула остиларини аник;ланг : 
1,) А<=>ВvСл lA; 
2) «А <=> в ) л 1 С ) ::::::) «( А v В ) ::::::) А )::::::) 1 в ) ; 
3) (А::::::) В ) ::::::) « А <=> 1 в ) ::::::) ( А л В » ; 
4) А::::::) 1 в v С::::::) 1 А::::::) 1 С . 
4. Юк;оридаги мисолларда келтирилган формулалар рангларини 

аник;ланг. 

5. Юк;оридаги мисолларда келтирилган формулалар учун ростлик 

жадВ<U1Лари ryзинг. 
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1.4 - § . Тенг кучли формулалар. Тавтология - мантнк конуни. 

1.4.1-таъриф. МА нинг 3 аа !Il фор.мулаларu берuлган булuб. бу 
фор.мулалар таркибuга кирга" барча .мулщазалар А, .. .. Аm - лар дан uборат 
6Улсuн. Агар А,. А '" .мУЛOJ:;азалаРНUIi? барча ~иU.lНаmлар тиЗlt.мларu 
( i ,. im ) лар УЧУII 3 ва 9i фор.мулалар бир ~UЛ ~ий.матлар ~бул ~uлсалар. 
у ~олда. бу формулалар тенг КУЧЛU фОРJl.lулалар деUшюдu. 

:J ва 91 формулаларнинг тенг кучлилиги З: 91 куринишда 

ифодаланади. 

1.4.2 - таъриф. Мулщазалар алгебрасинuнг 3( А,.. . А,) формуласu 
А, А" Jl.lулщазаларнuнг барча ~uU.матлари тизuмu (;,. ;,Jда J 
~UЙАют ~бул ~uлса. айнан рост формула ёки тавтология ёки .мaHти~ 

/{ОНУНU деUuладu. 

Айнан рост формулани кискача АР деб белгилаЙмиз. 

1.4.3-таъриф. МА нинг 3 ( А ,. А ,,) фор.муласu А, А" 

мулщазаларнuнг барча /{I/UАtaтларu тuзuмu (;,. i,,) да О ~lIй.лlат ~бул 
~uлса. айнан ёлгО/l ёкu зuддuяm деuuладll 

1.4.4-таъриф. Агар мулщазалар алгебрасинuнг 3 (А } . А,) 

фор.муласu А,. А" ларнuнг камида бuтта (;J. i,,) ~uй.матларu 
тUЗUJI.шда / га тенг ~ий.мaт ~абул ~uлса. у ~олда бу фор.мула ба:жарuлувчu 
формула деUuладll. 

1.4.5-теорема. Мулщазшtaр алгебрасuнuнг 3 ва 91 фор.мулаларu тенг 
кучлu фор.мулалар булuшu учун. 3 <=> 9i формула айнан рост формула 
БУЛUUllI зарур аа етарлu. 

Исбоm. 3 : 91 булеин. У ,<олда :J ва 91 формулаларга кирган барча 
пропозиционал узгарувчиларнинг барча кийматлари тизимJiарида '3 ва 91 

формулалар бир хил кийматлар кабул киладилар. Яъни, 3 <=> 91 : 
БУлади. 

Аксинча, :J <=> 91 =1 булса, 3 =1 булганда 91 = 1 ва 3 = О булганда 
91 = О булади. 

1.4.6. Асосий тенг кучли формулалар. 

1. А 1\ А = А (конъюнкциянинг идемпо~ентлик кануни). 
2. А v А = А (дизъюнкциянинг идемпотентлик кануни). 
3. А 1\ 1 = А 
4. Avl:l. 

5. А 1\ О = О 
6. А v О = А 
7. А v 1 А = 1 - учинчисини инкор килиш конуни. 
8. А 1\ 1 А = О - зиддиятга келтириш конуни. 
9. 1 ( 1 А ) = А - куш инкор конуни. 
IO.A I\(ВУА)=А 
II.Av(BI\A)=A 
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12.А (:) В == ( А => В ) л ( В => А). 
lЗ.А => В == 1 А v В 
14.1 (А л В) == 1 А v 1 В. 
15.1(AvB)== lАл lB. 
16.АлВ== l(lАл 1в). 
17.А v В == 1 (1 А л 1 В). 
18.А л В == В л А - конъюнкциянинг коммутативлик I\ОНУНИ. 
19. А v В == В v А - дизъюнкциянинг коммутативлик I\ОНУНИ. 
20.Ал(ВvC)==(А л B)v (АлС) - л нинг v га ниебатан дистрибутивлик 

I\ОНУНИ. 

21.Аv(ВлС)=(АvВ)л(АvС) v нинг л га ниебатан дистрибутивлик 
I\ОНУНИ. 

22.Ал(ВлС)==(АлВ)лС - КОНЪЮНJЩиянинг аееоциативлик I\ОНУНИ. 

23. А v(B vC)=( А vB )vC - ДИЗЪЮНJЩиянинг аееоциативлик I\ОНУНИ. 
Бу тенгкучлиликлар ростлик жадваллари ёрдамида иеботланиши 

мумкин. Масалан, 20 - тенгкучлиликнинг иеботи учун роетлик жадвали 
тузам из . 

А В С АлВ АлС BvC А л (В v С) (АлВ)v (АлС) ! 

1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 О 1 О 1 1 1 
1 О 1 О 1 1 1 1 
1 О О О О О О О 

О 1 1 О О 1 О О 

О 1 О О О 1 О О 

О О 1 О О 1 О О 

О О О О О О О О 

Ростлик жадвалидаги охирги икки уетунлар мое I\аторларидаги 

lQIйматлар тенглигидан куринадики: А л ( В v С ) == ( А л В ) v ( А л С ). 

Такрорлаw учун саволлар 

1. Мулох:азалар алгебрасининг тенг кучли формулаларига таъриф 

беринг. 

2. Мантиl\ I\ОНУНИ деб нимага айтилади ? 
3. Мулохазалар алгебрасида ЗИДЦИJlТ деб нимага айтилади? 
4. Бажарилувчи формула таърифини 8ЙТИНГ. 
5. Мулохазалар алгебрасининг формулалари тенг кучли булишининг 

зарур ва етарли шартларини келтиринг. 

6. Учинчисини инкор I\ИЛИШ, ЮТИЛИШ, I\YШ инкор ва зиддиятга 

келтириш к:онунларини ифодаланг. 
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Машклар 

1. Куйидаги формулаларнинг айнан рост эканлигини исботланг : 
1) (A<=>B)<=>(lA<=> 1B); 
2) (А ~ В ) ~ « А ~ ( в ~ с » ~ ( А ~ С » ; 
3) (А ~ В ) ~ « в ~ А ) ~ ( А <=> В » ; 
4) (А ~ С ) ~ « А v В ) ~ ( с v В » . 
2. Куйидаги формулаларнинг айнан ёлrон эканлигини исботланг : 
1) А л(вл(lАv 1B»; 
2) 1 ( 1 ( А v В ) ~ 1 (А л В » ; 
3) 1 ( А ~ ( в ~ А » ; 
4) 1 ( А ~ С) ~ « в ~ с ) ~ ( А v В ~ С» 
3. Куйидаги формулаларнинг к.аЙсилари бажарилувчиэканлигини 

аникланг: 

l)l(A~lA); 
2) (А ~ В ) ~ ( в ~ А ) ; 
3) (В ~ ( А л С » л 1 « А v С) ~ в ) ; 
4) l«А<=>lв)vс)лв 
4. 1.4.6 да келтирилган тенгкучлиликларни ростлик жадваллари 

ёрдамида исботланг. 

1.5- §. Предикат тушунчаси. ПреДlfкатлар устида амаллар. 

Предикатлар алгебраси муло",азалар алгебрасини кенгайтириш 

натижасида ",осил килинган булиб, муло",азалар алгебрасини уз ичига олади. 

Предикатлар алгебрасининг асосий 1)'шунчаси - предикат тушунчаси билан 

танишиб чик.аЙлик. Бизга бирорта и",тиёрий буш булмаган предметлар 

туплами П берилган булеин. П тупламнинг ихтиёрий « а » элементи ",ак.ида 
айтилган мулох:азани Р(а) куринишида белгилаЙми. Р(а) рост ёки ёлrон 

муло",аза булиши мумкин. Масалан, П - на1)'Рал сонлар тупламидан иборат 

булеин, Р( а ) - «а -1)'б сон» - деган дарак гап булеин. У ",олда Р ( 1 ) -« 1 -
1)'б сон» - ёлrон мулох:аза, Р ( 2 ) - « 2 -1)'б сон» - рост мулох.аза, Р ( 3) - «3 
-1)'б сою> - рост мулох:аза, Р( 4 ) - «4 -1)'б сою> - ёлrон мулох.~ ва х.. к. 

Куриниб 1)'рибдики, Р(а) а нинг урнига П тупламнинг аНИI<; 

элементларини к.УЙганимизда рост ёки ёлrон мулох.азаларга айланар экан. 

Худди шундай, П тупламининг иккита элементи ",аI<;ида айтилган 

муло",аза Р (а, Ь) куринишида белгиланиши мумкин ва "'.к. 

1.5.1 - таъриф. Буш булмаган П туrшам беРWlган БУлсuн. 
р П 11 -+ {О, 1 }, n = О, 1, кУРUlluшдагu ~ap 1\Gндай функция n урuнлlt 
предикат деЙWlадu. 

п=О булганда гt = { (2) } булиб, Р( (2) ) = О ёки Р( (2) ) = 1 куринишдаги 
ажратилган элементлар ",осил булади. Бу ажратилган элементларни ёлrон 

ёки рост муло",аза деб 1)'шунишимиз мумкин. Шундай к.илиб о уринли 
предикат - муло",азадир. 



Икки уринли предикатга мисол келтираЙлик. Натурал сонлар туплами 
Nда берилган Р(а,Ь) - «а сон Ь сонига I\ОЛДИI\СИЗ булинадю) деган 
предикатни куриб ЧИl\аЙлик. Унинг I\ийматлари к.уЙидагича : 

Р ( 1, 1 ) = 1, Р ( 1,2 ) = о , " ,Р ( 2, 1 ) = 1 
Р ( 2, 2 ) = 1, Р ( 2, 3 ) = о ,. ., Р ( З, 1 ) = 1 ва Х:.к. 
Бир уринли предикатлар билан ТУЛИI\РОI\ танишиб ЧИl\амиз. 
Предикатлар устида х:ам мулох:азалар устида бажарилган амалларни 

киритишимиз мумкин. 1 , л , v , ~ ,<=> амаллари бир уринли предикатлар 
учун к.уЙидагича аник,ланади : 

П тУпламда аник,ланган Рва Q предикатлар берилган БУлсин. У х:олда : 
( 1 Р ) - Р нин г инкори ; 
( Р л Q ) - Р ва Q нинг конъюнкцияси; 
( Р v Q ) - Р ва Q нинг дизъюнкция си; 
( Р ~ Q ) - Р ва Q нинг импликация си; 
( Р <=> Q ) - Р ва Q нинг эквиваленцияси I<Yйидагича аНИI<Ланади 
(1 Р ) (х) = 1 ( Р ( х » , (Р • Q ) ( а ) = Р ( х ) * Q ( х ), 
буерда * -л, У, ~ ,<=> амаллардан бири. 

1.5.2 - мисол. N - натурал сонлар тупламида берилган Р ( х ) --«х - туб 

сою>, Q ( х ) - « х - ТОI\ сон» - предикатлари берилган БУлсин. У х:олда 
( 1 Р ) ( х ) = 1 ( Р ( х » - « х - туб сон эмас» деган предикатдир. х нинг бир 
нечта к.иЙматларида 1 Р предикатнинг I\ийматларини топамиз: 

( 1 Р )( 3 ) = 1 ( Р( 3 » = 11 = О, ( 1 Р )( 4 ) = 1 ( Р( 4 » = 1 о = 1 
( Q л Р ) (х) - « х - ток ва туб сон» - деган предикатни х:ам х нинг бир 

нечта к.иЙматларида рост ёки ёлroн булишини курамиз 

( Q л Р )( 1 ) = Q( 1 ) л Р( 1 ) = 1 л О = О, 
( Q л Р )( 2) = Q( 2 ) л Р( 2 ) = о л 1 = О, 
( Q л Р )( 3 ) = Q( 3 ) л Р( 3 ) = 1 л 1 = 1. 

Шунга ухшаш Р v Q, Р ~ Q, Р <=> Q предикатларнинг мох:иятини 

1Ушуниб олиш к.иЙин эмас. 
Предикатлар устида бажариладиган яна иккита амал киритамиз : 
1.5.3 - Т8ЪРИф. П туnламда аНU19lанган Р(х) предикат беРWlган булеин. 

Агар Х нинг П тумамдаги барча ~ймаmларида Р (х) = J булеа, у ~олда \7;. 
Р ( х J - uфода рост мулщаза, аке ~олда, яъни П mуnламнинг камида битта 

Хо элементu учун Р (Хо) = Обулса, ёщон мулщазадир. 
1.5.4 - Т8ЪРИф. 3 Х Р (Х J - ифода Х нинг П туnламдаги камида биmта 

хо элементu учун Р(хо) = J булганда рост, 1<,олган ~олларда ёЛ80Н 
мулщазадир. 

'r/ - белги, умумийлик кванторининг белгиси,:3 белги, мавжудлик 

кванторининг белгиси. 'r/x Р(х) - «барча х лар учун Р(х) булади », :3х Р(х) -
«шуидай х топилади-ки, Р(х) буладю) деб УI\ИЛади. 

'r/x Р(х) ва 3хР(х) ифодалардаги х узгарувчи 'r/ ёки :3 кванmорлар" 
орк,алu бozланган, ё булмаса, х узгарувчига 'r/ ёки :3 квантори оеllлгаll 

деЙилади. 
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Такрорлаш учун саволлар 

1. Предикат деб нимага айтилади ? 
2. Предикатлар уетида мантик амаллари кандай бажарилади ? 
3. Предикатнинг роетлик еох.аеига таъриф беринг. 

4. Предикатлардан кванторлар ёрдамида мулох.аза х.оеил к.илишни 

тушунтиринг. 

5. Мавжудлик ва умумийлик кванторлари ёрдамида х,оеил булган 

мулох.азаларнинг ростлик к.иЙматлари к.андаЙ аник.ланади ? 

Машк:лар 

1. Куйидаги ифодалар ичидан предикатларни ажратинг : 
1. « х 5 га булинади » С х Е N) ; 

2. « х2 + 2х + 4» С х Е R ) ; 
3. « ctg 450 = 1 » ; 

4. «х ва у лар z нинг турли томонларида ётадю) СХ ва у лар 

текиелик.даги нук.талар тупламига, z эса текиелик.даги туrри чизик.лар 

тупламига тегишли). 

2. Куйидаги мулох.азаларни Ук.инг ва уларнинг роетлик к.иЙматини 
аник.ланг: 

1) \ix3y( х + у = 7 ) ; 
2) 3y\ix( х + У = 7 ) ; 
3) 3х3у(х+у=7); 
4) \ix\iy( х + У = 7 ) ; 
5) \ix ((х2 > Х ) <=> С( х > 1 ) v ( х < О») ; 
6) 3а\iьзх(х2+ах+Ь=О) 
З. Кванторлар ёрдамида к.уЙидаги предикатлардан х,оеил к.илиш 

мумкин булган барча мулох.азаларни к.уринг ва уларнинг ростлик к.иЙматини 
аник.ланг: 

1) х2 + 2х + 1 = С х + 1 )2 
2) х2= у2 ~ Х = у. 
З) sinx = siny 
4) С х < О) v ( х = О ) v С х > О ). 
4. Куйидаги предикатларнинг ростлик сох,аларини аник.ланг : 
1) « х2 + 4 > О », М = R. 
2) « х, < Х2», М, = М2 = R. 
З) « Sinx > 1 » , М = R 
4) « х 3 га каррали » , М = { 1,2,3,4,5,6, 7, 8,9 }. 
5. Куйидаги предикатлар тенг кучли буладиган туnламни аник.ланг : 
1) « х 3 га каррали » , « х 7 га каррали ». 
~) « х - параллелограмм » , « х ТУртбурчакнин..:..~и~г.о_наппари.~ . 
.) « х - туб сон» , « х - жуфт сон» \ ... ( .... ' i 1 \ 
2" I ~ .. \ \, j 1.. " 

4) «х -х-2=О>>,<<х>+I=О>> 
., 1 l~ . 
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I.6-§. Предикатлар алгебрасининг формулалари 

Предикатлар учун I\}'йида киритиладиган барча 1)'шунчалар ихтиёрий 
П тyrmaм билан БОFЛИI\. Бу туrmамни nредметлар тУМйМи деб атаЙмиз. 
Лотин алифбосининг охирроrидаги х, у' =, и, V, Х/, Х] , - лар узгарувчи 
предметларни, бошидаги харфлар а, Ь, с, а/, а], - лар П тупламнинг аник 
элементларини билдиради. Лотин алифбосининг бош харфлари А, В , С , 
. - ОРl\али узгарувчи ёки узгармас мулщазалар белгиланади. 

F (Х), G (Х, у)' р (Х/, Х], , Х,,), ... - ифодалар ОРl\aJIИ предикатларни 
белгилаймиз. 

Агар а, Ь - доимий предметлар, G - икки узгарувчили предикат БУлса., 
G ( а, Ь ) мулохаза булиши равшан. 

А , В , С , ва F ( а ), G ( а, Ь ), куринишдаги мулщазалар 
элементар мулщазШlар деЙилади. 

Энди предикатлар алгебрасининг формуласи 1)'шунчасини киритамиз. 
Предикатлар алгебрасида I\}'йидаги символлар ишлатилади: 
1. Хо. Х" ,Х" - предмет узгарувчилар. 

2. я;.', R;' , ... , R;', ... - предикатлар (R;' - n - уринли предикат). 

З. 1, л , V, => ,<=> - маНТИI\ амаллари. 
4. 'V, 3 - кванторлар. 

5. (,) - I\авслар. 

1.6.1 - таъриф. 1. Хар l{i2ндай элементар мулщаза - формуладuр. 

2. Ага'Р R"' - n - у''Рuнли предикат, х, Х - узгарувчи nредмеmлар 
I I n, 

ёкu дouмиu nредметлар БУлсuн. У ~олда R,"' (ХI' ... ,Х.,)- формуладир. 

Юн;орuдагu 1,2-nyнктларда aHи~aHгaH фОРМУЛШlар элементар 

фОРМУЛШlар деЙuладu. 
3. Предuкатлар Шlгебрасинuнг бирида боглu~ булган предмет узгарувЧIl 

UККUI.чuсuда эркuн булмайдuган :J ва 9l фОРМУЛШlар берuлган БУлсuн. У 
~олд~ :J л 9l. :J v 9l. :J => 9l, :J <=:) 9l , 7з uфодШlар ~a.« nредикаmлар 
Шlгебрасuнuнг фОРМУЛШlарuдuр. 

4. Предuкатлар Шlгебрасuнuнг Х эркuн узгарувчu l{i2тнашган А (Х) 

фОРМУЛасu берuлган булсuн, у ~олда I1х А (Х), 3 Х А (Х) uфодШlар ~аЛ/ 
nредUl<:атлар Шlгебрасuнuнг формуласuдuр. 

5. Предuкатлар Шlгебрасuнинг 1 - 4 nунктларда санаб ЧU1';uлган 

ФОРМJ-'Ji"Шlардан бош~ фОРМУЛШlарu uy~ 

1.6.2 миеол. ~I(б), Q: (Х, у), ~(x,y,=), VXQ:(x,y),3xQ~(x), 

'v'xR;(. .. ,y) - ифодалар предикатлар алгебрасининг формулаларидир. 
Предикат символидаги индексларни керак булмаган холларда ташла6 

ёЗИШНI1 келишиб оламиз. Масалан, ~J(x,y,=) урнига Р( х, у. = ) деб ёзиш 
МУМКЮI. 

1.6.3 - миеол. V х Q ( х, у ) v Р ( х) ифода формула булмайди, чунки, 
1.6.1 -', iърифдаги 3 - пункт шартлари бажарилмаган. 

1·. 6.4 - МIIСОЛ No = { О, 1, 2, } туплам ва NoxNo да аНI1К.11анган 
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Р( х, у) «х < у», Q( х, у) «х 2 + / = 5» предикатлар берилган булеин. 
3х ( Р( х, у ) 1\ Q( х, У )) - предикатнинг кийматларини топайлик. Бу формула 
бир узгарувчили предик'ат булиб, унинг кийматлари фак.ат у га БОFЛИК. 
Масалан, агар 

у=о булеа, 3Х««Х<У»)I\(<<х2 +02 =5»»=0; 
у= 1 булса, 3х««х < 1 »)I\(<<х2 + 12=5 »»=0; 
у = 2 булса, 3х «« х < 2 ») 1\ (<< х2 + 22= 5 »» = 1 ва х..к. 

( бу ерда «: » белги «айнан шу » маъносини билдиради ). 

Такрорлаш учун саволлар 

1. Предикатлар алгебраеининг символларини аЙтинг. 

2. Предикатлар алгебраеининг формуласига таъриф беринг. 

3. Предикатнинг предметлар сох.аси нима ? 

МаШl(лар 

1. I\yйидаги формулалардаги эркли ва боrлик. узгарувчиларни 

аник.ланг: 

1) VxA(x). 

2) А ( У ) => Зх в ( х ). 
3) Зх Vy ( А ( х ) 1\ В ( У » => Vy с ( t, У ). 
4) Vx ( Зу ( А ( х, У » => в ( t, t, z ). 
2. I\yйидаги мулох.азаларни предикатлар алгебраси тилида ифодаланг : 
1) « Барча рационал сонлар х.ак.ик.иЙ ». 
2) « Айрим рационал сонлар х.ак.ик.иЙ эмае ». 
3) « 12 га булинувчи х.ар кандай натурал сон 2,4 ва 6 га булинади ». 
4) « Айрим илонлар зах.арли ». 
5) « Бир ТУFрИ чизик.да ётмаган 3 та нук.та орк.али ягона текислик 

утказиш мумкин ». 
6) « Ягона х мавжудки, Р ( х ) ». 
3. А ( х) «х - туб сон », В ( х ) : « х - жуфт сон », 

С ( х) « х - ток. сон », D ( х) « х у ни булади » каби хоссаларни билдирса 
куйидагиларни ук.инг : 

1) А ( 7 ). 
2) В ( 2 ) 1\ А ( 2 ). 
3) Vx ( в ( х ) => Vy ( D ( х, У ) => в ( у». 
4) Vx ( с ( х ) ~ Vy ( А ( У ) => 1 D ( х, у»). 

I.7-§. Декарт купаЙтма. о-ар муносабат. ЭКВlIвалентлик муносабати 

Ихтиёрий а,Ь предметлар учун {д, {д,Ь}} туnлам ава Ь 

предметларнинг mарmu6ланган .жуфmлuгu деб айтилади ва (а,Ь) орк.али 
белгиланади. 
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Баъзи адабиётларда (а,Ь) урнига <а.Ь> белгилаш хам ишлатилади. 

Тартибланган (а,Ь) жуфтликда аунинг бuрuнчu координатаси, Ь эса унинг 

иккинчи координатаси деб аталади. Баъзан "координата" термини урнига 

"компанента" сузи хам ишлатилади. (a,b)=(c,d) тенглик уринли булса, а=с. 
b=d булишини куриш к.иЙин эмас. Аксинча а=е, b=d булса, (a,b)=(c,d) 
булиши равшан. 

Агар aol:-b булса, (a,b)oI:-(Ь,а) булиб, {а,Ь }OI:- {Ь,а }БУлади. 

1.7.1-таъриф. (а,Ь) ни mарmибланган жуфmлuк деб аmаЙМиз. 

Фараз ~W1айлик (a
l

, а2 , ... а. ) тарmuбланган жуфmлuк аНU1).Лаl/ган 

бjiлеин. У ~олда «ap a2, ... a.)ak+l) ни mарmибланган (k+l) лик деб атаймиз ва 

(al,a2, ... a.,a.+I)op~u 6елгW1аЙМиз. 

I.7.2-теорема. Агар (а.,а2 , ... а,,) = (Ьр Ь2 ,· .. ,Ь,,) булеа, у :{олда 

а. = Ь. ,а2 = Ь2 , ••• а" = Ь" 6Улади. 
Исбот. Исботни n буйича математик индукция усули билан олиб 

борам из. 

п=2 булганда теорема туrpилиги равшан. 

n=k булганда теорема туrpи булеин, яъни (apap ... a.)=(bpb2, .. ·,bj) 

булса, у холда a
l 
=Ьр а2 =Ьр ... а. =Ь •. (apa2, .. ·a.,a,+,)=(bpb2, .. ·,bj,b •. ,) 

булеин, у холда таърифга кура «apap ... a.),a.+I ) = «ЬР Ь2 , ... ,bJ,b.+I) булиб, 

(а' а' а') = (Ь Ь Ь ) ва й = Ь . У холда индукция фаразига асосан 
t' 1,е а е 1 J' 2'···' t k+1 "+1 

a l = Ьр а2 = Ь2' ... а. = Ь. ва Й'+I = b.+I · 

Теореманинг тескариси, яъни а. =Ь.,а2 =Ь2 , ... а" =Ь" булса, 
(а.,а2 , ... а,,) = (Ь.,Ь2 , ... ,Ь,,) булиши равшан. Шундай к.илиб, 

[(а. ,а2 , ... а,,) = (Ь.,Ь2 , ... ,Ь,,)] <=> [(а. = Ь.) л (а2 = Ь2 ) л ... л (а" = Ь,,)]. 
I.7.3-таъриф. Биринчи координаmаеи А mуnламга, UККUIfЧ/I 

координаmаси В mуnламга mегuШJlU булган барча (а,Ь) кj!РUНUUlдщu 
mарmибланган ж:уфmликлар mуnлами А ва В mуnламларнинг декарт 
кjnaй,nмacи дейшади ва А х В кj!ринишида белгW1анади. 

llIундай к.илиб, А х В = (а,Ь) 1 а Е А л Ь Е В}. А х В декарт купайтма 

баЪЗaJi myzpu кjnaйmмa ёки кjnaйmмa х,ам деб аталади. 
Аrщ> АхВ=0 булса, А=0 ёки В=0 булиши ва аксинча А=0 ёки 

В = 0 булса, А х В = 0 булишини куриш кийин эмас. 

17.4-мисол. А = {1,2,3}, В = {1,0,.1,0} булса, 

А х В = {(1,1), (1, 0), (1, .1), (1, О)}, (2,1), (2, 0), (2, .1), (2, О), (3,1), (3, 0), (3, .1), (3, О)} 
булиши равшан. 

1.7.S-таъриф. А.,А2 , ... ,А" mуnламлар берuлган булсuн, у :{олdа 

А. х /:'::. х ... х А,,_. х А" = (А. х А2 х ... х А,,_.)х А" сuфатuда аНU1).Ланадu. 
1 арифдан k'Уринадики А. х А2 хАз = (А. х А1 )х Аз булиб, A

1 
х А 2 Х А1 

тупла 11 барча,тар\"бла,Нган учли клар тупламидан иборатдир. 
Д~Maк, А , х A z хА; = {(а , ,а, ,a,)1 а, Е А,,; = 1,2,З}. 
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1.7.6-таъриф. I1Хl11l1ёрllЙ .11' 0 mУnЛй\l 

A'=A,A'=AxA, ... ".J"=AxAx .... xA /ПV1L71Нlлар А 
~ 

-"чу н А" = {0}. 

тУ/Шй\lllllllг ,ИОС 

равllшда IIOЛUНЧU, 611РllНЧU, UККUIIЧU ва х,.К l1-дара.жшюрu деЙuлад/l. 

1.7.7-таъриф. Ихmuёрuй А"* 0 тУ/Шall учун А" нинг "хт"ёр"й 6YIII 
6ул.магаll l11уrИй\lOсmUСII А mуrШй\lда 6ерuлгаll 11 УР1ШЛU ёки I1-ар .му"оса6ат 

деЙuладu. 

1.7.8- ыисол. п=О булса, А О = {0} булиб, нол уринли муноеабат 0 ва А О 

дан иборат булишини курамиз. Бир уринли муноеабат А тупламнинг 

ихтиёрий тупламоетиеи булиши, 2 уринли муноеабат ихтиёрий тартибланган 
жуфтликлар тупламидан иборат булиши куриниб турибди. n уринли 

муноеабат ихтиёрий тартибланган (a l ,a2, ... ,a,,) куринишдаги п-ликлар 

тупламидан иборатдир. 

Тартибланган п-ликни 11 эле.менnL7U корmе.Ж деб атаЙдилар. Агар R n 
уринли муноеабат булеа, n униНI' раllги деб аталади. 

1.7.9-таъриф. А 1 х А2 Х ...... хА" mУПЛ/НI/IUllг 1Iхmиёрий mуrшй\lOсmUСlIl1 
УРIIIIЛU (ёки 11- ар МУllоса6аm) деЙ/lладu. 

1.7.10-таъриф. Ихmuёрuй n эле.меllnL7U корmе.жлар mуrшallU n-ар 

MYlloca6am деЙuладll. 
1.7.11-теорема. 1.7.7. /7.9, 1.7./0- mаърuфлар mе/lг КУЧЛll 

A-,аърuфлардllР· 
Ихтиёрий ш с А1 Х А2 Х ••. Х А" х А"+I булеин, а, Е А" а, Е А, , ... , а" Е А" 

элементлар учу н (a l , а2 о ••• , а", а,нI ) Е Ш шартни каноатлантирадиган барча 

а"+1 элементлар тупламини ш(а" а,." " а") ёки шоркали белгилаЙмиз. 
Агар ш(а"а" .... а,,) бир элементли туплам буле а, яъни 

ш(а,.а" ... ,а")= {д",} булеа, ш(а"а, ..... а")= а"+, куринишдаги белгилашни 
келишиб оламиз. 

А1 = А2 = Аз = ...... = А" = А булиб, ш с A,I+I (n + 1) уринли 

муноеабат берилган булеа, у х:олда х:ар бир а"а" ... ,а" Е А элементлар учун 
ш(ар G2 , ... ,а,) купи билан бир элементли тупламдан иборат булиб, 

ш - (n + 1) уринли муноеабат n урuнлu ёки n-ар J<;ucMa/l алге6раик aIlал 

деЙилади. n эеа ш aIlалНllllг ранги деЙилади. Агар юкоридаги х:олатда 

ш(аl , а2 , .... а,,) факат бир элементли тупламдан иборат булеа, у х:олда 

ш - (n + 1) уринли муноеабат А тупламда аникланган n УРUНЛll a~гe6paиK 

/Н/ал деЙилади. 

Шундай килиб тарифга кура нол уринли алгебраик амал А тупламдаги 

битта элементдан иборат, бир уринли амал ш Е А 2 бинар муноеабатдан 
иборат булиб, 'da Е А учун ягона ш (а) мое келади. Бир уринли алгебраик 

амал оператор ёки унар алге6раllК а.мал деЙилади. Агар п=2 булеа, 

алгебраик амал 61lllар алге6ра/lК йllй7 деЙилади. Агар ш -3 уринли 

муносабат булса, у бинар алгебраик амал булиши учун 'dai'a 2 Е А 
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элементлар жуфтлигига яroна ш(а, ,а2 ) Е А мавжуд булиб, БУндай элемент 

баъзан а, ша2 куринишда хам белгиланади. Бундай холда хар бир (а, ,а 2 ) 
жуфтликка ягона ш(а, ,а2 ) элемент мое куйилади деб айтишимиз мумкин. 

Уч уринли алгебраик амал тернар алгебраик амал деЙилади. 
Келrуеида бинар муноеабатлар =,=,>,~,<,$ ва бошк.а еимволлар 

оркали белгиланади. 

1.7.12- мисол. ш = {(n,n + 1)1 'Vn е N} бинар муноеабат булиб, унар 
алгебраик амал сифатида каралиши мумкин. Бу унар алгебраик амал хар бир 
о га 0+ 1 ни мое кУядиган оператордан иборатдир. 

1.7.13-мисол. ш={(т,n,т+n)l'Vm,nЕN} тернар муноеабат бинар 

алгебраик амал булиб, хар бир (m,n) жуфтликка уларнинг йигиндиеи 
(т + n)ни мое кУяди. 

1.7.14-тариф. А с Вбулиб, ш В тупламдаги о-ар муноеабат булеин, у 

холда ш' = ш r'I Аn 
- А даги о-ар муноеабат булиши аён. ш' ни й) n-ap 

муноеабатнинг А даги изи, (j) ни зеа (J)' нинг В даги давоми деЙилади. 

1.7.15-мисол. (J) = {(а,Ь,е)1 е = а + Ь л а,Ь,е Е Z} муноеабат 

(J)' = «.т,n,m + n)\ 'Vm,n Е N} тернар муноеабатни Z даги давоми, й)' эса й) 
нинг N даги изидир. 

1.7.16-мисол. Бутун еонлар тупламида аник,ланган 

(J)= «.а,Ь,а - Ь)I 'Va,b е Z} тернар муноеабат Z да бинар алгебраик амал 
булиб, унинг N даги изи тернар муноеабатдир, леки н бинар алгебраик амал 
була олмайди. 

Бинар муносабатнинг турлари. 

Агар шА тупламда берилган бинар муноеабат булиб (а,Ь)Е й) булса, а 

ва Ь злементлар (J) муноеабаmда ётади ёки а ва Ь злементлар й) 

муносабаmда дейилади ва а{J)ЬОРI<али белгиланади. 

I.7.17-таъриф. А mУlVlамда (J) бинар муноеабаm беРWlган БУлеuн. 

J. Агар 'Va е А учун (а,а)е ш булеа (J) рефлекеuв; 

2. Агар V'a е А учун (а,а)е: ш булеа (J) анmuрефлекеuв; 

З. Агар За е А учун (а,а)е: (J) булеа (J) арефлекеuв; 

4. Агар 'Vа,ЬеАучун а:#:Ь~(а,Ь)ешv(Ь,а)ей) булеа. й) боlЛU~; 

5. Агар 'Vа,ЬеАучун (а,Ь)еш=> (Ь,а)еш БУлеа. й) еu.ммеmрик; 

6.Агар 'Va,b Е А учун (а,Ь) е (J) л (Ь,а)е ш => а = Ь булеа. й) 

анmucuммеmрuк; 

7. Агар "'а,ЬеА учун (а,Ь) еш=> l«Ь,а)еш) булеа. ш аеuммеmрик; 
8. Агар V'a,b,ceA учун (а,Ь)е{J)л(Ь,е)еш=>(а,е)ЕШ булеа, й) 

траюuтuв; 

9. Агар ш бuр вй1\f11дa рефлекеuв, еuммеmрик, транзumuв булеа, у ;r;олда 
эквuвШlентлuк муносабати деЙWlадu. 

1.7.18-таъриф. А mУlVlамда • бllнар Шlгебраuк амал ва R бuнар 
муносабат беРWlган БУлеuн. Агар 'Va,b,e Е А учун (а,Ь) Е R да/( 
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(а * с,Ь * с}(с· а,С· Ь)Е R БУЛIlUiU кеЛl/б ЧIl1{Са, у {олда R муносабаm • амалга 

//uсбаmа// монотон деUllлад/i. 

I.7.19-мисол. N- натурал сонлар тупламида :$ муносабат + амалиrа 
нисбатан монотон. )(акикатдан хам, (а:$ Ь):::::) (а + с:$ Ь + с)л (с + а:$ с + Ь). 

Такрорлаш учу" саволлар 

1. Тартибланrан жуфтлик нима? 
2. Тартибланrан жуфтликлар качон тенr булади? 
3. Тупламларнинr тугри (декарт) купайтмаси нима? 
4. Тартибланrан n лик кандай хосилкилинади? 
5. Бинар муносабатга таъриф беринг. 
6. Рефлексив бинар муносабатни таърифланг. 
7. Симметрик бинар муносабатни таърифланг. 
8. Транзитив бинар муносабатни таърифланг. 
9. Эквивалентлик бинар муносабатини таърифланг. 

МаШl(лар 

1. I\yйидагиларни исботланг: 

а.(А \ В) х С = (А х С) \ (В х С). 
Ь. А х (В \ С) = (А х В) \ (А х С). 
С.А u В) х С = (А х С) u (В х С). 
d. А х (В г\ С) = (А х В) г\ (А х С). 

е.(А г\ В) х (С г\ О) = (А х С) г\ (В х О). 

2. R, S - бинар муносабатлар учун куйидагиларни исботланг: 

а. R, S - транзитив :::::) R u S, R Г\ S- транзитив. 
Ь. R, S - рефлексив:::::) R u S, R Г\ S - рефлексив. 

с. R, S - симметрик :::::) R u S, R Г\ S - симметрик. 

d. R, S - эквивалент:::::) R u S, R Г\ S - эквивалент. 

3. М = { 1 , 2, , 20} тупламда берилган куйидаги бинар 
муносабатларнинг хоссаларини текширинг: 

3.1. R = { <Х,у> I Х,у Е М л Х:$ У + 1 }. 
3.2. R = { <х,у> I Х,у Е М Л х2 = у2 }. 
3.3. R = { <х,у> I Х,У Е М Л Ixl = Iyl }. 
3.4. R = { <х,у> I Х,у Е М Л Х : у}. 
3.5. R = { <х,у> I х,у Е М Л Х < у }. 
3.6. R={<х,у>IХ,УЕМлх:;t у}. 

3.7. R = { <Х,у> I Х,У Е М Л Х : у v х < у }. 
3.8. R = { <Х,у> I Х,у Е М Л (х - у) 2}. 
3.9. R = { <х,у> I Х,у Е М Л Х + у = 12}. 
3.10. R = { <Х,у> I Х,у Е М Л Х + у :$ 7 }. 
3.1 1. R = { <х,у> I Х,У Е М Л Х + у ~ 20 }. 

3.12. R={<х,у>IХ,УЕМЛ(Х+У) 5}. 



1.8-§. Акслантириш (функция). Тартиб муносабати 

1.8.1-таъриф. f - А mУfUlомда берuлган бuнар муносабаm БУлсuн. Агар 

'Vx, У, z Е А лар учун (х, У)Е f ва (х, =)Е f булuшuдан У = z келuб чш\Са, У 
","олда f бuнар муносабаm аксланmuрuш (функцuя) деЙu.ладll. 

Бошк:ача к:илиб айтсак, f бинар муноеабатнинг аник.ланиш еох:аеига 

тегишли булган хар бир х элемент учун, ягона У элемент топилиб, 

(х, У)Е f булеа, у х,олда f муноеабат функция деЙилади. Агар f бинар 

муносабат функция булиб, (х, У)Е f булеа, у х,олда У = /(х) деб ёзиш кабул 

J<ИЛинган. Баъзан х ~ f(x) ёки f: х -+ У деб хам ёзилади х элементга f 

функция У элементни мое к:уяди деб ва У элемент х нинг образu 

(mасвири), х эеа У нин г nрообразu (асли) деЙилади. 

Dom f = ~ / 3у(х, У)Е f} туплам функциянинг аникланиш ещаеи, 

1т f = {у / 3х(х, У)Е f} тylUIaм функциянинг узгариш ещаеи деЙилади. 
Бизга иккита f ва g функциялар берилган булеа, уларнинг тенглигини f 
ва g - жуфтликлар ТУlUIамининг тенглиги еифатида тушунилади. 

Предикатлар алгебраеи тилига утеак, (/ = g)~ «(\t(x, У) Е f)~ (\t(x, У) Е g)) 
формула тавтологиядир. 

Х,ар к:андай функция Vx Е Dom f элементга ягона У Е 1т f элементни 

мое к:уйганлиги еабабли, f ни аксланmuрuш деб аташ максадга мувофик. 

Агар Dom f с А, 1т f с в булса, у холда f А mУfUlамдан В mYfUlaмгa 

аксланmuрuш деЙилади. 

Агар А = Dom f в = 1т f булеа, у холда f функцияни А тупламни 

В туламга акелантириш деб атаЙмиз. А тупламни В тупламга 

акслантирадиган барча функциялар ТУlUIамини В А оркали белгилаш к:абул 
J<ИЛинган. Фараз J<ИЛайлик, f А ТУlUIамдан В тупламга акслантириш 

булеин. 

Бундан кейин агар f А ТУlUIамни В ТYlUIaмra акслинтириш булса, 

f : А ~ В деб белгилаЙмиз. Агар А ТYlUIaM тартибланган жуфтликлар 

тупламидан иборат булса, у х,олда f : А ~ В акслантириш икки узгарувчили 
функция, n узгарувчили функция еифатида Х ~ 0 у ~ 0 тупламлар учу н 

j : ХN 

~ у акелантириш тушунилади, бу ерда n = О, 1, n узгарувчили 

функцияни У = j(xp ".'Хn ) куРинишида белгилаЙмиз. 

1.8.2-таъриф. f ва g функциялар берuлган БУЛСU1l, У ","олда 

j о g = (х, =) /3 t(x,t) Е g ва (/, =) Е j} myfUlOМ f ва g ФУНКЦllялаРНUlfг 

комnозuцuясu деUuладu. 

1.8.3-мисол. f = Ю, 3). (2, 3). (3, 6)} g = Ю,3), (2, 1). (3, 4)} булса, у 

холда j о g = Ю, 6). (2, 3)}. 
1.8.4-теорема. ФУНКЦllя.лар КОАJnОЗUЦUЯСIl IO'zluдагu хоссаларга эга. 
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1" Dom f о g = ~ ! g(x) Е Dom f} 

2" Vx Е Dom f о g учун (f о gXx)= f(g(x)) 

J" f о g = {(х, f(g(x)))/g(x) Е DO/ll f} 

4" Dom f о g с Dom g. 

5" 1т (j о g)c 1т f 
6" Агар 1т g = DO/ll f булса, Dom f о g = Dom g ва 1т (j о g)= 1т f 
I U

_ ХОССО1fl1нг /lсбоmli. Vx Е Dom f о g булеин, у хома f о g нинг 

таърифига кУра (х, У)Е f о g булиб, шундай t топиладики, натижада (х,о Е g 

ва (1, =) Е f булади, демак 1 = g(x) зканлигидан g(x) Е Dom f БУлади. 
Аксинча, агар g(X)E Dom f булса, шундай z топиладики, (g(x} =)Е f, у 

хома (х, g(x)) Е g булгани учун (х, =) Е f о g булади, яъни Х Е Donif о g. 

Колган хосеаларнинг исботи мустак.ил бажариш учун ук.увчиларга 

хавола к.илинади. 

1.8.5-теорема. Функцuялар комnозuцuяеu аесоциаmивдир. 

Бу теореманинг исботи бинар муноеабатлар композицияеи 

ассоциативлигининг бевосита натижаеидир. 

1.8.6-таъриф. А t;. (3 mуnламнuнг ~ap бuр эле.менmUНII узuнu узuга 

акеланmuрадuган акеланmuрuш аЙНIIЙ акеланmuрuш ёки бuрлuк 

акеланmllРUШ деЙuладu. Бундай акелантиришни ЕА орк.али белгилаЙмиз. 
1.8.7-теорема. Агар f - акеланmuрuш А mупламнu В mупламга 

акелuнmuрuUl булеа f о fV = Ев БУладu. 

Иебоm. 1т f = в булганидан Ев с f о fV келиб чик.иши равшан. Фараз 

к.илаЙлик (х, У)Е f о Г, яъни шундай z Е V топилиб (х, =)Е fV Ba(z, У)Е f 
булеин. У холда инверсиянинг таърифига кура (=, Х)Е f знди f бинар 

муноеабат функциялигини этиборга олеак х = У . Демак, f о fV С Ев. 
1.8.8-таъриф. f: А ~ В акеланmuрuш А mупламнu В mупламга 

акеланmuрuUl БУлеuн. У ~олда, агар 'l::fx., Х2 Е А ва Х. "* Х2 элементлар учун 
/(х.)"* f (х 2 ) булеа, f -l(нъекmив, 1т f = в булеа, f - еюръекmuв 

акеланmuрuUl деЙuладu. Агар f ~aм еюръекmuв, ~aм инъекmив 

йкеланmuрuш булсй, У ~олда f бuекmuв акеланmuрuUl деЙuладu. 

1.8.9-мисол. Х,ак.ик.иЙ еонлар туплами R ни узини узига 

акелантирадиган f(x)= х 2 функция инъектив хам змае, биектив хам змае. 
Х,ак.икатдан хам, + 2"# -2. 

Лекин (- 2i = 22 = 4; 1т f = R+ U {O~ IR+ U {о}]- манфий булмаган 
хак.ик.иЙ еонлар туплами. 

1.8.10-мисол. f(x)= х 2 функция барча х,акик.иЙ еонлар тупламини 

R+ U {о} тупламга акелантиреин. У холда 1т f = R' U Р}. Демак, f -
сюръектив акелантириш, леки н инъектив акелантириш эмае. 
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1.8.11-мисол. У == Е функция R' U Р} тупламни R - х.а/(и/(иЙ еонлар 
тупламига акелантиради. Бу функция инъектив, лекин еюръектив эмае. 

1.8.12-мисол. у == х З функция R - ха/(и/(ий еонлар тупламини узини 
узига акелантирадиган биектив функциядир. 

1.8.13-мисол. х = ~, Ь} туплам берилган булеин, у х.олда 

f(a)== Ь; f(b)== а; g(a)== а; g(b)== а шартлар билан аникланган f ва g 

ФУНlЩияларни к.арасак, «j о g Ха)) = f (К(а)) == f (а) == Ь . 
(f о КХЬ)= f(g(b» = /(а)= Ь; (g о fXa) = g(f(a» = к(ь)= а (g о f)(b) = g(j(b» = к(а)= а 

БУлади. 

Бу миеоJЩан куринадики, f о g ~ g о f , яъни функциялар композицияеи 
хар доим х,ам коммyraтив булавермае экан. 

1.8.14-таъриф. f: А ~ В, g: В ~ А акслантuрuшлар берuлган 

булеин, у ~олда агар f о g = Ев булса f акслантuрuш g акслантUРUU12а 

чаnдан тескари, g акслантuрuш эса f акслантUРUUl2а унгдан тескари 

деЙuладu. Агар f о g = Ев ва g о f = Е А шарmлар бажарuлса, у :fолда f ва 

g акслантuрuшлар бuр бuрuга тескари акслантuрuшлар деЙшюдu. 
1.8.1S-теорема. Агар f: А ~ В; g: В ~ А акслантuрuшлар берuлган 

булuб, g о f == Е,с шарт бажарuлса, у :fолда f -инъектив, g эса сюръектuв 
акслантuрuшдuр. 

Исбот. Теорема шартлари бажарилган деб фараз к.илаЙлик. У холда, 

'Va Е А учу н g о f(a)= g(j(a))== а. Фараз к.илаЙЛик а. :;:. а2 элементлар учун 

f(a.)== f(az) булеин, у холда а. == (КО fXa.)== g(j(a.))== g(j(a 2 ))== а 2 • Бу 

эса а. ~ а2 фаразимизга зид. 
Энди учун шундай Ь Е В топилиб, g(b)== а булишини куреатаЙлик. 

х'ак.ик.атдан, теорема шартига кура 'Va Е А учу н (g о fXa)== g(j(a))== а 

булади. f(a) ни Ь орк.али белгилаеак g(b)== а. Демак, g -еюръектив 

акслантириш экан 

1.8.1б-теорема. f: А ~ В акслантUРUUl2а тескари акслантuрuш 

мавжуд булuшu учун унинг бuектuв булuшu зарур ва етарлu. 

Исбот. Агар f - биектив булеа, 'v Ь Е В учун шундай ягона а Е А 

топилиб, f(a) = Ь БУлади. У ХОJЩа 'Vb Е В учун g(b)== а шартни 

К,аноатлантирадиган g акслантириш f акелантиришга теекари 

акслантириш булиши равшан. 

Фараз к.илаЙЛик f акслантириш учун g - теекари акслантириш булеин, 

у холда, теекари акелантириш таърифига кура g о f == Е,с, f о g == Ев У 

холда 1.8.15-теоремага кура f ва g лар биектив акелантиришлардир. 
Келгусида f акслантиришга тескари акслантириш мавжуд булса, уни 

f -. орк.али белгилаймиз. 
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1.8.17-натижа. S:заро тескари акслаНlIlllРIlUlJlар бuекmв 

аксланmUРUUlJlардuр. 

Тупламни узини узига акелантириш алмашmuрuш деЙилади. 

1.8.18-теорема. ЧеКЛIl mуnламНII ал.машmUрllШ бllекmllв БУЛIlUШ учун. 

сюръекmuв ёки инъекmuв БУЛUШII зарур ва еmаРЛllдuр. 

Исбоm. Х - чекли тУплам берилган булеин. f алмаштириш биектив 

булеа, хам еюръектив, хам инъектив булиши равшан. Фараз I\илайлик 

f: Х --+ Х еюръеКТИR булиб, инъектив булмаеин. У холда Х чекли туплам 

булгани учун унинг элементлари Х\, Х2 '''''Хn лардан иборат дееак, 

f(x\ ),f(x2 ), ... ,j(Xn ) элементлар n -1 тадан куп эмае. Демак, камида битга 

х• элемент учун прообраз топилмаЙДи. Бу эеа f -еюръектив деган 

фаразимизга зид. f: Х --+ Х еюръективлигидан f нинг инъективлигини 

келтириб чикариш ук;увчиларга хавола I\ИЛИНади. 

1.8.19-таъриф. Агар иккиmа А ва В mуn,ламларнuнг 

uккuнчuсuга узаро бuр ~uЙ.fllатлu аксланmuрадuган камида 

аксланmuрuш мавжуд булса, mУtU/а.млар mенг 1fYвватлu деUllJlадu ва 

курuнuшuда ёки IAI = IBI кj!Р"НlШllда белгllJlанадu. 

бuрuнu 

бummа 

А::В 

1.8.20-таъриф. А mумамда беРllJlган R с А хА анmис"ммеmр"к ва 
mранзumuв муносабаm А mумамдаги mарmuб муносабаmu деЙllJlади. 

1.8.21-таъриф. А mумамдаги mарmuб муносабаmu рефлексuв 

АlУllосабаm булса, бундаu .муносабаm А mумамдаги Ho~mыlu mарmuб 
муносабаm деЙllJlади. 

А тупламдаги тартиб муноеабат антирефлекеив муноеабат булеин, 
бундай муноеабат А тУпламдаги '«1mъий mарmuб муносабаm деЙилади. 

1.8.22-мисол. В(А) - А тУпламнинг барча тУпламостилари туплами 

булеин. В(А) тУпламда тупламоети булиш муноеабати НОl\атъий тартиб 
муноеабтидир. 

1.8.23-мисол. А = {4, 12, 36, 72} тупламда булиниш муносабати 

нок;атъий тартиб муносабатидир. 

1.8.24-таъриф. А mумамда R mарmuб муносабаm беРllJlган булсuн. У 
~олда, агар Va, Ь Е А элементлар учун Х R У ёки х = У ёки У R х 
муносабатлардан камuда бummасu албаmmа бажаРllJlса, бундай .муносабаm 
А mумамдагu чuзu19l" mарmuб муносабаm деЙllJlади. 

чизикли булмаган тартиб муноеабат, ~UCMaH mарmuб муносабаm 
деЙилади. 

1.8.25-мисол. N -натурал еонлар тупламида R = «x,y)1 Vx,y Е N х:у} 

муноеабат I\иеман тартиб муносабат БУлади. 
"<"=«x,y)IVX,YEN3kENy=x+k} муноеабат эеа ЧИЗИКЛИ тартиб 
муноеабатдир. 

1.8.26-таъриф. А mумамда R mарmuб муносабаm беРllJlган БУЛСllН, 
(А, R) .жуфmЛIIК mарmllблангаll mjmла.м деЙшюдll. Агар R - ~uc.мaH mарmllб 
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муносабати булеа, (А, R) ~ueMaH тартuбланган туnлам, R чli3u~u тартuб 

муносабати булеа, (А, R) чuзu~u тарmuбланган туnлам деUuладu. 

1.8.27-мисол. (N, <)-жуфтлик чизик,ли тартибланган тупламдир. 

Келгиеида а < Ь ёзувни одатдагидек а < Ь, а ~ Ь ёзувни эса а кичик ёки 
тенг Ь деб УI\ИЙМИЗ ва а ~ Ь ни (а < b)v (а = Ь) мулохаза маъносида 
тушунамиз. Хуеуеан 4 $ 4, 3 $ 4 мулщазалар айнан рост мулщазалардир. 

(А, <)- тартибланган туrmам берилган булеин, у холда а Е А 

элементдан кичик элемент мавжуд булмаеа а- мuнuмал элемент, агар а дан 

катта элемент мавжуд булмаеа а-максuмал элемент деЙилади. А даги 

узидан БОШl\а барча элементларидан кичик булган а элемент А туnламнuнг 

энг кuчuк элеменmu, А даги узидан БОШl\а барча элементларидан катта 

булган Ь элемент А mуnламнuнг энг каmmа элеменmu деЙилади. 

1.8.28-мисол. А = ~,2,З,4,12} туrmамида, агар а:Ь булеа, Ь < а дейлик, у 
ХOJща 1 энг кичик элемент, 12 энг катта элемент БУлади. 

1.8.29-мисол. А = {l,2,З,4} туrmамда хам 1.8.28-мисолдаги каби 

анИl\Ланган < -тартиб муноеабатни l\араЙлик.У холда 1 минимал элемент, 3, 
4 макеимал элементлар булиши равшан. 

Шундай I<ИЛиб, макеимал элементлари бир нечта булган тупламлар 

мавжуд экан. Минимал элементлари хам бир нечта буладиган тупламга 

мисол келтиришни У1\Увчиларга хавола этамиз. 

1.8.30-таъриф. Хар ~Hдaй бjш БУЛМQ2ан туnламоетuсu мuнuмал 

элеменmга эга чuзu~u тарmuбланган туnлам тулu~ mартuбланган туnлам 

деЙWlадu. 

Чизик,ли тартибланган туrmамларда мини мал элемент тушунчаси энг 

кичик элемент тушунчаеи билан, макеимал элемент тушунчаеи эеа энг катта 

элемент тушунчаеи билан бир хил булиши равшан. 

1.8.31-мисол. N -натурал еонлар тупламида < табиий тартиб 

муноеабати булеин. Яъни агар 'Vа,в Е N учун шундай R топилиб, а = в + к 
булса, в < а деЙмиз. У холда (N, <) туплам ТУЛИI\ тартибланган тупламдир. 

1.8.32-мисол. R -х-аI\Ик.иЙ еонлар туrmами табиий тартиб муноеабатга 
ниебатан ТУлик. тартибланган була олмайди. Чунки R тупламнинг энг кичик 
элементи ЙУI\. 

Такрорлаw учун саволлар 

1. Акслантириш I\андай муноеабат? 
2. Акелантиришнинг аник,ланиш еох.аеини таърифланг. 
:\. Акслантиришнинг l\Ийматлар туплми I\андай туплам? 
4 Акслантиришлар композициясини 1)'шунтиринг. 
5. Акслантиришлар композицияеи хоесаларини аЙтинг. 
6 Инъектив акелантиришга мактаб математикасидан мисол келтиринг. 
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7. Сюръектив акелантиришга мактаб математикаеидан миеол 

келтиринг. 

8. Биектив акелантириш мактабда к:андай номланган? 
9. Айний акелантиришни тушунтиринг. 
10. Тартиб муноеабат турларини мактаб математикаеидан олинган 

миеоллар ёрдамида тушунтиринг. 

11. Тартибланган тупламларга миеоллар келтиринг. 

12. Бутун еонлар туплами тула тартибланган туплам булади-ми? 

Машк:лар 

1. R, S, Т - бинар муноеабатлар учу н к:уйидагиларни текширинг: 
1) (R (1 S) V = R V (1 S V 

2) (R u S) V = R V u S V 

3) R о (S о Т) = (R о S) о Т. 
4) (RoS)v=svoR v 

5) (R u S) о Т = R о Т u S оТ. 

6) R о (S u Т) = (R о S) u (R о Т). 

7) (R (1 S) о Т с R о Т (1 S о Т. 

8) R о (S (1 Т) с R о S (1 R о Т. 
9) Оот (R V ) = Im R .. 
1 О) Im (R V ) = Оот R .. 

11) Оот (R о S) с Оот S. 

12) Im (R о S) с Im R. 
13) (R \ S) V = R V \ S V 

14) R, S - к:атъий тартиб => R u S, R (1 S, R V , S '-' - к:атъий тартиб. 

15) R, S - к:иеман тартиб => R u S, R (1 S, R V , S V - к.иеман тартиб. 

16) R, S - ЧИЗИI\ЛИ тартиб => R u S, R (1 S, R ~) , S V - ЧИЗИI\Ли тартиб. 
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11 БОБ. АЛГЕБРАЛАР ВА АЛГЕБРАИК СИСТЕМАЛАР 

1I.1-§. Бинар алгебраик амаллар. Нейтрал, симметрик элементлар. 

1I.1.1-таъриф. А
n 

mУfUlамни А га аксланmирадuган ~ap к;андай 
аксланmириш А mУfUlамда 6ерuлган n-ар ёки n уринли Ш/ге6раик QМШ/ 
деЙuлади. 

Бу ерда n-манфий булмаган бутун сон булиб, Ш/ге6раик QМШ/нинг ранги 

деЙилади. n = О булса, А О = 0 булгани учун, О -ар амал f: {21}~ А 

куринишидаги акслантириш булиб, 0 ни А тупламнинг бирорта 

элементига Утказади. Бошкача килиб айтганда, О-ар амал А тупламнинг 

ажратилган элементидан иборат. Бир уринли амал f: А ~ А куринишдаги 
функциядан иборат булиши равшан. Бир уринли алгебраик амал К,исК,алик 

учун баъзан унар амШl деЙилади. 

n = 2 булганда икки уринли алгебраик амал f : А х А ~ А 
акслантиришдан иборат булиб, 6инар Ш/ге6раик QМШ/ деЙилади. Уч уринли 

алгебраик амал тернар Ш/гебраик амШ/ деЙилади. Агар йJ А тупламда 

бериган n-ар алгебраик амал булса, А mУfUlамни йJ - n-ар Ш/ге6раик амШ/га 

нис6аmан Шlге6раик ёnи~ деЙилади. 

1I.1.2-таъриф. А n mУfUlамдан А mуnламига аксланmuрuш А да 
аНUl9lанган n урuнлu ~иCMaH амШl деЙuлади. 

1I.1.3-мисол. В(А) - А тупламининг барча тупламостиларидан тузилган 
туплам берилган булеин, у холда f: В(А) ~ В(А), VX Е В(А) учун 

j(X) = А \ Х тенглик ёрдамида аникланадиган амал унар алгебраик 

амалдир. 

1I.1.4-мисол. Q- рациноал сонлар тупламида булиш амали бинар 

кисман амалдир. 

1I.1.5-мисол. На1)'Рал сонлар тупламида ихтиёрий учта сонга уларнинг 

энг катта умумий булувчисини мое I<)iядиган амал, натурал сонлар 

тупламида аникланган тернар алгебраик амалдир. 

Бинар алгебраик амалларни *,-,+,*,0 куринишларда белгилаш кабул 
килинган. 

1I.1.б-мисол. +: Z2 ~ Z я'Ъни + (а,Ь) = а + Ь тенглик ёрдамида 

анИl(,ланган амал - бутун сонлар тупламида кУшиш амали булиб, (а,Ь) бутун 
сонлар жуфтлигига мое келадиган бутун сонни а + Ь куринишида ёзиш 
кабул кнлинган. 

Шунга jxшаш А тупламида * бинар алгебраик амал берилган булса, 
*(а,Ь) урнига а*Ь ёзишникелишиболамиз. 

1I.1.7-таъриф. А * Отуплам аа унда аниl9lанган '" бинар Ш/гебраuк аАlШ/ 
берuлган булеин. У ~олда (А,.) :жуфтлик груnnоuддеб атШ/адu. 

1I.1.8-мисол. N -натурал сонлар туплами «0»- N даги купайтириш амалl1 
булса, у холда ( . .\1,.) -группоиддир. 
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1I.1.9-таъриф. (A,+)-гРУI11l0Ilд беРШlган булеUII, У J;олдu 

а) агар "i/a,b Е А УЧУ// а * Ь = Ь * а буле а, У J;OJlda ., - ШlгебраllК амал А 

mуnлаllда коммуmаП1ll6 деzillладll; 

б) агар "i/a,b,eE А УЧУН а*(Ь*е)=(е*Ь)*е шарт бажаРШlеа, *-А 

mj!ft~QAtда аееоцuаП1ll6 алгебраllК шwал дейuладu; 
в) Агар "i/ а Е А УЧУН шундай е Е А mОnШlllб, е * а = а uюрт бажарuлеа, 

е элемент ., амалга нuс;баmан чаn ней трал элемент, агар а * е = а шарт 
ба.жарuлеа, унг нейтрал элемент, агар uккала шарт J;aм бажарuлеа 
нейтрал элемент деЙllладu. 

1I.1.8-таъриф. (А,*)-груnnоuд берuлган булеин. Агар е Е А элемент *
амалга нuебатан нейтрал элемент булеа, У ~олда е грzmnоuднинг нейтрал 

элементu деЙuладu. 

1I.1.9-теорема. Агар (А,*)-груnnоuдда нейтрал элемент мавжуд булеа, 

уягонадuр. 

Иебот. Фараз к.илаЙлик (А,*) -группоидца иккита еl ва е2 ней1рал 

элементлар мавжуд булеин, у холда нейтрал элементнинг таърифига куРа 

е l =е l *е2 =е2 , яъни el -=e2 

1I.1.10-натижа. Агар (А,*) -груnnоuдда нейтрал элемент мавжуд булеа, 

унuнг барча чаn , унг нейтрал эле",енmларu ней трал элементга тенг. 
1I.1.11-таъриф. Агар (А,*)-груnnоидда * aJl.tал 1\Ушuиl aJl.lалuдан иборат 

булеа, груnnоuд аддuтU6 груnпоuд; агар * амал, куnайтириш амалU булеа, 
груnnоuд мулътuft~lIкаmllв гРУnl1011д деiiuладll. 

Одатда к.Ушиш амали «+» орк.али, купайтириш амали «е» орк.али 

белгиланади. К,ушиш амалига ниебатан ней1рал элементни нол деб атаймиз 

ва «О» орк.али белгилаЙмиз. Купайтириш амалига ниебатан нейтрал элемент 

бирлик элемент дейилиб «1» орк.али белгиланади. 
lI.l.12-мисол. (R,+) группоиднинг нейтрал элементи О; (R,.)

группоиднинг нейтрал элементи 1. Бу ерда R -хак.ик.иЙ еонлар туплами, +, е_ 
R даги к.Ушиш ва купайтириш амалларидир. 

lI.l.13-мисол. В(А) - А тупламнинг барча тупламоетилари булеин, у 
холда В(А) тупламларни к.Ушиш амалига ниебатан группоид булиб, унинг 

нейтрал элементи 0 тупламдир. В(А) -туnламларнинг кесишмаеи амa.riига 

ниебатан хам группоид булиб, унинг ней1рал элементи А тупламдан иборат. 

1I.1.14-таъриф. (А,")-груnnоид берuлган булеuн, у J;олда а Е А элемент ва 

"i/ Ь, е Е А элементлар учун а * Ь = а * е тенгликдан Ь = е келиб чи~а, у ~(jлда 

а элемент (А,*) груnnоuднинг чаn регуляр элемент и, Ь * а = е'" а шарпrдан 

Ь = с келиб чи~а, а элемент (А,*) груnnоиднuнг унг регуl!ЯР элементu 
деЙuлади. Хам чаn, J;aм унг регуляр элемент регуляр элемент деUuладu. 

lI.l.18-мисол. (R,+) группоиднинг барча элементлари регуляр 
элементлардир. 

11.1.19 -таъриф. (А,")-групnоuд нейтрал элеменmга зга булеllН. У ~олда 

а Е А элемеllт учун шундай а' Е А эле.\lе//J11 1IlОl1l1Лllб. а'*а = е БУлеа. а' 
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элемент а элементга чаn cuм.мeтpиK элемент, а * а' = е булса унг 

симмеmрик, UККШlа шарт ~aм ба:жаРW1са, cUМMeтpиK элемент деЙwюдu. 

1I.1.20-мисол. (R,+) группоидда Va Е R элемент учун а элемент 
еимметрик элементдир. 

1I.1.21-мисол. (R,e)_ группоидда VaER, a;tO элемент учун а-] 
элемент еимметрик элементдир. 

Агар (А,*) -группоидда *-амал "ушиш булеа, «симметрию> термини, 

«I(арама-I(аршю> термини билан; агар *-амали купайтириш булса, <<тескари» 
термини билан алмаштирилади. 

1I.1.22-таъриф. (А,*)-груnnоид, R эса А mуnламдагu эквuвШlенmлuк 

.муносабатu БУлсuн. Агар al,az,b.,bz Е А элеменmлар учун a,Rb] ва azRb
2 

шарmлардан (а l *az)R(bl *bz) келuб ЧUN;са, У ~олда R -эквuвШlенmлuк 
.муносабати(А,*) груnnоидда конгруэнция деЙW1адu. 

1I.1.23-мисол. (2;+) группоидца V=I'=z Е Z элементлар учун 

(=/с2 )<=> «=. - =2):3) "онун билан аНИl\Ланган эквивалентлик 

конгруэнциядир. х.аl(Икатдан хам, x]Ry. ва X z RY2 булеин, яъни Х 1 - YI:3 ва 

Х2 - У2:3 у х,олда (х. + х2 )- (УI + У2)= (Х1 - YI)+ (Х2 - Yz) хам 3 га булиниши 
равшан. 

Такрорлаw учун саволлар 

1. Бинар алгебраик амалга мактаб математикасидан мисоллар 
келтиринг. 

2. п-ар алгебраик амал таърифини аЙтинг. 
3. Унар алгебраик амалга миеол келтиринг. 
4. Группоид нима? 
5. Группоиднинг нейтрал элементи хоееаларини аЙтинг. 
6. Группоиднинг регуляр элементи таърифини аЙтинг. 
7. Группоиднинг еимметрик элементи нима? 
8. НеЙ"rpал, регуляр, еимметрик элементларга урта махсус таълим 

математикасидан мисоллар келтиринг. 

9. Конгруэнцияни миеоллар ёрдамида тушунтиринг. 

Маwклар 

1. Тупламларнинг кееишмаеи аееоциатив, коммутатив амал булишини 
исботланг. 

2. Тупламларнинг бирлашмаеи коммутатив, аесоциатив амал булишини 
иеботланг. 

3. Тупламларнинг айирмаеи коммутатив эмаслигини иеботланг. 
4. Матрицаларни I\Yшиш коммутатив ва аееоциатив амал эканлигини 

иеботланг. 
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5. Матрицаларни купайтириш ассоциатив, коммутатив булмаган бинар 
амал эканлигини исбротланг. 

6. Матрицаларни купайтириш кушиш амалига нисбатан дистрибутив 
эканлигини исботланг. 

7. Тупламларнинг кесишмаси бирлашмасига нисбатан 
дистрибутивлигини исботланг. 

8. Ихтиёрий а,Ь,е кардинал сонлар учун к;уйидагиларни исботланг: 

l)a + Ь = Ь + а; 
2)(а + Ь) + е = а + (Ь + е); 
3)а· Ь = Ь· а; 
4)( а . Ь) . е = а . (Ь . е); 

5)(а + Ь)· е = а· е + Ь· е; 
6)аЬ+< = аЬ 

• а' 

1I.2-§. Алгебра. Алгебралар гомоморфизми. 
Алгебраости. Фактор-алгебра 

1I.2.1-таъриф. (А,*)-груnnоидда *-аееоциатив амал булеа, бундай 

груnnоид яримгруппа деЙшtaди. 

Нейтрал элементга эга булган яримгруппа моноид деЙилади. 

1I.2.2-мисол. Натурал сонлар туплами КУШИШ амалига ниебатан 

яримгруппадир. Келгусида бу яримгруппа (N,+) оркали белгиланади. 

1I.2.3-мисол. Натурал сонлар туплами купайтириш амалига ниебатан 

моноиддир. Бу моноидда (N;·,I) тартибланган учлик куринишида 

белгиланади. 

II.2.4-теорема. Моноидда и:{тиёрий элемент кjinи бuлан битта 

ешнмеmрик элементга эга. 

Иебот. Фараз килайлик (А,*) - яримгруппада а элемент учун иккита a l 

ва az симметрик элементлар мавжуд булеин. У Х,олда 

a l = a l * е = а, ... (а * az) = (а, * а) * а 2 = е * а2 = а2 • 
1I.2.5-натижа. Моноидда а элемент учун еимметрик элемент мавжуд 

булеа, а элементга чаn, унг еllмметрик элементлар а га euм.мeтpиK булган 

элементга тенг БУладll. 

1I.2.6-теорема. (А,*,е) - моноидда а Е А элементга а',Ь Е А элементга 

эеа Ь'- еимметрик элемент булеин, у Х,олда а * Ь элементга Ь'*а' еимметрик 
элемент БУлади. 

Иебот. )\ак;ик;атдан Х,ам, 

(а * Ь) *(Ь'*а') = (а'" (Ь * Ь') * а') = (а * е) * а'= а * а'= е ва 
(Ь'*а')(а * Ь) = (Ь'*(а'*а)) * Ь = (Ь'*е) * Ь = Ь'*Ь = е 

1I.2.7-теорема. (A,*,e)-МОНОllдберuлганбулсuн, агар аЕ А элемент 

учун с llмметрuк элемент мавжуд булса, бундай элемент регуляр 
элеАlенmдuр. 



l1ебот. Хаl\Иl\атдан х:ам, а Е А элементга а'Е А элемент еимметрик 
булеин, у х:олда УЬ,е Е А элементлар учун а*Ь = а*е шарт бажарилеа, 

а'*(а*Ь)=а'*(а*с) ёки(а'*а)*с=(а'*а)*с булади.Агар а'*а = ебулишини 
х:исобга олеак, Ь = с БУлади. 

1I.2.8-тзъриф. (А,.)-груnnоид ва В с А булеин. Агар 'dbl'b, Е В 

эле.менmлар учун Ь. • Ь! е В булеа, В туnлам • Шlгебраик амШlга ниебатан 

алгебраик ёnи~ деЙшади. (В,.) жуфmлик эса (А,*) груnnоиднинг ~иeM 

груnnоиди ёкu груnnоидоети деЙW1ади. 

1I.2.9-мисол (2,+) группоид (R,+) группоиднинг к.ием группоидидир. 

1I.2.10-тзъриф. А:;:. 0 туnлам ва А да бажаРW1адuган Шlгебраuк 
амшиар туnлами О беРW1ган булеин. (А,П) - жуфтлик Шlгебра деЙшади. 

А - тумам алгебранинг бош туnлами, а -алгебранинг бош aмaJUlapu 
туnламu деЙилади. 

(А,О) тумам берилган булса, А туплам а даги барча амалларга 

нисбатан алгебраик ёПИI\ булиши равшан. Алгебрадаги а -амаллар туплами 

чекли, яъни П = {ш. , ... , ш n} булеа, (А, ~. , ... ,ш.}) урнига ёзувни 
их:чамлаштириш мсщсадида (А, п) - деб ёзишга келишиб оламиз. 

1I.2.11-мисол. Хар I\андай группоид алгебрадир. 

1I.2.12-мисол. Хаl\ИI\ИЙ еонлар туплами ва унда бажариладиган «О», «+» 
амаллари O-уРинли амаллар О, 1 лар билан бирга, яъни (R,+,.,O,I)
алгебрадир. Бу алге6ранинг бош амаллари туплами (+,.,0,1) булиб, даражага 

кУтаРиш, айириш амалларини х:осилавий амаллар деб к.арашимиз мумкин. 

1I.2.13-тзъриф. (А,П) ва (В,П') ШlгеБРШlарнинг aмaJUlapu туnламларu 

а ва О' лар орасuда бuектив моелик урнатшган булuб, а туnламдагu ~ap 

бир ш n-ар амШlга нисбатан А' дан йJ' n-ар амШl мое IfJUW1ган булеа, бу 

алгеБРШlар бuр ~Шl турли ШlгеБРШlар деЙшади. 

Агар (А,О) алгебра берилган булеа, а -тупламдаги амалларнинг 

рангларидан иборат тумам Шlгебранинг тури деЙилади. Хусуеан 

(А;ш ..... ,ш.) алгебранинг тури (г(йJ. } .•. ,Г(йJn )} тупламдан иборат. Бир хил 

турдаги алгебралариииг бир-бирига мое келадиган амалларининг ранглари 

бир хил булиши равшаи. 

1I.2.14-мисол. (A,*)-группоИДНИНГ тури {2} тумамдан, (А,.,е)-

моиоиднииг тури зса {2,0} тупламдан иборат. 
Алгебрадаги амаллар тумами чекли булганда, бу алгебранинг турини 

кетма-кетлик еифатида ёзиш мсщеадга МУВОФИI\, яъни (А;шl' ... 'Ш.) 

алгебранииг тури (г(ш) ), ... , г(ш.» кетма-кетлик куринишида ифода I\ИЛИНади. 

1I.2.15-мисол. (R,+,.,O,I) алгебранинг тури (2,2,0,0) кетма-кетлик.дан 

иборат. 

(.;I,n) ва (В,П') бир хил турли алгебралар берилган булеин. Vш Е (2 

амалга ш'е П' амал мое к.УЙилган деб фараз к.илаЙлик. Агар ер А ~ В. 
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акелантириш ва '\Ia l , ••• , аn Е А элементлар учун 

qJ(w(al, ... ,aJ) = w'(qJ(al}, ... ,qJ(an » тенглик бажарилеа, qJ акелантириш w 

амш/ни еаl{лаЙдu. (J) амал А тупламдаги ажратилган элемент, яъни нол 

уринли амал булеа, у ",олда (J) га мое келадиган ш' ",ам В тупламнинг 

ажратилган элементи булади, qJ(w) = ы' 
II.2.16-таъриф. (A,Q), (В,П') Ш/гебрШ/ар берилган булеин. Q даги 

барча амШlЛарни еаl\Лайдllган ({J: А --+ В акелантириш (A,Q) агебранинг 

(8,0) Ш/гебрага гомоморфизми деЙuлади. 

II.2.1 7-таъриф. ({J: А --+ В акелантllРUШ (А,П) агебранинг (B,Q') 

Ш/гебрага гомоморфиЗJl.IlI буле ин. У Jtолда агар qJ - IIнъектllв акелантириut 

булеа, мономорфизм; ({J - еюръектив акелантириUI булеа, эnuморфизм; qJ

бuектuв акелантllРUШ булеа изоморфизм деЙuладu. Моно.морф 
акелантuришни изоморф жойлаштириш деб Jtaм юрuтuладu. 

1I.2.18-таъриф. АлгебраНII узини уз ига гомо.морф акелантuрuш 

эндоморфизм; Ш/гебрани узини УЗllга изоморф акелантириш эеа 

автО/l-ЮРфUЗМ деЙuлади. 

11.2. 1 9-таъриф. (А,П) Ш/гебрани (В,П') шzгебрага акелантuрадиган 

камида бит та изоморфизм мавжуд булеа, у Jtолда (A,Q) Ш/гебра (B,Q') 

Ш/гебрага изоморф деЙuлади. 

1I.2.20-мисол. R - ",ак;ик;ий еонлар туплами R+ муебат х:аК;Иl\ИЙ еонлар 
туплами булеин (R+ ,.,1) ва (R,+,O) алгебралар (2,0) тилли алгебралар 

булиб, ({J: R+ --+ R, ({J(x) = Ig Х акелантириш биринчи алгебрани 

алгебрага изо морф акелантиришдир. х.ак;ик;атдан ",ам, qJ -
акелантириш булиб ({J(a. Ь) = Ig (а. Ь) = Ig а + Ig Ь = ({J(a) + ({J(b). 

иккинчи 

биектив 

1I.2.21-теорема. (А,П 1 ), (В,П 2 ), (С,П З ) Ш/гебрШ/арберuлганбулuб, g 

А тYfUlaмHIi В тУfUlQ.мга, ({J эеа В тYfUlaмHII С тУfUlамга акелантuриш, 

({J о g эеа бу акелантIlР"UU/QР"llнг КОМnОЗllЦllяеи БУлеuн. У Jtолда rp ва g лар 
гомоморфизм булишидан ({J о g нинг гомоморфизм булuшu; rp ва g лар 

эnuморфизм булишидан ({J о g нинг эnuморфизм булишu; rp ва g лар 

мономорфизм булишидан ({J о g нинг мономорфизм БУЛUllШ; rp ва g ларнuнг 
изоморфизм булиuшдан ({J о g нuнг изоморфизм булuшu келиб чu~ди. 

Иебот. ШI Е П t n -ар алгебраик амалга Q2 дан Ш2 n -ар алгебраик 

амал мое к;уйилган, 0)2 га эеа П З дан тз n -ар алгебраик амал мое к;уйилган 

булеин, у х:олда '\IQt, .. "an Е А учун теорема шартига кура qJ аа g 
акелантиришлар гомоморфизмлар булишини инобатга олеак, 

«({J о g )(тl (аl , .. , аn» = qJ(g(ru1 (ар ... , аn » = ({J(W2 (g(al ), ... , g(an))) = 
= тз «({J(g(a l », ... , ({J(g(aJ» = тз « qJ о g )(а l ), ... , (qJ о g )(аn » 
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Шундай к:илиб lp ва g лар гомоморфизмлар булишидан lp о g нинг 

гомоморфизм булишини иебот к.илдик. Теореманинг к:олган таедик:лари 

функциялар композицияеининг хоееаларидан бевоеита келиб чик:ади. 

1I.2.22-теорема. Агар (А, О) Ш1гебранuнг (В'О2) Ш1гебрага 

uзоморфuзмu булеа, у ~олда rp га тескари булган rp-I акелантuрuш (В,о. 2 ) 

Ш1гебранuнг (А, О) Ш1гебрага uзоморфuзмuдuр. 

Ие60m. rp -биектив акелантириш булганлиги еабабли rp-I хам биектив 
акслантириш булиши юк.орида исбот к.илингандек. Шунинг учун теоремани 

иебот к.илиш учун rp-I акелантириш алгебраик амалларни еак:ланишини 
I<Yреатиш кифоя. 

Фараз к.илайлик, йJ) е Оп-ар алгебраик амалга 0.2 тупламидан йJ2 
амал мое келеин. 'Vb ..... ,bn е В элементлар учун rp(a l ) = bp ... ,rp(aJ = ЬN деб 
олеак, у холда rp-I (Ь) = а) , ... ,rp-) (аn ) = ЬN • 

Энди rp-) (йJ2 (ы""ьn) = йJ) (rp-) (Ь) ), ... ,rp-) (Ьn » булишини куреатамиз. 

х,ак.ик.атдан агар rp -акслантириш амалларни еак.лашини хиеобга олеак, 

rp -) (йJ2 (Ь) ), ... , йJ2 (Ьn » = rp-) (йJ2 (rp(a) », ... , (rp(a n ))) = rp -1 (rp(W1 (а l , ••• , аn ))) = 
= (rp-) о rp)(йJ(ap ... ,aJ) = w)(ap ... ,an ) = wI(rp-I(ы�,···,rp-I(ьn) 
1I.2.23-натижа. АлгеБРШlар IIЗоморфuзмu эквивШlенmлuк 

муноса6атидир. 

1I.2.24-таъриф. (А, 0.) ва (А'02) бuр хил mиюlU Ш1геБРШlар берuлга/l 

6улuб, В с А булеuн. Агар 'VйJ) е ОП-ар Ш1гебраuк G.МШlга 0.2 дан мое 

келадuган n -ар Ш1ге6раuк G.МШlнu йJ2 op~и белгилаUмIIЗ. Агар 

'Vb), ... ,bn еВ учун йJ2 (b), ... ,bn )=йJ)(bl' ... ,bn ) тенглuк бажарилеа, у ~олда 

йJ2 n -ар Шlге6раuк QМШI йJ) n -ар Шlгебраuк QМШlнuнг В mуnламu буuuча 
чекланганu (В,О) Шlгебра зеа (А,о. 2 ) Шlгебранuнг ~иeM Ш1гебраеu ёки 

Шlге6раостu деЙuладu. 

1I.2.2S-мисол. (Q,+,.,O,I) алгебра (R,+,.,O,I) алгебранинг алгебраости 

булиб, Q даги амаллар R даги амалларни Q туплам буйича чекланганидир. 
1I.2.26-теорема. Алгебраостu булuш муносабаmu рефлекеuв, 

анmисuммеmрик. mранзumuв муносабат, яънu НО1\l1mъuu тарmuб 
муносабаmдuр. 

Ие60m. Х,ак.ик.атдан хам, хар к.андаЙ (А;О) алгебра (А;П) алгебранинг 

алгебраостидир. Агар (А,П) алгебра (В'02) алгебранинг алгебраоети 

булса ва акеинча (В,П 2 ) алгебра (А,О) алгебранинг алгебраоети булеа, 

А с В ва В с А булади, бундан А = В келиб чик.ади. У холда, агар П 1 даги 
йJ) n-ар алгебраик амалга П 2 дан йJ2 n-ар амал мое келса, 'ifal, ... ,an Е А 

учу н wl(b), ... ,b.) = w2(bl' ... ,bn ) БУлади. 
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АлгебраОСТI1 муносабати транзитив булиши хдм бевосита текширилади. 

Буни мустакил исботлаш учун талабалаРI'а колдирамиз. 

Шундай килиб, алгебраости булиш муносабати рефлексив, антlt
сим метрик ва транзитив муносабат, яъни, НОl\атъий тартиб муносабат экан. 

(Аа,оа) I-a Е М} туплам (В,П) алгебранинг алгебраоетмари 

туплами булеин. Алгебраостининг таърифига кура хар бир (Аа 'Па) алгебра 
(В,П) алгебра билан бир хил 1Урли ва \;;/Шz n-ар алгебраик амал а даги 

кандайдир йJ -ар алгебраик амалнинг чекланганидир. 

Фараз I\илайлик n Аа *" 121 булеин, у холда \;;/01 , ... , ОП Е nAa учун 
а.М 

Ша (01 , ... ,Оn) = Ш(Ор ... ,Оn) Е ПАа БУлади. Демак, n Аа - туплам йJ -ар 
аеМ 

алгебраик амалнинг n Аа даги чекланганларини белгилаеак: (п Аа , П') 
аеМ аеМ 

алгебра (В,П) алгебранинг алгебраоети булиши равшан. Бу алгебрани 

(Аа ' Па ) -алгебраоетиларнинг кееишмаеи деб атаЙмиз. 

1I.2.27-теорема. Агор (А,П) Ш1гебродо ;,;еч БУл.могондо бummо IЮЛ 

урuнлu Ш1гебраuк а.мал булео, бу Ш1гебронuнг Ш1геброоеmuлорu uxmuёрuй 

mУ'V1а.мидогll а.лгебраоеmuлар кееuuо.юеu ЯUО (А,О) I/инг Ш1гебраоеmu 

БУладu. 

l1ебоm. Нол уринли амал ажратилган элемент эканлигини хисобга 

олсак, бу элемент (А,П) алгебранинг хар I\андай алгебраостининг хам 

ажратилган элементи булиши келиб ЧИl\ади. Демак, (А,П) алгебранинг 

алгебраостилари ихтиёрий тупламидаги алгебраоетилари кееишмаеи буш 

эмас. Натижада бу кееишма Юl\орида иеботлаганимизга кура алгебраости 

БУлади. 

1I.2.28-наТlfжа. (А,П) Ш1гебра ва В"* 0 пljlV1й.111 А нuнг myw/aMoemu 

бер/шган булеин. (Аа 'Па) 1-0. Е М} mуlV1й.М эеа (А.О) Ш1гебранuнг В с Аа 
шарmнu к,аноапиюнmllрадuга.н барча Ш1гебраоеmuларu булеин. У ;,;олда барча 

(Аа ,Па )-Ш1гебраосmuларнинг кееишмаси (А.О) Ш1гебранuнг Ш1гебраосmu 

БУлади. Бу Ш1гебраосmи В mуlV1й.М яраmган Ш1гебраосmu деЙuладu. 

А туплам ва унда бажарилган n-ар алгебраик амал, --эквивалентлик 

муноеабати берилган булеин. Агар \;;/аl', .. ,аn Е А ва Vbl,,,.,bn Е А 

элементлар учун а, - Ь;> i = I, ... ,n шартдан ш(ар ... ,аJ - Ш(ЬР''''Ьn ) келиб 

ЧИl\еа, --эквивалентлик муноеабати ш -n -ар Ш1гебраик й.МШlго нuсбаmан 
конгруэнция деЙилади. А / - туплам А нинг эквивалентлик муносабатига 

ниебатан фактор туплами булеин. [a l ],,,.,[аn ] лар А / - нинг ихтиёрий 

элементлари булеин. У холда V( [01 ],,,.,[aJ )n ликга [ш(аl'".,аn )] 

эквивалентлик еинфини мое I\уядиган акслантириш А / - тупламда 

аникланган n -ар алгебраик амалдир. х.аI\Иl\а:гдан [ш (аl , .... аn )] синф 

[01 ]",.,[Оn] ЭКВl1валентлик еинфларидан олинган (11 ваКl1лларга БОГЛИI\ эмае. 



Чунки, агар i = I,ооо,nлар учун Ь; Е (а;), яъни Ь; - а, булеа --эквивалентлик 

муноеабати конгруэнция булгани учун, ш(а"ооо,а,,) - ш(Ь"ооо,ЬJ булади, у 

х.олда [ш(арооо,а,,)] - [ш(Ь) ,000,Ь,,)] 

А / - фakТор тупламда аник,ланган бу амалнинг --конгруэнция оркали 
ш-n-ар алге6раик амал билан аееоцирланган амал деб атаймиз ва ш* оркали 

белгилайМИЗо Шундай к.илиб V[a)],ooo,[aJEAI- учун 

ш * ([а) ],ооо,[а,,]) = ([ш(а) ,ооо,а" )]) о 
1I.2.29-таъриф. (А,О) алгебра ва - О даги ~ap бuр амшtга нuсбатан 

конгруэнция булсuно 0* my1Ulaм эса А I - Фактор-тУ1Ulамда аНU19lанган ва 
О даги амШlЛар БWlан ассоцuрланган барча амаллар my1Ulaмu БУлсuн. У 

~олда (АI -,0*)- шtгебра (А,О) шtгебранuнг -- конгруэнция буйuча фактор

алгебрасu деЙWlадио 

1I.2.30-мисол. Z - бу1)'Н еонлар туплами булеино Z да а - Ь деймиз ва 
а га а-Ьжуфт сон булса, - муносабат конгруэнция булиши равшано Бу 

муносабат БУйича эквивалентлик синфлари фак.ат иккита булиб, улар [О] [1] 
синфлардан иборато Бу синфлар тупламини ZI - орк.али белгилайлик, 

V'(o],[b]eZ/- учун $, е амалларини [а]$[Ь]=[а+Ь]о [а]0[Ь]=[а 8 Ь] 

тенгликлар орк.али аник,ласак, ({[O],[l] }Е9, 0 ,[0],[1]) алгебра (Z+,8,0,1) 

алге6ранинг фаIm>Р алгебраси буладио 

1I.2.31-теорема. qJ: А -.. В акслантuрuш (А,О) шiгебранuнг (8,02) 

Шlгебрага эnuморфuзмu БУлсuн. У ~олда А тУ1Ulамда аНU19lанган 

R = {(х'х") I VX',X"E А, qJ(x') = <р(Х")}- .муносабат О) тУ1Ulамдагu ~ap бuр 

амШlга нuсбатан конгруэнция булuб. А I R my1Ulaм о; амшtлар туnламuга 

нucбатан (А,!}) Шlгебранuнг фактор шtгебрасu БУладu. Бу шtгебранu 

(А / R, 0*) op~и белгwzаЙМuз. 

Исбот. Теоремани исбот к.илиш учун R - о) даги х.ар бир йJ) n -ар 

амалга нисбатан конгруэнция булишини курсатиш етарЛИо R - эквивалентлик 
муносабати булиши исботланган ЭДИо Шунинг учун VapOOO,a" Е А ва 

Ь),ооо,Ь" Е А элементлар учун aiRbi,i = l,ooo,n муносабатдан 

йJ) (орооо,а.) R йJ) (ы' .. ,ь,,)) булишини курсатишимиз етарлио 
Шартга куРа qJ(a/) = qJ(bJ,i = l, ... ,n, у х.олда qJ-ГОМОМОРфизм булиши учун 

qJ(йJ) (а) ,000,0.» = йJ) (qJ(a), ... ,qJ(a.» = йJ) (qJ(b) ), .. 0, qJ(b"» = qJ(йJ 1 (Ь, , ... , Ь"» о 

Демак, йJ) (a".oo,o.)RйJ)(b"oo.,b.) о 

П.2.32-теорема. qJ: А -+ В акслантuрuш (А,П , ) шtгебранuнг (В,П 2 ) 

ШlZебpazа эnu.морфuз.мu. R = ((х'х") I Vx' ,Х"Е А, <р(х') = <р(х")} -эса А да 

aни~aHгaH эквuвШlенmлuк .муносабатu БУлсuн. У ~олда (А / R,O*) фактор 

ШlZебра (В,п» Шlгебрага uзо.морфдuр. 

Исбот. Хар бир [а] Е А/ R синфга qJ(a) ни МОС к.Уядиган Ф: А / R ~ В 

акслантириш (A/R,n;) алгебрани (В,02) алгебрага акслантирадиган 
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изоморфизмдир. Ундан ташк.ари \;7'[а, 1, .,[а,,1 Е А / R элементлар ва 

"\;7' йJ, Е п; n -ар алгебраикамал учун O(w,' ([а, j ... , [ап ]) = 

= О( [w, (а" ... , aJ] = rp(w, (а" ... , aJ) = w, (rp( а, ), ... , ({'(а. » = w', (О([а, } ... ,6([а.]) 
1I.2.33-теорема. (А,.) груnnоид, --эса, А даги конгруэнция 

муноса6ати А / - - А туnламнuнг -эквU6шенmлuк муноса6ати бjlйuча 

фактор-туnла.мu 6Улсuн. У ~олда "\;7'[а,] [az]E А / - ЭК6U6шенmлuк сuнфларu 

учун [а,] ... [а 1 ]= [а, ... a z] тенглuк билан аНU19lанадuган муносабат А / N 

туnламда шгебраuк амш БУладu. 

Ис60т. Теоремани исбот к.илиш учун "\;7'[а,] [а 1 ] еинфларга теорема 

шартида куреатилган тенглик ягона еинфни мое к.УЙишини куреатиш етарли. 

Фараз к.илаЙлик, Vb, Е [а,] л Vb1 Е [a z] булеин, у х,олда Ь, - а, ва Ь2 - а 2 • 

Теорема шартига кура -- КОНГРУЭНЦИЯ. Демак, Ь,'" Ь) - а, • а ) яъни, 

[а, ... а 1 ]= [Ь, ... Ь 1 J. Демак, [а,]'" (а)] ифода (а,] ва [а) ]эквивалентлик 
еинфларидан олинraн вакилларга б.оrлик. булмаган ягона эквивалентлик 

еинфи экан. 

Шундай к.илиб, А / - туплам .- амалга ниебатан ГРУППОJ-jД булишини 

иебот к.ИЛДИК. Бу группоидни (А,.) ГРУППОИДНИНГ фактор группоиди деб 

атаймиз ва (А / -,ЕВ) орк.али белгилаЙмиз. 

1I.2.34-мисол. (Z,+)-группоидда "\;7'z"zz ЕА учун (z, -zz)<=>«z,-zz):3) 

к.онуният билан аНИl(Ланган муноеабат КОНГРУЭНЦИЯ булишини юк.орида 

курдик. Z нинг - муноеабат буйича эквивалентлик еинфлари Z, = «О], [1], [з]}

тупламдан иборат. У х,олда Z),"\;7'[а],[Ь]ЕZз учун (а]6Э(Ь]=(а+Ь] тенглик 

ёрдамида аНИl(Ланган амалга ниебатан группоид булиб, Z нинг фактор 
группоидидир. 

1I.2.35-теорема.(G"Q,} (G),П)), (G,Q)- 6uр Х11Л турлu Ш/гебрШ/ар 

6еРllЛган булu6, G, == Gz, (Gz,Qz)- шге6ра (G,П)- шге6ранuнг Ш/ге6раостuсu 

6Улсuн. У ~олда (G"П,)- ~UCM шге6радан иборат ~UCM шгебрага эга булган 

(G,Щ шгебрага изоморф (G),П)) шгебра мавжуд. 

Исбот. Фараз к.илаЙлик 'r/ w1 Е Q, n -ар алгебраик амалга Шz Е Пz n -ар 

алгебраик амал, W z Е Qz алгебраик амалга эеа йJ.E Q n-ар алгебраик амал 
мое келеин ва ({': G, Е Gz изоморф ак.елантириш булеин. 

G, = (G / G 2) U G, тупламда х,ар бир й) Е Q n -ар алгебраик амалга мое 

килиб wз n-ар алгебраик амални Va" ... ,ak eG\G2 , Vak+" ... ,an eG, 

элементлар учун, агар т(а, , ... , ak , rp(ak +, ),rp(an » Е G2 булеа, 

тз (а, , ... , ak ,ak +" ... , ап ) = ер -, (w( а, , ... , а k , ер( а t+1 ), ••• , ер( а n »); 

Агар 

w(a" ... ,at,rp(at <, ),rp(an » Е G \С2 



булса, wз (арооо, at ,ak+1 '000, аn ) = ш(ароо о , ak, tp(ak+1 ),tp(an » тенглик.лар ёрда

мида аник..лаЙЛико Агар шундай усулда Gз да аник.панган барча амаллар 

туnламини Оз ОРI<али белгиласак (Gз, Оз)- алгебра хосил буладио Бу алгебра 

теореманинг барча шартларини I<аноатлантирувчи алгебрадиро Алгебранинг 

1Узилишига асосан (G1 ,n l ) алгебра бу алгебранинг алгебраостиси булиб, 

(Gз , Пз ) ва (G1, П) алгебралар бир хил 1Урлидиро 

""' G {aJ,agar а) EG1/Gz; 
vаз Е з учун lf/(aJ) = 

tp( a
J
), agar а) Е G1 

акслантириш (Gз,Qз) алгебрани (G,Q) алгебрага изоморф акслантирадио 

Хак.иI<атдан хам, '" - 1Узилишига асосан биектив акслантириш булиши 

равшано Шунинг учун '" Пз даги амалларни сак..лашини курсатиш кифоя 

т/wз Е П,а ..... ,а. Е G\G2,a.+ ..... ,an Е G1 учу н 

If/(wз (а1 , ... , а., а.+1 , ... , аn » = w(lf/(a1 ), ... ,If/(ak ),If/(ak+1 ),.o.,If/(an » тенгликни 

исбот к.иламиз ва '" лар wз нинг аник..ланишига кура агар 

ш(ар ... ,а. ,tp(a"+1 ),tp(an » Е Gr I G2 булса, If/(wз (аро .. , араkф·оо,аn) = 

If/(w(al ,.о.,а. ,tp(a"+1 ),tp(aJ) = ш(аl , ... ,а .. ,tp(ak+1 ),tp(aJ) 

= w(lf/(a1 ), ... ,If/(a .. ),If/(a .. +1 ), ... , If/(an », агар ш(аl , .. 0' ak, tp(ak+I ), tp(an » Е G2 

булса яна wз ва If/ ларнинг аник.панишига ва 

tp-I (ш(аl , ... ,а. ,tp(ak+1 ), ... ,tp(an ))) Е G1 булишига кура 

If/(wз (а ..... , а .. ,ak+p ... , аn ) = If/(tp -1 (ш(ар ... , ak, tp(ak+1 )'.0.' tp(aJ» = 
tp(tp-I (ш(а1 ,О •• , а .. ,tp(a.t+l ), ... , tp(an ») = ш(а1 '.00' ak, tp(ak+1), tp(an » 
= Ш(If/(а1 ), ... ,If/(a. ),If/(ak+1 ),.o.,If/(an » 

Такрорлаш учу" саволлар 

11. Яримгруппа деб нимага айтилади? 
111. Моноидга таъриф беринг ва мисол келтиринг. 

IV. Алгебра 1Ушунчасига мактаб математикасидан мисоллар кел-

тиринг. 

У. Алгебранинг 1Ури I<андай аник..ланади? 
VI. Алгебралар гомоморфизмини 1УШУНТИРИНГо 
УН. Изоморфизм, автоморфизм таърифидаги умумий, фарк.пи шарт-

ларни аник..ланг. 

УIII. Биектив акслантиришлар изоморфизм була оладими? 
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Машк;лар 

1. А = {е,а} тупламда бинар алгебраик амал куйидаги жадвал орк.али 

аник.ланган: 

1: I ~J§ 
А туплам ушбу амалга нисбатан к.иск.артириш бажариб булмайдиган 

ярим группа эканлигини исботланг. 
2. Натурал сонлар туплами купайтириш амалига нисбатан ярим группа 

таш кил этишини исботланг. 
3. Натурал сонлар туплами к.ушиш амалиган нисбатан ярим группа 

ташкил этишини исботланг. 
4. Барча мусбат рационал сонлар туплами булиш амалиган нисбатан 

группоид булади, лекин яримгруппа ташкил этмаЙди. Исботланг. 
6. Гомоморфизмлар композицияси яна гомоморфизм эканлигини 

исботланг. 
7. Алгебралар изоморфизми эквивалентлик муносабати эканлигини 

исботланг. 

8. Алгебраостилар кесишмаси яна алгебра булишини исботланг. 

1I.3-§. Группа. х,алк;а. Группалар, х.алк;алар гомоморфизм" 

1I.3.1-таъриф. Бизга (2,1) mурли (G,*,l) Шlгебра бериган булuб НJlйидaги 

uюрmлар бажаРUЛСllН: 

1. * -бuнар Шlгебраик аАlШl ассоциатив, яъни Va, Ь, с Е G учун 

(а* Ь)*с = а* (Ь *с) булсин. 

2. G да нейтрШl элемент мав:жуд, яъни Va Е G учун шундай е Е G 
mоnuлuб, е * а = а uюрт бажарzU/сuн. 

3. Хар 1\йндай а Е G учун а'*а = е БУлсuн. 
у ~олда (G,*, ')- Шlгебра группа деЙZUlадu. 

Группадаги амал коммутатив, яъни Va,b Е G учун а * Ь = Ь * а шарт 
бажарилса, бундай группа абель груnnаси деЙилади. Бундай группалар, 

группалар назариясидаги юк.ори даражали тенгламаларни ечилиши 

муамоларини к.УЙган и. Г. Абель шарафига абел группалари деб номланган. 

х,ар бир а Е G элемент учун а'Е G элемент а элементга чапдан 

сuммеmрик деЙилади. Гурппадаги элементлар сони унинг тартuбu 

деЙилади. Агар группа тартиби натурал сондан иборат булса, бундай группа 

чеклu тартибли группа, акс х.олда чексuз тарmиблu группа деЙилади. 

Группада * - бинар алгебраик амал "+"- кушиш амали ёки 
купайтириш амали булиши мимкин. 

Бирлик элементи купинча е ёки 1 оркали, нолни "О" - оркали, а га 

тескари элементни a- I
, а га к.арама-карши элементни - а оркали белгилаш 

кабул К,илинган. 
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Группадаги бинар алгебраик амал "8" булса, бундай 
мультunлuкатuв группа, "+" булеа аддитив группа деЙмиз. 

амални купайтириш деб I\араш ёзувни ихчамлаштиради, 
мультипликатив группанинг терминларидан фоЙдаланамиз. 

группани 

Группадаги 

шу еабаб, 

1I.3.2-теорема. Груnnадаги uxтuёрий элементга чаn тескари элеменm, 
шу элементга унгдан -1ам тес кари БУладu. 

Исбот. Группага тегишли Va элементга чапдан теекари а- I элемент, 

унгдан х-ам теекари булишини куреатамиз. Шартга кура а- I 
8 а = е ундан 

ташк,ари ~-Iyl элемент а- I га чапдан теекари элемент булеа щ-I уl • а- I = е 
булиши х-ам равшан у х-олда, группа таърифининг 2 ва 3 шартларига кура 
а 8 0-1 =e(p8a-I)=fa-lyI8a-I)(p8a-I)= (p-I)-I«I1-1 8a):1-I)=(I1-I)-1 8~a-I)=(I1-I)-1 8а- ' =, 

Шундай l\ИЛиб а· а-I = е, яъни а- ' элемент а элементга унгдан 
теекари элемент экан. 

П'з'з-теорема. Группада унг бuрлuк элеменm, чаn бuрлик элемент 

БУладu. :""' ........ --
Иебот. Группа таърифи ва П.3.2-теоремага кура 

-1) -I"\.-, 
а • е = а • (а • а = (а • а ,)'" = еа = а . 

1I.3.4-теорема. Группада бuрлuк элемент ягонадир. 

Иебот. П.3.3- теоремада чап бирлик элемент унг бирлик элементга 

тенглигини куРсзтдик. Бу элементни груnnанинг бuрлuк элемент и деб 

атаЙмиз. Энди иккита е l ва е2 бирлик элементлар мавжуд деб фараз 

l\ИЛаЙЛик. У X-OJща еl = еl • е2 = е2 • еl = е2 
1I.3.5-теорема. Группада uxтuёрuй элемент учун ягона тес кари 

элемент мав:ж:уд. 

Иебот. )(.аl\Иl\атдан аl элементга a l-
I ва а;1 теекари элементлар мавжуд 

б ~ -1 -1 -1 -1) -1 ) -1 -1·-1 
УЛСИН,ух-олда а1 =аl .е=аl ~.a2 =(РI ·а .а2 =е 8 а 2 =а 2 

П.3.6-теорема. Груnnанинг uxтuёрuй а ва Ь элементлари учун ах = Ь 
ва уа = Ь тенгламаларнuнг -1ар бuрu ягона ечuмга эга. 

Иебот. х = а- I 
• Ь ва у = ь. а- I элементлар мое равишда бу 

тенгламаларнинг ечими булиши аён. Фар аз I\илайлик ах = Ь тенгламанинг 
иккита Х1 ва Х2 ечимлари булеин. У х-олда ах l = Ь = ах2 ёки ах l = ах2 • Бу 

тенгликнинг иккила томонини а-I га купайтиреак а- 1 
8 (ax l )= а- I 

8 (ах 2 ) ёки 

~-la)"1 = ~-la)"2 у х-олда еХ1 = ех2 демак Х1 = Х2 БУлади. Иккинчи тенглама 

ечими ягона булиши шунга ухшаш исбот I\ИЛИНади. 

1I.3.7-натижа. Груnnанинг uxтиёрий а,Ь,с элементлар учун а. Ь = а. с 

ёки ь. а = е • а булеа а = с БУладu. 
1I.3.8-натижа. Группада uxтиёрий а,Ь,с элементлар учун а. Ь = е ёки 

е • Ь = е булеа, Ь = е = е БУладu. 
1I.3.9-натижа. Груnrюда ихтиёрий е элемент учун (р-I уl = а, яъни а- ' 

элементнuнг тескариси а элементдир. 
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II.З. t О-натижа. ГруппаНIIШ Itxmllёрllй а, Ь ЭЛI!Мl!нmлар учун а. Ь = е 

булеа а ва Ь эле/t1ентлар бllр-бllрuга теекаРII элеJltенmлардllР· 
Бу натижаларнинг иеботи Юl\оридаги теоремалардан бевоеита келиб 

чикади, шунинг учун уларнинг иеботини Уl\увчиларга машк еифатида 
I\олдирамиз. 

Группалар назарияеида гомоморфизм, изоморфизм, группаости 

тушунчалари алгебрадаги мое тушунчаларнинг хуеуеий холлари булиб, улар 

l\Yйидагича киритилади: (G,.,-I) ва (ff,.,-I) группалар берилган булиб, 

h : G ~ Н, G ни Н га акелантириш булеин. У холда Va,h Е G учу н 

h(a. Ь) = h(a). h(b) ва h(a- I) = (h(a»-I шартлар бажарилеа, h - гомо.морф 

акелантириш деЙилади. Агар h -инъектив булеа, мономорф~ еюръектив 

булеа, эпuморф; биектив булеа, изоморф акелантириш деЙилади. 

II.З.9-таъриф. (G,., -1 ), (Н ,_, -1) группалар берилган булсин. Агар G ни Н 
га акслантирадuган камида биmта изоморф акслантириш мав:ж:уд булса бу 

группалар изоморф_дейилади ва G ;: Н op~и белгиланади. 

II.З.IО-таъриф. Группани УЗ/lни уз ига гомоморф акслантирuш 

эндОМОРфll3М, узига УЗllни uзоморф акслантuриш афтоморфuзм деЙиладu. 

П.З.l1-теорема. (G,-, -1), (H,-:I) группалар берилган булсин. G ни Н га 
аксланmирадиган rp G -+ Н -акслантириш гомоморф 

учун G даги бинар шtални са~аш етарли, 

'Р( а • Ь) = 'Р( а) • 'Р( Ь) БУЛllши еmаРЛIl. 

акслантириш булишu 

яъни 'tIa,b Е G учун 

Исбот. Берилган группаларнинг бирлик элементлари мое равишда е ва 

е' булеин, у холда 'Р(е) = е' . Х,акикатдан хам, (О(е) = (О(е. е) = (О(е). (О(е) . 
Демак, е'= /р(е) - /p(e)·1 = (/р( е) -/р(е»/р(е) -1 = /р(е). (/р(е) ./р(е) -1) = /р(е) 'tI а Е G 

учу н /p(e)='P(a.a-I)='Р(а)./р(а- l ) у холда 

/p(a-I)=/р(е).'Р(а)-1 =e'.'P(a)-1 ='Р(а}-I,яъни 'P(a-I)=/p(a)-I 

II.з.t2-теорема. ГРУl1llалаРНIIнг IIЗОМОРфIlЗ.J\Ш экви6аленmлuк 
.цуносабатидuр. 

1I.3.13-мисол. R+ -муебат хаl\ИI(ИЙ еонлар туплами булеин. R+ хаl\Иl\ИЙ 

еонларни купайтириш ва теекариеини олиш амалларига нисбатан 
мультипликатив группа ташкил l\ИЛади. 

R - хакИI\ИЙ сонлар туплами эеа к;ушиш ва "арама- I\аршиеини олиш 
амалларига ниебатан аддитив группа хосил l\ИЛади. Бу группаларни мое 

равишда (R+ ,.,-1) ва (R,+,-) ОРl\али белгилЗЙЛик. (О: R -+ R+ (О(Х) = ех
бие""ив акслантириш булиб V'XpXz Е R элементлар учун 

tp(X1 + Х2 ) = еr,+Ж, = е" • er, - tp(xl ). tp(Xz ). 

1I.3.I4-таъриф. Группанинг гpynnaдaгu амалларuга НlIсбаmан ёnи~ БУш 
бу:шаган тУГL'lамостuси группаости деЙиладll. 

(С .• , -1 )-группа берилган булеин. У холда таърифга кура Н * 0 ва 
Н с G тупламости группаости булишн учун 'tIa,h Е Н элементлари учун 

а·ЬЕН ва a-1сН бу.1ИШИ етаРсlИ. У холда a 8 a- l =еЕН Яъни 



f1>уппанинг нейтрал элементи f1>уппаоети учун х.ам нейтрал элемент экан. 
Н с G булганлиги учун группаостида х.ам "." бинар алгебраик амал 
ассоциативдир. Шундай l(ИJ]иб, группаости х.ам уз навбатида группа х.оеил 
l(ИJ]ар экан. 

П.3.15-теорема. (G,., -1) группа беРШ1ган булсuн Н * 0 н с G 

тУfVlйМости груnnаости булuшu учун Va,b Е Н элеменmларu учун 

а • Ь -1 Е Н булuшu зарур ва етарлu. 
Исбот. Агар (j{,.,-I) группаости булеа, Va,bEH учун а.ь- I ЕН 

булиши равшан. Фараз к.илайлик Va,b Е Н учун а. ь- I Е Н булеин. У х.олда 

хуеусан а = Ь булеа а· а- I = е Е Н булиб, бундан Ve,b элементлар учун 

ееь- I Е Н, яъни Vb учун ь- I Е Н булиши келиб чик.ади. Агар Va,b Е Н 
учун а е ь- I Е Н шартда Ь ни ь- I билан алмаштиреак, Va,b Е Н учун 
а е Ь Е Н булиши келиб чик.ади. Яъни Н - группаости экан. 

П.3.16-теорема. Группаости БУЛllШ .муносабаmu НО1{L1/11ЪUЙ mарmuб 
муносабатдuр. 

П.3.17-теорема. (G,., -1) группанинг f1>уппаостиларидан иборат буш 
булмаган В тупламнинг барча элементларининг киеишмаеи яна группаости 
булади. 

(G,., -1) группа ва С нинг буш булмаган ryпламоетиеи М бирилган 

булеин. М с G
a 

шартни к.анотлантирадиган (С,е, -1) нинг барча 

(Ga;e, -1) f1>уппаостиларнинг киеишмаеи М mуnлам яраmган груnnаосmи 

дейилади ва бу f1>уппаости « м > -1,.) орк.али белгиланади. Агар М -бир 
элементли туплам булеа, бу f1>уппа ЦUЮlUК группа деЙилади. 

П.3.18-мисол. М = {l,2, ... , h} туплам берилган булеин. М ни М га 

акслантирадиган х.ар к.андаЙ биектив акелантириш М ryпламда аник.лаган 

урuнга IfYйUШ деЙилади. М тупламда аник.ланган барча урнига к.УЙишлар 

т)iпламини S" орк.али белгилаЙмиз. S" да иккита ер ва lIf урнига 

I\)iйишларнинг композициясини Vx Е М учун rp о IIf(X) = rp(V/(x» куринишда 

аникдаеак, S" туплам « о » амалга нисбатан f1>уппа ташкил этади. 
Хак.ик.атдан х.ам, иккита биектив функцияларнинг композицияси яна 

биектив функция булиб, аесоциативдир. )(ар к.андаЙ биектив функцияга 

тескари функция мавжуд, ер(Х) = Х тенглик билан аник.ланган урнига к.УЙиш 

эса композиция амалига нисбатан нейтрал элементдир. 

Бу мисолни n = 3 учун куриб чик.ишни ук:увчиларга х.авола киламиз. 
1I.3.19-мисол. Мунтазам k-бурчакни диагоналлари кееишган нук.та 

атрофида 2к • n, k = 3,4, ... , n -1 бурчакларга буришлар туплами, буришларни 
k 

кетма-кет бажариш амалига нисбатан f1>уппа х.осил к.илади. 

1I.3.20-мисол. С -текиеликдаги векторлар ryплами булеин. У х.олда G 
векторларни к.ушиш амалига нисбатан f1>уппа х.осил килади. 
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1I.3.21-мисол. (1:',-'-,-) -бу'ryн сонлар аддитив группаси (Q,+,-) 

рашlОНал сонлар аддитив группасининг группаостисидир. 

1I.3.22-мисол. (Q,+.e,·I) -мусбат рационал сонлар мультипликатив 

группаси (R' ,е, 1) мусбат хакик:ий еонлар мультипликатив группаеининг 

группаоетиеидир. 

(К'+ .) б 1I.3.23-таъриф. А-гар l<J1йuдаZII utарmлар бажарш/са .• Шlге рага 

ЯРllМ~ал'«1 деЙuпадu. 
(l)\f(a,b,c Е К)(а + Ь) + с = а + (Ь + с); 

(2)\f(a,b Е К)а + Ь = Ь + а; 
(З)(\f а, Ь, х Е К)(а + х = Ь + Х => а = Ь) 1\ (х + а = х + Ь => а = Ь); 

(4)\f(a,b,c Е К)(аеЬ)ее = ае(Ьес); 

(5)\f(a,b,c Е К)(а + Ь) е е = аn+ Ьс) 1\ (е е (а + Ь) = са + сЬ). 
1I.3.24-таъриф. Агар (K,f,-,.) (2,1,2) mУрЛIl Ш/гебра учун 1{Уйuдагu 

IIшрmлар ба.Ж'арuлса 

(1) (К,+,--,) абельгрупnаСII, 

(2) (K,.)-ярu.М группа. 

(3) Va,b,cEK учун ае(Ь+е)=аеЬ+аес ва (Ь+с)еа=Ьеа+сеа у 

~олда (К,+,-,е)- алгебра ~аЛJ.;а деЙuпадll. 

(К .+,-,) аДДИТI1В группанинг нейтрал элементи ~Ш/~аНlIнг ноли 

дейилади ва О орк:али белгиланади. 

Z халк:а унда бажарилган "." -амалнинг хоееаларига мое равишда 

номланади. Агар купайтириш амали аееоциатив булеа, халк:а ассоцuаmllв 

~Ш/~а, купайтириш амалига нисбатан бирлик элемент мавжуд булса, халк:а 

бирЛIIК элеменПU1U ~Ш/'«1..деЙилади. 

Агар халк:адаа -:;:. О ва Ь :;':. О элементлар учу н а е Ь = О булеа, а нолнинг 
чап булувчиеи, Ь эеа нолнинг унг булувчиеи деЙилади. Нолнинг хам чап, 
хам унг булувчиеи булган элемент НОЛНlIнг булувЧIlСU деЙилади. Биз асосан 

бирлик элементга эга булган аесоциатив халк.аларни урганамиз. х.алк.анинг 

бирлик элементини одатда 1 орк.али белгилаЙмиз. 
1I.3.25-таъриф. Нолнинг булувчиларига эга булмаган ассоциатив, комму

татив халк.ада 1 :;':. О шарт бажарилса, бундай халк.а буmунлик сщасu деЙилади. 
1I.3.26-мисол. Z -бутун сонлар ТУIUIами +,-,. амалларига нисбатан 

халк:а булиб, (Z,+,-,e) оркали белгиланади. Бу халк:а бутунлик сахасидир. 

П.3.27-мисол. К = {О.е,а,Ь} тупламида +,-, •. амаллари J<Yйидаги 

жадваллар орк:али берилган булеин: 

.1~ 

~ о I е I а I ь I 
о I о I о I о I о I 
е I о I е I а I ь I 
а I о I а I о I а I 
ь I о I ь I а I е I 



(К, ffi, в, 0) алгебра коммутатив, ассоциатив, бирлик злементга зга 
булган х:алl(адир. Лекин а. а = О , булиб а нолнинг БУливчисидир. 

1I.3.28-теорема. (К,+,-,-) ~ал~ берuлган булuб а,Ь,е лар ~шщанuнг 
uxтиёрий элеменmларu булеuн, у ~олда 

(/) шар а + Ь = а булеа, Ь = о. 
(Щ шар а + Ь = О булеа, а = -Ь 
(/Щ - (-а) = а. 
(/V) о· а = а • О = О 
(V) (-а)(-Ь)=а-Ь 

(V/) (а-Ь)-с=са-Ьс 

(V/I) c(a-Ь)=са-сЬ. 

Исбот. 1, 11, Ш, IV тасдик,лар (К,+,-,) -коммутатив группалигидан 

бевосита келиб ЧИI(ЭДИ. (VI)- хоееанинг иеботини келтирамиз. 

а • О = а(О + О) = а • О + а • О => а - О = а - О + а - О => а - О = О 
О • а = О тенглик шунга ухшаш иебот I(ИЛИНади. 
(У) тсадИI(НИНГ иеботи. 

( -а) - Ь + а - Ь = «-а) + а) - Ь = О - Ь = О . Демак. (-а). Ь = -(а- Ь) ; 

у х:олда аЬ = -(-а) - Ь . Энди 
(-а) - (-Ь) + (-а) - Ь = (-а)(-Ь + Ь) = (-а) - О = О ни х:исобга олсак 

( -а)( -Ь) = -(-а) • Ь = аЬ . 
(УII) таеДИI( (VI) га ухшаш иеботланади. 
1I.3.29-таъриф. (К,+,-,-) ва (К',+,-,-) ~ШЩШlар берuлган булеuн. К ни 

К' га акслантuрадuган ва (К,+,-,-) :{ал~нuнг :{амма амалларuнu 

caк;naйдllгaH rp : К ~ К' акслантuрuш гомоморф акеланmuрuш деЙuладu. 
Одатдагидек qJ -инъектив булеа, мономорф; еюрьектив булса эпuморф; 

биектив булеа изоморф акелантириш деЙилади. Халl(ани узини-узига 

гомоморф акелаlПИРИШ эндоморфuзм; изоморф акелантириш зса 

автоморфизм деЙилади. 
ху дди алгебрадагидек х.алl(алаР·нИНг . изоморф из ми зквивалентлик 

муноеабати булиб, ИЗОМОРФ х.алl(алар(К,+,-,-) == (К',+,-,-) ОРl(али 

белгиланади. 

1I.3.3О-мисол (Z,+,-,-) БУ1УН еонлар х.алl(аеи (К, ffi, в, 0) 11.3.27-
мисолдаm х.ал1(3 булеин, у х.олда rp : Z ~ К , 

O,agar z = 4k; 

e,agar z = 4k + 1; 
qJ(z) == ~ 

a,agar z = 4k + 2; 

b,agar z = 4k + 3 

акслантириш гомоморфизмдир. 
Х,ал1(30СТИ 1)'шунчаеи х:ам, алгебраости тушунчаеи каби киритилади. 
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1I.3.31-таъриф. (К .+,-.8) ~агща 6ер"лган 6У//С/ll/. " эса J\ нuнг 6YUI 

бул.ншан mYn~aмoemucи. 6У//СllН. 

Агар L myn~aM К даги +,-,- амалларuга Нllс6аmан ~гe6paиK ёnu~ 

б}жа. ЯЪНlI Va,b Е L учу" а + Ь Е L, а 8 Ь Е L, - а Е L шаРПUIGР 

бо.жарuлса (L.+.-.- )-аше6ра (К .+.-,-) >tаш;аНlIнг >ta~~aocmllcu деUllлади. 

х,алl\аости уз навбатида х.алl\а булиши равшан, чунки Х,алк:а 

таърифининг I\олган шартлари L с К муносабатдан келиб чик:ади. 

II.3.32-теорема. ХШ/l~анинг ноли >t~~аостининг >taM ноли 6улади. Агар 
>tа~~да кjJnайтиришга нис6ата// нейmр~ эле.мент мавжуд 6улеа. 6у 

JлеAlеlf/ll L учун >taм кjJnайmuрuшга НlIс6аmан Heйтp~ элемент 6уладu. 

Такрорлаш учу" саволлар 

6. Группа таърифини келтиринг. Унинг асосий хоссаларини аЙтинг. 
7. Аддитив, мультипликатив группаларга алгебра, геометрия курсидан 

мисоллар келтиринг. 

8. Группалар гомоморфизмининг к:андай l)'рларини биласиз? 
9. Х,ар к:андай гомоморфизм изоморфизм була оладими, ёки аксинча? 

10. Группалар автоморфизми нима? 

11. Группаости l)'шунчасига мисоллар келтиринг. 

12. Х,алк:анинг I\андай l)'рларини биласиз? 

13. Халк:алар гомоморфизми, изоморфизмига мисоллар келтиринг. 

14. Х,алк:алар автоморфизми таърифини баён к:илинг. 

15. Х,алк,аостилар кесишмаси яна Х,алк:аости булишини исботланг. 

Машк:лар 

Куйидаги тупламларни мультипликатив группа таш кил зтишини 
исботланг: 

G = {а + b.J21 а, Ь Е Q, а2+ ь2 > О} 
G = {а + ыFзI а, Ь Е Q, а2+ ь2 > О} 

G = {[: -аЬ] I а, ь Е R, а2 + ь2 > О} 
G = {[Sinlp -Sinlp]11p Е R} 

SIП Ip COS Ip 

G = {2 Z I z Е Z} 
2. Куйидаги тупламларни аддитив группа таш кил зтишини исботланг: 

G = {а + bi.J21 а, Ь Е Z } 
G = {а + ьFзI а, Ь Е Z } 

G = { 7~ I а Е Z, k Е N } 

G == {а - Ь ГР I а , Ь Е Z ; Р - туб сон} 
Куйидаги тупламларни халка ташкилзlИШИНИ исботланг: 



[а -Ь] К = {ь Q I а, Ь е3 Z } 

G = {а + ьГР I а , Ь е Z ; Р - "l)'б сон }; 
< Z s; +,. >. 

I<,yйидаги алгебралар орасида изоморфизм урнатинг: 
<{2 Z lzeZ}; .,-1,1 > л <Z;+,-,O>_ 
< Z; +, -, О> л < 2Z; +, -, О>. 
< {а + Ы I а, Ь е R л j2 = -}}; +, - , О > л < R 2; +, - , о >_ 
< {а + ЬГР I а, Ь е Q }; +,. > л < {а - ЬГРI а, Ь е Q }; +,. >. 

1I.4-§. Алгебраик системалар. Алгебраик системалар гомоморфизми 

1I.4.1-таъриф. А*"0 mу1Vlам учун п- А mУ1Vlамда аниl{J1анган амШlлар 
mУ1Vlами, П' - А mУ1Vlамда аНUl{J1анган муносабаmлар mУ1VlОоми булсин. У 
~олда (А,П,П")- mарmuбланган УЧJlик- Шlгебраик система деUилади. 

А -т}inлам Шlгебраuк сисmеманинг асосий mY1VlG.Ми, n -алгебраик 
сисmеманинг бош G.Мшrлари mY1VlG.Ми, П' - Шlгебраик сисmе.манинг бош 
.муносабаmларu mУ1VlйМи деЙилади. 

Х,ар I<андай n -уринли алгебраик амални (n + 1) - уринли алгебраик 

муносабат сифатида I<арашимиз мумкинлиги аён. Х,аl(Иl(атдан хам, 

ш : А· ~ А n -ар алгебраик амални 

R", = {(а" ... ,аn);ш(а" ... ,аn ) I Va" ... ,Gn е А} n + 1 уринли муносабат 

дейишимиз мумкин. Агар (А,О,О') алгебраик система берилган булса, уни 

А туnлам ва унда берилган Q U О' - муносабатлар тупламидан иборат 
(А,О UQ')- жуфтлик сифатида I<арашимиз мумкин. Айтилганларни хисобга 
олсак I<Yйидагиларга зга БУламиз. 

1I.4.2-таъриф. А*"0 mу1Vlам, унда аНUl{J1анган n - муносабатлар 
mY1VlG.МидaH uбораm (А,П) жуфmлик Ш1гебраик система деЙилади. 

1I.4.3-таъриф. (А,П.) ва (В,П z > Ш1гебраик сuсmеМШlар берилган БУлсин. 

Агар п. ва П2 - .муносабаmлар mУ1VlйМи орасида бuектuв мослuк урнаmилган 

булuб, наmuжада п. даги ~ap бuр n - урuнлu ш. муносабатга n l да ~aм Шz 
k-урuнлu .муносабаm .мое келса, бу Ш1гебраuк сuстеМШlар бuр хил турли 

сuсmе.мШlар деUиладu. 

1I.4.4-мисол. Z - БУ1УН сонлар туплами, унда бажарилган +,-,0,1 

амаллар ва ~ муносабатга нисбатан алгебраик системадир. Уни (Z,+,-,O,I,~) 

ОРI<али белгилаймиз ва бутун сонлар сисmемаси деб атаймиз. 

1I.4.5-мисол. Z - БУ1УН сонлар туnлами, 2 Z эеа жуфт бутун еонлар 

туnлами булеин, у холда (Z,+,o,~) ва (2 Z,+,o,~) алгебраик еиетемалар бир 

хил "l)'рли алгебраик системалардир. 

(А,П.) ва (В,Пz > бир хил турли алгебраик системалар берилган булиб, 

Ш1 е (21 n - ар муноеабатга Шz Е П z n - ар алгебраик муноеабат мое I(уйилган 
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БУлсин. Агар, А тупламни В тупламга акслантирадиган 'р: А ~ В 

акслантириш берилган булиб, VG1, ... ,Gn Е А элементлар учун (ар ... ,Йn)Е W. 

булишидан (rp(al) ... ·,rp(an » Е Ш1 булиши келиб чикса, rp акслантириш, R. 

муносабатнu сm;лайдu деб атаЙмиз. А тупламни В тупламга 

акслантирадиган rp А ~ В акслантириш П. даги хар бир Ш1 муносабатни 

сакласа, бундай акслантириш (А,П.) алгебраик системани (В,П 2 ) алгебраик 

системага го},lОморф акслантuр"ш деЙилади. Худди алгебралардагидик 'Р

сюръектив булса, эnиморфuз.~I; инъектив булса мономорфизМ; биектив булса 

изоморфизм деЙилади. 

Системаости тушунчаси хам алгебраости тушунчасига ухшаш усулда 

киритилади (А, п.) ва (В, 02) бир хил турли алгебраик системалар берилган. 

А с В, ва т. Е О. n - ар муносабатга W 2 Е П2 n - ар алгебраик муносабат мос 

куйилган БУлсин. Агар Val, ... ,Gn Е А учун (й., ... ,а.) Е W., булишидан 

(Йl'".,а.) Е W 2 булиши келиб чик.са т. муносабат Ф2 муносабаmнuнг А 
ту/Vlам бuлан чеклангани деЙилади. Агар (А,П.) системадаги х,ар бир 

w. Е Омуносат бу муносабатга 02 тупламдан мос булган wz муносабатнинг 
чеклангани булса, у х,олда (А,П.) алгебраик система (В,П 2 ) Ш1гебраuк 

системанинг системаостиси деЙилади. 

Алгебраик системага хос булган бошк.а тушунчалар ва баъзи теоремалар 

алгебрадагиларга мос равишда ифодаланади. Алгебраик системалар х,ак.ида 

туликрок маълумотлар олишни истаган укувчиларга атокли математик 
А.И.Мальцевнинг «Алгебраические системы» номли рисоласига мурожаат 

килишни тавсия киламиз. 

Такрорлаш учу" саволшф 

6. Алгебраик системага таъриф беринг. 
7. Академик лицей, мактаб математикасидан алгебраик системага до ир 

мисоллар келтиринг. 

8. Алгебраик системалар гомоморфизмини тушунтиринг. 
9. Алгебраик системалар автоморфизми деб нимага айтилади? 
10. Алгебраик система системаости тушунчасига таъриф беринг. 

Машк:лар 

6. А = (А;+,), В = (В;Е&,®) алгебраик системалар берилган булиб, f 
биринчи алгебраик системани иккинчи алгебраик системага эпиморф 
акслантириш БУлсин. У х,олда куйидагиларни исбот к.илинг: 

1. агар биринчи алгебраик системадаги купайтириш амали к.Ушиш 
амалига нисбатан дистрибутив булса, у холда иккинчи алгебраик системада 
хам купайтириш амали кушиш амалига нисбатан дистрибутив булади; 
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2. агар биринчи алгебраик системадаги бирорта амал р хоссага зга 
булса, у х.олда иккинчи алгебраик системадаги унга мос амал х.ам шу хоссага 
зга булади (р-ассоциативлик, коммутативлик ва х..к.); 

3. агар биринчи алгебраик система х.алI<а булса иккинчи алгебраик 
система х.ам х.алI<а булади; 

4. агар биринчи алгебраик система майдон булса иккинчи алгебраик 
система х.ам майдон булади; 

5. агар биринчи алгебраик система жисм булса иккинчи алгебраик 
система х.ам жисм булади; 

7. )(ар I<андай А, В, С алгебраик системалар учун l\Yйидаги хоссалар 

уринли эканлигини исботланг: 

l)A == А; 

2)А == В => В == А; 
3)А == В л В == С => А == С. 
8. Агар А = (А;+,-,Р) Р майдон устида I\Yрилган е бирлик злементга зга 

ЧИЗИl\Ли алгебра булса, у х.олда бу алгебранинг Р майдонга изоморф булган 

к.исм алгебраси мавжудлигини исботланг. 

9. а,Д лар х] = 2 тенгламанинг иккита турли комплекс илдизлари 

БУлсин. У х.олда рационал сонлар майдонининг а,Д сонлар ОРI<али 

аНИl\Ланган алгебраик кенгайтмалари изоморф булишини исботланг. 

10. Бир бирига изоморф булиб, биринчисида I<ИСI<артириш бажарилиб 
иккинчисида I<ИСI<артириш бажарилмайдиган яримгруппаларга мисол 

келтиринг. 

П.5-§. Тартибланган алгебралар 

Тартибланган ярим группалар. 

II.S.1-таъриф. (А,+, >-) Ш1гебраик система учун 1\Уйидаги июртлар 

бажаРWlган булсин: 

1. (А,+ )-систе.ма яримгруппа. 

2. (А, >- )-тартибланган тущиIМ. 
з. Яримгруnnадаги Q,МШlЛарга нисбатан >- бинар муносабат монотон, 

яъни V'a,b,iieA учун a>-Ь=>а+с>-Ь+слс+а>-с+Ь. у ~олда (А,+,>-) 

тартибланган яримгруппа деЙWlади. 
1I.5.2-таъриф. Агар (А,+, >-) тартибланган ярuмгруnnа булиб, (А,+)-

Ш1гебра группа булеа, у ~олда (А,+, >-) система тартибланган группа 

деЙWlади. 
>- -тартиб муносабат мос равишда >- ЧИЗИl\ЛИ тартиб муносабат 

булса, (А,+,>-) ЧИЗИI\ЛИ тартибланган группа, агар I<УШИШ амали урнида 

купайтириш амали булса, у х.олда тартибланган яримгруппа - тартибланган 

мулътипликатив группа деЙилади. 
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1I.5.3-мисол. (N,+,·. 1) натурал сонлар системасида Va,b е N учу н 

шундай q натурал сон топилиб, а = Ь· q тенглик уринли булса, а натурал сон 

Ь наmУРШI СОllга БУЛ/luадu деймиз ва а:Ь оркали белгилаЙмиз. 
Бу муносабат натурал сонлар тУпламида антисимметрик, рефлекеив, 

транзитив муносабат булиб, купайтиришга нисбатан монотондир. Демах 

(N,,:) нокатьий тартибланган ярим группа БУлади. 
1I.5.4-мисол. Агар Va,b е N наryрал еонлар учу н шундай q натурал 

сон топилиб, а = Ь + q тенглик бажарилса, а натурал сон Ь натурал сондан 

каmmа деймиз ва о > Ь оркали белгилаЙмиз. 
(а>Ь)v(а=Ь)булса, a~b деб хисоблаЙмиз. (N,+,~) алгебраик 

система нокатьий чизик.ли тартибланган яримгруппа; (N,+,» к.атъиЙ 

чизикли тартибланган яримгруппадир. 

Тартибланган яримгруппанинг хоссалари. 

10.(A,+,» тартибланган яримгруппа булеин, Va,b,a',b' е А учун 
о> Ь 1\ а' > Ь' ~ о + о' > Ь + Ь' 

2° (А,+,» тартибланган яримгруппа n наryрал сон булса, Va,b е А 

учун a>b~n·a>n·b (n.c=fi+.;.+i!). 

з° Агар (А,+,> ) катьий чизик.ли тартибланган яримгруппа булеа 
1.Va,b,ceA учун (а+с=Ь+с)<=>(а=Ь)<=>(с+а=с+Ь). 
2. Va,b,ceA учун (а+с>Ь+с)<=>(а>Ь)<=>(с+а>с+Ь). 

Демак, хар кандай к.атъиЙ чизикли тартибланган яримгруппа 
кискартиришга эга булган яримгруппа булар экан. 

4°. Агар (А,+,> ) катьий чизикли тартибланган яримгруппа булеа, у холда 
1. V а, х е А (о + х = х) <=> (о + а = а) <=> (х + а = х). 

2. Vo,x е А (о + Х > х)<=> (о + о > а)<=> (х + о > х). 
3. Va,xeA (а>а+х)<=>(о>о+а)<=>(х>х+а). 

Бу хоссаларнинг исботи бевосита 'raърифдан келиб чик.ади. Миеол 
сифатида бир нечта хоесанинг исботини куриб чик.амиз. 

1 о. хоссанинг исботи: 
(А,+,» тартибланган яримгруппа булиб, а> Ьва а' > Ь' булеин, у холда 

таърифга асосан а + а' > а' + Ь ва а' + Ь > Ь' + Ь. Бундан > муносабаmинг 
транзитивлик хоссасига кура а' + а > Ь' + Ь 

2°. хоссанинг исботи: 
а> Ь тенгсизликни узини-узига n марта кушсак n· а> n· Ь БУлади. 
(А,+,» тартибланган яримгруппанинг а + а > а шартни к.аноат-

лантирадиган а элементи мусбат элемент деЙилади. Агар а> а + а шарт 
бажарилса, а яримгруппанинг манфий элементи деЙилади. 

(А,+,» катъий чизик.ли тартибланган яримгруппа булеин. Агар 

а + а -:;:. О шарт бажарилса, буни группанинг а,2а,3а, ... ,n· а, ... к.аторнинг бир 

хил хадлари мавжуд эмас. 0=20 булса, а = а + о шартга зид. Демак а -:;:. 2а . 
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Тартибланган яримх:аЛl(а 
II.5.5-таъриф. (А;+,,» Ш1гебра учун: 

1. (А;+,) ЯрlL"ЧШ1~. 

2. (А;+,» тартuбланганяримгруnnа. 

З. (А;+,» тартuбланган яримгруnnанuнг мусбат элеменrnларu 
тУfVlамида камuда бuтта элемент маижуд. 

4. 'Va,h Е А ва (А;+,» яримгруnnанинг с мусбат элементи учу" 

а> h => ас > Ьс л са > сЬ шарmлар ба:жарилса, (А; +,,» Ш1гебраик система 

тартuбланган ярим~Шl~; (А;+,» яримгруппа мусбат элемент и (А;+,,» 

ЯРUAt~Шl~нинг мусбат элементи деЙилади. 

Тартибланган яримх:алl\а, тартибланган яриммайдон "I)'шунчалари 
ке.лтирилган таъриф ёрдамида киритилади. Маеалан, (А;+"О,l;» алгебраик 

еистема тартибланган яриммайдон булиши учун 1- шартни (A;+"O,l) 

алгебра майдон булеин деб узгартириб, I\ОЛГан шартларни уз х:олича 
I\ОЛДИРИШ етарли. 

Агар (А;+,,» яримх:алl\ада 'Va,h Е А элементлар учун n· а > Ь шарт 

бажариладиган n натурал еон мавжуд булса, бундай яримх:алка архимедча 
тартuбланган ярu.м.x;Шl~ деЙилади. 

(N;+"O,l,» натурал еонлар яримх:алJ<аеида 'Va,b Е N учун k Е N 

топилиб, а = Ь + k шарт бажарилеа, а катта Ь деймиз, у х:олда (N;+"O,I,» 
алгебраик еистема I\атьий тартибланган ятимх:алка БУлади. Бу яримх.алка 
натурШ1 сонлар тарmибланган ярим~Ш1~си деЙилади. 

П.5.6-теорема. Агар (А; +" » тарmибланган ярим~Ш11<Р булса, 

'Va,b,a',h' Е А+ эле.менmлар учун а> Ь ва а' > Ь' шарrnлардан а· а' > Ь Ь' 

келuб чu~дu. 

Исбот. Агар а> h булеа, а Е А+ булгани учун а· а' > Ь Ь' У х:олда 

а' > Ь' ва Ь' Е А+ булгани учун а· а' > Ь . Ь' > муноеабат транзитив 

булганлигидан а· а' > h . Ь' БУлади. 
(А;+,,» тартибланган яримх:алl\а, (В,Е9,®) эеа (А;+,) яримх:алl\ага 

изоморф булган яримх:алl\а булеин. 'р: А ~ В изоморф акелантириш булеин. 

у х.олда 'Vh.,h2 Е В учун а. Е А Ь. нинг а2 Е А Ь2 нин г прообрази булеин. 
Агар а. > а2 булеа, Ь. элемент Ь2 элемент билан р муноеабатда деЙмиз. 

П.5.7-теорема. Агар (А;+,,» тарmибланган ярим~Ш1~а булса, 

(В,е,.,р) ~aм тартuбланган ярu.м.x;Ш1~ БУладu. Шунuнг билан бuрга > 
муносабатнuнг барча ХОССШlарu р учун ~aм урuнлu буладu. 

Исбот. Фараз l\ИЛайлик > А тупламда рефлексив бинар муносабат 

булеин. 'Vb Е В учун шундай а Е А мавжуд булиб, а> а БУлади. Демак, 

j(a.)p!(a2 ) ёки ЬрЬ БУлади. Демак, бинар муносабат В тупламда 

рефлексивдир. > бинар муносабат А тупламда чизик,ли тартиб муносабат 
булеин, у х.олда р х:ам В тупламда чизик,ли тартиб муносабат булади. 
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Х,акикатдан хам "V Ь\ ,h2 Е В ЭЛСI\\снтлар учун j(a\)= Ь\ ва j(a~)= Ь2 булеин. 
у холда а\ = а2 булеа,j-биектив булгани Ь\ = Ь2 БУлади. Агар а, > а! булеа, 

Ла\)рЛа2 ) ёки Ь\рЬ2 БУлади. Агар а! >а, булеа j(a2 )pj(a l ) ёки b2 pb l 

БУлади. Худди шундай > муноеабатнинг бошка хоееалари хам В тупламда 
бажарилишини текшириб чикиш мумкин. 

Чизик:ли тартибланган халк:алар. 

1I.5.8-таъриф. Агар (A~+,O,» чизи~1i тартибланган группа (А;+,О,.) 

алгебра ~Ш/к,а булса, у ~олда (А;+,О,.,» Ш/гебраик система чизи~и 

тартибланган ~Ш/к,а деЙllлади. 

1I.5.9-мисол. Буryн еонлар халкаеи, буryн еонлар халкаеида 

аникланган табиий тартиб муноеабатга ниебатан чизикли тартибланган 

яримхалкадир. 

Буryн еонлар халкаеида а - Ь > О булеа, а> Ь деЙмиз. Бу муноеабат 

буryн еонлар халкаеида чизикли тартиб муноеабатдир. 

Чизикли тартибланган халкада )-- тартиб муноеабат аникланган булеа, 

"Va,bEA учун (а>Ь)(;::> «а)--Ь)л (а:#:Ь)) катьий тартиб муноеабатдир. Агар 

< катьий тартиб муноеабат булеа, (a~b)(;::>«a>b)v(a=b)) муноеабат 

нокатьий тартиб муноеабат булади. 

1I.5.10-теорема. Чuз/(~и mарmllблангаu (А;+,О,.,» ~Ш/к,ада к,jйидагwюр 

урuнлu: 

,О «1 Е А+ )(;::> (а> О) 

20 ("VaEA) учун (a>O)v(a=O)v(-а>О) 

з О «1,ЬЕА+)учуu а ЬЕА+ 

40 "Va,bEA учун (a·b=O)~(a=O)v(b>O) 

50 "VаЕАла:#:Оучун а 2 >0 • 
60 "Vар а 2 ,а з , ... ,аll Е А учун 

z z z Z) О) «1, +а! +аз + ... +а. =0 (;::> (al =Ола2 =Ол .... лаll = . 

Исбоm. 10 -хоееанинг иеботи. а Е А+ булеа, таърифга кура а + а > О, У 
холда (а+а)+ (- а» а+ (-а):::::) а+ (а+ (-а))> О => а+О > О => а > О. 
Акеинча, а > О булеа, а + а > О + а => а + а > а. 

40 хоееанинг иеботи. а· Ь = О булеин а:#: О ва Ь:#:'О булеин, у холда 
куйидаги холатлар юз бериши мумкин: 

') (а>О)л(Ь>О) 2) (-а>О)л(Ь>О) 3)(-а>О)л(-Ь>0) 

4) (а>О)л(-Ь>О). 

Агар а>О ва Ь>О булеа, аЬ>О; 

Агар - а > О лЬ> О булеа, - аЬ > О ё аЬ < О ~ 
Агар (- а > О)л (- Ь > О) булеа, аЬ > О; 

Агар(а> О)л (- Ь > О) булеа, аЬ < О булиб, таедик шартга зид. 
Колган хоееаларнинг иеботи муетакил ишлаш учу н колдирилади. 
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Чизи~и тартибланган жисмлар. 

П.5.11-таъриф. Агар (Г; +,,0,» Шlгебраик система ЧU3UI9IU 

mарmибланган ~ШI~, (Г;+,,0,1) Шlгебра .жUСМ булса, у ~олда (Г;+"О;» 

Шlгебрик система ЧllЗиl9lU mартибланган .жUСМ деЙШlQдu. 
(Г;+"О,е,» жием учун к:уйидаги белгилашларни киритамиз: 

е 
a":F: О элемент учун a· 1 элементни -; CVa,b Е Т)л (Ь"# О) элементлар учун 

а 

ab' l урнига а·!!.. ва b-1a урнига !!... а деб ёзамиз. Агар е Е Т булса, 
Ь Ь 

е + '" + е = nе деб белгилаймиз. 
~ 

П.5.12-теорема. (Г;+"О,е,» чизик;ли тартибланган жием булеин. У 

хома к;уйидаги таедик;лар уРинли: 

10 е> О. 

20 Уа,ЬЕТ, а>оль>о=>(а.~>о)л(~.а>о} 

зО Уа,ЬЕ Т, а >Ь >О=> (а> (а+Ь) ;е >0 )л( а> ;е (а + Ь» о). 

40 УаЕТ л VnEN,n>l, (a>O)=>a>a._e->Ола>...!....-·а>О. 
n·е n·е 

Исбоm. 

1 о -хоееанинг иеботи. Т чизик.ли тартибланган жием булганлиги учун 
е ":F: О. У хома фак:ат е > О ёки фак:ат - е > О . 

- е > О булеин, у хома - е > О булгани учун (- е i > о ёки е > О. Демак 
- е > О були~ мумкин эмае. У хома е > О. 

20 -хоееанинг иеботи. а> О булеа, а'/ > О. Х,акикатдан хам, а ~ а'/ 

булеин. У хома а· О ~ ааО/ => О ~ е зиддият хаеил БУлади. Демак а
О

/ > О ёки 

е О О ~ е ~~ б' е о - > . а> ни унгдан - га купаитири , а· - > ни хоеил к:иламиз. 
а Ь Ь 

!!.. . а > О ни иеботи шунга ухшаш. 
Ь 
зО - хоссанинг иеботи. а > О, Ь > О дан а + а > а + Ь > О ёки 

(2е)·а>а'+Ь>О келиб чик:ади. Бу тенгеизликнинг уччала к:иемини (2ет 1 

га чanдан купайтиреак, а > ~(a +Ь» о ,(а+ Ь) (2 ·eJI > О хоеил БУлади. 
2е 

е 
а> (а + Ь ~ > о тенгсизликни иеботи юк:оридагидек бажарилади. 

2е 

40 -хоесанинг иеботи. а> О, а + а > а . Х,оеил булган тенгеизликка n - I 

марта а> О тенгсизликни хадма-хад к;ушиб, па> а ёки (n· е)а > а 
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тенгсизликни хосил киламиз. Натижада, тенгсизликни иккала кисмини 

)
-1 - - б е О (n е га чапдан купаитири , а > -- . а > ни ХОСI1Л I\иламиз. 

(n·е) 

40 -хоссанинг иккинчи I\ИСМИ (n· е)- а = а(n· а) дан келиб ЧИl\ади. 

1I.5.13-теорема. Агар (Т;+,,О,е,» архемедча чuзш~лu тартuбланган 

жuем булеа, у ~олда "iIa,b Е Т учун шундай n,т Е N мавжуд булuб, 

( 
n·е ) (а> Ь ? О)=> а> -- > Ь . 
т·е 

Иебот. а>Ь?Одан a-Ь>Ова демак (а-ьуl >0 ёки _е_>о х,осил 
а-Ь 

БУлади. Архемед аксиомасига асосан шундай n Е N топилиб, те> _е_. у 
а-Ь 

холда, «те)· (а - Ь) > е) => (а? а - Ь > (те)-' 

)
-1 

Архемед аксиомасига асосан шундай k Е N топилиб k· (т . е ? а. 

Албатта, k ~ I булиши аён. У х,олда (n + 1)- (т· е)-I ? а. шартни 
I\аноатлантирадиган энг кичик натурал сон n ни танлаб олсак, 

)
-1 

n·а>n·(m·е 

Демак. (n + 1)- (т· еУ' ? а > n· (те)-' 

1I.5.14-таъриф. (А,+"О,» чизиК,Ли тартибланган халl\а БУлсин. "iIa Е А 

учу н а, - а элементларнинг катraсини а элеменmНlIнг абсолют ~иймaти 

деб аталади. 

(А,+"О,» - чизиК,Ли тартибланган халк,ада "iIa Е А учун абсолют I\иймат 
куйидаги хоссаларга эга: 

1" 'аl = О ~ а = о. 
2" lal>O~a~O. 

3".1- аl = lal· 

4 о . а ::; 'аl л -а ::; lal. 

"iIa,b Е А учун 

5° 'а + ы� ::; laj + Ibl. 
6°·lal ::; Ь ~ -Ь ::; а::; Ь. 

7° 'а. ы� = lal·lbl. 

8" "iIa,b,k,l Е А (1::; а::; k л 1::; Ь::; k)=> la-bl::;k -1. 

Исбоm. Х,оссаларнинг исботи бевосита таърифдан келиб чик,ади. 
Масалан, IU - нинг исботини куриб ЧИl\амиз. 'аl = Обулса, таърифга асосан а 

ва - а нинг каттаси нолга тенг. Демак, а = О. 

Аксинча, а = О булса, а = О, - а = О булиб, 'аl = О БУлади. 



х,алк:ани тартиблаш. 

(К.+ ... О) х.ЗЛl(а берилган булеин. М туплам К тупламнинг 
ТУШIамостиси булиб, I(уйидаги 

1. 'VoeR учун (oeM)==>O:F-Ол-оеМ 

2. 'V о е К учун O:F- О ==> о е М v -о е М 
3. 'Va.b е М учун (о + Ь)е М v О· Ь Е М шартлар бажарилсин, у х.олда М 

тутам К тутомнинг мус60т элементлори mуnлами деЙилади. К х.ЗЛl(анинг 

мусбат элементлар тупламини К+ ОРI(ЗЛИ белгилаЙмиз. 

Фараз !(ИЛамик, K+:F- '" булеин. У х.олда 'Va.b Е К учун а - Ь Е к+ 
шарт бажарилса, а> Ь деЙмиз. ">" муносабат К ТУШIамда I(атъий чизиl(ЛИ 
тартиб муносабат булишини исбот I(иламиз. Хаl(Иl(атдан: 

1. 'VaeK учун o-а::ОеК+.Демак 'VaeK учунl(а>а) Яъни, >
антирефлексив муносабатдир. 

2. а> Ь булеин, У х.олда а - Ь Е К+ К+ нинг таърифига кура 

-(a-b)~K+ ёки b-аеК+ Демак, l(b>a). Шундай I(илиб, > 
антисимметрик муносабатдир. 

3. 'Va.b.c е К учун (а> Ь лЬ> с)==> а > с. Хаl(Иl(атдан х.ам, 

a-ЬеК' лЬ-сеК' булишидан (а-Ь)+(Ь-с)::а-СЕК+, яъни, а>с 

келиб ЧИl(ади. 

'Va:F- Ь учун а - b:F- О. Демак, К+ нинг таърифига кура а - Ь е к+ ёки 

- (а -Ь)е к, У х.олда а> Ь ёки а<Ь БУлади. 
Юl(оридагилардан > муносабат К х.алl(ада I(атъий чизиl(ли тартиб 

муносабат булади деб хулоса ЧИl(арсак БУлади. 

'Va.bEK учун а>Ь==>а+с>Ь+слс+а>с+Ь. Хаl(Иl(атдан х.ам, 

а> Ь ==> а - Ь е К+ ==> (а + с)+ (Ь + с)Е К+ . Демак, а + с> Ь + с. 

'Va.b Е К ва с Е к+ булеин, У х.олда а> Ь ==> а· с > Ь· с х,аl(Иl(атдан х.ам, 

(а > Ь) ==> (а - Ь е К+ )==> а . с - Ь . с :: (а - Ь)· с е к+ ==> а . с > Ь . с. 
Шундай l(ИЛиб, аник.ланган муносабат К ни I(атъий чизик.ли тартиб 

муносабати булиб, К ни тартибланган х.ЗЛl(ага айлантириши мумкин экан. 

Фараз I(ИЛ8ЙЛИК (К.+ ... О.» I(атъий Чизик.ли тартибланган х.ЗЛl(а булеин, 

у х.олда а> О шартни I(аноатлаитирадиган барча элементлар тупламини К+ 
ОРI(ЗЛИ белгилаЙмиз. Бу ТУШIам К х.ЗЛl(анинг мусбат элементлари 

тУШIамидан иборат БУлади. (исбот I(илиб куринг) ва к' :F- "'. 

Хулоса I(илиб зйтадиган булсак, I\9ЙИДаги теорема исбот I(ИЛИНДИ: 

П.5.1S-теорема. (К .+ ... 0.> )-~шщанu 'fllтьuu ЧUЗUI)ЛU mарти6лангаll 

~Шl1{ага айлантuрuш учун к+ :F- '" 6улuшu зарур ва етарли. 
П.5.16-теорема. (А+"О,>), (8+,,0'>1) ЧUЗUI)ЛU тарmu6ланган ~ал~алар 

6jлu6. (А+ ... О) ~ал'fll (8+ ... 0) ~ал'fllнuнг ~иCM ~ал~СU 6улсин. А+ А нинг, В' 
Внинг мусбат элементлар mуnламu 6Улсuн. >1 тати6 > mарти6Нliнг 

давОМII 6УЛUШII учун А+ С в+ шарm 6ажаРUЛIIUlU зарур аа еmаРЛl/. 
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I1сбоm. А+сВ+ БУлсин. Va.bEA учун a>b~a-bEA+ 

tI-ЬЕВ+)~(а>, Ь). 

Демак, 

Энди а>, Ь булсин У холда а * Ь. Демак, а - Ь Е А + ёки 

-(а-Ь)Е А+ Агар а-ЬЕ А' булеа, а>Ь 

Агар -(а-Ь)ЕА+ булеа, -(а-Ь)ЕВ+ Буэеа а>,Ь шартгазид. 

Такрорлаш учун саволлар 

1. Тартиб муноеабати деб нимага айтилади? 
2. Тартиб муноеабатининг турлари. 
3. Чизик.nи тартибланган туплам деб нимага айтилади? 

4. Тартибланган яримгруппа деб нимага айтилади? 
5. Тартибланган группа деб нимага айтилади? 
6. Тартибланган яримхалl\а деб нимага айтилади? 
7. Тартибланган халl\а на тартибланган майдон нима? 
8. Чизик.nи тартибланган алгебралар деб нимага айтилади? 

Машклар 

1. Бутун еонлар мультипликатин группаеини чизик.nи тартиблаш 

мумкин эмаелигини иеботланг. 
2. К,ИСl\артириш бажариладиган коммутатин яримгруппа муебат 

элементларининг йигиндиеи мусбат булишини иеботланг. 

3. К,атьий чизик.nи тартибланган яримгруппа муебат элементларининг 

йигиндиеи муебат булишини иеботланг. 

4. Яримгруппа чизик.nи тартибланган булиши учун унинг ихтиёрий 

чекли буш булмаган тупламоетиеи фак.ат битта энг катта элементга эга 

булиши зарур на етарли эканлигини иеботланг. 

5. Тартибланган коммутатив, к.иек.артириш бажариладиган 

яримгруппада муебат элементдан катта булган элемент муебат булмаслиги 

мумкинлигини иеботланг. 

11.6- §. Нормаланган майдонлар 

(A+.,O,l) майдон ва (P;+"O,l;» чизик.nи тартибланган майдон берилган 

булеин. 

л А ~ Р акелантириш учун к.УЙидаги шартлар бажарилеин: 
1 V а Е А учун л( а) ~ О . 
2. л( а ) = О <=> а = О . 

3. Vа,ЬЕА,Л(а·Ь)~Л(а) Л(Ь). 

4. Va,b Е А, л(а + Ь) ~ л(а) + л(Ь) 
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у холда л акслантириш А майдонда Р чизикли тартибланган майдон 
ОРJ<;али аник.ланган норма деЙилади. (А. Р. л) учлик эса нормаqанган майдан 

деЙилади. А майдон эса Р чизикли тартибланган майдон орк.али л норма 
БWlан нормаланган майдан деЙилади. 

АдаБИётларда ..1.(а) ни урнига баъзан Ilall ёзув ишлатилади. 
1I.6.1-мисол. R тартибланган ха"ик.иЙ сонлар майдонида л: а ~ lal 

акслантириш норма БУлади. 

1I.6.2-мисол. А ихтиёрий майдон R ха"и"ий сонлар майдони булеин. 

{ 
l,agar a:;t: О; 

'rf а Е А учун )J(Q)= 
О, agar а=О. 

у холда )J норма булишини текшириш "ийин эмас. (A,R,)J) учлик 

та.ртибланган майдон булиб, )J mрuвuал норма деЙилади. 

П.6.3-мисол. Р чизик,ли тартибланган маЙДон булеин, у холда а ~ lal 
акслантириш р да норма БУлади. 

П.6.4-мисол. Q рационал сонлар майдони булеин, Р 1)'б сон, В эса 
(0,1) интервалга тегишли бирорта рационал сон булеин, яъни О < В < 1 
булеин. 

Ихтиёрий а рационал сонни а=р" .~, (p,a)=l,(p,b)=l, nEZ 
Ь 

шартларни "аноатлантирадиган "илиб ёзиб олиш мумкин. Маеалан, 

1 7 б~ 70 7 А 7 б~ з-3 7 Р = , а = - улсин а = . - . гар а = - улеа, а = - куринишда 
8 8 27 1 

ёзиш мумкин. 

)J,(a)= В" акслантириш рационал сонлар майдонида норма булишини 

текшириб ЧИJ<;айлик: 

1. А.(а) = В" > О, л(О) = р" . О = О .. 

2. Агар а = p"~, р = р" а2 
, (р,а\)= (р,а)= (РА)= (РЛ)= 1 

Ь\ Ь2 

а· р = р ••• а\а2 , (р,а\ ,а2 )= (р,Ь\ ,Ь2 )= 1 
Ь\Ь2 

А.( а . Р) = вn+т = В" . Вт = А.( а)· л( Р)· 

БУлади. у 

булса, 

холда 

З. а = р. ~,p = р" а2 булсин аник,лик учун n>m дейлик, у холда 
Ь\ Ь2 

Р .а\ .а2 .. ( " __ а\ .а2 ) .. p"-"а\Ь2 +Ь\а2 ) 
а+ =р -+р -=р р -+р - =р , 

Ь\ Ь2 Ь\ Ь2 Ь\Ь2 
(p,p"-"а\Ь2 + b\aJ = 1, (Р,Ь)Ь2 )= 1. 

Демак, А.( а . Р) = В- :5 В- + В" = л( а) + л(р). Бу норма р -адик нор.на 
деЙи.лали. Бу нормани лрор"али белгилаб оламиз. 
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1I.6.S-теорема. А нормаланган майдан. Ila 11 эса а Е А элемент нормаси 

6УЛС/lН. у ~олда '\Уйидагll хоссалар УРIIНЛ/l' 

\" 11\11 = \. 

2" 11-\11= \. 

3" а ;t О ~ Ila '11 = 114' 

4" IlIall-IIыl� ~ "а - bll. 
Ис60т. 

\0 11111 = 111· I11 = IIIII·IIIII ~ 11111 = 1 .. 

2" 11111 = 11-111·11-111 ~ 11_1112 = 1 ~ 11-111 = 1. 

3" 11111 = Ila. a-'II = lIall·lla-'11 ~ Ila-'II= lIall-' 
1I.6.6-натижа. А нормшюнган майдон 6УЛСIIН, у холда '\Уйидагll хоссшrар 

урuнлu: 

\(> lI-аll=lIаll· 

2" Ila. ь ·'11 = lIall·IlbIl-' 

3" .lIall > lIыlIIьb - all. 

Ис60т. \" 11- аll = 11- 1 аll = 11- 11I·lIall= 1'lIall = "аll кол ган таедик.ларни 
иеботи шунга ухшаш юкорида иебот I(илинган теоремадан келиб ЧИl(ади. 

Нормаланган майдонда кетма-кетликлар. 

Бизга А майдан Р ЧИЗИКЛИ тартибланган майдан, л - А даги Р майдан 
аркали аник.ланган норма берилган булеин. 

1I.6.7-таъриф. А майдонда аНlщлаlfган {aJ:=, кеmма кеmлuк учун 

шундай с Е Р· mоnuлu6 Vn Е Nучун л(аn)~ с шарт 6а:жарuлса, {aJ:., 
Kemмa - кеmлuк чегараланган кеmма - кеmЛIIК деUuладll. 

II.6.В-теорема. {aJ:=, кеmАЮ кетлuк чегаршrанган кеmlllа - кеmлuк 

6улuшu учун шундай с Е Р· мавжуд 6улu6, Vn Е N учун Л(а.)~ С шарт 

бажарuлuшu зарур ва етарлu. 

Исбоm. ~.} чегараланган кеmма-кеmлuк булеин, у холда Vn Е N учун 

3 СЕР· Л(а.)~сБУлади. Натижада Л(а.)Sс+! Акеинча ";fneN учун 

3 СЕР· ,Л(аJ<с~Л(аJ~с .. 

1I.6.9-таъриф. Анормаланган майдондаги {aJ::, Kemмa - кеmяuк учун 

V & Е Р·, (3n" Е N)I\ ('<In,k Е N)( n> по 1\ k > по), Л(а. - a
k

)< & шарт 

бажарuлса, {aJ:=, кетма - кетлuк л нормага нuсбатан фундамент ал 

кет.l\Iа-кеmлuк деЙuладu. 

11.6.1 О-теорема. А нормаланган майдондагll {aJ:., кеmма - кеmлllК 

фундаментал kemma-кеmЛIlК 6улuuш учун 1\Уйllдагu uшрmлар бажарuлuutu 
зарур ва еmарлu. 

V&EP' 3n"ЕЛl, VI1,1EN, n>I1,. учун Л(а .. ,,-а .. )<& (*) 
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Исбоm. {aJ:.1 фундаментал кетма-кетлик булеин, у холда 

VEEP·, 3no EN, Vn,kEN, n>nо , k>no учун 

Л(а.-а.)<Е n'?nо булса, n+/'?nо ' Демак, Л(а •• /-а.)<Е. Яъни (*) 

шарт бажарилади. Аксинча (*) шарт бажарилса, n> по k > по' аник.лик 

учун k > n деб фараз к.илсак л(аk - a,J=> Л(а,/+(k_,,) - а,,)< ЕДемак, {а.} :=1 
фундаментал кетма-кетлик экан. 

1I.6.11-теорема. {aJ:el фундаментал кеmма-кетлик бjiлишu учун 

VE Е Р·, 3nо Е N , Vn Е N, n> пО' Л(а. - а.) < Е шарт ба.жаРllлиши зарур 
ваетарлu. 

Исбот. Юк.оридаги теорема исботига ухшаш бажарилади. 

1I.6.11-таъриф. Анормаланган майдондаги {aJ==1 кетма - кеmлuк 

бершган бjiлсuн. Агар V Е Е Р+ учун 3 ПО Е N, 3а Е А, n > по дан 

А(а. -а )<Е шарт бажаршса, {aJ==1 кеmма-кетлик а элементга 

я~uнлашадu деЙшадu. 

Агар {aJ:=1 кетма-кетлик а элементга як.инлашса, а элемент {aJ:=, 
кеmма-кетлuкнuнг чеки ёки лuмuти дейилади ва {а. }==I ~ а деб ёки 

lim а" = о деб ёзилади. Агар lim о" = О булса, {aJ=.1 кетма-кетлик HOpJHa 
,,~ II--+ЖI 

бjiйuчо нол кеmмо-кеmлик деЙилади. 

1I.6.12-таъриф. {aJ:=1 во {bJ:" кеmма-кеmлuкларучун lim(a" -Ь,,)=О 
II---+Х 

шорт бажаршсо, {aJ:=1 ва {bJ:.1 кеmма-кетлuклар тенг кучли деuшадu ва 
{а.} :=1 - {Ь. } :.1 кjiрuнuшuдо белгиланодu. 

11.6. 13-теорема. - мунособат эквuвалентлик муносабатuдuр, яънu 
J. - - рефлексuв. 

2. - - cuммeтpик. 

3. - - транзитuвлuк мунособатuдuр. 

П.6.14-теорема. (А, Р, А) нормалонгон майдон беРW1ган бjiлсuн. У ~олда 

А майдондаги А норма бjiйuча я~uнлошувчи кеmма-кетлик фундаментал 

кеmма-кетлuк буладu. 

Исбоm. Фараз к.илайлик lim а" = а булеин, у холда V nЕ N , n> ПО учун 
,,-.ж 

1 _ 
А(а.-С)<'2Е булса, Vn,kEN, n>nол k>ko => 

1 1 
А..(о" - 0k) = л(а" - а + а - Ok)::; А(а" - а) + л(а - а,,) < -Е + -Е = Е. 

2 2 
Демак, л(а" - Ok) < Е. 
П.6.15-теорема. (А,Р,р) нормаланган майдон берилган булеин. Агар 

1. {oJ:.i> {bJ:., А майдонда фундаментал кетма-кетлик булса, у холда, 
{а. + bJ:., ва {а. - bJ:=, кетма-кетликлар хам фундаментал кетма-кетликдир. 
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2. Агар {aJ:;1 ~ а ва {bJ:;1 ~ ь булса, у холда {а" + Ь" J ,,=1 ~ а + Ь аа 

{а" -ЬJ:;I ~a-b БУлади. 

3. Агар {aJ:;1 ~ о ва {bJ:;1 ~ о чегараланган кетма-кетлик булса, у 

халда {а,,' Ь,,} ~ О. 

4. Агар {а,,} -{Ь,,} ва {CJ:;I чегараланган кетма-кетлик булса, у халда 
{а" с,,} -{Ь" . с,,} булади. 

5. Агар {а,,} -{Ь,,} булса, у халда {а" + с.} - {Ь. + с.} БУлади. 
6. Агар {а,,} -{Ь,J булса, ихтиёрий бирининг фундаментал кетма

кетлик булишидан иккинчисининг хам фундаментал кетма-кетлик булиши 

келиб чикади. Бу кетма-кетликлардан ихтиёрий бирининг якинлашувчи 

булишидан иккинчисининг хам якинлашувчи булиши келиб чикади. 

7. Агар {а,,} ва {Ь,,} кетма-кетликлар фундаментал кетма-кетликлар 

булса у халда, {а" Ь,,} кетма-кетликлар хам фундаментал кетма-кетлик 

БУлади. Агар {Ь,,} кетма-кетлик нол кетма-кетлик булмаса ва V n Е N учун 

Ь" "# О булса { :~ } :;1 хам Фундаментал кетма-кетлик БУлади. 
8. Агар {a.}:;I' {bJ:;1 кетма-кетликлар якинлашувчи, {а,,} ~ О ва 

{b,,}~b булса, {а" ЬJ~аЬбулади; агар Ь"#О ва VnEN учун Ь" ~O булса, 

у холда {~} ~ ~ булади. 
Ь" Ь 

Такрорлаш учун саволлар 

1. Нармаланган майдон таърифини аЙтинг. 
2. Норма хоссаларини аЙтинг. 
3. Стационар кетма-кетлик деб нимага айтилади? 
4. Нормаланган майдонда чегараланган кетма-кетлик деб нимага айnrnади? 
5. Нормаланган майдонда чегараланган кетма-кетлик деб нимага айтилади? 
6. Нормаланган майдонда фундаментал кетма-кетлик деб нимага айnrnади? 
7. Нормаланган майдонда якинлашувчи кетма-кетлик деб нимага айnrnади? 
8. Эквивалент кетма-кетликлар таърифини аЙтинг. 

МаШl\лар 

1. Рационал сонлар майдонини куйидагича нормалаймиз: 
с О < с::; I шартни каноатлантириувчи хакикий сон булеин. У холда ихтиёрий 
рационал соннинг нормаси сифатида lal' ни оламиз. Рационал сонлар 

майдони киритилган нормага кура норма..паllган майдон булишини 
исботланг 



2. Нормаланган майдонда хар кандай якинлашувчи кетма-кетлик 

фундаментал кетма-кетлик булишини исботланг. 
3. Нормаланган майдонда фундаментал кетма-кетликлар йигиндиси яна 
фундаментал кетма-кетлик булишини исботланг. 

4. Нормаланган майдонда эквивалент кетма-кетликлардан бири 

фундаментал кетма-кетлик БУлса., иккинчиси хам фундаментал кетма

кетлик булишини исботланг. 

5. Нормаланган майдонда эквивалент кетма-кетликлардан бири 

ЯI\ИЮ1ашувчи кетма-кетлик булса, иккинчиси хам ЯКИЮ1ашувчи кетма

кетлик булишини исботланг. 
6. Нормаланган майдонда кетма-кетликларнинг эквивалентлик 

муносабати рефлексив, симметрик, транзитив бинар муносабат 

эканлигини исботланг. 
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111 БОБ. АКСИОМАТИК НАЗАРИЯЛАР 

III.l-§. Математик назариялар х.акида тушунча 

Аксиоматик назарияларни яратишда кулланиладиган аксиоматик метод 

шу математик назария объектлари орасидаги знг содда хоссаларни ифода 
килишга асосланганлиги учун математик фанларни аник ифода килиш 
имконини беради. Бу содда хоссалар аксиомалар деб аталиб, .уларга 

асосланиб теоремалар исботланади. 

Математикада бирор тушунчани таърифлаганимизда бошка соддарок 

тушунчалардан фоЙдаланилади. Лекинуша содда .тушунчалаРI:IИ ифодалаш 

учу н яна бошка бир тушунчалар ишлатилиши табиий ва х.к. Шу нук:гаи 

назардан карасак, биз баъзи бир тушунчаларни таърифсиз кабул I\ИЛИШга 

мажбур буламиз. Бу тушунчаларни аксиоматик назариянинг асосий 

тушунчалари деб атаЙмиз. 

Худди шундай, бирорта математик тасдикни исбот К,илганимизда бошК,а 

исбот К,илинган тасдик.лардан фойдаланамиз, исбот К,илинган тасдик.лар хам 

уз навбатида бошК,а тасдик.ларга асосланиб исботланади ва х.к. Шунинг учун 

баъзи ТУFpилиги шубха тугдирмайдиган таСДИК)Iарни исботсиз кабул 

К,илишга мажбурмиз. Бу тасдик.ларни аксиомалар деб атаЙмиз. Аксиомаларга 

асосланиб теоремалар исбот К,илинади. Бу зса аксиоматик назариянинг 

мазмунини ташкил зтади. 

Аксиоматик назариялар формал ва мазмунли (ноформал) аксиоматик 

назариялар деб аталадиган икки турга були нади. 

Мазмунли аксиоматик назарияда келтириб чиК,ариш К,оидалари аниК, 

белгилаб К,уйилмаган булиб, у купрок' интуицияга асосланган назариядир. 

Яъни, бу назарияда теоремалар интуиция('а асосланган К,оидалардан 
фойдаланиб исботланади. 

Мазмунли аксиоматик назарияга группалар назарияси, халК,алар 
назарияси мисол була олади. 

Формал аксиоматик назария зса к'уйидаги схема асосида I\УРИЛади : 
Назария тили берилади. 

Формула тушунчаси аник.ланади. 

Аксиомалар деб аталадиган асосий формулалар руйхати 6ерилади. 
Келтириб ЧИl(ариш I(оидалари санаб ЧИI(ИЛади. 

Биз асосан бирuнчи тартuбли .математик назариялар деб аталадиган 
назариялар билан шугулланамиз. Бу назария бизга маълум булган асосий 
математик назарияларни I(УРИШ учун етарлидир. Бундай назариялар баъзан 

элементар назариялар деб хам аталади. БиринчJ.J· тартибли ТИJЩа 

предикатнинг аргументи, предикат ёки функция булган предикатлар, 

квантор билан богланган предикат ёки функциялар К,аралмаЙДи. 



Такрорлаw учун саволлар 

Аксиоматик метод х:ак.ида 'I)'шунча беринг. 
Аксиома билан теореманинг фаРI<ИНИ аЙтинг. 
Аксиоматик назарияни I<УРИШ схемасини келтиринг. 
Мазмунли аксиоматик назария х:аI<ида 'I)'шунча беринг ва миеол 

келтиринг. 

Формал аксиоматик назария х:аI<ида 'I)'шунча беринг ва миеол 
келтиринг. 

III.2-§. Биринчи тартибли тил 

Ихтиёрий табиатли символларнинг чекли туnлами W берилган 
булеин. Бу туrmамни биринчи тартибли тилнинг алuфбоеu деб атаЙмиз. W 
алифбодаги символларнинг чекли кетма - кетлигини биринчи тартибли 
тилнинг еjзлари деЙмиз. Иккита а,. . а" ва Ь ,. . Ь" еузларнинг мое 
х:арфлари тенг, яъни а,= Ь ,. • а" = Ь" булеа, бу еузлар тенг деЙилади. 

Фараз к.илаЙЛик, бирор бир аксиоматик назария I<аралаётган булеин. W 
- шу назариянинг алифбоси, U - эса шу назариядаги еузлар туплами булеин. 
у х:олда, (W, U) жуфтлик l\аралаё1тан назарuянuнг тuлu деЙилади. 

Биринчи тартибли тил ОРI<али биринчи тартибли назариялар 

ифодаланади. Биринчи тартибли назариялар, умуман олганда, ЮI<орида 

айтганимиздек предикатлар х:исобини I\амраб олади. Яъни, предикатлар 

х:исобининг символлари, акеиомалари, формулалари, келтириб ЧИI<арилувчи 

формулалари биринчи тартибли назарияга киради. Ундан таШI<ари, биринчи 

тартибли назарияда fn' ( i, п; Е N) - п; уринли функциянинг еимволлари 

I\Зтнашиши мумкин. Шу муносабат билан биринчи тартибли тилда формула 

'I)'шунчаси бироз кенгаЙтирилади. 

Биринчи тартибли назарияларда икки хил ифодалар ишлатилади. 

Булар терм ва формулалардир. 

III.2.1-таъриф. J. Узгарувчи nредмеnиар. дои.миЙ nредмеnиар. яънu 
конетанталар термдир. 

2. Агар (,. • (" - лар термлар. А - n уринли алгебраик амал БУлеа. у 
~олда А (( ,. . (,J - термдир. 

З.Бош~ термлар йy~ 
Таърифдан к)1ринадики, алгебраик амал богловчилари воеитаеида 

термларни БОFЛаБ х:ам узгарувчи предметлар, константалардан фарми 

термларни х:осил I<илишимиз мумкин экан. 

III.2.2-,таьриф. (Биринчи тартибли назарияда формула 'I)'шунчаеи). 

А - n уринли предикат. (,. . 1" - термлар булеин. у ~олда 

А ((,. . (,,) - формуладuр. 

Агар 3 ва ~ лар формулалар БУлеа. у ~олда 

3 л ~ 3 v ~ :3 ~ ~ 7 3 - лар ~aм формулалардuр 
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Агар J фор.\Iула, у ЭРКI/Н J-'ЗЮРУ6Ч/I булса у :-;олда ь" у J ва Зу J 
l/фодаqар >;a~1 формулшюрдl/Р· 

J, 2, 3 nункmларда аlllщланган формулш/ардан таuщарu БОШ1\f1 

формулаqар iiYI\· 
Предикатлар хисобининг барча аксиомалари биринчи тартибли тил 

учу н Х,ам уринли булиб, бу аксиомалар биринчи тартибли тилнинг мантик.ий 

аксиомалари деЙилади. Бундан ташк.ари биринчи тартибли тил билан ифода 

к.илинаётган Х,ар бир назариянинг узига Х,ос аксиомалари Х,ам БУлади. Бу 
аксиомалар назариядан назарияга утгзнда узгариб 1)'ради. Шунинг учун 

уларни махсус аксиомалар деб атаЙмиз. 

Биринчи тартибли тил билан ифода к.илинадиган деярли барча 

назарияларга тенглик аксиомалари киритилади. Улар к.уЙидагилардан 

иборат: 

111 1. х = Х . 

111 2. х = У ~ ( А ( х ) ~ А (у ». 
Биринчи тартибли тилда предикатлар Х,исобининг келтириб чик.ариш 

к.оидаларининг баъзиларига узгартиришлар киритилади. 

111.2.3. ( Узгарувчи предметларни алмаштириш к.оидаси ). 
Агар 3 келтuрuб ЧUl{i1рWlувчu формула булеа, у ~олда 3 даги 

узгарувчu nредметни 3 да боzланган узгарувчu nредмеmлар l{i1тнашмаган 
терм билан алмаштllрсак, :{ОСИ/l булган uфода яна келтuрuб ЧU1\f1рwryвчи 

формула буладll. 

111.2.4. ( Узгарувчи предикатни алмаштириш к.оидаси ). 
J келтuрuб ЧIl1\f1рш/увЧII фор.муладагu n урuнлlt F ( 1, , 1,,) 

nредuкатНII коллизия :{олаmu юз бермайдllган I\ltЛllб 9\ (В, 0" ) -
формула билан алмаштuрсак, >;осuл булган uфода яна келmириб чи1\f1рWlувчи 

формула буладu. Бу ерда '" (", В" 0" лар бирuнчи mартuбли 
назаРllядагu mермлардuр. 

Бошк.а келтириб чик,ариш к,оидалари узгаришсиз к,олади. 

Биринчи тартибли тил учун гипотезалардан келтириб чик.арилувчи 
формулалар 1)'шунчаси, дедукция теоремаси предикатлар Х,исобидагидан 
шаклан фар" "илмаЙди. Лекин мазмунан келтириб чи"арилувчи формулалар 
Х,а"ида гапирганимизда ю"орида келтирилган келтириб чи"ариш 

"оидаларини эътиборга олишимиз зарур. 

111.2.5. Паза'РИЯ тилининг интерпретацияси. 
Назария тилининг интерпретацияси 1)'шунчаеи билан танишиб чик.амиз. 

Фараз "илайлик, W - туплам назариянинг алифбоси булеин. W' - эеа 
бош"а бирорта аксиоматик ёки ин1)'итив назариянинг символлари туnлами 
(алифбоси) БУлсин. W тупламнинг Х,ар бир элементига W' нинг аник. битra 
элементини шундай мое "уямиз - ки натижада, W даги конетантага W' 
даги константа, W да узгарувчи предметга W' даги узгарувчи предмет ёки 
константа мос келеин, W да аник.ланган Х,ар бир предикатга W' да 

аник.ланган ягона предикат, W да аник.ланган Х,ар бир функционал символга 
W' да аник.ланган аник битта Функционал символ мос келсин. У Х,олда 
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биринчи назарияда аник,ланган хар бир ифодага иккинчи назарияда 
аник,ланган ани/( ифода мос келади. Ани/(ро/( /(илиб айтадиган булсак, 

биринчи назариядаги хар бир термга иккинчи назариядан аник битта терм, 
биринчи назариядаги хар бир формулага иккинчи назариядаги ани/( битта 
формула мос келади. У холда иккинчи назария биринчи назариянинг 
ифодаси ёки интерnретацuяcи деЙилади. 

Агар бир назариянинг хар бир келтириб чи/(арилувчи формуласи шу 
назариянинг интерпретациясида айнан рост формула ёки келтириб 

чи/(арилувчи формула булса у холда бундай интерпретация берилган 
назарuянинг модели деЙилади. 

11I.2.6-таъриф. БеРWlган назарuянинг иккита W, W2 - тупламларuда 
aHи~aHгaH иккита интерnретацuяси беРWlган булеин. W" W2 тупламлар 

орасида шундаu узаро бир ~иймаmли мослик, яъни биектив мослик 
урнатшган булеин. Натижада, биринчи интерnретацuядаги ~ap бuр 
узгарувчи nредметга иккинчи интерnретацuядаги узгарувчи nредмеm, 
биринчи интерnретацuядаги константага uккинчи интерnретаЦllядагu 

константа, биринчи интерnретацuядагll ~ap бuр n ( n ~ О ) уринли 
функционШl символга иккuнчи интерnретациядаги n урuнли функционШ1 
символ, биринчи интерnретацuядаги ~ap бир n ( n ~ О) уринли предикат 

символuга иккинчи интерnретацuядаги n ( n ~ О) уринли предикат сuмволu 
мое н;jйшган булиб, натижада биринчи интерnретациядаги ~ap бuр 
келтuриб чи~рWlувчи (айнан рост) формулага uккинчи интерnретациянuнг 

келтириб чи~рWlувчи (айнан рост) формуласи мое келса, у ~олда бундай 

иккита интерпретация uзоморф деЙWlади. 

1I1.2.7-таъриф. Агар математик назарuянuнг ~ap ~ндай иккита 

.модели изоморф булса, бундай .математик назария ~тъий назария 

деЙшади. 

Евклид геометрияси, на'I)'Рал сонлар назарияси, бу'I)'Н сонлар 
назарияси, рационал сонлар назарияси, ха/(и/(ий сонлар назарияси, комплекс 

сонлар назарияси к,атьий математик назарияларга мисол була олади. 

Группалар назарияси эса но/(атьий аксиоматик назарияга мисол була 

олади. 

Такрорлаw учун саволлар 

1. Математик назария тили нима ? 
2. Биринчи тартибли тил Хal(ида 'I)'шунча беринг. 
З. Биринчи тартибли назарияда формула тушунчаси таърифини 

айтинг. 
4. Биринчи тартибли тилнинг манти/(ий аксиомаларини келтиринг. 
5. Биринчи тартибли тилнинг келтириб чи/(ариш I(оидаларини аЙтинг. 

6. Интерпретация ха/(ида 'I)'шунча беринг. 
7. Математик назариянинг модели нима? 

8. Группалар аксиоматик назарияси моделига мисоллар келтиринг 
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1I1.3-§. Математик назарияларнинг ЗИДСИЗЛIfК, тули,,",шк, 
ечилиш муаммолари 

Зидсизлик муаммоси. 

lIl.3.I-таъриф. Агар мате.натик назарияда ::i ва 7:з формулалар 
келmирuб чu~ар"лувчu булей, бундай математик назарuялар зиддияmли 

математик назариялар деЙuлади. 

3иддиятли назарияни к.уришнинг маъноеи ЙУк., чунк.и бундай назарияда 

х-ар к.андаЙ формула келтириб чик.арилувчи формула БУлади. 

Х,ак.ик.атдан хам, f- ::i ва f- 1:з булеа, у холда f- :3 л 1:з БУлади. 
Бундан, ихтиёрий ~H формула учун f- :3 л 1 :3 ~ ~ эканлиги келиб 

чик.ади. Бу формулага ( МР ) к.оидани к.уллаеак, f- ~ БУлади. 

11l.3.2-таъриф. Математик назарияда :3 ва 7:з формулалардан 
камuда биттаеll келтириб ЧlщаР1Ulмайдиган формула буле а, бундаu назария 

зидсиз назария деЙuлади. 

Математик назариянинг зидеизлигини куреатиш учун, шу назариянинг 

камида битта зидеизлиги маълум булган моделини куреатиш етарли. 

Х,ак.Иl\атдан хам, берилган назария зиддиятли назария булеа, у холда 

шундай :3 формула топилиб, f- :3 ва f- 1 :3 булар эди. У холда :3 
формулага моделда мое келган :3', 1:з га моделда мое келадиган 1:з' 
формулалар хам келтириб чик.арилувчи формулалар булиб, модел зиддиятли 

булар эди. 

Ill.3.3-мисол. Группалар назарияеи зидеиз назариядир. Х,аl\Иl\атдан хам, 

маеалан, G = { -1, 1 } икки элементли мультипликатив группа группалар 

назарияеи учун зидеиз модел БУлади. 

Математик назариянинг кенг маънода тУли"",,иги. 

Ill.3.4-таъриф. Агар математик назаРllядагu uxтиёрий :3 формула 
учун :3 ёки 7::i формулалардан калшда биттаси келтирuб чи~рилувчи 
формула булса, БУllдай аксиоматик назария кенг маънода тули') назария 
деЙWlOди. 

Агар математик назария кенг маънода ТУЛИI\ булеа, бу назариянинг 

ихтиёрий 3 формулаеи ёки бу формуланинг инкори ихтиёрий моделда 
келтириб чикарилувчи формула БУлади. 

Математик назариянинг тор маънода тУли"",,иги. 

III.3.5-таъриф. Агар математик назария аксиомалари cиcтeMacuгa шу 
назарияга иебот ')IUlинмайдuган формулани аксиома сифатида '\Ушиб, 
келтириб чи~риш ')оидаларuни узгаришсuз ,)олдирсак, натижада ~осш 
булган назария зuддuятлu назария булса, у ~олда математик назария тор 
маыlдаa тули') деUuлади. 
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Такрорлаш учун еаволлар 

1. Математик назарияларда зидсизлик муаммоси. 
2. Математик назарияларнинг туликлиги деганда нимани тушунасиз? 
3. Математик назарияларда ечилиш муаммоси х:акида нималарни биласиз? 

III.4-§. Математик назарияларга намуналар 

111.4.1. "иеман тартибланиш назарияеи. 
Бу назарияда икки уринли Р предикат t<атнашиб Р(х,у) - « Х < у » 

муносабатни билдиради. 

Бу назариянинг махсус аксиомалари : 
1. "tx 1 (х < х) - антирефлексивлик муносабати. 
11. "tx. "tX2 "tХз « Х. < Х2 ) Л ( Х2 < хз ) => ( х. < Хз » - транзитивлик 

муносабати. 

Бу назариянинг ихтиёрий модели кием ан тартибланган структура 
деЙилади. 

111.4.2. Группалар назарияеи. 

Группалар назариясини ифодалаш учун битта предикат символи А ва 
битта функционал символ f ва битта а. - константа етарли. 

А ( t, S ) , t = s предикатни; 
f ( t, s ), t + s - амални; 
а. - О ни билдирсин. 

Группалар назариясининг махсус аксиомалари куйидагилардан ибо рат: 

"tx. "tX2 "tХз ( Х.+ ( Х2 + Хз ) = ( Х. + Х2 ) + Хз ) - ассоциативлик. 

"tx. ( О + х. = Х. = Х. + О ) - о нинг хоссаси. 

"tx. 3Х2 (Х.+Х2=Х2+Х.=0) - к.арама-к.арши элементнинг мавжудлиги. 

Бу назариянинг х:ар к.андаЙ модели группа деЙилади. Масалан, ( Z; +, О) 
- буту н сонлар группасидир. 

111.4.3. Натурал еонлар назарияеи. 
Натурал сонлар назариясини ифода килиш учун константа О функ-

ционал символлар: +,.,' (бирни кУшиш); « =» предикат символи етарли. 
Бу назариянинг махсус аксиомалари куйидагилардан иборат: 

Х.= Х2. 

Х. = Х2=> Х2= Х •. 
Х. = Х2=> (Х. = Хз=> Х2= Хз). 
О*х.'. 

х.' = Х2' => Х. = Х2· 
х.+О=х •. 
х. + Х2' = ( Х. + Х2) , 
Х.· 0=0. 
х.' . Х2' = Х •. Х2 + х •. 
А ( О ) ~ ( "tx ( А ( х ) => А ( х' » => 'l/x А ( х », 
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бунда А ( х ) - натурал сонлар назариясининг ихтиёрий формуласидир. 

1 О-аксиома узида чексиз куп аксиомаларни мужассамлаган схемадир. 
Уни одатда математик индукция принципи деб атаЙдилар. 

111.4.4. Тулик:сизлик х.ак:ида Гёдел теоремаси. 
1931- йил К. Гёдел форм ал арифметиканинг тулик эмаслигини курсатиб 

берди. Яъни хеч булмаганда формал арифметикани камраб олган хар кандай 

формал назарияда шундай ёпик 3 формула топилиб, 3 ни хам 1 3 ни х,ам 
бу назарияда исбот килиб булмаслигини курсатиб берди. Бундан ташк.ари 

баъзи шартлар бажарилганда 3 формула сифатида шу назария зидеиз деган 

таеДИI\ олиниши мумкинлигини иебот I\илиб берди. 

Такрорлаш учун саволлар 

1. Математик назарияларга мисоллар келтиринг. 
2. Гёдел теоремаеини тушунтиринг. 
3. Математик назарияларнинг маНТИI\ИЙ ва махеуе аксиомалари 

орасидаги фаркларни аЙтинг. 
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IV БОБ. СОПЛИ СИСТЕМАЛАР 

IV.l-§. Патурал сонлар ма]мунли аксиоматик назарияси 

БошлаНFИЧ туwунчалар ва белгнлар 

Наryрал сшшар тумами, бирлик элемент на'I)'Рал сонлар аксиоматик 
назариясининг асосий ryшунчалари булиб, улар таърифсиз I\абул I\ИЛИНади. 

Наryрал сонлар туnламини - N, бирлик элементни - 1 символлар 
куринишида белгилаб оламиз, ундан таШl\ари +, символлари ОРl\али мос 

равишда N туnламдаги 1\УШИШ ва купайтириш амаллари белгиланади. 
Бу белгилардан таШl\ари 3!с е А - А га тегишли ягона с элемент 

~ 

мавжудлигини ифодаласин; а + Ь ОРl\али а ва Ь элементлар йигиндисини; 
А + В ОРl\али эса ~ + ы� 'r:I а Е Ал 'r:I Ь Е В} туплам белгиланади. 

IV.l.l- мисол. {1,3} + {7,8} = {8,9, 10, ll}. 

Патурал сонлар на]ариясининг аксиомалари. 

10. lЕNл'r:lа,ЬеN учун а+Ь;еl яъни, 1 на'I)'Рал сон булиб, бир хеч 
I\андай наryрал сонлар йигиндисига тенг эмас. 

20. 'r:IaEN учун 3!а'е N а'=а+l, яъни хар I\андай а на'I)'Рал сон учун, 
бевоста а дан кейин келувчи ягона а' на'I)'Рал сон мавжуд. 

30. 'r:Ia,bEN учун а+l=Ь+l булса, а=Ь БУлади. 
40. 'r:Ia,beN учун а+Ь аник,ланган булса, (a+b)+l=a+(b+l). Бу 

аксиома + амали ассоциативлигининг енгиллаштирилган куриниши 

деЙилади. 

50. 'r:IaEN учун а·l=а. 

60. 'r:I а,Ье N учун аЬ + а ва а(Ь + 1) ифодалар аНИl\Ланган булса, 

аЬ + а = а(Ь + 1) булади. Бу аксиома купайтириш амалини I\УШИШ амалига 

нисбатан дистрибутивлигининг енгиллаштирилган куриниши деЙилади. 

70. Агар М наryрал сонлар тупламининг тупламостиси булиб, 1 Е М ва 
'r:IaeM булишидан а+1ЕМ келиб ЧИI\Са, у холда M=N БУлади. Бу 

аксиома индукция аксиомаси деЙилади. 

Такрорлаw учун саволлар 

1. Наryрал сонлар асиомалар системасидаги асосий 'I)'шунчалар ва 

белгилашларни айтинг. 

2. Наryрал сонлар аксиоматик назарияси аксиомаларини аЙтинг. 
3. Индукция аксиомасини 'I)'шунтиринг. 
4. Математик индукция методининг I\андай 'I)'рларини биласиз? 
5. Математик индукция методи билан индукция аксиомасининг фаРI\ИНИ 
ryшунтиринг. 

6. Элементар математикадан математик индукция методи билан 

исботланадиган таСДИl\Ларга мисоллар келтиринг. 
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Машклар 

I<jйидагиларни исботланг: 

Агар М ихтиёрий туплам булиб, (М фак.ат натурал сонлардан иборат 

булмаслиги х.ам мумкин) к.уЙидаги шартлар бажарилсин: 
1 Е i 
VaE N лаЕМ ::::)a+IEM. 
у х.олда натурал сонлар туплами М тупламнинг к.ием т)iплами 

булишини исботланг. 

2. Исботланг: 
(4 П +15п-l) 9 
(х,+ ... +х п) 2 = х,2 + ... +х" 2 +2(х, Х2 + ... +х п., х") 

'" 2 2 1 3 + 2 3 + ... + n 3 = n (п + 1) 
4 

1 1 1 п+2 
(1--)(1- -) .. (1---) = --о 

4 9 (п _1)2 2п + 2 

1 1 1 4 
-+-+ +-----
1·55·9 (4п-3)(4п+l) 4п+1 

1· 1! + 2·2! + ... + n n! = (n+l)! - 1. 
(62"+з"+2+з") 11 

2 n X
M1 

- 1 1 + х + х + + Х = -- (Х:1:- 1). 
х -1 

4" (2п)' 
-<--,. 
n + 1 (п')-

1 2 n 1 
-+-+ +--=1---
2! 3' (п + 1)! (п + 1)' 

1 1 I 13 
-+--+ ... +->- (n>I). 
п+1 n + 2 2п 24 

I 2 2" 1 2"+1 
-+--+ +--, =-+--'-'1 (Ixl"# 1). 
1+ х 1 + х2 1 + х 2 Х - 1 1- х 1 

1 1 1 
-+--+ ... +-- > 1. 
n n + 1 3п - 2 

1 - 22 + з2 _ 42 + +(_I)П 'n2= (_1)"-' п(п+1) 
2 

12 22 2 
п(п + 1) n 

-+-+ + 
1·3 3·5 (2п - 1)(2/1 + 1) 2(2п + 1) 

1 1 1 n -+-+ + 
1 4 4 7 (3п - 2)(3п + 1) 3п + I 



IV.2-§. Натурал сонлар тупламида к:ушиш амали ва унинг 
хоссалари 

IV.2.1-теорема. (!\Jшиш амалини аник.лаш). Va,bEN учу" шуноай 

ягона с Е N мавжуд булиб, а + Ь = с булади. 

Исбот. Математик индукция аксиомасидан фойдаланиб исботлаЙмиз. 
Исбот 1)'шунарли булиши учун, аввал, исботни а = 1 булган хол учун 

куриб ЧИl<;амиз. 1 ва Ь на1)'Рал сонлар учун ягона с на1)'Рал сон мавжуд 
булиб, 1 + Ь = с тенглик уринли буладиган барча Ь лар тупламини M1 ОРl<;али 

белгилаб оламиз. У холда lЕ M1. х,аl<;Иl<;атдан хам, 20_ аксиомага асосан 

1'= 1 + 1. 
bEM1 булса, Ь + lEM1 булишини исботлаЙмиз. 4

0-аксиомага асосан 

1 + (Ь + 1) = (l + Ь) + 1, у холда 20 -аксиомага асосан бевосита (1 + Ь) дан кейин 

келуВЧИ ягона элемент мавжуд. (1 + Ь) + 1 = (1 + Ь)'. Демак, Ь + lEM1• У холда 

индукция аксиомага асосан. M1 = N , яъни 1 ва ихтиёрий Ь на1)'Рал сонлар 
учун уларнинг йиrиндиси булган яroна 1 + Ь натурал сон мавжуд. 

ИсбоПlИ ихтиёрий а на1)'Рал сон учун такрорлаЙмиз. М. ор"али а ва 

Ь на1)'Рал сонлар учун уларнинг йиrиндиси булга н ягона а + Ь натурал сон 
мавжуд буладиган барча Ь на1)'Рал сонлар тупламини белгилайлик, яъни, 

М. = {bI3!CE N а + Ь = с}. У холда, 
1) N2 аксиомага 3!a'EN а+l=а'.Демак, lЕМ •. 
2) ЬЕМ. булсин Ь+ I=Ь'ЕМ. булишини курсатамиз. 

ЬЕМ. булса 3!CEN а+Ь=;=с. Бунда a+(b+l)=(a+b)+I==c+l=c' 

Индукция фаразига кура ягона с мавжу д. 20 -аксиомага асосан эса ягона с' 

мавжуд. Демак, с + lЕМ •. У холда, индукция аксиомасига асосан М. = N 

Шундай I<;илиб Va,bEN учун 3!СЕ N а+ Ь = с. 

Индукция аксиомасидан математик индукция методи деб аталадиган 

l<Yйидаги таСДИI<; бевосита келиб ЧИl<;ади: 

IV.2.2-теорема. х - натуршr сонга БО8J1и~ булган Р(х) предикат 

6еРWlган булсин. Агар Р(I) рост булиб, ихтиёрий kEN учун P(k) 

росmлuгuдан P(k + 1) poc1WlUZU келиб чи~ди. Яъни, V k EN учун 

P(k)=I~P(k + 1)= 1 булса, у~олда VnEN учун P(k) рост мулщазадир. 

Шуидай l<;ИЛиб, Р(х) предикаПlИНГ хар I<;андай ХЕ N учун ростлигини 

исбот I<;ИЛИШ учун: 

1) P(I) рост булиши исбот I<;ИЛИНади. Бу "адамни биз индукция базиси 

деб аТЗЙмиз. 
2) k натурал сон учун P(k) рост деб фараз I<;Илинади. Бу "адам 

индукция фарази деб аталади. 
З) P(k) рост булишидан P(k + 1) рост булиши исбот I<;ИЛИНади. Бу "адам 

индукция исботи деЙилади. 
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IУ.2.3-теорема. НаmурШ1 сонлар mУIVю./иида ~уиlllШ Q./I/Шlи аССОЦllаmll6 

Q.МалдIlР, яьни, Va,b,cEN (а+ Ь) + jj = а + (Ь + С). 
Ис60mНII математик индукция методи билан бажарамиз. 

1. Индукция базиси. Агар с=1 булса, (a+b)+I=a+(b+1) тенглик 

тугрилиги 40-аксиома тасдигидан иборат. 

2. Индукция фарази. С натурал сон учун (а + Ь) + с = а + (Ь + с) тенглик 
тугри деб фараз к,илаЙлик. 

3. Исбот. 40-аксиомага асосан (а + Ь) + (с + 1) = «а + Ь) + с)+ 1. Индукция 

фаразига асосан «а + Ь) + С)+ 1 = «а+ (Ь + с»)+ 1, яъни, 40-аксиомани х.исобга 

олсак (a+(b+c»)+I=a+«b+c)+I)=a+(b+(c+I» тенгликка эга буламиз, 

у х.олда (а + Ь) + (С + 1) = а + (Ь + (С + 1». 

Шундай к,илиб, V СЕ N ва фиксирланган а,Ь натурал сонлар учун 

(а+Ь)+с=а+(Ь+с). 

а,Ь натурал сонлар урнига бошк,а натурал сонлар к,уйиб, исботни сузма

суз такрорлаш мумкин. Демак, Va,b,cE N учун (а + Ь) + с = (а + Ь) + с. 

IV.2.4-теорема. VaEN учун a+I=I+a. , 
Ис60m. 1. Индукция базиси. а = 1 булса, 1 + 1 = 1 + 1. 

2. Индукция фарази. а + 1 = 1 + а БУлсин. 
3. Индукция фаразига ва ассоциативлик к,ОНУllига асосан 

(а + 1) + 1 = (l + а) + 1 = 1 + (а + 1). 

IV.2.5-теорема. Ихmuёрuй а,Ь наmурШl сонлар учун а + Ь = Ь + а, яьни, 
l/аmурШl сонлар mУ/v/Q./I/Uда I\YШUШ Q./I/ШlU Q.МШlU коммуmаmll6 ОМШlдllр. 

IУ.2.6-теорема. V а, Ь, с Е N учун а + с = Ь + с mенглuкда а = Ь келu6 

чu~дu. 

Ушбу теоремаларнинг исботи ук,увчиларга х.авола к,илинади. 

Такрорлаш учун саволлар 

1. Бинар алгебраик амал таърифини аЙтинг. 
2. Коммутатив бинар алгебраик амал деб нимага айтилади? 
3. Ассоциатив бинар алгебраик амал таърифини аЙтинг. 
4. Нол уринли алгебраик амални тушунтиринг. 

Машк:лар 

1. Натурал сонлар тупламида ихтиёрий натурал сон учун уларнинг 
йигиндиси яна ягона натурал сондан иборат булишини исботланг. 

2. Х,ар к,андай а,Ь натурал сонлар учун (а + Ь) + 1 = а + (Ь + 1) эканлигини 
асосланг. 

3. Натурал сонлар тупламида к,ушиш амали ассоциатиu амали эканлигини 
исботланг 

4. Ихтиёрий а натурал сон учун а + \ =\ + а экаНЛI1ГИНИ исботланг. 

73 



5. На1)'Рал сонлар тупламида К,ушиш амали коммутативлигини исботланг. 
'v а, Ь е N учун а + 2 = Ь + 2 эканлигини исботланг. 

'V а,Ье N учун а + Ь'= Ь'+Ь => а = Ь эканлигини исботланг. 
V а,Ь,се N учун а + с = Ь + с => а = Ь эканлигини исботланг. 

IУ.3-§. Натурал сонларни купайтириш ва унинг "оссалари 

IV'з.l-теорема. Хар J«lндаu а,Ь натурал сонлар учун Ulундай ягона с 

натурал сон мавжуд булuб, а· Ь = с тенглuк урuнлu БУладu. 
Исбот. Математик индукция методи орК,али исбот К,иламиз. 

1. Индукция базиси. Ь = 1 булеин, У холда 50 -аксиомага асосан а·1 = а . 
2. Индукция фарази. Ь на1)'Рал сон учун шундай ягона р наryрал сон 

мавжуд булиб, а·Ь = р булеин. 
3. Исбот. 60-аксиомага асосан а·(Ь+ 1) = а·Ь+ а, индукция фаразига 

асосан шундай ягона р на1)'Рал сон мавжуд булиб, а· Ь + а = р + а. Иккита 
на1)'Рал сон учу н уларнинг ЙИFИНДИСИ булган ягона натурал сон мавжуд. 

Исботни якунлаш учун ихтиёрий иккита на1)'Рал сон учун уларнинг 

ЙИFИНДИСИ булган ягона на1)'Рал сон мавжудлигини эслаш етарли. 

IУ.3.2-теорема. Va,b,ceN учун (а+Ь)·с=ас+Ьс, ЯЪНU, наmурШl 

сонларни кjnаuтириш а.мШlи натурШl сонларнu 1\УШUШ йМШluга uuсбаmан 

чаn томондан дистрибутив. 

Исбот. 1. Индукция базиси. с = 1 булеин, У холда 5 0-аксиомага асосан 

Va,beN учун (а+Ь)·1 = а+Ь = а·l+Ь·l. 

2. Индукция фарази .(а+Ь)·с=а·с+Ь·с булеин. 

3. Исбот. (a+b)·(c+l)=a(c+l)+b(c+l) тенглик уринли булишини 

курсатамиз. 

Х,ак.иК,атдан хам, 60-аксиомага асосан (а + Ь)· (с + 1) = (а + Ь)· с + (а + Ь), 
лекин индукция фаразига кура (а+Ь)·с+(а+Ь)=(ас+Ьс)+(а+Ь). 

I<,yшишнинг хоссаларига асосан (ас + Ьс) + (а + Ь) = (ас + а) + (Ьс + Ь). Охриги 

ифодага 60-аксиомани к.Уллаймиз, (ас + а)+ (Ьс + Ь) = а(с + 1) + Ь(с + 1). 

Шумай к.илиб, (а+Ь)·(с+l)=а(с+l)+Ь(с+l). Демак, Va,b,cEN учун 

(а+Ь)·с = ас+Ьс. 
IУ.3.3-теорема. Va Е N учун а·l = 1· а = а. 
Исбот. 1. Индукция базиси. а = 1 булеин, У холда 1· 1 = 1 1 = 1 . 
2. Индукция фарази . а·l = 1· а = а булсин деб фараз К,иламиз. 
3. Ис6от. (а+ 1)·1 = 1·(а+ 1) = а+ 1 булишини курсатамиз. Х,аК,иК,атдан 

хам, 5С-аксиомага асосан (a+l)·I=a+l=a·l+l. Индукция фаразига ва 60_ 
аксиомага асосан а·l+ 1 = I'a+ 1 = I·(a+ 1). Демак, (а+ 1)·1 = I·(a+ 1) = а+ 1. 

Шундай к.илиб, Va Е N учун 1· а = а·1 = а. 
Г~ .3.4-теорема. Va, Ь Е N учуu а· Ь = Ь· а яъни, наmурШl сонлаРUII 

кjnаumuриш коммутатив. 
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Ис601l1. \. Ь = \ булсин, У х.олда юкорида исбот килганимизга кура 

а·\ = \·а 
2. Ь натурал сон учун а· Ь = Ь· а БУлсин. 
3. a(b+I)=(b+\)·a булишини исбот киламиз. БО-аксиома, юкорида 

исбот килинган теорема ва фаразга кура 

а(Ь + 1) = аЬ + а = Ьа + а = Ьа + la = (Ь + I)a . Демак, а(Ь + 1) = (Ь + I)a. 

IV.3.5-теорема. V а, Ь, с Е N учун с(а + Ь) = са + сЬ. 
Ис60т. Юкорида исбот килинган теоремаларга асосан 

с(а + Ь) = (а + Ь)с = ас + Ьс = са + сЬ 
IV.3.6-теорема. V а, Ь, с Е N учун (а· Ь)· с = а· (Ь· с). 

Ис60т.l. (а·Ь)·I=аЬ=а(Ь·l) 

2. (а·Ь)·с=а·(Ь·с) БУлсин. 

3. (а· Ь)(с + 1) = аЬс + аЬ = а(Ьс + Ь) = а(Ь(с + 1». 
Шундай килиб, натурал сонлар туплами кушиш ва купайтириш 

амалларига нисбат коммутатив яримхалка булиши исбот килинди. Бундан 

сунг (N +,) - алгебрани натурал СОllлар ЯРliМ~ал~сu деб атаЙмиз. 

Энди куйидаги белгилашларни кабул килишимиз мумкин: 

1 = {0}, 2 = {0, {0}}. 3 = {0, {0, {0}}} ва Х.К. L = {0,{0,{0, ... {0} ... }}} булеин. 

Агар ихтиёрий n Е N учун n + 1 сифатида {0· n} тупламни кабул 

килсак, х.осил булган туплам учун Пеано аксиомаларини бажарилишини 

текшириб чикиш кийин эмас. 

Агар хосил булган белгилашларга кура 1 + 1 = {0,{0}} = 2. Худди 

шундай, 2 + 1 = {0 2} = {0{0{0} }} = 3, шунга ухшаш, 3 + 1 = 4 ва х.к. 

булишини исбот килиш кийин эмас. 

Энди юкоридагиларга асосланиб 2·2 = 4 булишини курсатамиз: 
2·2= 2· (1 + 1) = 2·1 + 2·1 = 2 + 2 = 2 + (1 + 1) = (2 + 1) + 1 = 3 + 1 = 4. 

Шу усу лда 2 3 = б, 9·9 = 81 тенгликларни хам исбот килиш 
мумкин. 

Такрорлаw учу" саволлар 

1. Натурал сонлар тупламида купайтириш амали кандай аникланади? 
2. Купайтириш амалининг кандай хоссаларини биласиз? 
3. Купайтириш амалининг кушиш амалига нисбатан унг ва чап 
дистрибутивлиги конунларини тушунтиринг. 

1. Куйидагиларни исботланг: 
1)25=.10; 
2)9 7 = 63: 

3)12 3 = 36 

Машк:лар 



IV.4-§. Натурал сонлар тупламида тартиб муносабати 

IV.4.1-таъриф. Агар а ва Ь наmурШ1 сонлар учун шундай k наmурШ1 сон 
mОnWlUб а = Ь + k mенг.лuк УРUНЛU булса а наmурШ1 сон Ь наmурШ1 сондан 
каmmа деймuз ва а > Ь деб белгuлаUмuз. 

1'= 1 + 1 булгани учун 1'> 1 деб ёзишимиз мумкин. Яъни < бинар 
муноеабат буш булмаган ,.уплам. 

IV.4.2-теорема. НаmурШ1 сонлар mуnламuда аНU19lанган "<" бuнар 
муносабаm mарmuб муносабаmдuр, ЯЪНU "<" - анmисиммеmрuк ва 
mарнзumuв муносабаm. 

Исбоm. Агар а> Ь булеа, у холда Ь > а була олмаелигини куреатамиз. 
а> Ь булеа, таърифга кура 3k Е N, а = Ь + k(l). 

Фараз I\илайлик, Ь> а булеин. У холда шундай I Е N топилиб, 
Ь = а + /(2) булади. (1) ва (2) дан а = а + (1 + k) хоеил булади, бунин г эеа 

булиши мумкин эмае. 

Х,аl\Иl\атдан хам, 1. а = 1 булеа, 1 = 1 + (k + Ь). Бу эеа 20 -акеиомага зид. 

2. a=#:a+(k+/) булеин. 

3. а + 1 =#: (а + 1) + (k + /) булишини куреатамиз. Теекариеини фараз 

!<ИЛам из. a+l=a+l+(k+l) булеин,ухолда a+l=(a+(k+/)+l. Энди 30_ 

аксиомани I<Yллаеак, а = а + (k + l) хоеил булади, бу эеа индукция фаразига 

зид. Шундай I\илиб "<" муноеабат антиеимметрик муноеабат булишини 

иеботладик. Энди "<" муноеабат транзитив муноеабат булишини иебот 

!\ИЛамиз. Фараз I\илайлик, (а < Ь) л (Ь < с) булеин, у холда шундай k ва I 

на1)'Рал еонлар мавжуд булиб а = Ь + k, Ь = с + I тенгликлар уринли БУлади. 
Ухолда, а=Ь+k=(с+l)+k=с+(l+k).Яъни a=c+(I+k). Демак, а>с 

IV.4.3-теорема. Хар ~Hдaй а, Ь наmурШ1 сонлар учун 1\Уйuдагu 

mасдU19lардан фа~m бuрuгllна УРUНЛU 

1. а = Ь; 
2. а >Ь; 
З. Ь>а. 

Бу теоремани иебот I\ИЛИШ учун олдин l\Yйидаги леммани иебот к.илиб 

оламиз. 

IV.4.4-лемма. \/а Е N наmурШ1 сон учун а=#: 1 булса, у ~олда 3k Е N 
булuб а = 1 + k mенг.лuк УРUНЛU буладu. 

Исбоm. Агар а = 1 булеа, теорема шарти 6ажарилмаЙди. Демак, хулоеа 

хам бажаралиши мумкин эмае. 

Фараз к.илайлик, а учун теорема ,.угри булеин. У холда 

а + 1 = (I + k) + 1 = а + 1 = 1 + (k + 1). Яъни теорема ,.угри. 
Теорема IIсбоmu J Ь = 1 булеин. У холда а = 1 булеа, а = Ь. Агар а ~ I 

6улса, леммага аеосан а = 1 + k. У холда а > 1 . 
2. Ь учун теорема ,.угри булеин, яъни, Ь = а, Ь > а, ёки а > Ь 

шартларнинг Фаl\ат бири бажарилеин. 
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3. Ь + 1 учу н хам теорема уринли булишини исботлаЙмиз. 
Агар Ь = а булса, Ь + 1 = а + 1 булиб Ь + 1 > а. Агар Ь > а булса, шундай 

k топилиб Ь = а + k ёки Ь + 1 = a(k + 1) эканлигидан Ь + 1 > а БУлади. Агар 
а> Ь булса, шундай 1 топилиб а = Ь + 1. Бу холда, агар 1 = 1 булса Ь + 1 = k, 

агар 1 * 1 булса, шундай k топилиб 1 = 1 + k БУлади. Бундан 
a=b+(1+k)=(b+l)+k, ЯЪНI-I, а>Ь+l булиши равшан. Демак Ь+l учун 

хам теорема тугри экан. 

Бундан кейин а> Ь булса, Ьсони а сонидан кичик деб 'I)'шунишимиз ва 

Ь < а ёзувни ишлатишимиз мумкин. 
(a<b)v(a=b) урнига a~b; (a>b)v(a=b) урнига a~b ёзув 

ишлатилади. Яъни таърифга кура 

a~b=(a<b)v(a=b); 

a~b=(a>b)v(a=b). 

Шунингдек, 

а<Ь"Ь<с=а<Ь<с; 

а>Ь"Ь>с=а>Ь>с. 
IV.4.5-теорема. НаmурШl сонлар тjJf1ламuда "<" муносабатu яна 

1<J'йuоагu ХОССШlарга эга: 

10 '\Ia,bEN учун a*b=>a>bvb>a. 

20 '\IaEN учун l(а>а). 

30 '\Ia,b Е N учун а> Ь => l(ь > а). 
40 '\Ia,b,c Е N учун а> Ь" Ь > а 

5" '\1 а Е N учун а + а > а, яънu ~ap '«lндай натура" сон мусбат. 

60 '\1 а,Ь,с Е N учун а> Ь => а· с > Ь· С, яъни > муносабат купайтириш 

амалига нисбатан монотон. 

Такрорлаш учу" саволлар 

1. Тартиб муносабат таърифини аЙтинг. 
2. К,атъий тартиб муносабати деб нимага айтилади? 
3. Нок,атъий тартиб муносабати деб нимага айтилади? 
4. Чизик,ли тартиб муносабати деб нимага айтилади? 
5. К,андай туплам тулик тартибланган туплам дейилади? 
6. На'I)'Рал сонлар тупламига тартиб муносабати к,андай киритилади? 
7. Бинар муносабатга нисбатан монотон бинар амал деб к,андай бинар амалга 
айтилади? 

МаШl<:лар 

1. Х,ар кандай а,Ь,с Е N учун а + с> Ь + с <=> а > Ь эканлигини исботланг. 
2. Х,ар к:андай а, Ь, с Е N учун а· с = Ь . с <=> а = Ь экаНJIИГИНИ исботланг. 



з. х.ар к.андаЙ а,Ь,с Е N учун а· с> Ь· с <:::> а > Ь эканлигини иеботланг. 
4. Х,ар к.андаЙ а Е N учун 1 ~ а эканлигини иеботланг. 
5. х.ар к.андаЙ а,Ь Е N учун а ~ аЬ эканлигини иеботланг. 
6. Х,ар к.андаЙ а, Ь Е N ва шундай с Е N учун Ь· с > а эканлигини иеботланг. 
7. х.ар к.андай а,Ь Е N учу н а + 1 ~ Ь лЬ> а => Ь = а + 1 эканлигини 
иеботланг. 

8. Х,ар к.андаЙ а,Ь Е N учун а + 1> Ь л Ь ~ а => Ь = а эканлигини иеботланг. 

9. х.ар I<андай а,Ь Е N учун 2а'1: 2Ь + 1 эканлигини иеботланг. 

10. х,ар к.андай а,Ь Е N учун а 2 
'1: 2Ь 2 эканлигини иеботланг 

IV.5-§. Натурал сонлар аксиоматик назаринси хоссалари 

Аксиомалар системасининг эркинлиги. 

Аксиоматик назариянинг (А) аксиомаеи к.олган акеиомалардан келтириб 

чик.армаслигини исбот к.илинса (А) к.олганларидан эркли деб аталади. Агар 

аксиоматик назариянинг х:ар бир аксиомаеи к.олганларидан эркли булеа 

бундай аксиоматик назария эркли деЙилади. 

Аксиоматик назариянинг бирор (А) акеиомасини к.олганларидан келиб 

чик.маслигини келгириш учун (А)- аксиома бажарилмай к.олган барча 

акеиомалар бажариладиган интерпретация к.уриш етарли. 

Индукция аксиомаеининг БОШl\а акеиомалардан келиб чик.маелигини 

курсатайлик. 22 = {),l) 2 модул буйича чегирмалар х:алк.аеи берилган 

БУлсин. N' = N х 22 тупламда 
- -

~,б)ЕВ ф,у)= (р+ Ь,х + у) 
- - - -

~, o)"i; ф,у)= ~. Ь,х· у) 

тенгликлар ОРl\али N' тупламда ЕВ- I\УШИЩ ®- купайтириш амаллари 

аник,ланган булеин. Х,осил булган (N',®,EВ) -алгебра натурал еонлар 

аксиоматик назарияси учун интерпретация булиб, бу интерпретацияда 

индукция аксиомаси бажарилмайди, I\ОЛГан аксиомалар эеа бажарилади. 

х,аlQfl\атдан х:ам, _ 
1. (1,1) элемент бирлик элемент булиб, ~,б)+ (Ь,У)= ~ + Ь,х + у)= (1,1) 

булса, У ~лда а+Ь=} бундай булиши мумкин эмас. 

2. д, 0+ (1,1)= (а + l,х + 1) яroна элемент булиши равшан. 

з. ~, 0)+ (1,1)= (Ь,У)+ (1,1) берилган булеин, у х:олда 

(а +l,x + 1)= (Ь + l,у + 1) булиб, а + 1 = Ь + 1, х + 1 = У + 1 булганда 

а = Ь, х = У келиб ЧИl\ади. Яъни (д, 0)= (Ь,у) булади. 

4. (д, 0)+ «Ь,.У)+ (1,1))= «а,х)+ (Ь,У))+ (1,1). 

5. (д, о)· (1,1)= (а ·I,x ·1)= (а,х) булиши равшан. 
6. (а,х)- «Ь,у)+ 1)= (а,х)- (Ь,У)+ (а,х) булиши равшан. 

7. Индукция акеиомаеи бажарилмаелиги равшан. 
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Хакикатдан хам, М = {(2a,O)1 а Е N}v {(2а -1,1)1 а Е N} туплам учун 

(1.\)Е М ,(a.l)E М булишидан (а,х)+ (1,1)= (а + 1,х + I)E М . Лекин, (1,0) Е М 

Натурал сонлар аксиоматик назар"ясининг катъиЙлиги. 

IV.5.1-таъриф. Агар аксиО}l.ютик назарuялаРIll/Uuг \txтuёрuй 2та 

модели I/ЗОJltOрф булса, бундаit аКСlIоматllК назария ~атыiй аКСlюматllК 

назария деЙliлади 

IV.5.2-теорема. НатурШl сонлар аксиоматик назарияси ~тъий 

аксиоматик назариядир. 

Исбот. N) ва N 2 наryрал сонлар аксиоматик назарияси учу н 2та 

интерпретация булеин, у холда <р(11)=1 2 , <p(nl )=n2 булса, 

<р(n) + 1)= n2 + 1 оркали <p(N))~ N акслантириш теорема шартларини 

каноатлантирувчи акслантиришдир. 

<р- биектив акслантириш булиб, Vm,n Е N учун <р(n + т)= <р(n) + <р(т) , 

<р(n· т)= <р(n}-<р(т) шартлар бажарилади. 

Такрорлаш учун саволлар 

1. Аксиоматик назария качон эркин дейилади? 
2. Наryрал сонлар аксиоматик назариясининг эркинлигини ryшунтиринг. 
3. Наryрал сонлар аксиоматик назариясининг катъийлигини 1)'шунтиринг 

IV.6-§. Бутун сонлар х:алкаси 

IV.6.1-таъриф. Наmурш/ СО/fлар ярим~ал~аСliниl{г JI/liНUМШI Keuгaйmмacи 
булга/f J.tШlJ;;а бутун СО/fлар J.tШlJ;;аСII де ЙШlйди. 

Бизга наryрал сонлар яримхалкаси берилган булеин. Бу1)'Н сонлар 
халкасини куриш схемасини куриб чикамиз. 

NxN-декарт купайтмада V(a,b),(c,d)ENxN учу н 

«a,b)-(c,d»)~(a+~b+c) бинар муносабат эквивалентлик 
муносабатидир. )(акикатдан }(дм, V(a,b)EN х N учун (а,Ь) - (а,Ь) чунки, 

а + Ь = Ь + а булиб, муносабат рефлексив муносабатдир. 
V(a,b), (c,d) Е N х N жуфтликлар учун (а,Ь) - (c,d) ~ (c,d>f(a,b). 

Хакикатдан хам, a+d=b+c~c+b=d+a. Демак, (c,d)-(a,b), нихоп 

(а,Ь) - (c,d) ва (c,d) - (е,!) булса, а + d = Ь + с ва с + f = d + (. булишидан 
а + d + с + f = Ь + с + d + е ёки а + f = Ь + е келиб ЧИI<ади, бундан 
(а,Ь) - (е,!). Демак, - транзитив муносабатдир. 

Шундай I<илиб, N х N / - фактор туплам хакида гапириш мумкин. Бу 

тупламни ZI оркали белгилаб оламиз. N да аникланган "+" амалидан 
фойдаланган холда Z) тупламда $ амалини куйидаги тенглик ОРI<али 
аниклаш мумкин: 



""(а,Ь), (c,d) Е 21 учун (а,Ь) $ (~,d) = (а + с, Ь + d). Бу тенглик (а,Ь) ва 
(c,d) еинфлардан олинган вакилларга БОFЛИК эмае. )(акикатдан, (а,у) Е (а,Ь) 

(=,1) Е (c,d) булеин, у х:олда х + Ь = а + у ва = + d = с + ( Бундан, 

(х + =) $ (Ь + d) = (Ь + d) $ (у + () келиб чикади. Демак, 

( х + =. у + t) = ( а + с. Ь + d) . 

Шунга Ухшаш, ""(а,Ь), (c,d) Е 21 учун 

(а,Ь) ® (c,d) = (ас + bd, ad + Ьс) (I) 
- - -

""(а,Ь)Е 21 учун е (а,Ь) = (Ь,а) (2) 
- - - -
0=(1,1), 1=(2,1) (3) 

тенгликлар мое равишда еинфларни купайтирищ еинфга карама-карши 

еинфни ТОПИШ, нол элемент, бирлик элементни аник.лаЙди. 

(ZI ;$, О, е, о, i) - алгебра наryрал еонлар яримх:алкаеига изоморф 
булган ярим х:алканинг минимал кенгайтмаси булган х:алкадир. Бу алгебра 

х:алк.а булиши бевоеита текширилади. 

N
I 

= «N х {1})/ -) \ {О} туплам эса наryрал сонлар яримх:алкасига 

ИЗ0МОРФ булган яримх:алкадир. Демак, N == N1 булиб, 21 х:алка N1 нинг 

минимал кенгайтмаси булган х:алк.а, у холда алгебраик кенгайтма х:акидаги 

(11 г) теоремадан наryрал еонлар яримх:алкасининг минимал кенгайтмаси 

буш·ан х:алка мавжудлиги l<елиб чикади. 

Такрорлаш учун саволлар 

1. Яримх:алк.ага таъриф беринг. 
2. Яримх:алк.а кенгайтмаеи нима? 
3. )(алк.ага таъриф беринг. 
4. Фактор-туплам таърифини эсланг. 
5. Бyryн еонлар Х:aлI<.аеи деб нимага айтилади? 
6. Наryрал сонлар яримх:алкаеи минимал кенгайтмаеининг мавжудлигини 
иеботланг 

МаШl(лар 

1. Бyryн еонлар туплами х:алка таш кил этишини иеботланг. 
2. m Е N булеин. m га каррали бутун еонлар туплами Z.. х:алка таш кил 

этишини иеботланг. 
3. Х,ар к.андай m Е 2,т > О сон учун чегирмалар синфлари туплами Z /( .. , 

х:алк.а ташкил этишини иеботланг. 
4. К х:алк.а устида олинган купх:адлар туплами К[х] учун I<)'йидагиларни 

иеботланг: 
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К[х] - халка; 

К бирлик элементга эга булса, К[х] хам бирлнк элементга эга; 

К коммутатии халка булса, К[х] хам коммутатии халка булади; 
К бутунлик сохаси булса, К[х] хам бутунлик сохаси БУлади. 

IV.7-§. Бутун сонлар системасининг аксиоматик назарияси 

БошлаНFИЧ тушунчалар. 

1. Z - буту н сонлар туплами. 

2. "EIЭ" "о" - z даги купайтириш иа кушиш амаллари. 
3. О - z нинг натурал элементи. 1. 
4. N - натурал сонлар туплами. 
5. +, - N даги кушиш иа купайтириш амаллари. 

IV.7.1. (Z,EВ, О, е, O,N, +,.) алгебраuк CUCтe/lfa учун 1{Уйидаги 

аксuомалар ур"нлu булса. УНII бутун сонлар Сllсте.маси деЙ1Ulадu: 

/. Va,bEZ учун 3!CEZ аЕВЬ=с. 

2. Va,b,c Е Z учун а Ef) (Ь ЕВ с) = (а ЕВ Ь) ЕВ C-1f)Iшuшнuнг ассоцuатuвлuгu 

хоссаси. 

З. Va,bEZ учун affib=bEВa 1f)Iшuшнuнг коммутатuвлuгu 

аксиомаСII. 

4. V = Е Z УЧУ// = ЕВ О = = /{оль элеменmНll//г хоссасини uфодаловчu 

аксиома. 

5. V а Е Z УЧУ// 3а'Е Z а + а'= О ~ара...,а-~РИllI эле/llент мавжудЛllгllНll 
кафолаmлайдllга// аксио...,а. 

6. V а,Ь Е Z учун 3!р Е Z а· Ь = Р кjlnайmuрuш а...,алllНlIнг бйЖ'аРlUlllUiU 
аксиОАюси. 

7. Va,b,cEZ УЧУ// (а Ь)·с=а·(Ь·с) куnайmllрllUi амалllНlIнг 

аССОЦllmllвлuгu. 

8. Va,b,cEZ учун (а+Ь)·с=ас+Ьслс·(а+Ь)=с·а+с·Ь. 

9. (N +, .) - натурал сонлар ярuлqал~сu. 

/0. N cZ 
11. Va,bEN учун affib=a+b. 

/2. Va,bEN учун а®Ь=а·Ь. 

/ З. Агар бuрор М mуnлам учун 
/). McZ 

2). Va,b Е М ва Ь' эле/llенm Ь + Ь'= О шарmНII ~аноаmланmllРСUН. У ~олда 
а+Ь'ЕМ 

З). NcM 
шарmлар бажаРlUlса М = Z буладu. Бу аКСllома МIlНIIМШ1ЛlIК аКСllо.маси деб 
аmалади. 



Кейинчалик, тушунмоачилик юзага келмайдиган холларда ёзуани 

ихчамлаштириш учун EfЭ урнига "+", О урнига эса" "белгилар 
ишлатилади. (2;+,0) буmун сонларнuнг аддиmив граnnаси (2;·) алгебра эса 

буmун СОШlарнuнг мульmuплuкаmuв ярuмгруnnасu деб аталади. 
Бyryн сонлар аксиоматик назариясининг ЗИДСlfЗлиги. 

Юl\орида курилган (ZI;EfЭ,О, в, 0,1) алгебра бутун сонлар аксиоматик 
назариясидаги барча 13 та аксиомани I\аноатлантиради. Яъни, бутун сонлар 
аксиоматик назарияси учун модель вазифасини бажаради. Дема к, бутун 

сонлар аксиоматик назарияси зидсиздир. 

Бyryн сонлар халкасининг баъзи хоссалари 

(Z; +,', О, лr) бутун сонлар системаси булеин. 

5-аксимага асосан "da Е Z учун шунда а' мавжуд булиб, а + а'== О. 
Бундан кейин "d a1b Е Z учун а + Ь' ни а - Ь куринишда ёзиб оламиз ва а аа 

Ь наmурШl сонларнuнг айuрмасu деб атаЙмиз. 

IV.7.2-теорема. Хар I\llндай буmун сон, иккumа натурал сон айuрмасuга 

mенг. 

Исбоm. М ОРl\али иккита натурал сонлар айирмаси сифатида ифода 

I<ИЛинадиган барча бутун соилар тупламини белгилаЙмиз. У холда, "dn Е N 
учун n=(n+l)-1 булганидан лrсМ Бундан ташк:ари "da,bEM булса, 

3m,n,k,/EN a=m-n,b==k-/ ва a-b=(m-n)+(k-/)' ==(m-n)+(/-k)== 

= (т + 1) - (n + k). Демак а - Ь Е М. У холда М == Z. 

IV.7.3-теорема. (Z;+,)- Шlгебра бuрлuк элементга эга булган 

коммуmаmив ~QJщадuр. 
Исбоm. Халl\а булиши Юl\оридаги аксиомалардан келиб ЧИl\ади. "da Е Z 

учун 3m,nЕЛ' а=m-n, а=m+n', а'·1==(m+n')·1==m·)+n'·)==m+n ' ==а. 
Va,bEZ учун 3m,n,k,/EZ а==т-n, b==k-/. 

(т - n) ·(k -/) = (k -/)(m - n) тенглик бевосита текширилади. 

Бутун сонлар аксиоматик назариясидаги аксиомалардан N с Z, "dn Е N 

учун n'= -nЕ Z, О Е Z булиши келиб ЧИl\ади. 

Агар aEZ учун 3m,nЕЛ' булиб а=m-n=m+n', 

агар т = n булса, а = О ; 
агар т > n булса, а на'I)'Рал сон; 
агар n> т булса, n + m'- натурал сон булиб, а == (n + т')', яъни n + m'-

на'I)'Рал сонга I\арама-I\арши булган сондир. 
Бyryн сонлар халкасида тартиб муносабат. 
Агар "da,b Е Z,a - Ь Е N булса а> Ь деЙмиз. > муносабат к:атъий тартиб 

муносабатдир. Бу муносабат антирефлексив муносабатдир. 

"da Е Z, а - а = О е: N 
Бу муносабат антисиммеЧJИК муносабатдир. "da,b Е Z учун а> Ь яъни, 

а - Ь Е N булса Ь - а = -( а - Ь) е N. > муносабат ЧJанзитив муносабатдир. 
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х.акикатдан хам, а - Ь Е N, Ь - с Е N булса, (а - Ь) + (Ь -- с) Е N яъни, 

а-СЕ N БУлади. 
Va,b Е Z агар a;t 1 булса, а> Ь ёки Ь > а. х.акикатдан хам, а - Ь ёки 

наryрал сон ёки О ёки наryрал сонга карама-карши сондир. Шундай килиб, 
хар кандай бутун сон ёки наryрал сон ёки О ёки наryрал сонга карама-карши 

булган сон экан. 

Бутун сонлар аксиометрик назаРИRСИНИНГ катъиЙЛиги. 

Маълумки, аксиометрик назариянинг ихтиёрий иккита модели изоморф 
булса, бундай аксиоматик назария катъий аксиоматик назария деЙилади. 

IV.7.4-теорема. Бутун сонлар аксиоматик назарuясu I)llтъuй 

аксиоматик НQЗариядuр. 

I1сбот. (ZI'+"O"N,); (Z PEВ,O,02' N 2 ) буryн сонлар аксиоматик 

назариясининг ихтиёрий иккита модели БУлсин. Натурал сонлар аксиоматик 

назарияси катъий аксиоматик назария булганлиги учун, N\ ва N 2 орасида 

изоморфизм урнатадиган акслантириш мавжуд. Биз ёзувни ихчамлаштириш 

максадида N\даги кушиш, купайтириш амалларини +,. оркали, яъни, Z 
даги амаллар символлари билан; N2 даги кушиш, купайтириш амалларини 

эса ЕВ, О оркали, яъни ZI даги кушиш ва купайтириш белгиланган символлар 
билан белгилаб оламиз. ер: N\- > N 2 изоморф акслантириш булсин, демак-ки 

ер -биектив ва "1 аl А Е N\ учун ер( а\ + Ь\ ) = <р( а\) ЕВ <р( Ь\); 

ер(аl • Ь\) = ер(а\) О ep(b l ). 

"1=\ Е Z\ учун шундай ml , n\ Е N\ топилиб =1 = Лl l - n\ булиши юкорида 

исботланган эди. Шунга асосланиб V=\EZ\ учун Ф(=\)=<р(m\)8 <р(n\) 

тенглик оркали ZI ни Z2 га акслантирамиз. 
Бу акслантириш бир кийматли акслантиришдир. х.акикатдан х.ам, агар 

=1 = т\ - nl = k\ -/\ булса <p(ml )8 <р(n\) = <p(k\) 8 <р(l\). Чунки m\ + '\ = k\ + n\ 

булгани учун <р(т l + 1\) = <p(k\ + n\) => <р(m\) ЕВ <p(l\) = <p(k\) ЕВ <р(n\) => <р(т\)8 
<р(n\) = <р( kj ) 8 <р(l\). ф - биектив акслантиришдир. 

"1 а\, Ь\ Е Z, а\ ;t Ь\ учун 3т\, n l , k\, '\ Е N а, = т, - n,; Ь, = k, -', булеин. 
Ь\ ;t а\ булгани учун т\ + '\ *- k\ + пр демак <р(m\) ЕВ <р(l\) *- <p(k\) ЕВ <p(nj ). У 

х.олда <p(m\)8<p(n\)*-<p(k\)8<p(lI). Яъни Ф(а\)*-Ф(Ь\). Агар \/а2 EZ булса, 
3т2 ,112 Е N2 булиб, а2 =т2 8112 • у х.олда <р- биектив булгани учу н 

3т, ,n, Е N" <р(т,) = т2 , <р(n,) = 112. 

Демак,Ф(т\-n\)=<р(m\)u<р(n\)=m2 8n2 =а2 Яъни, Ф-сюръектив 
акслантиришдир. 

Ф акслантириш + ва амалларини сак.лаЙди. Ф араз килайлик \/ а, ,Ь, Е Z 
учун 3m l ,np k,,/1 Е N булса а l = m\ - I1р Ь\ = k\ -/\ БУлсин. 

У холда Ф(а, + а2 ) = Ф«m, - 11, ) + (k, -/,» = Ф«m, + k,) - (11, + 1,» = 
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= 'Р(т, + k,) 0rp(n, +',) = 'Р(т,) + rp(k,) 0 (rp(n,) + 'Р(l,» = (rp(m,) 0 rp(k]) 0 
'Р(n]) 0 'Р(l,) = (rp(m,) 0rp(n,» + (rp(k,) 0rp(l,» = Ф(а,) + Ф(Ь,). Шундай килиб, 
'Va,A Е Z, учун Ф(а, + Ь,) = Ф(а,) ЕВ Ф(а2 ). 

'Va,.br Е Z, учун Ф(а, 0Ь,) = Ф(а,) ОФ(Ь,) тенгликни исбот I<ИЛИШНИ 

Уl\Yвчиларга мустак.ил вазифа сифатида I<олдирамиз. 
Бyryн сонлар хаЛl\;асининг бутунлик сохаси булиши 
IV.7.5-теорема: 'Vm,n Е N учун 1f)Iйuдагu хоссалар урuнлu: 
/0 т .0=0. 
2 О т( -n) = -тn . 

30 (-т).n=-тn. 

4 О (-т)· ( -n) = тn . 

Исбот: 10. т·О=т(О+О)=т·О+т·О бундан т·О==О келибчикади. 
20. т· 0= т(n- n) = тn+ т(-n) == О. 

Демак, т( -n) = -тn 
30_,40_ тасдик.лар шунга ухшаш исбот килинди. 
IV.7.6-теорема: 'Va,b Е Z учун (а· Ь == О) => (а = О) v (Ь == О). 

Исбот: Тескарисини фараз I\иламиз. а"* О л Ь "* О булсин, У холда а ва 
Ь лар иккаласи х,ам наryрал сонлар ёки иккаласи х,ам наryрал сонларга 
I\арама-I\арши сонлар ёки бири наryрал, иккинчиси наryрал сонга l<apaMa
I\арши сон БУлади. Бундан Юl\орида исбот I\илинган теоремага асосан 

а . Ь "* О келиб ЧИl\ади. Бу теорема шартига зид. 

Такрорлаш учун саволлар 

Бутун сонлар аксиоматик назариясининг бошлангич тушунчаларини 

ЗЙтинг. 

Бутун сонлар аксиоматик назариясининг аксиомаларини шархланг. 

)(ар I\андай буту н сон наryрал сонлар айирмаси куринишида 

ифодаланишини исботланг. 

Бутун сонлар ТУШIамида тартиб муносабатини аник.ланг. 
Бутун сонлар аксиоматик назариясининг I\атъийлигини исботланг. 

МаШl\;Лар 

Бутун сонлар х,алl\асида 2х=l тенглама ечимга зга эмаслигини 

исботланг. 

Бутун сонлар х,алl\асида х 1 = 2у l тенглама факат (0,0) ечимга эга 

экаилигини ис60ТЛанг. 
Бутун сонлар МУЛЬТИШIикатиа яримгруппасини I\атъий аа чизи/(Ли 

тартиблаб булмаслигини исботланг. 

куйидагиларни исботланг: 
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1) (L';+;,O,I) - бутун сонлар х:алкасида «>))- ЧИJикли тартиб муносабати 

куйидаги шартлар оркали аникланади: 

VO,bEZ учун о>Ь=>а"#Ь; 
Va,b,cEZ учун а>Ь/\Ь>с=>о>с; 

Va,b Е Z учун о> ') => а + 1> Ь + 1; 
Va,b Е Z учун а> h => а - 1> Ь -1; 

1> О. 
2) юкорида келтирилган шартларнинг хеч бири колганлари оркали 

ифодаланмаЙди. 

IV.8-§. Рационал сонлар майдони 

IV.8.1-таъриф. Бутун сонлар ~Ш/l~асuнuнг АlUН1IМШI KeHгaйmмacи 

булган майдон рацuонШI сонлар майдони деUШlадu. 

Рационал сонлар майдонини куриш схемасини берамиз. z· = z \ {О} 
булеин. ZxZ· тупламни Р оркали белгилаб оламиз. Р туnламда "-" -
эквивалентлик муносабатини куйидагича аниклаймиз: 

(а,Ь) - (c,d) <=> (od = Ьс). Бу муносабат хакик.атдан хам эквивалентлик 

муносабатидир: 

\. V(a,b) Е Р учун «а,Ь) - (а,Ь) <=> (а·Ь = Ь·а) 

2. V(a,b) ЕР, (c,d) ЕР учун (а,Ь) - (c,d) => (a·d = Ьс) => 

=> (Ьс = ad) => «c,d) - (а,Ь». 

3. V(a,b) ЕР, (c,d) Е Р, (т,n) Е Р, (а,Ь) - (c,d)/\ (c,d) - (т, n) => ad = 
= Ьс /\ сп = dm => adcn = bcdm => аn = Ьm => (а,Ь) - (m,n). 

Демак, - муносабат Р тупламда рефлектив, симметрик, транзитив 

муносабат, яъни , - -эквивалентлик муносабати экан. 

Р/- фактор тупламни QI оркали белгилаЙмиз. V(a,b) ЕР учун (аЬ) 

оркали Р/- фактор-тупламдаги (а,Ь) элемент яратган эквивалентлик 

синфини белгилаЙмиз. 

QI да ЕВ, О амаллари куйидагича аникланади: 

V(a,b),(c,d) Е QI учун (а,Ь) ЕВ (c,d) = (ad + bc,bd) (а,Ь) O(c,d) = 

= (а· с,Ь· d). Бу ёзувлардаги +,. амаллари Z тупламдаги к.Ушиш ва 

купайтириш амалларидир. 

IV.8.2-теорема. Q mуnламда 
1 о ЕВ, СУ куnайтuрuш аАtШlларu Сlillфлардан олuuган вакuлларга боzлu~ 

эмас, яънu бuр ~uйматлll aHи~aHгall. 

20 ЕВ, СУ ама~ларu QI mУnламдакоммуmаmuв. ассоциаmив булuб, СУ 

аА1Ш1U ЕВ амачuга нuсбаmан дuсmрuбутllвдuр. 

]0 (1,1) СUllф СУ ШНШlII?Q IIl1сбаmаll нейmрщ/ элемеllЩ яънu бuрлuк 

Jле.ненmдIlР· 



4° (0,1) СIIНф ЕВ амалuга нuсбатан нейтрал яънu ноль элементдuр. 
- -

5° V(a,b) Е Q) СllНф учун (-а,Ь) сuнф Е9 га нuсбатан I</1рама-к,аршu 
- -- -

элемент буладu, яънu (а,Ь) + (- а,Ь) = (0,1). 

60 V(а,Ь)ЕQ)л(а:;t:0), яънu, (a,b):;t:(O,I) сuнф учун (Ь,а) сuнф О 

амалuга нuсбатан тескари элемент БУладu. 
- -

7° (1,I):;t: (О, l). 
Исбот. Теоремадаги тасдик,лар бевосита текшриб ЧИI(ИЛади. Масалан, - - -

4°: (O,I)+(a,b)=(O·b+l·a,l·b)=(a,b). 

6°·(ab):;t:(O,I) булса, у ",олда (Ьа) Е Q) булиб, 

(а,Ь)· (Ь,а) = (аЬ,а,Ь) = (1,1). 
Колган тасдик,ларни текшириб ЧИI<ИШНИ УJ<yвчиларга ",авола I(иламиз. 

Шундай к.илиб, (Q),E9,0,(l,l)(O,I» алгебра, I(ИСl(ача (Q"Е9,0)-алгебра 
майдон булар экан. Бу майдон бyryн сонлар ",алl(асига изоморф булган 

х.алк.аостига зга. АНИI(РОFИ Z х {1}/ - фактор-туплам Е9, О амалларига 

нисбатан ёПИI( булиб, х.аЛl(а ",осил l\ИЛадИ. Бу ",алl(а бу"I)'Н сонлар ",алl(асига 

изоморф булган х.алк.адир. Фараз l(ИЛайлик, Q' майдон учун Z х {l} - ",алl(а, 

х.алЮiости булсин, у ",олда V(O, 1) Е Z х {1},(b,l) Е Z Х {l} b:;t: О элементлар 

учун (a,I)·(b,l)-' =(a,I)'(l,b)=(a,b)EQ' БУлади. Демак, QI cQ'. Яъни, Q) 

майдон Z х {I} - х.алl(анинг минимал кенгайтмаси булган маЙдондир. У 

",олда алгебрик кенгайтма х.ак.идаги теоремага асосан Z бyryн сонлар 

х.алl(асининг минимал кенгайтмаси булган майдон мавжуд. Бу майдон 

рационал сонлар майдони деб юритилади. 

Такрорлаw учун саволлар 

Х,алк.анинг кенгайтмаси деб нимага аЙтилади. 

Майдон таърифини аЙтинг. 

Рационал сонлар майдонини I<.Yринг. 

МаWl(лар 

Берилган (Р;+"О) майдоннинг х.ар I(андай а,Ь,а' ,Ь'Е Р Л b:;t: O,b':;t: О 

злементлари учун к.уЙидагиларни исботланг: 

а а' аЬ'+Ьа' 
-+-= 
Ь Ь' ЬЬ' 
а а' ab'-Ьа' 
---= 
Ь Ь' ЬЬ' 

а а' а·а' 

ь' Ь' = ЬЬ' ; 
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а 

а'"# О => ~ _ а· Ь' 
а' - Ь " ·а 

Ь' 

а а' I I - = - <=> аЬ = а Ь. 
Ь Ь' 
Рационал сонлар жуфтликларидан иборат булган Р тУпламда к.ушиш ва 

купайтириш амаллари к.уЙидагича аникланган: 

(а,Ь)ЕВ(а',Ь')=(а+а',Ь+Ь'); 

(а,Ь) ® (а' ,Ь') = (аа'+2ЬЬ', аЬ'+а' Ь). 

(Р;ЕВ,®) майдон ташкил этишини исботланг. 

Комплекс сонлар майдони устида к.урилган иккинчи тартибли квадрат 

матрицалар туплами матрицаларни к.ушиш ва купайтириш амалларига 

нисбатан коммутатив булмаган, нолнинг булувчиларига эга халк.а ташкил 

этишини исботланг. 

Агар & сон х 1 = 2 тенгламанинг ихтиёрий комплекс илдизи ва 

Q(&)={a" +а,&+а2 &2Iа",а"а 2 EQ} булса, у холда комплекс СOlшарни 

к.ушиш ва купайтириш амалларига нисбатан Q(&) туплам майдон ташкил 
этишини исботланг. 

IV.9-§. Рацltонал сонларнинг аксиоматик назарияси 

БошлаНFИЧ тушунчалар 

1. Q - рационал сонлар маЙдони. 

2. ЕВ,' мос равишда рационал сонлар майдонидаги к.Ушиш ва 

купайтириш амаллари. 

3. +, амаллари мос равишда z- бутун сонлар халк.асидаги к.Ушиш ва 
купайтириш амаллари. 

Аксиомалар: 

1. Va,b Е Q учун 3! С Е Q булиб, аЕВЬ = С БУлади. 

2. Va,b,c Е Q учун (а ЕВ Ь) Е9 С = а Е9 (Ь Е9 С) яъни, Q да + амали 
ассоциатив. 

3. Va,b Е Q учун а r:fJ Ь = Ь r:fJ а к.ушиш амали коммутатив. 

4. OEQ ва VaEQ учун Or:fJa=a. 

5. Va Е Q учун шундай 3а'Е Q булиб а ЕВ а'= О. 

6. Va, Ь Е Q учун 3! РЕ Q булиб а О Ь = р. 

7. Va,b,cEQ учу н аО(ЬОс)=(аОЬ)Ос 

8. Va,bEQ учун аОЬ=ЬОа. 

9. Va,b,cEQ учун aO(bEВc)=aObr:fJaOc. 

10. Va,bEQ учунэса а"#О булса 3XEQ аОх=Ь. 
11 (Z+,) - бутун сонлар халкаСI1. 



12. Z с Q. 

13. 'Va,bEZ учун аОЬ=а·Ь. 

14. 'Va,b Е Z учун аffЭЬ = а+Ь. 

15. Минималлик аксиомаси. Ихтиёрий М туплам учун 
1. McQ; 

2. ZcM; 
3. 'Va,b, Ь * О учун агар Ьх = а эканлигидан Х Е М шартлар бажарилса, 

ухолда M=Q 

Рационал сонларнинг хоссалари 

Ёзувни ихчамлаштириш ма"садида, 1)'шунмовчилик юзага келмайдиган 
холларда ffЭ, О еимволлари урнига мое равишда +, символларини 
ишлатамиз. 

10-акеиомага аеоеан 'V а, Ь Е Q а * О рационал еонлар учун ах = Ь 

тенглама ечимга эга. Хуеуеан а = Ь булган холда 'V а Е Ql а * О учун 

а· Х = Х· а < а. У холда, таърифга куРа Х купайтиришга ниебатан нейтрал 
элемеlП булади деб белгилаЙмиз. Демак 10-аксиомага ниебатан Х рационал 

сондир. 

IV.9.1-теорема. Q тУfVlамда амШ1uга нuсбатан нейтрШ1 элемент 

яzона. 

Исбот. Фараз J<Илайлик иккита нейтрал злемент мавжуд булсин, яъни 

'Va Е Q а * О учун ах ! = Х! ·а = а ва ах2 = х2а = а булеин. У холда хусусан, 
биринчи теНГЛИl\даги а ни Х2 билан, иккинчи теНГЛИl\даги а ни Х1 билан 

алмаштиреак Х2 • Х1 = Х1 . Х2 = Х2 ва X 1X 2 = Х2Х 1 = Х 1 тенгликлар хосиn булади. 

У холда Х! = Х! . Х2 = Х2 . Х1 = Х2 · 

Бундан кейин Х! = Х2 ни е ор"али белгилаЙмиз. 
IV.9.2-теорема. 'V а Е Q учун а· О = о. 

Исботи равшан. 

Хуеуеан, е· О = О· е = О . 
10-акеиомага аеоеан 'Va * О, а Е Q учун ау = е тенглама ечимга зга. 

Яъни, а· у = у. а = е тенгликни "аноатлантирадиган рационал сон мавжу д. 
х ни а га тескари рацuонШ1 сон деб атаЙмиз. 

IV.9.3-теорема. 'Va Е Q, а * О рацuонШ1 сон учун яzона тескари 

рацuонШ1 сон мавжуд. 
Исбот. Фараз I<илайлик, ау) = у)а = е ва ау2 = У2а = е БУлсин. У холда 

у! =Yl·e=Yl·(ay2)=(Yl·a)·Y2 =е·У2 =У2· 
-1 .. 

Кешусида а * О рационал сонга тескари сон ни а еки ОРI<али 
а 

белгилаймиз. 

IV.9.4-теорема. 'Va * О, а Е Q ва 'Vb Е Q элементлар УЧУН ах = Ь 

тенглама ягона ечuмга эга. 
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Исбот. 'rta,b Е Q а'" О рационал сонлар учун ах = Ь тенглама ечими 
мавжу длиги 10-аксиомада кафола"гланган. Ечим ягоналагини исботлаЙмиз. 

ах\ = Ь, ах2 = Ь булсин, У холда ах\ - ах2 = О => (а(х\ - х2 ) = О) л (а", О) => 

=>Х\-Х2 =О=>х\ =х2 " 

Ь -\ а ~ 
'rt а, Ь Е Q, Ь '" О рационал сонлар учун а· сонни Ь куринишда 

белгилаймиз х.амда уни а ва Ь рацuонШI сонларнuнг нuсбатu деЙмиз. 

IV.9.S-теорема. Хар бuр рацuонШI сон иккиmа буmун сон нuсбаmllzа 

mенг. Яънu 'rta Е Q учун :3m,n Е Z, n"# О булuб, а = m. 
n 

Агар :3/,kEZ, k",O БУЛllБ, a=i булса, m·k=k"n. 
k 

Исбоm. Иккита бутун сон нисбати куринишида ифодалаш мумкин 

булган барча рацион ал сонлар тупламини М орк.али белгилаЙмиз. 'rt= Е Z 

учун = = ="1 = = ·1-\ = ~ Е М . Демак, М с Q. 
1 

т k k 
Агар - - Е М - '" О 

n' 1 ' 1 
т k _\ т 1 т·/ 
_.(-) =-'-=-Е М У холда М = О. 
n 1 n k n·k -

т k т k k·n k·n 
Энди - = - булсин, У холда -·n = -·n => т = -- => т/ = --·1 => 

n n / / 1 
=> ml = kn. 

'rt т Е Q учун m· n Е N булса, бу рацuонШI сон мусбаm деЙилади. 
n 

Барча мусбат рационал сонлар тупламини Q+ орк.али белгилаб оламиз. 

'rta,bEQ учун a-ЬЕQ+ булса, а>Ь деЙмиз. Бу муносабат Q да 

~mъий чuзu19lu mарmuб муносабаm деЙилади. 

х,ак,ик,атданх.ам, 'rtaEQ учун a-а=ОеQ+ демак,l(а>а). 

'rta,bEQ учу н a-ЬЕQ+ булса, шундан m,n,k,/EZ топилиб, 

т k m·/-n·k 
а=-, Ь=- ва а-Ь= булиб, (m·l-n·k)·nIЕN у х.олда 

n / n·/ 
n·k-ml 

Ь - а = , (nk - т/) ·nl е N. Яъни, > муносабат антисимметрик 
n·1 

муносабатдир. > муносабат транзитив булиши х.ам бевосита текширилади. 
m/- n . k ~ mk - т/ 

а-Ь= учу н (m/-n·k)·n/EN булса, Ь-а= . учун 
n·/ n.1 

(n . k - m/)nl = -( ml - n . k) . n ./ е N 

Демак а", Ь булса а - Ь Е 0+ ёки Ь - а Е 0+ Яъни а> Ь ёки Ь > а - -' 
БУлали. 
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Бу тартиб муносабат Q рационал сонлар майдонини архимедча 

тартиблайди ва бугун сонлар халl\асидаги тартиб муносабатнинг давоми 
БУлади. 

Шундай I\илиб I\уйидаги теорема уринли. 
IV.9.6-теорема. (Q;+,·Q,I;» алгебраик система ~lI1ъий ЧUЗUУIU. 

архuмедча тартибланган майдон булиб. > mарmиб муносабаm буmун СОlfлар 
~ал1\llсидаги тартиб муносабатини давом эттuрадиган mарmuб 
муносабатдир. 

IV.9.7-таъриф. (а ~ Ь) <=> (а > Ь) v (а = Ь); 
агар а > Ь БУлса Ь < а деймuз; 
(Ь 50 а) <=> (Ь < а) v (Ь = а). 
~,5o тартиб муносабатлар Q да НОJ«Jтъий тартиб муносабаmдир. 

Рационал сонлар аксиоматик назариясининг зидсизлиги 
IV.9.8-теорема. Рационал сонлар аксиоматик назарияси зuдсuз 

аксиоматик назарuядир. 

Юl\орида бугун сонлар х,aJжасининг минимал кенгайтмаси булган 

майдон куриш усулини куриб ЧИl\I\ан эдик. Хосил булган майдонда рационал 

сонлар аксиоматик назариясининг барча аксиомалари уринли БУлади. Яъни, 

майдон рационал сонлар аксиоматик назариясининг модели БУлади. 

Рационал сонлар аксиоматик назариясининг катъийлиги 

IV.9.9-теорема. Рационал сонлар аксиоматик назарuяси '«1тъий 

аксиоматик назарuядир. 

Исбот. (QI;+,)(Q;EВ,0) майдонлар рационал сонлар аксиоматик 

назарияси учун иккита турли моделлар БУлсин. 

Фараз килайлик,2р22 лар бугун сонлар аксиоматик назариясининг 

иккита хар хил моделлари булиб, 21 с Q ва 22 с Q2 БУлсин. rp :21 ~ 22 

изоморфизм БУлсин. 'Vr Е QI учу н 3p,q Е 21 ,q ":F- О, ,. = Е булса 
q 

Ф(г) = Ф(Р) = 'Р(р) акслантириш (QI;+') ни (Q2;+') га изо морф 
q rp(q) 

акслантиради. 

1) Ф - биектив акслантириш булиши rp нинг биектив акслантириш 

булишидан бевосита келиб ЧИl\ади. 

Q т / б~ 
2) 'Vrl ,r2 Е Q учун3т,n,l,k Е 2, n":F- , rl =;' r2 = k улсин. 

(т 1) ф(тk+nl) rp(mk+nl) _ rp(mk)+rp(n·/)_ 
у холда Ф - + - = = - -

n k nk rp(nk) rp(n)rp(k) 

= rp(m)q>{k) + rp(n)rp(/) = rp(m) + '1'(1) = Фет) + Ф(!..). 
rp(n)rp(k) rp(n) rp(k) n k 

Ф(Г1 . г2 ) = Ф(/j)' Ф(г2 ) булиши хам Юl\оридагидек исбот килинади. 
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Такрорлаш учун саволлар 

Рационал сонлар аксиоматик назариясининг бошлангич l)'шунчаларини 

аЙтинг. 

Рационал сонлар аксиоматик назариясининг аксиомаларини шарх.ланг. 

Рационал сонлар тупламининг асосий хоссаларини баён к.илинг. 
Рационал сонлар аксиоматик назариясинингзидсизлигини исботланг. 
Рационал сонлар аксиоматик назаРИЯСИНИНГl\атъийлигини исботланг. 

МаШl(лар 

Рационал сонлар майдонида х 2 = 2 тенглама 
х.ар к.андаЙ а Е Q сон учун ягона а Е Z сон мавжудки, а ~ а < а + 1 

зканлигини исботланг. 

I<.yЙидагиларни исботланг: 
1) рационал сонлар майдонида «>>>-тартиб муносабати l\Yйидаги шартлар 
орк:али аник:ланади: 

'r/a,bEQ учун a>b~a~b; 

'r/a,b,c Е Q учун а> Ь 1\ Ь> с ~ а > с; 
'r/a,b,cEQ учун a>b~a+c>b+c; 

'r/a,bEQ учун a~b~a>bvb>a; 

1> О. 
2) Юl\орида келтирилган шартларнинг х,еч бири I\олганлари ОРl\али 

ифодаланмаЙДи. 

IУ.I0-§. х.аI(ИI(ИЙ сонлар маЙДони. 

IV.I0.I-таъриф. Хар ~андай ФУllдаменmал kem.ma-кеmЛIlК Я~lIнлашувЧIl 

буладllган mарmllблаиган майдон mулu~ майдон деЙшюд/l. 

IV.I0.2-таъриф. Архuмедчасuга mарmuбланган mул/щмайдон >;a~~й 

сонлар майдони деЙWlадu. 

х.аI\ИI\ИЙ сонлар майдонини рационал соилар майдонидан фойдаланиб 

I\Yриш схемасини берамиз. Q- рационал сонлар майдони, N-наl)'Рал сонлар 

системаси БУлсин. QN туплам х,адлари рационал сонлардан иборат булган 
[а ,.} ,':'=: куринишдаги барча кетма-кетлик:лардан х,осил I\илинган тупламдир. 

QN - \-1 Г~. 1 z (Ь 1 '" тупламдаги . t -"')" '" : ,t ,,) '! "': элементлар учун 

·v·{(tt:}~=. i'{br:}~:=: = {а ~ br:}~=: 

~(~ ,; ~ ~=: ~:{[);: 1 ~=:. ~((;: 
(:,11(i [ -(~,,}:~:-

[l} = {e~} V"':' ·'i i.: Ее ,\. учун t'v = 1 тенглик орк.али мос равишда кетма
кетликларни к:ушиш, купайтириш, к:арма-к.аршисини олиш, бирлик 

элементини ажратиш амаллари аник:ланади. 
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Р оркали QN тупламдаги барча фундаментал кетма-кетликлар тупламини 
белгилаймиз. Q -майдонда норма сифатида соннинг абсолют киймати 
олинади. (Р ,EfJ,®,0, 1 )-алгебра коммутатив "ал ка булиши бевосита 

текширилади. Р тупламдан (~,,}- ~,,})<=> (~" - b,,}~ О) эквивалентлик 

муносабати оркали Р / N фактор-туплам "осил киламиз. 

Бу тупламни R. оркали белгилаЙмиз. V IP" }:=I] ~"}:=I]E R1 элементлари 

учу н IP" }:=I}t I{Ъ" }:=I]= I{a" + Ь" }:=I] IP" }:=I] I{Ъ" (=1]= lP"hll СI _ 
-l{a" },7=I ]= I{- а" },7=I J 1 = [l] оркали +, бирлик элементни 
ажратиш амалларини аник.лаЙмиз. (R.;+;,-,l) алгебра майдон булади (исбот 
1OUIинг). 

Агар I{a" }:=I] I{b" },:=I JE R1 элементлар учун шундай по Е N ва шундай 
мусбат & рационал сон топилиб, барча k > no,k Е N натурал сонлар учун 

а! -Ь! >& шарт бажарилса {Ь,}: •• <{а,}:= •. Агар {bJ:=. < {aJ:=. булса, 

I{a" }:=I J< I{b" }:=I J деб "исоблаЙмиз. < муносабат R1да тартиб муносабат 
булиб, (R.;+,-,-,l;<) алгебраик система архимедча тартибланган тулик 

майдон БУлади. 

Такрорлаш учун саволлар 

Фундаментал кетма-кетлик таърифини аЙтинг. 

Якинлашувчи кетма-кетлик нима? 

Майдон таърифини аЙтинг. 

Тулик майдон деб нимага аЙтилади. 

Х,акикий сонлар майдонини куринг. 

Машк:лар 

х,ак.икиЙ сонлар жуфтликларидан иборат булган Р тупламда !\Ушиш ва 

к)iпайтириш амаллари куйидагича аник.ланган: 

(а,Ь) е (а' ,Ь') = (а + а',Ь + Ь'); 
(а,Ь) 0 (а' ,Ь') = (аа'-ЬЬ', аЬ'+а' Ь). 
(р;е,®) майдон таш кил этишини исботланг. 

Дедекинд усулида "акикий сонлар майдонини I\Yринг. 
Х,акикий сонлар майдонида тартиб муносабатини аник.ланг. 

х,ар кандай "акикий сон рационал сонлар кетма-кетлигининг лимити 

эканлигини исботланг. 
Х,ар кандай фундаментал кетма-кетлик якинлашувчи кетма-кетлик 

булишини исботланг. 
Якинлашувчи булмаган фундаментал кетма-кетликка мисол келтиринг. 
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IV.II-§. Х,акикий сонлаРIШ аксиомаТIIК назарияси. 

Асосий тушунчалар, белгилашлар 

R -хакикий сонлар туплами. 

+,. - R тупламдаги бинар алгебраик амаллар. 

О, I R тупламдаги ажратилган элементлар. 

< - R даги бинар муносабат. 

х.акикиЙ сонлар назариясининг аксиомалари: 

1. Vа,/З Е R учун 3! У Е R а + /З = у, яъни R да кушиш амали бир 

кийматли аникланган. 

2. Va, /З, у Е R учун (а + /З)+ у = а + (f3 + у)- кушиш амали ассоциатив. 
3. V а, /З Е R учун а + /З = /З + а - кушиш амали коммутатив. 
4. О Е R, Va Е R учун а + О = 0- нолни аниклаш. 

5. Va Е R учун 3а' Е R булиб, а + а' = О булади, яъни ихтиёрий 

хакикий сон учун унга карама-карши булган хакикий сон мавжуд. 

6. Vа,/З Е R учун 3! У Е R а· /З = у купайтириш амалини бир 

кийматли аниклаш. 

7. Vа,/З,УЕR учун (а·/З)-у=а·(f3·у) купайтириш амалининг 

ассоцативлиги. 

8. V а, /З Е R учун а /З = /З . а - купайтириш амали коммутатив. 

9. Vа,/З,УЕR учун a'(j3+y)=a /З+а·у- купайтириш амалининг 

кушиш амалига нисбатан дистрибутивлиги. 

10. 1 Е R л 1 ~ О хакикий сонлар майдонида камида иккита хар хил 

элемент мавжуд. 

11. а Е R учун а 1 = а -бирнинг хоссаси. 

12. а Е R л а ~ О учун 3а' Е R а'· а = 1 нолдан фаркли хар кандай 
хакикй сонга тес кари булган хакикий сон мавжуд. 

13. Va,[JER учун а~/З~а</Зv/З<а- <- муносабатнинг 

чизиклилиги. 

14. Va Е R учун l (о < о)-- < нинг антирефлексивлиги. 
15. Vа,/З,у Е R учун (а < /з)л (j3 < y)~ а < у - < муносабатнинг 

транзативлиги. 

16. Vа,/З,у Е R учун а < /З ~ а + у < /З + у - <- муносабатнинг кУшиш 
амалига нисбатан монотонлиги. 

17. Vа,/З,УЕR учун а</ЗлО<у булса, а·у</З·у -<-
муносабатнинг купайтириш амалига нисбатан монотонлиги 

18. Vа,/З,УЕR, О<алО<у учун 311 Е Nбулиб, о<пЬ. 



19. Элементлари х.аJ<:ИJ<:ИЙ сонлардан иборат булган "ар J<:андай {а" }:~) 

фундаментал кетма-кетлик R да ЯJ<:инлашувчи кетма-кетлик БУлади. Яъни, 
3а е R булиб, liт а" = а . 

,,--+~ 

х.ак:ик:иЙ сонлар аксиоматик назариясининг зидсизлиги. 
Рационал сонлар майдони ОРJ<:али "аJ<:ИJ<:ИЙ сонлар майдонини куриш 

схемасини олдинги параграфларда куРиб ЧИJO<ан здик. Натижада "осил 

l\ИЛинган (я.;+,,-,1;<) алгебраик система "аJ<:ИJ<:ИЙ сонлар назарияси учун 

модел вазифасини бажаради. Демак, "аJ<:ИJ<:ИЙ сонлар аксиоматик назарияси 

зидсиз аксиоматик назариядир. 

х,ак:ик:ий сонларнинг хоссалари. 

х.ар l(ан.h.аЙ "ак.иJ<:ИЙ сонлар системаси рационал сонлар майдонига 
изоморф булган майдоностига зга зканлиги маълум. Бу майдоностида 

рационал сонлар майдонининг барча аксиомалари бажарилади. Демак, 

х.ак.ик.иЙ СОЮlар майдонини рационал сонлар майдонининг х.ар J<:андай 

фундаментал кетма-кетлиги лимитга зга буладиган кенгайтмаси сифатида 

I(арашимиз мумкин. 

IV.1l.1-теорема. Хар ~lIдaй :{а~UI9JЙ сон :{адларu рацuонал сонларда// 

uборат кеmма-кетлuк лuмuтuдан uборатдuр. 

Исбот. 'Vr е R учун {r" },7~J' 'Vn Е N учун г" = r стационар кетма

кетликни мос к.уямиз. У х.олда, х.адлари рационал сонлардан иборат шундай 

~,,} кетма-кетлик мавжуд булиб, liт {а" - Г" }~~) = О БУлади. Демак, 
"-'00 

/iт ~" }:=I = liт ~"}:=I = r . 
,,-+Ж "-+:0 

IV.ll.2-теорема. 'Va Е R, 'Vne N учун агар а ~ Обулса, шундай 

Р ~ О, Р е R :{а~UI9JЙ сон мав:ж:уд булuб, Р" = а буладu. 

Исбот. а -х.аJ<:Ик.иЙ сон учун х.адлари "ак.ИJ<:ИЙ сонлардан иборат булган 

шундай ~" }:=I фундаментал кетма-кетлик мавжуд. /iт {l*" }= а, у "олда 
11-+:0 

/iт ~n}= Р булса, р" = а БУлади. 
n-+'"' 

IV.ll.3-теорема. Xa~ul9Ju сонлар майдонини фа~т бuтта усулда 
1\Dmъuu чuзu19lu mарmuблаш MYMКUH. 

Математик анализ курсида исботланган J<:Yйидаги теоремани 

келтирамиз: 

IV.ll.4-теорема. (кесим х.акидаги теорема). Ха~U1}UЙ сонлар тYMQМи 
~идaги шартларнu 1\Dноатланmuрадuган llккита А ва В эквllваленmлuк 

сuнфларига ажралган булсuн: 
1. А=0л В=0; 

2. AuB=R; 

З. А (\В=0; 

4. 'V а Е А ва 'V р Е В учун а < р у :{олда ёки А сuнфuда энг каmmо 

эле.чент r мавжуд ёки В сuнфuдо энг КUЧUК элемент мав.жуд. 
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х.акикиЙ аксиоматик назариясшшнг кзтъийлиги 

1 V .11.5-теоремз. )\аI\Ш;UU сонлар аксиоматик назарuясu '«1mыlu 

/lmарuядuр. 

Ис60m. (R,+, ,О,» (R,Et>,®,O,>,) х.аКИКIIЙ сонлар аксиоматик назарияси учун 

иккита модел БУлсин. Q ва QJ лар мос равишда бу системалардаги раци:онал 
сонлар майдони оулсин. Рационал сонлар аксиоматик назарияси катъий 

аксиоматик назария булгани учун Q == Q, . 
ф : Q ~ Q, акслантириш улар орасидаги изоморфизм БУЛСIiН. У х.олда, 

агар {а" (=1 кетма-кетлик Q да фундаментал кетма-кетлик булса, унинг 

образи булган 1{J" }~=I кетма-кетлик х.ам фундаментал кетма-кетлик булиб, 

унинг лимити мавжуд. {а" }:=I нин г лимитига 1{J" },7=I нинг лимитини мос 

куиган R ва R, моделлар орасида изоморфизм урнатган буламиз. Бу 

акслантириш х.акикатдан биектив акслантириш булиб, х.амма амалларни ва < 
муносабатни саклайди (текшириб куринг). 

Такрорлаш УЧУII саволлар 

х,акикий сонлар аксиоматик назариясининг асосий тушунчаларини 

аЙтинг. 

х,акикий сонлар аксиоматик назариясининг аксиомаларини баён килинг. 

х,акикий сонларнинг хоссаларини аЙтинг. 

)(акикий сонлар аксиоматик назариясининг хоссаларини баён килинг. 
Машклар 

)(ар кандай a,j3,r,q л а> О,jЗ > О х.акикиЙ сонлар учун куйидагиларни 
исботланг: 

1) а' > О; 

2)а' аЧ=а"Ч; 

3) (а')Ч =а'Ч; 

4) (аjЗ)' = а' jЗ' 

Икки, турт, саккиз, туккиз элементли майдонга мисоллар келтиринг. 
Ихтиёрий р туб сон учун элементлари сони р га тенг майДон 

мавжудлигини исботланг. 

р туб ва n натурал сон учун элементлари сони р" га тенг булган майдон 
мавжудлигини исботланг. 

а,jЗ Е R,a > О,jЗ > О сонларва ,. Е Q,,. > О сон учун а> j3 ~ а' > jЗ' 
Исботланг. 

а Е R,a > 1 л /',q Е Q сонлар /. > q ~ а' > а Ч булишини исботланг. 

а,Ь,с,dЕRла>О,Ь>О,nЕN сонлар учун O<c<a"<d ва 
О < с < Ь" < d булса, у х.олда куйидагиларни исботланг: 



,-1 

1) а' -Ь' «a-b)nd' 

а' - Ь' 
2) а - Ь < ,_1 

nе' 

IV.12-§. Систематик сонлар 

Бyryн систематик сонлар 

Бирдан Kaтra g натурал еонлар учун 0,1,2,з,4, .... ,g-1 натурал еонларни g 
ш:ослu eaHO~ еиеmемаеининг раl<,Ш>fЛарu деб атаЙмиз. Агар а натурал сон ва 

aO,al,a2,···,am Е ~,1,2,З, ... ,g-l} раI<амлар учун 

а;: aog'" + algm-I + ...... + am_lg + аm тенглик уринли булса, а натурал сон g 
асосли санок системасида ёзилган деймиз ва а;: (ао , ар ... , аm)к куринишда 

белгилЗЙмиз. 

Масалан, а;: (321~o = 3 ·102 + 2 ·10 +] 10 асосли санOf\ системада 

ёзилган. b=(101l1 =1.2)+0·22+1.2+1=8+2+1=(111 сон 2 лик сано" 
системасида ёзилган. 

IV.12.1-теоремз. Агар О,l,2,з,4, .... ,g-1 буmун еонлар g асослu сан о/{ 
еиеmемаеининг ра1\GМларu булеа, ~ap /{{1Ндай наmурШ1 сон 

а = aogm + algm
-

I + .... + anr_lg + ат кjiрuнuшда бuр /{иймаnии uфодШ1анадu. 
Иебоm. Математик индукция билан исботлаЙмиз. 
Агар a<g булса, а g асосли санок системасининг раI<ами булиб, бу 

ифода бир к.иЙматли аник.ланади. Фараз I<илайлик, барча а дан кичик сонлар 

учун теорема уринли булеин, у х:олда I<ОЛДИк.ли булиш х:аI<идаги теоремага 

асосан шундай ягона бир жуфт Ь ва r манфиймас бутун сонлар мавжуд 
булиб, а = g. Ь + Г, 0:5: r < g шарт бажарилади. Индукция фаразига кура, 

- б Ь т-I т-2 шундаи ao,a" ... ,am_1 раI<амлар топили, =йog +alg + .... +am-2g+ am_1 

БУлади. У х:олда а = aog" + alg .. -I + .... + a .. _lg + а .. + г, r < g булгани учун r 
рщам. Демак, r ни аm ОРI<али белгиласак, 

а = aogm + algт-I + .... + am_lg + ат • Бу ифода бир I<ийматли аник.ланганлиги 
индукция фарази ва I<ОЛДИк.ли булиш х:ак.идаги теоремадан келиб ЧИI<ади. 

Агар {а" }:=I кетма-кетлик х:ак.иI<ИЙ сонлар майдони элементлари булса, 
n ж 

Sn = Lar оркали ао + al + ... + а" йигинди белгиланади. Ia r ифода эса 
r=O %=0 

~mop деЙилади. Агар {S" }:=I кетма-кетлик ЯI<инлашувчи булиб, /im S" = а 
,,~X 

С7О 

булса, а сони ~mорнинг йuгиндиеи дейилади ва Lar = а деб ёзилади. 
ж=О 
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IV.12.2-теорема. Агар g б/lрда// каmmа бутун сон булса. 

1 1 1 ~ -.Т g 
1+·-+-,+-, + =~g =---

g g" g> X~O g - 1 

1 g 
Нсбоm. S = -- = --о 

1 g-1 1--
g 

IV.12.3-теорема. Агар g-бuрдан каmта бутун сон булuб. ~адларu бутун 

сондан uборат булган (а" }:=I кеmма-кеmлuк учун O:S; а" шарт бажаРWlса. 

/\'уйидаги тасдUl\Лар урuнлu: 
ю 

J. La"g-" 1}Отор я~uнлашувчu 1}Отор буладll. 
r=O 

2. Агар а ю~орuда айтщган 1}Оториllнг йuzuндuсu булса. аО :s; О :s; ао + 1. 

3. а = аО + 1 булuшu учун а" = g -1 n = О.l.2.3 .... тенглuК урuнлu 
булuшu зарур ва етаРЛ/l. 

Исбот. 

~ -n _ a l а2 аn 
~ang -а" +-+-2 + ... +--=;;-+ .... 
,=0 g g g 

g-1 

=а" +~=a" +1. 
1-

g 

" 

g-l g-l g-l 
< а" + --+ --+ ... + --+ .... = 

g g2 g-' 

Демак, La"g-" катар якинлашувчи катордир. Агар а бу К,атор 
r=O 

ЙИf'индиси булса, аО < а < аО + 1 булиши аён. 

IV.12.4-теорема. Агар g бllрдан каmmа бутун сон булса. ~ap ~aHдaй а 

мусбат ~а~U1}UЙ сон а = gn L а, g -ж кУрuнuшда ягона усулда uфода ~Шlинади. 
,>0 

Исбоm. Олдин исбот килинган теоремага асосан 
~ 

ай < Lazg-Z <ао +1 • 
.1'=0 

Фараз килайлик а = gni:.a,g-' БУлсин. У Х,олда g" :s; а < g"+1 Агар а 
.1'=0 

Х,ак.ик.иЙ сон берилган булса бу тенгсизлик орк.али n бир К,ийматли 

аник.ланади, демак аО х.ам бир К,ийматли аник.ланган. 
~ ~ 

Агар g"(g-na - Ia,g-') = La,g-.. m тенглик т)'rрилигини эътиборга 
.1'=0 

олсак 

.. -1 

а .. S gm(g-na - La,g-') < а .. + 1 
,,=(1 
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келиб чикади. Бундан эса ао, ... ,а .. _, аникланган деб фараз килсак аm х.ам бир 

кийматли аникланиши келиб чикади. Фараз килайлик n, ао , а) , '" сонлар 
аникланган БУлсин. У х.олда .. -, 

a .. g-"'" ~(а-g":Lа.g-·)<а .. +1 
.=0 

Демак, 
z 

а = g":La.g-· 
,.0 

ж 

IV.12.5-натижа. Агар а -манфuй еон булеа, а = -g":Lа,g-' , агар 
'(=0 

а = о булеа, n = О ва ао = а, = а2 = ... = О. 

Агар а 7:- О,N ва а. лар бутун сонлардан иборат булиб, ао > О ва 

Ух Е {0,1,2, ... } учун О ~ а, ~ g -1. Ундан ташкари, шундай 110 наryрал сон 

топилиб, ,<ар кандай х> ПО учу н а. = g -1 БУлади. 

Такрорлаш учун саволлар 

g асосли систематик сон деб нимага айтилади? 

g асосли систематик сонни ифодалашда кандай ракамлар к:атнашади? 

Хар кандай на1)'Рал сон g асосли систематик сон сифатида бир 

кийматли ифодаланишини исботланг. 

К,аторнинг ЙИFИНДИСИ деб нимага айтилади? 

Машк;лар 

Еттилик санОк системасида кУшиш ва купайтириш амалларининг 

жадвалини 1)'зинг. 

5378 сонни 6 асосли санок системасида ёзинг. 
а на1)'Рал сонни n асосдан m ва k асосга утказинг: 

а = 124352 n = 6; m = 7; k = 12 . 
а = 675438; n = 9; m = 5 ; k = II 
а = 8709546; n = II ; m = 3; k = 13 . 
a=6738(10)4; n=12; m=2; k=14. 

IV.13-§. р-адик сонлар системаси 

р-адик сонлар мамони 
Ихтиёрий бирдан катта на1)'Рал n сон учун барча бирдан чик:арилган 

n- даражали комплекс илдизлар туплами мулътипликатив группа булиши 
алгебра курсидан маълум. Агар бирорта 1)'6 сонр учун 6ирдан чик:арилган 

_ 2ж .. 2ж 
р' даражали илдизлар ryплами, яра1)'ВЧИ элементи а. = cos -. + I SIП -. дан 

р р 
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иборат циклик группа БУлади. Биз циклик группани < а" > орк.али 

6еЛJ'иласак u < а" > ЙИfl1НДИ х.ам МУЛЬТПЛl1катив группа булиб, бу группа 
11:::"1 

р' I1lllnда деЙилади. а" - сонлар системаси бу группанинг яратувчи 
, 2 • 

элементлари системаси БУлади. У холда аГ = 1, a~' = I, ... a;' = 1 ва демак 

2" .' 2" 2" . Р . 2,,· р 2" . 2" 
аР, = (eos-- + /sш--)Р =·eos---+ isш--=еоs-+isш-=а , 

n. n+1 "+1 п+1 "+1 n ,,11 

Р Р Р Р Р Р 

яъни а;'+1 = а" (1) 
Бу группани G . орк.али белгилаб оламиз. 

Р 

С. группанинг барча эндоморфизмлари ryпламини топамиз. Агар 
Р 

qJ: G . ~ С. эндоморфимз булеа, бу эндоморфизм яратувчи элементлар 
р Р 

образлари орк:али ryлик. аник.ланади. Х,ак.ик.атдан хам, qJ( a~ ) = kqJ( а" )(2) 

а" -яратувчи элементнинг тартиби р" булганидан qJ(a,,) нинг тартиби 

хам р" - дан ошмаелиги келиб чик.ади. Лекин тартиби р" дан ошмайдиган 

элементлар < а" > га тегишли, у холда, шундай k" буту н сон мавжуд булиб 

qJ(a,,) = а,:", n = 1,2 ... , О ~ k" < р" (3) 

qJ - эндоморфизм булгани учун (l) тенглик.дан qJ(a •• 'y = qJ(aJ( 4) 

келиб чик.ади. У холда (а"")Р = а'··, = а'· Бундан эеа (k - k ):р" келиб 
11+1 n n 11+1 " 

чик.ади. Яъни k"+1 == k" mod(p") (5). 

Шундай к:илиб, хар бир эндоморфизм учу н (3) ва (5) шартни 

к.аноатлантирувчи манфий булмаган (k l ,k2 ••• ,k", ... ) (6) 

кетма-кетликни мое к.УЙиш мумкин. Бу мослик биектив мослик.дир (исбот 

к:илиб куринг). 

(3) ва (5) шартларни к:аноатлантирувчи бундай кетма-кетликлар ryплами 
кетма-кетликларни мое элементларини хадма-хад к.ушиш ва хадма-хад 

купайтириш амалларига ниебатан халк.а хоеил к.илади. 

Х,ак.ик:атдан хам, шу тоифадаги иккита (k"kZ' ... ,k., ... ) (mp ... ,mk , ••• ) 

кетма-кетликлар берилган булеин. (k, + т" k2 + fflZ' ... ,k. + то, ... ) кетма-

кетлик хам (3) ва (5) шартларни к.аноатлантиришини курсатамиз. 
О = k < k. +m.. k = k ( d" ) = ( d") - ,,+ т" _ р , ,,+1 - " то р ва т,,+1 - т" то р , у Х,олда, 

k"+1 + т,,+1 == k" + т" (mod р"). 
Шунга ухшаш (k, m"k2 ·mZ' ... ,k.·m., ... ) кетма-кетлик учун 

k,,+1 . m,,+1 == k" . т" (mod р") уринли. 

(1, 1, ... ) кетма-кетлик халк.анинг бирлик элементи, (О, О, ... ) кетма
кетлик эеа халк:анинг ноли БУлади. Бу халк.а ассоциатив, коммутатив, бирлик 
элементга эга, нолнинг булувчилари ЙУк. булган халк.адир. 
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р-адик еонларни узимизга I\Yлай булган бошка куринишда ёзиб 
олишимиз мумкин. 

А k k"+1 - k" 1 2 (8) гapaO=I,a,,= " ,n=" ... 
р 

деб олеак, барча а" лар р - моДУл буйича муебат чегирмалардан иборат, 
пни 

О::;а" < р, n=O,I, ... (9) 
(8) га асоеан 

k" =ao+aIP+a2p2+ ... +a"_IP"-I,n=I,2, ... (9) 

у х.олда ихтиёрий ар-адик еонга (8), (9) шартларни J<аноатлантирадиган 
2 а ~~ Б ао +aI P+a2P + ... +О"р + ... чекеиз J<аторни мое J<УИИШИМИЗ мумкин. у 

МOCJlик биектив моелик булиб, бундай J<аторлар устида + ва амаллари 

l\Yйидагича аник.ланиши мумкин. 

Агар Р = ЬО +b1p+b2p2 + ... + Р.р' + ... 

Р 2. б~ а + = со + CIP + с2р + ... + С.Р +... улеа, 

со = 00 + ЬО - pg о 

С" = О" +Ь" + g"_1 - pg", n = 1,2, ... 

а· Р = do + dlP + d2p2 + ... + d.p' + ... 
do = аоЬо - pSo, d. = Latb, + S._I - pS.,n = 1,2, ... 

t+l=n 

булса, у х.олда 

р-адик еонларнинг бундай ифодаланишида а· Р = О => а = О v Р = О 

келиб ЧИJ<ади. 

Яъни р-адик еонлар халкаеида нолнинг булувчилари ЙУк. Демак, р-адик 

еонлар халкаеи бу1)'НЛИК еох.аси булиб, унинг нисбатлар майдонини 1)'зиш 

мумкин. Бу майдон р-адик сонлар майдони деЙилади. 

Бу майдонни I<Yриш ехемасини келтирамиз 

akpk + 0k+1pk+1 + ... + а.р' + ... , k Е Z, а" Е Zp. (10) 

куринишдаги барча J<аторларни карайлик, бу J<аторда чекли еондаги манфий 

даражали илдизлар булиши мумкин. Агар (1 О) даги х.амма коэффициентлар 
нолга тенг булса, бу элементни майдоннинг ноли деб х.иеоблаЙмиз аке х.олда 

О! *' О деб х.исоблаЙмиз. 
(10) куринишдаги J<аторлар устида ЮJ<оридагидек + амалларини 

ани к.лаймиз. Натижада х.осиn булган J<аторлар туплами + амалларига 

нисбатан майдан х.осиn J<ИЛади. Бу майдан р-адик сонлар майдони деЙилади. 
k k+l. Ь -! Ь -t+1 Ь' 

а.р +ak+IP + ... +а.р + ... элементга _.Р + -t+IР +· .. +.Р 
элемеlП тескари булса 

atb_t - p'S_t = 1, 

0tb_Ir+' + alr+1b_k + S_k - PS_k+1 = О, 

akb. + ak+1b._1 + ... + а.+нЬ_• + S._I - PS. = О 
тенгликлардан топилади. р 1)'б сон булгани учун бу тенгламалар ечимга )га. 
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k ? Обулган (1О) КУРl1нншдаги каторлар ТУllлами р-адик сонлар 

маЙДОНI1НИНГ р-адик сонлар халкасига изоморф булган халкаости БУлади. 

Такрорлаш учун саволлар 

Группанинг яратувчи элементи деб нимага айтилади? 
Циклик группа таърифини аЙтинг. 

р% типдаги группа кандай группа? 

рХ типдаги группанинг яратувчи элементларини курсатинг. 

рХ типдаги группанинг эндоморфизми к.андаЙ аникланади? 

р-адик сонлар к.андаЙ хосил килинади? 

р-адик сонлар майдонини куриш схемасини баён этинг. 

Машк:лар 

Бирдан чикарилган барча комплекс илдизлар туплами группа ташкил 

этишини исботланг. 
Амалларни бажаринг: 

((3516 146 11536 316 1506) 2056) 256 

((215в + 532в ) 16в (11031 в 527в ) 32в ) 147758 

(33334 + 22224) 124 (2310204 + 33333334) 234; 

32157 247 114617 257 + 15327 1150447 

120111з 102з + (201з 12з 11220з) 20110з; 

2320115 1045 + 12345 3225 - 1223345 

1 11111 О 12 1 О 11 11 + 1 1 00 1 О 12 1 О 112 1 О 1 О 1 О 12 ; 

11410435 235 + 234115 325 342315 ; 

51(10)340611 54811 + 98(10)1211 123211 23421911 

(20324 224 + 332114 32214 3211214)' 214 

IV.14-§. р-адик сонлар аксиоматик назарияси 

БошлаНFИЧ терминлар 

1. Q,R,Qp - мос равишда рационал?х,ак.I1к.I1Й, р-адик сонлар т}'плами. 

2. + ва бинар алгебраик амаллар. 

3. > бинар муносабат. 
4. О,е р * е - Q нинг элементлаРI:t, Р -туб сон. 
5. v,B мос равишда Q ва Qp т}'пламларни R га акслантиришлар. 

Аксиомалар 

1. (R+"O,I)- хакикий сонлар системаси. 

2. (Q,+"O,e) рационал сонлар майдони Р* e-(J нинг туб элементи. 
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з. (Q,R,v)- нормаланган майдон булиб, v- р-адик норма, {р" *е},,-
кетма-кетлик v норма буйича нол кетма-кетликдир. 

4. (Qp,+,.)- майдон. 

5. (Qp,R,B)- нормаланган майдон. 

6. Qp майдон Q нинг кенгаЙтмаси. 

7. В норма v норманинг даноми, яъни 'r/a Е Q учун v(a) = В(а). 

8. Q нинг v норма буйича фундаментал булган х:ар I\андай кетма

кетлиги В норма буйича Qp нинг элементига Яl\инлашади. 

9. Минималлик аксиомаси. 
Агар М с Qp булиб, v норма буйича Q да фундаментал булган х:ар 

к:андай кетма-кетлик В норма буйича Qp нинг элементига Яl\инлашса, у 

холда М = Q('БУЛади. 
IV.14.1-теорема. р-адик сонлар аксиоматик назарияси зидсиз 

аксиоматик назариядир. 

Исботи. Олдинги параграфда р-адик сонлар майдонини I\Yриш схемаси 
курсатилди. Демак, р-адик сонлар аксиоматик назарияси зидсиз назария 
экан. 

IV.14.2-теорема. р-адик сонлар аксиоматик назарuяси ~тъий 

аксиоматик назарuя.дир. 

Такрорлаш учун саволлар 

р-адик сонлар аксиоматик назариясининг бошлангич терминларини 

айrnнг. 

р-адик сонлар аксиоматик назариясининг аксиомаларини аЙтинг. 

р-адик сонлар аксиоматик назариясининг минималлик аксиомасини 

баён этинг. 
р-адик сонлар аксиоматик назариясининг I\андай хоссаларини биласиз? 

Маш~лар 

р-адик сонлар аксиоматик назариясининг зидсизлигини исботланг. 

р-адик сонлар аксиоматик назариясининг к.атъиЙлигини исботланг. 

р-адик сонларни кУшиш, купайтириш амалларини "I)'шунтиринг. 

IV.15-§. Комплекс еонлар системаси 

1. Комплекс еонлар майдонини ~риш 
х,ак.ик,ий сонлар майдонининг х + 1 = О тенглама ечимга зга буладиган 

минимал кенгайтмаси комплекс сонлар майдони деб "I)'шунилади. 

R хак.икиЙ сонлар майдони булеин, у х:олда R 2 = R· R тупламда + на 

амалларини J<Yйидагича аник.лаЙмиз: 
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V(o,b), (c,d) !с R2 учу н (о,Ь) + (c,d) = (а + с,Ь + (J), 

«(1,Ь)· (c,d) = (о· с - Ь· d, od + Ьс) 

бу амалларга нисбатан R2 тУплам майдон "осил килади. Бу майдон 
комплекс сонлар маЙдони. 

(1, О) комплекс сонлар майдонининг бирлик элементи, (0,1)2 = (-1, О). 
R * (О) тУплам R R майдоннинг майдоностиси булиб, R - "акикий сонлар 

майдонига изоморфдир. Х,ар кандай (о,Ь) Е R· R учун (а,Ь) = а ·(1,0) + b(O,l). 

Агар (1,0) ни 1 билан (0,1) ни i билан белгиласак (а,Ь) = а·l + Ы = а+ Ы 

БУлади. 

Такрорлаш учун саволлар 

Комплекс сон деб нимага айтилади? 

Майдон таърифини эсланг. 

Комплекс сонлар майдонини "акикий сонлар майдонининг кенгайтмаси 

сифатида куринг. 

Комплекс сонлар майдонида "акикий сонлар майдонига изоморф 

майдон мавжудлигини исботланг. 

1. Тенгламани ечинг: 
1.1. ~ =5-z. 
1.2. ~ = - 3z - I+2i 

2 -
1.3.z +==1 

2 - . 
1.4.z -2z=-3 =31. 

МаШl(лар 

2. I<,yйидаги тенгсизликларни ечинг ва ечимлар тУnламини Декарт 
координаталар текислигида ифодаланг: 

2.1. I z + 2 1 ~ 1 z 1 
2.2. 1 z - 1 + il < 1 z + 1 1 
2.3.1 z - 5 + il < 4. 

2.4. 1 z + 1 - il ~ 1 z - 21. 
3. Х,исобланг: 
3.1 . .JS+12i 

3.2 . .JS-17i 

з.3.J4+iIi 
3.4 . .J-22-1Si 

4. Илдизларни "исобланг 

4.1. V(-S;7i)1 

4.2. ГI2i 



4.3. ,[1-"1 
V~· 

4.4. ~I.!.« J3 + 1) + (J3 -1);) . 
2 

4.5. V4-5; 

IV.16-§. Комплекс сонлар аксиоматик назарияси 

БошлаНFИЧ терминлар 
1. С - комплекс сонлар туnлами. 

2. Ее, 0, С даги бинар алгебраик амаллар. 
3. 0,1,; е С. 

4. +, R - даги алгебраик амаллар. 

Комплекс сонлар аксиоматик назариясининг аксиомалари 
1. 'V а, Ь е С учун 3!с е С булиб а Ее Ь = С, яъни комплекс сонлар 

майдонида Ее амали бажарЮIади. 

2. 'Va,b,c е С учун а Ее (Ь Ее с) = (а Ее Ь) Ее с -комплекс сонларни "ушиш 
амали ассоциатив амалдир. 

3. 'Va,beC учун аЕеЬ=ЬЕеа комплекс сонларни к:ушиш 

коммутатив. 

4. О е С булиб, ициёрий а е С учун а + О = О - "ушишга нисбатан 
нейтрал элементнинг х.оссаси. 

5. 'Va е С учун 3а'е С булиб, а + а'= О, яъни ихтиёрий комплекс сон 
учун к:арама-к:арши комплекс сон мавжуд. 

6. 'Va,b е С учун шундай 3!с е С булиб, а ОЬ = р, яъни комплекс 

сонлар тупламида комплекс сонларни купайтириш амали аник.ланган. 

7. 'Va,b,ceC учун аО(ЬОс)=(аОЬ)Ос купайтиришнинг 

ассоциативлиги. 

8. 'Va,b е С учун а· Ь = Ь· а - купайтиришнинг коммутативлиги. 

9. 'Va,b,ceC учу н аО(ЬЕес)=(аОЬ)+(аОс) купайтириш 

амалининг Ее амалига нисбатан дистрибyrивлиги. 

10. 1 е С л 1"* О ва 'Va е С а·1 = а купайтириш амалига нисбатан 1 

неЙ"Il>ал элементдир. 

11. (R +, ., 0,1) - х.аl\ИI\ИЙ сонлар маЙДони. 

12. 'Va,b е R учун а Ее Ь = а + Ь - С даги к::Ушиш амали R даги к:ушиш 
амалининг давоми. 

13. 'Va,b е R учун а 0ь = а· Ь - С даги купайтириш амали R даги 
купайтириш амалининг давоми. 

14. ;еС ва;2 =-1. 
15. (минималлик аксиомаси). Агар М с С учун 
I) R с М; 2) ; е М; 3) а,Ь е М учун а + Ь е М ва а· Ь е М келиб 

чик:са., М = С. 
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Комплекс сонларнинг хоссалари 

Хар доимгидек, l)'шунмовчилик юзага келмайдиган холларда С 
ryпламда хам кушиш ва купайтириш амалларини +. символлари оркали 

беЛl'илаЙмиз. 

IV.16.1-теорема. х,ар ~a//дaй комплекс сон учун :3!а,Ь Е R, : = а + Ы 
6уладu, = )''1У// 6у uфоdа ягОl/а. 

Нс60l1l. Минималлик аксиомасидан фоЙдаланамиз. М -а + Ы 
куринишда ифода килиниши мумкин булган барча комплекс сонлар ryплами 

булеин. У холда i = О + 1 ; булгани учун R С М 
\7':1':2 Е М булеин, У холда :3 a,b,c,d Е R булиб, :1 = а + Ы, :2 = с + di 

булади, у холда =1 + =z Е М, =z Е М булишини курсатиш кийин эмас. 
Демак, М = С. 
:=a+bi=c+d; булсин у холда, (a-с)+(Ь-d)i=О ёки 

а - с = О 1\ Ь - d = О ёки а = с ва Ь = d 
Олий алгебра курсида куйидаги теорема исбот килинган: 
IV.16.2-теорема. КО.мnлекс сонлар майдонида n - дараЖШIll кJщад 

роnnа-роса n та комплекс uлдuзга эга. 
Бу тасдик.да n Е N, яъни комплекс сонлар майдони алгебраик 

маЙДондир. 

IV.16.3-теорема. Комплекс сонлар майдонини ЧUЗU19'U тартu6лаш 

мумкин эмас. 

Ис60nlU. Комплекс сонлар майдонида ;2 > О бажарилмаЙДи. 
IV.16.4-теорема. Комплекс сонлар .маЙдонuнинг аддuтив груnnасинu 

~mъий, ЧUЗU19'U тартu6лаш мумкин. 

Комплекс сонлар аксиоматик назариясининг зидсизлиги 

IV.16.5-теорема. Комплекс сонлар аксиоматик назарuясu зuдсuз 

l/азаРllядuр. 

Ис60111. Олдин курганимиздек, комплекс сонлар майдонини куриш 

мумкин. Бу майдонда комплекс сонлар аксиоматик назариясининг барча 

аксиомалари бажарилади. Демак, комплекс сонлар майдони комплекс сонлар 

аксиоматик назариясининг моделидир. 

Комплекс сонлар аксиоматик назарияси учун яна битта модел 

курсатам из. 

Элементлари хак.ик.иЙ сонлардан иборат булган барча (а Ь) 
-Ь а 

куринишдаги матрицалар ryпламини К орк.али белгилаЙмиз. 

К ryпламда матрицаларни к.ушиш, матрицага к.арама-к.арши матрица 

топиш ва купайтириш амаллари аник.ланган: 

( а Ь) (с d) (а+с b+d) 
- Ь а + - d с = - (Ь + d) а + с ' 

( а Ь) (с d) (aC-Ьd, ad+bC) 
- Ь а . - d с = - (ad + Ьс), ас - bd ' 
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( а Ь) (- а -Ь) 
- - Ь а = - ( -Ь) - а . 

Матрицаларни I\УШИШ, купайтириш амаллари ассоциатив, 
матрицаларни купайтириш амали эса матрицаларни I\УШИШ амалига 

НИСб~:Н(д~~)И::ИВ' :н:а(н 7~I\)a;: (а Ь). (с d) _ (с d). (а Ь) 
-о о -о 1 ' -Ь а -d с - -d с -Ь а 

( а Ь) la ы� 2 Агар _ Ь а *- О булса, у х.олда _ Ь а = а + ь 2 *- О; а 2 + ь 2 ЙИГИНДИНИ 

Ь -) --[ а -Ь] 
i\ ор.-ли белгилщ (~b а) = ~ : Е к 

Шундай l\ИЛиб, К туnлам +, амалларига нисбатан майдан х.осил 

I\Илади. Бу майдонда Р = {аЕ I 'Va е R} туnлам х.аI\ИI\ИЙ сонлар майдонига 

изоморф булган маЙДоностидир. 

Агар Е = (1 О), J = ( 1 О) булса, (а Ь) = а(1 О) + Ь( О 1), 
01 -01 -Ьа 01 -10 

J2 = {1 О) = (-1 О) . 
О 1 О -1 

Х,осил булган майдон комплекс сонлар аксиоматик назариясининг яна 
битга модели БУлади. 

Комплекс сонлар аксиоматик назариясининг I(атъийлиги 

IV.16.6-теорема. KOMrиleKC сонлар аксиоматик назарuяси I{l1тъuй 

аксиоматик назариядир. 

Исбот. (К +,' ,R) (P;ffJ, 0,е, R') комплекс сонлар аксиоматик 

назариясининг иккита модели,R ва R' лар эса х.аI\ИI\ИЙ сонлар аксиоматик 
назариясининг моделлари булеин. У х.олда R ни R' га акслантирадиган 'Р

изоморф акслантириш мавжуд. 

'V а,Ь е R учун tp(a + Ь) = 'Р(а) е tp(b) , 'Р(а' Ь) = 'Р(а) 0 'Р(Ь) булеин. У 

х.олда 'Va+bieR учун f(a+bi)=tp(a)etp(b)i танглик билан аник.ланган 

акслантириш R ни Р га изо морф акслантиради. Х,аl(Иl(атдан х.ам, rp - биетив 

акслантириш булиб 'Va + Ы; с + di е К учун 

tp«a + Ы) + (с + di»)= tp«a + с) + (Ь + d)i)= 'Р(а + с) е itp(b + d) = 

= (tp(a) е tp(c»)e (tp(b) е rp(d») = (tp(a) + tp(b )i)+ (rp(c) + 'Р(с )i) = 

= tp(a + Ы) е tp(c + di) 

Шунга ухшаш tp«a + Ы)· (с + di»)= 'Р(а + Ы) 0tp(c + di) тенглик уринли 

булиши кУрсатилади. 
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Такрорлаш учун саволлар 

Комплекс сонлар аксиоматик назариясининг бошланf'ИЧ терминларини 

аЙтинг. 

Комплекс сонлар аксиоматик назариясининг аксиомаларини изох.ланг. 

Комплекс сонлар аксиоматик назариясидан комплекс сонлар ryплами 

майдон ташкил к.илиши келиб чик.ишини асосланг. 

Комплекс сонлар аксиоматик назариясидан хак.ик.иЙ сонлар майдони 

комплекс сонлар майдонининг кенгайтмаси булиши келиб чик.адими? 
Комплекс сонлар аксиоматик назариясининг хоссаларини аЙтинг. 

Маш"лар 

Х-ар к.андаЙ комrmекс соннинг а,Ь Е R сонлар орк.али = = а + Ы 
куринишда ягона усулда ифодаланишини исботланг. 

Комплекс сонлар майдони алгебраик ёпиК,Лигини исбот Ю1лиш 

схемасини келтиринг. 

Комплекс сонлар майдонини чизиК,Ли тартиблаш мумкин эмаслигини 

исботланг. 

Комплекс сонлар майдонининг аддитив группасини к.атъиЙ чизиК,Ли 

тартиблаш мумкинлигини исботланг. 

Комплекс сонлар аксиоматик назариясининг зидсизлигини исботланг. 

Комплекс сонлар аксиоматик назариясининг к.атъиЙЛигини исботланг. 

IV.17-§. Чекли рангли алгебралар 

IV.17.1-таъриф. F майдон устида беРWlган V вектор фазо учун 
к;уйидагu шарmлар бажарuлсuн: 

1 V да векторларнu куnайтUрUUI амалU аНUl\Ланган, ЯЪНU Va,b Е V учун 
а·ЬЕ V 

2. Va,b,c Е V эле.ментлар учун 

а· (Ь + с) = а· Ь + а· с л (Ь + с)· а = Ьа + са. 
3. VЛЕF ва Va,bEV учун Л(а·Ь)=(А.й)·Ь=а·(ЛЬ). 

у {олда V ЧUЗUI\ЛU алгебра деЙWlадu. 
V чизиК,Ли фазонинг базиси чизик.ли алгебранинг хам базuсu деЙlUlади. 

ЧизиК,Ли фазонинг улчови эса Ч//ЗUI\ЛU алгебра/{uнг ранги деЙlUlади. 
IV.17.2-мисол. C={a+biIVa,bER} комплекс сонлар майдони R 

майдон усти да аник.ланган, ранги 2 га тенг чизик.ли алгебра БУлади. 
IV.17.3-мисол. Fn'n - элементлари F майдонга тегишли барча квадрат 

матрицалар туплами чизик.ли алгебра булади, бу алгебра матрицшllt тУЛUII; 

алгебра деЙилади. Бу алгебранинг ранги n2 га тенг. 

IV.17.4-мисол. Фараз к.илаЙлик, у,у) = 2 шартни к.аноатлантирувчи 
бирорта комплекс сон БУлсин. У холда, 
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Q(r) = {ао + a1r + а2у21 'r::Iao,al ,a2 Е Q} туплам ранги 3 га тенг булган чизиК,Ли 
алгебрадир. 

IV.17.5-мисол. 'r::I= = а + Ы комплекс сон учун = оркали бу комплекс 
сонга кушма булган а - Ы комплекс сонни белгилаймиз, у х:олда -)'-2 

комплекс сонлар учун =) + =2 = =) + =2' =) =2 = =) . =2 х.оссаларнинг 

бажарилишини текшириб чикиш кийин эмас. 

( =] =2) Коркали барча q = _ -:- -=- куринишдаги матрицалар тУпламини 
-2 -) 

белгилаймиз. К тУплам ранги 4 га тенг булган алгебрадир. К га изо морф 
булr-ан х:ар кандай алгебра кватернионлар алгебраси деЙилади. Бундан кейин 
q ларни кватернионлар деб атаЙмиз. Агар 

(1 О) (; О) (О 1) (О i) е = О 1 ' i = О _ i' ) = -1 о' k = i О белгиларни киритсак 

e,i,),k элементлар чизик.ли эркли булиб, q = аое + а/ + а2} + oзk тенглик 

бажарилади. Демак, {e,i,j,k} векторлар системаси бу алгебранинг базиси 

БУлади. Базис элементларидан i,j,k ларни купайтириш 

i~ 
t ) 
k.J 

схема асосида бажарилиши уринли булишини текшириш кийин эмас. Яъни, 
.. k . k . k· ··k . k· . . . k·2 ·2 k 2 б~ 1 } = ,J = 1, 1 = J, 1 = -J, q = -1, } 1 = - , 1 = } = = -е улишини 

текшириш кийин эмас, ундан ташк.ари е ни купайтиришга нисбатан бирлик 

элемент булишини эътиборга олсак, 

q) = ао + а/ + а2) + азk, q2 = ЬО + Ь]; + Ь2) + Ьзk 
кватернионлар учун кватернионларни купайтиришни дистрибутивлик 

хоссасидан фойдаланиб х:адма-х:ад бажариш мумкин: 

-ql ·q2 = (аоЬо + аА; + аоЬ2) + aob)k) + (а,Ь) + а,Ь/ + a1b2ij + аДik ) + (аЛ) + 

+ аА); + а2Ь2/ + аЛ)k) + (a)bOk + a)b,ki + a)b2k) + але) = 

= (а"Ьо - а,Ь, - а2Ь2 - a)bJ + (аоЬо + а,Ьо + а2Ь) - о)Ь); + (00Ь2 - о,Ь) + а2Ьо + 

+ аА») + (аоЬ) + аЛ - аА + аЛ)k. 
q] = аое - а]; - а2) - азk кватернион q) кватернионга 'fYшмо 

кватернион деЙилади. 
- 2 2 2 2 ~ 

q] • q] = ао + а] + а2 + аз сон q] кваmернuоннuнг нормаси деиилади. 

Агар е бирлик элементга эга булган алгебрада 'r::IO:F- О элемент учун 
шундай а' элемент топилиб а· а'= а'·а = е шарт бажарилса, бундай алгебра 
булиш амали ба:жарu.ладuган алгебра деЙилади. 1-,3-,4- мисоллардаги 

алгебралар булиш амали бажариладиган алгебралардир. 
КеЛI)'сида фак.ат булиш амали бажариладиган ассоциатив алгебралар 

каралади. 
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Агар А апгебра Р майдон устида, булиниш амапи бажариладиган 
ассоциатив апгебра булса, Р -майдон А нинг апгебраости ёки А нинг Р га 
изо морф апгебраости мавжуд булади. 

IV.17.6-теорема. Агар А ранги n га mенг булгаll Р майдОIl уеmидаги 

алгебра булеа, Va Е Р учун l,a, ..... a"'.a" ЧUЗIl~/и БО8J//Щ БУЛllБ, а -
элеJllент КОЭффlll(uеНl1lларu Р дан ОЛllн,~ан бllрорmа 11 - даражаЛII куm;ад 

W/дllзuдан uбораm. 

Такрорлаш учу" саволлар 

Майдон таърифини аЙтинг. 

ЧизиК,Ли фазо деб нимага айтилади? 

ЧизиК,Ли алгебрага таъриф Беринг. 

ЧизиК,Ли фазонинг базис и нима? 

ЧизиК,Ли фазонинг улчови нима? 

ЧизиК,Ли алгебранинг ранги таърифини аЙтинг. 

МаШl(лар 

Х,акикий сонлар туплами ранги 1 га тенг чизиК,Ли алгебра булишини 
исботланг. 

Комплекс сонлар майдони ранги 2 га тенг чизиК,Ли алгебра булишини 
исботланг. 

F майдон усти да олинган 2-тартибли квадрат матрицалар туплами ранги 
4 га тенг чизиК,Ли алгебра булишини исботланг. 

Кватернионлар алгебрасини куринг. 

IV.18-§. ФробеНIlУС теоремаси 

IУ.18.1-теорема; (А;+" R) ~а~и~IIЙ еонлар майдОНII уеmида булuш амШlU 

ба.жаршюдиган раиги n га тенг aeeol(lIamue алгебра булсин. Агар 
n= 1 булеа, у :{олда А =:; R буладll; 

n=2 булеа, у :{олда А == С буладu; 
n:f.3; 
n=4 булеа, у :{олда А == К буйадll;' 
n~4. 

Бу ерда R - :{а~II~IIЙ еонлар майдони, С - комплекс еонлар майдОНII, К
кваmернuонлар алгебраеu. 

Иебоm. 1. п=1 булиб, {и} А нинг базиси булеин. У х.олда А = и . R. 
Демак, А == R (исбот к.илинг). 

2. п=2 булиб, {1,и} векторлар системаси Анинг базиси БУлсин. У х.олда 
х.ар к.андаЙ а Е А учун а = а" + а,lI л ао,а, Е R л и !о! R, акс х.олда А- бир 

улчовли булиб к.олади. Бундан 1,/1,/12 .векторлар системаси чизикли 

боrлиК,Лигидан шундай а",а,.02 Е R х.акикиЙ сонлар мавжуд ва 



а(! +a1u+a2u
2 =0 (1) 

тенглик уринли, яъни U - коэффициентлари хаl(ИI(ИЙ сонлардан иборат 

j(x) = ао + a1x + azx1 квадрат учхад илдизи БУлади. U Е R булганлиги учун 

и Е с. У холда U хам (1) тенгламанинг илдизи БУлади. Фараз I(илайлик, 
и = а + Ы булеин, У холда ~ = а - Ы . Бундан 
ао + a1u + azu z = а} (х - (а + Ы»(х - (а - Ы» = а2 «х - а)2 + b1). Демак, U вектор 

R майдонда келтирилмайдиган (х - а)l + Ь 1 квадрат учхаднинг илдизи экан. 

у холда хар I(андай а Е А учун шундай ao,al Е R мавжуд булиб, 

а = ао + a1u . Агар u = а + Ы булса, у холда 
ао + al(a + Ы) = ао + a1a + albi = (ао + a1a) + (a,b)i. Х,ар I(андай 

а = ао + a1u Е А учун = = (ао + a1a) + (а,Ь); комплекс сони мое I(уйсак, у 

холда бу акслантириш Ани комплекс сонлар майдонига изоморф 

акслантиради. Бу акслантиришни rp ОРl(али белгилаеак, rp: А ~ С ва 

rp(ao + a1u) = (ао + a1a) + (a,b)i,u = а + Ы. Бу акслантириш биектив 

акслантиришдир. Х,аI(Иl(атдан хам, агар а = ао + a l U :;:. ао + a1u = а' булеа, у 
холда (ао + a1a) + (a1b)i:;:. (a~ + а;а) + (a;b)i. Аке холда 

{ао +ala=a~ +а;а {(ао -a~)+a(al -а;)=О {ао =a~ _' 
.:::> ,:::> :::>а-а 

а,Ь=а,Ь a l =al a l =al 

зиддият 

келиб ЧИl(ади. 

Хар I(андай с + di Е С учун rp(x + уи) = с + di булеин. У холда 

{ 

ad 
х+ уа=с Х=С--, 

х+ y(a+bi)=c+di:::>(x+ уа) + Ybi=C+di=>{ . .:::> d
b 

ybl=dl у=_. 
Ь 

Хар I(андай а = ао + a
l 
и ва а'= a~ + а;и лар учун 

rp(a + а') = rp«ao + a~) + (al + а;)и)= (ао + a~ + (al + а; )а) + (a l + а;)Ы = 

= «ао + a1a) + albi) + «a~ + а;Ы) = rp(a) + rp(a'). 
Шунга ухшаш rp(a . а') = rp(a)· rp(a') тенглик уринли эканлиги 

исботланади. 
А алгебранинг базиси l,а булса, rp акслантиришни шундай танлаб 

олиш мумкин-ки, натижада и! = -1 тенглик уринли БУлади. Х,аl(Иl(атдан хам, 
и = а + Ы => и 1 = -1 булса, и = i булиши келиб ЧИl(ади. 

з. Фараз I(ИЛайлик А ранги учга тенг булган алгебра булиб, I,U, v 

векторлар системаси бу алгебранинг базис и булеин. У ",олда и 1 
= -1 деб 

хitс06лашимиз мумкин. Агар l,и, V система чизик,ли эркли булса, I,U, V,UV 

система хам чизиК)1И эркли булишини курсатамиз. 

ао +a1u+a1v+aJuv=0 (2) 
булеин. Тенгламанинг иккала томонини ",ам U га унг томондан 

купайтирсак, 
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a,,1I - а, + а)\' - 0,\' = О ~ -о, + a,,1I + (а, - а;)у = о ~ а, = О,а" = 0,а2 = а). 
у х.олда (2)=>a,\I+a,III'=O~a,(\I+II\')=O Бундан А булиниш амали 

бажариладиган алгебра булгани учун а) = О v иу = -\, => 11 = -1 келиб чик.ади, 

леки н, 11 ~ R, демак, а, = О. 

Шундай килиб, а" + a,lI + а, v + 0,111' = О=> а" = а, = а, = а, = О. Демак, 

булиниш амали бажариладиган хак.ик.иЙ сонлар майдони устида аник.ланган 

ассоциатив алгебра ранги ~4 экан. 

4. A-хак.ик.иЙ сонлар майдони устида булинишга эга булгам ранги 

n(n ~ 4) га тенг алгебра булеин. Юк.орида курганимиздек, бу алгебрада камида 

4 та чизик.ли эркли векторлар бор. 1,u., У,иу -чизик.ли эркли элементлар булеин. 
1, u элементлар яратган алгебра комплекс сонлар майдонига изо морф булиши 

хам исботланган эди. )(удди шундай, 1,\1 элементлар яратraн чизик.ли алгебра 
хам комплекс сонлар майдонига изоморф булишини курсатиш мумкин. У 

холда и, v элементларни шундай танлаб олиш мумкин-ки, натижада 

и 2 = \12 = -1 булади. Демак, и ва v элементлар Х,ак.ик.иЙ сонлар майдонига 
тегишли эмас. У Х,олда u + v л u - v элементлар хам Х,ак.ик.иЙ еонлар майдонига 
тегишли эмас. Демак, бу элементлар хак.ик.иЙ сонлар майдонида 
келтирилмайдиган, коэффициентлари Х,ак.ик.иЙ сонлардан ибо рат булгам 

квадрат тенгламанинг илдизлари БУлади. Бундан уларнинг квадратлари мое 

равишда шу элементлар ва 1 нинг чизик.ли комбинациясидан иборат: 
(11 + \,)1 = а" + а,(и + у),ао,а, Е R; 

(11 - \.)2 = Ьо + Ь, (и - \I),bo,b, Е R; 
ёки 

-2+(lIV+\lu)=ао +а,(и+у); 
(3) 

- 2 - (/1\' + V/l) = Ь" + Ь, (11 - У), 

Х,осил булган тенгликларни хадма-хад к.ушсак, 

- 4 = (а" + Ь,,) + (а, + Ь,)и + (а, - ь,)у га эга буламиз. 1,11, v лар чизик.ли эркли 

булганлиги учун а, + Ь, = а, - Ь, = О л ао + Ьо = -4. У холда (3) дан иУ + Уи 
элемент хак.ик.иЙ сон булиши келиб чик.ада. Уни 2r орк.али беЩ'илаеак~ 

иу+уи=21'=ао +2=-(Ьо +2) (4) 
тенгликка эга буламиз. u + v л u - v элементлар мое равишда илдиз 
буладиган иккита квадрат учхадлар хак.ик.иЙ еонлар майдонида 
келтирилмайдиган купхадлар булганлиги учун ао ;= Ьо = О дан ао < О л ЬО < о 
булиши келиб чик.ади. У холда (4) тенгликка асоеан .~ 1 < r ,< 1. Демак, 

1 . 
р= ~ (5) 

...,1- r-

сон нолдан фарк.ли х,акикий сон БУлади. Агар j = r . р . u + р' v .белгилашни 
киритсак, р * о дан 1,и,} элементлар чизикли эркли булиб(4), (5) дан 
/ = -1 л uу + ju = О булиши келиб чик.aJiи. 

А гар l/ ни i оркали, ij = - ji ни k Ьркали белгилае::1К, ;2 = / = е =-1 

булиб, 1,i,j,k лар чизикли Jркли система х~)сил кил;щи. Х,акикатдан хам, 



агар С"'С"С) Е R сонлар мавжуд булиб, k = С" + C
1
; + cz) деб фараз I(илеак, 

тенгликнинг иккала томонини унг томондан га 

) = ci - C1 - С/ = СО; - C1 - С) (Со + cJ + С2 )) тенгликка эга 

тенгликдаги ) элемент коэффициентларини тенглаштиреак 

чик.ади. Бу эеа С 2 Е R шартга зид. 

Шундай к.илиб, 1,;,),k лар чизик.ли эрк.ли. 

купайтириб 

буламиз. Бу 

- С: = 1 келиб 

х,осил булган чизикли эрк.ли элементлар яратган алгебра кватернионлар 
алгебрасига изоморф булиши равшан. 

5. n ~ 5 булсин деб фараз к.илсак, l,i,),k,l чизикли Эрк.ли векторлар 

системаси булса, ;2 == / = k 2 = -1 деб юк.оридаги усулда i/ + /; , )/ + /j, k/ + /k 

ифодалар х.ак.ик.иЙ сонлар майдонига тегишли булишини куреатиш мумкин. 
Бу ифодаларни мое равишда а,Ь,с Е R х.ак.ик.иЙ еонларга тенг булеин. Яъни, 
il + /i == а, )/ + lj = Ь, k/ + /k = d булеин. У х.олда 

а; +Ь) + ck= (а) -ы +c)k = (а) -ы + k/ + /k)k = (а) -Ы + и/ + /k)k = 

== (а) - ;(Ь - )/)/k)k == (aj - i/j + /k)( -k) = «а - i/») + /k)k = 

== (/ij + /k)k == (/k + /k)k = -2/. 

Бу эса l,i,),k,/ векторлар чизикли эрк.ли деган фаразимизга зид. 

Такрорлаш учун саволлар 

Булиниш амали бажариладиган алгебра таърифини аЙтинг. 

Асеоциатив алгебра таърифини аЙТинг. 

х,ак.ик.иЙ еонлар майдони устида булиш амали бажариладиган чек.ли 

рангли асеоциатив алгебранинг ранги 1 га тенг булса, у х.ак.ик.иЙ сонлар 

чизик.ли алгебрасига изоморф буладими? 

х,ак.ик.иЙ еонлар майдони устида булиш амали бажариладиган чек.ли 

рангли асеоциатив алгебранинг ранги 2 га тенг булеа, у комплекс сонлар 
чизик.ли алгебраеига изо морф буладими? 

х,ак.ик.иЙ еонлар майдони устида булишамали бажариладиган чек.ли 

рангли аесоциатив алгебранинг ранги 4 га тенг булса, у кватернионлар 

чизик.ли алгебрасига изоморф буладими? 

Машклар 

Ранги 1 ,2,4га тенг чизик.ли алгебраларга МИСОJUIар келтиринг. 
х,ак.ик.иЙ сонлар, комплекс сонлар майдони, кватернионлар алгебраси 

булиниш амали бажариладиган х.ак.ик.иЙ сонлар маЙДОНИ устида чек.ли 

рангли аееоциатив алгебра булишини исботланг. 
х,ак.ик.иЙ еонлар майдони устида булиш амали бажариладиган чек.ли 

рангли ассоциатив алгебра ранги 3 га тенг булмаслигини исботланг. 
х,ак.ик.иЙ еонлар майдони устида булиш амали бажариладиган чек.ли 

рангли ассоциатив алгебра ранги 4дан катта булмаслигини исботланг. 

Ранги 3 га тенг булган чизикли алгебрага мисол келтиринг. 
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