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ПРЕДИСЛОВИЕ

В книге дается математическое изложение некото-
пых разделов теории вероятностей, ocHOBairnoe наЗычном курсе математического анализа технических
вузов. Теория меры, интегралы Лебега и Стилтьеса не
иЬользуются. В связи с этим рассматриваются
вероятностные пространства, в которых при задании
вероятности используются ряды, интегралы Римана
и несобственные интегралы. К таким пространствам
относятся конечные и дискретные, а также вероятност
ные пространства, в которых вероятность события
определяется как интеграл Римана от некоторой по
ложительной функции. Последние для удобства ссы
лок названы абсолютно непрерывными (термин не
является общепринятым), ^их пространств достаточно
для изучения тем. которые обычно включаются в
курс теории вероятностей: «классические» и «геомет
рические» вероятности; конечные последовательности
испытаний (в частности, цепи Маркова, независимые
испытания, схема Бернулли); случайные величины

" ^Однако в ряде интересных задач нельзя обойтись
указанными выше вероятностными пространствами^
В задаче о разорении игрока, при изучении времени
до первого успеха в схеме Бернулли, в ряде задач,
связанных с приложениями формулы полной вероят
ности. требуется введение более сложных вероятно
стных пространств. Такие задачи рассматриваются
в предположении, что подходящие вероятностные про
странства существуют. Некоторое представление оо
опоеделении вероятности в более сложных простран
ствах дается в § 4 гл. 3. Части текста, набранные
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петитом, связаны главным образом с объяснением
определения вероятности в более сложных случаях.
При первоначальном чтении их можно опустить.

Курс предлагаемого типа автор читал много лет.
в зриси мости от математической подготовки слуша
телей менялся только объем излагаемого материала
и подбор задач; аксиоматическое изложение сохраня
лось в любом случае.

Другой подход к способу изложения теории веро
ятностей в технических вузах состоит в использова
нии интуитивных представлений о вероятности, неза-
висн.мости, случайной величине вместо их точных
определений. З^о приводит к замене теории вероятно
стей решением разрозненных задач из анализа. Точную
характеристику подхода такого типа дает Феллер
в предисловии к своей книге [17]: «При преподава
нии теории вероятностей существует тенденция
возможно быстрее сводить вероятностные задачи к
задачам чиртого анализа, избегая специфических осо
бенностей самой теории вероятностей. Такое изложе
ние основывается на плохо определяемом понятии
сл)-чанной величины, вводимом обычно вначале.
В противоположность этому настоящая книга строится
на понятии пространства э.тементарных событий, без
которого случайные величины остаются искусствен
ной выдумкой».

Следует отметить, что аналогичные вопросы в пре
подавании математического анализа давно решены.
Обычно не возникают сомнения в том, что нужно
давать точное определение предела на языке «е—б»,
хотя оно не очень легко согласуется с интуитивным
представлением о пределе. Теория вероятностей даже
в кратком изложении, должна оставаться математиче
ской дисциплиной.

Написанный вариант «Курса теории вероятностей»
наиболее близок к полугодовому курсу, читаемому
автором в последние годы в Московском инженерно-
физическом институте (МИФИ).

В зависимости от профиля вуза и математической
подготовки студентов разделы «Элементы математи*
ческой статистики», «Элементы теории случайных
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Процессов» можно исключить из курса, сохранить в
объеме гл. 10 и 11 или расширить. Гл. 10 ле^о допол
нить, если воспользоваться книгой Н. В. Смирнова,
И. В. Дунина-Барковского [1Ц; сведения по теории
случайных процессов можно найти в книге Ю. А. но-
занова Г131. Обзор важнейших результатов, методов
и направлений теории вероятностей содержится в
книге Ю. В. Прохорова, Ю. А. Розанова [12].

По ходу изложения «Курса теории вероятн^теи»
дается решение некоторого количества задач. Это не
устраняет необходимости в самостоятельном решении
задач, которые приведены в конце глав. Некоторые
из задач являются существенным дополнением к изло
женному в основном тексте. Знаком * отмечены более
трудные задачи или задачи, в формулировке которых
кратко вводятся понятия, не определенные в тексте.
При подборе задач были использованы многие задач
ники, учебники и монографии (в частности, [4J, [/],
Г9Г [111. [17], [18]). Приведенный набор задач жела
тельно пополнить задачами, отражающими специфику
вуза, в котором будет читаться курс, предлагаемого
типа. .

В каждой главе принята своя нумерация формул,
теорем, лемм. При ссылке на формулу, теорему или
лемму внутри главы указывается только этот номер;
при ссылке на формулу, теорему или лемму ДРУ-
гой главы к номеру добавляется номер главы. Напри
мер. (1.5.8) означает формулу (5.8) из § 5 гл. 1.

Я пользуюсь случаем, чтобы поблагодарить сот
рудников Математического института, с которыми
неоднократно обсуждались вопросы преподавания
теории вероятностей. Особенно интенсивными были
беседы с Л. И. Большевым, В. К. Захаровым,
О. В. Висковым во время работы по составлению
новой программы курса теории вероятностей.

Мне были очень полезны критические замечания
и советы Б. А. Севастьянова и В. Ф. К.олчина, сде
ланные ими при многочисленных обсуждениях различ
ных разделов курса лекций по теории вероятностен,
а также их замечания, связанные непосредственно
с рукописью данной книги.
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исс^ё[ования „ вероятностей объектомтопы? VP ^'^■"енпя или опыты, в ко-
исхм практически однозначно определяют
Пусть' напо™??""''' является механика,
сила thS t ""^Ряальную точку действует
uTPtiiio ' некоторый момент задать поло-
даижение''оГпеяе ™^<^Р"^-''Ьной точки, то ее /альнейш^движение определяется однозначно, так как cootrpt

''"'M"=Pf««"^-TbHoe уравнение имеет едиис^-венное решение. Однако если эту механичесГую тодель
применить к реальным физическим телам напримео
?ооиГ?ж"е ?е "У-'"' ™ оДПМначноТраТюзГнее точно °"Р^«^™^ься. Начальная скоростьзаранее точно неизвестна; при различных выстоелах

может принимать различные значения Таким обоазом. неопределенность здесь вносится с-тучайтсГю
начальной скорости. Если колебания знач?шй „ач?ль
Гле^ГннГ'-™™ «еньше ошибки прииоль^::™; ГрГ.ГрГ™;ГГхГ„'.с^°у

Неоднозначность исхода при сохранении основныхусловии опыта наблюдается д.чя широкого крГгГявле
с™зать .?Z ™ пред-
результаты нескольких измерений, полученных опним
и тем же прибором в одних и тех же условиях паз-
личны. Влияние очень большого числа разнообоазных

=ь™у,:—ГтГп~
«ноти? об?аст?х~\ — ,„ГрГмер!Гф?^к?
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биологии, демографии, в массовом производстве, в си
стемах автоматического управления и т. д.).Индивидуальные результаты опытов, подбрасываний
монеты, измерений, ведут себя '™"равиль™^^
Однако при наблюдении результатов большой после
довательности опытов обнаруживаются
закономерности. Если обозначить JVr
геоба пои N подбрасываниях монеты, то оказывается,что частота WrV с ростом N становится близкой
К 1/2. Sh-o явление имеет общий характер.

Частота наступления какого-либо события в серии
опытов, повторяемых в одинаковых условиях, с ростом
числа опытов приближается к некоторому числу р,
О < р < 1. Этот факт устойчивости частот неоднократно
проверялся и может считаться экспериментально уста-
^^^Шучешхем случайных явлений занимается теория
вероятностей. Каждому событию приписывается ос(^ая
чиповая мера об-ьективной возможности его появле-

вероятности каждого события прояв^
ляется в той частоте, с которой оно "В"
повторениях опыта. Естественно
опоеделение вероятности отражало свойства частот.
^Шсть в ка^ом из опытов может наступить

только одно из двух событии, А или
пусть N раз брошена игральная кость, событие л
при одном бросании игральной кости выпало четноечислГочков, г-выпала «3,.) Обозначим С более слож-
нее событие, состоящее в том, что произош;ю ^
В (в примере с костью С—число очков либо четно,
либо равно 3). Обозначим iV^—число опытов, в кото
рых наступило А; аналогично определяем^1Я событий В и С. Так как в каждом опыте из дау_х
событий Л и В может наступить только одно, то -

iV^+Л/д. Нетрудно проверить следующие свойства
частот:

1®. При любом Л

^>0
N
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2°. Если Q достоверное событие, то

—  (2)

•. Л и В не могут произойти одновременнои С состоит в том. что произошло Л или В, то
!^c_fU,Ns
N ~ir + -N- (3)

В гл. I после обсуждения связи реального явления
ческоеТ^пеле™''''''''"® будет дано аксиомати-ческое определение вероятности.



ГЛАВА 1

ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

§ 1. Математическая схематизация
случайных явлений

Теория вероятностей, так же как и другие разде
лы математики, имеет дело не с явлениями окружаю-
щего мира непосредственно, а с их математическимимоделями В математической модели должны бытьпрГильно переданы существенные стороны изучаемого
Ярения, а несущественные-отброшены. Слишком
подробное описание изучаемого явления приводит к ус
ложнению математической модели и может значитель
но затруднить дальнейшее исследование. Излишнее уп
рощение модели может привести к
Насколько удачно введена модель, можно в каждом
конкретном случае судить по согласованности теоре
тических выводов с опытом.

в повседневной речи мы часто используем слова
«вероятность», «случай», «событие». В простейших яв-
лениях уже интуитивное °
позволяет давать правильные ответы. Например, хоро
шо известно, что вероятность выпадения герба при
подбрасывании монеты равна 1/2. Объяснение приво-
дится достаточно убедительное: „..„опя

1) возможны два события — выпал
решетка; ни одному из них нельзя отдать предпоч
ние так как монета симметрична;

2) при многократном повторении опыта частота по
явления герба близка к 1/2.

Первая часть этого объяснения является попытку
построить модель случайного явления; вторая частьэкспериментальная проверка соответствия модели фи
чическому явлению.

Однако при незначительном усложнении опыта «по
вседневная интуиция» или «здравый смысл» могут
подводить. Представим себе, что при каждом из 10 под
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брасываний монеты выпал герб. Предлагается уга
дать, какой стороной упадет монета в следующий раз
Довольно распространено мнение, что выпадение ре
шетки более вероятно. Этот «вывод» делается из на
блюдения результатов подбрасывания монеты пример
но следующим образом: длинные серии подряд идущих
гербов встречаются не часто, а если известно, что
длинная серия начинает появляться, то она должна
быстрее кончиться и, следовательно, появление решетки
более вероятно. Отсутствие длинных серий гербов не
трудно заметить, даже если не записывать результаты
опытов. Однако экспериментальная оценка вероятности
появления решетки после 10 гербов требует уже фик
сирования результатов опыта. Нужно отобрать все це.
почки из 10 гербов и посмотреть, сколько раз в сле
дующем результате будет герб и сколько раз решетка.
Ответ 1/2 в этом более сложном опыте свидетельствует
уже о более развитой интуиции.

В качестве примера совсем неприемлемого рас
суждения можно привести следующий: я незнаю, пойдет
сегодня дождь или нет, следовательно, его вероят
ность 1/2. Это—тоже модель, однако, к доиодю она
вряд ли имеет какое-нибудь отношение. Отметим, что
в примере с монетой учитывалось ее свойство—сим
метричность. Б примере с дождем ничего не учиты
вается. Многообразие задач, встречающихся в при
ложениях, требует четкого определения понятий, свя-
занных со случайными явлениями.

Имеется широкий круг случайных явлений, когда
при многократном повторении эксперимента в одних
и тех же условиях доля наблюдений, в которых имеет
место некоторое событие А, становится близкой к не
которому числу Р. Тем самым число Р является объ
ективной количественной оценкой возможности появ
ления события А. На языке математической схемы,
которую мы должны построить, «вероятность события А
равна Р». Таким образом, мы будем рассматривать ве
роятность как функцию от случайного события.
В курсах математического анализа прежде, чем при
ступить к изучению функций, довольно много внима
ния уделяется изучению ее аргумента—действительного
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числа. Аргументом вероятности является случайное
событие. Прежде всего мы зaйм€^!cя уточнением интуи
тивного понятия случайного события.Далее аксиома
тически будет введено понятие вероятности.

Аксиоматический подход построения теории вероят
ностей, предложенный А. Н. Колмогорвым в книге
«Основные понятия теории вероятностей», сделал тео
рию вероятностей математической наукой. Ее аксиомы
и теоремы в абстрактной форме отражают закономер
ности, присущие случайным событиям массового харак
тера. В настоящее время аксиоматический подход
является общепринятым.

§ 2. Пространство элементарных событий

Чтобы избежать неясностей при описании случай
ных явлений, результатов опытов или наблюдений, мы
введем ряд точных понятий. Назовем произвольное
множество й проошранапвом элвмвнтщзных событии.
Элементы « этого множества й будем называть элемен-
тпйриьили событиями. Эти понятия являются первона
чальными. В реальном опыте элементарным событиям
соответствуют взаимно исключающие исхода»!. Ввиду
большого разнообразия случайных явлений нельзя дать
более конкретное определение множества элементарных
событий. Для описания каждой реальной задачи мно
жество Q выбирается наиболее подходящ!1м образом.
Рассмотрим ряд примеров, поясняющих выбор мно
жества Й. „

1. Подбрасывание монеты один раз. Воз
можными исходами в этом опыте будут: выпадение
монеты гербом вверх (или просто выпадение герба),
выпадение решетки. Кроме того, монета возможно вста
нет на ребро, укатится куда-нибудь и т. д. Можно
перечислить ряд исключающих друг друга событии,
которые могут произойти с реальной монетой. При ма
тематическом описании этого опыта естественно от
влечься от ряда несущественных исходов и ограни
читься только двумя: выпадение герба (можно обозначить
это событие Г, «Of или шг), выпадение решетки (Р, щ
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или (1)р). Таким образом, при описании этого опыта
мы полагаем

^ = Р}. ИЛИ Q = {«)r, й)р}.
2, Подбрасывание игральной кости

один раз. В этом сшыте естественно выбрать Q =
= {(Of, to,, ©3, ©,, ©5, ©з}, где ©4 обозначен исход
опыта, заключающийся в выпадении k очков. Имеем
шесть исключающих друг друга исходов.

3. Одна монета подброшена п раз. Каж
дому исходу опыта естественно поставить в соответ
ствие последовательность длины п по следующему
правилу; если при k-u подбрасывании монеты вьлпал
герб, то на k-u месте последовательности пишем Г,
а при выпадении решетки—Р. Так, последовательность
ГГГ . . . ГГ обозначает исход опыта, заключающийся
в том, что каждый раз выпадал герб. Элементарное
событие

ГГ. ..Г Р. . . Р

п раз п~т раз

соответствует исходу, в котором монета сначала подряд
т раз падала гербом вверх, а оставшиеся л—m раз —
решеткой вверх. Таким (збразом, множество Q состоит
из всевозможных последовательностей длины п вида:
ГРРГ . . . РГ. При небольших значениях п все элемен
тарные события нетрудно выписать. Например, при
п — 3

а={ггг, ггр, грг, грр, ргг, ргр, ррг, ррр^.
Нетрудно проверить, что число элементарных событий
при любом п равно 2". Действительно, все цепочки
длины п можно разбить на две группы цепочек вида

{Г. ..}, {Р. . .}.
Каждую из этих групп, фиксируя второй знак после
довательности, можно снова разбить на 2 группы.
Получим 2-2 групп:

{ГР.. .}, {ГГ. ..}, {РГ...}, {PP. ..}.
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Фиксируя третий знак, получим 2-2*2 групп. Продол
жив этот процесс до фиксирования п знаков, мы по
лучим 2" групп, каждая из которых состоит из одной
последовательности.

4. Работа телефонной станции. Предполо
жим, что мы наблюдаем работу телефонной станции
в течение четверти часа и нас интересует число по
ступивших вызовов. Если телефонная станция обслу
живает незначительное количество абонентов, то за
время наблюдения может не поступить ни одного вы
зова, может поступить один вызов, два вызова и т.д.
Достаточно ясно, что число вызовов будет всегда ко
нечно. Однако разумно установить верхнюю границу
числа вызовов довольно затруднительно. Проще не
ограничивать возможное число вызовов и считать воз
можными исходами О и все натуральные числа: Q =
= {0, 1, 2, Это предположение проще, чем до
вольно искусственный подбор верхней границы числа
вызовов. Предположение о возможности любого числа
вызовов кажется абсурдным. Однако если окажется,
что очень большое число вызовов происходит с очень
малой вероятностью, то это будет совместимо с нашим
практическим понятием невозможности. Подобные си
туации возникают довольно часто. Например, в стра
ховом деле при расчетах не ограничивается максималь
ный возраст; при измерении довольно часто предпола
гается, что величина ошибки может принимать любые
значения. Если в рассматриваемой задаче с работой
телефонной станции нас интересует не только общее
число поступивших вызовов, но и моменты их^поступ-
ления, то пространство элементарных событий нужно
выбрать более детализированным. Можно, например,
исход нашего наблюдения описать ступенчатой функ
цией, постоянной между моментами поступления вызо
вов и имеющей скачки в моменты поступления вызовов.
В этом случае Q—множество ступенчатых функции.

5. Стрельба по плоской мишени. Введем
в плоскости мишени прямоугольную систему коорди
нат uOv и каждому исходу опыта, попадание в опре
деленную точку плоскости, поставим в соответствие
координаты этой точки. Тогда множеством Q является
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ВСЯ ПЛОСКОСТЬ или множество всех упорядоченных пар
действительных чисел. Этот факт мы запишем следую
щим образом:

Q = {(u, и): —оо < м < оо, —оо<с1<оо},

где «, V—действительные числа. В дальнейшем мы
будем часто пользоваться такими обозначениями для
различных множеств. За скобкой ] будем писать обо
значение элемента множества, а после двоеточия ука
зывать, какие элементы включаются в данное множе
ство. Например, множество точек замкнутого единичного
круга с центром в начале координат будем записывать
в виде

{{ы, о): 1}.

6. Броуновское движение. В микроскоп
наблюдается движение малой частицы, подвергающейся
большому числу ударов со стороны молекул. Наблю
дение проводится в промежутке времени [О, Г]. Исхо
дом этого опыта будет определенная траектория дви
жения частицы. Если интересоваться перемещением
частицы вдоль заданного направления, то в каждый
момент времени t, /€[0» 7"], положение ее проекции
на заданное направление будет определяться коорди
натой х(^). Б этом случае Q = {x(0}—множество не
прерывных действительных функций, определенных на
отрезке [О, Г].

Введем еще два пространства элементарных событий,
которые будут в дальнейшем часто использоваться.
Назовем п-мерным дискретным пространством элемен
тарных событий множество Q, состоящее из векторов
(«1, «2» • • ч "п)' координаты которых принимают
конечное или счетное множество значений

и^{2), . ..
Пространство элементарных событий примера 3

является дискретным. Каждая координата вектора при
нимает значение Г или Р. В примере 4—одномерное
дискретное пространство; множество значений его ко
ординат является счетным.

Гвиблиотеха^ 5 С 2 О 3
J ТгшИй'Тя j
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Назовем п-мерным непрерытым пространапвом эле
ментарных событий множествоQвекторов(Uj,
где Ufi—любые действительные числа. В примере 5
пространство элементарных событий является двумер
ным и непрерывным.

§ 3. Случайные событиа

В примере 2 из § 2 мы перечислили все исключаю
щие друг друга исходы, которые могут произойти при
бросании игральной кости. Однако в этом же опыте
можно говорить, например, о случайном событии, со
стоящем в том, что выпало четное число очков. Оче
видно, что это событие происходит только в том случае,
когда осуществилось одно из трех элементарных собы
тий: (Ог, ©4, ©е- Если в этом ПрИМврб ВЗЯТЬ другое
подмножество множества Q, например Л = ©3, ©J,
то можно сказать, что при наступлении любого эле
ментарного события из Л, и только в этом случае,
выпадает нечетное число очков. Пусть теперь Q—про
извольное пространство элементарных событий. Слу
чайными событиями или просто событиями будем на
зывать подмножества Л множества Q. Случайные события
обычно обозначают большими латинскими буквами Л,
В, С а т. д. Событие в физическом опыте, которое
описывается подмножеством Л, происходит только в тех
случаях, когда происходит какое-либо элемштаряое
событие из Л.

В примере 5 событием явл51ется, нап|щмер, какая-
либо область Л или В в плоскости uOv\ событие в ре
альном опыте, соответствующее Л, происходит, если
произошло попадание в точку (и, v), принадлежащую
множеству Л. В примере 3 при п = 3 подмножество
{ГГГ, ГГР, ГРГ, ГРР} множества Q можно интерпре
тировать как выпадение герба при первом бросании
монеты.

Суммой двух событий Л и В назовем событие А-\-В
(или Л и В), СОСТОЯ!^ из всех элементарных событий^,
принадлежащих, по крайней мере, одному из событий
Л или В. Можно сказать, что в реальном опыте со
бытие, соответствующее Л-fB, состоит в том, что про-
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ИЗОШЛО А или в. Пусть в примере 5 событиями А и В
являются попадаш1я соответственно в большой и малый
круг (рис. 1). Тогда событием Л+ 5 является заштри
хованная область на рис. 1,а.

Произведением АВ {или Л Г) 5) называется событие,
состоящее из элементарных событий, принадлежащих
и Л и В. Событие АВ происходит тогда и только
тогда, когда происходит и Л и Б. Для примера 5 со
бытие АВ изображено заштрнхованной фигурой на
рис. 1,6.

Разностью Л\В называется событие, состоящее
из элементов множества Л, не принадлежащих В (см.
рис. 1,б). Событие Л\б состоит в том, что Л про
изошло, а В не произошло.

Событие Q назовем достоверным-, пустое множество
0 назовем невозможт^м событием. Событие Л = Q\A
называется противоположным событию Л (см. рис. 1, г).
Событие Л означает, что Л не произошло.

Рис. 1.

События Л и В несовместны, если АВ~0. Тот
факт, что Л является подмножеством В, будем запи
сывать так: ЛсгД (или В гэ Л). Это значггт, что из
наступления события Л следует наступление В. В при
мере 5, если А d В, то попадание в область Л, со
держащуюся в В, означает также попадание в В.
Принадлежность элемента множеству обозначается
символом g. Например,

Понятия произведения и суммы событий переносятся
на бесконечные последовательности событий. Событие

+-^2 Н" • • ■ 4" ■^л ~Ь • • = и Л„
я= 1
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СОСТОИТ ИЗ элементарных событий, принадлежащих
хотя бы одному из событий п-*1, 2, . .. Событие
р A^=:AiA2. .. А„ ... состоит из элементарных со«

я= 1

бытий, принадлежащих каждому событию 1,2,...
Для произвольных событий непосредственно из

определения легко проверить, что

АА = А, А + А = А, АА = 0. '
Часто оказываются полезными следующие равенства:

А-{-В = АВ, (3.1)
(Л + В)С = ЛС + бС. (3.2)

Докажем, например, второе. Нужно убедиться, что
множества, стоящие в обеих частях равенства, состоят
из одних и тех же элементов. Пусть произвольное
ш€(Л + 5)С. Тогда (д^А-^гВ и (о^С. Из (о^Л + Д
следует, что со принадлежит хотя бы одному слагае
мому. Пусть, например, со^Л. Из со€^ и со^С сле
дует по определению произведения событий, что
© £ АС, и, следовательно, © ^ АС + ВС. Таким образом,
любой элемент множества (Л-|-Д)С является элемен
том множества АС + ВС, т.е. {А В) С (Z АСВС.
Предположив, что со ^ЛС +ВС, мы, используя рас
суждения, аналогичные приведенным выше, покажем,
что любой элемент АС-{-ВС является элементом
(Л+ 5) С. Отсюда следует доказываемое равенство,
так как множества его левой и правой частей состоят
из одних и тех же элементов. До проведения доказа
тельства равенств полезно, считая А, В, С множествами
на плоскости, сделать рисунки множеств, стоящих
в левой и правой частях доказываемых равенств.

§ 4. Аксиомы теории вероятностей

,  В конце § 1 было отмечено, что вероятность будет
рассматриваться как функция от случайного события.
В § 3 было дано точное определение случайного со
бытия. Функции действительной переменной определя
ются обычно не для всех действительных чисел,
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а только для их части, называемой областью опреде
ления. Вероятность тоже не всегда удается определить
для любых подмножеств {случайных событий) множе
ства Q. Приходится ограничиваться некоторым клас
сом подмножеств, от которого естественно требовать
замкнутость относительно операций, введенных в пре
дыдущем параграфе.

Пусть Q—произвольное пространство элементарных
событий, а ^—некоторая система случайных событий.

Система событий ^ называется алгеброй событий,
если

1. Й 6
2. Из того, что и следует, что

лве^, А+Ве^,
Из 1 и 2 следует, что 0 = Q\Q€^. Наименьшей
системой подмножеств, являющейся алгеброй, очевидно
является система ^ = {0, Й}. Нетрудно проверить
следующее утверждение. Если 0=—система всех под
множеств множества Q, то ^—алгебра. Если Q—ко
нечное множество, то система всех подмножеств будет
также конечным множеством. Для Q из примера 2 § 2
можно выписать все события алгебры состоящей
из всех подмножеств Q:

01 {^а}»
©г!» {^1» ^з}» ^в}» {®1» ^з}»

{(Oj, Шд, Юз, Ю^, Юз, Юв} = 0.

В этом примере алгебра % состоит из 2® = 64 событий.
Если множество Q состоит из N элементов, то число
всех подмножеств равно 2^. Действительно, число
последовательностей из О и 1 длины N равно 2'^,
а между такими последовательностями и подмножест
вами Q можно установить взаимно однозначное соот
ветствие по следующему правилу: элемент с номером f
из множества Q включается в подмножество, соответ
ствующее данной последовательности, если на i-м
месте последовательности стоит 1.

Приведем еще один пример алгебры событий. Пусть
Q = {{u, о): О < ы < 1, О < о < 1}— единичный квадрат
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В ПЛОСКОСТИ. В -курсе анализа доказано, что объеди
нение, пересечение и разность квадрируемых фигур
является квадрируемой фигурой. Следовательно, си
стема ^ квадрируемых подмножеств квадрата Q обра
зует алгебру событий.

Алгебра событий ^ называется а-алгеброй или бо-
релевской алгеброй, если из того, что п=1,
2, .. следует

и  п
п = 1 л = I

Рассмотрим следующий пример. Пусть Q~{u: — ое < и< оо}—
числовая прямая. Определим систему множеств состоящую из
конечных и бесконечных отрезков, интервалов и полуинтервалов:

[«1. Ui'\ — {u'. («1, ug] = {u:
[ui, = ui^u < Из), (Uj, ut) = {u\ Ui < и < щ),

где щ. Hi—действительные числа и, кроме того, в сфо-
гих неравенствах щ, можно заменять на —оо, -f-oo. Эта
система не является алгеброй; например, сумма множеств
(-^00, —1) + (1, 4-») не входит в -хотя каждое слагаемое
принадлежит ^о- Дополним gg всеми конечными суммами мно-
жёств из JJg. Новая более широкая система множеств является
алгеброй.

Назовем о-алгебру §* минимальней о-алгебр(й, порожден
ной 5' любая другая о-алг^ра, содержащая множества
из содержит также все множества из g-*. Множества из ми
нимальной а-алгебры рассматртаемого примера называются
оорелевскими. В частности, борелевским множеством является
каждая точка числовой прямой (вырожденный отрезок =

"iD- Так как множество рациональных чисел R счетно,
ТО их можно перенумеровать: Я = {г1, Гв, г„, Тогда

00

и {Гда) И, следовательно, R является борелевским множе-
л S I

ством. Из и R^%* следует, что множество иррациональ
ных чисел т. е. тоже является борелевским,

В дальнейшем мы обычно будем рассматривать те
модели случайных явлений, в которых можно ограни
читься алгеброй событий и не переходить к а-алгебре.

Теперь мы можем ввести понятие вероятности со
бытия. Числовая функция Р, определенная на системе
событий называется вероятностью, если

А1. —является алгеброй событий.
А2. Р(Л)^0 для любого
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A3. P{Q)='l,
А4 {аксиома конечной аддитивности). Если А и

В несовместны, то.
Р(Л+5) = Р(Л) + Р{В).

Не вдаваясь в детальное обсуждение связей опре
деленной таким образом вероятности с действительно
стью, отметим только, что аксиомы А2, A3, А4 пол
ностью аналогичны свойствам частот (1)—(3) (см.
введение).

Для решения задач, связанных с бесконечными
последовательностями событий, требуется дополнить
приведенные аксиомы следующей аксиомой непрерыв
ности:

А5. Для любой убываюи^ последовательности
A^ZiA^Z2...ZDA^-=^.., (4.1)

событий из ^ такой, что

П  (4.2)
в = 1

имеет место равенство

Цщ Р(Л„) = 0. (4.3)

Тройку (Й, Р), в которой является сг-алгеброй
и Р удовлетворяет А2—А5, называют вероятностным
простр анством.

Если вероятность Р удовлетворяет А1—А5 и алгебра ^ не
является а-алгеброй, то функцию Р можно доопределить на мно
жествах из минимальной а-алгебры порожденной Приведем
без доказательства следующую теорему.

Теорема о продолжении вероятности. Пусть
вероятность Р удовлетворяет А1—А5 и §*—минимальная а-ол-
гебра, порожденная Тогда существует ипритом, единственная
функция Р* (А), которая определена на З'*, удовлетворяет А2—А5
и совпадает с Р (4), когда А^%.

Таким образом, можно сразу считать, что в AI система ^
является а-алгеброй.

Простое вероятностное пространство соответствует
примеру 2 из § 2. Множество всех возможных исходов,
при бросании игральной кости состоит из шести эле
ментов Q = «2, Q)J. Пусть алгебра событий ^
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СОСТОИТ из всех подмножеств Q. Произвольное слу
чайное событие Л € ^ можно записать в виде А =
=  Мц где индексы ц, i,, .... все
различны и каждый из них может быть любой цифрой
от I до 6, k—число элементов в Л. Событие В, со
стоящее в том, что выпало четное число очков, запи
шется в виде 5 = {(02, (Oj, о)б}. Здесь k = 3, ii==2, ц = 4,
С = 6. Для пустого множества 0 положим ft = 0.
Определим на множестве ^ функцию Р(Л) формулой

Р(Л) = |. (4.4)
где k—число элементов в Л. Эта функция определена
на алгебре ^ (аксиома AI выполнена); из определения
следует, что Р(Л)^0 (А2), P{Q) = I (A3), так как Q
состоит из 6 элементов. Пусть теперь Л = {со{^, . . .
B = . . ., (й/Д и ЛВ = 0 (например, Л = {(й1},
Б = {й)з, сОб}). Тогда А + В = {щ^, . ...
(Л + Д = {а)1, о)з, coj}). По формуле (4.4) находим

р(Л) = А (Р(4) = -^).
Р(В) = |. fP(B) = |

Р(Л + В) = ф (Р(Л + В) = |

Отсюда следует, что выполнена аксиома А4. Аксиома
А5 в случае конечных ^ следует из предыдущих
аксиом.

Действительно, в этом случае в (4.1), начиная с некоторого rt,
все события совпадут с 0, а Р, (0) = О (согласно А4 имеем
p(^)=.p(^-|-£r) —р(Л)-}-Р(0), отсюда Р(0) = О).

Таким образом, введенная формулой (4.4) функция
Р(Л) является вероятностью.

По формуле (4.4) вероятность выпадения k очков
(событие {(Hk}) равна 1/6. Этот результат согласуется
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С интуитивными представлениями. В рассматриваемом
примере в случае симметричной кости естественно
считать все возможные исходы равновероятными.

Нетрудно задать на ^ в рассматриваемом примере
функции, отличные от функции (4.4). Пусть задано б
произвольных чисел i = l 6, удовлетво
ряющих условию Р1 + Р2+• • •+;5g = 1. Определим на
^^функцию Р(Л), поставив событию Л = {(Oj,,
в соответствие число

Р (^4) = Pi, + Ач + • • • -h Pift. (4.5)
При различных наборах Pi, Ре будем полу
чать разные функции Р(Л). Нетрудно проверить, что
все они удовлетворяют аксиомам. Б частности, при
Pi — Р2 = - " =Ps = -Q формула (4.5) совпадает с (4.4).
Приведенные примеры показывают, что вероятность
не определяется однозначно системой аксиом.

В рассматриваемом опыте с костью любая его мо
дель, определяемая формулой (4.5), является с точки
зрения математики безупречной. Однако конкретный
опыт может хорошо описывать только одна модель,
или, точнее, несколько довольно близких. Разумеется,
не может быть математического доказательства соот
ветствия данной модели данному явлению. Выбор мо
дели осуществляется на основе не вошедших в систему
аксиом дополнительных соображений с привлечением
проверки практикой и опытом. Так, выбор формулы
(4.4) связан с соображениями симметричности кости.
Если кость несимметрична, то подходящую модель
нужно выбирать среди вероятностей (4.5), когда р,-
отличны от 1/6. Пусть, например, кубик игральной
кости склеен из плотной бумаги и к грани протию-
положной грани с «6» прикреплена свинцовая пластинка.
В этом случае будет выпадать всегда «6». В форму
ле (4.5) нужно положить Рв = Ь Pi = ̂ 2 = • • • — Рб = 0-

Рассмотрим еще две математические модели опыта,
заключающегося в подбрасывании двух монет одного
достоинства.

Модель 1. Положим Q —{o)j, 0)2, сад), где элемен
тарное событие coi означает, что обе монеты выпали
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гербами вверх, соа—обе монеты выпали решетками вверх,
й)з—монеты выпали разными сторонами. Если считать
элементарные события равновероятными, то вероятность
события Л = {оз1, (Оа}, состоящего в том, что монеты
выпали одинаковыми сторонами, равна (Л) = 2/3.

Модель 2. Пусть Й = {ГГ, ГР, РГ, РР[, где знак F
на первом или втором месте в обозначении элементар
ного события означает, что на первой или на второй
монете выпал герб; Р аналогично связано с выпадением
решетки. Считая элементарные события равновероят
ными, для события Л = {ГГ, РР} получим Р2{Л) =
=2/4=1/2.

Получили две разные вероятности одного и того
же события. Экспериментальный выбор подходящей
модели может быть проведен следующим образом.
Подбросим iV раз (Л/—достаточно большое) пару мо
нет; пусть раз произошло событие Л. Если частота
/V^//V»2/3, то считаем подходящей модель 1; если
Л/^/Л/»1/2, то выбираем модель 2. Эта задача выбора
из двух моделей (или двух гипотез) является одной
из задач математической статистики. Более подробно
она будет рассмотрена в гл. 10.

Б задачах, подобных задаче о подбрасывании двух
монет, практически всегда правильный выбор может
быть сделан из соображений симметрии. Подбрасы
ваются две физически различные монеты, поэтому
естественно считать множество Q состоящим из 4 эле
ментарных событий, которым естественно приписать
одинаковые вероятности. Модель 1 казалась бы более
естественной, если бы можно было себе представить
монеты физически неразличимыми. Опыт показывает,
что в действительности монеты ведут себя как разли
чимые. Однако, этот достаточно очевидный факт для
монет, оказывается неверным для некоторых типов
частиц. Безе и Эйнштейн показали *), что некоторые
типы частиц ведут себя как неразличимые.

Рассмотренный пример показывает, что нельзя
слишком полагаться на интуицию; подходящей моделью
может оказаться совершенно неожиданная.

•) Подробнее см. Феллер [17], гл. П, § 5, стр. 32.
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§ 5. Следствия из аксиом

Укажем сначала несколько простых свойств вероят
ности, которые непосредственно вытекают из аксиом
А2—А4. Из равенства Л4-Л = Й и аксиом A3 и А4
следует, что Р(Л)+Р(Л) = 1 и

Р(Л) = 1-Р(Л). (5Л)

Отсюда и из аксиомы A3, полагая A — Q, получим
Р(0) = О. (5.2)

Если Aj, Лй, А„ попарно несовместны (т.е.
AiAj — 0 при любых i, /==1, п), то
Р(Л, + Л,+ ...+Л,) = Р(Л^) + Р(ЛЛ-...Н-Р(Л„).

(5.3)
Формула (5.3) следует по индукции из аксиомы А4.
Для любых событий А и В им^т место формула

Р(Л4В) = Р(Л)4-Р(В)—Р(Л5). (5.4)
Действительно, представим события Л + В и В

в виде А-\-В = А-\-ВА и В = ВА-\-ВА. В правых
частях этих равенств события, являющиеся слагаемыми,
несовместны, и, следовательно, к правым частям при
менима аксиома А4. Таким образом, находим

Р (Л-{-5) = Р(Л) + Р(ВЛ), Р(В) = Р(ВЛ) + Р(ЛВ).
Из двух последних равенств сразу следует (5.4). Из
(5.4) и неравенства Р(ЛВ)^0 д.1Я любых Л и 5 по
лучаем

Р(Л+5)<Р(Л) + Р(В). (5.5)

Отсюда по индукции для любых Л^, Л,, Л„ на
ходим

Р(Л^ + Л,+ ...+Л„)<Р(Л() + Р(Л,) +...+Р(Л„).
Если событие Л влечет за собой Д(Лс:В), то

Р(Л)<Р(5). (5.6)
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Действительно, в этом случае В^А+АВ и, следова
тельно,

Р (5) = Р (Л) + Р (АВ) > Р (Л).

Так как 0.cA<zQ и Р(0) = О, P(Q) = I, то отсюда и
из (5.6) для любого события А получим

0<Р(ЛХ1. (5.7)
Рассмотренные свойства были получены как следствия
А2—А4. Можно показать, что А4 и А5 эквивалентны
следующему свойству о-аддитивности (или счетной
аддитивности) вероятности: если в последовательности

ЛI, Лл • • -, Л„, ...
до

сс^ытия попарно несовместны ы Л= U Л„€^, /по
п~ 1

Р(Л)=|:Р(.4„)- (5-8)
П= 1

Отметим без доказательства еще два свойства, связан
ных с аксиомой непрерывности А5.

СО

Если ЛхсЛ-с... с:Л„сЛ„+1С. . . ы Л = и Л„ или
п= 1

авЛ1=>Л21Э.. . =1Л„гэЛ„+1Гэ. . . U Л= П^Л„, /по
Р(Л)- ИтР{Л,). (5.9)

л ->■ ®

в явном виде вероятность довольно просто задается
в случае, когда Q является счетным множеством;
обычно нетрудно рассмотреть случай несчетного Q
(например, прямая или плоскость), но для системы
являющейся алгеброй. Более сложные случаи рассма
триваются с помощью теоремы о продолжении вероят
ности, приведенной в § 4. Если вероятность задана
на алгебре то, зная, что ее единственным образом
можно продолжить на минимальную о-алгебру
порожденную мы можем воспользоваться форму
лами (5.8) и (5.9) для вычисления вероятностей собы
тий из %*.
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§ 6. Примеры вероятностных пространств

6.1. Классическая схема. Пусть Q = {o)i,
алгебра событий ^ состоит из всех подмножеств
Л = (dij. 1 < I'a < . . . <
=0, 1,2, ..., s, множества Q и

P(-4) = |. (6.1)
Определенная этим равенством функция Р{Л) удовле
творяет всем аксиомам А1—А5. Это классическое
определение вероятности. Событие Л происходит, если
произошло одно из k элементарных событий, которые
иногда называют благоприятствующими Л. Распро
странена следующая формулировка классического
определения вероятности: вероятностью события А на
зывается отношение числа исходов, благоприятствую
щих Л, к общему числу исходов.

Из формулы (6.1) следует, что события, состоящие
из одного элементарного события, равновероятны:

P({a.J) = . . .=P(K)) = l. (6.2)
Если заданы вероятности (6.2), то из формулы (5.3)
следует, что вероятность любого события Л = {(о,-^,
0),-., .. .. = {сй,. J + {(О,-J -f .. . + {co, J определяется
формулой (6.1). Таким образом, классическая схема
может служить моделью тех случайных явлений, для
которых представляется естественным предположение
(6.2). Обычно это предположение оправдано в задачах
из области азартных игр, лотерей и т. д. Это объяс
няется тем, что при изготовлении игральных костей,
карт и организации лотерей заботятся о соблюдении
«равноБОЗможности» различных исходов. Такие же
требования предъявляются к организации выборочного
контроля и выборочных статистических исследований.
В задачах по теории вероятностей, предназначенных
для упражнений, довольно часто приводится только
описание опыта или явления и не дается математиче
ская формулировка. Предполагается, что решение
должно состоять из двух частей:
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1) выбор подходящей модели для описания данного
в условии задачи опыта и математическая формули
ровка задачи;

2) решение математической задачи.
Пример 1. Из урны, содержащей М белых и

N—М черных шаров, наудачу извлекается сразу п ша
ров. Какова вероятность того, что среди выбранных
п шаров окажется ровно т белых?

Решение. Слово «наудачу» в описаниях опыта
встречается довольно часто. В данной задаче предпо
лагается, что шары были хорошо перемешаны, что
все они одного радиуса, одинаково гладкие и отлича
ются только цветом; выбирающий шаров не видит.
В таком случае естественно предположить, что все
элементарныеисходыопытаравновероятны и применима
классическая схема. За элементарные события естест
венно принять любые подмножества по п элементов,
выбранные из множества N шаров. Из школьного
курса математики известно, что число таких подмно
жеств равно С%. Таким образом, в формуле (6.1) нужно
положить 8 = 0%. Каждый набор шаров, входящий
в интересующее нас событие (обозначим его Л„), со
стоит из двух частей: I) т белых шаров и 2) п—т
черных шаров. Все такие наборы можно получить
следующим образом. Сначала выберем части наборов
из белых шаров; число таких частей С^; затем отдельно
составим части наборов из черных шаров; число таких
частей Объединение любой части набора из бе
лых шаров с любой частью набора из черных шаров
дает полный набор шаров, принадлежащий Следо
вательно, число элементарршх событий в А„ равно
^ = С^СлГ_'м и по формуле (6.1)

Р (^4») = Рп (т. N.M) = m = 0. 1. 2, . . . (6.3)
Сы

Здесь и в дальнейшем предполагается, чтоС^ = Опри
т>п. Набор чисел Р„(0, N, М), Р„(1, N, М), ....
называют гипергеометрическим распределением.

В приложениях к выборочному контролю роль
шаров играют изделий проверяемой партии. Число М
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бракованных изделий {белых шаров) неизвестно. Может
оказаться, что сплошь все изделия проверить нельзя:
их слишком много или проверка приводит к уничто
жению изделия (например, потребуется при проверке
установить срок службы лампочки). Тогда из всей
партии изделий отбирают для проверки небольшую
часть из п изделий. Если среди выбранных изделий
оказалось m бракованных, то полагают — . Фор
мула (6.3) используется при оценке отклонения
т  М п— от В рассмотренной ситуации неизвестным
параметром является число М.

Рассмотрим пример, когда требуется оценить не
известный параметр N. Пусть N—неизвестное число
рыб в некотором водоеме. Можно провести отлов М рыб,
пометить их и пустить обратно. По числу m помечен
ных рыб в повторном отлове из п рыб можно делать
заключения о величине N.

Оценим по формуле (6.3) вероятность получения
какого-либо выигрыша в «Спортлото» по одной карточке.
Участник лотереи из 49 номеров отмечает 6 (49 шаров,
среди которых 6 белых; Л^ —49, М = 6). После того
как участник сдал карточку, проводится выборка п = 6
номеров. Если число т номеров, отмеченных участни
ком и попавших в выборку, оказалось больше 2, то
участник получает какой-либо выигрыш. Если событие
Л—получение выигрыша, то A = Ao+Ai-{-Ai. По фор
муле (6.3) можно составить следующую таблицу:

т 0 1 2

РМ«) 0,435965 0,413019 0,132378

m 3 4 5

PMm) 0,017650 0,000969 0,000018

Р(Лв) =0,00000007151
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Отсюда

Р(^4) = Р(Ло) + РИ,) + РМ.) ==0,981362.
Искомую вероятность находим по формуле (5.1)

р (Л) = 1 — Р (Л) =0^018 638.

Пример 2. Ребенок, играя десятью кубиками,
на которых написаны буквы М, М, Т, Т, А, А, А, К,
И, Е, сложил слово «МАТЕМАТИКА». Можно ли счи
тать, что ребенок грамотный?

Решение. Сначала дадим математическую форму
лировку задачи. Если предположить, что ребенок не
грамотный и родители не научили его складывать
единственное слово, то естественно предположить, что
расположение кубиков «математика» не более привле
кательно по сравнению с остальными. В таком случае
можно ожидать, что классическая схема окажется
достаточно подходящей. Оценим вероятность события Л,
состоящего в расположении кубиков «математика».
Пространством элементарных событий являются все
возможные перестановки 10 кубиков. Таких переста
новок 10!. При этом кубики с одинаковыми буквами
мы считали различными. Подсчитаем, сколько элемен
тарных событий входит в Л. Кубики с буквами, от
личными от М, Т, А, должны стоять на определенных
местах, 3 кубика с буквой Т можно расположить на
трех местах 31 = 6 способами; кубики с буквой М
располагаются двумя способами и с буквой Т тоже
двумя. Сочетая каждое расположение с каждым, по
лучим, что А состоит из 2-2-6 = 24 элементарных собы
тий. По формуле (6.1)

р /Д) — — —1
10! 15 120*

Эта вероятность очень мала, и событие А можно счи
тать практически невозможным. Если же оно осуще
ствилось, то следует считать нашу гипотезу о негра
мотности ребенка неверной. Однако при большом числе
испытаний по данной «программе» даже неграмотный
может сложить слово «математика»; в среднем из
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15120 неграмотных 1 будет ошибочно считаться гра
мотным.

Пример 3. У человека в кармане п ключей, из
которых только один подходит к его двери. Ключи
последовательно извлекаются (без возвращения) до тех
пор, пока не появится нужный ключ. Найти вероят
ность того, что нужный ключ появится при k-M из
влечении.

Решение. Будем продолжать извлекать ключи,
после появления нужного ключа, до конца. За мно
жество элементарных событий примем всевозможные
последовательности из п ключей. Таких последова
тельностей п\. Последовательностей, у которых нужный
ключ находится на определенном месте, очевидно,
{п—I)!, так как одно место занято нужным ключом,
а остальные п—1 ключей можно на п—1 месте рас
ставить {п—1)! способами. Таким образом, искомая
вероятность равна {п — 1)!//г! = 1/п.

6.2. Дискретное вероятностное пространство. Пусть
(О2, —счетное множество, а —

набор всех его подмножеств. Очевидно, что fy является
ог-алгеброй. Пусть л = 1, 2, последователь
ность неотрицательных чисел, удовлетворяющая усло
вию

(6.4)
П= 1

Для любого л ^ ^ положим

Р(^)= 2 Рп- (6.5)л€ {п:

Если (6.5) — числовой ряд, то сходимость его следует
из (6.4).

Так же, как в § 4 в примере с костью, можно
показать, что функция (6.5) удовлетворяет аксиомам
А2—А4.

Проверим А5.

Событие А„ в последовательности (4.!) запишем в виде
Лп= {(!)/, (л),

2 в. П, Чистяков
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где li (rt) < /а i'^) < ^3 (")<•• • • причем при любом п > I последо
вательность иыдексов элементарных событий из А„ является под
последовательностью соответствующей последовательности изу4„_1.
Из условия (4.2) следует, что li{n)—»■ во при п—»-®. Если бы
это было не так, то произведение в (4.2) не было бы пусто.
По формуле (6.5) находим

ее to

k~i (л)

Отсюда, при п—>00 следует (4,3), так как правая часть послед
него неравенства является остатком сходящегося ряда.

Нетрудно проверить, что все распределения веро
ятностей на множестве можно получить в виде (6.5).

Заметим, что при Рп = 0, n';>N, можно ограни
читься конечным пространством элементарных событий
Й = {(Oi, (Oj, Тогда формула (6.5) задает рас
пределение вероятностей на конечном пространстве
элементарных событий. В случае pi=p%—. • . =/>д/=-дГ»

—О при ny-N получаем классическое определение
вероятности.

Отметим еще, что п-мерное дискретное простран
ство элементарных событий, введенное в § 2, является
счетным и отличается от рассматриваемого случая
только обозначениями элементарных событий. В даль
нейшем будем называть п-мерным дискретным вероят
ностным пространством тройку (Q, Р), в которой
Q = {Wi, «2, л-мерное дискретное простран
ство элементарных событии, fy—система всех подмно
жеств множества Q и для любого Л ^ Q

'' (;j) е. »• • • • "" W. (6.6)
«

где Ри, (/.).. ■ (д > О и , S Ри, {(г) ...«„('„) = ̂  ■
'» 'л-'

Заметим, что замева вектора (ai(/i), «... ««(g) последова
тельностью («f(Zi) ...) приведет к тому, что мно-
жество Q будет уже несчетным.

в.З. Геометрические вероятности. Классическое
определение вероятности нельзя применить к опыту
6 бесконечным числом «равновероятных» исходов.
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К описанию такой ситуации было приспособлено
геометрическое определение вероятности. Пусть Q
является квадрируемой областью плоскости. Рассмот
рим систему ^ квадрируемых подмножеств Q. Для
любого Л € ^ положим

По теореме о продолжении вероятности функцию (6.7) можно
определить на множествах, входящих в а-алгебру g*, порожден
ную алгеброй Во многих задаяах можно ограничиться собы
тиями из алгебры Мы не будем вычислять вероятности новых
(по сравнению с §) событий из §*. Приведем только в качестве
примера событие R, состоящее из точек с рациональными коор
динатами. Событие R^%*. В § 4 в одномерном случае этот факт
был установлен. Рассуждение для двумерного случая проводится
аналогично. Для вероятностей событий из 5* сохраним старое
обозначение Р (не будем вводить Р*, как в теореме о продолже
нии). Покажем сначала, что вероятность события {(Хо» Уо)}. со
стоящего из одной точки (Хо, Уо), равна 0. Действительно, так как

0с:{(хо, ffo)}C'|(«. V): (u—Хо)«-!-(о— .
то, используя (5.6), получим

0<Р({(Хо. £'о))Х„апл, с*
Отсюда при л —*■ со находим, что Р ({*о«'^о))=®- Множество R счет-

CP

но. Перенумеровав точки (Хд, ^в). получим R^ U.{(*nt Уп))-
ns 1

Отсюда и из формулы (5.8) следует, что Р(Л) = 0.

В схеме геометрических вероятностей выбор модели,
подходящей для описания реального явления, более
затруднителен по сравнению с классической схемой.
Если выбрать разные модели реального опыта, тч) для
одного и того же события в разных моделях можно
получить разные вероятности. На выборе разных ма
тематических моделей основан известный парадокс
Бертрана (более подробно см. Б. В. Гнеденко [4],
гл. I, § 6, стр. 36—37).

Решим следующую задачу.
Задача Бюффона. Плоскость расчерчена па

раллельными прямыми, расстояние между которыми
равно 2а. На плоскость наудачу брошена игла длины 21
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{К, а). Найти вероятность того, что игла пересечет
Какую-нибудь прямую.

Решение. Дадим сначала определение подходя
щего пространства элементарных событий. Пусть и —

расстояние от центра иглы
до ближайшей прямой, а
Ф—угол, составленный иг
лой с ЭТОЙ прямой. Пара
чисел (ф, и) задает поло
жение иглы с точностью до
выбора конкретной прямой.
Поскольку нас интересует
только взаимное располо
жение иглы с ближайшей

прямой, то можно в качестве Q выбрать прямоугольник
£3 = {(ф, и): О^ф^я, О^и^а}.

Пересечение иглы с прямой происходит в том и только

Рис. 2.

Рис. 3.

в том случае, когда (рис. 2)
н ^ / sin ф.

Таким образом, интересующее нас событие
Л = {(ф, и): Мг^/ЗШф}

является множеством, заштрихованным на рис. 3. Так
как

пл. Л — J i зшф£(ф = 2/, пл. Q ал,
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ТО ПО формуле (6.7) находим

Р(Л) = ̂ . (6.8)
О соответствии математической модели опыту можно

судить по результатам экспериментов. Пусть игла
была брошена п раз и т раз произошло пересечение.
При больших п частота -^»Р(Л)=-^. Отсюда
можно получить экспериментальную оценку числа
я«2— Приведем результаты некоторых экспе
риментов с бросанием иглы, заимствованные из книги
М. Кендалла, П. Морана «Геометрические вероят
ности», «Наука», 1972 г. (стр. 83):

Экспериментатор 1/а п т Оценка я

Вольф, 1850 г.
Рейна, 1925 г.

0,8
0,5419

5000
2520

2532
859

3,1596
3,1795

Схема геометрических вероятностей успешно при
меняется в астрономии, атомной физике, биологии,
кристаллографии.

6.4. Абсолютно непрерывные вероятностные про
странства. Пусть Q —((«1, Wa. •••♦ "н)}—п-мерноедей
ствительное евклидово пространство, я (и^, Mj, . . ., и„)
—неотрицательная функция, интегрируемая по Рнману
по любой квадрируемой области из Q. Будем предпо
лагать, что существует несобственный интеграл по Q
от функции я (Wi, Uj, ..., и„) и

. - 5 n(Mj, = (6.9)
Q

Обозначим ^ алгебру, порожденную квадрируемыми
областями в Q. Для любого положим

Р (Л) = 5 . . . 5 я («1, . . ., и«) (6.10)
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Можно рассмотреть более общий случай, когда
я (Ui, . . .у и„) не ограничена в конечном числе точек
Тогда интегралы в (6.10) по множествам Л, содержащим
такие точки, нужно понимать как несобственные. Не
трудно проверить, что функция Р{Л), определенная
соотношением (6.9), удовлетворяет аксиомам А2—А5.
Из теоремы о продолжении вероятности следует, что
формула (6.10) позволяет определить вероятность на
минимальной о-алгебре %*, порожденной алгеброй
Таким образом, мы определили вероятностное простран
ство. Построенное вероятностное пространство будем
называть п-мерным абсолютно непрерывным вероят
ностным пространством.

Отметим, что рассмотренная выше схема геометри
ческих вероятностей является двумерным абсолютно
непрерывным вероятностным пространством с л (и^, Wg)=

если (Ui, из)€(3, G—квадрируемая фигура, и
я(и„ если (Uj, Ug)^G.

Задачи к главе I

1. Проверить следующие' соотношения ыежду случайными
еобытйями:

1) A'YB'^AB', 4) (Д-fB)C«AC+flC;
2) (Л + 5)\В = Л\/1й = Да; Б) Л + В = Ж
3) АА = А-^А-=А\
2. Упростить следующие выражения:
1) (Л + В)(Л + В); _ 3) (Л4-В){В+С).
2) (Л + в)М + В)М + Д);

3. Установить, какие из следующих соотвошений правильны:
1) {А + В)\С= Л 4- {В\С)\ 3) ABC д. А + В;
2) Л5С-=ЛВ(С4-В); 4) (Я+5)С=Д5С.
4. Пусть А, В, С—три произвольных событая. Найти вы

ражения для событий, состоящих в том, что из А, В, С:
1) произошло только А;
2) произошли Л и б, но С ве произошло;
3) все три события произошли;
4) произошло, по крайней мере, одно из событий}
5) произошло одно и только одно событие;
6) ни одно событие не произошло;
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7) произошло не больше двух событий.
5. Бросаются две игральные кости. Пусть со^нп» А состоит

в том, что сумма очков четная, а В заключается в том, что вы
пала хотя бы одна единица. Описать пространство элементарных
событий, события АВ, АВ. Найти их вероятности, если
все элементарные события равновероятны.

6. Описать пространство элементарных событий, соответст
вующих трем испытаниям, в каждом из которых может появиться У
(успех) или Н (неуспех). Выразить через элементарные события:

!) событие А—в первом испытании произошел успех;
2) событие В — произошло ровно два успеха;
3) событие С—произошло не больше двух успехов.
7. Монета бросается до тех пор, пока два рава подряд она

не выпадет одной и той же стороной. Каждому возможному ис
ходу, продолжавшемуся п бросаннй, приписана вероятность 2"".
Описать пространство элементарных событий. Вычислить вероят
ности событий;

1) опыт окончился до шестого бросания;
2) потребуется четное число бросаний;
3) после конечного числа бросаний опыт окончится.
8. Числа 1,2, п расставлены случайным образом. Найти

вероятность того, что 1 и 2 расположены рядом и притом в по
рядке возрастания.

9. Найти вероятность того, что среди трех наугад выбран
ных цифр встретится О, 1, 2 повторений.

10. Показать, что более вероятно при одновременном броса
нии четырех костей получить хотя бы одну единицу, чем при 24
бросаниях двух костей получить хотя бы одни раз две единицы.

11. Случайно размещается п шаров по N ящикам. При n = N
найти вероятность того, что ровно один ящик останется пустым.

12. Найти вероятность того, что дни рождения 12 человек
придутся на разные месяцы года.

13. В чулане л пар ботинок. Из них случайно выбирается
2г ботинок (2г < л). Найти вероятность того, что 1) среди вы
бранных ботинок нет парных; 2) имеется ровно одна пара.

14. Ящик содержит 90 годных и 10 бракованных деталей.
Найти вероятность того, что среди 10 вынутых из ящика деталей
нет бракованных.

16. Найти вероятность того, что на две карточки спортлото
с отмеченными номерами (4, 12, 38, 20, 41, 46) и (4, 12, 38, 20,
41, 49) будет получено ровно два минимальных выигрыша (уга
дано ровно по три числа).

16. Из последовательности чисел 1, 2 N отобраны на
удачу я чисел и расположены в порядке возрастания Xj <
<Xi<...<x„. Найти вероятность того, что
в вычислить ее предел при N, М—»■ оо, MjN = a.

17. На бесконечную шахматную доску со стороной квадрата а
бросается наудачу монета радиуса г, 2г < а. Найти вероятность
того, что 1) монета целиком попадет внутрь одного квадрата;
2) пересечет не более одной стороны квадрата,
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18. Двое договорились встретиться в отрезке времени [О, Т\.
Первый пришедший ждет второго время I, I <Т. Найти вероят
ность того, что встреча произойдет. За множество Й принять
точки квадрата {(/i, it)' 0</8<7'}, где /i и —
моменты прихода встречающихся.

19. На отрезок (О, I] наудачу брошена точка. Пусть ^ —ее
координата. Найти функции F(x) = P(| < х), F' (т). Построить их
графики.

20. В квадрат {(xi, Xj): 0^Х[^\, t = l, 2} наудачу брошена
точка. Пусть 1^1, I2}—ее координаты. Найти функции F (х)—
»=P(liH-|2 <х), f (х).

21. В куб {(Xi, Ха. Хз): 0^х/<1, t=l, 2, 3} наудачу бро
шена точка. Пусть (Si, 1%, Ss)—ее координаты. Найти функции
f (х) = Р (Si + Sa-i-ls < х), f (х). Построить графики. Сравнить
задачи 19—21.

22. Величины Si. Sa определены в задаче 20. Найти вероят
ность того, что корни уравнения х®—SiX+S2 = 0 действительны.

23. На отрезок (0. 1] наудачу брошено 2 точки, разбившие
его на 3 отрезка. Какова вероятность того, что из них можно
Достроить треугольник? За множество Q принять пары чисел,
являющиеся координатами брошенных точек.

24. Обозначим tii=SjS8. T)8 = min(Si, Sa). »lt=niax(Si, Sa).
где Si. 62 определены в задаче 20. Найти

Р (т|1 < X), Р (Tja < X), Р (Tie < X).



ГЛАВА 2

УСЛОВНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ.
НЕЗАВИСИМОСТЬ СОБЫТИЙ

§ 1. Условные вероятности
Прежде чем переходить к формальному определе

нию условной вероятности, рассмотрим ряд примеров.
Пример 1. Допустим, что студент выучил из 28

билетов 4 четных и 12 нечетных. По классической схеме
вероятность того, что студент получит выученный им
билет (событие Л), равна 16/28 = 4/7. Пусть теперь
известно, что к моменту прихода студента осталось 14
билетов и все они нечетные (событие В). Какова ве
роятность события А при этой дополнительной инфор
мации {В произошло)? Естественно принять ее равной
12/14 = 6/7. ^

Пример 2. Имеется iV карточек трех типов: чер
ные (обе стороны черные), белые (обе стороны белые),
разноцветные (одна сторона белая, а другая черная).
Пусть Nкарточек имеют белый цвет (белые или раз
ноцветные), Л/д имеют черный цвет (черные или разно
цветные), имеют и белый, и черный цвет. Выни
мается одна карточка. Какова вероятность появления
белого цвета (событие А) в предположении, что кар
точки извлекаются с равными вероятностями? Наудачу
выбранная карточка положена на стол, и ее верхняя
сторона оказалась черной (событие В—появился черный
цвет). Какова в этом случае [В произошло) вероят
ность того, что другая сторона белая (событие Л)?
Без дополнительной информации по классической схеме
?{A) = NaIN. Если осуществилось событие В, то осу
ществился один из Л/д исходов, среди этих исходов
событие Л появляется раз. Естественно в этом
примере условной вероятностью Р (Л 15) события Л при
условии, что В произошло, назвать отношение

Р(Л|В) = 4^.
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Правую часть этого равенства можно представить в
виде отношен.ия P(i4B)/P(5), так как P(AB}~N^b/^'
р(б)=хЛ^д/Л^. Таким образом, в рассматриваемом примере

Р(Л|В) = 5р^^. (1.1)
Это равенство позволяет дать общее определение ус
ловной вероятности. Пусть (Q, Р) — произвольное
вероятностное пространство. Если Л, В € ^ и Р (В) > О,
то условная вероятность события А при условии, что
произошло событие В, определяется формулой (1.1),
в правой части которой символ Р понимается как ве
роятность в рассматриваемом вероятностном простран
стве.

Пусть теперь некоторое событие В с Р (В) > О фи
ксировано. Нетрудно проверить, что функция

Ря(Л) = Р(.4|В) = У^.
определенная для всех А^^, удовлетворяет аксиомам
А2—Аб, в частности

Р(Л1В)>0, P(Q1B) = 1,
Р(Л, + Л«|В) = Р(Л11В) + Р(ЛЛВ),

если Л,Л, = 0. Таким образом, для ?д (Л) справедливы
все следствия из аксиом, доказанные в § 5 гл. 1. Кроме
того,

Р(В|В) = 1, Р^(Л1С) = Р(Л1ВС).

§ 2. Вероятность произведения событий

Поменяем в (1.1) местами Л и В. Полученное ра
венство можно записать в виде «теоремы умножения»

Р(ЛВ) = Р(Л)Р(В1Л). (2.1)

По индук1р1и из (2.1) легко получить более общую
формулу

?{AiAi,
Р(Л^) Р (Л J Л^). . .Р (Л„ 1Л^... Л„.1). (2.2)
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Действительно, при 2 (2.2) совпадает с (2.1). Пусть
(2.2) доказано для п—1 сомножителей. Тогда для п
сомножителей (2.2) следует из равенства
Р(Л,Л,. . .Л„) = Р((Л,. ..Л„_,)Л„)-=.

= Р(Л^.. .Л„„ЛР(Л„1Л;. . .Л,_5),
которое получается из (2.1) при Л = Л£.. .Л„_1, 5=Л„.
Если заданы Q, g: и Р, то использование (|юрмул (2.1)
и (2.2)^ для вычисления вероятностей произведений
событий, напри.мер, для вычисления Р(Л;б), бессмыс
ленно, так как сама условная вероятность Р(5]Л)
определяется как отношение Р(Л5) к Р(Л). Однако
при решении реальных задач не заданы ни Q, ни
ни Р. Классическая схема и схема геометрических ве
роятностей, в которых вероятность определяется в явном
виде, описывают далеко не все встречающиеся в при
ложениях задачи. Довольно часто оказывается воз
можным задать ряд чисел, которые должны стать зна
чениями условных вероятностей в математической мо
дели. Таким образом, требуется построить вероятностное
пространство, в котором вероятности некоторых событий
имеют наперед заданные значения. В ряде случаев
подобная задача может быть решена при помшщ фор
мул (2.1) и (2.2). Пусть, например, дано, что

Р (Л) =g£, Р (S 1 Л) = а££, Р {В \ Л) = (2.3)
Тогда должны быть выполнены равенства

Р (Л) = 1 —== Сг, Р (В I Л) = 1 —ац = Oja.
Р(В1Л) = 1—=

Положим

Q = {(0£, Из, ©3, 0)J.

Событиями л и в назовем подмножества

Л = {Щ£, ©з}, В = {©з., ©J,

Тогда ЛВ={©£}. Аналогично можно проверить, что
{©^[^ЛВ, {©з} = ЛВ, {©4]- = Л В,
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Если ПОДХОДИТЬ к определению Q менее формально,
то можно сразу положить

Й = АВ, ЛВ, Щ.
Распределение вероятностей на всех подмножествах
конечного множества однозначно определяется зада
нием вероятностей всех подмножеств, состоящих из
одного элементарного события. Положим

Р {АВ) = Р {Л) Р (В 1 Л) - a^a^i,
Р (Л В) = Р (Л) Р (В 1 Л) - a,a,i,
Р (ЛВ) = Р (Л) Р (61 А) =
Р(ЛВ) = Р(Л)Р(В1Л) = а,а,а.

Правые части этих равенств неотрицательны и в сумме
дают единицу. Распределение вероятностей задано.
Отправляясь от заданного распределения вероятно
стей, найдем

Р (Л) == Р (Л В) + Р {АВ) = ЙА, + й^й^а = Й1,

Р(^И)-р71ГР (А) ai

Р(В| Л) Р (АВ) Q8Q21
Р(Л) ~ "1

Таким образом, мы нашли распределение вероятностей,
удовлетворяющее условию (2.3).

Построение вероятностного пространства по услов
ным вероятностям в более общем случае будет рас
смотрено в следующей главе.

В примерах, рассматриваемых в этой главе, мы
будем обычно предполагать, что соответствующие ус
ловные вероятности заданы. Построение по ним вероят
ностного пространства может быть проведено так же,
как в рассмотренном примере, и приводиться не будет.

Решим при помощи условных вероятностей задачу
о ключах из § 6 гл. 1, в котором было приведено
решение с классическим определением вероятности.
Предлагаемое здесь решение является частичным по
строением другого вероятностного пространства, опи
сывающего последовательное извлечение ключей. Беро-
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ятностные пространства, удобные для описания после
довательности испытаний, будут подробно рассмотрены
в следующей главе. Событие состоящее в том, что
нужный ключ появится в k-M испытании, можно пред
ставить в виде произведения

Af^ = AiA^ ■ ■ ■

Отсюда, используя формулу (2.2), получим

Р {А,)=Р {А,) Р (Л;IЛ,) .. . Р (Л, [ АЛ ■ ■ • Л,.,).

Значения сомножителей можно считать заданными
в условиях задачи. Действительно, из п ключей только
один подходит и п—1 не подходит. Следовательно,
Р(Л1)=^^-^. Если произошло событие А^, то остался
п — 1 ключ, среди которых один подходит и п—2 не

■ — ^ ■ . _ 2
подходит. Отсюда РСЛ^! Л1) = ̂ ^ и т. д. Чтобы при
писать вероятности Р(Л;^| Л^. . .Л^^!) определенное зна
чение, нужно иметь в виду, что к fe-му извлечению
осталось п—k + \ ключей, из которых один подходит
к двери. Тогда естественно положить

Окончательно получаем

Р(Л л ^ 2 n—k-\-\ ^
п  ' n~i ' " ' ' n—k-\-2' n—k+l n*

Результат получился такой же, как в § б гл. I. Если
отправляться от распределения вероятностей, введен
ного для этой задачи в § 6, то можно по формуле
(1.1) вычислить условные вероятности Р(Ла1Л1),
Р (Лд IЛ1Х2), . . . Их числовые значения совпадут со
значениями, которые были использованы в этом пара
графе.
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§ 3. Формула полной вероятности.
Формулы Байеса

Пусть А—произвольное событие,события Bi, ...
В„ попарно несовместны, Р(В;^)>0,

и Л с Bi-1-B^-i-. .. -{-В„. Тогда имеет место следую
щая формула {формула полной вероятности)'.

р(Л) = 2р(В,)ри|в,). (3.1)
к=1

Для доказательства этой формулы заметим, что А
можно представить в виде следующей суммы попарно
несовместных событий:

А = ABi -|- ABj АВ„.
Отсюда, воспользовавшись (1.5.3) и (2.1), получим
формулу (3.1):

Р (>1) = 2 р (АВ^ - i Р (В.) Р {А I В,).
А=1 к=1

Используя (1.5.8), формулу (3.1) можно распростра
нить на случай счетной системы попарно несовмест
ных событий Вд, 1, 2, . . ., п, ...

Заменив в равенстве

р(^1) — р(Л)

вероятность Р(Л) по формуле (3.1), получим формулы
Байеса

P(fl,|A)=--^j5il?JdlM_, (3.2)
2 Р(В/)Р(Л|В,)

Ниже приведены два примера, в которых используются
формулы (3.1) и (3.2). Приложения формулы полной
вероятности к задачам, связанным со случайным блуж
данием, и к простейшим задачам теории массового
обслуживания приводятся в §§ 5, 6. Представление
о некоторых направлениях приложений формул Байеса
дает задача 7 этой главы.
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Пример 1. На фабрике, изготовляющей болты,
первая машина производит 25%, вторая-^35%,
третья—40% всех изделий. Брак в их продукции
составляет соответственно 5%, 4%, 2%.

а) Какова вероятность того, что случайно выбран
ный болт оказался дефектным?

б) Какова вероятность того, что случайно выбран
ный болт произведен первой, второй и третьей маши
нами, если он оказался дефектным?

Решение, а) Обозначим через А событие, состоя
щее в том, что случайно выбранный болт—дефектный,
а через В^, Bg—события, состоящие в том, что
этот болт произведен соответственно первой, второй и
третьей машинами. Очевидно, что формула (3.1) при
менима. Таким образом, используя условие задачи,
получим

Р(Л)^Р{В^)Р(Л|В,) +
+Р (В,) Р (Л I В,) + Р (Вз) Р (Л I Вз) -
= 0,25-0,05 + 0.35-0,04 + 0,40.0,02 = 0.0345.

б) К тем же событиям можно применить формулы
Байеса (3.2) при /г —3 для fe = l,2, 3:

P/R I /14 _0.25.0,05 125Р (Bj I Л) — п ПЧ4К — ^

Р(Й,|Л)

0,0345
Пример 2. Из урны, содержавшей М белых и

N—M черных шаров, один шар неизвестного цвета
утерян. Какова вероятность извлечь наудачу из урны
белый шар?

Решение. Пусть Bf^—событие, состоящее в том,
что утеряно k белых шаров (^ = 0, 1); Л—событие,
состоящее в том, что шар, извлеченный из оставшихся
шаров, оказался белым. Положим

Р(йо) = ̂ . Р(Й1) = -^.
Р(Л1В.)=^^. Р(Л|в,)=^.

0,0345 3^

0,35-0,04 140

0,0345 345

0,40-0,02 80
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По формуле полной вероятности
N—M М , М~\ М М

лГ~* iV—п л/—1 ' N N'

Отметим, что вероятность извлечь белый шар из урны
до утери шара тоже равна M/N.

§ 4. Независимость событий
Понятие независимости является одним из важней

ших понятий теории вероятностей.
События А п В называются независимыми, если

Р(ЛВ) = Р(Л)Р(В). (4.1)
Из формулы (1.1) следует, что в случае Р(Л)=0 И
р(В)>0 независимость Л и В эквивалентна любому
из равенств

Р(Л1В)=Р(Л), Р(В1Л)-Р(В). (4.2)
Определение независимости в форме (4.1) симметрично
относительно Л и В; условие (4.1) несколько шире,
чем условия (4.2).

Если математическая модель, описывающая неко
торый опыт, подобрана достаточно хорошо, то незави
симым событиям реального опыта соответствуют собы
тия модели, независимые в смысле определения (4.1).
Пусть, например, опыт заключается в том, что один
раз бросают две симметричные монеты. В обозначениях
§ 1 гл. 1 положим Q — {ГГ, РР, РГ, ГР); Л = {ГГ, ГР}—
первая монета выпала гербом вверх, В = {РГ, ГГ}—
вторая монета выпала гербом вверх. Предполагая
равновероятность элементарных событий, получим

Р(Л)-Р(В)=у. Р(ЛЛ) = ~-

Таким образом, Р(ЛВ) = Р(Л)Р(Й). События Ли В
оказались независимыми в смысле определения (4.1).

Об использовании независимости (формулы (4.1))
при построении подходящего вероятностного простран
ства можно сделать замечания, аналогичные замеча
ниям о использовании формулы (2.2).
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§ 5. Примеры приложений формулы
полной вероятности

5.1. Случайные блуждания. По целым точкам от
резка [О, п] движется частица. Пусть координата
частицы в момент /, / = 0, 1,2, и = В каж
дый момент времени t, / = 0, 1, 2, выбирается
направление движения независимо от всех предыду
щих выборов. С вероятностью р частица сдвигается
на единицу вправо и с вероятностью ^ = 1—р на
единицу влево *). Если частица попала в точку О или
л, то она там остается в любой последующий момент
времени. При t = 0 частица находилась в точке k. Тре
буется определить вероятность =Р события
состоящего в том, что частица когда-нибудь попадет
в точку п.

Эту задачу можно интерпретировать как задачу
0 разорении игрока. Пусть в начале игры 1-й игрок
имеет k рублей, а 2-й игрок—л—Л рублей. Если при
бросании монёты (или кости) выпал герб (или «6»),
то 1-й игрок получает I рубль (это соответствует дви
жению частицы вправо), а в противном случае отдает
1 рубль (движение частицы влево). Поглощению частицы
на правом конце соответствует выигрыш первого иг
рока.

За пространство элементарных событий Q в этой
задаче можно принять бесконечные последовательности,
составленные из результатов выборов направлений
движения. Предположим, что можно выбрать сг-алгебру

и задать на ней вероятность Р, удовлетворяющую
условиям задачи (см. § 4 гл. 3). Положим л.„(П^
= Р(^^ = л). Можно показать, что

+ 1 I = = п (О»

P(l<-n = "Ui = fe—= k^\, ...,n~U
*) Эти условия можно записать в виде

= С() = р,
+  1 1 = Ct) — q= 1 —р -

при любых значениях /=1, 2 п-1. Q-любов событие.
относящееся к движению течки до. момента t.
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Здесь вероятности „(О и являются
вероятностями попадания в состояние п к моменту
времени t в схемах блуждания, начавшегося в момент
t = 0 из точек fe -hl и fe —1 соответственно. Эти ра
венства (5.1) достаточно очевидны: если первым пере
ходом был переход, например, из fe в fe +1, то вероят
ность за оставшееся время t попасть из ft+l в п
будет такая же, как если бы процесс начался из
точки fe -f 1. Равенства (5.1) будут доказаны в § 1 гл. У,
пример 1.

По формуле полной вероятности

+ Р (li = fe —i) Р (It+i = n I li = !)• (5-2).
По условию задачи

P(|j = ̂ +l) = p, = (5-3)
так как la —fe. Заменив вероятности, входящие в (5.2),
по формулам (5.1), (5.3), получим

^ P^fc+l. п (О + „ (0. (5-4)
fe =l, 2, 1.

Заметим, что

(^^ = /г) с: (|2 = н) с.. .с (li = H) с {lt+i = ti)c:,..
и- и (li=")- Таким образом, по формуле (1.5.9)

Пу = Р (Лб) = Ига Р (li = ft) = Ига {t).
во

Переходя к пределу при t—^-ao в (5.4), получим
^н,п==Р^к+ип-^Я^и~1,пу fe —1,2, . ..,ft—1.

Так как „—вероятность поглощения на правом
кОнне в процессе, начавшемся из точки k, то Яо,п~И,
п =1. Таким образом, вероятность рассматри
ваемая как функция от /г, является решением линей
ного однородного уравнения в конечных разностях
с постоянными коэффициентами
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удовлетворяющим условиям

/о = 0, /„=1. (5.6)
Теория таких уравнений (см. А. О. Гельфонд [3]) во
многом аналогична теории линейных ди^еренциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами.

Пусть сначала рфд. Подставим = в уравне
ние (5.5): ^

или

рЯ®—Я -4*

Корни этого уравнения равны

^-1 = 11 =

Следовательно, функции Я^ и Я§ удовлетворяют урав
нению (5.5). Линейная комбинация решений

h=^C,%i+C,%\=C,+ [±)''C, (5.7)
при любых значениях постоянных тоже является
решением. Подставив в (5.6) правую часть (5.7) при
/г = 0 и = получим для определения С,, С-два
уравнения

Q + Ca — O, Cg^-l.
Отсюда и из (5.7) окончательно находим

St'кп

Ш'
й=0, 1, 2, я. (5.3)

Вероятности поглощения на ;тевом конце удовле
творяют тому ли уравнению (5.5), но решать его нужгю
с условиями

у.^1, Д-О, ,(5.9)
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Подобрав в (5.7) постоянные и согласно (5.9),
получим

п  ур/ . (5.10)

Так как + = то блуждание закончится с ве
роятностью 1.

Пусть теперь р = ̂  = у. В этом случае = Х.3 = 1,
и решение (5.5) нужно искать в виде

fk — Ci + kC^.

Используя (5.6) и (5.9), получим
k  „ __1_±

^kn — ^ п '

в схеме блуждания по целым точкам прямой с по
глощением только Б нуле (в п поглощение не проис
ходит) вероятность попасть когда-нибудь в п равна
вероятности вычисленной для схемы с поглоще
нием в нуле ИБП. Вероятность того, что частица
побывает во всех точках правее fe , равна

(  О, если

7' Q<p-

Этот результат не противоречит интуитивным представ
лениям. Если движение вправо более вероятно, чем
влево, то с положительной вероятностью частица может
уйти вправо; в противном случае с вероятностью 1
колебания ограничены и происходит поглощение в 0.

5.2. Работа телефонной линии. Вероятность поступ
ления ' на телефонную линию одного вызова за время
it t-^h) равна aft + o(/i), h^0\ вероятность того, что
ни один вызов за время (^, t-\-h) не поступит, равна
1—a/i + o(ft). Если линия занята, то вызов теряется.
Если в момент t еще продолжается разговор, то за
время (^, он окончится с вероятностью p/i + o(/i),
h^O. Вызовы поступают независимо друг от друга.
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Пусть Ро(0» (О —вероятность того, что линия в
момент t соответственно свободна и занята.

Предположим сразу, что построение подходящего
вероятностного пространства возможно и что для инте
ресующих нас событий вероятности и Pi (О опре
делены и непрерывны по t. Используя формулу полной
вероятности, получим для Ро(0. (О Дифференциаль
ные уравнения.

Пусть Bo{t)y Bi(t) — события, состоящие в том, что
в момент t линия соответственно свободна и занята.
Тогда Ро {/)+ (^) = Q и Bp (/) (^) = 0. Применим
формулу полной вероятности к вычислению Р {В^
положив в ней п=2, Л=Во(^+Л), Bi=B„{t), B^=Bi{i):
Р (В„ (t + h)) = P {В, (0) Р (Во -Ь Л) 1 В, (0) +

+ P(Bi(0)P(B„(^ + A)|Bi(0). (5.11)
Свободная в момент времени t линия останется сво
бодной в момент если за время (/, i-\-h) не по
ступит ни одни вызов. Так как другие события, при
которых линия останется свободной в момент t-^h,
имеют вероятность о (Л), то

Р (ВЛ^ + Л) i ВЛО) = 1-аЛ + о (й).
Занятая в момент t линия будет свободной к моменту
/ + /1, если закончится разговор и не поступит ни один
вызов. Вероятность этого события равна

(рй + о (й)) (1 - аЛ + о (й)) = рл + о (й).
Эта вероятность -вносит основной вклад в
Р (Вц (/-fA) i В, (0). Сумма остальных слагаемых равна
о(й}. Таким образом,

Р(ВЛ^+й)1В1(0) = рй + о(й).
Подставляя найденные условные вероятности в (5.11)
и используя обозначения Bi(0» получим

Во (^ 4- й) = (1 - ай) Р, (О Н- рйВ, (/) + о (й). .
Отсюда

Ро (/+/.)- р. (О ^ (<) ■
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Переходя к пределу при h —^0, получим*)
^^ = -аЯ.(0 + рРЛО. (5-12)

Аналогично найдем уравнение для Pi(0:
(5-13)

Полагая Яо(0) = Ь ^i(0) = 0, найдем решение систе-
№1 (5.12)-{5.13):

р /А __Ё 1 2L_p-(a+g)'

при t—^oo вероятность Pj^{t) стремится к постоян
ной «/(а + Р)- Естественно, что с ростом интенсивно
сти поступления вызовов а вероятность занятости
линии увеличивается.

Из формул (5.14) следует, что решение {Pq (0. Pi (0)
системы (5.12), (5.13) удовлетворяет равенству Po{t) +
_}_Pj^;) = I. Это же равенство следует из предположе
ния о существовании вероятностного пространства,
в котором определены вероятности Ре (О и (О про
тивоположных событий. Если подставить Pi(0~
= 1—Ро(0 в уравнение (5.12), то вместо системы
можно решить одно уравнение для Рв(0-

К предположениям о существовании подходящего
вероятностного пространства, в котором определены
вероятности нужных нам событий, нужно относиться
с известной осторожностью. Рассмотрим следующий
пример. Пусть состояниями частицы являются числа
О, 1, 2, . . . При ^ = 0 частица находится в состоя
нии 0. Если частица в момент t находится в состоя
нии k, то к моменту t-f-h останется в этом состоянии
с вероятностью 1—сх./^Н-\-о{Н), h—>-0, и перейдет в
состояние fe +1 с вероятностью a*/i + o{/i). Пусть

•) Из существования предела при h—»-О следует ^ществова-
вее только левосторонних производных в (5.12) и (5.13). Заменив
в предыдущих рассуждениях t и t-\-h на t—h н /, получим вы
ражения для правосторонних производных, совпадающие с (5.12)
к (3.13).
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^А (О—вероятность того, что частица в момент t на
ходится в состоянии h. Рассуждая так же, как в рас
смотренном выше примере, можно для Рц{1), 1,
2, ,.., получить бесконечную систему дифференциаль-
ных уравнений. Можно было ожидать, что
Однако если быстро увеличиваются с ростом k, то

СО

оказывается, что Более подробно этот
ft ss О

пример рассмотрен в книге Феллера [17], § 4 гл. 17.
Оказывается, что частица за конечное время с поло
жительной вероятностью может пройти по всем состоя
ниям. В этом случае набор чисел {ct^} уже не определяет
процесс при всех ^ > 0.

Задачи к главе 2

!. Бросаются три кости. Какова вероятность того, что хотя
бы на одной из них выпала единица, если на трех костях выпали
разные грани?

2. Известно, что при бросании 10 костей появилась, по край
ней мере, одна единица. Какова вероятность того, что появилось
две единицы или более?

3. Доказать, что события А и В независимы, если незави
симы Л н В. 1 1»

4. В первой урне 2 белых и 3 черных шара, а во второй
1  белый и 4 черных. Из первой урны во вторую переложили
два шара. Найти вероятность того, что вынутый из второй уоны
шар окажется белым.

5. Среди 64 клеток шахматной доски выбирают наудачу дае
клетки и ставят на них двух слонов. Какова вероятность того
что они не будут бить друг друга? '

6. Предположим, что 5% всех мужчин я 0,25% всех женщин
дальтоники. Наугад выбранное лицо оказалось дальтоником
Какова вероятность, что это мужчина? {Считать что мужчин
и женщин одинаковое число.)

7. По каналу связи может быть передана одна из трех после
довательностей букв: АААА, ВВВВ, СССС, известно, что веро-
ятности каждой из последовательностей равны соответственно
0,3; 0,4; 0,3. В результате шумов буква принимается правильно
с вероятностью 0,6. Вероятности приема переданной буквы за две
другие равны 0,2 и 0,2. Предполагается, что буквы искажаются
независимо друг от друга. Найти вероятность того, что передано
АААА, если на приемном устройстве получено АВСА.

8. Вероятность того, что молекула, испытавшая в момент
Z —О столкновение с другой молекулой и не имевшая других
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столкновений до момента t, испытает столкновение в промежуток
времени (/, равна Xh-\-o(h), h—>-0, Найти вероятность
того, что время свободного пробега будет больше i.

9. На одну телефонную линию могут поступать вызовы двух
типов: срочные и простые. При поступлении срочного вызова раз
говор по простому вызову прекращается. Вероятности поступле
ния за время (/, t + h) срочного и обычного вызовов равны соот
ветственно (Xxh+o{h), (Xzh-{-o{h), h—>-0; вероятность прекраще
ния любого разговора за время (t, г'+Л) равна ^-{-o(h). Пусть
PoiOf fi(0. -^2 (О — вероятности того, что в момент / линия
свободна, занята срочным вызовом, занята простым вызовом.
Написать для Рй (О дифференциальные уравнения и найти
lim Рй(0 = Лй, fe = 0. 1, 2.

10*. Изменим условия работы телефонной линии, описанной
в п. 2 § 5. Будем считать, что при занятой линии вызовы не
теряются, а становятся в очередь. Обозначим Рй (/) вероятность
того, что в момент t один вызов обслуживается и к—1 образуют
очередь Ро (О — вероятность того, что линия свободна.
Составить для Рй (О дифференциальные уравнения. Найти
lim Pft (0 = Яй. если в = < I.
t-*» Р



ГЛАВА 3

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ИСПЫТАНИЙ

§ I. Конечные последовательности испытаний
Рассмотрим следующую задачу.

первой урне 2 белых и 3 черных шара; во вто-
^ черных; в третьей —3 белых и 1 черный. Из первой урны наугад один шар переложен во

вторую. После этого из второй урны также наугад
переложен один шар в третью. Наконец, из третьей
какой-то из шаров переложен в первую. Какой состав
шаров в первой урне является наиболее вероятным^
Что более вероятно: изменение состава шаров первой
урны или сохранение? первой

условию задачи мы имеем три испытания(три перекладывания шаров). Нетрудно выписать все
8 возможных результатов испытаний. Введем сначала
следующие обозначения. Пусть Л,-собы™е, сГтоя
щее в том, что при k-м перекладывании = l 9 3)
был переложен белый шар. Положим • ►
Q = А^А^,

ЛДД, А^А,А„А^Л^А,}.
Здесь, например, элементарное событие Л,XX озна
чает, что первый переложенный шар был белый а два
других-черные. Событием Л, является
подмножество Q: дующее

^1 = {^1АгАз, Л^ЛгЛз, Л^Л^Лэ, Л1ЛзЛз[.

^Гчен^я"^ проверить, что на введенные формально обозначения для элементарных событий можно смотреть
как на произведения случайных событий. Если состав
шаров в данной урне известен, то мьг легко можем
определить вероятность события, состоящего в извл "
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чении из этой урны шара определенного цвета. В рас
сматриваемой задаче состав шаров в урне становится
известным, если известно, какой шар в данную урну
был переложен. Таким образш, мы можем считать, ™
заданы вероятностиР (Лг),? (^i),PИг! -^i)> Р(Лз! ЛхЛд)
и т. д. Например,

ри.)=4. рдлил)"!- р('4и^1^)=-|-- (!■')
При определении второй и третьей вероятностей мы
использовали то, что во BTopyib и третью урны был
переложен белый шар и их состав стал соответст
венно: 3 белых, 2 черных; 4 белых, 1 черный. Ана
логично можно приписать значения другим условным
вероятностям. По заданным условным вероятностям
так же как в § 2 гл. 2, стр. 43, мы можем полностью
восстановить распределение вероятностей на подмно
жествах Q. По формулам (2.2.2) и (1.1) находим

^  о 4 ^4

^Т*Т*Т'~125*

Аналогично приписываются вероятности другим эле
ментарным событиям. Окончательно получим

р(ЛА^)=-Ж'
=  Р<ЛИИ.)=т|5

12 «/7 л \ _ 6р(ЛИИз)=-®. Р<'4ИИ.)=-1й
—  fi — — 27Р (ЛгЛаЛз)^ Тй *

<1.2)

По этим вероятностям однозначно определяется вероятность любого случайного события. Пусть Bi, I =
= 1 2 3,— событие, состоящее в том, что после пере
кладываний в первой урне оказалось I белых шаров.

BSl
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Тогда

=  AiA^Ag, ^ИаЛд},
Вг = {А,А,А„ AiA.A,}

и

р(В.)=т^, Р№)=-§-. Р(В,)=-^.
Вероятность сохранения состава шаров—60/125. Та
ким образом, более вероятно изменение состава шаров
в первой урне, но наиболее вероятным составом яв
ляется первоначальный состав. В решенной задаче
легко проверить, что (1.2) определяют распределения
вероятностей. Дадим теперь общее определение по
следовательности из п испытаний, в каждом из ко
торых может произойти один из N исходов. Исходы
в каждом испытании занумеруем числами: 1,2, .. .,
Под последовательностью из п испытаний мы будем
понимать (см. гл. 1 § 6.2) дискретное вероятностное
пространство (й, Р), в котором

Й={(Ма-- -0}. ^4=1. 2, /V; fe = l, . . .,rt, (1.3)
и вероятности р приписываемые элемен
тарным событиям © = (^1/3.. - задаются формулой

Р (М. • ■ ■D^P (/1) Р (/, 1 / J Р (/g 1 /j/j) . . . Р (/„ I j),
(1.4)

где числа р(1,), р{Ц1^1 /)(/J удов-
летворяют условиям:

1) p(g>0, Sp(/i) = 1;
N

2) ^2. /JCsI/i)—1 При любом 1^;
(1.5)
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3) р (/в IW >0, S р Сз 1W = * пр" любых li, k;
/»= I

п) p(i„\K '»->) = 1
/I

при любых /j, /j, . .ч^п-1'
Символ /fc, A = !, 2 rt . в обозначении элемен

тарного события (/Л'-'О будем интерпретировать
как наступление исхода в испытании с номером ft .
Формула (1.6.6) с числами

P«i(V =P('i^2 - • ■ U
задает распределение вероятностей, если

2  р(/Л- -.и = 1. (1-6)
ч

Для доказательства (1.6) заметим, что

1  р,(Л..■'»)=, 2

xf ■ ■ ■ '"-i) )-

=  S р p (^a I 'l) • • ■ p I

так как 2/ Wi • • • ^п-г) = 1 согласно (1.5). Далее
мы можем'" выделить сумму по и
зеваться (1.5). Повторив этот процесс п раз, полу
чим (1 6). Таким образом, мы определили вероятно
стное пространство, являющееся математической мо
делью последовательности из п испытании. Нетруднопроверить, что число pMKU ■ ■ ■ k-г) является услов-
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НОЙ вероятностью появления в fe -м испытании исхода
при условии, что до этого была получена цепочка

исходов (/j/g . . .
Более общая схема получится, если считать, что

множество исходов в отдельном испытании—счетно.
Решенная в начале параграфа задача является

следующим частным случаем рассмотренной общей
схемы испытаний: п = 3, N = 2.

1) Р(1) = |. Р(2) = |;
2)р(1|1)=3.р(2|1) = |.,р(1|2)=.|, р(212)=:|;
3) p(l|ll)=p(l|2I)=-i, р(2|11) = р(2|21)=1,

р(1112) = р(1 122) =|-, р(2|12) = р(2|22) = |,
где исходы «Ь и «2» соответствуют извлечению белого
и черного шара.

В данной задаче оказалось, что вероятности p(i\\k)
не зависят от /. Это естественно, так как на состав
последней урны влияет только цвет шара, перело
женного из второй урны, и если этот цвет уже из
вестен, то неважно, что было переложено во вто
рую урну из первой. Последовательность испытаний,
в которой условные вероятности р . It-i) не
зависят от /f, .. /,.2,

p{lt\li... h-i) = p\t_iif
называется цепью Маркова. Более подробно такие
испытания будут рассмотрены в гл. 9. В случае,
когда P{lt\li - . . If-i) не зависят от 1^, . . ., по
следовательность испытаний называется последователь
ностью независимых испытаний.

ъ (

§ 2. Последовательность независимых испытаний
В § 1 было дано определение последовательности

независимых испытаний как частного случая общей
схемы испытаний. Дадим прямое определение. Под
последовательностью п независимых испытаний,
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В каждом из которых может осуществиться один из
исходов (обозначим исходы 1, 2. . . мы оудем
понимать вероятностное пространство (ь2, ij, г), в
котором

г,=1. 2 N, fe = i,2,

и вероятности р(/Л- - .0. приписьтаемые цепочкам
ИЗ результатов отдельных испытании, задаются фор
мулой

Р(/Л

где ^ О, ft =« 1, .. •, Sj Pft ^ •
В данном случае равенство

2  Р • • • 'я) — ^
Ч

проверяется аналогично равенству (1.6).
^ Число р,. ft = l. 2, Л', входящее в (2-2). яв

ляется вероятностью появления исхода ft в фикси
рованном испытании. Действительно, если событие
^j(ft) заключается в том, что в первом испытании
наступил исход ft , то

(А) = w> •••'»)■■
"  N

Р(ЛЛВД= S PtP'.
'а' *■ я

Аналогично вычисляются вероятности событий более
общего вида. Например, для

А,...<.(bi. ■■■Л,) = и, = 1,)X  S

имеем

Р (Л(^ . . . (Xf, ...» X,)) = pLj^h^ • • •
Верна следующая теорша.
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Теорема 2.1. События

^ = -^'1 • • ■ ix), в = В/..,.,, {Ц L-,)
незстисимы, если (i,... i,) n (/j = 0.

Проведем доказательство в частном случае. Пусть
Д = {(/,...и: /, = 2}. В = {(/.. ..0: /^ = 1, ,,==3}.

Тогда

ДВ = {(/(.../„); г, = 2. /, = 1. /,=3}.
По формулам (1.6.6) и (2.2) находим

= , 2 _ р, =р,.
N

'' ~ '1. V .... '„=t Р'^Р^'>Р^РФ. •••?', = ЛР..
NР (ЛВ) = ^

8' 6' в' * ' я

Отсюда
Р(ЛВ) = Р(Л)Р(В).

Оедовательно, события Л и В согласно определению
(2.4.1) независимы. Общий случай рассматривается
аналогично.

Схема независимых испытаний является матема
тической моделью серии испытаний, повторяющихся
при неизменных условиях. Примеры таких испытаний
можно найти в задачах к данной главе.

Независимые испытания при N = 2 называют испы
таниями Бернулли. В этом случае исходы 1 и 2 на
зывают соответственно «успехом» и «неудачей», и их
вероятности и р^ полагают равными jO и q = \—p.
Элементарные события в этом случае естественно обо
значать цепочками вида

УУНИНУ . ..У. (2.3)
п

По формуле (2.2) имеем
Р (УУНИНУ ... У) = (2.4)
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где /п—число «успехов» (У) в последовательности (2.3).
Во многих задачах мы часто каждому элементар
ному событию ставим в соответствие определенное дей
ствительное число, например, размер выигрыша, число
успехов в (2.3) и т. д. Пусть задано вероятностное
пространство (Q, Р)- Назовем случайной величиной
действительную функцию от элементарного события:

Для дискретных вероятностных пространств
случайной величиной мы будем называть произволь
ную функцию от О), а в обш,ем случае, рассматривае
мом в гл. 4, на функцию |(o)) будут налагаться до
полнительные условия. Случайные величины часто обо
значают греческими буквами.

Обозначим ц„ = ц„(УУНННУ . .. У) случайную ве-
личину, равную числу успехов в первых п испытаниях
схемы Бернулли. Тогда, например, при п = 4 имеем

И, = (УУНУ) = 3. ц, = (НННН) = о
и т. д. Найдем вероятности событий

= тН {(УУНННУ... У): (У УНННУ.. . У) = т}.

Теорема 2.2. Если \1„--часло успехов в п испыта
ниях Бернулли, то

Р(ц„ = т) = р„('") = С"Р"')"-". (2-6)
т = 0, 1, 2, .. п.

Доказательство. Каждая цепочка вида (2.3),
обозначающая элементарное событие из множества (2.5),
содержит ровно т успехов, и, следовательно, вероят
ности всех элементарных событий из (2.5) одинаковы
и определяются формулой (2.4). Найдем число эле
ментарных событий, удовлетворяющих условию (р,„ =
= т) Число успехов и неудач задано. Таким образом,
можно только' менять их расположение в цепочках
вида (2 3). Расположение однозначно определяется вы
бором из п мест т мест для успехов. Это можно
сделать С? способами. Отсюда и из (2.4) следует
утверждение теоремы.

Для схемы испытаний с произвольным N (эту схему
часто называют полиномиальной) введем случайные
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величины 1;^, равные числам исходов k,k = \, 2, .
Покажем, что

=  = =

(2.7)
где/72,, т,,.... /72^^—неотрицательные целые числа, удов
летворяющие условию /72,+/722 + . . . +/Лдг = /Г2. ЛлЯ
остальных значений левая часть (2.7) равна 0.
В каждой цепочке (',4 удовлетворяющей усло-
вию (|, = /72,, = = «Ь встречается
/72, раз, «2»—/Hj раз, .. «N»—/тгд, раз. Следовательно,
вероятность каждой такой цепочки равна
Число цепочек заданного вида можно найти следую
щим образом: С^' способами можно выбрать из п
мест /п, мест для «Ь; из оставшихся п—/72, мест
можно выбрать способами места для «2» и т. д.
Отсюда общее число цепочек нужного нам вида равно

СГ'Сп *^п-т, • • • . .-«дг., л1

/71,!/П|1 ... '

Из Приведенных рассуждений следует формула (2.7).
При N = 2 формула (2.7) совпадает с (2.6).

Рассмотрим в полиномиальной схеме случайные
события, полученные следующим образом. С элемен
тарным событием й)о = (/,/,. .. /„), содержащим ровно т
исходов «Ь (/72 = 0, 1, 2, /2), мы объединим все
элементарные события ад , у которых «единицы» стоят
на тех же местах и нет «единиц» на других местах.
Полученное таким образом случайное событие обозна
чим со*. Нетрудно найти вероятность события со*.
Пусть, например, в со* объединены все элементарные
события, у которых 772 сдиниц На первых местах. Тогда

Р(<-')=РТ 2-
« + 1 'а

где знаком 2* обозначено суммирование по всем воз
можным наборам /да+f, 1„, в которых нет «1».
3 в. п. Чистяков
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Следовательно,

и

=  (2.8)

Эта формула совпадает с (2.4). Для задания события
о* достаточно указать для каждого испытания, на
ступил исход «1» или не наступил. Если принять собы
тия со* за элементарные события в новой схеме и при
писать им вероятности (2.8), то получится схема испы
таний Бернулли с p = Pi и ^ = 1—pi = р2-\- • • • Pn-

При п подбрасываниях игральной кости мы имеем
полиномиальную схему с N = 6 и Pi = Pi = *" = Р« =
=  . Если теперь «укрупнить» элементарные события,
например, различать только «6» и «не шестерка», то
получим схему Бернулли с Р=^ и Я =

§ 3. Предельные теоремы в схеме Бернулли

Пусть монета брошена 5 раз. Требуется найти
вероятность того, что выпало ровно 3 «герба». Восполь
зовавшись формулой (2.6) при п. = 5, = ̂  = , ^ = 3,
получим

р /гп ^з_1_ 5-4-3 1 — 5^
—  25— 1.2-3 2» 16*

В ЭТОМ примере вычисления проводятся по формуле
(2.6) легко. Однако часто приходится вычислять ве
роятности (2.6) при больших значениях пит. На
пример, при п = 1000, т = 500 и р = 17 = у найти чис
ловое значение вероятности (2.6) довольно трудно. При
вычислении вероятности события, состоягцего в том,
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ЧТО ЧИСЛО успехов лежит, например, между а и Ь,
приходится находить числовые значения сумм вероят
ностей Р„ ф) вида (2.6). Действительно,

Р(а<ц„<Ь)= 2 Р(ц„ = т)= 2 Pnim). (3.1)
a<m<b a<m<b

Затруднения при вычислениях возникают также при
малых значениях р или q.

Иногда при больших п удается заменить формулу
(2.6) какой-либо приближенной асимптотической (^р-
мулой. Приведем три предельные теоремы, содержащие
асимптотические (^рмулы для вероятностей (2.6) и
(3.1) при п—-оо.

Теорема 3.1 (теорема Пуассона). Если п—роо и
р —рО так, что пр—*-\, О < А, < оо, то

ЬИ
ml

Р (р„ = т) = —р

при любом постоянном т, т = 0, 1, 2, ...
Доказательство. Положив пр = Х,,, предста

вим вероятность Р(р„ = т) в виде

Р  = т) = " (1 =

Отсюда при п—роо получим утверждение теоремы.
Таким образом, при больших п и малых р мы

можем воспользоваться приближенной формулой

?^.„=m)^-j^e К = пр. (3.2)

Часто эта формула используется при п > 100 и пр<30.
Теорема 3.2 (локальная теорема Муавра—Лап

ласа). Если п—роо, (О </?<!) постоянно, величи-
т — пр

на х„ — , ограничена равномерно по т и п,
V npq
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(—оо < <+ оо), то

где \a„\<ClYn при х„^[а, Ь], С>0--постоянная.
Доказательство. Коэффициент СЯ* в (2.6) запишем

в виде

С"»» ^ . (3.3)/п!(л—т)Г

Так как
т = лр+*я У npq, п—т = гц—Ха У npq^

то, воспользовавшись формулой Стирлинга

]пп!=1п У^2ял + л 1пл—п+0

получим

Inm! = ln УШ^-\-{пр-\-х„У7^)1а {пр+х^Уп^—
—пр~х„ V^+o(-iy

,  ̂ ^ (3.5)
1п(л—т)1=—1п у2п(л —т) +

~\-(nq—x„ Упм) 1п {nq—x^ Упм)—

Логарифмы в (3.5) при помощи формулы 1п(1+*)=* —
•-jcV2+^(*') запишем в виде

1п(ярН-*я KJw) = lnnp + In^I+*«
-Шлр + л,

1л (л?—*я W?)—
= |пл,-лг,

Утверждение теоремы можно получить из (2.6), (3.3), (3.4), (3.5),
(3.6).
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При качественной оценке условий применимости
приближенной формулы

1  —-2L

нужно оценить величину остаточных членов в (3.6).
При п—^оо сумма остаточных членов стремится к О
при любых фиксированных р и q, 0</?< 1. Однако
при конечных значениях п сумма остаточных членов
может быть очень большой, если р или q малы. Хо
рошие приближения формула (3.7) дает при = 1/2.
Если в этом случае провести более точную оценку
остаточного члена, то_в формулировке теоремы можно
заменить |aJ<C/j/"n на fa„I<C/n. Формулу (3.7)
часто используют при п > 100 и npq>20. Указания
о границах применимости формул (3.2) н (3.7) являются
очень приближенными и носят скорее качественный
характер; к ним следует относиться с осторожностью.

Отметим еще, что в условиях теоремы 3.2 из того,
что П—-ОС, следует стремление к бесконечности т.
Зто значит, что т п п в (3.7) должны отличаться друг
от друга не очень сильно; например, для Р(р„ = 0)
локальная теорема дает плохое приближение.

Теорема 3.3 (интегральная теорема Муавра —
Лапласа). Если р, О < /? < 1, постоянно, то при п —► оо

а

равномерно по а, Ь, —oo<a^b^-j-oo.
Доказательство. Приведем доказательство

этой теоремы сначала при фиксированных а, Ь, —с» <
<а^&<оо. Очевидно, что вероятность события

можно представить в виде

^  (3.8)
т—пргде = и суммирование распространяется на
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значения т, для которых х„€[а, Ь]. Применяя к сла
гаемым (3.8) локальную теорему, получим

P„{a.b)^S„+T„. (3.9)
где

Так как
_  m+l—np т^пр _ 1Лд:„-*„+, у-^ у-^

ТО S„ можно записать в виде суммы
S„= S Ф

*^€[11.6]

которая отличается не более чем двумя слагаемыми
от подходящим образом выбранной интегральной сум-

ь

мы, соответствующей интегралу Следова-
а

тельно,
ъ

limS„=[<f{x)dx. (ЗЛО)
л-»- ав а

Используя оценку для а„(/п) из локальной теоремы,
получим

(^„к L Ф(.<«.) к-^s„.
Ь1

Таким образом, при п—*-оо
0. (3.11)

Утверждение теоремы для постоянных а, b следует из
формул (3.8), (3.9), (3.10), (3.11).



5 3J ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ В СХЕМЕ БЕРНУЛЛИ Ц

Из доказанного и из теоремы 2.4 гл. 7 следует
равномерная сходимость. Приближенная формула

<3.12)
а

используется в тех случаях, когда возможно исполь
зование (3.7). Численное значение интеграла можно
найти, если воспользоваться таблицами для функции

Ф,(х) = -—\е ^ du. (3.13)
К2л J

Формула (3.12) позволяет оценить близость частоты
и вероятности. Пусть р—вероятность успеха в схеме
Бернулли и —общее число успехов. Частотой успеха
называют отношение p-Jn. Оценим вероятность собы-
тия —р <Д^. Если п достаточно велико, то
можно воспользоваться формулой (3.12). Тогда

I  = (3-14)
-дт/л.

г

так как функция ® —четная. Значение
у 2л

находится по таблице в конце книги.
Часто возникает обратная задача: сколько нужно

провести испытаний, чтобы частота р„//г отличалась
от вероятности р не больше, чем на А, с вероятностью
I—2а (а мало)? Такого типа задачи возникают при
использовании метода Монте-Карло (метод статисти
ческих испытаний). Идея метода заключается в моде
лировании случайного процесса или последователь
ности испытаний, вероятностные характеристики кото
рых просто связаны с подлежащими вычислению вели-
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чинами. Если много раз бросать иглу, как описано
в задаче Бюффона (см. § 6, гл. 1), то частота
будет мало отличаться от вероятности р пересечения
иглой какой-либо линии. Зная величину отклонения
|л„/п от р, можно оценить ошибку в определении числа л.
В таких задачах естественно считать р неизвестным.
Тогда, чтобы подобрать наименьшее д, при котором
вероятность отклонения будет равна 1—2а, нужно
согласно (3.14) решить уравнение

2Ф,

Решение будет зависеть от неизвестного р. От этой
зависимости можно избавиться, если потребовать, чтобы

р /1 И" < Д 1—2а.

(1?-. <А 2Ф,

Тогда из (3.14), используя неравенство р^<1/4, по
лучим

>2Фо(2ДУд)='1 —2а

и для определения п имеем уравнение Фо(2ЛУ'д)="
~ . По таблице можно найти и^, для которых

Ф9(«а) = ̂ ^- Тогда 2Д1/«="а и
п

Ug

4Д«*

Довольно часто используются значения 2а, равные
0,05 и 0,01. Для этих значений имеем

2а 0,01 0,05

"а 2,58 1,96

В задаче с, иглой вовсе не обязательно проводить
^альные подбрасывания иглы. Можно этот процесс
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моделировать; например, получить последовательность
велнчи1[ (ср(^, Xfi), k = l, 2, п (см. § 6 гл. 1), зада
ющих положение иглы. Если эти величины можно
быстро ввести в ЭВМ, то даже при больших п будет легко
определена частота пересечений. При моделировании
различных процессов используются последовательности
«случайных» или «псевдослучайных» чисел. Случайными
числами называют числа, полученные при реализации
последовательности независимых испытаний, в каждом
из которых любая фиксированная цифра появляется
с вероятностью 1/10. Псевдослучайные последователь
ности вырабатываются при помощи какого-либо алго
ритма и имеют структуру, близкую к случайным по
следовательностям.

§ 4. Бесконечные последовательности испытаний
В ряде интересных задач приходится рассматривать бесконеч

ные последовательности испытаний. В § 5.1 гл. 2 введение беско
нечной последовательности испытаний потребовалось при рассмот
рении задачи о случайном блуждании.

Введем бесконечную последовательность независимых испыта
ний с двумя исходами в каждом. Пусть Q состоит из бесконечных
последовательностей

(о = (е1,ез.ез е„, ...), е„ = 0; I, л=1,2, ...
Рассмотрим систему событий состоящую из событий вида

'^n,nt ... {®' (^Я,> "•>
где —произвольное множество ft-мерных векторов; nj < л, <,,,

6 5о входят, например, множества
Ai (0) = {«): ei = 0) = {(0eje3 ,.)},
Ai (1) = {<в: ei=l} = {(leeej ...е„ ...)},

0). (О, 1). (1, 0)}) =
= (®: 0). (0. I). (1.0)}} =
= {(00е., . ..е„...), (Dies... ООе^ ... е„ ...)).

Нетрудно проверить, что является алгеброй событий.
Определим на вероятность следующим образом. Любое

событие А^^^^ можно представить в виде суммы несов
местных событий вида

... = = =

Вероятности этих событий В„^ (ei, eg, ..., 8„^) определим так
же, как в схеме Бернуллк сп/, испытаниями определялись вероят-
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ности элементарных событий. Например, положим Р(В4(0111)) =
— qppp = qp^\ в общем случае

(4.1)

Тогда

Р  ...п, (^4» = SР (fi„, fee,.. .е„, )). (4.2)
где суммирование проводится по всем значениям вектора
(«1, 8j, 8„р, удовлетворяющим условию (ei, 83, .. е„^ )^£а.
Одно и то же событие из алгебры go можно записать несколь
кими способами: можно формально увеличить число координат,
на которые накладываются ограничения, а в множестве Ek вновь
введенным координатам разрешить принимать любые значения.
Например, события

(1)= • ')}' /4 3)
At2({ih0), (1, 1)}) = {(108з...). (Иез- ^-)}

совпадают. В связи с этим нужно проверить, что вероятность
определяется формулой (4.2) однозначно. Для событий (4.3) имеем

=  0), (1, 1)}) = Й12(1. 0) + Bia(l. I)
и, следовательно, по формулам (4.1), (4.2)

Р(Л1(1)) = /7, P(Aa{(I,0), (!, 1))) = Р9+Р==Р.
Таким образом, при различной форме записи одного и того же
события получили одинаковые значения вероятности. Аналогично
проверяется общий случай.

Покажем теперь, что для вероятности, определенной форму
лами (4.1), (4.2), выполняется аксиома А4. Пусть Cj, Cj ^ go»
CiC3 = 0 и л—наибольший номер координаты, на которую накла
дываются ограничения в какой-либо фиксированной форме записи
событий Cj и Са. Тогда Сг и С, можно записать в виде

^1 ='^12. . .л . .л (^п
и, следовательно,

P(Ci + Ca)= 2

= 2 Р(^«(е))+ 2 Р(5»(е)) = Р(С1) + Р(Сз),
ебЕ; еб£;

e=s(eie2.,.8„).
Проверим свойство непрерывности вероятности Р, определенной

ОР

на go- Если Aj=) ЛаЭ...Э и П то,
Л = 1

лачиная с некоторого л, имеем А„ = 0 ^если бы Аа^0 при
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00всех л, то событие Г)^ определяемое непротиворечивыми усло
виями на счетное множество координат последовательности ©, не

могло бы быть невозможным^ . Таким образом, аксиома А5 дока
зана, так как Р(Л„) = 0 для всех л, начиная с некоторого. По
теореме о продолжении вероятности (см. § 4 гл. 1) определенную
на вероятность можно продолжить на минимальную а-
алгебру порожденную §(,. Таким образом, мы завершим по
строение вероятностного пространства, являющегося моделью
бесконечной последовательности испытаний.

Вернемся теперь к задаче о случайном блуждании из
п. 5.1 § 5 гл. 2. С последовательностью (a = (eie2. ..)^ Q движе
ние частицы связано следующим образом: если — то 1^+] =
= St-f-2at—1, Q < I < п. События {|^=л} определяются усло
виями на конечное число координат и, следовательно, =

при любом фиксированном t. Так как Ац= U Ш = п} и

ct ~ •■•♦"Монотонная последовательность событий,то A/t ^ 5 и Ига Р{|{=л) является вероятностью события А^.
t  CD

Задачи к главе 3

1. Урна содержит Ь черных и г красных шаров. Наудачу
извлекается шар. Вынутый шар возвращается обратно н добав
ляется с шаров того же цвета. Н^йти вероятности: ?{Ац),
k~l, 2, 3, P{Ai\A2), Р (ЛхАзЛз), Р (Ai A^As), где Ah—событие,
состоящее в том, что в А-м испытании появился черный шар.

2. В урне 2 белых и 4 черных шара. Два игрока поочередно
извлекают шар (без возвращения). Выигрывает тот, кто первым
вынет белый шар. Вычислить вероятность выигрыша для каждого
участника.

3. Пусть в общей схеме последовательности испытаний
(см. § I, (1.3), (1.4), (1.5)) п = 3. Доказать, что р (/j)—вероят
ность наступления исхода /, в первом испытания;
условная вероятность наступления /д во втором испытании при
условии, что в первом было pilaUih)—условная вероятность
наступления /д в третьем испытании при условии, что в первом
и втором были /i и /д. ,

4. Что вероятнее, выиграть у равносильного противника
3 партии из 4 или 5 из 8 (ничьи не бывают)?

5. Испытание заключается в бросании 3 игральных костей.
Найтн вероятность того, что при 10 испытаниях ровно в 4 испы
таниях появится в точности по две «6».

6. Сколько нужно взять случайных цифр, чтобы цифра «б»
появилась хотя бы один раз с вероятностью, не меньшей 0,9?

7. Сколько раз нужно бросить монету, чтобы частота выпа
дения герба отличалась от 1/2 не более чем на Л с вероятностью,
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не меньшей 1—2а (2а = 0,05, А = 0,1)? Использовать таблицу
случайных чисел для моделирования бросаний симметричной
монеты. Выписать реализацию необходимой длины; найти частоту
выпадения герба. ^ ,

8. На отрезок [О, 10] наудачу брошено 5 точек. Найти вероят
ность того, что две точки попадут в [О, 2], одна в (2, 3],
две в [3, 10].

9. В круг вписан квадрат. Какова вероятность того, что
из 10 точек, брошенных наудачу в круг, четыре попадут в квад
рат, три — в один сегмент и по одной в оставшиеся три сег
мента?

10. Двое бросают правильную монету по п раз каждый.
Найти вероятность того, что у них выпадет одинаковое число
гербов.

И. Найти вероятность того, что в 2п испытаниях по схеме
Бернулли в первых п испытаниях было т успехов, а в послед
них п испытаниях / успехов и один из них наступил в испыта
нии с номером 2л; р—вероятность успеха в каждом испытании.

12. Брошено 6 правильных игральных костей. Какова вероят
ность выпадения: 1) хотя бы одной; 2) ровно одной; 3) ровно
двух единиц? Найти точные значения и сравнить с формулой
Пуассона.

13. Какова вероятность того, что среди 200 человек будет не
менее четырех левшей, если левши в среднем составляют 1%?

14. Сколько изюма должна в среднем содержать булочка,
чтобы вероятность иметь хотя бы одну изюмину в булке была не
менее 0,99?

16. Вероятность попадания в цель при каждом выстреле
равна 0,001. Найти вероятность попадания в цель двумя и более
выстрелами при залпе в 5000 выстрелов.

16. Найти приближеннее выражение того, что число выпаде
ний «1э при 12 000 бросаний игральной кости заключено между
1900 и 2150.

17. В поселке А 2500 жителей. Каждый из них примерно
6 раз в месяц ездит на поезде в город В, выбирая дни поездок
по случайным мотивам независимо от остальных. Какой наимень
шей вместительностью должен обладать поезд, чтобы он перепол
нялся в среднем не чаще одного раза в 100 дней? (Поезд идет
раз в сутки.)

.-V .•'I



ГЛАВА 4

СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

§ 1. Определения и примеры

В § 2 гл. 3 было дано определение случайной вели
чины для дискретных вероятностных пространств.
Пусть теперь (Q, Р)—произвольное вероятностное
пространство. Случайной величиной | назовем дейст
вительную функцию | = |(а»), О)^Q, такую, что при
любом действительном х

(1.1)
Если в 0^ включаются все подмножества Й, то (1.1),
очевидно, выполняется. Событие в (1.1) более коротко
будем иногда записывать в виде | < х. Так как ^
является о-алгеброй, то из (1.1) следует, что

(^1 < К X,) = (К xj\a < X,) € 2J

Таким образом, вероятности этих событий определены.
Для вычисления вероятностей событий вида (1.2) не
требуется полностью знать Р(Л), достаточно
при любом X знать вероятность

Рч{х) = ?Ц<х). (1.3)
Функция Fi (х) действительной переменной х,

— оо<х<оо, называется функцией распределения
случайной величины Так как

(К X,) - (Xi < К X,) + (К X,).
то согласно аксиоме А4

P(i<Ar,) = P(x,<i<*J + P(5<x:J.
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Отсюда и из (КЗ) находим
P(JCi < К Jf2) = ̂ 6 W—М. (1.4)

По формуле (1.5.1)
^{l>x) = l'-F^ (X).

Из (1.5.9), (К4) и (1.2) получим

P(|:=:x)=lim (f&(x+4-)~-^5(^)) =
-F£(x + 0)-f^x). (1.5)

По функции распределения можно вычислить вероят
ности любых событий вида (1.2).

Иногда вместо Fi (х) будем писать просто F (х).
Пример К Два игрока по одному разу подбрасы

вают симметричную монету. Если выпал «герб», то
первый игрок получает 1 рубль, а если выпала «ре
шетка», то—отдает 1 рубль. Для описания данной
игры естественно положить Й = {Г, Р[ и Р({Г}) =
= Р({Р})=:-1. Случайная величина равная вы
игрышу первого игрока, определяется следующим
образом:

| = |(Г) = К ^ = i(P) = -l.
Легко вычисляется функция распределения Fi (х) вели
чины |. Если х<—К то множество {K.'f} является
пустым и его вероятность равна 0. Если —1 <х^1,
то {|<х} = {Р[ и, следовательно, (х) = Р(Е<х) =-у •
При X> 1 имеем {| <х} = {Г, Р} и Р(|<х)~ 1. Таким
образом (рис. 4),

/ О, если х^—1,
f|(x) = ' , если —1<х<1,

.  1, если х>1.
Пример 2. Пусть в единичный квадрат Q =

= {{и, у):0<а<1,0<и<1[ наудачу брошена точка.
Элементарными событиями со являются точки квад
рата Q; а-алгебра ^ здесь порождается квадри-
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руемыми подмножествами квадрата. Вероятность со
бытия, являющегося квадрируемым подмножеством,
равна его площади. Случайными величинами являются,
например, функции | | (w) = ]/ — расстояние
брошенной точки от начала координат, т] = г^ (ц, v) = u—
первая координата брошенной точки и т. д. Найдем

/-

.  _

I f

-/ ^ /

Рис. 4.

функцию распределения величины т]. При 0<jc<l
имеем

{{и, о): !(«, о)<х} = {(«, о): и<,х\.
Стороны этого прямоугольника равны I и х. Таким
образом (рис. 5),

Р({(и, о): и<х[)=;с
и

0, если х^О,
F-n (а:) = • X, если О < х < 1»

1, если X > 1.

Пример 3. Рассмотрим следующий опыт. Пусть
один раз подбрасывается монета. Если выпал «герб»,
то на этом опыт заканчивается. Если выпала «ре
шетка», то на отрезок [О, 1] наудачу бросается точка.
Для описания этого опыта введем следующее прост
ранство элементарных событий:

= {Г; (?,«)},
где а-алгебра ^ пусть порождается собы
тиями

{Г}; {(Р, и}: <6},
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где 0<а^Ь^1. Положим

РиП)=4'' P(UP. и): a<u<b}) = i=^.
По вероятностям этих событий однозначно опреде
ляется вероятность на Рассмотрим случайную

1

/
;  X

Fm

1-

.

~/ /  Д?

Рис. 5. Рис. 6.

величину определяемую равенствами

£(Г) = -1. 1(Р,и)==и.
Так как

{  0, если
= { {Г}> если

I {П + UP. и): 0<ы <х}, если
то (рис. 6)

О, если —1,
1

—I,

0<х<1.

Fiix) =
■J , если —1 < х<0,

если О < X ^ I,

если * > 1.

£±1
2

J.

§ 2. Свойства функций распределения

Пусть ^(х)—функция распределения некоторой
случайной величины По определению функция ^ (о))
принимает только конечные значения. Формула (1.3)
определяет f (х) при любом действительном х, при
д^=4-оо и при х = —оо. Очевидно, что

/■(_оо) = 0, f{-hoo} = i.
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Теорема 2.1. Функция распределения F {х) обла
дает следующими свойствами:

1. Если то F {x^)^F (х^).
2. lim F{x) — F{—оо) = 0; lim F{x)=F{+oo)^\.

* ̂  — 00 Х-* + Ob

3. lim /'(jc)=/'{jre) {непрерывность слева).
X  *e - о

Доказательство.
1. Так как (|< JVi) с (^ < д^а) при х^^х^, то не

равенство (;cj) F (Ха) следует из (1.5.6).
2. Последовательность событий (|<—п), п =

= 1,2, . . ., монотонно убывает, т. е.
(Е<—1)=з(|<—2)3...rD(i<—л)з(1<—л—1)3...

Л (|<-rt) = 0.
RB 1

По формуле (1.5.9) получим
lim F{—п)= lim Р(|<—п) = Р(0) = О.

п-*- + «е л-> + в

Отсюда с учетом доказанной монотонности функции
F {х) получаем первое равенство во втором свойстве.
Второе равенство доказывается аналогично с исполь
зованием монотонной последовательности (| < л),
/1 = 1, 2. .. .

3. Пусть числовая последовательность х„- возра
стает и lim х„ = Хо. Тогда

П-* в>

(|<xj С (^<д:„+,), и (Е < Jf„) = (^ < д^о)
ns: I

И по формуле (1.5.9)
lim Р(Е<д;^ = Р(Е<Ло).

л -»• се

Отсюда с учетом монотонности F (х) получим третье
свойство. Теорема доказана.

Иногда вместо (1.3) функцию F (х) определяют по
формуле F (д;) = Р (I ̂ ,т). При таком определении
функция F {х) непрерывна справа: lim f(x) = J^(Xo).

х-*х,+ 0
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Любая функция G{x), обладающая тремя свойст
вами, указанными в теореме 2.1, является функцией
распределения некоторой случайной величины, т. е.
можно построить вероятностное пространство (Q, 3^, Р)
и определить на нем случайную величину | такую, что
Fl{x) = G {х). Положим Q = {«: —сх><а<<х)}. Обо
значим Зо алгебру, порожденную полуинтервалами
[Uj, Wj). На этих полуинтервалах зададим вероятность
с помощью равенства

=  (2.1)

Эта формула однозначно определяет вероятность на
алгебре Зо* По теореме о продолжении вероятности
мы можем единственным образом продолжить заданную
на Зо вероятность на минимальную а-алгебру 3» пО'
рожденную Зо' Если мы теперь положим | = | {и)=и, то

(х) = Р(|<х)-Р((—oo.x)) = G(x) —G(—сх)) = С(х).
При изучении отдельной случайной величины можно
заменить исходное вероятностное пространство (Й, 3» PJ
на вероятностное пространство (й, 3» Р)» ® котором Й
является числовой прямой, 3 системой борелевских
множеств, Р определяется формулой (2.1) с G(x) =
= F|(x). Вероятность Р называют распределением слу
чайной величины.

Функция распределения однозначно определяет Р.
Однако в ряде частных случаев распределения слу
чайной величины можно задавать в более удобной
форме. Отметим два типа распределений, которые часто
встречаются в приложениях.

Случайная величина | называется величиной диск
ретного типа, если существует конечное или счетное
множество чисел х^, х х„, ... (без предельных
точек) таких, что

Р(| = х„) = /;„>0, л = 1, 2. ...t
п= 1

Очевидно, для дискретной величины закон распреде
ления полностью определяется указанием значений х„,
/1 = 1, 2, и вероятностей р„, с которыми эти зиа-
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чения принимает случайная величина. Функция
распределения дискретной величины является ступен
чатой. В точке д:„, п = 1, 2, она имеет скачок,
равный р„.

Случайная величина | называется величиной абсо
лютно непрерывного типа, если существует неотрица
тельная функция pi(x) такая, что при любом х

X

(j;) = Р(i <х) = 5 pi{u)du.
— сс

Ниже мы будем всегда предполагать, что pi{x) непре
рывна всюду, за исключением конечного числа точек.
Функция Pi(.v) называется плотностью распределения
вероятностей. Очевидно,

ь

Р (й < ̂  < 6) = 5 Ре (л) dx,
(2.2)

t
й+—

Р(| = а)= lim pfa<|<a+-^')= lim f pi{x)dx=().
e-ve0 \ "/

a

Отсюда следует, что для абсолютно непрерывных
величин

P(a<Kb)=P(a<|<6)=P(a<i<fe)=P(a<g<6).
Если X является точкой непрерывности pi{x), то при
Ах—^О

Р(л: < i < JC-f Ад;) = Ре (j:) Ах + о(Дх).

Ого равенство следует из (2.2). Плотность распреде
ления обладает следующими свойствами:

1) рМ'^О, —оо<х<оо;
00

2) 5 pi{x)dx^\\
— сс

3) Fi{x) = pi{x) в точках непрерывности P|(x).
Плотность распределения полностью определяет рас
пределение случайной величины. Функция распреде-
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ления абсолютно непрерывной величины, очевидно,
непрерывна.

Пример 3 из § 1 показывает, что существуют рас
пределения, не принадлежащие ни одному из указан
ных типов.

Приведем ряд часто встречающихся абсолютно
непрерывных распределений:

1. Нормальное распределение
1  (д:-д)*

Р%{х) = е , —оо<а<оо; а>0. (2.3)
Случайная величина с плотностью распределения (2.3)
называется нормально распределенной с параметрами
(а. <f)-

2. Показательное распределение
\ ае-^, если *>0,

= \ 0. если
3. Равномерное распределение

Р5(;с)=(ь^' (2.5)
I О, х^[а,Ь\, а<Ь.

Нетрудно показать, что существуют случайные вели
чины, для которых функции (2.3)—(2.5) являются
плотностями распределения. Функции (2.3)—(2.5) не
отрицательны, и интеграл от них по всей числовой
прямой равен единице.

В определении абсолютно непрерывного вероятно
стного пространства (см. п. 6.4 § 6 гл. 1) положим
/1 = 1, Q = {«: —оо<и<оо}, я (м) = ;?5 (к). Случайная
величина | = !(«) = " имеет плотность распределения
PtW- .

Примеры дискретных распределения:
1. Биномиальное распределение

P(| = m) = 0'«(l—р)"-'", 0<р< 1;
(2.6)

/я = 0, 1, 2, .. я.

Здесь п—натуральное число.
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2. Луассоновское распределение

= = m = 0. 1,2, Я>0. (2.7)

3. Геометрическое распределение
р(| = т) = (1--р)'"-»/7, m = I,2, 0</г<1.

4. Гипергеометрическое распределение

=  саср, _ „,= 0, 1,2 rain(M,n).
tN

Наиболее простым вероятностным пространством,
на котором можно определить дискретную случайную
величину с заданным распределением вероятностей,
является дискретное вероятностное пространство (см.
п. 6.2 § 6 гл. 1) с Q, состоящим из значений случайной
величины. Например, случайную величину с пуассо-
новским распределением можно определить следующим

образом. Пусть Q = {0, 1,2, . . Положим =
Эти числа удовлетворяют равенству (1.6.4):

ni=0 m=0

За о-алгебру событий ^ принимаем все подмножества
множества й. Вероятность зададим формулой (1.6.5).
Случайная величина |=|(m) = m имеет пуассоновское
распределение. Аналогично можно определить величи
ны с биномиальным, геометрическим и гипергеометри
ческим распределениями.

Случайные величины с указанными выше распре
делениями могут появляться в различных задачах.
Например, в примере 1 (п. 6.1 §6 гл. 1) естественно
ввести случайную величину, равную числу белых ша
ров в выборке. Эта величина имеет гипергеометриче
ское распределение (см. (1.6.3)). В §2 гл. 3 для схемы
Бернулли была введена случайная величина }1„, рав
ная числу успехов в первых п испытаниях. Она имеет
биномиальное распределение (см. (3.2.6)).

В вероятностном пространстве, соответствующем
бесконечной последовательности независимых испыта-
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ний С двумя исходами в каждом (см. § 4 гл. 3), вве
дем случайную величину т, равную числу испытаний
до первого успеха включительно. Тогда событие {x = k)
определяется результатами первых k испытаний: дол
жен подряд fe—1 раз произойти «неуспех» и на ft -й раз
«успех». В обозначениях § 4 гл. 3 имеем

{x = k) = B^ (0,0 0. 1)
k- I раз

И, следовательно, по формуле (3.4.1)
р (т = А) =

Таким образом, величина т имеет геометрическое рас
пределение. В рассмотренном примере вероятностное
пространство не является дискретным, так как мно
жество всех последовательностей из О и 1—несчетно.

Приведем пример дискретной случайной величины,
заданной на абсолютно непрерывном вероятностном
пространстве (см. п. 6.4 § 6 гл. 1). Пусть л=1;
Q = {«: —оо<ы<оо}, я(ы) = 1, если м€[0, I],
ir(w) = 0 в остальных случаях. Положим | = ̂ (и)=1,
если и | = |(н) = 0 если « < . Очевидно, что
величина | является дискретной и

«  1

P(i = I) = P (iu: f niu)du={ =
^  ' 1/2 J/2

1/2 1/2

Р(| = 0) = р(|и: и<4})= j n(u)du= J d« = y.
§ 3. Совместные распределения
нескольких случайных величин

Пусть на вероятностном пространстве (Q, 3^, Р) за
даны случайные величины

Каждому (1) эти величины ставят в соответствие п-лкр-
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ный вектор. Функцию от переменных Xiy x„i
.. t„ (■''^1' • • •* ^n) = P (li -*^1, I2 "C -^a* • • 4

назовем многомерной функцией распределения случай
ного вектора (li, 1,, . . ..U-

Так же, как в одномерном случае, проверяется,
что . .i^{Xi, х^, монотонна по каждому ар
гументу,

*,-♦+06 "

*„-♦ + 06 (3.1)
I'm .. .,xj==0,

^ — QD

Аналогичное свойство выполняется при переходе к
пределу по любому аргументу.

Случайный вектор (|i, назовем вектором
дискретного типа, если существует конечное или
счетное множество точек x^j, . . ., х^п), Л = 1, 2, ...
(без предельных точек), таких, что

= ■**!» \г = Хкг^ •••> "-^Ая) ~ (3.2)
и

IX ^ X 'Ав"(•*А1. • • •. 'Ы

Случайный вектор дискретного типа можно определить
на дискретном вероятностном пространстве (Q, Р),
в котором Q является множеством значений данного
вектора.

Случайный вектор (|j, ...,^„) назовем вектором
абсолютно непрерывного типа, если существует функ-

• • •» .^я) такая, что при любых Xj, Xj, ..»
. . .,х„

(^И -^а» • • • > ^п) "
*1 'я

= J J ■ J («1. .. ., Ы„) rfHi- . .du„.



СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ [ГЛ. 4

Функция Р\и.\п{^ь • ' ^п) называется плотностью
распределения вероятностей случайного вектора
(li.- • •. In)- Для любого квадрируемого множества В в
п-мерном пространстве имеем

Р (di 6 В) - И • • • S XjdXi. . .dx^.
(3.3)

Интеграл от плотности по всему л-мерному простран
ству равен 1. Стучайный вектор с плотностью рас
пределения -1 -^л) можно задать следую
щим образом. В определении абсолютно непрерывного
вероятностного пространства (см. п. 6.4 § б гл. I)
положим м„) — ("i. •••»"«)• Нетрудно
проверить, что случайный вектор

ll — » и„) = , , ., (^1» ■ ■ ■» ''л) " ''л

имеет плотность распределения (aTi, .... х„).
В дальнейшем, когда мы будем говорить о слу

чайных векторах дискретного или абсолютно непре
рывного типа без указания
вероятностного простран
ства, будет подразумевать
ся, что они определены на
вероятностном пространстве
(Q, §,Р), в котором Q со
стоит из множества зна

чении рассматриваемого ди
скретного вектора или яв-

^ ляется евклидовом простран-
^ ^ ством в случае абсолютно

непрерывного вектора.
Ниже мы будем рассма

тривать случай п~2. Ре
зультаты, полученные для /1 = 2, легко переносятся
на общий случай. В § 1 для одномерной случайной
величины была получена формула (1.4), по которой
можно вероятность попадания значения случайной
величины в полуинтервал выразить через функцию
распределения. В двумерном случае найдем аналогич-

Рис, 7.



f3] СОВМЕСТНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 89

ную формулу ДЛЯ вероятности попадания пары слу
чайных величин в прямоугольник (рис. 7). Пусть

F (д:, y)=^Fi,^ {X, i/) = Р (g < х, TI < у).
Положим Л = (fij < i < ^>1 < П < Ю- Тогда
(1 < %, Л < ^'г) = Л + (К Gi, ц<Ь^) + {1< Gg, л < Ю-

(3.4)
Так как

(I < Gi, л < Ь^) ■ (I < а^, л < h) = (К «1» Л < ^)|
то по формуле (1.5.4)

P((E<ai, n<h) + {l<a^, Л<М) =
= Р(Е <Gi, л<Ь2) + Р(Е<а2. л<^'1) —P(i < Gf, Л<^'1)=

=/^(Gi, 6,) + F(aa, bj—F(ai, b^). (3.5)

Учитывая, что в (3.4) Л несовместно с другими слагае
мыми, из (3.4) и (3.5) получим

Р (Л) = Р (Gi < К Gg, Ь^^ц<Ь^) = Р (Ga, b^)4-
+ F(6i, Gi) —F(ai, b^)—F{a^, b^). (3.6)

Если (I, л) — абсолютно непрерывный вектор, то из
(3.6) следует, что

<7: 6,

P(Gi<|<G2, &1<Л<^) = $ I Pi.fiiXy y)dxdy. (3.7)
а, bt

Можно показать, что по вероятностям для прямоуголь
ников однозначно определяется вероятность на квад-
рируемых множествах и из формулы (3.7) следует
формула (3.3) при п — 2.

По двумерной функции распределения можно най
ти одномерные функции распределения. Так как
(л < + «5) = Й, то

(1 < ж) = (К д:, Л < + оо),
и, следовательно, с учетом свойства (3.1) получим
Fg (х)==Р (i <л:) = Р(|< д:, Л < + оо) = /^5.ч{-^» +оо).
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Таким образом,

у-*Ф
(3.8)

Fr^ {^) = lim F|, т, {X, у) = Fi, ^(00,1/).
х~>-ее

Если (I, т|) —абсолютно непрерывный вектор, то
X  / 00 \ X

( 5 ^Pi{u)du,
— 00 \ —ae

где функция

PsW= S Pi.T](^, (3.9)
— ®

является плотностью распределения величины |. Ана
логично находим

«О

Pti(j/)= S Р£,п(". (3.10)
— се

Пусть вектор (|, т|) дискретного типа:
F{l = Xi, i(\=yj)=p^ /./=1,2, (З.П)

се

и  = Найдем одномерные распределения, со-
^/=1

ответствующие (3.11). Имеем

P{l = Xi)= = n = yj)^ Sp//.
/=1 /=1

Пусть

Р,-= SPi/t P-/=Sp//. (3.12)
/=1 f=i

В этих обозначениях получим

Р(1 = ̂ ,) = Р,-. Р(11=Ру) = Р/- (3.13)
Мы получили формулы, позволяющие по совместному
распределению двумерной величины находить одно
мерные распределения.
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Рассмотрим два примера, показывающих, что по
одномерным распределениям (3.13) без дополнительной
информации нельзя восстановить совместное распре
деление случайных величин (3.11).

Пример 1. Пусть Q = {(1, 1), (—1, 1), (1,-1),
(—1, —1)} и все элементарные события равновероят
ны. Положим

l = = = = 1,/==—1, 1. (3.14)
Очевидно, при любой паре

Р(1 = '-. Л = Й = т (3.15)
И

P(S = 0 = P(S-»,n=-l)+P(^ = ̂ n=I)=|+i:=i'
i = 1.

Аналогично получим

Р(Л = /) = 4-> / = -'. !•
Пример 2. Пусть Q, ^ и т] такие же, как в при

мере 1. Положим

Р((1.1)) = Р((-1.-1)) = 1, Р((-1. 1))=Р((1,_1))=0.
Тогда, например,

Р(1 = -1. Л = 1)=0,

и, следовательно, совместное распределение |, т| не
совпадает с (3.15). Одномерные распределения

P(i = -l)=P(l = -I, T, = -I)=l,
р(|=1)=р(|=1. Т1=1)=4

2

P(t, = -1)=P(T1=1) = I

совпадают с соответствующими распределениями пре
дыдущего примера.
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Равномерным распределением в плоской ограничен
ной области G будем называть распределение с плот
ностью

(—^, если (X, у) € О,
I о, если (X, у) С G.

В следующем параграфе будет дано определение
многомерного нормального распределения.

§ 4. Независимость случайных величин

Пусть (й, Р)—произвольное вероятностное про
странство. Случайные величины I, назы
ваются независимыми в совокупности или просто кеза-
еншлшш,если при любыхдействительныхх^.Ха, .. .,х„

(■'^1» . • ч-Хд) (Xi) (Xj)•... (х„).(4.1)
Часто удобнее испо.тьзовать следующее эквивалентное
определение независимости: случайные величины |i,
Iz, In независимы, если при любых борелевских
множествах*) 5^, В^, Вп имеет место равенство

1п€Вп) =
= Р(|. е в,) р (I, е в») • • • р (1„ € в„). (4.2)

Так как бесконечные полуинтервалы являются боре-
левскими множествами, то (4.1) следует из (4.2), если
положить B^ — {—oo,Xk), k==l, 2, .. п. Покажем,
что при л = 2 из (4.1) следует (4.2) для любых полу
интервалов: = Ь*), k = l, 2.

Теорема 4.1. Если при любых х, у
El. ti (X, у) =Fi (х) Fr^ (г/), (4.3)

то при любых а^<^Ьц, fe =l, 2,
P(Ci<^<&i, aa<ri<6i) =

= Р (fli < К ̂'i) Р (^а < n < Ьг) ■ (4.4)
•) Читатель, пожелавший опустить определение борелевского

множества, приведенное в гл. 1, может и в дальнейшем выраже
ния «борелевское множество fi » заменять выражениями «множе
ство В, для которого определена вероятность события 6^5».
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Доказательство. Из формул (3.6) и (4.3) сле
дует, что

Р (^1 < К &I, йа < 11 < fJa) =
= ̂ 1 («2) ih) + Fi (fli) Ф1) —
— Рг (Oi) рц {bJ—Pl (йа) Pj) Ф1) =

= {Рп Ф2)—Рц Фш)) {Pi (by) —Pi (fli)).
Отсюда получаем (4.4), так как

Р («1 < Е < bj) = Fi (61)—Fi (а,),
P{a,^l<b,) = FM-Fr,{a,).

Теорема доказана.
Так как борелевские множества порождаются по

луинтервалами, то из (4.4) следует (4.2) при л = 2. До
казательство этого утверждения не будет приведено.

Условие независимости (4.4) удобно использовать
для установления условий независимости в дискрет
ном и абсолютно непрерывном случаях.

Теорема 4.2. Пусть распределение величин т)
задается формулой

Ф

РЦ=-Х(, r\ = yj)=p.j^O, ^
Случайные величины i] независимы тогда и только
тогда, когда при любых i, j

Pi/ = Pi.'P-h (4.5)
где

CP CD

p (E=Xi)=pc. = 2/?,-/. P (Ti=yj)=p-i = 5>//-
Доказательство. Необходимость. Пусть

для величин ri выполняется условие (4.4). Так как
множество значений пары случайных величин (а*,-, yj)
по определению не имеет предельных точек, то каж
дую фиксированную точку (а,-, yj) можно заключить
в прямоугольник {{х,у): ai<x<a'i, bj<y<ib'j} та
кой, что А/6[а,-, a'i], yj€[bj,b'i], а другие значе
ния случайных величин х\ не входят в эти отрезки.
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Тогда

Piat<l<aUbj<y\< b'i) = Р (I = xi, n = Pij,
P{ai<l< al) =pi., P (6/ < Л < bi) = p.i.

Отсюда и из (4.4) следует (4.5).
Достаточность. Пусть выполнено условие (4.5).

Для произвольных полуинтервалов[а^, bj, [flj» ^г) нужно
доказать (4.4). В [oj, bj) попадут некоторые числа из
множества {Хц Xj, •••}• Обозначим

X = (ii, i, 0 = */бК. bi)}-
В полуинтервал [a^, b^) попадут числа из множества
{УиУг У/, ■■ ■}■ Положим

y = Ui.h = !//€[<!„ 6.)}.
Используя (4.5), получим
Р (fli < К «2 < Л< Ь^) =

= 2 SP'/=S SP'P-/-
{€Х/6У <бХ/еУ

Так как

S 2р' Р-'=(2р'Л(2р-0
itxjsY \iix ; \/€У J

(4.8)
p(fli<l<bi)== 2^^^'

Р(а2<Л<Ь,)= 2^'/»
/€У

то из (4.6), (4.7). (4.8) следует (4.4). Теорема доказана.
В примере 1 из § 3 случайные величины ц незави

симы, так как равенства

= л = Л==Р(1 = 0Р(Л = /)
выполняются при любых I, /. Величины 1, т) в при
мере 2 того же параграфа зависимы, так как

0 = Р(| = 1, Т1 =—1)=?^=Р(Е=1)Р(Л = —1) = т*
Если для дискретных величин заданы одномерные

распределения и еще известно, что величины незави-
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СИМЫ, ТО ПО формулам (4.5) можно найти совместное
распределение.

Теорема 4.3. Пусть р1ц{х, у)—плотность рас
пределения случайных величин т|. Случайные вели
чины I, т) независимы тогда и только тогда, когда во
всех точках непрерывности функций pi.y^{x, у), р\{х),
Рг\ {у) имеем

y)=^Pl{^)Pr^{y)- (4.9)
Доказательство. Необходимость. Пусть

выполнено условие (4.4). Выражая левую и правую
части (4.4) через плотности распределения вероятно
стей, при любом В = {{х,у)\ a^^x<bj_, а^^у <,Ь^)
получим

{X, у) dxdy===l Pi (х) ib;. J {у) dy, (4.10)
в  at о.

Так как
ь, ь%

5 Pi(X)dx 5 р^ {у) dy = ̂ \p^(х) р^ {у)dxdy,
а, а, В

то ИЗ (4.10) найдем

S S [Рг. ч {Xt y)—Pi {X) Pti (1/)] dx dy = 0. (4.11)
в

Пусть {x, у), X, p—точки непрерывности функций
Pl.ri{x,y), Pi{x), pr\{y)- Нужно показать, что в точке
(х, у) имеет место (4.9). Пусть это не так. Тогда в силу
непрерывности подынтегральной функции в (4.11) най
дется окрестность точки (х, у), в которой функция
отлична от нуля и сохраняет знак. Выбрав прямо
угольник В, целиком лежащий внутри этой окрестно
сти, получим противоречие с (4.11).

Достаточность. Пусть выполнено (4.9). Тогда
при любом В верно (4.11) и, следовательно, имеет место
(4.10) и (4.4). Теорема доказана.

Условия независимости двух случайных величин
дискретного и непрерывного типа ((4.5) и (4.10)) есте
ственно переносятся и на случай нескольких величин.
Так, например, случайные величины h,
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абсолютно непрерывного типа независимы тогда и
только тогда, когда

PS, (*1) ••• Ps„W ('•■'2)
в точках непрерывности рассматриваемых функций.
Положим

PS.S....S„fe^. *">=0171^/
Так как и

Ф  т

J  ̂ 0|i ... (■*!» • • * » —
^ 0D 09

-  {'"^k)*

= п1.7к'
ТО функция Ре, является плотностью
распределения. Если (4.13) проинтегрировать по всем
переменным от —оо до + оо, кроме то получится
плотность распределения

/  \ I л ><»?

Таким образом, случайные величины с плотностью
распределения (4.13) независимы и каждая из них
имеет нормальное распределение.

Многомерным нормальным распределением назы
вается распределение с плотностью

ч  VW м 141■ ■. l„ » ^п) '
л

где <3= 2 а,.Дх, — а0(х^ —а/)—положительно опре-
деленная'квадратичная форма, 1 Д|—определитель мат
рицы Л=|а,у1|. Плотность распределения (4.13) яв
ляется частным случаем (4.14). Случай ц=2 рассмот
рен в приложении 2.
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Условие (4.5) обобщается на случай п дискретных
величин Ij, Ij, . . ., следующим образом. Случайные
величины с законом распределения (3.2) независимы
тогда и только тогда, когда

=  = = (4.15)
при любых Х^„.

Рассмотрим пример, связанный со схемой Бернулли.
В схеме Бернулли с п испытаниями элементарными
событиями являются последовательности вида (3.2.3).
Пусть k=\, 2, . .., п, если в последователь
ности (3.2.3) на k'M месте был успех (У) и |ь = 0
в противном случае. Событие (i, = ei, ...

1« = е„), где принимают значение О или 1,
однозначно определяет элементарное событие и,
следовательно,

так как p''kq'-4 = p при 8^=1, p^hq^-4 = q „рн
8^=0. Заметим, что

2pV"''=p+?=i.
e.s:0

Учитывая это замечание из (4.16), легко получить
одномерные распределения. Например,
P(ll = El) =

1  1

2 ••• 2
е,«=0 ед=0

Аналогично находим

P(^ft = ej) = p®V4 й = 1,2, (4.17)
Используя (4.16), (4.17) для проверки (4.15), получим,
что величины Ij, независимы. В § 2 гл. 3
4 в. П. Чистяков
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была введена случайная величина равная числу
успехов в п испытаниях. Легко проверить, что

= +

Это представление в дальнейшем будет часто исполь
зоваться.

§ 5. Функции от случайных величин
Пусть (Й, Р)—произвольное вероятностное про

странство и 1 = 1(0)). (О некоторая случайная
величина. Часто приходится рассматривать функции
от случайных величин. Суперпозиция действительной
функции I, заданной на Й, и функции ф(х), заданной
на действительной прямой, является функцией ~
= ф[^(о))] = 11 (©), заданной на Й. Для дискретных
вероятностных пространств функция т; является слу
чайной величиной, так как никаких ограничений на
функцию т)(о)) не налагается. Для произвольных вероятностных пространств требуется, чтобы при любом л;

(л <*)€&• t^.l)
При произвольной функции ф условие (5.1) может оказаться

не выполненным. Однако можно показать, что (5.1) имеет м^то,
если при любом борелевском множестве В множество [и: ф (и)С^/
является борелевским множеством на числовой прямой (т. е. пол
ный прообраз ф-MS) множества В при отображении, осуществ
ляемом функцией ф, является борелевским множествомь Таким
свойством обладают, например, непрерывные функции, функции
с конечным числом точек разрыва. Таким образом, в практически
важных случаях условие (5.1) оказывается выполненным.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 5.1. Если случайные величины и

независимы, то независимы и случайные величины tii- =
Цг = Ч>2(^2)-Доказательство. Пусть и Bj—произволь

ные борелевские множества*). Тогда
р (Til ё Bi, Tla € BJ = Р (фх (li) С Bf, Фа (la) ё Bg) =

= Р(|,ёф-ЧВ1), 12 6Ф-М5.)). (5-2)

•) См, сноску на стр. 92.
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Так как множества (5i) и фа'(S,) борелевские, а
случайные величины и независимы, то согласно
определению независимости в форме (4.2) имеем

=р (Sx € ФГ^ (В,)) р (Ь е Ф,-^ (В,)). (5.3)

Очевидно, что

€ ФГ^ (В,)) = (ф, (I,) € В/) = (Л/ € В,).

Отсюда и из равенств (5.2) и (5.3) получаем

р (Лх € Bi, tia € Ва) = Р (Л1 € Bj) Р (Ла € в,)

для любых борелевских множеств Bi, В,. Теорема до
казана.

Если на исходном вероятностном пространстве за
дано несколько случайных величин (1о la,
то сложная функция л = Ф(If» • • •» In) также является
случайной величиной для достаточно «хороших» функ
ций ф(м,, «2. •••««п)' например, достаточно потребо
вать, чтобы ф (Wj, «2. • • •» "л) была непрерывной. Можно
доказать следующее утверждение, обобщающее теоре
му 5.1: если |j, Лх. Л«. • ••. л«—незави
симые случайные величины, то случайные величины

h = Фх (1х In). I2 = Фа (Лх Лп.)
независимы.

Закон распределения новых случайных величин,
являющихся функциями от старых, очевидно, опреде
лен, так как они заданы на том же вероятностном
пространстве. Можно найти функцию распределения
новой случайной величины Т1 = ф(|). Для этого доста
точно знать только функцию распределения |. Дей
ствительно,

{X) = Р (Ф (|)< X) = Р (1 € Ф-Ч- 00. X)). (5.4)

Так как множество ф~'(—оо, х) борелевское, то ве
роятность в правой части (5.4) может быть вычислена
по Fiix). Аналогично находится функция распределе
ния, когда л = Ф(111 •••lit).
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Пример 1. Найдем закон распределения линейной
функции от нормальной случайной величины. Пусть
случайная величина I имеет нормальное распределение
с параметрами (а, а). Покажем, что случайная вели
чина Г1 = Л|Ч-В, А^О, имеет нормальное распреде
ление с параметрами (Ла^В, \Л\о).

Плотность распределения pg{u) величины | задается
формулой (2.3). Пусть сначала Д > 0. Тогда

х-в
А

?,(х) = Р(Л5 + В<х) = р(|<^^)= J Pi('')du.
— gD

Отсюда, так как и Fi^(x) непрерывны при любом
X, следует, что существует

p,w=f;,w=ps(^) • (^).=тРб(^)'
Если Д < О, то

В,(4 = Р(Л| + й<л:)=Р(5>^) =
х-В

А

= l-p(6<i:^) = l- J Pi(u)du

РлМ = -4-Р5(^)-
Объединяя эту формулу с (5.5) и используя (2.3), по
лучим

"5 ,
|Д| У 2Л13 У"2П(Г1

где

в1 = Да + В, а^ = |Д|а.
Теорема 5.2. Если случайные величины и абсо

лютно непрерывны и независимы, то случайная вели-
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чина If+Sg тоже абсолютно непрерывна и ее плот
ность распределения определяется по формуле

X

{х) = S Pi, (и) Ри (х—и) du. (5.6)
— 0D

Доказательство. Найдем сначала

и (х) = Р (li +1. < X) = р (Hi, h) € DJ,
где Dj. = {(M,f): u-\-v<^x}. Так как по условию тео
ремы величины If и Ij независимы, то их плотность
совместного распределения согласно (4.9) равна

PuJ^> v)=Pi. (u)pi, (и),
и, следовательно, по формуле (3.3) найдем

W == И P^^ =
ОВ /~и+Х ч

=  (")( S PiAv)dv]du.
^ OP \ ^00 /

Отсюда, полагая v = z—и, получим
се X

(•«) = S Р1г (") du 5 Pi, (г—w) =
— се —ое

\( lpiAi^)PlA^—ti)du^dz= I Pi,-,iAz)dz,
\ — ее / — «о— ев \ — ев

где

Pi,^iAx)== lpiAii)PiAx—u)du.
Теорема доказана.

Отметим, что вместе с (5.6) верна формула
X

Рг.+и (-«) = I Ри (■«— «) Ри {^^)du.
— ев

Используя формулу (5.6), можно показать, что
сумма независимых нормально распределенных слу-
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чайных величин имеет нормальное распределение.
В гл. 7 этот факт будет установлен при помощи ха
рактеристических функций.

Рассмотрим следующий пример.
Пример 2. Пусть случайные величины и gj

независимы и имеют распределения соответственно
равномерное (см. (2.5)) и показательное (см. (2.4));

/  х^[0, 1],Pitix) *^0^ 1]|
_ fe"*, если х^О,
—  если д:<0.

Требуется найти Р|,+g, (**^)-
По формуле (5.6) получим

00 1

5 PlJu)p^,(X'-u)da = ^Pi,(x--u)du.
»оэ о

Подынтегральнаяфункцияр|, (д:—и) > О, если О < и<х,
и р|,(л:—и) = 0 в остальных случаях. Таким образом,
при О < 1

X

О

и при л: > 1
1

Р£,+ь(-^)=" ^e~**-''>da = (e-'l)e-\
о

Окончательно получим

PE.+ S. W =
О, если д:^0,

1 —е~*, если О < X < 1,
(е—1)с"*, если х> I.

Задачи к тдам 4

1. В задаче 20 гл. 1 доказать, что |i, Ь независимы. .
2. Случайная величина ^ распределена нормально с парамет

рами а=0, а=1. а) Найти ллотность распределения pg, (*).
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б) Найти плотность распределения величины (логарифми
чески—нормальное распределение).

3. Плотность распределения | задана формулой

О, если X <. I,

Найти постоянную €ш плотность распределения *]==—,

4. Случайная величина | имеет показательное распределение*
Найти плотность распределения ■r]=p-L— ,

5. Функция распределения F (х) величины! строго монотонна
и непрерывна. Найти закон распределения величины т| = /="^).

6. Случайные величины !i, !г независимы, одинаково распре
делены и имеют показательное распределение. Найти плотаость
распределения их суммы.

7. Величины h и Ь независимы и равномерно распределены
на отрезках [О, I], [1, 2]. Найти плотность распределения !i/!2.

8. Точка наудачу брошена на отрезок [О, 1J. Ее координата
равна

О, !i!s!s-<'— ^ J •

Найти совместное распределение If, Будут ли эти величины
независимы?

9. Совместное распределение (If, |а) задано формулами

P(5i=-l,b=- l)=P{!i=0.!2 = -t) = P(!i=l.£,=_I)=^,
РЦг=~и P(5i=0, S«-I) = P(!i=I.!2=I)=4.
Найти одномерные распределения |f, Is и распределения вели
чин Лй = 11^з-

10. В предыдущей задаче найти совместное распределение
величин т]1, T]s.

И. Величины If и |з независимы, Р (|i = 0) = P (|i= 1)=-L,
Is равномерно распределена на отрезке [О, 1]. Найти распреде
ление величины li + ls.

12. Найти закон распределения суммы двух независимых слу
чайных величин, каждая из которых имеет распределение Пуассона.

13. Пусть в полиномиальной схеме (см. § 2 гл. 3) п произ
вольно, N = 3i Закон распределения чисел исходов различных
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ТИПОВ 5i. la. Ь определяется формулой (3.2.7). Найти P(5i —
где mi4-ma + m8 = n.

14. О^значим т число испытаний в схеме Бернулли до по-
явления первого успеха включительно. Найти закон распределе
ния т. . t-

15. Величина равна числу испытаний в схеме Ьернулля
до 1-го успеха включительно, а т<2) —число испытаний, прошед
ших после 1-го успеха до 2-го успеха. Нангк совместное распре
деление Доказать их независимость.

16. Найти закон распределения величины т^, равной числу
испытаний в схеме Бернулли до появления т-го успеха.

17. Величины h, |а независимы и одинаково распределены:
=  = = к=\, 2, ... Найти распределение

непосредственно по определению. Сравнить с задачей 16
ври т = 2, p = q—\l2.

18. Пусть li. la. •••. In—независимые одинаково распреде
ленные абсолютно непрорывные случайные величины. При каж
дом расположим числа 1й(<о), k=l, 2, л, в порядке возрастания и перенумеруем: tii^rja <.. . Таким образом,
т)! (0)) является наименьшим из чисел (|i (со) Sn(®))l "Пп (®)—
наибольшее из тех же чисел и т. д. Найти плотности распреде
лений: 1) Hi; 2) п»; 3) у\„. 1 < m < л; 4) (Чп,. Ча)-

19. Пусть Q~{a)i, сог, сод, СО4} и элементарные события рав
новероятны. Положим |i (C0i)=li (co4)=|s (соа)=|а (cOi) =|з (соя) =
= ̂ ((о,)=1. В остальных^случаях |i, I2. Is равны 0. Доказать,
что случайные величины |i, la, |з попарно тгезависимы, но не
являются независимыми в совокупности.

20. Машина состоит из 10 000 деталей. Каждая деталь незави
симо от других оказывается неисправной с вероятностью р/,
причем для Л1=1000 деталей—Pi = 0,0003; для Ла деталей—Ра=
=0,0005 и для Пз=7000 деталей—рз = 0,0001. Машина не рабо
тает, если в ней неисправны хотя бы две детали. Найти вероят
ность того, что машина не будет работать.



ГЛАВА 5

ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

§ 1. Математическое ожидание.
Определения и примеры

Функция распределения fj(x) полностью опреде
ляет распределение случайной величины. Однако в
ряде задач достаточно использовать более простые
характеристики случайной величины. Одной из таких
характеристик является среднее значение случайной
величины или математическое ожидание.

Рассмотрим сначала следующий пример. Пусть
Q = cog, .. и элементарным событиям при-

N

писаны вероятности k = \,2, . . , SРл = Ь
Положим ^ = — = 1, 2, . .., yV. Средним зна
чением случайной величины ^ естественно назвать

(i-I)
Предположим, что имеется серия из п независимых

испытаний, каждое из которых заключается в том,
что введенная выше случайная величина ^ принимает
определенное значение (например, проводится п изме
рений неизвестной величины а\ однократное измере
ние за счет ошибки можно считать случайной величи
ной С)- Среднее арифметическое чисел, полученных в
п испытаниях, близко к (1. 1). Это следует из близо
сти значений частот к соответствующим вероятностям.
Действительно, пусть получены следующие значения:
У1^ У2, •••. Уп' где Х.^, Jfjv). Тогда

yi + t/ff- ♦ • • -\~Уп + /\ QV
п  п ' К ' )

Частоты п^п значений должны быть близки к и.
следовательно,

PiXi-l-PiXi-h ... 4-/?лг%- (1-3)
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Точная формулировка и доказательство свойства (1.3)
будут даны в ГЛ. 6.

Перейдем теперь к определению математического
ожидания. Наиболее удобное и простое определение
математического ожидания произвольной случайной
величины вводится при помощи интеграла Лебега.

Математическим ожиданием случайной величины заданной
ва вероятностном пространстве (Й^Р). называется число

Q

если интеграл Лебега, стоящий в правой части равенства, сущест
вует (см. [21, стр. 74, 319—324). Используя интеграл Стилтьеса,
можно запнсать в виде

00

МС= 5 xdF^{x),
— Ф

Чтобы не пользоваться теорией интеграла Лебега,
ограничимся определениями математического ожидания
для случайных величин, заданных на дискретном и
абсолютно непрерывном вероятностных пространствах
(см. § 6 гл. 1).

Математическим ожиданием случайной величи-
ны ^ = зйданной на дискретном вероятностном
пространстве (й, 3^, Р) (§ 6 гл. 1), называется число

(1-4)

если ряд абсолютно сходится. Если этот ряд не схо
дится абсолютно, то говорят, что математическое ожи
дание не существует.

Математическим ожиданием случайной величи
ны S = ̂  (Wi,«2» • • • ' "n)» заданной на абсолютно непре
рывном вероятностном пространстве (й, 3»Р) (см.§ 6
гл. 1), называется число

=  (1.5)
Q

если интеграл абсолютно сходится»
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Если интеграл (1.5) не сходится абсолютно, то гово
рят, что математическое ожидание не существует.

Пример I. Найдем математическое ожидание
выигрыша t первого игрока в примере I § 1 гл. 4. В
этом примере

Q = {r. РЬ Р({Г}) = Р({Р}) = 1,
С(Г) = 1, С(Р) = -1.

По формуле (1.4)

мс=?(ПР({П)+иР)Р({Р}) = у-1 +|-(-1)=о.
Пример 2. Пусть в дискретном вероятностном

пространстве (§ б гл. 1) Q = {1, 2, k, . ..[,
Pk 1) ■ Величины pji удовлетворяют (1.6.4):

Положим = I, (k) = {— 1)*, I, = {k) == (— 1)*^. Так
QD

как ряд ^ сходится абсолютно, то су
ществует. По формуле (1.4)

k = 1

[k A+lJ

ft =I A=1 ' ft =l

Полагая в разложении

-ln(l+^)= S (-I)'t
fc = I

CO

■лг=1, получим YL = —1п2. Таким образом.
k = 1
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= l—2In2. Однако М|, по определению несуще-
СО

ствует, так как ряд ^ |(— l)*fe| • расходится.
Пример 3. Пусть в абсолютно непрерывном ве

роятностном пространстве (Й, Р) (§ б гл. 1)
й = {(ы, и):ыаН-о«<9}, л{и, v) = ~, (ы, v)^Q.

Рассмотрим случайные величины: = 1а = ̂ »
если k—\ <. k, fe = l, 2, 3;

(  если ]/ u2 + о® < 1,
=  если +

По формуле (1.5) находим

М5^ = v)-^dudv.
Q

При вычислении этого интеграла естественно перейти
к полярным координатам: u = pcos(p, о = р81пф. Тогда

J  (р cos ц>, р sin ф) ^ dp £(ф.
Q

Отсюда

MS. = dp dq. = I j р'dp = I. 1^ = 2.
^  ̂ \ 22

2я / 1 ^ \ я

Отметим, что в данном примере величина абсолютно
непрерывна, |j—дискретна, а —смешанного типа.
Действительно,

f6.W = P(li<*)= Я = *е[0.3],
«» + «»<**



S Ч МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ 109

И, следовательно,

Pe,W = |*. *е[0. 3]; Ps.W = 0. *|[0. 3].
Так как (1г = й) = {(и, v): fe —1 < k),
k=\, 2, 3, то

I) = 1/9, Ра, = 2) = 1/3, P(i, = 3)=5/9.
Нетрудно проверить, что

О, дг<0,

.  1, х> 1.
Если уже известна плотность распределения слу

чайной величины или вероятности значений дискретной
величины, то может оказаться, что математическое
ожидание удобнее вычислять не по определению, а по
формулам, которые мы получим в качестве частного
случая следующих двух теорем.

Теорема 1.1. Пусть {^i, • • •»In)—дискретный
случайный вектор, для которого
P(li=;Cfti» la —-^42. •• •»

,  ''w-
k\ kn

Если ряд У \g{Xki* Xkn)\Px^...x^ сходит-
fci kn

СЯ, mo случайная величина tj =■ gf (li, Ig, ..., |„) име
ет математическое ожидание

Мл= 2 g{Xki Xkn)Px . (1.6)
'и - 'ftn

Теорема 1.2. Пусть {1^, IJ—абсолютно
непрерывный случайный вектор с плотностью распре
деления х^, х„). Если интеграл

ф  9>

S ••• S >C„)dXi...dx,
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сходится, то математическое ожидание- случайной
величины ^ = "м и существует и

О) 00

Мт1 =" 5 ... 5 g{Xi, .. .,xj ...,xjdxi.,.dx^,
— ее —00

(1.7)

Отсюда, полагая ft = l и g(x) = x, получим формулы
для вычисления математического ожидания случайной
величины по плотности распределения или по вероят
ностям значений дискретной случайной величины.

00

Если 2 Р(|==Х;.) = 1, то из формулы (1.6) получим
А = 1

М|= S (1-8)
k = \

Если Р5(х)—плотность распределения то из
формулы (1.7) следует, что

ОО

М|= 5 xpi{x)dx. (1.9)
^ СО

Доказательство теоремы 1.1. Проведем
доказательство для случая, когда случайные величины
li, li, • • •. In заданы на дискретном вероятностном
пространстве (Й, Р) (см. § 6 гл. 1). По определе
нию случайный вектор называется дискретным, если
существует такое множество точек (x^j, •••! Xtin)i
А==1. 2, .... что

SP(Ei = x», L=*).») = l- (1-10)
k=i

Математическое ожидание случайной величины ц=
= ri(Mj = g(EiW. по формуле
(1.4) запишем в виде

Об

MtJ = 2 (^я)> ^a(®^m)i •••» (^л)) Р/Я'
m=l
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Преобразование (1.11) к виду (1.6) основано на «при
ведении подобных членов». Введем множества

If (W^) — •••! in (®яг) = (1*12)
Очевидно, что любая пара множеств и 1фк; не
имеет общих элементов и

и Л^, = {1, 2, 3, .... т.
^=1

Если Мг| существует, то ряд (1.11) сходится абсолютно
и его члены можно произвольно переставлять. Тогда
(1.11) можно записать в виде

00

2 2 g(ii(©J. .... («„))/?,„.
k=i

Из этого равенства с учетом (1.12) получим
со

^Л= 2 2 g{XkU ..м Xkn)p„-
СО

= 2^(-^feb Xkn) 2 Pm*
k = \ me

Отсюда следует формула (1.6), так как

2 ^3m = P(li=-^ftb ln=Xkn)=Px
kl kn»

Если абсолютно сходится ряд в (1.6), то, начав с (1.6),
можно аналогичными рассуждениями получить формулу
для Мт1 в виде (1.11).

Доказательство (1.6) для случая, когда дискретный
случайный вектор задан на абсолютно непрерывном
вероятностном пространстве, а также доказательство
теоремы 1.2 приведены не будут. Эти доказательства
при условии использования только фактов из курса
обычного анализа потребовали бы введения дополни
тельных лишних ограничений на рассматриваемые
случайные величины. Приведенное для дискретных
пространств доказательство дает достаточно хорошее
представление о связи формул (1.4), (1,5) с (1.6), (1.7).
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Воспользуемся формулами (1.8) и (1.9) для вычи
сления математических ожиданий случайных величин,
распределения которых были приведены в § 2 гл. 4.

1. Нормальное распределение. Плотность распре
деления величины I задана формулой (4.2.3). Заменяя
в (1.9) Pi{x) по формуле (4.2.3), получим

со (л:—а)*

м| = —L- f хе dx.
^  f 2ла о

Заменой переменной интегрирования х==ау-{-а приве
дем М| к следующему виду:

во У*

i  '''у-
у* со у*

=7% I ^' ''
— 00 —®

^  - •' яв-Так как функция уе ^ нечетная, а-р=е ^
ляется плотностью нормального распределения с па
раметрами (О, 1), то в правой части последнего ра
венства первое слагаемое равно О, а второе а. Таким
образом, для нормально распределенной величины

М| = а. (1.13)

2. Показательное распределение. По формулам (1.9)
и (2.4) находим

00 о»

М|= J xpi (х) dx = J axe""*dx= .
>-00 о

3. Равномерное распределение. Подставляя (4.2.5)
в (1.9), найдем

^ xpi{x)dx= ^^xdx.
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- Отсюда

М| = 5^. (1.14)
4. Биномиальное распределение. По формулам (1.8)

и (3.2.6) получим
п

т=0

Нетрудно проверить, что
Тогда М| можно записать так:

п

М| = лр (1 —р)"-"" = пр [р + (1 —

Таким образом,
М| = лр. (1.15)

5. Пуассоновское распределение. По формулам (1.8)
и (4.2.7) находим

т=0 тгв! ^ '

Следовательно,
М| = Я. (1.16)

§ 2. Свойства математического ожидания

Приведем основные свойства математического
ожидания.

Теорема 2.1.
1®. Если С постоянная, то МС=С.
2®. Если С постоянная, то М(С|) = СМ|.
3 . Для любых величин |

4®. Для любых случайных величин 1, и
M(^, + y = Mg,-j-ME,.
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Если существуют какие-нибудь два из^ участвующих
в равенстве математических ожиданий, то сущест
вует третье.

5°. Если случайные величины и ig независимы,
то = Из существования любых двух
математических ожиданий следует существование
третьего. „ ,,

Доказательство. Свойства 1 ,2,3,4 сле
дуют из соответствующих свойств интеграла или ряда.
Докажем, например, свойство 4° для величин, опре
деленных в абсолютно непрерывном вероятностном
пространстве (см. § б гл. 1). Пусть |i, I2 заданы на
вероятностном пространстве Р). Тогда сумма

также является случайной величиной, опреде
ленной на том же вероятностном пространстве, и по
формуле (1.5)

M(|i + y +

4-|г • • '' ^

= 5 . . . $ («1 "«) П ("1» " •. • ■d«« +

+ $...$ ««)"(«! u„)dUi...du„=N^li-^tAl^.
a

Здесь мы воспользовались тем, что интеграл от суммы
двух функций равен сумме интегралов.

Докажем свойство 5°. Пусть, например, si и gg
абсолютно непрерывные величины и и)—их
плотность распределения. Так как h и Ig независимы,
то pi,|.(«, v) = pi,{u)p^A^)- По формуле (1.7) с /1 = 2
и g{Xi, X^)=XiX^ получим

OS 00

* 00 ^00

*9 г
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Из свойств 2® и 4° по индукции следует, что
М  + ... J = Сmi + ... (2.1)

Приведенные выше свойства помогают при вычис
лении математических ожиданий. Рассмотрим два
примера.

Пример 1. Пусть I имеет нормальное распреде
ление с параметрами (а, сг). В§ 1 было показано, что
М1 = а. Найдем математическое ожидание величины

= + Используя свойства 1®, 2®, 4®, получим
Мт] = AMI + В = Аа-^В. (2.2)

В § 5 гл. 4 мы доказали, что величина 13 имеет нор
мальное распределение с параметрами (aiOi), гдеа^ =
=АаА-В. Это .значение естественно совпадает с (2.2).

Пример 2. Пусть —число успехов в п испы
таниях Бернулли с вероятностью р успеха в отдель
ном испытании. Эта величина имеет биномиальное
распределение. В § 1 было показано, что случайная
величина с биномиальным распределением имеет мате
матическое ожидание, равное пр. Покажем, как этот
результат можно получить при помощи представле
ния р„ в виде (4.4.18):

(^« = ̂ 1 + 12 + • ••

где независимые одинаково распределенные слу
чайные величины с P(|i=l) = p, P(ib = 0) = l —о.
По формуле (2.1)

Мр„ = Mlt+ -Ь + М|„.

Слагаемые легко вычисляются по формуле (1.8):
Ьр + 0-(1—р) = /?, ft =l,2, ,..,/1.

Таким образом,
В качестве еще одного примера использования

свойств математического ожидания докажем следую-
пц'ю теорему.
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Теорема 2.2. Если А^, Л а, произвольные
события, то

Р (■^1+ ^а) — 
к̂=}

- 2 Р(Л.Л.)4-...(-1)"+'Р(Л(...-4.) =
1 < ft , < fr, < л

m=l l<ft,<ft»<...<fto,<n

Доказательство. Из равенства

+ '^s"Ь • • * Н~ Л„ = А^А^... Лд
следует, что

Р(Л14-ЛгЛ-...+Л„) = 1 —Р{Л1Л2...Л„). (2.3)

Введем случайные величины k = \,2, .. п, по
ложив

j  1, если о)€Лд,
*U —Яа(®) —I если юбЛ*.

п

Очевидно, что случайная величина П {^—%) прини-
fe = ]

мает два значения: значение 1, если все = и
значение О в остальных случаях. Событие (ili = ̂ a =
= ... =Лл = 0) = Л1Ла...Л„. Следовательно,

мП (l-%) = P(Ma.. .^„). (2.4)
ftsl

Так как

п

= 1— 2 Л*"Ь 2 —• • ■{ U" 1l^2« • • Лп«
ft sl * l<ft,<fc,<a * *
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TO

мП(1-%) =
k=l

= 1-2 Mrij+ S Mtis.t],—.. .(—
fe el <Аг,<я

(2.5)
Случайная величина может быть опреде
лена следующим образом:

/  1. если
mm... Tib =/ _l__i t

\ 0,, если
Следовательно,

M%.riA.. • = P • • A,J. (2.6)
Утверждение теоремы следует из формул (2.3), (2.4),
(2.5). (2.6).

Приведенная в теореме формула обобщает фор
мулу (1.5.4).

§ 3. Дисперсия

Дисперсией Dg случайной величины | называется
число

D|=:M(g-Mi)S (3.1)

если математическое ожидание в правой части (3.1)
существует. Дисперсия является мерой рассеяния
значений случайной величины около ее математического
ожидания. Величину DI называют средним квадра-
тическим отклонением.

Если воспользоваться свойствами математического
ожидания, то правую часть (3.1) можно привести к
следующему виду:

М (Е-М^)^ = М -f (Ml)») =
^М|»-2М|М| + (М|)».
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Отсюда и из (3.1) следует, что
(3.2)

Если случайная величина g абсолютно непрерывна,
то, полагая в формуле (1.7) п = 1 и ^(л^1) = (-*^1—М|)^,
получим

СО

Dg = 5 (x—t^lYPlix)dx. (3.3)
. OD

Для дискретной величины | из (1.6) найдем

D|-S(>:ft-ME)^P(| = A:,), (3.4)
1^=1

где 2 Р(^=Хй) = 1.
k=i

Приведем свойства дисперсии.
Теорема 3.1.
I®. Для любой случайной величины | имеем D|^0.
2®. Если с постоянная, то Dc = 0.
3®. Если с постоянная, то D(c|) = c^D^.
4°. Если случайные величины li и независимы, то

D(Ei + y = D|i + D|.. (3.5)
Доказательство. Свойства 1®, 2®, 3® следуют

непосредственно из определения и свойств математи
ческого ожидания. Докажем свойство 4°. По опреде
лению (3.1)
D (5i +12) = М [(li +1.) -М (li + =

=м[(|~му+(|,-му]> =
=м + (I, - му =+2 (El- MEi) (Е,- ME,)].

(3.6)

Отсюда, так как случайные величины Ei—MEi, E,—ME
независимы и

М(|—ME,) (E.-ME,) = M(Ei-ME,)-M(E,—МЕа)-
==(МЕ—МЕ,)(МЕ,-МЕ,) = о.

следует, что

D(Ex + y-M(Ei-M|i)»+M(E,-ME,)^-DEi-hDE,.
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Вычислим дисперсии некоторых случайных величин.
1. Нормальное распределение. По формулам (4.2.3)

и (3.3) в этом случае имеем

I  л _i£z£)l

— сс

Этсюда, полагая x = a(/ + fl , получим

е  ̂= а^ —у
V 2п V 2я

^  г*Je ^ dy
0D

Первое слагаемое в квадратных скобках равно О, а
зторое равно 1. Таким образом,

01 = <5\

В§5гл.4 было показано, что линейная функция
1 = -^! + ̂  от нормально распределенной случайной
величины I имеет нормальное распределение. В § 2
)ыл указан способ вычисления Мт], не связанный с
юказательством нормальности (см. формулу (2.2)).
Найдем теперь Dr\. Нетрудно показать, что случайная
величина, являющаяся постоянной, независима с лю-
)0Й случайной величиной. Следовательно, при вычис-
шнии Dti = D (Л I + 5) можно воспользоваться фоо-
«улой (3.5). Тогда

0|] = 0(Л| + 5) = 0(Л|} +0В = Л«0^ = Л®а^
2. Равномерное распределение. По-формулам (4 2 5^

3.3) и (1.13) ^ у 3 \ и

-• а

тсюда

(3.71
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3. Пуассоновское распределение. Найдем сначала
М[|(|—!)]. По формуле (1.6) с п== I и g{x) = x{x—\),
воспользовавшись (4.2.7), получим

—  „ (т—2)1
m=:0 m=2

Так как М|(|—1) = М|*—М| и М| = А,, то
М|«==Я2 + Х.

Подставляя это выражение в (3.2), получим
о|=г.

4. Биномиальное распределение. Так же, как в при
мере 2 из § 2, воспользуемся тем, что число успехов
Б схеме Бернулли имеет биномиальное распределение
и представимо в виде суммы (4.4.18) с независимыми
слагаемыми. Тогда

и  = (М|й)«=р —р'' = я(1—р). Такимобразом.

В формулировку теоремы Муавра—Лапласа (§ 3
гл. 3) входила линейная функция {у.„—пр)1]/'прд. Теперь
мы можем эту величину задать в таком виде:
j4^_M|i„)/K^- При любой случайной величине |для

Ко?

имеют место равенства
Мт1 = 0, Dt) = 1.

При вычислении Мр„ и D[a„ мы воспользовалис£
представлением (4.4.18). В ряде задач изучаемую слу'
чайную величину удается представить в виде суммь
более простых зависимых величин. Пусть, например

Лп = If + ̂ 2 -Н • • • + (3-8
где случайные величины |f, зависимы и каж
дяя из них принимает значения О и 1. В этом случа
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МОЖНО воспользоваться формулой
Мя„ = М^ + М|,+ ...+М^„.

Однако Dt}„ уже не равна сумме дисперсий Для
вычисления Dri„ можно использовать формулу (3.2).
Так как ||(ш) = (ш), (действительно Еа(©) = 1
или 1;^ (©) = 0), то

< = 2 II + 2 1л1, = S I» + 2 1л1, = п„ + 2 и,-
6=1 кф1 6=1 кф1 кф1

Таким образом,
Оп„ = Мп|-(Мг|„)»= 2 М5Л + Мл„-(Мл„)».

Суммой вида (3.8) является, например, случайная ве
личина в задаче 7, стр. 128.

§ 4. Ковариацяя. Коэффициент корреляции

При доказательстве формулы (3.5) нам потребова
лось вычислить М[(|,—M^i) (ig—MI2)]. Это число
называется ковариацией случайных величин 1^, и
обозначается cov(|i, |g). Таким образом,

covili, l2) = M[(|,-M|i)(|g-My]. (4.1)
Отсюда, используя свойства математического ожида
ния, легко получить следующую формулу:

cov(y (4.2)
Очевидно, что

COV (I, I) = D^, COV (ii, у = COV (Ij, li).
Из (3.6) и (4.1) следует формула для дисперсии суммы
двух произвольных (не обязательно зависимых) слу
чайных величин:

D(|,- + y = D^i + D^g-f2cov(i„ у. (4.3)
Теорема 4.1. Если для случайных величин

li. I2. ■ • •» существуют cov (g/, у « «, / = 1,..., п,
то при любых постоянных Cj, Cj, • • ■» имеем

п

4- Caia + . . 4 с„|„) = ̂ (4.4)
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Доказательство. Положим

Нетрудно проверить, что

■Пй—Мл„ = 2
Ы1

(Т1„—MiiJ" = S М|у).
I, j=i

Вычисляя математическое ожидание от обеих частей
последнего равенства, получим утверждение теоремы.

Правую часть (4.4) можно рассматривать как
квадратичную форму от переменных Ci, с^, Так
как при любых Ci,C2, . . .,c„ дисперсия в левой
части (4.4) неотрицательна, то квадратичная форма
в правой части (4.4) неотрицательно определена. Ква
дратичная форма неотрицательно определена тогда и
только тогда, когда неотрицательны все главные ми
норы матрицы, составленной из ее коэффициентов.
Таким образом, из теоремы 4.1 получили следующее
утверждение.

Определитель
COV (Si, li) cov (Si, S2)
cov (Sa, Si) cov (Sa. Sa)

cov (S«, Si) cov (Sot, Sa)

cov (Si, S«)
cov (S2, Sm)

cov (Sot, S«)

>0 (4.5)

для любых случайных величин Si,
= 1,2, ... . При т = 2 неравенство (4.5) имеет вид

\м) =
Отсюда

|cov(|j.y|</D|rDl7. И-6)
В доказательстве формулы (3.5) было попутно по

лучено, что для независимых случайных величин |i, 1,
имеет место равенство

cov(li, У = 0. , (4.7)
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Таким образом, если cov{|f, ^3)^0, то величины и|а
зависимы. В качестве количественной характеристики
степени зависимости случайных величин и исполь
зуется коэффициент корреляции p(^j:, У, определяе
мый следующим равенством:

Свойства коэффициента корреляции:
1". IpUi,
2°. Если If и |г неэавпсимЫу то p(|f, l2) = 0.
3°. Если I2 — + где А и В постоянные, то

iPdi, У1=ь
Доказательство. Свойство 1° следует из (4.8)

и (4.6); свойство 2° следует из (4.8) и (4.7). Докажем
свойство 3°. Положим M|j = a, 0|< = о". Тогда

cov(E(, у = м[(|^-а){1з-му] =
= М [(li-a) {А (li-а))] = ЛDij = Ла»

и, следовательно,

^ /у f \ А

Таким образом, |p(if, У| = 1.
Отметим, что равенство О коэффициента корреля

ции не является достаточным условием независимости
случайных величин. Из равенства p(|i, |2) = 0 не сле
дует независимость случайных величин (см. задачу 10
этой главы).

Наряду с рассмотренными выше числовыми харак
теристиками случайных величин часто используются
моменты более высоких порядков. Моментом порядка k
случайной величины | называется число Число
М(|—М|)* называется центральным моментом по
рядка k.

Пусть задан случайный вектор (li:, Ij, ..., 5„).
Величины

..11', М(|<-м|о».. . .(б.-МЕ.)'-



124 ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН [ГЛ. Б
*

называются соответственно смешанным моментом по
рядка = . .. -f^n и смешанным центральным
моментом порядка k. Вычислять моменты более высо
ких порядков можно по формулам (1.6), (1.7). Напри
мер, для абсолютно непрерывных величин

<с

tAl" = 5 xf'pi (х) dx,
- ф

ф  Ф

5  .. . S (х-му. ...
— се —се

.  . .dx„

И т. д.
Отметим еще, что из существования момента М|'"

следует существование моментов М|*, fc — 1, 2, .. .
—1. Это утверждение следует из неравенств

ll((o)I''<U(o))h+l.
fe = 1, 2, .. m—1.

§ 5. Условные распределения
и условные математические ожидания

Пусть в пространстве (Я, Р) определен случайный век
тор (?, ф- Введем понятие условного распределения величины |
при условии, что задано значение ч- Рассмотрим сначала дискрет
ный случай. Пусть

р(!=•*/. О' 2j
i,J=l

(О «

P(^=jr/)= S P//=Pr>0, Р(г| = уу)= 2 Р/У=Р-У>0'
/=1 (=1

В § 1 гл. 2 было дано определение условной вероятности. По
этому определению

Р(1 = */. т|=Уу) Pi/ .4
Р(Е-х.1п=1//)=—

1 = 1. 2. ...

Если фиксировать у/ (или /), то вероятности (5.1) можно рас
сматривать как условное распределение величины I при условии,
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ЧТО x\=yj. Условным математическим ожиданием случайной вели
чины I при условии, что r\ = yj, называется число

00

= = (5.2)
г=1 '

Отметим, что приведенная здесь в качестве определения фор
мула (5.2) аналогична формуле для вычислеиня безусловного
математического ожидания (1.8). В случае дискретной величины ^
можно дать более естественное определение М(||т)=уу), анало
гичное (1.4) и (1.5). Для этого нужно воспользоваться форму
лами (1.4) и (1.5) для вероятностного пространства (Q. Ру );
вероятность ?у определена для любого следующей ^р-
мулой:

Рг,^(Д) = Р(Д|»1=У/).
Тогда в (1.4) и (1.5) нужно заменить р* и я (xj, х„) на

Рк ^ Я(Х1, Xg, .... Хя)
2  n(ui, Un)dui.,.du„

Если левые части (5.1)н(5.2) рассматривать как функции от jy, те
можно считать условное распределение и условное математическое
ожидание случайными величинами, определенными в исходном
вероятностном пространстве (Q, Р). Тогда условное распреде
ление и условное математическое ожидание g при условии ц
определяются соответственно формулами

/ Р = есла 0)^(11 = 1//),
\ /= 1» 2, ».

( /=1,2, »<>,
где Р(|=х/|т)=уу), М(||т) = ру) определены формулами (5.1) ■
(5.2). Справедлива следующая 1}юрмула {формула полного мате-
мати'<еского ожидания):

M|=M[M(S|IJ)I. (5.3)

Здесь условное математическое ожидание в квадратных скобка*
рассматривается как случайная величина. Применяя формулу (I.flQ
к случайной величине М (g j tj), можно (5.3) записать в следующе!
эквивалентной форме:

00

2  = (5.4|
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Докажем формулу (5.4). Воспольэовавшвсьопределением (5.2),
получим

2 р м (5 hy)= р (т1-уу) 2^X,- ■ -='
/=1 /=1 1^1 " '

" S *,р(5=»(. п=»у)= S »i( S ре='/. 1=!//)) .•
<,/=1 ^ = 1 V=1 /

Правая часть последнего равенства равна Mg, так как
во2 Р(| = *,-, ti=y/)=P(l=*i)- Покажем, что из формул (5.3) н

(^4) следует формула полной вероятности. Пусть
j 1, если © € Л, _f Ур если
\ О, если © € Л. \ /= 1, 2, t. .1

где BiB;=0, ipb/. ^UjBy=Q. Тогда
М4 = Р(Л). P(ii=i//) = P(B/). М(|1я = г//)=Р(Л1В/).

Подставляя эти выражения в (5.4), получим формулу полной ве
роятности со счетной системой событий Bi, В%, .!• :

«

Р(Л)=2 М1Вл). (5.5)

Положим в (5.5)
Л = (1еС), Bft=(T) = ff fc).

где С с {Xi, Хг, 0. (^л Sf/)-3Ha4eHHfl Ц, л)- Тогда при
любом с

Р(|^С)= 2 р(я = ̂ а)р(£=*/11 = ̂ *)'
x^iC

Свойства условного математического ожидания:
М [ф (л) И! = Ф

2«, М[ф(л)5Ь1 = Ф(Ч)^(^11)-
3^ М(^4+Ь1п) = ̂ (51|Л) + М(Ы1]). М
^0^ £cAU ^ U Л независимы, то

ма1л) = Мб. (бЛО)
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Равенства (5.7) — (5.10) верны при любом Равенства (5.7),
(5.8), (5.10) следуют непосредственно из определения (5.2). Ра
венство (5.9) легко получить из определения, аналогичного
(1.4). (1.5).

Перейдем к рассмотрению абсолютно непрерывного вектора
(I, t]). Так как в этом случае Р(г| = ̂ ) = 0 при любом у, то мы
не сможем воспользоваться определением условной вероят
ности (2.1.1), как это мы сделали в дискретном случае. Назовем
условной плотностью распределения вероятностей величины ^ при
условии, что Т1 = у, следующую функцию:

Pi = ^ . (5.11)
J P%. п У)

— ее

Условное математическое ожидание | при условии, что i\=y,
определяется формулой

00

M(||Ti=i/)= J (j:|i] = y)<ix. (5.12)
^00

Из (5.11) нетрудно получить, что при любых а и 6

Р(а<|<Ь)= J Priiy) (^1 Pi{x\r\=y) dx^dy. (5.13)
Легко также проверяется формула, аналогичная (5.4):

оа

5 Prt(y)t^a\n=y)dy. (5.14)
^ 00

Если рассматривать (5.11) и (5.12) как случайные величины

(x|Tl)=l ©€{1=5').^  I 00, со),
AA/Pt«T i если co6(T]==sr),

ТО формулы (5.13) и (5.14) можно записать в виде

/ ^
Р (о < ̂  ^ 6) = М ^ J 1 *1)

и в виде (5.3) соответственно. Для условного математического
ожидания абсолютно непрерывных величии сохраняются свойства
(5.7)-(5.10).
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3ajMi4H к главе б

1. Найти математическое ожидание величины т. определенной
в задаче 14 гл. 4.

2. Обозначим % номер испытания, в котором появился нуж
ный ключ (см. пример 3 из § 6 гл. 1). Найтн М|.

3. Решить задачу 2 в случае с возвращением ключей.
4. Найти Мт/д величины i„, определенной в задаче 16 гл. 4.
б. В задаче 8 гл. 2 обозначим х время свободного пробега

молекулы. Найти Мт, Dx.
6. Найти M(£i-bl2) и Ddi-f^a), где Si, Sa определены в за

даче 8 гл. 4.
7. ПуС1ь число комбинаций НУ в л+1 испытаниях схемы

Берпулли. Найти М|, D|.
8. Из 100 карточек с числами СО, 01, 02, .... 98,99 на

удачу вынимается одна. Пусть tji, % соответственно сумма и
произведение цифр на вынутой карточке. Найти Mi]i, Мг^,

9. Для величин Si. Ss» определенных в задаче 9 гл. 4, найти
MSi, OSi, DSa. covdi. la).

10. Совместное распределение величин |i, la определяется
формулами Pdi^O, Sf=l) = Pdi=Ot 18=—l) = P(Si=b
|^==0) = Pdi = -l, 12 = 0) = -^. Найти Mil. Mia, D|i, D|a.
cov di, bi)- Являются ли li, la независимыми величинами?

11. ^учайные величины |i, la, |з, la, la независимы; D|/=o®.
Найти: a) коэффициент корреляции величин li+la, +
б) Si + la + Sa, Is+lj + Se- , .1 я

12. Пусть di. Sa. iM)—дискретный случайный вектор
с полиномиальным распределением (3.2.7). Найти АА|;^, cov d*. !«)•
b, /=1. 2, .... N.

IS. В задаче И гл. 1 обозначим Цо—число пустых ящиков.
Найти Р(цо = 0).

14. Для величины [ц, определенной в задаче 11 гл. 1 и за
даче 13, найти Мра, Ор^. Найти асимптотические формулы при
N—»• 00, ~=a = const.

N
15. По п конвертам случайно разложено п писем различным

адресатам. Найти вероятность того, что хотя бы одно письмо
попадет своему адресату. Найти предел этой вероятности при
я  > 00.

16. В N ящиков случайно и независимо друг от друга бро
сают шары, пока не останется пустых ящиков. Найти Mv, где
V — число брошенных шаров.

17. Случайные величины |i, la. .... In независимы и D|/ = 6®,
М|, = а. Найти математическое ожидание величин
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18. Пусть 6 принимает значения О, 1. 2, Доказать.
что

m=l

гл 9 ° случайном блуждании, рассмотренной в 5 5поглощения в точках О или п. Найтн
б< —координата частицы в момент времениЛ

•J-KasaHHe: воспользоваться формулой (б.З) для составленияуравнения в конечных разностяГдля М*. ' составления
COV а' D£, = Oij > О, DSa = aa, > 0.Л*(Е1-а|.-Р)Г„,„„";зГ„„« " "Р" "О™?"' выражение

•>ч

5  В. П. Чнетяков



ГЛАВА 6

ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

§ 1. Неравенство Чебышева

Числовые характеристики случайных величин, вве
денные в предыдущей главе, позволяют давать неко
торые оценки распределений случайных величин.

Теорема 1.1. Пусть | = любом
0) 6 Если существует, то при любом е > О

(1-1)

Доказательство. Проведем доказательство в
случае, когда | задана в абсолютно непрерывном ве
роятностном пространстве (см. § 6 гл. 1). По опреде
лению математического ожидания имеем

М| = 5 . .. S Е («1, ..., п («i, . . ., u„) dUidu^.. ,du„.
Q

Пусть

Введем случайную величину
j О, если (Uj, .. ., м„)

'''"I е, если {Ui м„)€Йе-
При любом (Ui, имеем

1>т1.
Умножим обе части этого неравенства на я (uj, «4,
и проинтегрируем по Й. Получим, что Отсюда
следует утверждение теоремы, так как

Мт1 = еР (йе) = еР (|>8).
Доказанная теорема позволяет легко получить не

равенство Чебышева.
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Теорема 1.2 (неравенство Чебышева). Если слу
чайная величина | имеет дисперсию, то при любом
е > О

Р(|5-М||>е)<^.
О

Доказательство. Случайная величина т] =
=(g—М|)а>0 при всех и Мт] = М(|—М|)2=0|
конечно. Следовательно, можно воспользоваться нера
венством (1.1). Таким образом,

8  8

Неравенстпо Чебышева позволяет оценивать веро
ятности отклонений значений случайной величины от
своего математического ожидания. Пусть проводится
п независимых измерений некоторой неизвестной ве
личины а. Ошибки измерения 6i, . . .. б„ будем
считать случайными величинами. Предположим, что
Мб;5 = 0, ^=1,2, . . .,п. Это условие можно рассмат
ривать как отсутствие систематической ошибки. Пусть
еще 06^ = 6». За значение неизвестной величины а при
нимают обычно среднее арифметическое результатов
измерений. Тогда ошибка в определении числа а будет
равна

„ _ ^i+6a + ... + 6fi
п

и

'^'Пи = ̂  (D6i + ... + D6„) — ^, Mii„ »= 0.
Предположим, что нам нужно, чтобы ошибка t|„ не
превосходила Д с достаточно большой вероятностью.
Например,

P(hJ<A)>0,99.
Это неравенство можно записать в эквивалентном виде

Р(Н„|>Д)<0,01. (1.2)
По неравенству Чебышева имеем

5*
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Следовательно, (1.2) будет выполнено, если

^^<0,01 или л >100^.
Таким образом, мы получили оценку числа измерений,
необходимого для получения заданной точности. В рас
сматриваемой задаче оценка для п является завышен
ной. Ее можно улучшить, если воспользоваться тем,
что является суммой независимых случайных вели
чин. Будет показано (см. теорему 2.1 гл. 8), что при
больших п величина г\„ имеет распределение, близкое
к нормальному. Однако если о случайной величине
ничего не известно, кроме математического ожидания
и дисперсии, то оценку, которую дает неравенство
Чебышева, улучшить нельзя. Укажем распределение
случайной величины, для которой неравенство Чебы
шева при данном b^ = D| и е > 6 обращается в равен
ство. Пусть

P(i = 0) = l— Р(| = -е) = Р(5-8) = ̂ .
Тогда

МЕ = 0, D5 = M|« = (-e)«|l,+ e'^, = b'
"  Ь'Р(|5|>в) = |г.

Нетрудно получить еще ряд полезных неравенств
типа неравенства Чебышева. Пусть/ {х)—неубывающая
неотрицательная функция. Если существует Mf(|),
то при любом 8 > О

Р(1>е)<?^. (1.3)
Доказательство проводится так же, как доказательство
теоремы 1.1. Из (1.3) нетрудно получить еще два не
равенства.

Если конечно, то
Р(^>л:)<е-^Ме^5, X > 0. (1.4)

Если Mjlj" конечно, то
P(I£i>^X^;-'»M|gi'», х>0\ т>0. (1.5)
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§ 2. Закон больших чисел

Во введении был отмечен экспериментальный факт
состоящий в том, что в некоторой длинной серии
опытов частота появления события А сближается с
определенным числом, которое можно рассматривать
как вероятность события А. В математической модели
серии опытов этот факт будет доказан. Сначала дока
жем более общую теорему.

Теорема 2.1. Ясли случайные величины 4j, |
• • 't 6л, ... попарно независимы и

п

lim;^XDI»=0, (2.1)
k = \

то для любого е > О

TimP Л ^ .\
я-,.® VI п п |<ej = i.

Доказательство. Положим
П — Sf + Si + .'.+SH

п  •

Утверждение теоремы равносильно тому, что при лю
бом 8 > О •" f

lim Р (I Лй—Мт)„ I > е) = 0. (2.2)

Так как случайные величины попарно не
зависимы, то я г

=  (2.3)'Z
k^\

По неравенству Чебышева

P(h„-Mti„|>E)<^.
С

^сюда, воспользовавшись (2.3) и (2.1), получим (2 2)
Теорема доказана.

Случайные величины?,, ... называют«екор-релированными, если cov (|д |^) = О при любых у, /.
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В условии теоремы 2.1 можно вместо попарной
независимости величин h, • • • потребовать,
чтобы они были некоррелированными, так как для
некоррелированных величин сохранится формула (2.3).
Если для величин li, ••• выполнено утверж
дение теоремы 2.1, то говорят, что к ним применим
закон больших чисел.

Отметим некоторые частные случаи этой теоремы.
Теорема 2.2 (теорема Чебышева). Если случайные

величины ^1, . . ., • попарно независимы и
DE,<C, ft = 1,2 (2.4)

где С--некоторая постоянная, то при любом е > О
limP

+ ... 4-|н М|г+...-|-М^я I ^ gN _
n  п \ J '

Теорема 2.2 следует из теоремы 2.1, так как из
условия (2.4) следует (2.1).

Теорема 2.3. Если случайные величины ...
.. ., . . . одинаково распределены, попарно независимы
и имеют конечные дисперсии, то при любом е>0

limp( <б) = 1,
П-*-» ^

где o = M|4. « »
Теорема 2.3 следует из теоремы 2.2. Действительно,

ft =l,2, . . ., существуют и равны между собой.
Следовательно, выполнено условие (2.4). В гл. 8 тео
рема 2.2 при помощи характеристических функции
будет доказана без предположения о существовании
дисперсии.

Теорема 2.4 (теорема Бернулли). Пусть —
число успехов в п испытаниях Бернулли и р—вероят
ность успеха в отдельном испытании. Тогда при лю
бом е > О

lim Р Нг.
л

<eWl

Доказательство. Воспользуемся для пред
ставлением (4.4.18):

^« = 51 + 1»+ • ■ • 4-1я1
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где k=\, 2, п, независимы и P(|;^=l) = jD,
Р(1а = 0) = 1—p = q. Дисперсии величин очевидно,
существуют и =

Таким образом, доказываемая теорема сразу сле
дует из теоремы 2.3.

Схема Бернулли является математической моделью
серии опытов, повторяющихся в неизменных условиях.
В каждом опыте может произойти событие Л, которое
мы назвали успехом. Согласно теореме Бернулли ча
стота [ijn наступления события А сближается с ве
роятностью р. Этот же факт установлен эксперимен
тально.

Математической моделью последовательности из п
измерений неизвестной величины а является случайный
вектор (11,^2' • ••.!«). где 1^, k=l,2, незави
симы, одинаково распределены,

Mg, = a, Dl, = b\

По теореме 2,3 среднее арифметическое
• ■ ■ +£д
п

при больших п мало отличается от измеряемой вели
чины а с вероятностью, близкой к 1.

Задачи к главе 6

1. Предполагается провести 10 измерений Xi, х^, .. .,XiQ не
известной величины а. Считая Xi, ...,Xio независимыми нормально
распределенными случайными величинами с fAx^ = a, D.)Ca = 0,01,
найти Д, если

Р(| -с|<д)=0.99.
2. Пусть случайная величина 5 имеет нормальное распреде

ление с параметрами {а, о). Оценить по неравенству Чебышева

Р(|£-а| > 2о).

Сравнить с точным значением этой вероятности.
3. Доказать неравенства (1.3), (1.4), (1.5),
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4. Применим ли закон больших чисел к последовательности
независимых случайных величин .... если

•  Р(^ = 0)=1 ' ^
Гк ■2/Л '

5. Применим ли закон больших чисел к последовательности
независимых случайных величин la. ••■.Ift. •••. если они
нормально распределены с М|;ь = 0, с > О, а > О—не
которые постоянные?

6. Доказать, что к последовательности Ij, |а, .... |ft, ...
применим закон больших чисел, если icov{|ft, |/)|<С для всех
fc , /=1, 2, ... и covdft. |Д—»-0 при |ft— 00.



ГЛАВА 7
ПРОИЗВОДЯЩИЕ и ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ

ФУНКЦИИ

§ 1. Производящие функции.
Определение и свойства

Среди дискретных случайных. величин особенно
зна^^ия"А = 0^Т''2 принимающие только

ДР(^=А) = 1.
k=0

Такие случайные величины называют целочисленными.
Производящие функции являются удобным аппаратом
исследования распределений целочисленных случай
ных величин. Производящей функцией А (х) последо
вательности действительных чисел а„. а,, а. на-
зывается степенной ряд

^ W = + + (1Л)
если он сходится при lx\<R, где ;?>0,х--дей
ствительная переменная. Производящую функцию

ф(>:)= (1.2)
fe =0 ^ '

последовательности чисел р^, k = 0, К 2, .. такой
что и ' '

(1-3)
будем называть вероятностной производящей финкиией
Если Рд = Р(| = А), k — Q, ], 2, то мы иногда бу
дем вместо ф (х) писать ф£(х). По теореме 5.1.1

0D

ФбМ = S а:®Р(? = А) = /Лл^. (1.4)



]38 ПРОИЗВОДЯЩИЕ И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [ГЛ. 7
Теорема 1.1. Пусть ц>{х)--вероятноспшая про

изводящая функция, определенная формулой югоа
Г. ф {х) определена в каждой точке отрезка [— 1, ij.
2°. ф (1) = 1. , /, о-к
3°. Соответствие, устанавливаемое формулой {I.г),

жжди множеством производящих функций ф {х) и мно
жеством распределений {р^) является взаимно одно-

Доказательство. Первое утверждение теоремы
следует из того, что степенной ряд в (1.2) мажори
руется при 1а:1<1 сходящимся рядом в левой части
(1.3). Равенство ф(1) = 1 совпадает с (1.3). Третье
утверждение теоремы является следствием единствен
ности разложения функции в ряд Тейлора. Теорема
доказана. , , т.

Используя формулы для коэффициентов ряда Тей
лора, можно явно указать распределение {р^}, соот
ветствующее вероятностной производящей функции
Ф (л:). Имеем

р, = ̂ ф'''(0), 6 = 0, 1,2, ...
Пример 1. Пусть случайная величина ^ имеет

биномиальное распределение
= = m = 0, 1, п.

По формуле (1.4)

щ{х) = S = + <?)"•
й = 0

Таким образом,
^l{x) = {px + q)''- (^-5)

По производящей функции легко определить мо
менты случайной величины. Особенно просто нахо
дятся математические ожидания

М|(|—1). ..(1—fe+1). (1-6)
Математическое ожидание (1.6) будем называть k-u
факториальным моментом. Зная факториальные мо-
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менты 1-го и 2-го порядков, можно найти дисперсию
по следующей формуле:

=  —1) + Mg —(М^)«. (1.7)
Теорема 1.2. £сли конечен k-й факториальный

мошнт, то существует левосторонняя производная
Фг(и «

=  (1); (1.8)
в частности,

М1=Фе(1). (1.9)
Доказательство. При любом |д:|<1 функ

цию (р(л-) можно дифференцировать сколько угодно
раз. Таким образом, при любом k определена Л-я
производная

т

Ф<А)(х)= 2 m(m—1)...(т—А+1)л:'"-*Р(| = т).
т=0

(1.10)
По условию теоремы конечен fe-й факториальный мо
мент

M|(g—1).. .(I—ft-f 1) = 2 m(m—1)...
ffl sO

являющийся суммой ряда (1.10) в точке х=\. Сле
довательно, по теореме Абеля ф^*'(л:) непрерывна
в точке х~ \ и

lim 2 m(m~l)...(m—/5г+1)Р(| = т) =
*-*•1-0 т=0

= ф(*1(1).
Теорема доказана.

Пример 2. Найдем М| и 0| случайной величи
ны I, распределенной по биномиальному закону. Диф
ференцируя (1.5) два раза по х, получим

Ф6 {х) = пр {рх + ду-^,
ФЁ (л:) = п (п—1) р^ {рх + <?)«-».
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Отсюда, воспользовавшись (1.8), при х—1 получим
= (pi (1) =« пр (р -ь 9)""^ пру

ME = + = «(«-*)/»*•
По формуле (1.7)

0|="П(л—1) р* + пр—7i«p»=xrtp(l—р).
Легко вычисляется fe-й факториальный момент бино
миального распределения. Так как

) (х) = rt (п—1)... (п—fe -f 1) р* (pjc + <?)"-*,
то

ME (Е—1)...(Е—A+l) = n(/i—l)...(n-A:+l)p*.
(I.И)

Применение производящих функций к изучению
сумм независимых целочисленных случайных величин
основано на следующей теореме.

Теорема 1.3. Если случайные величины li, Eg» • ■ •
..., En независимы, то

{х) = Щ, (х)-.. • -Щ^х).
Доказательство. Воспользуемся представле

нием производящей функции в виде математического
ожидания (1.4). Тогда

<PEi+... + l„(^) = Mx^'^- =M(xS«.... -хЦ. (1.12)
Случайные величины х5>, х^*, .. ., х^" независимы
как функции от независимых случайных величин.
Следовательно,

М (х^>*. .. •х^я) = МхЬ.... -Мх^ч.
Отсюда и из (1.12) следует утверждение теоремы, так
как Мх^л = Фе^(-''^)*

Пример 3. Найдем производящую функцию би
номиального распределения при помощи теоремы 1.3.
Число успехов в схеме Бернулли имеет биноми
альное распределение. Представим в виде суммы
независимых слагаемых (см. (4,4.18)):

Ия ~ ~Ь Eg "}"• • • "Ь Е«»
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где P(g;^-1)-I-P{|,, = 0) = p, fe =l, 2 п. По
теореме 1.3

<Рд„ (■«) = Ф5, W W . . . (.t).
Производящие функции слагаемых получим по фор
муле (1.4):

П^{х)=хр + х'>д = рх-{'д, = ....п.
Таким образом,

Найдем производящую функцию случайного числа
случайных слагаемых.

Теорема 1.4. Пусть целочисленные величины
li. I21 •••» In независимы при любом л = 1, 2, 3, .. .;
1й, А = 1, 2, одинаково распределены. Положим

Iv-li-f I2+...+IV, lo^O.
Тогда

ФС^(-«)='ФуГФ5.(а:)]. (I.I3)
Доказательство. Вероятность события

представим в виде
<0

P(Cv = m) = 2 Р(у = й, Sv —/")•
ft sO

Так как (v = k, £y = m) = (v = fe , £^==/71) и события
(v~^), = независимы, то
P(v = A, ^^ = /7i) = P(v = fe , = =
=P(v=ft,|(-i-...+l*=m)=P(v = ft)P{Si+...+gj^==m).
Тогда

P(|v — 2 P("v = A)P(li 4-... —/п).
Умножив обе части этого равенства на х" я просум
мировав по т = 0, 1, 2 получим

= 2 P(v = ft)( 2 ^"Pdi + .-.+gft^m)).
*  клО \ffi=0 /
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Ряд В Круглых скобках является производящей функ
цией распределения суммы Так как
слагаемые / = 1, fe , независимы и одинаково
распределены, то

2 х-Р (5i + ... + Is = т) = ФЕ,+ ...+64 W = [<Р1. (*)?•
ш = 0

Следовательно,

ф: {х) = 2 P(v = fe)[ф|. W? = Фv[фl,W]•
v  k = 0

Теорема доказана.

Если воспользоваться условными математическими ожида
ниями и формулой полного математического ожидания (5'5-3],
то можно дать более короткое доказательство теоремы 1.4. Дей
ствительно, по ^рмуле (5.5.3)

{*) = AA*^v = М (М IV)).
V

Так как

то

М (x^v| v) = М (jc®". . . A| v) = (x)]^.

(х) = М 1(ф^^ (x))v] = ф^ (ф^, (X)].

В намеченном доказательстве основная трудность заключается
в проверке равенства

51+...+I. , V
M(.t '^lv)= (МО

или эквивалентного ему равенства

м  lv = 4 = M^^'''-''4
Интуитивно оно не вызывает сомнений.

Установим еще свойство непрерывности соответ
ствия множества производящих функций множеству
распределений.

Теорема 1.5. Пустьпри любом фиксированном п,
п = 1, 2, последовательность является
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распределением вероятностей, т. е.
00

2 Pk{n) = \. (1.14)
/{sO

Для того чтобы при любом фиксированном k
Urn рМ^Рк (Ы5)

2/'»=!, (1.16)
необходимо и достаточно, чтобы при любом 1)

lim Ф„(х) = ф(;с), (1.17)
П  ао

еде

•  «в

Ф«(-^)= hPkin)x\ Ф(дг)= ^РкХ^, Ф(1)='Ь
*8=0 fteO

Доказательство. Пусть выполнено (1.15) и
(1.16). Представим разность ф„(>:)—ф(х) в виде
Ф« W—Ф(-^) =

= 2 {Рк («) ~Рк) -^* + ,11 Рк (л) 2 Pfpc\
А = 0 *=W+1 ft eW + l

где Л^—некоторое целое число. Пусть jc$[0, 1) фи
ксирован. Докажем (1.17). Так как O^Pf,{n)^\,
О < ^ 1, то для любого фиксированного е > О можно
подобрать N так, чтобы при любом п

2 Pft (л) а:* < 2 x^^ <Г ~ V <" 4-*=лГ+1 ^ ^3* Z- Pft* <*у

Тогда при данном N
N

|ф«И —Ф(^с)К 2 —Pj-v^+l-e.
* = 0

Сумма в правой части этого неравенства может быть
сделана меньше е/З при достаточно больших п, так
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как содержит конечное число стремящихся к нулю
слагаемых. Равенство <р(1)=1 следует из (1.16),

Пусть теперь выполнено (1.17). Докажем (1.15) от
противного. Предположим, что (1.15) не выполнено.
Тогда найдутся две подпоследовательности п'^ и п'т
такие, что

Игл p^{n'm)^pk. Urn /?*(««) = Pa. (MS)

причем (pfc) и {pj^} не совпадают. Тогда по доказанной
части теоремы из (1.18) следует, что

во ^

т

lim (p^.Jx) = ̂ {x)= 2 p^
A=0

И ф(д:)^ф(д;). Это невозможно, так как предел (1.17)
существует. Теорема доказана.

Пример 4. Пусть —число успехов в п испы
таниях Бернулли и р„—вероятность успеха в одном
испытании. Будем предполагать, что существует
lim пр„ = К, 0<Х<оо. Воспользуемся теоремой 1.5

/1 00

для вычисления limP(iA„ = m). Положим Х„=пр„.
По формуле (1.5)

Следовательно,

Иш (л:)=е^'*-"= ^
ml

т=0

Отсюда по теореме 1.5
lim Р(ц„=т) = ̂ е-Ч

Таким образом, получили новое доказательство тео
ремы Пуассона.
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§ 2. Характеристические функции.
Определения и свойства

Производящие функции определены для целочис
ленных случайных величин. Для исследования рас
пределений произвольных случайных величин вводят
ся характеристические функции. Комплекснозначной
случайной величиной будем называть функцию
+/^2(0), где 0^Q, (If, I2)—случайный вектор. По
определению положим

+  = (2.1)
Для математического ожидания от комплекснознач

ной случайной величины легко проверяются свойства
1®—4°, приведенные в § 2 гл. 5. В дальнейшем мы
ими будем пользоваться без дополнительных оговорок.
Понятие независимости для комплекснозначных слу
чайных величин не будет введено и свойство 5® ис
пользоваться не будет.

Характеристической функцией действительной слу
чайной величины I называется

=  (2.2)
где t—действительное число, —оо<^<оо.

Если случайная величина | дискретна, то по тео
реме 5.1.1

<0

М (cos /|) = 2 cos (tXk) Р (I = xj,
Л = 1

00

hA{smil)^ 2 sin (/д:^) P (g =Xa).
Отсюда и из (2.1) получим

hW=I,e"'i'P(l = x,). (2.3)
ks: I

Используя теорему 5.1.2, для характеристической
функции абсолютно непрерывной величины | будем
иметь

00

/l(0= S €'^^pi{x)dx. (2.4)
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Если случайная величина ^ определена на дискретном
или абсолютно непрерывном вероятностном простран
стве, то по формулам (1.4) и (1.5) соответственно по
лучим

р(К}).=р, (2.5)
1

И

(О = J... S П {Ui uJdUi... du„. (2.6)
Q

Теорема 2.1. Пусть /|(0—характеристическая
функция случайной величины Тогда

/|(0 определена при любом /6(—оо, оо).
2^ /|(0) = 1, |/|(01<1.
3®. Если т) = аЦ- £>, где аиЬ постоянные, то (t) =>

= е"^ЕИ).
4®. Соответствие, устанавливаемое формулой (2.2),

между множеством характеристических функций fi(t)
и множеством функций распределения, является взаимно
однозначным.

Докажем Г—3°. Так как при любом действитель
ном t

,ltx\ 1, ОО < Х < ОО,

то доказательство первых двух утверждений легко
следует из формул (2.3)—(2.6). Третье утверждение
получим из следующих равенств:

{t) = Me" Ме"^ = е^"' fi (at).

Для дискретных и абсолютно непрерывных величин
по функции распределения определяются соответ
ственно вероятности значений и плотность распреде
ления. Тогда по формулам (2.3) и (2.4) однозначно
определяется Обратное утверждение следует из
формулы обращения

N

= ̂  h(t)dt. (2.7)
N -*■ »

—а
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Доказательство этой формулы приводится в более пол
ных курсах теории вероятностей (см., например,
А. А. Боровков [2]).

Найдем характеристические функции некоторых
распределений.

Пример 1. Пусть ^—целочисленная случайная
величина с производящей функцией 9|(л:). Очевидно
{см. (1.2) и (2.3)), что

/и^) = Ф|(е'0-
Пример 2. Если Р(| = ц)= 1, то по формуле (2.3)

Пример 3. Пусть | нормально распределена
с параметрами (О, 1). Тогда

ео '
I  -* 1 Р

— ее

Так как при любом t в силу нечетности подынтеграль
ной функции

ее X*

5 е ^ sin txdx —О,
00

то fi{t) имеет действительные значения и

®  X*

— Ф

При формальном дифференцировании этого равенства
по t справа получается интеграл, сходящийся равно
мерно по —оо, оо). Следовательно,

да х^

/|(0 = — j хе"^ sin ixdx.
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Отсюда интегрированием по частям получим
•  X*

/е (0=-р~ J sin txde~=^
V  "г ^^sln^jfe «Л —/ \ е г cos ixdx =

— «

Таким образом, функция /|(/) удовлетворяет уравнению

V 2п

(О
dt

и начальному условию (0) = 1. Отсюда

Пример 4. Пусть случайная величина ^ распре
делена нормально с параметрами (а, а). Найдем
Положим = Случайная величина т] имеет нор
мальное распределение с параметрами (О, 1), и, сле

довательно, — e ' . Тогда по утверждению 3®
теоремы 2.1, получим

Па--
A(0 = Wa(0 = e"''^H) = e » .

Таким образом,
a*t»

h{t) = e " * . (2.8)
Зная характеристическую функцию, можно легко найти
моменты случайной величины.

Теорема 2.2. Если существует k-й момент
MJ||*<oo, k^i, то существует непрерывная k-я
производная /|(0 и

{0) = i«M|«.
Доказательство. Докажем теорему, например,

для абсолютно непрерывных величин. Если существует
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Л-й момент, то существуют все моменты меньшего по
рядка. Так как

ОР 00

J lxe'*^Pl{x)dx ^ 5 \x\pi{x)dx = ̂ \\l\<oo,
— се . 00

то интеграл в левой части неравенства сходится рав
номерно по t. Следовательно, можно дифференцировать
под знаком интеграла

с»

fi (О = ̂  I (л;) dx, Ц (0) = i М^.
— «

Пусть теперь существует производная порядка l,l<C.k n
00

=  I x'e'*^pi{x)dx,
— CP

Отсюда
ас

(0 = 1^+1 5 x^^4'*^p^{x)dx,
^ 0D

так как интеграл в правой части последнего равен
ства сходится равномерно по t. Таким образом,

Теорема доказана.
В следующей главе нам потребуются разложения

характеристической функции по степеням t в окрест
ности точки ^ = 0. Если существует М|, то

=  + (2.9)

где е (/)—»■ О при t—►О. Для доказательства (2.9) пред
ставим fi{t) в виде fi{t)='U{t)-\-iv{t). Из существо
вания М| следует существование /((/), а также и' (/)
и v'(t). По формуле Тейлора с остаточным членом
в форме Пеано

и(О = Ц(0) + ̂ ы' (0) + ?8j (/),
f(0 = w(0) + /f' (0) + ̂ е,(0,
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где 8i (О, Bj (/) —^0 при t —>-0. Складывая два последних
равенства, получим (2.9), так как fi (0) = t/M|. Анало
гично проверяется следующее утверждение. Если
существует, то

=  + (2.10)

где при »-0.
В предположении существования М|з дадим другую

оценку остаточного члена в (2.10).
Из равенства

gi*—I = J ie'"du
о

1*1

следует, что [е'* —1|^ J ^и = |х|,так как
о

Так как
X

е'х--\—= t J (е'"—\)du,
о

то воспользовавшись оценкой \е'*—1|^|л:1, полу
чим, что

" 1*1

О

Применив эту оценку к равенству

gi-*_ 1 = {е'У — \ —iy) dy,
о

получим
\х

Отсюда

6

e«'^l + itx-^ +

l«i(^

 Ri{t, X),



§ 2J ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 151

Заменим в этом равенстве х на ^ и вычислим мате
матическое ожидание от обеих частей. Получим сле
дующее разложение:

/5(/)=Ц-|7 М|— +
UP (2-П)

Для характеристических функций имеет место тео
рема, аналогичная теореме 1.3.

Теорема 2.3. Если случайные величины liria, •••,£»
независимы^ то

Доказательство. Достаточно доказать теорему
для п —2, так как общее утверждение можно будет
получить по индукции. По определению характеристи
ческой функции

hx-^u (О = Ме'"' (Si+Ь») = Ме''Ь.. =
= l^{costli-^ismtlj){c.ostl^ + is\ntl^). (2.12)

Дальше нужно сделать следующее: 1) перемножить
выражения, стоящие в круглых скобках, и перейти
к сумме математических ожиданий; 2) математические
ожидания от произведений заменить на произведение
математических ожиданий (это возможно, так как функ
ции от независимых случайных величин являются не
зависимыми случайными величинами); 3) полученное
выражение вновь разложить на множители. В резуль
тате этих преобразований знак математического ожи
дания в правой части (2.12) появится перед каждым
слагаемым в круглых скобках. Таким образом,

/£.+еЛО =
= (М cos 4- /М sin ^li) (М cos sin =

Теорема доказана.
Пример 5. Пусть и независимы и нормально

распределены с параметрами {а^, а^), (Да, Oj) соответ-
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ственно. Найдем распределение суммы + По фор
муле (2.8)

of/* о|/*

Отсюда по теореме 2.3 получим
. . о*/«

h.^u{t) = hAi)hAt) = e " « .
где fl s-ai-fflg, -pgj^ полученная ха
рактеристическая функция является характеристиче
ской функцией нормального распределения, то по тео
реме 2.1 (4^) сумма Ei + lj распределена нормально.

Пусть задана последовательность функций распре
деления F„ (дг), /1 = 1,2, . . . Последовательность {F„ (л:)}
слабо сходится к функции распределения f (л:), если

lim F„{x) = F{x)
П -*■ (О

при любом X, В котором F {х) непрерывна.
Теорема 2.4. Если последовательность функций

распределения F„{x), п—1, 2, .. ., слабо сходится
к непрерывной функции распределения F {х), то F„ (х) -а-
— при п~-*оо равномерно /iox€(—<». + «>).

Доказательство. Из монотонности и ограни
ченности функции F {х) следует, что для любого е > О
можно выбрать конечное число точек х, < Xj <.. . < х^
так, чтобы на каждом из следующих множеств

(  -^0» ~ "Ь
приращение функции f'(x) не превосходило е. Пусть

Так как

F„(x)-f(x) =
= {F„ (x)-f„ (X,)) + {F„ {x,)-F (X,)) + {F (x,)~F (x))

и

1 f'n {x)—F„ (Xft) I < F„ (Xft+i) —f „ (Xft) <
< I fn (X,^i) I + I f {X,)-F„ (X,) 1 +

\F{x,)-F{x)\^F{x,^,)-F{x,)
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В силу монотонности F„(x) и f(x), то

! F„ (X}-~F (;с) КI F„ [ +
+ 21 ^ (x,}^f(x,) I + 2 (f (x,,,)~F (X,)). (2.13)

По условию теоремы F„ (x^}—*F (х^^) при «—»-oo. Сле
довательно, из (2.13) с учетом выбора [х^, x^+i) по
лучим, что

\F„ix)-F{x)\<5e
при л.>По(й). Полагая max «о(^), получим

OKkKN
|F„(x)—f (х)1< 5е при п>По и любых х. Теорема
доказана.

Приведем формулировку теоремы о непрерывности
соответствия множества характеристических функций
множеству функций распределения. Пусть /„(О» ^ —
~ 1, 2, . . .,—последовательность характеристических
функций и F„{x), п = \, 2, .. .,—последовательность
соответствующих функций распределения.

Теорема 2.5. Если f„ (t)—*■ f (t) при n—усадля
любого t и f {t) непрерывна при ^ = 0, то

1) f{t)—характеристическая функция, соответст
вующая некоторой функции распределения F{xy,

2) F„(x) слабо сходится к F [х) при п—*-<х>.
Обратно, если F^ (х) слабо сходится к функции распре
деления F{x), то fn{i)—*f{^)y / (О—характерис
тическая функция, соответствующая функции распре
деления F{x).

В следующей главе эта теорема будет использо
вана для получения предельных распределений для
сумм независимых случайных величин.

Приведем формулировку еще одной теоремы, кото
рая часто используется при исследовании предельных
распределений. Пусть

W = Р (1я < л:), п = \, 2,. .. ,

— последовательность функций распределения. Обо
значим /п),'^'=М|^.

Теорема 2.6. Если при всех k, k = 0, 1, 2,... ,
lim < с», то существует функция распре-
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деления f (л) = р (| < х) такая, что Если
этому условию удовлетворяет единственная функция
F {х), то F„{x) при п—уоо слабо сходится к F{x).

Задачи к главе 7

1. Пусть I—неотрицательная целочисленная величина
с производящей функцией ф (л:). Найти производящую функ-

00

цйю распределения величины 2^4-1. Найти 2
п=0

ж  ое

t=0 /1=0

2. Найти производящие функции величин т, Тд, определенных
в задачах 14, 16 гл. 4. Найти Мт, От, МТа,, ОТд,.

3. Найти производящую функцию величины v, определенной
в задаче 16 гл. 5.

4. Найти производящую функцию случайной величины, рас
пределенной по закону Пуассона. Доказа1ь, что сумма независи
мых пуассоновских величин имеет пуассоновское распределение,

5. Случайные величины v, h, la.* ■ • . независимы при лю
бом п—\, 2, . . .; P(Ejj=l)=l—P(|;fe = 0) = p; v имеет распреде
ление Пуассона. Найти производящую функцию величины
Tl=li+• ■ •+iv. 11=0. v = 0.

6. Вычислить характеристические функции следующих зако
нов распределения: а) биномиального; б) Пуассона; в) показа
тельного; г) равномерного на отрезке [ — I, 1].

7. Найти законы распределения, соответствующие характе-
®  J \ Аристическим функциям: cos/, cos®/, 2 (■^j

8. Величины |i, la независимы и одинаково распределены, их
характеристическая функция равна f{t). Найти характеристичес
кую функцию величины li—12-

9. Величины |i, la, |з независимы и нормально распределены
с параметрами (1, 1), (О, 2), (—1, 1). Найти: а) Р (li + la+ls < 0)1
б) Р(12Ь-|2 + 1з|<3).

10. Доказать теорему Пуассона при помощи теоремы 2.6.



ГЛАВА 8

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ

§ 1. Закон больших чисел

В этом параграфе будет доказана теорема 2.3 гл. 6
без предположения конечности дисперсии. Случайные
величины бесконечной последовательности .. .
..., . . . называются независимыми, если при лю
бом п независимы величины Ij, ij, . . .,

Теорема 1. 1. Пусть случайные величины Ig, . ..
. .., . . . независимы, одинаково распределены и
имеют математическое ожидание = а, А = 1,2, .. .
Тогда при любом в > О

Si 4" ̂ 2 4" • • •limP а <е =1.

Доказательство. Характеристические функции
k = l, 2, ..., одинаковы. Поэтому можно по

ложить /5^(0 = f(0- Из существования следует,
что верно разложение (7.2.9):

fiO^l+ita + tei/h (1.1)
где 6(О—♦■О при ►О. Положим

Si 4-12 4" •' • 4-1я
In д

Так как случайные величины независимы, то по тео
реме 2.3 гл. 7

Отсюда по теореме 2.1 (3®) гл. 7 находим
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Заменяя в этом равенстве f{tln) по формуле (1.1),
при любом фиксированном t и п—»-сх> получим

(') = [l + '• f -2^
так как е(//л)—^0 при п—t-oo. Таким образом, при
любом t последовательность /л„(0 сходится к функ
ции являющейся характеристической функцией
постоянной величины а. Функция распределения /^(х)
постоянной а равна

^  ( 1. если д:>а.
I О, если х^а. ^ '

По теореме 2.5 гл. 7 при любом хфа
limf^ {x) = f (х), (1.4)
n-*<D

так как х = а—единственная точка разрыва функции
F (х). Пусть задано а > 0. Тогда
P(h«—а|<е) = Р(а—8<т1„<а + е)^
>Р(о—у<т]„<а4-8) =Fr^^{a-\-z)—Fr,^ (^~т)'
Точки х = а-\-ъ и х = а—8/2 являются точками непре
рывности функции (1.3). Следовательно, при п—»-оо

Отсюда и из неравенств

l^P(h„-a|<e)>f,^a + e)-f,^a-i)
следует утверждение теоремы.

§ 2. Центральная предельная теорема
В§3гл. Збыла доказана теоремаМуавра—Лапласа,

согласно которой число успехов р„ в л испытаниях
схемы Бернулли при больших п имеет распределение,
близкое к нормальному. Если воспользоваться тем,
что р„ представляется в виде суммы независимых сла
гаемых (4.4.18), то теорему Муавра—Лапласа можно
сформулировать в следующем виде.
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Если случайные величины ... неза
висимы, Р(|„«1) = 1—P(i„ = 0) = p, то при п—^оо,
0<р<1

,2.1)
— оо

равномерно по х ^ {—оо, оо).
Утверждение (2.1) сохраняется при достаточно об

щих предположениях о законе распределения слагае
мых

Докажем следующую теорему.
Теорема 2.1. Если случайные величины ...

.. ., . . . независимы, одинаково распределены и имеют
конечную дисперсию, то при п—*-оо равномерно по
X € (—оо, оо)

со

где а = М.1„, a' = Dg«.
Доказательство. Положим

„ „ Si+£g4-' ■ • ^
о/Я" ,rioVn-

Разложим характеристическую функцию величин h,—а
по формуле (7.2.10):

f. (О = 1 + ЙМ (Is-a) -См {1,-аУ +14 (t),
где е(/)—^0 при *0. Так как M(g*—с)=0 и
М(|д—а)« = а% то

=  + (2.2)

Отметим, что в этом равенстве функция е(0 не за
висит от k. По теореме 2.3 гл. 7

А|я1
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Отсюда

k=l *
и, следовательно, для любого фиксированного t при
п —»• СХЭ

/л„(0 — е'~ .
Предельная характеристическая функция является
характеристической функцией нормального распреде
ления с параметрами (О, I). Отсюда по теореме 2.5
гл. 7 следует слабая сходимость Из слабой
сходимости по теореме 2.4 гл. 7 следует равномерная
сходимость, так как предельная функция распределе
ния непрерывна. Теорема 2.1 доказана.

Условия сходишсти функций распределения разно-
распределенных слагаемых к нормальному закону
содержатся в теореме Ляпунова. Приведем без дока
зательства ее упрощенную формулировку.

Теорема 2.2. Пусть Ij, |г, . .., . . . —незави
симые случайные величины, имеющие конечный третий
абсолютный момент. Положим

n

= 2 Oft»
Kb 1

Если при п—*-сс

'4,= 2 а»,
/^в1 А=1 j^=l

4^ — 0, (2,3)
"п

то при п—*-оо

«о

При ссылках на теоремы о сходимости сумм распре
делений к нормальному закону удобно использовать
понятие асимптотической нормальности. Если функции
распределения последовательности случайных величин
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(т1„— СХОДЯТСЯ при п ^ QO К функции
*  ̂-pL=r j* exp ^—-^^du, то говорят, что случайная ве-

— т

личина Г1„ при п —»■ со асимптотически нормальна
с параметрами (Л„, Y

В гл. 3 теорема Муавра — Лапласа, являющаяся
частным случаем теорем 2.1 и 2.2, была применена
к оценке отклонения частоты от вероятности. Б каче
стве примера применения теорем 2.1 и 2.2 оценим
число испытаний в методе Монте-Карло, необходимое
для вычисления кратного интеграла с заданной точ
ностью. Пусть функция /(x) = f(Xi, Xg, . . .,л:,) опре
делена на s-мерном единичном кубе V. Требуется вы
числить интеграл

а = 1 .. . y{x)dx.
V

Пусть известна постоянная С такая, что |f(x)[j^C,
У. Обозначим | = случайный вектор, рав

номерно распределенный на V. Тогда (л:1, ..., .зс,) = 1,
если x^V, и (Xj, . . ., л:^) = 0 в противном случае.
Математическое ожидание случайной величины т) =/ (|)
найдем по формуле (5.1.7):

Мт1 = J J / {Xi, ...,x,)pi {Xi, ...,x^)dxi...dx^ =
Q

= J. ..J/(x)dx=a.
V

Таким образом, Мт) совпадает со значением вычисляе
мого интеграла. Так как |/(х)|^С, то

a^ = Drj = J.. .5 if (х)—a)2rfx^4C».
V

Пусть теперь случайные векторы = 1^,),
k = i, ,. ., м, независимы *) и распределены равномерно

*) Случайные векторы 1^, k—\, п, независимы, если
для любых s-мерных прямоугольников В^, ё=1, .... п,

Р (heSi = Р (li€Sj) ... Р (g„еs«).
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на единичном кубе V. Тогда случайные величины
= /(1а), k~l, независимы и одинаково рас

пределены. По закону больших чисел случайная ве
личина

In ПхЧ-.-.+Пч

при больших п близка к постоянной а = Пред
положим, что нужно вычислить а с точностью А.
Оценим вероятность

Р(и,-й|<Д)=Р

Так как о < 2С, то

Sb—ла
а/Уп <

Д /п

Р{|Е„-а|<Д)>р(|^^^
\|а/Ул

и при больших п

^п~па
а! У"п <

Д Vn
2С

2Ф,

^ Д W
2С

Д Уп
2С

По заданной малой вероятности нежелательного собы
тия а|>Д можно так же, как в § 3 гл. 3,
найти п.

Применение метода Монте-Карло к вычислению
интегралов, а также сравнение его с другими методами
даются в книге С. М. Ермакова [5], гл. 4.

Задачи к главе 8

1. Складывается 10^ чисел, каждое нз которых округлено
с точностью до 10~®. Предполагая, что ошибки от округления
независимы и равномерно распределены в интервале ^— — 10-",

, найти пределы, в которых с вероятностью, не мень
шей 0,9^, будет лежать суммарная ошибка.

2. Получить теорему Муавра — Лапласа в качестве следствия
теорем 2.1 и 2.2.
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3. Пусть случайная величина распределена по закону
Пуассона с параметром Я.. Найти

к  ® \ /

4. Случайные величины |i. Ig. In независимы;
P(lft=i)=l-P(iA = 0)=pft(/i), k=\, 2, ...

Найти если Pi(п) + ...+p„ (я) —
при п —*■ со.

6  в. п. Чистяков
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ЦЕПИ МАРКОВА

§ t. Определение. Основные свойства

Определение цепи Маркова как частного случая об
щей схемы испытаний было дано в гл. 3. Дадим прямое
определение. Последовательностью Т испытаний, явля
ющихся цепью Маркова с N состояниями, будем назы
вать вероятностное пространство (Q, Р), в котором

lt=U2 N, 1 Г,
(1.1)

и вероятности p{lJi 1^), приписываемые элементар
ным событиям © = .. . Ij), задаются формулой

р (;„/i... /г) = ЯиРикРщ. • ■ ■ -2)

qk>0, k = \y S = l
k= i

и элементы матрицы

fPit Pii •" PiN \
p —1 j (13)

\PNi PNi PNnI
удовлетворяют условию

N

Pij>0, = Др,7 = 1, i = \,
(1.4)

Алгебра событий ^ состоит из всех подмножеств Q;
вероятность определяется формулой (1.6.6):

р(Л)= S P(Mi- - . 'r).
(/e't • • i/y) бЛ
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Приведенное здесь определение цепи Маркова является более
узким по сравнению с определением § 1 гл. 3. Здесь числа р//(1.3)
(/, /=1, 2, ,. N), являющиеся вероятностями перехода из со
стояния i в состояние /, не зависят от номера испытания, как
в гл. 3. Такие цепи Маркова называют однородньши. Утвержде
ние теоремы 1.2 верно только для однородных цепей Маркова.

Условие (3.1.6) было проверено в гл. 3 для про
извольной последовательности испытаний. Матрицы
вида (1.3), для которых выполнено (1.4), называются
стохастическими. Цепи Маркова часто используются
для описания различных систем, которые могут нахо
диться в одном из N состояний и в дискретные мо
менты времени меняют состояние. В этом случае номер
испытания t естественно интерпретировать как время,
а символ If — как состояние системы в момент вре
мени t. С цепью Маркова естественно связать после
довательность случайных величин
/ = 0, I, . . Г, являющихся номером состояния, в ко
тором находится система в момент времени t.

Из (1.2) следует, что
Р (1о = ̂ 0» if = ̂ £» • • •» 1г — ^г) — • • • P^T'i't'

Так как

(io — ^01 if • • • > if ~

= {L^i... ... Ij) = Ai^,, . Lfy
TO

(ifl —-^0» if * • • > ^ = =
^L^PLoL, • ' • Pbt-iLiPtflf^^ • * ■

N

^t+V ••••

Из свойства (1.4) следует, что сумма в последшм ра
венстве равна 1. Таким образом,

Р (io = ̂ 0» if = ̂ ft • • •» if = ̂ f) = Pi^Pi^i,' • • -5)
при любых /f, ..., = Ц 2, N и любом i«
=0, 1, 2, Т.
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Докажем основное свойство цепи Маркова, опре
деленной формулами (1.1)—(1.4).

Теорема 1.1. Если 1^—номер состояния цепи
Маркова в момент t, то
P(li+i = /lio = to. if ==4» • •

= P(lm = /|li = 0 (1-6)
и, кроме того,

P(lt-hi = /llt = 0 = P//
при любых t^O, 1, 2, .. ., Г—1 и любых ("о, if, • • •» h-u
i, j=^\,2,

Доказательство. Используя определение
условной вероятности и (1.5), получим

P(io = to. = = ̂  = —
P(io = »o. b = 0

?/oPto/i p ^ (1.7)
fl ioPioit * • * —l'

Правую часть (1.6) запишем в виде
„ -с . I ъ .'ч Р (5f — -p(ii+i-yii«=i)=—pgprij

^Р(1о~*'о. = = ̂  lt+l = i) _

2 9'oP'ou ' • ♦
где суммирование проводится по каждому из индексов
и Ч. • ••» h-i от 1 ДО N. Утверждение теоремы сле
дует из (1.7) и (1-8)- Свойство (1.6) можно интерпре
тировать следующим образом: состояние системы
в момент ^ + 1 при известном состоянии в момент t
не зависит от поведения системы в более далеком
прошлом (в моменты s < О-

Так же, как (1.6), можно доказать следующее
равенство:

РШ+, = Л1»€В., и=0. 1 s-l,|, = i) =
-P(Sn-. = /li.-0. (1-9)



§ i] ОПРЕДЕЛЕНИЕ. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА 166

При любых i, /, S, t, ВцС{1, 2, Л^}. Если дискрет
ные случайные величины 1^, li, . . ., Ij., принимающие
значения 1,2, удовлетворяют (1.6) или (1.9),
то говорят, что величины являются цепью Маркова.

Теорема 1.2. При любом s

P{lt^s = i\h=^i) = ̂ ai=-!\lo = i)-
Доказательство. По формуле (1.5)

N

I  I t •-Pis-VPiis + V
N

Первый множитель в правой части этого равенства
равен P(gj = i). Если во втором множителе перемен
ные индексы ig+i, .. ., if+s-i, по которым проводится
суммирование, обозначить /i, /,_j, то (1.10) можно
переписать так:

N

(1.11)

Второй множитель в правой части (1.11) равен
P(if = /!io = 0- Таким образом, поделив обе части
(1.11) на P(|^ = i), получим утверждение теоремы.

Так как условная вероятность P(l<+, = /lij = i)
не зависит от s, то мы можем положить

Pai^, = /lS, = 0 = -P//(0. (1-12)

Функции Pij{t) в правой части (1.12) называют ве
роятностями перехода.

Рассмотрим несколько примеров.-
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Пример 1. Блуждание частицы по целым точкам
отрезка [О, п], описанное в § 5 гл. 2, является цепью
Маркова, в которой

=  =

=  = г = 1,2. 1;
Ро,ь ~Рп,п~^'* Poyi =0, /=1,2,

(1.13)
/ = 0, 1 п—\. .

Из свойств цепей Маркова сразу следует (2.5.1). Дей
ствительно, по теореме 1.2

P(^t^i- = «!£i = A:-l)=?(|, = rt ||, = fe-l).
пример 2. Пусть

"  2

J_1
3

2
2

2
2}

^1=1, <?а = <7,=0.

Так как переходы из 2-го и 3-го состояний в 1-е не
происходят, то

Р(|, = 1) = Р(Ео = 1, h = \ =

= P(g, = l)PCli = l |lo = l). . .P(l( = I|i(-i-I) = (4y
и вероятность Р(|^=1), рассматриваемая как функ
ция от t, имеет

Ит P(^i = l)=0. (1.14)

Цепь Маркова была определена как конечная после
довательность испытаний. Можно ввести беконечную
последовательность испытаний, связанных в цепь
Маркова. Распространение определения с конечной
последовательности испытаний на бесконечную про
водится так же, как для схемы Бернулди в § 4 гл. 3.
Вероятности событий, которые являются объединением
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конечного числа событий вида = —
вычисляются по формулам для цепи Маркова с конеч
ным числом испытаний. Если в примере 2 определить
цепь Маркова с бесконечным числом испытаний, то
(1.14) является вероятностью остаться в состоянии 1.

Состояние i цепи Маркова называется несуществен
ным, если существуют состояние / и число /„ такие,
что Р^.^(/) = 0 при любом t. В противном
случае состояние называется существенным.

В примере 1 существенными состояниями являются
О и п, а остальные—несущественные. В примере 2
состояние I—несущественнное, а 2 и 3—существен
ные. Можно доказать, что система, описываемая цепью
Маркова, уходит из несущественных состояний с ве
роятностью 1.

Пример 3. Положим

/'-f? i) . 9i=l, ?, = 0.
Если в момент ^ = 0 система находилась в первом
состоянии, то в нечетные моменты времени система
будет находиться в состоянии 2, а в четные—в состоя
нии 1. Таким образом,

(1.15)

Пример 4. Рассмотрим Т-\-\ испытаний Bep*j
нулли; вероятность успеха в испытании с номером
/ = О, 1, 2, . . ., 7*, равна р, О < р < 1. Пусть случай
ная величина It = 1, если общее число успехов в испы
таниях с номерами s = 0, 1, 2, t было нечетным
и It = 2 в противном случае.

Интуитивно равенство

Р  ~ У1 = *ot li = Ч) • • • 1 l#-i = if = О ~
(1.16)

^/=1,2.

очевидно: если в момент t четность числа успехов
известна, то четность в следующий момент опреде
ляется только результатом очередного испытания,
а испытания по условию независимы. Равенство (1.16)
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легко доказать, если воспользоваться тем, что событие
=  = = (1-^7)

однозначно определяет исходы в испытаниях Бернулли
с номерами О, 1, . ..,^ + 1, а событие ==/, lt+i = !)
является конечной суммой событий вида (1.17).
Из (1.16) следует, что является цепью Маркова.
Непосредственно из определения находим

p,i = P(^, = l |lo=l) = P22=P(ii = 2Uo = 2) = l-p = ?.

так как состояние не меняется, если успех не появился.
Аналогично получим

Нетрудно найти вероятности перехода Я//(О* На
пример,

Г-г1
^«(0 = P(E( = lUo=2)= S

§ 2. Уравнение для вероятностей перехода

Вычисление вероятностей событий

(E/, = ̂ ii (2*1)

В виде сумм вероятностей соответствующих элемен
тарных событий затруднительно. Довольно просто
вероятность события (2.1) выражается через вероят
ности перехода Я,/(О- По формуле полной вероят
ности

Р(Ь,-=к lis-k)-

= S Р (I. = ft) Р (I,. = 'i. • • ■. 1|. = 'И 5о = ft ) • (2.2)
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Используя (1.9) и теорему 1.2, получим

• • • Хр I la =:fe, I/, = /i, |fs_i=/^_j) —

Отсюда и из (2.2) найдем
Р (If," , Ifj = l^) =

=  (2.3)

Для вычислений по формуле (2.3) нужно уметь
находить

Теорема 2.1. При любых s,i

PiAl + ')=^PiA^)Pi./{n. >,/ = 1.2 Ы. (2.4)
k=l

Доказательство. Вычислим вероятность
=  по формуле полной вероятности

(2.3.1), положив В^ = (|^ = й):

= S Р (I. = fe 1 i. = >■) р (I,.. = л I. = >, l.^k). (2.5)
I

Из равенства (1.9) и теоремы 1.2 следует
P(i(+, = /lEo = ̂

= P(i/-H. = /|l, = fe ) = P(lf = /|lo = A)-
Отсюда и из равенств (2.5) и (1.12) получаем утверж
дение теоремы. Определим матрицу Я(/) = |Я,-у(^)[1.
В матричной записи (2.4) имеет вид

P{t + s) = P{s)P{t). (2.6)
Так как Р,-,{\) = р1/, то Я(1) = Р, где Р—матрица
(1.3). Из (2.6) следует

Я(0 = (Я{1))' = Р'. (2.7)
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Результаты, полученные в теории матриц, позволяют
по формуле (2.7) вычислять Р/у(0 и исследовать их
поведение при 7—«-оо. Некоторые теоремы о неотри
цательных матрицах приведены в работе Б. А. Севастья
нова [15]; подробное исследование стохастических
матриц и цепей Маркова содержится в книге В. И. Ро
мановского [14].

§ 3. Стационарное распределение.
Теорема о предельных вероятностях

Вектор 9 = (<7i, ^2' • • •.fliv). входящий в определе
ние цепи Маркова, задает распределение в нулевой
момент времени

q^ = P(l^ = k), k=\,2 N.
Распределение в произвольный момент времени / можно
найти, воспользовавшись формулой полной вероятности

ра,=л=2'7Л/(о. (3.1)
к=1

Может оказаться, что Р(|| = j) не зависит от времени.
Назовем стационарным распределением вектор q*=
=(?*» удовлетворяющий условиям

k = \ N\

2й=1. = / = 1.2 N, (3.2)
fe =l

где Pij—элементы матрицы (1.3).
Если в цепи Маркова q = q*, то при любом t

=  fe = l,2.

Это утверждение следует по индукции из (3.1) и (3.2).
RpHBeAeM без доказательства формулировку тео

ремы о предельных вероятностях для одного важного
класса цепей Маркова.

Теорема 3.1. Если при некотором /<,>0 все
элемтты матрицы положительны^ то для любых
i, } = \,2, ..., N при t—*oo

Лу (О = <?; + «;/(О, (3.3)
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где q* = {ql, ....qh)—стационарное распределение
с рк>0, k = l, e,j{t) = 0 (h*), h—некоторая
постоянная, удовлетворяющая неравенствам О < Л < I.

Доказательство этой теоремы, опирающееся на
факты из теории матриц, содержится в книге В. И. Ро
мановского [14]; прямым методом доказывается тео
рема из § 19 книги Б. В. Гнеденко [4]. В приложе
нии 1 приведено доказательство теоремы 3.1.

Так как Р [i^) — то по условию теоремы из
любого состояния можно попасть в любое за время
с  положительной вероятностью. Условия теоремы
исключают цепи, являющиеся в некотором смысле
периодическими (см. пример 3 из § 1).

Если выполнены условия теоремы 3.1, то вероят
ность того, что система находится в некотором со
стоянии /, через большой промежуток времени не
зависит от начального распределения.

Действительно, из (3.3) и (3.1) следует, что при
любом начальном распределении ^7,=Р(1о = 0»
«1, N,

ИтР(|, = /) = 9;. /=1.2, . ..,ЛГ.

Рассмотрим примеры цепей Маркова, для которых
условия теоремы 3.1 не выполнены. Нетрудно про
верить, что такими примерами являются примеры
1,2,3 из § 1. В примере 1 при t—*-оо вероятности
перехода имеют пределы, но эти пределы зависят от

начального состояния. Например, при p = q=^-~
(см. § 5 гл. 2)

\imP^i{t)=>0, 0</<д, fe = 0. J, ....ft,
i-* во

lim Р«(<) = 1-4. Hm ./>»„ (/)-4.
t-*-m '* t ~*-во "

k — 0, 1, .. n.

В примере 3 пределы вероятностей (1.15) при / —►©о,
очевидно, не существуют.
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Найдем стационарное распределение в примере 2.
Нужно найти вектор q* = {ql, ql, ql), удовлетворяю
щий условиям (3.2):

= 1,2,3;

^1+9я "h = I;
"З + 9я "2 + 98 "2 ~ ''з»

«УГ 4" + ̂ 2 у + Аз "2 = ■
Отсюда а; = 0, ql = ql=^\/2. Таким образом, стацио
нарное распределение существует, но не все коорди
наты вектора q* положительны.

В примере 4 условия теоремы 3.1 выполнены уже
при /о=1. Стационарное распределение (А*, Аа) удов
летворяет уравнениям

А1"НАз= 1» AiPii~bAsPa( ~ Ai> Ai/^ia^AaPaa~ Аа»
где Pii = P22 = P> Р12 = Рг1 = Я- Отсюда ql = ql= 1/2 н
по теореме 3.1 Ит (0== 1/2, i, /=1,2.

t~* 09

Во всех разобранных примерах оказалось, что
система однородных уравнений

{Pjj—1)А/~Ь S АаР*/ — i~ Ь 2, —, Л/, (3.4)

относительно неизвестных ql, . . .,Aw имеет ненулевое
решение. Нетрудно проверить, что определитель мат
рицы коэффициентов системы (3.4) равен нулю (если
все столбцы определителя сложить с первым, то в силу
свойства (1.4) получим столбец из нулей).

В § 2 гл. 3 для полиномиальной схемы были вве
дены случайные величины, равные числу исходов дан
ного типа. Введем аналогичные величины для цепей
Маркова. Пусть т^(0, k = \, — число попада
ний системы в состояние ft за время Тогда t„{t)/t —
частота попаданий системы в состояние ft . Используя
формулы (3.3), можно доказать, что частота T^it)/t
при t—»• оо сближается с ql. Для этого нужно полу
чить асимптотические формулы для Мтд(0 и Dtj^(/)
и воспользоваться неравенством Чебышева. Приведем
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ВЫВОД формулы ДЛЯ м (Ту(О Но =(О- Предста
вим Ту(/) Б виде

Ту(/)==т]о-|-т)£+.. .-fti,, (3.5)
где Tj,= l, если 5^ = /. и t), = 0 в противном случае.
Так как

М{Т],|1о = 0 = Я//(5),
ТО, воспользовавшись свойствами математического
ожидания и формулой (3.3), получим

s=0 s=0

Второе слагаемое в правой части этого равенства
в силу теоремы 3.1 является частной суммой сходя
щегося ряда. Положив

Ф

«,7 = Де;у(5).
получим

'П./ (О = 9/ (О + + О (А'). О < Л < 1, (3.6) ,
так как

t »

2 e,/(s) = a,y— 2 e,/(s), |е.у(s)|<К-А'. s=0 s=< + I

Из формулы (3.6), в частности, следует, что

/=1,2 N.

При t—foo. Аналогично можею получить формулу
для М[ту(/)(ту(0—Ullo —t], которая используется
для вычисления дисперсии.

Задачи к главе 9

I. Игральная кость все время перекладывается случайным
образом сводной грани равновероятно на любую из четырех сосед
них граней независимо от предыдущего. К какому пределу стре
мится при t—»• оо вероятиосгь того, что в момент времени t
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КОСТЬ лежит на грани «6», если в момент f=0 ова находилась
в этом же положении (/ = 0, 1, 2, . . .)?

2. Пусть It' /=1. 2, .. .. Г,—независимые одинаково рас
пределенные случайные величины, Р (lt= 1) = Р» Р di = —1)=1—Р»
Являются ли цепью Маркова величины;

а)
б) л» —Sib • • • Sf'.
в) Л«=<Р (St. Sf+i). - „где ф(-1. _1) = 1,ф(-1. 1) = 2, фО. -П-3.ф(!, 1) = 4? Для

цепей Маркова найти матрицы вероятностей перехода за один шаг.
3. Пусть номер с(х:тояния в цепи Маркова в момент вре

мени Р(Ь=1)=1 и матрица вероятностей перехода за единицу
времени равна

/V? V? V? \ I если |f=l,

te v::/
Показать, что последовательность iif является цепью Маркова»
Найти соответствующую ей матрицу вероятностей перехода.

4. По двум урнам разложено N черных и <V белых шаров
так, что каждая урна содержит N шаров. Число черных шаров
в первой урне определяет состояние системы. В каждый момент
времени выбирают случайно по одному шару из урны и выбран
ные шары меняют местами. Найти вероятности^пе^хода и пока
зать, что стационарные вероятности сл—Сл/Сл' /Cajv. k~l,.. .,N.

5*. Пусть в цепи Маркова с состояниями 1 и 2 матрица вероят
ностей перехода имеет вид P = ilpi7!|. где Pii=l—а, Pi2=a.

Р2а=1—Р- Найти вероятности перехода за время t и
стационарные вероятности.

6*. В цепи Маркова, определенной в задаче 5, обозначим
it/) число попаданий в состояние <U и |(/) номер <^тояния
в момент /. Доказать, что М(т(/)}|(0) = i) и D (т(О 15 (0) = 0
можно при t —^ 00 представить в виде

М(т(011(0) = 0 = >^'+5 + о(1).
D(T{OIS(0)=0 = C/+o(0.

Определить постоянные А. В, С. Указание: воспользоваться
представлением (9.3.5), решением задачи 5 и формулой (9.2.3).

7*. Доказать, что для любого е > О

lim Р f < Л = 1,
-  / -* ее \ t I /

где X (/) И И определены в задаче 6.
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ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

§ I. Задачи математической статистики.
Понятие выборки

Пусть требуется измерить некоторую величину а.
Результаты измерений х,(о)), x^io)) л:^(й)) есте
ственно рассматривать как значения случайных вели
чин, Xi, ATj, . х„, полученные в данном опыте с ис
ходом о>. Если измерительный прибор не дает система
тической ошибки, то можно предположить, что
= а. Таким образом, по результатам наблюдений

• • ч нужно определить неизвестный параметр а.
ото типичная задача оценки неизвестных параметров.
Общая ошибка измерения часто складывается из
большого числа ошибок, каждая из которых невелика.
В такой ситуации на оснований центральной предель
ной теоремы становится правдоподобным следующее
предположение (гипотеза): случайные величины Х/,
имеют нормальное распределение. Таким образом, мы
пришли к задаче статистической проверки гипотезы о
законе распределения.

В § 4 гл. ! рассл1атривались две различные моде
ли (модель 1 и модель 2) подбрасывания двух монет.
Вероятность выпадения монет одинаковыми сторона
ми в модели 1 оказалась равной 2/3, а в модели
2  равной 1/2. По результатам подбрасываний двух
монет требуется выбрать одну из двух моделей (или
гипотез).

В перечисленных выше задачах оценка неизвест
ного параметра или выбор гипотезы проводится по
результатам наблюдений или измерений. Математичес
кой моделью п независимых измерений является со
вокупность из п независимых случайных величин.

Назовем случайной выборкой объема п (или просто
выборкой) случайный вектор х^, х,, ..., где х*.
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^ = 1, п,— независимые случайные величины с
одинаковой функцией распределения

p{x^<x) = f (х), А = 1, 2, .. ., rt .
В задачах, связанных с измерением, часто оказы

вается, что F(x) является нормальным распределе
нием. В задаче с подбрасыванием двух монет имеем

p(Xj^'=^l) = Pi, P(JCft = 0)= 1—Pi, /=1.2;
ft = l, 2.

где если в А-м испытании монеты выпали оди
наковыми сторонами; /?i = 2/3, р8=1/2.

Иногда требуется рассматривать выборки с зави
симыми наблюдениями. При оценке доли брака в пар
тии изделий используется схема выбора без возвра
щения (см. § 6 гл. 1). В этом случае наблюдения
оказываются зависимыми.

§ 2. Оценка неизвестных параметров
распределения по выборке

2.1. Точечные оценки. Предположим, что функция
распределения, соответствующая выборке х^,
зависит от неизвестного параметра 0:

P(x:ft<x) = f (.«; 0).
Оценкой 0; параметра 0 называется произвольная
функция 0; = 0;(x,, Таким образом, 0^
является случайной величиной. Естественно потребо
вать, чтобы значения оценки в большинстве опытов
были близки к значению оцениваемого параметра.
Будем называть оценку О;; несмещенной оценкой пара
метра 0, если при любом п

ме;=0. (2.1)
Оценка 0я называется состоятельной, если для любого
е > О при rt —^ оо

Р(|в;-0„1<е)--1. (2.2)
Условиям (2.1) и (2.2) может удовлетворять несколь

ко разных оценок одного и того же параметра. Тогда
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ИЗ них естественно выбрать ту, у которой дисперсия
наименьшая. Для широкого класса распределений
можно указать точную нижнюю грань дисперсий оце
нок одного и того же параметра (см. [iOj, гл. 32,
стр. 521, (32.3.3а)).

Рассмотрим два примера.
Пример 1. Пусть е = а = Мх4. Положим

е:=е: {х„ х„)=;= ,
.  л '

Используя свойства математического ожидания, легко
проверить, что обе оценки являются несмещенными:

= — (Mxi + Mxj + .. . -f Мх„) =~=:а,
M0; = Mxj = a.

Оценка 0*, очевидно, не является состоятельной. Най
дем О0л. Так как х,, х„ независимы, то

2, ,, /г. По неравенству Чебы-

Р(|^-а1>Е)
8^/1

Отсюда следует, что 0;;=х является состоятельной
оценкой параметра 0 = a = Mxft.

Пример 2. Найдем оценку функции распоеделе-
кия /^(а:) = Р(Xft < х), /г = 1 ^ 2, . . ., л, в точке х. Пусть

и) —число элементов выборки, меньших х. Для
каждого элемента выборки х^ может произойти одно
из двух событий: (Х;^<х), (х^^х). Вероятности этих
событии, очевидно, равны

P = (X), l7 = P(Xft>x) = l-/'(x).

Таким образом, всевозможные произведения, состав
ленные из событий указанных двух типов, образуют
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схему Бернулли, в которой ц„(а:)—число наступле
ний события Покажем, что функция

(2.3)

является несмещенной и состоятельной оценкой F {х).
Б схеме Бернулли М|х„ = л/7.

Оедовательно,

WF„ (X) = i M(i„ (JC) = ~ «Р = (*'■
Несмещенность доказана. Состоятельность оценки F„{x)
следует из теоремы 2.4 гл. 6.

2.2. Метод наибольшего правдоподобия для нахож
дения оценок параметров. Метод моментов. Если функ
ция распределения f(x, 6) = Р < л:),^ /г = 1, . . ., п,
имеет плотность р{х, 0), то функцией правдоподобия
называется

l = L (ДГ(, ..., Э) = Р (Хи 0) Р (^!. 0).. ■ Р 0)- (2-4)
Для выборки^ состоящей из дискретных величин х^,
k = \, с распределением

Р(:с, = Х) = Рх(0).

функция правдоподобия определяется равенством
L^L {Xi, X,, .,., х„, 0) = р,. (0) р^. (0)... Рх„(0). (2.5)

При фиксированных Xj, .... Jf„ функцию L.будем
рассматривать как функцию параметра 0. По методу
наибольшего правдоподобия за оценку параметра 0
принимается значение аргумента©, при котором!, имеет
максимальное значение. Метод наибольшего правдо
подобия для широкого класса распределений приво
дит к состоятельным оценкам, распределенным асимп
тотически нормально и имеющим наименьшую диспер
сию по сравнению с другими.оценками того же па
раметра.

Оценки наибольшего правдоподобия удовлетворяют
уравнению

^=0.
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если 6—одномерный параметр. Если 0 = (0i, j. , , 0J,
то оценки параметров 0^, 0^ удовлетворй№систе-
ме уравнении

ainl
I, 2, .. S.

Пример 3. Пусть величины k = \,2,
имеют нормальное распределение. Неизвестными
параметрами являются a = hAx^, 6 = а® = 0л:^. Найдем
их оценки наибольшего правдоподобия. По Фоому-
ле (2.3) ^ ^

k-\

И

In Л = — у (In 2п + In Ь)—^ —а)з.
Отсюда для оценок а* и Ь* получим систему

aJnL I Л, .. ^
k= 1

а In I п , 1 ^ л
дь " 26*"'"21ь')2 2 ^ ^

As 1
N

1  " -Из первого уравнения а*=-^'^х^'=х. Подставляя
k= I

это значение во второе уравнение, найдем

А=1

Оценка а* рассматривалась в примере 1. Можно по
казать (см. задача 17 гл. 5), чтоМ6* = ̂ ^6. Оценка

является несмещенной и состоятельной (см.
задачу 2 этой главы).

Пример 4. Найдем оценку наибольшего правдопо
добия для вероятности/? успеха в схеме Бернуллн. По
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л

формуле (4.4.i6)L=L(Xi, ...,л;„,р)=П Р*а(1—
Xfc = 0, 1, (Xfe==l, если в испытании k был успех, и
Xj^ = 0 в противном случае) и

In L = S (^ft In р 4- (1 —Xk) In (1 - p)).
k=i

■ Отсюда

d\nL_A (Xft l-Xk\_xn n ru
2шЛ \P* l~P*Jdp 2- \p* l~P*j P* l-P* I—P*

и p* = x. Так как для числа успехов {д.„ имеем равен
ство = + , то Р* = ~- Оценка р*
является несмещенной. Состоятельность р* следует из
теоремы 2.4 гл. 6. Из теоремы Муавра—Лапласа сле
дует асимптотическая нормальность р*.

Другим методом, который иногда используется для
оценки параметров, является метод моментов. Пусть
x^f Ха, Хп—случайная выборка. Случайные вели
чины

1
т

k=\

называют выборочными или эмпирическими__ момента
ми. В примере I было показано, что х является
состоятельной оценкой Можно показать, что
является состоятельной оценкой 6,.==M(Xft—АЛх^)'".
Если функция распределения Р(х^<х) зависит от s
неизвестных параметров 9а, .. ., 9^, то 6;.=
= 6^(01, 9^). Неизвестные параметры 0^ можно
выразить в виде функций от теоретических момен
тов 6^. Если в этих функциях заменить б, на то
получим оценки параметров 0i, 02, •••,

2.3. Интервальные оценки. Предположим, что нам
удалось найти две функции 0^=0(х,, . ..,х„) н
8=е9(х^, ..., х„) такие, что 9<0 при всех Xi, ...
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х„ И при любых значениях 0

р (? (-^1 JC„)< 0 < 0 {Xi х„)) = 1 —2а,
т. е. вероятность того, что случайный интервал
(0, 0) накроет неизвестный параметр 0, не зависит от
параметра 0. В этом случае интервал (0, 0) нашвшот
доверительным интервалом для неизвестного параметра
^у соответстеуюи^им доверительной вероятности 1—2а.
В ряде случаев функции 0 и 0, обладающие указан
ными свойствами, можно найти.

Пусть имеется выборка Xj, , д:„, величины
нормально распределены с параметрами {а, а), пара
метр о известен. Найдем доверительный интервал
для а. Случайная величина х — ... ■\-Хп)1п имеет
нормальное распределение и

Мл: = а, Dx = ~.
п

Тогда величина

X—а

о! Y л

распределена нормально с параметрами (О, I), и, сле
довательно, ее распределение не зависит от а. Опре
деляя Но как решение уравнения

£1
е  ̂ dx —а, (2.6)7^5

получим

или

^|<«„)=1-2а

Таким образом, мы нашли доверительный интервал
' - а — , 0 \х + Нд-p^j для параметра а.
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Более естественной является ситуация, когда оба
параметра а и а неизвестны. В этом случае для а
тоже можно найти доверительный интервал. Дадим
сначала определение распределений и Стьюдента.

Пусть I, Ij, I2. .. .. ^4—независимые нормально
распределенные случайные величины с параметрами
(О, 1). Распределение случайной величины

называется распределением х^ —квадрат) с п
степенями свободы. Распределение величины т„ —

= ij ^ называется распределением Стьюдента
с п степенями свободы.

Б книге Н. В. Сш1рноБа, И. В. Дунина-Барков-
ского [16] показано, что

Р (x-ta. п-1 у= <а<Х-Ыа. ^ -«•
(2.8)

где ^a. п-1 определяется условием
Р (I Т/1_11 <С ifn, n-i) ~ 1

имеет распределение Стьюдента с п—I степенью
свободы,

ksi

Сравнивая (2.8) с (2.7), можно заметить, что замена
в (2.7) параметра а® его оценкой s® приводит к замене
нормального распределения распределениемСтьюдента.

Доверительные интервалы для параметра а были
приведены в случае, когда х^ имеют нормальное рас
пределение. При больших п можно найти для пара
метра a = приближенные оценки интервального
типа без предположения нормальности х^. Пусть а® =
= D.Vft.Тогда по центральной предельной теореме рас
пределение величины

Xi-\-Xt-h.4+Xn—na х~а
о//Г О/Уп
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близко к нормальному с параметрама (О, 1), », сле
довательно,

X—а

а/Уп
< Ua^ й; I—2а

или

Р ^x—u^-^<:a<x + Ua'^^^l~2a. (2.9)
На практике в последнем приближенном равенстве
неизвестный параметр о^ заменяют его оценкой s^.
Естественно это приводит к уменьшению точности (2.9).

§ 3. Статистическая проверка гипотез
ЭЛ. Проверка гипотез о законе распределения. Рас

смотрим следующую задачу. По выборке х^, х^, • • •,х„
нужно решить, является ли заданная функция F{x)
функцией распределения случайной величины

.. ., п. Ограничимся случаем, когда F [х) непре
рывна. Разобьем числовую ось на следующие интер
валы:

(—00=Zo, 2j),, {Zi, (2„ 2,^.4 = + OO), (ЗЛ)
где < 22 <... < 2,.j < 2,. Если величины Xf^ имеют
своей функцией распределения F {х), то можно найти
следующие вероятности:

Рг = ̂  {Ч € (2о, ?i)) = F (2i), •
=  = + —/=*(2;),

г=1, 2, ..., г-1,
Pr=^{4^{Zn 2r + i)) = 1—^^(2;.).

Co случайными величинами х^, х^, естественно
связана полиномиальная схема с п испытаниями, в ко
торой результатом й-го испытания является попада
ние значения х^ в какой-либо интервал (3.L). Обозна
чим = -^2» ч) число значений среди

■*'2(®), ...» Ч{^), попавших в (г^, г^+l). Если
наше предположение о законе распределения верно,
го щ должны быть близки к

f^mt = npf, . 1 = 1, 2, ... ., г.
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Общее отклонение всех tUi можно измерять, напри
мер, суммой

г

2lm^—
1~\

Обычно в качестве меры отклонения используют

=  (3-2)

Оказывается (см. [16], гл. 7, § 3), что для любого х
при п-~*-оо

Р{у]п,г<х)-^Р{ги<х). (3.3)
где случайная величина Xr-i имеет распределение х®
с г—1 степенями свободы; г, Pi>0, Рг>^
постоянны. Используя (3.3), можно выбрать такое
«критическое» значение С, что при нашей гипотезе ве
роятность события

(3.4)

очень мала и его можно считать практически невоз
можным. Если же событие (3.4) фактически наблюда
лось. то говорят, что выборка обнаруживает значи
мое отклонение от проверяемой гипотезы. Это указывает
на несовместимость нашей гипотезы с наблюденными
значениями Xj^{(ss) .'^^(«л). Таким образом, правило
проверки или статистический критерий состоит в
том, что гипотеза отвергается, если произошло собы
тие (3.4) и гипотеза не противоречит наблюдениям,
если произошло противоположное событие.

Вероятность события (3.4) а = Р(т1„,г>^) ^
чае, когда гипотеза верна, является вероятностью
отвергнуть правильную гипотезу. Если задать а, то
число С можно, воспользовавшись (3.3), приближен
но определить из уравнения a = P(x?-i>Q- В конце
книги приведены таблицы чисел хка» которых
Р(Хт > Хт.а) = а. Выбор а ззвисит от рассматривае
мой практической задачи. Часто допускают значения
а=0,01, а = 0,05. Если используется критерий (
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а~0,01, то примерно в 1% случаев будет отвергать
ся правильная гипотеза.

3.2. Выбор из двух гипотез. Пусть в случайной
выборке Xi, . . .,х„ величины нормально распре
делены с параметрами (а, а). Параметр о известен,
а относительно а имеется два предположения, или
две гипотезы и согласно которым и

K<«i) соответственно. Одну из гипотез называют основной (например, Н^) или нулевой, а дру
гую—конкурирующей. В § 2 было показано, что не
смещенной и состоятельной оценкой математичес
кого ожидания а является х = {Xi+. . .-\'Х„)/п. Таким
образом, в рассматриваемой задаче естественно выбрать
ту гипотезу, к параметру а которой ближе х. При
любой из гипотез (//(, или Н^) л: имеет нормальное рас
пределение с Dx = ̂ ; Мдг = а зависит от гипотезы. Сле
довательно, распределения х при Я(, и различны.
Вероятности событий, вычисляемые при гипотезах
и Hi, будем обозначать соответственно Ро и Pj.

Выберем некоторое число С, < С < Крите
рий можно сформулировать следующим образом: если
х>С, то принимается Я^, а если х<С, то прини
мается Яд.
_ Если верна гипотеза Яд и произошло событие
X > С, то принимается Hi- Вероятность отвергнуть Я»,
когда она верна, равна

_ Если верна гипотеза Я^ и произошло событие
х<С, то принимается Яд. Вероятность принять Яд,
когда верна Я^, равна

Р = Р,(^<С).
Вероятности а w р называют вероятностями оши

бок 1-го и 2-го рода соответственно. Вероятность при
нять гипотезу Hi, когда она верна, называют мош,-
ностыо критерия. Очевидно, мощность равна 1—р.
Среди критериев с фиксированной вероятностью а
естественно выбирать критерий с большей мощностью.
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Пусть а мдано. Тогда

а = р. (^ > С) = Р, > (С-а.) ■

Так как Vn{x—a^)/a имеет нормальное распределе-
V "вне с параметрами (О, 1), то (С— =

определено уравнением (2.6). Отсюда
С = аоН-«ат^. (3-5)

у п

Тогда ошибка второго рода равна
'x—aj
\а/ У~ п

Отсюда^
(С —fii) ̂  _р = — «э.

Подставляя в это равенство значение С из (3.5), по
лучим

«a + "S=^l^n- (3-6)
Для заданных а и Р равенство (3.6) используется для
нахождения п. Если п менять нельзя, то (3.6) исполь
зуется для выбора ее и р. При заданных сс и п вели
чина р определяется однозначно. Величины аир
выбираются в зависимости от степени нежелатель
ности связанных с ними ошибочных решений. Иногда
«степень нежелательности» можно вырарть довольно
точно. Пусть, например, при некоторой упрощенной
проверке бракованное изделие может быть пропущено
с вероятностью а и хорошее изделие принято за бра
кованное с вероятностью р. Если бракованное изде
лие продано, то за, его гарантийный ремонт нужно
платить Р рублей. Если хорошее изделие забракова
но, то теряется его стоимость Q рублей. Пусть в про
веряемой партии из А/ изделий примерно М брако
ванных. Тогда средние потери при контроле этой
партии равны

(Л1а)-Р + (ЛГ—Al)pQ. (3.7)
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Для выбора аир нужно найти минимум (3.7) при
наличии связи (3.6).

Перейдем теперь к задаче выбора модели опыта,
состоящего в подбрасывании двух монет. Обозначим

число выпадений двух монет одинаковой стороной
в п опытах. Вместо моделей I и 2 мы будем теперь
говорить о гипотезах и Яо. Рассмотрим величину
р„/п. Так как р„/и имеет при гипотезе Hi, ( = 0,1,
биномиальное распределение, то '

м!^ = С(. =
Л  п п *

где

f

Если fi„/rt>C, то будем принимать Я^, а в про
тивном случае Я^. Если биномиальное распределение
заменить аппроксимирующим его нормальным, то для
вычисления С сохранится формула (3.5) с а = а
а вместо (3.6) получим

<jQ«a + ffiKp = (а^—ae)Kft. (3.9)
При а=р = 0,05 имеем Ца= up = 1,65. Подставляя эти
значения и (3.8) в (3.9), получим

.  ".«в)' Л'®=(т+-¥)У" > ) « 79,2,

И, следовательно, можно положить л =80. По форму-

с = 0.5+1,65 «0,61.

Таким образом, гипотеза Я^ принимается, если р„/л >
>0,61, в противном случае принимается Я^.
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Задачи к главе 10

1. Используя таблицу случайных чисел, получить реалиэа-
1ЩЮ случайной выборки Xi, х^, ...,х„, где равномерно распре
делены на отрезке [0,1]. Вычислить

k =1

Сравнить с f^xii и Dxf,. Значения хц взять с точностью до 10"*,
л =100.

2*. Пусть Ai, *г, .... А„—произвольная случайная выборка с
М*л = о, DAft = o®, о)*<оо. Показать (см. задачу 14 к
гл. 5),- что

fe =i

является несмещенной оценкой о®. Доказать, что эта оценка явля
ется состоятельной. Указание: воспользовавшись равенством

А=1

где yk='Xk—a.y = (!fi+ — -^yt)/n. доказать, что

D((a').) = i+0(1).
б > О—некоторая постоянная.

3. Пусть Xi, Xi, .... случайная выборка, в которой х*
равномерно распределена на отрезке \а, ij. Являются ли оценки

e*==min {xi, .. .. *„}, 6* = max {xt, .... *„}
аесмещепными оценками а и 6 соответственно? У казание:
воспользоваться решением задачи 18 гл. 4.

4. Пусть Xi, Xi, ..., Ал—случайная выборка, в которой плот
ность распределения хд равна при х^а. Является ли оценка
а*=——-}-min (Хг, иесмощепной и состоятельной
оценкой а? ^ ^

5. Используя метод наибольшего правдоподобия, найти по
выборке XI, хя х„. где Р(хд=т)=^е-\ оценку парамет
ра >1.. Будет ли эта оценка несмещенной и состоятельной?

6. Переменныехя у связаны линейной зависимостьюу = а-\-^х.
Для определения неизвестных параметров аир при. заданных
значениях х/ измерены значения

ir/ = a-f рх,- + б;, <=1, л.
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рде ошибки измерения б/ независимы, нормально распределены,
Мб/ = 0. Об/ = а®. Функция правдоподобия

.Л.
f-iyi, •••. Уп> *1. •••. Хп. а, Р, CT2)=r(2n(j2) ® в ' ,

л

где Q = —сб —Р*/)'- Минимизируя Q, найти оценки наи-
1=1

большего правдоподобия параметров а.'Р, в предположении,
л

что 2*/ = 0. (Если условие VAr/=0 ве выполнено, то можно
^=1

перейти к новым переменным x{=Xi~i 2*^ )/^'^



ГЛАВА И

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

§ 1. Понятие о случайных процесса*

Случайные процессы являются моделями многих
реальных процессов. Два примера таких реальных про
цессов (работа телефонной станции и броуновское дви
жение) обсуждались в § 2 гл. 1.

Случайным процессом называется семейство случай
ных величин lt = lt {^)» заданных на вероятностном
пространстве (Q, Р). Параметр t обычно интерпре
тируется как время. Если / ^(0, 1, 2, . . .), то говорят,
что 1^—процесс с дискретным временем; если же
^€[0. Л то It—процесс с непрерывным временем.Действительную функцию (coq) при фиксирован
ном (1)о называют реализацией или траекторией случай
ного процесса. Если фиксировать ^ = ̂ о»
является обычной случайной величиной. Функции
распределения

задают распределение значений процесса в каждый
момент времени. Зная только ft(x) при всех i, мы
еще ничего не можем сказать о зависимости значений
процесса в какие-либо фиксированные моменты вре
мени. Таким образом, естественно задать всевозмож
ные совместные распределения

(-^1) •••» •••» ^'п
(1.1)

где ••• <^«- « = 1-2, . . . В гл. 4 мы
показали, что можно построить вероятностное про
странство и определить на нем случайную величину
с заданной функцией распределения. Аналогичная за
дача построения подходящего вероятностного простран
ства для семейства случайные величин |( с заданными
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распределениями (1.1) является значительно более слож
ной задачей и выходит за рамки настоящей книги
(см. А. Н. Колмогоров [8]). Частный случай этой
задачи был разобран в § 4 гл. 3.

В следующих параграфах мы опишем несколько
типов случайных процессов и вычислим для них вероят
ности отдельных событий. Тип процесса будет опреде
ляться свойствами, которыми должны обладать величи
ны Построения подходящих вероятностных про
странств, на которых можно определить с заданны
ми свойствами, приведены не будут.

§ 2. Пуассоновский процесс

Случайный процесс с непрерывным временем
называется процессом с независимыми приращениями
если при любых < /, < ... оо),
« —1, 2, случайные величины

I/.. ...»
независимы. Пуассоновским процессом называется про-
цесс удовлетворяющий следующим условиям:

If—процесс с независимыми приращениями.2. При любых S приращения
1'*+^ bft+» одинаково распределены (однородноспш по
времени).

3°. ^о(®)==0, соей.
4°. При /г—^0

Р (1й = 0) = I _U-f-o(ft), Р > 2) =0 (й),
Р (1л — О — + о (Л), О <; Л < оо.

Пуассоновский процесс можно задать на вероят
ностном пространстве (й, Р), где множество Й сов
падает с множеством ступенчатых функций, у которых
имеются только единичные скачки, а моменты време
ни, соответствующие скачкам, не имеют точек накоп-
чения.

Теорема 2.1. Если gj —пуассоновский процесс^ то
P(5, = A)=i^e-« А-0. 1, 2,
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Доказательство. Пусть ф^(х) = ААл: '—произ
водящая функция По свойству 1® величины ^/+й—|f,

независимы. Следовательно,

=  tAx(h+k-^t)+h = (p^ (;с)
Так как по свойству 2° величины It+h—lt " Ia-—1о = 1а
одинаково распределены, то

и при h—»-0 согласно 4®
+ о (ft), lx|^l.

Таким образом,
(х) = ф, (х) (1 — ̂ ft+x?^ft + о (ft)).

Отсюда
{А _ JJ (х) + 0 (1).

h

Переходя к. пределу при фиксированном х и ft —>0,
получим

dtpf (*)
dt

—Х.(х—1)ф^ (х).

Решение этого уравнения с начальным условием
Ф^(;с) = 1 определяется формулой

ф, (X) = е" Ч = е-"х».k\
А=0

Полученная производящая функция является произво
дящей функцией распределения Пуассона. Теорема
доказана.

Используя доказанную теорему, можно найти сов
местные распределения ... , при любых t^<...<(„•
Очевидно, что

(l(l — 1'* — ^2) * • • t ~ ̂ я) ^
= (|/j=?fti, i/, = ft j,

(2.1:
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где ^k„. Отсюда, учитывая независимость
и однородность приращений, получим

h\ ^ ^
... (2.2)

{й„ f^n-l)

Два свойства пуассоновского процесса сформули
рованы в задачах 4 и 5.

§ 3. Винеровский процесс

В § 2 был рассмотрен процесс, в котором изменения
происходят скачками. Здесь мы определим процесс,
имеющий непрерывные траектории. Винеровским про
цессом называется случайный процесс %, удовлетворяющий
условиям:

1®. If—процесс с независимыми приращениями.
2®. При любых S приращения

l/,+s—l/i+i одинаково распределены.
3®. io N = 0» ®
4®. При h->-О

М|^ = а/1+о(А), =
—оо<а<оо, 0<&<оо.

Теорема 3.1. Если —винеровский процесс, то
X  (u-at)*

t  С " zbt

Доказательство. Положим (s) Здесь
аргумент характеристической функции обозначен бук
вой S. Пусть S фиксировано. Так же, как в доказа
тельстве теоремы 2.1, найдем

/ил (S) = ft (S) Me" - f, is) Me'%.
7  B. П. Чистяков
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По формуле (7.2.11)

Ме"*"»! +isM|s-4MU+0(lsl»M15»l'')-
Л

Отсюда и из свойства 4° следует

»1 + /s {ah) — ̂  С^)-
Таким образом,

ft+h (s) - (1 + (aft) —^+0 (ft)) /( (s)

h (s) + o{I).

Переходя в этом равенстве к пределу при ft —* О, по
лучим

)м.).
Отсюда, учитывая начальное условие fо (s) — 1, найдем

Полученная характеристическая функция величины
соответствует нормальному распределению с пара

метрами {atyVbi). Теорема доказана.
Найдем совместное распределение Сов

местное распределение приращений % =
ft =l, 2 га , (|/,=«0) легко выписывается. Тогда,
используя равенства

=  If,'=i1i + Tu = + -f n«.

получим

P (^'i ^-^З» • • • >
=  + Tll+..-+Tl«<JCn)=*

= Г .. TT 1 3b»r,-/r dUi_. .. du„,
J ^ J
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где

6=-{(Ui, . .мИ«): Ui-\-u^<x^, ...
. , + + . . . -f <Лд}.

§ 4. Ветвящийся процесс

Ветвящийся процесс—это процесс размножения и
превращения частиц, в котором частицы развиваются
независимо друг от друга. Дадим определение ветвя
щегося процесса с дискретным временем. Пусть

ft , ...[ i = 0, 1,2

— независимые одинаково распределенные целочислен
ные случайные величины с общей производящей функ
цией

Ф (х)= 2
теО

Величина будет интерпретироваться как число
непосредственных потомков частицы с номером
существовавшей в момент t. Случайный процесс
определяемый равенствами

_ , / (О +12 (О + ... + Ц (0. если р,>0,
1  О , если Р(=0,

называется ветвящимся.
При исследовании ветвящихся процессов часто

используются производящие функции. Положим

Ф( {x)=h\x^K
Отметим, что

Фо(х) = л, Ф1(х) = ф(л:).

Так как является суммой случайного числа не
зависимых слагаемых, то, положив в теореме 1.4 гл. 7,

Пу (Jf) = (-^)» 9v (л) = Ф( (х), (pg, (X) = ф (х),
получим

Фt^i{x)^Ф,{<p{x)). (4.1)
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Это функциональное уравнение позволяет найти про
изводящую функцию (х) при любом t. Полагая
^ = I, 2, ... в (4.1), получим

Фг (^) = Ф (Ф (Л^))» Фз W = Ф (ф (ф (^))). ■ • •

Очевидно, что Oj(x) является t-Pi итерацией функции
Ф(х): Ф<(*) = Ф(Ф Ф(^) .. .)•

Найдем = Продифференцируем (4.1) по х:
+i (х) _

dx d<f dx '

Отсюда, полагая х=1 и а —^i = <p'(l), получим
At+i'=Afa и, следовательно, ^4< = а'. Поведение Af
при / —+ 00 качественно различается в следующих
трех случаях: а<1, а—1, а>1. При а<1 среднее
число частиц Af стремится к О при i—*co, Л^ = 1
при а=1 и —»-оо в случае л>1. Ветвящиеся про
цессы с а<1, а = 1 иа>1 называют соответственно
докритическими, критическими (если ц>{х)Фх) и над
критическими. Асимптотические свойства ветвящихся
процессов в этих трех случаях существенно различны.

Исследуем условия вырождения процесса. Обоз
начим С событие, состоящее в том, что ^4 = 0 при
некотором t. Очевидно, что

(|i( = 0)c(ji,^., = 0), / = 1,2, . .. (4.2)
00

Событие С можно представить в виде С= U (1а^ = 0)-
Согласно (1.5.9)

Х = Р(С)= Ит Р(и.( = 0).

Если X = 1, то процесс называется выроокдающимся.
Докритические процессы (а < 1) являются вырождаю
щимися, так как при t—»• оо

1 - Р (и., = 0) = Р (|Х, > 0) = Р ((1, > 4) < 2Miij = 2а' —0.
Покажем, что вероятность Я удовлетворяет уравнению

(р(х) = х. (4.3)
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Так как Ф^(д:) является /-й итерацией ф(;с), то наряду
с (4.1) имеет место равенство

^f+i И = ф(Ф« (л;)). (4.4)

Очевидно, что (0) = Р {|а^ = 0). Полагая а; = 0 в (4.4),
получим

Р (И*+1 = 0) = Ф (Р (P-i = 0))- (4.5)

Отсюда при t—^oo найдем

Х = ф(Х). (4.6)

Таким образом, X является корнем уравнения (4.3).
В тех случаях, когда (4.3) имеет единственный корень

a=p^(f)</ У

Рис. 8.

/ д?

la отрезке [О, 1], этот корень совпадает с X. Пусть
[{х)Фх. При х€[0, 1] имеем ф'(д:)>0, ф''(х)>0.
следовательно, ф(л:) на отрезке [0, 1] возрастает и
)бращена выпуклостью книзу. Параметр а = ф'(1)
шределяет угловой коэффициент касательной к гра-
)ику у = ф(лг) в точке х=\. Следовательно, при а—I
рафик г/ = ф(х) касается у = х в точке х=\; при
E<i касательная к |/ = ф(х) проходит выше у = х
рис. 8). Таким образом, при уравнение (4.3)
[меет на отрезке [О, I] единственный корень х=\, и,
ледовательно, ветвящийся процесс вырождается, если
< 1.
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При а>1 касательная к графику у = '^{х) про
ходит ниже у — х (рис. 9) и уравнение (4.3) имеет на
отрезке [О, 1] два корня Xj, Xg (0<х^<Х2=1).
Покажем, что Х. = х^. Для этого достаточно показать,

что P(Pf = OXXf при лю-
бом i. Проведем доказатель-
ство по индукции. При i = I

Р (Ц( = 0) = Ро < Ро + РЛ +
+ Р2Х|+...=ф(Х,)=Х„

Рнс. 9.

так как Xj—корень урав
нения (4.3). Предположим,
что Р(.и^ = ОХх^. Тогда,
воспользовавшись (4.5), по
лучим
Р(Р1+1 = 0) = Ф(Р(Р1 = 0))<

^ф(Х1) = Х,
Таким образом, при любом t

P{P( = 0)<Xi.
Переходя к пределу в этом неравенстве, получил
Жх^. Отсюда следует, что X = Xi, так как  к"и х,~
корни уравнения (4.3) и Xf—наименьший корень.

Таким образом, в случае надкритических процес
сов к — Р{С)<\ и, следовательно, надкритически(
процессы не являются вырождающимися.

Для вырождающихся процессов можно ввести слу
чайную величину т—время до вырождения процесса
Функция распределения т есть

P(T<0 = P([Xi = 0).
Найдем асимптотическую формулу при t~*-oo

Q(0 = P(x>0 = l-P(H( = 0)-
Уравнение (4.5) для Q{t) запишется в виде

(3(/+1) = 1-Ф(1-^(0)-

дл:

(4.7

Рассмотрим сначала докритический случай. Дл
докритических процессов а = ф' (1) < 1. Предположи
еще, что конечен второй факториальный момент

Ь = Мр1(р»-1) = ф"(1). (4-1
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Используя формулу Тейлора, запишем (4.7) в виде

-^9-(1-9Q(/)), О<0<1.
Отсюда

Q(/4-l) = aQ(/)— (4.9)
где

Ь^ = <р''(1—0Q(O), О<0<1. (4.10)

^=^.^
Перемножив эти равенства от s = t^ до s = ̂ —1
(0</в<^—1)» получим

<г(о=ад
где

/-1

Так как

А:,=<г(<.)Д(1-^<г(5)). (4.u)
е(8)=р(ц,>1)<2Мц, = 2а', 0<а<1, (4.12)
н bs—»-b при S—юо, то при» достаточно большом
сомножители в (4.11) положительны. Из неравенства
(4.12) следует сходимость ряда

се

Е Щ (l-^Q(s)) = In/C 0</С<оо,
S —

и оценка
№

Е in(i-^o(»))=o(e'). /—00.
Отсюда при t—юо

7Ct = 7C(l+0(a')).
Таким образом, если О < а < I и конечен момент (4.8),
то при t —юо

Q(0 = W(l+0(flO).
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Рассмотрим критический процесс. В этом случае
0 = 1, Ь>0 и уравнение (4.9) запишется в виде

Q(( + i) = Q(0-T
где bt—*-b при t—*oo. Отсюда

—оо. (4.14)

Равенство (4.13) запишем в виде

<3 (1 +1) = (? (О—IQ (О Q с + 1) + е(0. (4.15)
где

е(1) = 40(0<2(' + 1)—у<ЗМО.
Используя (4.14), при t—» оо получим

8(0 Q(0 ^0^ (4J6J
Q(0g(/ + 1) 2 2 Q(f+1)

Отсюда и из (4.15) вытекает, что

где 6(s)—+-0 при S--4-00.
Суммируя последнее равенство от s = l до5 = / — 1,

при /—»оо получим

0^=1 +T + S ^(®) =
Ss|

Таким образом, для критических ветвящихся процессов
с конечным моментом (4.8) при t —»• оо имеем

Q (О =-^(1+»(!))■
Мы рассматривали ветвящийся процесс, начинаю

щийся с одной частицы. Общее число частиц fx^ в про
цессе, начавшемся с п частиц, можно представить
в виде

+ pi®' + ■ • . + Р<"'. Ре = «»
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где случайные величины А =. 1, ..., п, независимы
и имеют такое же распределение, как рассмотренная
выше величина р, с ро= I- Величину можно интер
претировать как число потомков fe -й начальной частицы
в момент t. Нетрудно найти Мр^:

Мр( = + ... = nMpJ^' -= mi',
где

а = Мр(»=.ф'(1).
Событие (р (/) > 0) можно представить в виде

и (р'/'>0)«. П
ft ol k^l

Отсюда, учитывая независимость величин pi*\
k~\, . . п, находим

Р (ц, > 0) = 1 -Д Р (nf> = 0) = 1 - (1 - (? (0)».
где

Q(0 = PW">0).
Таким образом, зная поведение р^ с Рд —1, нетрудно
исследовать р, с Ро=«л.

Мы рассмотрели некоторые свойства наиболее про
стого ветвящегося процесса. Систематическое изложе
ние теории ветвящихся процессов дается в книге
Б. А. Севастьянова [15].

Задачи к главе II

1. Найти где —пуассоновский процесс.
Указание: воспользоваться независкмостыо я однород

ностью приращений.
2. Обозначим А=1, 2, ..., время между (fe—1)-м и А-м

скачками пуассоновского процесса Найти функцию распреде
ления т (времени до первого скачка).

Указание: (Ti > =0).
3. Доказать, что

P(Ti > 1 + s|ti > s) = P(tx > /),
где Ti определена в задаче 2.

4*. Найтн совместное распредеутение величин ti, Tg, опреде
ленных в задаче 2. Доказать независимость Тх, Xg.
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Указание: (Ti >/ь т,4-Т| > = = 6^"0) +

5*. Пусть V, T|j, tie, ...—независимые случайные величины;
=  Tif равномерно распределена на отрезке

10, Г]. Обозначим %t чнсло величин ii/, удовлетворяющих нера
венству r]i<i, /=1, 2, V, €сли\>0и|< = 0 при v = 0.
Найти вероятность

Р(5(,'=*1. £fj=Aa—^в)-
Сравнить с (11.2.2).

6. Найти гда It—виверсжский процесс, а=0. (См,
указание к задаче 1).

7. Пусть р<—ветвящийся процесс с f (ж) = АА*'*» = рх®-(-1 — р.
Найти

Я,г= lim P(pt = 0).
I  w

8. В задаче 7 при р=\/2 найти Bf = Mpt(pt —1) и Ор<.
Указание: используя (11.4.4), получить уравнение для Bf.
9. Случайный процесс |t с непрерывным временем называется

цепью Маркова, если множество значений |i конечно и выпол
няется условие вида (9.1.9). Пусть в цепи Маркова с двумя
состояниями (1 и 2) прн h—»-0

Р (^л = 2 11о = 1) = ̂ 'ibC') =аЛ-Ьо (А).
Р(5а=1 |£о = 2) = Я,1(А) = рЛ+о(А).

Найти Py(0 = P(li = /||fl = 0. i. 2.
Указание: составить для Я,у (О систему дифференциаль

ных уравнений.
10*. Пусть Xit(t), ft =l, 2, —суммарная длительность пребы

вания в состоянии k за время / в цепи Маркова, определенной
в задаче 9. Составить дифференциальное уравнение для

/ft (Л S) = W {е'' 1 |о = А).
Указание: воспользоваться формулой полного математи

ческого ожидания.
11*. Движение точки по прямой управляется цепью Маркова,

определенной в задаче 9. Если в цепи Маркова состояние I, то
течка движется вправо со скоростью С}, а если состояние 2—то
влево со скоростью uj. Пусть ii(?)—координата точки в момент t.
Найти

М ft (/. X) = М (Т) (О I т! (0)=х, I (0) = k),
2.

Указание: составить дифференциальное уравнение для
AJft(/, х); использовать равенство Л4л(/, x)=x4-Afft(/, 0).
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12*. Решить задачу 11, используя следующее равенство:
Tl(0 = t'iT, (О—fiTt (/)+*. где Т|(0 определены в задаче 10.

13*. Движение точки по прямой управляется цепью Маркова,
определенной в задаче 9. Если в цепи Маркова состояние 1, то
точка движется вправо со скоростью t', а в состоянии 2 точка
движется влево с постоянным ускорением а. Пусть т)(/) —коор
дината точки в момент t. Обладает ли процесс ti(0 свойством
вида (9.1.9)? Составить интегральное уравнение для

Л(а(/, *) = M(t](/)|tj(0)=x, £((9 = А), fc=l. 2,
Найти Mk{t, *)■

Указание: M/iit, x)=x+Mit{t, 0); использовать преоб
разование Лапласа.



ПРИЛОЖЕНИЯ

1. Доказательство теоремы
о предельных вероятностях в цепи Маркова

Приведем доказательство теоремы 3.1 гл. 9 без использова-
вня теории матриц. Докажем сначала две леммы.

Положим
ttj (/) = min Рц (0. (0 = шах Pji (t).

Лемма 1. При любых I существуют пределы
11ш — limVx(0 = Qi

И

4i<Qi-
Доказательство. Используя уравиение (9.2.4) с s=l,

получим
N  N

N  N

V/(/+l)=max 2 P/ft''A/(0<niax 2 Р11У
i  fcTi ' fte 1

Таким образом, последовательности vj{t) и Vj{t) монотонны и
ограничены. Отсюда следует утверждение леммы 1.

Лемма 2. Если выполнены условия теоремы 9.3.1, то суи^ст'
еуют постоянные С, б (С > О, О < 6 < 1) такие, что

Vfinto) — vj{nts)<C6'', п=1, 2, ...
Доказательство. Для любых i, /

N  N

0= 2 '■/«W- 2 Рд('о)=2*'^»<'■./)+2"'^'
к^1 k к

гдеДй(/, j)=Piki(o)~P/k{to), 2* означает суммирование по
всем к, при которых /) положительны, а 2"—суммиро
вание по остальным к. Отсюда

/)=-2"Дил /). о
к  к
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Так как в условиях теоремы 9.3.1 вероятассти перехода Р{, > О
при всех 1, /, то при любых t, /

N

2* д* (». /) = 2"^ <V -/'/ft (^о)) < 2 (^о) =» (2) ft ft ftsi

И В силу конечности числа состояний

fl = max2'^ </'<ft('o)—/'/ft(^o)) < Ь (3) i,! k

Оценим теперь разность Vj{nt^~vj[nt^. Используя уравнение
(9.2.4) с s = tQ, i=nt^, получим

Vi((« +1) 'о)—f И(п +1) 'о) = max [Рц ((п +1) /о)—Pji ((ft +1) ^о)] =.
N

= max 2 {Pik{i<^—Pjk(i^\
ft=i

N

= max 2 ^ft(''
/ fte I

< max 12"^ Aft i) Vi (n'o) + 2" ̂ft .
Отсюда, используя (1), (2) и (3), найдем

V/((ft+l)/o)-t'n(n+l)/o)^
<inax|(Vi (n^o) —f/('^'o))2^ /^1 =

= A(V|(ftifl)—
Отсюда и из неравенства (3) следует утверждение леммы.

Перейдем к доказательству теоремы. Так как последователь
ности У/(О, V/(0 монотонны, то

0<y,(O<'7T<Q/<l'nO- (4)
Отсюда и из леммы 2 находим

0<Qi-gi^Oi (nl^-vi (ft/o)<Сб«.
Следовательно, при п—► оо получим Qi=gi=^4i в

|P//(0-g/i<Vy(0-o/(0<

'О ~ 'О ^ '' •
Положительность q* следует из неравенств (4). Переходя к пре
делу при i—► 00 и s=l в уравнений (9.2.4), получим, что q'l
удовлетворяют уравнению (9,3.2). Таким образом, теорема доказана.
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§ 2. Двумерное нормальное распределение
в § 4 гл. 4 было дано определение л-мерного нормального

распределения (см. (4.4.14)). Рассмотрим более детально случай
п = 2. В формуле (4.4.14) положим п = 2,

(i-p»)ai0s' 'P' ''
Тогда

e« «it
a»l fit

I

(l_p2)O?0|

Формула (4.4.14) в случае двумерного нормального распределе
ния аапвшется в виде

где

Найдем одномерные плотности распределения. По формула
(4.3.9)

Г  I —г <? ('1. '•) ^j 2ла.а./Т:Гр'
— О»

Отсюда, воспользовавшись заменой v=——и формулой
Of

волучян
(Д|-0»)* ®

-  fx) ! g «»! f < е.



приложения 207

Полагая г=^о—р-'-— j У J —р» , найдем
(xt-a,)* • ,

I  " J Г -4-.
' со

И, следовательно,

I  20?

Из этой формулы получим замеяой at, ai на Og, а, формулу
плотности распределения ia. Таким образом, одномерные распре
деления величин |{, ia являются нормальными с параметрами
{<^1у ''i). (^8. ''г) соответственно. Следовательно,

M|i = a,-, 0^1 = ст|, М^8 = аа, Dgg = o|.
Полагая в формуле (5.1.7)

п = 2, gixi, x^ — (xi—a^)ixi—ai),
получим
cov(|i, Ь) = М(|1—aiXia—fl8) =

mm t

■=2„a,a./I^ ] J to -".)
Отсюда заменой переменных

Xi—Qt _ Ла—Oj
^  Oi У 1 —p8 ' ® 08 K"l—Р»

получим

П—D*io,0, г p -4-(fl-2Ptf«f»+i'Dcov(gi, b) = ̂ -— у J У1У»е dyidyt^
dO — 00

.0-p"))qig8 f
i^T J

(tfi-p#»)'
(l-D*)

dwi \>dy..
yw

Интеграл в круглых скобках можно рассматривать как математи
ческое ожидание нормально распределенной случайной величины с
параметрами (ppt, 1). Следовательно, этот интеграл равен рра и

«  ft
cov(li. 5g) = (l—Р®) f g ® dyt.

J
— flO
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Последний интеграл является дисперсией нормально распреде-
ленной случайной величины с параметрами (О, 1/ К I—Р' )• Сле
довательно, этот интеграл равен 1/(1—р®) и cov(|i,
Отсюда для коэффициента корреляции получим

„  -^cov(gi. Sa)_Ни г. уг
Таким образом, все параметры, входящие в (1), (2), являются
моментами случайных величин Ij, |з.

В § 4 гл. б было показано, что для независимых случайных
величин |,~®- случайных величин, совместное распре
деление которых нормально, верно и обратное утверждение. Дей
ствительно, если р = 0, то плотность распределения (1) представ
ляется в виде произведения одномерных плотностей.

Приведем без доказательства следующее утверждение: если
(li. la) распределены нормально, то совместное распределение слу
чайных величин

la ~ Cjiix -f- Cgsla*
где Cs=l|c/yj|—невырожденная матрица, также нормально.

Используя свойства математических ожиданий, нетрудно найти
параметры нормального распределения величин (Tii, Tjg). Дейст
вительно,

Мт)х = СцОх -J- С]|П2, Мт| J = Caifli Ч-^аа^а»
Dt)j = CiiOi -1- Ciaof 4* SciiCigpoiOj,
Drja = 021^1 ~Ь CaaOa 4" 2c2iCjap<Ji(Ta,

cov (tJi, T|8)*Cii<^8x''i4"<'aat^j8<J2 4-(CiiCge4"t^aiCia) P®i<^a'
Если случайные величины ii, Sg независимы, и матрица
С ортогональна, то величины r)i, т)^ независимы, так как р=0,

cfi 4" Cjl = Сах 4" <^al = I» ^^li^ai 4" — О
и, следовательно, cov (tii, т|а)==0.



СЛУЧАЙНЫЕ ЧИСЛА

Приведенные в таблице цифры можно рассматривать как реа
лизации независимых и одинаково распределенных случайных
величин, принимающих значения О, 1, 9 с одной и той же
вероятностью, равной 0,1.

Таблица 1
10 09 73 25 33 76 52 01 35 86 34 67 35 48 76
37 54 20 48 05 64 89 47 42 96 24 80 52 40 37
08 42 26 89 53 19 64 50 93 03 23 20 90 25 60
99 01 90 25 29 09 37 67 07 15 38 31 13 И 65
12 80 79 99 70 80 15 73 61 47 64 03 23 66 53

80 95 90 91 17 39 29 27 49 45 66 06 57 47 17
20 63 61 04 02 00 82 29 16 65 31 06 01 08 05
15 95 33 47 64 35 08 03 36 06 85 26 97 76 02
88 67 67 43 97 04 43 62 76 59 63 57 33 21 35
98 95 И 68 77 12 17 17 68 33 73 79 64 57 53

34 07 27 68 50 36 69 73 61 70 65 81 33 98 85
45 57 18 24 06 35 30 34 26 14 86 79 90 74 39
02 05 16 56 92 68 66 57 48 18 73 05 38 52 47
05 32 54 70 48 90 55 35 75 48 28 46 82 87 09
03 52 96 47 78 35 80 83 42 82 60 93 52 03 44

II 19 92 91 70 98 52 01 77 67 14 90 56 86 07
23 40 30 97 32 11 80 50 54 31 39 80 82 77 32
18 62 38 85 79 83 45 29 96 34 06 28 89 80 83
83 49 12 56 24 88 68 54 02 00 86 50 75 84 01
35 27 38 84 35 99 59 46 73 48 87 51 76 49 69

22 10 94 05 58 60 97 09 34 33 50 50 07 39 98
50 72 56 82 48 29 40 52 42 01 52 77 56 78 51
13 74 67 00 78 18 47 54 06 10 68 71 17 78 17
36 76 66 79 51 90 36 47 64 93 29 60 91 10 62
91 82 60 89 28 93 78 56 13 68 23 47 83 41 13

65 48 И 76 74 17 46 85 09 50 58 04 77 69 74
80 12 43 56 35 17 72 70 80 15 45 31 82 23 74
74 35 09 98 17 77 40 27 72 14 43 23 60 02 10
69 91 62 68 03 66 25 22 91 48 36 93 68 72 03
09 89 32 05 05 14 22 56 85 14 46 42 75 67 88

73 03 95 71 86 40 21 81 65 44 91 49 91 45 23
21 11 57 82 53 14 38 55 37 63 80 33 69 45 98
45 52 16 42 37 96 28 60 26 55 44 10 48 19 49
76 62 И 39 90 94 40 05 64 18 12 55 07 37 42
96 29 77 88 22 54 38 21 45 98 63 60 64 93 29

68 47 92 76 86 46 16 28 35 54 94 75 08 99 23
2G 94 03 68 58 70 29 73 41 35 53 14 03 33 40
85 15 74 79 54 32 97 92 65 75 57 60 04 08 81
11 10 00 20 40 12 86 07 46 97 96 64 48 94 39
16 50 53 44 84 40 21 95 25 63 43 65 17 70 82
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37 08 92 00 48 61 19 69 04 46
42 05 08 23 41 15 47 44 52 66

22 22 20 64 13 94 55 72 85 73
28 70 72 58 15 42 48 11 62 13

07 20 73 17 90 23 52 37 83 17

51 92 43 37 29 65 39 45 95 93

59 36 78 38 48 82 39 61 01 18

54 62 24 44 31 91 19 04 25 92

16 86 84 87 67 03 07 П 20 59

68 93 59 14 16 26 25 22 96 63

04 49 35 24 94 75 24 63 38 24

00 54 99 76 54 64 05 18 81 59

35 96 31 53 07 26 89 80 93 54

59 80 80 83 91 45 42 72 68 42

46 05 88 52 36 01 39 09 22 86

61 96 27 93 35 65 33 71 24 72

54 69 28 23 91 23 28 72 95 29

77 97 45 00 24 90 10 33 93 33
13 02 12 48 92 78 56 52 01 06

93 91 08 36 47 70 61 74 29 41

87 37 92 52 41 05 56 70 70 07
20 П 74 52 04 15 95 66 00 00

01 75 87 53 79 40 41 92 15 85

19 47 60 72 46 43 66 79 45 43

36 16 81 08 51 34 88 88 15 53

85 39 41 18 38 98 08 62 48 26

97 11 89 63 38 33 18 51 62 32

84 96 28 52 07 80 95 10 04 06

20 82 66 95 41 79 75 24 91 40

05 01 45 И 76 18 63 33 25 37

44 99 90 88 96 39 09 47 34 07

89 43 54 85 81 88 69 54 19 94

20 15 12 33 87 25 01 62 52 98

69 86 10 25 91 74 85 22 05 39

3! 01 02 46 74 05 45 56 14 27

74 02 94 39 02 77 55 73 22 70
54 17 84 56 11 80 99 33 71 43

11 66 44 98 83 62 07 98 48 27
48 32 47 79 28 31 24 96 47 10

69 07 49 41 38 87 63 79 19 76

52 52 75 80 21 80 81 45 17 48

56 12 71 92 55 36 04 09 03 24

09 97 33 34 4д 88 46 12 33 56

32 30 75 75 46 15 02 00 99 94

10 51 82 16 15 01 84 87 69 38

26 45 74 77 74
95 27 07 99 53
ет 89 75 43 87
§7 34 40 87 21
73 20 88 98 37

42 58 26 05 27
33 21 15 94 66
92 92 74 59 73
25 70 14 66 70
05 52 28 25 62

45 86 25 10 25
96 11 96 38 96
33 35 13 54 02
83 60 94 97 00
77 28 14 40 77

32 17 90 05 97
69 23 46 14 06
19 56 54 14 30
45 15 51 49 38
94 86 43 19 94

86 74 31 71 57
18 74 39 24 23
66 67 43 68 06
59 04 79 00 33
01 54 03 54 56

45 24 02 84 04
41 94 15 09 49
96 38 27 07 74
71 96 12 82 96
98 14 50 65 71

35 44 13 18 80
37 54 87 30 43
94 62 46 И 71
00 38 75 95 79
77 93 89 19 36

97 79 01 71 19
Об 33 51 29 69
59 38 17 15 39
02 29 53 68 70
35 58 40 44 01

09 18 82 00 97
90 04 58 54 97
73 18 95 02 07
75 76 87 64 90
54 01 64 40 56
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32 82 53 96 27 04 22 08 63 04 83 38 98 73 74
51 п 15 06 54 94 93 88 19 97 91 87 07 61 50
47 67 72 62 69 62 29 Об 44 64 27 12 46 70 18
20 97 18 17 49 90 42 91 22 72 95 37 50 58 71
66 28 13 10 03 00 22 73 98 20 71 45 32 95

64 27 85 80 44 08 35 86 99 10 78 54 24 27 85
68 47 66 46 59 28 30 60 22 64 81 33 31 05 9!
41 36 18 27 60 53 84 08 62 33 81 59 41 36 28
93 82 34 31 78 91 75 75 37 41 61 61 36 22 69
07 70 61 78 13 89 41 59 26 94 00 39 75 83 91

13 66 15 88 73 04 61 89 75 53 31 22 30 84 20
40 51 00 78 93 32 60 46 04 75 94 11 90 18 40
51 21 59 02 90 28 46 66 87 95 77 76 22 07 91
50 26 39 02 12 55 78 17 65 14 83 48 34 70 55
12 60 71 76 46 48 94 97 23 06 94 64 13 74 08



НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Значения функции Фв(;с)==

Таблица 2

СОТЫЕ ДОЛИ X

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0,6
0.7
0,8

0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

0.0000
398
793

0.1179
554
915

0,2257
580
^1

0,3159
413
643
849

0.4032
192
332

0,0040
438
832

0,1217
59!
950

0.2291
611
910

0.3186
437
665
869

0.4049
207
345

0,0080
478
871

0,1255
628
985

0.2324
642
939

0,3212
461
686
888

0,4066
222
357

0,0120
517
910

0,1293
664

0,2019
357
673
967

0.3238
485
708
907

0,4082
236
370

0,0160
557
948

0,1331
700

0.2054

389
703
995

0.3264
508
729
925

0,4099
251
382

0.0200
596
987

0,1368
736

0,2088
422
734

0,3023
289
581
749
944

0,4115
265
394

0,0239
636

О,1026
406
772

0,2123
454
764

0,3051
315
554
770
962

0,4131
279
406

0,0279
675

0,1064
443
808

0,2157
486
794

0,3078

340
577
790
980

0.4147
292
418

0,0319
714

0,1103
480
844

0,2190
517
823

0,3106

365
599
810
997

0,4162
306
429

0,0359
753

0,1141
517
879

0,2224
549
852

0,3133
389
621
830

0,4015
0,4177

319
441



1
.
6

1
.
7

1
.
8

1
.
9

2
.
0

2.1
2
.
2

2
.
3

2
.
4

2
.
5

2
.
6

2
.
7

2
.
8

2
.
9

3
,
0

4
5
2

5
5
4

6
4
1

7
1
3

7
7
2

8
2
1

8
6
1

8
9
3

9
1
8

9
3
8

9
5
3

9
6
5

9
7
4

9
8
1

9
8
7

4
6
3

5
6
4

6
4
9

7
1
9

4
7
4

5
7
3

6
5
6

7
2
6

4
8
4

5
8
2

6
6
4

7
3
2

4
9
5

5
9
1

6
7
1

7
3
8

5
0
5

5
9
9

6
7
8

7
4
4

5
1
5

6
0
8

6
8
6

7
5
0

5
2
5

6
1
6

6
9
3

7
5
6

7
7
8

8
2
6

8
6
4

8
9
6

9
2
0

7
8
3

8
3
0

8
6
8

8
9
8

9
2
2

7
8
8

8
3
4

8
7
1

9
0
1

9
2
5

7
9
3

8
3
8

8
7
5

9
0
4

9
2
7

7
9
8

8
4
2

8
7
8

9
0
6

9
2
9

8
0
3

8
4
6

8
8
1

9
0
9

9
3
1

8
0
8

8
5
0

8
8
4

9
1
1

9
3
2

9
4
0

9
5
5

9
6
6

9
7
5

9
8
2

9
4
1

9
5
6

9
6
7

9
7
6

9
8
2

9
4
3

9
5
7

9
6
8

9
7
7

9
8
3

9
4
5

9
5
9

9
6
9

9
7
7

9
8
4

9
4
6

9
6
0

9
7
0

9
7
8

9
8
4

9
4
8

9
6
1

9
7
1

9
7
9

9
8
5

9
4
9

9
6
2

9
7
2

9
7
9

9
8
5

9
8
7

9
8
7

9
8
8

9
8
8

9
8
9

9
8
9

9
8
9

Значения ф
ункции

Функция U- определяется равенством а=—
L-- Г е 

^ dx
К2я J

535
625
699
761

545
633
7

0
6

767

812
854
887
913
934

8
1

7
857
890
916
936

951
963
973
980
985

952
964
9

7
4

981
986

990
990

0,001 
0,005 

0,010 
0,015 

0,020 
0,025 

0,030 
0,035 

0,040 
0,045 

0.050

3,0902 
2,5758 

2,3263 
2,1701 

2,0537 
1,9600 

1,8808 
1,8119 

1,7507 
1,6954 

1,6449
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а
 

3

h
s

.tuJi'i,
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПУАССОНА

Значения функции

Таблица 4

0.1 0.2 0,3 0.4 0.5

0 0,90484
1 0,09048
2 0,00452
3 0,00015

5
6

0,81873
0,16375
0,01638
0,00109
0,00006

0,74082
0,22225
0,03334
0,00333
0,00025
0,00002

0,67032
0,26813
0,05363
0,00715
0,00072
0,00006

0,60653
0,30327
0,07582
0,01264
0,00158
0,00016
0,00001

0,6 0.7 0,8 0.9

0,54881
0,32929
0,09879
0,01976
0,00296
0,00036
0.00004

0,49659
0,34761
0,12166
0.02839
0,00497
0,00070
0.00008
0,00001

0,44933
0,35946
0,14379
0,03834
0,00767
0,00123
0,00016
0,00002

0,40657
0,36591
0,16466
0,04940
0,01112
0,00200
0,00030
0,00004

1,0 2.0 3.0 4.0 5.0

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
И
12
13
14
15
16
17

0.36788
0,36788
0,18394
0,06131
0,01533
0,00307
0,00051
0,00007
0,00001

0,13534
0,27067
0,27067
0,18045
0.09022
0,03609
0,01203
0,00344
0,00086
0,00019
0,00004
0,00001

0,04979
0,14936
0,22404
0,22404
0,16803
0,10082
0,Ш041
0,02160
0,00810
0,00270
0,00061
0,00022
0,00006
0,00001

0,01832
0,07326
0,14653
0,19537
0,19537
0,15629
0,10419
0,05954
0,02977
0,01323
0,00529
0,00193
0,00064
0,00020
0,00006
0,00002
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Значения функции 
^

Функция /gj „ определяется равенством Р(|т„| <'а.я)='—
где 

случайная 
величина 

Тд 
имеет распределение Стьюдента с п

степенями свободы. Плотность распределения т„ равна

г(£ 
У

п
 +

 1

а

Т
а

б
л

и
ц

а
 

5

а

п
0

,1
0

0
,0

5
0

,0
2

0,01

5
2,015

2,571
3,365

4,032
6

1.943
2,447

3,143
3,707

7
1,895

2,365
2,998

3,499
8

1,860
2,306

2,896
3,355

9
1,833

2,262
2,821.

3,250
10

1,812
2,228

2,764
3,169

12
1,782

2,179
2,681

3,055
И

1,761
2,145

2,624
2,977

16
1,746

2,120
2.583

2.921
18

1,734
2,101

2.552
2,878

20
1,725

2.086
2,528

2,845
22

1,717
2,074

2,508
2,819

30
1,697

2,042
2,457

2,750
0

0
1,645

1,960
2

,3
2

6
2,576
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1
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5
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Глава 1

2. 1) А; 2) АВ'^3) B-j-AC. 3. 1), 2), 4) —неверны; 3) —верно.
4. 1)АВС; 2) ABC; 3) АЗС; 4) А + В+С; 5) ABC-j-ABC-j-ABC;
6) ABC; 7) (А + В+С)—АВС. 5. 5/36, 2/3, 13/36. 7. 15/16, 2/3,
1. 8. l/n. 9. 0,72; 0,27; 0,01. 10. 1-f IV = 0,5177.... 1 —

/35\®4- 1 =0,4914.,, 11.
Cgnl
n"

п2 ^-n-t 14. Cj§/CiSe- 15.

12.

Cl,

121
1218 •

16.

13.
2®'Cr

Cl/r
CmCn-M

2n

Ca^a-ct)»-™. 17. 18. 1
ПЛ ' rtBqs ' - ^2 • — •

C"n

 ja
19. /•'(Jf)=l. *^[0. 1].^ 20. /^(д:)=д: € (0, Ij; f {x) = 2~x
дг€П. 2]. 21. F'ix)=^, x^lO. 1]: F (x) = 3x~x^~l

6 [1. 2]; ^€[2, 31. 22. 1/12. 23. 1/4
24. P(ti, < д;) = х(1 —1пд:). * ^ (О, 1); P (t^j < x) = l_(l—;к)з
■* 6 (0> 0; P{Tl8 < x)=x^, X ^ (0, 1).

Глава 2

I. 0,5. 2. 1
10.5»

61"—5"
.  4. 9/35. 5. 31/36.6.20/21.7. 9/16.

= 1 — 0; ?гй = (1—8)e^ ft ^l.

Глава 3

1. Р(А^)=^, Р(Л,| Л2) = д-^;±^. 2, 3/5; 2/5. 4. 8/32;
7/32. 5. с1о(5/72)*(1—5/72J". в. (0,9)" <0.1. я ^22. 7. 96.
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8. 0,0588. 9. (1/л)*(1—2/я)®. Ю.
П. 12. I) 0,6651...! 0.632h..: 2) 0,40187. . j
0,3679..,; 3) 0,2009...J 0,1839... 13. 0,14288. 14. 5. 15. 0,95957.
16. 0,99, 17. 547.

Глава 4

2. a) *>0. 3. 0=1; pJx)^\,x^[0, 1]: 1/4.
\^2nx ^

4. P^(x) = ') = *€(-•«. 0)U(1. + 00). S. p^{x) = l,

X € [0, 1]. 6. аНе-'^, * > 0. 7. p (*)=3/2, x^(o. : P(*) =
=  1)-8-РЙ1='.5.=/)=да'.'=о
"• ^£..|.«=T- -ею.21/ 13. )  ̂
X  ,4. = = „^1. 15. P(T(1) =
=  = = le. P (T<")=ft) = CriV"''?*"'".
17. P(ll+Ea=ft) = ̂ . 18- 1) «(1—WPS.W'
2) n[f5,M]»-'P5,W; 3)
-f.,»]—; 4) („_!),
-  (xi)]*-""-!!- ̂ 1. (*2)]"-* P|. <*i) ''I. <*«>•
20. X=rtiPi + n2Pi+rt3P8 = 2» 1 ® ^ (t-1-Я) = 0,59399...

Глава 5

I. 1/p. 2. n+l. 3. P(£=ft)=(l— Mi = n.
A. m/p. 5. Mt=-^. Dt=-1. 6. 9j 16.5. 7. М$ = пр9, D£ =
es np^ (p'-J-<^)4"2p'(y', 8. Mt)i=9, Mt|j = 20,25, Dr|];=I6,5,
Dti, = 402,1875. 9, MSi=— M|a=0. D|i=^, 0|а=1,
cov (£i, la)=- . 10. M5i = MSa = cov {li. Ю = 0, DSj = OU = 0.5;
величины зависимы. 11. a) 0; 6) 1/3. 12. М|а = пр*;



ОТВВШ к ЗАДАЧАМ 219

N/Vcovdft. У = прм (6«-Р(). 13. P0ie=0) = 2^(-I)f ci (! LV.

|Указание: (ц0>О)вг (J А/, где —событие, состоящее
L  /«Iв том, что ящик с номером I пустой.| 14. М^ц —iVe-a, Оц,—
«Л/е "[l_(l-!-«)«-«] при Af—+00. 15. V (—i)ft+l-L ,

1Ы1
N

—>1—е-1 при я—^00. 16. ЛА|1=а,Л1в=Ь».

'  Р569: U,t=k{a-k),
р=,=|. 20. а=-^. р^_а,^+а..

Глава 6

I. 0,08. 2. 0,25; 0,04К. 4. Да. б. При а < 1 применим; при
а^1 неприменим.

Глава 7

1.,;<рОТ, -i[ф(^^+ф(-V7)].
WT,=m/p, Di„ =

= mqfp^. 8. Д аза вне:
k=i

vjv—6i 4-^8 4-•••+ где 6i=I, д^ — число размещаемых шаров с момента заполнения 1—1 ящиков до заполнения I ящиков.]
4. 5. 6. а) (pe/' + fl)"; б) («''-i); в) 1— ;

1  it ftXt
г) = = Pg=2) = P(£ = -2)=i,
р(| = 0) = Х, P(5 = ft)=P(g=_ft)=:2-A-i, k=\, 2,.,. 8. l/(Oi«.
9. a) 0,5; 6) 0,6568,
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Глава 8

I. 0,75-10-"+*. 8. Нормальное распределение с парамет-
Я"
/п!

рами (О, I). 4.

Глава 9

I. 1/6. 2. а) Нет, если pj^q (например. Р(Пз= l/tH = —1)=»1/2,
P(Ti3=llTii=l, |]а = —1) = 2р?. б) Да, Р(т1/+1«UЛ^= 1)==Р«

1) = «7. в) Да, /<7 р О 0\ 3. /S/7 4/7 \
' О О р У U/iiq р О О j

чО О р р/

U«(0 P«(0J a+P U V—P
Глава 10

3.Wa<=a+^. МЬ« = 6— 4. Да; Ma> = 0,Do;* =
■i l/n>. 5. Я*«=(х14-*й4- ••• 4-*11)/я. 0. а*=(У1+...+Уи)/л»

R

р« = (ад, +... + а«У»)/(4 +. • • +'S). (о'Г = (f «•-Р*''''*-

Глава И

1. W + Я*/(i + s)- 2. P(ti < 0 = 1-«-". / > 0. 4. P(Ti < ii,
т. '>>0: '•> о- 5-

■-А».-*.) в. bi.X  ik,-kx)\ ® (At-^s)l
7. Я = (1—Р)/Р- 8. Df4 = S( = r, Mpt=l.

I  /р а\ . е-'«+Р>^ / а —а\
i+p VP а)'^ а+Р \ —Р pj*Pii (0 Pie(0\

P«i (0 Pie(0/
10. r dU

dt

dft
dt

-^=— (а—ts)/i4-a/««

.=P/i_(P + is)^. /j(0, s)^/,(0, s)=l.
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f dMi ■ dMi
dt

■Vy
dt

— —

dMt , „ dMi o,s o..
~дГ+~дГ = I - 1»

/ dm-^=-am, + csmj + Oi, m*(0=AfA(/. 0).
dm-^=pCTi —pma —0». mi(0)=m,(0) = 0.

13.

221

*)=«-"'(л4-и0 + ̂  ав-«''Л4,(/—й, *4*1'")'^".
t

Mi(/, x) = e-f^' fie-^Mi ^t—u,

«1 (0=-^(l—«""ОЧ- J Pe~P"mi (i ~ u) du,
t

mi (0 = —^ 11-(1 + PO e-P'J4- j (t -u) du.
где mk{t) = Mx{t, 0), M^it, jr)=A+mA(0. mj^(0)=0.
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