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Mazkur o‘quv qo‘llanmada "Funksional analiz"kursining I gismini tashkil etuvchi to’plamlar
Lebeg o‘lchovi, o‘lchovli funksiyalar, Lebeg integrali va metrik fazolar kabi mavzular bayon qilin-
gan. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta’rifi, asosiy teoremalar va xossalar keltirilgan.
Namunaviy misollar tahlil gilingan. Amaliy mashg‘ulot va mavzularni mustaqil o‘rganish uchun
misol va masalalar berilgan. Ushbu o‘quv qo‘llanma universitetlarning "Matematika "Mexanika"
va "Amaliy matematika va informatika" yo‘nalishlari talabalariga mo‘ljallangan bo‘lib, undan

boshqa yo‘nalish talabalari ham foydalanishlari mumkin.
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"TlpukajiHas MaTeMaTuKa 1 HHGOPMATHKA 8 TAKYKE OHO MOXKET ObITH UCIOJIB30BAHO CTYIEHTAMMU

IPYyrux HallpaBJICHUN.

This tutorial outlines the themes of the first part of the course "Functional analysis" related to
sets of Lebesgue measure, Lebesgue integrals and metric spaces. In each topic the basic concepts,
the basic theorems and properties are given. Typical examples are analyzed. Given exercises for
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for university students of specialties "Mathematics "Mechanics" and "Applied Mathematics and

Information Technology and it can be used by students of other areas.
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Kirish

Funksional analiz matematikaning alohida bo‘limi sifatida XVIII asrning
oxiri va XIX asr boshlarida shakllana boshlangan. Funksional analizga oid
dastlabki ilmiy ishlar italyan matemagi Volterra, fransuz matematigi Puankare
va nemis matematigi Hilbertga taalluglidir. Metrik fazo tushunchasi fanga
fransuz matematigi Freshe tomonidan XX asr boshlarida kiritilgan, normalan-
gan fazo tushunchasi 1922 yilda polyak matematigi Banax va unga bog'liq
bo‘lmagan holda amerikalik matematik Viner tomonidan kiritilgan.

Ma’lumki universitetlarning "Matematika "Mexanika" va "Amaliy mate-
matika va informatika" yo‘nalishlari uchun tuzilgan o‘quv rejada "Funksional
analiz" fani ko‘zda tutilgan bo‘lib, ushbu fan ixtisoslik fanlar ichida asosiy
o‘rin tutadi.

Universitetlarda "Funksional analiz" kursi asosan ikki gismdan iborat, ular
shartli ravishda quyidagicha nomlanadi:

I gism. Haqiqiy o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi.
IT gism. Operatorlar nazariyasi.

Amaldagi "Funksional analiz" kursi fan dasturida I gism "To‘plamlar nazari-
yasi "Lebeg integrali" va "metrik fazolar" bo‘limlarini o'z ichiga oladi. II
qism esa, "Normalangan fazolar" va "Operatorlar nazariyasi" bo‘limlarini
o'z ichiga oladi. Universitetlarning matematika mutaxassisligida ta’lim olu-
vchi talabalar uchun "Funksional analiz" kursidan o‘zbek alifbosida, birinchi
marotaba akademik T.A. Sarimsoqov tomonidan darslik nashr etilgan (T.A.
Sarimsoqov. Haqiqiy o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi; T.A. Sarimso-
qov. Funksional analiz kursi). Oliy o‘quv yurtlarida ta’lim shakli ikki bosqich-
li tizimga (bakalavriatura va magistratura) o‘tishi munosabati bilan OTMlari
barcha fan dasturlarida jiddiy o‘zgarishlar yuzaga keldi. Bu o‘zgarishlar o‘z

navbatida barcha yo‘nalishlar uchun tegishli darslik va o‘quv qo‘llanmalarni
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ishlab chigishni talab etmoqda. Ushbu [4, 7] o‘quv qo‘llanmalar, universitet-
larning bakalavriatura o‘quv rejasidagi "Funksional analiz" kursidan yuqorida-

gi ehtiyojlarni qondirish magsadida yaratilgandir.

Mazkur o‘quv qo‘llanma, universitetlarning matematika yo‘nalishi talabalari
uchun "Funksional analiz" kursidan amaliy mashg‘ulotlarni olib borishda
lotin yozuviga asoslangan o‘zbek alifbosida adabiyotlar tangisligining oldini
olish magsadida yozilmoqda. Mazkur qo‘llanmada "Funksional analiz" fanin-
ing I gismini tashkil etuvchi to‘plamlar nazariyasi, Lebeg integrali va metrik
fazolarga oid mavzular uchun tegishli ta'riflar, xossalar, teoremalar bayoni

berilgan, shuningdek misol va masalalar namuna sifatida yechib ko‘rsatilgan.

Birinchi bo‘lim to‘plamlar nazariyasiga bag‘ishlangan bo‘lib, qo‘llanmada
to‘plamlar va ularning o‘lchovlariga oid mavzular bayon qilinadi. Har bir
mavzuga oid asosiy tushunchalar ta’rifi, asosiy teoremalar va xossalar keltir-
ilgan. Qo‘llanma to‘plamlar, akslantirishlar, to‘plamlar quvvati, to‘plamlar
sistemasi, to‘plamlar o‘lchovi, o‘lchovning umumiy ta’rifi va o‘lchovni Lebeg
ma’'nosida davom ettirish kabi mavzularni o‘z ichiga oladi. Har bir mavzu
namunaviy misollar bilan boyitilgan. Shuningdek, mavzularni o‘zlashtirish va

mustaqil o‘rganish uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

Ikkinchi bo‘lim integrallar nazariyasiga bag‘ishlangan. Qo‘llanmada o‘lchovli
funksiyalar, o‘lchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaqginlashishlari, Lebeg
integrali, monoton funksiyalar, o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar, absolyut
uzluksiz funksiyalar va Lebeg-Stiltes integraliga oid mavzular bayon qilinadi.
Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta'rifi, teoremalar va xossalar keltir-
ilgan. Barcha mavzular bo‘yicha namunaviy misollar yechimi bilan keltirilgan.
Shuningdek, talabalar mavzularni yaxshi o‘zlashtirishi va mustaqil o‘rganishi

uchun har xil tipdagi misol va masalalar berilgan.
Uchinchi bo‘lim metrik fazolar nazariyasiga bag‘ishlangan. Qo‘llanmada
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metrik fazolar, yaginlashuvchi ketma-ketliklar, to‘la metrik fazolar, ochiq va
yopiq to‘plamlar, kompakt to‘plamlar, separabel metrik fazolar va qisqartirib
akslantirishlarga oid mavzular bayon qilingan. Har bir mavzuga oid asosiy
tushunchalar ta’rifi, asosiy teoremalar va xossalar keltirilgan. Mavzularga oid
namunaviy misollar yechib ko‘rsatilgan. Shuningdek, mavzular bo‘yicha uy
vazifalarini bajarish va mustaqil o‘rganish uchun yetarlicha masalalar berilgan.

Misol va masalalar tuzishda Sh.A. Ayupov (Funksional analizdan misol va
masalalar, Nukus, "BILIM 2009) va FO.C. Ouan (Co0opHIK 38/1a49 110 MATEMATHIECKOMY
anasn3y,- Mocksa, [Tpocsemenne, 1981) Shuningdek, Abdullayev J.I., G‘anixo‘jayev
R.N., Shermatov M.H., Egamberdiyevlarning "Funksional analiz" (Toshkent-
Samarqand, 2009) o‘quv qo‘llanmasidan keng foydalanildi. Ushbu o‘quv qo‘llanma
O‘zbekiston Milliy universiteti, Samarqand davlat universitetlarining mexanika-
matematika fakulteti talabalariga o‘qilgan ma’ruzalar va olib borilgan amaliy
mashg‘ulotlar asosida yozildi.

Mualliflar o‘quv qo‘llanmani yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun
mas’ul muharrir va taqrizchilarga, hamda matnni tahrir gilgani uchun B.E.Dav-
ranovga o'z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Qo‘llanma birinchi marta chop qilinayotgani uchun xato va kamchiliklar
bo‘lishi mumkin. Xato va kamchiliklar haqidagi fikr va mulohazalaringizni

jabdullaev@mail.ru elektron manziliga jo‘natishlaringizni so‘raymiz.



I. TO'PLAMLAR NAZARIYASI

Ushbu bo‘lim to‘plamlar, akslantirishlar, to‘plamlar quvvati, to‘plamlar sis-
temasi, to‘plamlar Lebeg o‘lchovi, o‘lchovning umumiy ta’rifi va o‘lchovni
Lebeg ma’'nosida davom ettirish kabi mavzularni o‘z ichiga oladi. Har bir
mavzuda namunaviy misollar yechimi bilan keltirilgan. Shuningdek, amaliy

mashg‘ulotlar va uy vazifasi uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.
1-§. To‘plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to‘plamlarga duch kelamiz. Haqiqiy sonlar
to‘plami, tekislikdagi ko‘pburchaklar to‘plami, ratsional koeffitsiyentli ko‘phad-
lar to‘plami va hokazo. To‘plam tushunchasi matematikada tayanch tushun-
chalardan bo‘lib, unga ta’rif berilmaydi. To ‘plam so‘zining sinonimlari sifatida
ob’ektlar jamlanmasi yoki elementlar majmuasi so‘z birikmalaridan foydalani-
ladi. To‘plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o‘ringa
ega. Biz uning ayrim xossalarini o‘rganish bilan cheklanamiz.

To‘plamlarni lotin alifbosining bosh harflari A, B, ... ularning elementlar-
ini esa kichik - a,b,... harflar bilan belgilaymiz. Biz asosan quyidagi bel-
gilashlardan foydalanamiz. N — natural sonlar to‘plami, Z — butun sonlar
to'plami, Q — ratsional sonlar to‘plami, R — haqiqiy sonlar to‘plami, C
— kompleks sonlar to‘'plami, Ry = [0, 0c0), Z; = {0} UN hamda R" sifati-
da n —o‘lchamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Matematik simvollarning ma’nolariga to‘xtalamiz. a € A belgisi a ele-
ment A to‘plamga tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdigning inkori a ¢ A
shaklda yoziladi va a element A to‘plamga tegishli emas deb o‘qiladi. A C B
belgi A to‘plamning barcha elementlari B to‘plamga ham tegishli ekanligi-
ni bildiradi. Bu holda A to‘plam B to‘plamning ¢ism: deyiladi. Masalan,

natural sonlar to‘plami haqiqiy sonlar to‘plamining gismi bo‘ladi. Agar A va
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B to‘plamlar bir xil elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u holda ular teng
to‘plamlar deyiladi va A = B shaklda yoziladi. Ko‘pincha, to‘plamlarning
tengligini isbotlashda A C B va B C A munosabatlarning bajarilishi
ko‘rsatiladi (|1] ga qarang). Ba’zida birorta ham elementi mavjud bo‘lmagan
to'plamlarni garashga to‘g'ri keladi. Masalan, 2 < x < 2 qo'sh tengsiz-
likni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to‘plami yoki |z| = —1 tenglamaning
yechimlari to‘plami va hokazo. Bunday to‘plamlar uchun maxsus bo‘sh to ‘plam
nomi berilgan va uni belgilashda () simvoldan foydalaniladi. Ma'lumki, har
ganday to‘plam bo‘sh to‘plamni o‘zida saqlaydi va har qanday to‘plam o‘zining
qismi sifatida garalishi mumkin. To‘plamlarning bo‘sh to‘plamdan va o‘zidan
farqli barcha qism to‘plamlari zos gism to‘plamlar deyiladi. o‘quv qo‘llanmada
A va V belgilari mos ravishda va hamda yoki so‘zlariga mos keladi.

Ixtiyoriy tabiatli A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin.
AUB ={z:2€ AV z€ B}
to'plam A va B to‘plamlarning yig‘indisi yoki birlashmasi deyiladi.
ANB ={zx:x€ A N x € B}

to'plam A va B to‘plamlarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli, chek-
siz) sondagi A, to‘plamlarning yig‘indisi va kesishmasi ham shunga o‘xshash

aniqlanadi:

U Ay={z: Jape X, z€A,}, N A, ={x: Vae X, vz A,}.
aeX aeX

A va B to'plamlarning ayirmasi deb
AB={z: €A N x¢ B}

to'plamga aytiladi. Agar B C A bo‘lsa, A\B to‘plam B to'plamning A
to‘plamgacha to‘ldiruvchi to‘plam: deyiladi va C'4B := CB shaklda belgi-

lanadi. Ba'zan, A va B to'plamlarning simmetrik ayirmasi tushunchasini

7



kiritish magsadga muvofiq bo‘ladi. A\B va B\ A to‘plamlarning birlashmasi-
dan iborat to‘plamga A va B to‘plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi,
ya'ni

AAB = (A\B) U (B\A).

Agar A, B C G bo'lib, G da ” +7 amali aniglangan bo‘lsa, u holda
A+B={c: c=a+b, a€ A, be B}

to'plam A va B to'plamlarning arifmetik yig‘indisi deyiladi.
X va Y to‘plamlarning dekart ko ‘paytmasi deganda

XxY=A(z,y): z€X, yeY}

to'plam tushuniladi. X X Y to‘plamning ixtiyoriy R qism toplami munos-
abat deyiladi. x element (x,y) juftlikning birinchi koordinatasi, y element
esa uning ikkinchi koordinatasi deyiladi va mos ravishda x = pri(z,y) va
y = prao(x,y) kabi belgilanadi. Xuddi shunday X x Y to‘plamning ixtiy-
orly R qism to‘plamining birinchi va ikkinchi koordinatalarga proyeksiyalari
aniqlanadi:

priR={x: z€ X, Jy €Y, (x,y) € R},
proR={y: yeY, dz e X, (z,y) € R} .

Bu to‘plamlar R munosabatning mos ravishda aniglanish sohasi va qiymatlar
sohasi deyiladi. Bundan keyin biz 2(X) bilan X ning barcha gism to‘plamlari
sistemasini belgilaymiz.

Endi mavzuga oid namunaviy misollar yechib keltiramiz.

1.1. To'plamlar yig‘indisi va kesishmasi kommutativ. Isbotlang.

AUB=BUA, ANB=BnNA.
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Isbot. Ixtiyoriy € AU B elementni olamiz. Bundan
r€A VvV reB=xre€B V veA=zxe€BUA

ni olamiz. Demak, AUB C BU A ekan. Agar y € B U A ixtiyoriy element
bo‘lsa, u holda

yeB V yeA=—yecA V yeB=ye AUB

bo‘ladi, yani BUA C AU B ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan
AUB = BU A ekanligi kelib chiqadi. ]

1.2. Distributivlik qonunlarini isbotlang:
(AUB)NC=(ANnC)u(BNC),
(ANB)UC=(AUuC)N(BUC).

Isbot. = € (AU B) N C ixtiyoriy elementn bo‘lsin. Ta'rifga ko‘ra,
reAUB A z € C bo'ladi. Bu yerdan

(reAveeB)ANre(C = x€ AUC N z € BUC =z € (AUC)N(BNC)

kelib chiqadi. Demak, (AU B)NC C (AUC)N (BUC) ekan. Agar y €
(AU C)N (BUC) ixtiyoriy element bo‘lsa, u holda

ye AUC AN ye BUC = (ye AV yeC) N (yeB V yel)

bo‘ladi. Bu yerdan y € (AU B) N C ni olamiz, yami (AUC)N (BUC) C
(AU B) N C ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan (AU B) N C =
(AUC)N (BUC) ekanligi kelib chiqadi.
(ANB)UC = (AUC)N(BUC) tenglik shunga o‘xshash isbotlanadi. [
To‘plamlar nazariyasida muhim o‘rin tutadigan va tkkiltk prinsipi deb

nomlanuvchi quyidagi munosabatni isbotlang.
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1.3. Yig'indining to‘ldiruvchisi to‘ldiruvchilar kesishmasiga teng:

E\UA, =N(E\A,), AuCE. (1.1)

Isbot. Ixtiyoriy x € E\gAa elementni olamiz, bu yerdan =z € E va
T ¢ EjAa ekanligi kelib chiqadi. Bundan ixtiyoriy a uchun x ning A,
to'plamga tegishli emasligiga kelamiz. Demak, x element A, to‘plamlarning
to‘ldiruvchilarida yotadi. Shunday qilib, ixtiyoriy o uchun z € E\ A, munos-
abat o‘rinli, bundan biz x € Q(E\Aa) ga ega bo‘lamiz. Bu esa

E\UA, C N(E\A,) (1.2)

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar
r € N(E\A,) bo'lsa, u holda barcha « larda z € FE\A, bo‘ladi va x
element A, to‘plamlarning birortasiga ham tegishli emas, bu esa x ¢ U A,

ekanligini bildiradi. Demak, x € E\ UA, ekan. Bundan biz
E\UA, D N(E\A,) (1.3)
ga kelamiz. (1.2) va (1.3) munosabatlar (1.1) tenglikni isbotlaydi. O

1.4. A={(z,y): |z| <4, |y <4} va B={(z,y): 2*+y* <25} to'p-
lamlar uchun AUB, A\B, AAB, ANB to‘plamlarni tekislikda tasvir-
lang.

Yechish. Tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini qaraymiz.
Bu holda A = [—4; 4] x [—4; 4] kvadratdan, B esa markazi koordinatalar
boshida radiusi 5 bo‘lgan yopiq doiradan iborat bo‘ladi (1.1-chizmaga qarang).
AU B — 1.1-chizmada shtrixlangan soha, A\B kvadratning uchlaridagi ver-
tikal shtrixlangan soha, AAB — chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan

soha, AN B — chizmada qgiyalab shtrixlangan soha. ]
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1.1-chizma
1.5. (X\Y)\Z =X\ (Y UZ) tenglikni isbotlang.

Isbot. Berilgan to‘plamlarning tengligini tekshirish A C B va B C A
munosabatlarni ko‘rsatish orqali amalga oshiriladi. Endi = € (X\Y)\Z ix-
tiyoriy element bo'lsin. U holda x € X\Y, v ¢ Z = z€ X, 2¢Y, o ¢
Z= zxeX, v¢ (YUZ) = e X\(YUZ). Demak, (X\Y)\Z C
X\ (Y UZ) munosabat o‘rinli. Endi teskari munosabatni ko‘rsatamiz. y €
X\(Y U Z) ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda y € X, y ¢ Y U Z bo‘ladi.
Bu yerdan y € X,y ¢ Y,y ¢ Z ekanligini, bundan esa y € X\Y, y ¢ Z
natijada y € (X\Y)\Z ekanligini olamiz. Demak, (X\Y)\Z D X\ (Y U Z)
munosabat ham o‘rinli. Olingan bu ikki munosabatdan (X\Y)\Z = X\ (Y U Z)
tenglik kelib chiqadi. ]

1.6. (XNX)x(YNY)=(XxY)N(X; xYr) tenglikni isbotlang.

Isbot. Bu yerda ham 1.5-misoldagi kabi yo'l tutamiz. V(z,y) € (XNX7) x
YY) =2z XnNX,,yeYNY,.Buyerdan z € X, yeY Az €
X1, yeVs = (r,y) € X XY A (x,y) € X1 xY; ekanligini, bundan
esa (z,y) € (X xY)N (X1 x Y]) ni olamiz. Yani (X N X;) x (Y NY))
C (X xY)N (X7 x Yy) munosabat o‘rinli. Teskari munosabatni ko‘rsatish
uchun (z,y) € (X xY)N(X; x Y7) dan orqaga qarab harakatlanish yetarli.
Shunday qilib, (XN X7) x (Y NY7) = (X xY)N (X3 xY) tenglik isbotlandi.
O
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1.7. Ixtiyoriy {A,} to'plamlar ketma-ketligi uchun shunday {B,} to‘plam-
lar ketma-ketligini tuzingki,

Ole B, = oleAn bo‘lsin;
b) By O A, By O B, OolB U A, bo'lsin:

3
—_

U by
n=
o0 o0 .
c) B, CA,, B, C By, ﬂl B, = ﬂl A, bo'lsin.
n= n=

Yechish. Berilgan {A4,} ketma-ketlik uchun {B,} to‘plamlar ketma-
ketligini quyidagicha tuzamiz.

n—1
Bi=Ai, By=AN\Ai..., Bi=A\NU A,

Hosil qilingan {B,} to‘plamlar ketma-ketligi misolning a) bandidagi barcha
shartlarni qanoatlantiradi. Quyida biz b) va ¢) banddagi shartlarni qanoat-
latiruvchi {B,} to‘plamlar ketma-ketligini keltiramiz:

b) By =A;, By=AUA,,..., Bn:kLiJlAk,

C) Blel, BQIAlﬂAQ,..., Bn:kélAk’ U]

1.8. Ushbu (m Il m, 1

, — + , m € Z, n € N intervallarning hech biri
n  4n?’ n  4n?
v/2 sonini o'z ichiga olmasligini isbotlang. Demak,

Isbot. /2 soni irratsional bo‘lganligidan, ixtiyoriy butun m, n sonlari

uchun |m?—2n?| # 0 bo‘ladi. Binobarin |m?—2n?| > 1 tengsizlikka kelamiz.

4n?
tengsizlikni isbotlaymiz. Bu yerdan

\@%UU(@—L@ 1)

m 1
Endi ixtiyoriy butun m € Z va natural n € N sonlari uchun |— —+/2| >
n

n A
meZ neN
munosabat kelib chiqadi. Agar m < 0 bo‘lsa, u holda ravshanki |T —V2| >
n

1
V2 >1,4> 12 tengsizlik o‘rinli. Demak, m > 0 bo‘lgan hol, ya'ni n € N
n
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1
uchun |T — V2| > ) tengsizlikni isbotlash kifoya. Agar m > 2 bo‘lsa,
n n n

u holda tengsizlik yana o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, n, m € N va m < 2
n

bo‘lganda tengsizlikni isbotlash yetarli. U holda

1 2
1< |m? =207 <= — < |5 2 = = — V2 (& +V2) <
n n n n

<@+V2) = -V <4 -V,

1
Bundan esa, |@—\/§ | > 12 tengsizligi kelib chigadi. Shunday qilib, ixtiyoriy
n n
m € Z va n € N uchun

Shuni isbotlash talab qgilingan edi. ]
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
1.9-1.17-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.
1.9. To‘plamlar yig‘indisi va kesishmasi assotsiativ.
(AUB)UC =AU (BUC), (AnB)NC=AnN(BNO).
1.10. Kesishmaning to‘ldiruvchisi to‘ldiruvchilar yig‘indisiga teng:
E\DAQ = LdJ(E\Aa), A, C E. (1.4)

1.11. AAB=(AUB)\(ANB).

1.12. AUB=(AAB)A(ANB).

1.13. AAB=AA(ANB).

1.14. Agar AC E, B C E bo'lsa, (E\A)A(F\B) = AAB tenglik o‘rinli.

1.15. (AUB)A(C'UD) C (AAC) U (BAD).
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1.16. A va B to‘plamlar uchun A C BU (AAB) munosabat o‘rinli.

1.17. Agar A; va Ay to‘plamlar kesishmasa, ixtiyoriy B; va Bs lar uchun

By N By C (A1ABy) U (AsABy) munosabat o‘rinli.

1.18-1.24-misollarda berilgan A va B to‘plamlar uchun AU B, A\B,
AAB, AN B ko‘rinishdagi to‘plamlarni toping. 1.23-1.24-misollarda esa
AUB, A\B, AAB, AN B to'plamlarni tekislikda tasvirlang.

1.18. A=1[0,1, B=(0,1).

1.19. A={2,4,6,....2n,...}, B=1{3,6,9,...,3n,...}.
1.20. A=Q, B =R\Q- irratsional sonlar to‘plami.
1.21. A=[0, 1]\Q, B=[0, 1]NnQ.

1.22. A={z€eR:sinder =0}, B={xr €R:cos2x =0}.

1.23. A={(z,y): 0<2z <1, 0<y<uz},
B={(z,y): 0<z<1, 2 <y<1}
Y
1.24.A:{(:L',y):x2—|—y2§16}, B:{(x,y):2—5—|—§§1}.

1.25-1.38-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.

125. X CY &= XUY =Y <= XNY = X.
126. XCZ AY CZ+eXUYCZ

127. ZCX A ZCY < ZC XNY.

1.28. X\Y = X\ (X NY) = (XUY)\Y.

1.29. X\ (Y\Z) = (X\Y)U (X NZ).

1.30. (X\Y)N(Z\U) = (XNZ)\(YUU).
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1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.39.

1.40.

XNY\Z)=(XNY)\(XN2Z).
(X\Z)N(Y\Z) = (X NY)\Z.

(XUY)\Z = (X\Z)U(Y\Z).
XNY=0<+=XCCOY <Y CCX.

XCY << CY CCX. 1.37. XA X =0.

XAY =YAX. 1.38. XA)=X.

Shunday X C Z va Y C Z to‘plamlar topingki, X xY # Y x X
bo'lsin. X XY =Y x X tenglikdan X =Y kelib chigadimi?

X ={1,3,5}, Y ={2,4} to'plamlar uchun X xY, Y x X to‘plamlar
elementlarini yozib chiging. X x Y =Y x X tenglik to‘g‘rimi?

1.41-1.43-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.

1.41

1.42.

1.43.

1.44.

1.45

X XxYUZ)=(XxY)U(X xZ).
(X xY)U(XixY)C(XUXy) x(Yun).
(X xY)N(Xi xY)=(XNX;) xY.
(X xY)U (X1 xY)=(XUX;) x (YUY)) tenglik to‘grimi?
. Ushbu AU B = AA (B\A) tenglikni isbotlang. Demak, ” U” amalni
7A” va 7\” amallar orqali ifodalash mumkin. Shunga o‘xshash:
a) 7 U” amalni "A” va 7" N7 amallar orqali;
b) 7 N7 amalni "A” va 7 U” amallar bilan;
c) 7N” amalni "A” va ”7\” amallar orqali ifodalang.

Umuman, U "N 7\ 7A” amallardan ixtiyoriy birini:
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1.46.

1.47.

1.48.

1.49.

1.50.

d) qolgan uchtasi;

e) qandaydir ikkitasi orqali ifodalash mumkinmi?
{A,} to‘plamlar ketma-ketligi uchun quyidagi belgilashlarni

* oo 0 [C O IENG ¢)
A*=nNn U A, A=U nNnA,

n=1m=n n=1m=n
. . . m m . .
kiritamiz. U holda ﬂl A, C A, C A" C U1 A,, munosabatlarni isbot-
n= n=

lang.

Agar Ay C Ay C --- bo'lsa, {A,} to‘plamlar ketma-ketligi o‘suv-
chi, aksincha, A; D Ay D --- bo‘lganda {A,} kamayuvchi deyiladi.

O‘suvchi to‘plamlar ketma-ketligi uchun
Ac=A"= n(EJ_O1 An,

hamda kamayuvchi to‘plamlar ketma-ketligi uchun
Ae=A" = no§1 An

tengliklarni isbotlang.

k

A, =4q—:ke€Z; — maxraji n € N bo‘lgan barcha ratsional sonlar
n

to'plami bo‘lsa, A, =7Z, A* = Q tengliklarni isbotlang.

Agar Az, = B, A3,.1 = C, A3, 9o = D, n € N bo'lsa, A, va A*
to'plamlarni B, C', D to‘plamlar orqali ifodalang.

1 1
Ay, = (k —— k+ —) , k,n €N to'plamlar uchun

n n

o0 o O (o] 0 0
N N Apy U U Ay U N Agys

n=1 k=1 n=
UNA.: N UA AN UA
e e BRRAGR e Rl

to‘plamlarni toping.
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1.51.

1.52.

1.53.

1.54.

1.55.

e.¢]

0.} (0. 9] o0
Ushbu U () Arn C ) U Akn munosabat ixtiyorly {Ag,}, k, n e N
k=1n=1 n=1 k=1
to‘plamlar uchun to‘g'ri. Isbotlang.

Q= A{x: = (1, vo, ..., x,, ...)} barcha ketma-ketliklar to‘plami,
Q,={z: x=(x1, za,...,2,,0,0,...)} esa n+1— hadidan boshlab 0
dan iborat ketma-ketliklar to‘plami bo‘lsin. U holda € # Otjl 2, ekan-

ligini tushuntiring.

cy = {x : = (x1,29,...), lim z, = O} — 0 ga yaqginlashuvchi bar-

n—o0

cha ketma-ketliklardan iborat to‘plam va p € N uchun

oo
fp{::f;: r = (11,79,...), Zx¢p<—|—oo}
i=1

ya'ni modulining p— darajalaridan tuzilgan qator yaqginlashuvchi bo‘lgan

barcha ketma-ketliklar to‘plami bo‘lsin. U holda
co D OLjfp va ¢y # oLjép
p=1 p=1
bo‘lishini ishbotlang.

Ratsional sonlar to‘plami Q = {n1,n2,...,7,...} biror usulda nomer-

langan bo‘lsin. Ixtiyoriy € > 0 uchun

(7771_57 nn+5):R

&C8

tenglikni isbotlang.

e > 0 biror tayinlangan son bo‘lsin. Ixtiyoriy x € R haqiqiy son
(— - —, — + —) , m € Z, n € N ko'rinishdagi intervallardan kamida

n nn n
biriga tegishli ekanligini isbotlang. Demak,

N(UUE-555) =



2- 3. Akslantirishlar

Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Ma’lumki, matematik anal-
izda funksiya tushunchasi quyidagicha ta’riflanadi: X sonlar o‘qgidagi biror
to'plam bo‘lsin. Agar har bir x € X songa f qoida bo‘yicha aniq bir
y = f(x) son mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda X to‘plamda f funksiya aniglan-
gan deyiladi. Bunda X to‘plam f funksiyaning aniqlanish sohasi deyila-
di, bu funksiya qabul giladigan barcha qgiymatlardan tashkil bo‘lgan E(f)

to'plam f funksiyaning qiymatlar sohasi deyiladi, ya'ni

B(f) = {y:y = f(x), veX}

Agar sonli to‘plamlar o‘rnida ixtiyoriy to‘plamlar qaralsa, u holda funksiya
tushunchasining umumlashmasi, ya'ni akslantirish ta'rifiga kelamiz. Bizga ix-
tiyoriy X va Y to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar har bir x € X elementga
biror f qoida bo‘yicha Y to‘plamdan yagona y element mos qo‘yilsa, u
holda X to‘plamda aniglangan Y to‘plamdan giymatlar qabul giluvchi f
akslantirish berilgan deyiladi. Bundan keyin funksiya termini o‘rniga akslan-
tirish atamasini ishlatamiz. Agar Y = R yoki ¥ = C bo'lsa f ga X da
aniglangan haqiqiy yoki kompleks qiymatli funksiya deyiladi.

X to‘plamda aniqlangan va Y to‘plamdan giymatlar qabul qiluvchi f
akslantirish uchun f: X — Y belgilashdan foydalaniladi. Endi f: X — Y
akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni keltiramiz.

Har bir @ € X uchun unga mos qo'yilgan b = f(a) € Y element
a elementning f akslantirishdagi tasviri yoki aks: deyiladi. Umuman, X
to‘plamning biror A qismi berilgan bo‘lsa, A to‘plam barcha elementlar-
ining Y dagi tasvirlaridan iborat bo‘lgan to‘plam A to‘plamning f ak-
slantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi va f(A) bilan belgilanadi. Endi b €
Y ixtiyoriy element bo‘lsin. X to‘plamning b ga akslanuvchi barcha ele-

mentlaridan iborat qismi b elementning f akslantirishdagi asli deyiladi va u
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f7Yb) = {z € X : f(x) = b} bilan belgilanadi. O‘z navbatida har bir B C Y
to‘'plam uchun X ning B ga akslanuvchi (o‘tuvchi) gismi B to‘plamning f
akslantirishdagi asli deyiladi va f~1(B) = {x € X : f(x) € B} shaklda bel-
gilanadi. Agar barcha b € B elementlar uchun ularning f~1(b) aslilari bo‘sh
bo‘lsa, u holda B to‘plamning asli ham bo‘sh to‘plam bo‘ladi. Umuman olgan-
da, Y to‘plam sifatida f akslantirishning giymatlar sohasini o‘zida saqlovchi
to‘plam qaraladi. Aniglanish sohasi X bo‘lgan f : X — Y akslantirishda
f(X) =Y tenglik bajarilsa, f akslantirish X to‘plamni Y to‘plamning
ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umumiy holda, yami f(X) CY
bo‘lsa, u holda f akslantirish X to‘plamni Y to‘plamning ichiga akslantira-
di deyiladi. Agar f: X — Y akslantirishda X dan olingan har xil 7 va x»
elementlarga har xil y; = f(z1) va yo = f(x2) tasvirlar mos kelsa, u holda
f inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv
ham inyektiv bo‘lgan f : X — Y akslantirishga biyektiv akslantirish yoki
biyeksiya deyiladi.
Endi f: X — Y akslantirishga misollar keltiramiz.

2.1-2.3 misollarda keltirilgan akslantirishlarning qiymatlar sohalarini toping.
2.1. f:R—=R, f(z)=2>

Yechish. f : R — R, f(z) = 2* akslantirishning giymatlar sohasi
E(f) = [0,00) dan iborat. Chunki barcha x € R lar uchun 2z > 0 va

ixtiyoriy y € [0,00) uchun f(,/y) =y tenglik o‘rinli. ]
2.2. g:R—R, g(z)=[z]. Buyerda [z] belgi x sonining butun gismi.

Yechish. g : R — R, g¢g(z) = [z] akslantirish uchun ixtiyoriy x € R da
g(x) € Z,yani E(g) C Z. Ikkinchidan ixtiyoriy n € Z uchun g(n) = n,
ya'ni Z C E(g). Bulardan E(g) = Z ekanligini olamiz. O
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2.3. Dirixle funksiyasi ® :R — R,

1, c
D(z) = agar = € Q (2.1)
0, agar z € R\Q.

Yechish. Dirixle funksiyasi ® : R — R ning giymatlar sohasi, aniqlanishi-
ga ko'ra E(®) = {0,1} ikki nuqtali to‘plamdan iborat. O

2.4. 2.1-misoldagi f akslantirishda A = [0, 3) to'plamning aksi (tasviri) va
B = (1, 4) to‘plamning aslini toping.

Yechish. f(z) = z? akslantirish R, = [0, oo) da o‘suvchi va uzluk-
siz funksiya bo‘lganligi uchun f([0, 3)) = [0, 9) bo‘ladi. Endi B = (1, 4)
to‘plamning f akslantirishdagi aslini topamiz. {x eR:a2? e (1, 4)} yoki

1 < 22

< 4 qo‘sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to‘plami
f~YB) ga teng. Bu tengsizlikning yechimi (—2, —1) U (1, 2) to‘plamdan

iborat. Demak, f~}(B) = (=2, —1)U (1, 2) ekan. O

2.5. 2.3-misoldagi ®© akslantirishda A = R\Q to'plamning aksi va B =

(1, oo) to‘plamning aslini toping.

Yechish. © akslantirish R\Q to‘plamning barcha elementlariga nolni mos
qo‘yadi, shuning uchun ®(R\Q) = {0}. Dirixle funksiyasining 1 dan katta
qiymatlari mavjud emas. Demak, D~ }(B) = 0. ]

26. f: R —> R, f(z)=axr+0b, a# 0 akslantirish biyeksiya ekanligini
isbotlang.

Isbot. Chizigli f: R — R akslantirishning biyeksiya ekanligini ko‘rsatish
uchun ixtiyoriy ¢ € R da ar+b = ¢ tenglamaning yagona yechimga ega ekan-
ligini ko‘rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi f : R — R, akslantirishning

syuryektivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta’minlaydi.
C J—

Bu tenglamaning yechimi yagona bo‘lib, u x = dan iborat. [

a
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2.7. Agar f: X — Y biyektiv akslantirish bo‘lsa, u holda ixtiyoriy A C X
uchun f: A— B (B = f(A)) ham biyeksiya bo‘lishini isbotlang.

Isbot. f(A) = B ckanligidan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib
chiqadi, inyektivligi esa f : X — Y ning inyektivligidan kelib chigadi. ]

2.8. Ikki to‘plam birlashmasining aksi ular tasvirlarining birlashmasiga teng,

ya'ni quyidagi tenglikni isbotlang
F(AUB) = f(4) U £(B). (2:2)

Isbot. Agar y € f(AU B) ixtiyoriy element bo‘lsa, u holda y = f(x)
bo‘lib, x element A va B to‘plamlardan aqgalli biriga tegishli bo‘ladi. Shun-
day ekan, y € f(A) U f(B). Bu yerdan f(AU B) C f(A) U f(B). Endi
teskari munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, y € f(A) U f(B) ixtiyoriy
element bo‘lsin. U holda y = f(x) bo‘lib, x element A va B to‘plamlardan
aqalli biriga tegishli bo‘ladi, yami © € AUB. Bundan, y = f(x) € f(AUB)
va demak, f(A)U f(B) C f(AUB). Bu munosabatlardan (2.2) tenglik kelib
chiqadi. [

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

2.9-2.11-misollardagi akslantirishlarning giymatlar sohasini toping.

2.9. Riman funksiyasi R: R — R,

, meZ neN

m
, agar xr = —
n

1
R(x)=4¢ N (2.3)
0,

agar x € R\Q.
m .

Bu formulada — — qisqarmas kasr.
n

2.10. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P :R?* - R, P(z,y) = z.
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2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

Sferik simmetrik akslantirish

S:R® = R, S(x1,29,23) = 27 + 23 + 3.

2.2-misoldagi ¢ akslantirishda A = [0, 3) to‘plamning aksi va B =
(1, 4) to‘plamning aslini toping.

2.9-misoldagi PR akslantirishda A = R\Q to‘plamning tasviri va B =

(1, co) to‘plamning aslini toping.

Syuryektiv (inyektiv) funksiyalar yig‘indisi va ayirmasi syuryektiv (inyek-

tiv) bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

Biyektiv funksiyalar yig‘indisi va ayirmasi biyektiv bo‘lishi ham, bo‘lmasli-

gi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

Agar f inyektiv funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy nolmas a € R son

uchun « f ham inyektiv funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f inyektiv funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy o € R son uchun
a + f ham inyektiv funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f : R — R syuryektiv funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy nolmas
a € R son uchun a f ham syuryektiv funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f : R — R syuryektiv funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a € R
son uchun a + f ham syuryektiv funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f biyektiv funksiya bo‘lsa, u holda 5 € R va nolmas a € R sonlar
uchun « f + 8 ham biyektiv funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f(z) =kx+1, k> 0 funksiya uchun f(a) =¢, f(b) =d bo'lsa,
u holda f: [a, b] = [c, d] chizigli funksiya biyeksiya bo‘ladi. Isbotlang.
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2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

Ikki to‘plam birlashmasining asli ular aslilarining birlashmasiga teng,

ya'ni quyidagi tenglikni isbotlang
fHAUB) = (AU fY(B).

Ikki to‘plam kesishmasining asli ular aslilarining kesishmasiga teng, ya'ni

quyidagi tenglikni isbotlang
fHANB) = 1A N fH(B).
Quyidagi tengliklarni isbotlang:
FHUA) =0 A (0 Aa) =07 (Aa).

(2.3) tenglikni ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlar uchun
o‘rinli ekanligini, ya'ni f (U Aa) = U f(A,) tenglikni isbotlang.

Umuman olganda, ikkita to‘plam kesishmalarining aksi ular aksilarining

kesishmasiga teng emas. Bunga misol keltiring.

2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P(z,y) = x
va A={(z,y):0<2<1, y=0}, B={(r,y):0<x<1, y=1}
to'plamlar berilgan. P(ANB) = P(A) N P (B) tenglik to‘grimi?

f(ANB) C f(A)N f(B) munosabatni isbotlang.

Biror X to‘plamva A C X qism to'plam berilgan bo‘lsin. X to‘plamda

aniqglangan

1, agar z€ A
xa(x) = (2.4)

0, agar = ¢ A
funksiva A to‘plamning xarakteristik funksiyasi yoki indikatori deyi-
ladi. X\A; AUB; AN B; A\B; AAB to'plamlarning xarakteristik

funksiyalarini x4 (x) va xp (z) funksiyalar orqali ifodalang.
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2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.

2.35.

2.36.

Quyidagi ikki tenglikni isbotlang.
Xuad, (#) =supxa, ()5 Xnea, (2) = infxa, (2).

f(z) = 2% bo'lsin. U holda:

a) f:R — R akslantirish syuryektiv ham, inyektiv ham emas;

b) f:R — R, akslantirish syuryektiv, ammo inyektiv emas;

c) f: Ry — R, akslantirish ham syuryektiv, ham inyektiv ekanligini

isbotlang.

Agar f: A— B va g: B — A inyektiv akslantirishlar mavjud bo‘lsa,
v : A — B biyeksiya mavjudligini isbotlang.

Agar f: A — B va g: B — A syuryektiv akslantirishlar mavjud

bo‘lsa, A ni B ga biyektiv akslantirish mavjudmi?

f :R? — R akslantirish f ((x,y)) = y tenglik bilan aniglangan. A =
{(0,y) :y € R} va B = {(1, y) : y € R} to‘plamlar uchun f (AN B)
va f(A)N f(B) to‘plamlarni toping. Berilgan f :R?* — R akslantirish
uchun f(ANB)=f(A)Nf(B) tenglik to'g'rimi?

Ixtiyoriy f : X — Y akslantirish va A, B € X to‘plamlar uchun
A C B bo'lsa, f(A)C f(B) munosabatni isbotlang.

f X — Y akslantirish uchun quyidagi jumlalar teng kuchli ekanligini
isbotlang:

a) f— inyektiv;

b) ixtiyoriy A, B C X uchun f(ANB)=f(A)Nf(B);

¢) barcha B C A to‘plamlar uchun f (A\B) = f(A)\f(B) ;

d) ixtiyoriy A C X uchun f~'(f(A))=A.
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2.37. f: X — Y akslantirish va A, B C Y to‘plamlar uchun

2.38.

2.39.

2.40.

2.41.

2.42.

a) f(f71(A) =ANnf(X),
b)A D B bolganda f~1 (A\B) = f~1(A)\f~!(B) tengliklarni isbot-
lang.

f:R = R, f(x) = 0,5 [z] funksiya berilgan. Agar A = [0, 8],
B = (2, 3) bo'lsa, f(A) va f~}(B) to‘plamlarni toping.

f: X =[5, 10|, f(x)=2%+1 funksiya berilgan. f ustiga (syuryektiv)

akslantirish bo‘ladigan maksimal X to‘plamni toping.

f: X — Ry, f(z) =2*>+1 funksiya berilgan. X to‘plam ganday

tanlansa, f inyektiv akslantirish bo‘ladi?

M (z, y) nuqta (0, 1) x (0, 1) kvadratning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.
Uning abssissasi x va ordinatasi y larni cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rini-
shida x = 0,n1n9ng... va y = 0, mymoms... tasvirlaymiz. Quyidagi

f:(0, 1) x (0, 1) = (0, 1) akslantirishni
f(M(0,nynons ..., 0,mymoms...)) = P(0,nymynsmaongms...)
aniglaymiz. Bu akslantirish syuryektiv bo‘ladimi? Biyektivchi?

f:0, 7] = [-1,1], f(z)=cosz,
g:10,7] — [0, 1], g(x) =sinuz,
p:[0. 51210, 1, pla) =sina,
Y [0, 3] = [0, 10], w(xz) = 2®+ 1, akslantirishlar ichidan inyektiv,

syuryektiv va biyektivlarini ajrating.
3-§. To‘plamlar quvvati

To‘plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.
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Ko‘pgina masalalarda berilgan to‘plam elementlarini ba’zi belgilariga qarab
o‘zaro kesishmaydigan qgism to‘plamlarga ajratiladi. Masalan, fazoni markazi
koordinata boshida va radiusi r bo‘lgan har xil sferalarga ajratish mumkin
va bu sferalar o‘zaro kesishmaydi. Bir shahar aholisini bir yilda tug‘ilganlik
belgisiga ko‘ra gism to‘plamlarga ajratish mumkin. Bunday misollarning har

biri to‘plamni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To‘plamlarni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil bo‘li-
shi mumkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy emas. Masalan, tekislikda ikki a va
b nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kichik bo‘lsa, ularni bitta sinfga kiritsak,
bu belgi tekislikni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a va
b nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kichik, b va ¢ nuqtalar orasidagi masofa
ham 1 dan kichik bo‘lib, a va ¢ nuqtalar orasidagi masofa 1 dan katta bo‘lishi
mumkin. Bundan ko‘rinadiki, @ va b nuqtalar bir sinfda, b va ¢ ham bir
sinfda. U holda bir sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bo‘lgan a va ¢ nuq-
talar tegishli bo‘ladi. Hosil gilingan xulosa sinflarning tashkil qilinishiga zid,

ya'ni tekislik bu belgi yordamida o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi.

Endi to‘plam elementlari qanday shartlarni qanoatlantiruvchi belgilar yor-

damida o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini qarab chiqamiz.

3.1-ta’rif. X x X to‘plamning ixtiyoriy R qism toplami munosabat dey-
iladi, ya'ni (a,b) € R bo‘lsa, a element b element bilan R munosabatda

deyiladi va a ~ b shaklda belgilanad;i.

3.2-ta’rif. Agar R munosabat quyidagi shartlarni qanoatlantirsa, unga

ekvivalentlik munosabati deyiladi:
1. Iztiyoriy a € X element uchun a ~a (refleksivlik);
2. Agar a ~ b bo‘lsa, u holda b a (simmetriklik);
3. Agar a ~ b va b ~C bo‘lsa, u holda a ~C (tranzitivlik).
Ekvivalent to‘plamlar. Chekli va cheksiz to‘plamlar. Chekli dona el-
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ementdan iborat to‘plamga chekli to‘plam deyiladi, aks holda to‘plam cheksiz
deyiladi. Cheksiz to‘plamlar ichida eng soddasi sanoqli to‘plam deb ataluvchi-
laridir.

3.3-ta’rif. Agar M to‘plam bilan natural sonlar to‘plami o‘rtasida biyek-
tiv moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, M ga sanoqli to‘plam deyilads.

Boshqgacha aytganda, agar M to‘plam elementlarini natural sonlar vosi-
tasida ay,as,...,a,,... cheksiz ketma-ketlik ko‘rinishida nomerlab chiqish
mumkin bo‘lsa, M ga sanoqli to‘plam deyiladi. Chekli yoki sanoqli to‘plamlar-
ni ifodalashda biz {} qavsdan foydalanamiz. Masalan, 1, 2, 3, 4 sonlardan
iborat to‘plamni {1,2,3,4} shaklda yozamiz.

3.4-ta’rif. Sanoqli bo‘lmagan cheksiz to‘plam sanoqsiz to ‘plam deyiladi.

3.5-ta’rif. Agar A va B to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish
mumkin bo‘lsa, v holda ular ekvivalent to‘plamlar deyiladi va A ~ B shaklda
belgilanads.

Endi sanoqli to‘plam tushunchasini boshgacha ta’riflash mumkin: agar to‘p-
lam natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo‘lsa, u sanoql: to‘plam deyiladi.

3.6-ta’rif. [0, 1] kesma va unga ekvivalent bo‘lgan to ‘plamlar kontinuum
quuvatle to ‘plamlar deyilads.

3.1-teorema. (0; 1| kesmadagi haqiqiy sonlar to‘plami sanogsizdir.

Kantor—Bernshteyn teoremasi yordamida to‘plamlarning ekvivalentligi oson
tekshiriladi. Bu teoremani quyidagicha bayon qilish mumkin.

3.2-teorema (Kantor—Bernshteyn). Agar A to‘plam B to‘plamning By
qismiga, B to‘plam esa A to‘plamning Ay qismiga ekvivalent bo‘lsa, u holda
A wva B to‘plamlar ekvivalentdir.

To‘plamlar quvvati. Agar ikkita chekli to‘plam ekvivalent bo‘lsa, ularn-
ing elementlari soni teng bo‘ladi. Agar A va B to‘plamlar ekvivalent bo‘lsa, u

holda ular bir zil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib, quvvat ixtiyoriy ikki ek-
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vivalent to‘plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. A to‘plamning quvvati A
bilan belgilanadi. Agar A va B to‘plamlar bir xil quvvatga ega bo‘lsa, u holda
biz A = B shaklda yozamiz. Agar A va B to‘plamlar ekvivalent bo‘lmasa va
A to‘plam B to‘plamning biror gismiga ekvivalent bo‘lsa, u holda B to‘plam
A to‘plamdan quovvatliroq deyiladi va A < B shaklda yoziladi. Agar A chekli
to‘plam bo‘lib, uning elementlari soni n ga teng bo‘lsa, u holda A = n shakl-
da yoziladi. Natural sonlar to‘plami va unga ekvivalent to‘plam quvvati uchun
Ny ("alef nol" deb o‘qiladi) belgidan foydalaniladi. [0, 1] kesma va unga ekvi-
valent to‘plamlar "kontinuum quvvat" li to‘plamlar deyiladi. Bu quvvat uchun
¢ simvol ishlatiladi, yami A ~ [0, 1] bo‘lsa, u holda A = ¢ shaklda yoziladi.
Agar B to‘plamning biror B; xos gism to‘plami kontinuum quvvatli bo‘lib,
B> ?1 bo‘lsa, u holda B giperkontinuum quvvatli to‘plam deyiladi.

Agar A va B to‘plamlar chekli to‘plamlar bo‘lib, n va m mos ravishda
bu to‘plamlar elementlarining soni bo‘lsa, A to‘plamni B to‘plamga barcha
akslantitishlar soni m” ga tengdir. Bunga ko‘ra ixtiyoriy quvvatlarni darajaga
ko‘tarishni quyidagicha ta’'riflash mumkin: A va B to‘plamlar quvvati mos
ravishda a va [ bo‘lsin. U holda A to‘plamni B to‘plamga barcha aks
ettirishlar to‘plami B4 ning quvvati 8 ning o darajasi deyiladi va B¢ kabi
belgilanadi.

3.3-teorema. 2% = c.

3.4-teorema. Bo‘sh bo‘lmagan A to‘plam quvvati o bo‘lsa, u holda A
ning barcha qism to‘plamlaridan tuzilgan to‘plam quovati 2%, shu A to‘plam

quuvatidan katta, ya'ni 2% > a.

3.1. Bizga f : X — Y akslantirish berilgan bo‘lsin. Agar a,b € X ele-
mentlar uchun f(a) = f(b) bo‘lsa, ularni ¢ munosabatda deymiz. Bu

munosabatning ekvivalentlik munosabati bo‘lishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyorly a € X uchun f(a) = f(a) tenglik o‘rinli, yani a ~ a
¢
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(refleksiv) munosabat o‘rinli. f(a) = f(b) tenglikdan f(b) = f(a) tenglik
kelib chiqadi, bundan ¢ munosabatning simmetriklik xossasi kelib chiqadi.
Agar f(a) = f(b) va f(b) = f(c) bo‘lsa, u holda f(a) = f(c) bo‘ladi. Bu
esa ( munosabatning tranzitivlik xossasini isbotlaydi. Demak, ¢ munosabat

ekvivalentlik munosabati bo‘ladi. ]
3.2. Z — butun sonlar to‘plami sanoqli. Isbotlang.

Isbot. Butun sonlar to‘plami Z va natural sonlar to‘plami N o‘rtasida

biyektiv moslikni quyidagicha o‘rnatish mumkin:

2n+1, agar n >0
fiZ N, f(n)= g

—2n, agar n < 0.

f ning biyektiv akslantirish ekanligi oson tekshiriladi. Demak, butun sonlar

to‘plami sanoqli ekan. ]

3.3. Ixtiyoriy ikkita [a, b] va [c, d] kesmalardagi nuqtalar to‘plamlari ekvi-

valentligini isbotlang. Bu yerda a < b, ¢ < d deb faraz qilinadi.

Isbot. Bu to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslikni

d—c
b—a

¢ :la, b] = e, d], o(r)= (x —a)+c

orgali o‘rnatish mumkin. ¢(a) = ¢, ©(b) = d ekanligini hisobga olsak, ¢
ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.21-misoldan kelib chigadi. ]

3.4. [0, 1] kesma va (0, 1) interval ekvivalent ekanligini isbotlang.

Isbot. Bu to‘plamlarni ekvivalent ekanligini ko‘rsatishda Kantor-Bernshteyn
teoremasidan foydalanamiz. A = 1[0, 1], 41 = (0, 1), B= (0, 1) va By =
[1/4, 1/2] desak, u holda 3.3-misolga ko'ra A ~ B; bo‘ladi. A; = B bo‘lganligi
uchun [ : Ay — B, Iz = x akslantirish biyeksiya bo‘ladi, ya'ni B ~ Aj.

Kantor-Bernshteyn teoremasiga ko‘ra A ~ B. ]
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3.5. Kantor to‘plamini kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

Isbot. Dastlab Kantor to‘plami qurilishini bayon qilamiz. E = [0, 1]
bolsin. Undan K; = (371,2 - 37!) intervalni chiqarib tashlaymiz, qolgan
yopiq to‘plamni Fy bilan belgilaymiz. Keyin F} dan Koy = (971,2-971) va
Ky = (7-971,8-971) intervallarni chiqarib tashlaymiz, ularning birlashmasini

K5 orqali, qolgan yopiq to‘plamni, ya'ni

=0 JUE Ul Ul |

to‘plamni Fy bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu to‘rtta kesmaning har biri
teng 3 qismga bo‘linib, o‘rtadagi uzunligi 372 ga teng bo‘lgan interval chiqarib

tashlanadi.

Chiqgarib tashlangan

1 2 7 8 19 20 25 26
K3 UK3UK33UKy = (—, — R = = = =
31 fa D s Mg (27’ 27>U<27’ 27>U(27’ 27)U(27’ 27)

to'plamni K3 bilan F»\K3 ni esa Fj bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu
jarayonni cheksiz davom ettirib, yopiq to‘plamlarning kamayuvchi F;, ketma-

ketligini hosil qilamiz. Agar

deb belgilasak, K yopiq to'plam bo‘ladi. U [0, 1] kesmadan sanoqli sonda-
gi K1, Ks,...,K,,... intervallarni chigarib tashlash natijasida hosil bo‘ladi.
Hosil bo‘lgan K to‘plam Kantor to‘plami deyiladi.
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3.1-chizma

Endi K to‘plamning tuzilishini (strukturasini) o‘rganamiz. Ravshanki, [0, 1]
kesmadan chiqgarib tashlangan intervallarning oxirlari bo‘lgan

1 2 1 2 7 8

1. = 2 Z Z Z Z. ...
07 737 37 97 97 97 97

(3.1)

nuqtalar K ga tegishli bo‘ladi. Biroq K to‘plam faqat shu nuqtalardan iborat
emas. [0, 1] kesmadagi K ga tegishli bo‘lgan nuqtalarni quyidagicha xarak-
terlash mumkin. Buning uchun [0, 1] kesmadagi har bir = ni uchlik sistemada
yozamiz:

Rk A RETE Rt
bu yerda a, sonlar 0, 1 va 2 ragamlardan birini gabul qilishi mumkin. O‘nli
kasrlar holidagidek bu yerda ham ba’zi sonlarni ikki xil ko‘rinishda yozish

mumkin. Masalan,

1—1+0+ +0+ —0+2+ +2+
3 3 3 3n 3 3 3
Endi K to'plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi haqida

fikr yuritamiz. Ravshanki, 33 intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi
: : (1 2 7 8\ .

yoyilmasida aq son albatta 1 ga teng bo‘ladi, 39 va 39 inter-

vallarga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida as son albatta 1

1 2 7 8 19 20
‘ladi. Xuddi sh ‘xshash | —, — =, == = oo
ga teng bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshas (27, 27), (27, 27), <27, 27)

31



27 27
gi yoyilmalarida a3 son albatta 1 ga teng bo‘ladi va hokazo. Shunday qilib,

25 26
va ( — | intervallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik sistemada-

ixtiyorlty x € [0, 1]\ K son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat-
nashuvchi aq, as,...a,,... sonlarning kamida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu-
lohazalardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: K to‘plamga kamida bir usul bi-
lan uchlik kasr ko‘rinishida tasvirlanuvchi shunday = € [0, 1] sonlar kiradiki,
ularga mos aq, as, ... a,, ... ketma-ketlikda 1 raqami biror marta ham uchra-

maydi. Shunday qilib, har bir x € K uchun
ai, ag,...0ap, ... (32)

ketma-ketlikni mos qo‘yish mumkin, bu yerda a, ragam 0 yoki 2 ni qabul
qiladi. Bunday ketma-ketliklar to‘plami kontinuum quvvatli to‘plamni tashkil

giladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun har bir (3.2) ketma-ketlikka
by, by, ..., by, ... (3.3)

ketma-ketlikni shunday mos qo‘yamizki, agar a, = 0 bo‘lsa, b, = 0 bo‘ladi,
agar a, = 2 bo'lsa, b, = 1 bo‘ladi. Har bir (3.3) ketma-ketlikni, [0, 1]
kesmadagi biror x sonning ikkilik kasr yozuvi deb garash mumkin. Shunday
qilib, K to‘plamni [0, 1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan K

ning kontinuum quvvatli to‘plam ekanligi kelib chigadi. ]
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

3.6. M to'plamda kiritilgan ¢ munosabat M ni o‘zaro kesishmaydigan
sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo‘lishi zarur va

yetarli. Isbotlang.

3.7. Har qanday f: X — Y akslantirish yordamida X ni o‘zaro kesishmay-

digan sinflarga ajratish mumkinligini isbotlang.
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3.8. 3.7-misoldan foydalanib, ortogonal proyeksiyalash akslantirishi
P :R?> - R, P(z,y) = =z yordamida R? ni o‘zaro kesishmaydigan

sinflarga ajrating.

3.9. Sferik simmetrik akslantirish S : R® — R, S(x1, 2, 73) = 22 + 25 + 22

yordamida R3 fazoni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajrating.

3.10. Agar = va y haqiqiy sonlarning ayirmasi butun son bo‘lsa, ularni ¢
munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘lishini

isbotlang.

3.11. Butun gismlari bir xil haqiqiy sonlarni bir sinfga to‘plash yo‘li bilan
haqiqiy sonlar to‘plamini sinflarga ajratamiz. Bu sinflarga ajratishga mos

keluvchi akslantirishni quring.

3.12. Agar o va [ kompleks sonlarning mavhum qismlari teng bo‘lsa, ularni

¢ munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladimi?
Endi sanoqli va sanoqsiz to‘plamlarga misollar keltiramiz.

3.13. Barcha juft natural sonlar to‘plami va natural sonlar to‘plami o‘rtasida

biyektiv moslik o‘rnating.
3.14. Ratsional sonlar to‘plamining sanoqli ekanligini isbotlang.

3.15. Sanoqli to‘plamning ixtiyoriy gism to‘plami chekli yoki sanoqlidir. Isbot-
lang.

3.16. Chekli yoki sanoqlita sanoqli to‘plamlar birlashmasi yana sanoqli to‘p-
lamdir. Isbotlang.

3.17. Chekli sondagi sanoqli to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi sanoqli to‘p-
lamdir. Isbotlang.
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3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

3.31.

Har qanday cheksiz to‘plam sanoqli gism to‘plamga ega.
R va (0, 1) interval ekvivalent to‘plamlar ekanligini isbotlang.

Ixtiyoriy cheksiz to‘plam o‘zining biror xos gism to‘plamiga ekvivalent

bo‘ladi. Isbotlang.
O‘zbekistondagi barcha talabalar to‘plami sanoqlimi?

Ayirmasi chekli, kesishmasi sanoqli bo‘lgan A va B sanoqli to‘plamlar-

ga misol keltiring.

Simmetrik ayirmasi sanoqli, kesishmasi chekli bo‘lgan A va B sanoqli

to‘plamlarga misol keltiring.

A va B sonli to‘plamlar sanoqli bo‘lsa, ularning arifmetik yig‘indisi

ham sanoqli bo‘lishini isbotlang.
{r € R: sinx = 0,5} to‘plam sanoqli ekanligini isbotlang.
{z € R: cosxz € Q} to‘plamning quvvatini toping.

Barcha ratsional koeffitsiyentli ko‘phadlar to‘plami sanoqli ekanligini is-

botlang.

Agar & son biror ratsional koeffitsiyentli ko‘phadning ildizi bo‘lsa, & al-
gebraik son deyiladi. Algebraik sonlar to‘plamining sanoqli ekanligini is-

botlang.

Agar A to'plam B ga, B to‘plam C ga ekvivalent bo‘lsa, u holda A

to'plam C' ga ekvivalent bo‘lishini isbotlang.

To‘plamlar o‘rtasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, sim-

metrik va tranzitiv bo‘lishini isbotlang.

[0, 1] kesmadagi haqiqiy sonlar to‘plami sanogsizdir. Isbotlang.
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3.32. [0, 1] kesmani (0, 1) intervalga biyektiv akslantiruvchi moslikni quring.

3.33. [—1, 1] x[—1, 1] kvadrat va [a, b] X [c, d] to'g'ri to‘rtburchak o‘rtasida

biyektiv moslik o‘rnating.
3.34. [—1, 1] x [0, 1] va R? o‘rtasida biyeksiya o‘rnating.
3.35. Haqiqiy sonlar to‘plami sanogsizdir. Isbotlang.
3.36. R\Q va R o‘rtasida biyeksiya o‘rnating.

3.37. A chekli B sanoqli to‘plam bo‘lsin, u holda B ~ AU B, B ~ AAB

ekanligini isbotlang.

3.38-3.42-misollarda keltirilgan to‘plamlarni kontinuum quvvatli ekanligini

isbotlang.

3.38. Tekislikdagi barcha nugtalar to‘plami.

3.39. Sfera sirtidagi nuqtalar to‘plami.

3.40. Uch o‘lchamli fazodagi nuqgtalar to‘plami.

3.41. Sfera ichidagi nugtalar to‘plami.

3.42. [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar to‘plami.

3.43. Tekislikdagi ratsional koordinatali nugtalar to‘plamining sanoqli ekanlig-

ini isbotlang.

3.44. Ixtiyoriy cheksiz M va sanoqli A to‘plamlar uchun M~MUA munos-

abatni isbotlang.

3.45. Ixtiyoriy kontinuum quvvatli M va sanoqli A to‘plamlar uchun

M~MUA, M~ M\A, M~ MAA munosabatlarni isbotlang.
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3.46.

3.47.

3.48.

3.49.

3.50.

3.51.

3.52.

3.53.

3.54.

3.55.

Ikkita har xil cheksiz o‘nli kasrli yoyilmalarga ega bo‘lgan sonlar to‘pla-

mining sanoqli ekanligini isbotlang.
Barcha irratsional sonlar to‘plamining sanoqsiz ekanligini isbotlang.

[0, 1] dagi barcha ratsional sonlar bilan [0, 1] x [0, 1] dagi barcha rat-

sional koordinatali nuqtalar to‘plami o‘rtasida biyeksiya o‘rnating.

Koordinata boshidan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar to‘plami [0, 1] to‘p-

lamga ekvivalentmi?

[0, 1] to‘plamni [0, 1] x [0, 1] to‘plamga biyektiv akslantiring.
Ushbu >’ ;—Z qatorda e, soni 0 yoki 1 ga teng bo‘lishi mumkin. Demalk,
n=1

qator yaainlashuvchi. Ixtiyoriy « € [0, 1] uchun ¢, sifatida 0 yoki 1

sonlarni shunday tanlash mumkinki,

n=1

N)|(‘f)
3|3

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Isbot qgiling. Qanday = sonlar uchun bu tanlash

yagona usulda amalga oshiriladi?

Sonlar o‘qgidagi A to‘plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa
birdan katta bo‘lsa, A ning chekli yoki sanoqli to‘plam ekanligini isbot-
lang.

3.51-masaladan foydalanib hadlari faqat 0 yoki 1 bo‘lgan barcha ketma-

ketliklar to‘plami kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

Chekli sondagi kontinuum quvvatli to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi

kontinuum quvvatga ega. Isbotlang.

Kontinuum quvvatli sonli to‘plamlarning arifmetik yig‘indisi yana kon-

tinuum quvvatli to‘plami bo‘lishini isbotlang.
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3.56. Sanoqli va kontinuum quvvatli to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi kon-

tinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.57. Sanoqli va kontinuum quvvatli sonli to‘plamlarning arifmetik yig‘indisi

kontinuum quvvatli to‘plam bo‘lishini isbotlang.

3.58. Agar A C B C C bo'lib, A~ C ho'lsa, A ~ B bo‘lishini isbotlang.

3.60-3.62-misollarda keltirlgan to‘plamlarni 3.4-teoremadan foydalanib giperkon-

tinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.59. [0, 1] kesmaning barcha qgism to‘plamlaridan iborat to‘plam.

3.60. [0, 1] kesmada aniglangan va qiymatlari 0 yoki 1 bo‘lgan barcha funksiyalar
to‘plamining kontinuumdan quvvatliroq, ya'ni giperkontinuum quvvatli

bo‘lishini isbotlang.
3.61. R? ning barcha qgism to‘plamlaridan iborat to‘plam.

3.62. [0, 1] kesmada aniqlangan barcha funksiyalar to‘plami.
4-§. To‘plamlar sistemalari

To‘plamlar halqgasi va yarim halqasi. Elementlari to‘plamlardan ib-
orat to‘plam to‘plamlar sistemasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan X
to‘plamning ba’zi gism to‘plamlaridan iborat sistemalarni qaraymiz. To‘plamlar
sistemalarini belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydalana-
miz. Bizni asosan to‘plamlar ustidagi ba’zi amallarga nisbatan yopiq bo‘lgan
sistemalar qiziqtiradi.

4.1-ta’rif. Agar & to‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma va kesishma
amallariga nisbatan yopiq, ya’'ni iztiyoriy A, B € & to‘plamlar uchun AAB €
S va ANB €6 bo‘lsa, u holda & to‘plamlar sistemasiga halga deyiladi.
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4.1. Agar & to'plamlar sistemasi halqa bo‘lsa, u holda & birlashma va ayir-

ma amallariga nisbatan ham yopiq bo‘ladi. Ishotlang.

Isbot. Ixtiyoriy A, B to‘plamlar uchun AU B = (AAB) A (AN B)
(1.12-misol) va A\B = A A (AN B) (1.13-misolga qarang) tengliklar o‘rinli.
Bu tengliklardan hamda & sistema halqa ekanligidan AUB € & va A\B €
S munosabatlar kelib chigadi. 0

Demak, halqa birlashma va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema,
bo‘lar ekan. Ushbu A\A = () tenglik ko‘rsatadiki, har ganday halqa o‘zida
bo‘sh to‘plamni saglaydi. Faqat bo‘sh to‘plamdan iborat sistema mumkin bo‘l-
gan halqalar ichida eng kichigi bo‘ladi.

Agar & to‘plamlar sistemasida shunday E € & to‘plam mavjud bo‘lib,
ixtiyoriy A € & uchun AN E = A bo‘lsa, F to‘plam & sistemaning "bir-
lik elementi” yoki "biri" deyiladi. Sistemaning biri deganda shu sistemadagi
maksimal to‘plam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to‘plamga
ega bo‘lavermaydi. Masalan, natural sonlar to‘plamining barcha chekli gism
to‘plamlaridan iborat sistemada maksimal to‘plam mavjud emas. Birlik ele-
mentga ega bo‘lgan to‘plamlar halqasi algebra deyiladi. Ba’'zan, halqa tushun-
chasiga nisbatan umumiyroq bo‘lgan to‘plamlar yarim halqasi tushunchasidan

ham foydalaniladi.

4.2-ta’rif. Agar & to‘plamlar sistemasi quyidagi uch shartni ganoatlantir-
sa, unga yarim halqa deyiladi:

a) & sistema bo‘sh to‘plamni saqlaydi;

b) & sistema to‘plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq, ya'ni A, B €

S munosabatdan AN B € & munosabat kelib chiqadi;
c) Agar A€ &, A1 €& bo'lib, Ay C A bo‘lsa, u holda & sistemaning

o0 ‘zaro kesishmaydigan Ao, ..., A, cheklita elementlari mavjud bo ‘lib, quyida-
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g1 tasvir o‘rinli bo‘ladi:
A\A; = U Ay
k=2
Agar A to‘plam o‘zaro kesishmaydigan A;, Ao, ..., A, to‘plamlar birlash-

masidan iborat bo‘lsa, bu birlashma A to‘plamning chekli yoyilmasi deyiladi

va A= ﬁ Ay shaklda ham yoziladi.

Ixtiycf;}l/ S to‘plamlar halqasi yarim halga bo‘ladi, chunki halga bo‘sh
to'plamni saqlaydi va kesishma amaliga nisbatan yopiq. Endi ¢) shartning
bajarilishini ko‘rsatamiz. A va A;(A; C A) to‘plamlar & halqaga tegish-
li bo‘lsa, u holda Ay = A\A; € & bo'lib, A = A; U Ay chekli yoyilma
o‘rinli bo‘ladi. Demak, har qanday halqa yarim halga bo‘lar ekan. Lekin, yarim
halga doim halqa bo‘lavermaydi (4.14-misolga qarang). Agar & to‘plamlar
halgasi undan olingan ixtiyoriy A, As,..., A,,... to‘plamlar ketma-ketligi
bilan birgalikda ularning yig‘indisi nole A, ni ham o‘zida saqlasa, u holda &
sistemaga o — halqa deyiladi. Agar & to‘plamlar halgasi undan olingan ix-
tiyoriy Ai, Ao, ..., Ap,... to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning
kesishmasi n%ol A, ni ham o‘zida saqglasa, u holda & sistemaga 00— halqa
deyiladi. Agar ¢ — halqganing birlik elementi mavjud bo‘lsa, u o — algebra

deyiladi. Birlik elementli 6 — halga &d— algebra deyiladi. Shuni ta’kidlash

lozimki, ikkilik prinsipidan, ya’ni
E\NU A, =N (E\A,), E\NA,=U(E\A,)

munosobatlardan ((1.1) va (1.4) ga qarang) o — algebra va § — algebra tushun-
chalarining ustma-ust tushishi kelib chigadi.

4.1-teorema. Ixtiyoriy bo‘shmas & to‘plamlar sistemasi uchun & ni
o‘zida saqlovchi va & ni saqglovchi barcha Y halgalarda saqlanuvchi yagona
M(S) minimal halqga mavjud. Agar & yarim halga bo‘lsa, u holda IM(S)
minimal halqa Ay to‘plamlar (Ap € &) bo‘yicha A = kLZJl Ay chekli yoyil-

maga eqga bo‘lgan A to‘plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust tushads.
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M(G)— G sistema ustiga qurilgan minimal halqa deyiladi.

Har qanday cheksiz A to‘plamning barcha qism to‘plamlari sistemasi 2A(A) ,
o — algebra bo‘ladi. Agar biror & sistema berilgan bo‘lsa, doim uni saglovchi
o — algebra mavjud. Hagigatan ham, agar X = ALgJ@A desak, X ning barcha
qism to‘plamlaridan tuzilgan (X)), sistema & ni o‘zida saqlovchi o — algebra
bo‘ladi. Agar B, G ni o‘zida saqlovchi ixtiyoriy o — algebra va X uning biri
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy A € & to'plam A C X munosabatga bo‘ysunadi, va
shunday ekan, X = ALEJGA cX. Agar & ni saqlovchi B — o— algebraning

biri X uchun X = X munosabat bajarilsa, bu o — algebra (& ga nisbatan)
keltirilmaydigan o — algebra deyiladi.

4.2-teorema. Iztiyoriy bo‘shmas & to‘plamlar sistemasi uchun (bu sis-
temaga nisbatan) keltirilmaydigan shunday B(&), o — algebra mavjudki, bu
o— algebra & ni saqlaydi va & mni saqlovchi barcha o — algebralarda

saqlanads.

4.2-teoremada keltirilgan o — algebra & sistema ustiga qurilgan minimal
o — algebra deyiladi.

Sonlar o‘qidagi barcha [a, b] kesmalar va [a, b), (a, b] yarim intervallar
va (a, b) intervallardan tashkil topgan & yarim halqani qarasak, u holda
S ustida qurilgan keltirilmaydigan minimal 8(&), o — algebra elementlari

Borel to‘plamlari yoki "Borel tipidagi" to‘plamlar deyiladi.

R sonlar o‘qi, xg uning biror nuqtasi bo‘lsin. R da O. (xy) = = (xg —
e, xo+e¢) interval z¢ nuqtaning € — atrofi deyiladi. Bizga M C R to‘plam
va x € R nuqta berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun O (z) N
M # () munosabat bajarilsa, x nuqta M ning wurinish nuqtasi deyiladi.
M to‘plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to‘plam, M ning yopig‘
deyiladi va u [M] bilan belgilanadi. Agar x ning ixtiyoriy O (z) atrofi M

ning cheksiz ko‘p elementlarini saqlasa, u holda = nuqta M to‘plamning lim-
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itk nugtast deyiladi. M ning barcha limitik nuqtalaridan iborat to‘plamni
M’ bilan belgilaymiz. Agar M = M’ bo‘lsa, M ga mukammal to‘plam dey-
iladi. M to‘plamga tegishli £ nuqta uchun shunday € > 0 mavjud bo‘lib,
O.(x) N M = {x} Dbo'lsa, u holda = nuqta M to'plamning yakkalangan
nugtasi deyiladi. Agar M to‘plam uchun M = [M] tenglik bajarilsa, M ga
yopiq to‘plam deyiladi. Boshqacha aytganda, agar to‘plam o‘zining barcha li-
mitik nuqgtalarini saqlasa, u yopiq to‘plam deyiladi. Agar x € M nuqgta uchun
shunday ¢ > 0 mavjud bo‘lib, O.(z) C M bo‘lsa, x nuqta M to'plamning
ichki nugtasi deyiladi. Agar to‘plamning barcha nuqtalari ichki nuqta bo‘lsa,
u ochiq to‘plam deyiladi. Ya'ni faqgat ichki nuqtalardan tashkil topgan to‘plam
ochiq to‘plam deyiladi. Agar A va B to‘plamlar uchun B C [A] bo'lsa,
u holda A to‘plam B to'plamda zich deyiladi. Xususan, agar [A] = R
bo‘lsa, A to‘plam R ning hamma yerida zich deyiladi. Agar A to‘plam
birorta ham (xg—e, xo+¢) intervalda zich bo‘lmasa, u holda A hech yerda
zichmas deyiladi. Xuddi shunday tekislikdagi to‘plamlar uchun ham ochiq
va yopiq to‘plam, hamda hamma yerda zich va hech yerda zichmas to‘plam

tushunchalari kiritiladi.
Endi Borel to‘plamlarini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.

4.3-ta’rif. Sonlar o‘qidagi barcha ochiq va yopiq to‘plamlar, ularning chek-
li yoki sanoqli birlashmalaridan iborat to ‘plamlar va ularning to‘ldiruvchilar:

Borel to‘plamlari yokit Borel tipidagi to ‘plamlar deyilads.

4.4-ta’rif. Bo‘sh bo‘lmagan X to‘plamda x binar amal kiritilgan bo‘lib,
u quytdagr shartlarni qanoatlantirsa:
1) ixtiyoriy x,y,z € X lar uchun (x xy)*z =1z % (y*2) bo'lsa;
2) shunday e € X element mavjud bo‘lib, ixtiyoriy x € X uchun exx =
r*xe=ux bo'lsa;

8) ixtiyoriy x* € X wuchun shunday ' € X element mavjud bo‘lib, = x
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vt =e bolsa, (X,*) juftlikka gruppa deyiladi. Agar X gruppadagi ixtiyoriy

x,y lar uchun xxy=yxx bo‘lsa, X ga kommutativ gruppa deyilads.

4.2. Sonlar o‘qidagi barcha [a, b) yarim ochiq intervallar sistemasi — & yarim

halga bo‘lishini isbotlang.

Isbot. & bo'‘sh [a, a) = () to‘plamni saglaydi. & to‘plamlar kesishma
amaliga nisbatan yopiq, ya'ni [a, b), [c,d) € & munosabatdan [a,b)N [c,d) €
S (4.1-chizma) munosabat kelib chigadi.

4.1-chizma

la, b) € &, [a1, b1) € G, va [ay, by) C [a, b) ekanligidan [a, b)\[a1, b1)
= la, a1) U [by, b) tasvir (4.2-chizmaga qarang) o‘rinli hamda [a, a;) va

(b1, b) lar & ga qarashli. Demak, & yarim halqa bo‘ladi. O

4.2-chizma

/DirectClassPacket currentfile color ,acketreadhex stringpoppopcompressionQOeq/nu
/DirectClassImage systemdict /colorimage known columns rows 8 | columns

0 0 rows neg 0 rows | DirectClassPacket false 3 colorimage columns rows 8

| columns 0 0 rows neg 0 rows | GrayDirectClassPacket image ifelse bind

def
/GrayDirectClassPacket currentfile color yacketreadhexstringpoppopcolor,acketOget
/GrayPseudoClassPacket currentfile byte readhexstring pop 0 get /offset

exch 3 mul def /color ,acketcolormapof fset3getintervalde f coloryacket0get0.299mulco
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/PseudoClassPacket currentfile byte readhexstring pop 0 get /offset exch 3

mul def /color yacketcolormapof f set3getintervalde f compressionOeq/numberyizel s3de,

/PseudoClassImage currentfile buffer readline pop token pop /class exch
def pop class 0 gt currentfile buffer readline pop token pop /depth exch def
pop /grays columns 8 add depth sub depth mul 8 idiv string def columns rows
depth | columns 0 0 rows neg 0 rows | currentfile grays readhexstring pop
image currentfile buffer readline pop token pop /colors exch def pop /colors
colors 3 mul def /colormap colors string def currentfile colormap readhexstring
pop pop systemdict /colorimage known columns rows 8 | columns 0 0 rows
neg 0 rows | PseudoClassPacket false 3 colorimage columns rows 8 [ columns

0 0 rows neg 0 rows | GrayPseudoClassPacket image ifelse ifelse bind def
/Displaylmage gsave /buffer 512 string def /byte 1 string def /color ,acket3stringdef /p

currentfile buffer readline pop token pop /x exch def token pop /y exch def
pop x y translate currentfile buffer readline pop token pop /x exch def token
pop /y exch def pop currentfile buffer readline pop token pop /pointsize exch
def pop /Times-Roman findfont pointsize scalefont setfont x y scale currentfile
buffer readline pop token pop /columns exch def token pop /rows exch def pop
currentfile buffer readline pop token pop /class exch def pop currentfile buffer
readline pop token pop /compression exch def pop class 0 gt PseudoClassIm-
age DirectClassImage ifelse grestore bind def userdict begin Displaylmage 0
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4.3. 4.2-misolda keltirilgan & sistema halga bo‘lmaydi. Isbotlang.

Isbot. Buning uchun & sistemaning to‘plamlar simmetrik ayirmasi ama-
liga nisbatan yopiq emasligini ko‘rsatish yetarli. & sistemadan olingan A =
[0, 5) va B =11, 3) to‘plamlarning simmetrik ayirmasini qaraymiz. Bu hol-
da AAB =10, 1)U[3, 5) bo‘lib, u & sistemaga qarashli emas. Demak, &
sistema halga bo‘lmaydi. [

4.4. 6 ={A CR: AyoR\A tdplamlardan biri chekli} sistemaning o —

algebra bo‘la olmasligini ko‘rsating.

Isbot. Berilgan G sistema sanoqli birlashmaga nisbatan yopiq emas. Ma-

salan, A, = {n} € &, lekin ularning birlashmasi (J A, ¢ &. O

n=1
4.5. Agar G to‘plamlar sistemasi halqa bo‘lsa, u simmetrik ayirma amaliga

nisbatan kommutativ gruppa tashkil qgiladi. Isbotlang.

Isbot. 4.4-ta'rif shartlarini bajarilishini tekshiramiz:
1) ixtiyoriy A, B, C' € & lar uchun (AAB)AC = AA(BAC) ya'ni
(A% B)*xC = Ax(Bx*C) o‘rinli.
2) shart ixtiyorly = € X element uchun e * x = x *x e = = tenglikni qanoat-
lantiruvchi e € X element sigatida ) € & ni olamiz. U holda 0AA =
AAD = A tenglik o‘rinli bo‘ladi.
3) teskari elementning mavjudligi. Ixtiyoriy x = A € & uchun z~! sifatida
A € & niolamiz, u holda zx 27! = e tenglik AAA =0 ko‘rinishni oladi.
4) kommutativlik z*y = y*x sharti esa AAB = BAA tenglik ko‘rinishiga
ega bo‘ladi. [

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

4.6. Agar G to'plamlar sistemasi halga bo‘lsa, u holda & chekli sondagi

birlashma va kesishma amallariga nisbatan yopiq bo‘ladi. Isbotlang.
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4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

Agar & to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va birlashma amallariga

nisbatan yopiq bo‘lsa, uning halga bo‘lishini isbotlang.

Agar & to‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma va ayirma amallariga

nisbatan yopiq bo‘lsa, uning halga bo‘lishini isbotlang.

Agar & to‘plamlar sistemasi kesishma va ayirma amallariga nisbatan

yopiq bo‘lsa, u halga bo‘lmasligi mumkin. Misol keltiring.

Agar G to‘plamlar sistemasi birlashma va kesishma amallariga nisbatan

yopiq bo‘lsa, u halga bo‘lmasligi ham mumkin. Misol keltiring.

Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha qgism to‘plamlaridan tuzilgan

A(A)—sistema, biri £ = A bo‘lgan algebra bo‘ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha chekli gism to‘plamlaridan tuzil-
gan sistema halga bo‘ladi. Bu halga algebra bo‘lishi uchun A chekli

to'‘plam bo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Ixtiyoriy bo‘shmas A to‘plam uchun A va () to‘plamlardan tuzilgan

{A, 0} sistema, biri E = A bo‘lgan algebra bo‘ladi. Isbotlang.

Sonlar o‘qidagi barcha chegaralangan to‘plamlar sistemasi halqa bo‘ladi,

ammo algebra bo‘lmaydi. Isbotlang.

Ixtiyorly {.} halqalar sistemasi uchun ularning kesishmasi ¢ = N P,
yana halga bo‘ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy bo‘shmas & to‘plamlar sistemasi uchun & ni o‘zida saqlov-
chi va & ni saqlovchi barcha B halqalarda saglanuvchi yagona 91(&)

minimal halga mavjud. Isbotlang.
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4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

[0, 1) dagi barcha [a, b) yarim ochiq intervallar va ularning chekli
sondagi birlashmalaridan iborat sistemani qaraymiz. Uning halga bo‘lishini

isbotlang.
4.17-misolda keltirilgan sistemaning algebra bo‘lishini isbotlang.

4.17-misolda keltirilgan sistemaning o — algebra bo‘la olmaisligini is-

botlang.

S yarim halqadan A to‘plam va o‘zaro kesishmaydigan A;, Ao, ..., A,
to‘plamlar olingan bo‘lib, ularning har biri A to‘plamda saqlansin. U
holda Aq, As,..., A, to‘plamlarni A, 1,...,As € & to‘plamlar bilan

A to‘plamning chekli yoyilmasiga qadar to‘ldirish mumkin. Isbotlang.

S yarim halqadan olingan har ganday cheklita A;, As,..., A, to'p-
lamlar sistemasi uchun & da shunday o‘zaro kesishmaydigan cheklita
By, ..., B; to'plamlar sistemasi mavjudki, har bir A to‘plam By, ..., B;
to‘plamlardan ba’zilari yordamida A, = U B, yig‘indi ko'rinishida

s€ My
tasvirlanadi. Bu yerda M} C {1, 2,..., t}. Isbotlang.

Agar & yarim halga bo‘lsa, u holda bu yarim halgadan hosil qilingan

minimal halqga Aj to‘plamlar bo‘yicha A = kUI Ap, A € © chekli
>

yoyilmaga ega bo‘lgan A to‘plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust

tushadi. Isbotlang.
Tekislikdagi barcha kvadratlar to‘plami yarim halga bo‘ladimi?
Yarim halqalarning Dekart ko‘paytmasi yarim halga bo‘ladimi?

Sonlar o‘gidagi barcha ochiq va yopiq to‘plamlar sistemasi yarim halqga
(halqa) tashkil giladimi?
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4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

Sonlar o‘qidagi barcha chekli yoki to‘ldiruvchisi chekli bo‘lgan to‘plamlar

sistemasi halga tashkil giladimi?

S = {ACR: AyoR\A tdplamlardan biri chekli} sistemaning al-
gebra tashkil qilishini isbotlang.

S ={ACR: AyoR\A toplamlardan biri chekli yoki sanoqli} sis-

temaning o — algebra bo‘lishini isbotlang.

S ={ANnB:ACR—yopiq, B CR ochiq to'plam} sistemaning al-
gebra bo‘lishini isbotlang.

29-misolda keltirilgan sistemaning o— algebra bo‘la olmasligini ko‘rsating.

Shunday & va ‘B halqalarga misol keltiringki, ularning birlashmasi halqa

bo‘lmasin.

A ={a, b, ¢} to‘plamning halqa va algebra tashkil giluvchi barcha gism

to‘plamlari sistemasini yozib chiqing.

Sonlar o‘qidagi barcha chekli to‘plamlar sistemasi halqa (yarim halqa)

tashkil qgiladimi?

Sonlar o‘gidan olingan barcha [a, b] kesmalar va [a, b), (a, b] yarim in-
tervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halqga bo‘lishini isbotlang.

Bu sistemaning halga bo‘la olmasligini ko‘rsating.

Tekislikdagi barcha yarim ochiq {(x,y) : a <z <b, c <y <d} to'gri
to‘rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo‘lishini isbotlang. Bu sistemaning

simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emasligini ko‘rsating.

Tekislikda {(x, y)eR?*:a<x<b c<y<d} korinishdagi barcha
to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi yarim halga bo‘lishini isbotlang. Bu sis-

temaning birlik elementi mavjudmi? Bu sistema halqa bo‘ladimi?
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4.37.

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

S ={(z,y):a <z <b ¢c<y<d} yarim halqgada A; C A shartni
ganoatlantiruvechi A = [0,7) x [0,7) va A; = [1,3) x [3,5) to‘plamlar
berilgan. A\ A; to‘plamning chekli yoyilmasida eng kamida nechta to‘g'ri
to‘rtburchak qatnashadi. A\A; to‘plam yoyilmasidagi to‘g‘ri to‘rtbur-

chaklarni shunday tanlangki, ular perimetrlari yig‘indisi minimal bo‘lsin.

Sonlar o‘qidagi barcha chegaralangan to‘plamlar sistemasi halga bo‘lishi-

ni isbotlang. Bu sistema ¢ — halqa bo‘ladimi? o — algebrachi?

B halga bo‘lsin. Har bir A € P uchun P4 bilan {AN B, B € P},
ko‘rinishdagi to‘plamlar sistemasini belgilaymiz. 84 ning algebra bo‘li-
shini isbotlang. Agar 8 sistema o — halqa bo‘lsa, u holda 4 to‘plamlar

sistemasi o — algebra bo‘ladi. Isbotlang.

X cheksiz elementli to‘plam bo‘lsin. Uning barcha chekli yoki sanoqli
qism to‘plamlaridan iborat sistema o —halqga bo‘lishini isbotlang. X

to‘plamga qanday shart qo‘yilsa bu sistema algebra bo‘ladi.

Quyida berilgan to‘plamlar sistemasi yarim halqa, halqa va algebra tash-
kil giladimi? Tekshiring.

a) {la, b :a€Q, beQAa<b}UD,

b) {(a,b]:a€Z, beZNa<b}U,

c) {la, b) :a e R\Q, be R\QAa<b}U.

bo‘sh bo‘lmagan X to’plamning barcha qgism to’plamlaridan tashkil top-
gan A(X) sistema simmetrik ayirma ”A” amaliga nisbatan kommutativ

gruppa tashkil qilishini isbotlang.

5-§. To‘plamlar o‘lchovi
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Bu paragrafda biz o‘lchovning umumiy ta'rifini beramiz. O‘lchovni yarim
halqadan halqaga davom ettirish masalasini qaraymiz. Bundan tashgari o‘lchov-
ning Jordan va Lebeg ma’nosidagi davomlari qaraladi va ularning additivlik,
o— additivlik xossalari o‘rganiladi.

Dastlab sonlar o‘qidagi va tekislikdagi to‘plamlarning Lebeg ma’nosidagi
o‘lchoviga ta'rif beriladi. Jordan va Lebeg ma’nosidagi o‘lchovli to‘plamlar
solishtiriladi.

5.1-ta’rif. Aniglanish sohasi &, yarim halga bo‘lgan p : &, — Ry
to ‘plam funksiyasi additiv bo‘lsa, ya'ni o ‘zaro kesishmaydigan iztiyoriy Ay, As,

..., A, € 6, to‘plamlar uchun kLijl A, € 6, bolganda

I (U Ak) = ZM(Ak)
k=1 k=1

tenglik o‘rinli bo‘lsa, p: &, — Ry ga o‘lchov deyilads.

Boshqgacha aytganda, p to‘plam funksiyasi quyidagi
1) aniqlanish sohasi yarim halqa, 2) giymatlari haqiqiy va manfiymas, 3)
additivlik shartlarini qanoatlantirsa, unga o‘lchov deyiladi.

5.1-eslatma. () = QU yoyilmadan w(0) = 2u(0), yani pu(@) =0 tenglik
kelib chiqadi.

5.2-ta’rif. Agar m o‘lchovning aniqlanish sohasi &, ikkinchi p o‘lchov-
ning aniglanish sohasi &, da saglansa (S, C &,) va atiyoriy A € S,

to‘plam uchun

H(A) = m(A)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda 1 o‘lchov m o‘lchovning davomi deyilads.

5.1-teorema. Aniqlanish sohasi &, yarim halga bo ‘lgan har bir m o‘lchov
uchun aniglanish sohasi M(S,,) (S,, ni o'zida saqlovchi minimal halqa)
bo‘lgan yagona m' davom mavjud.

5.3-ta’rif. Agar G,, sistemada aniqlangan m o‘lchov va ixtiyoriy o‘zaro
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kesishmaydigan sanoglita Ay, Ao, ..., A,, ... € &, to‘plamlar uchun kole Ay €
S, bo‘lganda

k=1 k=1
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda m o‘lchov sanogli additiv yoki o— additiv
o‘lchov deyilads.

Sodda to‘plam o‘lchovi. Aytaylik a va b lar ixtiyoriy sonlar bo‘lsin.

Sonlar o‘qida
a<x<b a<x<b a<zx<b a<xz<b

tengsizliklarning istalgan biri bilan aniglangan to‘plamlar sistemasi berilgan
bo‘lsin. Bu to‘plamlarni oraliglar deb ataymiz. Xususan, agar yuqoridagi shart-
lardan birini qanoatlantiruvchi nugtalar mavjud bo‘lmasa (masalan a > b ),
ya'ni () to‘plamni ham oralig deb ataymiz. & bilan sonlar o‘qidagi barcha

oraliglar sistemasini belgilaymiz.
5.1. Sonlar o‘qidagi barcha oraliglar sistemasi — & yarim halqa tashkil qgiladi.

Isbot. G sistemaning elementlari [a, b], [a, b), (a, 0], (a, b) ko'rinish-
dagi oraliqlardan iborat. & sistemadan olingan va a, b sonlari bilan aniglan-
gan (yopiq, ochiq yoki yarim ochiq) oraliqgni P = P,;, bilan belgilaymiz. &
bo‘sh [a, a) =0 to‘plamni saqlaydi. & sistema to‘plamlar kesishmasi amali-
ga nisbatan yopiq, ya'ni ikki P, va P.; oraligning kesishmasi bo‘sh to‘plam
yoki yana Py N P.g = Py, n = max{a, ¢}, m = min{b, d} oraliq (5.1-

chizmaga qarang) bo‘ladi.

5.1-chizma
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Agar Py € 6, Py € & bo'llib Py C Py bolsa, u holda P\ Py =
P,.U Py, yoyilma (5.2-chizma) o‘rinli. Demak, & yarim halqa bo‘ladi. [

5.2-chizma

S yarim halqadan olingan va a, b sonlari bilan aniqlangan (yopiq, ochiq
yoki yarim ochiq) bo‘sh bo‘lmagan P = P,;, oraliq uchun m(P) = b—a sonni
mos qo‘yamiz, agar P bo‘sh to‘plam bo‘lsa m(P) = 0 deymiz. U holda
m : & — R to‘plam funksiyasi 5.1-ta’rif shartlarini gqanoatlantiradi, ya'ni
m : & — R o‘lchov bo‘ladi. Bu o‘lchovning additivlik shartini keltiramiz:
agar

P —
k

NCs

1Pk;, PNP, =10, 1#£k, P P.eG

bo‘lsa, u holda m(P) = i m(Pg) tenglik o‘rinli.

M(S) bilan & yarimk:hlalqa ustiga qurilgan minimal halgani belgilaymiz.
4.1-teoremaga ko‘ra MM(S) halqaning har bir elementi A o‘zaro kesishmaydi-
gan P, € G oraliglarning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlanadi, yani A =
kﬁl P.. M(S) halga elementlarini sodda to‘plamlar deymiz. Endi 9(6)

halgadagi to‘plamlarning, ya'ni sodda to‘plamlarning o‘lchovi tushunchasini

kiritamiz. Har bir A = [ P, € 9M(S) sodda to‘plamga
k=1

m/(A) =Y m(P) (5.1)

sonni mos qo‘yuvchi m’ : MM(S) — R moslikni aniglaymiz. m/(A) miqdor
A to‘plamning o ‘lchovi deyiladi.
Lebeg oflchovi. Dastlab E = [0, 1] birlik kesmada saglanuvchi to‘p-

lamlar bilan chegaralanamiz.
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5.4-ta’rif. Ixtiyoriy A C E to‘plam uchun

(A = inf S m(P) (5.2)

ACUL Py,

son A to‘plammning tashqi o‘lchovi deyiladi.

(5.2) da aniq quyi chegara A to‘plamni qoplovchi oraliglarning barcha
chekli yoki sanoqli sistemalari bo‘yicha olinadi. Shuni ta’kidlaymizki, ixtiyoriy
A C F to'plamning tashqi o‘lchovi mavjud. Chunki infimum belgisi ostidagi
ifoda Y m (P) manfiymas, shuning uchun u quyidan nol bilan chegaralangan.
Quyidan chegaralangan sonli to‘plam esa aniq quyi chegaraga ega. Endi A C
E to'plam o‘lchovi ta'rifini beramiz.

5.5-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 uchun shunday B € IM(S) sodda to‘plam
mavjud bo‘lib, u*(AAB) < e tengsizlik bajarilsa, u holda A Lebeg ma’nosida
o‘lchovli to‘plam deyilads.

Agar A Lebeg ma'nosida o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, uning o‘lchovi deb tashqi
o‘lchovini qabul gilamiz. Fagat o‘lchovli to‘plamlar sistemasi $(E) da aniglan-
gan p* to‘plam funksiyasi Lebeg o‘lchovi deyiladi va u p bilan belgilanadi.
Shunday qilib, o‘lchovli to‘plamlar sistemasi $(F) va unda Lebeg o‘lchovi p
aniqlandi. Demalk, ixtiyoriy A € $4(F) uchun p(A) = p*(A).

Biz yuqorida faqat E = [0, 1] kesmada saqlanuvchi to‘plamlarni qaradik.

Bu cheklashdan xalos bo‘lish mumkin. Ma’lumki, R ni
E,=[nn+1), neZ

oraliglar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin, ya’'ni

R = U E,.
neZ
5.6-ta’rif. Agar har bir n € Z uchun A, = AN E, to‘plamlar o‘lchovli
bo‘lsa, u holda A to‘plam o‘lchovli deyiladi. Agar A to‘plam o‘lchovli bo‘lsa,
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quytdagi yig ‘indi

plA) = 3 (A, (53)

nez

A to‘plamning Lebeg o‘lchovi deyiladi.
Agar (5.3) qator yig‘indisi chekli bo‘lsa, A chekli o‘lchovli to‘plam deyiladi.
Aks holda A cheksiz o‘lchovli to‘plam deyiladi. Shuning uchun u oflchov

cheksiz giymat ham qabul qilishi mumkin.

s 1 1 1 1
52. A = L—J1 [E -3 + é) ni sodda to‘plam ekanligini ko‘rsating. Uni

eng kam sondagi o‘zaro kesishmaydigan P, P, ..., P, oraliglar birlash-
masi ko‘rinishida tasvirlang. A = k[LJl P, yoyilmadan foydalanib, A to‘p-

lamning o‘lchovini toping.

1 1 1 1
Yechish. P, = |———-, —+ =], n=1,2,...,8 belgilash olamiz va P,
n 8 n 8
oraliglarning kesishish yoki kesishmasligini tekshiramiz.

79 3 5 5 11 1
Pr=|- - P=|- - Pa=|—, —],... k= - 1.
1 [87 8) 5 2 [87 8) ) 3 [247 24) ) y 48 [07 4>

5.3-chizmadan ma’lum bo‘ldiki, PLNP, =0, P,NPy1 #0, k=2,3,...,8.

Shuning uchun

8
5
A:PIUQ17 QlZUPn:[07 _>7 PlaQIEG
n=2 8
tasvir eng kam sonli yoyilma bo‘ladi. Demak, A sodda to‘plam. Bu yoyil-
madan
2 5 7
A — P _ — _ = —
p(A) = p(Pr) + (@) sT373
tenglikni olamiz. ]

5.3-chizma
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Elementar to‘plam o‘lchovi. Endi tekislikdagi to‘plamlarning Lebeg
o‘lchoviga to‘xtalamiz. Aytaylik a, b, ¢ va d lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar
bo‘lsin. Tekislikda biror Dekart koordinatalar sistemasi tayinlangan bo‘lib,

shu sistemada
a<zx<b a<x<b a<zx<b a<xz<b

va

c<y<d, c<y<d, c<y<d, c<y<d

tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniqlangan to‘plamlar sistemasi beril-
gan bo‘lsin. Bu to‘plamlarni to ‘g ‘ri to‘rtburchaklar deb ataymiz. Xususan, agar
yugqoridagi shartlardan birini qanoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo‘lmasa (ma-
salan @ > b yoki ¢ > d bo‘lsa) uni ham to‘g‘ri to‘rtburchak deb ataymiz.
&2 bilan tekislikdagi barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.

Sonlar o‘qi holidagidek tekislikdagi A C E* = [0, 1] x [0, 1] to‘plamning
tashqi o‘lchovi va Lebeg o‘lchovi ta'riflarini berish mumkin.

5.7-ta’rif. Iztiyoriy A C E? to‘plam uchun

p(A) = inf m (Py) (5.4)

ACUL Py,

son A to‘plammning tashqi o‘lchovi deyiladi.

Bu yerda aniq quyi chegara A to‘plamni qoplovchi to‘g‘ri to‘rtburchaklar-
ning barcha chekli yoki sanoqli sistemalari bo‘yicha olinadi.

Tekislikdagi barcha to‘g'ri to‘rtburchaklar sistemasi —&? yarim halga tash-
kil qiladi (5.25-misolga qarang). &2 yarim halqadan olingan va a, b, ¢, d
sonlari bilan aniglangan (ochiq, yopiq, yoki yarim ochiq) bo‘sh bo‘lmagan P =
Pupeq to'g'ri to‘rtburchak uchun m(P) = (b—a)(d — ¢) sonni mos qo'yamiz,
agar P bo‘sh to‘plam bo‘lsa m(P) = 0 deymiz. Bu qonuniyat bo‘yicha
aniglangan m : &% — R to‘plam funksiyasi o‘lchov (5.1-ta’rif) shartlarini

ganoatlantiradi.
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IM(G?) bilan &2 yarim halqa ustiga qurilgan minimal halgani belgilaymiz.
9M(S?) halqaning elementlari elementar to‘plamlar deyiladi.

5.8-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 uchun shunday B € IM(S?) elementar
to‘plam mavjud bo‘lib, p*(AAB) < e tengsizlik bajarilsa, u holda A Lebeg
ma nosida o‘lchovli to‘plam deyilads.

Faqat o‘lchovli to‘plamlar sistemasi #4(E?) da aniglangan p* to‘plam funk-
siyasi Lebeg o‘lchovi deyiladi va u p bilan belgilanadi. Shunday qilib, o‘lchovli
to‘plamlar sistemasi U(E?) va unda Lebeg o‘lchovi g aniglandi. Demak, ix-
tiyoriy A € U(E?) uchun pu(A) = p*(A).

Xuddi sonlar o‘qi holidagidek tekislikni, ya'ni R? ni

Epn={(z,y) m<z<m+1, n<y<n+1}, n,meZ

kvadratlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin:

5.9-ta’rif. A C R? biror to‘plam bo‘lsin. Agar istalgan m, n butun son-
lar uchun A, = AN E,, to‘plamlar o‘lchovli bo‘lsa, u holda A to‘plam
o‘lchovli deyiladi. Agar A to‘plam o‘lchovli bo‘lsa,

(A= 3 (A (5.5)

yigindi A to‘plamning Lebeg o‘lchovi deyiladsi.

Agar (5.5) qator yig'indisi chekli bo‘lsa, A C R? chekli o‘lchovli to‘plam
deyiladi. Aks holda A cheksiz o‘lchovli to'plam deyiladi.

5.2-teoroema (O‘lchovning o— additivlik zossasi). Agar {A,} — o‘zaro

kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi bo‘lsa, u holda

H (U An) = ZM(AH)
n=1 n=1
tenglik o ‘rinli.
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5.3-teorema (O‘lchovning uzluksizlik rossasi). Agar o‘lchovli to‘plamlar-
ning Ay O Ay D --- D A, D -+ ketma-ketligi uchun A = :F%l A, bo‘lsa, u
holda p(A) = 7}1_{{)10 w(Ay) tenglik o‘rinli.

5.1-natija. Agar Ay C Ay C --- C A, C --- olchovli to‘plamlar ketma-
ketligi uchun A = nCL)J:l A, bo‘lsa, u holda u(A) = nh_)rgo (A, tenglik o‘rinli.

Agar (5.2) tenglikda aniq quyi chegara A C R to‘plamni qoplovchi bar-
cha B sodda to‘plamlar bo‘yicha olinsa, A to‘plamning Jordan ma’nosidagi

tashqi o‘lchovi hosil bo‘ladi, u j7*(A) bilan belgilanadi, yani

7 (A) = liggam'(B), B € M(S).

Ushbu

j«(A) = sup m/(B), B € M(G),
BCA

son A to‘plamning Jordan ma’nosidagi ichki o‘lchovi deyiladi.

5.10-ta’rif. Agar j*(A) = j.(A) bo'lsa, A Jordan ma’nosida o‘lchovli
to‘plam deyilads.

Shuni ta’kidlash joizki, agar A Jordan ma’nosida o‘lchovli to‘plam bo‘lsa,

u Lebeg ma’nosida ham o‘lchovli to‘plam bo‘ladi va bu o‘lchovlar o‘zaro teng

bo‘ladi.

5.3. Lebeg ma'nosida o‘lchovli, ammo Jordan ma’nosida o‘lchovli bo‘lmagan

to‘plamga misol keltiring.

Yechish. £ = [0, 1] bo‘lsin, A esa [0, 1] kesmadagi barcha ratsional son-
lar to‘plami bo‘lsin. A to‘plam £ da zich bo‘lganligi uchun A ni saqlovchi
sodda to'plam FE ni ham o‘zida saqlaydi. Shuning uchun j*(A) = 1 bo‘ladi.
A to‘plamda saqglanuvchi sodda B to‘plam fagat chekli to‘plamdir. Shun-
ing uchun j,(A) = 0 tenglik o‘rinli. Bu yerdan j*(A) # j.(A). Demak, A
to‘plam Jordan ma’nosida o‘lchovli emas. Ma’lumki, A sanoqli to‘plam, shun-

ing uchun uning elementlarini {x1,zs,...,z,, ...} ketma-ketlik ko‘rinishida
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nomerlab chigish mumkin. Shunday ekan
AC k§1Pk, P.={x: xp <x<axp} =g, xi]
Ikkinchi tomondan ixtiyoriy k& € N uchun m(P;) = 0. Bu yerdan
p(A) =0

ekanligi kelib chigadi. Shuni ta’kidlash lozimki, tashqi o‘lchovi nolga teng
bo‘lgan har qanday to‘plam o‘lchovli to‘plamdir. Buning uchun sodda to‘plam

sifatida B = () ni olish yetarli:
W(AAB) = 1 (AAD) = 1 (4) = 0 < e

Demak, A Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam. Shunday qilib, A Lebeg ma’'no-
sida o‘lchovli bo‘lgan, lekin Jordan ma’nosida o‘lchovli bo‘lmagan to‘plamga

misol bo‘ladi. ]

5.4. A C [0, 1] — bilan shunday sonlar to‘plami belgilanganki, ularning chek-

siz o‘nli kasr yoyilmasida 5 raqami ishtirok etmaydi. u(A) ni toping.

Yechish. A to‘plam to‘ldiruvchisining o‘lchovini topamiz. [0, 1]\ A to‘plam
elementlarining cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida 5 raqami ishtirok etadi. [0, 1]
kesmani teng o‘n bo‘lakka bo‘lamiz va oltinchi [0,5; 0,6) bo‘lakni A; bi-
lan belgilaymiz. A; dagi har bir sonning cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida, ver-
guldan keyingi birinchi raqami 5 bo‘ladi. Qolgan 9 ta bo‘lakning har birini
teng o‘n bo‘lakka bo‘lamiz va ulardagi oltinchi bo‘laklarning birlashmasini
[0,15; 0,16) U [0,25; 0,26) U --- U [0,95; 0,96) = A bilan belgilaymiz.
Ay to‘plamdagi sonlarning cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida verguldan keyingi
ikkinchi raqami 5 bo‘ladi. Va hokazo bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz.

Hosil bo‘lgan Ay, Ao, ..., A,, ... to'plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va

93



ularning birlashmasi [0, 1]\A ga teng. O‘lchovning o— additivlik xossasiga

ko‘ra
([0, 1\A) = Z,u

tenglik o‘rinli. Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki pu(A;) =
1071 p(Ag) =9-1072, p(A,) =9""1-107",... tengliklar o‘rinli. Demak,

(e.¢]

9=t 0,1
(0. Th4) = Z“ )=2 T =T-05° "

n=1

Shunday qilib, u(A) + ([0, 1]\A) =1 dan pu(A) =0 eckanini olamiz. O

5.5. Shunday {A,} "Borel tipidagi to‘plam" larga misol keltiringki, quyida-

n=1

gilar bajarilsin:  u(A,) = +oo, A, D A, n>1, p (ﬂ A,

Yechish. "Borel tipidagi to‘plam" sifatida A, = [n,00), n € N larni
olamiz. Natijada istalgan n € N uchun u(A,) = +oo va A, D A, 41 munos-
abat bajariladi. Kesishma [\ A, = 0 bo‘lganligi uchun ,u(ﬂ An) =0

n=1

n=1

bo‘ladi. ]

Quyidagi misolda A; C A shartni qanoatlantiruvchi A va A; to‘plamlar
berilgan. A\ A1 to‘plamni eng kam sondagi o‘zaro kesishmaydigan Py, Ps, ..., P,
to'g'ri to‘rtburchaklar birlashmasi ko‘rinishida tasvirlang. A\A; = |J P

k=1
yoyilmadan foydalanib A\ A; to‘plam o‘lchovini toping.

Yechish. Tekislikda A va A; to‘plamlarni chizmada tasvirlaymiz. 5.4-
chizmadan A\A; = P, U P, U P3 yoyilmani olamiz.
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5.4-chizma

Buyerda P, = [0, 4)x[0, 7), P, = 1[4, 7)x]|0, 3], P; ={7}x]0, 7]. Buto‘g'ri
to‘rtburchaklar o‘zaro kesishmaydi. O‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra,

p(A\AL) = p(Pr) + p(Py) + p(P3) = 2849+ 0 = 37. U

00 1 1
5.7. O‘lchovning o— additivlik xossasidan foydalanib, A = , —
a1 \(n+ 1)1 nl
to‘plamning o‘lchovini toping.
1 1
RSk ﬁ) to‘plamni belgilaymiz. A, to‘plamlar
juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi, shuning uchun o‘lchovning o— additivlik

Yechish. A, orqali (

xossasiga ko‘ra

p(A) = 3 ul(A)
n=1
: 1 : : 1 1
tenglik o‘rinli. A,, to‘plamning o‘lchovi u(A4,) = — — dan foy-
n!  (n—1)!
dalansak
- 1 1 1 1 1 1
A) = A)= — — — 4 — — — i — e =1
#A) ;“( e TR TRt R Rl e s T
ekanligini olamiz. ]

Ayrim umumlashtirishlar. Bizga sonlar o‘qgida aniglangan, kamaymay-
digan, o‘'ngdan uzluksiz F' funksiya berilgan bo‘lsin. Bo‘sh bo‘lmagan interval,
kesma va yarim intervallarga F' funksiya yordamida quyidagi sonlarni mos
qo‘yamiz:

m((a7 b)) :F(b_0> —F(CL), m([aa b]) :F<b) —F(a—O),
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m ((a, b)) = F(b) — F(a), m([a, b)) = F(b—0) — F(a—0).

Ravshanki, bu usulda aniglangan m to‘plam funksiyasi manfiymas va additiv.
Yarim halqada kiritilgan bu o‘lchovning davomini pz bilan belgilaymiz. Umu-
man olganda, ur o‘lchovga nisbatan o‘lchovli to‘plamlar sinfi F' funksiyaning
tanlanishiga bog‘liq. Ammo R da o‘ngdan uzluksiz, kamaymaydigan istal-
gan F' funksiya uchun ochiq va yopiq to‘plamlar, shuningdek, ularning istal-
gan sanoqli yig‘indi va sanoqli kesishmalari pup o‘lchovga nisbatan o‘lchovli
to‘plamlar bo‘ladi.

5.11-ta’rif. Biror kamaymaydigan, o‘ngdan uzluksiz F funksiya vositasi-
da qurilgan pp o‘lchov Lebeg-Stiltes o‘lchovi deyiladsi.

Bizga Lebeg o‘lchovi p va Lebeg-Stiltes o‘lchovi pupr berilgan bo‘lsin.

5.12-ta’rif. Agar u(A) = 0 ekanligidan pp(A) = 0 tenglik kelib chigsa,
wr  absolyut uzluksiz o‘lchov deyilads.

5.13-ta’rif. Agar pup o‘lchov chekli yoki sanoqli qiymat qabul qiluvchi F
funksiya yordamida aniqlansa, pp diskret o‘lchov deyilads.

5.14-ta’rif. Agar pp o‘lchovda istalgan bir nuqtali to‘plam nol o‘lchov-
ga ega bo‘lsa va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo‘lgan biror A to‘plam uchun
pr(R\A) =0 bo'lsa, u holda pp singulyar o‘lchov deyiladi.

O‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomi. Birlik elementli yarim halqa-
da aniglangan o‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomini qaraymiz. Agar &,, da
aniglangan m o‘lchov o—additiv bo‘lsa, u holda m ni &,, dan M(S,,)
ga nisbatan kengroq bo‘lgan va gandaydir ma’noda maksimal sinfga davom
ettirish mumkin. Buni Lebeg bo‘yicha davom ettirish yordamida amalga os-
hirish mumkin. Bizga biror &,, birlik elementli yarim halqada aniqlangan
o—additiv m o‘lchov berilgan bo‘lsin va F to'plam &,, yarim halganing
birlik elementi bo‘lsin. £ ning barcha qism to‘plamlaridan tashkil topgan

2A(FE) sistemada tashqi o'lchov deb ataluvchi p* to‘plam funksiyasini quyida-
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gi usulda aniglaymiz.

5.15-ta’rif. Iztiyoriy A C E to‘plam uchun
pi(A) =inf Y " m(B,)

son A to‘plamning tashqgi o‘lchovi deyiladi. Bu yerda aniq quyi chegara A
to‘plamni qoplovchi barcha chekli yoki sanoqli {B,}, B, € &,, to‘plamlar
sistemast bo ‘yicha olinads.

5.4-teorema . Agar A wva sanoglita Ay, Ao, ..., A,, ... to‘plamlar uchun

AC ole A, bo‘lsa, u holda quyidagi tengsizlik o‘rinli

(A <3 (A,

5.16-ta’rif. Agar A C E to‘plam va istalgan € > 0 uchun shunday B €
M(S,,) to‘plam mavjud bo‘lib,

w(AAB) < e

tengsizlik bajarilsa, A (Lebeg ma’nosida) o‘lchovli to‘plam deyiladi.

Faqat o‘lchovli to'plamlar sistemasi $(E) da aniglangan p* to‘plam funksi-
yasi Lebeg o‘lchovi deyiladi va u p harfi bilan belgilanadi. Ravshanki, G,, va
M(S,,) dan olingan to‘plamlar o‘lchovli bo‘ladi. Bunda, agar A € &, va
B € M(S,,) bo'lsa, u holda

Agar A olchovli to‘plam va p*(AAB) < e tengsizlikni qanoatlantiruvchi
B € M(S,,) to'plam berilgan bo‘lsa,

AAB = (E\A)A(E\B)

tenglikdan A ning to‘ldiruvchi to‘plami E\ A ning ham o‘lchovli ekanligi kelib
chiqadi.
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5.5-teorema. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(F) halga bo‘ladi.

5.2-eslatma. S,, ning birlik elementi - E o‘lchovli to‘plamlar sistemasi
I(E) uchun ham birlik element bo‘ladi, shuning uchun o‘lchovli to‘plamlar
sistemasi U(F) algebra tashkil giladi.

5.6-teorema. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(E) da aniglangan p to‘p-
lam funksiyasi additivdir.

5.7-teorema. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(FE) da aniglangan p to‘plam
funksiyasi o— addituvdir.

5.8-teorema. Lebeg bo‘yicha o‘lchovli bo‘lgan barcha to‘plamlar sistemasi
M(E), E birlik elementli o— algebradir.

5.17-ta’rif. O‘lchovli to ‘plamlar sistemasi W E) da aniglangan va U(E)
da tashqi o‘lchov p* bilan ustma-ust tushuvchi p funksiya m o‘lchovning
= L(m) Lebeg davomi deyiladi.

5.9-teorema. Istalgan boshlang‘ich m o‘lchov uchun Lebeg bo ‘yicha o‘l-
chovli to‘plamlar sistemasi U(E) 0— halqa bo‘ladi. Sanoqli sondagi o‘lchovli
Ay, Ao, o Ay, ... toplamlar birlashmasi bo‘lgan A = nOle A, to‘plamning

o‘lchovly bo‘lishi uchun p (61 Ak> miqdorning n ga bog‘ligsiz o‘zgarmas

bilan chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
Lebeg o‘lchovining yana bir xossasini keltiramiz.
5.18-ta’rif. Agar pu(A) = 0 va A" C A bo'lishidan A" ning o‘lchovli
ekanligi kelib chiqsa, p o‘lchov to‘la deyilads.
Agar p o‘lchov to‘la bo‘lsa, A’ to‘plam uchun p(A") =0 bo‘ladi.
Ixtitoriy o‘lchovning Lebeg davomi to‘la bo‘ladi. Hagiqatan ham, A" C A,
pu(A) = p*(A) =0 bo'lsa, p*(A’) =0 boladi va B =0 € &,, ni olsak,
pr(AAD) = pr(A) =0
bo‘ladi, ya'ni A" ning o‘lchovli ekanligi va p(A’) = 0 kelib chiqadi.
5.8. Oflchovsiz to‘plamlarning birlashmasi o‘lchovsiz bo‘ladimi?

98



Yechish. O‘lchovsiz to‘plamlarning birlashmasi o‘lchovli ham o‘lchovsiz
ham bo‘lishi mumkin. Masalan, A C [0, 1] o‘lchovsiz to‘plam bo‘lsin, u holda
B =10, 1]\A ham o‘lchovsiz to‘plam bo‘ladi. Ularning birlashmasi AU B =
[0, 1] esa o‘lchovli to‘plam. Agar A C [0, 1) olchovsiz to‘plam, B C [1, 2)
o‘lchovsiz to‘plam bo‘lsa, u holda ularning birlashmasi C' = AU B to‘plam
uchun, Ag = C' N Ey = A olchovsiz to‘plam bo‘lganligidan 5.6-ta’rifga ko‘ra
C = AU B o'lchovsiz to‘plam bo‘ladi. ]

5.9. F(x) = [z] funksiya yordamida qurilgan pp— Lebeg-Stiltes o‘lchovi

diskret o‘lchov bo‘lishini ko‘rsating.

Yechish. F(z) = [z] funksiya monoton kamaymaydigan o‘ngdan uzluksiz
funksiya bo‘lib, uning giymatlar sohasi butun sonlar to‘plami Z dan iborat.
Butun sonlar to‘plami esa sanoqli to‘plam bo‘lganligi uchun, 5.13-ta'rifga ko‘ra

up diskret o‘lchov bo‘ladi. ]
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

5.10. To'plam funksiyasi m': M(&) — R olchov bo‘ladi. Isbotlang.

5.11. (5.1) tenglik bilan aniglangan m’ : 9MM(S) — R funksiyaning qgiyma-
ti A sodda to‘plamni chekli sondagi o‘zaro kesishmaydigan oraliglar

yig‘indisiga yoyish usulidan bog‘liq emas. Isbotlang.

5.12. m' : M(S) — R olchov m : & — R o‘lchovning davomi bo‘ladi.
Isbotlang.

5.13. Ikki sodda to‘plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va simmetrik

ayirmasi yana sodda to‘plam bo‘ladi. Isbotlang.

5.14. Agar A € M(S) to'plam oraliq bo‘lsa, u holda m'(A) = m(A) bo‘ladi.
Isbotlang.
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5.15. Agar A € M(S) to'plam chekli sondagi o‘zaro kesishmaydigan A, A,,

n
..., A, sodda to‘plamlarning yig‘indisi, ya'ni A = [[ Ay shaklda tasvir-
k=1
lansa, quyidagi tenglikni isbotlang:

m'(A)=>"m'(Ay).
k=1

5.16. Agar A € M(S) sodda to'plam, {A,} — sodda to‘plamlarning chekli
yoki sanoqli sistemasi bo‘lib, A C U A,, bo‘lsa,

m' (A) <> m' (Ay)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Isbotlang.

5.17. A sodda to‘plam sanoqli sondagi o‘zaro kesishmaydigan A;, Ao, ...,

A,,... sodda to‘plamlarning yig‘indisidan iborat, ya’ni
[ee]
A= ]_[ A,
n=1

8

5.18-5.23-misollarda keltirilgan A C R ni sodda to‘plam ekanligini ko‘rsa-
ting. Uni eng kam sondagi o‘zaro kesishmaydigan P, P, ..., P, oraliglar
birlashmasi ko‘rinishida tasvirlang. A = k61 P, yoyilmadan foydalanib, A

to‘plamning o‘lchovini toping.

5.18. A= |J [3*™, 2%, 521. A=

1 n=1

Ce
N
—

3
ot

I

S

||

n

Co

8
5.19. A= (337", et 5.22. A= | <1_

1 n=1

11

8 n
520. A= | |—" 5=m)  5ag 4 y(2oL 3. 1L
T A2+ 2t ) T T 5 n '

n




5.24. Ikkita yarim halqaning Dekart ko‘paytmasi yarim halga bo‘ladi. Ishot-

lang.
5.25. & x & = &? tenglikni isbotlang.

5.26. Tekislikdagi barcha to‘g'ri to‘rtburchaklar sistemasi — &2 yarim halqa
tashkil qiladi. Isbotlang.

"Serpin gilami” nomli masala. R? dagi E? = [0, 1] x [0, 1] kvadrat-

, 1 2 1
nir=—-, r=— = —
3’ 3 Y7 3
kvadratlarga bo‘lamiz va markazdagi ochiq

2
, Y = 3 tog'ri chiziglar yordamida 9 ta bir xil

3 3 3 3
kvadratni (5.5a-chizma) tashlaymiz. Keyin qolgan 8 ta kvadratning har birini

1 2 1 2
Plz{(af,y): - <zr<-, —<x<—}

yuqoridagidek 9 ta bir xil kvadratlarga bo‘lamiz (5.5b-chizma) va markazdagi
kvadratni tashlaymiz. Bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada
qolgan to‘plamni A bilan belgilaymiz. Bu to‘plamga "Serpin gilam:" nomi

berilgan.

5.5-chizma
5.27. Serpin gilamining o‘lchovini toping.

5.28. A C [0, 1] — bilan shunday sonlar to‘plamini belgilaymizki, ularning
cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida 2 raqami 3 raqamidan oldin uchraydi. Bu

to‘plamning o‘lchovini toping.
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5.29. A C [0, 1]— bilan cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida 8 raqami qatnasha-

digan sonlar to‘plamini belgilaymiz. Uning o‘lchovini toping.

5.30. A C [0, 1] — shunday to‘plamki, uning elementlarini cheksiz o‘nli kasr
yoyilmasida 1 dan 9 gacha ragamlarning barchasi gatnashadi. Uning

o‘lchovini toping.

5.31. Kantor to‘plami K C [0, 1] ning Jordan ma’'nosida o‘lchovli emasligini

isbotlang.

5.32. "Kantor tarog‘" nomli masala. K — Kantor to‘plami bo‘lsin.
A={(z,y):z€[0,1], ye K}

to'plam "Kantor tarogt” deyiladi. A to'plam [0, 1] x [0, 1] ning hech
yerida zich emas, yopiq va u(A) = 0. Isbotlang.

"Serpin qabristoni” nomli masala. R?* da [0, 1] x [0, 1] kvadratni z =

1 2 1 2
- ==, Yy==, Y= 3 tog'ri chiziglar yordamida 9 ta teng kvadratlarga

3’ 3 3
bo‘lamiz. Asosiy kvadratning uchlariga yopishgan 4 ta

5.6-chizma

o
[\
<
[\

Wl
~——

Plz{(a:,y): 0<x <

Wl Wl

wl o
IA
<
IA
—_

N——

PQZ{(:U79): 0<z <
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2 1
2 2
Py = (:c,y):géxél, gﬁyél

yopiq kvadratlarni (5.6a-chizma) birinchi rang kvadratlari deb ataymiz.

Bu to‘rt kvadratning birlashmasini A; = P, U P, U P3 U P, bilan bel-
gilaymiz. Birinchi rang kvadratlarining har birini yuqoridagidek 9 ta teng
kvadratlarga bo‘lamiz. Birinchi rang kvadratlari Py, Py, P3, P4 uchlariga
yopishgan kvadratlarni ikkinchi rang kvadratlari (5.6b-chizmada Q1 — Q1)
deymiz. Bu 16 ta kvadratning birlashmasini Ao bilan belgilaymiz. Va hokazo
bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada ichma-ich joylashgan
Al D Ay D ... DA, D ... ketma-ketlikka ega bo‘lamiz. Ularning kesish-

masini A = oﬁl A, bilan belgilaymiz. A to‘plam Serpin qabristoni deyiladi.
n=

5.33. Serpin qabristoni A ning o‘lchovi nol (u(A) = 0) va [0, 1] x [0, 1]

kvadratning hech yerida zich emasligini isbotlang.

5.34. A CR to‘plamning o‘lchovi nolga teng bo‘lsa, p( A) = 0 bo‘lishi shart-
mi? Bu yerda A — A to‘plamning yopig'i.

5.35. A C R chegaralanmagan musbat o‘lchovli to‘plam bo‘lsin, u holda shun-

day z,y € A lar mavjudki =z —y € Q bo‘ladi. Isbotlang.

5.36. A C R ixtiyoriy musbat o‘lchovli to‘plam bo‘lsin, u holda shunday z,y €
A mavjudki z —y € R\Q bo‘ladi. Isbotlang.

5.37. R dagi nol o‘lchovli to‘plamlar sistemasi o — halga bo‘lishini isbotlang.

5.38. A C R Borel tipidagi to‘plam ekanligini ko‘rsating, uning Lebeg o‘lchovini
toping:

o0 1 1
a) A= n——, n+—|,



5.39.

5.40.

5.41.

5.42.

00 1
n=1 n

(n+1)
c) A=10, 1\Q.

Quyida berilgan A C R to‘plamning Borel tipidagi to ‘plam ekanligini

ko‘rsating, keyin uning o‘lchovini toping.

2) A= (R\Q)N 0, 1], b) A= {zeR:2' € Q},
&) A = [a,00), d) A= O:O(n—Qin, n+2in),

(e

e) A:nf:joln—i, n+ 1}, f)

e 4_”

1 1
S — P+ —| N(R\Q).
0 [TL 5n’ nt+ 5n:| ( \Q)
Shunday {A,} "Borel tipidagi to‘plam" larga misol keltiringki, quyida-

gilar bajarilsin:
o

a) w(A,) =1, n>1, _1An:R,

b) /'L(An) - +OO7 An 2 ATH-IJ n Z 17 M (n An) - 17
Q) u(A) =400, n21, A A, =N,
d) u(A4,) =400, A,NAL=0, n#m, n,meN.

A C R? ning "Borel tipidagi to‘plam" ekanligini ko‘rsatib, uning

o‘lchovini toping:

1
_ 2.
a)A_{(aj,y)ER cr € R, O§y§1+x2}7

1
b) A={(z,y) eR?: —1<zx <1 0< <—}.
) a={G@y <ys——

a € (0, 1) ixtiyoriy son bo‘lsin. [0, 1] kesmaning o‘rtasidan uzunligi
2—a 2
g ga teng A, = ( 1 a) Za) intervalni chiqarib tashlaymiz. A,

ni o‘rta interval deb ataymiz. Ikkinchi qadamda qolgan ikki kesmaning
a
uzunligi 3 ga teng bo‘lgan o‘rta intervalini chigarib tashlaymiz. Bu in-

tervallar birlashmasini Ay bilan belgilaymiz. Uchinchi qadamda qolgan
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to‘rtta kesmaning har biridan uzunligi % ga teng bo‘lgan o‘rta inter-
valini chigarib tashlaymiz. Ularning birlashmasini Az orqali belgilaymiz.
Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. A bilan [0, 1]\;@1 A, to‘plamni
belgilaymiz. A ning o‘lchovli ekanligini ko‘rsating va 1_ming o‘lchovini

toping.

5.43. 5.42-misolda keltirilgan A to‘plam [0, 1] kesmaning hech yerida zich

emasligini isbotlang.

5.44. A C [a, b] olchovli to‘plam va p(A) = A >0 bo'lsin. U holda f(z) =
i ([a, ) M A) funksiyaning uzluksizligini isbotlang. f : [a, b] — R

funksiyaning giymatlar sohasini toping.

5.45. [0, 1] kesmada [0, 1] dan fargli va o‘lchovi 1 bo‘lgan yopiq to‘plam

mavjudmi?

5.46. Tekislikda shunday o‘lchovli A C R? to‘plamga misol keltiringki, uning

koordinata o‘qlariga proyeksiyalari o‘lchovsiz bo‘lsin.

5.47-5.49-misollarda A; C A shartni qanoatlantiruvchi A va A; to‘plamlar
berilgan. A\ A; to‘plamni eng kam sondagi o‘zaro kesishmaydigan Pi, P, ..., P,
to‘g‘ri to‘rtburchaklar birlashmasi ko‘rinishida tasvirlang. A\A; = CJ Py
yoyilmadan foydalanib A\ A; to‘plam o‘lchovini toping.

547. A={(z,y): 0<2x <7, 0<y <7},

A ={(z,y): 4<z <6, 3<y<5}.

Ay ={(z,y):3<x<T7, 0<y<T7}.
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Al ={(z,y): 0<x <7, 0<y<6},

5.50-5.64-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

5.50.

5.51.

5.52.

5.93.

5.54.

5.95.

5.56.

5.57.

5.58.

5.59.

A C R to‘plam olchovli bo‘lishi uchun ixtiyoriy € > 0 ga ko‘ra shunday
G (G D A) ochiq to'plam mavjud bo‘lib, p*(G\A) < ¢ tengsizlikning

bajarilishi zarur va yetarli.

Agar A C R o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ¢ > 0 uchun
shunday G (G C A) yopiq to‘plam mavjud bo‘lib, p*(A\G) < € teng-

sizlik bajariladi.
Agar A C B bo'lsa, p*(A) < p*(B) bo‘ladi.
Agar A — sodda to‘plam bo‘lsa, u holda p*(A) = m/(A) tenglik o‘rinli.

Agar chekli yoki sanoqli sondagi {A,,} to‘plamlar sistemasi uchun A C
U A, bo‘lsa, u holda quyidagi tengsizlik o‘rinli

(A <3 1 (An).

Agar A C [0, 1] o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, [0, 1]\ A ham o‘lchovli bo‘ladi.

Agar A va B to‘plamlar o‘lchovli bo‘lsa, u holda AUB, ANB, AAB, A\B

to‘plamlar o‘lchovli bo‘ladi.
O‘lchovli to‘plamlar sistemasi (R) halqa tashkil qgiladi.

Chekli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasi yana

o‘lchovli to‘plamdir.

Agar A va B lar o‘zaro kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsa, u

holda (AU B) = u(A) + pu(B) tenglik o‘rinli.
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5.60.

5.61.

5.62.

5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

5.67.

Agar A va B lar o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsa, quyidagi tengliklar o‘rinli:
a) p(AU B) = pu(A) + p(B) — (AN B),
b) w(AAB) = u(A) + u(B) —2u(AN B).
Ixtiyoriy ikkita A va B to‘plamlar uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:

1 (A) — 1 (B)| < 1 (AAB)
A C E =0, 1] o'lchovli to‘plam uchun p(E\A) = 1 — u(A) tenglik
o‘rinli.

Sanoqli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasi yana

o‘lchovli to‘plamdir.
O‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(R), o— algebra tashkil giladi.

O‘lchovning o— additivlik xossasidan foydalanib, quyidagi to‘plamlar-

ning o‘lchovini toping;:

a) A= U[n N2y b) A :f:jl[n—ﬁ 3);

n=1 3n’ 3"
R e (=)

O‘lchovning uzluksizlik xossasi va uning natijasidan foydalanib, quyidagi

to‘plamlarning o‘lchovini toping:

o0 1 1
A= 1+ 11— (1+ )" |:
D A=A s dron- s b)),
00 8 16
B = 1——, 44+ —|;
) A fj 1 (1+1)” 5+(1+1)”
C — — —_ . .
) n ) n )
0 n n
d) B = 1— 4 )
) ngol n+1’ +n+1>

Chegaralangan o‘lchovsiz to‘plamga misol keltiring.
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5.68-5.75-misollarga ham 5.8-misol kabi javob bering.
5.68. O‘lchovsiz to‘plamlarning kesishmasi o‘lchovsiz bo‘ladimi?
5.69. O‘lchovsiz to‘plamlarning ayirmasi o‘lchovsiz bo‘ladimi?
5.70. O‘lchovsiz to‘plamlarning simmetrik ayirmasi o‘lchovsiz bo‘ladimi?

5.71. A C E =0, 10] o‘lchovsiz to‘'plam, B C E o‘lchovli to‘plam. Ularning

birlashmasi o‘lchovli bo‘lishi mumkinmi? A C B holni tahlil giling.

5.72. A C E oflchovsiz to'plam, B C E o‘lchovli to‘plam. AN B to‘plam
o‘lchovli bo‘ladimi? ANB =0, BC A, A C B hollarni tahlil giling.

5.73. A C FE olchovsiz to‘plam, B C E olchovli to'plam bo‘lsin. A\B
to‘plam o‘lchovli bo‘lishi mumkinmi? A € B, B C A hollarni tahlil

qiling.
5.74. A C FE o'lchovsiz to‘plam, B C FE o‘lchovli to‘plam bo‘lsin. B\A

to‘plam ganday hollarda o‘lchovli, qachon o‘lchovsiz bo‘lishini misollarda,

tushuntiring. ANB =0, BC A, AC B hollarni tahlil giling.

5.75. A C E o‘lchovsiz to'plam, B C E o‘lchovli to‘plam bo‘lsin. AAB
to‘plam o‘lchovli bo‘lishi mumkinmi? ANB =0, B C A, A C B

hollarni tahlil qiling.

5.76. A1 D Ay D --- D A, D --- o'lchovli to‘plamlar ketma-ketligi uchun

1 ( orﬁ)l A,) = lim u(A,) tenglikni isbotlang.
n=— n—oo

5.77. O‘lchovli to‘plamlarning Ay C Ay C --- C A, C --- ketma-ketligi uchun

p( ole A,) = lim pu(A,) tenglikni isbotlang.
n= n—oo

5.78. Agar U(R)— sonlar o‘qidagi Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar sis-
temasi, [a, b] ixtiyoriy kesma bo‘lsa, u holda [a, b] kesmada saqlanuvchi

o‘lchovli to‘plamlar sistemasi 0— algebra tashkil giladi. Isbotlang.
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5.79.

5.80.

5.81.

5.82.

5.83.

5.84.

9.85.

5.86.

5.87.

5.88.

5.89.

5.90.

Kantor to‘plamining o‘lchovi nolga teng ekanligini isbotlang.
Ixtiyoriy A C R sanoqli to‘plam uchun p(A) =0 ekanligini isbotlang.

A va B lar sonlar o‘gidagi nol o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsa, A U B va

AAB lar ham nol o‘lchovli to‘plamlar bo‘ladi. Isbotlang.

A C R nol olchovli to‘plam va ixtiyoriy B C R to‘plam uchun pu(A N
B) =0 ekanligini isbotlang.

Sonlar o‘qidagi barcha nol o‘lchovli to‘plamlar sistemasi ¢ halga va o

halga bo‘lishini isbotlang.

Sonlar o‘qidagi barcha nol o‘lchovli to‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma

amaliga nisbatan kommutativ gruppa bo‘lishini isbotlang.
Sonlar o‘gida kontinuum quvvatli, nol o‘lchovli to‘plamga misol keltiring.

[0, 1] kesmada, o‘lchovi 0,9 ga teng bo‘lgan va [0, 1] ning hech yerida

zich bo‘lmagan mukammal to‘plamga misol keltiring.

[0, 1] kesmada, o‘lchovi 1 ga teng bo‘lgan va [0, 1] ning hech yerida

zich bo‘lmagan mukammal to‘plam mavjudmi?

[0, 1] kesmada, nol o‘lchovli va [0, 1] ning hamma yerida zich kontinu-

um quvvatli to‘plamga misol keltiring.

A C [0, 1] hech yerda zich bo‘lmagan nol o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, uning

yopigi A ham nol o‘lchovli to‘plam bo‘lishi shartmi?

Shunday nol o‘lchovli A C R va B C R to‘plamlarga misol keltiringki,
ularning algebraik yig‘indisi A+ B ={c: c=a+0b, a€ A, bec B}

musbat o‘lchovli bo‘lsin.
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5.91. Shunday A C [0, 1] va B C [0, 1] to‘plamlarga misol keltiringki,
quyidagilar bajarilsin: u(A) = u(B) =0, wu(A+ B)=2.

5.92. F(z) =2x+1 funksiya yordamida qurilgan pp— Lebeg-Stiltes o‘lchovi

absolyut uzluksiz o‘lchov bo‘lishini isbotlang.

5.93. up, F(r) =2x+1 olchov bo‘yicha A = (1, 5] to‘plamning o‘lchovini
toping.

5.94. up, F(r) = [x] Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo‘yicha A = (1, 5] U {7, 8}

to'plamning o‘lchovini toping.

Qurilishi Kantor to‘plami —K (3.5-misolga qarang) bilan bog‘liq bo‘lgan
Kantorning zinapoya funksiyasini (5.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya
funksiyasini & bilan belgilaymiz va uni R da quyidagicha aniqlaymiz: £(z) =
0, z € (—00,0] va R(z) =1, = € [1,00). & ni [0, 1]\K da quyidagicha

1
aniglaymiz. Ky = <§, 3 to‘plam va uning chegarasida (5.7-chizmaga qarang)
1 1 2
R _ — E — —
@=3 €33
1 2 7 . .
Ko = Koy U Koy = 99 U 99 to'plam va uning chegaralarida
1 c 1 2
-, agar T I
Ay =4 g 9" 9
3 c 7 8
-, agar T — =1
TR 9’9

Endi
4
1 2 7 8 19 20 25 26
= U= (50 5)U(5 ) U 5)U(GG )
k=1
to‘plam va uning chegaralarida

%1

>3 , 1€ Kap,, k=1,2,3,4.

R(x)
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5.7-chizma

anl
Xuddi shunday K, = |J K, to‘plamning k — qo‘shni intervali va un-
k=1
ing chegarasida
2k — 1 S
A(r) = ST v € Koy, k=1,2,3,...,2" 1.

Shunday qilib, K, to‘plamlar va ularning chegaralarida & funksiya aniq-
landi. Bu OL_jl K, =10, 1]\K to‘plam [0, 1] kesmada zich. Endi zy € K soni

R funksiya aniglanmagan biror nuqta bo‘lsin, u holda
o0
R (z9) = sup {ﬁ(:ﬁ) Pr<w, ve U Kn}
deymiz. Hosil gilingan funksiya Kantorning zinapoya funksiyasi deyiladi.

5.95. Kantorning zinapoya funksiyasi & ning [0, 1] kesmada uzluksiz, mono-

ton kamaymaydigan funksiya ekanligini isbotlang.

5.96. Kantorning zinapoya funksiyasi F'(z) = f (x) yordamida qurilgan Lebeg-
Stiltes o‘lchovi —pug bo‘lsin.

a) g ning singulyar o‘lchov ekanligini isbotlang.
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5.97.

5.98.

5.99.

b) ug(K) =1 tenglikni isbotlang. Bu yerda K — Kantor to‘plami.

c) A Kantor to‘plamini saqlovchi (K C A) ixtiyoriy to‘plam bo‘lsin.
ps(A) =1 tenglikni isbotlang.

a) F(x) = x funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi absolyut
uzluksiz o‘lchov bo‘ladimi?

b) F(z) = 2[z] +1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi

diskret o‘lchov bo‘ladimi?

¢) Singulyar Lebeg-Stiltes o‘lchoviga misol keltiring.
Additiv, ammo o— additiv bo‘lmagan o‘lchovga misol keltiring.

Har bir A C R to‘plamga

mA) = Y o

neNNA

sonni mos qo‘yamiz. m to‘plam funksiyasi o‘lchov bo‘lishini ko‘rsating.

A= (—o00, 0) va B=1[1, 4] to‘plamlarning o‘lchovlarini toping.
I bo‘lim uchun javoblar va ko‘rsatmalar

1-§. To‘plamlar ustida amallar

10. = € F\[) A, ixtiyoriy element bo'lsin. U holda z € F va = ¢ [] A,

« o
bo‘ladi. Bundan shunday «ap mavjud bo‘lib, # ning A,, to‘plamga tegish-

li emasligiga kelamiz. Demak, x element A,, to‘plamning to‘ldiruvchisida

yotadi. Shunday qilib, oy uchun z € E\A,, munosabat o‘rinli, bundan biz

r € |J(F\A,) ga ega bo‘lamiz. Bu esa

E\[As C [ J(B\Aq) (1.15)

munosabatni keltirib chiqgaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar

z € [J(F\A,) bolsa, u holda biror ay uchun =z € E\A,, bo‘'ladi, bundan
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x element A, to‘plamga tegishli bo'lmaydi, bu esa = ¢ (A, ekanligini
bildiradi. Demak, x € F\[] A, ckan. Bundan biz

E\[A. 2 J(E\AL) (1.2)

munosabatga kelamiz. (1.1j), (1.2j) munosabatlar (1.4) tenglikni isbotlaydi.
18. AUB =10, 1], AAB=1{0,1}, AAB={0, 1}, AnB=(0, 1).

19. AUB=1{2,3,4,6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18,20, 21,22, 24,...} ,
A\B = {2,4,...,230—2),2(3n—1),...}, ANB = {6,12,....6n,...}
AAB = {2, 3,4, 8,9, 10, 14, 15, 16,...} .

20. AUB=R, AAB=Q, AAB=R, ANnB=10.

21. AuB=0, 1], AAB=A, AAB=10, 1], AnB=1.

22. A:{%n,nGZ}, B:{%+%,HEZ}.Buyerda B C A munosa-
bat o‘rinli, demak AUB =A, ANB =B, A\B = AAB = {%, n e Z}.
23. AUB={(z,y): 0<x <1, 0<y<1}, 1.2k-chizmaga qarang.
AB=A{(z,y):0<2<1,0<y <z},
ANB={(z,y): 0<z <1,y =1z},

AAB={(z,y): 0<2z<1,0<y<z}U{(z,y):0<x <1,z <y<1}.

1.2k-chizma

24. AU B — 1.3k-chizmada shtrixlangan soha, A\B — chizmada gorizon-
tal shtrixlangan soha, AAB;— chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan

soha, AN B — chizmada qgiyalab shtrixlangan soha.
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1.3k-chizma

39. Z=7Z, X ={1,2}, Y ={3}. X xY =Y x X tenglikdan X =Y
kelib chiqadi.

40. X xY ={(1,2),(1,4),(3,2),(3,4),(5,2),(5,4)},

Y x X ={(2,1),(2,3),(2,5),(4,1),(4,3), (4,5)} .

X xY =Y x X tenglik umuman olganda to‘g‘ri emas.

44. To‘g'ri emas, masalan X =[0,1], X; =[1,2], Y =[2,3], Y1 = [3,4].
49. A*=BUCUD, A,.=BnCnND.

52. x, = (—1)" ketma-ketlik Q ga qarashli, lekin {x,,} ¢ Ejl Q.

2-§. Akslantirishlar

13. R(A) = {0}, R Y(B)=0.

14. f(z) =, g(a) = 1—a, (f+g)@) =1,

f@) ==, glx) =2 =3, (f —g)(x) =3

26. 2.27-misolga qarang.

27. A va B to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi, yani AN B = (. Bu yer-
dan P(AN B) = ekanligini olamiz. Bu to‘plamlarning P akslantirishdagi
tasvirlari ustma-ust tushadi, yami P(A) = [0, 1], P(B) = [0, 1]. Demak,
P(A)NP(B)=10, 1]#0=P(ANB).
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29. xx\u(z) =1—xal(z),

XauB (7) = xa (%) + xB (z) — xa(z) - xB (2),

Xang (2) = xa(x) - xB (), xas(®)=xa(r) = xa(2) x5 (),
Xanp (T) = xa (%) + x5 () — 2xa () - x5 (2) .

33. Mavjud.
34. To'g'ri emas.
1 3 _5_7
38. f(A)=<=,1,=,2,=,3,=-,4 I(B) =
f( ) {27 727 7273727 Y f ( ) [576)

39. X =1[-3,-2]U|[2,3].

41. X C (—o00,0] yoki X C [0,4+00) dagi ixtiyoriy to‘plam.

41. Bu akslantirish ham syuryektiv, ham biyektiv.

42. Inyektivlari f, ¢, . Syuryektivlari f, g, . Biyektivlari f, .

3-§. To‘plamlar quvvati

6. Isbot. Zaruriyligi. Agar M da kiritilgan ¢ munosabat uni o‘zaro ke-

sishmaydigan sinflarga ajratsa, a ~ b dan a va b ning bir sinfga tegishliligi
¢

kelib chiqadi. U holda a ~ a va b ~ a ekanligi kelib chiqadi. Agar a ~ b va

¢ ¢ ¢
b ~ ¢ bo‘lsa, a, b va ¢ lar bir sinfga tegishli bo‘ladi, ya'ni a ~ ¢. Demak, bu

mljnosabat refleksiv, simmetrik va tranzitiv bo‘ladi. ’

Yetarliligi. M to'plam elementlari orasida biror ¢ ekvivalentlik munos-
abati o‘rnatilgan bo‘lsin. K, orqali a element bilan ¢ munosabatda bo‘lgan
elementlar to‘plamini belgilasak, refleksivlikka ko‘ra a ~ a dan a € K, bo‘ladi.
Agar K, va K, sinflarni olsak, ular yoki teng yoki wKa N K, = 0 bo‘ladi.
Haqgigatan ham, ¢ € K, N K, desak, ¢~ a va ¢~ b bo‘ladi. Simmetrik-

¥ ¢
lik xossasiga ko‘ra a ~ ¢ u holda tranzitivlik xossasiga ko'ra, a ~ b. Endi
¢

¢
xr — K, sinfdan olingan ixtiyoriy element bo‘lsin, ya'ni = ~ a, u holda a ~ b
¢ ¢
va tranzitivlik xossasiga kora, x ~ b, yani x € K. Demak, K, C K.
®
Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, K} sinfning ixtiyoriy y elementi K,

sinfga ham qarashli bo‘ladi. Shunday qilib, agar ikki K, va K sinflar hech

115



bo‘lmaganda bitta umumiy elementga ega bo‘lsa, ular ustma-ust tushadi.

8. K,={(z,y) :z=a,—00 <y < oo} — sinf tekislikda = = a vertikal chi-
zigdan iborat.

9. K, = {(x, y,2) xt+y?+ 22 = 7“} — sinf fazoda markazi koordinata boshi-
da radiusi r > 0 bo‘lgan sferadan iborat.

12. Bo'ladi. 13. f(2n) =n.

19. Bu to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslikni

1 1
f:R—=(0,1), f(x)= —arctgx—i—E
m

funksiya yordamida o‘rnatish mumkin. Bu akslantirishning biyektiv ekanligi
arktangens funksiyaning xossalaridan kelib chiqadi.

21. Yo'q, bu chekli to‘plam.

22. A=N,B={3,4,...,n,...}.

23. A=N,B={...—2,-1,0,1,2}.

26. Sanoqli.

32. A= {0,1,2,3,...,5,... , B= 5,%,..
U holda [0, 1]\A = (0, 1)\B = C. A va B lar sanoqli to‘plamlar bo‘lganligi

uchun f: A — B biyektiv akslantirish mavjud. U holda
f(x), agar z € A . . o .
g(z) = funksiya [0, 1] ni (0,1) ga biyektiv akslantiradi.
x, agar x € C
1
33. f(z,y) = <a+x;
[—1, 1].
36. A C R\Q biror sanoqli to‘plam bo‘lsin, u holda B = AUQ ham sanoqli

to‘plam bo‘ladi. f : A — B biror biyektiv akslantirish mavjud. U holda

f(x), agarzeA . . o
g(z) = funksiya R\@Q ni R ga biyektiv akslan-

z, agar v € R\(QU A)
tirish bo‘ladi.

1
., —,...p to‘plamlar bo‘lsin.

(b—a),c+yT+1(d—c)), (2,y) € [=1, 1] x

49. Ekvivalent. 51. Irratsional sonlar uchun.
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59. A =1[0; 1] kontinuum quvvatli bo‘lgani uchun 3.4-teoremaga ko‘ra uning
barcha qism to‘plamlaridan iborat to‘plam giperkontinuum quvvatli bo‘ladi.
60. A C [0, 1] dagi ixtiyoriy to‘plam bo‘lsin. f(z) = ya(z) — A to‘plamning
xarakteristik funksiyasini olamiz. U holda x4 xarakteristik funksiya A to‘plam
orqali bir gqiymatli aniglanadi. Demak, [0, 1] da aniglangan va faqat 0 yoki
1 giymat qabul giluvchi funksiyalar to‘plami bilan [0, 1] ning barcha gism
to'plamlari o‘rtasida biyektiv moslik mavjud. [0, 1] to‘plamning barcha gism
to'plamlaridan iborat sistemaning quvvati giperkontinuum bo‘lgani bois [0, 1]
da aniglangan va faqgat 0 yoki 1 giymat qabul giluvchi funksiyalar to‘plami
giperkontinuum quvvatli to‘plam bo‘ladi.

61. 3.4-teoremaga ko‘ra R? ning barcha qism to‘plamlaridan iborat to‘plam
giperkontinuum quvvatli bo‘ladi.

62. Bu to‘plam 60-misolda keltirilgan to‘plamni saqlaydi, shuning uchun u

giperkontinuum quvvatli bo‘ladi.
4-§. To‘plamlar sistemalari

10. Sonlar o‘qidagi yopiq to‘plamlar sistemasi.

15. Agar A, B € B = Q‘Ba bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a da A, B € R,

bo‘ladi. B, halga bo‘lganligi uchun AAB € B,, AN B € P,. U holda
AAB € va ANB €.

23. Yarim halga bo‘lmaydi.

24. Bo'ladi.

25. Yarim halga bo‘ladi, lekin halga bo‘lmaydi.

26. Halqga tashkil qgiladi.

30. Sistema sanoqli birlashmaga nisbatan yopiq emas. Masalan, A, = {n’l} S
S lekin fj A, ¢ 6.

31. 6 hglqua sifatida tayinlangan Oxy koordinatalar sistemasidagi elementar

to‘plamlar sistemasini olamiz. S45 halqa sifatida Oxy ni 45° ga burishdan
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hosil bo‘lgan koordinatalar sistemasidagi elementar to‘plamlar sistemasini bel-
gilaymiz. G U Gy sistemaning halga emasligi ravshan. Chunki bu to‘plamlar
sistemasi kesishma amaliga nisbatan yopiq emas.

32. 61 ={A 0}, &, ={A {a},{b,c},0}, &5 ={A {b},{a,c},0}, G4~
{A,{c},{a,b},0}, &5 ={A, {a}, {b},{c}, {a, b}, {a,c},{b,c}, 0} busistema-
lar ham halga, ham algebra bo‘ladi. Py = {0, {a}}, Bo = {0,{b}}, B3 =
{0, {c}} bu sistemalar halqa bo‘ladi, lekin algebra bo‘lmaydi.

33. Halqga tashkil qgiladi.

34. Bu sistema simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emas. Masalan,
A =10,7, B = (1,3) uchun AAB = [0,1] U [3,7] to'plam bu sistemaga
garashli emas.

35. A = (0,7] x (0,7 va B = (0,5] x (3,5] to‘plamlar uchun AAB bu
sistemaga qarashli emas.

36. Bu sistemada birlik element mavjud emas. Bu sistema halqa bo‘lmaydi.
37. Eng kamida 4 ta to‘g‘ri to‘rtburchak gatnashadi. Minimal perimetr 50.
38. Bu sistema ¢ — halga bo‘lmaydi. o — algebra bo‘lmaydi.

39. B4 ning halqa ekanligini ko‘rsataymiz. Hagiqatan ham El = ANBy, EQ =
AN By bo‘lsin. U holda

BiNBy=(ANB)N(ANBy) = AN (B N By) € Pa.
Xuddi shunday
BiAB, = (ANB)A(ANBy) = (AN By) U (AN By))\ (AN (B N By)) =

= AN (BIABy) € Pa

munosabat o‘rinli. Demak, 34 sistema halqa bo‘ladi. Bu sistemada A to‘plam
birlik element bo‘ladi, ya'ni 4 sistema algebra bo‘ladi. Agar B sistema
o — halga bo‘lsa, u holda P4 to‘plamlar sistemasining o — algebra bo‘lishi

yuqoridagidek ko‘rsatiladi.
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40. X sanoqli to‘plam bo‘lsa.
41. a) Yarim halqa tashkil gilmaydi. b) va ¢) lar yarim halga tashkil qgiladi.
Halga va algebra tashkil qilmaydi.

5-§. To‘plamlar o‘lchovi

18. A= 2172) UB4), p(A) = 25_‘;
19. A = %, e) U[B.e))ul9,e), wA)=e*+e*+e— 122—17.
20. A — %2_14) U [%g) Cou(A) = %.
2LA:§%é>U%%},MM:§%

U

/3 3 13 7 25 17
22. A= (0, g) <§; ﬂ) U (ga ﬂ) , u(A) = BYE

27. 1(A) = 0. 28. p(A) = % 29. p(A) = 1.

30. A, C [0, 1], k € {1,2,3,4,5,6,7,8, 9} bilan sonlarining cheksiz
o‘nli kasr yoyilmasida k£ raqgami qatnashadigan sonlar to‘plamini belgilaymiz.
Biz sonlarning cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida 5 raqgami qatnashadigan son-
lar to‘plaminining o‘lchovi 1 ekanligini 5.4-misolda ko‘rsatdik. Xuddi shunday;,
istalgan k € {1, 2,..., 9} uchun pu(Ax) =1 ekanligi ko‘rsatiladi. Sonlarning
cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida 1 dan 9 gacha bo‘lgan barcha raqamlar qat-

nashadigan sonlar to‘plami A; N As N ---MN Ay dan iborat bo‘ladi. U holda

" ([0, N () A@) = p (U([o, 1] \A@) <> p([0, 1\ A4) =0
k=1 k=1

k=1
bo‘ladi. Demak, u(A;NAsN---NAg) =1 bo'ladi.
34. Shart emas. Masalan, A = [0,1]NQ bo‘lsin, u holda u(A4) =0, u(A) =1
bo‘ladi.
38. a) 4.3-ta’rifga ko‘ra A Borel tipidagi to‘plam bo‘ladi.

1 1
A, = (n — 3" + ﬁl to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi, shuning uchun p(A) =
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40. a) Ay, 1 =[n—1,n), Ay, =[-n,1— ni b) A, = [n,cl)o) U (0,1).
¢) A, = (—oo,n) UN. d) An:kL_Jl [k+\/n—ﬂ’k+\/ﬁ) .

41. a) p(A) =m, b) u(A) =m.

42. p(A)=1—a. 44. E(f)=1[0,A]. 45. Mavjud emas.

46. B C [0, 1] o‘lchovsiz to‘plam bo‘lsin. U holda A = {(z,y) : v € B,y = 1}
U{(z,y) :x =1,y € B} to‘plam uchun pr,A = B, pr,A = B bo'ladi.

47. A\A; = P U P, U P; U P, 5.1k-chizmaga qarang. P, = [0,4) x [0,7),
P=[4,7)x [57), Po=[6,7) x [0,5), Py=1[4,6) x[0,3).

p(A\A;) = 45.

5.1k-chizma

48. A\A; = P, U P5. 5.2k-chizmaga qarang. P, = [0,3) x [0,7), P, =
0.7) % {7} u(A\A) =21

5.2k-chizma

49. A\A; = P, U P, U P5. 5.2k-chizmaga qarang. P, = [0,7] x [6,7], P, =
[0,7] x {0}, Ps={7} x[0,6). u(A\A;)=T1.
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5.2k-chizma

60. a) u(AUB) = u(A)+u(B)—u(ANB) tenglikni isbotlaymiz. AU B ni

o‘zaro kesishmaydigan to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlaymiz:
AUB=(A\(ANB))U(B\(ANB))U(ANB).
Bu yoyilmadan va o‘lchovning additivlik xossasidan
p(AU B) = p(A\ (AN B)) + u(B\ (AN B)) + u(AN B) (5.15)

ni olamiz. Ma'lumki o‘lchovli E va A to‘plamlar uchun A C E bo‘lganda
p(E\ A) = u(E) — p(A) tenglik o‘rinli. Shunga ko'ra u(A\ (AN B)) =
w(A)—u(ANB), w(B\(ANB))=pu(B)—u(ANB) bo‘ladi. Bularni (5.1j)
tenglikka qo‘yib p(AU B) = pu(A) + u(B) — u(AN B) tenglikni olamiz.

b) tenglikni isbotlashda yuqoridagi tenglikdan foydalanamiz:

WAAB) = u((AUB)\ (AN B)) = u(AUB) — (AN B).  (5.2)

(5.2j) da u(A U B) o‘rniga u(A) + u(B) — (AN B) ni qo'yib, u(AAB) =
w(A) + pu(B) — 2u(A N B) tenglikni olamiz.

65.a) u(A)=1.b) u(A)=2.¢) u(Ad)=1.d) ull) =1,

66. a) u(A)=11—-2e.b) u(Ad)=3.c¢) u(A) =4+2e.d) u(A) =5.

67. Chegaralangan o‘lchovsiz to‘plam quyidagicha quriladi. Buning uchun
[—1, 1] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik tushunchasini kiritamiz:
agar x va y ning ayirmasi x —y € Q bo'lsa, ular ekvivalent deyiladi. Bu
munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi. Shuning uchun [—1, 1] kesma

o‘zaro ekvivalent bo‘lgan elementlardan iborat K(z), x € [—1, 1] sinflarga
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ajraladi. Bunda turli sinflar o‘zaro kesishmaydi. Shunday qilib [—1, 1] kesma
o‘zaro kesishmaydigan K(x), = € [—1, 1] sinflarga ajraladi. Endi bu sin-
flarning har biridan bittadan element tanlab olib, bu tanlab olingan element-
lar to‘plamini A bilan belgilaymiz. Hosil bo‘lgan A to‘plamning o‘lchovsiz
ekanligini isbotlaymiz. [—1, 1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to‘plamini
nomerlab chigamiz:
ro =0, 71, r9,...

Ap bilan A to‘plamni r; songa siljitishdan hosil bo‘lgan to‘plamni belgi-
laymiz, ya'mi Ay = A4+ry ={y:y=x+1m, v € A}. Xususan Ay = A.
Ar to'plam A to‘plamdan r; ga siljitish orqali hosil gilingani uchun ular
bir vagtda yo o‘lchovli, yo o‘lchovsiz to‘plamlar bo‘ladi. Faraz qilaylik, A
o‘lchovli to‘plam bo‘lsin. U holda unga konguriyent bo‘lgan Aj; to‘plamlar

ham o‘lchovli bo‘ladi va u(Ax) = p(A) tenglik o‘rinli. Ravshanki,
~1, 1] c U Ay
[ ) ] C kL:JO k

Bundan, o‘lchovning yarim additivlik xossasiga asosan

2= (-1 1]><M(UAk> = (A) + (A) + o p(A)

k=0
Bu yerdan p(A) > 0 ekanligi kelib chigadi. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy
ke{0,1,2,...,} uchun A; C [-2, 2]. Bundan

U A, C[-2. 2
kL:JO kC[ ) ]

va Aj to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. O‘lchovning o— additivlik xossasi-ga

d=p(=2 2) 2 0 (0 Ar) = u(A) + p(A) + -+ p(A) + -

Buyerdan p(A) = 0 ekanligi kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik A to‘plamning

o‘lchovsiz ekanligini isbotlaydi.
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68. O‘lchovli ham o‘lchovsiz ham bo‘lishi mumkin. Masalan, A C [0,1) dagi
B C [1,2) dagi olchovsiz to‘plamlar bo‘lsin. U holda ularning kesishmasi
AN B =0 olchovli to‘'plam, AN A = A o‘lchovsiz to‘plam bo‘ladi.

69. O‘lchovli ham, o‘lchovsiz ham bo‘lishi mumkin. Masalan, Ay = [0, 1)
o‘lchovsiz to'plam bo‘lsin. A = Ay U [1, 2), B = Ay bo'lsa, A\B = [1, 2)
o‘lchovli to'plam bo‘ladi. Agar A = AgU[1, 2), B =1, 2) desak, A\B = Ay
o‘lchovsiz to‘plam bo‘ladi.

70. O‘lchovli ham, o‘lchovsiz ham bo‘lishi mumkin.

71. Mumkin.

72. Agar AN B = () bo‘lsa, keshishma o‘lchovli to‘plam bo‘ladi. Agar B C A
bo‘lsa, keshishma AN B = B o‘lchovli to‘plam bo‘ladi. Agar A C B bo'lsa,
keshishma A N B = A o‘lchovsiz to‘plam bo‘ladi.

73. Agar A C B bo'lsa, A\B = () o‘lchovli to‘plam bo‘ladi. Agar B C A
bo‘lsa, A\B o‘lchovsiz to‘plam bo‘ladi.

74. AN B = () holda B\A = B olchovli to‘plam bo‘ladi. B C A holda
B\A = () o‘lchovli to‘plam bo‘ladi. A C B holda B\A o‘lchovsiz to‘plam
bo‘ladi.

75. ANB =10, o'lchovli to‘plam. B C A va A C B hollarda AAB to‘plam
o‘lchovsiz bo‘ladi.

85. Kantor to‘plami.

86. 5.42-misolda a = 0,1 deb olsak, u(A) = 0,9 bo‘ladi. Bu A to‘plam
hech yerda zich bo‘lmagan mukammal to‘plam bo‘ladi.

87. Mavjud emas.

88. A=K U([0,1]NQ). Buyerda K Kantor to‘plami.

86. Shart emas.

90. A=K, B= K. Buyerda K Kantor to‘plami.

91. A = B = K. Bu yerda K Kantor to‘plami. K + K = [0,2] tenglik

123



13.5-misolda isbotlangan.

93. 5.11-ta'rifga ko‘ra,
pr(A)=F0B)—F(1)=2-5+41—-(2-141)=11-3=8.

94. u(A) =6.
97. b) Ha. c¢) 5.96-misolga qarang.
98. X = 1[0, 1] NQ deymiz. &,, orqali X ning (a, b) interval, [a, 0]
kesma va [a, b), (a, b] yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat to‘p-
lamlar sistemasini belgilaymiz. &,, yarim halqa bo‘ladi. Agar A, = X (\(a, b)
(Nla, b, N(a, b], Nla, b)) desak, va har bir Ay, to'plamga m(Ay) =b—a
sonni mos qo‘ysak, bu to‘plam funksiyasi m : &,, — R, additiv, ammo
o — additiv bo‘lmagan o‘lchov bo‘ladi.
99. 1) m to‘plam funksiyasining aniglanish sohasi R ning barcha qism
to‘plamlari sistemasi bo‘ladi. Bu sistema yarim halga tashkil giladi.
2) m(A) > 0 tengsizlik m ning aniglanishidan kelib chiqadi.
3) agar A va B to'plamlar kesishmasa

pAUB) = Y = Y o+ Y o= u(A) +a(B)

neNN(AUB) neN A neN( B

tenglik o‘rinli. Bu yerdan o‘lchovning additivlik xossasi kelib chiqadi. u(A) =
0, u(B) =0,875.
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II. LEBEG INTEGRALI

Ushbu bo‘limda o‘lchovli funksiyalar va ularning Lebeg integrali xossalari
bayon qilingan. O‘Ichovli funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda
asosly manba hisoblanadi. O‘lchovli funksiyalar ta'rifi, ularning asosiy xos-
salari keltirilgan. Jumladan, o‘lchovli funksiyalar to‘plamining arifmetik amal-
larga nisbatan yopiqligi, shuningdek o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi xos-
salari va Lebeg integrali ta’rifi, asosiy xossalari bayon etilgan. Amaliy mashg‘u-

lotlar va uy vazifalari uchun yetarlicha masalalar berilgan.
6-§. O‘lchovli funksiyalar

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga "qaysidir" ma’noda yaqin bo‘lgan o‘l-
chovli funksiya tushunchasini keltiramiz. O‘lchovli funksiyalar Lebeg integrali-
ni kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bizga E C R (E C R?) Lebeg
ma’'nosida o‘lchovli to‘plam va unda aniglangan haqiqiy qiymatli f funksiya
berilgan bo‘lsin.

6.1-ta’rif. Agar iztiyoriy ¢ € R uchun {x € E: f(z) < ¢} := E(f < ¢)
to‘plam o‘lchovli bo‘lsa, f funksiya E to‘plamda o‘lchovli deyiladi.

6.1. f: E = R, f(r)=a = const funksiyaning o‘lchovli ekanligini ta'rif

yordamida ko‘rsating.

Yechish. Ixtiyoriy ¢ € R uchun

E, agar c > a,
E(f<c)={zeE: f(zx)<c}=
0, agar c<a

tenglik o‘rinli. £ va ) to‘plamlar o‘lchovli. Demak, ixtiyoriy ¢ € R uchun
E(f < ¢) to‘plam olchovli ekan. 6.1-ta'rifga ko‘ra, f(x) = a funksiya F da
o‘lchovli bo‘ladi. ]

6.2. Funksiyalarni ta'rif yordamida o‘lchovli ekanligini ko‘rsating.
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a) f(z)=lz], z€]0, 2). b) flx) ={z}, = €l0, 2).

¢) flx)=2z+3, z€l0,3]. d) flz)=2>-5, z€[-2, 3|
e) f(z)=2"—1, x €0, 2]. f) f(x) =In(x+1), xze€]0, 2).
g)

f(z)=sinz+5, z€[0, 7]. h) f(x)=cosx+5, x¢&l|-m 0.

Yechish. Biz a) misolning yechimini beramiz. Ixtiyoriy ¢ € R uchun

.
0, agar ¢ <0

E(f<c)={rze€FE:|x]<ct=1410,1), agar 0<c<1

\ 0, 2), agar c>1
tenglik o‘rinli. ) va [0, 1), [0, 2) to‘plamlar o‘lchovli. Demak, ixtiyoriy ¢ €
R uchun E(f < ¢) to'plam o‘lchovli ekan. 6.1-ta’rifga ko'ra, f(x) = [z]

funksiya £ =10, 2) da o‘lchovli bo‘ladi. O
6.3. O‘lchovli bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

Yechish. E musbat o‘lchovli to'plam, A C E oflchovsiz to‘plam bo‘lsin.

Quyidagi funksiyani qaraymiz:
—1, agar r€ A
flx) = (6.1)
1, agar x€ E\A.
Bu funksiya uchun E(f < 0) = A bo‘lib, u o‘lchovsiz to‘'plam. Demak, f

funksiya E da o‘lchovli emas. [

6.4. Agar A C I o‘lchovsiz to‘plam bo‘lsa, u holda g(x) = xp\a(z) funksiya

o‘lchovsiz bo‘lishini isbotlang.

Isbot. To‘plam xarakteristik funksiyasi ta'rifiga ko'ra F(g < 0,5) = A

bo‘lib, u o‘lchovsiz to‘plam. Demak, g : £ — R oflchovli funksiya emas. [

6.5. Agar f funksiya F to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a, b € R
lar uchun quyidagi to‘plamlarning har biri o‘lchovli bo‘lishini isbotlang:
1) B(f>a); 2) Ela<f<b); 3)E(f=a);
4) E(f <a); b)E(f>a).
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Isbot. Aytaylik, f o‘lchovli funksiya bo‘lsin, u holda ta'rifga ko‘ra, ixtiy-
orly a € R uchun E(f < a) to‘plam o‘lchovli bo‘ladi.

1) E(f > a) = E\E(f < a) tenglikdan, hamda o‘lchovli to‘plamning
to‘ldiruvchisi o‘lchovli ekanligidan FE(f > a) to‘plamning o‘lchovli ekanligi
kelib chiqadi.

2) E(a < f<b) =E(f>a)NE(f <b) tenglikdan, hamda o‘lchovli
to‘plamlar kesishmasi o‘lchovli ekanligidan F(a < f < b) to‘plamning o‘lchovli
ekanligi kelib chiqadi.

3) E(f = a) to'plamning o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz.

~ 1
E(f:a):TQE<a§f<a+ﬁ>.
Buyerda E(a < f < a+1/n) to‘plam 2) ko‘rinishdagi to‘plam bo‘lgani uchun
u - o‘lchovli. O‘lchovli to‘plamlarning sanoqli sondagi kesishmasi o‘lchovli
bo‘lgani uchun E(f = a) to‘plam o‘lchovli bo‘ladi.

4) E(f < a) to‘'plamning o‘lchovli ekanligi ta'rifdan, 3) dan hamda E(f <
a) = E(f <a)UE(f =a) tenglikdan kelib chiqadi.

5) E(f > a) to‘plamning o‘lchovli ekanligi E(f > a) = E\E(f < a)
tenglikdan va to‘ldiruvchi to‘plamning o‘lchovli ekanligidan kelib chiqadi. [J

6.6. Agar f va g lar E da olchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda
{reE: f(x)>g(r)}
to‘plam o‘lchovli bo‘ladi. Isbotlang.

Isbot. Ratsional sonlar to‘plami @Q sanoqli bo‘lgani uchun uning element-
larini nomerlab chiqamiz, ya'ni Q = {ry,r9,...,m,,...} va quyidagi tenglikni

isbotlaymiz:

{reFE: f(r)>glx)}= kOle {z: f(x) >rpn{z:g(x) <ry}) (6.2)
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Faraz qilaylik, 2o € {x € E : f(z) > g(x)} bo'lsin. Ratsional sonlarning zich-
lik xossasiga ko‘ra shunday r, € Q mavjudki, f(xg) > rp > g(xg) munosabat

o‘rinli bo‘ladi. Demalk,

zo €{x: flz)>r N {z:g(x) <rg}.

Bundan
Xo € k&:l({x cfx) >N {x:glr) <rp})

ekanligi kelib chigadi. Endi

xo € ;le({:v cf(x) >rekn{x:g(z) <ri})

ixtiyoriy nugta bo‘lsin, u holda xy birlashmadagi to‘plamlarning hech bo‘lma-
ganda bittasiga tegishli bo‘ladi, ya’ni shunday r, € Q mavjudki, bir vaqtda
f(xg) > rp va g(xg) < 7 bo‘ladi. Bundan f(xg) > g(x¢) ekanligi va demak,
xg € {x € E: f(x) > g(x)} ekanligi kelib chiqadi. (6.2) tenglik isbotlandi.
{zr e E: f(z) > g(x)} toplamning o‘lchovli ekanligi (6.2) tenglikdan, ham-
da o‘lchovli to‘plamlarning sanoqli birlashmasi va kesishmasi yana o‘lchovli
ekanligidan kelib chigadi. [

Oflchovli funksiyalar ketma-ketligining yaqinlashishlari. Bu band-
da ekvivalent funksiyalar, ularning ayrim xossalari va o‘lchovli funksiyalar
ketma-ketliklarining turli yaginlashishlari orasidagi bog‘lanishlarni o‘rganamiz.

6.2-ta’rif. E o‘lchovli to‘plamda aniglangan f wva g funksiyalar uchun
p({zel: f(x)#g(x)}) =0 bolsa, f va g lar ekvivalent funksiyalar
deyiladi va f ~ g shaklda belgilanadsi.

6.3-ta’rif. Agar biror xossa E to‘plamning nol o‘lchovli gismida bajaril-
may, qolgan qismida bajarilsa, bu xossa E to‘plamda deyarli bajariladi deyi-
lads.

Endi 6.2-ta’rifni quyidagicha ham aytish mumkin. Agar ikki funksiya de-

yarli teng bo‘lsa, ular ekvivalent funksiyalar deyiladi.
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6.4-ta’rif. Agar E to‘plamda aniglangan {f,} funksiyalar ketma-ketligi-
ning [ funksiyaga yaginlashmaydigan nuqgtalari to ‘plamining o ‘lchovi nol bo‘l-
sa (ya’'ni nh_)n(glo folz) = f(x) tenglik E to‘plamdagi deyarli barcha z lar
uchun o‘rinli bo‘lsa), u holda {f,} funksiyalar ketma-ketligi E to‘plamda
f funksiyaga deyarli yaginlashadi deyilads.

Bizga E to‘plamda aniqlangan {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi

va f o‘lchovli funksiya berilgan bo‘lsin.

6.5-ta’rif. Agar iztiyoriy 06 > 0 wuchun

Tim p({z € B [fo(2) = f(2)] 2 0}) =0

tenglik bajarilsa, u holda {f,} funksiyalar ketma-ketligi E to‘plamda f
funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaginlashadi deyiladsi.

6.1-teorema (Yegorov). E chekli o‘lchovli to‘plamda {f,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga deyarli yaginlashsin. U holda ixtiyoriy 0 > 0 uchun shun-
day Es C E to‘plam mavjudki, p(E\Es) < 0 va Es da {f,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga tekis yaqinlashadsi.

6.2-teorema (Luzin). [a, b] kesmada aniglangan [ funksiya o‘lchovli
bo lishi uchun ixtiyoriy € > 0 son uchun [a, b] da uzluksiz bo‘lgan shun-
day ¢ funksiya mavjud bolib, p({zx € [a, b] : f(x) # @(x)}) < e tengsizlik

bajarilisht zarur va yetarls.

6.7. Dirixle funksiyasi ©® ((2.1) ga qarang), Riman funksiyasi R ((2.3) ga
qarang), nol funksiya 6(x) = 0 hamdabir I(x) = 1 funksiyalar orasidan

o‘zaro ekvivalent funksiyalarni ajrating.

Yechish. Ma’lumki, @ sanoqli to‘plam, shuning uchun p(Q) = 0. Lebeg
o‘lchovi - to‘'la o‘lchov (5.20-ta'rifga qarang), shunday ekan, ixtiyoriy A C Q
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uchun p(A) = 0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:
{z:9(x) #0(2)} =Q,  {z:R(x) #0(x)} =Q,

{z:D(2) #R(@)} cQ  {z:D(z) # I(2)} = R\Q.
Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:

p{z:D() #0(x)}) = p{z: Rx) #0(x)}) = p(Q) =0,

p{z D) #R(@)}) =0, p{z:D()#(2)}) = p(R\Q) # 0.
Demak, ® ~ 0, R~ 0, D ~ R munosabatlar o‘rinli. ,R va # funksiyalar-

ning birortasi ham I bilan ekvivalent emas. [

6.8. Aytaylik, £ = A;UAy va A; N Ay =0 bolsin. Agar f1: A; — R va
fa 1 Ay — R funksiyalar o‘lchovli bo‘lsa, u holda

fi(x), agar z € A4
f(z) =
fo(z), agar z € A

funksiyaning F to‘plamda o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.
Isbot. Ixtiyoriy ¢ € R da

{zelb:flr)<cl={z€A: fi(x) <clU{z € Ay: fo(x) <c}

to'plam - o‘lchovli. Haqiqatan ham, {z € A; : fi(z) < ¢} va {z € Ay :
fa(x) < ¢} to'plamlarning o‘lchovli ekanligi f; va fo funksiyalarning o‘lchovli
ekanligidan kelib chiqadi. {x € FE : f(z) < ¢} esa o'lchovli to‘plamlarning
birlashmasi sifatida o‘lchovlid. Demak, f funksiya E da o‘lchovli. ]

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

6.9. Agar f va g funksiyalar E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda ularning
yig'indisi f + g, ayirmasi f — g va ko‘paytmasi f-g o‘lchovli bo‘ladi.
Agar E dagi barcha x lar uchun g(x) # 0 bo‘lsa, u holda f : g funksiya
ham E da olchovli bo‘ladi. Isbotlang.
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6.10

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

A C R to‘plamning zarakteristik funksiyasi (2.29-misol, (2.4) formulaga
qarang) y = xa(z) olchovli bo‘lishi uchun A ning o‘lchovli bo‘lishi

zarur va yetarli. Isbotlang.

O‘lchovsiz funksiyalar yig‘indisi o‘lchovsiz bo‘ladimi? A C E = [0, 1]
o‘lchovsiz to'plam uchun f(z) = xa(z) va g(xr) = xpa(x) ni tahlil
qiling.

O‘lchovsiz funksiyalar ko‘paytmasi o‘lchovli bo‘lishi mumkinmi? A C
E = [0, 1] o'lchovsiz to'plam. f(x) = xa(x) va g(x) = xg\a(z) holni
tahlil qiling.

Agar f funksiya E da o‘lchovsiz, g esa E da o‘lchovli bo‘lsa, ularning
yigindisi f 4+ ¢g funksiya E da o‘lchovli bo‘lishi mumkinmi?

O‘zi o‘lchovsiz, kvadrati o‘lchovli bo‘lgan funksiyaga misol keltiring. 6.3-

misoldagi (6.1) tenglik bilan aniqlangan f funksiyani tahlil qiling.

O‘zi o‘lchovsiz, moduli o‘lchovli bo‘lgan funksiyaga misol keltiring. (6.1)

tenglik bilan aniglangan f funksiyani tahlil giling.

Agar ixtiyoriy a, b € R lar uchun 6.5-misolda keltirilgan 1), 2), 4), 5)
ko‘rinishdagi to‘plamlarning birortasi o‘lchovli bo‘lsa, u holda f funksiya

E to‘plamda o‘lchovli bo‘ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy @ € R uchun E(f = a) to‘plamning o‘lchovli ekanligidan f
ning F to'plamda o‘lchovli bo‘lishi kelib chigmaydi. Misol keltiring.

A C [0, 1] oflchovsiz to'plam. £ : R — R funksiyani quyidagicha
aniqlaymiz:
x, agar v € A

L(z) = (6.3)
—x, agar v & A.
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6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

Bu funksiya uchun har bir « € R da {z : £(x) = a} to‘plamning o‘lchovli

ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funksiya uchun {z € [0,1] : £(x) < 0}

to‘plamning o‘lchovsiz ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniqlangan £ funksiyaning E = [—1, 1] to‘plamda

o‘lchovsiz ekanligini isbotlang.

f : E — R o‘lchovli funksiya bo‘lishi uchun ixtiyoriy A C R Borel
to‘plami uchun f~1(A) ning o‘lchovli to‘plam bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbotlang.

K : R — R - Kantorning zinapoya funksiyasi. K,, n = 1,2,... lar
Kantor to‘plamining qurilishida n— qadamda chigarib tashlangan K,;
intervallar birlashmasi. Ularning Borel to‘plamlari bo‘lishini ko‘rsating,

fYKY), A Y(Ky), R1(K3) va 871(K,) larni toping.

Agar f: E — R o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda f funksiya E ning

ixtiyoriy o‘lchovli A qismida ham o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.
[—2, 2] kesmada o‘lchovli bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

[—2, 2] kesmada o‘lchovli bo‘lmagan, lekin moduli o‘lchovli bo‘lgan funk-

siyaga misol keltiring.

Har bir f : [a, b - R uchun

fo(@) = max {f(z), 0}, f_(x) = min {f(z), 0}
deymiz. Quyidagilarni isbotlang.
a) Agar f o‘lchovli bo‘lsa, u holda f, va f_ lar o‘lchovli bo‘ladi.

b) Agar f, va f_ lar o‘lchovli bo‘lsa, f ham o‘lchovli bo‘ladi.
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6.27.

6.28.

6.29.

6.30.

6.31.

6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

Shunday f va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning yig‘indisi o‘l-
chovli bo‘lsin, lekin ayirmasi o‘lchovli bo‘lmasin. A C E = [0, 1] o‘lchov-

siz to'plam. f(x) = xa(x) va g(x) = xpa(x) holni tahlil giling.

Shunday f wva ¢ funksiyalarga misol keltiringki, ularning ko‘paytmasi

o‘lchovli bo‘lsin, lekin yig‘indisi o‘lchovli bo‘lmasin.

Dirixle funksiyasi (2.3-misol, (2.1) formulaga qarang) ® ning [0, 3] = F

to‘plamda o‘lchovli ekanligini ta'rif yordamida ko‘rsating.

Agar f funksiya E da o‘lchovli bo‘lsa, u holda h(x) = sign f(z) ning

o‘lchovli ekanligini isbotlang.

Agar f funksiya E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda

fe(@) = 5 (f(@) + | f(2)]) (6.4)

1
2

funksiyaning o‘lchovli ekanligini isbotlang.

Agar f funksiya E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda

(If (@)| = f(x)) (6.5)

N | —

f-(z) =
funksiyaning o‘lchovli ekanligini isbotlang.

Agar f va g funksiyalar F to'plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda m(x) =
min { f(z), g(x)} funksiyaning o‘lchovli ekanligini isbotlang.

Agar f va g funksiyalar E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda M (z)=
max { f(x), g(x)} funksiyaning o‘lchovli ekanligini isbotlang.

Agar f funksiya F da o‘lchovli bo‘lsa, u holda h(x) = [f(x)] ning
o‘lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [z] bilan z ning butun qismi

belgilangan.
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6.36

6.37.

6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

6.42.

6.43.

6.44.

6.45.

f: E — R olchovli bo‘lishi uchun f? ning o‘lchovli bo‘lishi zarur va

yetarli. Isbotlang.

Agar f va ¢ funksiyalar E to‘plamda o‘lchovli, ¢ : R?> — R uzluk-
siz funksiya bo‘lsa, u holda h(x) = ¢(f(z),g(x)) funksiyaning o‘lchovli

ekanligini isbotlang.

f:E — R olchovli bo'lishi uchun h(x) = e/®) funksiyaning o‘lchovli

bo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

h(z) = cos f(x) funksiyaning o‘lchovli ekanligidan f : £ — R ning
o‘lchovli ekanligi kelib chigmaydi. 6.3-misoldagi (6.1) tenglik bilan aniglan-
gan f funksiya misolida buni tahlil giling.

Kompleks giymatli f(x) = u(x)+iv(z) funksiya berilgan bo‘lsin. Agar u
va v funksiyalar o‘lchovli bolsa, f: E — C o‘lchovli funksiya deyiladi.
Agar kompleks qiymatli f(z) = u(z) + iv(x) funksiya o‘lchovli bo‘lsa,
uning moduli va argumenti o‘lchovli funksiya bo‘lishini isbotlang.

Kompleks qiymatli f(z) = e, x € [, ] funksiyaning o‘lchovli ekan-

ligini isbotlang.

f 10, 1] = R uzluksiz funksiya. Har bir y € R uchun Ny(y) bilan
f(z) = y tenglama yechimlari sonini belgilaymiz. Ny : R — Z, funksi-
yaning o‘lchovli ekanligini isbotlang.

Nol o‘lchovli A to‘plamda aniglangan ixtiyoriy f : A — R funksiyaning

o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.

Agar f : F — R funksiya, o‘lchovli ¢ : F — R funksiyaga ekvivalent
bo‘lsa, u holda f ham E da o‘lchovli funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f: [0, 1] = R va g: [0, 1] = R uzluksiz funksiyalar ekvivalent

bo‘lsa, ular aynan teng bo‘lishini isbotlang.
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6.46.

6.47.

6.48.

6.49.

6.50.

6.51.

6.52.

Agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi £ to‘plamning har bir nug-
tasida f ga yaqinlashsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

(r€E: f@)<ci=0 U 0 {x:fm(x)<c—%}. (6.6)

k=1n=1m>n

Agar {f,} olchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x € E da f(z)
funksiyaga yaqinlashsa, u holda limitik funksiya f olchovli bo‘ladi. Is-
botlang.

Nolga ekvivalent {f,} funksiyalar ketma-ketligi uchun »_ f,(x) qator

n=1

deyarli barcha x € E larda yaqinlashuvchi bo‘ladi va f(z) = > fu(x)
n=1

ham nolga ekvivalent funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

[0, 1] kesmada shunday o‘lchovli funksiyaga misol keltiringki, uning o‘zi
va unga ekvivalent bo‘lgan ixtiyoriy funksiya har bir nuqtada uzilishga

ega bo‘lsin.

Quyidagi qatorlar yaqginlashadigan nuqtalarda yig‘indi bilan aniglangan
f R — R funksiyaning o‘lchovli ekanligini isbot qiling.

& ) & sin(afa])
W @)= ) S = 2 T

Quyidagi qator yaginlashadigan nuqtalarda yig‘indi bilan aniqlangan f :
R? — R funksiyaning o‘lchovli ekanligini isbot qiling.

sin(n(z? + y?))
Z\/n41+x2+y]

Quyida berilgan f : R? — R funksiyaning o‘lchovli ekanligini isbot

qiling:
a) f(z,y) =sign(cosm(z® +3?%), b)f(z, y)=(z|+]|y|)- e
¢) flz,y) = [z]* + [y, d) flz,y) = In(1 + [22 + 4?]).
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6.53

6.54.

6.55.

6.56.

6.57.

6.58.

6.59.

6.60.

6.61.

. fo(x) = cos"x, E = [0, 2] funksiyalar ketma-ketligi nol funksiyaga
deyarli yaqginlashadi. Isbotlang.

Agar E to‘plamda {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f ga deyarli
yaqinlashsa, u holda f ham o‘lchovli funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar E to'plamda {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f ga deyarli
yaqginlashsava f ~ ¢ bo‘lsa, uholda {f,} ketma-ketlik g ga ham deyarli
yaqginlashadi. Isbotlang.

Agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi ham f, ham g ga deyarli
yaqginlashsa, u holda f va g lar ekvivalent bo‘ladi. Isbotlang.

Lebeg teoremasini isbotlang. Agar {f,} olchovli funksiyalar ketma-
ketligi £ (u(E) < oo) to'plamda f funksiyaga deyarli yaqinlashsa,
u holda {f,} ketma-ketlik £ to'plamda f ga o‘lchov bo'yicha ham
yaqinlashadi.

O‘lchov bo‘yicha nol funksiyaga yaqinlashuvchi, lekin biror nuqtada ham

nolga yaqinlashmaydigan {f,} ketma-ketlikka misol keltiring.

Riss teoremasini isbotlang. Agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi
E to‘plamda f funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashsa, u holda {f,}
ketma-ketlikdan f ga deyarli yaginlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish

mumkin.

f:[-1, 2] = R, f(x)=signz funksiyaning o‘lchovli ekanligini ta’rif

yordamida ko‘rsating.

[0, 7] kesmada aniglangan

fla) = sinz, x €0, 7]\Q

cos?(sinx), x € Q

funksiya o‘lchovli bo‘lishini Luzin teoremasidan foydalanib isbotlang.

136



6.62.

6.63.

6.64.

6.65.

6.66.

6.67.

6.68.

6.69.

6.70.

Agar f : E — R—o‘lchovli funksiya va A C E— o‘lchovli to‘plam
bo‘lsa, u holda f: A — R funksiyaning A to‘plamda o‘lchovli bo‘lishini
isbotlang.

Agar f~g va g~ ¢ bo'lsa, u holda f ~ ¢ ekanligini isbotlang.

falz) = cos"x, E = [0, 2m] ketma-ketlik uchun Yegorov teoremasi

shartlarini ganoatlantiruvchi Ej to‘plamni 6 = 10~3 uchun quring.

0, 1] kesmada Dirixle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasining

shartlarini qanoatlantiruvchi uzluksiz ¢ funksiyani toping.

f funksiyaga har bir nuqtada yaqinlashuvchi, lekin tekis yaqinlashmay-
digan f, funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.

fo(x) = 2", x € [0, 1] funksional ketma-ketlikning #(z) = 0 funksi-

yaga nuqtali, deyarli va o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini tekshiring.

falz) = 2", x € [—1, 1] funksional ketma-ketlik Dirixle yoki Riman

funksiyalariga deyarli yaqinlashadimi?

Deyarli yaqginlashuvchi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi ya-

gona bo‘ladimi?

Quyida berilgan f : R — R funksiya uchun shunday ¢ : R — R uzluksiz
funksiya topingki, g(x) = f(z) tenglik deyarli barcha z € R lar uchun

o‘rinli bo‘lsin.

)
inr, € tgr, x €7

2) F(z) = 4 sinz, z€Q b ) — arctgr,

\ 0, zeR\Q, m, z € R\Z,

)

2?, 1*€Q In(1+[z|), e € R\Q

) =" " Q) fla)=1 "

| 0, 2% € R\Q, sinz?, e* € Q.
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6.71.

6.72.

6.73.

Quyida berilgan f : R? — R funksiya uchun shunday ¢ : R*> — R
uzluksiz funksiya topingki, g(z,y) = f(z,y) tenglik deyarli barcha

(z, y) € R? lar uchun o‘rinli bo‘lsin.

rx—i—y, (x,y)e(@x@
a> f($7 y):<
\ 2%, (z,y) € R\(Q x Q),
b) f(x, y) = ( Sinx-|-c(.)sy7 (r,y) e Q xR
| cosx —siny, (z,y) € Q x R,
o) fle,y) =4 (z,y) € (R\Q) x R

r+y, (v,y) ¢ (R\Q) xR,

2]+ 1y, (z,y) eRxQ
chx, (z,y) ¢ R xQ.

Faraz qilaylik, fi :[a, b)) = R, k=1,2,...,n lar o'lchovli funksiyalar

bo‘lsin. Quyida berilgan funksiyalarning [a, b] kesmada o‘lchovli bo‘lishini

isbotlang.
a) min{fi(z),..., fu(x)};  b) max{fi(z),..., ful2)};
1 B OB ) o)

In (2 + [ f2()[)’ chfa(z)]’ 1+ [max {fs(x), fa(z)}]

A— o'lchovli to‘plam, f, f., g9, : A — R oflchovli funksiyalar bo‘lsin.
Quyidagi to‘plamlarning o‘lchovli ekanligini isbotlang.

a) O, {r € A fu) 2 0}. b) A {reA: fulw) > f).

@{xeAggﬁx>#f } 0 {oeaint e < s}
) {re A Tf) >/ ) {oeas ) < s}
gpﬁﬁfA;m><%uy ) {0 £ nf )|
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6.74.

6.75.

6.76.

Quyidagi f, : R — R ketma-ketlik uchun shunday ¢ : R — R uzluk-
siz funksiya topingki lim f,(x) = g(z) tenglik R ning deyarli barcha
n—oo

nugtalarida o‘rinli bo‘lsin.

a) fn(x) = cos™x. b) fu(x) = <%arctg x)n + sin” 2z.

n? - sin®z

14+n2-sin’x

¢) folz) = 2% sin" 22 d) fu(x)
sin”" x

= S e f) fu(z) = exp(—n ‘xQ — 1‘)

e) fulz)

Quyidagi f, : R?> — R ketma-ketlik uchun shunday ¢; : R? = R
uzluksiz va ¢» : R? — R uzilishga ega bo‘lgan funksiyalar topingki,
nh_)ralo fo(x) = gi(x) va nh_)rg@ fn(z) = go(x) tengliklar R?* ning deyarli
hamma yerida bajarilsin.

a) fu(z, y) =cos" (2 +3%). D) fulz,y) =exp (—n(a® +77)).

¢) fulz, y) = exp(=nlz+yl). ) falz,y) =200,

) e, o) = VRIHBT. 1) fuleg) =t (14 EE0),

n
1

g) fulx, y) = exp(z + Ey2) h) fu(x, y) = exp(sin” z + cos™ y).

fn + A — R ketma-ketlikning deyarli yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yegorov teoramasidan foydalanib, berilgan ¢ > 0 uchun shunday A. C

A o'lchovli to'plam tanlangki, pu(A\A.) < e va {f,} ketma-ketlik A.

to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘lsin.

a) fu(z) =cos™(z), A=10,2n], e=10""1

n

_ 7 _ _ 102
) fula) = T A=[0.1], e=10"
. 2nx B A3
c) fu(z) = 1T A=1[0,1], e=10"".
d) fo(z)=a2"—a*, A=10,1], e=10""%
2 .
&) fu() n” |sin rz| A=[-1,1, e=10"

EERE |sin x|’
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) fu(z) =exp(n(z —2)), A=][0,2], =105

6.77. f,: R =R, f.(7) = X(—nn(®) ketma-ketlik f(z) =1 funksiyaga har
bir nugtada yaqinlashadi, lekin {f,} ketma-ketlik f(x) = 1ga o‘lchov
bo‘yicha yaqinlashmaydi. Bu Lebeg teoremasiga (6.57-misolga qarang)

zid emasmi? Sababini tushuntiring.

6.78-6.80-misollarda keltirilgan f, : R — R funksiyalar ketma-ketligini
o‘lchov bo‘yicha yaqinlahuvchilikka tekshiring. Yaqinlashuvchi bo‘lsa, limitik

funksiyasini toping.

6.78. fu.(x) = X[\/ﬁ\/m](m)

6.79. fu(x) = sin" 2 - Xpmn, 20n17)(T)-

o

6.80. fu(z) = kZ X[k, k+k-2) (%)
6.81-6.84-misollarda keltirilgan funksiyalarni Luzin teoremasidan foydalanib

[0, 1] da olchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda K — Kantor to‘plami.

6.81. f(z) =2 xp o).

6.82. f(z) =D (z)+ R(x).

(
r, rveK

6.83. f(x) =< :
\ 1+, zel0, 1\K

6.84. f(z) =4 sinz,  z €0, INKUQ)

\ 1+22, z2€ KUQ

6.85. fu(z) = X[n,nt1](7) ketma-ketlik uchun har bir z € R da

lim f,(z) =0

n—oo

tenglikni isbotlang. Bu ketma-ketlik nol funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqin-

lashadimi?
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6.86. Agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f : F — R funksiyaga har
bir x € F da yaqinlashsa, u holda ixtiyoriy g : R — R uzluksiz funksiya
uchun {¢, = g(fn)} ketma-ketlik g(f) funksiyaga nuqtali yaqginlashadi.
Isbotlang.

6.87. Agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f : F — R funksiya-
ga o‘lchov bo‘yicha yaqginlashsa, u holda ixtiyoriy g : R — R uzluksiz
funksiya uchun {¢, = g(f,)} ketma-ketlik ¢g(f) funksiyaga E to‘plamda
o‘lchov bo‘yicha yaginlashadi. Isbotlang.

7-§. Chekli o‘lchovli to‘plamlarda Lebeg integrali

Bu paragrafda o‘lchovli A to‘plamda aniqlangan, o‘lchovli f funksiyani
qaraymiz va p(A) < +oo deb faraz qilamiz.

7.1-ta’rif. Agar f : A — R o‘lchovli bo‘lib, uning giymatlari to‘plams
ko ‘pi bilan sanoqli bo‘lsa, u holda f sodda funksiya deyilads.

Dastlab cheklita y1,vo, . .., y, qiymatlarni qabul giluvchi f sodda funksiya
uchun Lebeg integrali ta'rifini beramiz. Ixtiyoriy & € {1,2,...,n} uchun

quyidagicha belgilash olamiz:
Ay ={w e A fl) =y (7.1)

7.2-ta’rif. Cheklita y1,y2,...,Yn qymatlarni qabul qiluvchi f: A — R
sodda funksiya berilgan bo‘lsin. U holda

> wei (Ay)

yigindi f  sodda funksiyaning A to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali
deyiladi va quyidagicha belgilanadi

/Af(l')dﬂ =y (Ar).
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Endi sanoqlita y1,vy2,...,Yn,... qiymatlarni qabul qiluvchi f : A — R

sodda funksiya berilgan bo‘lsin. f funksiya uchun quyidagi formal

> unn (Ap) (7.2)

gatorni qaraymiz, bu yerda Ay lar (7.1) tenglik bilan aniglanadi.

7.3-ta’rif. Agar (7.2) qator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda f sod-
da funksiya A to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.2) qa-
torning yig‘indisi f funksiyaning A to‘plam bo ‘yicha olingan Lebeq integrali
deyiladi va quyidagicha belgilanadi

/A F)di =" yopt (An)

Shuni ta’kidlaymizki, (7.2) gatorning absolyut yaqinlashishi muhim. Aks
holda bu shartli yaqginlashuvchi qator yig‘indisi funksiya giymatlarining tar-
tiblanishiga bog‘liq bo‘lib, integralning qiymati funksiya qiymatlarining nomer-
lanishiga bog'‘liq bo‘lar edi (matematik analizdan Riman teoremasini eslang).

7.3-ta'rifda y, qiymatlarning har xilligi talab gilingan. Lekin y, larning
har xilligini talab gilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali
ta'rifini keltirish mumkin.

7.4-ta’rif. Faraz qilaylik, A = By, Bi(\Bj = 0, © # j yoyilma
o‘rinli bo‘lib, har bir o‘lchovli By, to ‘pl;amda [ funksiya faqat bitta ¢ qiymat
qabul qilsin. Agar

Z kit (Bg) (7.3)
k

qator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda f sodda funksiya A to‘plam-
da Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.3) qatorning yig‘indisi f
funksiyadan A to‘plam bo‘yicha olingan Lebeq integrali deyiladi.

Endi f ixtiyoriy o‘lchovli funksiya bo‘lsin.

7.5-ta’rif. Agar A to‘plamda f funksiyaga tekis yaginlashuvchi, inte-
grallanuvchi sodda funksiyalarning {f,} ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, u holda
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f funksiya A to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va uning

integrali quiyidagr tenglik bilan aniglanad:

i [ e = [ flan. (7.4)

n=o0
Lebeg integraliga uning o‘zi tomonidan berilgan ta’rifni keltiramiz. Chek-
li o'lchovli A to‘plamda aniglangan o‘lchovli, chegaralangan f : A — R
funksiyani qaraymiz. Bu holda shunday m va M sonlari mavjudki, barcha
x € A larda
m< flr) <M

tengsizlik bajariladi. [m, M] kesmani m =y <yo < -+ < Yp1 < yYp =M
nuqtalar yordamida n bo‘lakka bo‘lamiz. Bu bo‘linishni II bilan belgilaymiz.
Har bir [yx_1, yx), & = 1,2,...,n — 1 yarim interval yordamida A, =
{reA: yp1 < f(x) <y} toplamniva A, ={x € A: y,_1 < f(z) <y}
to‘plamni aniglaymiz. Bu II bo‘linishga mos Lebegning quyi va yuqori yig‘indi-

larini topamiz:

su(f) = we1nl(Ar),  Sulf) =) yrn(A).

Ixtiyoriy IT bo‘linishga mos Lebegning quyi yig‘indisi syi(f) yuqoridan chega-
ralangan (masalan M-u(A) bilan), yuqori yig‘indisi Syi(f) esa quyidan chega-
ralangan (masalan m - u(A) bilan). Shuning uchun quyidagilar mavjud va

chekli:
L.(f)=supsu(f), L*(f)=intSu(f). (7.5)

(7.5) da aniq quyi va aniq yuqori chegaralar [m, M| kesmaning barcha chekli
bo‘linishlari bo‘yicha olinadi. L.(f) soni f funksiyadan A to‘plam bo‘yicha
olingan quyi integral, L*(f) esa f funksiyadan A to‘plam bo‘yicha olingan
yuqori integral deyiladi.

7.6-ta’rif. Agar L.(f) = L*(f) bo‘lsa, chegaralangan f funksiyani A
to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deymiz. L.(f) va L*(f) larning
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bu umumay qiymati f funksiyadan A to‘plam bo‘yicha olingan Lebeqg integrali
deyiladi, ya'ni
[ $@dn =15 = L)
Quyidagi

0<Su(f)—su(f) <A-p(A), M= max (yrr1 — k)

0<k<n—1

tengsizlikdan chekli o‘lchovli A to‘plamda aniglangan har qanday chegara-
langan o‘lchovli f funksiyaning Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekanligi ke-
lib chigadi. Bundan Lebeg hayratga tushgan va bu jamlash usulining boshqa
afzalliklarini gidirgan va topgan. Chegaralangan o‘lchovli funksiyaning integ-
rallanuvchanligi hozirda Lebeg integralining IV xossasi sifatida keltiriladi.

Endi chekli o‘lchovli A to‘plamda aniglangan chegaralanmagan f: A — R
funksiyaning Lebeg integrali ta'rifini keltiramiz. Dastlab f ni A to‘plamda
manfiymas deb faraz qilamiz, yani Vo € A uchun f(x) > 0 bo‘lsin. Bu holda
f: A — R funksiya yordamida {f,} ketma-ketlikni quyidagicha quramiz:

flx), @) <n

n, f(x) >n

fa(z) =

Bu usulda qurilgan f, funksiya A da o‘lchovli va chegaralangan bo‘ladi.

Ma’lumki bu ketma-ketlik monoton, ya’ni
folz) < fuu(z), Vze A VnelN.
Shuning uchun quyidagi (chekli yoki cheksiz) limit mavjud

lim [ f,(z)du. (7.6)

n—o0 A
7.7-ta’rif. Agar (7.6) limit chekli bo‘lsa, manfiymas [ funksiya A to‘plam-
da integrallanuvchi deyiladi. Bu holda f dan A to‘plam bo ‘yicha olingan in-
tegral deb (7.6) limitning qiymati gabul gilinadi, ya’'ni

/ F@)dp = tim | fo(@)d.
A A

n—oo
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Endi chegaralanmagan f: A — R funksiya A da har xil ishorali qiymatlar
qabul qilsin. Bu holda f funksiyadan A to‘plam bo‘yicha olingan integralni
aniqlashda

F(@) = fola) — (@),
fule) = 5 (@] + F@) 20, f(2) = 5 (@)~ F@) 20 (77)

| —

yoyilmadan foydalanamiz.
7.8-ta’rif. Agar A to‘plamda f. va f_ funksiyalar integrallanuvchi bolsa,

u holda f ni A da integrallanuvchi deymiz va uning integrali deb

Aﬁ@w—éf@@

nt qabul qilamiz, ya'ni

Aﬂ@%=éﬁ@@—£f@@-

7.1-teorema (Lebeg integralining o— additivlik zossasi). O‘lchovli A to‘p-
lam o‘zaro kesishmaydigan Ay, As, ..., Ay, ... o‘lchovli to‘plamlarning bir-

lashmasidan iborat bo‘lsin, ya ni

A=U A, AN Aj=0, i#j,

n=1

va [ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsin. U holda har bir A,

to‘plam bo‘yicha f funksiyaning integrali mavjud,

i[lnf(w)du

qator absolyut yaqinlashadi va quyidagt tenglik o‘rinl

[F“”“g;ﬁf@”” (7.8)

Endi ma’lum ma’noda 7.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teore-

mani keltiramiz.
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7.2-teorema. O‘lchovli A to‘plam o‘zaro kesishmaydigan Aq, As, . . .,

A,, ... olchovli to‘plamlarning birlashmasidan iborat bo‘lsin, ya’ni
A :nglAn, ANA =0, i#7].

Agar har bir A, to‘plamda f funksiya integrallanuvchi bo‘lib,

3 /A (@) dp

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi
bo‘ladi va (7.8) tenglik o‘rinli.

7.3-teorema (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik zossasi). Agar f
funksiya A (u(A) < oo) to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, uw holda iztiy-
oriy € > 0 son uchun shunday § > 0 son mavjudki, (D) < § tengsizlikni

qanoatlantiruvchi har qanday D C A to‘plam uchun
| f@du
D

Endi Riman va Lebeg integrallarini tagqoslash haqidagi teoremani kelti-

<e€

tengsizlik o‘rinli.

ramiz.

7.4-teorema. Agar [a, b] kesmada

b
1= ®) [ fa)a
Riman integrali mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya [a, b] kesmada Lebeg

ma nosida ham integrallanuvche bo‘ladi va quyidagi tenglik o ‘rinli:

L x)du = (R x)dx.
) [ s ()/af()

7.1. Ko'pi bilan sanoqlita har xil 41,49, ..., Yn, ... giymatlarni qabul giluvchi
f: A— R funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun

A, ={zxe€A: f(z) =y}
to‘plamlarning o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.
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Isbot. Zaruriyligi. f funksiya A to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, A, to‘plamlarning
o‘lchovli ekanligi 6.15-misoldan kelib chiqadi.

Yetarliligi. A, to‘plamlarning har biri o‘lchovli ekanligidan f funksi-
yaning o‘lchovli ekanligini keltirib chiqaramiz.

A(f<o)={xe€A: flr)<c}= U A,

Yn<c

tenglikdan va o‘lchovli to‘plamlarning chekli yoki sanoqli birlashmasi o‘lchovli

ekanligidan f ning A da o‘lchovli funksiya ekanligiga kelamiz. ]

7.2. Kantorning zinapoya funksiyasi & ning K, to‘plam bo‘yicha olingan
Lebeg integralini hisoblang.

2n71

Yechish. Malumki, K, = |J K, to‘plamning k — qo‘shni intervali
k=1

K., da R funksiya yp = 2k —1)-27™, (k = 1,2,3,...,2"1) giymatni

gabul qiladi, ya'ni
A ={rcK,: R(x) =y} = Ku, k=123 ...,2""1

Bundan tashqari barcha k € {1,2,3, . .,2”_1} lar uchun pu(K,;) = 37"
ekanligini hisobga olsak, sodda funksiyalar uchun Lebeg untegrali ta’rifidan

2n71 2n71

2% —1 1 1
A S D DI
Ky k=1 k=1

RSN o (s SUIERR B
- on.3n 2 4 3n

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yig‘indini hisoblashda arifmetik progressiyaning

=+ an n dan foydalandik. ]

dastlabki n ta hadi yig‘indisi uchun 5, =

7.3. Kantorning zinapoya funksiyasi & dan [0, 1]\ /K to‘plam bo‘yicha olin-
gan integralni hisoblang. Bu yerda K — Kantor to‘plami.
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Yechish. Malumki, [0, 1]\K = |J K, tenglik o‘rinli va K, to‘plamlar
n=1
juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi. Lebeg untegralining o— additivlik xossa-

siga (7.1-teorema va (7.8) ga qarang) ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:

>0 1 v 1 2 1
RK(z)dp = /ﬁxd,u: e 7.9
/[o,lwf @) ; K, @ o4 41— 2 o

Bu yerda biz oldingi misol natijasidan hamda cheksiz kamayuvchi geometrik
by
—q

7.4. Chekli o'lchovli A to‘plamda chegaralangan f sodda funksiya integral-

progressiya yig‘indisi uchun S = formuladan foydalandik. l

lanuvchidir. Isbotlang.

Isbot. Bu xossa sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining C) zossasi
deb yuritiladi. f sodda funksiya chegaralangan bo‘lganligi uchun biror M > 0
va barcha © € A larda |f(x)| < M bo‘ladi. Faraz gilaylik, f sodda funksiya
A; to‘plamda f; giymatni qabul gilsin. U holda

Z | fil (A) < M'Z p(Ai) =M - p(A).
Demak, 7.3-ta'rifga ko‘ra f sodda funksiya integrallanuvchi. ]

7.5. A = (0, 1] oraligda f funksiyani quyidagicha aniglaymiz: f(x) = n,
1 1

agar r € A, = (2—n, ﬁ] , n € N. f sodda funksiya A = (0, 1]

to'plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchimi? Agar integrallanuvchi

bo‘lsa, uning integralini hisoblang.
Yechish. Ma’lumki,
(LDJ_OlAn:(O, 1, A.NA,=0, n#m.

va A, = {z € A: f(x) =n} tenglik o‘rinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg

integrali ta'rifiga ko‘ra,

jE:ZhﬂL@4n)::j£:7l'§% C?lO)
n=1 n=1
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qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, f sodda funksiya A = (0, 1] da integrallanuvchi
bo‘ladi. Bu holda musbat hadli gqatorlarni taqqoslash haqgidagi Dalamber alo-
matidan foydalanish qulay.

. 1 o1
m 2 o PR g

n—00  (y, n—oo 2n+1 n 2

Demak, (7.10) qator yaginlashuvchi. Bu yerdan f sodda funksiyaning Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Endi (7.10) qator yig‘indisini
hisoblaymiz. Uning gismiy yig‘indisi S,, uchun

2 3 4 n 1 2 3 n
Sn:2Sn_Sn:]. - - - AR - - —_— - et _— =
ottt T <2+4+8+ +2n>

g 2 1 n 3 2 T n n—1 n—1—|—1+1+
B 2 2 4 4 on—1  9n-1 omn 2 4
1

Ly
8

2 orinli. Bu tenglikda n — oo da limitga o‘tib,

on—1 on
1
-
f(z)dp = lim S, = lim ar_ 2
2
ekanligini olamiz. ]

Shuni ta’kidlash joizki, yuqorida biz integralini hisoblagan sodda funksiya
chegaralanmagandir. Ma’lumki, Riman integrali ta'rifi dastlab chegaralan-
gan funksiyalar uchun keltiriladi. Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman
integrali alohida xosmas integral sifatida ta'riflanadi. Lebeg integrali chegar-

alangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun bir xilda ta’riflanadi.

7.6. O‘lchovli f: A — R funksiya A (u(A) < oo) to‘plamda integrallanuvchi

bo‘lishi uchun har bir n € N da

() = 2 (7.11)

n
sodda funksiya integrallanuvchi bo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.
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Isbot. Zaruriyligi. f : A — R o‘lchovli ekanligidan hamda 7.12 va 7.19-
misollardan, har bir n € N da (7.11) tenglik bilan aniglangan f** ning sodda
funksiya ekanligi kelib chiqadi. Quyidagi tengsizlikdan

fr ()] < |f(x)] +1

va VII xossadan f’“* funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi.
Yetarliligi. f** sodda funksiya har bir n € N da integrallanuvchi bo‘lsin.
{f71} sodda funksiyalar ketma-ketligining f ga tekis yaqinlashuvchi ekanli-

gini ko‘rsatamiz. Haqigatan ham, barcha = € A larda

(@) — ()| = ' fay — @] _ [2f @) = 1S @)

T
n

_ {nf@)}

n

1
n

tengsizlik o‘rinli. Demak, {f2“} ketma-ketlik f ga tekis yaqinlashadi. 7.5-

ta'rifga ko‘ra f funksiya A to‘plamda integrallanuvchidir. ]

7.7. Lebeg ma’nosida integrallanuvchi, lekin Riman ma’nosida integrallanuvchi

bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

Yechish. Dirixle funksiyasini [0, 2] kesmada Lebeg va Riman ma'nolarida
integrallanuvchanlikka tekshiramiz. ® sodda funksiya bo‘lib, uning Lebeg
integrali quyidagiga teng:

—/[0 2]®($)d,u =1-u([0,2]NQ)+0- (0, 2\Q)=0.

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas.
Buni ko‘rsatish uchun [0, 2] kesmani 0 = xp < 21 < 22 < -+ < x1 <
r, = 2 nugtalar yordamida teng n bo‘lakka bo‘lamiz. Ma’lumki, Dirixle
funksiyasining [z;_1, xx] bo‘lakchadagi aniq yuqori chegarasi M) barcha
ke{1,2,...,n} uchun 1 ga teng, Dirixle funksiyasining bu bo‘lakchalardagi
aniq quyi chegarasi my esa 0 ga teng. Bu bo‘linishga mos Darbuning yuqori

Q, va quyi w, yig'indilarini qaraymiz:
2 2 2 2
Q, =— M = — 1 =2, = — = — 0=0.
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Bu yerdan,

lim Q,=2, limw, =0
n—od n—oo

tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’-
nosida integrallanuvchi emas. [

Shuni ta’kidlaymizki, IV, VI, VII va VIII xossalar fagat Lebeg integrali
uchun xos. Bu xossalar Riman integrali uchun o‘rinli emas. Buni 7.8-7.9 va

7.49-7.50-misollarda ko‘rib chigamiz.

7.8. Lebeg integralining IV xossasi, Riman integrali uchun o‘rinli emasligini,
ya'ni shunday o‘lchovli va chegaralangan funksiyaga misol keltiringki, u

Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lmasin.

Yechish. [0, 2] kesmada Dirixle funksiyasini qaraymiz. U chegaralangan
va o’lchovli, demak IV xossaga ko‘ra u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi, lekin
Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Bu

tasdiq 7.7-misolda ko‘rsatildi. ]

7.9. Lebeg integralining VII xossasi, Riman integrali uchun o‘rinli emas. Ya'ni,
shunday integrallanuvchi ¢ : A — R va olchovli f: A — R funksiya-
larga misol keltiringki, barcha = € A larda |f(x)| < ¢(x) bo‘lsin, lekin

f funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lmasin.
Yechish. Quyidagi funksiyalarni qaraymiz: ¢(z) =2 va

flx) = hoeger we U (7.12)

1, agar z€R\Q.
Barcha x € [0, 2] lar uchun |f(x)| < ¢(x) tengsizlik o'rinli. ¢ : [0, 2] - R
o‘zgarmas funksiya sifatida [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuv-
chi bo‘ladi. Lekin f funksiya [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integral-

lanuvchi emas. Bu tasdiq ® ning Riman ma’nosida integrallanuvchi emasligi-

ga o‘xshash isbotlanadi. ]
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7.10. Chebishev tengsizligini isbotlang, ya'ni A o‘lchovli to‘plamda manfiymas

¢ funksiya va ¢ > 0 son berilgan bo‘lsa, u holda

ploedip@ 2 < [ oo (7.13)

tengsizlik o‘rinli. (7.13) Chebishev tengsizligi deyiladi.
Yechish. Aytaylik, A. = {2z € A: ¢(x) > ¢} bo'lsin. U holda
/ w(x)duz/ @(w)du+/ w(w)duZ/ @ (r)dp>c-p(A).
A A A\A, Ac

Bu yerdan (7.13) tengsizlikning isboti kelib chiqadi. H

7.11. f(x) = 32> +2, x € [0, 1] funksiyaning integralini ta’rif yordamida
hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash haqida-

gi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.

Yechish. Berilgan f(z) = 32% +2, z € [0, 1] funksiya sodda funksiya
emas. Bu funksiya o‘lchovli va [0, 1] kesmada chegaralangan, shuning uchun
u integrallanuvchi. Integrallanuvchi {f,} sodda funksiyalar ketma-ketligini
shunday tanlash kerakki, har bir n € N da f, ning integralini hisoblash
mumkin bo‘lsin, hamda nh_}ngo [ fa(z) dp ni hisoblash oson bo‘lsin. Shu maq-
sadda biz quyidagicha yo‘l tutamiz. [0, 1] kesmani

1 2 n—1 n
0<—<=<--< <—=1
n o n n n

nuqtalar yordamida teng n bo‘lakka bo‘lamiz va

Ay = [k_l, E), k=1,2...n—1, A, = [”_1, 1]

n 'n n
belgilashlarni kiritamiz. Tanlanishiga ko‘ra bu to‘plamlar juft-jufti bilan o‘zaro
kesishmaydi va | J A = [0, 1]. f, sodda funksiyani [0, 1] kesmada quyida-

k=1
gicha aniqlaymiz:

k k2
falr)=f—-)=3=+2, z€A; k=12...,n.

n n?
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Tanlangan ketma-ketlikni [0, 1] da f ga tekis yaqinlashishini ko‘rsatamiz.

max |fn(z) — f()] = max max|f,(z) — f(2)] =

0<z<1 1<k<n z€A
32k—1) 3(2n—1)
= max max|f(k/n) = f(z)] = max —— 57— =——"7—.

Demak, bu ketma-ketlik [0, 1] da f ga tekis yaqinlashadi. Endi f, sodda
funksiyaning [0, 1] to‘plam bo‘yicha Lebeg integralini hisoblaymiz.

=37 (1) vt =3 (G 2) 5= o
k=1 1

[0,1] k=1

2 n
+— 1=
n
k=1
Yig'indini hisoblashda barcha n € N lar uchun o‘rinli bo‘lgan
5 nn+1)2n+1)
N 6

tenglikdan foydalandik. (7.14) tenglikda n — oo limitga o‘tib,

(n+1)(2n+1)
2n?

3nn+1)2n+1) (n+1)(2n+1)
_ _|_2 —
n3 6 2n?

+2. (7.14)

P+2°+3 4+ +n

lim fo(z)dp = lim (

+2>:1+2:3

ni hosil gilamiz. Olingan natijani Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash

haqidagi 7.4-teorema yordamida tekshiramiz.
/01(3x2+2)d:1:: (33‘3—|—23:)’(1):1—|—2—0:3.
Demak, ta'rif yordamida hisoblangan integral to‘g‘ri ekan. [
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

7.12. Agar f : A — R olchovli funksiya bo‘lsa, u holda g(z) = [f(x)]
funksiya A da sodda funksiya bo‘lishini isbotlang. Bu yerda [a] belgi a

sonining butun gismini bildiradi.

7.13. O‘lchovli A C F to‘plamning y = x4 (z) xarakteristik funksiyasi E
da sodda funksiya ekanligini ta'rif va 7.1-misol yordamida A, to‘plam-

larning o‘lchovli ekanligidan foydalanib ko‘rsating.
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7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

7.18.

7.19.

7.20.

7.21.

7.22.

7.23.

y = signz ning F = [—1, 3] da sodda funksiya ekanligini ta'rif yorda-

mida va 7.1-misol tasdig‘idan foydalanib ko‘rsating.

Agar fi: A— R va fo: E\A — R sodda funksiyalar bo‘lsa, u holda

f(x) _ fl(ﬂi), re A
folz), € E\A

funksiya E da sodda funksiya bo‘lishini isbotlang.

Kantorning zinapoya funksiyasi & ning [0, 1]\K da sodda funksiya
bo‘lishini ko‘rsating. Bu yerda K — Kantor to‘plami.

K : K — R Kantor funksiyasining sodda funksiya emasligini isbotlang.
Bu yerda K — Kantor to‘plami.
Quyidagi sodda funksiyalarning [0, 1] to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg
integralini hisoblang.
0, agar x € K 1, re K
a) f(x) = b) g(x) =

n, agar x € K,, 27" x e K,.

Sodda funksiyaning songa ko‘paytmasi yana sodda funksiya bo‘lishini is-

botlang.
Sodda funksiyalar yig‘indisi yana sodda funksiya bo‘lishini isbotlang.

Agar f va ¢ lar sodda funksiyalar bo‘lsa, u holda « f + ¢ funksiya
ham sodda funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f: A — R va g: A — R lar sodda funksiyalar bo‘lsa, u holda
f - g ham sodda funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

f A — R funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun unga tekis yaqinlashuvchi
sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud bo‘lishi zarur va yetarli. Is-

botlang.
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7.24.

7.25.

7.26.

7.27.

7.28.

7.29.

7.30.

Kantorning zinapoya funksiyasi 8 ga [0, 1] da tekis yaqinlashuvchi va

cheklita gqiymat qabul giluvchi sodda funksiyalar ketma-ketligini quring.

Agar f va g sodda funksiyalar A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda o f + 8¢ funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladi va

/A (a f(x) + Bg(x))du = a /A f(@)dy+ B /A g(x)dp

tenglik o‘rinli. Isbotlang.
f(x) = [z], x € [0, 5) = A ning sodda funksiya ekanligini ko‘rsating va
uning A to‘plam bo‘yicha olingan integralini hisoblang.

Ixtiyoriy olchovli A C E uchun [, xa(z)dp = p(A) tenglikni isbot
qiling.
A={x €[-m, «]: sinx < 0,5} uchun f[_ﬂ o XA(2) dpi integralni hi-

soblang.

Dirixle funksiyasining sodda funksiya ekanligini ta'rif yordamida ko‘rsating.

Uning A = [0, 3] to‘plam bo‘yicha olingan integralini hisoblang.

Riman funksiyasining sodda funksiya ekanligini ko‘rsating va uning A =

[0,1] to‘plam bo‘yicha olingan integralini hisoblang.

7.31-7.37-misollarda berilgan f : A — R funksiyani sodda ekanligini

ko‘rsatib, uning integralini hisoblang.

7.31.

7.32.

7.33.

7.34.

f(x)=1[2z], A=]0, 2).
f(z) =signz, A=[-1, 3].
f(@) = xpanelr), A=[-1,3].

f(z) = [x] +signz, A=[-1, 2].
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7.35. f(x) =signz+ xpg(z), A=I[-1, 4].

1 1

.36. = A==, —
7.36. f(x)=n, z € (3” T

], neN, A=(0,1].

1 1 1

7.38. f ga tekis yaginlashuvchi va A to‘plamda integrallanuvchi har qanday
sodda funksiyalar ketma-ketligi uchun (7.4) limit mavjud. Isbotlang.

7.39. Berilgan f funksiya uchun (7.4) limit, unga tekis yaqinlashuvchi {f,}
ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘liq emas. Isbotlang.

7.40. Lebeg integralining bir jinslilik rossasini isbotlang. Bu xossani matema-

tik simvollar yordamida quyidagicha yozish mumkin.
/k:-f(:c)d,u: k:/f(m)d,u, ke R.
A A

7.41. Lebeg integralining additivlik xossasini isbotlang. Bu xossani matematik

simvollar yordamida quyidagicha yozish mumkin:
[ (@) + o) du = [ s+ [ gla)du

7.40 va 7.41-misollarda keltirilgan xossalar adabiyotlarda (|1| ga qarang)

Lebeg integralining II va III xossalar: deb berilgan.

7.42. Lebeg integralining IV zossasini isbotlang. A to‘plamda chegaralangan,

o‘lchovli f funksiya integrallanuvchidir.

7.43. Lebeg integralining monotonlik xossasini (V xossa) isbotlang. A to‘plam-

da manfiymas f(x) > 0 funksiyaning integrali manfiymas.

7.44. Lebeg integralining VI zossasini isbotlang. Agar p(A) = 0 bo‘lsa, u
holda ixtiyoriy f : A — R funksiyaning integrali nolga teng.
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7.45.

Agar deyarli barcha = € A lar uchun f(x) = g(x) bo‘lsa, u holda

/Af(w)duz/Ag(x)du

tenglik o’rinli. Isbotlang. Bu ham Lebeg integralining VI zossas: deyiladi.

7.46 va 7.47-misollarda keltiriladigan tasdiglar mos ravishda Lebeg inte-

gralining VII va VIII zossasi deb ataladi ([1] ga qarang).

7.46.

7.47.

7.48.

7.49.

7.50.

Agar ¢ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib, deyarli barcha
x € A lar uchun |f(x)| < ¢ (x) bolsa, u holda f o‘lchovli funksiya

ham A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lishini isbotlang.

Agar f o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda f va |f| funksiyalar bir vaqtda

integrallanuvchi yo integrallanuvchi emas. Isbotlang.

Agar har bir n € N uchun (7.11) tenglik bilan aniglanuvchi f** sodda
funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, quyidagi tenglikni isbotlang

/ fl@)dp = lim [ f2(x)dp.
A A

n—oo

Lebeg integralining VI xossasi, Riman integrali uchun o‘rinli emas. Ya'ni,
shunday f : A — R va g : A — R ekvivalent funksiyalarga misol
keltiringki, ulardan biri Riman ma’nosida integrallanuvchi, ikkinchisi esa
integrallanuvchi bo‘lmasin. A = [0, 2] kesmada Dirixle ©(x) va nol

6(z) = 0 funksiyalarini tahlil giling.

Lebeg integralining VIII xossasi Riman integrali uchun o‘rinli emas. Ya'ni,
Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lmagan shunday f: A — R funk-
siyaga misol keltiringki, uning moduli |f| esa, Riman ma’nosida inte-

grallanuvchi bo‘lsin. (7.12) bilan aniqlangan f funksiyani tahlil qiling.
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7.51.

7.52.

7.55.

7.54.

7.55.

7.56.

7.57.

7.58.

7.59.

[—1, 1] kesmada aniglangan Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lma-
gan, lekin kvadrati Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan funksiyaga

misol keltiring. 7.9-misol yechimida qaralgan f funksiyani tahlil giling.

(7.12) tenglik bilan aniglangan f funksiya va ¢(z) = 1 funksiyani
[—1, 1] kesmada ekvivalent ekanligini isbotlang. Ularni [—1, 1] kesma-

da Lebeg va Riman ma’nolarida integrallanuvchanlikka tekshiring.

Agar f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya
A to‘plamning ixtiyoriy o‘lchovli A’ gismida ham integrallanuvchi bo‘ladi.

Isbotlang.

Agar [, | f(z)| du =0 bo'lsa, u holda deyarli barcha z € A lar uchun
f(x) =0 bo‘ladi. Isbotlang.

Lebeg integralining absolyut uzluksizlik zossasidan foydalanib isbotlang.
Agar f funksiya A (u(A) < oo) to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa,
u holda ixtiyoriy n € N son uchun shunday m € N son mavjudki,

(D) < m™! tengsizlikni qanoatlantiruvchi har qanday o‘lchovli D C A

\ [ 1@

[0, 1] kesmada chegaralanmagan, ammo Lebeg ma’nosida integrallanuvchi

to'plam uchun

1
< —
n

tengsizlik bajariladi.

bo‘lgan sodda funksiyaga misol keltiring.

f(x) = [2?] funksiyaning A = [0, 2] to‘plam bo'yicha olingan Lebeg

integralini hisoblang.
[a, b] kesmada uzluksiz funksiya sodda funksiya bo‘la oladimi?

Dirixle, Riman funksiyalari sodda funksiya bo‘ladimi? Ularning [0, 4]

to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.
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7.60-7.65-misollarda berilgan f : A — R funksiyaning integralini ta’rif
yordamida hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash

haqgidagi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.

7.60. f(v)=22+1, x€l0, 3].

7.61. f(z) =6z -3, z¢€[-1, 2.

7.62. f(x) =322 -2z, xel[-1, 1].
7.63. f(z) =62*+4x -5, wxe[-1, 1].
7.64. f(v) =2"+3, xcl0, 2.

7.65. f(z)=¢"+3z, x€]0, 1].

7.66. Quyidagi integrallarni hisoblang.

a) [ sign(cos mx)du; b) [ sign(sin— )dﬂ,

3, 3] (0,1]
o) [ [x+ylduy &) [ Ty —x)dp.
[0,2]%]0,2] r<y<4

7.67-misolni Lebeg integrali ta'rifi va xossalaridan foydalanib hisoblang. Bu

yerda ®— Dirixle, R— Riman, K— Kantor funksiyasi.

7.67.a) [ z-xpapo@)dy;  b) [ (1+22)dy;

[0,1] [0,2]
o) [ (3z*+1)dy; d) [ (2°42)dy;
[0,2] 0,1
e) [ (In3+e")dpy; f) | Rlx)duw;
[0, 1] 0,
g) [ = (1—D(z))dy; h) [ (1 —R(z))du;
[0,1] [0,1]
i) J (x4 R(x)) dy; ) [ o R(x) dy;
[0,1] [0,1]

k) [f]x2 R(x)du.
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7.68. Har bir n € N uchun f, : [0, 1] — R funksiyani quyidagicha aniglaymiz.
fn funksiyaning = € [0, 1] nuqtadagi qiymati, = ning cheksiz ikkilik
kasrga yoyilmasidagi n— raqamiga teng. Masalan, f5(0,10010...) =0,
f3(0,10110...) = 1. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

1 o 1
@le)n =3 ntm [ () =g

0,1

7.69. Har bir n € N uchun g, : [0, 1] — R funksiyani quyidagicha aniglaymiz.
Agar x € [0, 1] ning cheksiz ikkilik kasrga yoyilmasida n— raqami 1
bo'lsa, g,(z) = 1, agar n— raqami 0 bo‘lsa, g,(z) = —1. Bu ketma-

ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:
| s =0 ntm [ (@) di=1
[0,1] [0,1]

8- 5. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish

Integral belgisi ostida limitga o‘tish yoki gatorlarni hadma-had integrallash
masalasi ko‘plab muammolarni yechishda uchraydi. Boshgacha qilib aytganda

ganday shartlarda

i [ fu@dn= [ I fo@dei= [ f@de (s

n—00
tenglik o‘rinli bo‘ladi, ya'ni limit va integral belgilarining o‘rinlarini almashtirish
mumkin? Integral belgisi ostida limitga o‘tishning yetarli shartlaridan biri
berilgan ketma-ketlikning tekis yaqinlishish shartidir, lekin bu shart ta’rifda
bor. Shuning uchun tekis yaqginlishishdan kuchsizroq shartlar qo‘ygan holda
(8.1) tenglikning bajarilishini tekshiramiz. Agar {f,} integrallanuvchi funksi-
yalar ketma-ketligi A to‘plamning har bir nuqtasida f funksiyaga yaqin-
lashsa, (8.1) tenglik to‘g‘rimi degan savol tug‘iladi. Umuman olganda, nuqtali
yaqinlashish integral belgisi ostida limitga o‘tishni ta’'minlay olmas ekan. Bun-

ga quyidagi misolda ishonch hosil gilamiz.
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8.1. [0, 7] kesmada quyidagi funksional ketma-ketlikni qaraymiz

i T
nsinnr, T € [0, —>
n

0, xE[E,ﬂ'}.
n

fn(x) - (8.2)

Bu ketma-ketlik har bir nuqtada nolga yaqginlashadi. Bu ketma-ketlik
uchun (8.1) tenglik to‘g‘rimi?

Yechish. Har bir z € [0, 7] uchun lim f,(z) = 0 tenglik oson tekshiri-
n—oo

ladi. Endi f,, ning [0, 7] kesma bo‘yicha olingan integralini hisoblaymiz:

s

/ fo(z)dp = n/n sin nzdu = 2.
0 0

Ikkinchi tomondan

lim ' fo(z)dp =2 # /7r O(x)du = 0.
oo Jo 0
Demak, bu ketma-ketlik uchun integral belgisi ostida limitga o‘tish to‘g‘ri
emas. ]
Quyida biz integral belgisi ostida limitga o‘tish belgilarini keltiramiz.
8.1-teorema (Lebeg). Agar {f.} ketma-ketlik A to‘plamning har bir
nuqtasida f  funksiyaga yaginlashsa va barcha n € N lar uchun |f,(x)| <
¢ (x) tengsizlik bajarilib, ¢ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa,
u holda limitik funksiya f ham A da integrallanuvchi bo‘ladi va quyidagi
tenglik o‘rinli
im [ fu@)dn= [ fadn
oo J A A

8.1-natija. Agar | fu(z)| < M = const wva barcha v € A larda lim f,(x)

n—oo

f(x) bo'lsa, u holda quyidagi tenglik o‘rinli

i [ fuahdn = [ faydn

n—oo
Nol o‘lchovli to‘plamda funksiyaning qiymatini o‘zgartirish integral qiy-

matiga ta’sir qilmaydi, shuning uchun 8.1-teoremada {f,} ketma-ketlikning
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f funksiyaga deyarli yaqinlashishini va | f(z)| < ¢(z) tengsizlikning ham
deyarli barcha = lar uchun bajarilishini talab qilish yetarli.

8.2-teorema (Levi). A to‘plamda monoton

i) < folz) <o < folm) < -

integrallanuvchi { f,} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, barcha n € N

lar uchun
/ folz)dp < K
A

tengsizlik bajarilsin. U holda A to‘plamning deyarli hamma yerida lim f,(x)
n—oo
= f(x) chekli limit mavjud hamda [ funksiya A da integrallanuvchi va

integral belgist ostida limitga o ‘tish mumkin, ya’ni

i [ fule)di = [ 1) dn

8.2-natija. Agar ¥, (z) >0 bolib,

Z/ Y (x)dp < 400
n=1 A
bo‘lsa, v holda A to‘plamning deyarli barcha nugtalarida

qator yaqinlashadi va bu qatorni hadlab integrallash mumkin, ya ni

A(;yww)W—gzéwwww

8.3-teorema (Futu). Agar manfiymas, o‘lchovli {f,} funksiyalar ketma-
ketligi A to‘plamda f funksiyaga deyarli yaginlashsa va

| i< &

bo‘lsa, v holda f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi va

IRCUEYS
A
1
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tengsizlik o‘rinli.

Shu paytgacha biz faqat chekli o‘lchovli (u(A) < o0o) to‘plamlarda Lebeg
integrali va uning xossalarini o‘rgandik. Lekin ko‘plab masalalarni yechishda
cheksiz o‘lchovli to‘plamda berilgan funksiyaning integralini qarashga to‘g‘ri
keladi. Masalan, R = (—o00, oo) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini
qarashga to‘g‘ri keladi. Biz X to‘plam sanoqli sondagi chekli o‘lchovli X,
to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlanishi mumkin bo‘lgan hol bilan
chegaralanamiz.

8.1-ta’rif. Agar X to‘plamda p o‘lchov berilgan bo‘lib, X to‘plamni
sanoqli sondagi chekli o‘lchovli to ‘plamlarning birlashmasi ko ‘rinishida tasvir-
lash mumkin bo‘lsa, u holda X da berilgan p o‘lchov o— chekli o‘lchov dey-
lads.

o— chekli o‘lchovlarga sonlar o‘qgidagi va tekislikdagi Lebeg olchovlari
misol bo‘la oladi.

8.2-ta’rif. Agar monoton o‘suvchi {X,} (X, C X,11) to‘plamlar ketma-
ketligi quiidagi tkki shartni ganoatlantirsa
1) fj X, =X, 2) barcha n € N lar uchun u(X,) < oo,

{XZT1 ga X to‘plamni qoplovchi ketma-ketlik deyilads.

8.3-ta’rif. X to‘plamda o— chekli v o‘lchov va X da aniglangan man-
fiymas [ funksiya berilgan bo‘lsin. Agar f funksiya ixtiyoriy chekli o‘lchovli
A C X to‘plamda integrallanuvchi bo lib, biror qoplovchi {X,} ketma-ketlik

uchun

lim f(x)du

n—o0 X
n

chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda [ funksiya X to‘plamda integrallanuvchi

deyiladi va bu limat

/X f@)dp=tim | fla)dp

n—oo X

f dan X to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladsi.
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Endi f ixtiyoriy funksiya bo‘lsin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayir-
masi shaklida tasvirlaymiz, yani f(z) = fi(z) — f_(z), bu yerda f, va f_
lar (7.7) tenglik bilan aniglanadi.

8.4-ta’rif. Agar (7.7) tenglik bilan aniglangan f. wva f- manfiy-
mas funksiyalar X to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya X

to‘plamda integrallanuvchi deyiladi va

/Xf(l’)d/ub:/}(f+(x)du—/)(f_(x)du.

Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog'lanishni keltiramiz.
Agar [a, b] kesmada f funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lsa,
u holda f funksiya [a, b] kesmada Lebeg ma’nosida ham integrallanuvchi
bo‘ladi va bu integrallar teng bo‘ladi (7.4-teoremaga qarang).

Agar f funksiya [0, 1] kesmada xosmas ma'noda Riman bo‘yicha integral-

lanuvchi bo‘lsa, u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lmasligi ham mumkin.

Lo lat
/ sin —— (8.3)
ot

xosmas integral Riman ma’nosida mavjud (integrallanuvchi). Hagiqatan ham,

Masalan,

o‘zgaruvchilarni almashtirib

/1 1 dt /Oosinx
sin — — = dx
0 t t 1 xT

ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko‘ra bu integral yaqginlashuvchi ( f(x) =

Sin &

x
1 1
funksiya integrallanuvchi). f(t) = sin; gn funksiya (0, 1) oraliqda Lebeg

ma’'nosida integrallanuvchi emas. Faraz qilaylik, bu funksiya Lebeg ma’nosida

integrallanuvchi bo‘lsin. U holda VIII xossaga ko‘ra

/

integral ham mavjud bo‘ladi. Bundan esa yana o‘zgaruvchilarni almashtirib,

1| dt
sin — | —
t| 1
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at [~ |sinx\ > sin? & 1 —cos2x
sin — | — dx > dr = —————dz =
t t 1 1 2x

/ / COS 2x
o0 2
/ CoSs 2x Jx
1 X

integral yaqginlashuvchi. Birinchi integral esa uzoqlashuvchi. Demak,

/

integral ham uzoqglashuvchi. Shuni ta’kidlaymizki, agar manfiymas funksiya

[l

tenglikka kelamiz. Oxirgi

dt

sin — | —
t

Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya Lebeg ma’nosida
ham integrallanuvchi bo‘ladi va bu integrallar teng bo‘ladi.

8.4-teorema. Aytaylik A to‘plamning o‘lchovi cheksiz bo‘lsin. Cheklita
nolmas y1,Ys2, ..., Yn qiymatlarni qabul giluvchi f : A — R sodda funksiya
A da integrallanuvchi bo‘lishi uchun A = {x € A : f(z) = w}, k =
1,2,...,n to‘plamlarning o‘lchovi chekli bo‘lishi zarur va yetarli. Xususan
B C A to‘plamning zarakteristik funksiyasi - xp(x) integrallanuvchi bo lishi
uchun p(B) < oo bo‘lishi zarur va yetarli.

8.5-ta’rif. Aytaylik A cheksiz o‘lchovli to‘plam, f : A — R sanoqlita
Y1, Y2y - s Yns - - . qiymatlarni qabul qiluvchi sodda funksiya bo‘lsin. Agar har
bir nolmas y, uchun Ap = {x € A: f(x) = yr} to‘plam chekli o‘lchovli
bo ‘lzb, i yn W(Ay) qator absolyut yaqinlashuvchi bolsa, f : A — R sodda

funksz'ya_A to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyilads.
8.2. Quyida keltirilgan funksiyalar R da Lebeg ma’nosida integrallanuvchi
bo‘ladimi?

8) f(z) = i

(=)™ . < sin n
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- @ D @)= 2 e (@).

Yechish. Hozir biz f) ning yechimini beramiz. Berilgan funksiyaning aniqlan-
ishidan quyidagilarga ega bo‘lamiz. Ay = (—o0o, 1) to‘plamda f(x) =0 =y
n2
va f(z)

= 2—n7
integrallanuvchi bo‘lishi uchun

S pen(A) =Yt -1
n=1

gator yaqginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli. Musbat hadli qatorlarni tagqoslash

r € A, =[n, n+1).85-tarifga kora f: R — R funksiya

hagidagi Dalamber alomatidan foydalanib (¢ = 0,5), hosil bo‘lgan qatorning
yaqinlashuvchi ekanligiga ishionch hosil qgilamiz. Demak, f funksiya R da
integrallanuvchi bo‘ladi. [
8.3. A= U [n, n+n%) to‘plamning xarakteristik funksiyasi f(z) = xa(x)
n=1
parametr « ning qanday giymatlarida R da integrallanuvchi bo‘ladi?

Yechish. 8.4-teoremaga ko'ra, f(z) = xa(x) funksiya integrallanuvchi

bo‘lishi uchun A to‘plam chekli o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli. A to‘plamning

o‘lchovi, o‘lchovning o— additivlik xossasiga ko‘ra

yig‘indiga teng. Ma’lumki, bu gator parametr « ning 1 dan katta barcha
giymatlarida yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, barcha « € (1, oco) larda A

to‘plamning x4 xarakteristik funksiyasi, R da integrallanuvchi bo‘ladi. [

8.4. Quyidagi limitlarni integral belgisi ostida limitga o‘tish haqgidagi teore-
malardan foydalanib yeching.
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2
a) lim f exp (—na?) dp;  b) lim [ exp (_a:_) dy;

sin” x

c) J;Igofle 5 d) nh_)rgo[ofﬂ exp(— cos™ ) dy;
: x du
i (——>— )

o e T+

Yechish. a) ning yechimi. Integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi
Lebeg teoremasidan foydalanamiz. Berilgan f,(z) = exp(—nz?) ketma-ketlik
[0, 1] kesmaning deyarli barcha (nol nugtadan tashqari) nuqtalarida 6(x) =0
funksiyaga yaqinlashadi. Integrallanuvchi ¢ : [0, 1] — R funksiya sifatida
¢(x) =1 ni olamiz. U holda barcha = € [0, 1] va n € N lar uchun |f,(z)| <
¢(x) tengsizlik bajariladi. Integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi Lebeg

teoremasining shartlari bajariladi. Teorema tasdig‘iga ko‘ra

lim exp(—nz?) dy = / O(x)du = 0. O
[0,1]

8.5. f(x)= T r € A=10, co) funksiya A da integrallanuvchimi?
T

Yechish. Sonning butun qismi ta'’rifiga ko‘ra f : A — R sodda funksi-

ya bo'lib, A, = [n n+1), n=01,... to'plamda y, = giymatni

1+ n?
i. Demak, 8.5-ta'rifga ko‘ra

nOl
1

1+ [2]? funksiya A = [0, oo) da integrallanuvchi. O
x

flz) =
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

8.6. Quyida keltirilgan funksiyalar o > 0 parametrning qanday giymatlarida

R da integrallanuvchi bo‘ladi?

) 5@ = 3 Eh e ) £ = 5 @
c) f(z) = nil (_ni)nX[ (n+1)2)(2)



nx®

8.7. Parametr « ning qanday qiymatlarida f,(z) = e [0, 1],

nr?+1’
ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi Lebeg teore-

masi shartlarini qanoatlantiradi?

8.8. Quyidagi {g,} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish haqgidagi

Levi teoremasi shartlarini qanoatlantiradimi?

[J[9)

nx
nr?+1’

gn() = z € [0, 1].

8.9. Fatu teoremasi shartlari bajarilganda

lim fn )duzfAf(w)du

n—oo

tenglik o‘rinlimi? O‘rinli bo‘lmasa, misol keltiring.

8.10. Integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi teoremalardan foydalanib
quyidagi limitlarni hisoblang.

a) lim f exp ( (22 + y?)) cos <%:13 : y) dx dy;

77,*>OO

lim f

in mcl,u.
n—00 1 + x4 n

8.11. Agar manfiymas funksiya xosmas ma'noda Riman ma’nosida integrallanuvchi

bo‘lsa, u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishini isbotlang.

8.12. (8.3) integralning absolyut integrallanuvchi emasligini isbotlang.

8.13. f(z) = i r € A=[0, oo) funksiya A da integrallanuvchimi?
|1 |22
8.14. =
fl() 2+ 27 f2() 2_|_ Qafl() +27 f2() x1+x2

funks1yalarn1 UO( ) = {(x1, :cg) € R2 ;1% + 3 § 1} to‘plamda integral-
lanuvchi ekanligini ko‘rsating.

sin x;

8.15. fi(z) = , i =1, 2 funksiyalarni Uy(1) = {(x1, 29) €

2 — coS x| — COS X9
R?: 27 + 23 < 1} to‘plamda integrallanuvchi ekanligini ko‘rsating.
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8.16. f(x) = va fi(x) = , © =1, 2, 3 funksiyalarni
/(@) 22 + 13 + 13 filw) 23 + 23 + 23 Y

Bo(1) = {(z1, w2, 73) € R : 2 + 2% + 23 < 1} to‘plamda integral-

lanuvchi ekanligini isbotlang. Ularning By(1) to‘plam bo‘yicha olingan
integralini hisoblang.

1

3 — COST1 — COS Ty — COS T3
lanuvchi ekanligini ko‘rsating.

8.17. f(z) = funksiyani By(1) to‘plamda integral

IV bob. Anigmas integral va uni differensiallash

Bu bobda biz sonlar o‘qgida aniglangan funksiyalarning Lebeg integralini
qaraymiz. Bunda integralni tayinlangan f da to‘plam funksiyasi sifatida o‘rga-
namiz. Agar f funksiya X C R o‘lchovli to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa,
u holda

[ f@du (IV.1)

integral barcha o‘lchovli A C X to‘plamlar uchun mavjud va u tayinlangan f
da to‘plam funksiyasi bo‘ladi. Bu integral Lebegning aniqgmas integrali deyiladi.
X sonlar o‘gidagi oraliq bo‘lishi ham mumkin. Bu holda A to‘plam X dagi
kesmadan iborat bo‘lsa, (IV.1) integral kesma chetki nuqtalarining funksiyasi

bo‘ladi. A = [a, b] kesma chap chekkasini tayinlab,

/ f(t)dp (IV.2)
a.2]

integralning xossalarini o‘rganamiz. Bu masala bizni sonlar o‘qgida aniglangan
funksiyalarning ba’zi muhim sinflarini qarashga olib keladi. Bular monoton
funksiyalar, o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar va absolyut uzluksiz funksiya-

lar sinflaridir.

9-§. Monoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar
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Monoton funksiyalar. Dastlab o‘suvchi, kamayuvchi hamda kamaymay-
digan, o‘smaydigan funksiyalar ta’riflarini beramiz.
9.1-ta’rif. [a, b] kesmada aniglangan [ funksiya, shu kesmadan olingan

har ganday x1,xs lar uchun x; < xs bo'‘lganda

flx1) < flz2) (f(21) = f(22))

bo‘lsa, f funksiya [a, b] kesmada kamaymaydigan (o‘smaydigan) funksiya
deyilads.
9.2-ta’rif. [a, b] kesmada aniglangan f funksiya, shu kesmadan olingan

har ganday x1,xs lar uchun x; < xs bo‘lganda

flx1) < fla) (f(z1) > f(22)) (9.1)

bo'lsa, [ funksiya [a, b] kesmada o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya deyiladi.

Umuman, gisqalik uchun monoton funksiya deyilganda, 9.1 va 9.2-ta’riflarda
keltirilgan funksiyalar tushuniladi. Ba'zan o‘quvchining diqqatini jalb qilish
uchun o‘suvchi yoki kamayuvchi funksiyani, qat‘iy o‘suvchi yoki qat‘iy ka-
mayuvchi, yoki gat’iy monoton deb ataymiz.

Lebegning aniqmas integrali (IV.2) ning xossalarini o‘rganishni quyidagi
sodda va muhim xossadan boshlaymiz. Agar f manfiymas funksiya bo‘lsa,
u holda (IV.2) monoton kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Har qanday inte-
grallanuvchi funksiya ikkita manfiymas integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi

shaklida tasvirlanadi
f@) = fi(z) = f-(z),
bu yerda f, va f_ lar (7.7) tenglik bilan aniglanadi.
Shuning uchun (IV.2) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar-
ning ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o‘zgaruvchi

bo‘lgan (IV.2) integralni o‘rganish, monoton funksiyalarning xossalarini tek-

shirish masalasiga keladi.
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Haqiqiy sonlar to‘plami R da aniglangan f funksiya va xy € R nuqta

berilgan bo‘lsin. Agar

Jim fao+ k) (lim flao+ b))

limit mavjud bo‘lsa, bu limitga f funksiyaning xy nuqtadagi o‘ng (chap) lim-
iti deyiladi va f(xo40) (f(zo—0)) ko‘rinishda belgilanadi. Agar f funksiyan-
ing xy nuqtadagi o‘ng (chap) limiti mavjud bo‘lib,

f(xo+0) = fzo) (f(x0) = f(x0—0))

tenglik o‘rinli bo‘lsa, f funksiya xy nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz dey-

iladi. Agar f funksiyaning zy nuqtada o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,

f(zo+0) = f(z0) = f(x0 — 0)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, f funksiya xy nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda

f(zo—0) # f(xo +0)

bo‘lsa, f funksiya xy nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, o nuqta

esa f funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Ap(x) = f(x+0) = f(z = 0)

qiymatga f funksiyaning x € (a, b) nugtadagi sakrashi deyiladi. f funksiyan-
ing kesma chetlaridagi sakrashlari deb Ag(a) = f(a+0) — f(a), Ay(b) =
f(b) — f(b—0) miqdorlarga aytiladi.

Agar f funksiyaning xy nuqtadagi o‘ng va chap limitlaridan birortasi
mavjud bo‘lmasa yoki ulardan biri cheksizga aylansa, bu nuqta f funksiyan-
ing tkkinchi tur uzilish nugtast deyiladi.

Quyidagi sonlar

—— fao +h) — f(ao)

lim =A,, lim = A,
h—0+ h h—0+
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i L@ = F0) o= b))

= )\l7
h—0+ h h—0+ h

mos ravishda f funksiyaning zy nugtadagi o‘ng yuqgori, chap yuqori, o‘ng
quyt va chap quyi hosila sonlar: deyiladi.

Endi monoton funksiyalarning xossalariga doir misollar qaraymiz.

9.1. f(z)=[z]+2-sign(z+1)+3-x—11(z), [-2, 1] funksiyani [-2, 1]
kesmada monotonlikka tekshiring. Ulardan qaysilari o‘'ngdan uzluksiz,
qaysilari chapdan uzluksizligini aniqlang. Ularning barcha uzilish nug-

talarini toping, uzilish nuqtalaridagi sakrashlarini hisoblang.

Yechish. Berilgan funksiyaning har bir qo‘shiluvchisini alohida tahlil qil-
amiz. Sonning butun qismi ta'rifiga ko‘ra y;(z) = [z] funksiya barcha butun
nuqtalarda uzilishga ega, kamaymaydigan, o‘'ngdan uzluksiz, uzilish nuqta-
lardagi sakrashlari esa 1 ga teng. yo(z) = sign (x+1) funksiya birgina z = —1
nugtada uzilishga ega. Bu nuqtadagi o‘'ng va chap limitlar esa quyidailarga
teng:

hli>r51+ sign (0 —h) = —1 #sign0 =0 # hlg& sign(0 + h) = 1. (9.2)

y2(x) = sign(z + 1) kamaymaydigan funksiya bo‘lib, uzilish nuqtasidagi
sakrashi yo(—1 + 0) — y2(—1 — 0) = 2 ga teng. (9.2) dan ma’lumki, bu
funksiya x = —1 nuqtada o‘ngdan ham chapdan ham uzluksiz emas. So'nggi,
y3(x) = x(-1,1](7) funksiya ham [-2, 1] kesmaning faqat x = —1 nuqtasida
uzilishga ega. Bu funksiya x = —1 nuqtada chapdan uzluksiz va sakrashi 1
ga teng. Tekshirish natijalariga ko'ra quyidagi xulosaga kelamiz. y1, yo va ys

funksiyalar kamaymaydigan va musbat sonlarga ko‘paytirib yig‘ilganligi uchun
f(x) =[z]+2-sign(z+ 1)+ 3 x11()

ham [—2, 1] da kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Uning uzilish nuqgtalari —1
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va 0 nugtalardir. Bundan tashqari f(—1) = —1, f(0) =5 va

lim f(—1=h) = —242:(=1) = —4 # lim f(~1+h) = ~14+2:143-1 =14

lim f0—h)=—1+2-143-1=4% lim f0+h)=0+2-1+3-1=5.

Bu funksiyaning —1 va 0 nuqtadagi sakrashlari mos ravishda A¢(—1) =8
va Af(0) = 1. Berilgan funksiya * = —1 nuqtada o‘ngdan ham chapdan

ham uzluksiz emas, x = 0 nugtada o‘ngdan uzluksiz. [

9.2. Faraz qilaylik, f : [a, ] — R kamaymaydigan funksiya, ci,cs,..., ¢y

shu kesmadagi ixtiyoriy muqtalar bo‘lsin. U holda

> Asle) < f(b) = fla) (9.3)
i=1
tengsizlik o‘rinli. Isbotlang.

Isbot. Faraz gilaylik, f: [a, b] = R kamaymaydigan funksiya, ¢; < ¢y <
. < ¢, lar shu kesmadagi, o'sish tartibida joylashgan ixtiyoriy muqtalar

n
bo'lsin. Quyidagi Y Ay(¢;) yig'indini qaraymiz:
i=1

n

Y (flei+0) = flei=0)) = fer+0) = fer =0) ++- -+ f(ea+0) = f(e, —0).

i=1
Bu yig'indini quyidagicha yozib olamiz:

n

ZAf(Cz') = flcn +0) = fle1 =0) = » (f(ci —0) = f(cie1 +0)). (9.4)

1=2

Kamaymaydigan f funksiya va istalgan ¢; > ¢;_1 uchun
flei=0) = fleia+0) =0 (9.5)

tngzislik o‘rinli. (9.4) va (9.5) lardan

D Af(e) < flew+0) = fler=0) < f(b) ~ f(a) (9.6)

1=1

ni olamiz. Bu esa (9.3) tengsizlikning o‘zidir. O]

173



9.3. f:[a, b - R kamaymaydigan funksiya, n € N ixtiyoriy son bo‘lsin.

1
U holda D,, = {x € la, b : Ay(z) > —} chekli to‘plam. Isbotlang.
n

Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, biror n € N uchun D, to‘plamning
elementlari soni cheksiz bo‘lsin, u holda ixtiyoriy m € N uchun D, dan
C1,C2, ..., Cym € D, nuqtalar olish mumkin. (9.3) hamda D,, ning aniqlanishi-

dan quyidagini olamiz:

S

& 1
> Afle)zm-—.
=1

Bu yerdan m < n(f(b) — f(a)) ekanligi kelib chiqadi. Bu tengsizlik m ning
ixtiyoriy natural son ekanligiga zid. Demak, D, chekli to‘plam. 0

9.4. f : [a,b] - R kamaymaydigan funksiya, ci,co,...,¢p, ... lar uning

uzilish nuqtalari bo‘lsin. U holda > A¢(c,) qator yaqinlashuvchi va
n=1

> As(en) < £(0) - fla)
n=1
tengsizlik o‘rinli. Isbotlang.

Isbot. Kamaymaydigan f : [a, b] — R funksiya va [a, b] kesmada saqlanu-
vchi ixtiyoriy ¢, ¢o, ..., ¢, nuqgtalar uchun (shu jumladan uning uzilish nug-

talari uchun ham) >  As(¢;) < f(b) — f(a) tengsizligi 2-misolda ((9.6) ga

i=1
qarang) ko‘rsatildi. Bu esa musbat hadli Z A¢(cn) qatorning qismiy yigindi-
lari ketma-ketligi S, ning yuqoridan chegaralanganhglm bildiradi. Demak,

Z A¢(cn) qator yaginlashuvchi. (9.6) tengsizlikda n — oo da limitga o‘tib
n=1

ST Ap(ea) < f(b) — fla)

tengsizlikni olamiz. ]
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9.5. f : [a, b] - R kamaymaydigan funksiya, ci, co,... lar uning uzilish
nugtalari bo‘lsin.
fa@) =) Asc), x€la, b (9.7)
c<x
funksiya, f ning sakrashlari funksiyasi deyiladi. f; : [a, b] — R o‘ngdan

uzluksiz kamaymaydigan funksiya. Isbotlang.

Isbot. Kamaymaydigan f : [a, ] — R funksiyaning uzilish nuqtalari

c1, Ca,... larni o‘sib borish tartibida joylashtirish mumkin bo‘lgan hol bilan
cheklanamiz, yani ¢; < ¢a < -+ < ¢, < --- bo'lsin. (9.7) tenglik bilan
aniglangan

fd(x) - ZAf(Ci)a T € [CL, b]

c<x
ni [a, b] kesmada kamaymaydigan funksiya ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qi-
laylik, x1 < x9 € [a, b] kesmaning ixtiyoriy ikki nuqtasi bo‘lsin. U holda
kamaymaydigan f funksiya va istalgan c € [a, b] uchun Ay(c) > 0 ekanligi-
dan

falw)) = Y Ap(e) < > Ap(e)+ D Agle) = falwo)

;<11 ;<11 r1<c; <2

ni olamiz. Bu esa f : [a, ] — R ning kamaymaydigan funksiya ekanligini
bildiradi. Shuni ta’kidlaymizki f va f; funksiyalarning uzilish nuqtalari bir
xil bo‘lib, ular ¢y, ¢y, ... lardan iborat. Xuddi shunday f va f; funksiyalarn-
ing ¢; uzilish nuqtasidagi sakrashlari teng, ya'ni As(c;) = Ay,(¢;). Har bir

(¢iy ¢iy1) intervalda f; funksiya o‘zgarmasdir. ]

9.6. f(x) = o+ 2[x], x € [0, 2] funksiyani [0, 2] kesmada kamaymaydi-
gan ekanligini ko‘rsatib, uning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz qgismini
toping.
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Yechish. Ma’lumki, x ning butun qismi — [z] o‘ngdan uzluksiz va ka-
maymaydigan funksiyadir, g(z) = x esa uzluksiz va o‘suvchi funksiyadir.
Demak, ularning yig‘indisi bo‘lgan f funksiya o‘ngdan uzluksiz kamaymaydi-
gan funksiya bo‘ladi. Uning uzilish nuqtalari z; =1 va x9 = 2 lar bo‘lib, bu
nuqtalardagi sakrashlari Ag(x;) = Af(zg) = 2. Bulardan fy(z) = 2[z] va
fe(z) = = ekanligini olamiz. O

O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar. Ma'lumki, Lebegning aniqmas
integrali (IV.2) ikkita monoton funksiyaning ayirmasi shaklida tasvirlanadi.
Ikki monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi funksiyalar sinfi hozir
biz ta’rifini keltirmoqchi bo‘lgan o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar sinfi bi-
lan ustma-ust tushadi.

9.3-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada aniglangan f funksiya berilgan bo‘lsin.

Agar [a, b] kesmani
a=x0 <1< < Tp1<xp==0

nugtalar bilan ixtiyoriy n qismga bo‘lganimizda z;(i = 1,2,...,n) nuqta-

larnt tanlab olishga bog‘liq bo‘lmagan va ushbu

n

S I (z) = f(ar-) | < C (9.8)

k=1
tengsizlikni ganoatlantiruvchi o‘zgarmas C son mavjud bo‘lsa, u holda f
funksiya [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan deyiladi.
9.4-ta’rif. Bizga |[a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan [ funksiya
berilgan bo‘lsin. (9.8) yig‘indilarning barcha chekli bo‘linishlar bo ‘yicha olin-
gan aniq yuqori chegarasi f  funksiyaning [a, b] kesmadagi to‘la o‘zgarishi

(to‘la variatsiyasi) deyiladi va VP [f] bilan belgilanadi, ya ni

V2 [l =sup D 1f () = flzi)] (9.9)
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9.7. Har qanday kamaymaydigan f : [a, ] — R funksiya [a, b] kesmada
o‘zgarishi chegaralangan va uning to‘la o‘zgarishi f(b) — f(a) ga teng.

Isbotlang.
Isbot. [a, b] kesmani z;(i =1,2,...,n) nugtalar yordamida
a=xg<11 < <Tp1<xTp,=02>0

ixtiyoriy n qismga bo‘lamiz va bu bo‘linishga mos

DI (@) = )| (9.10)
k=1

yig'indini qaraymiz. f kamaymaydigan funksiya bo‘lgani uchun |f (zx) —
f(xg—1)| = f(zr) — f(zx—1) tenglik o'rinli. Bu tenglikdan (9.10) yig'indi-
ning qiymati f(b) — f(a) ga teng ekanligi kelib chiqadi. Demak, monoton
kamaymaydigan funksiyalar uchun (9.10) yig‘indining qgiymati [a, b] kesma-
ning bo‘linishiga bog‘liq emas va u f(b) — f(a) ga teng. Shunday ekan,
Vo[ f] = f(b) — f(a) tenglik o‘rinli. O

9.8. Agar f:[a, b — R funksiya [a, b) yarim intervalda monoton bo‘lsa,

u holda uning o‘zgarishi chegaralangan va

VAN =150 =0) = f@) +[fB) = fb-0)  (9.11)
tenglik o‘rinli. Isbotlang.

Isbot. [a, b] kesmani z;(i = 1,2,...,n) nuqtalar yordamida ixtiyoriy
bo‘linishini qaraymiz. Funksiyaning [a, b) yarim intervalda monoton ekanlig-

ini hisobga olsak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

n

SO ) = F ) | = SO ) — ) |+ 1F () — F (onr)| =

k=1

n—1

= [D1F @1 = £ @e-)| +1F () = f (wu1) | =

k=1
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= f (@n1) = fa) [+ [f (0) = [ (zna) | (9.12)

Endi (z) = |f(@) — f(@)| + |f() — (@), = € [a, b) ning kamaymay-
digan funksiya ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun [a, b) yarim intervalda
yotuvchi ixtiyoriy x; < w9 nuqtalar uchun v (z3) — ¥ (z1) > 0 ekanligini

ko‘rsatish kifoya.
(we) = [f(22) = fla)| +[f(0) — fla2)| = |f(x2) — f(21) + f(x1) = fla)|+

+f(b) = f(21) = (f(22) — f(21))| = [f(22) — f(z)[ + | f(z1) — fa)|+
+f(b) = f(z1) = (f(22) — f(z1))]. (9.13)

(9.13) dagi oxirgi tenglik f ning [a, b) yarim intervalda monoton (ya'ni
f(x9) — f(x1) bilan f(z1)— f(a) ning ishorasi bir xil) ekanligidan kelib chiqa-

di. Ixtiyoriy ¢ va d sonlar uchun |c—d| > |c| —|d| ekanligidan foydalansak,
U(x2) — ¥(21) =

= [f(b) = fla1) = (f(w2) = fle) |+ [f(w2) = flz)] = [f(b) = f(a1)]

ayirmaning manfiymasligiga kelamiz. Bu esa ¢ ning [a, b) da kamaymaydigan

funksiya ekanligini isbotlaydi. (9.12) tenglikdan

sup » | f (wx) = f (wx-1)| = sup ) (zn1) = ¢ (b—0)

{z} 1= a<zp_1<b
tenglik kelib chiqadi. Funksiya to‘la o‘zgarishining ta'rifiga ko‘ra ushbuga ke-
lamiz:

VIfl=4(b=0)=f(b—0)— fla)|+[f(b) = f(b—0)]. O

9.9. f(z)=sinz, [0, 7] funksiyani o‘zgarishi chegaralangan ekanligini ta’rif

yordamida ko‘rsating.
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Yechish. [0, 7] kesmani z; (i = 1,2,...,n) nugtalar yordamida ixtiyoriy

n bo‘lakka bo‘lamiz va bu bo‘linishga mos

n n

S OUf (@) = f(arma) | = | sinag — sinayy)| (9.14)
k=1 k=1
o . . . Ty . r—y :
yig‘indini baholaymiz. Agar sinx —siny = 2 cos 5 sin—— va |sinz| <

x, x > 0 munosabatlardan foydalansak, (9.14) ni quyidagicha baholash

mumKkin:
- - Tp+ Tp—1 . Tk — Tp—1
Z |f (1) — fop-1)| = Z |2 cos 5 sin 5 | <
k=1 k=1

SZQ<%) .,
k=1

Demak, f(z) =sinz funksiya [0, 7] kesmada o‘zgarishi chegaralangan. [
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

9.10-9.13-misollarda berilgan funksiyalarni [a, b] kesmada monotonlikka
tekshiring. Ulardan qaysilari o‘'ngdan uzluksiz, qaysilari chapdan uzluksizlig-
ini aniqlang. Ularning barcha uzilish nuqtalarini toping, uzilish nuqtalaridagi

sakrashlarini hisoblang.
9.10. f(z)=[z], [-1, 3].
9.11. f(x)=signz, [-1, 5].
9.12. f(z) = xpq4(), [-2, 4].
9.13. f(x) =2-signz +3- x10(z), [—4, 5.

9.14. |[a, b] kesmada aniglangan har qanday monoton funksiya shu kesmada
chegaralangan, o‘lchovli hamda Riman va Lebeg ma’nolarida integralla-

nuvchidir. Isbotlang.
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9.15. Kamaymaydigan, o‘ngdan uzluksiz f : [a, b] = R funksiya uchun

fc(x) - f(x> - fd(x)a LS [a7 b]

funksiya, f ning wzluksiz qismi deyiladi. f, : [a, b] — R ning uzluksiz

ekanligini isbotlang. Bu yerda f; (9.3) tenglik bilan aniglanadi.

9.16. Kamaymaydigan (o‘smaydigan) funksiyalar yig‘indisi kamaymaydigan (os-
maydigan) funksiyadir. Isbotlang.

9.17-9.20-misollarda keltirilgan funksiyalarning kamaymaydigan ekanligini

ko‘rsatib, ularning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz qismini toping.

9.17. f(x) =z +signz + x-1,0)(v), =€ [-2,2].

(
3 x € [-10,-2),

9.18. f(z) =4 -7, wxe[-2,0),
r—3, xe€l04].

(2
[_x] +sindx, x€ [—E,O)
s 2

\ sin?x + signz, x € [0, —g] :

9.19. f(x) = <

9.20. f(z)=2x+[z], z€[-2,4].

Monoton funksiyalarning quyidagi xossalarini (9.21-9.23) isbotlang.
9.21. Monoton funksiya faqat birinchi tur uzilish nuqtalarga ega.
9.22. Monoton funksiyaning uzilish nuqgtalari ko‘pi bilan sanoqlidir.

9.23. O‘ngdan uzluksiz bo‘lgan har qanday monoton funksiyani yagona usul
bilan uzluksiz monoton funksiya va o‘ngdan uzluksiz bo‘lgan sakrashlar

funksiyasi yig‘indisi shaklida tasvirlash mumkin.

9.24. f(x) = x+[z] funksiyani [—2, 1] kesmada uzluksiz monoton funksiya va

o‘ngdan uzluksiz bo‘lgan sakrash funksiyasi yig‘indisi shaklida tasvirlang.
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9.25.

9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

9.31.

9.32.

9.33.

Sakrashlar funksiyasining hosilasi deyarli barcha nuqtalarda nolga teng.

Isbotlang.

Monoton funksiyaning songa ko‘paytmasi yana monoton funksiya bo‘ladi.

Isbotlang.

Kamaymaydigan funksiyaning musbat songa ko‘paytmasi kamaymaydi-

gan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

O‘suvchi funksiyaning manfiy songa ko‘paytmasi kamayuvchi funksiyadir.

Isbotlang.
Agar f(z) >0, =z € [a, b] integrallanuvchi funksiya bo‘lsa,

oa) = [ oy
kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Ikki monoton funksiyaning yigindisi monoton funksiya bo‘ladimi?

flx)=2% g(z)=1-2x, z€][0, 2] funksiyalarni tahlil qiling.

Ikkita monoton funksiyaning ko‘paytmasi monoton funksiya bo‘ladimi?
flz) ==z, g(z)=2—2, x €0, 2] funksiyalarni tahlil qiling.

Agar f va g lar [a, b] da kamaymaydigan funksiyalar bo‘lib, f(x) >0
va g(x) > 0, Vx € [a, b] bo'lsa, u holda ¢(x) = g(x) - f(z) funksiya
la, b] da kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f funksiya [a, b] da o‘suvchi funksiya bo‘lib, f(a) = A, f(b) =B
va g : [A, B] = R— monoton funksiya bo‘lsa, u holda ¢(f(z)) funksiya

[a, b] da monoton bo‘ladimi?

Har qanday o‘smaydigan f : [a, ] — R funksiya [a, b] kesmada
o‘zgarishi chegaralangan va uning to‘la o‘zgarishi f(a) — f(b) ga teng.
Isbotlang. Teskari tasdiq to‘g‘rimi?
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9.34. Agar f:la, b] » R funksiya (a, b] da monoton bo‘lsa, u holda uning

o‘zgarishi chegaralangan va
Vol =1f(a+0) = fa)| + ] f(b) = fla+0)
tenglik o‘rinli. Isbotlang

9.35. Agar f :[a, b] — R funksiya (a, b) intervalda monoton bo‘lsa, u holda

uning o‘zgarishi chegaralangan va
VI =1 fla+0) = f(@)] +]f(b—0) = fla+0)| + ] f(b) = f(b—0)]
tenglik o‘rinli. Isbotlang.

9.36-9.44-misollarda berilgan funksiyaning o‘zgarishi chegaralangan ekan-

ligini ta'rif yordamida ko‘rsating.
9.36. f(z)=3z+1, [0, 2].
9.37. f(x)=22*+5, [-1, 3].
9.39. f(z)=2cosz, [—m, 7.
9.40. f(z) = tgz, [—m, «].
9.41. f(x)=In(1+4+2z), [0, €.
9.42. f(x) =245z, [-2, 3].
9.43. f(z)=xze"™ +5, [-1, 1].
9.44. f(z)=3lz —1]+4, 0, 2].
9.45-9.53-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

9.45. Agar f :[a, b] - R funksiya [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy £ € R uchun k+ f ning ham o‘zgarishi chegar-
alangan va V? [k + f] = V?[f] tenglik o‘rinli.
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9.46.

9.47.

9.48.

9.49.

9.50.

9.51.

9.52.

9.53.

Agar f:a, b = R funksiya [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy & € R son uchun k - f ning ham o‘zgarishi

chegaralangan va quyidagi tenglik o‘rinli
Vo [k f] = kI VE L]
Agar f:a, b] = R funksiya [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan

bo‘lsa, u holda ixtiyoriy k, [l € R sonlar uchun k- f + [ ning ham

o‘zgarishi chegaralangan va quyidagi tenglik o‘rinli

Vo [k f+ 1= 1KV, [f]-
f i [a, b — R funksiyaning [a, b] kesmadagi to‘la o‘zgarishi nol
bo‘lishi uchun f(x) = const bo'‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.
Ixtiyoriy f va g o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun

Vi lf +9l < VI 1+ V2 [g]
tengsizlik o‘rinli.

Ixtiyoriy f va g o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun o(x) =

f(z) - g(z) ning ham o‘zgarishi chegaralangan bo‘ladi va

ViLf gl < sup |f(2)]- Vi gl + sup g(x)] - V7 [f]

x€[a, b] x€la,b]

tengsizlik o‘rinli.
Ixtiyoriy ¢ € (a, b) uchun V?[f] = VE[f] + V2 [f] tenglik o‘rinli.

Agar f :[a, b] & R o'zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lsa, u holda
v(z) = VF[f] — kamaymaydigan funksiya bo‘ladi.

Agar f : [a, ] - R wuchun shunday a = 29 < 27 < -+ < x, = b

bo‘linish mavjud bo‘lib, har bir [z, zx41], £ =0,1,...,n—1, kesmada
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9.54.

9.55.

9.56.

9.57.

9.58.

9.59.

f monoton bo‘lsa, u holda f ning [a, b] da o‘zgarishi chegaralangan

hamda quyidagi tengliklar o‘rinli

k-1
VL =D I (@) = fap)l + 1 f(2) = flaw)l, @ € [my, zpa],

j=0

i
L

VI =) 1f () — flay)]. (9.15)

<.
I
jan)

9.53-misol va (9.15) tenglikdan foydalanib, 9.36-9.44-misollarda keltirilgan

funksiyalarning to‘la o‘zgarishini toping.

Quyidagi funksiyalarning to‘la o‘zgarishini toping.

( (

2, 0<ux<l, 22, 0<z<l,
f('r):< 07 $:17 g<x):< 5, 3321,
\ 1, 1<z<2, r+3, 1l<ax<2.
\

[0, 2] kesmada f funksiyaning to‘la o‘zgarishini toping.

(
r—1, =<1,

flx) =49 a =1,

2, x> 1.

\

Parametr a € R ning qanday giymatida f funksiyaning to‘la o‘zgarishi

minimal bo‘ladi? Minimallik shartini qanoatlantiruvchi a yagonami?

Agar o‘zgarishi chegaralangan f funksiya z* € [a, b] nuqtada o‘ngdan
uzluksiz bo‘lsa, u holda v(z) = V;* [f] ham z* nuqtada o‘ngdan uzluksiz

bo‘ladi. Isbotlang.

Agar [ :[a, b] = R o'zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lsa, u holda
¢ (x) =V f] — f (z) kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Har ganday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita kamaymaydigan

funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. Isbotlang.
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9.60.

9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

9.66.

9.67.

f(x)=1—sinx, g(x)=1+]cos z|, ¢(x) = (x—2)%, ¥(x) =sin*z
funksiyalarni [0, 7] kesmada ikkita kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi

shaklida tasvirlang.

9.36-9.44-misollarda keltirilgan funksiyalar uchun v(x) = V;*[f] va ¢(z) =

a

v(z) — f(x) funksiyalarni toping.

Quyida berilgan f funksiyaning x = 0 nuqtadagi hosila sonlarini toping:

( 1 1
azsin? = + Bz cos’ =, x <0,
T T
flz) =< 0, =0 , O0<a<p,0<a<hb.
1 1
ax sin? = +bx cos’=, >0
\ X x

Agar f funksiya [a, b] kesmada tekis uzluksiz bo‘lsa, uning o‘zgarishi

chegaralangan bo‘ladimi?

Agar f funksiya [a, b] kesmada chegaralangan hosilaga ega bo‘lsa, u
holda f ning [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbot-

lang.

[0, 1] kesmada uzluksiz

Fa) 0, x=0, (2) 0, x =0,
xIr) = glxr) =
x Sil’lz, z € (0, 1], x sign <cos Z) , € (0, 1],
x x

funksiyalarning to‘la o‘zgarishi V'[f] = V{'[g] = oo ekanligini isbotlang.

Agar f funksiya [a, b] da Lipshits shartini qanoatlantirsa, u holda f

ning [a, b] da o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbotlang.

[a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralanmagan va « € (0, 1) tartibli

Gyolder shartini ganoatlantiruvchi funksiyaga misol keltiring.
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9.68.

9.69.

9.70.

1

et f(0) =0 bo'lsin.

a va [ musbat sonlar, f(z)= z-sin

Vl[f] chekli, agar o> [
0 pu—
cheksiz, agar o <[

munosabatni ishotlang.

A C [a, b] to‘plamning xarakteristik funksiyasi xa(x), A ga qanday
shartlar qo‘yilganda [a, b] da o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi?

Qanday shartda V’[x4] minimal bo‘ladi?

Agar f : [a, b] — R o‘zgarishi chegaralangan, ¢ : |o, 8] — [a, b]
uzluksiz, o‘suvchi biyektiv akslantirish bo‘lsa, u holda ¥ (x) = f(g(x)),
r € [o, B] o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi va V’[f] = V.°[¢]
tenglik o‘rinli. Isbotlang.

T
yp = sinz va gy = cosx funksiyalarning {x, x+§} kesmadagi to‘la

o‘zgarishini mos ravishda vs(z) = Vxx+%[sin] va v.(x) = Vxx+g[cos] orqali

belgilaymiz. Bu funksiyalar uchun quyidagilarni (9.71-9.74) isbotlang.

9.71.

9.72.

9.73.

9.74.

9.75.

9.76.

vs : R — R va v. : R — R lar uzluksiz, chegaralangan va 27 davrli

funksiya.
Ixtiyoriy a < b lar uchun V’[v, + v.] = 0 o‘rinli.

Shunday a € (0, 7/2) sonni topingki, [0, a] va [a, 7/2] kesmalarda v,

monoton funksiya bo‘lsin.

VOW/ *lvg] + VOW/ *[v.] ni hisoblang.

vs(x) = V.7 [sin] funksiyaning o‘zgarmas ekanligini isbotlang.
Agar f:[a, b] — R integrallanuvchi funksiya bo‘lsa, u holda

F(z) = / Crdi
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o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi va

b
VIR = [ 1] d
tenglik o‘rinli. Isbotlang.

9.77. Agar f:[a, b] = R o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lsa, u holda

! /xf(t)dt, v € o, b

r—a
o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

gla) =0, g(x) =

9.78. [a, b] daaniglangan har qanday o‘zgarishi chegaralangan funksiya o‘lchov-

li bo‘lishini isbotlang.

9.79. Agar {f,} lar [a, b] da o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar bo‘lib, biror
f:la, b =R uchun lim V?[f — f,] = 0 bo‘lsa, u holda f ham [a, b]
n—0o0

da o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.
10-§. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

Lebegning aniqmas integrali (IV.2) quyida biz ta’rifini keltirmoqchi bo‘lgan
absolyut uzluksiz funksiyalar sinfiga qarashli bo‘ladi.

10.1-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada aniglangan f funksiya berilgan bo‘lsin.
Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 6 > 0 mavjud bo‘lib, soni chek-
li va har ikkisi o‘zaro kesishmaydigan har qanday {(ax, bg)}i_, intervallar

sistemast uchun

n n

U(ak, bk) C [CL, b], Z(bk — ak) <9

shartlar bajarilganda
n

D ) = fla)| < e (10.1)

k=1
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz

funksiya deyilads.
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10.2-ta’rif. Agar uzluksiz va o‘zgarmasdan farqli o‘zgarishi chegaralangan
f funksiyaning hosilasi deyarli barcha x larda nolga teng bo‘lsa, u singulyar
funksiya deyilads.

[a, b] kesmada kamaymaydigan va o‘ngdan uzluksiz F : [a, b] — R
funksiya vositasida qurilgan o‘lchovlar (5-§ ga qarang) Lebeg-Stiltes o‘lchovlari
deyiladi va ular ppr bilan belgilanadi.

10.3-ta’rif. Agar Lebeg o‘chovi nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy A to‘plam
uchun pp(A) = 0 bo‘lsa, u holda pp (Lebeg o‘choviga nisbatan) absolyut
uzluksiz o‘lchov deyilads.

Shuni ta’kidlaymizki, agar F' funksiya absolyut uzluksiz bo‘lsa, u yordami-
da hosil gilingan Lebeg-Stiltes o‘lchovi purp ham absolyut uzluksiz o‘lchov
bo‘ladi.

10.4-ta’rif. Agar pp o‘lchov uchun chekli yoki sanogli A to‘plam mavjud
bo‘lib, A bilan kesishmaydigan ixtiyoriy B to‘plam uchun pp(B)
=0 bolsa, u holda pp diskret o‘lchov deyiladi.

Agar F' sakrashlar funksiya (zinapoyasimon funksiya) bo‘lsa, u yordamida
hosil qilingan Lebeg-Stiltes o‘lchovi pp diskret o‘lchov bo‘ladi.

10.5-ta’rif. Agar pr o‘lchovda istalgan bir nugtali to‘plam nol o‘lchovga
ega bo‘lsa va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo‘lgan biror A to‘plam mavjud bo‘lib,
pr(R\A) =0 bo'lsa, u holda pp singulyar o‘lchov deyiladi.

Singulyar funksiyalar yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi pup singul-
yar o‘lchov bo‘ladi.

Hozir biz chekli o‘lchovli A to‘plamda aniglangan va chegaralangan funksi-
yalar uchun Lebeg-Stiltes inregrali ta'rifini keltiramiz. Cheksiz o‘lchovli A
to‘plamda aniqlangan funksiyalar va chegaralanmagan funksiya uchun Lebeg-

Stiltes inregrali ta’rifi shunga o‘xshash ta’riflanadi.

Chekli o'lchovli A C R to‘plamda aniglangan kamaymaydigan F': A — R
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va chegaralangan, o‘lchovli f : A — R funksiyalarni qaraymiz. Bu holda

shunday m va M sonlari mavjudki, barcha x € A larda
m< f(x) <M

tengsizlik bajariladi. [m, M] kesmani m = yg < y1 < -+ < Yp_1 < Yp =
M nuqgtalar yordamida n bo‘lakka bo‘lamiz. Bu bo‘linishni II bilan bel-
gilaymiz. Har bir yarim interval [yx_1, yx), K = 1,...,n — 1, yordamida
Ay = {zeAr gy < fl@) <y} va Ay = {2 €A yo1 < f(2) <y}
to‘plamlarni aniqlaymiz. Bu II bo‘linishga mos Lebeg-Stiltesning quyi va

yuqori yig‘indilarini aniqlaymiz:
su(f) = Zyk_mF(Ak), Su(f) = ZykuF(Ak)-
k=1 k=1

Quyi yig'indi si(f) yuqoridan, yuqori yig'indi Sp(f) esa quyidan chegara-

langan. Shuning uchun quyidagilar mavjud va chekli:

L.(f) = supsu(f), L'(f) = inf Su(f). (10.2)

(10.2) da aniq quyi va aniq yuqori chegaralar [m, M] kesmaning barcha chekli
bo‘linishlari bo‘yicha olinadi.

10.6-ta’rif. Agar L.(f) = L.(f) bo‘lsa, chegaralangan f funksiyani A
to‘plamda Lebeg-Stiltes ma’nosida integrallanuvchi deymiz. L.(f) va L*(f)
larning bu umumiy qiymatt f funksiyadan A to‘plam bo ‘yicha olingan Lebeg-

Stiltes integrali deyiladi, ya'ni

/A f(2)dF(x) = L.(f) = L*(f).

Endi g : A — R ixtiyoriy o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lsin. Uni
ikkita kamaymaydigan F': A - R va & : A — R funksiyalarning ayirmasi
shaklida tasvirlaymiz, yani g(z) = F(z) — ®(x).
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10.7-ta’rif. f : A — R funksiyadan g : A — R o‘zgarishi chegara-
langan funksiya bo‘yicha olingan Lebeg-Stiltes integrali deganda quyidagi in-

tegral tushunilads:

/f )dg(x /f )dF (v /f )dd (z

10.1. f(z) = 22 + 3, [0, 1] funksiyani absolyut uzluksiz ekanligini ta'rif

yordamida ko‘rsating.

Yechish. [0, 1] kesmada har ikkisi o‘zaro kesishmaydigan va uzunliklari
yig'indisi § > 0 dan oshmaydigan {(ax, by)}}_, intervallar sistemasini olamiz
va unga mos (10.1) yig'indini qaraymiz:

n n

Z|fbk flag)l =D 10F+3—a; =3[ =Y (b, — a)(by + a;,) < 20.

k=1 k=1
Bu yerda biz by 4+ ap < 2 tengsizlikdan foydalandik, chunki by, ax € [0, 1].
Endi ixtiyoriy € > 0 uchun § = ¢/2 deb olamiz. U holda (10.1) tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. Demak, f absolyut uzluksiz funksiya ekan. [

10.2. f(z) =22°+5, x € [—1, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang.

Yechish. f(x) = o(x) — p(z), v(z) = VEIf], p() = o(z) — f(z).

Biz f(z) =22%+5, x € [—1, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz. Ma’lumki, har qanday ab-
solyut uzluksiz funksiya o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi. O‘zgari-
shi chegaralangan funksiya esa kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi. Demak, kamaymaydigan v(x) = V¥ [f] va ¢(x) = v(z) — f(x)
funksiyalarni topamiz. f ning absolyut uzluksizligidan v va ¢ funksiyalarn-

ing absolyut uzluksiz ekanligi kelib chiqadi va f(z) = v(z)— ¢(z) tenglik
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o‘rinli. Berilgan funksiya [—1, 0] kesmada kamayuvchi va [0, 3] da o‘suvchi,

shuning uchun 9.35 va 9.34-misollarga ko‘ra quyidagilarni olamiz:

2 —22% xe[-1, 0 —3—42% xe[-1, 0]
v(x) = p(x) =
2+22% xe(0, 3 -3, x € (0, 3.
10.3. Kantorning zinapoya funksiyasi K ni (5.95-misolga qarang) [0, 1] kesma-

da absolyut uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Kantor to‘plami K ning Lebeg o‘lchovi nolga teng. Lebeg o‘lchovi
ta'rifiga ko‘ra, ixtiyoriy ¢ > 0 uchun shunday, o‘zaro kesishmaydigan
{(ak, bp)}r_, invervallar sistemasi mavjudki, quyidagilar bajariladi:

n

LnJ Clk, bk Z(bk — ak) <9. (103)

k=1
Ikkinchi tomondan, pg([0, 1]\K) =0 va ug([0, 1]) = &(1) — R(0) = 1.
Bu yerda ug Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-

Stiltes o‘lchovi. Bu tenglikdan kelib chigadiki,

ps(K) = 1.

Endi o‘lchovning yarim additivlik xossasidan hamda (10.3) dan foydalansak,
quyidagiga ega bo‘lamiz:

> (R(by) — R(ar)) = pa (U(% bk)) > pa(K) = 1.

k=1 k=1
Demak, Kantorning zinapoya funksiyasi — & absolyut uzluksiz funksiya ta’-
rifini ganoatlantirmaydi, ya’ni u absolyut uzluksiz emas. ]

10.4. f[O,oo) 27%dF (x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A = [0, oo)—

yarim o'q, F'(z) = [z] funksiya esa z ning butun gismi.
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Yechish. Ma’lumki, F'(x) = [z] o‘ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrash-
lar funksiyasi bo‘lib, uning A = [0, oo) dagi uzilish nugtalari barcha natural

sonlardir. Shuning uchun 10.43-misolga ko‘ra, bu integral ((10.5) ga qarang)

/[0 2R = S 27 (F(n) — F(n — 0))

qator yig‘indisiga teng. Agar barcha n € N lar uchun F(n) — F(n —0) =1

tenglikni e’tiborga olsak, so‘nggi qator yig‘indisini hisoblash mumkin. Bu gator
1

birinchi hadi b, = 1/2, maxraji ¢ = 3 bo‘lgan cheksiz kamayuvchi geometrik

progressiyaning yig‘indisini ifodalaydi. Shuning uchun,

oo

1 1
—dF(z) =) - =1. O
/[o,oo>2“’ (@) 2"

n=1

10.5. Quyidagi Lebeg-Stiltes integralini hisoblang:

/ (x + 1)dF(z).
(0,3]
Bu yerda A = [0, 3] kesma, F(z) = 22+ 3.

Yechish. Ma’lumki, F(z) = 2? + 3 absolyut uzluksiz funksiya, shuning
uchun (10.44-misolga qarang) (10.6) ga ko‘ra, quyidagini olamiz:
/ (x+1)dF(x) :/ (x+1) 2zdr
[0,3] [0,3]

So‘nggi integralning qiymati 27 ga teng. Shunday qilib,

/ (x+1)dF(z) = 2T. n
[0.3]
10.6. f[o 1 x d R(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.

Yechish. I usul. Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanamiz.

1 1
/ rdf(z) = z8(x)|; —/ Rlx)dr=1-0—==—.
[071] 2 2

[0,1]

Bu yerda biz [,

0.1] R(x)dx = 0,5, yani 7.67 f)-misol natijasidan foydalandik.
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IT usul. Shuni ta’kidlaymizki, bu integralni odatdagi Lebeg integrali yoki
biror qator yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlab bo‘lmaydi. Shuning uchun integral

ta'rifi va xossalaridan foydalanamiz. Malumki,
/ rdR(z) = / rdR(z) + / rdR(z) + / rdR(z) (10.4)
[0,1] [0,1/3] [1/3,2/3] [2/3,1]
tenglik o‘rinli. Agar biz R(z) = 1/2, =z € [1/3, 2/3] ning [1/3, 2/3] da
o‘zgarmas ekanligini hisobga olsak, (10.4) tenglikda o‘rtadagi [1/3, 2/3] to'p-
lam bo‘yicha olingan integral (10.45-misolga qarang) nolga teng bo‘ladi, bun-

/acdﬁ(x): / rdR(x) + / rdR(x).

[0,1] [0,1/3] [2/3,1]

dan

2t
Birinchi integralda 3z = t, ikkinchi integralda x = 3 + 3 deb almashtirish

olamiz, natijada

o= ()} fsnmn(: )

[0,1] [0, 1] [0, 1]
tenglikka ega bo‘lamiz. Endi Kantor funksiyasining 10.34-misolda keltirilgan

xossalaridan foydalansak,

[ ads@ =5 [uas g [eroase =g [ s g

[0,1] [0,1] [0,1] [0,1]

tenglikni olamiz. Bu yerdan

ekanligini hosil gilamiz. ]
10.7. Quyida f(z) va F(z) funksiyalar berilgan. Lebeg-Stiltes integrali

/ f(x) dF (x)
[a,b]
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ni hisoblang.

1) f(z)=2, F(zr)=coszx, z€]|0, 7.

2) f(x)=sinx, F(x)= ]x|,( r € [—m, 7.

r+2, xel[-2, —1],
3) fla) =2’ +3, Flx)={ 2, ze(-1,0),

?+1, xel0, 2.

4) fx) ==, F(z)=lz], z€l0, n], neN.

5) f(z) =22 F(z)=[z], z€][0, n], neN.

6) f(x)=x+2, F(x)=expx-sign(cos x), = € [—m, 7.
7 flx)=x—1, F(z)=cosz, x€l0, 7.

8) f(x) =22 F(z)=AK(x), z€l0, 1].

9) f(x) =142z, F(z)=RK(x), z€][0, 1].

10) f(z) = R(x), F(z)=RK(x), =z €[0, 1].

11) f(z) =[3z], F(z) = R(x), z €0, 1].

Yechish. 10) ning yechimi. 10.47-misolda keltirilgan bo‘laklab integ-

rallash formulasidan ((10.7) ga qarang) foydalanamiz:

/ R(z) dS(z) = R(1)-8(1)—RK(0)-K(0)— / R(z) dA(z) = 1— / A(z) dR(x).

[0,1] [0,1] [0,1]

Bu yerdan [ £(x)d&(z) = 0,5 ekanligini olamiz. O
[0,1]

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

10.8-10.16-misollarda berilgan funksiyalarning absolyut uzluksiz ekanligini

ta’rifdan foydalanib ko‘rsating.
10.8. f(z)=3xz+1, [0, 2].
10.9. f(z)=22+5, [-1, 3]

10.10. f(x) =sinz, [0, 7.
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10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

10.15.

10.16.

10.17.

10.18.

10.19.

10.20.

10.21.

10.22.

fx)=zln(1+2z), [0, €.
flz) =27 +5z, [-1, 3.
f@)=VIal, -1, 1.
f(x)=3lz—1|+4, [0, 2]

Absolyut uzluksiz funksiyalar yig‘indisi, ayirmasi yana absolyut uzluksiz

funksiyadir. Isbotlang.

Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko‘paytmasi yana absolyut uzluksiz

funksiyadir. Isbotlang.

Agar f va g lar [a, b] da absolyut uzluksiz funksiyalar bo‘lsa, u holda
f-gva f:g (g9(x) #0, Vx € [a, b]) funksiyalar ham [a, b] da absolyut

uzluksiz funksiyalar bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz bo‘lsa, u [a, b] da

o‘zgarishi chegaralangan ham bo‘ladi. Isbotlang.

Har ganday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydi-
gan absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.

Isbotlang.

Agar f:[a, b] = R integrallanuvchi funksiya bo‘lsa, u holda

F(r) = ]f(t)du

[a,z

funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang.
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10.23.

10.24.

10.25.

10.26.

10.27.

10.28.

10.29.

[a, b] kesmada absolyut uzluksiz F' funksiyaning hosilasi F” (x) = f ()
integrallanuvchi va deyarli barcha = € [a, b] lar uchun
P -F=[ s

tenglik o‘rinli. Isbotlang.

Agar f— kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya bo‘lib, f'(z) =0
tenglik deyarli barcha x lar uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda f o‘zgarmas

funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Har ganday o‘zgarishi chegaralangan f funksiya uchta funksiya yig‘indisi

ko‘rinishida tasvirlanadi,

f(z) = fa(x) + fs(z) + fac().

Bu yerda f; sakrashlar funksiyasi, fs singulyar funksiya, f,. absolyut
uzluksiz funksiya. Isbot qiling.

Agar f funksiya [a, b] kesmada Lipshits shartini qanoatlantirsa, f

ning [a, b] kesmada absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Agar f funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz, ¢ : R — R funksiya
Lipshits shartini qanoatlantirsa, u holda ¢(f(x)), = € [a, b] funksiya
[a, b] da absolyut uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz, A C [a, b] - nol
o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, u holda u(f(A)) =0 bo‘lishini isbotlang.

Shunday uzluksiz, syuryektiv f : [0, 1] — [0, 1] akslantirishga va A C
[0, 1] to‘plamga misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin:
) w(A)=1, 2 u(f(4) =0.
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10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

10.34.

10.35.

10.36.

10.37.

Shunday uzluksiz f : [0, 1] — [0, 1] funksiyagava A C [0, 1] to‘plamga
misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin:

D p(A) =0, 2) alf(4) =1,

la, b] kesmada uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan f funksiyaning [a, 0] da

absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Agar f:[a, b] - R kamaymaydigan funksiya bo‘lib,

[ rwa=0- @
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f absolyut uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang.
f(x) = x + R(z), x € [0, 1] funksiyani qaraymiz. Bu yerda & Kan-
torning zinapoya funksiyasi. Quyidagilarni isbotlang.
a) f:1]0, 1] — [0, 2] uzluksiz va qat’iy o‘suvchi funksiya;
b) f:1]0, 1] = [0, 2] biyektiv akslantirish;

c) u(f(K)) =1, K — Kantor to‘plami.

Kantor funksiyasining quyidagi xossalarini isbotlang.

a) ﬁ@) :%-ﬁ(aﬁ), z €0, 1];

3
2 1 1
b) ﬁ<§+§>=§+§ﬁ<$>, JTE[O, 1]

Agar f funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz bo‘lsa, uning tekis uzluksiz
bo‘lishini ishotlang.

[a, b] kesmada tekis uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo‘lmagan funksiya-

ga misol keltiring.

Agar f funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz bo‘lsa, u holda |f| ham
absolyut uzluksiz funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

197



10.38. |f| ning absolyut uzluksiz ekanligidan f ning absolyut uzluksiz ekanligi
kelib chigmaydi. Quyidagi misolni tahlil qiling.
—1

fay=q Y
I, zeR\Q.

10.39. Agar f funksiya [a, b] da uzluksiz bo‘lib, |f| absolyut uzluksiz bo‘lsa,
u holda f ham absolyut uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang.

10.40. Agar f, : [a, b] = R, n € N lar kamaymaydigan absolyut uzluksiz
funksiyalar bo‘lib, har bir = € [a, b] da i fa(z) qator f ga yaqinlash-
sa, u holda limitik finksiya f ham [a, g]lda absolyut uzluksiz bo‘ladi.
Isbotlang.

10.41. Agar f, : [a, b] — R singulyar funksiyalar ketma-ketligi uchun shun-
day f : [a, b] — R o‘zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo‘lib,
nh—%lo VP f — f,] = 0 bo'lsa, u holda limitik finksiya f yo o‘zgarmas, yo
singulyar funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

10.42. Agar f, : [a, b] — R absolyut uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun
shunday f : [a, b] — R o‘zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo‘lib,
lim V’[f — f.] = 0 bo‘lsa, u holda limitik finksiya f ham absolyut
n—oo

uzluksiz funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

10.43. Agar F': [a, b] — R o‘ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrashlar funksiyasi
bo‘lib, ¢1,¢ca,... lar uning [a, b] dagi uzilish nuqtalari bo‘lsa, u holda
- f(@)dF(x) =Y fex)[F(cx) = Flex = 0)] (10.5)
@, k=1

tenglik o‘rinli. Isbotlang.
10.44. Agar F: [a, b] — R absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda

S @) = | @) dn (10.6)

[a,b [a,b
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10.45.

10.46.

10.47.

10.48.

10.49.

tenglik o‘rinli. Isbotlang.

Agar F(x) = const bo'lsa, u holda ixtiyoriy f : [a, b] — R chegaralan-

gan funksiya uchun
/ f(z)dF(z) =0
[a, 0]

tenglik o‘rinli. Isbotlang.
Quyidagi tenglikni isbotlang.
[ 1 dF @) = ()
A

Lebeg-Stiltes integrali uchun ham bo‘laklab integrallash qoidasi o‘rinli.
Yani f :[a, ] = R va g : [a, b] = R lar o‘zgarishi chegaralangan
funksiyalar bo‘lsa, quyidagi tenglikni isbotlang.

]f(x)dg(flf):f(b)g(b)—f(a)g(a)—/ g(x)df (z).  (10.7)

[CL, b [av b}

Aytaylik, z = ¢(t), a < t < [ uzluksiz va o‘suvchi funksiya bo‘lib,
e(a) =a, @(B)=> bolsin. f: [a, ] = R uzluksiz, F' : [a, b] - R
kamaymaydigan funksiyalar bo‘lsin. U holda

| S@arE) = [ fe)aPew)
tenglik o‘rinli, ya'ni Lebeg-Stiltes integralida o ‘zgaruvchilarni almashti-

rish mumkin. Isbot qiling.

Agar f:[a, b] & R va ¢: [a, b] - R funksiyalar uchun Riman-Stiltes
integrali mavjud bo‘lsa, u holda Lebeg-Stiltes integrali ham mavjud va

ular o‘zaro teng, ya'ni

(L=9) [ s@)dge) = (7 =5) / f() dg(x)

[a,b
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10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

10.54.

10.55.

[ R(z)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda £(x)— Kan-
[0,1]

torning zinapoya funksiyasi, F(z) = 2z + 1.

[ R(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda £(z)— Kan-
[0.1]

torning zinapoya funksiyasi, F'(z) = [3z] 4 2z.

Quyidagi f : [0, 1] — R funksiyaning [0, 1] da differensiallanuvchi
ekanligini ko‘rsating. Hosila funksiyaning [0, 1] da integrallanuvchi emas-
ligini isbotlang.

0, x =0

0. 1 '
r”sin —, 0<x <1
x

f :la, b — R uzluksiz, F : [a, b] — R kamaymaydigan funksiyalar

uchun o‘rta qiymat haqgidagi teoremani isbotlang, ya'ni

/ f(x)dF(z) = F(O)[F(b) — F(a)], 3c€ [a, b].
[a,b]

Quyidagi gatorni qaraymiz:

oo

flx) = Zb" cos(a"mzx), be (0, 1), a €N va tog son.
n=0

Bu f: R — R funksiyaning usluksiz ekanligini isbotlang. Agar ab >
3
1+ 37 bo‘lsa, f : R — R funksiya biror nuqtada ham chekli hosilaga

ega emasligini ko‘rsating.

Quyida berilgan absolyut uzluksiz funksiyalarni kamaymaydigan absolyut

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang:

a) f(x) =242, x€[-1,2], b) flz)=expa? xe[-1, 2],

c) f(z)=|cosz|, x € [-m, 7], d) f(x)=sinz, z€[-m 7|
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II bo‘lim uchun javoblar va ko‘rsatmalar
6-§. O‘lchovli funksiyalar

11. O‘lchovsiz funksiyalar yig‘indisi o‘lchovli ham, o‘lchovsiz ham bo‘lishi
mumkin. Tahlil gilinishi taklif qilngan f va ¢ larning yig‘indisi (f + g) ()
=1, x € [0, 1] bo‘lib, u o‘lchovlidir.

12. Oflchovsiz funksiyalar ko‘paytmasi o‘lchovli ham, o‘lchovsiz ham bo‘lishi
mumkin. Tahlil gilinishi taklif gilngan f va ¢ funksiyalarning ko‘paytmasi
f(z)-g(z) =0, z €0, 1] bo'lib u o‘lchovlidir.

13. Mumkin(emas.

1, z€A

14. f(x) = < A C [0, 1] olchovsiz to‘plam.
| -1, z€ 0, 1]\ A4,

\

1, z€A

| -1 € [0, 1]\ A,

17. 6.8 — misolda keltirilgan £(z) funksiya.
18. Har bir a € R da {z € R: £(z) = a} to‘plam ko'pi bilan ikki elementli

15. f(z) = < bu yerda A C [0, 1] o‘lchovsiz to‘plam.

to'plam bo‘ladi. Hagigatan ham £(z1) = £(z2) bo'lsin. Agar z;, z2 € A
bo‘lsa, u holda £(z1) = £(x9) tenglikdan z; = x9 kelib chiqadi. Xuddi shun-
day x1, x2 € A bo‘lsa, u holda £(x1) = £(z9) tenglikdan —zy = —z5 yoki
xr1 = o kelib chiqadi. Agar 7 € A va x5 € A bo‘lsa, u holda £(z1) = £(z2)
tenglikdan x; = —x9 kelib chiqadi. Shunday qilib, {z € R : £(z) = a}
to'plam a € A\ {0} uchun ikki elementli to‘plam, qolgan @ lar uchun bir
elementli to‘plam bo‘ladi. Shuning uchun ham {z € R: £(x) = a} o‘lchovli
to‘plamdir.

19. {z €0, 1] : £(x) < 0} = [0, 1]\ A tenglik o‘rinli. A o‘lchovsiz to'plam
bo‘lgani uchun [0, 1] \ A ham o‘lchovli emas.

20. Barcha z € [—1, 0] larda £(x) > 0 bo‘lganligi uchun {z € [-1, 1] :
£(x) <0} =10, 1]\ A tenglik o‘rinli bo‘ladi (19-misolga qarang). [0, 1]\ A
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o‘lchovsiz bo‘lgani uchun £ funksiya E da o‘lchovsiz funksiya bo‘ladi.

22. A1(K)) = {%},ﬁ‘l(Kg) _ {i Z} RUKy) = {é g g g}

2k —1
ﬁ_l(Kn) = {T, k == 1,2, .. .,Qn_l

1, €A
24. A C [-2, 2] olchovsiz to‘plam ya(z) =
0, z€[-2, 2]\A.
1, z€A

~1, z€[-2, 2] \A.
27. A C [0, 1] = E o'lchovsiz to‘plam va f(z) = xa(x), g(z) = xma(z)

25. A C [-2, 2] olchovsiz to'plam f(z) =

o‘lchovli funksiya emas.

28. A C [0, 1] = E o'lchovsiz to‘plam f(z) = xa(z), g(x) = —xmua(z).
f(x)-g(x)=0, z€E,

( 0, ¢<0

29. E(® <c)=4¢ E\Q, 0<c<1

E, c>1.
\
36. Isbot. Agar f: F — R olchovli funksiya bo‘lsa, {x € E: f(z) < a} =

{x € E: f3(x) < a®} tenglikdan f? o‘lchovli funksiya ekanligi kelib chiqadi.

Chunki @ soni —oo dan +o0o gacha bo‘lgan giymatlarni qabul gilganda a3
ham (—o0, oo) to‘plamni to‘la bosib o‘tadi. {x € E : f3(z) < ¢} = {z €
E: f(r) < c%} tenglik o‘rinli. Demak, f va f3 lar bir vagtda o‘lchovli yoki
o‘lchovsiz funksiyalar bo‘ladi.

41. Eyler formulasi € = cosx + isinz dan, hamda cosx va sinz larning
[—m, m] kesmada o‘lchovli ekanligidan, f(z) = € funksiyaning [—7, 7]

to'plamda o‘lchovli ekanligini olamiz.

49. [0, 1] = AU B shaklda yozamiz. A va B o‘lchovli to'plamlar va
n(A) > 0,5, wu(B) = 0,5. A va B lar quyidagi xossalarga ega. Barcha
xz € [0, 1] va ixtiyoriy § > 0 uchun pu(AN(x —d,x+40)) >0 va u(BN
(x—3d,2+0)) > 0 bo'lsin. U holda x4(z) misol shartlarini qanoatlantiruvchi
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funksiya bo‘ladi.
58. [0, 1] kesmani teng n bo‘lakka bo‘lamiz. Har bir n € N uchun

{X[%, k) (@) iz
xarakteristik funksiyalar oilasini qaraymiz. Bu funksiyalar oilasini quyidagicha

nomerlaymiz.

fi(@) = xp,(), f2(x) = Xxpp,

va hokazo biror v uchun

Fo@) = Xpo. 1 (@), Fori(@) = X(o. 21 (@)s - Fornoa(@) = Yoty (@),

Hosil bo‘lgan f,, ketma-ketlik [0, 1] da o‘lchov bo‘yicha nol funksiyaga yaqin-
lashadi, lekin biror nuqtada ham nolga yaqinlashmaydi.
60. E(f <c¢) ={zxe|-1,2] :signz <c} to'plamni barcha ¢ € R larda

o‘lchovli ekanligini ko‘rsating.
€ €

€ € 1
64.E:<—, ——) ( £ 9 ——), o).
o= ™) Ut 27 1) e (0 g
65. p(z) =0, x €0, 1].

66. f(x)=0, z€[0,1), fo(x)=2", z€][0,1).

67. fu(x) =2a", x € [0,1] funksional ketma-ketlik 6(z) = 0 funksiyaga de-
yarli va o‘lchov bo‘yicha yaqginlashadi, nuqtali yaginlashmaydi.

68. Ha.

69. Yo'q.

70. a) g(z) =0, b) g(z) =7, c)g(z) =0, d) g(x) = In(1 + [z]).

71.a) g(z,y) =27,
d) g(z, y) = chx.
74.a) g(x) =0, b) g(x) =0, ¢) g(x) =0, d) g(z) =1,

e) g(x) =0, f) g(x)=0.

b) g(x, y) =cosz —siny, c)g(z, y) = zy,

1, (z,y) €QxQ
0, (z,9) € QxQ
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75. a) gi(z, y) =0, go(z,y) =



1, («,
b) gi(x, y) =0, g¢(x,y) = (z,y) e QxQ

0, (z,9) £QxQ
L, (z,y) eRxQ
¢) gi(z, y) =0, golw,y) = .
0, (z,y) R xQ
L (z,y) Q@ xQ
d) gi(z, y) =1, glz,y) = .
2, (r,y) €QxQ
], 2] > [y
) =zl f=] = [yl B
¢) giwy) = c el y) =9 lyl Jol <yl -
yl, |z| <yl
{ 0, ‘ZE‘ = ‘y|
0, r=y
f) gi(z, y) = |z|+|yl, gz, y) =
lz| + |y|, x #y
exa T ?A Y
g) g1z, y) =¢€", gplx,y) = .
0, z=—y
0, 22 =14
h) gl(x7 y) - 17 92(1'73/) —
1, 2 #y°
1 1 1 1 1
76.a) A. = |—, m1— —| U — 2r——|. b A =10 1——|.
2) {50 AT {W'+'5o m 50] ) { 101]
1 1074
Ac=|— 1|. d) A. = |—, 1].
) 1001 ] ) {2 ]
1 1 1 1
A = 1, - 11— .
° 5105 5-105]LJ[5.105 5.105]
' 1
f) A. = |0, 2 — .
) P zqm]
77. Sababi u(R) = oo,
78. f(x) =0.
79. f(z) =0.
80. f(x)=0.
85. Yo'q.

7-§. Chekli o‘lchovli to‘plamlarda Lebeg integrali
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13. Xarakteristik funksiya ikkita 0 va 1 gqiymatlarni qabul qgiladi. 7.1-misoldan
va Ay ={z € F: xalr) =0} = EF\A, Ay={ze€FE: yalx)=1} = A
to‘plamlarning o‘lchovli ekanligidan x4 ning o‘lchovli, sodda funksiya ekanligi
kelib chiqadi.

14. Ay ={z € F: signzx=—-1} =[-1,0), Ao ={zx € FE: signz =0} =
{0}, A3 ={x € E: signzx =1} = (0, 3] to‘plamlarning o‘lchovli ekanligi-
dan y = signz ning E da sodda funksiya ekanligi kelib chiqadi.

16. £: [0, 1] = R o‘lchovli funksiya 6.23-misolga ko‘ra K funksiya [0, 1]\ K
da o‘lchovli funksiya bo‘ladi. Har bir n € N uchun K,, da (7.2-misol yechimiga
qarang) R funksiya cheklita qiymat qabul giladi. Shuning uchun K funksiya
nole K, = [0, 1]\ K da sanoqlita giymat qabul giladi, demak u sodda funksiya.

18. ) 001”'32:_ b
24, f,(x) = [nﬁ( )|

26. Bu funkswa y1 = 0,0 = 1,y = 2,y4 = 3,y5 = 4, qiymatlarni mos
ravishda A4y = [0,1), Ay = [1,2), A3 = [2,3), Ay = [3,4), 45 = [4,5)
to‘plzmlarda qabul giladi. Uning integrali 7.2-ta'rifga ko‘'ra 10 ga teng.

T
28. 3
29. Dirixle funksiyasi o‘lchovli va ikkita (0 va 1) giymat qabul giladi. Uning

[0, 3] to‘plam bo‘yicha olingan integrali 0 ga teng.

30. Riman funksiyasi o‘lchovli va sanoqlita {O, 1, %, cee %, . } giymat qa-
bul giladi. Uning [0, 1] to‘plam bo‘yicha olingan integrali 0 ga teng.

31. 3. 32.2. 33.1. 34.1. 35.4. 36. g 37. e —2.

56. 7.5-misolga qarang.

57. 5—v2 -3 .

58. O‘zgarmasdan farqli uzluksiz funksiya sodda funksiya bo‘la olmaydi.
59. Ikkalasi ham sodda funksiya, ularning integrallari 0 ga teng.

60. 12.
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4 1
61. 0. 62. 2. 63. —6. 64.—2+5. 65.e+§.

In
2
66.2)0, b) Ind—1, c)6, d) 5”’\?*@
1 2
67. a) 5 b) 6, ¢) 10, d) E+1, e) In3 +e,
f) Berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz
/ R(z) dp = / R(x) dp + / /(z) dp. (7.57)
[0,1] K [0, 1\K

Bu yerda K— Kantor to‘plami. Ma’lumki, p(K) = 0. Shuning uchun (7.5j)
tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralning qiymati Lebeg integralining
VI xossasiga ko‘ra nolga teng bo‘ladi. Ikkinchi, [0, 1]\ K to‘plam bo‘yicha
olingan integralning qiymati esa 7.9-misolda hisoblangan ((7.9) tenglikka qarang)

vau 0,5 ga teng. Demak,
1

/ R(x)dp =
0,1] 2

1 5
h) = i) 1, §) —, k) 0.
7)27]')7..])167)0

8-§. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish

2. a) Yo'q, b) Yo'q, ¢) Yo'q, d) Yo‘q, e) Ha, f) Ha.
4.2) 0, b) 1, ¢) 0, d) 7.

6.a) a>1, b)a>1, ¢) a>2.

7.a>1. 8 Ha 10.a) m, b) 7.

13. Ha.

9-§. Monoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

10. Kamaymaydigan funksiya, o‘'ngdan uzluksiz, uzilish nuqtalari 0, 1,
2, 3. Barcha uzilish nuqtalaridagi sakrashi 1 ga teng.
11. Kamaymaydigan funksiya, faqat = = 0 nuqtada uzilishga ega. x = Oda
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o‘ngdan ham, chapdan ham uzluksiz emas. x = 0 nuqtadagi sakrashi 2 ga

teng.

12.

Kamaymaydigan funksiya, fagat x = 0 nuqtada uzilishga ega. x = 0da

chapdan uzluksiz, uzilish nuqtasidagi sakrashi 1 ga teng.

13.

[—4, 0) dava [0, 5] da kamaymaydigan funksiya. Bu funksiyaning uzilish

nuqtalari x = —1, x = 0. x = —1 nuqtada o‘ngdan uzluksiz va bu nuqtadagi

sakrashi 3 ga teng. x = 0 da o‘ngdan ham, chapdan ham uzluksiz emas.

Funksiyaning x = 0 nuqtadagi sakrashi 1 ga teng.
(

17.

18.

19.

17.
21.
29.
30.
32.
33.
54.

995.

56.

0, z€[-2,—1)

fl@)=2—-1,  fox)=4 1, z€[-1, O
| 2, z€ (0, 2].
( 0, = €[-10, —2) ( 3, x e [-10, —2)
fa)=4¢ 1, z€[-2, 0) fe(x) = =8, z €[-2, 0)
\5,3:6[0, 4], \x—8,:1:€[0, 4].
0, ~“Z 0 ind(z) — 1, ~“Z 0
fa(x) = < "e { 27r ) fe(r) = STHQ(QZ) " L 2 )
\1, xG[O,ﬂ, sin” —1, 3:6{0,5}.
falx) =[z]+ 2, foz)=22-2.

f(@) = fe(w) + fa(x), fe(r) =2 =2, falr)=lx]+2.
Monoton funksiyalar yig‘indisi monoton bo‘lmasligi mumkin.
Monoton funksiyalar ko‘paytmasi monoton bo‘lmasligi mumkin.
Ha.
Ha.
36. V[f] =6, 37. V[f] =20, 38.V[f]=2, 39.V[f]=8, 40.V|[f]=
41. V[f] =In(1+e), 42.v1f]::32§, B.V[fl=e+1, 44.V[f] =

f1=3, Vig =7

ool

[f] =4+]a]+|1 — a| barcha a € [0, 1] larda \z/[f] minimal bo‘ladi.
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60. f(z) = v@ — (), v7(rx) = Valf].
CE P

vg(x) = \z/ lg] =1—cosz, x €0, 27|, py4(x)

_ 4 —(z—2)% ze€l0, 2] pola) =
4+ (x—2)% xe (2 7 e
sin?z, x 0, T
vy () = { . 9 ) [ 72T} , py(x) =
2—sin“x, r € (5, 7'('}
61. {36.@(:15) =3z, o(r) = —1.

2 — 222, x € [-1,0]
24242, 7 € (0, 3],

N7

38.0(2) = | sinx, x € [0, g}

2 — sl ) € <_7
simxr, x 5

N7

2cosx +2, x € [—m, 0]

39.v(z) = < pz) =

6 —2cosx, x €0, 7,

T ”} p(x) =

2sinx — 1, =z € [O, g}
7
1, we (5, 7]
x 5 T

lcosz| +cosz , vy(x) =

4—2(x—2)% x €0, 2]
4, x € (2, 7.

T
0, ze [o, ﬂ

2 —2sin’x, z € (g, W}

—4a3 -3, v e[-1,0]

-3, z € (0, 3].
T
0, v € |0, 7]
- ™
2—2sin“x, x € (5, 7T]
2, ve[-m 0]

6 —4cosx, x € [0, 7.

40. v(z) = tgr + 1, o) = L.
41. v(z) = In(1 + z), ¢(x)=0.
42. v x):2x+5x+9§, e(x) =9
43. v(x) = ze* ™t + 1, p(x) = —4.
4. v(z)=3+3(x—1), p(r)=3z—-4—-3|x—1| }.
62. \=—-0, \j=—a, N\ =a,

]

(
(

Ar =b.

63. Yo‘q (9.65 — misolga qarang).

64. Agar f funksiya [a, b] kesmada chegaralangan hosilaga ega bo‘lsa, u
holda f ning [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbotlang.

b
69. A sodda to‘plam bo‘lsa, A = [a, b] bo‘'lsa V [x4] minimal bo‘ladi.

10-§. Absolyut uzluksiz funksiyalar
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1. Z | f(bg) — flag)| = Z 13b,+1—3a,—1| =3 Z(bk,—ak) <30 va 0 =
desak, Z |f(br) — f(ag)| < e tengsizlik bajariladi. Demak, f(z) = 3z +
funk81ya [O 2] kesmada absolyut uzluksiz funksiya ekan.

3. > —b? = (a —b)(a +b) dan foydalaning. 10.2-misol yechimiga qarang.

4. |sinz —siny| < |z — y| dan foydalaning.

5. ||cosz| — |cosy|| < |cosz — cosy| < |x — y| dan foydalaning.
{1. v(x) = 3z, go(x) =—1.
.ilf, (10 = -3
2—23: [—1, 0] —4a3 -3, r e [-1, 0]
plr) =
24222, z € (0, 3], —3, z € (0, 3].
sinz, r € O —} 0, x € {O, q
: (@) = :
T ¥ 5 m
2 —sinz, 1:6(2 W], 2 — 2sin x,xG(E,w]
2+ 2cosz, x€|[—m 0
5.v(x) =
6 —2cosx, x€ (0, 7,
2+42cosx —2|cosx|, x € [—m, O
6—2008x—2\cosx| z € (0, 7.
v(x :tg +1, ¢(x)=1.

7 v(x) = xln(l + m), e(x) =0.
8. v(zr) =2"+5bx+4,5, o(r)=4,5.

0. v() = 1—+v—=z z€[-1, 0]
R R A =R (]
1—2y—z z€[-1, 0]
p(x) =
1+ z€(0,1],

10. v(z) =3z, ¢(x) =3z — 3|1 — x| —4.}

25. f(x) = R(z), A=[0,1]\K.
26. f(x) = R(z), A=K.

32. Kantorning zinapoya funksiyasi.
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49. 1. 50. 3.

1 1 1)(2 1
53.1) —r. 24 3) 255 4 2D g nn+ DR+
3 2 6 5
6) 22 — 2™ — (14 m)e" +(1—m)e™, 7)2—m, 8) 3

9)2, 11) 1.

210



V. METRIK FAZOLAR

Bu bob 8 paragraf (11-18) dan iborat. Bobning 11-paragrafida metrik fa-
zolar, undagi asosiy tushunchalarning mohiyatini ochib beruvchi misol va
masalalar jamlangan. 12-paragrafda yaqginlashuvchi va fundamental ketma-
ketliklarga doir misollar qaralgan. 13-paragrafda ochiq va yopiq sharlar ham-
da ochiq va yopiq to‘plamlarning xossalarini tekshirishga doir misollar qar-
algan. 14-paragraf to‘la metrik fazolar va metrik fazolarni to‘ldirishga doir
misollarga bag‘ishlangan. Bu yerda Ber teoremasining qo‘llanishiga hamda
hamma yerda zich va hech yerda zichmas to‘plamlarga doir giziqarli misollar
bor. 15-paragrafda metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar hamda izometrik,
gomeomorf metrik fazolarga doir misollar jamlangan. 16-paragrafda qisqar-
tirib akslantirish prinsipining qo‘llanishiga doir misollar qaralgan. Kompakt
to‘plamlar va kompakt metrik fazolarga doir misollar 17-paragrafda jamlan-

gan. Oxirgi 18-paragrafda tutash to‘plamlar va ularga doir misollar keltirilgan.
11-§. Metrik fazolar

Bu paragrafda foydalaniladigan asosiy tushunchalar va ta’riflarni keltiramiz.
X bo‘sh bo‘lmagan to‘plam va X x X bilan X ni o‘zini-o‘ziga dekart
ko‘paytmasini belgilaymiz.

11.1-ta’rif. Agar p : X x X — R akslantirish quyidagi uchta shartni
qanoatlantirsa unga X dagi masofa yoki metrika deyiladi:
1) p(z,y) >0, Ve,ye X, p(z,y) =0 < x=y (ayniyat aksiomasi),
2) p(x,y) =ply,x), Ye,ye X (simmetriklik aksiomasi),
3) plx,z) < plx,y) +ply,2) , Vo,y,z € X (uchburchak aksiomasi).
(X, p) juftlik esa metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, ya'ni (X, p) juftlik bitta X harfi bilan belgilana-
di. Agar X to'plamda py, po, ..., p, metrikalar aniglangan bo‘lsa, u holda
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(X, p1), (X, p2), ..., (X, p,) metrik fazolar mos ravishda Xi, Xo,
..., X, harflari bilan belgilanadi.
11.2-ta’rif. Agar shunday C7; > 0 va Cy > 0 sonlar mavjud bo ‘lib, barcha

x,y € X lar uchun

Clpl(xv y) S ,02(55, y) S CQPl(xa y)

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, p1 va ps lar ekvivalent metrikalar deyilads.

Bu bobda va bundan keyingi boblarda foydalaniladigan asosiy belgilash-
larni keltiramiz.

R" ={z = (x1,29,...,2,), x; € R} —n olchamli vektor fazo, m— bar-
cha chegaralangan ketma-ketliklar to‘plami. ¢ — barcha yaqinlashuvchi ketma-
ketliklar to‘plami. ¢y —nolga yaqinlashuvchi barcha ketma-ketliklar to‘plami.

{5 — kvadrati bilan jamlanuvchi barcha ketma-ketliklar to‘plami, ya'ni

o0
by = {x(xl,xz,...,:zzn,...): Z|xn|2<oo}.
n=1

l,(p > 1) — absolyut qiymatining p—darajalaridan tuzilgan qator yaqin-

lashuvchi bo‘lgan barcha ketma-ketliklar to‘plami, ya'ni

(0.¢]
0, = {x(xl,azg,...,:z:n,...): Z|mn|p<oo}.
n=1

Xususan p = 1 da ¢, to‘plam — hadlarining modullaridan tuzilgan qator
yaqinlashuvchi bo‘ladigan barcha ketma-ketliklardan iborat bo‘ladi. Ca, b]—
[a, b] kesmada aniglangan barcha uzluksiz funksiyalar to‘plami. Mla, b] —
[a, b] kesmada aniglangan chegaralangan funksiyalar to‘plami. CWMa, b] —
la, b] kesmada aniglangan barcha uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
to‘plami. C™[a, b]—[a, b] kesmada aniqlangan n marta uzluksiz differensial-
lanuvchi funksiyalar to'plami. V{a, b] —[a, b] kesmada aniglangan o‘zgarishi
chegaralangan funksiyalar to‘plami. ACTa, b] — [a, b] kesmada aniglangan

barcha absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami. Ly[a, b]— olchovli va [a, b]
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kesmada (p > 1) p — darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan

funksiyalar to‘plami. E,(P) [a, b] C Lyla, b] bilan nolga ekvivalent funksiyalar

to‘plamini belgilaymiz. Agar f — g € E]S(’)[a, bl bo‘lsa ularni ¢ munos-
abatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi va u Ep a, 0]
ni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratadi. Hosil bo‘lgan sinflar to‘plamini
Lyla, b] bilan belgilaymiz. Xususan p = 1 bo‘lganda, [a, b] kesmada Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinflari to‘plami hosil bo‘ladi
vau Lq[a, b] bilan belgilanadi. Xuddi shunday p = 2 bo‘lganda [a, b] kesma-
da kvadrati Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan ekvivalent funksiyalar

sinflari hosil bo‘ladi va u Ls[a, b] bilan belgilanadi.

Bu paragrafda metrik fazolar va akslantirishlarga doir misollar qaraladi.

11.1. R? to‘plamda z = (1, 22) va y = (y1, y2) elementlar uchun kiritilgan
ushbu
p1(r,y) = o1 =yl + |22 —wels  p2(z,y) =21 — 22| + |1 — v2|;
p3 (@, y) =21 —yo| + (22 —wnls  pa(@,y) = [2122 — 1192

akslantirishlardan gaysi biri metrika bo‘ladi?

Yechish. p; akslantirishning metrika aksiomalarini qanoatlantirishini tek-
shiramiz.
p1(z,y) > 0 shart modulning manfiymasligidan kelib chiqadi. Faraz qilaylik,
p1(x,y) = |1 — 11| +|xe —y2| =0 bolsin. U holda |x1—11| = |za—1y2| =0
bo‘ladi. Bundan xy = 41, 22 = 4o, yani x = y. Endi = y bo'lsin, ya'ni

r1 =1Yy1, X2 =1y . Bu yerdan
p1(x,y) = [r1 —y1| + [w2 —yo| =0
ekanligini olamiz. Demak, 1-aksioma bajariladi. Quyidagi tenglikdan

Pl(l‘,y) = \xl — yl\ + |SU2 — yg\ = \yl — 931\ + \92 — 332\ = pl(ya I)

213



2-aksiomaning bajarilishi kelib chiqadi. Nihoyat,
pr(@,2) = |z1 — 21|+ |z2 — 22l = [v1 =y +y1 — 21+ |r2 — Yo+ y2 — 22] <

<l|zi =yl + |y — 21| + |22 = wo| + |y2 — 22| = pi(z, y) + p1(y, 2)

tengsizlikdan 3-aksiomaning bajarilishi kelib chiqadi. Shunday qilib, (]RQ, pl) =
R? metrik fazo bo‘ladi. Agar z = (1, 1), y = (2, 2) deb olsak, u holda
p2(x,y) = |1 — 1|+ ]2 — 2| = 0 tenglik o'rinli, ammo = # y. Demak, po

akslantirish uchun metrikaning 1-aksiomasi bajarilmaydi.

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, x = (2,3), y = (3,2) har xil nuq-
talar uchun ps(z,y) =12 —-2|4+13—-3] =0 va py(z,y) =|2-3—-3-2| =0
tengliklar bajariladi. Demak, p3 va ps akslantirishlar uchun metrikaning
1-aksiomasi bajarilmaydi. [

11.2. p(z,y) = sup |T, —yn|, =,y € ¢y akslantirishning metrika shartlari-
1<n<oo

ni qanoatlantirishini tekshiring.

Yechish. {z,} va {y,} ketma-ketliklar nolga yaqinlashuvchi bo‘lganligi
uchun ular chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun sup |x,, — y,| barcha x,y €
co larda chekli bo‘ladi. Ixtiyoriy n € N da 1\§Z<io yn| > 0 ekanligidan
p(x,y) = sup |z, — y,| > 0 ekanligi kelib chiqadi. Endi p(z,y) = sup |z, — y,| =
0 bo'lsin, gzhlolda barcha n € N larda |z,, — y,| = 0 bo‘ladi. Bu ygfdlan T =y
tenglikka kelamiz. Agar x =y bo‘lsa, u holda p(z,y) = 0 bo‘ladi. Demak, 1-
shart bajarilar ekan. |z, — y,| = |y, — x,| tenglikdan 2-shartning bajarilishi

kelib chiqadi. Uchburchak tengsizligi

\zp — zn| < |zp — Yn| + Y — 20|, sup(z, + yn) < supx, + supy,
n n n

tengsizliklardan kelib chigadi. Demak, berilgan p : ¢y X cg — R akslantirish

uchun metrikaning barcha shartlari bajariladi. ]
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11.3. p(z,y) = (x — y)2, x, y € R akslantirish metrikaning qaysi shartini

gqanoatlantirmasligini aniqlang.

Yechish. p(z,y) = (x —y)*, z, y € R akslantirish metrikaning 1— va
2—shartlarini gqanoatlantiradi. Bu akslantirish uchun uchburchak tengsizligi
o‘rinli emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun x =0, y =3, z =5 nuqtalarni

olamiz. U holda p(z,2) =25, p(z,y) =9, p(y,z) =4 bo'lib,
25 = p(z,2z) > p(z,y) + ply,2) =9+4=13.
Demak, p uchun uchburchak aksiomasi o‘rinli emas. ]

11.4. X = AC[0,7], x(t) =sint, y(t) =0 metrik fazoda = € X va

y € X elementlar orasidagi masofani toping.

Yechish. AC|0, 7] metrik fazoda x va y nuqtalar orasidagi masofa p(zx,y) =
|2(0) — y(0)] + V{"[x — y] tenglik bilan hisoblanadi. Ma’lumki, z (¢) = sin ¢
funksiyaning [0, m] kesmadagi to‘'la o‘zgarishi 2 ga teng. Shuning uchun
x (t) =sin t va y (t) = 0 nuqtalar orasidagi masofa quyidagiga teng: p(x,y) =
2(0) — y(O)] + Vil — ] = ViFla] = 2. .

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

11.5. R sonlar o‘qida p(x,y) = |arctge — arctgy | akslantirish metrika bo‘li-
shini tekshiring. p; (z,y) = arctg |x —y| akslantirish R to‘plamda

metrika bo‘ladimi?

11.6. R" to‘plamda ushbu akslantirishlar metrika bo‘ladimi?

n
p1(,y) = > | ok — ykl; p2 (,y) = | max (zg — yi) |;
1, agar x #vy n.o
p3 (@, y) = ;o pal(x,y) = o sign |z — yrl -
0, agar x =y k=1
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11.7.

11.8.

11.9.

11.10.

11.11.

11.12.

R? fazoda boshi koordinatalar markazida bo‘lgan barcha birlik (uzunligi
birga teng) vektorlar to‘plamida

p(T, i) = arccos(, 1) = arccos(r1y1 + T2y2 + T3Y3)

akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang.

[0, 1] kesmadagi barcha ochiq to‘plamlardan iborat sistema X bo‘lsin.

Agar p—sonlar o‘qidagi Lebeg o‘lchovi bo‘lsa,
p(A, B) = u(AAB)
akslantirish X da metrika bo‘lishini isbotlang.
Barcha ko‘phadlardan iborat P to‘plamda
M%q%=§:ﬁ@®)—¢wm
i=0
akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang.

Natural sonlar to‘plami N da

1
. ‘ 1+ , agar n#m
p1(n, m) = e —e™ 5 py(n,m) = ntm ;
0, agar n=m

akslantirishlar metrika bo‘lishini isbotlang.

Butun sonlar to‘plami Z da

jm —n| _
pl(n7m):\/1+m2\/1+n2u p?(na m>:10 k:

(bu yerda k son |n —m/| ayirmaning oxiridagi nollar soni, agar n = m

bo‘lsa, k = oo deb hisoblaymiz) ifodalar metrika bo‘lishini ko‘rsating.

Ushbu |z| < 1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi kompleks sonlar to‘plami-

da

R e &
1-— 2921
p(z1, z2) = In
|24
1— 2974
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akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang. Bu metrika Lobachevskiy metrikast

deyiladi.

11.13. [a, b] kesmada aniglangan x funksiya uchun shunday o va 8 o‘zgarmas

sonlar mavjud bo‘lib, barcha t1, ty € [a, b] lar uchun
[z (t) —2(t) [ < B+ |t —to]"

tengsizlik bajarilsa, x funksiya o ko ‘rsatkichli Gyolder shartini qanoat-
lantiradi deyiladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi barcha funksiyalar to‘p-
lamini H%[a, b] orqali belgilaylik. Agar o > 1 bo‘lsa, H%a, b] faqat
o‘zgarmas funksiyalardan iborat ekanligini isbotlang. Agar 0 < a <1

bo‘lsa,

) — s e(0) — (0] sy L) = (1)) = () = y(t)
| asts<h t1 7o |t1 - t2|a

akslantirish H%[a, b] to‘plamda metrika bo‘lishini isbotlang. H%[a, 0]

Gyolder fazosi, o = 1 bo‘lganda Lipshits fazosi deyiladi.

11.14. [a, b] kesmada cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyalar to‘plami
C*>la, b da

max ‘x(k)(t) — y(k)(t)|

=1 a<t<b
ple )= o o T ;
2 1+£?§Xb|x( () — y®(¢)]

akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang.

11.15. (X, p) metrik fazo bo‘'lsa, X to‘plamda

_ rlzy) _ .
pi(x,y) = ma p2(z,y) =In(1+p(x,y));
P3 (x,y) - ep(as,y) - 1; P4 (37,3/) = min {17 p(x?y)}

akslantirishlarning har biri metrika bo‘lishini isbotlang.
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11.16-11.34-misollarda p : X x X — R akslantirishning metrika shartlarini

qanoatlantirishini tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.

n
11.16. p(x,y) = \/Z |z —yil”, x, y € R™
i=1

11.17. poo(z, y) = max |z; — yi|, =, y € R"™.

1<i<n

n
11.18. pi(x, y) = > |epy — k|, =, y € R™
k=1

n
11.19. p,(2,y) = i/z i —yil’, p>1, z,yeR"
=1

11.20. p(z,y) = sup |z, —yn|, z,y € m.

1<n<oo

11.21. p(z,y) = sup |z, —ua|, =,y € c

1<n<oo

11.22. p(z,y) —\/Z 20— ynl®, x, y € bo.
n=1

11.23. p(z,y) = > |zn —ynl|, =, y € 41.
n=1

o0
11.24. p(z,y) = i’/z 0 — ynl” , x, y € 4.
n=1

11.25. p(f.9) = max |f (¢) — g (2)] , f, g € Cla, b].

a<z<b
11.26. f |f(z (z)|dz, f, g € Cla, b].

11.27. \/f |f(x 2)|*dz, f, g€ Cla,b].

11.28. )= /1) - g(@)Pde, p>1, f, g€ Cla,b.

11.29. p(z,y) = max |z (t) — y (t)| + max |2/ (t) — ¢/ ()], x,y € CW]a, b].

a<t<b a<t<b

11.30. p(z,y) = |z(a) —y(a)| + VP[z —y], z,y € Vla, b].

11.31. p(z,y) = |z(a) — y(a)| + VP[z — 9], =, y € AC]a, b].
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11.32. p(f,9)

11.33. p(f,g9) =

11.34. p(f,g9) =

(z)|dz, f, g€ Lifa, b].

= [/ 1f(@
W f(a
IR

\ dr, f, g€ Lsa, b].

z)|Pde, p>1, f, g€ Lya, b

Yuqorida aytilganiga amal qilib quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

(an P1

(Cla, b], p1)

11.35-11.43-misollarda p : X x X — R

- R?? (Rna pp) - RZ) (Rna poo) = Rgov

- Cl[av b]? (C[a7 b]vp2)

(R", p) = R".

= C2[a7 b]? (C[CL, b]ﬂpp)

akslantirish metrikaning qaysi

= Cpla, b].

shartini ganoatlantirmasligini aniglang.

(

0, z=vy
11.35. p(z,y) = , x, y €N
| EKUK(z, y), =#y
(
0, z=uy
11.36. p(z,y) = , =, y€eN.
\ EKUB(z, y), x#vy
11.37. p(z,y) = |sinz —siny|, z, y € R.
(
0, z=vy
11.38. p(z,y)=4¢ 1, z<y =z, yeR
2, x>u,
\
11.39. p(x7y):’x1_y2‘+|yl_m2’7 Xy yER2'
11.40. p(z,y) = |21 — | + 2|20 — 9u|°, z, y € R2
11.41. p(z,y) = |z1 — | + |22 — 1|, =, y € R,
11.42. p(f,9)=1f0) =g O)|+[f (1) =g @) |, f,g€C[0,1].
11.43. p(z,y) =3 |20 — |, 2,y € Lo,
n=1
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11.44-11.58-misollarda = € X va y € X elementlar orasidagi maso-
fani toping. Masofa ko‘rsatilmagan misollarda tabiiy metrika qaraladi. Ularni

11.16-11.34 misollardan garab oling.
11.44. X =N, z=5 y=25 p(zr,y)=0,1-|x—y|.
11.45. X =R 2=(84,3), y=(6,0,—1).
11.46. X =RY  2=(-1,-2,3,0), y=(4,2,0, —-2).

11.47. X =R}, 2=(4,50,1), y=(-3,0,2,7).

11.48. X =P, z(t)=1+t, yt)=2t, plz,y) = j lz(t) — y(t)] dt.

11.49. X =C[0, 7], «x(t)=sint, y = cost.

11.50. X =Cy[—m, 7|, z(t)=¢€", y(t)=e"

n

11.51. X = =(—1)" = .
mu .I'n ( )7 yn TL+1

11.52. X =c¢, a,= , UYp=1—(=1)"

S -

11.53. X =c¢y, x,=2*", y,=-2"".

11.54. X =0, 2=(1,1,0,1,0,0,...), y=(0,0,0,...).
11.55. X = I4]0, w|, «(t) =sint, y(t) = cost.

11.56. X = L»[0, w|, =(t) =sint, y(t) = cost.

11.57. X =V[—-m,7], «x(t)=cost, y(t)=1.

11.58. X = M]|0, 2x], p(z,y) = sup |z(t) —y(t)|, =(t) =t, y(t) = sint.

0<t<4
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12-§. Yaqginlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar

X metrik fazoda x1, xo,..., x,,... ketma-ketlik va x nuqta berilgan
bo‘lsin. Agar Jgr&p(xn,a:) = 0 munosabat bajarilsa, {z,} ketma-ketlik x
nuqtaga yaginlashadi deyiladi. = nuqta esa {z,} ketma-ketlikning limiti
deyiladi. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun shunday N. natural son mavjud bo‘lib,
barcha n > N. va m > N; lar uchun p (z,,x,) < ¢ tengsizlik bajarilsa, u
holda {xz,} ga fundamental ketma-ketlik deyiladi.

12.1. Agar lim p(z,,79) =0 va lim p(z,,y,) =0 bo'lsa, u holda

n—oo n—oo

lim p (y,, o) = 0 ekanligini isbotlang.

n—oo

Isbot. Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridan foydalansak,

0< P(?/n; ZUO) < p(ymxn) + P(xn,l‘o)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu sonli tengsizlkda limitga o‘tib,

lim p (yn, 20) = 0

n—oo

ni olamiz. ]

12.2. z,(t) = n?*t - e™™! funksiyalar ketma-ketligi z(t) = 0 funksiyaga har
bir nuqtada yaqinlashuvchi, ammo C1[0, 1] metrik fazoda yaqginlashuvchi

emas. Isbot qiling.

Isbot. Har bir ¢ € [0, 1] uchun lim z,(¢) = 0 tenglik matematik analiz

n—oo

kursidan ma’lum. Demak, z,, (t) funksiyalar ketma-ketligi z(¢) = 0 funksiya-

ga har bir nugtada yaqinlashadi. Endi p(x,, 0) masofani hisoblaymiz.

1 1 1
p1(xn, ) = / |z, (t) — 0] dt = / |z, ()| dt = /n2te”tdt =1—(n+1e ™
0 0 0
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Integralni hisoblashda bo‘laklab integrallash usulidan foydalanildi. Bu yerdan

lim py(z,, z) =1
n—oo

ni olamiz. Demak, {z,} ketma-ketlik x(f) = 0 funksiyaga C;[0, 1] fazo

metrikasida yaqginlashuvchi emas. [

12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

(X, p) metrik fazoning ixtiyoriy x, y, z, ¢ nuqtalari uchun

a) [p(z,2) =p(y )| < plz,y) +p(2,1);
b) |p(x,2) —p(y,2)| < p(x,y) tengsizliklarni isbotlang.

{z,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar lim p (x9,,a) =0,

n—oo
lim p(x9,41,0) = 0 va lim p(z,,¢) = 0 bo'lsa, a = b = ¢ hamda
n—00 n—00

lim p (x,,a) = 0 munosabatlarni isbotlang.
n—oo

C'10, 1] metrik fazoda ushbu

a) @, (t) =" — " b) yn () = t" — t*;
) o n tn—|—1
n(t) =t = 26" 72 d) wy (t) = — —
) 2 (1) + ) tn () = — =

ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘ladimi?

Oldingi misoldagi funksiyalar ketma-ketligi CV[0, 1], C1[0, 1] metrik

fazolarda yaqinlashuvchi bo‘ladimi?

C1]0, 1] metrik fazoda yaqginlashuvchi, ammo C[0, 1] metrik fazoda
yaginlashuvchi bo‘lmagan x,,(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligiga mis-

ol keltiring.

(1[0, 1] metrik fazoda x(t) = 0 funksiyaga yaqinlashuvchi, ammo hech
bir ¢ € [0, 1] nugtada 0 ga yaginlashmaydigan funksiyalar ketma-ketligiga

misol keltiring.
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12.9.

12.10.

12.11.

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

Agar z,(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C[0, 1] metrik fazoda
x (t) funksiyaga yaqinlashsa, bu ketma-ketlik C1[0, 1] va C5[0, 1] metrik
fazolarda ham shu x (¢) funksiyaga yaqinlashadi. Isbotlang.

C[0, 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi, ammo C™[0, 1] metrik fazoda
yaqginlashuvchi bo‘lmagan uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalardan ib-

orat ketma-ketlikka misol keltiring.

Ushbu

a) x,=(1,2,...,n,0,...); by, =(-1,2,...,(=1)"n,0,...);

1 1
e) e,=(0,...,0,1,0,...); f)w,=(—, ....,—,0,...); >0
— L N

ketma-ketliklarning qaysilari ¢y, ¢, ¢, , m metrik fazolarda yaqin-

lashuvchi bo‘ladi.

R da metrika p(z,y) = |arctgx — arctgy| tenglik bilan aniglangan
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy monoton ketma-ketlik (masalan, x, =n) fun-

damentaldir. Isbotlang.

Biror qismiy ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo‘lgan fundamental ketma-

ketlik yaginlashuvchidir. Isbotlang.

Biror tayinlangan € > 0 son uchun p (zy,z,) > € >0, k # m shartni
qanoatlantiruvchi {x,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi va hatto funda-

mental gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin emas. Isbotlang.

(X, p) metrik fazo, {x,}, {y,} esa undan olingan fundamental ketma-
ketliklar bo‘lsin. U holda {a, = p(z,,y,) } sonli ketma-ketlik yaqin-

lashuvchi ekanligini isbotlang.
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12.16.

12.17.

12.18.

{z,,} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin. Agar biror {y,} ketma-ketlik

uchun lim p(z,,y,) = 0 bo‘lsa, {y,} ketma-ketlik ham fundamental
n—oo

bo‘lishi kelib chigadimi?

{z,} va {y,} fundamental ketma-ketliklar uchun

lim P (l’n, yn) =0

n—oo

shart bajarilsa, bu ketma-ketliklarni ekvivalent deylik va {x,} ~ {y,}
ko‘rinishda yozaylik. Bu (vaqtincha) kiritilgan munosabat refleksiv, sim-
metrik va tranzitiv ekanligi, ya'ni haqiqatan ham ekvivalentlik munos-

abati bo‘lishini isbotlang.

{z.}, {yn}, {z.}, {t.} fundamental ketma-ketliklar uchun {z,} ~

{yn} va {z,} ~ {t.} bo'lsa, quyidagi tenglikni isbotlang

lim p(z,, 2,) = lim p (yn, t,) -
n—oo

n—oo

13-§. Ochiq va yopiq to‘plamlar

Bizga X metrik fazo, uning xy nuqtasi va r > 0 son berilgan bo‘lsin.

X metrik fazoda markazi xy nuqtada, radiusi r bo‘lgan ochiq shar deb

{r e X: p(x,z9) <r} toplamga aytiladi va u B (xg,r) kabi belgilanadi.

Berilgan g € X va r >0 da p(z,z9) < r shartni qanoatlantiruvchi bar-

cha = € X elementlar to‘plami B[zg,r] orqali belgilanadi va u markazi

nuqgtada, radiusi » bo‘lgan yopiq shar deyiladi. p (x,z¢) = r shartni qanoat-

lantiruvchi barcha x € X elementlar to‘plami S|xg,r| orqali belgilanadi

va u markazi xy nuqgtada, radiusi » bo‘lgan sfera deyiladi. Metrik fazoda

markazi xy nuqtada va radiusi € > 0 bo‘lgan B (xg,e) ochiq shar xy nug-

taning €— atrofi deyiladi va u O. (xy) ko‘rinishda belgilanadi. X metrik

fazo, M uning gism to‘plami va x € X bo'lsin. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun
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O. ()N M # () munosabat bajarilsa, z nuqta M ning urinish nuqgtasi dey-
iladi. M to‘plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to‘plam M ning
yopig“i deyiladi va u [M] yoki M ko‘rinishda belgilanadi. Agar € X ning
ixtiyoriy O. (z) atrofi M ning cheksiz ko'p elementlarini saqlasa, u holda
r € X nugta M to‘plamning limitik nuqtasi deyiladi. M to‘plamga
tegishli # nuqta uchun shunday ¢ > 0 mavjud bo‘lib, O (z) " M = {z}
bo‘lsa, u holda x nuqta M to‘plamning yakkalangan (yolg‘iz) nugtasi deyi-
ladi. Agar X metrik fazodagi M to‘plam uchun M = [M] tenglik bajarilsa,
M yopiq to‘plam deyiladi. Boshqacha aytganda, agar to‘plam o‘zining bar-
cha limitik nuqtalarini saqlasa, u yopiq to‘plam deyiladi. Agar x € M nuqta
uchun shunday ¢ > 0 mavjud bo‘lib, O.(z) C M bo‘lsa, * nuqta M
to‘plamning ichki nugtast deyiladi. Agar to‘plamning barcha nuqtalari ichki
nuqta bo‘lsa, u ochiq to‘plam deyiladi. Ya'ni fagat ichki nuqtalardan tashkil
topgan to‘plam ochiq to‘plam deyiladi. Agar metrikaning 3-aksiomasi, ya’ni
uchburchak tengsizligi p(x,2) < max{p(z,y),p(y,2)} tengsizlik bilan al-
mashtirilsa, (X, p) ga ultrametrik fazo deyiladi. Ochiq va yopiq to‘plamlar
haqgida quyidagi tasdiglar o‘rinli.

13.1-teorema. Ixtiyoriy sondagi yopiq to‘plamlar kesishmasi va chekli
sondagi yopiq to ‘plamlar yig‘indisi yopiqdir.

13.2-teorema. Iztiyoriy sondagi ochiq to ‘plamlar yig‘indisi va chekli sonda-
g1 ochiq to‘plamlar kesishmasi yana ochiq to ‘plamdir.

13.3-teorema. M to‘plam ochiq bo‘lishi uchun uning butun fazogacha

to‘ldiruvchisi X\M yopiq bo‘lishi zarur va yetarli.

13.1. Kattaroq radiusli shar kichikroq radiusli sharning qismi bo‘lishi mumkin-

mi? Misol keltiring.

Yechish. Faraz qilaylik, X = Ry va p(z,y) = |r —y| bo'lsin. Agar
B(1,5) =
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={r €0, 00): |r—1| <5} deb markazi 1 nuqtada va radiusi 5 ga teng
sharni, hamda B(3,4) = {x € [0, 00): |z — 3| <4} deb markazi 3 nugtada
va radiusi 4 ga teng bo‘lgan ochiq sharlarni olsak, u holda 7 =5 >r; =4,

ammo [0, 6) = B(1,5) C B(3,4) = [0, 7). 0

13.2. R? to‘plamda
3
p(r,y) = ZSigﬂ | z; — yil
i=1

metrika kiritilgan. Markazi (0, 1, 2) nuqtada radiusi esa a) 1 ga; b) 2 ga;

¢) 3 ga teng bo‘lgan sferalarni chizing.

Yechish. Radiusi 1 ga teng sfera - (0, 1, 2) nuqtadan o‘tuvchi va koordi-
nata o‘qlariga parallel to‘g'ri chiziglardan ularning kesishish nuqtasi (0, 1, 2)
nuqgtani chiqarib tashlashdan hosil bo‘lgan to‘plam bo‘ladi, 13.4k chizman-
ing a)siga qarang. Radiusi 2 ga teng sfera - (0, 1, 2) nuqtadan o‘tuvchi va
koordinata tekisliklariga parallel tekisliklardan, har juft tekislikning kesishish
chizig‘ini chiqarib tashlashdan hosil bo‘lgan to‘plam bo‘ladi, 13.4k chizma-
ning b) siga qarang. Radiusi 3 ga teng sfera — R3 fazodan (0, 1, 2) nuqtadan
o‘tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chiqarib tashlashdan

hosil bo‘lgan to‘plam bo‘ladi. [

13.4k-chizma

13.3. Diskret metrik fazoda har qanday to‘plam ham ochiq, ham yopiq to‘plam

ekanligini isbotlang.
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Isbot. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy M uchun [M] = M tenglik o‘rinli.
Shuning uchun M yopiq to‘plam. Faraz qilaylik, * € M ixtiyoriy nug-
ta bo‘lsin, u holda ixtiyoriy ¢ € (0, 1) uchun O.(x) = {z} atrof M da
saqlanadi. Demak, M ochiq to‘plam. ]

13.4. Interval ochiq, kesma yopiq to‘plam ekanligini isbotlang.

Isbot. R da ixtiyoriy (a, b) interval ochiq to‘plamdir. Hagiqatan ham,
agar = € (a, b) desak, ¢ = min{z —a, b — 2z} son uchun O.(z) C (a, b).
Endi ( — 0o, a) to‘plamning ochiq ekanligini ko‘rsatamiz. Agar ixtiyorly z €
(—o0, a) uchun, € = a—z desak, O.(z) C (—o0, a). Xuddi shunday (b, oo)
to‘plamning ochiq ekanligi ko‘rsatiladi. Ochiq to‘plamlarning birlashmasi ochiq
ekanligidan (— o0, a)U (b, 00) to‘plamning ochiq ekanligi kelib chiqadi. 13.3-
teoremaga ko‘ra bu ochiq to‘plamning to‘ldiruvchi to‘plami bo‘lgan [a, b)

kesma yopiqdir. [
135. K+ K:={z=z+y: z,y€ K} =10, 2] tenglikni isbotlang.
Isbot. Kantor to‘plami K dan ixtiyoriy

larni olamiz. Bu yerda &; va 9; lar 0 yoki 2 raqamlaridan birini qabul giladi.

00 5@
va Y = —
i=1 3

CJO|(‘Q

Agar

OO|0Y)

- - = 0 = b;

shaklda yozsak, u holda a; va b; lar O yoki 1 ragamlaridan birini gabul
qiladi va ularning yig‘indisi x +y = 2;:1 50 = a; + b; bo'lib, ¢; — 0, 1
yoki 2 ragamlaridan istalgan birini qabul qgila oladi. Ya'ni z+vy, x € K, y €
K shakldagi yig‘indini [0, 2] kesmadagi ixtiyoriy songa teng qilish mumkin.
Demak, K + K = [0, 2] tenglik o‘rinli. O
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13.6.

13.7.

13.8.

13.9.

13.10.

13.11.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

Agar radiusi 7 ga teng bo‘lgan shar, radiusi 3 ga teng bo‘lgan shar ichiga

joylashsa ular ustma-ust tushadi. Isbotlang.

R? to'plamda x = (x1,72) , y = (y1,32) uchun
a) p1(x, y) = |1 — | + |22 — ol

b) pa(x,y) = max (|21 — |, |22 — y2]) ;

c) ps3(z,y) = \/(371 — )" + (w2 — 1)’

d) ps(x, ) = sign |1 — ya| + sign |2 — o

tengliklar orqali kiritilgan metrikalarning har birida markazi 0 = (0, 0)

nuqgtada va radiusi 1 ga teng ochiq shar B(0, 1), yopiq shar B0, 1] va

S[0, 1] sferalarni chizib ko‘rsating.

Kengaytirilgan to‘g'ri chiziq R* = (—oo, +00) U {—00} U {+0} da
Ex x y

—_ b T,y) = —

1+|z—y] )@Y = T T Th

metrikalar kiritilgan. Agar 0 < r < 1 bo‘lsa, B(—o0, r); B (oc0o,r)

a) P1 (xay) -

to‘plamlarni, ya’ni markazi +oo, radiusi » bo‘lgan ochiq sharlarni chiz-

ing.

M C (X, p) to'plamning diametri diamM = sup p(x,y) tenglik bi-
ryeM
lan aniqlanadi. U holda:

a) diamB(xg,r) < 2r tengsizlikni isbotlang;

b) diamB(xg,r) < 2r bo‘lgan sharga misol keltiring;

¢) diamB(xq,r) = diamB[xg,r] tenglik to'g'rimi?

Ochiq shar - ochiq to‘plam, yopiq shar esa yopiq to‘plam bo‘lishini isbot-
lang.

R? tekislikda (0, 1) va (0, —1) nugtalardan hamda OX o‘gidagi (—1, 1)
intervaldan iborat to‘plamni M deb belgilab, M to‘plamda Evklid
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13.12.

13.13.

13.14.

13.15.

metrikasini kiritamiz:

p(z,y) = \/(xl — 1)’ + (2 — ) 0 = (w1,72) , y = (Y1, 92) € M.

U holda markazi (0,0) nuqtada, radiusi 1 ga teng ochiq sharning yopiq

to‘plam, ammo yopiq shar emasligini isbotlang.

Shunday yopiq sharga misol keltiringki, u ochiq to‘plam bo‘lsin, ammo

ochiq shar bo‘lmasin.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy ikkita shar yoki kesishmaydi yoki biri

ikkinchisining gismi bo‘lishini isbotlang.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy "uchburchak" teng tomonli, ultrametrik

fazoda esa har qanday "uchburchak" teng yonli ekanligini isbotlang.

Fiy va F, yopiq to‘plamlar o‘zaro kesishmasin, yani Fy N Fy, = 0 .
U holda shunday G; D F} va Gy D Fy ochiq to‘plamlar mavjudki,
G1 NGy = 0. Isbot qgiling.

13.1. R da ochiq va yopiq to‘plamlarning tuzilishi

Ixtiyoriy metrik fazodagi ochiq va yopiq to‘plamlar haqida 13.1-13.3-teore-

malar o‘rinli. Sonlar o‘qidagi ochiq to‘plam tavsifi quyidagi teorema orqali

ifodalanadi.

13.4-teorema. Sonlar o‘qidag: ixtiyoriy ochiq to‘plam chekli yoki sanoqli

sondagi o‘zaro kesishmaydigan intervallar yig‘indisi ko ‘rinishida tasvirlanadi.

13.16.

13.17.

O‘zaro kesishmaydigan intervallardan iborat to‘plamlarning quvvati chek-

li yoki sanoqli ekanligini isbotlang.

R da ixtiyoriy ochiq to‘plam chekli yoki sanoqli sondagi o‘zaro kesish-

maydigan intervallarning birlashmasidan iborat bo‘lishini isbotlang. Bu
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13.18.

13.19.

13.20.

13.21.

yerda (—oo, a), (a, c0),
=

(—o0, o0) va (a, a) to'plamlar ham intervallar jumlasiga kiradi.

R dagi ixtiyoriy yopiq to‘plamni (—oo, 0o) dan o‘zaro kesishmaydigan
chekli yoki sanoqli sondagi intervallarni chigarib tashlash natijasida hosil
qilish mumkin. Isbot qiling.

Ixtiyoriy = € [0, 1] sonni uchlik kasrga yoyish mumkinligini isbotlang:

r = i%, bu yerda e; — 0, 1, 2 raqamlardan biri. U holda x =
0,515;.:.1. ko‘rinishda yozamiz. Agar biror x € [0, 1] uchun shunday n
mavjud bo‘lib, €, #0 va €,11 = €,020 = ... = 0 bo'lsa, x soni chekli
uchlik kasrga yoyilgan deyiladi. Bu & sonini cheksiz yoyilma ko‘rinishda
ham yozish mumkin: * = 0, 1...6,0... = = 0, e1...6,-1 (6n —
1)22... masalan, 0,100... =0,0222.... F; orqali yoyilmasida 1 raqami
gatnashmaydigan usulda yozish mumkin bo‘lgan barcha = € [0, 1] son-
lar to‘plamini belgilaylik. Masalan, 0,1=0,0222. .. yoki 30,020202. .

F} to'plamning yopiq va kontinuum quvvatli to‘plam ekanligini isbot-

lang. F; = K to‘plam Kantor to‘plami deyiladi.
0,25 € K ekanligini isbotlang.

Ixtiyoriy # € K uchun shunday y € K mavjudki, p(z,y) = |z —y|

son irratsional bo‘ladi. Isbot qiling.

14-§. To‘la metrik fazolar

Agar X metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaqinlashuvchi

bo‘lsa, u holda X ga to‘la metrik fazo deyiladi. X metrik fazoning ikkita

A va B qism to'plamlari berilgan bo‘lsin. Agar B C [A] bo‘lsa, u holda

A to'plam B to‘plamda zich deyiladi. Xususan, agar [A] = X bo‘lsa, A

to'plam hamma yerda zich (X da zich) deyiladi. Agar A to‘plam birorta,
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ham sharda zich bo‘lmasa (ya'ni har bir B C X sharda A to‘plam bilan
umumiy elementga ega bo‘lmagan B’ shar saqlansa), u holda A hech yerda
zichmas deyiladi. (X, p) metrik fazoda = nuqta va M to‘plam orasidagi

masofa deganda

M) = inf
p(x, M) ;gMp(w,y)

miqgdor tushiniladi. Xuddi shunday (X, p) metrik fazoda A va B to‘plamlar

orasidagi masofa deganda

A B)= inf
p(A, B) xeif}yeBp(x’y)

miqdor tushiniladi. Metrik fazolarning to‘laligini tekshirishda quyidagi teore-
madan foydalaniladi.

14.1-teorema. X metrik fazo to‘la bo‘lishi uchun undagi iztiyoriy ichma-
ich joylashgan va radiuslart nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining
kesishmasi bo‘sh bo ‘lmasligi zarur va yetarlidir.

Agar R metrik fazo to‘la bo‘lmasa, uni biror usul bilan (aslini olganda
yagona usul bilan) biror to‘la metrik fazo ichiga joylashtirish mumkin.

14.1-ta’rif. Agar: 1) R metrik fazo R* to‘la metrik fazoning qism fazosi
bo‘lsa; 2) R to‘plam R* ning hamma yerida zich, ya'ni [R] = R* bo‘lsa, u
holda R* metrik fazo R metrik fazoning to‘ldirmasi deyiladi.

14.2-teorema. Har bir R metrik fazo to‘ldirmaga ega va bu to‘ldirma
fazo R ning nuqtalarini qo‘zg‘almas holda qoldiruvchi izometriya aniqligida

yagonadir.
14.1. R metrik fazo to‘la. Isbotlang.

Isbot. Matematik analiz kursidan ma’lumki, ixtiyoriy fundamental sonli

ketma-ketlik yaginlashuvchidir. Demak, R to‘la metrik fazo. [

14.2. Ci[—1, 1] metrik fazo to‘la emas. Isbotlang.
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Isbot. C1]—1, 1] fazoning to‘la emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun

Ci[—1, 1] fazoda uzluksiz funksiyalarning
(
—1, agar x€[-1, —n7!]

ful®) =< nx, agar x€(—n"' nh)

| L agar xe€ [n1 1]
ketma-ketligini (funksiya grafigi 9.1-chizmada keltirilgan) qaraymiz. Bu ketma-
ketlik Cy[—1, 1] fazoda fundamentaldir, chunki barcha = € [—1, 1] lar uchun

| frn (x) — fun ()] <1 ekanligini hisobga olsak va n < m desak,

14.1-chizma
1/n

1
p(fn,fm):/_l\fn(x)—fm(x)|dx</ ldr =2 50, n— oo,

—1/n n
Biroq {f.} ketma-ketlik Ci[—1, 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yaqin-

lashmaydi. Haqiqatan ham, f € Cy[—1, 1] ixtiyoriy funksiya va
-1, agar z €[-1, 0),
p(r) =
1, agar z €0, 1]
nol nugtada uzilishga ega funksiya bo‘lsin. Ko‘rinib turibdiki,
(
0, ze[-1, —=1/n]U[1/n, 1],
fo(@)—9(x)=4 nz+1, z€(-1/n, 0),
| ne—1, =€ [0, 1/n).

Bundan tashqari barcha z € [—1, 1] lar uchun |f, () — ¢ (z) | < 1. Shuning

uchun
1 1/n 5
[ 150 = @iz = [ 1)~ ool <2 50,0 > 00 (141
-1 —1/n
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Agar integralning monotonlik xossasidan foydalansak

1

[15@) = c@ldr < [17@) - flo)ldo+ [10.0) - p@ldr. (102

-1

tengsizlikka kelamiz. Endi quyidagi

/ 1 (2) — o (2)] dz > 0 (14.3)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.

1) Faraz qilaylik, f(0) < 0 bo‘lsin, u holda f ning uzluksizligiga ko‘ra
shunday 6; > 0 mavjudki, barcha x € [0,6;] lar uchun f(x) < 1/2 bo‘ladi.
Bundan

[f(2) —@(x)| 21/2, x€l0, )] (14.4)
tengsizlik kelib chiqadi. (14.4) tengsizlikni [0, ;] kesma bo‘yicha integrallab,

o1
[ @ -s@iaz ["17@ - p@iar>2

tengsizlikka kelamiz.
2) Agar biz f(0) > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday d, > 0 mavjudki,
9, 0) lar uchun |f (z) — ¢ (z)| > 1/2 bo‘ladi. Bundan

—0
[r@-ewlicz [ 1@ -pwl> 2

Demak, (14.3) tengsizlik isbot bo‘ldi. (14.2) tengsizlikdan

barcha x G

1

/ﬂw(mmm>jfw \m—/m W) dz (145)

-1

ni olamiz. (14.1), (14.3) va (14.5) lardan

o (fof) = /Lf ()] da

ning nolga yaqinlasha olmasligi kelib chiqadi, ya'ni { f,} ketma-ketlik Ci[—1, 1]
dagi birorta ham funksiyaga yaginlasha olmaydi. ]
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14.1. Separabel metrik fazolar

Hamma yerda zich sanoqli gism to‘plamga ega bo‘lgan metrik fazolar sepa-
rabel metrik fazolar deyiladi. M to‘plamning barcha ichki nuqtalaridan iborat
to‘plam M to‘plamning ich: deyiladi va ]\04 bilan belgilanadi. A to‘plamning
chegarasi FrA = AN m tenglik bilan aniqlanadi.

14.3-teorema (Ber teoremasi). To‘la metrik fazoni hech yerda zich bo ‘lma-
gan sanoqli sondagi to ‘plamlar yig‘indisi ko ‘rinishida tasvirlash mumkin emas.

Endi, mukammal to‘plam, 1-va 2-kategoriya to‘plamlar tushunchalarini kelti-
ramiz. M to‘plamning barcha limitik nuqtalaridan iborat to‘plamni M’ bi-
lan belgilaymiz. Agar M = M’ tenglik o‘rinli bo‘lsa, M ga mukammal
to‘plam deyiladi. Agar X to‘la metrik fazodagi M to‘plamni hech yer-
da zich bo‘lmagan sanoqli sondagi to‘plamlar birlashmasi ko‘rinishida tasvir-
lash mumkin bo‘lsa M to‘plamga 1-kategoriyali to‘plam deyiladi. Agar M
to‘plamni hech yerda zich bo‘lmagan sanoqli sondagi to‘plamlar birlashmasi

ko‘rinishida tasvirlash mumkin bo‘lmasa M ga 2-kategoriyali to‘plam deyila-

di.

14.3. Q, R\Q to‘plamlarning har biri R metrik fazoda zich ekanligini isbot-

lang.

Isbot. Faraz qilaylik, € R ixtiyoriy haqiqiy son bo‘lsin. U holda x, =
[nx] : n ratsional sonlar ketma-ketligi = ga yaqginlashadi. Bu yerda [z] deb x
ning butun qismi belgilangan. Demalk, ratsional sonlar to‘plami Q haqiqiy son-
lar to‘plami R ning hamma yerida zich ekan. Endi irratsional sonlar to‘plami
R\Q haqiqiy sonlar to‘plami R da zich ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy = € R

.. [nx] = . . . .
haqiqiy son uchun ¥, = —— + — irratsional sonlar ketma-ketligi = ga yaqin-
n on
lashadi. Yani, R\Q to‘plam R da zich ekan. Demak, [Q] = [R\Q] = R.

[
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14.4. R metrik fazoda Q to‘plam 1-kategoriyali, R\Q to‘plam 2-kategoriyali

to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. Ma'lumki, QQ - sanoqli to‘plam, shuning uchun uning elementlarini

{x1, x9,23,..., Ty, ...} ko'rinishda nomerlab chigish mumkin. Shunday ekan
Q = Ole Mna M, = {xn}

yoyilma o‘rinli va M,,, n =1,2,... lar R ning hech yerida zich emas. Ta'rifga
ko'ra Q 1-kategoriyali to‘plam. Endi irratsional sonlar to‘plami R\Q ning 2-
kategoriyali to‘plam ekanligini isbotlaymiz. Teskaridan faraz qilaylik, R\Q
1-kategoriyali to‘plam bo‘lsin. U holda 14.41-misolga ko‘ra, to‘la metrik fazo
R = QU (R\Q), 1-kategoriyali to‘plam bo‘lar edi. Bu esa Ber teoremasiga
zid. Demak, R\Q 2-kategoriyali to‘plam. ]

14.5. = haqiqiy sonning kasr qismi {x} ko‘rinishda belgilanadi. {n - \/5} :
n € N sonlar to‘plami [0, 1] kesmada zich ekanligini isbotlang. Umu-
man, a— irratsional son bo‘lsa, {n-a}, n € N sonlar to‘plami [0, 1]

kesmada zich. Isbot qiling.

Isbot. Biz a irratsional son bo‘lsa, {n -a}, n € N sonlar to‘plamining
[0, 1] kesmada zich ekanligini ko‘rsatamiz. [0, 1] kesmani teng N bo‘lakka
bo‘lamiz. {a}, {2a},...,{Na},{(IN+1)a} sonlari har xil bo'ladi. Haqiqatan
ham, agar biror k; # ke uchun {kja} = {kea} bo‘lsa, u holda (ks — k1)a =
[koa] — [k1a] = m bo‘lib, a =

ko — k1
son ekanligiga zid. N +1 ta {a}, {2a},...,{Na}, {(N + 1)a} nugta N ta

0 1 1 2 N-2 N-1 N-1 N
N'N)"|NN)""77'| N ' N ’ N ' N

to‘plamda yotgani bois hech bo‘lmaganda ulardan ikkitasi bir oraliqqa qarashli

(—1 ¢
bo‘ladi. Masalan, {kia}, {kea} € [T, N) bo‘lsin. U holda umumiylikka

bo‘lar edi. Bu esa a ning irratsional
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1
ziyon yetkazmagan holda ks > ki deb faraz qilib, [{k:a} — {k1a}| < N ni

olamiz. Sonning kasr gismi ta'rifiga ko‘ra
{kga} — {kla} = (kga — [kza]) — (kla — [k’la]) = (kg — kl)a + [k’la] — [kQCL]

ni olamiz. Agar * = y +n, n € Z bo'lsa, u holda {z} = {y} yoki {z} =
1 —{y} tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, |{koa} — {kia}| = {(ko — k1)a} yoki
{koa} —{kia}| = 1—{(k2—Ek1)a} bo'ladi. N ixtiyoriy natural son bo‘lganligi
uchun shunday xulosa qgilish mumkinki, istalgan € > 0 uchun shunday n € N
mavjudki, {na} < e yoki 1 — {na} < e tengsizligi bajariladi. Faraz qilaylik,
1—{na} < e bo'lsin. Agar 1—{na} = 0 desak, § € (0, €) bo‘'ladi. 1—{na} =
0 tenglikdan foydalanib, na uchun

na = [nal+1—9¢ (14.6)

ifodani olamiz. Aniqlik uchun a > 0 deb faraz gilamiz. U holda [na] > 0
butun son bo‘ladi. Agar 1—2 > 0 bo‘lsa, u holda 2na = 2[na]+2—-9 ((14.6)
ga qarang) {2na} =1 — 20 ni olamiz. Va hokazo agar 1 —md > 0 bo‘lsa, u
holda {mna} = 1—md tenglik o‘rinli. Shunday eng kichik m sonini topamizki
1 —(m+1)0 <0 bo'lsin. U holda § > 1 —md > 0 tengsizligi o‘rinli va
{mna} = 1—md < § tengsizlik ham bajariladi. Demak, ixtiyoriy ¢ > 0 uchun
shunday n. € N mavjudki {n.a} < e tengsizligi bajariladi. Endi = 0 soni
x, = {na} ketma-ketlikning limitik nuqtasi ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy
e > 0 uchun shunday n € N mavjudki 0 < {na} =60 < e < 0,5 tengsizligi
bajariladi. U holda shunday eng kichik m sonini topamizki 0 < méd < 1 va
(m+1)6 > 1 bo'lsin. U holda {mna} = md va {(m+ 1)na} = & < d,¢
bo‘ladi. Demak, (0, ¢) oraliqda z,, = {na} ketma-ketlikning cheksizta hadi
bor, yani = 0 bu ketma-ketlikning limitik nuqtasi. Endi € ni yetarlicha

kichik musbat son deb olamiz. U holda shunday n € N soni mavjudki, {na} =
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0 < € bo‘ladi. U holda

5, 26, 36,..., md € (0, 1) (14.7)
bo‘lib, (m + 1) > 1 bo‘ladi. Bu yerda § ham irratsional son bo‘ladi. Aks
J
holda {na} = na — [na] = 0 bo‘lgani uchun a = + [nal bo‘lib, bu a
n

ning irratsional ekanligiga zid. Shuning uchun ixtiyoriy m € N da md #
1. (14.7) munosabatdan ixtiyoriy = € [0, 1] uchun shunday m topiladiki
{mna} — x| = |md — x| < § tengsizlik bajariladi. Yuqoridagi mulohazalarni
tokrorlab ixtiyoriy = € [0, 1] va € > 0 uchun (x — e, x + ¢) oraliqda
x, = {na} ketma-ketlikning cheksizta elementi yotishini ko‘rsatish mumbkin.
Demak, [0, 1] dagi barcha nuqtalar z, = {na} ketma-ketlikning limitik
nuqgtalari bo‘ladi. ]

14.6. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy to‘plamning chegarasi bo‘sh ekanligini
isbotlang.

Isbot. M diskret metrik fazodagi ixtiyoriy to‘plam bo‘lsin. Ma’lumki (8.3-
misolga qarang), bu fazoda ixtiyoriy M to‘plam uchun M = M tenglik
o‘rinli. Shunday ekan X\M = X\M tenglik ham o‘rinli. To‘plam chegarasi

ta'rifiga ko'ra M uchun Fr M = M N (X\M) = M N (X\M) = 0 tenglikni

olamiz. ]
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
14.7. ¢ metrik fazoning to‘laligini isbotlang.

14.8. Tola metrik fazolarning dekart ko‘paytmasi yana to‘la metrik fazo bo‘lishi-

ni isbotlang. Demak, R"” metrik fazo to‘la.
14.9. Cla, b] uzluksiz funksiyalar to‘plamida metrika
b
play) = [ signle ) =y (0| d
ifoda bilan aniglangan bo‘lsa, (C|[a, b], p) metrik fazo to‘la bo‘ladimi?
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14.10.

14.11.

14.12.

14.13.

14.14.

14.15.

14.16.

CWla, b]— uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to‘plamida metrika

p(x,y) = max [z (t) —y(t)]

a<t<b
tenglik bilan aniqlangan bo‘lsa, (CWa, b], p) metrik fazo to‘la emas.

(CWla, b], p) metrik fazoning to‘ldirmasini toping.

f : R — R funksiya qanday shartlarni qanoatlantirsa p(z,y) =
| f(z) — f(y)| akslantirish R to‘plamda: a) metrika bo‘ladi; b) (R, p)

to‘la metrik fazo bo‘ladi?

Agar p(z, y) = |arctgz — arctgy| bo‘lsa, (R, p) metrik fazoning to‘ldir-

masini toping.
® — barcha finit ketma-ketliklar, ya'ni fagat cheklita hadi noldan farqli

r = (r1,%2,...,%,,0,0,...) ketma-ketliklar to‘plami bo‘lsin. Agar

pr(zy) = lzi—yl:  pa(z,y) = max |z; -y
=1

1<i<oo

bo‘lsa, (®,p1) va (P, py) metrik fazolarning to‘ldirmasini toping.

. L=
Sin

X = (-7, m) to'plamda p(z,y) = y‘ metrika kiritilgan.

(X, p) metrik fazoning to‘ldirmasini toping.

[P — barcha haqiqiy koeffitsiyentli ko‘phadlar to‘plamida x, y € P uchun

a) p1(z,y) = max |z (t) —y () |+ max [2" (1) —y" () [;

0<t<1 0<t<l1
— _ / o }
b) p2(z,y) = max [z (t) -y (¢) | + max |2’ (t) —y' () |5

¢) p3(z,y) = max |x(t) —y )|+ [2"(0) =y (0)]

—-1<t<1

metrikalar kiritilgan. (P, p1), (P, p2), (P, p3) metrik fazolarning to‘l-

dirmasini toping.

{an . om,n € Z} to‘plamning R da zich ekanligini isbotlang.
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1 1 1
14.17. 7Z, {—: n € 4, n;éO}, {—+—: n,mEZ,n-m;éO} to‘plam-
n n m

lar R metrik fazoning hech yerida zich emas. Isbotlang.

14.18. Hamma yerda zich, ichi bo‘sh bo‘lgan to‘plamga misol keltiring.
Kantor to‘plamining quyidagi (9.19-9.23) xossalarini isbotlang.

14.19. Kantor to‘plamining o‘lchovi nolga teng.

14.20. Kantor to‘plamining yakkalangan nuqtalari mavjud emas.
14.21. Kantor to‘plamining ichki nuqtalari mavjud emas, ya’ni [O( =0.
14.22. Kantor to‘plami [0, 1] kesmaning hech yerida zich emas.

14.23. Kantor to‘plami mukammal to‘plam, ya'ni K = K’.

0 0
14.24. R metrik fazoda shunday A to‘plamga misol keltiringki, A, A, A,

0

0 0
A, A, 121 to‘plamlar turli, ya'ni hech qaysi ikkisi teng bo‘lmasin.

14.25. A C (X,p) hech yerda zich bo‘lmasa, X\A to‘plam hamma yerda

zichligini isbotlang.

14.26. Agar A hamma yerda zich va ochiq to‘plam bo‘lsa, X\ A to‘plam hech

yerda zich emas. Isbotlang.

14.27. Shunday A to‘plamga misol keltiringki, A va X\ A to‘plamlarning har

biri hamma yerda zich bo‘lsin.

14.28. ¢ — finit ketma-ketliklar to‘'plami ¢y va ¢, (p > 1) metrik fazolarda

zich joylashgan, ammo ¢ va m metrik fazolarda zich emasligini isbot
qiling.

14.29. Agar A to'plam B da, B esa C' da zich joylashgan bo‘lsa, A to‘plam
C' da zich ekanligini isbotlang.
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14.30.

14.31.

14.32.

14.33.

14.34.

14.35.

14.36.

14.37.

14.38.

[P — barcha ko‘phadlar to‘plami Cla, b] metrik fazoda zich. Isbotlang.

[a, b] kesmada a = t; < to < -+- < t, = b nugtalar va ixtiyoriy
T1,T,...,2T, sonlar berilgan bo‘lsin. U holda z(t;) = z;, i = 1,n
va [t;, t;41] oraliglarning har birida chiziqli bo‘lgan x(¢) funksiya gis-
man chizigli uzluksiz funksiya deyiladi. Barcha qgisman chizigli uzluksiz

funksiyalar to‘plami Cla, b] metrik fazoda zich ekanligini isbotlang.

Barcha sodda funksiyalar (o‘lchovli va giymatlari to‘plami ko'pi bilan
sanoqli bo‘lgan funksiyalar) to‘plami Li[a, b] metrik fazoda zich ekan-

ligini isbotlang.

Sodda funksiyalar to‘plami Ly[a, b] (p > 1) metrik fazoda zich. Isbot-

lang.

[a, b] kesmada a =t; <ty < --- < t, = b nuqtalar berilgan bo‘lsin.
(ti,tiv1), @ = 1,n—1 intervallarning har birida o‘zgarmas, ¢; bo‘li-
nish nuqtalaridagi qiymatlari esa ixtiyoriy bo‘lgan funksiya pog‘onasimon
funksiya deyiladi. Ravshanki, pog‘onasimon funksiya sodda funksiya bo‘la-

di. Pog‘onasimon bo‘lmagan sodda funksiyaga misol keltiring.

Pog‘onasimon funksiyalar L,[a, b] (p > 1) metrik fazodagi barcha sod-

da funksiyalar to‘plamida zich joylashgan. Isbotlang.

Pog‘onasimon funksiyalar L,[a, b] (p > 1) metrik fazoda zich ekanligini

isbotlang.

Barcha uzluksiz funksiyalar Ly[a, b] (p > 1) metrik fazodagi pog‘ona-
simon funksiyalar to‘plamida zich. Isbotlang. Demak, Cla, b] to‘plam

sifatida L,|a, b] metrik fazoda zich.

la,b] kesmada aniglangan ixtiyoriy uzluksiz funksiyani istalgancha anig-

likda L,la,b] fazo metrikasida ko‘phad bilan yaqinlashtirish mumkin,
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14.39.

14.40.

14.41.

14.42.

14.43.

14.44.

14.45.

14.46.

yvani x(t) uzluksiz funksiya va ixtiyoriy € > 0 uchun shunday p(¢)

ko‘phad mavjudki,

p(z,p) = (/ablx(t)—p(t) pdt)l/p<€

tengsizlik o‘rinli. Isbotlang.

Oldingi 14.38-masaladagi p(t) ko‘phadning barcha koeffitsiyentlarini rat-

sional sonlar qilib tanlash mumkin. Isbot qiling.

Separabel metrik fazoning to‘ldirmasi ham separabel bo‘ladimi? Misol

keltiring.

Separabel fazoda ixtiyoriy G ochiq to‘plamni sanoqli yoki chekli sondagi

o‘zaro kesishmaydigan ochiq sharlarning yig‘indisi ko‘rinishida:

G=UB(zyp, 1), Bz, ri)NB(xj,r) =0, i#j

n

tasvirlash mumkin. Isbot qiling.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy F' yopiq to‘plamni mukammal M va
chekli yoki sanoqli N to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlash

mumkin. Isbotlang.
Diskret metrik fazo separabel bo‘lishining zarur va yetarli shartini toping.

M va N lar 1-kategoriyali to‘plamlar bo‘lsin. U holda M U N ning
1-kategoriyali to‘plam ekanligini isbotlang.

Darajasi n dan oshmaydigan ko‘phadlarning P, to‘plami Cfa, 0]

metrik fazoning hech yerida zich emas. Isbot qiling.

P = | P, barcha ko‘phadlar to‘plami Cfa, b] metrik fazoda 1- kate-

n=1
goriyali to‘plam bo‘lishini ko‘rsating.
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14.47.

14.48.

14.49.

14.50.

14.51.

14.52.

14.53.

14.54.

Lola, b] to‘plam Li[a, b] metrik fazoda 1-kategoriyali to‘plam. Isbot-
lang.

x,(t) — uzluksiz funksiyalar va ixtiyoriy ¢ € R uchun 7}1_{1010 x, (t) =

xo (t) bo'lsa, xq(t) funksiyaning uzilish nugtalaridan iborat to‘plam 1-

kategoriyali to‘plam ekanligini isbotlang.

Cla, b] to‘plamda

b
p(x,w:/ sign |z (£) — y (1) | dt

metrika kiritilgan. (Cla, 0], p) separabel emas. Isbotlang.

Cla, b] metrik fazoda
M, ={x:|z(t")—z({")| <n-|t' —t"|, V', t"€la, 0]}
to‘plam yopiq va hech yerda zich emas. Isbotlang.

Cla, b] fazoda Lipshits shartini ganoatlantiruvchi funksiyalar to‘pla-
mi M = |J M, (14.50-masalaga qarang) 1-kategoriyali to‘plam. M
n=1

to‘plam yop;q emas va Cla, b] fazoda zich ekanligini isbotlang.
Cla,b] fazoda har bir n € N da

D, ={z: 2'(t) € Cla,b] va max|2'(t)] <n}

a<t<b o
to‘plam yopiq va yech yerda zich emasligini isbotlang.
Cla,b] fazoda uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to‘plami

CWla,b] = J D, (D, — 14.52-misolda aniglangan) 1-kategoriyali
n=1

to‘plam, yopiqiemas va hamma yerda zich ekanligini isbotlang.

Hech yerda zich bo‘lmagan to‘plamning gism to‘plami hech yerda zich

emas. Isbotlang.
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14.55.

14.56.

14.57.

14.58.

14.59.

14.60.

14.61.

14.62.

14.63.

14.64.

Chekli sondagi hech yerda zich bo‘lmagan to‘plamlarning yig‘indisi hech

yerda zich emas. Isbot qiling.

(X, p) to‘la metrik fazo, M C X esa l-kategoriyali to‘plam bo‘lsin. U
holda X\M to‘plam X fazoda zich bo‘lishini ko‘rsating.

(X, p) to'la metrik fazo, G, C X, n € N esa ochiq va hamma yerda
zich to‘plamlar bo‘lsin. U holda M = [ G, to'plam ham hamma yerda

n=1
zich ekanligini isbotlang.

0
M to‘plam hech yerda zich bo‘lmasligi uchun M = () shartning bajar-

ilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

X -to'lametrik fazo, M C X esa 1-kategoriyali to‘plam bo‘lsin. U holda
X\M 2-kategoriyali to‘plam. Isbot giling.

Agar yy € B(xg,r) bo'lsa, B(yg,r) C B(xg,2r) munosabatni isbot qil-
ing.

Biror A to‘plamning e— atrofi ushbu

V.(A) = {xeX: inf p(x,y) <5}

yeA

tenglik bilan aniglanadi. U holda A = [ V.(A) tenglikni isbotlang,

e>0
To'g'ri chiziqda [a, b], (a, b), Z, Q, [a, o), § to‘plamlarning che-

garalarini toping.

Hech yerda zich bo‘lmagan to‘plamning yopig‘i ham hech yerda zich emas.

Isbotlang

Fr(AU B) C FrA U Fr B munosabatni isbotlang. Agar AN B = ()
bo‘lsa, Fr(AUB) = FrAUFr B tenglikni isbot giling.
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14.65.

14.66.

14.67.

14.68.

14.69.

14.70.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy to‘plamning yakkalangan nuqtalari chek-

li yoki sanoqli to‘plam bo‘ladi. Isbotlang.

{x,} C [a, b] bo'lsin. Ixtiyoriy (a, ) C [a, b] interval uchun n(q;3)
orqali

x1,To, ..., T, nuqtalarning (o, #) oraliqqa tushganlarining sonini bel-
gilaylik. Agar ixtiyoriy (a, 8) C |a, b] uchun

n—00 n a b—a

tenglik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik [a, b] kesmada tekis tagsimlangan
11212 3 1 2 kE—1

deyiladi. Ushbu 0,1, =, =, =, —, =, —, ..., —, —, ..., ——, ... ketma-ket-
eyla 1 S u Y 72737 374747 47 ’k"k’ Y ]{: Y ema e

lik [0, 1] kesmada tekis tagsimlangan bo‘ladimi?

« — irratsional son bo‘lsin. {na} = na — [na], ya'ni na sonining

kasr gqismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0, 1] kesmada tekis tagsimlangan

bo‘lishini isbotlang.

14.67-masaladan foydalanib, 1,5,5%,...,5", ... ketma-ketlikdagi 5" son-

ning (o‘nlik sanoq sistemasida) 13 dan boshlanish ehtimolligini toping.

X to‘la metrik fazo, {f,} esa X da aniqlangan uzluksiz funksiyalar

bo'lsin. Agar ixtiyoriy z € X uchun chekli lim f,(x) = f(z) mavjud
n—oo

bo‘lsa, f funksiyaning uzilish nuqgtalari to‘plami 1-kategoriyali to‘plam

ekanligini isbot qiling.

Agar f : R — R funksiya har bir nugtada chekli hosilaga ega bo‘lsa,
f'(x) funksiya uzluksiz bo‘ladigan nuqgtalar to‘plami 2- kategoriyali to‘p-

lam ekanligini isbotlang.

15-8. Uzluksiz akslantirishlar
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X =(X,p) vaY = (Y,d) — metrik fazolar, f esa X ni Y ga ak-
slantirish bo‘lsin. Agar ixtiyoriy ¢ > 0 uchun shunday 6 > 0 mavjud
bo'lib, p (z, p) < § shartni qanoatlantiruvchi barcha x € X nuqtalar uchun
d(f(z), f(xg)) < € tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f akslantirish zy € X
nugtada uzluksiz deyiladi. Agar f akslantirish X ning hamma nuqgtalarida
uzluksiz bo‘lsa, u holda f akslantirish X da wzluksiz deyiladi. Agar ix-
tiyorly € > 0 uchun shunday § > 0 mavjud bo‘lib, p(z, y) < ¢ shartni
qanoatlantiruvchi barcha x,y € X nuqtalar uchun d(f(z), f(y)) < € teng-
sizlik bajarilsa, u holda f akslantirish X da tekis uzluksiz deyiladi. Agar
f : X — Y biyektiv akslantirish bo‘lib, f va f~! akslantirishlar uzluksiz
bo‘lsa, u holda f gomeomorf akslantirish yoki gomeomorfizm deyiladi, X va
Y fazolar esa gomeomorf fazolar deyiladi. Agar (X, p) va (Y, d) metrik fa-
zolar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatuvchi f akslantirish ixtiyoriy xq,x9 € X
lar uchun p (z1,29) = d(f (1), f (x2)) shartni qanoatlantirsa, u holda f ak-
slantirishga izometriya deyiladi, X va Y fazolar esa izometrik fazolar deyi-

ladi.

15.1. f:R?> — R funksiya har bir tayinlangan = da y o‘zgaruvchi bo‘yicha
ko‘phad va har bir tayinlangan y da x o‘zgaruvchi bo‘yicha ko‘phad
bo‘lsa, f(x,y) funksiya ikkala argumenti bo‘yicha ham ko‘phad ekanlig-

ini isbotlang.
Isbot. Shartga ko‘ra f(z,y) funksiyani quyidagicha tasvirlash mumkin
flz,y) = ao(z) + ar(x)y + as(x) y* + - + an(2) y", (15.1)

flz,y) = bo(y) + bi(y) &+ ba(y) 2° + -+ + b(y) 2™ (15.2)

Bundan f ning x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha differensiallanuvchi ekanligi

kelib chiqadi. Agar y = 0 bo‘lsa, u holda (15.1) va (15.2) lardan quyidagini
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olamiz
f(z,0) = ag(z) = by(0) + by(0)z + by(0) x> + - -+ + b, (0) 2™ .

Xuddi shunday (15.1) va (15.2) lardan y bo‘yicha xususiy hosila olib, ularning
y = 0 dagi qiymatlarini tenglashtirib

ar(z) = by(0) + by (0)z + bh(0) x> +--- + 1, (0) ™

tenglikni olamiz. Va hokazo f(x,y) ning (15.1) va (15.2) ifodalaridan y
bo‘yicha mn—tartibli hosila olib, ularning y = 0 dagi qiymatlarini teng-

lashtirib
_ ) () M) oy o2 1 ()
an(x) =by ' (0) +b,7(0)x + by ' (0) 2 +--- + b, (0)
tenglikka ega bo‘lamiz. ag(x), a1(z),..., ay(z) lar uchun topilgan bu ifo-

dalarni (15.1) ga qo‘yib, f(x,y) ning ikkala argumenti bo‘yicha ham ko‘phad

ekanligiga ishonch hosil gilamiz. [

15.2. Shunday f : R — R uzluksiz funksiya va G— ochiq, F'— yopiq to‘plam-
larga misol keltiringki, f(G) to‘plam ochiqemas, f(F') to‘plam esa yopiq

e1mas.

Yechish. Agar F' chegaralangan yopiq (kompakt) to‘plam bo‘lsa, u holda
f(F) ham kompakt, xususan yopiq chegaralangan to‘plam bo‘ladi. Demak, F’
yopiq, lekin chegaralanmagan to‘plam bo‘ladi.

cosx, agar x € [—4m, 47),
1+ (x —4m)?: 2%, agar |x| > 47
G = (—2m — 1, 1) ochiq to‘plamni olsak, f(G) = [—1, 1] yopiq bo‘ladi.
F = [47m, o0) yopiq to'plamni olsak, f(F) = [1, 2) yopiq to‘plam emas. [
15.3. f : C[0, 1] — L1]0, 1] akslantirish f(x(¢)) = z(¢) tenglik bilan
aniglangan bo‘lsa, uning uzluksiz ekanligini isbotlang.

246



Isbot. xzy € C[0, 1] ixtiyoriy nuqta bo‘lsin, u holda

1

p(£(2), f(z0)) = / 2(t) — 2o(t)] dt < max |a(t) — zo(2)] / dt = p(z,0)

0<t<1
0

tengsizlik o‘rinli. Berilgan ¢ > 0 uchun § = ¢ desak, u holda p(x, z) < 9
shartni qanoatlantiruvchi barcha = € X larda p(f(x), f(zo)) < e tengsizlik
ham o‘rinli bo‘ladi. xy € C[0, 1] ixtiyoriy nuqta bo‘lgani uchun f akslan-
tirish uzluksiz bo‘ladi. [

15.4. f:C|0, 1] = C|0, 1] akslantirish quyidagi

a

x( b) f(xz(t)) = b}sin(t — s)x(s)ds ;

(s d) flz(t)) =2(1), a=0

J”
D=0

tenglik bilan aniglangan. Ularning qaysilari uzluksiz, qaysilari tekis uzluk-

siz bo‘ladi?

Yechish. a), b) va d) lar tekis uzluksiz, ¢) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz
emas. Biz misolning a) gismini tekshirish bilan cheklanamiz. f akslantirishni

tekis uzluksizlikka tekshiramiz. Barcha z, y € C[0, 1] lar uchun

< max |x(s) |/ds
0<s<1

va'ni p(f(z), f(y)) < p(x,y) tengsizlik o‘rinli. Tekis uzluksizlik ta'rifidagi 0

o(£(2), f(y)) = max / (x(s) — y(s)) ds

0<t<1

ni £ ga teng desak, u holda p(z, y) < § shartni qanoatlantiruvchi barcha
x, y € X larda p(f(z), f(y)) < € tengsizlik bajariladi. Demak, f akslan-
tirish tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz bo‘ladi. [

1, agar x #vy
15.5. R da pi(x,y) = |x —y| va py(z,y) =

0, agar x =y
metrikalar ekvivalent emas. Isbotlang.
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Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni p; va py metrikalar ekvivalent
bo‘lsin. U holda shunday C; > 0, (3 > 0 sonlar mavjud bo‘lib, barcha

r#y, v,y € (—o00, 0o0) lar uchun

Cipi(z,y) < pa(x,y) < Copi(,y) <= Cilz —y| <1 < Cylz —y

1
tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin |z — y| = TR desak, oxirgi tengsizlik
2
bajarilmaydi. Demak, p; va po metrikalar ekvivalent emas. O

15.6. Cla, b] to‘plamda kiritilgan

poo(,y) = max [z(t) —y(t)],  pa(w,y) = \/f |z (t) —y(t)* dt,

a<t<b o
b b
pi(z,y) = [ |zt) —y@)|dt,  pa(z,y) = [ sign|z(t) — y(t)| dt

a

metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent emas. Isbotlang.

Isbot. Biz p; va ps metrikalarni ekvivalent emasligini ko‘rsatamiz. Cla, b]

fazoda y(t) =0 va

0 1—n(t—a), agar t€la, a+ 2
T, (1) =
0, agar t€(a+1i, 0]

funksiyalar uchun poo(x,, y) =1 < Cpi(x,, y) tengsizlikni qanoatlantiruvchi

C' > 0 soni mavjud emas. Chunki n — oo da

a+i
1 n 1

p1(Tn, y) = /(1—n(t—a))dt=5—2—ng=%

a
sonlar ketmaketligi nolga intiladi. Demak, p; va p, metrikalar ekvivalent

emas. ]

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
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15.7.

15.8.

15.9.

15.10.

15.11.

15.12.

15.13.

Ikki argumentli f : [0, 1] x [0, 1] — R funksiya har bir x da y bo‘yicha
va har bir y da x bo‘yicha uzluksiz bo‘lsa, shunday (xg, y9) nuqta mavjud-
ki, bu nugtada f funksiya ikkala argumenti bo‘yicha birgalikda uzluksiz
bo‘ladi. Isbot qiling.

f funksiya (0, 1) intervalda cheksiz marta differensiallanuvchi bo‘lsin.
Agar ixtiyoriy x € (0, 1) uchun shunday n = n(z) € N mavjud bo‘lib,
f™(x) =0 bo'lsa, f ning ko‘phad ckanligini isbotlang.

(X, p) va (Y,d) metrik fazolar bo'lsin. f : X — Y akslantirishning
uzluksizligi quyidagi shartlarning har biriga teng kuchli ekanligini isbot-
lang:

a) ixtiyoriy G C Y ochiq to‘plam uchun f~}(G) € X ham ochiq
to‘plam;

b) ixtiyoriy F C Y yopiq to‘plam uchun f~}(F) € X ham yopiq
to‘plam;

c) ixtiyorly {z,,} C X yaqinlashuvchi ketma-ketlik uchun {f(z,)} C Y
ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi.

Ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundamental ketma-ketlikka

akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo‘lishi shartmi?

Agar X diskret metrik fazo bo‘lsa, har qanday f: X — Y akslantirish
uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang.

fi: X =Y, (i=1,2) uzluksiz akslantirishlar bo‘lsin. U holda
M={xe X: fi(x) = fo(z)} to'plam yopiq ekanligini isbotlang.

fi: X =Y, (i =1,2) uzluksiz akslantirishlar va X da zich bo‘lgan
biror M to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar barcha * € M uchun fi(z) =
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fo(x) bo'lsa, fi = fo, ya'ni akslantirishlar butun X fazoda teng. Isbot
qiling.

15.14. f: X — Y uzluksiz akslantirish bo‘lsin. Quyidagi implikatsiyalardan
qaysi biri to‘g‘ri? Ixtiyoriy M C X to‘plam uchun:

a)xEM:f(m)EW;
b) @ € 3 = f(o) € FOOT) -
c)xeM = f(z) e (f(M));
d) x € FrM = f(x) € Fr(f(M)) .

15.15. X separabel metrik fazo va f : X — Y haqiqiy funksiya bo‘lsin. M
orqali X fazodagi barcha shunday nuqtalarni belgilaymizki, lim f (z)
Tr—a
mavjud va lim f () # f (a) bo'lsin. M to‘plamning ko‘pi bilan sanoqli
r—a

ekanligini isbotlang.

15.16. S={z € C: |z| = 1} aylanada p (21, 22) = |21 — 22| metrika kiritilgan.
Ixtiyoriy f : S — R uzluksiz funksiya uchun shunday 2y € S mavjudki,
f(z0) = f(—2) tenglik o‘rinli. Demak, aylanada aniglangan uzluksiz
funksiya qandaydir diametral qarama-qarshi nuqtalarda teng giymatlarni

gabul giladi. Isbotlang.

15.17. f: Cla, b] — C|0, 1] akslantirish f(z(t)) =z(a+(b—a)t), 0<t <1
tenglik bilan aniqlangan. Bu akslantirish:
a) uzluksiz,  b) izometriya bo‘ladimi?

15.18. f(x(t)) = x(t?) tenglik bilan a) f:C[-1, 1] — C0, 1];
b) f:Ly[—1, 1] = L,[0, 1]; ¢) f:C[—1, 1] = L]0, 1] akslantirish-
lar anigqlangan. Ularning har birini uzluksizlikka tekshiring.

15.19. f(x(t)) = 2%(t) tenglik bilan a) f:C|0, 1] — C[0, 1];
b) f: L0, 1] = Ls[0, 1]; <) f: L]0, 1] = Lo[0, 1];
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15.20.

15.21.

15.22.

15.23.

15.24.

15.25.

15.26.

d) f: Ls[0, 1] — L4]0, 1]; e) f: L1[0, 1] — L1]0, 1] akslantirishlar

aniqlangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

f: LQ[O 1] — Lo[0, 1] akslantirish quy1dag1
t

a) {:C b) f(z(t) {sm (t — s)x(s)ds;
= Ofx (s)ds; d) f(z(t)) = jz(sa)ds, a>0

tenglik bilan aniglangan. Ularning qaysilari uzluksiz, qaysilari tekis uzluk-
siz bo‘ladi?

f: Lo[0, 1] = Lo|0, 1] akslantirish ushbu

a) f(z(t) = u(t) -x(t), weCl0, 1];  b) flz@t) = 2(*), a>0
tenglik bilan aniqlangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

R da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

X, Y—metrik fazolar bo‘lib, Y —to‘la bo‘lsin. Agar M C X hamma
yerda zich, f: M — Y tekis uzluksiz akslantirish bo‘lsa, shunday F':

X — Y tekis uzluksiz akslantirish mavjudki, F|y; = f, ya'ni ixtiyoriy
x € M uchun F(z) = f(x). Isbotlang.

Lipshits shartini qanoatlantiruvchi akslantirish tekis uzluksiz akslantirish

bo‘lishini isbotlang.

K(t,s) funksiya [a, b] X [a, b] kvadratda ikkala argumenti bo‘yicha

/Kts

tenglik bilan aniqlangan A : Cla, b] — C|a,b] akslantirish Lipshits shar-

uzluksiz bo‘lsa,

tini ganoatlantirishini isbotlang.

O‘lchovli K (t,s) funksiya uchun

b b
//\K(t,s)\2dtds§M
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15.27.

15.28.

15.29.

15.30.

15.31.

15.32.

15.33.

15.34.

15.35.

15.36

tengsizlik o‘rinli bo‘'lsa, A : Lola, b] — Ls[a, b]

b
Az(t) = / K(t,s)z(s)ds
akslantirish tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

f: X — Y tekis uzluksiz va g : Y — Z Lipshits shartini qanoat-
lantiruvchi akslantirishlar bo‘lsin. U holda go f : X — Z akslantirish

tekis uzluksiz (Lipshits shartini qanoatlantiruvchi) bo‘ladimi?

[0, 1] kesmada tekis uzluksiz, ammo Lipshits shartini qanoatlantirmay-

digan funksiyaga misol keltiring.

(X, p) metrik fazo bo‘lsin. p: X x X — R akslantirish
a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz bo‘ladimi?
(X, p) metrik fazo, A # (), A C X biror to‘plam bo‘lsin. d : X — R

funksiya d(x) = inf1 p(z,y) tenglik bilan aniglangan. Shu akslantirishn-
ye

ing tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

R? da p(x,y) = /(21 — y1)2 + (z2 — y2)? metrika, C kompleks son-
lar to'plamida d(z1,22) = |21 — 29| metrika kiritilgan. Bu fazolarning

izometrik ekanligini isbotlang.

X va Y lar metrik fazolar bo‘lsin. X XY va Y x X metrik fazolarning

izometrik ekanligini isbotlang.

¢ va R X ¢y fazolarning izometrik ekanligini isbotlang.

C[0, 1] va Cla, b] metrik fazolar orasida izometriya o‘rnating.
[zometriya ekvivalentlik munosabati bo‘lishini isbotlang.

R metrik fazoning barcha izometriyalarini toping.
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15.37.

15.38.

15.39.

15.40.

15.41.

15.42.

15.43.

15.44.

15.45.

R? metrik fazoning (p(z,y) = v/(z1 —y1)? + (9 — y2)? ) barcha izo-

metriyalarini toping.

Metrik fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi barcha izometriyalar gruppa

tashkil etishini isbotlang.

Biror X to‘plamda p; va po ekvivalent metrikalar berilgan bo‘lsin. X
to‘plamdagi barcha metrikalar uchun kiritilgan bu munosabat haqiqatda

ham ekvivalentlik munosabati bo‘lishini isbotlang.

X chekli to‘plam bo‘lsa, unda kiritilgan ixtiyoriy ikki metrika ekvivalent

ekanligini isbotlang.

R"™ da kiritilgan p1, po = p va po metrikalar ekvivalent ekanligini is-

botlang.

Ekvivalent metrikalarning birida yaqinlashuvchi (fundamental) bo‘lgan
ketma-ketlik ikkinchisida ham yaqinlashuvchi (fundamental) bo‘lishini is-

botlang.

Ekvivalent metrikalarning birida ochiq (yopiq) bo‘lgan to‘plam ikkinchisi-
da ham ochiq (yopiq) ekanligini isbotlang.

p1 va po ekvivalent metrikalar bo‘lsin. Agar (X, p;) metrik fazo a)
to'la; b) separabel; ¢) diskret bo‘lsa, (X, p2) metrik fazo ham shu xossaga
ega bo‘ladi. Isbot qiling.

n
C" to'plamda poo(x,y) = max |z; —yi|, pi(z,y) =D |z — yil
=1

1<i<n

n

p2(x,y) = /D |xi — yi|> metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent
i=1

ekanligini isbotlang.
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15.46. X to'plam [a, b] kesmada o‘lchovli va chegaralangan funksiyalardan
iborat. Shu to‘plamda aniglangan

1/p1 1/p2
/ 2ty —yePdt | paley) / 2(t) — (1)t

metrikalar p; # po, (p1 > 1, po > 1) bo‘lganda ekvivalent emasligini
isbotlang.

15.47. Gomeomorfizm ekvivalentlik munosabati ekanligini isbotlang.

15.48. f: X — Y gomeomorfizm, M C X to‘plam berilgan bo‘lsin. Ushbu
tasdiglarni isbotlang:

a) M ochiq to‘plam bo‘lsa, f(M) ham ochig;
b) M yopiq to'plam bo‘lsa, f(M) ham yopiq;

c) f(M) = f(M).

15.49. Gomeomorf metrik fazolardan biri separabel bo‘lsa, ikkinchisi ham sepa-

rabel bo‘lishini ko‘rsating.

15.50. R to‘plamda pi(z,y) = |z — y| va pao(z,y) = |arctgz — arctgy|
metrikalar kiritilgan, (R, p1)va (R, py) metrik fazolar gomeomorf ekan-
ligini isbotlang. x, = n ketma-ketlik (R, p2) metrik fazoda fundamen-

tal, (R, p;) fazoda esa fundamental emasligini isbotlang.

(R, p1) to'la metrik fazo, (R, p2) esa to'la emas. Demak, gomeomorf
metrik fazolarning biri to‘la bo‘lsa, ikkinchisi to‘la bo‘lishi shart emas.

Xulosa. Metrik fazoning to‘laligi topologik xossa emas.

p(r,y)

1+ p(z,y)
va (X, p1) metrik fazolar gomeomorf ekanligini isbotlang.

15.51. (X, p) metrik fazo bo‘lsin. Agar pi(z,y) = bo'lsa, (X, p)
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15.52.

15.53.

15.54.

15.55.

15.56.

R va R? metrik fazolar gomeomorf emas. Umuman n # m da R" va

R™  metrik fazolar gomeomorf emasligini isbotlang.
C® [a, b] to‘plamda aniglangan

pi(r,y) = max |z(t) — y(t)| + max |2'(t) — y'(t)| + max [2"(t) —y"(t)],

a<t<b a<t<b a<t<b

p2(,y) = max |x(t) —y(t)| + max [2"(t) —y"(t)|

a<t<b a<t<b

metrikalarning ekvivalent ekanligini isbotlang.

(X,p) va (Y,d) metrik fazolar bo‘lsin. Agar (Y,d) fazoning biror
metrik qgism fazosi (X, p) metrik fazoga izometrik (gomeomorf) bo‘lsa,
(X, p) fazoni (Y, d) fazoga izometrik (gomeomorf) joylashtirish mumkin
deyiladi. Agar n < m bo‘lsa, R"™ metrik fazoni R™ fazoga izometrik

joylashtirish mumkinligini isbotlang. Bu yerda metrika sifatida

k
plry) = | >l —ul’,
=1

k
Poo (,y) = max |z; — i, p1(x,y) = Z |z — yil

1<i<k -
=1

(k =n yoki k =m) ifodalardan biri olingan.

S tabiily metrika kiritilgan aylana bo‘lsin. U holda S x [0, 1] va S x §
metrik fazolarning har birini R?® metrik fazoga gomeomorf joylashtirish

mumkinligini isbotlang.

Uchta nuqtadan iborat bo‘lgan ixtiyoriy metrik fazoni R? metrik fazoga
izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. To‘rtta nuqtadan iborat
bo‘lgan diskret metrik fazoni R? metrik fazoga izometrik joylashtirish
mumkin emas, ammo R? metrik fazoga izometrik joylashtirish mumkin-
ligini isbotlang.
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15.57. To‘rtta nugtadan iborat shunday metrik fazo mavjudki, uni R" metrik
fazolarning birortasiga ham izometrik joylashtirish mumkin emasligini

isbotlang.

15.58. L»[0, 1] metrik fazoni L]0, 1] metrik fazoga

a) gomeomorf, b) izometrik joylashtirish mumkinmi?
16-§. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

Agar f: (X, p) — (Y,d) akslantirish uchun shunday L > 0 son mavjud
bo‘lib, ixtiyorly xq,22 € X lar uchun d(f (1), f (z2)) < Lp(x1,29) shart
bajarilsa, u holda f akslantirish Lipshits shartini qanoatlantirad: deyiladi.
Agar f : X — X akslantirish Lipshits shartini qanoatlantirsa va Lipshits
o‘zgarmasi L < 1 bo‘lsa, f akslantirish gisuvchi deyiladi. Agar A: X — X
akslantirish uchun shunday = € X nuqta mavjud bo‘lib, Ax = z tenglik
bajarilsa x nuqta A akslantirishning go ‘zg‘almas nugtasi deyiladi.

16.1-teorema (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To ‘la metrik fazoda anig-

langan har qanday qisuvchi akslantirish yagona qo‘zg‘almas nuqtaga ega.

1 : C
16.1. =z = gcos xr — 2 tenglama yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.

Kalkulyator yordamida yechimni 0,001 aniglik bilan toping.

Yechish. Haqiqiy sonlar to‘plami R— to‘la metrik fazo,
1
fR=>R, f(z)= 3 €08 T~ 2 akslantirish esa

p(f(z1), f(22) < 5 p(21,22)

w| =

shartni qanoatlantiradi, ya'ni — gisuvchi. Shuning uchun 16.1-teoremaga ko‘ra,
berilgan tenglama yagona yechimga ega. Uning yechimi taqriban

T~ —2,194749. 0

256



16.2. C[—a, a] metrik fazo va f; : Cl—a, a] — C[—a, a] (i = 1,2) ak-
slantirishlar fi(z(t)) = x(—t) va fo(x(t)) = —z(—t) tengliklar bilan

aniglangan. Shu akslantirishlarning qo‘zg‘almas nuqtalarini toping.

Yechish. C[—a,a] metrik fazoda juft funksiyalar to‘plamini C*[—a, a]
bilan, toq funksiyalar to‘plamini esa C~[—a, a] bilan belgilaylik. U holda
ixtiyoriy 27 € C*[—a, a] uchun fi(z") = 2 tenglik o‘rinli. Xuddi shun-
day ko‘rsatish mumkinki, har bir = € C7[—a, a] da fo(x™) = 2~ tenglik
o‘rinli. Demak, barcha juft funksiyalar f; akslantirishning qo‘zg‘almas nuq-

talari, barcha toq funksiyalar esa fo ning qo‘zg‘almas nuqtalari bo‘lar ekan.

[

16.3. R metrik fazoda shunday f : R — R akslantirishga misol keltiringki,
barcha z, y € R, x # y lar uchun

p(f(x), f(y)) < p(x,y)

tengsizlik o‘rinli, ammo f(x) = = tenglama yechimga ega bo‘lmasin.

Yechish. Barcha z € R lar f(z) = Va2 + 1+ \/:132;74—1 funksiya musbat
giymatlar gabul giladi. Bu funksiya uchun barcha z, y € R, x # y larda
p(f(x), fly)) < p(x, y) tengsizlik o‘rinli, ammo f(z) = x tenglama yechim-
ga ega emasligini ko‘rsatamiz. Funksiya qiymatlari musbat bo‘lganligi uchun
x < 0 larda f(x) = = tenglama yechimga ega emas. Shuning uchun = > 0
holni qaraymiz:

1 1 1
x)—zxz=vVz2+1—x+ = + > 0.
/@) Viz+1 Va4 14z 22+ 1

Demak, barcha z € R larda f(x) > z o'rinli. Endi

p(f(x), f(y) < plz,y) = [f(x) = fy)| <]z —y]
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tengsizlikni isbotlaymiz. Funksiya hosilasi uchun

T T T 1 a3

/
= — = 1— =
f) 2?+1  (Va?+1)? :c2+1( 1) (22 +1)32

tenglik o‘rinli. Bu yerdan kelib chiqadiki, barcha x € R larda f'(z) < 1

o‘rinli. Shuning uchun
[f(@) = fWI =1 Oz —yl <lz—yl, z#y
tengsizlik o‘rinli. [
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

16.4. Agar f:R >R va |f(x)] <qg<1 bo'lsa, z = f(z) tenglama yagona
yechimga ega ekanligini isbotlang.

16.5. Agar f : [a, b] — [a, b] uzluksiz funksiya bo‘lsa, x = f(x) tenglama-
ning yechimi mavjudligini isbotlang.

16.6. Agar 0 < a <1 bo'lsa,

1
xn—i—lzxn_i(i_a)a rg =10

rekurrent usulda aniglanuvchi {x,} ketma-ketlikning /a soniga yaqin-

lashishini isbotlang.

16.7. Diskret metrik fazoda qanday akslantirish gisuvchi bo‘ladi?

16.8. S = {z: |z| =1} aylana bo'lsin. f : S — S qgisuvchi akslantirish
mavjudmi?

16.9. X metrik fazo, f : X — X qisuvchi akslantirish bo‘lsin. U holda f

akslantirish uzluksiz va hatto tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

16.10. X to‘la metrik fazo va f; : X — X (i = 1,2) akslantirishlar berilgan
bo‘lsin. Agar f; qisuvchi bo‘lsa, hamda f; o fo = fy 0 fi tenglik o‘rinli

bo‘lsa, fo akslantirishning qo‘zg'almas nuqgtasi mavjudligini isbotlang.

258



16.11.

16.12.

16.13.

16.14.

R? metrik fazoda yagona qo‘zg‘almas nuqtaga ega bo‘lgan izometriya

shu nuqgta atrofida burishdan iborat ekanligini isbotlang.

X to‘la metrik fazo, f : X — X biror akslantirish bo‘lsin. f akslan-

tirishning iteratsiyalari (darajalari) ushbu
fr=fof, fr=frtof
tengliklar bilan aniglanadi. Agar biror n uchun f" qisuvchi bo‘lsa, f :

X — X akslantirish yagona qo‘zg‘almas nuqtaga ega bo‘ladi. Isbot qil-

ing.

K(t,s) funksiya [a, b] X [a, b] kvadratda uzluksiz bo‘lsin. U holda Vey-
ershtrass teoremasiga ko‘ra K (t, s) funksiya chegaralangan, ya'ni barcha
t,s € [a,b] lar uchun

[K(t,s)] < M
tengsizlik o‘rinli. Ushbu
b
(Az)(t) = / K(t, s)u(s)ds

akslantirish Cfa, b] metrik fazoni o‘zini-o‘ziga akslantirishi va barcha

z, y € Cla, b] funksiyalar uchun

p(Az, Ay) < M(b—a)p(z,y)
tengsizlikning bajarilishini isbotlang.
K(t,s) olchovli funksiya uchun

b b
//\K(t,s)\2dtds§M

tengsizlik o‘rinli bo‘'lsin. U holda Ls|a, b] fazoda aniglangan

b
o(t) = [ K(t.s)a(s)ds+ (0. y € Lofa, Y
integral tenglama A parametrning yetarlicha kichik (moduli bo‘yicha)
qiymatlarida yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.
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16.15.

16.16.

16.17.

16.18.

16.19.

K(t,s) funksiya a < s <t < b uchburchakda (sohani chizib ko‘rsating)

uzluksiz bo‘lsin. U holda
/ K t, s

tenglik bilan aniglangan A : Cla, b] — Cfa, b] akslantirish uchun shun-
day n natural son mavjudki, A" : C[a, b] — Cla, b] akslantirish qisu-

vchi bo‘ladi. Isbotlang.

K(t,s) funksiya a < s <t < b uchburchakda, y(t) funksiya esa [a, 0]

kesmada uzluksiz bo‘lsa,

_A/Kts s)ds + y(t)

integral tenglama ixtiyoriy A € R uchun yagona uzluksiz yechimga ega.

Isbotlang.

f r?(s)ds tenglik bilan aniglangan A : C|0, a] — C|[0, a]

akslantirish hech bir @ > 0 uchun qisuvchi emas. Isbot qiling.
a > 0 sonning qanday qgiymatlarida
x(t) =1+ /t 2%(s)ds
0
integral tenglama C'[0, a] fazoda yechimga ega?

R™ fazoda

Sl = { r = (T1,%2, ..., %) : in: 1, x >0}
i=1

qism to‘plam simpleks deyiladi. Agar P = (p;;), 1,7 = 1,n matritsa el-
n

ementlari p;; >0 va Y p;; =1, j=1,2,...,n shartlarni qanoatlantir-
i=1

sa, P stovastik matritsa deyiladi. © — Px akslantirish S"~! simpleksni

o‘zini-o‘ziga akslantirishini ko‘rsating. S" ! to‘plamda

n
:Z‘xz_yz‘a x,yesn—l
i=1
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16.20.

16.21.

16.22.

16.23.

16.24.

metrika kiritilgan bo‘lsin. Agar P matritsaning biror satri musbat el-
ementlardan iborat bo‘lsa (p;; > 0,pp > 0,...,p; > 0), Pr = x

tenglama S~ ! simpleksda yagona yechimga ega bo‘lishini isbotlang.
K(t,s) funksiya [0, 1] x [0, 1] kvadratda uzluksiz bo‘lsin.

1
max / |K(t,s)|ds =M
0

0<t<1

belgilash kiritaylik. Agar 4M|A| < 1 tengsizlik bajarilsa,

z(t) =1+ /\/O1 K(t,s)x(s)ds

integral tenglama C[0, 1] fazoda yagona yechimga ega ekanligini isbot-

lang.

Kalkulyatordan foydalanib,

a) 5x —3sinz = 7, b) 3z +e ¥l =10, ¢) r =InV1i+a2-3
tenglamalar yechimini 0,01 aniqlikda toping.

f biror uzluksiz funksiya bo‘lsa,
L.
x(t) — 5 sin z(t)+ f(t) =0
tenglikni gqanoatlantiruvchi x € C[0, 1] funksiya mavjud. Isbotlang.

Ushbu

z(t) = e™*® 4 sint
tenglamaning C'0, 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.

X to‘la metrik fazo, A : X — X, p(Azx, Ay) < qp(z,y), 0 < g <1

qisuvchi akslantirish bo‘lsin. Ixtiyoriy zg € X uchun Az = x tenglama-
/O(ZC()v ASCO)

ning yechimi Bz, ] sharga tegishli. Isbotlang.
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16.25.

16.26.

16.27.

16.28.

X to'la metrik fazo, Blxg,r] C X yopiq shar va f : Blxg,r] - X
biror akslantirish bo‘lsin. Agar f akslantirish B[xg,r| sharni qisqartirib

akslantirsa, ya'ni

p(f(x), f(y) <q-plr,y), 0<q<1, z,y€ Blrog,7]

shartni qanoatlantirsa va p(f(z),z9) < (1 —¢q) - r tengsizlik bajarilsa,

f(x) =z tenglama Bz, ] sharda yagona yechimga ega. Isbotlang.
X to‘la metrik fazo, f: X — X uzluksiz akslantirish

p(f(x), f(y) 2 a-p(z,y), a>1, z,yeX

shartni qanoatlantirsin. U holda f(z) = = tenglama yechimga ega bo‘lishi

shartmi?
R"™ fazoda metrika .
p(z,y) = Z |z — yil
i=1
tenglik bilan aniglangan. A = (a;;), 4,j = 1,n matritsa elementlari
n
s 2 lel <!
1=

shartni qanoatlantirsa, A : R"™ — R™ akslantirish gisuvchi bo‘ladi. Isbot-

lang.
A = (aj;) cheksiz matritsa bo'lsin. x = (21,22, ..., %y, ...) uchun
o o (0¢
Ax = g a1;%;, g a9i i, .., g Apilis - - .
i=1 i=1 i=1

belgilash kiritaylik. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:

o0
a) agar sup »_l|a;| <1 bo'lsa, A:¥¢; — {1 - gisuvchi:
1<j<oco =1

b) agar sup Y |a;j| <1 bo'lsa, A:m — m - gisuvchi:
1<i<co j=1

oo o0
c) agar » > |a2~j|2 < 1 bo'lsa, A: ¥y — {5 - qisuvchi.
j=li=1
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16.29.

16.30.

16.31.

16.32.

Akslantirish A : C[0, 1] — C[0, 1], Az(t) = Az(t*), « > 0 tenglik
bilan berilgan. Parametr A ning ganday qiymatlarida bu akslantirish

qisuvchi bo‘ladi?

f va g uzluksiz funksiyalar bo‘lib, |f(0)| <1, |f(1)| <1 shart bajar-
ilsa,

w(t) = f(t) - x(t®) + g(t)
tenglama « > 0, « # 1 bo‘lganda, C0, 1] fazoda yagona yechimga

ega ekanligini isbotlang.

A Lo)0, 1] — Lo[0, 1], (Ax)(t) = A-x(tY), 0 < a <1 akslantirish

A parametrning qanday giymatlarida gisuvchi bo‘ladi?

K(t,s) uzluksiz va a < 1 bo‘lsin. Parametr A ning qanday qiymatlarida
A:C|0, 1] — C[0, 1]

VK(t,s)
|t — ]

(Ax)(t) = X - /0 x(s) ds

akslantirish qisuvchi bo‘ladi?

17-§. Metrik fazolarda kompakt to’plamlar

Agar K C X to‘plamning istalgan ochiq qoplamasidan chekli gism qopla-

ma ajratish mumkin bo‘lsa, u holda K kompakt to‘plam deyiladi. Agar X

fazoning istalgan ochiq qoplamasidan chekli gism qoplama ajratish mumkin

bo‘lsa, u holda X kompakt metrik fazo deyiladi. Kompakt to‘plamni quyida-

gicha ham ta’riflash mumkin. Agar K to‘plamdan olingan ixtiyoriy {z,}

ketma-ketlikdan K da yaqginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin

bo'lsa, K ga kompakt to‘plam deyiladi. Agar M to‘plamning yopigi [M]

kompakt to‘plam bo‘lsa, M mnisbiy kompakt to‘plam deyiladi. Agar ixtiyoriy

x € M uchun shunday a € A mavjud bo'lib, p(x,a) < e tengsizlik bajarilsa,
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A to'plam M to‘plam uchun e to‘r deyiladi. Agar ixtiyoriy € > 0 son
uchun M to‘plamning chekli € to‘ri mavjud bo‘lsa, M to‘la chegaralangan
to‘plam deyiladi.

Har qanday to‘la chegaralangan to‘plam chegaralangan bo‘ladi, lekin teskari-
si o‘rinli emas. Metrik fazolarda to‘plamning nisbiy kompakt bo‘lishligi hagida
quyidagi tasdiq o‘rinli.

17.1-teorema. (X, p) to‘la metrik fazodagi M to‘plam nisbiy kompakt
bo ‘lishi uchun, uning to‘la chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Cla, b] fazoda F funksiyalar oilasi berilgan bo‘lsin. Agar shunday C' > 0
mavjud bo‘lib, ixtiyoriy ¢ € F va barcha = € [a,b] lar uchun |¢(z)| < C
tengsizlik bajarilsa, u holda F' funksiyalar oilasi tekis chegaralangan deyiladi.
Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday § > 0 son mavjud bo‘lib, |x; — zo| <
0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy xy, x2 € [a,b] hamda barcha ¢ € F
lar uchun | ¢ (z1) — ¢ (22) | < € tengsizlik bajarilsa, F' funksiyalar oilasi tekis
darajada uzluksiz deyiladi.

17.2-teorema (Arsela teoremasi). M C C'la,b] to‘plam nisbiy kompakt
bo ‘lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo‘lishi
zarur va yetarl.

Endi biz R" yoki C" fazoda to‘plamning kompaktlik va nisbiy kompaktlik
kriteriysini beramiz.

17.3-teorema. R"( C") metrik fazodagi K to‘plam kompakt bo ‘lishi uchun,
uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi zarur va yetarl.

17.1-natija. R"(C") metrik fazodagi K to‘plam nisbiy kompakt bo ‘lishi

uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarls.

17.1. X metrik fazoda A va B nisbiy kompakt to‘plamlar bo‘lsa, AUB, AN
B to‘plamlar ham nisbiy kompakt bo‘lishini ishotlang.

Isbot. A va B nisbiy kompakt to‘plamlar bo‘lgani uchun, 17.1-teorema-
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ga ko‘pa, ular to‘la chegaralangan bo‘ladi. Demak, A va B to‘plamlar uchun
A. va B, chekli ¢ to‘rlar mavjud. U holda AU B to'plam uchun A, U B,
to‘plam chekli € to‘r bo‘ladi. Bundan AU B to‘plamning to‘la chegaralangan
ekanligi, 17.1-teoremadan esa A U B ning nisbiy kompakt to‘plam ekanligi
kelib chiqadi. 17.3-misol tasdig'iga ko‘ra kesishma ANB C A nisbiy kompakt
to‘plam bo‘ladi. [

17.2. Cla,b] fazoda

F:{M@:qu&ﬂﬂﬂﬁ,xeﬂaﬂ} (17.1)

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring. Bu yerda B0, 1]
to'plam - Cla,b] fazodagi markazi nol (z(t) = 0) nuqtada radiusi 1
ga teng bo‘lgan yopiq shar. K(s,t) - [a,b] X [a,b] kvadratda aniglangan

uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko‘ra I’ funksiyalar oilasining tekis chegara-
langan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko‘rsatish yetarli. K(s,t) funksiya
- |a,b] x [a,b] kvadratda uzluksiz bo‘lganligi uchun u chegaralangan, ya’ni
shunday C' > 0 son mavjudki, barcha s, t € [a,b] lar uchun |K(s,t)| < C
tengsizlik o‘rinli. « € B0, 1] shartdan max |z (¢)| < 1 ekanligi kelib chiqa-

a<t<b
di. Endi F' funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:

\MW=L[K@@xwd4séﬂK@wwmw|wsarw—@.

Bu tengsizlik F' funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlay-

di. Endi F' funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz:
b b
[ (s0) —y ()| = | [ K (s1,0) (1) db — [ K (s0) () ] <
< [VK (s1,8) = K (so,8) | |2 ()] dt <e-1-(b—a).
So‘nggi munosabat |s; — s9| < § tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha s, so €

[a,b] va hamma x € BJ0, 1] lar uchun o‘rinli. Demak, F funksiyalar oilasi
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tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib, Arsela teoremasiga ko‘ra (17.1)
tenglik bilan aniglangan F' funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi.
]

17.3. C|0, 1] fazoda

B 2at _
14 a2t

o= {:ca (t) a € (0, oo)} (17.2)

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring.

Yechish. Arsela teoremasiga ko‘ra, (17.2) tenglik bilan aniglangan &
funksiyalar oilasining tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini
tekshirishimiz kerak. (1 — at)” = 1—2at+a?? > 0 tengsizlikdan |z, (t) | <
1 ekanligi kelib chigadi. Demak, ® funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan.
Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunchani ta’riflaymiz. Agar biror € > 0
son va ixtiyoriy ¢ > 0 uchun shunday z, € ® va shunday ¢, t; € [0, 1] lar

mavjud bo‘lib, |[t; — 3] < ¢ tengsizlik bajarilganda

| 2o (t1) — 2o (t2) | > €

tengsizlik bajarilsa, ® funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.

1
Endi € =1/2 va § > 0 - ixtiyoriy son bo‘lsin. Agar o > 5 Ve t1=—, to=0
a

1
bo‘lsa, u holda |t; — 3] = — < ¢ bo‘ladi, ammo
o

1
Qa - —
|xa(t1)—xa(t2)\:—o‘1: 1>¢
1+ a? - )
a
tengsizlik o‘rinli. Demak, ® funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas
ekan. Shunday qilib, (17.2) tenglik bilan aniqlangan ® funksiyalar oilasi nisbiy

kompakt to‘plam emas ekan. l

17.4. X metrik fazoda sanoqli va kompakt bo‘lgan to‘plamga misol keltiring.
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Yechish. X = (—o0, 00) va M = {0, 2,271 ..., 2™ } bo‘lsin.

M to‘plam sanoqli va yagona limitik nuqtasi 0 ni saqlaydi. Demak, M yopiq

to‘plam. M to‘plam quyidan 0, yuqoridan 2 bilan chegaralangan, ya'ni chegar-

alangan to‘plam. 17.3-teoremaga ko‘ra, M kompakt to‘plam bo‘ladi. [

17.5.

17.6.

17.7.

17.8.

17.9.

17.10.

17.11.

17.12.

17.13.

17.14.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

X metrik fazo A undagi kompakt to‘plam bo‘lsin. U holda ixtiyoriy
B(B C A) to‘plamning nisbiy kompakt bo‘lishini isbotlang.

X metrik fazo A undagi kompakt to‘plam bo‘lsin. Shunday B(B C A)

to‘plamga misol keltiringki, u kompakt to‘plam bo‘lmasin.

X metrik fazo A undagi nisbiy kompakt to‘plam bo‘lsin. U holda ix-
tiyoriy B(B C A) to‘plamning nisbiy kompakt bo‘lishini isbotlang.

X metrik fazoda A va B kompakt to‘plamlar bo‘lsa, AUB, AN B

to‘plamlar ham kompakt bo‘lishini isbotlang.
Kompakt metrik fazo to‘la ekanligini isbotlang.
Kompakt metrik fazo separabel. Isbot qiling.

Kompaktning uzluksiz akslantirishdagi tasviri yana kompakt bo‘lishini

isbotlang.

X kompakt metrik fazo, {F,},.; esa undagi yopiq to‘plamlar bolsin.
Agar F, to‘plamlarning ixtiyoriy cheklitasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga

ega bo‘lsa, u holda () F, kesishma ham bo‘sh emas. Isbotlang.
acl

Kompakt metrik fazolarning dekart ko‘paytmasi yana kompakt bo‘lishini

isbotlang.

X, Y metrik fazolar, Y kompakt va f : X — Y uzluksiz va inyektiv
akslantirish bo‘lsin. U holda X va f(X) gomeomorf ekanligini isbotlang.
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17.15. X kompakt metrik fazo va f: X — X akslantirish uchun

p(f(x), f(y) = p(z,y), Vr,yeX

tengsizlik bajarilsa, f izometriya bo‘lishini isbotlang.

17.16. X kompakt metrik fazo va f : X — X akslantirish

p(f(x), f(y) <plz,y), #vy

shartni qanoatlantirsin. U holda f(x) = x tenglama yagona yechimga

ega bo‘lishini isbotlang.

17.17. X kompakt metrik fazo va f : X — X izometriya bo‘lsin. U holda
f(X) = X ekanligini isbotlang.

k
17.18. R metrik fazodaa) Z,b) M, = {— ke Z} to‘plam R uchun qanday
n

to‘rni tashkil etadi?
17.19. Z? to‘plam R? da qanday to‘rni tashkil etadi?

17.20. Tekislikdagi A = {1 <z <5, 0<y <4} to'plam uchun chekli ¢ =
V2 to‘r quring. Chekli € = V2 to‘rlar ichidan eng kam elementlisining

elementlari sonini toping.

17.21. f: X = Y tekis uzluksiz, M C X to'plam to‘la chegaralangan bo‘lsa,
f(M) to‘plam ham to‘la chegaralangan. Isbot qiling. Agar tekis uzluksi-
zlik shartini faqat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa, xulosa noto‘g‘ri

bo‘ladi. Misol keltiring.

17.22. X metrik fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz f : X — R funksiya chegaralan-
gan bo‘lsa, X kompakt metrik fazo bo‘lishini isbotlang.

Demak, X metrik fazoda uzluksiz, ammo chegaralanmagan funksiya mavjud

bo‘lsa, X kompakt metrik fazo emas.
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17.23.

17.24.

17.25.

17.26.

17.27.

17.28.

17.29.

Agar M —kompakt to‘plam, F'—yopiq to‘plam va M N F = () bo‘lsa,
quyidagi tengsizlikni isbotlang

d(M,F)= inf p(z,y)>0.

zeMyeF

Shunday M va F yopiq to‘plamlarga misol keltiringki, M N F = va

d(M,F) = inf =0 bo'lsin.
(M, F) xejl\%yer(x,y) 0 bo‘lsin

Ushbu

a) {t*}, a>0; b) {sin at}, a€R;
1 o .
c) {&+t2},a>0; d) {m},a>0; e) {ln“t}, a>0

funksiyalar oilalarining qaysilari [0, 1] kesmada tekis darajada uzluksiz?

Qaysilari tekis chegaralangan?

K kompakt, C'(K) shu kompaktda uzluksiz bo‘lgan barcha haqiqiy
(kompleks) qgiymatli funksiyalar to‘plami bo‘lsin. Agar

pl.y) = max |z(t) — y(?)]

deb olsak, C(K) to‘la va separabel metrik fazo ekanligini isbotlang.

X metrik fazo va K C X kompakt to‘plam bo‘lsin. Ixtiyoriy z € X
uchun shunday y € K mavjudki,

plx,y) = Zlglgp(x, z)

ya'ni x uchun K da unga eng yaqin element mavjud. Isbotlang.

X metrik fazoda K to‘plam berilgan. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun K
to'plamning kompakt ¢ to‘ri mavjud bo‘lsa, K kompakt bo‘lishini is-

botlang.

Arsela teoremasidan foydalanib, C’(l)[a, b] metrik fazoda K to‘plamning

nisbiy kompakt bo‘lishining zarur va yetarli shartini toping.
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17.30. C[0, 1] metrik fazoda ushbu

My ={xze€C[0, 1]: |z(t)| < 1};
My ={z € C[0, 1] [z(t)] <1, |2'(t)] < 2};
Mz ={z € C0, 1]: [z()] <1, |[Z'(t)[ <2, [+"(t)] <3};
My={z e C[0, 1] [z(t)| <1, |2"(t)] < 2};
0, 1

(] <1, [2"(#)] < 2},

to‘plamlardan qaysilari nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi?

17.31. K =0, 1] x [0, 1] kvadratda uzluksiz differensiallanuvchi va

of of

— —| < 1 =1
atl 8252 — ) f(070)

<1 '

shartlarni qanoatlantiruvehi f (1, t2) funksiyalardan iborat to'plam C'(K)

metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

17.32. {a,} sonlar qanday bo'lganda M = {z € {y: |z,| < a,} "parallelepi-
ped" /f5 metrik fazoda kompakt bo‘ladi?

17.33. K C X kompakt, f, lar shu kompaktda aniglangan, haqiqiy giymatli
uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy * € K uchun {f,(z)} monoton

kamaymovchi
fi@) < folx) < < fola) < - -

bo‘lsa, hamda lim f,(x) = f(x) uzluksiz funksiya bo‘lsa, {f,} funk-
n—oo

sional ketma-ketlik f funksiyaga tekis yaqinlashadi, yami C'(K) metrik

fazoda p(f,, f) — 0. Isbot giling.
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III bo‘lin uchun javoblar va ko‘rsatmalar
11-§. Metrik fazolar va metrik munosabatlar

1. p; akslantirishning metrika aksiomalarini qanoatlantirishini tekshiramiz.
p1(x,y) > 0 shart modulning manfiymasligidan kelib chiqadi. Faraz qilaylik,
p1(x,y) = |x1—y1|+|r2a—1y2| =0 bo'lsin. U holda |z —y1| = |xa—ya| =0
bo‘ladi. Bundan xy = 41, 22 = 42, yani x = y. Endi = y bo'lsin, ya'ni

r1 =1Yy1, Xy =1y .DBu yerdan

p1(x,y) = |v1 — y1| + w2 — 42| =0

ekanligini olamiz. Demak, 1-aksioma bajariladi. Quyidagi tenglikdan

pr(7,y) = |1 —y1| + |22 — yo| = |y1 — 21| + |y2 — 22| = p1(y, )

2-aksiomaning bajarilishi kelib chigadi. Nihoyat,
pr(z,2) =|z1 — 21| +|ra — 2| = 11 —y1 +y1 — 21| + T2 — Y2 + 42 — 22| <

<lzr =y + vy — 21| + |z — y2| + y2 — 22| = pi(@, y) + p1(y, 2)

tengsizlikdan 3-aksiomaning bajarilishi kelib chigadi. Shunday qilib,

(R%, p1) = R} metrik fazo bo'ladi. Agar z = (1, 1), y = (2, 2) deb olsak,
u holda po(x,y) = [1—1|+|2—2] =0 tenglik o‘rinli, ammo z # y. Demak,
po akslantirish uchun metrikaning 1-aksiomasi bajarilmaydi.

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, x = (2,3), y = (3,2) har xil nug-
talar uchun ps(z,y) =12—-2|+3—-3| =0 va ps(z,y) =12-3—-3-2| =0
tengliklar bajariladi. Demak, p3 va ps akslantirishlar uchun metrikaning
1-aksiomasi bajarilmaydi.

2. Ha.
3. p2 metrika bo‘lmaydi, p1, ps, p4 lar metrika bo‘ladi.
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13-32 misollarda keltirilgan p : X x X — R akslantirish metrikaning bar-
cha shartlarini qanoatlantiradi. Biz 19-misolning yechimini beramiz. {z,}
va {y,} ketma-ketliklar nolga yaqinlashuvchi bo‘lganligi uchun ular chegar-
alangan bo‘ladi. Shuning uchun sup |z, — y,| barcha x,y € ¢y larda chekli
bo‘ladi. Ixtiyoriy n € N da |z, i<;n<\w2 0 ekanligidan p(x,y) = sup |x, — yn| >
0 ekanligi kelib chiqadi. Endi p(z,y) = sup |z, —y,| = 0 bo?giln, u holda
barcha n € N larda |z, —y,| = 0 bo‘ﬁéi. Bu yerdan =z = y tenglikka
kelamiz. Agar © = y bo‘lsa, u holda p(x,y) = 0 bo‘ladi. Demak, 1-shart
bajarilar ekan. |z, — y,| = |y, — x| tenglikdan 2-shartning bajarilishi kelib
chigadi. Uchburchak tengsizligi

Ty — zn| <|zp — Yn| + Y — 20|, sup(z, + yn) < supx, + supyy,
n n n

tengsizliklardan kelib chigadi. Demak, berilgan p : ¢y X ¢y — R akslantirish
uchun metrikaning barcha shartlari bajariladi.

33-35 va 39, 42-misollarda metrikaning 3-sharti bajarilmaydi.

36, 38, 40, 41-misollarda metrikaning 1-sharti bajarilmaydi.

37-misolda metrikaning 2-sharti bajarilmaydi.

Biz 35-misolning yechimini beramiz. p(z,y) = (z —y)*, =, y € R ak-
slantirish metrikaning 1— va 2—shartlarini qanoatlantiradi. Bu akslantirish
uchun uchburchak tengsizligi o‘rinli emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun x =
0, y = 3, z = 5 nuqtalarni olamiz. U holda p(x,z2) = 25, p(z,y) =9,
p(y,z) =4 bo'lib,

25 =p(x,2) > plz,y) + ply,2) =9+4=13.

Demak, p uchun uchburchak aksiomasi o‘rinli emas.
43. 2. 44. 6. 45. 5. 46. 20. 47. 0,5. 48. /2. 49. 2\/7. 50. 2.
51. 1.52. 3. 53. /3. 54. 2V/2. 55. /7. 56. 4.

57-misolning yechimi. AC|0, 7] metrik fazoda x va y nuqtalar orasidagi
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masofa p(z,y) = |x(0)—y(0)|+ V] [z—y] tenglik bilan hisoblanadi. Ma’lumki,
x (t) =sin t funksiyaning [0, 7] kesmadagi to‘la o‘zgarishi 2 ga teng. Shun-
ing uchun z (t) = sint va y(t) = 0 nuqtalar orasidagi masofa quyidagiga
teng: p(x,y) = [x(0) — y(0)| + Vi'lx — y] = Vi[z] = 2.

58. 27.

12-§. Yaqginlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar
1. Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridan foydalansak,

0< p(yn; Zl?o) < p(y7ha7n) + p($n,ZEQ)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu sonli tengsizlkda limitga o‘tib,

lim p (yn,x0) =0

n—oo

ni olamiz.

4. a) Ha. b) Yo‘q. ¢) Ha. d) Ha.

5. CW[0,1] dayo'q, L1]0,1] da ha.

6. y, (t) =" — 12"

7. Har bir ¢ € [0, 1] uchun 7}13010 z,(t) = 0 tenglik matematik analiz kursidan

ma’lum. Demak, x, (t) funksiyalar ketma-ketligi x(t) = 0 funksiyaga har bir

nuqtada yaqinlashadi. Endi p1(z,, 0) masofani hisoblaymiz.

1 1 1
o, ) = / 2 (t) — O] dt — / (1) dt = /n%e—ntdt (1)
0 0 0
Integralni hisoblashda bo‘laklab integrallash usulidan foydalanildi. Bu yerdan

lim py(x,, z) =1

n—oo

ni olamiz. Demak, {z,} ketma-ketlik z(t) = 0 funksiyaga C1[0, 1] fazo

metrikasida yaqginlashuvchi emas.
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8. Har bir £ € N uchun [0, 1] kesmada fl(k), fg(k),..., fk(;k) funksiyalarni
quyidagi usul bilan aniglaymiz: fl-(k)(O) =1 va

z—1< <
k _k

—1
0, agar x € (0,1]\ i1 Z]

1, agar

Bu funksiyalarni tartib bilan nomerlab, {g¢,} ketma-ketlikni hosil qilamiz.
{gn} ketma-ketlik nol funksiyaga C7[0, 1] fazoda yaqinlashadi, lekin biror
nugtada ham nolga yaqinlashmaydi.

10. z, (t) = " — "1,

11. x,, Yn, 2n, €, ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoqlashuvchi,
u, ketma-ketlik cy,c va m metrik fazolarda yaqinlashuvchi, agar ap > 1
bo‘lsa, u ¢, fazoda ham yaqinlashuvchi, ¢; da uzoqglashuvchi.

16. Ha.
13-§. Ochiq va yopiq sharlar. Ochiq va yopiq to‘plamlar

1. Faraz qilaylik, X = Ry va p(x,y) = |z —y| bo'lsin. Agar B(1,5) =
{zr €0, o0): |r—1| <5} deb markazi 1 nuqtada va radiusi 5 ga teng
sharni, hamda B(3,4) = {x € [0, o0) : |z — 3] <4} deb markazi 3 nuqtada
va radiusi 4 ga teng bo‘lgan ochiq sharlarni olsak, u holda 7y =5 >r; =4,
ammo [0, 6) = B(1,5) C B(3,4) =10, 7).

3. a), b), ¢) larga mos yopiq sharlar 13.1k chizmada a), b), ¢) lar,

13.1k-chizma

a), b), ¢) larga mos ochiq sharlar 13.2k-chizmada a), b), ¢) lar,
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13.2k-chizma

a), b), ¢) larga mos sferalar 13.3k-chizmada a), b), c) lar

13.3k-chizma

d) B(0, 1) = {0}, B|0, 1]-yopiq shar 0z; va Oxs o'qlarining birlashmasidan
iborat. S[0, 1] sfera esa koordinat o‘glaridan (0, 1) nuqtani chiqarib tash-
langan to‘plamdan iborat.

4. Radiusi 1 ga teng sfera- (0, 1, 2) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qlariga
parallel to‘g‘ri chiziglardan ularning kesishish nuqtasi (0, 1, 2) nuqtani chigarib
tashlashdan hosil bo‘lgan to‘plam bo‘ladi, 13.4k chizmaning a)siga qarang.
Radiusi 2 ga teng sfera - (0, 1, 2) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata tekislik-
lariga parallel tekisliklardan, har juft tekislikning kesishish chizig‘ini chiqarib
tashlashdan hosil bo‘lgan to‘plam bo‘ladi, 13.4k chizmaning b)siga qarang.
Radiusi 3 ga teng sfera — R?® fazodan (0, 1, 2) nuqtadan o‘tuvchi va koor-
dinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chigarib tashlashdan hosil bo‘lgan
to‘plam bo‘ladi.
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13.4k-chizma

5.a) B(—oo, 1) = B(oo, ) = 0. b) B(—o0,r) = (—o0, —(1—1)/r),
B(oco, )= =((1—-7r)/r, c0.)

6. b) Diskret metrik fazodagi birlik ochiq shar uchun

diam B(xg, 1) =0 < 2-1 . c) Har doim to‘g‘ri emas.

Diskret metrik fazoda 0 = diam B(x, 1) < diam B|xg, 1] = 1.

9. Diskret metrik fazodagi birlik yopiq shar.

12. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy M uchun [M] = M tenglik o‘rinli. Shun-
ing uchun M yopiq to‘plam. Faraz qilaylik, x € M ixtiyoriy nuqta bo‘lsin,
u holda ixtiyoriy ¢ € (0, 1) uchun O.(x) = {x} atrof M da saqlanadi.
Demak, M ochiq to‘plam.

14. R da ixtiyoriy (a, b) interval ochiq to‘plamdir. Hagiqatan ham, agar
r € (a, b) desak, ¢ = min{z — a, b — x} son uchun O.(x) C (a, b).
Endi ( — oo, a) to‘plamning ochiq ekanligini ko‘rsatamiz. Agar ixtiyoriy z €
(=00, @) uchun, ¢ = a—x desak, O.(z) C (=00, a). Xuddi shunday (b, o)
to‘plamning ochiq ekanligi ko‘rsatiladi. Ochiq to‘plamlarning birlashmasi ochiq
ekanligidan (— oo, a)U (b, c0) to‘plamning ochiq ekanligi kelib chigadi. 13.3-
teoremaga ko‘ra bu ochiq to‘plamning to‘ldiruvchi to‘plami bo‘lgan [a, b]
kesma yopiqdir.

19. Kantor to‘plami K dan ixtiyoriy

0 o0
0

E; ;
xr = Z § va Yy = §
=1 1=1
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larni olamiz. Bu yerda &; va 9; lar 0 yoki 2 raqamlaridan birini qabul giladi.
Agar

. g i b;

S e w sy ko h
shaklda yozsak, u holda a; va b; lar 0 y0k1 1 raqamlamdan birini qabul
giladi va ularning yig‘indisi  +y = 2121 S G = i + b; bo'lib, ¢; — 0, 1
yoki 2 ragamlaridan istalgan birini qabul qgila oladi. Ya'ni z+vy, = € K, y €
K shakldagi yig‘indini [0, 2] kesmadagi ixtiyoriy songa teng qilish mumkin.
Demak, K + K = [0, 2] tenglik o‘rinli.

1 o0

1
20. 1 ni 1= 2 ko‘rinishda uchlik kasrga yoyish mumkin. Bu yoyilmada
i=1

1 ragami qatnashmayapti. Demak, 0,25 € K ekan.
14-§. To‘la metrik fazo. Metrik fazoni to‘ldirish

1. Matematik analiz kursidan ma’lumki, ixtiyoriy fundamental sonli ketma-
ketlik yaginlashuvchidir. Demak, R to‘la metrik fazo.
2. C4[—1, 1] fazoning to‘la emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun C4[—1, 1]

fazoda uzluksiz funksiyalarning

;

~1, agar z€[-1, —n71]

ful®) =19 nz, agar v (—n"', nh)

1, agar x€[n 1 1]
\
ketma-ketligini (funksiya grafigi 14.1-chizmada keltirilgan) qaraymiz. Bu ketma-
ketlik C1[—1, 1] fazoda fundamentaldir, chunki barcha x € [—1, 1] lar uchun

|fu () — fm ()| <1 ekanligini hisobga olsak va n < m desak,
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14.1-chizma

p (fus fn) = / | fu (z) — )|da:</ lde = — — 0, n— oo.

—1/n n

Biroq {f.} ketma-ketlik Ci[—1, 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yaqin-
lashmaydi. Haqgiqatan ham, f € Ci[—1, 1] ixtiyoriy funksiya va

—1, agar z €[-1, 0),
p () =
1, agar xz €0, 1]

nol nuqtada uzilishga ega funksiya bo‘lsin. Ko‘rinib turibdiki,
0, z€[-1, —=1/n]U[1/n, 1],

fo@)—¢(x)=4 nz+1, z€(~1/n, 0),
nr—1, x€][0, 1/n).

’

\

Bundan tashqari barcha x € [—1, 1] lar uchun |f, (z) — ¢ (z) | < 1. Shuning

uchun
1/n
2
/|fn x)|dr = / | fulz) — @(x)|de < — =0, n — oco. (14.1y)
n
—1/n

Agar integralning monotonlik xossasidan foydalansak

1

/ f(@) - pla)| do < / (@) = fula)] do + / () — ()| dx. (14.2))

-1

tengsizlikka kelamiz. Endi quyidagi

/ f (x )| dz > 0 (14.35)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.

1) Faraz qilaylik, f(0) < 0 bo‘lsin, u holda f ning uzluksizligiga ko‘'ra
shunday 0; > 0 mavjudki, barcha x € [0,9;] lar uchun f(z) < 1/2 bo‘ladi.
Bundan

[f (@) =@ (@) =2 1/2, w0, 0] (14.45)
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tengsizlik kelib chiqadi. (14.4j) tengsizlikni [0, d;] kesma bo‘yicha integrallab,

o1
[ @ -s@iarz ["17@ - p@lar>2

tengsizlikka kelamiz.
2) Agar biz f(0) > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday ds > 0 mavjudki,
[—d2, 0) lar uchun |f (z) — ¢ (x)| > 1/2 bo‘ladi. Bundan
0 5
[r@-ewiwz [ 17w -p@ia> 2

_52

barcha x 6

Demak, (14.3j) tengsizlik isbot bo‘ldi. (14.2j) tengsizlikdan

1

/If(x)—fn(x)lde/lf(I) \dx—/\fn z)|dz (14.55)

-1

ni olamiz. (14.1j), (14.3j) va (14.5j) lardan

o (f. 1) = /\f ()] da

ning nolga yaqinlasha olmasligi kelib chiqadi, ya'ni { f,} ketma-ketlik Ci[—1, 1]
dagi birorta ham funksiyaga yaginlasha olmaydi.

5. Yo'q. 6. Cla,b].

7. a) f - qat’ly monoton funksiya bo‘lsa. b) f- qgat’ly monoton funksiya
bo‘lib, xgrinoof(x) = +00 bo'lsa.

8. To'ldirmasi X = [—g, g} to‘plamga izomorf.

9. (®,p1) =l (P.p2) =m

11. a) (P, py) = C210, 1], b) P, pp) = CW0, 1],

c) (P,p3) ={zr e C[-1, 1] va t=0 da hosilasi mavjud funksiyalar}.

12. Faraz qilaylik, € R ixtiyoriy haqiqiy son bo‘lsin. U holda z,, = [nx] : n
ratsional sonlar ketma-ketligi = ga yaqinlashadi. Bu yerda [z] deb z ning

butun qismi belgilangan. Demak, ratsional sonlar to‘plami @Q haqiqiy son-

lar to‘plami R ning hamma yerida zich ekan. Endi irratsional sonlar to‘plami
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R\Q haqiqiy sonlar to‘plami R da zich ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy x € R

haqiqiy son uchun vy, = M + T irratsional sonlar ketma-ketligi x ga yaqin-
n o n

lashadi. Ya'ni, R\Q to‘plam R da zich ekan. Demak, [Q] = [R\Q] = R.

15. R da ratsional sonlar to‘plami.

21. (5, 6) oraliqdagi ratsional sonlarni nomerlab chiqamiz:

{z1} = (5 6)NQ

Quyidagi ochiq to‘plamni kiritamiz:

> 1 1
k=1

A to‘plam sifatida A = ((0, 1) N Q) U (2, 3) U{4} U A; ni olamiz. U holda

21:(2, 3) U A, ED 2, 3]U [5, 6], %:(0, 1)U (2, 3)U (5, 6)

o

A=10, 1]U[2, 3]U[5, 6], ,54)13 (2, 3) U5, 6].

24. X =R, A=Q.

31. [0,1] da Riman yoki Dirixle funksiyasi.
40. X ning sanoqli bo‘lishi.

41. Ta'rifga ko‘ra quyidagi yoyilmalar o‘rinli:

0 0¢)
M=0 Ny N= 0 Ny,

Bu yerda Ny, va N, 1 lar X metrik fazoning hech yerida zich bo‘lmagan
to'plamlar. U holda M U N = nole N,, tenglik o‘rinli. Demak, M U N 1-
kategoriyali to‘plam.

42. Ma’lumki, Q - sanoqli to‘plam, shuning uchun uning elementlarini

{x1, x9,23,..., 2Ty, ...} ko'rinishda nomerlab chigish mumkin. Shunday ekan

Q= U My, M,={z.}
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yoyilma o‘rinli va M,,, n =1,2,... lar R ning hech yerida zich emas. Ta'rifga
ko'ra Q 1-kategoriyali to‘'plam. Endi irratsional sonlar to‘plami R\Q ning 2-
kategoriyali to‘plam ekanligini isbotlaymiz. Teskaridan faraz qilaylik, R\Q
1-kategoriyali to‘plam bo‘lsin. U holda 14.41-misolga ko‘ra, to‘la metrik fazo
R = QU (R\Q), 1-kategoriyali to‘'plam bo‘lar edi. Bu esa Ber teoremasiga
zid. Demak, R\Q 2-kategoriyali to‘plam.

52. Biz a irratsional son bo‘'lsa, {n-a}, n € N sonlar to‘plamining [0, 1]
kesmada zich ekanligini ko‘rsatamiz. [0, 1] kesmani teng N bo‘lakka bo‘lamiz.
{a}, {2a},....,{Na},{(IN + 1)a} sonlari har xil bo‘'ladi. Hagiqatan ham,
agar biror ky # kg uchun {kja} = {koa} bo'lsa, u holda (ks — kj)a =
[ksa] — [k1a] = m bo'lib, a = k;‘kl
son ekanligiga zid. N +1 ta {a}, {2a},...,{Na},{(N + 1)a} nugta N ta

0 1 1 2 N—-2 N-1 N—-1 N
N'N)”|NNN)” 77| N ' N ’ N ' N
to‘plamda yotgani bois hech bo‘lmaganda ulardan ikkitasi bir oraliqqa qarashli

(-1 7
bo‘ladi. Masalan, {kja}, {kqa} € [T’ N) bo‘lsin. U holda umumiylikka

1
ziyon yetkazmagan holda ks > ki deb faraz qilib, |{k:a} — {kia}| < N ni

bo‘lar edi. Bu esa a ning irratsional

olamiz. Sonning kasr gismi ta'rifiga ko‘ra
{kga} — {kla} = (k‘ga - [kga]) - (kla - [k‘la]) = (k‘g - k?l)CL + [leL] - [k‘ga]

ni olamiz. Agar * = y +n, n € Z bo'lsa, u holda {z} = {y} yoki {z} =
1 —{y} tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, |[{koa} — {kia}| = {(ko — k1)a} yoki
{koa} —{kia}| = 1—{(ka—ki1)a} boladi. N ixtiyoriy natural son bo‘lganligi
uchun shunday xulosa qilish mumkinki, istalgan € > 0 uchun shunday n € N
mavjudki, {na} < e yoki 1 — {na} < ¢ tengsizligi bajariladi. Faraz gilaylik,
1—{na} < e bo'lsin. Agar 1—{na} = ¢ desak, 0 € (0, €) bo‘ladi. 1—{na} =
0 tenglikdan foydalanib, na uchun

na = [nal]+1—40 (14.67)
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ifodani olamiz. Aniglik uchun a > 0 deb faraz gilamiz. U holda [na] > 0
butun son bo‘ladi. Agar 1—2d > 0 bo‘lsa, u holda 2na = 2[nal+2—9 ((14.6))
ga qarang) {2na} =1 — 24 ni olamiz. Va hokazo agar 1 —md > 0 bo‘lsa, u
holda {mna} = 1—md tenglik o‘rinli. Shunday eng kichik m sonini topamizki
1—(m+1)0 <0 bolsin. U holda § > 1 —md > 0 tengsizligi o‘rinli va
{mna} = 1—md < § tengsizlik ham bajariladi. Demak, ixtiyoriy € > 0 uchun
shunday n. € N mavjudki {n.a} < e tengsizligi bajariladi. Endi z = 0 soni
x, = {na} ketma-ketlikning limitik nuqtasi ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy
e > 0 uchun shunday n € N mavjudki 0 < {na} =9 < e < 0,5 tengsizligi
bajariladi. U holda shunday eng kichik m sonini topamizki 0 < méd < 1 va
(m+1)0 > 1 bo'lsin. U holda {mna} = md va {(m + 1)na} = 6 < d,¢
bo‘ladi. Demak, (0, ¢) oraliqda z,, = {na} ketma-ketlikning cheksizta hadi
bor, yani x = 0 bu ketma-ketlikning limitik nuqtasi. Endi ¢ ni yetarlicha
kichik musbat son deb olamiz. U holda shunday n € N soni mavjudki, {na} =
0 < e bo‘ladi. U holda

5, 26, 36,..., md € (0, 1) (14.75)

bo‘lib, (m 4+ 1) > 1 bo‘ladi. Bu yerda § ham irratsional son bo‘ladi. Aks
J
holda {na} = na — [na] = 6 bo‘lgani uchun a = + [na] bo‘lib, bu a
n
ning irratsional ekanligiga zid. Shuning uchun ixtiyoriy m € N da md #

1. (14.7j) munosabatdan ixtiyoriy = € [0, 1] uchun shunday m topiladiki
[{mna} — x| = |md — x| < ¢ tengsizlik bajariladi. Yuqoridagi mulohazalarni
tokrorlab ixtiyoriy x € [0, 1] va ¢ > 0 uchun (x — e, z + ¢) oraliqda
x, = {na} ketma-ketlikning cheksizta elementi yotishini ko‘rsatish mumkin.
Demak, [0, 1] dagi barcha nuqtalar z, = {na} ketma-ketlikning limitik
nugtalari bo‘ladi.

62. Frla, bl = Fr(a, b)={a,b}, FrZ =7, FrQ =R,

Frla, o) ={a}, Frd=10.
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63. M diskret metrik fazodagi ixtiyoriy to‘plam bo‘lsin. Ma’lumki (13.12-
misolga qarang), bu fazoda ixtiyoriy M to‘plam uchun M = M tenglik
o'rinli. Shunday ekan X\M = X\M tenglik ham o‘rinli. To‘plam chegarasi
ta'rifiga ko'ta M uchun Fr M = M N (X\M) = M N (X\M) = () tenglikni
olamiz.

66. {z,} ketma-ketlikning [a, b] kesmada tekis tagsimlangan bo‘lishi uchun,
ixtiyoriy f € Cla, 0] da

[ e S

bo'lishi zarur va yetarli. Har bir («, 8) C [a, b] uchun x(,, g)(z) funksiyani

uzluksiz funksiya bilan yaqinlashtirib tekis tagsimlangan ketma-ketlik uchun

1 . 1 . TL(OC, ﬁ) B —Q
b— /Xm,m(ﬂf)dfﬂ =y kz X(ap)(@n) = 12 " b—a

1
tenglikka kelamiz. 0, — ... ketma-ket-

lik {z,} bo‘lsin. U holda

deb olsak

integral yig‘indi va bular uchun
1
lim |&; — &)| = lim |&| =0
k—ro00 k—oo | k

munosabat o‘rinli. Shuning uchun

hmGk—/ f(x



k(k —1)

tenglik o‘rinli. Endi n = uchun 0 va 1 sonlarini tashlab,

1 < 1 2 k
—Zf(:l]g) =-61+-6Gy+ -+ -6
n “— n n n

ni olamiz. Matematik analizdagi Tyoplits teoremasiga ko‘ra

k’ 1
lim (26, + 62+ + 580 = lim &) = / f(w)da

n—o0 M
k(k—1 k(k—1
tenglikka kelamiz. Endi % <n< % bo‘lsin. U holda
k(k—1) k(k+1)
1 o 1< R
=3 fa) == fled+= > flx)
n n n
(=1 =1 TR
bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki
k(h+1)
1 - Mk 2M
_ Z f(xf)gk(k 1):]€_1 > 0, k — oo
/ k(k—1)+1 2
. k(k—1) ,
Isin. Bu yerda M = m[goi |f(x)|, hamda lim ———— = 1. Shuning uchun
n—oo n

n 1
lim %;fm): | stayas

Demak, {z,} ketma-ketlik [0, 1] kesmada tekis tagsimlangan bo‘ladi.
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15-§. Uzluksiz akslantirishlar. Izometriya. Gomeomorfizm
1. Shartga ko'ra f(x,y) funksiyani quyidagicha tasvirlash mumkin
fz,y) = ag(z) + ar()y + as(@)y” + -+ an(x)y", (15.15)

flz,y) =bo(y) + bi(y) z + ba(y) a® + -+ + by (y) ™. (15.25)

Bundan f ning x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha differensiallanuvchi ekanligi
kelib chigadi. Agar y = 0 bo‘lsa, u holda (15.1j) va (15.2j) lardan quyidagini

olamiz
f(x,0) = ag(x) = bo(0) + b1(0) & + by(0) 2° + - - - + by (0) 2™

Xuddi shunday (15.1j) va (15.2j) lardan y bo‘yicha xususiy hosila olib, ular-
ning y = 0 dagi giymatlarini tenglashtirib

ar(z) = by(0) + by (0)z + bh(0) x> + -+ (0)z™

tenglikni olamiz. Va hokazo f(z,y) ning (15.1j) va (15.2j) ifodalaridan y
bo‘yicha n—tartibli hosila olib, ularning y = 0 dagi giymatlarini teng-

lashtirib
_ (n) (n) 2 ... L pn) m
an(x) = by (0) + by (0)x + by (0)a" + -+ b,/ (0) =
tenglikka ega bo‘lamiz. ag(x), ai(z),..., ay(x) lar uchun topilgan bu ifo-

dalarni (15.1j) ga qo‘yib, f(z,y) ning ikkala argumenti bo‘yicha ham ko‘phad
ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

5. Agar F' chegaralangan yopiq (kompakt) to‘plam bo‘lsa, u holda f(F') ham
kompakt, xususan yopiq chegaralangan to‘plam bo‘ladi. Demak, F' yopiq,

lekin chegaralanmagan to‘plam bo‘ladi.

cosx, agar x € [—4m, 47),

1+ (x —4r)?: 2%, agar |z| > 4.
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G = (—2m —1, 1) ochiq to‘plamni olsak, f(G) = [—1, 1] yopiq bo‘ladi.
F = [47, o0) yopiq to'plamni olsak, f(F) =[1, 2) yopiq to‘plam emas.

6. Ha.

10. a) to‘g'ri. b), ¢) va d) lar doim to‘g'ri emas.

13. a) uzluksiz. b) izometriya bo‘ladi.

14. zy € C[0, 1] ixtiyoriy nugta bo‘lsin, u holda

1

p(f(x), f(x0)) :/\x(t)—fvo(t)ldté max |7(t) — zo(t)] / dt = p(x, )

0<t<1
0

tengsizlik o‘rinli. Berilgan € > 0 uchun § = ¢ desak, u holda p(x, xy) < 0
shartni qanoatlantiruvchi barcha = € X larda p(f(x), f(zo)) < e tengsizlik
ham o‘rinli bo‘ladi. zg € C[0, 1] ixtiyoriy nuqgta bo‘lgani uchun f akslan-
tirish uzluksiz bo‘ladi.

15. a) va c) uzluksiz, b) uzluksiz emas.

16. a) va d) uzluksiz, b), ¢) va e) lar uzluksiz emas.

17. a), b) vad) lar tekis uzluksiz, ¢) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas. Biz mis-
olning a) qismini tekshirish bilan cheklanamiz. f akslantirishni tekis uzluksi-

zlikka tekshiramiz. Barcha =z, y € C[0, 1] lar uchun

p(f(x), f(y)) = max

0<t<1

< max |2(s) — y(s)] / s,

0<s<1

/ (2(s) — y(s)) ds
0

vani p(f(z), f(y)) < p(x,y) tengsizlik o'rinli. Tekis uzluksizlik ta'rifidagi 0
ni € ga teng desak, u holda p(z, y) < 0 shartni qanoatlantiruvchi barcha
z, y € X larda p(f(z), f(y)) < e tengsizlik bajariladi. Demak, f akslan-
tirish tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz bo‘ladi.

18. a) va b) lar tekis uzluksiz, ¢) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas,

d) a € (0, 2) da tekis uzluksiz, a > 2 da tekis uzluksiz emas.

19. a) tekis uzluksiz, b) a € (0, 2) da tekis uzluksiz, a > 2 da tekis uzluksiz

emas.
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20. f(x) =2 a>1.

25. Tekis uzluksiz bo‘ladi.

26. f(x) =+/x.

27. a) Uzluksiz bo‘ladi. b) har doim tekis uzluksiz emas.

32. 5.13-misolga qarang.

34. f(xr)=at+z, zeR

35. R? fazodagi evklid harakati, ya'ni

f(z1, x2) = (1 cosp — xosin + a1, 1 sinp + x9cos @ + az) va

g(x1, w9) = (z9, x1) shakldagi izometriyalar va ularning kombinatsiyasi.

44. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni p; va py metrikalar ekvivalent bo‘lsin. U
holda shunday C; > 0, C5 > 0 sonlar mavjud bo‘lib, barcha x # vy, =,y €

(—o0, o0) lar uchun

Cipr(z,y) < pa(z,y) < Copr(a,y) = Cifr —y| <1< Cofr —y|
1
tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin |z — y| = — desak, oxirgi tengsizlik

2C%
bajarilmaydi. Demak, p; va ps metrikalar ekvivalent emas.

45. Biz p1 va ps metrikalarni ekvivalent emasligini ko‘rsatamiz. Cla, 0]

fazoda y(t) =0 va

(0 1—n(t—a), agar t€la, a+ |
0, agarte(a++, )

funksiyalar uchun poo(x,, y) = 1 < Cp1(x,, y) tengsizlikni qanoatlantiruvchi
C' > 0 soni mavjud emas. Chunki n — oo da
a—l—%

p1(@n, y) = /(1—n(t—a))dt:l_£:i

n  2n? 2n

sonlar ketmaketligi nolga intiladi. Demak, p; va p, metrikalar ekvivalent

emas.

58. a) Ha. b) Yo'q.
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16-§. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

1. Hagqiqiy sonlar to'plami R— to‘la metrik fazo, f : R — R, f(z) =
1
3 cos x — 2 akslantirish esa
1
pUf (1), flxz)) < 2 p (1, 22)

shartni qanoatlantiradi, ya'ni — gisuvchi. Shuning uchun 16.1-teoremaga ko‘ra,
berilgan tenglama yagona yechimga ega. Uning yechimi taqriban x ~ —2,194749.
6. Ha.

10. C[—a,a] metrik fazoda juft funksiyalar to‘plamini C*[—a, a] bilan,
toq funksiyalar to‘plamini esa C'~[—a, a] bilan belgilaylik. U holda ixtiyoriy
rt € Ct[—a, a] uchun fi(z") = 2™ tenglik o‘rinli. Xuddi shunday ko‘rsatish
mumkinki, har bir x= € C~[—a, a] da fo(x™) = = tenglik o‘rinli. Demak,
barcha juft funksiyalar f; akslantirishning qo‘zg‘almas nuqtalari, barcha toq
funksiyalar esa fs ning qo‘zg‘almas nuqgtalari bo‘lar ekan.

17. a < 1.

18. Barcha 2 € R lar f(z) = Va2 +1 + \/%—I—l funksiya musbat qiy-
matlar qabul qiladi. Bu funksiya uchun barcha z, vy € R, = # y larda
p(f(z), f(y)) < p(x, y) tengsizlik o'rinli, ammo f(x) = = tenglama yechim-
ga ega emasligini ko‘rsatamiz. Funksiya qgiymatlari musbat bo‘lganligi uchun

r < 0 larda f(z) = x tenglama yechimga ega emas. Shuning uchun x > 0

holni qaraymiz:
1 1

1
r)—r=+V22+1—x+ — +
/(@) v+l a2+ 142z 2 +1

Demak, barcha = € R larda f(x) > x o‘rinli. Endi

p(f(z), f(y) <plz,y) = |f(z) = fy)| < |z —y|

tengsizlikni isbotlaymiz. Funksiya hosilasi uchun

> 0.

T T T 1 x3

/
= — s 1— s
0= 7 (Va2 +1)3 EESLEESY (22 +1)%2

288



tenglik o‘rinli. Bu yerdan kelib chiqadiki, barcha = € R larda f'(x) < 1

o‘rinli. Shuning uchun

[fx) = fW)I =1 Ollr —yl < |z —yl, v#y

tengsizlik o‘rinli.

21. a) x =1,414,b) x =3,321,¢) x = —2,369.
26. Shart emas.

29. A€ (—q, ¢q), 0<qg< 1.

31. Ae (0, 1).
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