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K IR I SH

Funksional analiz fani XX asrning boshlarida matematik analiz, al-
gebra, geometriya fanlaridagi tushuncha va metodlarni umumlashtirish
natijasida paydo bo'lib, hozirgi zamon matematikasining eng ahamiyatli
boiimlarining biri hisoblanadi. Bu fanning paydo bo'lishi va rivojla-
nishi dunyoga tanigli olimlar bo'lgan D. Hilbert, F. Riss, S. Banax, M.
Freshe, A.N. Kolmogorov, S.L. Sobolev, A.N. Tixonov, S.M. Nikolskiy
kabilarning nomlari bilan bog'liq.

Funksional analiz nazariyasi metodlaridan matematikaning xohla-
gan yo'nalishini o'rganishda foydalanish mumkin. Shu sababli, tak-
lif etilayotgan o'quv go'llanmaning zamonaviy matematikani chuqur
o'rganmoqchi bo'lgan universitetlar, pedagogika institutlari talabala-
riga hamda matematika faniga giziquvchi boshga o'quvchilarga ham
foydasi katta deb o'ylaymiz.

Funksional analiz fani bo'yicha rus, ingliz va boshqga tillarda juda
yaxshi yozilgan adabiyotlar ko'p. O'quvchilarga o'zbek tilida tagdim
etilayotgan bu o'quv go'llanma oliy o'quv yurtlari "Matematika” va
”"Amaliy matematika va informatika” ta’lim yo'nalishlari uchun funk-
sional analiz fani bo'yicha o'quv dasturiga mos yozildi.

Qo'llanma 7 bobdan iborat boiib, funksional analiz fani bo'yicha
misol va masalalar berilgan. Birinchi bob to'plamlar nazariyasi ele-
mentlariga bag'ishlangan boiib, to'plam tushunchasi, to'plamlar ustida
amallar, akslantirishlar, o'zaro bir giymatli mosliklar, ekvivalent va
sanogli to'plamlarga misollar berilgan.

Ikkinchi bob oichovlar nazariyasi elementlariga bag'ishlangan boiib,
unda o'lehov tushunchasi, oichovli funksiyalar va Lebeg integrallariga
misollar berilgan.

Uchinchi bobda metrik fazolarga bag'ishlangan boiib, metrik fa-
zolar, metrik fazolarda kompakt to'plamlar va qgisqartirib akslantirish
prinsipi va uning tatbiglariga misollar berilgan.

To'rtinchi bobda chizigli fazolar va chizigli funksionallar, normalan-
gan fazolar, Evklid va Hilbert fazolariga misollar berilgan.

Beshinchi bobda topologik fazolar, topologik fazolarda kompaktlik
va chizigli topologik fazolarga misollar berilgan.

Oltinchi bobda chizigli operatorlar, uzluksiz chizigli funksionallar,
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go'shnia fazolar. kuchsiz topologiya va kuchsiz yaginlashishlarga niisol-
lar berilgan.

Ycttinchi bobda chizigli operatorlar fazosi. chizigli operatorlar spek-
tri. kompakt operatorlar, integral operatorlar va tenglamalarga niisollar
berilgan.

O'quv gollannmni tayyorlashda katta liissa qo‘shgan Qoraqalpoq
davlat universiteti funksional analiz kafedrasi o‘gituvchilari f.-in.f.n.
S.J. Tleumuratov, A.J. Arziyev. J. Seypullaycv va T.S. Kalandarovlarga
mualliflar o‘zlarining chuqur minnatdorchiligini bildiradi.

0 ‘quv gollanmaning tagrizchilari prof. V.I. Chilinga, dotsent R.
Turgunbayevlarga gimmatli maslahatlari uchun mualliflar o'zlarining
chuqur minnatdorchiligini bildiradi.
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To'plamlar nazariyasi elementlari

1.1. To'plam tushunchasi. To‘plamlar vistida amallar

Matematikada har xil to'plamlar uchraydi. Masalan. tekislikdagi
barcha nugtalar to'plami, barcha ratsional sonlar to'plami, barcha juft
sonlar to'plami va hokazo. To'plam tushunchasi jucla keng nia'nodagi
tuslmncha bo'lgani uchun uning ta'rifini berish juda giyin. Shuning
uchun bu tushuncha odatda tarifsiz qabul qgilinadi.

To'plamlar lotin alitbosining bosh A, B,C,... harflari bilan,
to'plamning elementlari esa kichik a. b,c,. .. harflari bilan belgilanadi.
Biror a buyunming .4 to'plamining elementi ekanligi a G A ko'rinishda,
a buyumning A to'plamiga tegishli emasligini a ~ A kabi yoziladi.
Masalan, A to'plam sifatida barcha natural sonlar to'plamini olsak, u
holda 2 G A va —2 ™ A. Birorta ham elementi bo'Imagan to'plam
bo'sh to'plam, deyiladi va u 0 ko'rinishda belgilanadi. Bo'sh to'plamga
x2+ 1=0 tenglamaning haqiqiy yechimlari to'plami misol bo'ladi.

Agar A to'plamning har bir elementi B to'plamning ham elementi
bo'lsa, u holda .4 to'plami B to'plamning gism to'plami deyiladi va A C
B ko'rinishda belgilanadi. A va 0 to'plamlar A to'plamining xosrnas
gism to'plamlari deyilib, .4 to'plamining boshga gism to'plamlari uning
X0s gism to '‘plamlari deb ataladi.

1. A—{23,4,5vaB = {—1.0,2,3,4,5,6,7} bo'lsa. u holda .4
to'plami B to'plamining xos gism to'plami bo'ladi.

2. A={1.36,9tvaB = {3,4.5,6.7,8,9,10} to'plamlarning hech
biri ikkinehisming gism to'plami emas.

3. Barcha butun sonlar to'plami barcha ratsional sonlar to'plamining
X0s gism to'plami bo'ladi.

Agar A C B va B C A bo'lsa, u holda A va B to'plamlari o'zaro
teng deyiladi va A = B ko'rinishda belgilanadi. .4 va B to'plamlarining
o'zaro teng emasligini A ¢ B ko'rinishda belgilaymiz.

A va B to'plamlarning kamida bittasiga tegishli bo'lgan barcha ele-
mentlardan iborat to'plam A va B to'plamlarining birlashmasi deb ata-
ladi va A UB ko'rinishda belgilanadi.



I Toplamiar nezariyesi doirciitari

A B

1-rasm

4. A = {2,4,6,8,10,12,14} va B = {10,11,12,13,14,15,16}
boisin. U holda AUB = {2,4,6,8,10,11,12,13,14,15,16} boiadi.

5. Agar A barcha juft sonlar to'plami, B barcha toq sonlar to'plami
boisa, u holda A U B barcha butun sonlar to'plamidan iborat boiadi.

Biror X to'plami berilgan boiib, uning har bir x elementiga ba’zi AT
to'plami mos qo'yilgan boisin. Elementlari Ax to'plamlardan iborat jV
to'plamni to‘plamlar sistemasi deb ataymiz va uni jV = {Ax: x GX}
ko'rinishda yozamiz.

JV to'plamlar sistemasining birlashmasi deb Ax to'plamlarning
kamida bittasiga tegishli boigan barcha elementlardan iborat to'plamga
aytiladi va bu to'plam JJAr ko'rinishda belgilanadi.

A va B to'plamlarning ikkalasiga ham tegishli barcha elementlardan
iborat to'plamga bu to'plamlarning kesishmasi deyiladi va bu to'plam
A M B ko'rinishda belgilanadi.

2-rasm
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6. A = {G.8.10. 12. 14} va B = {11.12. 13.14. 15. 10.17} boisa. u
liolda AN B = {12. 14}.

7. A to'plami 3 ga kairali sonlardan, B to'plami c%sa 4 ga karrali
sonlardan iborat boisa, u holda AI)B to'plami 3 va 4 sonlariga umuiniy
karrali sonlardan iborat bo'ladi.

X = {A,.}, ® GA' to'plamlar sistemasining kesishmasi deb har bir
A,, to'plamga tegishli boigan barcha elementlardan iborat to'plamga
aytiladi va bu to'plam I Ar ko'rinishda belgilanadi.

X

Agar Al B = 0 bo'lsa, u holda A va B to'plamlari o‘zaro kesish-
maydigan to'plamlar deb ataladi. Misol uchun, barcha ratsional sonlar
to'plami bilan barcha irratsional sonlar to'plami o'zaro kesishmaydigan
to'plamlar bo'ladi.

A to'plamning B to'plamga tegishli boimagan barcha elementlari-
dan iborat to'plam A va B to'plamlarning ayirmasi deb ataladi va A\B
ko'rinishda belgilanadi.

8. A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} vaB = {2,4,6.8,10,12,14} bo'lsa,
u holda A\B = {1,3, 5,7,9}.

9. Barcha hagqiqiy sonlar va barcha ratsional sonlar to'plamlarining
ayirmasi barcha irratsional sonlar to'plamidan iborat bo'ladi.

A\B va B\A to'plamlarning birlashmasiga A va B to'plamlarining
simmetrik ayirmasi deyiladi va bu ayirma AAB ko'rinishda belgilanadi:

AAB = (A\B)U{B\A).

10. A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} vaB = {5,6,7,8,9,10,11,12} boisa,
u holda
AAB = {1,2,3,4,10,11,12}.

11. Barcha hagiqgiy sonlar to'plami bilan barcha ratsional sonlar
to'plamining simmetrik ayirmasi barcha irratsional sonlar to'plamidan
iborat bo'ladi.

Birinchi elementi A to'plamga, ikkinchi elementi esa B to'plamga
tegishli boigan barcha (a, b) juftliklar to'plami A va B to'plamlarning
dekart (to‘g‘ri) ko‘paytmasi deb ataladi va bu ko'paytma A x B
ko'rinishda belgilanadi.

12. R barcha haqiqiy sonlar to'plami bo'lsa, u holda 1 x I tekis-
likdagi barcha nugtalardan iborat bo'ladi.

13. Q orgali to'g'ri chizigdagi barcha ratsional sonlar to'plamini bel-
gilaylik. U holda Q x Q tekislikdagi koordinatalari ratsional sonlardan
iborat barcha nuqtalar to'plamidan iborat bo'ladi.
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Ba zida garalayotgan barcha to'plamlar biror A to'plamning gism
to'plamlari bo'lsa. u holda A fazo dob ataladi.

J1 \£ ayirma (bu yerda £ ¢ J1) £ to'plamning A to'plainiya vis-
batan toi.diruvchm deb ataladi va C£ ko'rinishda belgilanadi.

14. A = [-1.2] va £ = (0. 1) bo'lsa. u holda C£ = [-1.0] U [1.2].

15. R barcha haqiqiy sonlar to'plami. Q barcha ratsional sonlar
to'plami bo'lsa, u holda CQ barcha irratsional sonlar to'plami bo'ladi.

Masalalar

1.1.1. Isbotlang:

a) (ATC) U(BIMD) C (4 UB) IN(C UDy):

b)(B\C)\(B\A)cA\C:

c) ANC C (A\B) U(B\QCQ).

Yechimi. a) Vx G (AMNMC) U(BTIND) ==x GATIC yoki x G
BND = (xGAvax GC)yoki (x GB vax GD) = (x GA yoki
XxGB)va(x GCyoki TGfI)"xG.4UfivarGCUTfINIG
(AUB)n [CUD) = (4MNC) U(BMND) C (AUB) MN(C UD).

b) Vx G (B\C)\(B\A) ==x GB\C vax £ B\A = (x GB hamda
x M C)va(x GB hamdax G .4) = x GA\C = (B\C)\(B\A) C .4\C.

) VWXGNTI\C =xGJ/lvax ~C =x GA\B yokix GB\C =
x G(A\B)U{B\C)=A\CC (A\B)u(B\C).

1.1.2. A \XB = C tengligidan A = B UC tengligi kelib
chigadimi?

Yechimi. Kelib chiginaydi. Misol uchun A = [0,2]. B = [1.4]
bo'lganda A\ B —[0,1) bo'lib, B UC = [0,4] bodadi.

1.1.3. 4= B UC tengligining o‘rinli bo‘lishidan, A\B = C
tengligi kelib chigadimi?

Yechimi. Umuman aytganda kelib chigmaydi. Misol uchun B =
C ¢ 0 bodganda [B UC) \B = %d C.

1.1.4. AN\(BUC) = (4 \B) \C tengligini isbotlang.

Yechimi. Vx GA\(BuC) == x G A vax ~ BuC. Natijadax G A\B
vax ™ C bodganligidan, x G (A\B)\C.ya'ni A\(BUC) C (A\B)\C
munosabati o'rinli. AksinchaVx G (A\B)\C bo'lsin. U holda x G A\B
vax £ C. Natijada x G4, x £ B U C bodgani uchun x GA\(B UC),
va'ni A\(B UC) D (4 \B)\C. Natijada berilgan tenglikning o'rinli
ekanligi kelib chiqadi.

1.1.5. In(B\ C) —(4. UB) \C tengligi o‘rinlimi?

Yechimi. Umumiy holda bu tenglikning o'rinli emas ekanligini
quyidagi rasmlarda ko'rishga bo'ladi.
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(Aus)\C
4-rasm
1.1.6. Tenglikni isbotlang:
AAB = (A UB) \ (A MB).

Yechimi. VX GAAB = x GA\ B yoki x GB\A = (x G 4va
x €£B) yoki (x GB vax ™~ A) = (x GA yoki x GB) va (X £ .4va
Xx~"B)=»x GAUBvax ATlB=xG(4UB)\ (,4MNB) %

AAB C (4 UB)\(A<1 B).
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VX £ (AUB) \(AlMNB) =>x £ 4UBvax $AMNB = (x £ .4 yoki
X £ J)va(x™4dyokir B) = (x£ 4vax £ B) yoki (x £ B va
x A) Zx £ AAB =

(4UB)\ (4MNB) C NAB.

Demak, AAB = (4UB)\ (4 MB) tengligi o’'rinli.

1.1.7. C to‘plami bo‘sh bo‘lishi uchun ixtiyoriy A to‘plami
berilganda AAC = A tengligining o‘rinli bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Yetarliligi. AAC = A tengligi o’rinli boisin. U liolda
[ANC) U(C\A) = A. Bundan C \ A to'‘plamning bo‘sh ekanligi kelib
chigadi. Shu bilan birga, AANC = A bo’lgani uchun A NMC = 0 tengligi
o'rinli. Demak, C = 0.

Zarurligi. C = 0 bo'lsa, u holda

AAC = (ANC) U(C\A) = (AND)U((O\NA) = AUO= A.

1.1.8. To'‘plamlar nazariyasidagi eng bir ahamiyatli tu-
shunchalardan biri bo‘lgan ikkilanganlik prinsipi quyidagi
ikki tenglikka asoslangan. Shu tengliklarni isbotlang:

a) C(]JA>) =I'\CAn-

a of

b) C(IMAO = \JCAa.

Yechimi. a) Dastlab C((J An) ¢ P]|CATllekanligini isbotlaymiz:

Vx £ C(]J Aa) X pAa=>x £ CAa=
°==>X£E£nclQ=C(U Aa) CINCAa.
a a a
Endi P)C/1,, C C(1JA0) munosabatining o'rinli ekanligini ko'rsata-
0 a
miz:

Vx £ PPCAn =x £ CAa =>x £ An =ax N (JAa =

% x £ C(\jAa) =>» f]CAac C(UA3Q.
3 d a

Natijada berilgan tenglikning o'rinli ekanligi kelib chigadi.
b) Dastlab C(]~) A,) C |JCA, ekanligini ko'rsatamiz:

ot

Vx £ C(MN») =»x ~fl Aa=
=>3a', XEAd =x £ CAc, ==x £ (JCAa ==

Nc(nnOcwucn,.

a a
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Endi C(f] A,) D 1JC.4,, muiiosabatning o'rinli ekanligini garavlik:
n <

WwGUcn, 3or.xGcn, =
>XN 4~ GflA =
=x GC(MJ1.) = UCANnC C(MA))-
v re a

Natijada berilgan tenglikning o'rinli ekanligi kelib chic[adi.
1.1.9. Ikkilanganlik prinsipidan foydalanib

C(C(X UY) M(CX un CY))

ifodani soddalashtiring.
Yechimi.

C(C(X UY) N(CX UCY)) =
= C(C(X UY)) UC(CX UCY) =
= (X UY) U(CCX MNCCY) =
= (XuY)U(XnY) = X UY.

1.1.10. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

a) C{CA\B) = C(CB\A);

b) CAACB = AAB;

¢) C(CAACB) = CAAB;

d) C(CAAB) = (B\A) U(CB\CA).

Yechimi. a) Dastlab C(CA \B) C C(CB \ A) munosabatni
ko'rsatamiz.

Vx GC(C,4\B) =>» xi CA\NB = x GCA, x G B yoki
X CA = XEA XECBykixGA = x~"~CB\A =
X GC(CB \A);

Endi eva C(CB \ A) C C(CA \ B) munosabatni ko'rsatamiz.

Vx GC(CB\A) = x £ CB\A = x GA. x GCB yoki
Xx £CB = x£ CA, x0Byokix€B = x GC(CA\B).
Natijada berilgan tenglik kelib chigadi.

b) Vx GCAACB X GCA, X £ECB yokixg CA, xGCB ~
X NA xGI?yoki x GA, x B x G AAB.

c) Vx GC(CAACB) <p x? CAACB <& x GCA, x GCB yoki

XgCAXE£ECB == xGCA.xgByokix£ CAx GU » x G
CAAB.
d) Vvx GC(CALB) x " CAAB & x GCA, x £ B yoki

XS CA, xEB<mx £A, x GByokix *"CA, x GCB <> x GB\A
yoki x GCB\CA x G(B\A) U(CB \CA).
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1.1.11. Har bir nGN soni uchun Anorqali 4j sonidan katta
boUrnagan barcha musbat ratsional sonlar to‘plamini belgi-
laymiz. U holda Q .4/. kesish.maning bo‘sh to‘plam ekanligini

A-1

ko‘rsating.

Yechimi. Ixtiyoriy a musbat soniui olamiz. U holda shunday m G N
natural soni topiladiki. ~ < a tengsizligi o'rinli boiadi, ya'ni a fi
0. . Bundan a fi M (o, t) ekanligi kelib chigadi. Demak, p) Ak

a-=i _ h A=1
to'plam bo'sh to'plam bo'ladi.

1.1.12. Absolyut qiymati n~ ™ (n € N) sonidan katta
boYTagan barcha haqiqiy sonlar to‘plamini An orgali belgi-
laymiz. f) /o kesishmasining [—L 1] segmentiga teng ekan-

A=l
ligini ko‘rsating.
Yechimi. Va G [1, 1] sonini olamiz, u holda

tengsizliklaridan a GAn "+ L 71+ qpaniigi korinadi.
Endi Jg > 1 tengsizligini ganoatlantiruvchi ixtiyoriy a sonini olamiz.

U holcla shunday m soni topiladiki, n) = 1+ ~ < [ tengsizligi
o'rinli bo'ladi, ya'ni a fi Am Demak, a fi f | Ak- Natijada p] Ak =
fc= 1 A:=I1

[—1, 1] tengligiga ega bo'lamiz.
1.1.13. A,B,C va D to‘plamlari uchun
{AxB)MN(C x D) ={ANC) x {B MND)

tengligi o‘rinli boHishini ko‘rsating.

Yechimi. Mz = (x,y) G (A x B) N (C x D) element olamiz. U
holdar GA x Bvar GC x D bo'ladi. Bundan x GA, x GC hamda
y GB, yGD. Demak, x £ ATIC, y £ B N D. Bu munosabatlardan

r=(x,y) GIAMNC) x (B ND)
ekanligi ko'rinadi. Demak,
(AxB)r(Cxb)c (4nC)x(BnD).

Endi (J1MC) x (Bn D) to'plamdan ixtiyoriy r = (x,y) element
olamiz. U holdai G/JZIMNC, yGBIND. Bundanx GJ1, x GC, y G
B, y G D munosabatlari kelib chigadi. Bu munosabatlardan esa z G
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A x Bva: GC x D ekanligi kelib chigadi. U holda : G (J1 x B) I
(C x D). Demak.

(4MC)x (BMD)C (4 x B)MN(C x D).
1.1.14. A.B va C to‘plamlari uchun
{A\B)x C= (4 xC)\(B xC)

tengligini isbotlang.

Yechimi. (A\B) x C to'plamdan ixtiyoriy ; - (x.y) element
olamiz. U holda x GA\ B, y GC. Bundan x GA, x ¢ B, y GC.
Buesaz GAXxC, z £ (BxC) ekanligini ko‘rsatadi, yani r G
(A x C)\(B x C).

Endi r = (x.y) G (JIx C) \[B x C) boisin. U holda ¢ G
(AxC), z B y C. Bundan esa, x G A, x £ B, y G C. Demak,
X GA\B, yGC,yaniz€ (A\B) x C).

Natijada (A\B) x C C (Ax C) \(BxC) va (A\B) x C D
(A x C)\(B x C) munosabatlaridan berilgan tenglik kelib chigadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:

a) (X\NC)\(X\A)cA\N C;;

b) AA(AAB) = B.

2. Tengliklarni isbotlang:

a)(AnB)\C = (A\C)n(B \C);

b) (AMB) \C = (A\C) M(B\C).

3. AN6 cCvaAcB uC munosabatlarining teng kuchli ekanligi
isbotlang.

4. A D C boiganda A\ (B \C) = (A\B) UC tengligining o'rinli
boiishini ko'rsating.

5. Quyidagi munosabatlarning teng kuchli ekanligini isbotlang:

a)AcB:
b) CB C CA;
c) AuB = B.

6. Tengliklarni isbotlang:

a) C(A\B) = CA UB;

b) C(C(CAUB) U(AUCB)) = B\ A;

c) (AN B) U(AMN CB) U(CA IMB) = AUB;

7. Ixtiyoriy E,F, G to'plamlar uchun quyidagi tengliklarning o'rinli
ekanligini isbotlang:
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a) Ex (FUG)

(E x F) U{E x G):
b) (FuG) xE = {E x E) U(Q/x E):
c) Ex (/I'MNG) (ExF)D(E x G):
d (FnG)xE'=(FxXE)fl (G x £).

1.2. Akslantirishlar. 0 ‘zaro bir giymatli moslik

X va Y ixtiyoriy to'planilar bo'lsin. Agar ma’lum bir / qoida
bo'yieha X to'plamning har bir elementiga Y to’plamning faqat bir ele-
menti mos qo'yilgan bo'lsa, u holda bu moslikka X to'plamda aniglanib,
giymatlari Y to'plamiga tegishli bo'lgan akslantirish deyiladi va u
/ : X —Y ko'rinishda yoziladi.

Misollar. 1. Har bir haqigiy songa o'zining kvadratini mos
go‘ysak, bu moslik akslantirish bo'ladi. Sababi, ixtiyoriy haqigiy son-
ning kvadrati fagat bitta bo'ladi.

2. (0, +co) to'plamga tegishli har bir hagigiy songa uning loga-
rifmini mos go'ysak, bu moslik akslantirish bo'ladi.

3. C[a, b} orgali [a b segmentdagi barcha uzluksiz funksiyalar
to'plamini belgilasak, u holda

a

moslik C[a,b\ ni R ga o'tkazuvchi akslantirish bo'ladi.

[ : X —»Y akslantirishda x elementga mos keluvchi y elementi f(x)
ko'rinishda belgilanadi va y elementi x elementning obrazi deb ataladi.
Obrazi y bo'ladigan X to'plamning barcha elementlari to'plamiga y
elementning proobrazi deyiladi va u f~1(y) ko'rinishda belgilanadi. ya'ni

f-\y) = {x£X:f(x) =y}.

A to'plami X to'plamning biror gism to'plami bo'lsin. /(a)
ko'rinishdagi (bu yerda a £ A) barcha elenientlardan iborat {/(fl)
fl £ .4} to'plami A to'‘plamning obrazi deb ataladi va f(A) ko'rinishda
belgilanadi:

nn)y = {/(n) : .. £ A}

B to'plami ¥ to'plamning ba zi gism to'plami bo'lsin. X to'plamning
obrazi B to'plamga tegishli bo'lgan barcha elementlari {sa £ X : f(a) £
B} to'plamiga B to'plamning proobrazi deyiladi va f~\B) ko'rinishda
belgilanadi.
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Agar f : X —Y akslantirishda f(X) = Y bo'lsa. u liolda JT to'plami
Y to'plamning ustiga akslanadi deyiladi. Shu bilan birga, bu akslan-
tirishni syurcksiya deb ham ataymiz. Unnuniy holda, ya'ni /(A) C
boiganda, / funksiyasi A’ ni Y ning ichiga akslantiradi deyiladi.

Misollar. 4. g = x2 funksiyasi R ni R + to'plamning ustiga akslan-
tiradi.

5. y = 2x funksiya [0,1] segmentni [0, 2] segmentning ustiga akslan-
tiradi.

6. Tekislikdagi barcha vektorlar to'plamini G bilan belgilab, har bir
vektorga o‘zining modulini mos go‘yaylik. Bu moslik G to'plamni R
to'plamning ichiga akslantiradi.

/ : X —>Y akslantirishda o‘zaro teng boimagan ixtiyoriy xj. x2 £ X
elementlar uchun f(xi) @ f(x2) bo'lsa, u holda f ineksiya deb ataladi.

Misollar. 7. y = x3funksiya R ni R ga o‘tkazuvchi ineksiya boiadi.

8. y = x2 funksiyasi ineksiya boia olmaydi. Chunki —2 ¢ 2, lekin
ularning obrazlari teng, ya'ni / (—2) = /(2) tengligi oiinli boiadi.

Bir vagtning o‘zida syureksiya va ineksiya boigan / : X —Y aks-
lantirish bieksiya, yoki A va Y to'plamlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik deb ataladi.

Misollar. 9. Har bir natural n soniga 2n —1 sonini mos qo‘ysak, u
holda u barcha natural sonlar va barcha toq natural sonlar to'plamlari
orasidagi o'zaro bir giymatli moslik boiadi.

10. y = ctgnx funksiya (0,1) interval va R orasida o'zaro bir giy-
matli moslik o'rnatadi.

Masalalar

1.2.1. Ikki to‘plant birlashmasining proobrazi shu to‘plam-
lar proobrazlarining birlashmasiga teng ekanligini isbotlang:

F\AuB) =T\ A)url IB).

Yechimi. Aytaylik, x element f ~I (AL)B) to'plamiga tegishli boisin.
U holda /(x) £ A UB. Bundan f(x) £ A yoki f(x) £ B munosabat-
larning kamida bittasi o'rinlidir, ya'ni x £ f~1(A) yoki x £ f~14B). U
holda x £ ' 1(A) UI'\B). Natijada, f~\A UB) C f~\A) UI' 1{B)
munosabatning o'rinli boiishi ko'rinadi.

Aksincha, x £ f~1(A) Uf~1(B) ixtiyoriy element boisin. U holda
x £ f~1(A) yoki ir £ f~1(B) munosabatlarning kamida bittasi o'rinlidir,
ya'ni f(x) £ A yoki f(x) £ B. Natijada f(x) £ AUB U holda
x £ f~1(AL)B). Shuning uchun f~1(AL>B) D f~I(A}U f~4B). Natijada
beril™an”tenglikning o'rinli ekanligi kelib chigadi.



IS I To'planilar nazariyayi elementlari

1.2.2. Ikki to‘plarn kesishmasining proobrazi shu
to‘plamlar proobrazlarining kesishmasiga teng ekanligini is-
botlang.

r YANB) =f \A)nf-\B).

Yechimi. x element /' 1(-4 N B) to'plamning ixtiyoriy elementi
bo'lsin. U holda /(x) G ATMB. Bundan /(./*) G .4 va f(xX) G B muno-
sabatlarning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Bu munosabatlardan esa
x G/ _1(A) va x G f~1(B) munosabatlaming o'rinli bo'lishi ko'rinadi.
Natijada x G f~1(A) Mf~1(B). U holda

F\ATMB)CI\A)MNT 1B).

Aksincha, x G f~I{A) Mf~1(B) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda
f(x) G A va /(x) G B. Bundan f(x) G A I B ekanligi ko'rinadi.
Natijada x G f~{{A M B). Demak,

F\AMB)3TM\A)MNT 1B).

1.2.3. Ikki to‘plam birlashmasining obrazi shu to‘plamlar
obrazlarining birlashmasiga tengligini isbotlang:

f(AUB) = f(A)U(B).

Yechimi. y G f(A U B) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda AU B
to'plamda y = /(z) tenglikni ganoatlantiruvchi x element mavjud. Bu
x element A yoki B to'plamning birortasiga tegishli bo'lgani uchun
y G f(A) U f(B). Shuning uchun

f{AUB)cf(A)uf(B).

Aksincha, f(A)Uf(B) to'plamga tegishli ixtiyoriy y element olaylik.
U holda A UB toplamda y = f(x) tenglikni ganoatlantiradigan x
element mavjud bo'ladi. Bundan y G f(AuB) ekanligi kelib chigadi.
Shuning uchun
f(AuB) d f(A) uf(B).

1.2.4. Agar f :>K—M funksiya
f(x) —3sinx + 4cos x

formula bilan aniqglansa, n holda /([0, 24 ni toping.
Yechimi. Bu funksiyaning [0,2m] dagi eng kichik va eng katta qiy-
matlari:

min fix) = —5, max fix) = 5.
O<i<« ) O<x<t )
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/ uzluksiz boiganligi uchun, oraliq giyniat haqgidagi Boltsano - Veyer-
shtrass teoremasidan. bu funksiya [—5. 5] oraliqdagi barcha giymatlarni
gabul etadi. Demak. /([0.21r]) = [-5. 5].

1.2.5. Agar / :R —K funksiya

f(x) = x)-f 3x

formula bilan aniglansa, n holda / 1([0,4]) ni toping.
Yechimi. Funksiyaning hosilasi f'(x) = 3:r2+ 3 > 0 boiganligidan,
bu funksiya monoton o‘suvchidir. Demak,

/(0) =0, /(1) =4

tengliklardan, / uzluksizligi va oralig giymat haqidagi Boltsano - Ve-
yershtrass teoremasidan, bu funksiya [0, 1] oraligni [0, 4] oraligga o‘zaro
bir giymatli akslantiradi. Bundan / funksiya [0, 4] dagi barcha giymat-
larni gabul etadi. Demak, / _1([0, 4]) = [0, 1].

1.2.6. Natural sonlar va barcha musbat juft sonlar to‘plam-
lari orasida o‘zaro bir giymatli moslik o ‘mating.

Yechimi. Har bir n natural songa 2n juft sonini mos qo‘yamiz. Bu
moslik berilgan to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli boiadi.

1.2.7. Natural sonlar va barcha nomanfiy ratsional sonlar
to‘plamlari orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘mating.

Yechimi. Nomanfiy ratsional sonlar to‘plamini Q+ orqali belgi-
lab, har bir r G Q+ sonni gisgarmas kasr ko'rinishda yozib olamiz va
bu kasrning surati bilan maxrajining yigindisini r ning balandligi deb
ataymiz. Balandligi berilgan songa teng boigan nomanfiy ratsional son-
lar cheklidir. Endi barcha nomanfiy ratsional sonlarni balandliklarining
o'sish tartibi bilan yozamiz:

0.1,~, 2,2 3, * |, I, 4, 1,5 i, | (1.1)

Har bir r G Q+ soniga (1.1) ketma-ketlikda turgan nomerini mos
go‘yamiz. Bu moslik Q+ va barcha natural sonlar to'plamlari orasida
o‘zaro bir giymatli boiadi.

1.2.8. [0, 1] segmentni [a B segmentiga akslantiruvchi
o ‘zaro bir giymatli moslikni toping.

Yechimi. y = (b-a)t + a funksiya [0,1] segmentni [a, K segmentga
o‘zaro bir giymatli akslantiradi.

1.2.9. Berilgan to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli f
moslikni toping:

a)f :(0,1) > R;
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b) /: [01] - (0.1):

c) f:[01] ->R.

Yechimi. a) y = ctgTrx funksiya (0. 1) intervalni M ga o'zaro bir
giymatli akslantiradi;

b) Barcha hadlari (0,1) intervalda joylashgan {x, : x, = n”~ %~}
ketma-ketlikni olib, segmentning 0 nuqtasiga intervalning ai nugtasini;
1 nugtaga x2 G (0,1) nugtani; xi G [0,1] nugtaga x3 G (0,1) nugtani;
Xo G [0,1] nugtaga x4 G (0,1) nugtani; umiunan x, G [0,1] nuqtaga
xm2 G (0,1) nugtani mos qo'yib, boshga x G [0,1] nugtalarga shu
nugtaning o'zini mos go‘yamiz. Bu moslik bieksiya bo‘ladi.

c) Biz yuqorida o‘zaro bir giymatli / : [0,1] —(0, 1) vag : (0,1) —
R mosliklarning mavjudligini ko'rsatdik. U holda go f : [0,1] —R
o‘zaro bir qiymatli moslik boiadi.

1.2.10. Tekislikda koordinatalari x2+ (y —1D2= 1vay <
1 shartlarni ganoatlantiruvchi barcha nuqtalar to‘plamini A
orgali belgilaymiz. Barcha haqiqgiy sonlar to‘plami R hamda
A orasida o ‘zaro bir giymatli moslik o ‘rnating.

Yechimi. Bu ikki to'plam orasida o‘zaro bir giymatli moslikni geo-
metrik yoi bilan o‘rnatamiz. Ravshanki A to'plami markazi (0,1) nug-
tada radiusi r = 1 boigan aylananing y = 1 chiziqdan pastda joylash-
gan gismi. R to'plami sifatida absissa o'qini olamiz. Aylana markazi-
dan absissa ogidagi b nugtaga kesma o'tkazsak yarim aylanani biror
¢ nugtada kesib o'tadi. Bu ¢ nugtani b nuqtaga mos qo'yamiz. Ay-
lana markazini absissa ogining har bir nuqtasi bilan tutashtirib, kesma-
ning absissadagi uchiga aylananing kesma kesib o'tgan nugtasini mos
go'yamiz. Natijada bu moslik o'zaro bir giymatli moslik boiadi.

1.2.11. [0,3] va [0,1)U[2,3] to‘plamlari orasida o‘zaro bir
giymatli moslik o‘mating.

Yechimi. [0, 3] to'plamning [0,1) gism to'plamining har bir elemen-
tini o'ziga mos qo'yamiz. [1,3] to'plamdan olingan har bir x elementini
~ + 1,5 elementga mos qo'yamiz. Natijada

J X agar x G [0,1),
_ I f +15 agar xe

ko'rinishdagi funksiya orgali [0,3] va [0,1) U [2, 3] to'plamlar orasida
o'zaro bir giymatli moslikka ega boiamiz.

1.2.12 [0,5] va [0,1) U [2,3] U4,5] to‘plamlari orasida o‘zaro
bir giymatli moslik o‘mating.
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Yechimi. Quyidagi funksiyani garaylik:
, agar x€ [0,1),
, agar [2,3],
x —5, agar x £ [4, 5].

Bu funksiya orqgali [0,1) ni [0,2) ga, [2,3] ni o‘ziga, (4,5] ni esa (3,5]
ga o‘zaro bir giymatli akslantiradi. Demak, [0,5] va [0,1) U[2,3] U4, 5
to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli moslikka ega bo'lamiz.

1.2.13. Tekislikda

A= {(x,y) :0< x2+y2< 1}

B = {(x,y) :x2+ y2> 1}

to‘plamlari orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘mating.
Yechimi. Quyidagi akslantirishni garaylik:

Bu akslantirish A va B to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli moslik
o'rnatadi. Bu akslantirish inversiya deb ataladi.
1.2.14. Tekislikda

M= {(x,y) :0<x<1,0<y< 1}

ochiqg to‘rtburchak va M2 tekislik orasida o‘zaro bir giymatli
akslantirish o‘mating.

Yechimi. 1.2.9 a)-misolga ko'ra y = ctgnx funksiya (0,1) va X
orasida o'zaro bir giymatli akslantirishdir. Bundan

(x,y) £ M n (ctg7X ctg7Ty) £ M2

akslantirish I ochiq to'rtburchak va M2 tekislik orasida o'zaro bir qiy-
matli akslantirishdir.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Tengliklarni isbotlang:
a) f-\{jAa) = U/ ~4Aa).

b) T\T'\Aa) = T)Ir'\Aa).
o/ (UA) = U7 (B®)-
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2. Ikki to'plam kesislmiasining obrazi slm to'plamlar obrazlarining
kesishmasiga hanmia vaqt teng bo'ladimi?

3. /(CA) = C/(A) tengligi hannna vaqt o'rinli bo'ladimi?

4. Guruhdagi talabalar to'plamini A bilan, nlar ta’lim olayotgan au
ditoriyadagi stnllar to'plamini B bilan belgilaylik. Har talabaga o'zining
o‘tirgan stulini mos qo'yayliq. Bu moslik gqanday hollarda:

a) akslantirish; b) syureksiya; c) ineksiva; d) bieksiya bo'ladi?

5. Chekli A va B to'plamlar orasida ganday hollarda o'zaro bir
giymatli moslik o'rnatish mumkin?

6. Barcha natural sonlar to'plami N va barcha juft sonlar to'plami
Jrorasida o'zaro bir giymatli moslik o'rnating.

7. Barcha natural sonlar to'plami N va barcha ratsional sonlar
to'plami Q orasida o'zaro bir giymatli moslik o'rnating.

8. Aylana va to'g'ri chiziq orasida o'zaro bir giymatli moslik
o'rnating.

9. R3 fazosidagi bir nugtasi olib tashlangan sfera bilan tekislik
orasida o'zaro bir giymatli moslik o'rnating.

10. Tekislikdagi ikki koordinatasi ham ratsional sonlar bo'lgan bar-
cha nugtalar to'plami bilan Q orasidagi bieksiyani toping.

11. [a, bl segmentni R ga o'zaro bir giymatli akslantiruvchi funksiya
mavjudmi?

12. (—o00, 0 UJL +oc) va (0,1) to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli
moslik o'rnating.

13. Tekislikda

ochiq to'rtburchak va R2 tekislik orasida o'zaro bir giymatli akslantirish
o'rnating.

1.3. To'plamning quvvati tushunchasi

Ta’'rif. Agar ikki to'plam orasida o'zaro bir giymatli moslik o'rnatish
mumkin bo'lsa, n holda bu to'plamlar ekvivalent deb ataladi. A va B
to'plamlarining ekvivalentligi A ~ B kabi belgilanadi.

Agar ikkita chekli to'plam ekvivalent bo'lsa, u holda ularning ele-
mentlari soni teng bo'ladi. Cheksiz to'plamlar hagida bunday deb ayta
olmaymiz. Sababi cheksiz to'plamning elementlari soni hagida tushun-
cha berish mumkin emas. Ixtiyoriy tabiatli ikki to'plam ekvivalent
bo'lsa, u holda bu to'plamlarning quwvati teng deyiladi. Shunday qilib,
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quvvat - chekli to'planilarning elementlari soni tushuncha,sining cheksiz
to'plamlar uchun unmmlashtirilishi ekan.

4 to'plamning quvvat.ini ni(A) ko'rinishda belgilaymiz. Demak, .
va B to'plamlar ekvivalent boisa, u holda m(A) = rii(B) boiadi. Agar
bu to'plamlar ekvivalent bo'Imasa, u holda m(A) ¢ m(B).

Agar B to'plami .4 to'plamining biror gism to'plamiga ekvivalent
boisa, u holda B to'plamining quvvati A to'plamining quvvatidan katta
emas deyiladi va bu m(B) < m(A) yoki m{A) > m(B) ko'rinishlarda
belgilanadi.

Agar .4 va B to'plamlari ekvivalent boimasdan, A to'plam B
to'plamning gandaydir bir gism to'plamiga ekvivalent bo'lsa, u holda B
to'plam A to'plamga nisbatan quvvatlirog deyiladi va u m(B) > m(A)
yoki m(A) < rn(B) ko'rinishlarda belgilanadi.

Misollar. 1. N ~ Q boigani uchun m(N) = m(Q). m(N) odatda

ko'rinishda belgilanadi.

2. Qc K. Shuning uchun m(Q) < m(R).

Ta'rif. Barcha natural sonlar to:plamiga ekvivalent bo‘lgan to'plam
sanogli to'plam deb ataladi.

Misol uchun barcha butun sonlar to'plami, barcha toq sonlar to'plami
sanogli boiadi.

Sanogli boimagan cheksiz to'plam sanogsiz to'plam deyiladi.

[0, 1] segmentiga ekvivalent boigan to'plam kontinuum. quvvatga ega
deyiladi. Kontinuum quvvatni ¢ ko'rinishda belgilaymiz. Quvvati kon-
tinuum quvvatdan ham katta to'plamning mavjudligini quyidagi teo-
rema yordamida ko'rsatish mumkin.

Teorema. Biror M to'plamning barcha gism to'plamlari sistemasini
2ai ko'rinishda belgilasak, n holda m(2/¥) > m(M) munosabati o'rinli
bo'ladi.

Agar M to'plam chekli boiib, uning quvvati n ga teng boisa, u
holda 2JT ning quvvati 2" ga teng bo'lishini ko'rish giyin emas. Shuni
hisobga olib m quvvatli ixtiyoriy M to'plam uchun 2JT1 ning quvvatini
2" ko'rinishda belgilaymiz.

Quvvati 2Cboigan to'plam giperkontinuum quvvatga ega to'plam
deb ataladi. Misol uchun [0,1] segmentning barcha gism to'plamlari
to'plami giperkontinuum quvvatga ega.
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Masalalar

1.3.1. R to‘plami va (0,1) intervali bilan ekvivalent ekan-
ligini ko'‘rsating.

Yechimi. y = arctgx funksiyasi monoton o‘suvchi, aniglanish so-
hasi R va giymatlar sohasi (—y,y) bo'lganligidan, y — ~arctgx + ©
funksiyasi R to'plami va (0,1) intervali orasida o'zaro bir giymatli aks-
lantirish bo'ladi. Bundan R to'plami (0,1) intervaliga ekvivalent ekan-
ligi kelib chigadi.

1.3.2. Sanogli to‘plamlarning sanoqli sondagi birlashmasi
sanoqgli to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. A\, A2 .m, An,... sanogli to'plamlar berilgan bo'lsin.

A = (J Ak to'plamning sanogli ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Sodda-
fc=1

lik uchun AiCiAj —O0, i ¢ j deb olaylik. Chunki, bu shart bajarilmagan

holda Ai, A2,..., A,,... to'plamlar o'rniga
B\ = Ai, B2= A2\Ai,..., Bn= An\ (U AK), uam
k=1
to'plamlarni garaymiz. BiMBj =0, rdj va I'lIJ=1A n= FltJan ekanligi

ravshan.

Afc to'plamlar sanoqgli bo'lgani uchun ularning elementlarini nomer-
lab chigamiz:

Ai : an, ai2,... ,a\n,...
A2: a2l, a\,... ,a2n,...

akn elementlari bilan tekislikning koordinatalari (k, n) bo'lgan nug-
talari orasidagi o'zaro bir giymatli moslik o'rnatamiz: akn <= (k,n).
a™n elementlarni tekislikda sxematik ravishda chizmadagidek qilib
ko'rsatish mumkin (5-rasm). Ak ning elementlariga | chorakning ab-
sissasi K (K = 1,2,...) ga, ordinatalari 1,2,... bo'lgan nuqtalar mos
keladi.
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5-rasm

Jadvaldagi elementlarni: an ni birinchi element, a12 ni ikkinchi element,
a2i ni uchinchi element va h.k. chizmada ko‘rsatilgandek gilib nomerlab
chigish mumkin. Shunday qilib, A ning har bir elementi ma’lum bir
nomerga ega bo‘ladi.

1.3.3. Butun sonlar to‘plami Z, ratsional sonlar to‘plami
Q sanogli to‘plamlar ekanligini ko‘sating.

Yechimi. Z = Z+ UZ_ deylik, bunda Z+ = {m :m GZ, m > 0} va
Z ={m:mGZ, m < 0}. Z+va Z_ to'plamlar har biri natural sonlar
to‘plamiga ekvivalentligidan, ular sanogli bo'ladi. 1.3.2-misoldan ikkita
sanogli to'plamning birlashmasi bo'lgan Z to'plami ham sanoglidir.

Har bir n G N uchun

Qn= 'm GZ|

bo'lsin. Har bir <, to'plam sanoqgli bo'lgan Z to'plamiga ekvivalent.
1.3.2-misoldan sanogli to'plamlar birlashmasi bo'lgan Q to'plami ham
sanoglidir.

1.3.4. Barcha irratsional sonlar to‘plami | bilan barcha
haqiqiy sonlar to‘plami K ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Bu to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli moslikni
quyidagicha qurishga bo'ladi. n\/2, n G N ko'rinishdagi son-
lar to'plamini L orgali, 1 ning n\/2 ko'rinishda ifodalash mumkin

bo'Imagan barcha elementlari to'plamini C orqali belgilaylik. U holda
I=CUL, R=CUCLUQ).

1.3.3-misolga asosan, Q sanogli to'plam. L sanogli ekanligidan, 1.3.2-
misoldan L UQ ham sanoglidir. Demak, L va L UQ to'plamlar orasida
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o'zaro bir giymatli akslantirish mavjud. C to'plamning har bir ele-
montiga esa shu elementning o'zini 1110s qo'yamiz. Natijada | va K
orasida o'zaro bir giymatli moslik o'rnatiladi.

1.3.5. Chekli sondagi sanoqgli to‘plamlarning Dekart
ko‘paytmasi sanoqglidir.

Yechimi. Kao'paytuvchilar soni ikkita bo'lgan holm garasli yetar-
lidir.

sanogli to'plamar bo'lsin.
A x B = {(«,. b)) :a, GA, b GB}
ning sanoqli ekanini ko'rsatamiz. Har bir n G N uchun
D, = {{(a,.bj) : bj GB}

to'plamlarni qaraylik. Dn ~ B bo'lganligidan, har bir Dn sanoqli
ocC

to'plam. A X B = (3 D, ekanligi va 1.3.2-misoldan A X B to'plam
n—

ham sanoqgli bo'ladi.

1.3.6. Koeffitsientlari ratsional sonlar bo‘lgan barcha
ko‘phadlar to‘plami P[X] ning sanogli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Koeffitsientlari ratsional sonlar bo'lib, darajasi n ga

teng barcha ko'phadlar to'plainini Pn[Xj orqali belgilaylik, bunda n G
N U {0}. P[X] = @ P,[X] bo'lganligidan. har bir Pn[X] to'plamning
>0

sanoqli ekanini ko'rsatish yetarli. Bulling uchun P,[X] ~ Q'+l ni
asoslash yetarlidir. Bu esa

p(t) = a0+ ait + a2t2+ ...a,t" —(a0,ab a2, ...,a,) GQ"+

moslikdan kelib chiciadi.

1.3.7. Ixtiyoriy cheksiz A to‘plamning sanoqgli to‘plamga
ekvivalent bo‘lgan qism to‘plami mavjudligini isbotlang.

Yechimi. A dan olingan biror nuqgtani «i deb belgilaylik. A cheksiz
to'plam bo'lganligi uchun A\ {ai} bo'sh emas. A \ {«i} dan biror
element olib, uni a2 orgali belgilaymiz. (A \{ax}) \{a2} to'plam bo'sh
emas, undan olingan elementni s3 orgali belgilaymiz va h.k. A cheksiz
to'plam bo'lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin.
Natijada, turli elementlardan iborat sanoqgli az, ..,a,,...;} to'plam
hosil bo'ladi.
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1.3.8. [0. Ij kesmaning sanogsiz ekanligini kolrsat,ing.
Yechimi. Fara/ qgilaylik [0.1] kesma sanogli bo'lsin. L holda bu
to'plam elementlarini nomerlab chit]ish mumkin:

Bu sonlar 0 bilan 1 orasida joylashgani uchun ularni quyidagicha vozisli
mumkin:

21= 0,0u«12«13 ... aln...
Xo = 0.721"2223 eem 2N Moo
*3 = 0. BUB2AI3 eem3» mee

Zi 0.(,i«,2a,3 e=aHn e==

bu yerda a,k- X; sonining k-o'nlik ragami. Endi
6 = 0,616263 ==-b,, m. m
sonini quyidagicha tuzaylik:

= f 2, agar a,, = 1,
\ 1, agar aun = 1.

I+

Natijada b, ¢ an,, n E N. U holda 6 £ [0, 1] soni
X2 .. =X,,,...
sonlarning birortasiga ham teng emas. Bu esa
[0.1] = {xi, X2-—,X,,,...}

ga ziddir. Hosil bo'lgan ziddiyatdan [0, 1] kesmaning sanogsiz ekanligi
kelib chigadi.

1.3.9. [q,6] segmentda aniglangan monoton funksiyaning
uzulish nuqtalari to‘plami chekli yoki sanoqgli bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. [a, 6] segmentda monoton o'suvchi /(x) funksiya berilgan
bo'lib, xg uning berilgan segmentga tegishli ixtiyoriy uzulish nuqtasi
bo'lsin. /(x) funksiya [a,x0) va (xUt6] yarim intervallarda monoton va
chegaralangan bo'lgani uchun

fix —0) = _lim /(x) va /(x + 0)= lim, /(x)
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limitlar mavjud. Shuning uchun uzulish nugtasi / (x) funksiyaning
1-tur uzulish nugtasi bo'ladi. f(x{ + 0) —f(x{) —0) ayirmaga /(x)
funksiyaning x0 nuqgtadagi sakrashi deyiladi. Berilgan funksiya mono-
ton o'suvchi bo'lgani uchun har bir uzulish nuqtadagi sakrashi mus-
bat sondan iborat. Berilgan funksiyaning sakrashi biror a sonidan

katta bo'lgan uzulish nugtalari soni chekli ~» ~ a” sonidan katta

emas. Hagigatan, agar berilgan funksiya sonidan katta
n sondagi uzulish nuqtalarda a dan katta sakrashlarga ega bo'lsa, u
holda bu sakrashlarning barchasining vig'indisi f{b) —f(a) ayirmadan
katta bo'lardi. Bunday bo'lishi mumkin emas. Funksiyaning sakrashi »
sonidan katta bo'lgan uzulish nuqtalari to'plamini Ek orqgali belgilaylik.
Barcha uzulish nuqtalari to'plami E quyidagidan iborat bo'ladi:

E = EiUE2U... U EKU ...

Ek to'plamlarning har biri chekli bo'lganligidan, E to'plami ko'pi bilan
sanogli bo'ladi.

1.3.10. Agar ixtiyoriy A C X sanoqgli to‘plami uchun \X\
A\ = |X] munosabati o‘rinli bo‘lsa, n holda X sanoqgsiz to‘plam
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Aksinchasini faraz gilaylik, Aytaylik, X sanogli to'plam
bo'lsin, ya'ni

X = {xb x2,...,xn,....}.
Uning A = {x5, X6, ..., xn,...} sanogli gism to'plamini olsak, u holda
X \A = {xb 22, 24} va \XX \ A\ = 4. Natijada \XX\ A\ ¢ [X] kelib
chigadi.

1.3.11. Uchlarining koordinatalari ratsional bo‘lgan tekis-
likdagi barcha uchburchaklar to‘plamining quvvati nimaga
teng?

Yechimi. Tekislikdagi har bir uchburchak uchlarining koordinata-
lari orqgali bir giymatli aniglanadi. U holda berilgan to'plamning har bir
uchburchakiga M = Q2x Q2x Q2to'plamning elementlari mos keladi va
aksincha. Sanogli to'plamlarning chekli sondagi Dekart ko'paytmasida
sanogli to'plam bo'lganligidan, M sanogli to'plam bo'ladi. Demak,
bunday uchburchaklar to'plami sanoqgli bo'ladi.

1.3.12. Agar VNA\B\ = \B\A\ bo'‘lsa, n holda |4 = |B]

Yechimi. Teng quvvatli to'plamlar ekvivalent to'plamlar bo'lganligi
uchun, agar AA\B ~ B\A bo'lsa, u holda A ~ B munosabatini o'rinligini
isbotlash yetarli. A = (A\B) U(ATB) va B = (B\NA)U(AnB)
tengliklarini garaylik. Bundan A\B, AI\B va B\A, AIN\B to'plamlari
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umumiy nuqtalarga ega emas. Shart bo'yicha AAB ~ B\A va ACIB ~
A T1B bo'lsa, u holda 4 ~ B.

1.3.13. Agar J1ic B va J4 = |4U C\ bo'lsa, n holda \B\ =
\B UC\

Yechimi. 1.3.12-misolga o'xshash, agar A C B va A ~ AUC bo'lsa.
u holda B ~ B UC munosabatini isbotlaymiz.

Quyidagi munosabatlar o'rinli:

B = AU(B\A) (1.2)

BUG = {AU{C\B))U(B\A) (1.3)

(1.2) va (1.3) tengliklarning o‘ng tomonlaridagi birlashmadagi
to'plamlar umumiy nugtalarga ega emas. Bundan A va A U (C \B)
to'plamlari ekvivalent, chunki 4 C 4 U(C \ B) C 4 UC shart bo'yicha
A ~ 4uC. Demak, A ~ AU(C \B) va (1.2), (1.3) tengliklarini hisobga
olsak, B ~ B U C kelib chigadi.

1.3.14. Chekli sondagi barcha haqiqiy sonlar ketma-
ketliklari to‘plamining quvvati nimaga teng?

Yechimi. Chekli sondagi barcha haqigiy sonlar ketma-ketliklari

to'plami [J An bo'lib, bu yerda An uzunligi n-ga teng bo'lgan ketma-

ketliklar to'plami, ya’'ni An = R x ... X R, bunda M haqigiy sonlar

Vn
to'plami. W~ (,1] dan 4, ~ (0,1] x .. x (0,1]. Oxirgi to'plam
(0,7] ga ekvivalent. Natijada An~ (n —1,n\. U holda (J Av to'plami
(0,1]u @, 2JU-.. = (0, +00) ga ekvivalent. Demak, kontinu_um quvvatiga
ega ekan.

1.3.15. To‘g‘ri chizigda o‘zaro kesishmaydigan barcha in-
tervallar to‘plamining quvvati nimaga teng?

Yechimi. To'g'ri chizigda & = {Ua:UalNMUp=0, a/ 13 o'zaro
kesishmaydigan intervallar to'plamini garaymiz. Har bir Un intervalga
tegishli xn ratsional sonini bu intervalga mos qo'yamiz. U, NMUp = 0
bo'lganligidan, a ¢ B da xn ¢ x,f o'rinlidir. Ratsional sonlar to'plami
sanogliligidan, & ham sanoqli to'plam.

1.3.16. Agar M sanogsiz to‘plam va A uning chekli yoki
sanogli gism to‘plami bo‘lsa, n holda M va M\ A to‘plamlar
o ‘zaro ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. M\A to'plam sanogsiz bo'ladi, aks holda M = AU(M\A)
tengligidan M to'plami chekli yoki sanogli bo'lib goladi. ™M \ A
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to'planiidan sanogli 4] to'plainini olib. golgan gisniini J17 orgali bel-
gilaymiz. U holda

AINA = 41lUV. Al = (4UAVYUN

munosabatlariga egamiz. Sanoqgli .4i va .4 U .4i to'plamlari orasida bir
giymatli moslik o'rnatamiz, N to'plamining har bir elementini o'ziga
mos golyamiz. Natijada Al \ A va Al to'plamlari orasida bir giymatli
moslik o'rnatamiz.

1.3.17. Ixtiyoriy cheksiz A to‘plami bilan chekli yoki
sanoqli B to‘plamining birlashmasi A to‘plamiga ekvivalent
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Agar A sanoqli bo'lsa, u holda A U B to'plam sanoqli
bo'lib, A to'plamiga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

Agar A sanogsiz bo'lsa, u holda AuB to'plami ham sanogsiz bo'ladi.
Sanogsiz to'plam undan chekli yoki sanogli to'plamni olib tashlashdan
paydo bo'lgan gism to'plamiga ekvivalent bo'lishidan A U B to'plami
A = (AUB) \ (B \A) to'plamiga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

1.3.18. Natural sonlarning barcha juftliklari to‘plami P
sanoqli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. (p, ) natural sonlar juftligining balandligi deb p+q sonini
aytamiz. Ravshanki balandligi Tga teng bo'lgan natural sonlar juftlik-
lari n —1 ta bo'ladi. Pnorgali balandligi n ga teng juftliklar to'plamini
belgilaymiz.

Ph={1, n~1,2, n- 2),..,(n- 1 1)}

hamda P = \J Pn bo'lishidan P to'plamning sanoqli ekanligi kelib
n=2

chigadi.

1.3.19. Agar D sanoqli to‘plam bo‘lsa, n holda uning ele-
mentlaridan tuzilgan barcha chekli ketma-ketliklar to‘plami
S sanogli to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. n ta natural sondan iborat bo'lgan barcha to'plamlar
birlasmasini Pn orqali belgilaymiz. Chekli to'plamlarning sanoqgli bir-
lasmasi sanogli to'plam bo'lishidan Pn to'plamining sanogli ekanligi

00

ravshan. Bundan esa S = [J P, to'plamining ham sanoqgli ekanligi

kelib chigadi.

1.3.20. M’ fazoning ratsional koordinatali barcha nuqtalari
to‘plami Qn sanoqli bo‘lishini ko‘rsating.

71=1
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Yechimi. Q sanogli to'plam bo'lganligidan, n sondagi sanoqli
to'plamlarning Dekart ko'paytmasi bo'lgan Q" to'plami, 1.3.5-misolga
asosan sanogli to'plam bo'ladi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:

a) agar Ac Bva .4~ AUC bo'lsa, uholda B~BUC;

b) agar ADC,BD DvaCuUB ~ C bo'lsa, uholda AUD ~ A.

2. Chekli A va B to'plamlarning elementlari sonini mos ravishda
n{A) va n(B) ko'rinishlarda belgilaylik. Quyidagi tenglikni isbotlang:

n(A UB) = n(A) + n(B) —n{A MNB).

3. Tekislikda uchlarining koordinatalari ratsional sonlardan iborat
bo'lgan barcha to'rtburchaklar to'plamining quvvatini toping.

4. Sanogli to'plamning ixtiyoriy gism to'plami chekli yoki sanoqgli
bo'lishini ko'rsating.

5. Fazodagi ratsional koordinatali barcha nuqtalar to'plamining
sanogli ekanligini isbotlang.

6. Tekislikda markazining koordinatalari ratsional sonlar bo'lib, ra-
diusi ham ratsional son bo'lgan barcha aylanalar to'plamining sanoqli
ekanligini isbotlang.

7. Ixtiyoriy cheksiz to'plamning sanogli gism to'plami mavjudmi?

8. Musbat sonlar to'plamining ba’zi sanogsiz to'plamini E bilan
belgilaylik. E I (£, +00) to'plami sanogsiz bo'ladigan £ > 0 sonining
mavjudligini isbotlang.

9. Sonlar o'qida berilgan E to'plamning ixtiyoriy ikki elementi
orasidagi oraliq birdan katta bo'lsa, u holda bu to'plamning chekli yoki
sanoqgli bo'lishini ko'rsating.

10. Sanoqli to'plamning barcha chekli gism to'plamlarining to'plami
sanogli ekanligini isbotlang.

11. Natural sonlarning gat’iy o'suvchi barcha ketma-ketliklari
to'plamining quvvatini toping.

12. Natural sonlarning 10 sonini o'z ichiga olmaydigan barcha
ketma-ketliklari to'plamining quvvatini toping.

13. Ratsional sonlarning mumkin bo'lgan barcha ketma ketliklari
to'plamining quvvatini toping.

14. Tekislikda o'zaro kesishmaygan doiralar to'plami berilgan. Shu
to'plam sanogsiz bo'lishi mumkinmi?

15. [a,w segmentda aniglangan barcha sonli funksiyalar to'plami
giperkontinuum quvvatga ega ekanligini isbotlang.
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16. [o, b] segmentda uzluksiz bo'lgan barcha funksiyalar to'plami
kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

17. [ub\ segmentda monoton bo'lgan barcha funksiyalar to'plami-
ning quvvati ganday?
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0 ‘Ichovlar nazariyasi elementlari

2.1. 0 ‘Ichov tushunchasi

Bo‘sh boimagan X to'plam uchun P(X) orgali X to'plamning bar-
cha gism to'plamlari sistemasini belgilaymiz.

Bo'sh boimagan 38 C P(X) sistema birlaslmia va ayirnia amallariga
nisbatan yopiq bo'lsa, ya'ni A, B G 3 ekanligidan. AUB G38. A\
B G & kelib chigsa, u holda 38 halga deyiladi.

Agar 3B halga boisa, u holda ATMB = A\ (A \ B) tengligiclan
A M B G 38 kelib chigadi. Bundan tashqari AA B = (A UB) \[ATNB)
tengligiclan AAB G & kelib chigadi. Demak, 38 kesishma va simmetrik
ayirma amallariga nisbatan vopiqdir.

Bo'sh bo'lmagan 58 C P(X) sistemaning har bir A, B G 58 ele-
mentlari uchun sl_rllunday o'zaro kesishmaydigan (\..... Cn G 58 mavjud
bo'lib, ANB = (J Ci tengligi bajarilsa u holda 58 yarim halga deyiladi.

«=1
Misollar. 1. X ixtiyoriy bo'sh boimagan to'plam boisa, u holda

S = P{X) yarim halga bo'ladi.

2. S = {0, {a}, {6, c} {a, 6 c}} yarim halga bo'ladi.

3. S = {[adb) : a, b G M} yarim intervallar sistemasi yarim halqga
bo'ladi.

4. S ={[a,b) x [cd) :a, b,c,d GR} to'rtburchaklar sistemasi yarim
halga bo'ladi.

Agar 8 C P(X) halga uchun X G & bo'lsa, u holda 38 algebra
deyiladi.

Agar ixtiyoriy Ai1.A2,—An,... G 38 uchun [JIA,, G .3? bo'lsa, u
holda 38 - a-halqga deyiladi.

Agar & bir vagtda algebra va a-halqga bo'lsa, u holda 38 - a-algebra
deyiladi.

Yugoridagi misollardan, 1, 2 misollardagi yarim halgalar cx-algebra
bo'lib, 3. 4 misollardagi yarim halgalar ¥-algebra boimaydi.

58 ¢ P(X) biror yarim halga boisin. ~ : 58 — R nomanfiy
funksiyasi ixtiyoriy o'zaro kesishmaydigan A\, Ao,..., An G 58, bunda



(J .1, € to'planilar uchui

U-4=EH.4;)

tengligini ganoatlantirsa. u holda // o'lchon deyiladi.
Agar ixtiyoriy o'zaro kesishniaydigan .Ai. 4j.....A,,,... £ ¥ . hunda
oc

U Ai £ .5 to’plamlar uchun
<1

U ]-Twn,)

\n=1 ! n--1
tengligi bajarilsa, u holda ft sanogli-additiv (yoki cr-additiv) deyiladi.
Misollar. 1. S = {[«,6) : a.b £ R} yarim intervallar yarim
halgasida
/I([a, b)) = b—a
sanogli-aclditiv o'lchov bo'ladi.
2. S={[a,b) x [c,d) :a bcd£ R} yarim halgada

b) x (¢, d)) = (b —n)(d —c)

sanoqli-additiv o'lchov bo'ladi.
3. X ixtiyoriy bo'sh bo'lImagan to'plam, x £ X va S = P(X) da

(1 agarx £ A,

A) =
H(A) lo, agarx tzA
sanoqli-additiv o'lchov bo'ladi.

4. Agar pi, ...,un o'lchovlar, t\.....t, musbat sonlar bo'lsa, u holda
n

LI,—iY!i tifa ham o'lchov bo'ladi. Hususan, x\, ...,x,, £ X uchun
M(A) = 1
j-,eA
o'lchov bo'ladi.
Aytaylik, X biror to'plam, 5? C P(X) yarim halga, esa o'lchov
bo'lsin. Har bir A e Y to'plam uchun y*(A) tashqgi o'lchovni

:Ac (JAK AKE YY)
K K
kabi aniglaymiz. Agar A £ P(X) to'plami va Ve > 0 uchun shunday
B £ S? to'plami topilib, p*(A A B) < t bajarilsa, u holda A to’plami
Lebeg ma’'nosida o'lchovli deyiladi.
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Masalalar

2.1.1. X to'plamning ixtiyoriy bo‘'sh bodTagan gism to‘p-
lamlari oilasi S uchun, S ni olz ichiga oluvchi shunday ya-
gona R(S) halga mavjudki, n S ni o0‘z ichiga oluvchi ixtiyoriy
halgada yotadi.

Yechimi. RY = P]/?, kesislnnani garavmiz. bunda Rn - S ni 0'z

n

ichiga oluvchi X ning gisin to'plamlaridan iborat halga. S ni o'z ichiga
oluvchi P(X) halga bo'ladi, shu sababdan R{) ¢ O.

Endi A, B G Ro bo'lganligidan, Va uchun /1, B G R,,. Ta'rifga ko'ra
A U B G Rrva A\B e Rn munosabati o'rinli. a ixtiyoriy ekanligidan,
A UB G RavaA\B G Ro- Demak, Rq halga bo'ladi.

Har bir a uchun S C Ra bo'lganligidan, S C Ro kelib chigadi. S
ni o'ziga oluvchi X to'plamning gism to'plamlarining ixtiyoriy halqasi
biror Ra ga tengdir, bundan u Rqghalgani o'z ichiga oladi.

2.1.2. Agar SC P(X) yarim halga bo4sa, un holda R(S) mi-
nimal halga shunday A to‘plamlardan iborat bo‘ladiki, bunda

n
A= \jAu A{Gb5, AjNAj=0,
i=l
rgj, i,j = 1,2, n G N.

Yechimi. L orgali A' ning shunday gism to'plamlarini belgilaymizki,
bu gism to'plamlar S ga tegishli to'plamlarning chekli yoyilmasiga ega
bo'lsin. L ni o'z ichiga oluvchi har bir halga chekli birlashmalarga nis-
batan yopiqdir. Tasdigni isbotlash uchun L halga ekanligini ko'rsatish
yetarlidir.

A,BeL lar uchun AUB G L va A\B G L ekanligini ko'rsatish
kerak.

Aytaylik,
n m
a = \Ja, b =\Jb,
i=i <<
bunda ArflAj = OvaB;INMBj =0, idgj. Dastlab AuB\ G L ni
isbotlaymiz.

Quyidagi tenglik o'rinlidir:

AUB1= H\BJUBi = ((u 4 ) \B~ UBl= ~LJ(A\Bi)~u51

Endi S yarim halga bo'lganligidan, har bir 2 \B\ to'plam S ga tegishli
to'plamlarning chekli yoyilmasiga egaligidan barcha A U B\ yig'indilar
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shuuclay yovihnaga ega boiadi. ,4ufi| ga ketma-ket B>. Bii..... B,
to'planilarni birlashtirsak. biz liar bir gadamda L ning to'plamiga ega
boiamiz, bundan A UB G L o'rinli.

Quyidagini yozamiz:

A\Bi = ~Ja~\B1l= |jJ(A, \BX"

Bundan A\B\ G L. Endi

A\(B1UB2U...UB,,) = (((A\B\)\ B2 \ .. \B,,)

dan A\B GL.
2.1.3. Agar B C A o'‘lchovli to‘plamlar bo‘lsa, n holda

i{A\B) = i {A)-1i{B)

tengligini isbotlang.
Yechimi. B C A boiganligidan, A = (A\B) UB boiib, A\B va
B to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. U holda

p.(A) = /z((A\B) uB) = fi(A\B) + //(B).
Bundan
P(A\B) = ft-(A —fi(B)

tenglikka ega boiamiz.
2.1.4. A, B o'lchovli to‘plamlar. Agar E,F o'‘lchovli
to‘plamlar uchun

AAE = BAF, n(E)=fi(F) =0

bo‘lsa, n holda u{A) = //(B) ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. AAE = (A\E)U(F\A)vaB\F = (B\F)U (F\B)
ekanligidan,

(ANF)U(F\A) = (B\F)U(F\B)

ya'ni

((A\NF) U(F \A)) = fi (B \F) U(F \B))

Bundan

P(A\E) + fi(E\ A) = n(B \F) + n(F\B).

U holda fi(E) = LWU(F) = 0 ekanligidan, p(E\A) = u(F\B) = 0.
Demak, y(A\E) = u (B \F).
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I"(4) =/l ((4\E) UE) = A{A\E) + H(E) = fi[A\E) =
= h(B\F) = /.(B\F) +fi(F) = fi (B \F)U F) = /4(B)

yani ft (4) = ft (B).
2.1.5. Tenglikni isbotlang:
fi(A)+fi(B)=ft(AUB) +fi(J1MNB).

Yechimi. A, B to'plamlar o'lchovli bo'lsa A UB, A N\B, A\
(AT\B), B\ (AnB) to'plamlari ham o'lchovli ekanligi ma’'lum va
AnB, AN(ANB), B\ (ATNB) to'plamlar o'zaro kesishmaydi. U
holda

fi(AUB)= fi{{A\(ATB)) U(5\(An B)) U(ATB)) =

= fi(A\ (A TIB)) + fi(B \(AM B)) + fi{AMB) =
= fi(A) —fi(A M B) + fi(B) —u(A MB) + /nAnB) =
= fi(A) + fi{B) - fi(AMB).

Bundan fi (A) + fi(B) = fi(AUB) + 4 (AT1B).
2.1.6. Tenglikni isbotlang:

fiAuBuC) = p{A) + fi{B) + fi(C)—

—fi{AMB) - fi{BMNC) - fi{C'MA) + fi(AMB NC).

Yechimi. 2.1.5-misoldan foydalansak,
fifAUBUC) = fi{(AUB)UC) =

= fi(AUB) + fi{C) - fi((AUB)MC) =

fi{A) + fi{B) - fi(AMB) + fi(C) - fi((AMC) U(BNC)) =
fi(A) + fi{B) + fi(C) - fi(AMB) - fi((AMC)n(BM C)) =
= fi(A) + fi(B) + fi(C) - fi(ATB)-

—\fi((An C) + fi{B MC) - fi((AMNC) MN{BMC)))] =
= fi(A) + fi{B) + fi(C)—
- fi(AMB) - fi{Bn C) - fi(CnA) + fi(ATMB MC).

2.1.7. Agar
A\ C A2C e==ANC o=
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o‘chovli to‘plamlar va .1 = jj .4, bo‘lsa, a holda Zi(A)
H . - - - ‘ - " \
IIH;HDMAI) ekanligini ko‘rsating.
Yechimi.
MA -/ ([ 4
V-l /

=/ (AU @A>\A)Ueom (4,\ 4, [Juees) =
= [/l —sanogli-additiv] =
= MA) + MA \ A) + "'4-|_||(A” \A”_l) + eoe —

= MA) + [T (MA) - u{Ak-0) = 1im //(A).

h=2
2.1.8. Agar
ArD A32 eee2 A D mee
o‘chovli to‘plamlar va A = P| A, bo'lsa, n holda MA

i n-1
lim MAI) ekanligini ko‘rsating.
n—0

Yechimi. 2.1.7-misoldan

ANTTA) = X(U(ANA) = 1im (//(40 - fi(An)).

4 n=1 / 71

Bundan
MA) - MILA) = lig (MA) - MA)),

ya'ni [;(.4) = Ii[QGMAO-

2.1.9. nO ‘nli kasr yozuvida 7 ragami gatnashmagan [0. ]
kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o‘lchovini to-
ping.

Yechimi. E o'nli kasr yozuvida 7 ragami gatnashmagan [0. 1]
kesmadagi barcha sonlar to'plami bo'lsin.

Bu to'planmi quyidagicha qurish mumkin. Birinchi gadamda [0.1]
kesma teng 10 kesmaga bo'linadi va [0.7. 0.8) yarim intervali chigarib
tashlanadi, clmnki bu oraligga tegishli sonlarning o'nli kasr yozuvida
verguldan keyingi birinchi ragami 7 ga tengdir.

Ikkinchi qadamda qolgan

[0,0.1], [0.1.0.2], [0.2.0.3]. [0.3.0.4]. [0.4, 0.5],
[0.5.0.6], [0.6.0.7), [0.8.0.9]. [0.9.1]
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kesnialar liiim teng 10 kesniaga I>3linil> har bir yettinchi kesma chigarib
tashlanadi. ya'ni [0.0.1] dan [0.07.0.08]. [0.1.0.2] dan [0.17.0.28! va
hokazu.

Kevin golgan barcha kesmalar ham shu tar/.da bolinib. har bir 7-chi
kesma. chiqarib tashlanadi. Bu jara.yon cheksiz davom ettirilsa. qolgan
mu|talar to'plami E to'plamini beradi.

Endi [0,1] \ E ning o’Ichovini hisoblaymiz. Bu to'plam uzunligi
bo'lgan bitta [0.7.0.81 kesma. uzunligi ~ boigan 9-ta kesma. umu-
man. uzunligi bo'lgan 9Ata kesma va hokazo kesmalardan iborat.
Bundan

i"t- \e)=~" n + om-= 1

Demak, fi(E) = 0.

2.1.10. Olnli kasr yozuvida 1 va 2 ragamlari qatnashmagan
[0,1] kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o‘lchovini
toping.

Yechimi. Bu to'plamni E orqali belgilaymiz hamda quyidagicha
guramiz.

Birinchi gadamda [0,1] kesmadan [0.1, 0.3) yarim intervalni chigarib
tashlab, golgan [0.3,1] kesmani goldiramiz. Chunki [0.1. 0.3) oraligdagi
ixtiyoriy sonning oiili kasr yozuvi 0.1... yoki 0.2 ... ko'rinishda bo'ladi:

Ikkinchi gadamda har bir [0.3.0.4], [0.4,0.5].....[0.9,1] kesmalar
uclnm ham dastlabki 4 gismidan iborat yarim intervallarni olib tash-
laymiz.

Shu jarayoimi cheksiz davom ettirsak o'lchovlari

2 2-3 2-9 2-3*
5 25 125 5 «5*
sonlar ketma-ketligiga mos oraliglar olib tashlanadi. Bu oraliglar [0,1]\
E clan iborat bo'ladi. U holda
, 2 23 2 3
II([0,1]\£) = " + o -t 3 ((-)) +.=1
Demak. //(F) = 0.

2.1.11. R da ixtiyoriy musbat o‘lchovga ega tolplam kon-
tinuum quvvatga egaligini isbotlang.

Yechimi. .4 C Wto'plami uchun //(A) = f > 0 bo'llsin. R da
Lebeg oichovi xossasidan shunday G C A oshiq to'plam mavjud bo'lib.
/[I(A\G) < ]. Bundan

KG) = I/(A) - II(A\NG) > £- J = £
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ya'ni G musbat oichovga ega. Demak. G bo'sh boimagan ochiq
toplam. U holda shunday a & b sonlari topilib, (o,b) C G. ya'ni
{(i.b) C A. Endi (o0,b) to'plam kontinuuni quvvatga ega ekanligidan, A
ham kontinuuni quvvatga egaligi kelib chigadi.
2.1.12. Agar [0,4] kesmaning .4 va B qism to‘plamlari
uchun y(A) + 5(B) > 4 bo‘lsa //(.4fl£?) > 0 ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. 4 < fi(A) + //(£) = //(.4 U B) + u(A NB), u holda

u(AlMNB) > 4-ft(AUB) >4 —4 =0,

bundan esa y(AMB) > 0.
2.1.13. Hagqiqgiy sonlar to‘plamidagi A o‘lchovli to‘plam
orqgali aniglangan

f(t) = n([a,t]nA), te[a,b}

funksiyasining uzluksiz ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Ixtiyoriy tO e [a, 6] soni berilgan bo'lsin. Dastlab [a, §
kesmadan ixtiyoriy tnj tf) bo'lgan ketma-ketlik olamiz. U holda A,, =
[a, tn] M A ichma-ich joylashgan kamayuvchi to'plamlar ketma-ketligini
tuzadi, hamda 2.1.8-misoldan foydalansak.

lim /(£,) = lim fi([atnMA) =
n—+oo n—*oo

= /n(M(M«] MA)) = m(Mo] n 1) = f(t0)

munosabatiga ega bo'lamiz.
Endi [a b] kesmadan ixtiyoriy t, j t0bo'lgan ketma-ketlik olamiz. U
holda
An= [at]MNA

ichma-ich joylashgan o'suvchi to'plamlar ketma-ketligi bo'lib
o'lchovning uzluksizligidan,

lim f(tn) = lim ffa,tr] 1)

tnINA” = vda."d n A) = f(t0)

m

munosabatga ega bo'lamiz. Demak, f(t) funksiya uzluksiz.

2.1.14. Haqiqiy sonlar to‘plamida chegaralangan, o ‘lchovi
4 ga teng A to‘plamining o‘lchovi 2 ga teng B gism to‘plami
mavjud ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi. Aytaylik. .4 C K. /['(-4) = 4 to'plami berilgan boisin. 4
to'plami chegaralangan boiganligidan. A to'plamini o'z ichiga oluvchi
shunday [f, b oraliq mavjud boiib. fi([a,b] N .4) = 4 tengligi o'rinli
boiadi. Ushbu

f(t) = fi([a, ff MN.4), tG[ah

funksiyasini garaymiz. Bu funksiya uchun
f(a) = 0; f(b) —4

ekanligi ravshan. Yuqoridagi misolda esa bu funksiyaning uzluksizligi
koi'satilgan edi. Bundan oraliq giymat haqgidagi Boltsano - Koshi teo-
remasiga ko'‘ra shunday t0 G [a, b] topilib,

f(to) = 2

tengligi o'rinli bo'ladi. U holda B = [a, to] MA deb belgilasak, B C A va
li(B) = 2 munosabatlarini ganoatlantiruvchi to'plamga ega boiamiz.
2.1.15. K da Lebeg o‘lchovi orgali aniglangan

f(t) = v{[0,t}nA), O0<t< 4

funksiyani aniglang va uning grafigini chizing, bu yerda A =

[1.21V [3.4]-
Yechimi. Agar t € [0,1) boisa, u holda [0,f] MA = 0. Bundan

f(t) = M[0, f] MA) = //(0) = O.
Agar t 6 [1,2) boisa, u holda [0,f] MA = [1,\ Bundan
f(t) = 1 MA) = X([I,*) = *- 1
Agar t G [2,3) boisa, u holda [0,f] MA = [1, 2]. Bundan
f(t) = (0, tIr\A) = /i([l, 2]) = 1
Agar t G [3,4] boisa, u holda [0,f] MA = [1,2] U [3, £ Bundan

I(*) =M[0,*1M ) =/x([112]n[3,«]) =t-2.

Demak,
0, agar t G[0,1),
t—1, agart G [1,2),
m = 1, agar t G [2,3),

t—2, agar t G [3/4].
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G-i'asm

2.1.16. M da kontinuum quvvatga ega va o‘lchovi nol
bo‘lgan to‘plamga misol keltiring.

Yechimi. Fn = [0,1] boisin. Bu to'plamdan Q. |) oraligni
chigarib tashlaymiz va qolgan to'plamni R\ bilan belgilaymiz. Endi
R to'plamdan (. =) va (©. |) oraliglarni chigarib tashlaymiz va qol-
gan to'plamni Fo bilan belgilaymiz. Fi to'plami 4 ta kesmadan iborat
boiib, keyingi gadamda har bir kesmadan uzunligi (i)3 ga teng o'rta
oraligni chigarib tashlaymiz va qolgan to'plamni F4 bilan belgilaymiz
va hokazo. Bu jarayonni davom cttirib ichma-ich joylashgan Fn yopiq
to'plamlar ketma-ketligiga ega boiamiz. D = f] F, deb belgilaymiz.

4=1

D to'plamning tuzilishini garaylik. Bu to'plamga

0O1i 11 278
"3'3"9'9'9' 9" "
nuqgtalari tegishlidir. Lekin D to'plamda bu nugtalardan boshga nug-
talar ham mavjud. [0. 1] kesmadagi sonlarni uclilik sanoqg sistemasida

yozamiz:
N2 @ , (h

3' 3+ ANNCH]
bunda n, = 0.1,2. O'nli kasrdagidek. bunda ham ba'zi sonlar (2.1)
shaklda ikkita usulda yozisli mumkin. Masalan,

1 1 0 0 0 2 2 2
3 3'32+m+ 3 3% 32+33+ r3 o+ m

(2.1)

x € [0.1] soni D to'plamga tegishli bo'lishi uchun uning (2.1)
ko'rinishdagi biror yozuvida 1 raqami gatnaslnnasligi zarur va yetar-
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Iklir. Demak. liar bir .r € D soniga

(iN,a-2. ....a,, couun (2.2)

bunda <, = 0.2. ketma-ketligi mos kelacli. Bunday ketma-ketliklar
to'plami quvvati kontiimumdir. Bulling uclmn. (2.2) ko'rinishdagi liar
bir ketma-ketlikka

hib, K e (2.3)

ni mos qo'yamiz, bunda b, = O agar a, = 0da, b, = 1agar a, = 2
Endi (2.3) korinishdagi ketma-ketlikni [0.1] kesmadagi sonning ikki-
lik yozuvi deb garasak, u holda (2.3) ko'rinishdagi sonlar to'liq [0.1] ni
beradi. Bundan D kontinuuni quvvatli to'plam.
D to'plam oichovini topaylik. D to'plam to'ldiruvchisining o'lchovi
12 4 2" 1
— — vt —  f- "D e + ...0= 1.
3 9 27 3"
Bundan fi(D) = 0.
D to'plami Kantor to'plami deyiladi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. O'nli kasr yozuvida kamida bitta 3 ragami gatnashgan [0. 1]
kesmadagi barcha sonlar to'plamining Lebeg o'lchovini toping.

2. Biror t.0'g'ri chizigda yotuvchi tekislikdagi ixtiyoriy A to'plamning
yassi o'lchovi nol ekanligini ko'rsating.

3. Haagqiqiy sonlar to'plamida chegaralangan. o'lchovi 5 ga teng A
to'plamining o'lchovi 3 ga teng B gism to'plami mavjud ekanligini
ko'rsating.

4. Kamida bitta icliki nugtasi bo'lgan to'plamning o'lchovi nol
bo'lishi mumkimni?

5. O'nli kasr yozuvida birorta ham 1 ragami gatnaslimagan [0,1]
kesmadagi barcha sonlar to'plamining Lebeg o'Ichovini toping.

6. O'nli kasr yozuvida kamida bitta 1 ragami gatnashgan [0. 1
kesmadagi barcha sonlar to'plamining Lebeg o'lchovini toping.

7. E C [0,1] o'Ichovsiz to'plam va A slmnday to'plamki. /u([0.1] \
E) = 0. E M .4 to'plami ham o'lchovsiz ekanligini ko'rsating.

8. O'suvchi chekli o'Ichovli A, to'plamlarning birlashmasining
o'lchovi har doim chekli bo'ladimi?

9. Hagqitpy sonlar to'plamida chegaralangan, o'lchovi 3 ga teng .4
to'plamining o'lchovi 1 ga teng B qgism to'plami mavjud ekanligini
ko'rsating.
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10. Ixtiyoriy bo'sli boimagan ochiq .4 to'plami uchun y(A) > 0
ekanligini ko'rsating.

11. Agar .4 C [a.b] nmsbat oichovli to'plam bo'lsa. u holda bu
to'plamda shunday x va y nuc[talar mavjud boiib. ular orasidagi masofa
ratsional son boiishini ko'rsating.

2.2. 0 ‘Ichovli funksiyalar

fi ixtiyoriy bo'sli boimagan to'plam, E bu to'plamning qism
to'plamlaridan tuzilgan biror cr-algebra, /j esa £ da aniqglangan chekli
sanogli-additiv oichov boisin. (fi, E.//) uchligiga oichovli fazo deyi-
ladi.

Biror / :fi —R funksiya berilgan boisin. Agar VcG R uchun

/ _1((-00,c)) = {x e fi :/(x) < ¢}

to‘plami oichovli boisa, u holda / funksiya o‘Ichovli funksiya deyiladi.
fi oichovli to‘plamda / va g oichovli funksiyalar uchun

{x Gfi :/(x) dg{x)}

to‘plami oichovi nolga teng boisa, u holda / va g funksiyalar ekvivalent
deyiladi va/ ~ g kabi belgilanadi.

Agar fi to'plamda aniglangan {/, (x)} funksiyalar ketma-ketligi
uchun lim fn{x) = f(x) tengligi bajarilmaydigan nugtalar to'plami
oichovi nolga teng boisa, {/,(x)} funksional ketma-ketlik /(x)
funksiyaga deyarli yaqinlashadi deyiladi.

Agar ixtiyoriy e > 0 soni uchun

dim /x({x € fi : |/,(x) - /(x)] >r1}) =0
boisa, u holda {/T(x)} funksional ketma-ketlik /(x) funksiyaga o ‘Ichov
bo‘yicha yaginlashuvchi deyiladi.

Deyarli yaqinlashish fn f kabi, oichov bo'yicha yaqginlashish esa
fn / kabi belgilanadi.

Masalalar

2.2.1. (fi, S,/x) o‘lchovli fazo va f : fi — IR funksiya beril-

gan bo‘lsin. U holda quyidagilar o‘zaro teng kuchli ekanligini
KO ‘rsating:
a) / :fi =M o‘lchovli funksiya;
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b) Vcgl uchun {r G :/(/*) > c} o'‘lchovli to‘plarn;

c) Vc GR uchun {x GQ: f(.v) > ¢} o‘lchovli to‘plam;

D Vc61 uchun {x GQ: /(x) < c} o‘lchovli to‘plam;

Yechimi. a) = b). Aytaylik, / : Q —>Xo'Ichovli funksiya bo'lsin.
U holda har bir ¢ g R uchun

{x GO : f(x) < ¢}
to'plami o'lchovli bo'ladi.
{xgQ: f(x) >c}=Q\{iGfi: f(x) <c}

tengligiclan {x G : f(x) > c} to'plamining o'lchovli ekanligi kelib
chigadi.
b) => c¢). Aytaylik, har bir ¢ G M uchun

{iGfl: /(x) > ¢}
to'plami o'lchovli bo'lsin. U holda
r i
{iG fi: f(x) >c}=[J <x Gfi: f(x) >cH
n=i n

tengligidan va o'Ichovli to'plamlarning sanogli birlashmasi yana
o'lchovli bo'lishidan {x G . f(x) > c¢} to'plamning o'lchovli ekan-
ligiga ega bo'lamiz.

¢) = d). Aytaylik, har bir ¢ G M uchun

{x GNMN: f{x) > c}
to'plami o'lchovli bo'lsin.
X GR: /(x) <c}=Q\{x GcA: /(x) > c}

tengligidan {x G 0 : f(x) < c} to'plamining o'lchovli ekanligi kelib
chigadi.
d) = a). Aytaylik, har bir cG K uchun

{x Gfi: /(x) < ¢}

to'plami o'Ichovli bo'lsin. U holda

{xGfi: /(x)<c}=fifxGfi: f(x)<c+"™\

»=i N !
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tengligidan va o'lchovli to'planilaniing sanogli kesishniasi yana o'lchovli
bo'lishidan {r £ O ; /(/*) < r} to'plamning; o'lchovli ekanligiga ega
bo'lamiz. Demak. f o'lchovli funksiya bo'ladi.

2.2.2. /(:™ va g(x) o‘lch.ovli funksiyalar bo‘lsa, n holda

a) f(x)£g(x):

b) ft.n)fi(.r):

(X . . .

c) ggx%' N~ O ®® G 0) funksiyalari ham o‘lchovli
bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. f(x) va g(x) o'Ichovli funksiyalar va k,a G R bo'lsin.

(/ +a)(x) <c) ={j Gfi : f{x) < c—a}

tengligidan / + a funksiyaning o'lchovli ekanligi,

,fn. (bO(T) <r = (x<eQ: aSar k > °-
{i

| A x) <
1 {i6Q: f(X) > « I}, agar« < O

tengligidan esa kf funksiyasining o'lchovli ekanligi kelib chigadi.

a) Avvalo
{x Gfi: f{x) > g(x)}

to'plamning o'lchovli ekanligini ko'rsatamiz. Hagiqgatan,

{x Gfi:f(x) >g{x)} = [[I{c Gfi:f(x) >r}N{x Gfi:gx) <r})

tengligidan {x G fi : f(x) > g(x)} to'plamning o'lchovli ekanligi kelib
chigadi. Bundan

{x G fi:f(x)£g(x) >c}={x6Gfi:f{x)>TsB(x)+c}

to'plami o'lchovli ekanligiga ega bo'lamiz. Demak, o'lchovli
funksiyalarning yig'indisi va ayirmasi o'lchovli bo'ladi.
b) Oldin f 2 funksiyaning o'lchovli ekanligini ko'rsatamiz. Bu

i£ES!: /2 = «
t Go<el k(/), a%g;gz

tengligidan kelib chiqadi.
O'Ichovli funksiyalarning ko'paytmasi o'lchovli bo'lishini ko'rsatish
uchun quyidagi ayniyatdan foydalanamiz:

19 = \{(f + <@~ (f - 9)\
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Tenglikuing 0'ng tonioni oichovli funksiya boiadi. cliunki ikki oichovli
funksiyaning vigindisi. ayirmasi va kvadrati ham oichovli funksiya. De-
mak. ft/ funksiyasi ham oichovli.

c) Agar /(.r) funksiyasi oichovli va f(x) ¢ 0. /£ fi boisa. u holda

~  ham oichovli boiishini ko'rsataylik.
/(=r
( Agar ¢ > 0 boisa, u holda

{x Gfi: lUI(r) <r} ={rG<: f(x) > 1/e} U{r Gfi: /(:r) < 0},
agar ¢ < 0 boisa
{r Gfi : 1/f{x) <c} = {r Gfi:0> f(x) > 1/c},
agar ¢ = 0 boisa
{iG fi: 1/f{x) <c} = {x Gfi: f(x) < c}.

Yugoridagi tengliklarning oiig tomoni har doim oichovli to'plam
boiadi. Demak, /707; ham oichovli boiadi. Endi

B =gy

tengligi hamda /(x) va oichovliligidan funksiyasining

oichovli ekanligi kelib chigadi.
2.2.3. Agar f funksiya A to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, n holda
quyidagi funksiyalarning o‘lchovli ekanligini ko‘rsating:

a) I/Ml;
b) /+ = max{/(x), 0};
c) /_ = —min{/(x), O}.

Yechimi. a) |/(X)] funksiyasi oichovli ekanligini ko'rsatamiz. Bu-
lling uchun
{x GA: |/0)] < c}

to'plami oishovli ekanligini ko'rsatish zarur.
{2GA:\fx)\ <c} = {x GA:f(x) <c}N{x GA: f(x) > -c}

tengligini ko'rib o'taylik. fix) funksiyasi oichovli ekanligidan, {x G
A f{x) <c}va{x GA : f(x) > —} to'plamlari oichovli ekanligi
kelib chigadi. Tenglikning o'ng tomonidagi to'plamlarning kesishmasi
oichovliligidan {x G A : |/(x)] < c} to’plamning oichovliligiga ega
boiamiz. Demak, |/(x)] funksiyasi oichovli.
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b, ¢) f+./_ funksiyalarning o'lchovli ekanligi a) banddan va quyidagi
tengliklardan kelib chigadi:

V(-r)l + /(m*)
2

| =_—minfi(r,0p U " fH

2.2.4. | : XX — X uzluksiz funksiyasi berilgan bo‘lsin.
Ixtiyoriy hagiqiy ¢ soni uchun / _1((—oo0;c)) to‘plami ochiq
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Ixtiyoriy hagiqgiy c sonini olaylik. x0 £ f~1((—o0; c))
boisin, ya’'ni /(xo0) < c. f funksiyasi xq nuqtada uzluksizligidan musbat
£ < ¢ - /(.t0) soni uchun shinday 5 > 0 soni topilib, Jr—to] < J
boiganida |/(t) —f(x0)] < £ tengsizligi bajariladi. Demak, t 0 nuqta-
ning 5-atrofidagi har bir x uchun

/+ = niax{/(.r). 0} =

/IOK) < I(t0)+ £E< /(t0)+ c- /(t0) = c.

Shuning uchun To nuqgtaning 5-atrofidagi barcha T nuqtalar
/ _1((—o0;c)) to'plamiga tegishli boiadi. Demak, /~:((—o0;c)) ochiq
to'plam boiadi.

2.2.5. Agar / : X —)X funksiya uzluksiz boisa, u holda /
oichovli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Har bir ¢ 6 M uchun

{T€A:/(t) <c}

to'plami oichovli ekanligini ko'rsataniiz. 2.2.4-misoldan bu to'plamning
ochiq ekanligi kelib chigadi. Bundan bu to'plam oichovli va/ funksiyasi
oichovli boiadi.

2.2.6. f :Q —>X o‘lchovli funksiya va z = (p(y) funksiya X
da uzluksiz bo‘lsa, n holda z = (p(f(x)) funksiya N da o ‘Ichovli
ekanligini isbotlang.

Yechimi. 2.2.4-misolga binoan n = <f(y) uzluksizligidan, ixti-
yoriy hagiqiy ¢ soni uchun (™ _1((—o0, c)) to'plami >X da ochiq to'plam
boiadi. > da ochig to'plam esa sanoglicha intervallarning birlashmasi
ko'rinishda boiadi, ya'ni

N 1((-00;c)) = U(a,,A)).
K

U holda tp(f) murakkab funksiyasi uchun

{T €N :<>>t) <ct= I\ (akli¥) =



O'ldiovli l'uuksivnlar

= [jlr €>:0,</(r) < M

=U ({=rreoO:/(r) <fa}\Hi-€° /M >

o'rinli. Bundan
{ir G fi : f{x) < fa}, {i;Gfi:f(x) > ak}

to‘plainlarining odchovliligini va fi to'plamida f(x) funksiyasining
o‘lcho\iiligini hisobga olsak, har bir ¢ G E uchun {.r G fi :ip(f(x)) < c}
to‘plamining o‘Ichovli ekauligiga ega bodamiz. Demak, ¢ = ip(f(x))
funksiyasi fi da odchovli.

2.2.7. (fi,£,/j) o'‘lchovli fazo va f, g : fi — M funksiyalari
o‘lchovli bo‘sin. U holda

/090
In(l + \g)\)

funksiyasining o ‘Ichovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. 2.2.2 va 2.2.3-inisollardan 1 + |.g1)] odchovli funksiya,

u holda 2.2.6-misoldan In(l + J.g®l) odchovli bodadi. jn~ ~ r)])

funksiyasi esa 2.2.2-misolga binoan odchovli.
2.2.8. Quyidagicha aniqlangan Dirixle funksiyasining
o‘lchovli ekanligini ko‘rsating.

1, agar XG

fix) = 0, agar x G I.

Yechimi. Ixtiyoriy ¢ G E uchun

), agar ¢ < 0,
/_1((—oc,c)) = { U agar0<c< 1,
agarc > 1

munosabatdan / funksiyasining o'chovli ekauligiga ega bodamiz.

2.2.9. Agar {f,(x)} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi
o‘lchovli to‘plamda f(x) funksiyasiga deyarli yaqinlashsa, n
holda f(x) funksiyasi ham o‘lchovli ekanligini isbotlang.

Yechimi. fn{x) —f(x) ni ganoatlantirmaydigan nuqgtalar odchovi
nol ekanligidan, bu to‘plamni bo‘sh deb garashiiniz mumkin. Dastlab

{x :fix) <c}=@QA[J U Ix: <c-~ - t24)
A nnpn N J

fi
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tengligi o'rinli ekanligini ko'rsatamiz.

Avtaylik. mnuqgtasi (2.4) tenglikning chap toimmiga tegishli bo'lsin.
ya ni f(x) < r. U holda shunday k G N mavjud bo’lib. /(.r) < ¢ —2/A"
Endi f,,(x) —/(.!"") (bin shunday n G N mavjud bo'lib, barcha m > n
uchun

fn,H < f-

Bu esa x ning (2.4) tenglikning o’ng tomoniga tegishli ekanligini ang-
latadi.

Aksincha, .7 nugta (2.4) tenglikning o'ng tomoniga tegishli bodsin.
U holda shunday k G N mavjud bo'lib, yetarlicha katta m larda

fmx) <c- i

bajariladi. Bundan f(x) < c. ya'ni x nuqtasi (2.4) ning chap tomoniga
tegishli.

Endi (2.4) ning chap tomonidagi to'plamning o'lchovli ekanligidan,
f funksiyaning o'lchovli ekanligi kelib chigadi.

2.2.10. (Yegorov teoremasi). E chekli o‘lchovli to‘p-
lam, {fr,(x)} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E da f(x)
funksiyaga deyarli yaginlashadi. U holda, ixtiyoriy 5> 0 soni
uchun Es C E o‘lchovli to‘plam mavjud bo‘lib,

1) fi(E\Es) <6-

2) Es to‘plamda, {/n(")} ketma-ketlik f(x) funksiyaga tekis
yaginlashadi.

Yechimi. 2.2.9-misolga ko'ra /(:r) o'lchovli funksiyadir. Har bir
n, m G N uchun

W' = DHD{x:\Mx)-Kx)\N<=x}
i>n
e"l= n k
n>i

bo'lsin. Ravshanki,
E[NnC E™ C eeeC E™ C eee,

2.1.7-misolga asosan, har bir m va har bir S > 0 uchun r20(m) nomeri
topilib,
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Endi T
E. =T
in—1
to'plami uchun 1). 2) shartlar bajarilishini koi'satamiz.
Avval ii(E\E') = 0 ekanligini tekshiraylik. jg 6 EXE mboisin. U
holda yetarlicha katta i lar uchun

| - -"0)l J—
l/<bl /(-"0)! > ot

ya'ni bu nuqgtada f,,{x) ketma-ketlik f(x) ga yaqginlashmaydi. {/,(®)}
ketma-ketlik E da f(x) funksiyaga deyarli yaginlashganligiclan, y{E \
E"") = 0. Bundan

ME\XK m)*“ I"(Em\Kwbl)) < |r-

Demak,

H(E\E,) = M(E \ f] =@ (Q £\ <

<E>(E\u:,,i)<Ej;=t

ya'ni fi(E\Es) < &

Endi Es to‘plamda {/,,(.x)} ketma-ketlik /(x) funksiyaga tekis yagin-
lashishini koisatamiz. ® G Eg boisin. U holda har bir m uchun
i > no(m) boiganda,

Fipg - fOOl < —,
m

bu tekis yaginlashishni anglatadi.

2.2.11. (Lebeg teoremasi). E chekli o‘lchovli to‘plam.
Agar {/,,(ad} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E da f(x)
funksiyaga deyarli yaginlashsa, n holda bu ketma-ketlik f(x)
ga o‘lchov bo‘yicha ham yaqinlashadi.

Yechimi. Aytaylik,

A={xGE:fn(x) -* f(x)}
va E = A \B boisin. U holda {fn(x)} ketma-ketlik E da f(x)

funksiyaga deyarli yaginlashgani uchun p(B) = 0. Har bir £ > 0 soni
uchun o o

Rn(s) = 1J E{\fk- /1 >¢), M = f] [O,()

k=n =
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deylik.

M C B ekanligini ko'rsatamiz. x ~ B bo'lsin. U holda x 6 J1. ya.'ni
/,(.r) —/(.r). Bundan yetarlicha katta k lar uchun |.A(r) - /(") < f-
ya'ni ir ™ -R,,(s), va bundan .r ™ JV.

Demak,

M = ﬁs 5 C B.
1=
Bundan y(M) = 0. Endi

i?i(s) D R2{e) D me~
dan
j!Li_r_]aDp{Rn(e)) = /O0ANT = 0.
Demak,
nIl[(r)10/,£l,£(|/n- 1 >¢e)) =0,

ya'ni /,.(a) ketma-ketlik /(x) ga o‘lchov bo‘yicha yaqginlashadi.
2.2.12. Har bir nfH uchun

f,(x) = e-"1-"l, x e R

bo‘lsin. {fn(x)} funksional ketma-ketligi nol funksiyasiga de-
yarli yaqinlashuvchi bo‘lib, o‘lchov bo‘yicha yaginlashuvchi
emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Har bir x e R uchun

Iig fn{x) = li =0
bo'lganligidan, /,, 0.
Endi 0 < e < 1 bo'lsin. U holda
{xeK: KFn(x) - o] > £} = {xew-. > s} =
={xeR: <s"l} = {Xx<€R:WX—mMN\< Ins"L} =

={xeR:n+INfE<x<n- Inr} = (n+ Inr;n—his),

ya'ni
{igl: F.,{x) —0]>r} = (n+ Ins;n—Ins).

Bundan

p{x e R:|/L,X))] >s} =[n- his] - [n+ his] = -21ns.
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Demak.
lim fi{x G R : \f,{{\ > = 21nr ¢ 0.

Bundan /,, — 0 o'rinli emas.
2.2.13. fn:R —R funksiya

fn(x) = cosn7x, x G R

kabi aniglangan bo‘lsa, n holda {/«(a)} funksional ketma-
ketlikning nol funksiyasiga deyarli yaginlashishini ko‘rsating.
Yechimi. Haqigiy a GR soni uchun

1, agar a = 1,
IO, agar H < 1,
u .
mavjud emas, agar a = —1
ekanligidan,
lim cos"irx = 1, agar X —2K, K G Z,
0, agar x GR \ {Kk : K G Z},

mavjud emas, agar a = 2fc+ 1, KG Z
kelib chigadi. Demak,
{iGR: lim cosnirx ¢ 0} = Z.

Z sanogli to‘plam ekanligidan, uning Lebeg oichovi nolga teng. Bun-
dan {fn{x)} funksional ketma-ketlikning nol funksiyasiga deyarli yagin-
lashishadi.

2.2.14. fn:R —R, n G N funksiyasi

()

formula bilan aniglangan bo‘lsa, {/,,} ketma-ketligi nol
funksiyaga o‘lchov bo'yicha yaginlashishini ko‘rsating.
Yechimi. Ta'rif bo‘yicha Ve > 0 uchun

Ij[n Uu{x GR :\INX\ > e}) = 0 (2.5)

ekanligini ko'rsatish yetarli.
0 < e < 1 boisin.

An(e) = {x GR : \X("™+i)(x)\> £}

to‘plamni aniglaymiz. Bu to‘plam An(e) = (y/n, \Jn+ 1) ga teng. Bun-
dan
fi1 (An(e)) = vn+ 1) = v/n+ 1 - \fn
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Endi n —oc da

V» + 1+ v/l

ekanligidan. 7/.i(A,(s)) —0.

2.2.15. Quyidagi f : » —r funksiyasining o‘lchovli ekan-
ligini ko‘rsating.

Cos /U

Iw =E -

Yechimi. Dastlab cosnx va nJ+ [x]4 funksiyalari M da uzluk-
siz ekanligini aytib o'taylik. Bu funksiyalarning uzluksizligidan 2.2.5-
misolga koia ularning oichovli ekanligi kelib chigadi. 2.2.2-inisoldan
oichovli funksiyalarning nisbati oichovli ekanligidan,

€0S Nx

funksional ketma -ketlikning har bir hadi oichovli. Quyidagi baholash-
larni koiib o‘taylik:

|cosnx] < 1, <¥Ynd + [x]4 < = n43.
Endi

00

n=1

sonli gqatori yaginlashuvchi ekanligidan,
Ex b nX
t Vi+ M4

gatorining tekis yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigadi. 2.2.9-misoldan
oichovli funksiyalar ketma-ketligining limit funksiyasi ham oichovli
boiishidan /(x) funksiyasi oichovli boiadi.

2.2.16.

/(x,y) = signcosTr(x2+ yl), (x.y) £ R2

funksiyasi M2 da o‘lchovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. signx funksiyasi taiifiga ko'ra

1, agar X > 0,
signx = { 0. agar x = 0,
—1. agar x < O.



Demak. 47///M1>sT7/(.r' 4-41) oddiy fimksiyn bo'iib. u 1.0. —J giyiuat !ai ui

inos ravishda quyidagi to'plamlarda gaiml giladi:
cos 77(x if) >0. cosn(x 4a)--0. cosx(x 1 ()<0O.

Demak. funksiya 1 giyniatni

0 giyniatni

*,Y)€R2: . r2+r = Al"Nj

Y

-1 giyniatni esa

to'plamlaricla gabul gilar ckan.

4], A-1 to'plamlari sanogli sondagi ochiqg xalqalarniiig birlashmasi
ko'rinishdagi ochici to'plam bo'lganligidan. o'Ichovli bo'ladi. Har bir
K= 0,1,... uchun

yopiq va u sanogli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi sifatida
o'lchovli bo'ladi. Uzluksiz funksiyaning ta'rifidan giymatlarini o'lchovli
-4i, 1o va .4, to'plamlarida gabul giluvchi f(x.g) o'lchovli bo'ladi.

2.2.17. { } va {a,(x)} ketma-ketliklari 0. to‘piarnda
o‘lchov bo'yicha f(x) va g(x) fariksiyalariga yaqinlashsin. U
holda lim (f,{x) + (j.{x)) = f(x)+g(x) boHishini isbotlang.

Yechimi. O'lchovli fuiiksiyalarniiig o'lchov bo'yieha yaginlashishi-
ning ta'rifiga muvofiq ixtiyoriy £ > 0 uchun

ﬁlim I{x Gfi: |/,(X) + g,(X) - f(X) - g\ >s} =0

ekanligini ko'rsatish zarur.
Quyidagi belgilashlarni Kiritaylik:

An(f'E) = {x Gfi : [, (X) —/(X)] > £}.
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Ag. ) ={r€n:/an - GO) I> -}

A, (f +g.8) ={rGn:y|L,r)+ <,(n- /(m) - fi(r)]> e}.
A.{j +4ae C 4, -j U4, -]

ekanligini koisatamiz. x £ A, (f + g.s) bo‘lsin. U holda
\fAX) +9.{x) - f(x) - y¥] > £

Endi

I/h0z) + gn(x) - f(x) - gl < 146r) - OO\ + \n(x) - g(x)\

tengsizligidan

fn(x) - FOOI + grix) - g\ > s.

Bundan
\fn- /I > ", Bn-~ 9\> ~

tengsizliklardan kamida bittasi o‘rinlidir, ya'ni

XGCAT £ 5y uAn (~ 2) m

Endi /,(k) /(z) van,(a) g(x) boigani uchunp (An(/,, 8)) ->
Ovaln(A, (5,,8)) -> 0. Bundan p(An(f + g,e)) —0 ya'ni

In(*) + 9n(x) 1(2) + 5(2).

2.2.18. Yegorov teoremasini
fn(x)=xn, X £ [0 1]

funksional ketma-ketligiga qo‘llang. {l«(x)} ketma-ketligi
f(x) = 0 funksiyasiga tekis yaqginlashadigan [0,1] segmentning
toHdiruvchisi nol o‘lchovli to‘plami mavjud emasligini isbot-
lang.

Yechimi. Ixtiyoriy 0 < 8 < 1soni uchun As = [0,1 —|] ni olamiz.
U holda

a(As) =1- *>p(A)-6=1-5

5\1
(? —-1 =0.
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Encli {/,,(x)} ketma-ketligi C/1 da /(.;*) = 0 funksiyaga tekis yagin-
lashadigan A C [0,1] nol oichovli to'plamning mavjud omasligini isbot-
laymiz.

Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni shunday .4 to'plami mavjud boisin. U
holda yetarlicha kichik 6 > 0 uchun CAn[l —6,1] kesishmasi bo‘sh emas.
aks holda /t(CA) d 1 Shuning uchun C 4 to'plamining nuqtalaridan
tuzilgan va lim x*; = 1 boiadigan {x*.} ketma-ketligi mavjud. {xa:}
ketma—ketlig? ECA to‘plamda /(.r) = 0 ga tekis yaginlashishidan har
bir s > 0 uchun shunday n£ topiladiki, barcha n > n€Eva x £ CA
uchun x" < £ Bundan {x*.} ketma-ketligi uchun £ < 1 deb olsak, u
holda ixtiyoriy K £ N va n > ne sonlari uchun xjj' < £ tengsizligi oiinli
boiadi. Oxirgi tengsizlikda k —00 deb olsak, u holda 1 < £boiadi. Bu
esa £ < 1 ga zid. Hosil boigan ziddiyatdan ketma-ketligi C A
da f(x) = 0 funksiyaga tekis yaqinlashadigan A C [0,1] nol oichovli
to‘plam mavjud emas.

2.2.19. Agar f funksiya [a,b oraligda uzluksiz bo‘lsa, n
holda

A={x €[a:/(x) =0}

to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. [a, b]\A to‘plamning ochiq ekanligini ko‘rsatamiz. xq $ A
boisin. Aniglik uchun e = |/(x0) > 0 deylik. / ning uzluksizligidan
shunday 6 > 0 topilib, x e (x0—5,x0+ 6) NM[a b da |/(x) - /(x0)] < e
o'rinlidir. Bundan /(x) > /(x0) —e = 2e - £ > 0. Demak,

(x0- Sx0+ 5 MJ[a b C [a b \A.

Bundan [a, b]\ A to‘plam ochig ekanligi ko‘rinadi.
2.2.20. Agar f va g uzluksiz funksiyalar [a 6] oraligda ek-
vivalent bo‘lsa, n holda bu oraligda f = g ni isbotlang.
Yechimi. / va g uzluksiz funksiyalar boiganligidan, 2.2.9-misolga
ko'‘ra
B={x£ [ab]:(f- g)(x) b0}

to'plami ochiq bo'ladi. / ~ g ekanligidan, B to'plam oichovi nolga
tengdir. Demak, B oichovi nolga teng boigan ochiq to'plam. Bundan
B=0yanif =g

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Quyidagi / : M — M funksiyalar R da oichovli boiishini
ko'rsating.



11. O'lcliovhir nazitrivasi cK'nuu

a 1li i
b) /(.,.) = V G
n--1
2 - 8 misollarda /,, : R — R funksional ketina-ketlikui rleyarli

yaginlashishga tekshiriug.

2. /,(x) = sin" Ta.

/T Isin 77X1
1+n [sintal
4 I»(X) - jorprx(o.il(*)-
5. /,(ar)

3. f{om

6° /"(*) = 1] ~ T~ 1°n](-0.

7. 1,(r) = e"("2XaZ(x).
8- f,{x) = {x" - xm)xumn](x).
9-13 misollarda f,, : Wl — R funksional ketma-ketlikni o'lchov

bo'yieha yaqginlashishga tekshiriug.

9- fn(x) = X(yu.

10. tniyx) 2 \[in, In(I(+1)] @=> )

11. f,(X) = sin" Xx{2,:n.2n(n+iy{x)-
12. f,,(x) = cosx + V™G, (.r).

13. /,(x) = v Xkk+1,(2).

14. R da aniglangan har bir monoton funksiya o'lchovli bo'lishini
isbotlang.

15. (fi, S. p) o'Ichovli fazo bo'lib. {/,(x)} ketma-ketligi fi to'plamda
o'lchov bo'yieha f(x) funksiyasiga vaginlashsin. U holda lim f2(x) = 0

77—*0C

ekanligini isbotlang.
16. Agar f.g funksiyalar [a, b} oraliqda uzluksiz bo'lsa, u holda

{xGlab:f(x)=g(x}

to'plamning yopiq ekanligini ko'rsating.
17. Agar / funksiya [a. b] oraligda uzluksiz bo'lsa. u holda ixtiyoriy
¢ soni uchun
{X G[a b]:/(x) = c]

to'plamning yopiq ekanligini ko'rsating.
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18. Agar /' funksiya [o. B\ornligda uzluksiz boisa. u holda ixtiyoriy
¢ soni iRhun
(MG [ti. B\:f(x) > <}

to'plamning yopiq ekanligini ko'rsating.

2.3. Lebeg integrali

(0, £,/1.) oichovli fazo bo'lsin. E C I chekli oichovli to'plam, bu
to'plamda aniglangan /(:;m) oichovli funksiya uchun

-4<f(x) <B

bo'lsin. [A B} oraligni A = yo < M < ¥i< < ¥, = B bilan boiamiz
va har bir yarim segmentga

Ek= {r GE :yk < f(X) < y~i}, k= 0,n- 1

to'plamlarni mos qo;yamiz. Lebegning quyi va yuqori yigindilari deb
ataluvchi

nl
s = E vitniek
k=0
n-1
s -J2 WN(EK)
i-0

yigindilarni garaymiz. Agar A= max(y<i+i —yk) deb olsak.u holda
0< S—s< Xfi(E). (2.6)

(2.6) tengsizlikda A —0 boiganda {5} va {.s} yigindilar biror songa
intiladi va bu son f(x) funksiyaning E to'plam bo'yicha Lebeg integrali
deyiladi. Lebeg integrali (L) f f(x) d/i(x) kabi belgilanadi.

E

Chekli o'Ichovli E to'plamida cliegaralanmagan f(x) o'lchovli
funksiya uchun Lebeg integrali quyidagicha kiritiladi. Dastlab f(x)
funksiya E to'plamida nomanfiy boisin. Har bir n G N uchun f,(x)
funksiyani quyidagicha aniglavlik:

|l /M. ,garm s n.
[ n, agar /(iv) > n.

U holda har bir fn{x) funksiya E da chegaralangan bo'ladi. Demak,
har bir fix) funksiya E to'plamida integrallanuvchi. Bu ketma-ketlik
kamaynvchi emas, ya'ni har bir n G N uchun

fn{x) < fn+i(x), x G A
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Bu {/,i(-!")} ketma-ketlik uchun

.Illr&J//,,(. >/1(.r)
E
limit chekli boisa u holda nomanfiy /(.r) funksiya integrallanuvchi de-
yiladi.

Endi chekli oichovli E to'plamda ixtiyoriy chegaralanmagan
oichovli /(x) funksiyani olaylik. Bu funksiyani misbat va manfiy
[/ = [+ + /- gismlarga ajratamiz. f(x) funksiyaning Lebeg integralini
guyidagicha aniglaymiz:

\] f(x)dn(x) :\] f+(x)dfi(x) + \] f,,(x)dfj,(x).

E E E

f funksiyaning (a, b) oraligdagi tebranishi deb

Lu@ b) = sup /(x) — inf f(x)

n<x<b a<x<b

soniga aytiladi. / funksiyaning x nuqgtadagi tebranishi deb,
ui(x) = sup{w(a, b) :a< x < b}

soniga aytiladi. Ta'rifdan bevosita ko‘rinadiki, / funksiyaning x nug-
tada uzluksizligi w(x) = 0 ga teng kuchlidir.

Masalalar

2.3.1. /(x) chegaralangan o‘lchovli funksiya E o‘lchovli
to‘plamda a < /(x) < b tengsizlikni ganoatlantirsa, n holda

au(g) < \] f(x)dfi < bfi(E)
E
o‘rinlidir.
Yechimi. Ixtiyoriy e > 0 sonini olib A = a —e, B = b- s deylik.
U holda A < f(x) < B. Bundan Lebeg yigindilarini [A, B] oraligni
boiaklab yozishimiz mumkin:

n—1 71—1 n—1

A7y (E K) < EYK"EK).

k=0 fc=0 k=0



l12.3. Lebeg integrali 1

n 1
Bunda f.i(E) = ~2 (i{EK) ni hisobga olsak, n holda

A=D

AZI{E) < I(ELm) < WI'(bY).
A—O

Bu tengsizlik ixtiyoriy bo'laklaslida o'rinli ekanligidan,

(a- sM-E3 < j f(x) dn < (b+ s)n(E).
E

£ soni ixtiyoriyligidan

ay(E) < J f (x) /i < bfi(E).
E

2.3.2. E o‘lchovli to‘plamda f(x) = c¢ bo‘lsa, n holda

f f(x) dp = cp(E) o‘rinlidir.
E
Yechimi. E to‘plamda ¢ < f(x) < c boiganligidan, 2.3.1-misolga

koi'a
cp(E) < \] f(x) dp < cp(E),
E

ya'ni f f(x)dx = cfi(E).
E
2.3.3. f(x) o ‘Ichovli funksiya E o‘lchovli to‘plamda f(x) > 0

tengsizlikni ganoatlantirsa, un holda ff(x)dp > 0 o‘rinlidir.

E
Yechimi. E to‘plamda f(x) > 0 boiganligidan, 2.3.1-misolga ko'ra

f(x)dp > Op(E),

ya'ni f f(x) dp > 0.
E
2.3.4. Agar Ei £ S, EiNMEj] @0, i @j. E = (JE, bo'lsa, un

holda
j f(x)dp = 23 j f(x)dp- (2-7)
E h E
Yechimi. Avvalo ikkita qo'sliilnvchi boigan holni garaylik, ya'ni

E = E'UE". 1/o,rp,.... ¥, boiaklash nuqgtalari boisin. Har bir Kk =
0, n —1 uchun

Ek= {x £ E : yh< f(Xx) < %],



Il. O'lrhovhir uazarivasi clr-mmf lari
E[ ={./m£ E' :/A < /(./*) < H, .{}.
E'l= {r£E": /< f(r)<,,,}

.deylik. Ravslianki. Ek= E[. U E". E[. 1 E" - 0. Bundan

- 1 1 [}
Y'ni'iE a) = + ANe /(N)-
A0 AU A

Bunda A —0 desak, u holda

Jfix)dp=J fix)dt+ ¥y fix) dp.

E E' E"

Induksiya bo'yicha (2.7) tenglik chekli qo'shiluvchi uchun ham o'rinli
ekanligi kelib chigadi.
[e/e]

oc
Endi E = [J EK holni garaylik. Har birn £ N uchun Rn= (J Ek
k=1 fc=/1+1
(o)
deylik. u{E) = 1T p(EK dan
A—1

k=n-t-1

munosabatiga ega boiamiz. (2.7) tenglik chekli qo'shiluvehi uchun ham
o'rinli ekanligidan,

J f(x)dp~Y J fix)dr+ J fix) dp.
E h~1Ek R,
2.3.1-misoldan
AViR,) < J fix) dp < B~(Rn).
R,

(2.8) ni hisobga olsak, u holda n —oc da

J fix)dp-s 0.
R,

Bundan (2.7) tenglik kelib chigadi.

2.3.5. Agar niE) = 0 bo‘lsa, u holda f fix) df= 0 ekanligini

E
ko ‘rsating.



Lobog inu-"rali

Yechimi. Har bir ho’'lakinsh to'plami Ef, = {mt E : # < f(x)
iA, 1} uclmn E, C E bo'lganligidan. A(Ei,) —O0 bo'ladi. Bundan

j /cOdfi=lim£//(&,) = 0.
0

2.3.6. Agar f ~ 9 bo‘lsa, v holda j /(.r) e///(x) =

J 9(x) #/4r)
A f

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. E\ = {x £ E : f(x) ¢ g{x)} bo'lsin. U holda /7 ~ ¢
bo'lganligidan,
//(E}) =0

f(x) = g(x), x £ E \Ei
o‘rinlidir. 2.3.5-misoldan f f(x)dp(x) = J g(x) dfj(x) = 0. Buxrdan
Ex Ex'
I f(x)dp(x)= \] f{x)dp(x) +J f(x)dn(x) =
E B\E\ £l

= \] g(x)dn(x) +J g{x)dfi(x.) = J g(x)dp{x).
E\E, B E

2.3.7. Agar f funksiya [ab\ oraligda Riman ma’nosida
integrallanuvchi bo‘lsa, wn holda uning uzulish nuqtalari
to‘plami D nol o‘lchoviga ega.

Yechimi. / funksiya [a, b] oraligda Riman ma’nosida integrallanuv-
chi bo'lganligidan, u chegaralangandir. Har bir kK £ N uchun

Dk= {ir £ [a 6 : lux) > -j-}

deylik. U holda
A C DOC *meC At C oo,

D = [J fl]. bu 7/ ning uzulish nugtalari to'plamidir. Ixtiyoriy ¢ > O
k>1
sonini olamiz. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
A= X0< X!<eem< X, = Db

nuqtalarni olaylik:

rrii = inf  f{x), Mi = su f(x),
- <r<r, Ti.i<T<Xi
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Darbu yig'indilari

n-1 /71
6= 23 +1 - 5 =23 M Kwm - JV).
fa> A0

S. s<ec¢.

F={r€0n—1:K, —m, > 1/A} boisin. U holda

A-C (J O .
jeF
bundan
m(a )< 23 ~
jeF
Endi
n1
S~S=23(M - T<)(M1 - X9~
(=0

> 23 (N ~ TO(-r<tl- ) > 23 ~NT'+1“ :r}) - TrMAO-
j'F jeF
S —s < s dan fi(Dk) < sk. £ ning ixtiyoriyligidan, ,u(At) = 0 kelib
chigadi. U holda fi(D) < l:(1 I*{Dk) = 0, ya'ni n(D) = O.
>i
2.3.8. Agar f funksiya [a, b oraligda Riman ma’nosida in-
tegrallanuvchi bo‘lsa, n holda f funksiya [a,b] oraligda Lebeg

ma’nosida ham integrallanuvchi bo‘ladi va

Yechimi. / funksiya [a, b oraligda Riman ma’'nosida integrallanuv-
chi boiganligidan, u chegaralangandir va uzulish nuqtalari to‘plami D
uchun, 2.3.7-misolga ko'ra n(D) = 0. Nol oichovli tolplamda ixtiyoriy
funksiya oichovli ekanligidan, /7 ning E = [4, b}\D to'‘plamda oichovli
ekanligini koisatamiz.

¢ £ M sonini olamiz. x £ E(f > r), va'ni f(x) > c boisin. £x =
c - f(x) deylik. E to'plamda / uzluksizligiclan shunday S > 0 topilib,
X" £ E,A\Xx —X\ < BXuchun |/(r) —f(x")] < £x oi'inlidir. Bundan
f{x') < /'¢r) + §. = ¢, ya'ni f(x') < c

G=1> _ x +<e>m): X e E(f > c)}



ochiq to'plamdir. Demak. oichovli va bundan E C\G o'Ichovlidir.

E{f > <) = E N G ekanligini ko'rsatamiz. Hagigatan, ,r G E (f > <
bo'lsa. u liolda .r 6 iT va /(/®) > c. Bundan ,r G (r —/1,..r -f sr) C G.
ya'ni vG £ MO. Aksincha. x G £ fl G boisin. U holda #G E va biror
/i G E(f > ¢) uchun r G (to— + (b)- Bundan f(.r) > c. yaiii

G £'(/ > c). Demak. E(f > c) oichovli to'plam. / chegaralangan va
oichovli ekanligidan. u Lebeg maiiosida integrallanuvchidir.

Endi integrallarning tengligini ko'rsatamiz. [u,l5 oraligni [r, -1 A/
oraliglarga boiamiz va liar bir oraligda 2.3.1-mi.solga asosan. Lebeg
integralini baholaymiz:

1
Barcha i lar bo'yicha yigiridi olsak, u holda

h

A = max A; —0da sva S Darbu yig'indilari Riman integraliga intiladi.

Demak,
h h

2.3.9. / to‘g‘ri chizigdagi Lebeg o‘lchovi bo‘lsin. Q ra-
tsional sonlar to‘plami bo‘lsa, n holda

f \q{.rndii{x)

integralni hisoblang.
Yechimi. Lebeg integrali additivligidan.
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2..4.10. Agar /1A - (-1 wva 1 - 22) bo4sa, n holda

Jofir) ). j sy wrrom VN <ttnm. 5 e snn

] i " n
iritegiallami hisoblang.

Yechimi. [—3.2) oraligni

»32) ®[3-2U[2-—1DU[LOun).DUL2 = [Jywe 1
A- 4

ko'rinishda yozsak. u holda har bir #G [/;. A+ 1), K G —3, 1 uchun

/N = (-1)*-
ya’'ni
|
/(.T)= £ (-1)S :,,rh(.)
A -
ko'rinishdagi oclcliy funksiya ekanligi ko'rinadi. Lebeg integrali
ta'rifidan.

i i
/ /m)dn(r) = J2(-1fr(\k.k + 1))= ~ (_1/p +1)-fc] =
: -3

=5ZC1)*»=-n-i-i +i-1i=-i,
A--s
ya'ni /f(x)dft(x) = —1
4
/, i |
jONfOON\d[i(x) = £ (—I/V (M- +1))= £ 1=5
A A i fe——3

ya'ni 7 |A3)///p) = 5. Endi
n

/(D) = 1WxxNNE) » nwm = WE)b «E)

tengliklaridan



2.;». [.(beg inir-grali

| /(<) /) = ~( F /(0] - F(N(FICH\N = A5+ 1) = 3
i 4 "\ !
2.3.11. /(?) funksiya

f/r\= { 2, agar X gE\Q,
[ sin.r, agar x GQ

kabi aniqlangan. Bu funksiya [0,1] segmentida Riman
ma’nosida integrallanuvchimi? Lebeg ma’nosidachi? Agar
integrallanuvchi bo‘lsa uning integralini hisoblang.
Yechimi. Bu funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Ay-
taylik, (4~"b K= 1,n} - [0, 1] segmentning biror boiinmasi boisin.
Agar £k G Axk sonlar ratsional boisa, u holda Darbu yigindisi

n n
23 A&)4r* = 23sin(6)A.rt..
A=l k=1
1
Bu holda Darbu yigindilari f sin(x)dx = —cos 1l — 1 soniga yagin-
o
lashadi.
Endi £k £ A it sonlar irratsional boisa, u holda Darbu yigindisi
1 T
23/7(&)Axk= 23 2~"Axk.
A=1 A=l
1 .
Bu holda Darbu yigindilari f 2sdx m=t—" soniga yaginlashadi.
o] m/
— cosl—1a boiganligidan, f(x) funksiya Riman ma’nosida

integrallanuvchi emas.

Endi A\ orgali [0,1] to'plamida joylashgan barcha irratsional son-
lar to‘plamini, A2 orgali esa shu segmentdagi barcha ratsional sonlar
to‘plamini belgilaymiz, ya'ni A = [0,1] va .4 = At U A2 Ratsional
sonlar to'plami sanogli boiganligidan, uning oichovi O ga teng, ya'ni
//(.42) = 0. U holda funksiyaning Lebeg integrali

1
J f(x)d[i, = J 2xdp. + ] sinxdfi = J 20dx = /112,
4 4 A2 0

Demak, funksiya Lebeg ma’'nosida integrallanuvchi.
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2.3.12. Agar f(x) funksiya

-L. agar Xx GR \Q.

«

(
fn =< v
[ yzrj- a9ar x g Q-

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, f f(x)d/i ni hisoblang, bu yerda

[Qu
)i haqgiqiy sonlar to‘plamidagi Lebeg o ‘Ichovi.
Yechimi. f(x) funksiyasi R da deyarli barcha joyda g(x) = -"=

funksiyasiga ekvivalent. U holda Lebeg iutegralining hossasiga ko'ra
|
J f(x)dp = | g{x)dp, = J -j=dx = 2.
01 01 0
2.3.13. Tengsizlikni isbotlang.

-jE< \ ?,:Ix)dii < 2e2
1-1/]
bu yerda fi haqiqiy sonlar to‘plamidagi Lebeg o ‘Ichovi.

Yechimi. Dastlab R ning deyarli liannna joyida Xr\g{x) = 1 ekan-
ligini aytib o‘taylik. Shuning uchun

—4=< f er+ldp< 2e2
Ve IJ']
-1

tengsizligini isbotlash kifoya.

[—1, 1] oraligida e-1/4 < e'"+r < e2ekanligi ravshan. A = [—1,1]]
to‘plamining oichovi /r(Jl = 1- (—1) = 2 ekanligidan. va 2.3.1-
misoldan

15/ £

1-i.i]
munosabatiga ega boiamiz.
2.3.14. A = (0,1] toplamida f funksiya berilgan bo‘lib, n

1 . . . (—DA . .
e = (Y j: yarrT mtervalida —p-m. kG N giymatini qgabul
gilsin. a ning ganday giymatlarida bu funksiya (0; 1] kesmada
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘ladi?

Yechimi. / funksiya ocldiy funksiya boiib, u sanoqli g/_l)lf KGN

giymatlarini gabul giladi. A, to'plamlari oichovli bo'lgani uchun f(.r)
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funksiyasi liani o'lchovli bo'ladi. Demak,

k—1

gatori yaqginlashuvchi bo'lsa, f(x) funksiyasi A da integrallanuvchi
bo'ladi. Endi

-1¥ 7 v 1
£ ko VW £ ka yk k+1
k=1 *=1

(~nA 1 (- )~

ke k(k+ 1) A~ fc“+i(ic+ 1)

ekanligidan, gator a > —1 bo'lgandagina yaginlashuvchi bo'ladi.
2.3.15. Hisoblang:

rl}l_n;)} nsin—n (1 + xi)~1d4,.

Yechimi. Har bir n GN uchun fn(x) = nsin~(1 +x4) 1funksiyani
qaraylik. Ixtiyoriy i G | uchun

wsin M ol
lim fn{x) = lim = T 4
n—00 Nn—oc 1 X +
Bundan tashgari ixtiyoriy i G | uchun

/"N 1A 4 =3(xY

Nomanfiy g(x) funksiya M da integrallanuvchi. Bundan /, ham R
da Lebeg ma’'nosida integrallanuvchi va

lim /nsin— (1 + x4~1dp = J—— d/m= arct x2"\(D
n—mJ n ¢ )~ 1dp = J T+ g 2

K

2.3.16. Aytaylik, {/.(x)} funksiya A = [0,1] da o ‘lchovli,
nomanfiy, chegaralangan funksiyalar ketma-ketligi uchun
lim f fn(x)d/j, —0 bo‘lsin. U holda A to‘plamida lim fn(x) —»0
n—00~

rc—oo
ekanligi kelib chigadimi?
Yechimi. Umuman aytganda, kelib chigmaydi. Buni quyidagi mi-
soldan ko'rsa bo'ladi.
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Ixtiyoriy natural Il soni yagona ravishda

nN=2d4+ / fo=0.1.2.......()</< 24 1

shaklda yozilishini eslatib o'taylik. Eiuli shunday {/,(.r)} ketina-
ketligini olaylik. ixtiyoriy n = 21+ /uchun

1 agar x G [ottj. tjt] .

.fnuU
nu) 0. agar x erjrim

|
U holda /f,,(x)dx = n —>oc da / ham cheksizlikka intilganidan.
it

i
lim [ f,{x)clx = 0.
f)—oc J
Lekin {/,(->")} ketma-ketligi A = [0,1] to'plamining hech bir nuqtasida

nolga intilmaydi.

2.3.17. / f(x)d.ft Lebeg integralini hisoblang, bunda
(0.1)

ar)=1/ agar X € (0,1) \ Q,
Gr+ 7. agar x G (0,1) N Q.

Yechimi. g(.r) = Ay fmiksiyasini garaymiz. Funksiya aniglanishiga

ko'ra /(.r) ~ fI(j'). U holda

| /(c) d/i = I 77(x) v
(0.1) (0.1)

boiadi. Endi g(x) funk.sivasiuing integralini hisoblaymiz. g(x) funksiya
(0,1) da musbat va chegaralanmagan. g(x) funksiyasi orgali quyidagi

funksiyalarni tuzamiz:

f n agar Ay > n.

va in

F'n agar ()<.r<-~=.
< | y"
A. agar 4= < X 1.



luuksiyaumg iute.Lualiui hi.soblayiniz. ,<(»4,, funksivasi iu. 1

da uzluksiz. Il holda Riniau ma'nosida ijif<sar;1biin!\a]ii:

(L) J [l (A= (H j ndr-rdp j —dr : \7; —1

Ta’'iif bo'yicha

I/ r/(.r) (///(r) = ’I,'!)'(r(Zy/" - 1) = X.
(03
Demak. g(.r) funksiya Lebeg maiioda integrnllaimvchi emas. bundan
esa unga ekvivalent funksiya. f(.r) ham Lebeg ma’noda int.egiallauuvchi
enmsligi kelib chiqgadi.
2.3.18. (O.oc) oraligda f(f) = ¢ funksiyaning Lebeg int.eg-
ralini hisoblang.

Yechimi. n < t < n+ 1 da [/] = n boiganligidan. bu oraligda
f{t) = <I'". Bundan

(0-x)

79
2.3.19. (0, oo) oraligda

Tt 1[F + 2]

funksiyaning Lebeg integralini hisoblang.
Yechimi. n</<// + 1lda

Bundan



Il. Oirliovlar nazaiivasi (,'leiuontlari
\% |
= N (a ~IK" r2) " L

2.3.20. (fl. oc) oraligda

Hn o

funksiyaning Lebeg integralini hisoblang.
Yechimi. n< t< n+ 1da

= -r
ni

Bundan
I+ 1

AoN-E, /A =E / >

DC

(0, 00)

11=0

Mustagqil ish uchun masalalar

1-9 misollarda J f(x) dx Lebeg integralini hisoblang.
E

f /r 4 4r’° a8ar* e 1M[w,1],

(*)= l. agar>xx G 1 M [1, |1,

bunda E = [+, §].

2.
/(1= ( (i+Tp’ «gar-elr,[0,l1],
[ 7x, agar x G Q,
bunda E = [0,1].
3.
1 agar x G111 [0,4],
X

f(T)={ xi2*zx3 8, aSar * G 1n l4'5b
sin(3 + x2), agar i GQ,
bunda E = [0,5].



/(*'m) =
bunda E = [o- 7.
5.
/V) =
bunda E = [o.i].
6.
bunda E =[0,v/3],
7.
/(x) ="

bunda E =10, 2].

Lebeg iiilegrali

.rcos2x, agar /tin [0,

xsiir.r. agar x G O.

—=.
V X
sin x,

agar j 6 10 [0, 1],

agar x G Q,

X, agar x G NN [0, ],

X4
agar x G
agar x G| N Jo, n/3],
agar x GIn [¥3, 2],
COS2X, agar x G

8.
/ M N/ cos”NJIl + tg,” aSar N € 4AM [0,
[ 8x2+ 4, agar x G Q,
bunda E -\ .-
9.
., ._ J xsin2x, agar x G In [0,
1 xcos2x, agar x GQ,
bunda E =10, .
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Metrik fazolar

3.1. Metrik fazolar

Haqiqiy sonlar orasklagi inasola tushunehasini mnumlashtirilish
natijasida. zamonaviy inatematikaning eng muliim tushunchalaridan
biri bo'lgan metrik fazo tushunchasi fransnz mateuiatigi M. Freshe
tomoniclan 1906 yilda kiritilgan. Quyida biz metrik fazolardagi asosiy
tushunchalar bilan tanishamiz.

Ta'rif. A’ to'plamning har Ini .r va y ek'inentlari juftligiga nomanfiy
p(x.y) hagigiy soni mos qo’vilgan boiib. quyidagi sliaitlaini ganoat-
lantiisa. u liohla p funksiyaga metrika deyiladi:

1 p(x.y) =0 X =y (ayniylik aksiomasi):

2 p(x,y) p(y,x) (siminctiiklik aksiomasi):

3 p(x.y) < p{x,z) + p(z,y) (uchbuichak aksiomasi).

(A”. p) .juftligiga metrik fazo deyiladi.

1. Haqiqiy sonlar o'gida X va ¢ sonlar orasidagi niasofani p(x, y) =
' — vyl ko'rinishda aniglasak. u holda p metrika bodadi.

2. n sondagi haqiqgiy sonlarning x = (arj.arj........ tartiblangan

guruhlari to‘plamida metrikani p(x.y) — (xk- yk)2 kabi Kiritish

mumkin. Bu to'plam n-o'lcJwuli arifmetik Evklid fazosi deyiladi va M*"
orgali belgilanadi.

3. @ fazosi. Elementlari haqiqiy sonlarning x = {/m}
ketma-ketliklaridan iborat bo'lib. bu ketma-ketliklarning hadlari

ocC

Yl -ri < dc shartini ganoatlantiruvchi to'plamda metrikani p(x.y) =
A=1

\ (xt ~ fJ ’ ko'rinishda kiritish mumkin. Bu metrik fazo (2 orgali

belgilanadi.

4. [0.b] segmentda aniqlangan barcha haqigiy uzluksiz funksiyalar
to'plamida metrikani

p(f.y) = max KI® - f(O\
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ko'rinishda kiritisli niumkin. 1311 mctrik fazo C'Ui.h|<lcjnli belgilanadi.
5. in fazosi. Hadlari chegaralangan hagigiy stmbu iiinu, cheksiz
A= } kefma-ketliklari to'plamida niasofani

p(x. 1) = sup Im - (/i

ko'rmislida kiritsak. u holda bu to'plam metrik fazo boiadi. Bu metrik
fazo m orqali belgilanadi.

(A\ p) metrik fazoda biror {.r,} ketma-ketlik berilgan boisin. Agar
ixtiyoriy £ > 0 soni uchun shunday n(s) nomer topilib. n > h(e) teng-
sizligini ganoatlantiruvchi barcha n lar uchun p(x,,,X) < s tengsizligi
o'rinli boisa. u holda {.r,,} ketma-ketligi ,r G A”elementiga yaqginlashuv-
chi deyiladi va I_!i_rl1£x,, = X yoki X,, —>X kabi belgilanadi. x nugta {.r,}
ketma-ketligining limiti deb ataladi.

Agar {x,,} ketma-ketlik limit nuqtaga ega boisa. u holda u yagona
boiadi. Hagiqat.au, agar lim x,, = x va lim x,, = X' boisa. u holda

lI—0 n—m

p{x,x) < p{x.x,) + p(X,,.x").

Bu tengsizlikning oiig tomoni n —» cto da nolga intiladi. Bundan
p(x, x') = 0.ya'ni A= X.

Ta'rif. X met,rik fazoda {j-,,} ketma-ketligi berilgan boisin. Agar
V£ > 0 son uchun n(s) nonicr topilib. n. rn > n(s) tcngsizliklarini
ganoatlantiruvchi barcha n. m natural sonlari uchun p(x,,.x,n) < £
tengsizligi o'rinli boisa. w liohla ketma-ketlik fundamental deb
ataladi.

Ta'rif. Agar mctrik fazoning ixtiyoriy fundamental ketma-ketligi
shu fazoga tegishli liinitga ega bo/.ua. n holda wn toia mctrik fazo deb
ataladi.

Yuqorida keltirilgan haqiqiy sonlar to'plami. Evklid fazosi toia
mctrik fazoga misol boiadi. Ratsional sonlar to'plami esa. toia (‘mas
metrik fazoga misol boiadi. Hagiqatan. /4, = (1 -)" boiganda.
ketma-ketlik fundamental, amnio uning limiti irratsional ¢ soniga tong.

(X.pi) va 0 ./ > metrik lazolar boisin. A va]' fazolar orasida o'zaro
bir giymatli / : V — ) moslik o'rnatilgan boiib, ixtiyoriy x\.x-> t A’
elementlari uchun p\(x\ ) - p>(f(-I'i).f(x-,)) tengligi o'rinli boisa, u
holda bu metrik fazolar o’zaro izomi trik deb ataladi.

(A-,p\) va (V.pi) metrik lazolar berilganda. A' va Y fazolar orasida
yaginlashuvchilikni saglaydigan o'zaro bir giymatli /7 : A — Y moslik
o'rnatilgan boisa (va ni p\(x.,.a) — (j dan Pi(f(xn). f{a)) — (I kelib
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cliigsa va aksimiia). u holda bu liietrik fazolar o'zaro yonteomorf deyi-
ladi.

A’ fazoda p\ va p> uietrikalar berilgan bo-Isin. Agar A’ fazoda. ketina-
ketlikniug p\ metrika bo'yicha yagqiiilashishidan p2 metrika bo'yicha
yaginlashisixi va aksincha po metrika bo'yicha yaginlashishidan p\
metrika bo'yicha yaginlashishi kelib chigsa, u holda bu metrikalar o'zaro
ekvivalent deb ataladi.

A" metrik fazoda markazi a nugtacla. racliusi r > 0 boigan B(a.r)
ochiqg sliar deb, p(a,x) < r shartni ganoatlantiruvchi barcha x G X
elementlar to‘plamiga aytiladi. B[a. r] yopiq shar p(a, X) < r tengsizligi
yordainida aniglanadi. a nugtaning s-atrofi del) B(a, s) ochiq sharga
aytamiz.

X metrik fazoning biror E qgism to'plami berilgan boisin. Agar
xq G X nugqtaning ixtiyoriy atrofida E to'plamning kamida bir elementi
mavjud boisa, u holda Xgnuqta E to'plamning urinish nuqtasi deb ata-
ladi. E to'plamning barcha urinish nuqtalari to'plami E ning yopilmasi
deb ataladi va [£] ko'rinishda belgilanadi.

6. Sonlar o'gida (n.b) intervalning yopilmasi [a, b segmentdan ibo-

7. Ratsional sonlar to'plami Q uchun [Q] = R boiadi.

Agar xg E X nugta o'zining biror atrofi bilan butunlay E to'plamga
tegishli boisa, u holda bu nuqta E ning ichki nugtasi deb ata-
ladi. E to'plamning barcha ichki nugqtalari to'plamning ichi deb ata-
ladi va int(£’) ko'rinishda belgilanadi. Quyidagi munosabat o'rinlidir:
int(E) C E ¢ [E]

Agar xO0 g X nugtaning ixtiyoriy atrofida o'zidan boshga E
to'plamning kamida bitta elementi mavjud boisa, u holda bu nuqta
E ning limit nuqgtasi deb ataladi. E to'plamning barcha limit nuqtalari
uning hosila to'plami deyiladi va E' orqgali belgilanadi. E' ning hosila
to'plamini E" orqali belgilaymiz. Shunday qilib, E to'plamning yuqori
tartibli hosila to'plamlari aniqlanadi. (n-tartibli hosila to'plami E ("
ko'rinishda belgilanadi).

Xg G E nugtaning o'zidan tashqgari E to'plamning birorta ham
elementi boimagan atrofi mavjud boisa, u holda bu nugta E ning
yakkalangan nugtasi deb ataladi.

Agar xO0 G X nugtaning ixtiyoriy atrofida E to'plamga tegishli
boigan ham, tegishli boimagan ham nuqtalar mavjud boisa, u holda
bu nuqta E to'plamning chegaraviy nuqtasi deb ataladi. E to'plamning
barcha chegaraviy nuqtalari to'plami uning chegarasi deb ataladi va dE
ko'rinishda belgilanadi.
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Ta’'rif. Aguv E =\E\ tengligi o'rinli ha'lsa. n liolda E yopiq to'plniu
dcyihnli.

Agar to'plam yopiq boisa va yakkalangan nuqgtaga ega boimasa. u
liolda u mukammul deb ataladi.

Taiif. Agar E = int(E) bo'lsa. nholda E ochiqg to'phuu dcyihidi.

Ochiq to'plamlarning quyidagi ayriin asosiy xossalarini keltiraniiz:

1) chekli sondagi ochiq to'plamlarning kcsishmasi ochiq to'plam
bo'ladi:

2) ixtiyoriy sondagi ochiq to'planilarning birlashmasi ochiq to'plam
boiadi.

Yopiq va ochiq to'plamlar orasida quyidagi bog'lanishlar mavjud:

1) ixtiyoriy ochiq to'plamning toiiqtiruvchisi yopiq to'plam bo'ladi:

2) ixtiyoriy yopiq to'plamning toiigtiruvchisi ochiq to'plam boiadi.

Agar E C X to'plamning har ganday nugqtasining ixtiyoriy atrofida
A to'plamga tegishli nugta topilsa, u holda E to'plami A to'plamda
zich deb ataladi, ya'ni E to'plam A to'plamda zich boiishi uchun A C
[E] boiishi kerak. Agar [E] = X bo'lsa, u holda E hamma yerda
zich deyiladi. Agar fazoning hamma yerda zich sanoqli gism to'plami
mavjud boisa, u holda bu fazo separabel deb ataladi.

Agar X fazodagi ixtiyoriy ochiq shar E C X to'plamga tegishli
birorta ham elementi boimagan boshga bir ochiqg sharni o'z ichiga
oladigan bo'lsa, u holda E to'plam hech. bir yerda zich emas deb ata-
ladi. E to'plamning hech bir yerda zich emasligi int[E] = 0 tengli-
gini anglatadi. Agar E to'plami sanoglicha hech bir yerda zich emas
to'plamlarning birlaslnnasida yotsa, u holda bu to'plam birinchi ka-
tegoriyali to'plam deyiladi, ya'ni E C (Ii] -~m iiit[E,] = 0. Birinchi

kategoriyali boimagan to'plamga ikkinchi kat.ajoriya.li to'plam deyi-
ladi. Ixtiyoriy bo'sh boimagan ochiq to'plamostisi ikkinchi kategoriyali
to'plam boigan metrik fazoga Ber fazosi deyiladi.

Masalalar
3.1.1. Elementlari K»l < °° ganoatlantiruv-
]

chi hagigiy sonlarning x = {®,} hetma-ketliklaridan iborat
to‘plamda masofani

bl



ko'rinishda kiritsak, metrika aksiomalarining o'rinli
bo ‘lishini tekshiring.

Yechimi. 1) p{x.y) E \X,- /j al) <x, —/H#, = 0(« =
n-1

1.2....)<> A= (/

X

X
2) /' 2/) = E I*» ~U\= E Ly, - = />{y.x\
ne1 n 1
X X a
3) p(1,y) — |.T. If, | — it it "o o™ YU VY s+
#— - D- \
3C
+ E I-» - I\ = P(x, C) + .
5 ) y)

Demak, metrikaning uch aksiomasi ham o'rinli. Bu metrik fazo /]
orqali belgilanadi.

3.1.2. Elementlari x = ({x,,} ixtiyoriy cheksiz ketma-
ketliklardan iborat boYpgan to‘plamda metrikani

_ 1 K, ynl
p(x,y) = £ on 1
n + Ix, - ynl

ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.

Yechimi. E WT3rn— —i flator yaqginlashuvchi, chunki n ning

ixtiyoriy giymatida
1 [x, - YnlI J_
2" 1+ jxn- y\< 2"
tengsizligi o'rinli.
Uchburchak aksiomasini tekshirishdan avval, bir yordamchi tengsiz-
likni isbotlaymiz. Nomanfiy sonlar to'plamida aniglangan

/ W ~ , (/0 - (TT7F >0'v,>0)

funksiya monoton o'suvchi funksiya bo'lgani uchun, a < b bo'lganda
a b
<
I+o0 1+ 6
tengsizligi o'rinli bo'ladi. Bundan ixtiyoriy x = {x,}, y — {Y,,} va
c = {>,} elementlari uchun |x,-y,| < Ix(- 2(|*Irty.,l, (h = 1,2,..)
bo'lganligidan,
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o lmm - I+ 1", - n\

tengsizligiga ega boiamiz. Bn ttuigsizliklarni 7 pa ko'paytirib. barcha
ii lar bo'yicha qo'shsak, uchburchnk tengsizligiga ega boiamiz:

Pie/l) < p{x.=) + p(=-y)-

Bu metrik fazo sorgali belgilanadi.

3.1.3. Agar x va y haqiqgiy sonlar orasida masofani p(.r.y) =
siir(.r—//) ko‘rinishda aniglasak, n holda barcha haqiqiy sonlar
to‘plami metrik fazo bo‘ladimi?

Yechimi. Aniglangan masofa metrikaning birinchi shartini gqanoat-
lantirmaydi. Hagiqatan, X & y boiganda sin2(x —y) = 0 bo'lishi
mumkin.

3.1.4. Agar hagigiy sonlar orasida masofani p(x,y) = &—N\
ko‘rinishda aniqglasak, n holda bu oraliq metrika bo‘ladimi?

Yechimi. Metrika boiadi. Hagigatan,

1) P(X,Y) = - A>0; p(X,¥) = \x-y\ =Q x-y =0 X =N

2) p{x,y) = Ir—2A= |—{y- x)I = |- LIZ—x] = \y-x\ = p(y,Xx);

3) p(X.y) = XA = \X-z+z—A < \x-2\ + \z-y\ = p(x,z)+p(z,y).

3.1.5. Agar hagigiy sonlar orasidagi masofani p(x,y) =
\JJX—MW ko‘rinishda aniglasak, u holda bu masofa metrika
bo‘ladimi?

Yechimi. Metrika boiadi.

) p(x,y) = Y\x - \> 0

P(X,y) = ¥Y\Xx- y|=0Q |r- W=0 X-y=04x = N

2) p{x,y) = y\x-y |= ¥y - x| = p(y.x):

3) Ixtiyoriy musbat a va b hagigiy sonlar uchun Va+ b< s/a+ Wb
tengsizligi o'rinli bo'lgani uchun

P{X,y) = VAX - W= VAX- - + 3- W< WV\x- A+ |- - \<

< \JI\x-A+ yN\z- N\ = p{x, z2) + p{z,y).

3.1.6. [a 6 segmentda uzluksiz bo‘lgan barcha funksiyalar
to‘plamida masofani

ko‘rinishda aniglasak, n holda bu masofa metrika bo‘ladimi?
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Yechimi. Metrikaning 1) va 2) aksionialari o'rinli. '!) aksioinaning
o’'rinli ekanligini ko'rsatishda Koslii Bunyakovskiy Unigsizligining in-
tegral shakli deb ataluvchi

) I l
J ru),v)df < (y[1)2dtj {i'it))2dt
« \ 4 4
tengsizlikdan foydalanamiz. Berilgan to’plamda ixtiyoriy 9, ®
funksiyalar uchun
b h

p2(ip,vi) = J (tp(t) - w(t)2dt = I(yU) - /(0 + /(0 - @ ))2dt =
a a

b b b
= JIAO-fit)) 2dt+2 J(ip (t)-f(t)ifit)-il>it))dt+I1{fit)-i’it))2dt.<

0]
< (At)~f(t))2dt+ 2 > (t)-fm 2dtjifit)-m 2d t+
b b n \
[m - m ) 2dt= \ f i<Pit) - fit))2dt+ /Zifit) - ~it))2dt
|
: v \ )

= (p(<pj) + p(im'e))
Demak,

P> @) < p{<f)) + p{LP)-
3.1.7. [a, b segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning bar-
cha juftliklaridan iborat F[a.b} to‘plamida (fi.cji) va (fi.g-i)
juftliklari orasida masofani

piifl, Ol)(/2,sR2)) = Sl[lelull(o - /2(0 '+ ].91(0 - 52(01)
te [«
ko‘rinishda aniglasak, n holda F[a.b] metrik fazo bo‘ladimi?
Yechimi. Metrikaning birinchi va ikkinchi aksiomalari o'rinli. Uch-
inciii aksiomaning o'rinli ekanligini ko’rsatamiz:

p((fi,91i), (/*'N2)) = sup. (I/,(/) - 7,01 + b (t) - /72(01) <
telab}
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< sup (B (t) - Zi(t)1+ u3(t)- f20) 1+ \g(t) - Zct) |+ jgi(t) - () D <
< «Wp (JZI(/)-7/:i(0O] + |.yi(0" Ne .(O 1)+ «W» (] /:i(*)-/2(0] + |<y:i(0-Ne (*)I) =

(Kifugi), ih-,(j3)) + p({h,g:9), (/2,52))-

3.1.8. A’ metrik fazo to‘la bo‘lishi uchun, bu fazoda ixti-
yoriy ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi
yopiq sharlar ketma-ketligi bo‘sh boYTagan kesishmaga ega
bo4dishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. X to‘la metrik fazo va

BiD...DBnbD ...

ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi bo'lsin. Bn shaming radiusi
va markazi mos ravishda rn va an bo'lsin. n —00 da r,, — 0 bo'lib,
m > n bo'lganda p(an,am) < rn bo'lgani uchun {a,,} ketma-ketlik
fundamental, u holda X ning to'laligiclan, uning yaqginlashuvchi ekanligi
kelib chigadi. lim an = a bo'lsin, u holda a £ [Bv], Shunday qilib, a
har bir Bn shaming urinish nuqtasi bo'ladi. Bundan B,, yopiq shar
bo'lganligi uchun a GBn (n = 1,2,...).

Yetarliligi. X da ixtiyoriy {x,} fundamental ketma-ketlik berilgan
bo'lsin. U holda shunday wj, liomer topilib, n > w, tengsizligini ganoat-
lantiruvchi barcha n lar uchun p(xn,xni} < ” tengsizligi o'rinli bo'ladi.
Markazi xdl nugtada bo'lib, radiusi 1 ga teng yopici sharni olib, bu
sharni B\ orgali belgilaylik. Endi shunday n2 nomerni n > uw, teng-
sizlikni ganoatlantiruvchi barcha n lar uchun p(xn,xnz) < |2 teng-
sizlik o‘rinlanadigan cjilib tanlab olamiz. Xn nugtani radiusi 1/2 ga
teng shaming markazi qilib olamiz va bti sharni B2 orgali belgilaymiz.
Shu jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan Bk yopiq sharlar
ketma-ketligiga ega bo'lamiz. Bunda Bt shaming radiusi 1/2fc1 ga
teng bo'ladi. Bu sharlar ketma-ketligi shartga muvofig umumiy nuqtaga
ega. Uni x orcpali belgilaylik. Ushbu x nugta {x,”~} ketma-ketlikning
limit nuqgtasi bo'ladi. Agar fundamental ketma-ketlik X nugtaga yaqin-
lashuvchi gismiy ketma-ketlikka ega bo'lsa, 1L holda uning o0'zi ham x
ga yaginlashadi.

3.1.9. X to‘plamda metrikani

agar
agar x = y

ko‘rinishda aniqlasak, wu holda (X,p) tod4a metrik fazo

bo‘ladimi?
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Yechimi. X fazoda ixtiyoriy {.r,,} fundamental ketma-ketlik beril-
gan bo'lsin. U holda ixtiyoriy 0 < r < 1 soni uchun, shunday n€
natural soni topilib, n,rn > n; tengsizligini gqanoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun p(xn,xni) < s tengsizligi o‘rinli. Bundan berilgan
ketma-ketlikning n£ hadidan keyingi barcha hadlari o'zaro teng bo'ladi.
Shuning uchun {xn} yaqginlashuvchi. Demak, (X.p) to'la metrik fazo.

3.1.10. i\ metrik fazoning to‘la ekanligini isbotlang.

Yechimi. I\ fazoda {:r,} fundamental ketma-ketlik berilgan boisin,
bunda xn = (X™\ x™\ .m ...). Fundamental ketma-ketlikning
ta'rifidan, Vc > 0 uchun n£ natural soni topilib, n,m > n£ tengsiz-
liklarni gqanoatlantiruvchi n, m natural sonlari

(o)
-x[m)]<e (3.1)
=1

tengsizlikni ganoatlantiradi. Ixtiyoriy j uchun

X0 A1 <E£ KO x| < £

2=1

boigani uchun, har bir j da sonli ketma-ketlik fundamental,

ya’'ni yaqinlashuvchi. lim x,(n) = a, boisin. a = (ai, ao,...,an,...) G
n—00 J

t\ va lim xn = a ekanligini ko‘rsatamiz.
n—om

(3.1) tengsizlikdan ixtiyoriy K soni van,m > n£natural sonlari uchun

)M Ze
i
tengsizligining o'rinli eka ; ib chigadi. Bu tengsizlikda dastlab
m —» oo da, keyin K —>00 da limitga o‘tib n > n£ boiganda
(o)
X >ln)-a;]<e (3.2)

(=i

tengsizligiga ega boiamiz. N\at\ < KJn* —a&] + \X*\ boigani uchun
[e]e) , 4 oC
(3.2) tengsizlikdan va ]T) \xtn>\ gatorning yaqginlashuvchiligidan ~ B\
gatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi, ya'ni a G i\. (3.2) tengsizlik-
dan lim xn = a ekanligi kelib chigadi.
n—00
3.1.11. (Ber teoremasi). X to‘la metrik fazoni hech ga-

yerda zich boYTagan toe@lamla,rning sanoqli sondagi birlash-
masi ko‘rinishda ifodalash mumkin emas. Isbotlang.
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Yechimi. Teskarisini faraz qgilaylik, ya'ni A’ = /}J:]_AI,, boisin. bunda
har bir M,, hech gayerda zich emas.

So orgali radiusi 1ga teng biror yopiq sharni belgilaylik. M\ to'plami
hech gayerda zich bolmaganligidan, u So to‘plamida ham zich emas.
Shuning uchun radiusi ~ dan kichik Si yopiq shar topilib, Si C Sq va
S\ M I/1 = 0 munosabatlar o'l'inli boiadi. A/2 to'plami Si to'plamicla
zich bolmaganligidan S\ to'plamning ichicla yotuvchi radiusi | dan
kichik S2 to'plami topilib, S2M M2 = 0 tengligi oiinli boiadi va hokazo.
Ushbu jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan va radiuslari n —
00 boiganda nolga intiluvchi {S’,,} yopiq sharlar ketma-ketligiga ega

boiamiz. Bunda Snl Mn = 0 munosabati o‘rinlidir. 3.1.8-misolda
(e)e)

ko‘rganimizdek f] Sn kesishmaga gandaydir X nugta tegishli boiadi.
71=1

Bu nugta Mn to'plamlarning birortasiga tegishli emas. Demak, x
U Mn,yani X ¢ (JMn koiinishdagi ziddiyatga kelamiz.
n T

3.1.12. Metrik fazoda ixtiyoriy sondagi yopiq to‘plam-
larning kesishmasi yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. Fa,a G | (/ indekslar to'plami) yopiqg to'plam boisin.
F=n~"
a
to'plamning yopiq ekanligini ko'rsatamiz.
Aytaylik, X nuqgta F to'plamning urinish nuqtasi boisin. U holda
bu nugtaning ixtiyoriy B(x,s) atrofida F to'plamning kamida bitta
elementi mavjuddir. F = p] Faboiganligidan, B(x, e) sharda har bir F,,

to'plamning ham kamida ?Jitta elementi mavjuddir. Bundan x har bir
Fa to'plamning urinish nuqtasi boiadi va Fa to'plamlar yopiqg bo'lgani
uchun x G Fa. Demak, x G F, ya'ni F yopiq to'plam.

3.1.13. Metrik fazoda

c(int{E)) = [CE]

tengligi o ‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Har bir x 6 C(int(£1) nugta uchun x $ int(E’) o'rinlidir.
Bundan x elementning ixtiyoriy atrofi E to'plamida toiiq yotmasligi
kelib chiqadi. U holda bu atroflarning har birida C(E) to'plamning
kamida bitta elementi mavjud. Shuning uchun x G [C(£]], ya'ni
C(int(£)) c [CE]. int(E) C E boiganligidan, [CE] C C{(int(E))
munosabatning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, C(int(£’)) =
[CE].
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3.1.14. w metrik fazoning to‘laligini isbotlang.

Yechimi. @ fazocla.il olingan } fundamental ketma-ketlik beril-
gan bo'lsin, bunda x,, = (.rZ'1 xI1"]....... rjji"™\ ...).

Fundamental ketma-ketlikning ta'rifidan, ixtiyoriy £ > 0 uchun shun-
day ns natural soni topilib, n, m > n€ tengsizliklarni ganoatlantiruvchi
n, m natural sonlari uchun

pAxn,xwW) = I i4H- 4 mi2< £ (3-3)
A=l

tengsizlik o'rinli. Bundan har bir i soni uchun

fc=1

bo'lganligidan, har bir i uchun sonli ketma-ketlik funda-
mental. Bundan u yaginlashuvchi bo'ladi. Bu ketma-ketlikning limi-

tini a; bilan belgilab, a = (ai, a2,..., a,;,...) elementni hosil gilamiz.
(0]

Agar i\ < cwo va lim p(xn,a) = 0 munosabatlarning o'rinliligi
i=i
ko'rsatilsa, £2 fazoning to'laligi isbot etilgan bo'ladi.
(3.3) tengsizlikni quyidagi ko'rinishda yozamiz:

00 p 00
Eid-4"2E 4 -4"2E & - 4ni<
k=1 k=1 k—p +1

bu yerda p ixtiyoriy natural son. Bundan ixtiyoriy p uchun

p
™12 .

14 -4 | < £.
yoki p bilan m ni tayinlab; ieha limitga o'tilsa, ushbu
E K - fi’'c

tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy p uchun o'rinli; shuning
uchun bunda p bo'yieha limitga o'tish mumkin, u holda

[ee]

5r]la*-4mp<e- (3-4)
. A=1
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n /N

Bundan va |rA B < oo muiiosabatdan quyidagi tengsizlik kelib
k=l

chiqadi:

k=1
Demak, a = (ab a2,...,a,,...) G £2* So‘ngra £ > O ixtiyoriy bo'lganligi
uchun (3.4) dan I’I‘i%p(xlua) = 0.

3.1.15. m metrik fazoning to‘laligini isbotlang.

Yechimi. rnfazodan olingan {x,,,} ketma-ketlik fundamental bo‘lsin,
bunda xn = {x™\ x%I\ ... ...). Xn G m bo‘lganligi tufayli shunday
cn ketma-ketligi mavjudki, uning uchun \x\ < c¢n (k — 1,2,3,...)
o‘rinli. Fundamental ketma-ketlikning ta'rifidan, ixtiyoriy £ > 0 uchun
n£ natural soni topilib, n,m > n£tengsizliklarni ganoatlantiruvchi n,m
natural sonlari uchun

pé(n,XvS'I= sup “n) - XRI < £
K

tengsizlik o'rinli. Bundan

k) - xk)\ < £ (3-5)
munosabatning K ga nisbatan tekis bajarilishi kelib chiqgadi. De-
mak, ixtiyoriy K uchun sonli ketma-ketlik fundamental va

yaginlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limitini ak bilan belgilab, a =
(01, a2, ..., a*,...) elementni hosil gilamiz. Endi ushbu o G m va

im p(xn,a) = 0 munosabatlarni isbotlaymiz.
>00

(3.5) da p ga nisbatan limitga o'‘tilsa, barcha K lar uchun n > n£
bo‘lganda o‘rinli bo‘lgan
[4D) —ak < 2~ (3.6)

tengsizlik kelib chigadi. Bundan

m 1M1 GE+I) 11 (nEf D, .
\ak\ < Fi- ak\ + Xk | < £ + <4+1

tengsizlikni barcha k lar uchun hosil gilish mumkin, ya'ni a
(ax, a2, ... ,afc,...) G m munosabat kelib chigadi. (3.5) dan n > n£

uchun
p(xn,x) = sup Wk- Xxk\< e
K

e ixtiyoriy bo'lgani uchun, (3.6) dan Iiga p(xn,a) = 0 munosabat kelib
chiqadi.
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3.1.16. Metrik fazoda ixtiyoriy yaqginlashuvchi ketma-ketlik
fundamentalligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, {x,,} ketma-ketlik X nugtaga yaginlashsin. U
holda ixtiyoriy s > 0 son uchun shunday nEnatural soni topilib, barcha
n > ne uchun p(x,,,X) < e/2 tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, n,m >
n£ tengsizliklarni ganoatlantiruvchi n,m natural sonlari uchun

p(xn,xm) < p{X,,,X) + p{xX.xm) < e/2+ e/f2 = e

munosabat o'rinli. Bu esa {.r,,} ketma-ketlikning fundamentalligini
ko‘rsatadi.
3.1.17. X metrik fazoda ixtiyoriy M va N to‘plamlar uchun

int(M N N) = int(M) N int(N)

munosabatning o ‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Ixtiyoriy x 6 int(M M N) nugtani olaylik. U holda x
nugtaning M n N to'plamda butunlay joylashgan B (x,e) atrofi mavjud,
ya'ni B(x, c) C M nN. Ravshanki B(x,e) atrof M va N to'plamlarning
har birida butunlay joylashgan. Bundan x € int(M) va x G int(A'j,
ya'ni X € int(M) Nint(N). Demak, int(M M N) c int(M) Mint(Ar).

Agar X € int(M) nint(Ar) bo'lsa, u holda x e int(M) va x G int(AJ/),
ya'ni X nugtaning M to'plamda butunlay joylashgan B(x,£i) va N
to'plamda butunlay joylashgan B (x,£2) atroflari mavjud. Endi £ sonini
£ = min(£i,£2) kabi olsak, u holda X nuqtaning B (x ,e) atrofi M M N
to'plamda butunlay joylashgan bo'ladi, ya'ni x e int(M M N). Demak,
int(M) nint(TV) ¢ int(M M N).

3.1.18. i\ metrik fazodan olingan xn = (X™\ x™\ ...
ketma-ketlik va a = (aj, a2,..., at,...) element uchun =
lim x[Mbo‘lsa, har doim Ilim p(xn.x) = 0 munosabat o ‘rinlimi?

Nn—*oo n—>00

Yechimi. Har doim o'rinli emas. Misol uchun,
a= (0,0,0,..)

va

n

bo'lsa, u holda n > K soni uchun —a/.] = 0. Bundan ixtiyoriy K

uchun at = lim x” munosabat kelib chigadi. Ammo ixtiyoriy n uchun
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ya'ni IfIirJ"l p(X,,a) = 0 munosabat o'rinli emas.
3.1.?LS3C. Quyidagi tasdiglar teng kuchlidir:

(1) X Ber fazosi;

(2) X ning sanogli birinchi kategoriyali to‘plamlari bir-
lashmasi ichki nuqtaga ega emas;

(3) X ning ochiq zich to‘plamlari sanoqli kesishmasi zich;

(4) X da birinchi kategoriyali to‘plamning to‘ldiruvchisi
zichdir.

Yechimi. (1)=> (2) Aytaylik, E = (JnEn, bunda E, = [E,],
intEn = 0 bo'lsin. U holda E birinchi kategoriyali to'plamdir. Bundan
intE C E, intE ochiq va birinchi kategoriyali to'plamdir. X Ber fazosi
bo'lganligidan, intE bo'sh to'plamdir.

(2)=> (3) Aytaylik, E = F;%G,n bunda G,, ochiqg to'plam va [G,] = X

bo'lsin. U holda

X\E = X\f]G., = \J(X\Gn).
1 n

Shu bilan birga, X\ G nyopiq to'plam va int(X\G,,) = 0, chunki [G',] =
X. Bundan int(X\E) = 0. Oxirgi tenglik E to'plam to'ldiruvchisi ichi
bo'sh to'plam, ya’'ni E zich to'plam ekanligini ko'rsatadi.

(3)=> (4) Aytaylik, E birinchi kategoriyali to'plam bo'lsin, ya'ni E =

U En, bunda int[En] = 0. En — [E,] deb hisoblashimiz mumkin. U
M

holda G,, = X \E,, ochiq va zich to'plamdir. Shartga ko'ra

f1G n= [J(X\E")
1 1

zich to'plamdir. Endi

X\E = X\[jJEn= fI]X\E, =f|G,
1 n I

ekanligidan, X \ E ham zich to'plamdir.

(4)=> (1) Agar E to'plami ochig va X da zich bo'lsa, u holda X \
E zich to'plam emas. Bundan shartga ko'ra E ikkinchi kategoriyali
to'plam bo'la olmaycli, Demak, E birinchi kategoriyali to'plam.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Hagiqiy sonlar to'plamida metrikani p{x,y) = arctg \Xx—\
ko'rinishda aniglash mumkinligini ko'rsating.
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2. Ixtiyoriy to'plamda metrikani

J 0. agar x =y,
= (i, agar,”n,,

ko'rinishda aniglash mumkin ekanligini isbotlang.
3. Faraz gilaylik (X,p) metrik fazo bo'lsin. Agar ¥x,y 6 X uchun

PI(x, 1) = p(x, y)/{1+ p(.T, ),

P2(x,y) = In[l + p(x,y)\

bo'lsa, u holda (X,p\) va (X,p2 metrik fazolar ekanligini ko'rsating.
4. n sondagi haqiqgiy sonlarning x = (xi, X2,...,xn) tartiblangan
guruhlari to'plarrlllida metrikani

a) p(x,y) = J2 W ~ X\

k=1
6) /3(x,y) = max \Wk- xk\
1<k<n
ko'rinishlarda kiritishga bo'lishini ko'rsating.
5. Hagqiqiy sonlarning x = (xb x2 ... ,xn...) chegaralangan ketma-

ketliklari to'plamida masofani p(x, y) = sup lyk—xk\ko'rinishda kirit-
sak, bu to'plamning metrik fazo bo'lishini ko'rsating.

6. Agar xn — X, yn y bo'lsa, p(xn,yn) — p(x,y) ekanligini
isbotlang.

7. Natural sonlar to'plamida metrikani quyidagicha aniqglaylik:

(N,p) to'la bo'Imagan metrik fazo ekanligini isbotlang.

8. Agar haqiqiy sonlar to'plami >X da X,y sonlari orasidagi masofani
p(x,y) = p8—y3lformulasi'orgali kiritsak, u holda u to'la metrik fazo
tashkil gilishini isbotlang.

9. X to'plamda o'zaro ekvivalent bo'lgan p\ va p2 metrikalar beril-
gan. (X,pi) fazoning to'la bo'lishidan (X,p2 fazoning to'la bo'lishi
kelib chigadimi?

10. [a, bl segmentda uzluksiz hosilaga ega bo'lgan barcha funksiyalar
to'plamida metrikani

P{f,9) = sup \f\t)~ g{H\
te[a.b\

ko'rinishda kiritish mumkinmi?
11. Tengliklarni isbotlang:
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a) OE = [£] \int(E"):

b) UM = [E]:

C [/ U & = [Ei] U [Eo].

12. Tekislikda chegaraviy nuqtalarga ega bo'Imagan to'plamga misol
keltiring.

13. Ixtiyoriy to'plamning hosila to'plami yopiq to’plam bo'lishini
isbotlang.

14. Ixtiyoriy to’plamning chegarasi yopig to'plam bo’lishini
ko'rsating.

15. Ixtiyoriy to'plamning ichi ochiq to'plam bo'lishini ko'rsating.

16. Barcha nuqtalari yakkalangan sanogsiz to'plamga misol kelti-
ring.

17. E. M", C[a,b\, £2 fazolarning separabel fazo bo'lishini ko'rsating.

18. m fazosining separabel fazo emasligini isbotlang.

19. M, Mn, C[a,b\ fazolarning to'laligini isbotlang.

20. To'laX fazoda zich bo'lgan ochiq to'plamlarning sanoqgli sondagi
kesishmasi X to'plamda zich to'plam bo'lishini isbotlang.

21. Hech qayerda zich emas to'plamning yopilmasi ham hech qa-
yerda zich emas to'plam bo'lishini isbotlang.

22. Barcha ko'phadlar to'plamining C[0,1] da zich ekanligini
ko'rsating.

3.2. Metrik fazolarda kompakt to'plamlar

X metrik fazodagi K to'plamning elementlaridan tuzilgan ixtiyoriy
ketma-ketlikdan biror x G X elementga yaginlashuvchi gism ketma-
ketlik ajratib olish mumkin bo'lsa, K to'plam X da nisbiy kom.pakt
deyiladi.

X metrik fazodagi yopiq nisbiy kompakt bo'lgan K to'plam kompakt
deyiladi. X metrik fazodagi K to'plamning diametri

diam/sT = sup p(X, Yy)
XJIJtEK
chekli son boisa,u holda K chegaralangan deb ataladi.

KvaM to'plamlar (X, p) metrik fazodan olingan va e > 0 biror
son boisin. Agar K to'plamdan olingan ixtiyoriy x element uchun M
to'plamda p(X,y) < e tengsizligini ganoatlantiruvchi y elementi mavjud
bo'lsa, u holda M to'plam K to'plamiga nisbatan e-to‘r deb ataladi.
Agar ixtiyoriy e > 0 uchun K to'plam chekli e-to'rga ega bo'lsa, u holda
K to‘lig chegaralangan deyiladi.
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Masalalar

3.2.1. Har bir \ kompakt metrik fazo to‘liq chegaralangan
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Faraz gilaylik K to'liq chegaralangan bo'Imasin. Bundan
K da biror e > 0 uchun chekli s-to’'r topilmasligi kelib chigadi. K dan
ixtiyoriy oi nugta olamiz. U holda shunday ao € K nuqta topiladiki,
p(ai, 02) > e bo'ladi. aks holda {«i} to'plam £-to'r bo'lardi. K da
shunday a3 nugqta topiladiki,

P(«i,al3)> £, p{a2, a3 > £

bo'ladi, aks holda {ai, a2} to'plam s-to'r bo'lardi.

Shunga o'xshash ab a2,...,0A nuqgtalar uchun a™+i £ K topilib,
p(ai, ak+1) > c, i = I, K bo'ladi.

Bu tanlab olingan nugqgtalar limit nuqtaga ega bo'Imagan {a 7 chek-
siz ketma-ketlikni beradi, chunki p(n,. aj) > e,i ® j. Bu esa K ning
kompakt ekanligiga zid.

3.2.2. Ixtiyoriy kompakt to‘plamning to‘la fazo bo(lishini
isbotlang.

Yechimi. Bizga E kompakt to'plamda {.r,,} fundamental ketma-
ketlik berilgan bo'lsin. E kompakt bo'lgani uchun {:rn} ketma-ketlik
E da yaginlashuvchi {x,u} gismiy ketma-ketlikka ega. {:r,(} ketma-
ketlikning limitini a bilan belgilaylik. {x,,} fundamental va {x,(} yaqin-
lashuvchi bo'lgani uchun ixtiyoriy £ > 0 soni uchun 3 nE soni topilib,
n,k > nf£ (Demak, nk > n€) bo'lganda p(xn,xng < | va p(xlk,a) < |
tengsizliklari bajariladi. Natijada

£ £
p{xn,0) < p(x,,xnk) + p{xk,a) < - + - = £

Bundan {x,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqib. E
to'plamning to'la ekanligini ko'rsatadi.

3.2.3. (Hausdorf teoremasi). R metrik fazo kompakt
bo‘lishi uchun uning to‘la va to‘lig chegaralangan bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, R kompakt bo'lsin. U holda to'lig chegaralan-
ganlikning zaruriyligi 3.2.1-misoldan kelib chigadi. To'la bo'lishi esa
3.2.2-misoldan ko'rinadi.

Endi R to'la va to'lig chegaralangan bo'lsin. Kompaktligini
ko'rsatish uchun har bir {x,} C R ketma-ketlik hech bo'Imaganda bitta
limit nuqtaga ega bo'lishini ko'rsatish yetarli.
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R da 1-t.o'r hosil etuvchi nugtalaming liar biri atrofida radiusi 1
bo'lgan yopiq shar quramiz. Bu sharlar R ni to'ligq goplaydi hamda
ularning soni chekli boladi, u holda ularning liccli bo'huaganda bittasi
{.r,,} ning biror x[I}, ... gqismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi.
Bu sharni B\ orgali belgilaymiz.

B\ sharda ham 5to‘r hosil etuvchi nuqtalar atrofida radiusi ~ bo'lgan

yopiq sharlarni qursak, ularning hech bo'Imaganda bittasi {x,,1} ketma-
ketlikning {xi,2)} qismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi. Bu sharni B2
orqali belgilaymiz. Shu kabi markazi B2 da radiusi | bo'lib, {x!,3)} C

{x,(2)} ketma-ketlikni o'z ichiga oluvchi sharini olamiz va hokazo.
Endi markazi Bn shaming markazida, radiusi esa ikki marta katta
bo‘lgan An yopig sharlarni gqaraymiz. Ravshanki An sharlar ichma-
oc
ich joylashgan. R ning to'laligidan p] A, kesishma bo‘sh emas va u

n—1
yagona xo nugtadan iborat. Bu nugqta {x,,} ketma-ketlik uchun limit

nugta bo'ladi, hamda uning atrofi biror Bk sharni o‘z ichiga oladi, ya’'ni
{x,} ketma-ketlikning cheksiz {x ~} cjismiy ketma-ketligini o‘z ichiga
oladi. Bundan R kompaktdir.

3.2.4. Ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam chegaralangan bo*
lishini isbotlang.

Yechimi. Agar diamif = +oc bo'lsa, u holda Vx{ £ K nugta uchun

supp(xo,x) = +00

j-eK
bo'ladi. Hagigatan, agar Vx 6 K uchun p(x0,x) < M bo'lsa, u holda
Vx,y € K nugqtalari uchun

p(x,y) < p(x, Xg) + p(x0,y) < 2M

tengsizlik o'rinli bo'lardi. Demak, lim p(x0,xn) = +oc bo'ladigan {x,}
n—»Q0

ketma-ketligini topish mumkin. Natijada {x,} ketma-ketlikning ix-

tiyoriy {x,ljg gismiy ketma-ketligi uchun ham Ilim p(xo0,x,J = +00

77—>00

bo'ladi. U holda {x, (.} fundamental bo'Imaydi, Demak, yaginlashuv-
chi emas. Bundan K ning nisbiy kompakt emas ekanligi kelib chiqgadi.
Hosil bo'lgan zidcliyatdan K ning chegaralangan ekanligi kelib chiqgadi.
3.2.5. To‘plamning chegaralanganligidan, uning nisbiy
kompakt bo‘lishi kelib chigadimi?
Yechimi. Umuman aytganda kelib chigmaydi. Masalan t2 fazoda
quyidagi

ei = (1,0,0,...), e2= (0,1,0,...) e3= (0,0,1,...),
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elementlardan iborat chegaralangan to’plamni olaylik. Bu to'plamning
ixtiyoriy e,, va (j,, elementlari orasidagi masofa p(e,,.. €,,) = V2 (m ¢ n).
Demak. bu ketma-ketlikning ixtiyoriy gismiy ketma-ketligi yaginlashuv-
chi emas. Shuning uchun garalayotgan to'plam nisbiy kompakt emas.
3.2.6 X metrik fazoda bo‘sh emas ,4i D A D ... DA, D ...
kompakt to‘plamlari berilgan bo‘lsin. U holda f] A, kesish-

n>1

masi bo‘sh emasligini, Shu bilan birga, agar lim diamA,, = 0
n —0C

bo‘lsa, u holda Q An kesishmaning yagona nuqtadan iborat

n>1
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Har bir An to'plamdan a, nuqtasini olaylik. Bu nuqta-
larning barchasi A\ ga tegishli boiadi. A\ kompakt to‘plam boigani
uchun {an} ketma-ketlikdan biror a £ A\ nuqtaga yaqinlashuvchi {a,,, }
qismiy ketma-ketligini ajratib olish mumkin. {a,,,.} ketma-ketlikning
dastlabki kK — 1 ta hadini olib tashlasak, allk,anjt+,ant+2, ... ketma-
ketligiga ega boiamiz. Bu ketma-ketlikning har bir hadi Anr to‘plamga
tegishli. Shu bilan birga, bu ketma-ketlik ham a nuqtaga yaginlashuvchi
boiadi. Ark yopiq boigani uchun ixtiyoriy K uchun a £ A,k, Demak,
af P| ATk= M An Natijada p] And O.

A:>1 n>1 7i>1

Agar diamAn — 0 boisa, u holda har ganday boshga b £ P) An

TI>1
nugtani olsak p(a,b) < diairi.4n tengsizligi barcha n lar uchun o'rinli.

Shuning uchun ham p(a, b) = 0, ya’'nia = b

3.2.7. C [0,1] fazoga tegishli, |/x)] < A (bu yerda
tayinlangan musbat son) tengsizlikni ganoatlantiruvchi bar-
cha funksiyalar to‘plamini E bilan belgilaylik. C [0, 1] fazoda
chegaralangan va yopiq boYgan E to‘plami kompakt emasli-
gini isbotlang.

Yechimi. CJ[0,]] to‘plamga tegishli

/.,(x) = Asin2n7rx (n = 1,2,3,...)

funksiyalar ketma-ketligini olaylik. Bu ketma-ketlikning har bir hadi E
to‘plamga tegishli. Hagigatan.

17,x)] = lAsin2n7rx] = A]sin2n7rx] < A.

Bu ketma-ketlikning ixtiyoriy fn va fm (bu yerda n < m) hadlari
orasidagi oraligni baholaymiz:

P(fn.fm) = max Fn(x) - fm(X)| > tn (or.1) &
®e[o,1]
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= J4sin ~ —.4sin2™ " 1) = .4,

ya'ni p{f,,. J,,,) > -4. Bu t-engsizlikdan ko'rinadiki. garalavotgan ketma-
ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi yaginlashuvchi boia olmaydi.
Shuning uchun E to'plam C|[O, 1] fazoda kompakt emas.

3.2.8. t2 fazosida yopiq va chegaralangan, ammo kompakt
boUTapgan to‘plamga misol keltiring.

Yechimi. (2fazosiga tegishli

ei = (1,0,0,0....,0,...)
e2= (0.10.0......0)....)

nuqtalardan iborat sanoqli E to‘plamni olaylik. Bu to'plam chegara-
langan va yopiq. Shu bilan birga, bu to'plamning ixtiyoriy har xil
nugqtalari orasidagi masofa V2 ga teng. Shuning uchun {e,} ketma-
ketlikning birorta ham gismiy ketma-ketligi fundamental boia olmaydi.
Fundamental boimagan ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'Imaydi. Shu-
ning uchun E to'plam kompakt emas.

3.2.9. Kompakt to‘plamlarning chekli sondagi birlashmasi
kompakt to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Bizga A\, A2... ,Ak kompakt to'plamlar berilgan bo’'lsin.

K

Hadlari A = (J .4, to'plamidan olingan ixtiyoriy {.r,,} ketma-ketligini

garaymiz. :3u ketma-ketlik hadlari soni cheksiz bo'lgani uchun
Ai, A2 ..., Ak to'plamlarning kamida bittasi uning cheksiz sondagi hacl-
laridan iborat {x, } gismiy ketma-ketligini o'z ichiga oladi. U holda
{i,} ketma-ketlik A to'plamda yaciinlashuvchi gismiy ketma-ketlikka

ega. Bu qism ketma-ketlik {:r,} ketma-ketligi uchun ham qismiy
K
bo'ladi. Bundan 1J A,; to'plamning kompaktligi kelib chigadi.
i=l
3.2.10. (Boltsano — Veyershtrass teoremasi). M" evk-
lid fazosida ixtiyoriy chegaralangan to‘plam nisbiy kompakt
bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. E chegaralangan to'plam bo'lsa, u holda bu to'plam biror

[au bi] x [a2,bZ x ... x [a,,b,]

parallelepipedning ichida yotadi. Ixtiyoriy £ > 0 sonini olib har bir
[a/,6;] segmentni a, = X[} < Xj2) < .. < < xJPi) = b nuqtalar
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yordamida shunday bo'laklarga boiaylikki. natijada ikki qo'shni nug-

talar orasidagi niasofa sonidan kichik bo'lsin. R" fazoda quyidagi
N
to'planini olainiz:

M={x= ... r|/") :si = 1.2....... pi\.. .,s,, = 1,2,.. .,p.}

bu yerda $-(k = 1,2..... u) lar bir-biriga bog‘lig emas. Shu
to'plamning E to'plam uchun chekli £-to‘r bo'lishini ko'rsatamiz. E
to'plamdan ixtiyoriy x' = (x[..r2.... ,X,,) nuqta olaylik. E to'plam

[ai,bi\ X [02,62] X ... X [arn,b,]

parallelepipedda joylashganligi uchun x' nuqta

K Eix (foi+D] x [~ \T<M1] X ... x B &).x2"+1)]

parallelepipedlarning biriga tegishli bo'ladi, bu yerda kj G {1,2, Pl —
1}, j = I,n. Bu parallelepipedlarning uchlari M to'plamning element-
laridan iborat bo'ladi. Shuning uchun Sk (k = 1,n) nomerlar ichidan
® (k = I,n) nomerlar topilib,

p(x,x’) = 2< |\ — it 4 —£
el \ n n n.

tengsizligi o'rinli bo'ladi. Demak, M to'plam E uchun s-to'r bo'ladi.U
holda E to'lig chegaralangan. Natijada R n fazoning to'laligi va Xaus-
dorf teoremasi bo'yieha E to'plam nisbiy kompakt bo'ladi.

3.2.11. Rn evklid fazosida ixtiyoriy yopigq chegaralangan
to‘plam kompakt bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Yuqorida isbotlangan Boltsano — Veyershtrass teore-
masi bo'yieha R" evklid fazosida chegaralangan to'plam nisbiy kom-
pakt bo'ladi. Nisbiy kompakt va yopiq bo'lgan to'plam ta'rif bo'yieha
kompakt bo'ladi.

3.2.12. K kompakt to‘plamni o‘ziga o‘tkazuvchi f : K —K
akslantirish ixtiyoriy o‘zaro teng bodUTapgan x,y G K element-
lar uchun p (f(x),f(y)) < p{x,y) tengsizlikni ganoatlantirsin. U
holda f (x) = x tenglikni ganoatlantiruvchi x G K elementning
mavjudligini isbotlang.

Yechimi. F(x) = p(x,f(x)) ko'rinishda aniglanuvchi F : K —R
funksiyani olaylik. x G K element f(x) = x tengligini ganotlantirishi
uchun F(x) = 0 tengligining bajarilishi zarur va yetarli. Aksincha faraz
gilaylik, ya'ni F(x) > 0 bo'lsin. K to'plam kompakt bo'lgani uchun
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F(x) funksiyaning anig quyi chegarasi nmsbat son bo'lib, unga biror
X() € K nugtacla erishadi. Masalaning sliarti bo'yicha quyidagi muiio-
sabat o'rinli: F(f(xu) = p(f(xnJ{f(x0)) < p(.r0,/(;r0) = F(x1).
Bu ziddiyat bizning farazimizning noto'gii ekanligini anglatadi. U
holda f(x) = x tenglikni ganoatlantiruvchi x G K nugta mavjud.

3.2.13. Kompakt metrik fazoni metrik fazoga uzluksiz aks-
lantirish tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. K metrik kompakt, M metrik fazo bo'lib, F : K — Al
akslantirishi uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas deb faraz qilaylik. U
holda biror £ > 0 soni va har bir n e N soni uchun K da xn va Xn
nuqgtalari topilib, pi(xn, xXn) < ~ va po(F(xn ,F(x'n) > £ tengsizligi
o‘rinlidir, bunda p\ - K da oraliq, p2- M da oraliq. K ning kom-
paktligidan {x,} ketma-ketligidan biror x € K nugtaga yaginlashuvchi
{xnt} gismiy ketma-ketligini olamiz. U holda {x'nk] ketma-ketligi ham
X ga yaginlashadi, lekin har bir k uchun quyidagi tengsizliklarning biri
bajariladi

p2(F{x), F(xng) > £ p2F(x), F(x'nk)) > e,

bu esa F akslantirishning x nugtada uzluksizligiga ziddir.
Mustagqil ish uchun masalalar

1. Agar E to'plam to‘lig chegaralangan boisa, u holda [E] to'plami
ham tolig chegaralangan bolishini isbotlang.

2. Tekislikda koordinatalari butun sonlardan iborat nuqtalar
to'plami ganday to'r hosil qgiladi.

3. Mnfazoda har ganday chegaralangan to'plam toliq chegaralangan
bolishini isbotlang.

4. i2fazosidan olingan, quyida keltirilgan to'plamning tolig chegara-
langanligini isbotlang.

A={x=(auaz2...): bl < 1 &2\< i, ... Ja] < .1

5. Agar X metrik fazo sanoqli-kompakt bo'lsa,u holda u tolig chegara-
langan bolishini isbotlang.

6. [0, 1] segmentda joylashgan barcha ratsional sonlar to'plami toliq
chegaralangan bo'lib, kompakt emasligini isbotlang.

T. Kompakt to'plamning ixtiyoriy yopiq gism to'plami kompakt
ekanligini isbotlang.
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8. X metrik fazoda nisbiy kompakt .4 va B to'plamlar berilgan
boisin. p(X, y) sonlar (bunda x G .4. ij G B ) chegaralangan sonli
to'plam boiishini isbotlang.

9. Sanoqli sondagi koinpaktlarning birlashmasi kompakt boiadimi?

10. Chekli sondagi nisbiy kompaktlaming birlashmasi nisbiy kom-
pakt boiishini isbotlang.

11. Ixtiyoriy sondagi koinpaktlarning kesishmasi kompakt boiishini
isbotlang.

12. Ixtiyoriy sondagi nisbiy koinpaktlarning kesishmasi nisbiy kom-
pakt boiishini isbotlang.

13. Ixtiyoriy kompakt to'liq fazo boiishini isbotlang.

14. R" evklid fazosida ixtiyoriy yopiq chegaralangan to‘plam kom-
pakt boiishini isbotlang.

16. fazodagi ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam shu fazoning hech
gayerida zich emasligini isbotlang.

17. Sanoqli kompakt

E = {0, 1,\, J,-..}
to'plami berilgan. Bu to'plamni

T—£ 1+ed /|l —s l+e\ /1 —£ 1+ £

(1—£, 1+e), on * o

va (—£, e) intervallar sistemasi qoplaydi (bu yerda 0 < £ < 1). Bu
sistemadan E ni qoplaydigan chekli sistema ajrating.

3.3. Qisqartirib akslantirish prinsipi va uning tatbiqlari

A akslantirish X metrik fazoni o'ziga O‘tkazsin: A : X —X . Agar
Ax0 = xO tengligi o'rinli bo'lsa, u holda xn nuqta A akslantirishning
gqo‘zg‘almas nuejtasi deb ataladi.

Ta'rif. [X, p) metrik fazo va A : X —>X biror akslantirish bo‘lsin.
Agar shunday a, 0 < a < 1 soni mavjud bo'ib, ixtiyoriy x, y e X
nuqtalar uchun

P(AX,Ay) < ap(x,y) (3.7)

tengsizligini bajarilsa, n holda A akslantirishni gisqartirib akslantirish
deyiladi.
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Masalalar

3.3.1. (Qisgartirib akslantirish prinsipi). X to'la met-
rik fazoning har bir .4 qisqartirib akslantirishi yagona
golzg‘almas nuqtaga ega.

Yechimi. /' metrik fazodan ixtiyoriy uf nugtani olib. quyidagi

il = AvO,
mi = Aui = A2it{b
i/j = Au2= A3u(,

uk = Auk.i = Ak,

ketma-ketlikni tuzamiz. U holda
L0/, *i) = M ~uo ,”N+1'0) < ap(Ak™-w, AkuO) < ... < akp(unO,Ly)

bodgani uchun

p(un,'lin+p) — p(w,,, W,+1) "h p(wn_j i, "Y/2) "b eee~bp{untp—+? n
< a"yj('Ho,wi) + +a""t'V(uo, «i) + ...+ a',+p~V (uo,ui) < | _ ftP(un »i)-
Endi lim " = 0 ekanligidan, ixtiyoriy £ > 0 soni uchun no natural son

Nn—3G

topilib, n > no tengsizligini ganoatlantiradigan barcha t lar uchun

o

P nu, < £

TGP )
tengsizligi o'rinli bo'ladi. Demak, {u,,} fundamental ketma-ketlik. X
to‘la bo‘lgani uchun shunday n E X nuqta mavjud bo‘lib n — oo
da ui — u, ya'ni p(u,.ii) — 0 bo'ladi. Bu ¥ nugta akslantirish-
ning go‘zg"almas nugtasi ekanligini ko'rsatamiz. Hagigatan, n —> o0
bo'lganda

p{Au,u,,) = p(Au. Aun\) < ap(u,u,_i) -> 0,

ya'ni Au element {x,,} ketma-ketlikning limiti. Ketma-ketlikning limiti
yagona bo'lgani uchun n = An.

Endi u go‘zg‘almas nuqtaning yagonaligini isbotlaymiz. Hagigatan,
nva v lar go‘zg‘almas nugqtalar bo'lsa, u holda

p(u,v) = p(Au,Au) < ap(a,v)
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yam

p(u. r)(1—n) < o.

Bn tengsizlikdan p(u, v) = 0 ekanligi kelib chigadi, ya'ni n = v.

3.3.2. f(x) sonlar o‘gida aniglangan funksiya bo‘lib, har
biri g | nugtada hosilaga ega va \f'(x) < kK tengsizligi o‘rinli
bo‘lsin (bunda k birdan kichik tayinlangan son). U holda
x = fix) tenglama yagona yechimga ega ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Matematik analiz knrsidagi Lagranj teoremasiga asosan
har bir xj, x2€ R nuqtalar uchun

f(xl) - f(x2 = f(c)(xi - x2

tenglikni ganoatlantirivchi ¢ <€ (xItx2 soni mavjud bo‘ladi. U holda
172i) — f(x2] < KW\ —x2\tengsizligi o‘rinli, 0 < kK < 1 bo‘lgani
uchun 7/ gisqgartirib akslantirish boiadi. U holda qgisqartirib akslantirish
prinsipiga asosan x = /(x) tenglama yagona yechimga ega.

3.3.3.

y(x0 = 20 (3.8)

boshlang‘ich shart bilan
= /(*.»>m 3G9
differensial tenglama Dberilgan. Tenglamaning o0°‘ng

tomonidagi f(x,y) funksiya tekislikdagi (xo,r/0) nugqtani
0‘z ichiga olgan ba’zi G sohada aniglangan, uzluksiz va

1/7(2,20) - 72, 2)1< Kyi - 121

Lipshits shartini ganoatlantirsin, (k — const). (3.9) tenglama
ba’zi [zo—c,x0+c] segmentda (3.8) boshlang‘ich shartni ganoat-
lantiruvchi yagona y = '®(x) yechimga ega ekanligini isbot-
lang.

Yechimi. (3.9) tenglamani (3.8) sharti bajarilganda quyidagi inte-
gral tenglama ko'rinishda yozish mumkin :

mpx) = o+ J f(tA(t))dt. (3.10)
320

f{x,y) funksiya G da uzluksiz bo'lgani uchun (xo, i/o) nuqtani o'z ichiga
olgan biror G‘ ¢ G sohada chegaralangan bo'ladi, ya'ni |/(x,y)] < d.
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Endi c¢ souini quyidagi shartlarui ganoathmt.iracligan etib saylab

olamiz:
a) agar [y—g] < t. \j- <M< cmd boisa, u liolda (x. /) 6 G".
b) kc < 1.
[r, —r, J@i+ r] segmentda aniqglangan va \d(x) —yo] < cd tengsiz-

ligiui ganoatlantiruvchi {(/'} uzluksiz funksiyalar sistemasini F bilan
belgilaymiz va bu sistemada metrikani
PILN2) = wax
P 2 Ho~c<r< 10K
ko'rinishda kiritamiz. F metrik fazo C[xo—c, 30+ c] toia fazoning
yopiq gism fazosi bo'lgani uchun L ham toia boiadi.

r
app) = yo+ J f(t,<p(t))dt (3.11)

.To

tengligi bilan aniqglangan (p > ¢ akslantirishida & 6 [xq — ¢, xq + (]
boisin. U holda bu akslantirish F ni ol!ziga ciisciartirib akslantiradi.
Hagqgigatan, ip G F va x G [xo —c¢, ao + c] boisin. U holda

IP{x) - in] =I\] f(t, <p(t))dt\ < cd

munosabati oiinli boiadi. Demak, (3.11) akslantirish F fazoni o‘ziga
akslantiradi. Shu bilan birga,

\®x{xX) - P2\ < f \F(t,<pi(0) - f(t,<p2(t)\dt >

[ ¢o]

(rP<t<ru+C\yl - ip2t)\ = kc.p[<pi,(p2)
Bu yerda 0 < kc < 1 boigani uchun (3.10) akslantirishning qisqar-
tirib akslantirish ekanligi kelib chigadi. Demak, ciisgartirib akslantirish
prinsipiga asosan (3.9) tenglama F fazoda (3.8) boshlangich shartini
ganoatlantiruvchi yagona yeehimga ega.

3.3.4 f(x) = 4x —4x2 funksiya [0; 1] kesmani o ‘ziga akslan-
tirishini tekshiring. Bu akslantirish gisgartiruvchi boladimi?

Yechimi. /(x) = 4x(1—x) boiganligidan x element [0; 1] segmentga
tegishli boiganda /(x) > O tengsizligi, f(x) —1 = —(2x —1)2< O
boiganligidan, esa /(x) < 1 tengsizligi o'rinli boiadi. Demak, 7/
funksiyasi [0; 1] segmentni O‘ziga akslantiradi.
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j' = O va ) = i liugtalarda f(x\) = 0. f(x->) = 1 tengliklari
oiinlidir. Bundan

p(/(.ri). f(x->)) = 1> " = p(xy. X2).

Bu esa / akslantirish gisgartiruvchi emasligini bildiradi.

3.3.5 f(x) = x + ~ akslantirish [1: oc[ nurda gisgartiruvchi
boladimi ?
Yechimi.

p(f(xD)- 7(*2) = 1/@21) - 7(*21
) 1
= 1I(Ti - X2) + (—£| = xr- x2j-(1 XXXZ).
tengligi va 21X2 > 1 tengsizligida.il
P(f(x1), f{x2) < p(x1, x2

tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu tengsizlik berilgan akslantirish gisgar-
tiruvchi ekanligini anglatmaycli. Qisgartiruvchi akslantirish bo‘lishi
uchun p(f(xi), f(xo0)) < ap{x\. x2 tengsizligi o'rinli bolishi kerak,
bunda 0 < a < 1. Bizning holda a sonini saylab olish mumkin emas,
chunki 1 —u x2 ifodasi x\x2 ko'paytmaning yetarlicha katta giymatlari-
da birga xohlagancha yaqin bo‘lacli.
3.3.6 X to4da metrik fazosida A va B qgisqartiruvchi akslan-

tirishlar berilgan bo‘lsin:

P(AX, Ay) < aAp{x,y), p(Bx, By) < aBp(x,y).

Agar barcha x £ X elementlar uchun p(Ax, Bx) < e (bun-
day A va B akslantirishlar s-yaqin deyiladi) tengsizligi
o‘rinli bo‘lsa, n holda bu akslantirishlar qo‘zg‘almas nugqta-
lari orasidagi masofa — sonidan katta emasligini isbot-
lang, bunda a = Tax(«g, an) < 1.

Yechimi. X’ nuqgta A ning gqo‘zg‘ahnas nugtasi bo'lsin. B qisgar-
tiruvchi akslantirishning y’ go'zg'almas nugtasini yk = B x', (K =
0, 1. ...) ketma-ketlikning limiti sifatida garaymiz. U holda

p{x', YK < p{\Y\) + p{yl,y2 + eee+ p{yk-uYkK) <
< p(xBx')(1+ an + mee+ a*-1) <

l1—an
bundan Kk — 00 boiganda
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3.3.7. 2. 2 A 2H-—1-1-. ... kabi aniglangan {.)-,} ket.ma-
1 2+ 4

ketligining yagqginlashuvchi ekanlagini isbotlang va uning lim-
itini toping.

Yechimi. {.r,} ketma-ketlikni IN' = 2. x,, = 2+ " (n > 2)
ko'rinishda rekurent auiqglasli mumkin bo'lganligidan,

Xn= 2+ —————j— (n> 3)
2+ Xn- 2

tengligi va xi < §, x2 < 8§ tengsizliklaridan x,, < §8 (Vn > 1) muno-
sabatining o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan birga, xn> 2 (n >
1). [2; Il segmentni o'ziga o'tkazadigan f(t) = 2+ j akslantirishini
garaymiz.

1_1

- 1,
Pif(z), f(v)) = If(v) - f(x)I = Xy < N\X-Y I= 4P(x,Y)

ifodadan / akslantirish gisqartiruvchi ekanligi ko'rinadi. U holda uning
yagona X' go'zg'almas niqtasi mavjud bolib, X' — lim xn bo'ladi, bunda

xn—f(xnl = 2+ (n > 2, xi =2.x" = 2+ 77 tenglamani

yechib, X = 1+ V2 sonini topamiz. Bu berilgan ketma-ketlikning limiti
bo'ladi.
3.3.8. Xi = £ aimxm+ ai (*= 1)2,...) cheksiz chiziqli algeb-
m=1
raifc tenglamalar sistemasini garaylik. Quyidalarni tekshir-
ing:
a) a = sup £ pn?l < 1 va o, < +oo shartlari bajaril-
i 7774. 7—1
ganda, u yagona x' = (x'L X2, ..) yechimga ega bo‘ladi, bunda
£ X\< +°°;

b) agar [3= sup £ \am\< 1 va suplo,|] < +oo bo‘lsa, u holda

berilgan sistemaning x' = (x\, X2, ...) yagona yechimi bo‘lib,

sup ] < +oo bajariladi.

1
00

Yechimi. a) p(x,y) = £ |x- y.} bundax = (x,), y = (y,) metrika
i=i
bilan berilgan £\ fazosida Ax = y = (yt) operatorini garaymiz, bunda

YI~ E aimx m + ai (* 1;2,...).
m=1



102 11 Metlik fnxolnr

L holda har bir ~-- ( t uchun

p[AX. N:) =Y,

in <Y X ~ - a/nx-)e
/1 o W~ /AL

ya’'ni /1 operatori f; fazosini o'ziga gisqgartirib akslantiradi. Endi gisgar-
tirib akslantirish prinsipini qoilansak. qo’yilgan savolga javob boiadi.
b) p(x,y) = supli’'(—Yy\ metrika bilan berilgan barcha chegaralan-

i

gan ketma-ketliklarning m fazosida /1x = y = (y,) operatorini garaymiz,
oc

bunda Vi = cijnixm+ cj (i = 1 2,...). U holda
ni—

p(Ax,Az) = sup | annxm- Y a | < /3p(xy),
w=1l m= 1

ya’'ni .4 operatori m fazosini o'ziga qisqartirib akslantiradi. Endi gisgar-
tirib akslantirish prinsipini goilansak. go’yilgan savolga javob bo'ladi.

3.3.9. A f(x) i Ixtf(t)dt + |x akslantirishning

C[0,1] fazosida gisqgartiruvchi ekanligini ko‘rsating va uning
go‘zg‘almas f* nuqtasini toping.

Yechimi. Berilgan akslantirish gisgartiruvchi ekanligi quyidagi ba-
holashdan kelib chiqgadi:

rt\w) ~ h(t)}dt
fo{x) —O0 deb olamiz. U holda

fl(x) = Afo(x) = - 2Z;

h(x) = Af\(x) = - | Xt m-tdt + ?( - (62+ -6):r;

Mr) - AhW = (| +1 + 2),
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fn(-r) - Af,, i(.f) _ (— f + ...+ é\_ + 7G7)2;

Shuning uchun f*(x) = lini f,,(X) = X, ya'ni bn funksiya C[0. 1] fa-

1)- >0C
1

zosida /(x) = ~J xtf(t)dt + |x integral tenglanianing yagona yechimi
"o
bolacli.

3.3.10. Agar f(x) funksiya haqiqiy sonlar o‘gida uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, ushbu

O<c< f'(x) <d< oo

sharti o‘rinli bo‘lsa, u holda /(x) = O tenglarna yagona
yechimga egaligini isbotlang.
Yechimi. Ax = x —~f(x) akslantirishning sonlar o‘gini o‘ziga

gisgartirib o'tkazishini kol!rsataylik: VX, y G M, X < y uchun

\NAX -Ay |= X- y- ~Nf(x) - f(y))

1 1fH - f(

V) oy in
d Xy M —il d M- yl<
< _~
1 d YI.
bu yerda £ G (x, y). Demalk,
Ax - Ayl< 1- Ix- ]

0< 1 d < 1 boiganligidan, #Z= AXx qisqartirib akslantirish boiadi.
U holda

*0 - ~Mf{x(j) = XQ
tenglikni, ya'ni f(xo) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x|
mavjucldir.

3.3.11. Aytaylik, f(x,y) funksiya G = {{x.y) : a < x <
6,—oc < y < +o00} sohada x bo‘yicha uzluksiz va y bo'yicha
musbat, chegaralangan hosilaga ega bo‘lsin: 0<m < f' < M.
U holda f (x,y) = 0 tenglama [a, b kesmada yagona uzluksiz
yechimga ega.

Yechimi. C[a,b] fazoni o‘z-o‘ziga aks ettiruvchi Ay = y —jjf(x.y)
akslantirishni gqaraymiz. Bu akslantirishning qisgartirib akslantirish
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ekanligini ko'rsatamiz. Agar tA va {# funksiyalar fazoning ele-
mentlari bo'lsa. u holda

\yi ~ Ay2\= 1l - ~ (<2- -~jfU\y2)

< 1. Al PA- 22= «|h“ 2/A

yam
p(AyilAy2 < ap(yuy2),
bunda O< a < 1.
Demak, qisqartirib akslantirish prinsipidan, ixyiyoriy yO G Cfa, 6]
uchun
2= A0, y2= Ayi, ..
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'ladi va rI)i_g;\nyn = y funksiya f(x,y) = 0
tenglamaning yagona uzluksiz yechimi bo'ladi.

3.3.12. W da -
f(x) = —+ x —arctgx

gisgartirib akslantirish bo‘ladimi?
Yechimi. Faraz gilaylik, x, y G > uchun

YO0- /)< ox- ¥
bo'lsin. U holda
f(x) - f{y)l= J(x- y) - {arctgx - arc”™y)| < apk- y|.
Bu tengsizlikda y = x + 1 deb olsak, u holda
1+ arctg(x + 1) —arctgx]< a.

Endi x — +00 da arctg(x + 1) — arctgx —~ ekanligidan, 1< a.
Demak, bu akslantirish gisgartirib akslantirish emas.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X to'la metrik fazo bo'lib, T : X —X uzluksiz akslantirishning
biror T mdarajasi gisqartirib akslantirish bo'lsin, ya'ni:

p(Tmx,Tmy) < ap(x,y), O0< a< 1
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U holda T yagona qgo'zg'almas nuqtaga ega bo'lishini ko'rsating.

2./ [0, 1] seginentni [0.1j segmentiga o'zaro bir giyinatli uzluksiz
akslantirish bo'lsin. U holda / ning kamida bitta qo'zg'almas liugtasi
mavjudligini isbotlang.

3. Cheksiz tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin:

oc
b= "2 < b (i=1,2....).
KA\
bu yerda N cjk <1, bj < +oc. Bu sistemaning £2 fazosida yagona

i.k i
yechimga ega ekanligini isbotlang.
4. [l,00) yarim intervalda f(x) = ~ hix funksiyani garaylik. Ixti-
yoriy X\ G [1; ~boo), X2 G [1; +00) nugtalari uchun

17(*2 - 7(21] = \f{c)(x2- 2i)] < ™\x2- *i]
tengsizligi o'rinlidir (bu yerda ¢ G {x\,x2). Ammo bu funksiya
go‘zg‘almas nuqtaga ega emas. Bundan qisqartirib akslantirish prin-
sipiga ziddiyat kelib chigmaydimi?
5. Aytaylik, f(x) G C[a, €] bo‘lsin. U holda

y+ 1 sinx+ f(x) = 0

tenglama yagona y = y{x) G CJ[a, b] yechimga egaligini isbotlang.
6. Aytaylik, f(x) G C[a,b] bo'lsin. U holda

y + Necost + f(X) =0

tenglama yagona y = y(Xx) G C[a,b\ yechimga egaligini isbotlang.



IV BOB
Normalangan fazolar

4.1. Chizigli fazolar va chiziqli funksionallar

Biror M to'plami berilgan bo’lsin. Agar M x M to‘plamining ixti-
yoriy qism to'plamini olsak. u liolda M to’plamida p binar muno-
sabat berilgan deb ataladi. Boshgacha aytganda, agar (a, b) juftlik R r-
to'plamiga tegishli bo’'lsa. u holda a element b elementga binar inuno-
sabatda deb ataladi va mpb koiinishda belgilanadi.

1. Avniylik munosabati £ binar munosabatga misol boiadi. Ha-
gigatan, agar asb a = b deb olsak. u holda

Re= {(a,a) :« GM} CM x M.

Rz to‘plamini odatda M x JI/ to'plamining diagonals deyiladi hamda [,
ko'rinishda belgilanadi.

2. M to'plamida berilgan har bir ¢ ekvivalentlik munosabati binar
munosabat boiadi. Boshgacha aytganda, ekvivalentlik munosabati ref-
leksivlik, simmetriya va tranzitivlik shartlarini ganoatlantiruvchi binar
munosabat.

Biror E to'plamida E x E to'plamning har bir (x, y) elementiga
E to’plamda x va y elementlarning yigindisi deb ataluvchi va x + vy
ko'rinishda belgilanuvchi E to'plamning elementini mos qo'yuvchi binar
munosabat berilgan bo'lib, bu munosabat quyidagi shartlarni ganoat-
lantirsin:

Vi, y, zGE uchun

1. x +y=y+ x (yig'indining kommutativligi);

2. (x+y)+z=x+ (y+ z) (yig'indining assotsiativligi);

3. E to'plamida shunday 9 element mavjud boiib, Vi G E uchun
x + 0 —x tengligi o'rinli ( B nol del) ataladi);

4. ixtiyoriy x G E uchun shunday —x G E element mavjud bo'lib
X + (—x) = B tengligi o'rinli (—x element x ga garam.a-garshi element
deb ataladi).

Shu bilan birga, IK maydondan olingan ixtiyoriy o son va ixtiyoriy
x G E element uchun ax G E (x elementning a songa ko'paytmasi)
element aniglangan boiib, quyidagi shart.lar bajarilsin:
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Vo. ¢ G K va Vx. y £ E uchim:
5 n(ir) = (o,ir):

nir + /) = ox + (V:

(0 + 1).r = ox 4 ?2x:

8. lmA= x.

Ushbu shartlarning barchasini ganoatlantruvchi E to'plami K may-

NV

don ustida chizigli yoki oektor fazo deb ataladi. Chiziqli fazo eleinent-
larini vektorlar yoki nugtalar del) ataymiz. Agar K = M (M barcha
haqigiy sonlar maydoni) yoki K = C (C barcha kompleks sonlar niay-
cloni) bo'lsa, u holda E, mos ravishda, haqigiy yoki kompleks chiziqgli
fazo deb ataladi.

3. M to'plami sonlarni go'shish va ko'paytirish amallariga nisbatan
chiziqli fazo bo'ladi.

4. M" fazoda go'shish va songa ko'paytirish amallarini

(xbx2,...,X,) + (271,22 mmm,yn) = (Xi + 2/1, Xo + ¥2,... ,X, + yn),
o(Xi, X2,..., xn) = (axi, ax-2, *emmax,,)
ko'rinishda aniqglasak, bu to'plam chiziqli fazo bo'ladi. Bu fazo n-

o'lchamli arifmetik fazo deyiladi.

Ta'rif. A' va Y lar IK ustida chizigli fazolar bo'lsin. O'zaro bir
giymatli @ : A —Y akslantirish

P(x +y) = ®d(x)+ d(y), .r,y GA";

®(0.'x) = ad(x), X,y GX, a GK.
shartlarni ganoatlantirsa. n holda X vaY fazolar o'zaro izomorf fazolar
deyiladi.
Misol uchun, n o'lchamli K" haqiqiy arifmetik fazosi bilan darajalari

n—1 dan katta bo'Imagan barcha haqiqiy koeffitsientli ko'phadlar fazosi
izomorf fazolar bo'ladi, bunda izomorfizm

(d\ @-j, ..., fl,,) =»fll + flI'j/ + mme + OTf"
qoida orqali o'rnatilishi mumkin.
L chizigli fazoning X],;t4 ....... r,, elementlari berilganda, kamida bit-
tasi noldan farqgli bo'lgan ob a2,..., 0, sonlari mavjud bo'lib,

OiX] + 02X2 + eem+ 0,x,, = 0

tengligi o'rinli bo'lsa, u holda Xi,x->,.... x,, lar chiziqli bog'hq elementlar
deyiladi. Agar opq + 02X2+ . me+f>: x,, = O tengligidan «j = 02= ... =
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o, = 0 tengligi kelib ehigsa. u holda .M. ..r>........ r, eleiueutlar chiziqli
erkli elementlar deb ataladi.

L ehizigli fazo elementlarining x. fj.... cheksiz sisteinasining ixtiyoriy
chekli gism sistemasi chiziqli erkli boisa. u holda berilgan sistema chiz-
igli erkli deb ataladi.

Agar L fazosida n sondagi chizigli erkli elementlar topilib, n + 1
sondagi ixtiyoriy elementlari chiziqgli bog'liq bo'lsa, u holda L fazosi
n-o'lchamli deyiladi. Agar L da ixtiyoriy sondagi chizigli erkli eleinent-
larni topish mumkin bo'lsa, u holda L cheksiz o'Ichamli fazo deb ataladi.
n-olchamli L fazoning n sondagi ixtiyoriy chiziqli erkli elementlarining
sistemasini, bu fazoning bazisi deb ataladi.

L' to'plam L chizigli fazoning gism to'plami bo'lsin. Agar ixtiyoriy
x,y G L' va ixtiyoriy a,(3 G K sonlar uchun ax + By G L' boisa, u
holda L' to'plam L ning gism, fazosi deb ataladi.

L chizigli fazo bo'lib, B uning nol elementi boisin. Fagat nol ele-
mentdan iborat {0} to'plam L ning eng kichik gism fazosi boiadi. Bu
fazoni nol gism fazo deb ataymiz. Shu bilan birga, L ni ham o'zining
qism fazosi sifatida garash mumkin. Bu ikki gqism fazolar L ning xosm.as
qism fazolari deyiladi, boshga qgism fazolar xos deb ataladi.

Qism fazolarning xohlagan sisteinasining kesishmasi gism fazo
boiadi. Hagigatan, {A~f : 7 G /} (/ ixtiyoriy to'plam) sistema L
chiziqli fazosining gism fazolari sistemasi boisin. Ixtyoriy X,y £

7
elementlar va ixtiyoriy a, P sonlar uchun ax+ 3y G A-n V7 G / muno-

sabati o'rinli. U holda ax + (3y G M Ay munosabati ham o'rinli, ya’'ni
P] Ay to'plam qism fazo boiadi.
1

L chizigli fazoda biror bo'sh boimagan S to'plam berilgan bo'lsin.
S to'plamni o'z ichiga olgan eng kichik gism fazo, S to'‘plamning chi-
zigli qobig‘i deyiladi va u odatda JS?(S) ko'rinishda belgilanadi. Sif(S)
fazosi S ni o'z ichiga oluvchi barcha gism fazolarning kesishmasidan
iborat boiadi. Boshgacha aytganda, J£{S) fazosi quyidagi ko'rinishdagi

elementlardan iborat: n

X ®m23a,n"
i.=1
bunda a&i G1, 0,GS, 1<i<n, nGN.

5. L chiziqli fazo bo'lib, x uning noldan fargli elementi boisin.
{Ax : A G K} elementlar to'plami bir o'lchamli gism fazo boiadi.
Agar L ning o'Ilchami birdan katta bo'lsa, u holda {Ax : AGK} /7 I.

6. [a, b segmentda aniglangan barcha ko'phadlar to'plamini P[a,b\
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ko'rinishda belgilasak. 11 liolda bu to'plam C[a.li] ning qgism fazosi
bo'ladi.

7. (2, r), r. m. to'planilarning barchasi chiziqli fazo bo'lib. liar
biri o'zidan koyiiigisiiiing gqism fazosi boiadi.

L chiziqli fazo bo'lib, V uning biror gism fazosi bo'lsin. Agar
I, lj e L elmentlarning ayirma.si U fazosiga tegishli bo'lsa, u holda
bu (iementlarni ekvivalcnt deb ataymiz. Ekvivalentlik munosabat ref-
leksiv, simmetrik va tranzitiv bo'lgani uchun. u L ni o‘zaro kesishmay-
digan sinflarga ajratadi. Bunday sinflar to'plami L ning V bo'yicha
faktor fazosi deb ataladi va L/L' ko'rinishda belgilanadi. £ va / sinflar
L/L' faktor fazoning elementlari, hamda X E £ va y E I/ bo'lsin. £ va
7 sinflarning yig'inclisi deb, x + y elementini o'z icliiga oluvchi n sinf-
ga aytiladi; £ sinf va a son ko'paytmasi deb, ax elementini o'z icliiga
oluvchi sinfga aytamiz. Bu amallar natijasi X va y lar o'rniga xohlagan
boshga x' 6 £ va y' E ) elementlarni olganda ham o'zgarmavdi. Shun-
day qilib. L/L"' faktor fazosida qo'shish va skalyar songa ko'paytirish
amallari aniglanadi. Bu amallar chizigli fazo tarifidagi barcha shart-
larni ganoatlantiracli. Shu sababli, har bir L/L"' faktor fazo chizigli fazo
bo'ladi.

Agar L chizigli fazo n-oichamli boiib, uning L' gism fazosi k-
o'lchamli bo'lsa, u liolda L/L"' faktor fazosining oichami n —kK ga teng.

L chizigli fazo bo'lib, L' uning biror gism fazosi bo'lsin. L/L' faktor
fazoning oichami L' fazoning L fazodagi koo'lchami deb ataladi.

Agar V C L fazo chekli kooichaniga ega bo'lsa, u holda L da shun-
day Xxi, xo, mmm, xn elementlarni saylab olish mumkin boiib, ixtiyoriy
X E L elementni yagona usulda

X = ai.Ti + a0X9+ ... + anx,, + vy

ko'rinishda yozish mumkin, bunda rq, a2,...,a,,E K. y E L
Hagigatan, Aytaylik, L/L' faktor fazoning oichami n ga teng bo'lsin.
Bu faktor fazodan £1, £2. mm<<> bazis olib, har bir £. sinfclan element
olamiz. X nuqgta L ning ixtiyoriy elementi boiib, bu elementni o'z icliiga
oluvchi sinfni £ orgali belgilaylik. U holda

£ = alSl + Q242 + mem+

X E £ bo'lganligi sababli x - (ai,” + a2+ ... + a,X,,) E L. Unda V
ning shunday y elementi mavjud bo'lib,
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tengligi o'rinli bo'buli. Natijada
X — L ... f~-n,.r, V4

tengligi kelib chigadi. Bu yozuvning yagonaligi L' qism fazoning L/L'
faktor fazosi uchun nol element bo'lishidan kelib chicjadi.

L chiziqli fazoda aniglangan g sonli funksiya funksional deb ataladi.
Agar barcha x. y G L elementlar uchun y(x -fij) = g(x) + g(y) tengligi
o'rinli boisa, u holda g additiv deyiladi. Xohlagan a son va barcha
x G L uchun g(ax) = ay(x) tengligi o'rinli bo'lsa, u holda g ni birjinsli
deb ataymiz.

Kompleks chizigli fazoda aniglangan g funksonal xohlagan a son
uchun g(ax) = ag(x) tenglikni ganoatlantirsa, u holda qo'shma bir
jinsli deb ataladi.

Additiv va bir jinsli funksionalni chiziqli deb ataladi. Boshgacha
aytganda, L chiziqli fazoda aniglangan g(x) funksional xohlagan x, y G
L elementlar va a, Bsonlar uchun g(ax+py) = ag(x) +(3g(y) tengligini
ganoatlantirsa, u holda chizigli deb ataladi.

8. a= (ai, «2,... ,«,,) GIR" tayinlangan vektor boisa, u holda

n

/(*) =Y lax*

i=1
ko'rinishda aniglangan akslantirish LLI' da chizigli funksional boiadi.
Hagigatan. xohlagan

x = (Xb x2, m- y = (y1,v2, wmmmny¢) G M"

elementlar va xohlagan a, 3 sonlar uchun
f(ax+(3y) = Y Mai{axi +/%,) = a «M X,+3 a,y = af(x)+3f(y).
9. CJa, €] fazosida chizigli funksional sifatida
n
/@) =J x [t) dt
a
integralini garash mumkin. Bu funksionalning chizigli ekanligi integral-
ning xossalaridan kelib chigadi.
10. K tayinlangan natural son boisin. 12 har bir x =

(xi, X2,.. *,X,,,...) elementi uchun A(x) = x/,:deb olsak, bu funksional
chiziqgli boiadi. Haqgigatan, xohlagan

X = (xi, X2,..., Xy on). il = (yb 1/2—— YN, mme) G i2
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elementlar va xohlagan n. i sonlar uclmn
//(nr+ f) =0 + hn, = a/(.c) +

tengligi o'rinli.

Z chiziqgli fazoning H xos gism fazosi uchun shunday Jo G L element
topilib, L = x0) tengligi o'rinli bo'lsa, bunda Jz?#, () - H
to'plam va .r, elementning chizigli gobig'i, u holda H gipergism fazo
deb ataladi. L chiziqli fazodagi

x+H (xGl, H —qgism fazo)

ko'rinishdagi to'plamga gipertekislik deb ataymiz.

H = (I *(0) gipergism fazo g funksionalning yadrosi deb ataladi va
ker r? ko'rinishda belgilanadi.

L hagqiqgiy chizigli fazoning biror La gism fazosida /0 chizigli funk-
sionali berilgan bo'lsin. Agar L fazosida aniglangan / funksionali uchun
X G Lo boiganda f(x) = fo(x) tengligi o'rinli bo'lsa, u holda / funk-
sionali fo funksionalning davomi deb ataladi.

L chizicili fazosida aniglangan p funksional berilgan bo'lib, barcha
X,¥ G L elementlar va barcha a G [0,1] sonlari uchun

p(ax + (1 —a)y) < ap(x) + (L —a)p(y)

tengsizligi o'rinli bo'lsa p funksionali gavariq deb ataladi. Agar xohla-
gan X G L elementlar va barcha a > 0 sonlari uchun p(ax) = ap(x)
tengligi o'rinli bo'lsa, p funksional musbat bir jinsli deyiladi. Musbat
bir jinsli gavarig funksionalni bir jinsli gavariq deb ataymiz.

L chizigli fazo, A c E qavariq to'plam va x G A bo'lsin. Agar
x = ™My + 2), Y,z G A tengligidan, x = y = z kelib chigsa, u holda x
nuqgta A to'plamning ekstrem.al nugtasi deyiladi. A to'plamning barcha
ekstremal nuqtalari to'plami extA kabi belgilanadi va u to'plamning
ekstrem,al chegarasi deviladi. Masalan, [0, 1] kesma uchun ext[0,]] =
{0, 1}.

Masalalar

4.1.1. Ixtiyoriy L chiziqgli fazoning nol elementi yagona
ekanligini isbotlang.

Yechimi. L chizigli fazoning ikkita B\ va  Nn°l elementlari mavjud
bo'lsin. U holda nol element ta'rifi va go'shish amalining kommuta-
tivligidan,

@ = 0\+62=62+ X= 62



Demak. B\ = B-. ya'ni nol elementi yagona boiadi.
4.1.2. Ixtiyoriy L chiziqli fazoda har bir elementga
garama-qarshi element yagona ekanligini isbotlang.
Yechimi. Aytaylik. s' va x" elementlar x elementga garama-qarshi
elementlar bo'lsin. U liolda

xI = x/+i 6\: xI - (x +! x")\: (/x/-r /-}JrI xII = E}+’ xn= x".

ya'ni x1= x".

4.1.3. Agar L chiziqgli fazoning noldan farqgli x elementi
uchun Xx —i-ix tengligi o‘rinli bodsa, u holda X va # sonlari-
ning o‘zaro teng ekanligini isbotlang.

Yechimi. Xx = fix tengligining ikki tomoniga —fix elementini
go‘shsak (A —fu)x = O tengligi kelib chiqadi. Agar A & 4 boisa, u
holda chizicili fazo taiifida 5-aksioniadan x = (A —/r)_1[(A —fj,)x] = O
tengligiga ega boiamiz. Bu ziddiyatdan A = u tengligi kelib chigadi.

4.1.4. Agar L chizigli fazoning x.y elementlari va noldan
fargli X soni uchun Xx = Xy tengligi o‘rinli bodsa, u holda x
va y elementlarning o ‘zaro teng bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Xx = Xy tengligining ikki tomoniga —Ay elementini
go'shsak A(x —Yy) = O tengligiga ega boiamiz. A ~ 0 boigani uchun
X —y —A"1[A(x - y)} = 0, ya'ni X = y.

4.1.5. Barcha haqiqiy koeffisientli ko‘phadlar fazosi P[X}

1, t t2,....t". ...
sistema chiziqli erkli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, ao, a\, ....«, G R sonlari uchun har bir t GR da
flot + + ..+antn=20

boisin. Oxirgi tenglikdan n inarta hosila olsak, u holda n\a,, = 0, ya’'ni
a,, = 0 kelib chigadi. Bundan

did+ O\t + ... aa-it = 0.

Xuddi shunday bu tenglikdan n — 1 marta hosila olsak. u holda (n —

1)<7, i = 0,ya'ni = 0 kelib chigadi. Bu jarayonni davom ettirsak,
an=a,_i= ..= ai = a, = 0ga ega boiamiz. Bundan
17/ t-..... ...

sistema chizigli erkli ekanligini ko'rinadi.
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4.1.6. Agar E=C[0. ] va F = {/ GC[0. J:/()) = O} bo'lsa,
n holda E/F faktor fazoni toping.

Yechimi. 1(f) = 1.t G [0, |j birlik funksiyani olaylik. U holda
/ G C[0, 1] uchun §=f —cl G F bo'ladi, bunda ¢ = /(0). Bundan har
bir / G C'[0, 1] yagona ravishda

f=g+cl,jgF.cGR

ko'rinishda yoziladi. Bundan E/F faktor fazo {cl :ce |}= 8 fazoga
izomorfdir.

4.1.7. Haqiqiy sonlar maydonida aniglangan va t o ‘zga-
ruvchiga bog‘lig barcha ko‘phadlar chiziqli fazosida t2+ 1. f“+
t, 1 vektorlar sistemasining chiziqli qobig‘i ganday bo‘ladi?

Yechimi. Xohlagan a, /3 7 haqigiy sonlari uchun

oct? + 1)+ e{t“+f) +7 = (ft + Yt~ + f3t+ a + 7

tenligi o'rinli bo'lgani uchun berilgan sistemaning chiziqli qobig'i
hagigiy koeffitsientli barcha kvadrat uchhadlarning chizigli fazosidan
iborat bo'ladi.

4.1.8. H to‘plam IK maydon ustidagi L chiziqli fazoning
gipergism fazosi bo‘lib, 27 G L/H bo‘lsin. U holda L ning
xohlagan x elementi

x=A27+h, (AGK, hGH)

ko‘rinishda yagona usulda yozilishini isbotlang.

Yechimi. H gipergism fazo bo'lgani uchun /1?(H,x0) —L tenglikni
ganoatlantiruvchi xO G L elementi mavjud. Shu sababli 27 G L/H
elementni

37 = AnJo+ Aih] + Aoho + ... + A,,hn. (h\. h2,..., hnG H)
ko'rinishda yozish mumkin. ALl/7 + AZh2+ ... + A,,hn — hO belgilashni

kiritamiz. U holda 27 = A(xo + /0. Bu tenglikdan x0 ni topamiz:

a0o- — r—--

X\ £ H bo'lgani uchun :rO ¢ O.

Xohlagan x G L element uchun shunday a G IK soni va /7 G H
elementi topilib, x = ax( + hx tengligi o'rinli bo'ladi. Bu tenglikni
almashtiramiz:

a a
X = ai'o+ n—a - bh= —37+ (hi — + o).
AO Al
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ﬁ(T: A va h{ = ﬂa//o = h belgilashlarini kiritaniiz. U holda

X = Aili +h (4.1)

Endi x elementni (4.1) ko'rinishda yagona ravishda yozish mumkin
ekanligini ko'rsataniiz. Aytaylik. x —ox- + h = j3\ + g (h,g G H)
bo'lsin. U holda (o0 — = g —h g—h G H boigani uchun
(a —6):1 G H. Bu munosabat fagat o = 3 boigandagina o'rinli, eliunki
X\ N H. Natijada g = h tengligiga ham ega boiamiz.

4.1.9. L chizigli fazoda g chizigli funksional berilgan bo‘lib,
g b 0 bo‘lsin. U holda quyidagilarni isbotlang:

1) H = /-10) to‘plami giper gism fazo bo‘ladi;

2) xohlagan A6 K soni uchun /-1(A) = x\+H tengligi o‘rinli,
bunda f(xa) = A

Yechimi. 1) f ¢ O boigani uchun /(x0) & O boiadigaxr xO G L
elementi mavjud. /(xqg) = Ao boisin. L dan xohlagan x element olib,
uni ushbu

Xo + ”X ————— —f—— X)TO
Ao \ Ao
ko‘rinishda yozib olaylik.
f(x- = fix) - f(x )"~ =0
{/ AoXoJ ) ( )Ao

. f(x' . .
tengligi o'rinli boiga@ani uchun x — g)xq G H boiadi. Bu elementni h
q

orgali belgilaymiz:
U holda

Bu tenglikdan H ning giper gism fazo ekanligi kelib chigadi.
2) Agar X\ = j~xo boisa, u holda

/B)=; ("°) =adt =1
ya'ni f(xx) = A tengligini ganoatlantiruvchi x\ elementlari mavjud
ekan. Aytaylik, x\ element f(x\) = A tengligini ganoatlantiruvchi ixti-
yoriy element boisin. Agar y G /~!(A) boisa, u holda f(y) = A boiadi.
y elemenliii y = x\ + \y —X\) koiuiishua yozib olsak, f(y —x\) = 0
boiishidan, y - xg G H ekanligi kelib chigadi. Shu sababliy G x\ + H .
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Aksincha. agar ; G X\ + H bo'lsa, u liolda c = rf\+ h (h G H).

Bundan /(;) = A va : G f~I(A) ekanligi kelib chigadi. Demalk,
/ ',ﬂ, on oo M.
4.1.10. (Xan — Banax teoremasi). L chiziqli fazosida

aniglangan bir jinsli gavariq p funksionali va L ning L(, qism
fazosi berilgan bo‘lsin. Agar Lo fazosida aniglangan /o funk-
sionali uchun

fu(x) < p(x) (V.r GLO) (4.2)

tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda /q funksionalni barcha L da
fix) < p(x) tengsizligini ganoatlantiruvchi f funksionaligacha
davom ettirish mumkinligini isbotlang.

Yechimi. LOd L boisin. L\Lo to'plamidan biror r nuqtasini olib,

U={tz+x:tGM, xGLOG

qism fazosini qaraylik. L ning bu chizigli gism fazosi L Ofazosining ele-
mentar kengaymasi deb ataladi. /0funksionalni (4.2) shartni buzmagan
holda L gfazosidan L' fazosiga davom ettirish mumkinligini ko‘rsatamiz.

Agar izlanayotgan /0funksionalning L' dagi davomi f bo‘lsa, u holda

f'(tz + x) = tf'(z) + fO(x)
tengligi o‘rinli bo‘ladi. f(z) = c belgilashni kiritamiz. U holda
f(tz + x) = tc+ fO(x).

Endi c sonini (4.2) shart o‘rinli bo‘ladigan qilib saylab olamiz, ya'ni
X G Lo elementi va barcha t hagiqgiy sonlar uchun fo(x) +tc < p(x + tz)
tengsizligi o‘rinli. Bu tengsizlik t > 0 bo‘lganda

A(?2)+~P (2?2 +.)
yoki
c<r(j+*)-1o(f)
tengsizligiga, t < 0 boiganda esa
A(f)+«>-p(-Ff-.),

yoki
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tengsizligiga teug kuchli. Bu tengsizliklarni ganoat.lautiradigan c soni
mavjud ekanligini ko'rsataniiz. L,, fazosidan ixtiyoriv y'.y" elementlar
olamiz. y" —V¥ G bo’lgani uchun

My™) ~ M>/) = Mil" ~ii) < p(y" ~ Y) =
=p{{y'+ )- v+ < piy+ -+ p{ry -

ya'ni

p(y" +12)- My") > -p{-y' - 7)- My
tengsizligiga ega boiamiz. y', y" nuqtalar Lq fazosidan olingan ixtiyoriv
elementlar boiganligidan,

et = ipf (My") + p(y" + - > sup (My) - p(-y" - 2)) = c-

¢” > ¢ > d go‘sh tengsizlikni ganoatlantiradigan c sonini tanlab, L'
fazosida f'(tz + x) = tc + M x) ko'rinishda f funksionalni aniglaymiz.
Bu funksional chizigli va fO ning L' dagi davomi. Endi L' da (4.2)

nrunosabatining o'rinli ekanligini ko'rsataniiz. t > O boiganda

f'(tz + x) = tc+ M x) M tc"+ M x) <

- Ti~p(f) HP(2H)) + =
= ~MX) +p(tz + x) + /o(x) = p(tz + x).

t < O bo'lganda
f'(tz + X) =tc+ M x) <tc'+ M x) <

<f(-/»(f)-p(--"-j))+/ »W =

= -M Xx) +p(tz+ x) + M x) = p{t= + x)-
Demak, agar /() funksional LO C L gism fazoda aniglangan va (4.2)
shartni ganoatlantirsa, u holda shu shartni ganoatlantirgan holda Lq
fazoning L' elemeutar kengaymasiga davom ettirish mumkin ekanligini
ko'rsatdik.

Agar L fazosida chiziqli qobig'i shu fazoning o'ziga teng sanogli
{xi,x0,.. *,Xx,,...} to'plamini tanlab olish mumkin bo'lsa, u holda
yugoridagi usul bilan /q funksionalni (4.2) shartni saglagan holda
quyidagi fazolarga ketma-ket davom ettiramiz:

LA = {Lo.X!}, 1.1 {/.:.%X,}eee.
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Ini yerclrt £ ¢'"n to'plami L ning LIh fazo va i olementni o'z ichiga
oluvchi eng kicbik gism fazosidan iborat. Natijada. L ning bar bir
elementi biror L{h fazosiga tegislili boiishidan, berilgan 7/, funksional
L@ dan L ga (4.2) shartni buzmagan liolda davom ettiriladi.

Endi yuqorida aytilgan sanogli to'plamni tanlab olish mumkin
bo'Imagan, ya'ni unmmiy holda gqaraymiz. Berilgan /o0 funksionalning
(4.2) shartni ganoatlantiruvchi barcha davomlari to‘plamini & orqali
belgilaylik.

Agar fi va f2fuiiksionallar & to'plamiga tegislili bo'lib, f\ aniglan-
gan gism fazo f2 aniglangan gism fazoda yotsa va f2 funksional fi
funksionalning (4.2) shartni ganoatlantiruvchi davomi bo'lsa, u holda
fi < fi munosabatini yozamiz. Bu munosabat & to‘plamida gisman
tartibni aniqglaydi. orgali & to'plamining ixtiyoriy chiziqli tartiblan-
gan gism fazosini belgilaymiz. to'plamiga tegishli barcha funksional-
lar aniglanish sohalarining birlashmasida aniglangan va bu funksional-
larning har biri bilan shu funksionallarning aniglanish sohasida ustma-
ust tushadigan funksional to'plamining yuqori chegarasi bo'ladi.
Demak, & to'plamining ixtiyoriy chizigli tartiblangan gism to'plami
yuqori chegaraga ega. U holda Sorn lemmasi bo'yicha & to'plamida
maksimal / element mavjud bo'ladi. Shu / funksional biz izlayotgan
funksional bo'ladi. Hagiqgatan, bu funksional /o funksionalning (4.2)
shartni gqanoatlantiradigan davomi va uning aniqlanish sohasi L fazosi-
dan iborat. Sababi, agar / funksionalning aniglanish sohasi L fazosining
biror L\ xos gism fazosidan iborat bo'lsa, u holda uni yuqorida aytil-
gan usul bilan L2 C L fazosiga davom ettirish mumkin bo'ladi. Bu /
funksionalning maksimal ekanligiga ziddir.

4.1.11. a ning ganday giymatida x = (1,2,3), y= (1,1,0) va
z= (a, 1,1) vektorlar chiziqgli bog‘lig bo‘ladi?

Yechimi. a, b, ¢ sonlari uchun ax + by + cz = 0 bo'lsin. U holda

=>a(3ci —2) = 0.

Chiziqli bog'lig bo'lganligi uchun a ™ 0 deylik. U holda



4.1.12. C[0. M fazoda 1 cost. cos2t funksiyalar chiziqli
erkli, 1.cos21 cosllfunksiyalari esa chizigli bog‘lig ekanligini
ko‘rsating.

Yechimi. 1) 1 cost. cosl/ funksiyalar chizigli erkli boiadi.
Hagigatan,

a+ 6cost+ 7cos"t—0O
boisin. Agar t = L boisa, u liolda a = 0 kelib chigadi. va /Jcosf +
7 cos21 —0 boiib, 3 + ", cost = 0 tengligiga ega boiamiz. Yana t =
giymatida p = O kelib chigib, 7 cost = 0, bundan 7 — O kelib ehic[adi.
Natijada

a+ 0cost+ 7c0s21=0 = a=13=7 = 0.

2) 1, cos 2f, cos2” funksiyalari chizigli bogiiq, chunki bu
cos2f = —(1 + cos 2])

munosabatidan kelib chigadi.
4.1.13. E chiziqli fazo va f : E — M chizqli funksional
bo‘lsin. U holda bu funksionalning yadrosi

ker/ = {x e E :f(x) = 0}

to‘plami E ning gism fazosi ekanligini ko'‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, X,y 6 ker /7 boisin. U holda

f(x +y)=f{x)+ f(y) =0 + 0= 0,

ya'ni ker / go‘shish amaliga nisbatan yopiq.
Endi x € ker/, A € K boisin. U holda

/(Ax) = A/(x) = AO = O,

ya'ni ker / songa ko'paytirish amaliga nisbatan ham vopici. Demak,
ker / cjism fazo eka.ll

4.1.14. @ fazoning birlik sharining ekstremal nuqtalari
mavjud emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, A = {x = (x,) Gc( : |IIMl < 1} bu fazoning

birlik shari va x G A boisin. U holda Ilnwx,, = 0, bundan shunday m
11

soni topilib, jxml < 1/3.

rxn, agar n ¢ m,
v \ xn- 5, agar n = to
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.C,,. agar n @in,
X,, + i, agar n = in
liugtalar uchun
* = 2(V+ ~ 3
bo'lganligidan. .r ekstremal nuqgta anas.
4.1.15. c fazoning birlik sharining ekstremal nuqtalarini
toping.

Yechimi. Avtaylik, A = {x = (xn) G c : |1l < 1} bu fazoning
birlik shari va x G A bo'lsin. Faraz qilaylik, shunclay rn soni topilib.
k.. |< 1bo'lsin. U holda shunday £ > 0 soni mavjudki, —1+ e < xm <
l-e.

Xssy agar n g m,
M -
Xn—e, agar n = m
va
xn, agar n cp m,
XN+ e, agar n = m

nugtalar uchun
x=\y+72,yd
bo'lganligidan, x ekstremal nuqgta ernas. Demak, agar X G A ekstremal

nuqta bo'lsa, n holda barcha n sonlari uchun |x,J = 1,yani x,, = + 1.
lim xn mavjud bo'lganligidan, biror K nomyerdan boshlab,

11—*0C

X, = 1 vyoki Xx, = —1 (5-3)

Endi bu shartni ganoatlantiruvchi har bir nugta ekstremal nuqta ekan-
ligini ko'rsatamiz.

Avtaylik, £ G.4 nugtasi (5.3) shartni ganoatlantiradi va biror y,z G
A uchun

al= 2(0"+ _)o
U holda so'ngi tenglikdan yn+ z,, = +2 kelib chigadi. Endi |y,], 2\ < 1
ekanligini e'tiborga olsak, n holday, = z, = #1. Bundan X = y = z
Demak, c¢ fazoning birlik sharining ekstremal nuqtalari quyidagi

ko'rinishdagi nugqtalardir: x = (X,,) G A,

+ 1, agar n < k

1, agar n > K

va

I+
P

agar n < K,
—1, agar n > Kk,
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bunda k t N.
Mustaqil ish uchun masalalar

1. L chiziqli fazoning biror .r va y elementlaridan iborat gism
to:planming chiziqli qobig‘i ganday boiadi?

2. Qanday chiziqli fazoda har ganday chiziqli qobiq fazoning o‘zi
bilan ustma-ust tushadi?

3. Agar chiziqli fazoning biror elementini shu fazoning €\, e2,..., en
elementlarining chiziqli kombinatsiyasi orqali yagona usulda ifodalash
mumkin boisa, u holda elt e2,... ,en vektorlar chiziqgli erkli boiishini
isbotlang.

4. Agar ei, €2,..., envektorlar chizigli erkli boisa, u holda bu siste-
maning chizigli gobigiga tegishli ixtij'oriy elementni €\, e2, ..., en vek-

torlarning chiziqli kombinatsiyasi orqali yagona usulda yozish mumkin
ekanligini isbotlang.

5. Har ganday chekli oichamli chiziqli fazo o‘zining chekli sondagi
vektorlarining chizigli qobigidan iborat ekanligini isbotlang.

6. Agar ej, e2,..., en vektorlar sistemasi K maydon ustidagi L chi-
ziqli fazoning bazisi boisa, u holda L ning xohlagan x elementini
i
X = &kek, fc 6 K, k= 1,n
k=1

ko'rinishda yozish yagona boiishini isbotlang.

7. Haqiqiy sonlar maydoni ustidagi hagiqiy koeffitsientli barcha
ko'phadlar fazosi cheksiz oichamli chiziqli fazo ekanligini isbotlang.

8. Ratsional sonlar maydoni ustida ratsional sonlar chizigli fazo-
sining oichami ganday?

9. Ratsional sonlar maydoni ustida kompleks sonlar chiziqli fazosida
chizigli erkli vektorlar sistemasini tuzing.

10. n-oichamli kompleks chizigli fazoni haqiqiy chizigli fazo sifatida
garasak, uning oichami ganday boiadi?

11. Rn chiziqgli fazoda ushbu

S = {(ai,a2,mmm an) ®m a\ = a2}

to‘plamning qism fazo ekanligini isbotlang. Bu fazoning oichamini to-
ping.

12. Kn fazoda birinchi koordinatasi nolga teng boigan nuqtalardan
iborat gqism fazoni SO orgali belgilasak, Mn/50 faktor fazosini toping.
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13. C[—1-1] fazoda berilgan quyidagi funksionallarning chizigli
ekanligini isbotlang. Bu funksionallarning yadrosi liagida ganday fikr-

(lasiz?
a) /W = i(,.(_IH+.r());
b) 7(x) = 2(Iz|<(|)-><(0)):
c) /(:or) = E akT(ti,), bunda o G M, K = ﬁ va fb G
A1
[-11%
d) n(-r) = + a?(—™ - 2x(0)], £GI[-1,1];
e) /M = 7/ x(f)(ft;

f) /12) = / x(t)dt. - x(0);
-i

0 1

g) /(x) = / x(t) dt - j x(t) dt
-1 o]

h) 7(x) = f x(t) dt- E *(£)e
— k=—n

14. Quyidagi funksionallarning chizigli ekanligini isbotlang:
1

a) /(x) = f tx(x)dt, xGC[-1,I];
-1

b) /(x) = f tx(t)dt, xG C2[-1,I];

-1

|

c) f(x) = Jt=3x(t) dt, x G C2[0,1];
(o]

d)/ (x)=xi + x2 x = (xbx2,...) G~2;

e)/w =f f, X= (xbx2,...) G£
IE)SI

f) fix) = fE_(! - \)xk  x = {Xi,x2, =mm G "i;
=i

g) /0e) = E 2~A+lx/-, X = (Xi,x2, mee) G cq;
fc=i
h) 7(x) = lim_x, x = (xi,x2,...) Gec.
n—D
15. L chiziqli fazoning H gipergism fazosi berilgan boisin. xO0£ H
element va /1 ¢ O son uchun quyidagi ikki shartni ganoatlantiruvchi
yagona g funksionali mavjud ekanligini ko'rsating:
1) kerg = H]
2) g(xo) = A
16. L chizigli fazoda h va g chiziqli funksionallar berilgan boiib,
ker h = kerg boisa, u holda g = ah tenglikni ganoatlantiruvchi a G |
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soni mavjiid ekanligini koT.sating.

17. L chizigli fazoda aniglangan <9 chiziqli funksional berilgan
bo'lsin. L/kerfi faktor fazoning oichainiui toping.

18. L chizigli fazoda f.fi-.fa....... /., chizigli fuiiksionallar berilgan
bo'lsin. Agar f\{x) = fo{x) = ... = /,m) = 0 bo'lishidan f(x) = 0

ekanligi kelib chl_ilqsa, u holda tq. «o....... n,, sonlari topilib. barcha x G L

uchun f(x) = J2 tengligi o'rinli bo'lishini isbotlang.
k=1

4.2. Normalangan fazolar

K maydon ustidagi X chiziqgli fazoning har bir x elementiga nomanfiy
liMl haqiqiy soni mos qo'yilgan bo'lib, bu moslik quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

1 ||l —04dx = O;

2. jJAari= X1 VA GK, x G X:

3.dlr+ W< |+ IMI x, y € X.

U holda X fazoni normalangan fazo deb ataj'miz. |p4] soni esa X
elementning norm.asi deb ataladi.

Agar p(x,y) bilan |lx— /I sonini belgilasak, u holda p(x, y) metrika
boladi. Haqgigatan,

1) P(x,Y) = [Kk—W\ = 00-x —Y;

2) p(x,y) = IIx- yI= K=y - all = |- 1lly- all = \y- Ad| =
Py,

3)p{x,y) = - yll = JEp- ~+r1- ylI< X-1l+ WN- ¥yl =
p(x,z) + p{z,y).

Demak, ixtiyoriy normalangan fazo metrik fazo bo‘ladi. Shuning
uchun metrik fazolarda kiritilgan tushunchalarga normalangan fazo-
larda ham ta’'rif berishga bo'ladi.

Aytaylik, X normalangan fazo va xO0 G X bo‘lsin. Metrik fazolardagi
kabi markazi xq nuqtada va radiusi r > O ga teng ochiq (yopiq) shar
deb

B(xd, r) = {x GX : |[l[r—a0| < r} (B[xo,r] = {x GX : ||x- x0] < r})

to'plamga. markazi x0 nuqtada va radiusi r > 0 ga teng sfera deb
S(xo,r) = {x GX : |.r—a(l= r} to'plamga aytiladi.

ao nugtaning e > 0 atrofi deb B(x0,e) ochig sharga aytamiz va uni
Oc(Xqg) kabi belgilaymiz. Atrof tushunchasi kiritilgandan keyin urinish,
limit, yakkalangan nuqtalar; ketma-ketlikning yaqinlashuvchiligi, fun-
damental ketma-ketlik, to'plamning yopilmasi, to'plamning ichi, ochiq
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to'plam. yopiqg to'plam tuslnmohalariga nietrik lazolardagi kabi ta lit
beriladi.

To'la normalangan fazo Bana.r fazosi deb ataladi.

Ta'rif. X Banax fazosi va ¥ C X bu'lsin. Agar [Y] = /1" bo'lsa, u
holda X fazo Y fazoning to‘ldiruvchisi deb ataladi.

L normalangan fazoning Lo chizigli gism fazosi yopiq bo'lsa. u holda
Luto'plamni L fazoning gism fazosi deb ataymiz.

{/m} sistemani o'z ichiga oluvchi eng Kkiciiik yopiq gism fazo. sliu
sistemaning chizigli gobig'i deb ataladi va Jz?({xn}) ko'rinishda belgi-
lanadi. Agar _S?({xn}) = L bo'lsa, u holda {x,,} sistema to'la deyiladi.

M asalalar

4.2.1. M hagiqiy sonlar fazosida normani || = [x
ko‘rinishda kiritish mumkinligini ko ‘rsating.

Yechimi. Norma aksiomalarini tekshiramiz.

D IPl=KM=00 x=0;

2) 1IMIl = 1A = 1A = [AITE

) Mx+Yl=1lz+YI< M+ W= 121+ Il

4.2.2. UTfazoda normani

n xb x = (xUx2,---,xn)
\ A1
ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.
Yechimi.
1) INI =\ 1 x|l =07 xi = a2= eee=xii=0 x = 0;
Vv A=l
Diiaxii =y/E(*)2=0*4 =X xd=1nn;
3 Ixtiyoriy x = (Xi,x2,..., X,,). ¥y = (ij)\\y>.... y,) elementlar uchun
i
*

tengligi oi'inli. Bu tenglikdan Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi kelib
chigadi:

/11 \ 2 Mn Mn
(5>7") < E 4E @
\ A=1 J A A-l

Bu tengsizlikdan foydalansak,
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1+ vyll2=E (ra+1)2=E d +-E + E nl<
A i . Al /!
< E 4 + 2 /e 4\N/E . 'a2+E//a-=
1 Yy A V AL Al

= (M+1M)2

muuosabatiga ega boiamiz. Natijada.

w* +om < |Wl+ IMI

4.2.3. cra, b fazosida normani
Al = max 1700 |

ko‘rinishda kiritib, norma aksiomalarining bajarilshini tek-
shiring.

Yechimi.

1) /1 = max /0] =0<+/ =0;

2) v = max IAN®1 = max{[All/(0]} = [AllI/II;

3) Ixtiyoriy f.ge Cl[a,b}funksiyalar uchun

\(f+9m\ = \'m + g(t)\<\m\ + \g(t)\<
< max 1701 + max \[{\ = [l + B I

Natijada, L/ + gl < Il + Ikl tengsizlikka ega boiamiz.
4.2.4. X normalangan fazo bo‘lib, Al uning bo‘sh bo‘Ima-
gan gism fazosi bo'lsin. P = X/M faktor fazoda normani

w = li&?lkll
ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.
Yechimi. 1) Agar f0= M (ya'ni - P nixrg nol elementi) boisa,

u holda 0 6 £o (bu yerda 0 - X ning nol elementi). Shuning uchun
[l = 0. Aksincha, agar JH| = wgt Ibll = 0 boisa, u holda £ sinfcla 0

soniga yaginlashuvchi ketma-ketlik mavjud boiadi. M yopiq boigani
uchun £ sinf yopig. Shuning uchun o £ £ ya'ni £= M.
2) Ixtiyoriy a € 1, i EI1 uchun



tengligi o'rinli. Bu tenglikning ikki tonionidan ham x G bo'yiclia quyi
chegara olib, gnyidagi tenglikka ega boiamiz:

K I=H "Hil
3) £, /G P bo'lib. x G4vay G #bo'lsin. Uholda
Ik +2701<h + ]|< N+ bl

tengsizligi bajariladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidan x G £, y G ¢/
bo'vicha quyi chegara olib,

U +v\\<M +M

munosabatiga ega bo‘lamiz.

4.2.5. B(x0,r) ochig shaming ochiq to‘plam ekanligini is-
botlang.

Yechimi. B(xo,r) ochiq shardan ixtiyoriy X' nugta olib, B(x",s) C
B(xo0,r) munosabatni ganoatlantiruvchi £ > 0 sonning mavjudligini
ko‘rsatamiz. £=r —\W —x]| bodsin. X' G B(x0,r) bo'lgani uchun
IIXx —Xo] < r. Shuning uchun £=r —||x —x0] > 0. B(X',£) atrofdan
ixtiyoriy X" nugta olaylik. U holda

X" X' [< £ [K=X]] < T—\W —xo0 |=> |[K=xolL+ [X'—X"I=<T.
Bundan
X' —Xo = K'—x'+x'—Xol < |[X'—X|] + |[IX —Xol <,
ya'ni
x" G B(xo,r) =B(x',£) C B(x0,r).

4.2.6. B[x0,r] yopiq shaming yopiq to‘plam ekanligini is-
botlang.

Yechimi. Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni B[x\), r] yopiq shar yopiq
to'plam bo'Imasin. U holda

[5[x0,r]] ¢ B[x0,r] == [P[x0,r]] \ B[xO0,r] ¢ O.

£>[x0,r]] \ B[xo,r\ to'plamning ixtiyoriy x' nuqtasini olamiz. x' *
B[xo,r] bo'lgani uchun J|x—x0] > r tengsizligi o'rinli. £= [|X—x 0l
bo'lgan x' nuqgtaning B(x',e) atrofidan ixtiyoriy x" nuqta olamiz. U
holda
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=r < |01 < L Ee-n0) X" 4 = x' £ [E[xnr]].
Bu ziddiyat faraziinizning lioto g'riligiiii anglatadi. Demak, £>xo.r]
vopig shar yopiq to'plam bo'ladi.

4.2.7. Agar B[a.r]c B[b,R] ¢ X, X ® {0}, bo‘lsa, n holda
llk—bl < R —r tengsizligini isbotlang.

Yechimi. 1-hol. a = b bo'lsin. X ¢ {0} ekanligidan, shunday
xy € X mavjudki, |Jxy —sl] = r bo'ladi. U holda B[n, r] ¢ B[a,R\
bodgani uchun |lx- a| < R tengsizligi o'rinli. Bundan

r=1JK- al=1m0- g] <R,
yaniR— >0= |b—56]|I
2-hol. a ¢ b bodsin. X fazoda
IR—6Q+r r
= — [ fr—a —
Tabl] ll—61

ko'rinishdagi elementini olsak, |lx—a]] = r tengligi o'rinli bodadi.
Hagigatan,

a—6]+r i
X-a = I 1 bh—a ) [ft — 6] = r.
la-bl | | a-6] ila-bl|

Bundan x e B[b,R\. Demak, ||[x—6JI < R, ya’ni

la—6| + r
R > |x- 6]= -a — b-b
la-bl | I1a-bl |
—6]+r
b I lla-b|| = lla —BN\+r.
lla—4

Demak, R — > |lo—6]}
4.2.8. X normalangan fazoning ixtiyoriy x vay elementlari

uchun Ml < mad{]Ix +vyll. IIk—lI} tengsizligini isbotlang.
Yechimi.

M <im;+11~51- 111t-1i-

724 | IR | SAN NI | G N
WHY +X-Y\N\ + 10X - NN R+ Y H
<« X+N\+ |- Y]+ He- Y]- I®+ 21 _

max{||® + y]|. [e—][}+
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4.2.9. A" normalangan fazo boYrb, r. /., u4GJr, ncN.
bo‘lsa, quyidagilarni isbotlang:

a) agar x,, —=*x. A, —mA (A, AGK) bo‘lsa, n holda Ax, AXx

b) agar x,, —» bo‘lsa, n holda k]l — IMI

cj agar x, —=j' va |Ix,—¥J| —*0 bo‘lsa, u holda vy, —x;

d) agar xn—r bo'lsa, n holda |lx, —=N\—=]Kx—lI:

ej agar x,, =»x, #,—y bo’‘lsa, n holda |x, =l =Ix—7I

Yechimi. a)

HAX, - Al = [IAX, - AX, + AX, - Aq] <

< IIA,,X,,' AXmII + IAXII - AX]]-=
= 1A.- Al + Wi, - Xl > 0.
Demak, [|AX, —AX]| — 0, shuning uchun A,x, —AX.
b) Normaning xossalaridan foydalanib quyidagi tengsizliklarni yoza

olamiz:
kIl - Xt < |Ix, - A|

I — 10l < TIx—x01 = 1, —x I
Bu tengsizliklardan esa
—iba I < [kl —IMI < Ibe—X|
go‘sh tengsizliklariga ega bo‘lamiz. Natijada
I —IMI < 11, —x]1.
I1x, =4I —0 bo‘lgani uchun [lixJl —IKIl —0. ya'ni lixIl —=IKI

c)
whn~X| = [P~ X,+ Xn- X| <

<1, - Xnl+ ||x,- x1->0.

Shuning uchun |}y, —X] —0, ya’'ni yn —=x
d) Normaning xossalaridan quyidagi tengsizliklar kelib chigadi:

.- yI- - Ml < 1Ix.- y-x +y0= I - Al

IXx - YI- IK-- Yll< Ik- Y- x,+y[=llx- x| = ||x, - x|l
Natijada

Ibo- Ml < 1Ix,- yI- lix- YE</Ix, - Al
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go'sli tougsizlikka ega boiamiz. ya'ni
/|| I /[ I R I

11X, —1]] —+0 bo'lgani uchun |||x, —y]l —|Ir —1ll —0. Bundan esa
/i~ ¥l 2" = Yl ekanligi kelib chigadi.
e) Normaning xossalaridan quvidagilarga ega boiamiz:

Il X- Yl< I FM< - AL+ .- Y0

va

X- W= K- ynl< Ix- Y- €+ Yl < 1K - xIN- YN\
Natijada
(FIxn- X+ yn- 22) < [Ix, - ¥, 0- k- yI< ], - x|+ Iyn- y]

go‘sh tengsizligiga ega boiamiz, ya'ni

b, - X]] = 0va Wh- y\-> o0 bo'lgani uchun, ||x,- yn\-» |ix- y]|.
4.2.10. X normalangan fazoning A qgism to‘plami chegara-
langan bo‘lishi uchun diamA < oo bo‘lishi zarur va yetarlili-
gini ishotlang.
Yechimi. Zarurligi. A to‘plam chegaralangan boisa, A C B(a,r)
munosabati o‘rinli boiadigan B (a.r) shar mavjud boiadi. U holda

= —_ < — =
diamA 13'?431 IIx—l leselé?a,r) IIx—yll = 2r,
ya'ni diamA < oo.

Yetarliligi. diamA = R < oo boisin. U holda ixtiyoriy i E A va
tayinlangan a £ A elementlari uchun |jx—o]] < R. Shuning uchun
A C B[a,R\ munosabati o'rinli bo'ladi.

4.2.11. A C X to‘plamning barcha limit nuqtalari
to'plamini A orgali belgilaymiz. A to‘plamning yopiq ekan-
ligini isbotlang.

Yechimi. A C [A] ekanligi limit nuqgta ta'rifidan bevosita kelib
chigadi. [A] C A ekanligini ko'rsatamiz. x 6 |A] b oisin. U holda
X nuqtaning ixtiyoriy B(Xx.s) atrofida A to'planming kamida bitta y
nuqtasi mavjud bo'ladi. Endi &\ —£—||X —y]| boisin. y nugtaning
B(y.£i) atrofi B(x,£) atrofning ichida yotadi. Hagigatan, 2 £ B(y,e1)
boisin. U holda L—\\ <£—]X]| tengsizligi o'rinli boiadi. Natijada
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ya'ni ; GB (x.s).
B{1J.Vi) CB(x, ), y €A"

bo'lgani uchun, bu nugtaning s{ij,s\) atrofida o to'plamning cheksiz
ko'p elementlari topiladi. U holda s (x,s) atrofda a to'plamnmg chek-
siz ko'p elementlari mavjud, ya'ni x G a*. Shuning uchun (o] C A"
Natijada Al = [A;] tengligi oiinli.

4.2.12. Quyidagi hollarda norma aksiomalari bajarilishini
tekshiring:

a) x = (xa)a=1 (xk ~ qatorlar fazosi v~ da

LENERE

Bu fazo K™ ko‘rinishda belgilanadi.
b) x = (xfc)fcLi qatorlar fazosida

Ikl =

Bu fazo IR" ko‘rinishda belgilanadi;
¢) x =K'l i (xk gm) ustunlar fazosida

E k4 , (P> e
fc=

Bu fazo ko‘rinishda belgilanadi.

d) E kfcl < 00 shartni ganoatlantiruvchi x = (aq, X2,...)
k=
ketma-ketliklar fazosida

nN =

A'=l
Bu fazo f ko‘rinishda belgilanadi;

(e0]
E kfcl2 < 00 shartni ganoatlantiruvchi x
k=1

(xi, x2,...,) (x» M) ketma-ketliklar fazosida

1

00 2
2 ** '

A=l

Bu fazo £ ko‘rinishda belgilanadi;
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f) ElM " < oc. (p > 1) shartni ganoatlantiruvchi x
K-
(xj. To, ...). (XkGR) ketma-ketliklar fazosida

| >l

Bu fazo (), ko‘rinishda belgilanadi;

§) X = (xj, x2,m). (x* GR) chegaralangan ketma-ketliklar
fazosida

X1 = Slip | xf}
K

Bu fazo m ko‘rinishda belgilanadi;
Yechimi.

a) 1) Ih = max, bal >0,

Il = max bl =0 il = pel=.. = wm\=0
ESRA=X=.-e=xm=00-X=0.
2)
IAdj = max [Ad]= max JJAIDCD = A max |ef = JAlIKI

3) Ixtiyoriy kK G{1,2,... rn} uchun WK+ yk\< |xfc|+ |yfc| tengsizligi
o'rinli bo'lganligidan, quyidagiga ega bo'lamiz:

X +y = max WK+ yk\< max (Ixfc]+ M) <

I<fc<m

< max x|+ max |yic]= [Nl + IMI

1<k<m

m
b)i) ®i1=E bl >0;

k=1
m
Mi=Y2M -0 Fl11= |?2]= == pm|=0<
kA\
Oxi=x2=..=im=0 x=0.

2)

k=1 fc=1
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3)

kIl =
U=i
k=1
Kil = Krl= eem=kmIl—0" X\ =X2= ... =Xm=0 <>x = 0;
2)
e = Eiw =E dAw )" =
k=1 k=1
=(J]ArEI*n" =IAI(E W P" = IAIINI-
k=1 k=1

3) Uchinchi shartni tekshirishda Helder tengsizligidan foydalanamiz:

53 iafcefei - (53 a* Eow (4.3)

bu yerdap > 1 va (> 1 sonlari quyidagi shartni ganoatlantiradi:

- - =1 4.4
5ty (4.4)

Endi ushbu tengsizlikning isbotini keltiramiz.

Agar (4.3) tengsizligi a = (au a2,... ,am) va b = (bu b2, ..., bm) ele-
mentlari uchun bajarilsa, u holda u cm va /3% elementlari uchun ham
o‘rinli bodadi (bu yerda a va (3 lar ixtiyoriy sonlar), ya’'ni bu tengsizlik
bir jinsli. Shuning uchun ham uni

EKr=EN =1 (4.5)
k k
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boigan holda isbotlash yetarli. Natijada

b
% ,km < 1 (46)
A=l
tengsizlikni isbotlash lozim boiadi.
(£,7) tekisligida 7 = £,1 (E > 0), yoki bu tenglamaning ofgacha
shakli boigan £ = 79-1 tenglama bilan berilgan egri chizigni olamiz:
(7-rasm).

7-rasm

Rasmdan ko'rinib turganidek, avab larning ixtiyoriy musbat giymatla-
rida S1+S2 > ab tengsizligi o'rinli boiadi. Aniq integraldan foydalanib,
S\ va S2 yuzalarni hisoblaylik:

Si=]
i p
b

h'l
rf~ldn = -«
q

0
Natijada ab <~ N tengsizligiga ega boiamiz. Bu tengsizlikdagi a
ning o'rniga Y ni, b ning o'rniga || ni go‘yamiz:
£
bR < ——t—-(k =1,m).
P q
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So'uggi tengsizliklarni hadnm-had gqo'shib, ya'ni A bo'vicha vig'sak.
quyidagiga ega bo'lamiz:

M" 1 1V
H ca | <k:l|:' i‘ + Ii-'e
Natijada, (4.4) va (4.5) munosabatlardan
r
E Kbl <i
k=1

tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Shu bilan (4.3) tengsizligi
isbotlandi.

Endi normaning uchinchi shartini tekshiramiz.  Buning uchun
quyidagi tenglikni garaymiz:

(H+ PBhp=(al +1birVI +(la] + Bl ripl

Bu tenglikda a ni ak bilan, b ni bk bilan almashtirib, K soni 1 dan m
gacha o‘zgarganda hadma-had qo‘shib,

m m

E(H +N)p=F clad+N rak I+ \y) =

=E(H +N rvn +E (H +M ruwm 4.7
k=1 k=1

tengligiga ega bo'lamiz. Helder tengsizligidan foydalanib,

Bk|t|kine.l< 3 b +B)MH EKT
k=1 \fc=l / \icH /
\7/m \1

Eb1 )bl <_E(H N

tengsizliklarni yozamiz. Natijada, (p —\)q =p tengligi va (4.7) dan

\fc—

E<M+IW < £(bI+N)' X>*|'| &
=1 k=1 / \\=l k—1
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tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlikning ikki tonionini ham

(E(H HwV

E
U=
ifodaga bo'lsak:

(Eim 4wl MyE>i'] 4 (IMN ]
tengsizligiga ega boiamiz, ya'ni
k+p]l<W + |HI

d) 1) INI :AE:Ml >

oc

INI =23 1M =07 IXII = [T2/ = eeo= [x"| = e0e=0

k=1

x\ = x2= mumx,, = 0... = 0 g¢-x = O;

2)

IWkh=5317x]| = [AIE]Ix] = Al

=l k=t
3) I+ yK\< &I + lun]tengsizligi, E M| va E W gatorlarnin
) | y /| tengsizligi =N = q ing

- fm.
Natijada,

Ik+m/»=£ M +XX\<23(mi +bl)
’:1 A.:].

= 23 Ixfel+ 53i1"1

»=i »=

e) 1) INI:[JE-i4 >0,

£ 4
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2) 1Ar| E (n+)2 A E4 = \1or
3) (r* + 9%)2 < 2(r] + yf.) tengsizligi hamda ]T *2va E M gat-or-

larning yaginlashishidan E a- + M()Z gatorning ham yaqmlashuvchl
I
ekanligi kelib chigadi. Shu bilan birga, ixtiyoriy n uchun

E <« )2 < E 4 + E |7|
) fo=i A1

tengsizligi oiinli. Bu tcngsizlikning ikki tornonidan ham n —o0 da
limitga o'tib quyidagilarga ega boiamiz:

IX + 24 = E *I| + = 11+

\ ket A< | kel

fy)wn= E " >0,
JH1

a =
k=1 k=1
@WXi=x2=..=X,=...=0<X=0;
2)
A<l = E AL =W E** — A Wi

k=l
3) Ixtiyoriy n uchun

j =i \k=1 n=1

Minkovskiy tengsizligi o'rinli. » va JT, YKY gatorlarning yagin-

fe=! k=1
lashuvchiligidan hamda yuqorcidagi Minkovskiy tengsizligining ikki
tomonidan n —00 da limit olib topamiz:

VAN = s E w i + E w X + W

_iZ: | VA-=| 4fc:|
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9) 1) IMI = SV;IO ] > 0.

Wi =00 |ji| = po| = x| =..=

O X] = X2=...=X

w= ...=0 X =0
2) Il = sup Il = WSLIJ(D A= NI
3)

ux + yj] = sup |xe+ yk|< sup(|xi:]+ \yk\) <
K K

it + iyl

< sup|x/,] “b SUp JyK]|=
K K

4.2.13. C*[0,]] fazosida x,(E) =

= N ketma-ketligining
yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

Yechimi. X,(t) funksiya [0,1] segmentda eng katta giymatiga t=1
da erishadi:

R E) = Gy
ya'ni
P = gy, oGk = I;Tﬁ'rz)

Natijada,

Iigg 16l = I||1/.1@0 n+1,£|,I'I+ZJ =0.
Demak, berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi.

4.2.14. m va t\ fazolarga tegishli bo‘lib, m da yaqinlashuv-
chi va I\ da uzoqglashuvchi bo‘lgan

rm_(@M @ N
ketma-ketlikka misol keltiring.
Yechimi.

1
<S>=10, 0, .. 0,-0-,, =i ,.0,0,...
2n+112n+21|"12n+21 [}

ketma-ketlikni garaylik. sup|xnﬁw| = < 1< °°- Demak, x(n) € m.
Shuningdek, "

u(™] - 1 + I <
All(m)F 2n+1 I2n+2 |
™=
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11 12"
SAT+N 4k ATATH L

Demak, X(n>E fi.

lim [l = lm sup B'>]= lim =0,
ya'ni, garalayotgan ketma-ketlik m da 0 ga yaginlashuvchi. Lekin bu
ketma-ketlikning ft da yaginlashuvchi emas. chunki

P> [Zh ot thh T h T
777=1
4.2.15. Ava B A <B tengsizligini ganoatlantiruvchi sonlar
bo‘lsin. U holda

E={/(*): f{x) GC[0,1], A<f(x) < Bj

to‘plamning C[0,1] fazosida ochiq ekanligini isbotlang.

Yechimi. E to‘plamdan ixtiyoriy ip element olaylik. Segmentda
uzluksiz funksiyaning xossasi bo'yicha tp funksiya [0,1] segmentda
0‘zining eng katta va eng Kkichik giymatlariga erishadi:

x%%o%] ip(x) = B =1ip(x’), Ian_lllp(X) a = p{x"),
bunda X', X" G [0,1].

Shartga ko‘ra ixtiyoriy X G [0,1] uchun A <ip(X) <B boiadivaa >
Ava B< B tengsizliklari o‘rinli. a — Ava (3— B sonlarning kichigini e
orgali belgilaymiz. U holda barcha X G [0,1] sonlar uchun \p{xX) —x)|] <
e tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¢(x) funksiyalar E to‘plainga tegishli
boiadi. Shuningdek p-'¢ funksiyaning uzluksizligidan |]y?¢)—2@)]| <
e tengsizligiga ega boiamiz. Bu esa ip(X) funksiyalar p(x) funksiyaning
£atrofini tashkil etishini ko‘rsatadi. Natijada, p funksiya E dan olingan
ixtiyoriy element boigani uchun, E ning ochiq to'plam ekanligi kelib
chigadi.

4.2.16. Normalangan fazoda qavariq to‘plamning yopil-
masi ham qavariq bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X normalangan fazoda gavarig M to'plam berilsin. [M]
to'plamidan ixtiyoriy X, y nuqtalarni olganda, barcha a G [0,1] sonlar
uchun ax + (1 - a)y G [M] ekanligini ko'rsatishimiz kerak. X,y GM
boiganligidan, ixtiyoriy £ > 0 son uchun |pk—u]] <e va W—|| < e
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi u, v G M elementlar mavjud boiadi.
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M qavariq to'plam bo'lganligidan. liar bir o £ [0.1] uchun au + (1 —
n)r £ M. Natijada.

[lor + (1 —o)y —(an + (1 —n)nll <
<allx—u]+@@—o0)l- fl<as + (- at)s =s.

Demak, ax + (1 —a)y nuqtaning ixtiyoriy £ atrofida M to'plamning
kamida bir elementi mavjud ekan. Shuning uchun ax + (1 —a)y £ [A/],
ya'ni [M] qavariq to'plam.

4.2.17. Normalangan fazoda B(x”.r) shaming qavariq
ekanligini isbotlang.

Yechimi. B(xo,r) shardan ixtiyoriy x, y elementlarni olaylik. U

holda |l)x—x0] < r va |ly—xO0] < r tengsizliklari o‘rinli bo‘ladi. Natijada
har bir a £ [0, 1] uchun

\\ax + (1 —a)y —0]] = |Jax+ (1 —a)y —ax0—(1 —axo]| <

< a||x—xo0y+ (1 —a)]ly- x|l <ar + (@ —a)r =r.
Demak, ax + (1 —a)y £ B(xo,r), ya'ni B(x0,r) gavariq to‘plam.
4.2.18. Normalangan fazoda B[xo,rf] shaming gavariq
ekanligini isbotlang.
Yechimi. B[xo,r] shardan ixtiyoriy x, y elementlarni olaylik. U
holda |l)x—o]] < r va |ly—0|| < r tengsizliklari o'rinli. Natijada har
bir a £ [0, 1] uchun

\\ax + (1 —a)y —o]] = |Ix+ (1 —a)y —ax0—1 —axo]] <

< a]|x —0o]] + (1 —a)|ly —ol] <ar + @ —a)r =r.

Demak, ax + (1 —a)y £ B[xo,r\, ya'ni B[x0, r] ciavariq to'plam.
4.2.19. Normalangan fazoda S(xo,r) sfera gavariq to'plam
bo‘ladimi ?
Yechimi. S(xo,r) sferadan ixtiyoriy x element olamiz. U holda
y = 2xq —X nuqta ham shu sferaga tegishli bo'ladi. Hagiqgatan,

ko - (2X0- x)n= Tkq- xp=T

Endi x va y elementlarni tutashtiruvchi segmentdan ~(x +Yy) nugtani
olamiz. Natijada

%X+§y: §X+ o 0~T)=xo0



0 1.2 \onn«];Tuan fazohir 1.'i1)
bo'lgani uchun quvidagiga ega boiamiz:
11
X+ = €300 7).

Demak. S(x().r) sfera gavarig to'plam emas.
4.2.20. cC1Io, 1 fazoda darajasi k ga teng barcha ko‘phad-
larning P*[0,1] to‘plami gavariq bo‘ladimi?
Yechimi.
Pk{x) = a™I + #r-ixI 1+... +«0

Qk{x) = —a*x* +bi—ix* 1+ ... +ho
ko‘phadlarni olaylik.
+ TjQk(x) =

=~ (aAd + bk-)XL 1 + -(a-k-2 + bk-2)xk "+ ... + -(do + bo)
ko'phadning darajasi K —1 ga tepg, ya'ni P[0,1] gavariq to'plam emas.
4.2.21. CJ[0,1 fazosida f \x(t)\dt < 1 tengsizlikni ganoat-

Q

lantiruvchi C uzluksiz funksiyalar to ‘plami gavariq boladimi ?
Yechimi. C to‘plamdan ixtiyoriy X(t) va y(t) funksiyalarni olaylik.

U holda barcha a S [0, 1] sonlari uchun quyidagi munosabat oiinli:

i i
/It (t) + (1 - a)y(t)\dt <J (IxO] + ¢ - a)\y(t)\)dt
0

al EIft+ @ —f)) \yt)\dt<a+1—a=1.
0 0

Demak, C gavariq to'plam.
4.2.22. 12fazosida

A={XE£t2: x = (xi,x2,...), x]<2"+,n€N}

parallelepipedning gavariq to‘'plam ekanligini isbotlang.
Yechimi. A to'plamdan ixtiyoriy x, y elementlar olaylik. U holda
har bir a € [0, 1] uchun

lax, + (L —f)2/;,] < ft|x,| + (1-a)|y,| < ft2-"141+ (I-ft)2 21 = T nH

boiadi va shuning uchun ftx+(1-a)y € A. Demak, A gavariq to'plam.
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4.2.23. Cla.b] fazosining separabel fazo ekanligini ishot-
lang.
Yechimi.  C[ab\ fazosida zich bo'lgan sanogli gism to'plam

mavjudligini ko'rsataniiz.
Har bir n natural soni uchun [a, b] kesmani

nuqtalar yordamida n boiaklarga boiamiz. Ixtiyoriy

40, dg), ..., &h)
ratsional sonlar uchun
PR =0 + 1) Xiil) ~ai-1px 6 "> b*= (4-8)
x\ - xi-1

boiakli-chizigli funksiyani quramiz. Har bir n uchun (4.8) ko'rinishdagi
barcha funksiyalarég'plamini A, orqali belgilaymiz. Har bir Ansanoqli

ekanligidan, A= 7&leAn birlashmasi ham sanoqlidir.

Bu A to'plamining C[a,b] da zich ekanligini ko'rsatamiz. C[a,b\ ga
tegishli har bir /7 funksiya [a, b}da tekis uzluksiz boiganligi uchun Ve >
0 uchun 35 >0 soni topilib, . —X"\ < 5 tengsizligini ganoatlantiruvchi
barcha x', X" £ [a, 6] nuqgtalarda

170 - 7691 < |
tengsizligi o'rinli boiadi. Har bir i £ {0, 1, ..., n} uchun
1703 - «h <|
tengsizligini ganoatlantiruvchi

«© (n In)

a0 »al ")y «ee)

ratsional sonlar olib, (4.8) ko'rinishdagi tp funksiyasini garaylik. [Ixti-
yoriy x £ [a, b] uchun shunday i £ {0, 1, ..., n) topilib, x £ [x-"], x[n)]
boiadi. U holda quyidagilar o'rinli:

<mx?) - /(,<">)+p*!"]) - =M<
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< b@-<")- /7 (. +f(x]n) nxt\)\ +i/(r]") - 2> )i

= Qd") - S+ /MUY - /(NI + i/ M-i) - <
r s s 3s
<T+~"bP~=—n
0 5 o] 0

Natijada,
NP - OO < 1M(%) - ¥>(ain)] +

Shunday qilib, Y—N\ < £ ya’ni / funksiyaning ixtiyoriy £ > 0 atrofida
A to'plamning kamida bitta tp elementi mavjud. / funksiya C[a, b] ga
tegislili bo'lgan ixtiyoriy element bo'lgani uchun [A] = C[a, I\ bo'ladi.
Yugqorida aytganimizdek A sanoqli to'plam. Shuning uchun C[a,b] fa-
zosi separabel bo'ladi.

4.2.24. X normalangan fazoda {x,} fundamental ketma-
ketligining biror {x,K qismiy ketma-ketligi yaginlashuv-
chi bo‘lsa, n holda {xn} ketma-ketligining yaginlashuvchi
bo‘lishini ishotlang.

Yechimi. {xn} fundamental ketma-ketlik bo'lgani sababli, ixtiyoriy
£ > 0 soni uchun shunday n'Esoni topilib, n, nk > n'£ tengsizligini
ganoatlantiruvchi natural sonlari uchun \Sa—xnJ| < | tengsizligi o'rinli
bo'ladi. Shartga muvofig {xnk} gismiy ketma-ketlik yaginlashuvchi va
r{i_rng,,k= a bo'lsin. U holda £ > 0 soni uchun shunday n" natural soni

mavjud bo'lib, nk > n" tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha natural
sonlar uchun \WKk —o| < s/2 tengsizligi o'rinli bo'ladi. max(n', n”) =
n£bo'lsin. U holda n,nk > nEtengsizlikni ganoatlantiruvchi natural
sonlar uchun quyidagi munosabat o'rinli

DXn (] ¥ XkNXXK o] A
£ £
—I» _ XIN‘bL 'A_all )
Demak, j ketma-ketlik yaginlashuvchi va lim xn = a.
n—o0

4.2.25. X normalangan fazoda {x,} ketma-ketligi uchun
1?@1llx»+i —*)l qatori yagqginlashuvchi bo‘lsa, u holda {xn}
ketma-ketlikning fundamental ketma-ketlik ekanligini ishot-
lang.
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Yechimi. - lix»+H —r»ll gator yaginlashuvchi boiganligi sababli.

ixtiyoriy r > 0 soni uchun shunday ii: natural soni mavjud boiib, n >
rir tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha natural sonlari va ixtiyoriy p €
N soni uchun quyidagi tengsizlik o'rinli

| |®a+ i R 4+2 JHI eeed® |Ix,+p  Xn+p_} | < fz.
Bundan esa,
A7 xn]
~ WyaH/  Xn+p— -\ Xnp—\  Xn"p_-2 ~b Xr*p—=2 X/l —

— |1®n+l x M\ “b | |®n+2 Xn\\ |l “b - m- “h I]an_jp Xn.p_ Ul <£

ekanligi kelib chigadi. Demak, berilgan ketma-ketlik fundamental.

4.2.26. {xn} va {M} X normalangan fazoda fundamental
ketma-ketliklar bo‘lsin. U holda X0 = \sa—ynjl n = 1, 2,...
ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

Yechimi. {xn} va {y.} fundamental ketma-ketliklar boiganligi
sababli, ixtiyoriy e > 0 soni uchun shunday n£soni mavjud boiib n > nE
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlar va ixtiyoriy p GN
soni uchun [kn+Hp —xn\< ~ va Jyn+p —yn\< | tengsizliklari o‘rinli.
Natijada quyidagi tengsizlikka ega boiamiz:

Whp Al = llbotp  Zopll e Zmu —
— U Xn+p Yn+p Xn - ynll ' {IXn+p Xnll 't 1Yn+p ynn ot
£ £
<2+ 2=£

Demak, {A,} fundamental ketma-ketlik. K haqiqiy sonlar to‘plami
toialigidan {An} ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

4.2.27. R da norma aksiomalarini tekshiring |p4] = \arctgx\.

Yechimi. Normaning ikkinchi aksiomasi o'rinli emas. Hagigatan,
agar x = A A= " boisa, u holda

/3
Al = arcty— = -,

lekin

||:‘ %rctgv)% = 1 ol = ﬂ,
ya'ni Il @ IAINMI
/1 \

4.2.28. K" n > 2 fazosida |Mlp= fJ2 XkRp) >0<p <1
bo‘lsa, normaning shartini bajarilmasligini ko‘rsating.
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Yechimi. Noruianing uchinchi sharti o'rinli emas. Hagigatan. X =
N0 oj GR" vay = ~0,"0..... 0oj G R" vektorlarni olaylik.
x & y bo'lgani bilan, lekin ixtiyoriy 0 < p < 1 va |]) + WL, = 1
uchun lja]l, = WA= Lekin

1,1,0,
2'20
Natijada |lx+\\\p > [Kip+ [MI.
4.2.29. Cl[a,b} fazoda norma aksiomalarini tekshiring,

bunda
Ml = max XE)I

Yechimi. Normaning birinchi sharti bajarilmaydi. Hagiqgatan,

rft)=| o agart G [a,~ ],
[\ agar t G [*,b\

elementi uchun |4l = 0, lekin X ® 0.
4.2.30. Normalangan LJO0,1] fazoda

_ e e agar tGuri[o,j,
x{0) = 0, agartcQmnjo1i]

ketma-ketligining yaqginlashuvchi ekanligini ko‘rsating.
Yechimi.

! !
Nov—1]=/ kn(t) —1]dt = f(1 —e~")dt =
0 0

1
—1—Je-"dt=1—L —»0.
0

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X normalangan fazoda {r,} ketma-ketlik berilgan boisin. Agar
shunday ¢ soni mavjud boiib, barcha n G N uchun |pn] < c tengsiz-
ligi bajarilsa, u holda |.J| ketma-ketlik chegaralangan deb ataladi. X
fazoda ixtiyoriy yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligini is-
botlang.

2. Vrr,y GX elementleri uchun quyidagilarni isbotlang:

a) |x+ 21> M- ||

b) IMI < max{[la + yIl. Iix- ylI}
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3. Norma aksiomalarini tekshiriug: [a/;] segmentda barcha chegara-

langaii funksiyalar fazosi M[a. b] da
i1l = sup WO\
tENah\

4. C0, 1] fazosida quyidagi ketma-ketliklarni yaginlashuvchilikka
tekshiriug:

a) X,(t) =t" —"+\

b) y,,(t) =t"- tin.

5. M biror L normalangan fazoning gism fazosi bo'lsin. Agar L to'la
bo'lsa, P = L/M faktor fazoning ham to'la bo'lishini isbotlang.

6. A' chizigli fazosida |« | va | R normalar berilgan bo'lsin. Agar
shunday a, b > 0 sonlar mavjud bo'lib, ixtiyoriy X G X uchun

alM i < \W < 6] [Mli

tengsizligi o'rinli bo'lsa, u holda J« | va J*L& normalar ekvivalent deb
ataladi. Chekli o'lchamli X fazodagi ixtiyoriy ikki norma ekvivalent
bo'lishini isbotlang.

7. X normalangan fazoda X @ 0, y ¢ 0 elementlar uchun |x+v]| =
IFl+ IMI tenglik fagatginay = Xx (A > 0) bo'lgan holda o'rinli bo'lsa,
u holda X gat’iy normalangan fazo deb ataladi. £\ C10,1] fazo-
larning qaysi biri ga’'tiy normalangan fazo bo'ladi.

8. Agar Ava B to'plamlar X fazosining gavariq gism to'plamlari
bo'lsa All B va

A+B ={x:x=y+z yGA zGB}

to'plamlari ham qavariq to'plam bo'lishini isbotlang.

9. Normalangan fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikning
chegaralanganligini isbotlang.

10. M"™, 3R™ R™ LT In, o, m, c0, c fazolarning orasida
Banax fazosi bormi?

12. Ixtiyoriy chekli o'lchamli normalangan fazoning Banax fazosi
bo'lishini isbotlang.

13. Banax fazosining gism fazosi Banax fazosi bo'lishini isbotlang.

14. Ixtiyoriy normalangan fazo yagona to'ldiruvchiga ega ekanligini
isbotlang.

4.3. Evklid va Hilbert fazolari

Haqiqiy L chizigli fazosining {x,y} juft elementlarida aniglangan,
(X, y) ko'rinishda belgilanuvchi va quyidagi to'rt shartlarni (aksioma-
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larni) ganoatlantiruvchi funksiya skalyar ko'paytma deb ataladi:

(xf) = (v.N\

(ri +ir2,y) = (xuy) + )

3) (AX.y) = X(x.y), AE€R;

(r, x) >0; (X, X)=0cmX=0.

Skalyar ko'paytma Kiritilgan chizigli fazoda normani

kil = MXX)

ko'rinishda kiritish mumkin. Bu normalangan fazo Evklid fazosi deyi-
ladi. Norma aksiomalarini tekshiramiz:
1) IMI=yjx,x) =04 {xx) =04>x =0;

2)

~

1] = Vj(AX, AX) = yjX(X, AX) = n/A(AXX) =
= Vx2(x,x) = W\I(X x) = WIKIE
3) Xohlagan Ason uchun
(AX +Y, Ax+Y) >0

Bundan
A2(x, x) +2A(x,Y) + (1,y) >0

Demak, kvadrat uchhadning determinanti manfiydir:
D =4(x,y)2- 4(x,X)y,y) <0,
yami (x,y)2 < (x,X)(y,y), yoki

I(*,2)l < IM

Oxirgi tengsizlik Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi. Bu
tengsizlikdan foydalanib, ushbu

Ixk+yR=(x+y, x+y) = (x,X) +2(x,¥) + (1, y) <
< IKIR+ 2 IWIIAL+ 1R = AT+ 112
tengsizligiga ega boiamiz. Natijada
He®+ 221 < IKIl + 1241 »

Evklid fazosida skalyar ko'paytma yordarnida x va y vektorlar orasida
burchak tushunchasi quyidagicha aniglanadi:
X Y)

W -

(
@S~ = M <'9)
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(r-) < |IMIMI bo'lgani uchun. uMiuyy, —  Demak. (4.9) fommla
nolga teng boiniagan .r va y vcktorlar orasidagi y (0 <y < ) bur-
chakni aniglaydi.

Agar (X, y) =0bo'lsa, u holda x va y vektorlar ortogonal deb ataladi
va X Ay ko'rinishda yoziladi. Bu holda (4.9) dan y = f ekanligi kelib
chigadi.

L evklid fazosida noldan fargli vektorlarning {xfl} sistemasi berilgan
bo‘lib, a ® ABbo‘lganda (Xn.Xj) = 0 bo’lsa. u holda {x¢} ortogonal
sistema deb ataladi.

Agar {x,} ortogonal sistema to‘la bo‘lsa, u holda u ortogonal bazis
deyiladi.

Agar {/m,} sistema uchun

u_ [0 agarwop (3
b x() = T 1, agara =p

sharti o‘rinli bo‘lsa, u holda u ortonormal sistema deb ataladi.

Ta'rif. Tofla evklid fazosi Hilbert fazosi deb ataladi va n odatda H
bilan belgilanadi.
H Hilbert fazosida {t,,} ortonormal sistema berilgan bo‘lsin. X GH
elementi uchun
ca = (x,xa)

sonlar, berilgan ortonormal sistema bo‘yicha Fure koeffitsientlari deb
ataladi. Ushbu %cax« gator bo‘lsa, X elementning Fure gatori deyiladi.

M asalalar

4.3.1. £2 fazosida skalyar ko‘paytmani

oc

X,y) = YLxKRK
(X,Y) L

ko‘rinishda l&ritish mumkin ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. kE—1XKyK gatorning yaginlashishi

2xkyk < X\ +y\
tengsizligidan kelib chigadi.
Skalyar ko‘paytma aksiomalarini tekshiramiz.
oc oc

) (xx) = E Xok=E, Mok = (y,x);
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n=E +x"Mih-=E xkvk + =
/=1 A=1
=F + E SN NG
A=1 A=

3) (Ax,y) = £ A/ = AE x*yA= A(X,Y);
A=l fe=l

4) (I, x) = £_|4 > 0.

Cx) = XN =0 Xi=X2=...=xn... —0dbx =0.
k=1

4.3.2. £2 Evklid fazosida

ei = (1,0,...,0,..))
e2=(0,1,--.,0,.

ortonormal bazisning to‘la ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x = (xi, x2,... Xn,...) G£2 xohlagan element va

x(M = (xbx2,...,x,,,0,0,...)

boisin. U holda x(,) element e\, e2,..., en vektorlarning chizigli go-
bigiga tegishli va n -> 00 da |x—xn] —0, ya'ni x G [Jz?({en})].
Demak, [Jzf({e,.})] = 12-

4.3.3. [a, 6] segmentda barcha uzluksiz funksiyalar fazosida
skalyar ko‘paytmani

b
(f,9) =J f{t)g(t)dt (4.10)
a
ko‘rinishda kiritish mumkin ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Skalyar ko‘paytma aksiomalarini tekshiramiz.

1) (F,9) = f f(t)g{t) dt = f g(t)f(t) dt = (g, /);
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(fi +/2,0) = /(/i(0 +h(t))g(t)dt.

0 0
:\] fi(t),q(t)dt. +\] f2(t)g(t)dt = (fug) + (fo,g);

3) (Af,g) =1 Xf(t)g(t)dt = Af f(t)g(t) dt = X(f,q);

4 (/,f)=Jf2)dt >0, (/,/5=7/7/2(1)dt=0**f =0,

a a
Bu fazo C2[ab] ko'rinishda belgilanadi.
4.3.4. C2[ab\ Evklid fazosida

1 2mt 2Tt

9 CIBF_—a, Sinz)“-_“a-‘, 71=1,2,...

funksiyalardan iborat sistema ortogonal sistema ekanligini
tekshiring.
Yechimi. Mumkin bo'lgan barcha hollarni tekshirib ko'ramiz:

1)

2nnt \ cos 200t 4 — 1b —A. 2mt
2 b—a):ng b—a ~ 4 #n 0—a

16 —a_2m(a +bh)
KOS — -—---—---=- SIN 7rn = U
2 T h—a

2)
i 2nnt \ I 2nntdt _ 16— 2Tmt
2 h %ésmb—a =TT b—a
E—?—{zlsin m(a +6) sin#n =0;
4 T b—a
3)
2imE . 2imt\ 2ImE . 27mt 1 47xnt
08 7=----- ,8in — COS 3------ sin ————-dt SM 7----- dt
b I A -y R | B
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b —a cos 4irnt .I.t.)..:ﬁsm inp.(.i:-..?zsm 2nn =
8 1n b—a 4 b—a
4)
Ccos _gp_p_'_:, éx_t_l_r_]_:t_!s)_ = / cos _2_[]_[]_t_ cos 2nt(n + k) dt =
b bh—a bh—a bh—a
") t( ) l 2irnt
irt(n + K it
I cos b—a dt H—\g CcoS -b“-—“édt =0
5)
2unt . 2Trt(n + K) nnt  2-Kifn+ k) .
[oYc T — S111 COS ;----—- ]| [E—— dt =
b—a b b—a b—a
0 2i K 2nk
m k) 1 E g ekt .
b—a 2] b-a
6)
. 0
irnt . 2n(n +Kt 2ttt 2-7r(n + K)t
------- ,SM — gommmeeeene = I/ SM -=-----SMm dt —
bh—a b—a bh—a b—a
1bh—a (L ikt L 2T@n +k) 0.
4 jr \k~ b—a 2n+K b—a o
7)
2Tt 27(n + k)"
SM =-mnmm ,COS- = 0.
b—a bh—a

Demak, garalayotgan sistema ortogonal boiar ekan.
4.3.5. L evklid fazosida

If 2 efni om (4.11)

chizigli erkli sistema berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi shart-
larni ganoatlantiruvchi

(4.12)

sistema mavjudligini isbotlang:
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1) (4-12) sistema ortonormal;
2) har bir 9, element f\.f>_..f,, elementlarning chi-
zigli kombinatsiyasidan iborat, yani

r! = an\fl + an2i'2 + mee+ nmifn;

3) har bir fn element 91,92....... 9,,--- elementlarning chi-
zigli kombinatsiyasidan iborat, ya'ni

In = b,i91 + b,292 + . e+ bnn(pn

va bmn @ 0. (4-12) sistemaning har bir elementi 1) - 3) shart-
lar bilan bir giymatli aniglanadi (£l koeffitsientlarini hisobga
olmaganda).

Yechimi. 91 elementni 91 = anfi koiinishda izlaymiz. Bunda oy
quyidagi shart bilan aniglanadi:

(<?¥>0) = [~ill2 = «n(/i, /i) = 1-
Bundan )
1 +1 , +fj

au y4 oo~ X ry

Shunday qilib, 91 elementning ishorasi hisobga olinmasa, u bir giymatli
aniglanadi. Endi 1) —3) shartlarni ganoatlantiruvchi 91,92, ees &n 1
elementlar topiladi deb faraz gilamiz. U holda /,, elementni ushbu

fn = bnipi +b,292 + ... +6,1,_i9,,_i + hn
ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda K <n boiganda
{hn,\k) = 0.

Hagigatan, bnk koeffitsientlar. Demak, h,, element ham quyidagi shart-
lar bilan bir giymatli aniglanadi:

{hn,%-) = (fn ~ni"Pi —... —6,,,,_i9,,_i, 9fe) =

= (fn<PK) - brk(pk<pk) = 0.

(hn,hn) > 0 ekanligi ravshan ((h,,,hn) = 0 tengligi (4.1) sistema-
ning chizigli erkliligiga zid boiar edi). Endi tpn elementni quyidagicha
olamiz: "

n

A \IK B
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Natijada h,, va elementlar induksiya vordamida /1,/2, mme/» ele-
mentlar orqali ifodalaiiadi:

wn = an\fl + 1272 + «ev v a/mysy,
bn yerda amn = — ~ Shu bilan birga,
V vi ~n)
= iPn,Pk) =0,

fn = b,afi + b,2<f2 + w..+ bnn(pn, mb,n = as(si,, /r,) ® 0.

(4.11) sistemadan (4.12) sistemaga o'tish ortogonallashtirish jarayoni
deb ataladi.

4.3.6. L Evklid fazosida {r.} va {y,} ketma-ketliklari beril-
gan bo‘lib, xn —x va yn —»y bo‘lsa, u holda (xn. —(x,y)
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Koshi — Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra

\{xy) - Poyn\=[(xy) - (XY.) + (XY.) - (xn,ynl <
< [(xy) - (Y + ) - (X0l =
=X, Y - Y, I+ I(x - Xn,y,,)i<

< INHb - XN+ 115 %, |1 1Yi

Yaginlashuvchi {y,} ketma-ketlik chegaralangan bo'lgani uchun, teng-
sizlikning o‘ng tomoni n —00 da nolga intiladi. Shu sababli, (x,,,y,) —»
(x,y). Bundan skalyar ko'paytmaning uzluksizligi kelib chigadi.

4.3.7. L Evklid fazosining xohlagan x va y elementlari
uchun parallelogramm tengligi deb ataluvchi

I+ YIR+ [ix- yIR=2(IxI2+ IMP)
tengligining o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. Norma ta'rifiga ko‘ra

X+yR+ IX- yP= (X+Y,X+y) + (X- y,x-Y) =

= (X, X) + (X’y) + (y’ X) + <y,Y) + (X’X) - (X,y) - (y7 X) + (yiy) =
=2(x,X) + 2(y,y) = 2(Ix2 + |MIR).
4.3.8. Skalyar ko'paytmaning to‘rtinchi aksiomasini
quyidagi aksioma bilan almashtirish mumkin ekanligini is-

botlang:
(x,x) >0, (x,X) =0=>Xx=0.
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Yechimi. x = 0 bo'lsin. U holda xohlagan A soni uchun
(0,0) = (A, 0) = A(0, 0)

tengligini yoza olamiz. Natijada (0,0) = 0 ekanligi kelib chigadi.
4.3.9. Skalyar ko‘paytma kiritilgan fazoning xohlagan
X, Y, Z elementlari uchun Apolloniy ayniyati deb ataluvchi

Y- xW+WN- yf =ijx—AR+2 - X+y

tengligini isbotlang.
Yechimi. Berilgan tenglikning ikki tomonini ham almashtiramiz:

W- X[RP+WN- VIR=(z- x,2- X)+(@z- Y, z-Y) =
=@Z2- x2- @R+ XX+
+z2.2)- (.2)- &)+ My) =
=2((z,2) - (x2) - (z,y) + (x, x) + (1.y).
Alx- yIR+2\e- x-;‘-V\%:éi{x-y,x- y) +
I X+y X+y!

=A%) - (x) - (xy) () +
+2(2,2) - (x+Y,2) - (Zx+Yy) +i(x +y,x+y) =

=2({z.z{-(x,z- (Z.y) + (x,x) + (y.y).

Demak, berilgan tenglik o'rinli.
4.3.10. Evklid fazosida x va y elementlarning ortogonal
bo‘lishi uchun

IkIp+ W = &x+y W
tengligining zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
Yechimi.. Zarurligi. x 1 y boisin. U holda

IxkK+yle=(x+y,Xx+Yy) =

= (xx) +2(x,y) +(Yy) = xR+ IMR
Yetarliligi. |Ixp+ \W\2 = |Ix+ y IR tenligi o'rinli boisa, (x,y) =0
tengligi kelib chigadi, ya’'ni x 1 Y.
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4.3.11. co fazoda X = (i X>..) vay = (/s .. element-
larning skalyar ko‘paytmasi

nlfn
y/=!
ko‘rinishda, norma |KI o.t) ko'rinishda Kkiritiladi. £
ning to‘la ekanligini isbotlang.
Yechimi. £2 fazoda metrika
p(x,y) =\\x-y I S

\ o

formula bilan aniglanadi. Demak, 3.1.14-misolga ko‘'ra £2 ning toia
ekanligi kelib chigadi.

43.12. K to‘plam Hning qgism fazosi bo‘lsa, n holda xohla-
gan f £H elementni

f=9+h ¢ £K, h£KXx, (4.13)

ko‘rinishda yagona usulda yozish mumkin ekanligini va g ele-
mentning
\\f-g\\=p(f,K) (4.14)

tenglikni ganoatlantirishini isbotlang. Bunda p(f. K) migdor
f nugtadan K fazogacha masofa:

p{f,K) = inf /- xlI.
Yechimi. p(f,K) = d belgilashini kiritib, K dan
W- fnR<d2+~ (n=1,2,..) (4.15)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi {/,,} ketma-ketligini olamiz. Parallelo-
gramm tengligiga ko‘ra

W/n-/ m+ (/-/n) +(/-/m )2 = 2[| | /-/nR+ | |/-/mP] (4.16)

tengligiga ega boiamiz. Shu bilan birga, A RNT EK boiganligidan,
ushbu

[1(/-/n) + (/-/m)ip=4 7 000 g (4.17)
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tengsizligi o'rinli. Natijada (4.15). (4.16) va-(4.17) la.rdan

Bu tengsizlikdan {/,,} ketma-ketlikning fundamental ekanligi ko'rinadi.
Shu sababli, H toia boigani uchun. u yaqinlashuvchi. “Ii_)rgol,, =4
boisin. K yopiq boigani uchun g G K.

Endi (4.15) da h —>00 da limitga o'tsak | |/-g]] < dtengsizligiga ega
boiamiz. dning ta’rifidan \\f- g]] > d tengsizligi ham o'rinli. Natijada,
LY —g | —d tengligi kelib chigadi.

Endi / —g = h elementning 9 1 fazosiga tegishli ekanligini isbot-
laymiz.

K to‘plamda noldan fargli xohlagan tp element olaylik. Har bir Ason
uchun ¢ +\p GK, u holda

#- ANR= /- [§+ASIR> d2.

Bu tengsizlikni skalyar ko‘paytmaning xossasidan va LY —g\\ = d teng-
ligidan foydalanib

-A (htp) - A(<ph) + |24 ip) >0

ko‘rinishda yozish mumkin. Natijada A= boigan xususiy holda

\h4>\2 _ \(h,p)\2 + \{hy)\2 > 0
{in(®  (ptp) (9
tengsizligi, yani \(h,tp)\2 < 0 tengsizligi kelib chigadi. Bu tengsizlik
fagat h L <pboigan holda o'rinli. Demak, p element K ning xohlagan
elementi boiganligidan, h LK, ya'ni h GK
Shunday qilib /7 ning (4.13) ko'rinishda ifodalanishi va uning (4.14)
tenglikni ganoatlantirilishi isbotlandi.
Endi / ni (4.13) ko'rinishda ifodalash yagonaligini ko'rsatamiz. Agar

f =g+h=g"+h\ g:¢0' GK, h:ti GKL

bo'lsa, u holda ¢ —§' = h* —h tengligiga ega boiamiz. Bu tenglikning
chap tomonidagi element K ga, o'ng tomonidagi element K X fazosiga
tegishli. Shu sababli ¢ —g' L h" —h. Bundan ¢ —g' —h' —h =0
munosabatiga ega boiamiz.

4.3.13. X element Fure gatorining sn = kE~{ akxk gismi, x ele-

mentning Hn = Jz?({xi,x2,... ,xnj) gism fazodagi proektsiyasi-
dan iborat ekanligini isbotlang.
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Yechimi. x =5, + (X

—s,,) boiib, s,, G H, bo'lganligi uchun
X_

L H, ekanligini ko'rsatish yetarli.

(X- $,,XR = (X,xK) - (5,,. XK) = ai, - at. = 0.
ya'iii
Xx- s, _xA (k=12,...,n)

bo'lgani uchun x—s,, = H, ekanligi skalyar ko'paytmauing xossalaridan
kelib chigadi.

4.3.14. Hilbert fazosida Bessel tengsizligi deb ataluvchi

< ™1
A=

tengsizligini isbotlang.
Yechimi.

1 ®+ |x- snlp= (sn,s,) +(X- sn,x- sn) =

= (Sn,s,,) + (x,X) - (x,sn) =

= (Y2 akck,£ akXk }+(*>=*)“ (*'£ akXk) =
\k=1 k=1 / \ k= /
2} n
=£ K+(x> _E K= = XK
fe=1

fe=1

n
tengligidan |IxXJR > lIs. IR tengsizligi, ya'ni » a2 < ||x|R tengsizlgi kelib

A
chigadi. Bu tengsizligida n —00 da limitga o'tsak

< 1
A

tengsizligiga ega bo'lamiz.

4.3.15. (Riss — Fisher teoremasi) H Hilbert fazosida

oc
xohlagan {gn} ortonormal sistema va ~ c2<oo shartni

SN
ganoatlantiruvchi {c,} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
U holda ushbu

ck = (f,<Pk);

Yjid = (/>f)
A
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tengliklarni ganoatlantiruvchi f £ H element mavjudligini is-
botlang. 1

Yechimi. f,, = *I.Echk deb olaylik. u holda

11/»+/) — fn 1 = i-1 + e me + C-ri+p”Pri+pW' =
p
= ("nHVNF-l H- m e 4" Cri+p/ii+pi C-n+l"Pn+l + o mm+ Cnpt-pntp) — ~ ~ Ccr
k= \d

Natijada E ¢t < 00 boigani uchun {/,} ketma-ketlik fundamental, De-
fc=

mak, yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. ”,”JO /,, = / boisin. Endi

{/, <) ni quyidagicha almashtiramiz:

(/) = (/n<n) + (/ - h<i>= + (/- [ <#)e
n >r boiganda, = ci boigani uchun,
(f,<Pi) =4 + {f - fn,<A). (4.18)
Endi
(7 - /n, <> < s - /nil « 1bl1

tengsizligi o‘rinli boiganligi uchun n —o0 da (/ —f n,<F) —0- (4-18)
ning chap tomoni n ga bogiiq emas. Shu sababli, bu tenglikda n —00
da limitga o‘tsak (/, tpi) = G tengligiga ega boiamiz.

tengligini tekshirish giyin emas. n — oo da |V—/L4 — 0
boiganligidan, bu tenglikdan

(0 0]
234 = (I, 1)
o=
tengligi kelib chigadi.
4.3.16. H separabel Hilbert fazosida har ganday ortonor-
mal sistema ko‘pi bilan sanogli bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. H separabel Hilbert fazosida {3} ortonormal sistema
berilgan boisin. U holda ixtiyoriy sQva ipp har xil elementlari uchun
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P, —]l = V2 tengligi o'riuli boiacli. Shuning uchun shar-
lari o’zaro kesisinnaydi. Agar sanoqli {Z,} to'plami H da zich bo'lsa.
u holda shaming har birida bu to’plamning kamida l)ir ele-

menti mavjud bo’ladi. Shu sababli B(<pn,  sharlar sistemasi ko’pi
bilan sanoqli. Natijada {#<} ortonormal sistemaning sanoqli ekanligi
kelib chigadi.
4.3.17. H Hilbert fazosilclja X\x-2.... X, ortogonal sistema
n
berilgan bo‘lsin. Agar x = E xkbo‘lsa, n holda ||fp = E Ixa]R
*= A—l

tengligini ishotlang. -

Yechimi. /n o

IXH= (XX) = (£ Xb £ XA

= (Xi, X® + (X2, x2) + ...+ (X,, x.) = £ |PAR
A=l

4.3.18. H Hilbert fazosining x elementi LC H qism fazoga
ortogonal bo'lishi uchun xohlagan y £ L uchun Wl < |Kx—
y I tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini
isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. i 1 I bodsin. U holda xohlagan y £ L uchun
(X, y) =0 tengligi o‘rinli. Shuning uchun

Ix- yIR= (x-y x-y) =

= (X x) - 2(2,y) (¥, y) = @+ |lyp> X2

Yetarliligi. Ml < IIx- W tengsizligidan 2(X,y) < (y,y) tengsizligi
kelib chigadi. x elementni x = h +h' ko'rinishda yozib olamiz, bunda
h£L, h G/ Natijada

(x,y) = (h+hy) = (hy) +(ti,y) = (hy).

Shu sababli 2(h,y) < (y.y) tengsizligini yoza olamiz. Bu tengsizlik
barchay £ L uchun o‘rinli bodganligi uchun y =h bodganda ham o‘rinli
bodadi. Shunday gilib 2(h, h) < (h, h) tengsizligiga ega bodamiz. Bu
tengsizlik {h, h) = 0 bodgandagina o‘rinli. U holda x = h!, ya'ni x £
L[. Demak, x = L.

4.3.19. H Hilbert fazosida xohlagan M qism to‘plami
uchun M C (A/1)1 munosabatining o‘rinli ekanligini isbot-
lang.
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Yechimi. M to'planiidan ixtiyoriy x nugtaui olamiz. U holda .r =
M1,yanix € (M )L Demak. M c (M ):.

4.3.20. H Hilbert fazosida M. /1 to‘plarnlari uchun M c N
bo‘lsa, M DA munosabatining o‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. iVJ to'plamidan ixtiyoriy x liugtani olamiz. U holda x L
A. JV C N boiganligidan. x J_ I/. ya'ni X e O/x. Demak. Ar~C A/1.

4.3.21. Hilbert fazoda polyarlashtirish tengligining o ‘rinli
ekanligi isbotlang:

x = X+ yll2—Ik-j/H2+ 3% + »yll2- 11*-»/]|2
4 4
Yechimi. 1)
IF+yR=(*+y, X+Yy) =
= (X X+Y) + (), x+y) =(X+Y, x) +(X+Y,Y)
==+ + XY+ =
= (X) +{Xy) +xy) +.y)

2 - yll2= (X —y,x —) =

=<xx-y) - (X y) —x yoe- (x-.Y)
=(*%) - >- Y+ (V)
= (%) - (vy> - <)+ YY)
1) va 2) tengliklardan quyidagiga ega boiamiz:

IF+2R-11x-y IR 2(x,y) +2(x,Y)

3
) I+ *y R = (x + iy, X+ iy) =
= (x,x +1iy) +i(y,x +iy) =
= (x +1y, x) +i(X+iy,y) =
= (%) - 00y, x(+i(xy) + (1Y) =
= (x%) - i(x.y) +i(x.y) +(y.y)
4)

¥~ iyll2= <*- iy,x - iy) =
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= x-iy) - i{y,x- MHx- iy, x) - /(x- /M) =
(x.x) + /(i/.x) - /(x. >+ (/)
= (xx) +/(x. () - Ax M+ (y.y)
3) va 4) tengliklardan quyidagiga ega boiamiz:

A+ iy IR - Ux- iyl r[-2r(x, &) + 2r(Xx, y)]

Natijada
Re{x,y) +ilm(x.y) = (x.y)

munosabati o'rinli.

4.3.22. Quyidagi normalangan fazolarning Evklid fazosi
bo‘lImasligini isbotlang:

a) {p> 1, p b2 fazosi;

b) C[0,1] fazosi.

Yechimi. a) lp(p > 1,p¢ 2) fazosida x = (1,1,0,...), y =
(1,—,0,...) vektorlarni garaymiz. U holda

X +y =(2,0,...), Xx-Yy=(0,2,0,..)

INI = IMI = 2%, |Ix- yl= |Ix+ 24=2
boiganligi sababli
Ix+yR+ lix- yIB=2(IxIk+ IMP)

parallelogramm tengligi o‘rinli boimaydi.
b)  C[0, 1] fazosida x(t) = y(t) = "t elementlarni garaymiz.
Ushbu

IkIL = IME =2 Tk-i/1 =7~ |k+ ol =i

munasobatlardan parallelogramm tengligi o'rinli boimaydi.
4.3.23. Hilbert fazosida |Ml = IM| bo‘lsa, n holda x — =+
x+y (romb diagonallari perpendikulyar) bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi.

(X +y,x-y) = (%) + (,x) - (Xy) - (v.y) =
= [kll2-N 12=1kll2-1k 12= 0.
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Mustaqil ish uchun masalalar

1. C2[ah] fazosida
1 2imt 2nnt

ortogonal sistemaning to’la ekanligini isbotlang.

2. Separabel boimagan Evklid fazosiga misol keltiring.

3. Har ganday cheksiz o’lchamli separabel Evklid fazosida sanoqli
ortonormal bazisning mavjud ekanligini isbotlang.

4. Birorta ham ortogonal bazisga ega emas separabel bo'Imagan
evklid fazosiga misol keltiring.

5. To'la Evklid fazosida ortonormal bazisning mavjud ekanligini
isbotlang.

6. Evklid fazosida xohlagan X, y, z, t elementlar uchun ushbu

K- -7 0Y- < I%- 2MeIN- 4+ IY- 2Nm|jx- ]

tengsizligining o‘rinli ekanligini isbotlang.
7. Hagigiy L normalangan fazosining xohlagan X.y elementlari
uchun ushbu

1U*+ 242 + Iix —AN ~ 2(|Ix112 + IMIR)

parallelogramm tengligi o'rinli bodsin. Unda
(XA = A+ yllz- 1*y]12)

formula (X,X) = |R1R tenglikni ganoatlantiruvchi skalyar ko‘paytmani
aniglashini isbotlang.

8. C[0,]] da (x,x) = LR tenglikni ganoatlantiradigan skalyar
ko'paytmani aniglash mumkin emas ekanligini isbotlang.

9. L Evklid fazosi bo’lib X y2 G L elementlar uchun xlI.yyva
X_LY2 munosabatlar o’rinli bo'lsa, u holda xohlagan a va 3 sonlar uchun
xJ_ (ayi +1f3y2) munosabatning o‘rinli ekanligini isbotlang.

10. L Evklid fazosining X elementi A C L to'plamning har bir ele-
mentiga ortogonal bo’lsa, u holda X element A to'plamiga ortogonal
deyiladi v a il Ako'rinishda belgilanadi. Agar X£ A bo'lsa, u holda
x A [JE{A\ ekanligini isbotlang.

11. L Evklid fazosidagi A gism to'plamining har bir elementiga
ortogonal bo'lgan barcha elementlar to'plamini A ning ortogonal
to'ldiruvchisi deb ataymiz va Al orqali belgilaymiz. Al to'plam L ning
gism fazosi bo'lishini isbotlang.
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12. Evklid fazosining toidiruvchisi ham Evklid fazosi bo iishini is-
botlang.

13. Hilbert fazosining ga'tiy normalangan fazo ekanligini isbotlang.

14. M va N lar H Hilbert fazosining gism fazolari boiib, M LN
boisa, u holda M + N to‘plamining ham gism fazo boiishini isbotlang.

15. fo fazoda shunday M to‘plamiga misol keltiringki, M + M L
to'plami t2bilan teng boimasin.

16. t2 da berilgan uslibu

ketma-ketlikning chizigli qobigi 12 ning hamma yerida zich ekanligini
isbotlang.

17. H Hilbert fazosida yopiq qavarig M to‘plami berilgan boisin. M
to'plamda eng kichik normaga ega elementning bor ekanligini isbotlang.

18. 12 fazoda normasi eng kichik normaga teng elementi boimagan
yopiq to'plam tuzing.

19. [a, b] segmentda barcha uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
H\[a: b} fazosida skalyar ko'paytmani

b

a
ko'rinishda aniglaymiz. H\[a,b}Hilbert fazosi boiadimi?
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Topologik fazolar

5.1. Topologik fazolar

Metrik fazolarda metrika yordamida ochiq shar, atrof tushunchalari-
ga ta'riflar berilib, ular yordamida ochiq to'plam aniglanadi. Boshqa
fundamental tushunchalar asosida ham ochig to'plam tushunchasi
yotadi. Ochiq to'plamni metrika yordamida emas, aksiomalar orqali
aniglash g'oyasi natijasida topologik fazolar nazariyasi paydo bo'lgan.

Ta'rif. Aytaylik, X toplamning gism toplamlaridan iborat T sis-
tema quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1)0GrT, X Gt;

2) T sistemasiga tegishli Ga,a G | (I indelt<slar toplami)

toplamlarning birlashmasi (J Gn va chekli sondagi p|] Gk kesishmasi
k=1

yana Tsistemasiga tegishli. :

Uholda Tsistemasi X toplamda berilgan topologiya deyiladi.

(X, t) juftlikga topologik fazo deyiladi.

r sistemaning elementlarini ochiq to'plamlar deb, ochiq
to'plamlarning to'ldiruvchilarini yopiq to'plamlar deb ataymiz.
Topologik fazoning elementlari uning nuqtalari deb ham ataladi.

Topologik fazolardagi boshlang'ich  fundamental tushunchalar
ro'yxatini keltiramiz:

- X G X nuqtaning atrofi — shu nuqtani o'z ichiga oluvchi ixtiyoriy
ochiqg to'plam;

- X D M to'plamning urinish nuqtasi — ixtiyoriy atrofida M
to'plamning kamida bitta elementi mavjud bo'lgan nuqta;

- X D M to'plamning yopilmasi [M] — M ning barcha urinish
nuqtalari to'plami;

- X D M to'plamning limit nuqtasi — ixtiyoriy atrofida o'zidan
boshga M to'plamning kamida bitta nuqtasi mavjud bo'lgan nuqta;

- X D M to'plamning hosila to'plami M* — M ning barcha limit
nugtalari to'plami;

- M to'plamning ichi int(M) — M to'plamdagi barcha ochig gism
to'plamlar birlashmasi;
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J1' fazoning hammn yerida zich to'plam - yopihnasi JT fazoga teng
boigan to'plam:

- Separubel fazo — hamma yorida zich sanogli gism to'plamga ega
fazo.

Berilgan X to‘plamning gism to‘plamlaridan iborat turli sis-
temalar topologiya shartlarini ganoatlantirishi, ya’'ni X to‘plainda turli
topologiyalar Kiritilishi mumkin. Bunda turli topologik fazolar hosil
boiadi.

X to‘plamda ti,t2 topologiyalar berilgan boiib, ™\ C t2 munosabat
o'rinli boisa, u holda «2 topologiya n topologiyaga nisbatan kuch-
lirog topologiya deyiladi va ™\ < t2 koiinishda yoziladi. Bu holda ™\
topologiya’ni t2 topologiyaga nisbatan kuchsizrog (sustroq) ham deyi-
ladi.

X topologik fazoda ochiq to'plamlardan iborat 88 sistema berilgan
boisin. Agar X fazodagi har bir ochiq to‘plamni 88 sistemaga te-
gishli to‘plamlarning birlashmasi koi'inishda ifodalash mumkin boisa,
u holda 88 sistemani X fazodagi topologiyaning bazasi deb ataladi.
Sanoqli bazaga ega boigan topologik fazoga sanogli bazaga ega fazo yoki
sanoglilikning ikkinchi aksiomasini ganoatlantiruvchi fazo deyiladi.

x € X nuqgtaning biror atroflaridan iborat sistemasini 88x orqali
belgilaylik. Agar x nuqtani o'z ichiga oluvchi ixtiyoriy U ochiqg to‘plam
uchun, shunday v e 88 to‘plam topilib, Vv C U boisa, u holda 88x
sistema x nugqta atroflarining aniglovchi sistemasi deb ataladi. Agar
sanogli 88x sistema mavjud boisa, u holda x nugtada sanoglilikning bk
rinchi aksiomasi bajarilgan deyiladi. Agar X fazoning har bir nuqtasida
sanoglilikning birinchi aksiomasi bajarilsa, u holda X ni sanoglilikning
birinchi aksiomasiga ega fazo deb ataymiz.

{Mn} to'plamlar sistemasi va A to'plam uchun A C (J Ma boisa, u

holda {Mo} sistema A to‘plamning qoplamasi deb atalad?. Agar {Ma}
goplamaning biror {MQ} gismi ham A uchun qoplama boisa, u holda
{Mal sistema {Mn} goplamaning gism goplamasi deyiladi. Agar {Ma}
goplamaga tegishli har bir to‘plam ochiq (yopiq) boisa, u holda {Ma}
sistemani ochiq (yopiq) goplama deb ataymiz.

X topologik fazoda {r,} ketma-ketlik berilgan boisin. Agar x nug-
taning ixtiyoriy U atrofi uchun, shunday wy, soni topilib, n> w tengsiz-
likni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlar uchun xn € U o'rinli
boisa, u holda x nuqta {xri} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

X va Y topologik fazolar, / : X —=Y akslantirish boiib, x € X
nuqta berilgan akslantirishning aniqlanish sohasiga tegishli boisin.
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Agar y = /(.r) nuqtaning ixtiyoriy atrofi uchun. x nuqtaning sluni-
clay Vv, atrofi mavjud boiib. /(V ) ¢ V, boisa. u holda / akslantirish
x nucjtada uzluksiz deb ataladi. X fazoning barcha nuqtasida uzluksiz
boigan akslantirishga X fazoda uzluksiz akslantirish deyiladi.

Quyida ajratish aksiomalari deb ataluvchi shartlarni keltiramiz.

To - aksiomasi: X topologik fazoning ixtiyoriy ikkita har xil x va
y nugqtalari uchun bu nuqtalarnivg kamida bittasining ikkinchicini o'z
ichiga olmaydigan atrofi mavjud.

T\ - aksiomasi (ajratishning birinchi aksiomasi): X topologik fazo-
ning ixtiyoriy ikkita har xil x va y nuqtalari uchun, x ning y nuqtani
0z ichiga olmaydigan Ox atrofi, y ning x nuqtani oz ichiga olmaydigan

atrofi mavjud.

T2 - aksiomasi (ajratishning ikkinchi yoki xausdorf aksiomasi): X
topologik fazoning ixtiyoriy ikkita har xil x va y nuqtalari o'zaro kesish-
maydigan Ox va Oy atroflarga ega.

Topologik fazoda berilgan to‘plamning atrofi deb, shu to‘plamni o'z
ichiga oluvchi ixtiyoriy ochiq to‘plamga aytiladi.

T3 - aksiomasi (ajratishning uchinchi aksiomasi): X topologik fazoda
ixtiyoriy nuqta va bu nuqgta tegishli bo'lImagan ixtiyoriy yopig to'plam
o'zaro kesishmaydigan atroflarga ega.

Tqg (i G {0,1,2,3}) aksiomasini ganoatlantiruvchi topologik fazoni
T, — fazo deb ataymiz.

T\ va T3 aksiomalarni qanoatlantiruvchi topologik fazo regulyar de-
yiladi.

T4 aksiomasi (normallik aksiomasi). Ti-fazoda ixtiyoriy ikkita o'zaro
kesishmaydigan yopiq to'plamlar o'zaro kesishmaydigan atroflarga ega.

Ti aksiomasini ganoatlantiruvchi fazo normal deb ataladi.

M asalalar

5.1.1. Ikki elementdan iborat X = {a. 6} toplamda 1 =
{0,{6},AT} sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi. Topologiya aksiomalarining bajarilishini tekshiramiz:
1) T sistemaning berilishiga ko‘ra $,X Gr;
2)
OU{b} —{6}Gr,
OUX ={b}UX =X Gr,
OnN{p} =0M0X =0Gr,

{b}NX = {6} Gr.
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5.1.2. X metrik fazoda barcha ochiq to‘plamlardan iborat
T sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi. r sistemaga tegishli tP_'IpIamIarning ixtiyoriy birlashmasi

G = (J Gnva chekli sonclagi S = P|] G* kesishmasining ochig to'plam
ne
bo'lishini ko'rsatamiz.
G to'plamga tegishli ixtiyoriy X nuqta olaylik. U holda bu nugta
tj Gu birlashmadagi to‘plamlarning kamida bittasiga, aytaylik, G,,0
to'plamga tegishli bo'ladi. Gna to‘plam ochiqg bo'lganligidan, X nugta-
ning bu to‘plamda yotadigan \K atrofi mavjud. Natijada \k c G,0cC

G munosabatni yoza olamiz. Bu munosabatdan G to'plamning ochiq
ekanligi kelib chigadi.

Endi S = Pi Gk to'plamdan ixtiyoriy X nuqta olaylik. Bu nuqta

k=1
Gk, kK = I,n to'plamlarning har biriga tegishli bo'ladi. X nugtaning
Gk to'plamda yotadigan \MKk= B(x,£k) atrofini olamiz. Bundan X nug-
taning r = minimi, £, atrofi uchun \EC Mt, kK = 1,...,7r

munosabatni yoza olamiz. U holda MEc S, ya’'ni S ochiq to'plam.
5.1.3. X to‘plamda berilgan topologiyalaming ixtiyoriy
sondagi kesishmasi shu to‘plamda topologiya bo‘lishini isbot-
lang.
Yechimi. X to'plamda berilgan har bir rQ a £ | topologiya uchun
X, 0 € ra bo'lganligidan, X,0 G I;I tq.

P|rQkesishmadan olingan ixtiyoriy Gl to'plam har bir rQsistemaga
@

tegishli bo'Iadir_I Bundan rfv sistema topologiya bo'lganligi sababli

(JG7 GTa va P| Gic GTa munosabatlar o'rinli. U holda
7 k=1

1JG7G f]ra
7 a

T

f Gn m
k=1 0

ya'ni p|] t, kesishma topologiya bo'ladi.

5.1?4. X to‘plamning biror gism to‘plamlaridan iborat
B sistemani o0‘z ichiga oluvchi minimal topologiya mavjud
bo‘ladi (uni SS sistema paydo etgan topologiya deb ataymiz
va t(38) ko‘rinishda belgilaymiz). Isbotlang.
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Yechimi. sist.cmani 0'z ichiga oluvchi topologiyalav mavjud
(misol uchun j# sistema A ning barcha gism to'plamlaridan iborat
topologiyaning ichida votadi). Bu topologivalarning kesislnnasi (5.1.3-
misolga garang) & sisteinani o'z ichiga oluvchi minimal topologiya
boiadi.

5.1.5. (X t) topologik fazoning ixtiyoriy 38 bazasi quyidagi
shartlarni ganoatlantirishini isbotlang:

1) Ixtiyoriy x £ X nuqta kamida bitta G £ to‘plamga
tegishli bo‘ladi;

2) Agar x £ X nuqta 3A bazaga tegishli G\ va &
to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘lsa, n holda shunday
Gse J to‘plam mavjud bo‘lib, x £ G3¢c G\*\G2 munosabati
o‘rinli bo‘ladi.

Yechimi. 1) A ochiq to‘plam boiganligidan, uni 28 bazaga te-
gishli to‘plamlarning birlashmasi koiinishda ifodalash mumkin. Shu-
ning uchun A ning har bir nuqtasi bazaga tegishli to'plamlarning
biriga tegishli boiadi.

2) G\[") G2 kesishma ochiq to‘plam boiganligidan, uni 38 bazaga
tegishli to'plamlarning birlashmasi ko'rinishda ifodalash mumkin. Bir-
lashmadagi to'plamlarning kamida bittasiga X nuqta tegishli bo'ladi.
Ushbu to'plamni G3 orgali belgilasak,

X£G3C O\ &

munosabat o'rinli bo'ladi.

5.1.6. A to‘plamning gism to‘plamlaridan iborat 38 sistema
quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) Ixtiyoriy x £ X element kamida bitta G £ 3§ to ‘plamga
tegishli;

2) Agar x £ X nuqta 38 sistemaga tegishli Gy va G2
to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘lsa, u holda shunday
G3E~ to‘plam mavjud bo'lib, x £ G3 C Gxp] G2 munosabati
o‘rinli bo‘ladi.

U holda 38 sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi
ko‘rinishda ifodalanadigan barcha to‘plamlardan iborat T(3%)
sistema X to‘plamda topologiya hosil etishini isbotlang.

Yechimi. 1) shart bo'yicha ixtiyoriy X £ X element S sistema-
ning kamida bitta to'plamiga tegishli. Bu to'plamlarning birlashmasi
A to'plamni beradi, ya'ni X £ t(3?).

38 sistemaga tegishli har bir to'plamga bo'sh to'plam gism to'plam
boiadi. Bu bo'sh to'plam T(28) sistemaga ham tegishli boiadi.
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T{&) sistemaga tegislili to'plamlarning ixtiyoriy souclagi (IQIG,, bir-

lasinnasini qaraylik. Bu birlashmadagi har bir to'plam o‘rniga, lining
08 sistema to'plamlarining birlashmasi ko'rinishdagi ifodasiiii go‘ysak,
natijada b5 sistemaga tegishli to'plamlarning birlashmasi hosil bo'ladi.
Bundan lyGn birlashmaning €(08) sistemaga tegishli ekanligi kelib

chigadi.

Endi €(08) sistemaga tegishli to'plamlarning chekli sondagi kesish-
masi ham shu sistemaga tegishli bo'lishini ko'rsatamiz. A B G t{38)
bo'lib, A=1jG Wva B = (pJ Gp bo'lsin, bunda Gn, Gp G 08. U holda

n

Af]1B =\J(Gaf]Gp)

a,(3

tengligini yoza olamiz. 2) shart bo'yicha Ga {"Gp kesishmaga tegishli
har bir X nugta uchun X G G' ¢ GaP] Gp munosabatni ganoatlanti-
radigan G' G 08 to'plam topiladi. Ularning barchasining birlashmasi
GnM Gp to'plamni beradi, ya'ni G, p] Gp kesishma t(08) sistemaga
tegishli.  Ularning 08 sistemaga tegishli to'plamlarning birlashmasi
ko'rinishdagi ifodalarini (J (Ga f] Gp) ifodaga cjo'ysak 08 sistemaga te-

a,(

gishli to'plamlarning b|rlashma5| hosil bo'ladi. Bundan A[\B kesish-
maning t(08) sistemaga tegishli ekanligi kelib chigadi.

Demak, t(08) sistema topologiyaning barcha shartlarini ganoatlanti-
rar ekan.

5.1.7.  (X,t) topologik fazoda 08 c r sistemasi T topologiya-
ning bazasi bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning bajarilishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang:

1) Ixtiyoriy x G X element kamida bitta G G 08 to‘plamga
tegishli;

2) Agar x G X nuqta 08 sistemaga tegishli G\ va G2
to‘plamlarning kesishmasiga tegrishli bo‘lsa, n holda shunday
G3 G 08 toplam mavjud bo‘lib, x £ G3c¢c Gif]G2 munosabati
o'‘rinli bo‘ladi;

3) Ixtiyoriy G Gr to‘plam va har bir x G G nuqta uchun
X G Gx Cc G munosabatni ganoatlantiruvchi Gx ¢ 08 to‘plam
mavjud.

Yechimi. 1) va 2) shartlar bajarilganda 08 sistema X topologik
fazoning bazasi bo'lishi 5.1.6-misolda ko'rsatilgan.

3) shartning bajarilishidan ixtiyoriy G G r to'plamni G = [ jGa

X
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koiinishda ifodalasli mumkin ekanligi kelib chigadi. Demak. 86 sistema
r topologiyaning bazasi boiadi.

Aksincha. 86 sistema T topologiyaning bazasi boisa 1) va 2) sliart-
larning bajarilishi 5.1.5-misolda ko'rsatilgan.

3) shartning bajarilishini isbotlaymiz. Ixtiyoriy G € T to'plamni
83 sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi koiinishda yozish
mumkin. Har bir X G G element birlashmadagi to'plamlarning kamida
bittasiga tegishli boiadi. Shu to‘plamni Gr ko'rinishda belgilaymiz.
X € Gr C G munosabat oiinli boiganligidan, 3) shartning bajarilishi
kelib chigadi.

5.1.8. X topologik fazoda yopiq to‘plamning to‘ldiruvchisi
ochiq bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. X fazoda berilgan ixtiyoriy F yopig to’plam biror G 6 X
ochiq to‘plamning toidiruvchisi boiadi, ya'ni F = X \ G. Bundan
X\F =X \(X\G) =G, yani X \F ochiq to‘plam.

5.1.9. X topologik fazoda A ochiq, B yopiq to‘plarnlar
bo‘lsa, n holda A\B ayirmaning ochiq to‘plant bo‘lishini
Ko ‘rsating.

Yechimi. 5.1.8-misolga ko‘ra X \ B ochiq to'plam. Bundan

A\B = An{X\B)

tengligi va topologiyaning ikkinchi aksiomasiga ko‘ra A \ B to‘plam
ochiq boiadi.
5.1.10. X topologik fazoda yopiq to‘plamlarning chekli
sondagi birlashmasi yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. X fazoda yopiq Fi, F2,. ma Fn to'plamlar berilgan boiib,
Fi=X\G {i=12,...,n) boisin, bunda Gi ochig to‘plam. U holda

\JFI =\J(X\G,) =X\{]G|

tengligi va Q Gt kesishmaning ochiq ekanligidan, (J F, to‘plamning
2=1 =1
yopiq ekanligi kelib chigadi.
5.1.11. X topologik fazoning ixtiyoriy M qism to‘plami
uchun

X\ [M] =int(X \M)
tenglikning o ‘rinli ekanligini isbhotlang.
Yechimi. X \[M] to‘plamdan ixtiyoriy x element olaylik. x [M]
boiganligidan, uning M to‘plam bilan kesishmaydigan, ya'ni X \ M
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to’plam icliida yotadigan I, atrofi mavjiul. Bundan X G int(A" \ Al),
ya'ni JT\[/1/] ¢ int(X\ Al) Inunosabatiiing o’rinli ekanligi kelib chigadi.

Endi X G int(A \ Al) bo’lsin. int.(A"\ Al) ochigq boiganligidan, uni x
nugtaning atrofi sifatida olish mumkin. mt(X\M) ¢ X\AI munosabat
o'rinli boiganligidan, int(A' \ Al) f] Al = 0. Bundan X £ [JV/] ekanligi
kelib chigadi, vaiii X G A\[4/]. Demak, A\JA/] D int(A\A/). Shunday
qilib berilgan tenglikning to‘g‘ri ekanligi isbotlandi.

5.1.12. X topologik fazoda Al to‘plamning yopig bo‘lishi
uchun [A] =M tengligining bajarilishi zarur va yetarli ekan-
ligini ishotlang.

Yechimi. Zarurligi. Al yopiq to‘plam boisin. Teskarisini faraz
gilaylik, ya'ni [A] ® Al U holda [M \' M ayirma bo‘sh emas. Bu
ayirmadan biror X nugtani olaylik. X ¢ M boiganligidan, x G A \
M. Al yopiq boiganligidan, A \ M to'plam ochig bo'ladi. U holda
A \'M to'plam X nuqtaning atrofi boiib, bu atrof M to'plam bilan
kesishmaydi. U holda x ¢ {A}. Bunday bo'lishi mumkin emas. Demak,
farazimiz noto'g'ri, ya'ni [M] = M.

Yetarliligi. 5.1.11-misolda isbotlangan A \ [M] = int(A' \ M) teng-
ligidan [A] to'plamning yopiq ekanligi ko'rinadi. [M] = Al tengligidan
esa Al ning yopiq ekanligi kelib chigadi.

5.1.13. Ixtiyoriy xos qism to‘plami yopig boYTagan
topologik fazoga misol keltiring.

Yechimi. Elementlari soni bittadan ko'p ixtiyoriy X to'plamda tri-
vial r = {0,A} topologiyani aniglasak, paydo bo'lgan topologik fazo-
ning ixtiyoriy bo'sh bo'Imagan gism to'plami yopilmasi X to'plamdan
iborat bo'ladi. Demak, bu fazoda fagat bo'sh to'plam va X to'plami
yopiqg bo'lib, boshqga gism to'plamlar yopiq boimaydi.

5.1.14. Ixtiyoriy bir nuqtali gqism to‘plami yopiq boYTagan
Tq-fazoga misol Kkeltiring.

Yechimi. A = Z barcha butun sonlar to'plamini olaylik. Har bir
K GZ uchun

N.={mGZ:m >k}

to'plamni olamiz.
r={02 N K GZ}

to'plamlar sistemasi topologiya hosil giladi.

Har bir m,n G Z, nn < n uchun, U G r to'plami m nugtaning
atrofi boiishidan n G Nm ¢ U munosabatlar o'rinli ekanligi kelib
chigadi. Demak, m nuqtaning xohlagan atrofiga n nugqtasi tegishli,
ya'ni m G [ti], Bundan {71} to'plamning, Demak, bir nuqtali xohlagan
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gism to’plamning yopiq emasligi kelib chigadi. Shu bilan birga. m ~ N,
bo'lganligidan, garalayotgan topologik fazosi To-fazo bo'ladi.

5.1.15. X topologik fazoda to'plam yopilmasi quyidagi xos-
salarga ega ekanligini isbotlang:

a) M c [M];

b) agar M\ C M> bo‘lsa, u holda [M\}c [M2\

¢) [Miu M) = [M]u[M];

d) [(M]] = [M].

Yechimi. a) M to'plamning xohlagan nugqtasi shu to'plamning
o‘ziga urinish nuqta bo'lganligidan, M C [M];

b) [Mi] to'plamga tegishli xohlagan X nuqtaning har bir atrofida
Mi to'plamning, demak, M2 to'plamning kamida bir elementi mavjud
bo'lgani uchun x £ [M2], ya'ni [Mi] C [MZ];

¢) Mi C Mi UM2, M2 C Mi UM2 munosabatlar va b) xossadan
[Mi UMZ2] D [Mi] U [MZ2] munosabat kelib chigadi.

Endi [Mi UMZ to'plamdan xohlagan X nuqta olib X £ [Mi] U [M2]
deb faraz gilamiz. U holda X nugtaning Mi va M2 to'plamlar bilan
kesishmaydigan Ux atrofi mavjud bo'ladi. Bundan

UxM(Mi UM2) = 0,

ya'ni X £ [Mi u MZ. Bu ziddiyatdan [Mi U M2 ¢ [Mi] U [M2 muno-
sabatining o'rinli ekanligi kelib chigadi.

d) a) xossadan [M] C [[M]] munosabati o'rinli.

[[M] to'plamdan olingan ixtiyoriy X nuqtaning har bir Ux atrofiga
[M] to'plamning kamida bitta X' nuqtasi yotadi. UX to'plam X' nugta
uchun ham atrof bo'ladi. Demak, bu atrofda M to'plamning kamida
bir nugtasi bor, ya'ni X £ [M. Demak, [M] D [[M]].

5.1.16. Sanoqli bazaga ega X topologik fazoning separabel-
ligini isbotlang.

Yechimi. {G, }sistema X fazoning biror sanoqli bazasi bo'lsin. Bu
bazaning har bir Gn elementidan ixtiyoriy Xn nugta olaylik. T = {x,}
sanoqli to'plam X fazoning hamrna yericla zich ekanligini ko'rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni X ¢ [I] bo'lsin. U holda G = X \ [T]
bo'sh bo'Imagan ochiq to'plam bo'lganligidan, uni {G*,} bazaga tegishli
biror Gk to'plamlarning birlashmasi ko'rinishda ifodalash mumkin.
X £ Gk bo'lganligidan, Xk £ G munosabat o'rinli bo'lishi kerak. Bun-
day bo'lishi mumkin emas, chunki GMT = 0. Demak, X = [T].

5.1.17. Agar X sanoqli bazaga ega topologik fazo bo'lsa,
n holda uning ixtiyoriy ochiq qoplamasidan sanoqglicha gism
goplama ajratib olish mumkin ekanligini isbotlang.
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Yechimi. {O,} sistema A" topologik fazoning ixtiyoriy ochig gop-
lamasi boisin. U liolda A" fazoning liar bir X nuqtasi kamida bit.ta O,
to’plamga tegishli bo'ladi. Agar {G,} sistema. X tapologik fazoning
sanoqli bazasi bo'lsa, bu sisteinadan X £ G, =) C On munosabatni
ganoatlantiradigan G,{X) to'plam topiladi. Shunday usul bilan tan-
langan G,,(X) to'plamlar sistemasi sanoglicha bo'lib, X fazoning qop-
lamasi bo'ladi. Har bir G,(x) to'plam uchun. uni o'z icliiga oluvchi
On to;plamlarning bittasini tanlaymiz. Bunday usul bilan tanlangan
to'plamlar sistemasi ham sanogqlicha boiib, {0,} goplamaning gism
goplamasi boiadi.

5.1.18. (X,t) topologik fazoda M c X to‘plam berilgan
bo‘lsin. x nuqtaning M to‘plamga urinish nuqta bo‘lishidan,
M to‘plamda x pga yagqinlashuvchi ketma-ketlikning mavjud
bo‘lishi kelib chigadimi?

Yechimi. Umuman olganda, kelib chigmasligi quyidagi misoldan
ko'rinadi. X = [0,1] boiib, r topologiya X va bo‘sh to‘plam bilan birga
[0, 1] segmentdan chekli yoki sanoqli sondagi nugtalarni olib tashlashdan
hosil boigan to‘plamlardan iborat boisin.

Bu fazoda fagat statsionar ketma-ketliklar, ya'ni biror hadidan bosh-
lab barcha hadlari o‘zaro teng boigan ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bo'ladi.

Hagigatan, {a,} statsionar ketma-ketlik boiib, biror n natural son
uchun Xa = xnH = xNt+2 = mmboiganda X —xn nuqta {3n} ketma-
ketlikning limiti boiadi. Sababi uning ixtiyoriy atrofida berilgan ketma-
ketlikning n hadidan boshlab barcha liadi joylashgan.

Endi {x,} ketma-ketlik statsionar boimagan holni ko‘ramiz.
Teskarisini faraz qgilaylik, ya’'ni berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi
boiib, X nugta uning limiti boisin. [0,1] segmentdan {X,} ketma-
ketlikning barcha hadlarini (agar X berilgan ketma-ketlikning biror
liadiga teng boigan holda, bu hadidan boshga barcha hadlarini) olib
tashlashdan hosil bo'lgan to'plam ochigq bo'lib, X ning atrofi bo'ladi.
Ravshanki, X nuqgtaning bu atrofida {r,} ketma-ketlikning ko'pi bi-
lan chekli hadlari joylashgan boiadi. Demak. X nuqgta berilgan ketma-
ketlikning limit liugtasi boiolmaydi.

Shuning uchun, agar M sifatida (0,1] yarim intervalni olsak. u holda
M t.o'plamda 0 G X nugqtaga yaqinlashuvchi ketma-ketlik mavjud emas.
Shu bilan birga, r topologiyaning bo‘sh to'plamdan boshqga barcha ele-
mentlari cheksiz to'plamlardan iborat boiganligidan, 0 nuqgtaning ix-
tiyoriy atrofida M ning kamida bitta elementi mavjud boiadi, ya'ni

0 G [A/].
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5.1.19. A" sano‘glilikning birinchi aksiomasini ganoat-
lantiruvchi topologik fazo bo‘lib, M C A" bo'lsin. Agar x £ [JV]
bo‘lsa, n holda M to‘plamda .r nuqtaga yaqinlashuvchi ketma-
ketlikning mavjud bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Sanogli {On} sistema x £ [M] nuqta atroflarining
aniglovchi sistemasi boisin. Onﬂ-\C 0,, munosabat o‘rinli deb olish

mumkin (aks holda (),, oi'niga f] Ok kesishmani olar edik). x £ [M]

boiganligidan. Ok ga tegishli Xk£ M nugta mavjud boiadi. Natijada,
X nugtaning ixtiyoriy atrofining icliida yotadigan {O,} sistema elementi
mavjud boiganligidan, X nugta {xn} ketma-ketlikning limiti boiadi.

5.1.20. A va Y topologik fazolar bo‘lsin. f : X —Y aks-
lantirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y fazodagi har bir A ochiq
to‘plamning X fazodagi f~XA) asli ochiq bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. / : A —»Y uzluksiz akslantirish va A C Y
biror ochiqg to‘plam boisin. B =/ _1(J1) to'plamning A da ochiq ekan-
ligini koisatamiz. B to‘plamga tegishli ixtiyoriy x nugtani olaylik. U
holda Ato'plam f(X) =y nuqtaga atrof boiadi. Bundan / akslantirish
uzluksiz boiganligidan, x nuqtaning biror Vx atrofi f(Vx) C A muno-
sabatni ganoatlantiradi. Demak, VX C B munosabat o'rinli ekanligi
kelib chigadi, ya'ni B ochiq boiadi.

Yetarliligi. 'Y fazoning har bir A ochiq to'plamining f~I(A) asli
ochig to'plam boisin. A fazoning ixtiyoriy x nuqtasini va'y = /(x)
nugtaning ixtiyoriy Uy atrofini garaylik. Uy ochiq to'plam boigani
uchun f~\Uy) ochiq boiib, bu to'plam x nugqtaning atrofi boiadi.
f(f~\Uy)) C Wy munosabatdan / akslantirishnig X nuqtada uzluksiz
ekanligi kelib chigadi. x nuqta A fazodan ixtiyoriy tanlab olinganligi
uchun 7 akslantirish A fazoda uzluksiz boiadi.

5.1.21. (A,ti) va (Y,t2) topologik fazolar bo‘lib, f : X —»Y
akslantirish X ni Y ning ichiga o‘tkazsin.

M\T2 = {{~\G) : G £ 23

sistemaning X to‘plamda topologiya bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. /_1(12) sistemaning topologiya aksiomalarini ganoat-
lantirishini tekshiramiz:

1) /(A) C Y munosabat o'rinli boiib, Y £ «2 boiganligidan, X =
f~I(Y) £/ _1(12). Shu bilan birga, 0 = /_1(0) £/ _1(r2)-

2) /_1(12) sistemaga tegishli ixtiyoriy Oa to'plamlarni olaylik. U
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holda
On=f I(Gn). Gné6 r2

Bundan
1 |
Li».. =11/ (C)_r ucryY
n n " \a /
Endi |J Gn G t=bo'lganligidan,

130n€f~I(r2).

v

Shu bilan birga,
H . 71
me* =Tl - ryri er'ol -
=] fe=I Al

Demak, /-1(12) sistema topologiya’ning barcha aksiomalarini ganoat-
lantirar ekan.

5.1.22. T\-fazo bo'Imaydigan topologik fazoga misol kelti-
ring.

Yechimi. 5.1.1-misolda garalgan X = {a,b} topologik fazoda a
nugtaning b nugtani o‘z ichiga olmaydigan atrofi yo‘q. Shuning uchun
bu fazo Ti-fazo bo'Imaydi.

5.1.23. Ti-fazoda bitta nuqtali to‘plamning yopiq bo'lishini
ko'rsating.

Yechimi. TVfazodan ixtiyoriy x nuqgta olaylik. Agar X ¢y bo'lsa,
u holda y nuqtaning X nuqtani o‘z ichiga olmaydigan Oy atrofi mavjud,
ya'niy £ [x], Demak, x = [x].

5.1.24. T[-fazoda chekli to'plamning yopiq bo'lishini
Ko ‘rsating.

Yechimi. 7\-fazoda chekli A = {oi, a2l..., a,} to'plam berilgan
bo'lsin. U holda M

B < -4 bl
A=1

tengligini yoza olamiz. 5.1.23-misolda Tj-fazoda bitta nugtadan iborat
to'plamning yopiqg to'plam bo'lishi, 5.1.10-misolda esa topologik fazoda
yopiq to'plamlarining chekli sondagi birlashmasi yopiq to'plam bao'lishi
ko'rsatilgan. Demak, A yopiqg to'plam.

5.1.25. T\-aksiomasini ganoatlantirmaydigan topologik fa-
zoda chekli to'plam ham limit nuqtaga ega bo‘lishi mumkin
ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi. /1 = {<d.b} to'plamda T = {0. {b}. {&/6}} topologiyani
garasak, a nugta. {b} to'plam uclmn limit nuqta bo'ladi.

5.1.26. X nuqgtaning I\-fazodagi M to‘plamga limit
nuqta bo‘lishi uchun, bu nugtaning ixtiyoriy U atrofiga M
to'plamning cheksiz ko‘p elementi tegishli bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. x nugta M to'plamning limit nugtasi boisin.
Teskarisidan faraz cplaylik, ya'ni x nugtaning shunday U atrofi mavjud
boiib, bu atrofda JV to'plamning (agar X £ M boisa, u holda
X dan boshqga) fagat. chekli Xi,x2.... X, hugqtalarigina joylashgan
boisin. 5.1.24-misoldan ... r,} to'plamning yopiq ekanligi,
5.1.9-misoldan esa V = U\ {xbxo...., x,,} to'plamning ochiq ekan-
ligi kelib chigadi. x £ V boiganligidan, V to'plam X nuqtaning atrofi
bo'lib, VM \ {x} = 0 tenglik o'rinli. Bu ziddiyatdan bizning farazi-
mizning noto'g'ri ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi.  To'plamning limit nuqtasi ta'rifidan bevosita kelib
chigadi.

5.1.27. Ti-fazo bo'lib, To-fazo bo‘lmagan topologik fazoga
misol keltiring.

Yechimi. X = {0,1] bo'lib, r topologiya bo'sh to'plam bilan birga
[0, 1] segmentdan chekli yoki sanoqli sondagi nugtalarni olib tashlashdan
hosil boigan to'plamlardan iborat boisin. Bu topologik fazo Ti-fazo
boiadi. Hagiqgatan, o'zaro teng boimagan ixtiyoriy X,y £ X nugta-
lar uchun atroflarni, mos ravishda, OT = X \ {y} va Oy = X \ {x}
ko'rinishlarda aniglasak, u holda x ~ Oy vay ~ Ox.

Endi x,y £ X nuqtalarning o'zaro kesishmaydigan atroflari yo'q
ekanligini ko'rsatamiz. Gx va Gt to'plamlar, mos ravishda, x va y
nuqtalarning ixtiyoriy atroflari bo'lsin. U holda Gx = X \ A va
Gy = X \ B, bunda Ava B lar [0,1] segmentning ko'pi bilan sanoqli
gism to'plamlaridir. Natijada

GxMGy = [X \A) N{X\B) = X \ {AUB).

AUB to'plam ko'pi bilan sanogli boiganligidan, X \(AUB) @ 0.

5.1.28. (X,t) Hausdorf topologik fazoning xohlagan (M, tm)
gqism fazosi Hausdorffazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X Hausdorf fazo boiganligidan, M to'plamga te-
gishli xohlagan x, y nugtalarning o'zaro kesishmaydigan Ox, Oy atroflari
mavjud boiadi. OxMN\Mva OylNMto'plamlar x vay nuqtalarning M fa-
zodagi o'zaro kesishmaydigan atroflari boiadi, ya'ni (M, tm) Hausdorf
fazosi boiadi.
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5.1.29. Quyidagi tasdiglarning o‘zaro ekvivalent ekanligini
ishotlang:

1) T-i-aksiomasi;

2) X topologik fazodagi har bir x nugtaning ixtiyoriy atrofi
uchun, shu atrofda yopilmasi bilan birga yotadigan x nugta-
ning biror atrofi mavjud.

Yechimi. X topologik fazoda T3-aksiomasi o'rinli bodsin. x e A'
nugtaning ixtiyoriy O r atrofini olaylik. T3-aksiomasiga ko'ra X \ Ox
yopiq to'plamning va x nuqtaning o'zaro kesishmaydigan, mos ravislida,
U va Gx atroflari mavjud. Natijada

GxC X\UCX\(X\0,) =0x

Shu bilan birga, X \ U to'plam yopiq bo'lganligidan, [GJ C X \U,
ya'ni [GJ C Ox.

Endi 2) tasdig o'rinli bo'lsin. X fazodan ixtiyoriy X nuqgta va bu
nuqta tegishli bo'Imagan ixtiyoriy M yopiq to'plamni garaylik. 2) tas-
digga ko'ra X \' M to'plamda yopilmasi bilan birga to'liq yotadigan
X nugtaning G atrofi mavjud. X \ [G] to'plam M to'plamning atrofi
bo'lib,

Gn(I\[G]) C Gn(X\G) =0,
ya'ni TuU aksiomasi bajariladi.

5.1.30. Ixtiyoriy regulyar X topologik fazoning T2-fazo
bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. X,y G X bo'lib, X ¢ y bo'lsin. Ti-aksiomasiga ko'ra
X nuqgtaning y nugtani o'z ichiga olmaydigan Ox atrofi mavjud. Ts-
aksiomasiga ko'ra X nuqta va X \ Ox yopiq to'plamning o'zaro kesish-
maydigan atroflari mavjud. X \ Ox to'plamning atrofi y nuqta uchun
ham atrof bo'ladi. Demak, T2 aksioma bajariladi.

5.1.31. Ixtiyoriy X metrik fazoning normal topologik fazo
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X metrik fazoda o'zaro kesishmaydigan yopiq A va
B to'plamlar berilgan bo'lsin. X \ B ochiq to'plam bo'lib, A C
X \ B bo'lganligidan, A to'plamga tegishli ixtiyoriy X nugtaning B
to'plam bilan kesishmaydigan OX atrofi mavjud. Natijada, X nuqta B
to'plamdan musbat px masofada joylashgan bo'ladi. Xuddi shunday,
B to'plamning ixtiyoriy y nuqtasi A to'plamdan musbat py masofada
joylashadi. A va, B to'plamlarning, mos ravishda, U = U S (x, ~f)

xeA
vaV= U S (v, y) atroflarini aniglab, ularning o'zaro kesishmasligini

ko'rsata?ﬁ%. Teskarisini faraz gilamiz, ya’'ni shunday z element mavjud
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bo'lib, 2 GUDV bo'lsin. U holda .4 va B to'plamlardan, mos ravishda,
shunday j-( va o nugtalar topilib. p (r,. ;) < ~r va p(ijo, ;) < %i
tengsizliklari o'rinli bo'ladi. Aniglik uchun pr <pnbo'lsin. U holda

Pbl, 20 < P{xh :) +p(z, yn) < fy- + ~  =plh,

ya'ni :r0 G ~(yo, pyu). Bu esa p,uning aniglanishiga zid. Demak, UnV =
0, ya'ni X fazo normaldir.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X topologik fazoning M gism to'plami uchun quyidagi tenglikni
isbotlang:

M=p|{P:MCP =[Pl c X}.

2. X topologik fazosida o‘zaro kesishmaydigan ochiq A va, B
to'plamlar uchun [ MB = 0, int[.4] Mint[B] = 0 tengliklari oi'inli
ekanligini isbotlang.

3. X topologik fazosida Ty va To topologiyalar anic’angan boiib,
Ti < To munosabati o'rinli boisa, u holda har bir A C X to'plam uchun
[A\b C [AIT munosabatining o'rinli bo'lishini isbotlang.

4, X fazosida ochiq P to'plam va xohlagan Q gism to'plami uchun

int([P MQJ) = int[P] Mint[Q]

tengligining o'rinli ekanligini isbotlang.

5. X fazosidagi xohlagan ochig G to'plam uchun F = [G]\G to'plam
X fazosining hech gayerida zich emasligini isbotlang.

6. X fazosining hech gayerida zich bo'Imagan A C X to'plamning
yopilmasi ham X ning hech gayerida zich boimasligini isbotlang.

7. X fazoning hech gayerida zich bo'Imagan ochiq to'plam bo'sh
bo'lishini isbotlang.

8. X fazoning hamma yerida zich A gism to'plam va X da ochiq
xohlagan U to'plam uchun [U}= [AN U tengligining o'rinli bo'lishini
isbotlang.

9. Normal fazoning yopig gism to'plami normal boiishini isbotlang.

10. Yakkalangan nuqtalarga ega boimagan Tx - fazoning hamma
yerida zich boigan qism fazosi ham yakkalangan nuqtalarga ega
boimasligini isbotlang.

11. Regulyar boimagan sanoqli Hausdorf fazoga misol keltiring.
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5.2. Topologik fazolarda kompaktlik

X topologik fazo bo'lib, Y uning biror gism fazosi bo'lsin. Ochiq
to'plamlarning {Glt : n 6 1} sistemasi uchun Y ¢ U Gn bo'lsa, u

holda bu sistema Y to‘planming ochiq qoplamasi deb :;)teé?adi.

Agar ochig qoplama chekli elenientlardan iborat bo‘lsa, u holda u
chekli ochig qoplama deyiladi.

Agar topologik fazoning ixtiyoriy ochig qoplamasidan chekli gism
goplama ajratib olish mumkin bo'lsa. u holda bu topologik fazo kom-
paktli deyiladi.

To aksiomasini ganoatlantirnvchi kompaktli topologik fazoni kompakt
deb ataymiz.

M to'plamning gism to‘plamlaridan iborat {A} sistemadan xohla-
gancha olingan chekli sondagi to'plamlarning kesishmasi bo‘sh
bo'hnasa, u holda {/1} sistema markazlashgan deb ataladi.

Agar X topologik fazoning har bir cheksiz gism to'plami kamida bir
limit nugtaga ega bo'lsa, u holda bu fazo sanoqli-kompaktli deyiladi.

M asalalar

5.2.1. Ixtiyoriy [a b kesma kompakt to‘plamdir.

Yechimi. [a, Btkesmaning intervallar bilan qoplamasidan chekli gop-
lama ajratib olish mumkinligini ko'rsatish yetarlidir.

Avytaylik, XX = {/,} intervallar sistemasi uchun [o, b] C I(J)In bo'lsin.

C orqali [a, 6] kesmaning shunday X nugqtalarini belgilaymizki, bunda
[a, X] kesma & sistemaning chekli intervallari bilan qoplangan bo'lsin.
C bo'sh bo'lImagan to'plamdir. Hagigatan, a soni biror la intervalga
tegishliligidan, [o,a] C  ya'ningC.

X() = sup C bo'lsin. Shunday la = (X', X") G & mavjudki, X' <xq <
X". Aniq quyi chegara ta'rifidan shunday X £ C mavjudki X' <X <x0.
[a x] kesma & sistemaning chekli intervallari bilan goplangani uchun
[a, xo] ham bu sistemaning chekli intervallari bilan qoplanadi. Bundan
Xg€ C.

Agar Xq < b desak, u holda (x0, X") oraligda C to'plamning nug-
tasi topiladi, bu esa x( ning aniq quyi chegara ekenligiga ziddir. Hosil
bo'lgan ziddiyatdan xq = b kelib chiqgadi, ya'ni [a, x] kesmani J 5'siste-
maning chekli intervallari bilan goplash mumkin.

5.2.2. X topologik fazo kompaktli bo‘lishi uchun
uning yopiq to‘plamlardan iborat har bir markazlashgan sis-
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temasining kesishmasi bo‘sh bo‘lmasligi zarur va -yetarli
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. X kompakt topologik fazoning biror yopiq
to'plamlariclan iborat markazlashgan {F,} sistemasi berilgan boisin.
Gn = X \ Fn to’plamlardan iborat {&} sistemaga tegishli chekli
sondagi G\, G2, m+ Gn to'plamlar uchun

M i 1
\jGI =\J(X\G,) =X \f)Fi
i—1 /=1 /=1

n
tengligidan va {Fn} sistemaning markazlashgan ekanligidan, _|J G ~

i=1
X ekanligi kelib chigadi, ya'ni {£2,} sistemaning hech bir chekli gismi
X fazo uchun goplama boia olmaydi. U holda X kompaktli boigani
uchun, {Gf3%} sistemaning o‘zi ham X fazoning qoplamasi emas, ya'ni
(JGn ¢ X. Bundan

[J (X\Fa) = X\f}Fa?X.

q
Demak, P) Fa ¢ 0 ekanligi kelib chiciadi.
a

Yetarliligi. X topologik fazoning biror {Gn} ochigq qoplamasi beril-
gan boisin. Fa = X \ Ga yopiq to‘plamlarning {Fa} sistemasi uchun

fIFQ=f](X\Ga)=X\]jGQ=0.

a a a
Masala sharti bo'yicha, X fazodagi yopiq to‘plamlarning xohlagan
markazlashgan sistemasi bo‘sh boimagan kesishmaga ega. Shu sababli
{Fn} sistema markazlashgan boia olmaydi. U holda bu sistemada ke-
sishmasi bo‘sh boigan chekli sondagi F\, F2, ..., Fmto‘plamlar mavjud.
Bundan

/ m \ m m
X =X\[f]Fk\=\J(X\FK ={jGk
\k=1 / k=1 k=1

Demak, xohlagan {Gri} ochiq qoplamadan chekli qoplama ajratib olish
mumkin ekan, ya’'ni X kompaktli.

5.2.3. Kompaktli X topologik fazoning xohlagan cheksiz
gism to‘plami kamida bir limit nuqtaga ega bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. Aksinchasini faraz qgilamiz, ya’'ni bironta ham limit nug-
taga ega boimagan cheksiz M C X to'plam mavjud boisin. U
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holda M to‘plamidal bitta ham limit nuqtaga ega bodmagan sanoqli
M\ = {aga"2,..} to'plam ajratib olish mumkin. Natijada yopiq

= {r,.x,Hi,...} to'plamlar kesishmasi bo‘sh bo‘lgan markazlash-
gan sistema hosil etadi. Bu X fazoning kompaktli bodishiga zid, ya'ni
farazimiz noto‘g'ri.

5.2.4. Kompaktli X toplogik fazoning xohlagan yopiq F
gism to‘plami kompaktli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. F gism fazoning yopiq gism to‘plamlaridan iborat xohla-
gan {Fa} markazlashgan sistemani olamiz. Bu sistemaga tegishli har
bir Fa to‘plam X fazosida yopiq bodadi. X kompaktli bodganligidan,

® 0. Demak, 5.2.2-misol bo'yicha, F kompaktli bodadi.

5.2.5. Kompaktning yopiq gism to‘plami kompakt bo‘lishini
isbotlang.

Yechimi. 5.1.28-misolda Hausdorf fazoning xohlagan gism fazozi
Hausdorf bodishi, 5.2.4-misolda esa, kompaktli topologik fazoning yopiq
gism to'plamining kompaktli bodishi ko‘rsatilgan. Natijada kompakt-
ning yopiq gism to‘plami kompakt bodishi kelib chigadi.

5.2.6. X Hausdorf fazoning xohlagan kompakt K gism
to‘plami yopiq bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X Hausdorf fazo bodgani uchun, xohlagan X £ K
va xohlagan y £ K nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan Ux va V*
atroflari topiladi. {Ux : x € K} sistema K uchun ochig qoplama
bodadi. K kompakt bodgani uchun {Ux: x £ K\ goplamaning chekli
UX,Ux2, ..., UX gism goplamasi mavjud. Bu gism gqoplamadagi hech
bir to‘plam bilan y nuqtaning

V=M MTVp N... NWyn
atrofi kesishmaydi, ya'ni
Wn (UXUUQU... UUX) =0.

K C U4 UURU... UUX munosabati o'rinli bodgani uchun y £ [K].
Bundan K to'plamning yopiq ekanligi kelib chigadi.

5.2.7. Har bir kompakt normal fazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Ava B to‘plamlar K kompaktning o‘zaro kesishmaydi-
gan yopig gism to'plamlari bodsin. 5.2.5-misoldan A va B to'plamlar
kompakt ekanligi kelib chigadi. 5.2.6-misoldan A to‘plam va har bir
y &B nugtaning o‘zaro kesishmaydigan Uy va \f atroflarining mavjud
ekanligi kelib chigadi. Demak, K kompakt regulyar fazo bodar ekan. B

to'plamning {\ :y £ B} ochigq qoplamasidan chekli {\Mx, M2, ..., \\Mi}
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gism goplama ajratib olamiz. I* holda
NCUA=UhOUhMO...NUdn

Bc vu=vhuv:;2u...u v,"

UATI "B =7

munosabatlar o‘rinli. Demak, K kompakt normal fazo bo'ladi.

5.2.8. Kompaktli fazoning uzluksiz akslantirishdagi obrazi
kompaktli fazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X kompaktli topologik fazo, / esa X ni biror Y topologik
fazoga uzluksiz akslantirish bo'lsin.  /(X) fazoning xohlagan {\h}
ochiq goplamasini garaymiz. / akslantirish uzluksiz bo'lganligi sababli
/_1(>) to'plamlar ochig boiib, {/_1(K,)} sistema X fazoning ochiq
goplamasi bo'ladi. X fazo kompaktli bo'lgani uchun chekli

irwW), r\va ... riK)}

gism goplama mavjud bo'ladi, ya'’ni X C @ / 1(V,,.). Bundan

(Or 1y =Ur a0y =Urm

Demak, / (X) fazo kompaktli.

5.2.9. X kompaktni Y Hausdorf fazosiga o ‘zaro bir qiy-
matli uzluksiz < akslantirish gomeomorfizm bo‘lishini isbhot-
lang.

Yechimi. X fazosidan xohlagan yopig F to'plamini olamiz. F
kompakt (5.2.5-misolga garang) bo'lgani uchun, G = p(F) to'plam
(5.2.8-misolga gqarang) kompakt boiadi. Natijada 5.2.6-misol bo'yicha
G to'plam yopiq. Demak, akslantirishda xohlagan yopiqg F C X
to'plamning proobrazi yopiq. Bundan p~I akslantirishning uzluksiz
ekanligi, demak, ip ning gomeomorfizm ekanligi kelib chigadi.

5.2.10. Quyidagi shartlaming o ‘zaro ekvivalent ekanligini
isbotlang:

i) X fazosining har bir sanoqli ochig qoplamasi chekli gism
goplamaga ega;

if) X fazosining yopiq qgism to‘plamlaridan iborat har bir
sanoqli markazlashgan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga
ega.
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Yechimi. i) shart o'rinli boiib, yopiq to'plamlarning sanoqli {F,}
oc

markazlashgan sistemasi berilgan boisin. Agar /I?):lF = 0 deb faraz
gilsak, u liolda )

{Gn: G, =X \F,}
ochiq to‘plamlar sistemasi X fazosi uchun ochiq goplama bo'ladi.

Hagigatan,

\jGn=\J(X\Fn =X\f]Fn=X
=1 /=1 /1=1
i) shart bo;yicha {G,} qoplamaning chekli Gni,GlI2 ..., G,n gism qgop-
lamasi mavjud. U holda
K K K
PIFni =f|(X \Gni)=X\ (J Gn =0
1=1 i=1 i=1
Bu {Fn} sistemaning markazlashgan ekanligiga zid.
Endi ii) shart o'rinli boiib, X topologik fazoning sanoqli {Gn} ochiq
goplamasi berilgan boisin. Fn = X \ Gn yopiq to‘plamlarning {F»}

sistemasi uchun
ocC (e0) (e 0]

fl Fn=1N (X\Gn) =X \(J Gn=0.

n=1 n=1 71=1
Masala sharti bo'yicha, X fazosidagi yopiq to‘plamlarning xohla-
gan sanoqli markazlashgan sistemasi bo‘sh boimagan kesishmaga ega.
Shu sababli {Fn} sistema markazlashgan boia olmaydi. U holda
bu sistemada kesishmasi bo‘sh boigan chekli sondagi F\,F2,..., Fm
to‘plamlar mavjud. Bundan

m \ . m
fIFK)=\J(X\FKR =\jGk
k=1 / k=1 k=1

Demak, {Gn} ochig goMamadan chekli goplama ajratib olish mumkin
ekan, ya'ni i) shart o‘rinli.

5.2.11. X topologik fazo sanogli-kompakt bo‘lishi uchun
yopiq gism to‘plamlardan iborat har bir sanoqgli markazlash-
gan sistemasi bo‘sh bo‘Imagan kesishmaga ega bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. Sanogli-kompakt X fazoning yopiq
to‘plamlaridan iborat %anoqli {Fn\ markazlashgan sistema beril-

gan boisin. &n = kl] Fk boisin.  {Fn} markazlashgan sistema
=1
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bo‘lganligidan va yopiq to'plamlaniiug kesishmasi yopiq bo‘lganligidan,
har bir ®,, to'plam bo‘sh bo'Imagan yopiqg to'plam bo'ladi. Shu bilan
birga,

P1DP23 ... 3, D wnm

munosabat, demak, I'Illtb» = |‘|_|I tengligi o'rinli. Natijada quyidagi
ikki hoi bo'lishi mumkin:
1- hoi. Biror W, natural sonidan boshlab

o = Mi0H = eme

tengliklari o'rinli. U holda

m = ®0 ¢ 0-
n>1

2 - hoi. @n to'plamlar orasida cheksiz sondagi o'zaro har xil
to'plamlar mavjud. Bu holda barcha ®n lar o'zaro har xil bo'lgan
holni garash yetarli. xd G ®,, \ ®n+L nugtalardan iborat {xn} ketma-
ketlik X fazoning cheksiz gism to'plami bo'ladi. X sanogli-kompakt
bo'lganligidan, {x,} ketma-ketlik kamida bitta >q limit nuqtaga ega.
xn,Xn+\,... nugtalar ®nto'plamiga tegishli bo'lganligidan, xo nuqta @,
uchun ham limit nuqta bo'ladi, ®n to'plamning yopigligidan xo € ®n-
Bundan xge I ya'ni M &, ¢ 0.

Y etarliligi ensa 522 va g.2.10-miso|lardan kelib chigadi.

5.2.12. Metrik fazodan olingan E to‘plamning kom-
pakt bo‘lishi uchun uning sanoqli-kompakt bo‘lishi zarur va
yetarli.

Yechimi. Zarurligi. E to'plam kompakt bo'lsin. E to'plamdan
ixtiyoriy {xn} ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikning birorta ham
qismiy ketma-ketligi E da yaqginlashuvchi emas deb faraz gilaylik. U
holda E to'plamning har bir z elementi berilgan ketma-ketlikning fagat
chekli hadlarinigina o'z ichiga oluvchi \V(z) atrofga ega bo'ladi. Bu
atroflar E uchun ochig qoplama hosil giladi. E kompakt bo'lgani uchun
chekli sondagi 2\,z2,..., GE elementlar mavjud bo'lib,

Ec V{Z)uWV(z2 U...U V{zk

munosabat o'rinli bo'ladi.  Ammo bu munosabatning o'rinli bo'lishi
mumkin emas, sababi V(zi) U Vfa) U... UWzKk) to'plamlarga {xn}
ketma-ketligining fagat chekli sondagi hadlari tegishli, E to'plamga esa
barcha hadlari tegishli. Bu ziddiyatdan farazimizning noto'g'ri ekanligi
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kelib chigadi. U holda E dan olingan ixtiyoriy ketnia-ketlik E da yaqin-
lashnvchi gismiy ketma-ketlikka ega ekan. Bundan esa E to'plamning
sanoqli-kompakt ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi. E sanogli-kompakt to'plam bo'lsin. Faraz gilaylik E
kompakt bo‘lmasin. U holda E to'plamdan chekli gism qoplama ajratib
olish mumkin bo'Imagan {£?,.} ochiq qoplamasi mavjud bo'ladi. Nolga
intiluvchi kamayuvchi {e,} sonli ketma-ketlik olamiz. E uchun chekli
s-to'r tuzib (Hausdorf teoremasi bo'yicha chekli e-to'r tuzish mumkin),
bu to'rning har bir elementi atrofida radiusi £\ bo'lgan shar hosil
gilamiz. Sanogli-kompakt to'plamning yopig gism to'plami sanoqli-
kompakt bo'lgani uchun hosil gilingan har bir shar yopilmasining E
to'plam bilan kesishmasi sanogli-kompakt bo'ladi. Bu kesishmalar-
dan hosil bo'lgan to'plamlarning diametrlari 2ei soniclan katta emas.
Natijada E to'plam diametrlari 2si sonidan katta bo'lmagan chekli
sondagi sanoqli-kompakt to'plamlarning birlashmasi ko'rinishda ifoda-
lanadi. Farazimiz bo'yicha {Ga} sistemaning chekli gism goplamasi
mavjud emas. U holda birlashmadagi sanogli-kompaktlarning hech biri
ham chekli ochiq qoplamaga ega emas. Bu sanoqli-kompaktni E\ orgali
belgilaymiz.

Endi Ei to'plam uchun chekli e2-to'r tuzamiz va bu to'rning har
bir elementi atrofida radiusi £2 ga teng shar hosil qgilib, Ei to'plamni,
yugoridagiday qilib, diametlari 2e2 sonidan katta bo'Imagan chekli
sondagi sanogqli-kompaktlarning birlashmasi ko'rinishda ifodalaymiz.
Bu birlashmadagi {Gn} sistemaning chekli sondagi to'plamlari bilan
qoplanmaydigan kompakt to'plamni E2 orgali belgilaymiz.

Bu jarayonni cheksiz davom ettirsak sanoqli-kompaktlarning ka-
mayuvchi

EDEI DED mm

ketma-ketligiga ega bo'lamiz. Bu ketma-ketlikdagi hech bir sanoqgli-
kompakt {G,} sistemaning chekli sondagi to'plamlari bilan goplan-
maydi va diamE]l —0. £ element bu kompaktlarga tegishli umumiy
nugta bo'lsin (5.2.10-misolga garang). £ £ E bo'lgani uchun {G,} sis-
ternaga tegishli Gau to'plam topilib, £ £ Gao bo'ladi va 2e,0 < 5 bo'lsin.
U holda Eu C Gau. Bu farazimizga zid. Demak, E to'plam kompakt.

M ustaqil ish uchun masalalar

1. Sanogli bazaga ega topologik fazoning xohlagan ochigq gqoplamasi
sanoqli gism goplamaga ega ekanligini isbotlang .
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2. Kompaktli topologik fazoda aniqlangan ixtiyoriy uzluksiz sonli
funksiya slin fazoda chegaralangan bo'lib, o'zining anig quyi va aniq
yugori chegarasiga ega bo'lishini isbotlang.

3. Tj-fazo sanoqli kompakt bo'lishi uchun uning nuqtalaridan iborat
xohlagan ketma-ketlik kamida bir limit nugtaga ega bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

4. Sanogli bazaga ega topologik fazoda kompakt va sanogli kompakt-
likning o'zaro teng kuchli ekanligini isbotlang.

5. Sanogli-kompaktli topologik fazoning xohlagan yopiq gism
to‘plamining sanoqli-kompaktli fazo bo‘lishini isbotlang.

6. [0,1) yarim intervalning kompakt emasligini ko‘rsating.

7. s barcha hagiqiy sonlar ketma-ketliklar fazosida

{x = (X,,) :\xn| < 1}

to'plamning kompaktligini ko'rsating.
8. Agar topologik fazoda aniglangan har bir uzluksiz funksiya
chegaralangan bo'lsa, u holda bu topologik fazo kompakt bo'ladimi?
9. Kantor to'plaminig kompakt ekanligini ko'rsating.

5.3. Chizigli topologik fazolar

E to'plam quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, u holda E chizigli
topologik fazo deyiladi:

a) E chiziqgli fazo;

b) E topologik fazo;

c) E da qo'shish va songa ko'paytirish amallari uzluksiz.

Qo'shish va songa ko'paytirish amallarinig uzluksizligi quyidagini
anglatadi:

1) agar zg = xq + Yo bo'lsa, u holda zo nuqtaning ixtiyoriy U atrofi
uchun xa va yo nuqtalarning mos ravishda V va W atroflari topilib,
ixtiyoriy x eV ,y e W nugqtalar uchun x +y £ U sharti bajariladi;

2) agar y0O = Ao bo'lsa, u holda y0 nuqgtaning ixtiyoriy U atrofi
uchun xq nuqtaning V atrofi va e > 0 soni topilib, ixtiyoriy x £ V va
|A—Ag < £ lar uchun Ax £ U sharti bajariladi.

E chizigli topologik fazo va A C E bo'lsin .

Agar Vx € A, Va, \a\ < 1uchun ax £ A bo'lsa, u holda A mu-
vozanatlashgan to'plam deyiladi.

Agar Vx £ E uchun shunday a > 0 topilib, a-1x £ A bo'lsa, u holda
A yutuvchi to'plam deyiladi.
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Agar V.r, y G A, Va. B, |a] + |,d < 1nclmn ax + tfy G A bo'Lsa, u
liolda A absulyut gavarig to'plam deyiladi.

Agar nolning liar bir U atrofi uchun shunday Aq > 0 soni topilib,
barelia A> Anuchun A C AU munosabati bajarilsa, u holda A chegara-
langan to‘plam deyiladi.

Chizigli topologik fazoning ixtiyoriy bo‘sh boimagan ochiq to'plami
bo'sh boimagan gavariq ochig gism to‘plamga ega boisa, u holda bu
fazo lokal gavariq deyiladi.

Chizicxli fazolarda topologiya kiritishning asosiy usullaridan biri bu
yarim normalar sistemasi orqgali aniglangan topologiyadir.

E chizigli fazo va = {p.|pa : E —R, a G A} yarim normalar
sistemasi boisin.
Ushbu

U(pi, P2- mPn, e) = {x GE :p,:(x) < e, r= TTrr},

bunda pi, p2, smm.p,, G ZP, e > 0, to‘plamlar sistemasi E fazo nolining
atroflarini tashkil etadi.

Agar har bir x GE, x * 0, uchun shunday pa G A topilib, pa(x) ® 0
boisa, u holda yarim normalar sistemasi ajratuvchi deyiladi.

E chizigli fazo, & yarim normalar sistemasi va M c E boisin. Agar
p G & uchun shunday cp soni topilib, barcha x G M uchun p(x) < cp
tengsizligi bajarilsa, M to‘plam p yarim norma bo‘yicha chegaralangan
deyiladi.

Masalalar

5.3.1. Chiziqli topologik fazoning U ochiq toplami gavariq
bo‘lishi uchun U+ U = 2U tengligi bajarilishi zarur va yetar-
lidir.

Yechimi. U ochiq gavariq to‘plam boisin. U + U = 2U ekanligini
ko‘rsatamiz.

2 GU+Uboisa, uholda x, y G U nuqtalar topilib, z = x +y tenligi
o'rinli. U gavariq boiganligidan, ~(x + y) G U. Bundan

r=2(ixt+?) e2u

ya’ni U+ U C 2U.
Endi 2 G 2U boisa, u holdar = 2x,x G U. Bundan 2 = x+x G U+U,
ya’ni 2U C U + U. Demak, U + U = 2U.
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Endi U + U = 2U bo'lsin. .r.i/ ¢ U nuqgtalarni olamiz. U holda
x+y GU+U U+U = 2U ekanligidan. .r+y € 2U. Bundan *(x+y) G U.
Bundan

bu yerda 0 < Tp < 1 Endi U ochiqg to'plam ekanligidan, ixtiyoriy
0<t<luchuntx + (1 —t)y GU, ya'ni U gavariq to‘plam.

5.3.2. A absolyut gavariq to ‘plam bo‘lishi uchun uning mu-
vozanatlashgan va qavariqgligi zarur va yetarlidir.

Yechimi. Absolyut gavarig to'plamning muvozanatlashgan va
gavariqgligi bevosita ta’rifdan kelib chigadi.

Aksincha A muvozanatlashgan va gavarig, x,y GAva ja] + |[7] < 1
bo'lsin. Agar a = 0 yoki (3= 0 bo'lsa, u holda ax + (3y G A ekanligi
ravshan.

a 0, Bd 0deylik. U holda A muvozanatlashgan ekanligidan,

a 3
— x GA. — GA.
H m
Endi A ning gavarigligi va
la] + 3 [a

tengligidan

“ +* O (N+k)(MTHRI1I+UANB|WY 61

5.3.3. Chizigli topologik fazoda T3-aksioma bajarilishini
ko ‘rsating.

Yechimi. Aniglik uchun x = 0 nugtani va bu nuqgtani oz ichiga ol-
magan F yopiqg to’plamning o‘zaro kesishmavdigan atroflari mavjudligi-
ni ko‘rsatamiz.

U = E\F bo‘lsin. Ayirish amalinig uzluksizligidan nolning W atrofi
to ‘pilib, W —W G U munosabati bajariladi.

[W] C U ekanligini ko‘rsatamiz. y G [ ] bo‘lsin. U holda y nuqta-
ning ixtiyoriy atrofi, jumladan y + N2 atrofi 1 to‘plam bilan keshishadi,
ya’ni ze (y + W) MW nugta mavjud. U holda 2- y G W. Bundan

y=2_ _Yy)6W-WCU,
ya’ni [W] C U.

Endi W va E \ [W] ochiq to‘plamlar 0 nucjta va F to‘plamlarning
o‘zaro keshishmaydigan atroflari bo'ladi.
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5.3.4. s barcha haqiqiy sonlar ketma-ketligi fazosida
Pnd-Te) = |T,]. ®/)G S, (5.1)

n G N, yarim normalar sistemsi ajratuvchi ekanligini
ko ‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, x = (x*) G's, x ® 0 bo'lsin. U holda shunday
n G N topilib, xn ® 0. Demak, pn(x) = \xn\ * 0, ya’ni, {p,,} yarim
normalar sistemasi ajratuvchi bo'ladi.

5.3.5. s fazoda (5.1) formula orqali aniglangan topologiya

1 1 —ml
— A )

p((z.), BI) =Y, TTTuA_an/m YYes 52
metrika orgali aniglangan topologiya bilan ustma-ust
tushishini ko ‘rsating.

Yechimi. Aytaylik,

U(pi, P2,m p,, e) = {x Gs :pi(x) <e r=I,n}

yarim normalar hosil etgan nolning atrofi bo'lsin. U holda har bir 1 <
i < n uchun \xj| < e. Bundan (5.2) ga asosan, p(0,x) < e, ya’i X nuqgta
p metrika bo'yicha nolning e-atrofiga tegishlidir.

Aytaylik, x nugta p metrika bo'yicha nolning e-atrofiga tegishli, ya’ni
p(0,x) < e bo'lsin. £> Tnbo'lgan n sonini olamiz. U holda

xe U(pltp2,--- ,Pn, £)=

Demak, bu topologiyalar ustma-ust tushadi.

5.3.6. E chizigli fazo va 2? yarim normalar sistemasi
bo‘lsin. M C E to‘plam chegaralangan bo‘lishi uchun bu
to‘plam har bir p G £2 yarim norma bo‘icha chegaralangan
bo‘lishi zarur va yetarli.

Yechimi. Zarurligi. M C E to'plam chegaralangan bo'lsin. Har bir
p G & uchun

Up, ) ={x GE :p(x) < 1}

ochiq to'plamni garaylik.

M to'plami chegaralangan ekanligidan, shunday A0 > 0 soni topilib,
barcha A > ADuchun M C XU(p, 1) munosabati bajariladi. Demak,
barcha x GM uchun p(x) < A0 tengsizligi bajariladi.

Yetarliligi. Endi M to'plam har bir p G & yarim norma bo'yicha
chegaralangan bo'lsin, ya’ni har bir p G 2? uchun shunday cp soni topi-
lib, barcha x G M uchun p(x) < cp tengsizligi bajariladi.
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U nolning biror atrofi boisin. U holcla sunday p\, p2. mm,pn G iP,

£ > 0. topilib,
U{pi, p2. ®==-Pn-s) C U

bajariladi. A0 = max{c;)L e+ .cI¥} boisin. U holda liar bir x G M
uchun Pi(x) < cp. ekanligidan, p-,(xX) < AGE kelib chigadi. Demak, x G
\)U(pi, P2,¢e :Pn, £), ya’ni M C XquU.

5.3.7. C(0,1) - (0,1) intervalda aniglangan barcha haqiqiy
uzluksiz funksiyalar fazosi bo‘lsin. (7(0,1) fazoda f funksiya
atroflari sistemasi

v(f,e) ={ge c(o,1) : 1/(0 - g(t)\ < e, Vi G (0,1)}

ko‘rinishdagi to‘plamlardan iborat bo‘lsin. Bu topologiyada
go‘shish amali uzluksiz bo‘lib, songa ko ‘paytirish amali uzluk-
siz emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, g,h G<7(0,1), f = g + h boisin.

V(g,e) + V(h,e)cV (f,2¢e)

ekanligini ko'rsatamiz.
gi GV(g,e), hi £V(h,e), /1= 51+ hi boisin. U holda Vt G (0,1)
uchun Ig{t) —5i(i)| < £va |h{t) —hi(t)\ < e tensizliklar o‘rinli. Bundan

ifit) - fi{t)\ = Ig(t) - giit) + h(t) - hi(O\ <

< Igit) - giit)\ + IHt) - hi(t) 1< 2s,

yani /1 G V(f,2e). Demak, C(0,1) fazoda qo'shish amali uzluksiz
boiadi.

Faraz gilaylik songa ko‘paytirish amali ham uzluksiz boisin. f(t) =
j funksiyasini olaylik. U holda shunday S > 0 soni topilib, |A] <5
tensizligini ganoatlantiruvchi barcha AG M sonlari uchun

XVif, ) ¢ V{0,1)

munosabati bajariladi. Bundan A= " uchun

1, <

ya’ni Vt G (0,1) uchun
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tensizligi bajariladi. Bundan 6 < 0. Bu csa 6 > 0 ekanligiga zid. Hosil
bo‘lgan ziddiyat.dan C'(0,1) fazoda songa ko'paytirish amali uzluksiz
oinasligi kelib chigadi.

5.3.8. L°(S2.E,/a) - (12 E,//) o‘lchovli fazoda aniglangan bar-
cha haqgiqgiy o‘lcovli funksiyalar fazosida

U(s. 6) = {/ £ LNQ, \ A) <5, \fXA\ < s}

toplamlarni garaylik, bunda e > 0. 6 > 0. Quyidagilarni isbot-
lang:

1) XU(e.5) —U(\X\s, 5), bunda X ®0;

2) U(e,6) + U(£,S) C U(2e,26)i

3)f]{U(S}6):s>0,6>0} = {0}.

Yechimi. 1) Faraz gilaylik / £ XU(£E,S), A 0. U holda shunday
g £ U(e,S) topilib, / = Ag. Endi g £ U{e,5) bo‘lganligidan,

BAELE, =>»fi(Q\A) <5 \gxn\ <

Bundan
Vixal = |Xaxa| < |As.

Demak, / £ £/(|Ale, S).
Endi / £ U(\X\E, 5) bo‘lsin. U holda

3A £ E fj,(Q\A) <5, \IXA\ < |AJe.

Bundan " xa < fmDemak, *xa £ U(e,S), yani/ £ XU(E,S).
2) f,g £ U(E,5) bo'lsin. U holda shunday A, B £ E mavjud bo'lib,

/i(0\ A) <5 |fxA| < £

/I(fi\B)< 5, |5xb| < £
C =AT)B bo'lsin. U holda
\C) = \ (ANB)) = \A) U (0\B)) <

< JISIVA) + x(M\ B) <5+ 5= 25
ya’ni
li(Q\C)< 25
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ya 11
I/ + fj\\c < 2s.
Demak, f + g £ U(2s,26), ya'ni U(s.S) + U{s,5) c U(2s,26).
3)  Avytaylik, barcha e > 0, S > 0 uchun / e U(s,6) bo'lsin. Faraz
gilaylik, / ® 0. U holda shunday A > 0 soni topilib,

E={teQ: [/(0I > A}

to'plami musbat o'lchovga ega bo'ladi, hamda xe\f\> "Xem
Endi 5 < (n(E) shartni ganoatlantiruvchi 5> 0 sonini olaylik. Faraz

gilaylik, / eU (a°’”") mU holda

SAeb,=*Ne\A)< 6, \fxA\<A-

Quyidagi
XE\f\ > AXE,

\FXAL < A

tengsizliklardan EM A = 0 kelib chigadi. Demak, E C f2\A va p(E) <
fi,(Q\A) <5 yani 4(E) <5 Bu esa $< U(E) tengsizligiga zid. Hosil
bo'lgan ziddiyatdan / = 0 ekanligi kelib chigadi. Demak, p|{[/(£, 5) :
s >0,6>0}= {0}

5.3.9. Agar An6 E va xa, 0 bo‘lsa, n holda MAO —0
ekanligini ko ‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, An G E va xa,, 0 bo'lsin. Ixtiyoriy 5> 0,
0 < £ < 1 sonlarini olaylik. xa,, 0 bo'lganligidan, shunday nO
nomeri topilib, barcha n > w nomerlari uchun xa,, G U (e, 8) bajariladi.
Bundan Vn > n0uchun shunday Bn £ E topilib,

ti(Q\ Bn) <5 WwarnXsn\ < £< 1

Bundan XAnXBn = 0, ya’ni AnMBn = 0. Demak, An C tt\B nva

MAO < M2\ o <6,

ya’ni MAO —0.
5.3.10. Agar u() < +oo bo‘lsa, L°(fi, E,/x) fazoda o‘lchov
bo'‘yicha yaqginlashish topologiyasi



§5.3. Chiziqli topologik fazolar 191

metrika hosil etgan topologiya bilan ustma-ust tushishini
ko ‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, s > 0va/ £ U(s,s) boisin. U holda shunday
A £ E to‘plam topilib,

p.(M\A) <t, \/xal< fm

Bundan

n

= da(t) + du(t)<
J(i+im\m()+J[i+im\dr$1)-
MmA A

< [ udfi(t) + | £dfi(t) = fi(Q\A)+£fi(A) <e+ey(A),
ya’ni
p(f, 0) < e(l + /X(Q)).

Demak, U(e,r) C B{O,r), bu yerdar = e(1 +
Endi ixtiyoriy £ 5 > 0 sonlar uchun shunday r > 0 topilib,

B(0,r) C U{£,6)
ekanligini ko'rsatamiz.
r=jboisin.
A—{EL£Q: /()] < £}

to‘plamni olamiz. U holda / £ B(0,r) uchun

n n\n

Bundan

l\/('ﬁ\\fi\)< rirf-_  LrE -y

ya’ni /x(fi\ A) < 6. Hamda \/xa\ < £- Demak, f £ U(£,6). Bundan
5(0,r) ¢ U(£,6) munosabatga ega boiamiz.
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5.3.11. E chizigli topologik fazo. /1 c E chegaralangan
bo‘lishi uchun ixtiyoriy {x,} C 4 va X, —0 {1} C R uchun
X,.xn—>0 bajarilishi zarur va yetarli.

Yechimi. Zarurligi. {=,} C 4. {A} C R. A, — 0 bo'lsin. V
nolning muvozonatlashtirilgan atrofi bo'lsa. u holda shunday A > 0
topilib. .4 C W. Jumladan. x,, G XV. n G N. Endi |A,| < j bo'lgan n
lar uchun A,x, G XnXV C V, ya'ni A,x, —0.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, A chegaralanmagan to'plam. U holda
nolning shunday V atrofi topilib. barcha Auchun /1\AV ¢ 0. A= 1,2,...
giymatlarida

XnGA\nV.n=12,.

nuqtalarini olamiz. {xn} C A, » —0 dan *xn —*0. Lekin bu barcha n
lar uchun *xn ¢ V ekanligiga ziddir.

5.3.12. Agar A va B to‘plamlar chegaralangan bo‘lsa, u
holda

A+B={x:x=y+c,yG-4, r GB}
toplam ham chegaralanganligini ko ‘rsating.

Yechimi. {x,} C A+ B, {A} CR, A, —+0Dbo'lsin. U holda har
bir n G N uchun yn GA, zn G B topilib, xn = yn+ zn. A va B chegara-
langanligidan, 5.3.11-misolga ko'ra Any,, — 0 va Anzn — 0. Bundan
Xnxn = Xnyn+ Xnzn —0. Yana 5.3.11-misoldan A +B ehegaralangandir.

5.3.13. E chiziqli topologik fazo, A ¢ E qavariq, mu-
vozanatlashgan, yutuvchi toplam bo‘lsin. E fazoda

pA{x) = inf{7 > 0 :trix G N}

funksionalni garaylik. Bu funksionalga Minkovskiy funksio-
nali deyiladi va n quyidagi xossalarga ega:
a) pAfax) = |a\pA(x);

b) PA(x +Y) < PpA(X) + PA(Y).
Yechimi. a) Avval a > 0 holni garaymiz.

Pa(oo) = inf{f > 0:T lax GA) =inf{ai > 0:f Ix GA} =

= ainf{f£ > 0 :t~Ix G .4} = |n|p_4(x).

Endi pA(—x) = pA(x) tengligini ko'rsatamiz. A muvozanatlashgan
to'plam ekanligidan, A = —A. Bundan

PA(—X) =in f>0:t *(—) G4} = inf{t >0:t Ix G-A} =

= inf{t > 0 :t~Ix GA} = Pa{x).
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Endi n < 0O liolni garaymiz.
PA(C\X) = pA{(-n){-x)) = -apn(-x) =-apA(x) = [n|/)A(N).

.b) Aytaylik, pA(x) <'s, Pn{y) < tva w= s+ t bo‘lsin. U liolda
nlr G 4. t~*% G .4 va .4 ning qavariqgligidan,

ylhar +y) = _|/$'S'~1'r+) + -M( Iiy) G .4

Bundan pA(x +y) < ya’ni pA{x +y) <pA(Xx) +pA{y).
5.3.14. M" fazoda

V ={xGK:|x| < at,i =1,n},

bunda & > 0,i = 1,n, toplamning Minkovskiy funksionalini
toping.
Yechimi. x = (r,) GM” boisin. U holda

t~Ix G~/ \t~IXi\ < a;, 1<i<n, 40

t>-" 1<i<n, 0-1>max{ cl<i<n\,
Demak,
t'iIGK o t>max|l—-:1<i<n
Bundan
v{x) =sup{£ > 0:t HE I/}= max
pv{x) p{ }= max al
Demak,
_ jau
Pv(x) = Ifga<>)<)6-
5.3.15. X Hausdorf chizigli topologik fazosi bo‘lsin. X

normalangan bo‘lishi uchun bufazoda nolning chegaralangan
gavariq V atrofining mavjudligi zarur va yetarlidir.

Yechimi. Zarurligi. X normalangan fazo boisa, u holda uning
birlik sliari V. = {x G X :||x|| < 1} nolning chegaralangan gavariq
atrofi boiadi.

Yetarliligi. Aytaylik, V nolning chegaralangan gavariq atrofi boisin.
V ning o‘rniga [V] M (—¥]) ni olib, biz V ni absolyut gavariq deb
olishimiz mumkin. Har bir X G X uchun

INT = Pv{X)



deylik. bunda p\- ning Minkovskiy funksionali.

ft A uchun |l.r| = 0ckanligidan. .r - 0Kkelib chigishini ko'rsatamiz.
.V Hausdorf fazosi ekanligidan. nolning shunday U atrofi topilib. .r g
U o'rinli bo’ladi. V chegaralangan ekanligidan. shunday A > 0 soni
mavjudki. V C AU. U holda Ar <1 Bundan

ya’ni Ll 0. Demak, || «j| funksiya .V fazoda norma bo'ladi.

Endi bu norma hosil etgan topologiya X ning asl topologiyasi bi-
lan ustma-ust tushishini ko'rsatamiz. Aytaylik. U nolning biror atrofi
bo'lsin. V ning chegaralanganligidan, A> 0 topilib. Aw C U. Bundan

{AV : A> 0}

sistema nolning atroflari sistemasi ekanligini ko‘rsatadi. Bu esa ikkala
topologiyaning ayniyligini anglatadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Agar A va B qavariq to'plamlar bo'lsa, u holda ixtiyoriy o, /3
sonlari uchun aA + (3B qavariq to'plam ekanligini ko'rsating.

2. AA + A = (A+ fi)A tengligi har doim o'rinlimi?

3. Agar A 4 > 0 va A gavariq to'plam bo‘lsa, u holda AA + pA =
(A + jj)A ekanligini isbotlang.

4. Agar A va B muvozanatlashgan to'plamlar bo'lsa, u holda A +B
muvozanatlashgan to'plam ekanligini ko'rsating.

5. Agar A va B yopiq to'plamlar bo'lsa, u holda A + B ham yopiq
to'plam bo'ladimi?

6. Agar A yopiq to'plam va B kompakt to'plam bo'lsa, u holda
A + B ham yopiq to'plam ekanligini isbotlang.

7. R2 da markazi koordinatalar boshida bo'lgan doira uchun
Minkovskiy funksionalini toping.

8. R2 da markazi koordinatalar boshida va tomonlari koordinata-
lar o'glariga parallel bo'lgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini
toping.

9. M2 da markazi koordinatalar boshida va diagonallari koordinata-
lar o'glarida jotgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini toping.

10. Chizigli topologik fazoda chekli sondagi chegaralangan
to'plamlarning birlashamsi ham chegaralangan ekanligini ko'rsating.

11. Chiziqgli topologik fazoda gavariq to'plamning ichi ham gavariq
ekanligini ko'rsating.
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12. Diskret topologiyali chizigli fazo chizigli topologik fazo tashkil
etmasligini ko'rsating.

13. Agar A va B kompakt to'plainlar bo'lsa. u holda A + B kompakt
to'plam ekanligini ko'rsating.

14. Chizigli topologik fazoda quyidagi to'plamlarning chegaralangan
ekanligini ko'rsating:

a) bir nuqgtali to'plam;

b) chekli to'plam;

c¢) yaginlashuvchi ketma-ketlik;

cl) kompakt to'plam.
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Chiziqli operatorlar

6.1. Chiziqli operatorlar

Agar X va Y chizigli fazolar bo'lsa. u holda A : X — Y akslan-
tirishga operator deyiladi. Agar bu operatorning auiglanish sohasiga
tegishli ixtiyoriy x,y elementlar va ixtiyoriy a, 3 sonlari uchun

A(ax + 3y) = g AKX) + 3A(Y)

tengligi olrinli bo'lsa, u holda A chizigli operator deb ataladi. A opera-
torning aniglanish va giymatlar sohalarini mos ravishda D(A) va R(A)
ko‘rinishlarda belgilaymiz.

X va Y normalangan fazolar, A : X —Y chizigli operator bo'lsin.
Agar ixtiyoriy £ > 0 soni uchun shunday 6 > 0 soni topilib, ||xi —<2L< 6
tengsizligini ganoatlantiruvchi barcha x\. xo G D(A) elementlar uchun
[J[Axi —Ax2\ < £ tengsizligi o'rinli bo'lsa, L holda A operatori uzluksiz
deyiladi.

Agar A : X —Y chizicili operatori X fazosining har bir chegara-
langan to'plamini Y fazosining chegaralangan to'plamiga akslantirsa, u
holda A chegaralangan operator deb ataladi.

X va'Y normalangan fazolar va A : X —Y chizicili operator bo'lsin.
Agar shunday C > 0 soni topilib, barcha x G D{A) elementlar uchun
[|Ar|] < CJ||x|| tengsizligi bajarilsa, u holda A operatori chegaralan-
gan bo'ladi. Bu tengsizlikni ganoatlantiruvchi sonlar to'plamining quyi
chegarasi A operatorning normasi deb ataladi, ya’ni

PH = inf{C > 0:Vx GD(A), WAX\\ < C||x]||}.

M asalalar

6.1.1. X va Y chizigli fazolar va A : X —Y chizigli ope-

rator bo‘lsin. Agar A operatorning aniglanish sohasiga te-
gishli xi, x2,..., x,, elementlar chizigli bog‘lig bo‘lsa, n holda
Ax1, Ax2, mm Axn elementlar ham chizigli bog‘liq ekanligini is-
botlang.
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Yechimi. Xi.x2...... r,, elementlar chizigli hog'lig boiganligidan,
kamicla bittasi noldan fargli «1,02,... ,<v, sonlari topilib.

alxl+n2x2+ mee+a,x, =0

tengligi o'rinli bo‘ladi. Chizigli operatorning noldagi giymati nol

bo'lganligidan, A(a\xn + ... + anx,,) = 0 tengligini yoza olamiz.
Demak, ot\Ax\ + ... + noAx-} = 0 tengligi, ai,...,a, sonlarning
hech bo'Imaganda bittasi noldan fargli bo‘lganda o'rinli. Bundan

Axx,Ax2,*++, Axn elementlarning chizigli bog'liq ekanligi kelib chigadi.

6.1.2. X vaY chizigli fazolar bo‘lib, A :X —Y chiziqli ope-
ratorning aniglanish sohasiga tegishli x\, x2,..., xn elementlar
chizigli erkli bo‘lsa, n holda Ax\, Ax2,..., Ax,, elementlar ham
chizigli erkli bo‘ladimi?

Yechimi. Umuman aytganda, x\, x2,..., xn elementlar chizigli erkli
bo'lsada, Ax,\,Ax2,..., Axnelementlar chizigli bog'liq bo'lishi mumkin.
Masalan, A operatorning yadrosi ker /L noldan fargli bo'lib, uning
noldan fargli x elementi uchun x = a\X\ + a2+ ... + anxn teng-
ligi o'rinli bo'lsin. x ® 0 bo'lganligidan, c*i,... ,an sonlarning kamida
bittasi noldan fargli. Shu bilan birga,

aiAxi +a2Ax2+ ... + onAxn=A(aX1+ a2+ ... + anxn) = Ax = 0.

Bundan Ax\,Ax2,..., Axn elementlarning chizigli bog'liq ekanligi kelib
chiqadi.

6.1.3. X va Y chizigli fazolar va A : X —Y chizigli ope-
ratorining aniqglanish sohasi D(A) bo‘lsin. Har bir G ¢ D(A)
gavariq to plam uchun A(G) to‘plam gavariq bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. A(G) to'plamiga tegishli ixtiyoriy yx va y2 nuqtalarini
olamiz. U holda G to'plamida shunday xi va x2 nugtalari mavjud
bo'lib, 21 = Ax1va y2 = Ax2tengliklari o'rinli bo'ladi. Bundan [0,1]
segmentiga tegishli xohlagan a soni uchun

ayi + (1 - a)y2= aAx\ + (1 - a)Ax2=A(ax\ + (1- a)x2).
G to'plami gavariq bo'lganligidan, ax\ + (1 —a)x2€ G. Shu sababli
ayx+ (1 - a)y2 €A(G),

ya’ni A(G) to'plami gavarig.

6.1.4. X va Y chizigli fazolar va A : X —Y chizigli ope-
rator bo‘lsin. Agar B C R(A) to‘plami gavariq bo‘lsa, G =
{x £ D(A) : Ax GB} to‘plami gavariq bo‘ladimi?
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Yechimi. G to'plainidan xohlagan xj va M nuqtalrini olaniiz. B
to)lanii gavariq boiganligidan. barcha m € [0. ij sonlari uchun

A(oxj -f (1 —0)x2) = 0.4 -T(L —o0)A.r2 € B.

ya'ni axi + (1 - a)x2 € G. Bundan G to’plamining gavariq ekanligi
kelib chigadi.

6.1.5. A' chiziqli fazosida ikki | i va | *Jo ekviva-
lent normalar berilgan bo‘lib, 4 : A — A" chizigli operator
bo‘lsin. Agar A operator berilgan normalarning biri bo‘yicha
chegaralangan bo‘lsa, n holda n ikkinchi norma bo‘yicha ham
chegaralangan ekanligini isbotlang.

Yechimi. Berilgan operator | m|]] norma bo‘yicha chegaralangan
boisin. | m|ji va || *||2 normalar ekvivalent boiganligi sababli shunday
a > 0, 3> 0 sonlar topilib, xohlagan x G X uchun

cHlizlli < IIx12 < /3[ix]li

munosabati o‘rinli. Shu bilan birga, ,4 operator | *||i norma bo‘yicha
chegaralangan boigani uchun shunday o‘zgarmas C soni topilib,

INT|' < Cllt]i

tengsizligi o‘rinli boiadi. Natijada.
. 3C1
WAx W2 < PWAxh < i3C\\\U < e [1x]]2.

Demak, A operator || #||2 norma bo'vicha ham chegaralangan.
6.1.6. X vaY normalangan fazolar, A : X —Y chegaralan-
gan chizigli operator bo‘lib, D(A) = X bo‘lsin. U holda
I 411 o
= j-e.§/l.'j.pr/oTII(|n|r
tengligini isbotlang.
Yechimi. a = sup ||Ax|| ko'rinislida belgilash kiritamiz. .4 opera-

iW I<i
tor chizigli boiganligidan,

a = sup fflrf=supXIL

INI<i =wo Il

tengligi oi'inli boiadi. Shu sababli xohlagan x uchun

W < « .



. LC'In/.i(|Il <Xl liv
ya’ui
-1 < |nlil.r|].
.1 operatorning imnn;isi ||.a.rj] < (T'|J.fj] tengsizligini gmnwrlantii 11\ hi
C soulaniing (‘w» kicliigi boiishidan |4 | < n Umgsizligmi yoza olamiz.
Sim bilan bir»a. anig yugori chegara tarifi bo'yiclia xohlagan r > o
soni uchun shunday x: ¢ 0 elementi topilib,

yoki
(tv- 2)|xr| < JJArf] < CLUIMH1

munosabatlari o'rinli. Oxirgi qo'sh tengsizlikdan tv —s < C tengsiz-
ligini yoza olamiz va £ > 0 sonining ixtiyoriyligidan, tv < ||/1|| teng-

sizligiga ega boianiiz. Natijada, ||[/1]| = a tengligining o'rinli ekanligi
kelib chigadi.
6.1.7. Quyida berilgan operatorlarning chizigli, chegara-

langan ekanligini ko ‘rsating va normaltarini toping:
a) A :C[0.]] —C[0,1]. bunda A.r(t) = / x(s)ds:

b) A :C[—1,1] —CJ0,1], bunda Ax(t) = x(t):
c) A :CJ0, 1] —CI0,1], bunda Ax(t) = t2x(0);
d) A :C[0,1] —=C[0,1], bunda Ax(t) = x(t2);
e) A :Cl[ab\ —C[a,bj. bunda Ax(t) = x(t);
f) A: CIl[(i.b} — C[o,b], bunda Ax(t) =
Yechimi. a)

t
-4(a.r + 3y) = j (n.r(.s) + 6y(s)) ds =
u
/ i
=n |l x(s)ds +.1j y(s)ds = tvAr + ,14//.
0 0

Demak. .4 chizigli operator. Endi bu operatorning chegaralangan ekan-
ligini ko'rsatamiz.

t t

H420 [ x{s)ds = max fx(s)ds < max / |r(s)ds <
J te[0A\ te\(U\J

0 0 0
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Demak. [|A.r]] < |.r]|- Bu tengsizlikdan .4 operatorning chegaralangan
ekanligi ko'rinadi.
Shu bilan birga. |.4|| = sup |j.4.r(/)]] < 1vax(s) = luchun JIx(1) =
fear

1 boiganligidan, ||A|| = 1tengligining o'rinli ekanligi kelib chigacli.
b)
A(ax + f3y) = ax(t) + Jy(t) = aAx + [3Ay.

Bundan A operatorning chizigli ekanligi kelib chigadi.
Chegaralangan ekanligini quyiclagicha ko‘rsatamiz:

[|M|c[o,il = W 0llc[o.]] = /ry[gt.)i] Ix(f)] < (((ret[]_aﬁ] WW{\ = ||x(F)||C[-i.i].

Shu bilan birga, [0,1] segmentda x(t) = 1 funksiya uchun [[Ax(f)|| = 1
boiganligidan,
Al = ISUP_ IAX(H)Il = 1

I=i
tengligiga ega boiamiz.
c) Berilgan operatorning chizigli ekanligini ko‘rsatamiz:

A(ax(t) + (3y{t)) = t2(ax(0) + (3y(0)) =
= atX(0) + f3tzy(0) = aAx(t) + (3Ay(b).
Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:
IAXOIF = [[f2(0)ll = [x(0)][[f2]] =
= [x(0)] ((g[gﬁfZZ Ix(0)] < max X = |Ix(DI]-

x (0) = 1 boigan funksiya uchun ||Ax(0)|| = 1boiganligidan, [|A|| = 1
tengligiga ega boiamiz.

d) A(ax(t) + (3y{t)) - ax(t2) + Ry(t.2) = aAx(t) + (3Ay(t). Demak,
A operator chizigli. [0, 1] segmentda

max|x(f)] = max|x(i2)|
tengligi o'rinli boiganligidan,

JAX(F)|| = W2\ = max \x{t2\ = max |x(t)| = [|x(t)]].
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Demak, ||[A.r]] = ||.r|l- Bu tenglikdan A operatorning chegaralangan va
normasining birga teng ekanligi kelib chigadi.
e) Berilgan operatorning chizigli ekanligini koisatamiz:
A(ax(t) +j3y(t)) = ax(t) +py(t) = aAx(t.) + BAy(t) .

Endi chegaralangan ekanligini koisatamiz:

NAr(f)|lc[«.i,, = |li(t)lIc[0.6] = max W«)| <

< pagfla e e =01} = HHiKe>. (]

Demak, berilgan operator chegaralangan, Shu bilan birga, [a b] seg-
mentda x(t) — 1 funksiya uchun ||Ar|| = 1 boiganligidan, ||A|| = 1
tengligiga ega boiamiz.
f)
A(ax(t) + f3y(t)) = -~(ax(0 + A/CO) =

= = aAx(t) + (3Ay(t).
AX(t)llcfald = I (O ficfab] = max W' () < [®C) ™ [«L-

Demak, berilgan operator chizigli va chegaralangan. Shu bilan birga,
x(t) = \e I funksiya uchun

(e[a, f>] 0<fc<|

WAX{t)\c[aM = [x'(Ol[c[a,6] = 1

boiganligidan, ||A|| = 1 tengligiga ega boiamiz.
6.1.8. Shunday X normalangan fazoga va shunday A, B
chegaralangan chiziqli operatorlarga misol keltiringki,

AB ¢ BA

munosabat o‘rinli bo‘lsin.
Yechimi. X —M2 boiib,

p=(! »)m B=(°

boisa, AD = "~ 2 1) vanr = (1 0) boladi’ yani n
BA. X chekli oichamli boiganligidan, A va B operatorlar uzluksiz, shu
sababli chegaralangan.
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6.1.9. Noldan farqli A. B chegaralangan chizigli operator-
lari uchun R(A) MR(B) = 0 munosabati o‘rinli bo'lsa. A va, B
operatorlarining chizigli erkli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Faraz gilaylik. A va B operatorlar chizigli bog'lig bo'lsin.
U liolcla shunday o ¢ 0 soni mavjud bo'lib, A = aB tengligi o'rinli
bo'ladi. B ¢ 0 boiganligidan. D.r ¢ 0 boiadigan x £ X nuqta topiladi.
y = Bx bo'lsin. U holda

A(rt~1r) —<v"lAr = a I(\B.r = /.

Natijada, y £ R(A) MR(B). Bu masala shartiga zid. Demak. A va B
operatorlar chizigli erkli.

6.1.10. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga
akslantiruvchi A chizigli operatorning uzluksiz bo‘lishi uchun
uning chegaralanganligi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. A uzluksiz chizigli operator bo'lsin.

CO= sup ||-40)|| < oo
IM I<i
ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Agar CO = oc bo'lsa, u holda shunday
{x,,} C X, [IX,|| = 1 ketma-ketligi topilib.

A= Il ce

boiadi. yn = X~Ixn ketma-ketligini garaylik. y,, —A 0 ekanligi ravshan.
U holda A uzluksiz boiganligidan. A(yn) —0 kelib chigadi. Birocj

MbI1l = NATLT)] = -1

Bu ziddiyatdan A operatorning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.
Yetarliligi. A operator chegaralangan bo'lsin. U holda shunday C
soni mavjud bo'lib. xohlagan ,r £ X uchun

WAGOW < CW

tengsizligi bajariladi. Bundan xohlagan s > 0 soni uchun 5= 7~ deb
olsak, u holda ||x|| < 8 boiganda [|.4(x)|| < £ tengsizligi o'rinli boiadi.
Bundan .4 operatorning 0 nuqtada. Demak, J/1”da uzluksiz ekanligi kelib
chicjadi.

6.1.11. X normalangan fazo, .4 chegaralangan chizigli ope-
rator va N) = kerAl, k= 0,1........ bo‘lsa, n holda

NoCN C... CNhcC ...
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mmunosabatini isbotlang.
Yechimi. Agar /[ Gker A bo'lsa. u holda J/1.IT = 0. Shu sababli

= Jl.bu = 40 = 0.
ya’ni a] G No. Agar x> G N>bo‘lsa, u holda .A22 = 0. Shu sababli
AJ>=AAX2= 0.
Shunday davoni ettirsak,
NgC AiC ... CNnc ...

munosabatga ega bo‘lamiz.
6.1.12. C[a,b] fazosida
U
f(x) =\] ip(t)x(t)dt

funksionali berilgan, bunda ip{t) uzluksiz funksiya. Bu funk-
sionalning normasi

b
/1= 7 \<p(H\dt
n
soniga tengligini ko ‘rsating.
Yechimi. x G C[a,b\ uchun
b b
M1 = § (eOX{Ddt <3 MmN
a a
b b

</ \ipfo\max Wt = (x| / WO\,
a<t.<

yam

< 1 M dt.

Endi ixtiyoriy s > 0 sonini olib, [a. 6] scgmentni

a-t[)<t.i<..<t,=Db



201 VI. C'liizifiii operatorlar

nuqtalar orgali shunday n bo'laklarga bo'lamizki, natijada liar bir
|/b~-ri] segmentda *p funksiyaning tebranishi b > 0 sonidan kichik
bo'lsin. Barcha bo‘laklarni ikki guruhga ajratainiz. Birinchi guruhga ip
funksiyaning giymatlari ishoralari liar bir bo'lakda o'zgarmaydigan bar-
cha a[, a2, ..., ar segmentlarni (< funksiya giymatlari ishorasi bu seg-
mentlarning biridan ikkinchisiga o'tganda o‘zgarishi mumkin), ikkinchi
guruhga golgan barcha O, ct?, ... a” segmentlarni kiritamiz.  Nati-
jada ip uzluksiz va uning giymatlari a" (k = I,p) segmentda har xil
ishorali bo‘lganligidan, a'[ segmentda pfunksiyaning qiymati nolga teng
bo‘ladigan nuqta topiladi. Shunga ko'ra

[</?(i)|<€ {teal, kK =Tpp)

tengsizligiga ega bo‘lamiz.
Endi C[a, b} fazosidan x(t) funksiyani quyidagicha aniglaymiz:

x () =signip{t) {t£aj,j =1,r).

[a, 6] segmentning boshga nugqtalarida x(t) funksiyani chizigli deb
olamiz. Bunda, agar a (yoki b) ikkinchi guruhga tegishli segmentning
uchi bo‘lsa, u holda x(a) = 0 (mos ravishda x{b) = 0) tengligi o‘rinli
deb hisoblaymiz. f(x) migdorni quyidagicha yozamiz:

f{x)= j ip{t)x(t)dt = f p{t)x(t)dt + 722 f (p(t)x(t)dt.
|
Natijada cr, i = I,r segmentlarda <p{t)x(t) = \(p(t)\ bo‘lganligidan, va
P T P T P f
j=K" ft=i

tengsizligidan (bunda [a B segmentda |i(i)] < 1 ekanligidan, foyda-
landik)

b p b

= J \<pfhdt- 222 J Jip()\dt> I \<p(t)\dt-2e(b-a).
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Endi j.r| < 1bo'lganligidan.
!

i > /sw)y> I moun - Wo- ")m

U
U holda ; — 0 boiganda ||/|] > J\*(t)\dt tengsizligiga ega boiamiz.
Natijada

tengligining o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
6.1.13. CJci,b\ fazosida
b
Ax(s) = J k(s,Hx(t)dt
a

operatori berilgan, bunda k(s,t) uzluksiz funksiya. Bu ope-
ratorning uzluksiz chizigli ekanligini ko‘rsating va normasini
toping.
Yechimi. Dastlab chizigli ekanligini ko‘rsatamiz.
b

A(ax(s) + f3y(s)) = [ k(s,t)(ax(t) + f3y(D))dt =

0 0
=aJ ks, Ox()dt + 6 k(s,y(t)dt = aAx(s) + (3Ay(S).

a a

Endi uzluksizligini ko‘rsatamiz:

b b
|I7rl] = max | / k(s,t)x(t)dt\ < max [/ [fc(.s,i)||:r(f)|dE <

a<s<b J a<a<bJ
a <

b b

< max J-/ |A(s, f)|<rir!‘z;1<>§) \x(O\dt < ||.r]| Ji‘t?i‘b/ \k(s, \dt = M||.r|],
g a
b
bunda M = max f |A(s, t)\dt. Demak, berilgan operator chegaralangan,

Demak, uzluksiz. Shu bilan birga. ||A|| < M tengsizligiga ega bo'lamiz.
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L
% |A(s, t)\dt integral [<.0\ segmentda 4 argument bo'yicha uzluksiz

funksiya bo'lganligidan. shunday s{ £ [/, b] nugta mavjud bo’lib,
D
M = 1 1A{x t)\dt
a
tengligi o'rinli boiadi. C[a,b] fazosida aniglangan
b
f(x) = J A@0.1) x(t)dt
a
funksionalni garaylik. 6.1.12-misoldan
b

nm o= 3 \k(s0J)\dt
a
tengligi o'rinlidir.
Uzluksiz chizigli funksional normasining tarifi bo'yicha
/I = sup |/0)]

IHI<1

boiganligidan, xohlagan e > 0 soni uchun shunday X£ G C[a, 6], [[xf|| <
1 funksiya topilib,

f(Xe) > nm ~ £=1 ANdt~E£=M ~£.
a
Natijada
6
WA > WAXEN > J k(sO,t)xe(t)dt = f(xB > M - e
a
Endi e > 0 ixtiyoriy son boiganligidan, ||A|| > M tengsizligiga ega
boiamiz.
Yugorida ||A|] < M tengsizligining o'rinli ekanligini ko'rgan edik.
Demak, ||A|l = M, ya’ni

b
LALL = max / \k(s,t)\dt.
a<s<bhbl
a
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6.1.14. X va Y normalangan fazolar boiib, A : X — V va
B : X — ¥ operatorlari chegaralangan bo‘lsa, n holda 4 + B
operatori ham chegaralangan ekanligini va ||A+2Z7 < [|A] + ||IZ3]
tengsizligi o‘rinli ekanligini ko ‘rsating.

Yechimi. Xohlagan x element uchun

(A + B)x] = [IAr + BX\\ < [|AX]| + |IBx|| <
<[IAMIXI+ 1B X[ = (Al + 1B DX
Bu tengsizliklarclan A + B operatorning chegaralangan ekanligi va
\\A + B\\ < ||A]| + ||B]| tengsizligi kelib chigadi.

6.1.15. X, Y va Z normalangan fazolar bo‘lib, A : X —Y
va B :Y —Z operatorlari chegaralangan bo‘lsa, n holda AB
operatori ham chegaralangan ekanligini va \AB\ < ||A||||B|
tengsizligi o‘rinli ekanligini ko ‘rsating.

Yechimi. Xohlagan x G X elementi uchun

ICAB)()II = [IB (AX)[[< P [IAX]] < [[BI| [IA[l 1]} -

Bu tengsizlikdan AB operatorning chegaralangan ekanligi va UABL| <
[|A]l ||B tengsizligi kelib chigadi.

6.1.16. A chiziqli operatoriga teskari A 1 operatori chizigli
bo ‘ladi.

Yechimi. Birinchi navbatda A operator obrazi R(A) to‘plamining,
ya’ni D(A~I) to‘plamining chizigli fazo ekanini ko‘rsatamiz.

21, 2e R{A) bo'lsin. A-1(am + a2 =ayA’yi + a2A~ly2teng-
ligining o‘rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Aytaylik, Axi = y\ va
Axr = 22 bo'lsin. A operatorining chizigli ekanligidan,

A(aixi + ax2) = atyx + azy2 (6.1)

tengligini yoza olamiz. Teskari operator ta’rifidan: A~lyi =
Xi, A~ly2= x2. Bu tengliklarning ikki tomonini mos ravishda cvi va a2
sonlariga ko‘paytirib o‘zaro qo'shsak,

aiA_12i + a2A~ly2 = aixi + a2x2

tengligiga ega bo‘lamiz.
Ikkinchi tomondan, (6.1) ifoda va teskari operator tarifidan

a\X\ + ax2= A-1 («iZi + azy2)
tengligini yoza olamiz. Demak,

A 1(«i2i + «22) = cuA_lyl+ a2A~ly2.
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6.1.17. E Banax fazosida zich boUgan M to‘plami berilgan
bo‘lsin. U holda noldan farqli ixtiyoriy y GE elementni

2= +H f..+Y,+ ..

bunda yk G A/, |%1 < 3[1Mj/2A ko‘rinishda gatorga yoyish
mumkin ekanligini isbotlang.
Yechimi. y* elementlarni ketma-ket tuzamiz: tj\ elementni

Wy - i < w72 (6.2)

tengsizlikni ganoatlantiradigan etib saylab olish mumkin, chunki M
to'plami E to'plainida zich boiganligidan, (6.2) tengsizlik bilan aniglan-
gan radiusi |ly|| /2 va markazi y nuqtada boigan sharda M to'plamning
elementi topiladi. y2G M elementni

lly - 2 - vl < [hl1]4

tengsizlik o'rinli boiadigan, y3 elementni

b - 2n- v~ yan< IbII/§

tengsizligi o'rinli boiadigan, umuman vy,, elementni

|b—2/1—2/2 ——————————————— ypll< 1bll/2”

tengsizlikni ganoatlantiradan etib saylab olamiz. Natijada n —00 da

n
va’ni Y2 ¥- qator y elementga yaqinlashuvchidir. Endi ¥;- elementlari-

A=l
ning normalarini baholaymiz:

Il = 101 -y + yo< 10 -yt DI < 3Tl 2,

W20 = Mo+ - y+y- ywhe< b an- 220+ b - 2Llh< 31bll[4-

Ushbu jarayonni davom ettirsak.

lb» I = dbn + 2/n-i + o« m+ ili — 2/ + ¥ ivi ‘ ' 2/37—1“ <

| IR il s 1D = 2/geee ya ol - 31bl/20-
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6.1.18. (Teskari operator hagida Banax teoremasi). A va
Y Banax fazolari bo‘lib, 4 : X »Y chegaralangan chizigli
operatori berilgan fazolarni o‘zaro bir giymatli akslantirsa,
n holda teskari .4 1operatori chegaralangan ekanligini isbot-
lang.

Yechimi. Y fazosida ||,4_1<] < K\W\ tengsizligini ganoatlantiruvchi
barcha y elenientlardan iborat J¥g to'plamni garavlik. Y fazosining har
bir elementi biror il/*. to‘plamiga tegishli bo'ladi, ya’ni

y = [j nn.
*or]

3.1.11-misolda ko'rilgan Ber teoremasi bo'yicha M- to'plamlarning
kamida bittasi, Aytaylik, M,, to;plami biror B sharda zich bo’ladi. B
sharidan markazi Mn to‘plamida bo‘lgan P shar gatlamini olamiz: P
gatlam /3 < ||~ —ilo| < a tengsizlikni ganoatlantiruvchi r elenientlardan
iborat, bunda 0 < [3< a, yo G Mn.

P gatlamni markazi koordinatalar boshida bo‘lacligan etib
ko'chirsak,

PO={z :0< i3<|~| < a}

sliar gatlamiga ega bo‘lamiz.

Biror MY to'plamining Pg da zich ekanligini ko‘rsatamiz. z G PI'\Mn
bo‘lsin, u holda z —yo G Pq va

IIN-1(='-1/0)[|< W -Ir| +U41-4L| <

< CONT + IMT) < "(IN - 2ol + 2 Lilotd) =
= Nun-- Yot + A T2 - your (1 + 2 1M1 IP)-
WA~\Z- 200 < nIN- ZH1(1 + 2 [M | 1/3). (6.3)

n(l + 2|ly0|| /(3) soni : ga bog‘lig emas. N = 1+ n[1+ 2\\yQ\/d\
bo'lsin, u holda (6.3) dan : - t4 G il/jv bo'ladi, M,, tolplamining P da
zich ekanligidan, esa Mjv to'plamining Pg da zich ekanligi kelib chigadi.

Y  to‘plamidan noldan fargli biror y elementini olaylik. ;3 < ||Ay|| < a
tengsizlik o'rinli bo'lacligan Asonni saylab olishimiz niuinkin, ya’ni Ay G
Pg. Mn to‘plami pq shar gatlamda zich bo'lganligidan, Ay elementga
yaginlashuvchi y= G Mn ketma-ketlikni tuza olamiz. U holda {A~lyk}
ket.ma-ketligi y elmentga yaginlashadi. Agar yk G M,v o'rinli bo'lsa, u
holda har bir A @ 0 uchun A~lyk G My munosabati o'rinli; natijada
My to'plami Y \ {0} to'plamcla zich. Demak, Y da zich bo'ladi.
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Noldan fargli / G V elementni qaravlik: 6.1.17-misolda uni M\
to'plamiiiing elementlaridan iborat gatorga yoyisli mumkin ekanligi
ko'rsatilgan:

V=WN"+Y>+ ... + H + —-

bunda 1%| < IIYll/2*.
X fazoda y* elementlarining proobrazlaridan tuzilgan gatorni garay-
lik, ya’ni i’k = A~lyk.

IIxfc]| = WA-lIyk\ < N ||&]| < 3N |ly|| /2=

tengsizligidan {xk} gatorning biror x elementga yaqginlashuvchi ekanligi
kelib chigadi. Shu bilan birga,

(00] @ ~
IX|| < £ |bl <3M||y[IX ;™ = 3nr|bl]|.
fA fca

oc

% gatorning yaginlashuvchi va A operatorining uzluksizligidan,
n=1

Ax = Arri + AX2 H----mmm- 2i + yo + see= Y
tengligiga ega bo‘lamiz, bundan x = A~ly. Shu bilan birga,
WAMNYW = INT < 3NWW\\

tengsizligi va bu ifodaning har bir y ® 0 uchun o'rinli ekanligini hisobga
olsak, u holda A-1 operatori chegaralangan boiadi.

6.1.19. X Banax fazosini Y normalangan fazoga akslan-
tiruvchi uzluksiz chizigli operatorlaming {Ari} ketma-ketligi
ushbu

SLHJ [|A.(a) ] < +o0 (x G X) (6.4)

tengsizlikni ganoatlantirsa (ya’ni har bir x G X nuqtada
chegaralangan bo‘lsa), n holda shunday chekli M soni mavjud
bo‘lib, Vn uchun

||A”|| < M
tengsizligi o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. A chizigli operatorning B[x0,< shardagi giymatlarining
chegarasi maium boisin:
IACI < B (xeB[xQ6}).
U holda
o n



§G.1.Chiziqli operatorlar 211

Hagigatan, normasi birdan Kkicliik ixtiyoriy x' nuqta olsak. quyidagiga
ega bo’lainiz:
x = o+ 8x" £ B[r(,J].

Natijada.
WA)W = WA(x0) + 6A(X)\\ < B.

U holda
P*Y1=JP M = MU bl + A(SX") - A(X,,)|| <

1 1 2 3
<A(1Mbl +mMuu +Pb H) < H(B+B) =—,

bundan esa LIALL < ~3- tengsizligi kelib chigadi.

Endi 1A11 < M (Vn G N) tengsizligini isbotlash uchun teskarisini
faraz qilaylik, ya’ni {p, ||} ketma-ketlik chegaralanmagan bo'lsin.
Ushbu

p(x) = sup P ()]

funksionalni garaylik. Bu funksional har bir B[x0, 5] sharda chegaralan-
magan, chunki p(x) < B bo‘lganda, ixtiyoriy n £ N uchun ||An|| <
tengsizligi o‘rinli bo‘lar edi.

Natijada, har bir B[xq,5\ sharda ixtiyoriy K £ N uchun p(x) > K
tengsizligi o‘rinli bo‘ladigan x £ X nuqta topiladi. U holda

Ek = {Xx £ X :p(x) > fc}

to'plami X fazoda zich bo‘ladi. Shu bilan birga, bu to‘plam ochiqdir.
Hagigatan, Ek to‘plamdan ixtiyoriy xg nuqta olsak, ya’ni p(xo) > K
bo‘lsa, u holda biror w, £ N uchun ZATHL > K tengsizligi o'rinli bo'ladi.
HAIroro)!! akslantirishning uzluksizligidan esa x0 nuqtaga yetarlicha
yagin X nugtalar uchun [|JATD(x)|| > K tengsizligi bajariladi. Natijada
Ek to'plamning ochiq ekanligi kelib chigadi.

3.1.18-mi50|d%0 ko‘rganimizdek, X fazoda ochiq vaClD zich Ek

to'plamlarning T Ek kesishmasi zich bo'ladi. Demak, Ek ¢ O.
® f fi

xo G f] Ek bo'lsin, u holda
k=1

SlIJJID [[An(x0)|| = oo.

Bu farazimizga ziddir.
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6.1.20. A’ Banax fazosida berilgan uzluksiz chizigli ope-
ratorlarning {4,} ketma-ketligi X fazoning har bir nuqtasida
4 operatoriga yaqinlashuvchi bo'lsa, n holda .4 operator ham
uzluksiz bo‘lib, ushbu

1144 < (6-5)
tengsizligi bajarilishini isbotlang.
Yechimi. A operatorining chizigli ekanligi quyicla yaqqol ko'rinadi:

A(ax +,6y) = lim A(ax + 3y) =

=a lim An(x) + /? I_i[gOAn(y) = aA(x) + (3A(y).

n —>0Q

Endi uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.
. _ <
1im JIJAn()ll = P (x)] < oo

bo'lganligidan,
sup IA,(X)]| < oo

tengsizligi, natijada, 6.1.19-misoldan, {||An||} ketma-ketlikning chega-
ralangan ekanligi kelib chigadi. U holda

IACOI = lig lIAL GOl < man_ A [ll[=rll.

Natijada, A operatorning uzluksiz va (6.5) tengsizlikning o'rinli ekanligi
kelib chigadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. H Hilbert fazosi va A : H —H chegaralangan chizicili operator
uchun D(A) = H bo'lsa, u holda

mil \(AX, Y\
PH THM

tengligini isbotlang.
2. Quyidagi operatorlarning chegaralangan chizicili ekanligini

ko'rsating va normasini toping. |
a) A :L2p,1] -+ L2[0,1], Ax{t) = tf x(s) ds;
0

b) A :Ln[0,1] -> L2[0,1], Ax(t) = ft x(s) ds;
0
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% 4:HM 1]—L2D.1] Ar(t) = r(f):

@ 4 :#70,11 — HIP,1], Ar(t) = tx{t).

3. X va Y nonnalangan fazolar bo'lib. X chekli o'Ichamli bo'lsin.
Aniglanish sohasi X fazosidan iborat bo'lgan har bir .4 : X —Y chizigli
operatorning chegaralangan ekanligini va [|Ax|| = |[|A]lll:r]| tenglikni
ganoatlantiruvchi x € X, x ¢ 0nugtaning mavjud ekanligini isbotlang.

4. A : X —Y chegaralangan chizigli operatorning yadrosi A' fazo-
ning qism fazosi bo'lishini isbotlang.

5. X va Y normalangan fazolar boiib, A : X —Y yadrosi A’
fazoning yopiq qism fazosi boigan chizigli operator boisin. Bundan A
operatorning chegaralangan ekanligi kelib chigadimi?

6. {e,,ngN} sistema H Hilbert fazosining ortonormal bazisi boiib,
A,£ 1 (n€N)boisin. Agar {A,} ketma-ketligi chegaralangan boisa,
u holda

Aen=Anen (n € N)

tengligi chegaralangan chizigli A : H —H operatorini aniglab, D (A) =
H va ||A]| = SLIJ_E)|A,,| tengliklarining o'rinli bo'lishini isbotlang.

7. Qanday ip(t) funksiyalar uchun
AX[t) = ip(t)x(t)

operatori CJ[0, 1] fazoda chegaralangan boiadi?
8. Qanday yx{t) funksiyalar uchun
Ax(t) = ip(t)x(t)
operatori L20, 1] fazoda chegaralangan boiadi?
9. Qanday a sonlari uchun
Ax(t) = x(ta)

operatori C[0,1] fazoda chegaralangan boiadi?
10. CJ[0, 1] fazoda
Ax[t) = t(t)
operatorining normasini toping.
11. ZP2[0, 1] fazoda
Ax(t) = t3x(t)
operatorining normasini toping.
12. C[0,1] fazoda
Ax(t) = x(Vt)

operatorining normasini toping.
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6.2. Uzluksiz chizigli funksionallar

Bizga E chizigli topologik fazosi berilgan bo'lsin. Agar har birx G E
elementga biror /(x) (haqiqiy yoki kompleks) son mos qo'yilgan bo'lsa,
u holda E fazosida funksional aniglangan deyiladi. Bu funksional
uchun

f(x +y) =/(x) +f(y), x.y GE (odditivlik)

/(ax) = ocf(x), (x GE: a GM yoki a GC) (birjinslilik)

tengliklari o‘rinli bo'lsa, u holda u chizigli funksional deb ataladi.

E fazosiga tegishli xOnuqta olinganda, xohlagan B > 0 soni uchun xo
nuqtaning shunday U atrofi mavjud bo‘lib, bu atrofdan olingan barcha
X nuqgtalar uchun

[/(x) - [(x0)] <e (6.6)
tengsizligi o'rinli bo'lsa, u holda / funksional Xo nuqtada uzluksiz deyi-
ladi.

Agar / funksional E fazosining har bir nuqtasida uzluksiz bo'lsa, u
holda u E fazosida uzluksiz deyiladi.

Agar shunday o'zgarmas soni mavjud bo'lib, barcha x G E element-
lar uchun

1/0%01 < C||X || (6.7)
tengsizligi o'rinli bo'lsa, u holda / funksional E fazosida chegaralangan
deyiladi.

Normalangan fazoda funksionalning normasi uchun quyidagi teng-
liklar o'rinli:

i = sup LL~Tr = Sup I/(x) = ”%5 \f(X)\»-

Masalalar

6.2.1. Agar f funksional E chiziqli topologik fazoning biror
x nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, n holda n E fazosida uzluksiz
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. E fazosidan xohlagan y element va xohlagan e > 0 sonini
olib, x nuqgtaning (6.6) shartni ganoatlantiruvchi U atrofini olaylik. U—
x to'plami 0 ning atrofi bo'lganligidan, V = U + (y —x) to'plami y
nuqgtaning atrofi bo'ladi. Bu atrofdan xohlagan 2 nuqgtani olamiz. U
holda

V(*) - Ne 1=1If(z -y +x-x)1=1If(z - y+x)- f(x)I
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tengligidan va : —y + X clemeiitning U to'planiiga tegishli ekanligidan.

(=) —/ ()< -

tengsizligining o'rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, V to'plami y uchun
(6.6) shartni ganoatlantiradi.

6.2.2. / funksionalning E fazosida uzluksiz bo‘lishi uchun
f funksional nol nugtaning biror atrofida chegaralanganligi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zamrligi. / funksional 0 nugtada uzluksiz bo'lsa, u holda
xohlagan e > 0 son uchun 0 nugtaning \f(x)\ < r tengsizlik o'rinli
boiadigan atrofi topiladi.

Yetarliligi. 0 nuqtaning U atrofida / funksional chegaralangan
boisin. U holda shunday C soni mavjud boiib, U atrofdan olingan
xohlagan x element uchun \f(x)\ < C tengsizligi o'rinli boiadi. Nati-
jada xohlagan £ > 0 soni uchun 0 nuqtaning U atrofida |/(x)| < £
tengsizligi o'rinli boiadi.

6.2.3. X2 fazosida aniglangan z = ax + by funksionali LU
maydonida chizigli bo‘ladimi?

Yechimi. z = f(t) boisin, bunda t = (Xx,y). Xohlagan t\ = (x\,y{)
va 12 = (x2,22) nugtalar uchun

f(ati + f3t2) = a(axi + j3x2) + b(ayi + (3y2) =

= a(axr + byi) + B(ax2+ by2) = af(tx) + pf(t2).

Demak, berilgan funksional haqigiy sonlar maydonida chizigli bo'lar
ekan.

6.2.4. C[0,]] fazosida berilgan quyidagi funksionallarni ad-
ditivlikka tekshiring:

a) F(f) = 1/(£);
b) F(f) = max /(f);

c) F(N) =1(]) +/(Y) +1()).
Yechimi. a) C[0, 1] fazodan /() = 1 va g(®) = ~1 bo'lgan
funksiyalarni olamiz. U holda

F(I+q =1l +s))l=Va +s(i)[=1]i-i[=q
m +m =G +eh]=i+1=2

Bundan
F(f) +F@)"F (f +9).
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Demak. bu funksional additiv tunas.

1 C[0. 1] fazodan f(t) - tlva g(t) = 1—t' funksiyalarni olamiz. Il
holda

F{f+g) =l (/(f) +.9(0) = rnx (f2+ 1- t2) =

)+ M(9) = 1(0 + max g(t) =
= max f2+ max 1 —f2) = 1+ 1= 2.
0<K1 0<f<lI

Bundan
F(f) +F(g)"F(f +9).
Demak, bu funksional additiv emas.

c)

F{f+a) = (f+a) "2+ (/ +f) ~an + (/ +5) =

-fG)+/ G)H (1) gG) H(1)G) - f</)+w

Demak, bu funksional additiv.
6.2.5. Xohlagan additiv funksional uchun

F{6) =0, F(-x) = —F(x)

tengliklarining o ‘rinli ekanligini ko ‘rsating.
Yechimi.

F{9) = F{0 +B) = F(9) + F(9) = 2F(0),
ya’ni F(0) = 0.
0= F9) =F{x-x) =F{x) +F{-x).

Natijada F(—x) = —F(x).

6.2.6. Xohlagan additiv funksional uchun /(Xx) = Af(x)
tengligining o‘rinli ekanligini ko ‘rsating, bunda X ratsional
son.

Yechimi. n natural soni uchun

N =f(x + X+ . +x) = f(x) + f{x) + s+ f{x\ =nf(x).
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Natijada. A=~ (m.n 6 N) bollganda

/
1
H(
n
Vv m
77
-/ =A/ .
n n ()= A T(x)

A < 0 bo‘lganda 6.2.5-misolda garalgan /(—x) = —f(x) tengligidan
foydalanamiz, ya’ni /(Ax) = /(—(—AX)) = —(—AX) = —(—A)/(x) =
Al(x).

6.2.7. / funksional X normalangan fazoda uzluksiz bo‘lsa,
n holda har bir x GX element uchun |/(x)| < ||/|| =|x|| tengsiz-
ligining o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. x » 0bo'lganda element birlik sharga tegishli bo‘ladi.
Shu sababli
yam
V/(*)1< Ne

x = 0 bo‘lganda |/(x)| < ||/||lIx]| tengsizlikning ikki tomoni ham nol
bo‘ladi.

6.2.8. X normalangan fazoda berilgan f funksionalning
uzluksiz bo‘lishi uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. / funksional uzluksiz bo'lsin. Co = sup |/(x)]

miqgdorning chekli ekanligini ko‘rsatamiz. Aksincha faraz gilamiz, ya’ni
CO0 = o0 bo‘lsin. U holda shunday {x,} C X, ||X,|| = 1 ketma-ketligi
topilib, A, = |/(x,,,)] =00 bo‘ladi. {x'.} (Xn = A~1x,.) ketma-ketligini
garaymiz. |x.| = 1 bo‘lganligidan, {Xn} ketma-ketligi nolga yagin-
lashuvchi bo‘ladi. / funksional uzluksiz bo‘lganligidan, f(x'n) —»0
bo‘lishi kerak. Biroq

= Tl@n) = 1A, = 1

Bu ziddiyatdan farazimiz noto‘g‘ri ekanligi ko'rinadi. Demak, CO =

sup |/(x)] < oo.
IHI=i
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X fazosidan noldan farqli xohlagan x element olamiz. /M = Trlr

clementining nonnasi birga tong bo’lganligidan, |/(x')| < C\ tengsizligi
o'rinli. shn sababli

1
R \in = 1/001 < Co.

Natijada |/(x)| < Cb||x||. Demak. / funksional chegaralangan.
Yetarliligi. / chegaralangan funksional o'rinli bo'lsin. Xohlagan £ >
0 soni uchun 6 = ~ sonini olsak, ||x|| < 5bo'lganda

\f(x)\<C\W\x\\<C5 = C 7 =s.

Natijada / funksional nol nuqtada, Demak, A' fazosida uzluksiz bo'ladi.

6.2.9. X normalangan fazosida uzluksiz chizigli f funk-
sionali berilgan bo‘lsin. C0= ||/]| soni |/(x)| < C||x|| tengsiz-
likni ganoatlantiradigan sonlarning eng kichigi ekanligini is-
botlang.

Yechimi. |x|| = 1 bo'lganda |/(x)| < C tengsizligi o'rinli. CO =
sup |/(x)| bo'lganligidan, Cq < C.

s
IM'Ill<kinchi tomondan Co soni |/(x)| < Co||x|| tengsizlikni ganoatlanti-
radi.

6.2.10. C[ab] fazosida aniglangan

[(x) = Y. Gx{tk)
k=1
funksionalning chizigli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping, bunda t\,t2, mmt, € [ab\] q;gR (k =1I,n).
Yechimi. Dastlab chizigli ekanligini ko'rsatamiz:
I
f(axi+ Bx2) =Y cMax™tk) + I13x2(tk)] =
k=1

=aY cki(tk) + 0Y cn 2(*) = al(xi) + 0f{x2).
k=1 A<
Uzluksiz ekanligini ko'rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini
ko’rsatamiz:

Y ° kx»
k=1 k=\
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mi Wl < E bl-
ya'ni E,

Encli [a, b segmentida quj’idagicha x(t) bodakli-chizigli funksiyani
aniglaymiz: x(t) funksiya ti,t2)..., t,, nuqtalarda x{tk) = sign ck giy-
matlarni gabul giladi, [tkJk"1] segmentlarda chizigli, [a,ti] va [f,.fr]
segmentlarda o‘zgarmas. Bu funksiyaning giymatlari to'plami [—1,1]
kesmasida joylashgan. Shu sababli

Il = max Ix(H] < 1.

Natijada
n = sup |/(x)| > |/0)| =
i

T n n
= |y~rCfcffa)! = Y\ckSignck\=Y -
K=1 K-1 k=1

Demak, ||/|| = £ bl-

A=l
6.2.11. ti fazosida aniglangan

*5
funksionalning chizigli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping.

Yechimi. Xohlagan & = (CoCr, mm), Y = Ob "2, mm elementlari va
sonlari uchun

- i
f(ax + f3y) = YA + fitk) + (afa+1+ Bu-kH)
— 2k
k=1
(o0}
£a-+6-+1 A + Uk+1 tl v, att \
kE -— 2k----+ A 2 A = QI(X) + ' /(y)!
Demak, / chizigli.
Endi birlik sharda chegaralangan ekanligini koisatamiz.
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bo'lganda ~ <2 = 1—si tengligini yoza olamiz. |£,| < 1boiganligidan,
k=2

|si| = siiii*o belgilashini kirita olamiz. Natijada

6;+ &- 3
E

+1
1= 2k *=1

<I™M+V 3 |[C I<
k=1

< + 3 .
“ o2 \E 2k \fEc:iftI:

7, i

- A N
2 + 2M - ti

E «
=2

1 \/3
= -sino0+ coswg = sm (.o + f) < 1.

Endi
1 3 3

X~Ir

nugtasini qaraylik. Bu nuqta  fazoga tegishli. Hagiqgatan,

\ 5) +Ez 2k =t

Shu bilan birga,

M =i+k§z(Ay=L

Demak, |[j = sup \f(x)\ = 1.
=i
6.2.12

2 1

Fy) =J y{x)dx - J y(x)dx

funksionalning CJ[0, 1] fazosida chizigli ekanligini ko‘rsating
va uning normasini toping.
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Yechimi. Funksionalning chizigli ekanligini ko'rsatamiz:

* L
F(ay +;iz) = j (ay + B:){T) dr- j (ay + <h)(x) d.r =
0 i
\ \
y(x) dx — / y(x)dx + @1j z(x)dx - 1 z(x)dr
v / 0

= aF(y) + f3F(2).
Endi uzluksiz ekanligini aniglaylik. Ixtiyoriy y(x) ¢ C[0. 1] uchun:

; ir ? &
nMyh= /Tyx)dx- 7yx)dx < [ y{x)ydx + [ y{x)dx <
J J J
0 b b b

<j OONdx +J \y(x)\dx <
0 I
|
< |/ max |y(:r)lclr + J/ max |y(a)|(ij

2 1
= max \y(x)\ J/ dx + max |y(x)| J/ dx =

0<X<1

= o0 max, \y(3)\ + 0 max \y(x)\ -

N - = =
DAL \y(x)l\'l * ZOrPaZ(l |y(x?1| o Iy(x)r! |'|1lill '

Bu munosabat funksionalning chegaralangan, demak, uzluksiz ekanligi-
ni ko‘rsatadi.

Biz ||F|| < 1 ekanligini anigladik. Endi ||F|| = 1 tenglikni isbot-
laymiz. Buning uchun {y,} funksiyalar ketma-ketligini ||y,|| = 1 va
lim F(yn) = 1 tengliklarni ganoatlantiradigan etib tuzaylik. v,.(x)

n—»00

sifatida grafigi 8-rasmda ko'rsatilgan funksiyani olamiz.
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8-rasm

Bu rasmdan ko‘rinib turganidek, F(yn) = 1 —~ (shtrixlangan figu-
raning yuzasi), shu bilan birga, |y, = 1. nIi_r)g F(yn) = 1bo'lganligidan,
0
[IF|| = 1tengligi kelib chigadi.
6.2.13 C[a,b\ fazosida har bir funksionalni
b

F(y) =J p(x)y(x)dx (6.8)
a
ko‘rinishida ifodalash mumkin emas ekanligini ko‘rsating,
bunda p{x) - [a, B segmentda uzluksiz funksiya.

Yechimi. Oddiylik uchuna= —1, b= 1bo‘lsin. C[—,1] fazosida
6(y) = y(0) funksionalni garaylik. Uni (6.8) ko‘rinishda yozish mumkin
deb olaylik, ya’ni [, 1] da uzluksiz / funksiyani topish mumkin bo ‘lib,
har bir y(x) € C [,1] uchun 6 funksionalning giymati

|
%) =J f{x)y(x)dx (6.9)
-1
formula bilan hisoblash mumkin bo‘lsin.
Grafigi 9-rasmda ko‘rsatilgan yn(x) funksiyani garaymiz.
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1
/1
41 1 1 1
n n
9-rasm

1 1

! y,0f(x)dx = J/ yn(x)f(x) dx <

e

< J\v. COW(O)\dx < J /(x)] dx < 2|_ln/|_l

munosabatidan va n oo da n 0 ekanligidan, biror

n = N uchun | < 2 tengsizligini yoza olamiz.  Natijada,
1
f VN{Qf()dx < 3

Shu bilan birga, S(yiv) — ym(0) = 1, bundan y = yN boiganda
(6.9) formuladan / yN{x)f{x)dx 1
farazimiz no‘tog" ri-ékanligini ko‘rsatadi.

6.2.14. Absolyut yaqginlashuvchi J2 gator va [a,b] seg-

k=
mentidan olingan xohlagan {xk} ketma ketligi berilgan bo‘lsa,
C[a,b] fazosida

F(y)= XXy
K1



\ 1 LU7i(1 operatorlar
funksionalining chiziqli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping.
Yechimi. Dastlab chizigli ekanligini ko'rsataniiz:

Ic
F{c\iji + jijo) = ~A,[a</i(.r,) + iiM-i'i)} =
K-1
= wE AfYiI(xk) +J£E ) = rtF(yi) + ).

/=] A=l
Uzluksiz ekanligini ko'rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini
ko'rsatamiz:

\FY)\ = < <
a—i A:|

< max WOV = yllV AR,
asx<b A1l k=1
A A gator absolyut yaginlashuvchi bo'lganligidan, F(y) funksional

A-l
oc

chegaralangan. Shu bilan birga, \R\ <

=i
Endi ||F|| = |A* tengligining o'rinli ekanligini ko‘rsatamiz.

a=i
0o

Xohlagan £ > 0 uchun shunday m soni topilib, ~ |A* < £ tengsizligi
k=m+l
o'rinli bo'ladi. C[q, 6] fazosida |y(x)| < 1 tengsizlikni va 1 < k < m

bo'lganda y(xk) = sign A& tengliklarni ganoatlantiruvchi funksiyani
ym{x) orgali belgilaymiz. Natijada.

AYw) = Yh XKYT(XK) =

[11] oc

= Y1 XmM(xb) + Y2 Xky{xK) =
k1 KT+l

=Y1l1ad+ Y1 XM(xK-
A=l K=T+1
ly(x)] < 1bo'lganligidan,

oc

XkY{XK) < £ M <
k14 A+
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U holda

1 X

F(n,,,) >'Y Nal—s > Y j A -
A4 Al
Demak.

X, ocC

X>A-|-2£<F(<,m) < £ | A%
Ad k=l

Endi £ > 0 soni ixtiyoriyligidan ||F|| = i 171 tengligini yoza olamiz.

~i

6.2.15. Hilbert fazosida uzluksiz chizigli funktsonalning
umumiy ko‘rinishini toping.

Yechimi. Hilbert fazosidan xohlagan To nuqtasini tayinlab,

/(x) = (x,x0) (6.10)
funksionalini garaymiz. Ixtiyoriy a,fl sonlari va x, y elementlar uchun
f(ax +fly) = (ax + fly, x,,) =
= a(x,x0) +fl(y,x0) = af(x) + flf(y),
ya’ni / chizigli funksional. Koshi - Bunyakovskiy tengsizligi bo'yicha:

VOl = 10 x0) < [Ix][[[xO[. (6.11)

Demak, / uzluksiz.

Endi Hilbert fazosida aniglangan har bir uzluksiz chizigli funksional
(6.10) ko'rinishga ega boiishini ko'rsatamiz. Boshgacha aytganda,
Hilbert fazosida aniglangan xohlagan uzluksiz chizigli / funksionali
uchun (6.11) tenglikni ganoatlantiruvchi yagona xo nuqtasining mavjud
ekanligini isbotlaymiz.

Ho orqgali {x € H : f(x) = 0} to'plamini belgilaymiz. / chizigli va
uzluksiz bo'lganligidan, bu to'plam yopiq qism fazo boiadi. Hagiqgatan,
x= limx,, xn6 9(0,n—1,2,... boiganda

| EESY)

f(x) = f(rw’QDX”) = ﬂ_i_g&)f(xn) =0,
ya’ni x € Ha.
Agar HO= H bo'lsa, x0 sifatida nol elementini olish mumkin. Ho &

H bo'lgan holni garaylik. H\H gto'plamidan biror yo element olib, uni

20= Y+ Y bl € Ho, y”+Ho)

ko'rinishda yozamiz (4.3.12-misolga garang). y" ¢ 0 va f(y") ¢ O
boiganligidan, f(y") = 1tengligi o'rinli deb olish mumkin. Xohlagan
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x G H elementni olib f(x) = n belgilash kiritaniiz. x' = x —ay"
elementi uchun
f(x') =f(x) - af{y") = ao- 0=0
boiganligidan, x' G H» munosabatga ega boiamiz. U holda

o™ = O ay” y = P aly" oy = aly" ",

N atijada
f(x)=a=/x, Yy

Demak, xn sifatida , ¥ elementini olish mumkin.

Endi yagona ekanl)llél)r/u ko‘rsatamiz. Agar barcha x G H elementlar
uchun (x,xq) = (x,x'0) tengligi olinli boisa, u holda (x,xo —x0) = 0
boiadi. Natijada xq —x0 _L H. Bu fagat xo = Xg boiganda o'rinli.

6.2.16. E normalangan fazoda noldan farqli uzluksiz chi-
zigli f funksionali va M = {x GE : /(x) = 1} to‘plami berilgan
bo‘lsin. U holda

7 = inf ||x||
Wi

tengligini isbotlang.

Yechimi. Xohlagan x G E element uchun |/(x)| < [//|| |IX|| teng-
sizligi o‘rinli boiganligidan, x G M elementi uchun 1 < ||/||||x]|, ya’ni
- < INI tengsizligini yoza olamiz. Shu sababli uyu- < inf* ||x|].

/1) = sup |/(x)| boiganligidan, xohlagan r > 0soni uchun shunday

IMI<i
ys elementi topilib,
[1BE 1> -1 )bl L (I >£)
tengsizligi o'rinli boiadi. nuqtani xe orgali belgilaymiz. U holda

XEG M va IIxJl < T1r-—-Demak, inf IIXl < #2rr------ teng5|zI|g| ham
" 1 - £ ' xeM \j -

o‘rinli. Bu tengsizlikda £ ixtiyoriy boiganligidan, mi ||x|]| < jw, - teng-

sizligini yoza olamiz. Yuqorida [IX|| tengsizligining o‘rinli

ekanligi ko‘rsatilgan edi. Natijada, u"u- = inf*||x||.
6.2.17. F", n GN fazoda har bir chizigli funksional f uchun
shunday a = (a;) GFn topilib,

f(x) = AXiOb X= (Xi) €

4= 1
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bo‘lishini ko‘rsating, bunda F = M yoki C.
Yechimi. Aytaylik. {ex....} sistema F" fazoning bazisi va /
F" —s=F chizigli funksional boisin. Agar x = (.r,) G LI' bo'lsa, u holda

va / ning chizigli ekanligidan,

K*) =72 xtf(ei)-
=1

Demak, / funksional {e\,...,en} bazisdagi giymatlari orqgali toia
aniglanadi. /(e,) = a, deb belgilaylik. U holda

10*0 = Y

i=1
6.2.18. L2[0, A] fazoda

T

70*0 = J x(t)s'mtdt, x GL2], 7

funsionalning normasini toping.
Yechimi. x £ L2[0, 7] uchun

[Ax)|]2= | ¥ x(t)sinir) < J \x(t)\2dtJsm 2tdt =
\o !/ o 0

T

= \W\2J sin2tdt = [|x]|2],
0

ya'ni HL} < y'T Endi sit) = y f sm/ da f(x) = ,/~ bo'lganligidan,

n/n = [
6.2.19. CJ[0, #] fazoda

/(x) = J x(t)costdt, x GL2[, m
0

funsionalning normasini toping.
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Yechimi. x GC[0. m uchun

/(x)] = 13 x(t) sinful < |L.r]| j sintdt = 2||x]],
0 n

ya’ni Il < 2. Endi x(t) = 1da f(x) = 2 bo'lganligidan, ||/|] = 2
Mustaqil ish uchun masalalar

1 - 10 - misollarda C[0,]] fazodagi funksionallarni chizigli, uzluksiz-
likka tekshiring va normasini toping:

1- f(x) = fI x(t) sin tdt;
2. 1(x) = x(2);

3-1(x) = { x{tsign(t - ) dt

1

4. 1(x) = f \fix(t2) dt
0
1

5. /(x) = f \/tx(t)dt;
0
1

6. f(x) = Jx(t2)dt;

7. /(x) = x'(t0);

8. f(x) = J\x(t)\dt;
o

9. f(x) = max x(t);

10. /(x) = f x2(t)dt.
0

11. cO0 fazoda quyidagi funksionallarning normasini toping, x =
(xb ... ;X,,...) GcO:

a) /(x) = xi;
b) /(x) = E
0 f(X) =

fc= 1
0o

d) /(") = E f2e
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6.3. Qo‘shma fazolar

E fazosida aniglangau f\ va /2 chizigli funksionallarning yig'indisi
deb
f(x) =fi(x) +f2(x), xekE
ko'rinishda aniglangan / fnnksionalga aytiladi va f\ + /2 ko‘rinishda
belgilanadi.
/ chizigli funksionalning a songa ko'paytmasi deb

g(x) = af(x), x GE
ko‘rinishda aniglangan g funksionalga aytamiz va af ko‘rinishda belgi-
laymiz.

Chizigli funksionallarning yig'indisi va songa ko'paytmasi chiziqgli
funksional boiishi ravshan. Shu bilan birga, E chizigli topologik
fazosida aniglangan barcha uzluksiz chizigli funksionallar to'plami
go'shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo boiishini

tekshirish giyin emas. Bu chizigli fazo E fazoga qo‘shma fazo deyiladi
va E* ko'rinishda belgilanadi.

Masalalar

6.3.1. E normalangan fazoning (i?*,|| *|) go‘shma fazosi
to‘la ekanligini isbotlang.

Yechimi. E* fazosida {/,,} fundamental ketma-ketligi berilgan
boisin. U holda har bir e > 0 soni uchun shunday n£ soni topilib,
n,m > nfboiganda |[/,, —fm]| < e tengsizligi o'rinli. Demak, ixtiyoriy
X G E uchun

fn(x) - fm{X) 1= I(fn - fM)CO\ < ||/,, - fm\m|x|| < e||x]|,

ya’ni {fn(x)} ketma-ketligi yaqginlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limi-
tini f(x) orgali belgilaymiz. f(x) funksional chiziglidir:

f(ax + (3y) = lim fn(ax + j3y) =
= lim (afn(x) + (3fn(y)) = af(x) + (3f(y).
Endi f(x) funksionalning uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz.

fn(x) - fm(x)I< el
tengsizligida Tm —>oc boiganda limitga o'tamiz:

fix) - fn(x) 1= lim in(x) - fmx)\ < £[Jx].
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Bundan / —/,, funksionalning chegaralangan ekanligi kelib chigadi. U
holda/ = /,, + (/ —,,) funksional ham chegaralangan. demak. uzluksiz.
Shu bilan birga, barcha n > nc sonlari uchun ||/ —/,]|| < t tengsizligi
oi’inli, ya’ni lim /,, = /.
n—00 .
6.3.2. Agar LT fazosida norma

IIXIl = max IxJ
1<A</,

formula bilan aniglansa, »n holda uning go‘shma fazosida

normaning a

= 11| (5-12)
=
kabi aniglanishini ko‘rsating.
Yechimi. x = (xi,...,xn) £ Kn,/ = (/i,...,/,,) € Mn = (Mn)*
bo'lsin. U holda

=132 x AN <
1= 1=

n n

< v RR2n 1%L i e il
/ ~ i=1

ya’ni ,
[/(x)] < INBIMLiL. (6.13)
i=1
Koordinatalari x, = sign(/,,). i = I,n bodgan x nuqtani olaylik. U
holda . n .
Y LW =57/isign(/i) = E f>>= l/(®)I>
i=1 i=| i=1
ya’ni 0
ELL> I (5-14)

i=i
Endi (6.13) va (6.14) tengsizliklardan, (6.12) tenglik kelib chigadi.
6.3.3. Agar Rnfazosida norma

|xr
=
formula bilan aniglansa, n holda uning qo‘shma fazosida
normaning

= nax |Al (6.15)
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kabi aniglanishini ko'rsating.
Yechimi. x = (Xi....r,) £ K*, / = (J)...1,) £ ~ mM*
bo'lsin. U holda

Vol =1£.r [(<£]/0].1,]<

*1 il
1
< iT/ijux 171=ill'll ;Tox
-=1
ya’ni
[/(x)] < [N| max |/n-1 (G.16)
1 <k<ii

Aytaylik, max I’V = Mfj\ bo'lsin. Ivoordinatalari x, = (sign/,) 6jj,
1<K<n
i = 1,n bo'lgan x nuqgtani olaylik. U holda

max |4.| = fj = Y~fi(sigafi)Sij = £/,x, = |[/[(x)],
1<k<n o .
i=1 =1
ya'ni
f&?%'”q > HL. (6.17)

Endi (6.16) va (6.17) tengsizliklardan, (6.15) tenglik kelib chigadi.
6.3.4. Agar K3fazosida norma

INI = bl + \]4 + x|
formula bilan aniglansa, u holda uning go‘shma fazosida
normaning
it = max{|/i]. sjfl + /1} (6.18)

kabi aniglanishini ko ‘rsating.
Yechimi. x = (xbx2.x3) GR3,/ = (/i,/12,/3) G R3 = (K3*
bo'lsin. U holda

3

1o*01 = I¢E X -I<l < Ililkil + /272 + [3X31¢<
/-1
< VIN HA\jFI + f1Vjx2+ x1 < max{I/i], \Jfl + f$}(\xi\ +\JIxI +Xg).
ya’ni

1/(X)| < |Ix]| max{)/i|, \Jfl + /3} (6.19)
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Agar f = 0 boisa. u holda (GIS) tenglik lavshan. Aks liolda.
quyidagi hollaini ga.raviniz.
a) sjf'i + > |/i]- Koordinatalari

, f;
Xi =0, X2= —=====, Xi = )
boigan .r nuqta olavlik.
U holda
ya in
> max{|/i|, "If + 13} (6.20)
b) n/fi + /3 —1/il- Koordinatalari
*1=1,32=0,,r3=0
boigan x nuqta olaylik.
U holda
(™)1 =1,
ya’ni
Wi > maxjl/il, + [32}. (6.21)

Endi (6.19) (6.20) va (6.21) tengsizliklardan, (6.18) tenglik kelib
chigadi.

6.3.5. c fazoning qo‘shma fazosi £\ fazosiga izomorf ekan-
ligini ko ‘rsating.

Yechimi. c fazosida quyidagi vektorlarni aniglaymiz:

€0 (1, 1,.... 1, eee)j
ect= (0,0,..., 0,1,0,...), KE€N
K-1
Natijada har bir x = (£,) Gc elementni
k

X =Coo+ lim V' (6 - £0)e,
k-"o0 z

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda £0 = lim
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Aytaylik, f G % bo'lsin. U holda

) = 46/ ((0) + nin W — oy J ()
K »oc |/_7—= s

= £00+ lim V 'fc - o) Vh,
»00 z— '
=1

bunda 7o =/ (eo) var/, = /(e,), 1 GN.
Endi /(x) sonini boshqga koi'inishda ham yozish mumkin ekanligi-

ni ko‘rsatamiz. Bulling uchun £,, sonlarni £, — signz, ko'rinishda
aniglaymiz. Har bir m £ N sonini tayinlab, = (£, £ c nug-
tani quyidagicha saylab olamiz: n < m boiganda £, —sn, 1 > m
boiganda  —O0. U holda |x*| < 1. Natijada
Vn = £ bl <
77=1 n=1

m £ N ning ixtiyoriyligidan, 52 IM\ < +00 kelib chigadi, ya’ni (fjn) £

=1 (n)
£\. Demak, har bir x = (£,) £ c elementi uchun 52 Cnvh gator absolyut

71=1

aginlashuvchi va
yaq ®

f(x) = AV0+Y 2Wh (6.22)
Demak, agar / £ c* boisa, u holda ixtiyoriy x = (£,) £ ¢ uchun (6.22)
o'rinli, bunda £0 = rlngo f,, W = const va () £ t\. Yugqoridagidek,
m £ N sonini tayinlab xm = (£,) G c nugtani saylab olamizz: n < m
boiganda £n = n > m bo'ganda £, = sO — signT/o [en sonlari
yuqgorida aniglandi). U holda ||xTQ| < 1, £0 = rln%E =elva

m 00
f(xm) = \o\ + \Vn\ + £0 # Vn-
n=1 n=m + 1|
Bundan
W= sup [I(X)] > 1/(xm)|
va m —00 da ®

bl + A bl < ML,

71=1
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Har biry = (/) ¢ (\ element (6.22) formula yordamida ¢ fazosida

biror uzluksiz chizigli f funksionalni aniglavdi. Shu bilan birga.
WN=M +£ I/
h=i

Demak, c* = t\.

6.3.6. t\ fazoning qo‘shma fazosi m fazosiga izomorf ekan-
ligini ko ‘rsating.

Yechimi. £ = (£i, £2-we «fmmm £ m boisa. u holda

I(x) = ~x,£,. x= i (6-23)
i

formula I\ fazoda chizigli funksionalni aniglaydi.

[ iring uzluksizligi

I/(x)] < sup 16-1E N | = HEIUNI<i>
k i=1

ya’ni
I/ < 1eY (6.24)
tensizligidan kelib chigadi.
Endi t\ fazoda har bir uzluksiz chizigli funksional (6.23) koiinishda
ekanligini isbotlaymiz.
t\ fazosida quyidagi vektorlarni garaylik:

e,=(0,0,...,0,1,0,...), nGN
\L

X =" Xge,
bl 1
t
koainishda yozish mumkin va = _Yllxie>uchun
1=
[(Ix()- x|l = » M -» 0.
/ Gt\ boisin. U holda
f(x)=f = gmog Xitio=



jjG.3. Qo'sluna fazolar

1

=1 /-1

biuicla

& = /(<;). «g N.

bl = No ) 1< 1/l

(6.25)
K
(6.24) va (6.25) clan ||/|| = ||£]| kelib chigadi, ya’ni t\ = m.
6.3.7. m* fazoning I\ fazoga izomorf emasligini ko ‘rsating.

Yechimi. Ravshanki, c yaqinlashuvchi ketma-ketliklar fazosi m ning
gism fazosidir. ¢ gism fazoda

f(x) = lim xn,x = (xn) G¢ (6.26)

ifoda chegaralangan chizigli funksionalni aniglaydi.

xq = (1,1,..., 1,...) Gcnuqgtada f(x0) = 1dan ||/||] = 1kelib chigadi.
Xan-Banax teoremasidan bu funksionalni normasini saqlagan holda m
fazosiga davom ettirish mumkin.

Faraz gilaylik, bu funksional t\ fazo elementi orgali aniglansin, ya’ni
shunday ~ = (£,) Gt\ topilib,

(6.27)

en= (0,...,0,1,0,...), n G N elementlarni garaylik. (6.27) dan /(e,,) =
0, n G N kelib chigadi.
Ikkinchi tomondan, (6.27) ga ko‘ra

/(e,,) = 6m n GN.
Bundan £, = 0, n G N. (6.27) dan esa
f(x) =0, Vx Gm.

Demak, / = 0. Bu esa ||/|| = 1 ekanligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyat-
dan, m* fazoning (\ fazoga izomorf emasligini kelib chigadi.

6.3.8. C[a, b] fazoning refieksiv emasligini isbotlang.

Yechimi. Teskarisini faraz gilaylik. U holda chekli variatsiyali
funksiyalar fazosi V da aniglangan har bir uzluksiz chizicili F(f) funk-
sional CJ[a, b] fazosidagi biror x(t) funksiya orgali aniglanishi kerak,
ya’ni

F(f) = Fx(f) =f(x).
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Demak, .
l
Iit) j At)clf(t).
(
bunda f(t) - C[a;b]* da f(x) funksionalga 1110s keluvchi chekli varia-
tsivali funksiya.
Quyidagi funkskmalni garaylik:

FO(f) =Ne +0)- /(<o- 0) (f, G [ab}.

Bu funksionalning chizigli ekanligi ravshan, uzluksizligi quyidagi baho-
lashdan kelib chigadi:

IW )| < |/(io + 0) - /(to - 0)1 < Va{f) = ||/|].
Bundan tashqari Fo(f) ¢ 0, shuning uchun [a, b da uzluksiz x0(t) ¢
b
0 funksiya mavjud boiib, Fo(f) = f x0(t) df(t) tenglik o'rinli boiadi.
a

t
Endi f(t) = Jxo(s) ds funksiyani qaraylik. Bu funksiya [a, 6] da
a
uzluksiz boiganligidan, Fo(fo) = 0. Biroq ikkinchi tomondan,
b b
Fo(f) = J x0(t)df(t) = J x@(t)dt > o.
a a

Bu ziddiyatdan C[a,b\ fazoning refleksiv emasligi ko'rinadi.

6.3.9. L°(0, )* = {0} ekanligini ko ‘rsating.

Yechimi. Faraz qgilaylik, / G L°(0, 1)*,/ ¢ 0 mavjud boisin.
Yarim intervallarning xarakteristik funksiyalari chizigli kombinasiyalari
L°(0, 1) fazoda zich boiganligidan, shunday Ai C [0, 1] yarim interval
topilib, f(xAi) = § ® 0 o'rinlidir. A\ ni teng ikkita dizyunkt Aj, 4"
yarim intervallarga ajrataylik. xg, = xg; + Xg" boiganligidan,

fixAY + fixg?) = fiXAJ ®0

kelib chigadi. Bundan f(XA[) ® 0 yoki f(xg») @ 0 Bu sonlarning
noldan farglisiga mos keluvchi yarim intervalni [ 2 deb belgilaylik, ya’ni
fixg2 = 2 ®0, bunda fi(A2) < 1/2.

Bu jarayonni davom ettirib,

a) u{An) < 1/2'

b) fixg,) =810

shartlarni gqanoatlantiruvchi {A,} yarim intervallarga ega boiamiz.
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Endi x,, = ’\n,, deylik. U liolda fi(An) < 1/2" dan {/m} ketina-
ketlik oichov bo'yicha nolga intiladi, ya'ni x,, 4 0./ ning uzinksizligi-
dan, f(x,,) -> 0.

Lekin

f{X,,) =X ) m.ﬂ.") = = 1

Hosil boigan zidcliyatdan / = 0, ya’ni L°(0, 1)* = {0} ekanligini kelib
chigadi.

6.3.10. E normalangan fazo va to 6 E bo‘lsin. U holda
shunday f GE* mavjudki,

mm-=1

f(x0) = |\xq\l

tengliklari o‘rinlidir.
Yechimi. elementning chizigli qobig'i JHf(x0) cla

f(axo) = a||x0]
formula bilan aniglangan funksionalni garaylik.
\f{axO)\ = [a|[x 0l = [laa-ofl

dan va normaning bir-jinsli qavariq funksionalligidan, Xan - Banax

teoremasiga asosan, bu funksionalni E fazosigacha davom ettiramiz.
U holda

wi11=1

f(xo0) = 1bl1
tengliklari oiinlidir.
6.3.11. E normalangan fazo va x(GE bo‘lsin. U holda

f,.(/) = fixu). / G fos

orgali aniglangan funksional E* da chegaralangan ekanligini
ko ‘rsating.
Yechimi. /i,/2GF*. cvi,o2 G R uchun

dm(ain + “2/2) = («1/1 + «2/2)(M0) =

= fvi/*xo) + a2/ 2(ro) = ai”,, (/i) +
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Bundan chizigli funksional. Endi

o' L(NI= 1 bl 1< H/HIknlI

ekanligidan. chegaralangan funksional va [|(/v,,]| < ||.I’0||.
6.3.12. E normalangan fazo bo‘lsin. U holda

X € E xw> GE*

orgali  aniglangan akslantirish izometriya ekanligini
Ko ‘rsating.

Yechimi. 6.3.10-misoldan har bir x £ E uchun ||*x,|| < INull teng-
sizligi o'rinli.

6.3.10-misolga asosan, har bir x G E uchun shunday / G E* topi-
ladiki, |/(x)| = [I/||||x]|. Bundan

yani HV* > [MI- Demak,
vw = N

6.3.13. X Banax fazosi, fnG X*, n GN ua ixtiyoriy x € X
uchun

lim (x, fn) = (x, f)

tengligi o‘rinli bo‘lsin. U holda f G X* bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. 6.1.20-misolda An operatorini /,, funksional bilan al-
mashtirsak, misolning yechimi kelib chigadi.

M ustaqil ish uchun masalalar

1. co fazoning refleksiv emasligini ko'rsating.

2. I\ fazoning refleksiv emasligini ko'rsating.

3. v fazoning £qfazoga izomorf ekanligini ko'rsating, bunda 1 < p <
00,i +i = 1.

4. Agar / chizigli funksional co C m fazoda chegaralangan bo'lsa,
u holda bu funksionalni normasini saglab, m fazosiga yagona usulda
davom ettirish mumkinligini isborlang.

5. Agar X cheksiz o‘lchamli normalangan fazo bo'lsa, u holda X*
fazo ham cheksiz o'lchamli ekanligini isbotlang.

6. X Banax fazosi bo'lsin. Har bir M C X to'plam uchun

M* = {/ GX* :|/(x)| < |,Vx G M}
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to'planmiiig yopiq va qavariq (‘kanligini ko'rsating.

7. X va'Y normalangan fazolar. Z = A’GY ularning to'g’ri yig'inclisi
bo'lsin. U holda Z fazodagi har bir uzluksiz chizigli funksional / yagona
usulda

I((.r.y)) = h(x)+g(y)

ko'rinishda tasvirlanishini isbotlang, bunda h GX*. g G Y*.

8. X Banax fazosi bo'lsin. Agar A* separabel bo'lsa, u holda A
ham separabel ekanligini ko'rsating.

9. X separabel boiib, A* separabel boimagan X Banax fazosiga
misol keltiring.

10. Qo‘shma fazosi c fazosiga izomorf boigan Banax fazosi mavjud
emasligini ko'rsating.

11. A Banax fazosi boisin. Ixtiyoriy chizigli erkli {x,,} C X ketma-
ketligi uchun shunday {/,,} C A* ketma-ketligi mavjud boiib,

WrL=1"va fi(xj) = 6ij

o'rinlidir.

6.4. Kuchsiz topologiya va kuchsiz yaqginlashish

E chizigli topologik fazosida aniglangan barcha uzluksiz funksio-
nallar to'plamidan chekli sondagi /1,/2, ¢, fn funksionallarni olamiz.
Agar e musbat son boisa, u holda

{x : \fi(x)\<E, r=1,2,..., m} (6.27)

to'plami E fazosida ochiq boiadi. Shu bilan birga, bunday to'plamlar
nol nuqgtasini o'z ichiga oladi. Shuning uchun u nol nuqtaning biror
atrofi. Bunday atroflar sistemasi nol nuqta atroflarining aniglovchi sis-
temasi boiadi. E fazoda (6.27) ko'rinishdagi to'plamlar sistemasi hosil
etgan topologiya kuchsiz topologiya deyiladi.

Kuchsiz topologiya bo'yicha yaginlashishga kuchsiz yaginlashish
deyiladi. (6.27) ko'rinishdagi to'plamlar aniglanishidan, {xn} C E
ketma-ketligi x G E elementiga yaginlashishi quyidagiga teng kuchlidir:

/bl - f(x), f GE~

Kuchsiz yaqginlashish xn X kabi belgilanadi.
E* fazodagi normaga mos keluvchi topologiyaga shu fazodagi kuchli
topologiya deyiladi.
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E chizigli topologik fazosida /|./ >........ W, nuqtalarni olamiz. £> 0
boisin.
{/ GE": |I(x)| < £ i=1.2...13} (6.28)

to'plami E* fazosida ochiq boiadi. Bu atroflar sistemasi 110l nuqta
atroflarining aniglovchi sistemasi boiadi. E* fazoda (6.28) koiinishdagi
to‘plamlar sistemasi hosil etgan topologiya *kuchsiz topologiya deyi-
ladi.

*-Kuchsiz topologiya bo'yicha yaginlashishga *-kuchsiz yaginlashish
deyiladi. (6.28) koiinishdagi to'plamlar aniglanishidan, {/,,} C E*
ketma-ketligi / G E* funksionaliga yaqinlashishi quyidagiga teng kueli-
lidir:

f,,(x) ->f(r). x GE.

*-Kuchsiz yaqinlashish /,, f kabi belgilanadi.
Masalalar

6.4.1. E Banax fazosida {x,} ketma-ketlik kuchli yaqin-
lashuvchi bo‘lsa, n holda bu ketma-ketlikning kuchsiz yaqin-
lashuvchi ekanligini ko ‘rsating.

Yechimi. Avytaylik, {x,} ketma-ketlik x elementga kuchli yaqin-
lashsin, ya’ni \\xn —x|| —0. Ixtijroriy / G E* uchun

H(x,) - 1O = 1, - )0 < (11X, - x][-»0

ekanligidan, /(x,,) —/(x). Bundan x,, X.

6.4.2. E* fazosida {/,} ketma-ketlik kuchli yaginlashuvchi
bo‘lsa, n holda bu ketma-ketlikning *-kuchsiz yaqginlashuvchi
ekanligini ko ‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {/,,} ketma-ketlik / funksionalga kuchli yagin-
lashsin, ya’ni ||/,, - /|| —0. Ixtiyoriy x G E uchun

I,(x) - 1091 =10/, - DO < x|/, - /11 —0

ekanligidan, f,,(x) —f(x). Bundan f,, — >/.

6.4.3. E chiziqgli topologik fazoda kuchsiz yaqinlashishga
quyidagicha ta’rif berish mumkin ekanligini isbotlang: xq
nuqtasi va {x,} ketma-ketligi berilganda har bir 9GE* funk-
sional uchun {("(x,)} ketma-ketligi ip{x0) soniga yaqginlashuv-
chi bo‘lsa, n holda {r,} ketma-ketligi x0 nuqtaga kuchsiz
yaginlashuvchi deyiladi.
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Yechimi. Oddiylik uchun xo = 0 va bar bir ip G E* ucbun -fix,,) —*0
bo'lsin. Nol nugtaning ixtiyoriy

r \p,(X)\<s. i=1,

kuslisiz atrofini olaylik. U holcla bar bir s > 0 soni uclnui shunday
n¢ G, = 1,2, ...,k) soni topilib, n > n, bodganda |N-(:H| < s o*rinli
bodadi. n€ = max/),- deb olsak, n > nc bodganda x,, € U ni yoza
olamiz.

Teskarisi, agar nol nugtaning har bir kuchsiz U atrofi uchun shunday
n0 soni topilib, n > w, bodganda x,, G U o‘rinli bodsa, u holda n —o0
da har bir ip G E* uchun (p(xn) —0 ekanligi ko‘rinadi.

6.4.4. Normalangan fazoda berilgan har bir {ir,} kuchsiz
yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini is-
botlang.

Yechimi. E* fazosida

Am = {/ :¥{xn)\ <k}, k,n =1,2,... (6.29)

to‘plamlarini garaylik.
Tayinlangan xnda / o‘zgaruvchidan olingan (/, xn) funksiya uzluksiz
bodganligidan, (6.29) to‘plamlari yopiq bodadi. Yopic| to‘plamlarning
0o

kesishmasi yopig bodganligidan, Au = Ffll—lAm’ to‘plami ham yopiq

bodadi. {x,} ketma-ketligi kuchsiz yaginlashuvchi bodganligidan, har
bir /' G E* uchun f(xn) sonli ketma-ketligi yaginlashuvchi, demak,
chegaralangan. Boshgacha aytganda, E* fazosidan olingan ixtiyoriy
/ element Ak to'plamlarining bittasiga tegishli bodadi. Shuning uchun

oo

E* = U Ak

k=l
tengligini yoza olamiz. E* fazosi todiq bodganligidan, Ber teoremasi
(3.1.11-misolga garang) bo‘yicha Ak to‘plamlarning bittasi, Aytaylik,
Am to‘plami biror B[fo, s] sharda zicli bodadi. Amyopiq bodganligidan,
B[fo, e C Am o‘rinli. Natijada {xn} ketma-ketlik s] sharida,
demak, E* fazosida har bir sharda chegaralangan bodadi. Jumladan,
birlik sharda ham chegaralangan. Boshgacha aytganda, {xn} ketma-
ketlik hadlari E** fazo elementlari sifatida chegaralangan. E ¢ E**
munosabatidan {x,,} ketma-ketlikning E fazosida ham chegaralangan
ekanligi kelib chiqadi.

6.4.5. E normalangan fazoda {x,} ketma-ketligi va x G E

element berilgan bo‘lib, quyidagi ikki shart o‘rinli bo‘lsin:
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1) {||.r.|l} ketma-keUigi biror M soni bilan chegaralangan;

2) E* fazosida zich bo‘lgan biror 1 to‘plamdan olingan har
bir f uchun f(j'n) — /(-O-

U holda {i,} ketma-ketligining x nuqtaga yagqinlashuvchi
ekanini isbotlang.

Yechimi. @ = c\\\ + «2/2 + + n*/~ /1sh -mmfa 6 A bodsa, u
holda ikkinchi shartdan:

= (QlI/I + n-lj'l + + akfk)(xn) =

= a\fx(xn) + £2/2(2,) + e + akfk{xn) —»
“*ajx (X)+ «2/2 (x) + ... + akfa (x) = ip(x).

Endi E* fazodan ixtiyoriy ip element olaylik. {<?,} orgali element-
lari [ to‘plam elementlarining chizigli komhinasiyalaridan iborat va ip
elementga yaqinlashuvchi ketma-ketlikni belgilaymiz. ip(xn) — if{x)
o‘rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. M sonini ||in] < M, n =
1,2,..., |lirll < M o'rinli bodadigan etib saylab olaylik.

ifik — ip bodganligidan, har bir s > 0 soni uchun shunday k£ soni
topilib, kK > kEbodganda wifi—pk\ < ~tengsizligi o‘rinli boladi. Bundan

I<p{xn) - ip(x)\ = lip{xn) - <pk(xn) + <Pk(xn) - VKk(x) + VK(x) - ip(X)l <
< Itp(xn) - ipk(xn)l + \ipk(xn) - ifk(X)l + \Vk{x) - <f{x)\ <
< eM + eM + \ifik(xn) - ipk{x)]|.

Shart bo‘yicha ifk(xn) — <pxx ) bodganligidan, har bir ip £ E* uchun
ip(xn) —<p(X) —>0 ekanligi kelib chigadi.

6.4.6. Chekli o‘lchamli W evklid fazosida har bir kuch-
siz yagqinlashuvchi ketma-ketlikning kuchli yaqinlashuvchi
ekanini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, {eb €2, ..., en} sistema M” daga biror ortonormal
bazis bodib, {x\} ketma-ketlik Mn da x elementga kuchsiz yaqinlashuv-

chi bodsin.
xk = x(l) i+ : (ZD

X = X"NexX+ eemt+ Xen
bodsin. U holda

a* = (XK,ex) -> (x,ei) = x{1\

x['l) = (xk,e,,) -» (x, en) = x("\
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ya’ni {I'f} ketma-ketlik .r eleinentga koordinata bo'yieha yaqinlasimv-
clii. Natijada,

ya’ni {r/,.} ketma-ketlik x ga kuchli yaginlashuvchi bo'ladi.

6.4.7. C[0.2m] fazosida kuchli va kuchsiz yaqinlashishlar
0 ‘zaro teng kuchlimi?

Yechimi. CJ[0, 2m] fazosida

2r

0

formula orqali aniglangan uzluksiz chizigli funksionallar ketma-ketligini
garaylik.

Matematik analiz kursidan ma’lumki, [0,2~] kesmada uzluksiz
bo'lgan har bir x(t) funksiya uchun uning Fure gatoriga yoyilmasi
koeffitsientlaridan tuzilgan {a,(.1)} ketma-ketlik nolga yaginlashuvchi
bofladi (lim an(x) = 0), ya’ni {an(x)} funksionallar ketma-ketligi nol
funksionalga kuchsiz yaginlashuvchi bo‘ladi.

Shu bilan birga, an(x) funksionallarni

ko‘rinishda yozish mumkin, bundan tashqari

fq0.21

ya’ni
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Deinak. C'[0,2m] fazosida garalayotgan uzluksiz ehizigli funksio-
liallarning {r/,,(.r)} ketma-ketligi kuchsiz yaginlashuvchi boiib, kuchli
yaqginlashuvchi emas.

6.4.8. C[ab] fazoda sin(nt) ketma-ketligi kuchsiz yaqin-
lashuvchi bo‘ladimi?

Yechimi. xn(t) = sinnt ketma-ketlik hadlarida

17T\ nrmr

f{x,,) =, = sm—
ko‘rinishda aniqlangan / funksionalni garaylik.

{*.)y = {1,0, - 1,0,1,..}

bo‘lganligidan, bu ketma-ketlik yaginlashuvchi emas. Demak, {x,}
ketma-ketligi kuchsiz yaginlashuvchi emas.

6.4.9. (Shur teoremasi) i\ fazoda berilgan ketma-ketlikning
kuchsiz yaginlashuvchiligidan, uning norma bo‘yicha yaqin-
lashuvchi bo‘lishi kelib chigishini isbotlang.

Yechimi. i\ fazosida {yn} ketma-ketligi yo nuqtaga kuchsiz yaqin-
lashuvchi bo‘lsin. U holda {xn:xn =y, - yo} ketma-ketligi 0 nuqgtaga
kuchsiz yaqinlashuvchi bo‘ladi. Biz ||x,,|| —0 bo‘lishini ko‘rsatishimiz
kerak. Teskarisini faraz gilaylik. Ushbu

lim|xnJ|] =1>0
munosabatni ganoatlantiruvchi j|xn*ll ism ketma-ketligi mavjud
bo‘lsin. Zarur bo‘lsa xlim elementlarni . . ko‘rinishdagi elementlar

bilan almashtirib, nolga kuchsiz yaqinlashlﬁ/chi va har bir hadi normasi
1 ga teng ketma-ketlikga ega bo‘lamiz.
Demak, berilgan {x(I} ketma-ketlik quyidagi shartlarni ganoatlanti-
radi deyishimiz mumkin:
Xxn- 0 (6.30)

X, =1 (n=12,..) (6.31)
bo‘lsin. Endi A. funksionalni quyidagicha aniglaymiz:
fk (x) = 6: (k=1,2,...).

(6.30) munosabatdan {fk(xn :n = 1,2,..} ketma-ketlikning nolga
yaginlashuvchi ekanligi, ya’ni

Mn)— >0 (k=1,2,..)) (6.32)

n—ac
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boiislii kelib chigadi. /g = 1 bo'lsin. U holda

E k“ 1
A-1
Natijada 5
K
E >4
tengsizlikni ganoatlantiruvchi pi > 0 soni mavjud boiadi.
Avytaylik, quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi

l=w <MN<..<Tj

va
0=po<pi<. <p
butun sonlari tanlangan bo‘lsin:

p-i .
Ekd™ =120 633)

va
E Id’3>i (65=1.2...]). (6.34)

U holda (6.33) munosabatga ko‘ra shunday nJ+i > rij soni topiladiki,
natijada ushbu
Pi .
("j+)
xmy <4

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlik va (6.33) munosabatdan:

oc ft
13_'_1) -
E K™ Ed§*-EE >
k=Pj+1 i) fd
U holda quyidagi tengsizlikni ganoatlantiruvchi pJ+1 > Pj nomerini tan-

lash mumkin: s

E &+ 3
=P+ >4
Shu taxlitda fikrlashni davom ettirsak, (6.33) va (6.34) tengsizliklar har
bir s = 1,2,... uchun o‘rinli bo‘ladigan ikkita 1 < w < Ik < .. va
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0=A<p\< .. <Pic< Vilt mi sonlar ketina-ketiiklaiTiing liiavjud
ekanliinni ko'rsatacli. Lshbu

W= sigiir.™ {Ps1 < A<ps: k»=12..)
ko'rinishda belgilash kiritamiz. {/} € bo'lganligidan, t\ fazosida

quyidagicha /() funksionalni garaymiz:

oc

= 1 @={"}

A-=I

/0(x,,J kattalikni quyidan baholaymiz. |iji] < 1 ekanligini e'tiborga
olsak,

ola™) | = >
t=i
Ps- 1
>
E
k—Ps-1+1 A4 k:pf’l
Pt oc
> E tedi-Eifl™i- E I i=
A=p,,_i+1 A=l A=+
= 2 N
ka1 +1
Demak, (6.31) va (6.34) bo'yicha
/o(™nJ > 1
tengsizligini yoza olamiz. Bu esa ||zJ] = 1 shartiga zid. Demak,
Il -> 0.
6.4.10. H Hilbert fazosi, {x,,} ¢ H. Agar {r,} ketma-

ketlik xq e H nuqgtaga kuchsiz yaqinlashib, [KxJl — [pdl
bo‘lsa, n holda {x,} ketma-ketlik x ga kuchli yaqginlashishini
ko‘rsating.

Yechimi. {zn} ketma-ketlik x0 G H nuqtaga kuchsiz yaqinlashishi-
dan, liar bir y G H uchun

(x.y} (o)
o'rinlidir. |Ix.]l == Ipol] bo‘lganligidan,

V. Xt >(xq,29).
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Bundan
— (I —@n~H +n~-Id —
—{I'nr,,) 4 (/'hj'o) —((,,./"0) — -
[(ra %) — (Lo /0] — [(r,.r,) — (I'n.Xu)] —>0,
ya in \\,
6.4.11. <2 /azo birlik sferasining kuchsiz yaginlashish
m a’nosida yopig‘ini toping.
Yechimi. fazo birlik sharidan ixtiyoriv i'n = («i.ao0,...a,,....)

liugta ofTb uslibu

2

X=(<virt2,. 1 -] af,0,0,.)
\ i=\

ketma-ketlikni garaymiz. Bu ketma-ketlikning barcha hadlari birlik
sferaga tegishli va xo nuqtaga kuchsiz yaqinlashadi. Demak, fo fazo
birlik sferasining kuchsiz yaginlashish ma’nosida yopig'i birlik shardan
iborat.

6.4.12. H Hilbert fazosi, x,, x. /,y £ H bo‘lsin. Agar

X,, — vay, -—y bo‘lsa, u holda

(r,-Ys) > (Xy)

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Quyidagini yozaylik:

X YM) = (X, = X,Ys - V) +

X - X Y) + (XYa - Y)
Xn x ekanligidan, ]|l < M, |IMl < jV, buiida M > 0. Bundan

|, - x,yn- y)I< ||, - i'llly,,- 2 < 2W\\y,, —a/ll —»0.
109%vh ~ y)] < M\\y,, - ylI-»0
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va
('m,-'m.//)]-0 .
Demak.
(_r"‘(/n) - {rI/}
6.4.13. to da chegaralangan ketma-ketlik koordinatalar
bo'yicha yaqinlashuvchi bo‘lsa, n holda bu ketma-ketlik kuch-
siz yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Yechimi. |2 fazoda chegaralangan {x*} ketma-ketlik X elementiga
kuchsiz yaginlashuvchi bo‘lishi uchun

Xk, e)=x[]=>xdp=(X1¢), i =12

bu yerda e\= (1, 0,...), €2= (0. 1, 0....).... bajarilishi yetarlidir.
Hagigatan, c, elementlarning chizigli kombinatsiyasi £ fazoda zich.
Demak, £ da {x"} chegaralangan ketma-ketlik kuchsiz yaginlashuv-

chiligi, ushbu vektorning koordinatalar bo'yicha sonli ketma-
ketliklarning har bir i = 1,2,... uchun yaginlashuvchi ekanligiga teng
kuchli.

6.4.14. £ fazoda kuchsiz yaqginlashish kuchli yaqginlashish
bilan ustma-ust tushadimi?

Yechimi. £ fazoda ei, €2, .., e,,,.. ketma-ketliklar nolga kuchsiz
yaginlashishini ko'rsatamiz.

£ da ixtiyoriy chizigli / funksionalni skalyar ko‘paytma ko‘rinishda
yozamiz: f(x) = (x,a), x € £ tayinlangan vektor. Bundan /(en) = an
va an-» 0, & —00, u holda

nIim f(en) = 0.
Te, 1= 1dan {e,} ketma-ketligi nolga kuchli yaginlachuvchi emas.
Mustaqil ish uchun masalalar

1. CJ[0,]] fazosida kuchsiz yaginlashuvchi bo'lib, norma bo'yicha
uzoglashuvchi ketma-ketlikka misol keltiring.

2. Ixtiyoriy Hilbert fazosi kuchsiz topologiyada to‘la bo‘ladimi?

3- fn(t) —sinf, t G [, A] funksional ketma-ketlik L2[-7r,7r] kuch-
siz yaginlashuvchi bo‘lib, norma bo'yicha uzoglashuvchi ekanligini is-
botlang.

4, X Banax fazosi, {.in} C N, |pnf < 1. Agar xn /1 x bo'lsa,
holda || < 1 ekanligini ko'rsating.
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5. H Hilbert fazosi. x,. x. #, ij £ H boisin. Agar x,, X va
lh, —=lV/bo'lsa. u liolda

{-ry)
o'rinlimi?

6. {®.,} c C'[0,]] ketma-ketligi [0,1] ning liar bir liugtasida
yaginlashuvchi bodsa, u holda bu ketma-ketlik kuchsiz yaginlashuvchi
bodadimi?

7. fazoda cos(nt) ketma-ketligi kuchsiz yaginlashuvchi
bodadimi?

8. C[0,]] fazosi kuchsiz toda bodadimi?

9. Avytaylik, {x,} H Hilbert fazosida ortogonal sistema bodsin.
Quyidagi tasdiglarning o‘zaro teng kuchli ekanligini ko‘rsating:

(e 0]

a xn gator yaqinlashuvchi;

) P qator yaq

b) xn gator kuchsiz yaginlashuvchi;

n=1

c) _"_1I|’h| R gator j*aginlashuvchi.

10. Banax fazosidagi kuchsiz yaginlashuvchi ketma-ketlik kuchsiz
fundamentalligini ko'rsating.

11. (2 fazoning birlik shari kuchsiz topologiyada kompakt ekanligini
isbotlang.



VII BOB
Chizigli operatorlar fazosi

7.1. Chiziqli operatorlar fazosi

X uormalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi barcha
chegaralangan chizigli operatorlar to'plamini B(X.Y) kabi belgilaymiz.
Agar X =Y bo'lsa, u holda B(X) kabi belgilanadi.

T.S £ B(X,Y) operatorlar uchun ularning yig'inclisi T + S deb

(T+S){x) =T(x) +S(x). xe X

formula orqali aniglangan operat-orga aytiladi.
T £ B(X,Y) operatori va A£ C soni ko'paytmasi AT deb

(AT)(X) = AT{x). x £ X

formula orgali aniglangan operatorga aytiladi. Ravshanki. T + S, XT
operatorlar ham chizigli operatorlar bo'ladi.

Uzluksiz chizigli operatorlarning yig'indisi va uzluksiz chizigli ope-
ratorning songa ko'paytmasi, uzluksiz operator bo'‘lishi uormalangan
fazolarda amallarning uzluksizligidan kelib chigadi. Demak, B(X,Y)
chizigli fazo bo‘ladi.

Eslatib o‘tamiz, T £ B(X,Y) operator normasi

1M1= sup{H1T@IN :x £ X, 1Kl < 1}

formula orqali aniglanadi.

Qo'shish, songa ko'paytirish va normaga nisbatan B(X,Y) nor-
malangan fazo bo’ladi.

H Hilbert fazosi bo‘lsin. B(H) fazoda har bir x. y £ X uchun

A £ B(H) —=|<1(x).y>] (7.1)

formula yarim normani aniglaydi. (7.1) korinishdagi yarim normalar
B(H) fazoda hosil etgan lokal gavariq topologiyaga kuchsiz topologiya
(w-topologiya) deyiladi. Bu topologiyada yaqinlashishga kuchsiz yagin-
lashish deyiladi va u A,, A kabi belgilanadi. Kuchsiz topologiya
ta'rifidan,

An A ¢Ai_r%)§A,,(x). V) = (A{X),y), Vxyy £H
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oknnligi bevosita ko'rinadi.
B(H) fazoda bar bir x G X uchun

4 GB(H) > P(0]] (7.2)

formula varim normani aniglaydi. (7.2) ko'rinishdagi yarim normalar
B(H) fazoda liosil etgan lokal gavariqg topologiyaga kuchli topologiya
(s-topologiya) deyiladi.

Bu topologiyada yaqinlashishga kuchli yaqginlashish deyiladi va u
An — >A kabi belgilanadi. Kuchli topologiya ta'rifidan,

An—>A <>lim A, {x) =A(x), ViIGH
n—oc

ekanligi bevosita ko'rinadi.
B(H) fazoda
A G B(H) — 1| (7.3)

formula normani aniglaydi. (7.3) korinishdagi norma B(H) fazoda hosil
etgan lokal gavariq topologiyaga tekis topologiya (r-topologiya) deyiladi.

Bu topologiyada yaginlashishga tekis yaqinlashish deyiladi va u
An=>A kabi belgilanadi. Tekis topologiya ta'rifidan,

An=A <>IigO IAn—A]] —=0

ekanligi bevosita ko'rinadi.

Avytaylik, L biror H Hilbert fazosinig gism fazosi bo'lsin. H= L®LL
tengligidan har bir x G H vektori yagona ravishda x = y+ z ko'rinislida
yoziladi, bunday G L, z G L. P : H —H operatori har bir x G H
vektoriga uning L gism fazosiga proeksiyasi bo'lgan y vektorini mos
go'ysin. Bu clhzigli operator L gism fazoga proektor deyiladi.

Pi.P2proektorlar uchun A = 0 bo'lsa, Pi va P2 proektorlar or-
togonal deyiladi va Pi L Pi kabi yoziladi.

M asalalar

7.1.1. Agar X normalangan fazo, Y esa Banax fazosi
bo‘lsa, n holda B(X,Y) Banax fazosi ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {T,.}»eN - B(X,Y) fazosining xohlagan fun-
damental ketma-ketligi bo'lsin. U holda ixtiyoriy e > 0 soni uchun
shunday nEsoni topilib, barcha n, m > n€sonlar uchun
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tengsizligi o'rinli boiadi. Natijada. A fazosining xolilagan .r nuqtasi
uchuii
HT.(0) - T < \XW- LK < £l
ya'ni
MnBAa-BAW <c|XI (7.4)
tengsizligiga ega bodamiz. Bundan {T,,(x)} ketma-ketlikning Y fazoda

fundamental ekanligi kelib chigadi. Y to'la bodganligidan, {T,,(x)} bu
fazoda yaqinlashuvchi bo‘ladi. Aytaylik.

nlinaC T,.(x) =T(X)
bodsin. Har bir xi,x2 GX, Ai, A2 GC uchun
T(AXL+ AX2) = lim T,(AiXi + Ax2) =
n—ec

= rI‘iL;%]:(AlT,,(xl) + A2T (x2)) = AIT'(x1) + A2T (x2).

Demak, T chizigli operator bodadi.
Endi (7.4) tengsizligida m —* o0 bo'yicha limitga o'tsak,

HTK) -T nXI < el

tengsizligiga ega bodamiz. Natijada, T —Tnoperatorning B(X,Y) fa-
zosiga tegishli ekanligi kelib chigadi. UholdaT = (T—In)+Tnoperatori
ham B(X,Y) fazosiga tegishli. Shu bilan birga,

IT(x) - TGNl < £

ekanligidan, ||[T—T,]] < e tengsizligiga ega bodamiz. Shu sababli Tn=>
T. Demak, B(X,Y) Banax fazosi bodadi.
7.1.2. F* fazoni Fmfazoga akslantiruvchi chizigli operator-
laming umumiy ko‘rinishini toping, bunda F =R yoki C.
Yechimi. Aytaylik, {ei,....e,,} sistema Fn fazoning bazisi,
{/b---)/m} esa Fm fazoning bazisi va A : Fn —Fm chizigli operator
bodsin. Agar x = (Xxj) GRn bodsa, u holda

I
X - N 2xJe]
j=i
va A operatorning chizigli ekanligidan,
1

A(x) = J 2 xJA(e))-
j=
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Demak. .4 operatori {e\....e,) bazisdagi qiymatinri orqali to;liq
aiiiglaiiadi. Har bir A(e4) vektorning {f\.....7,,,} bazisi bo'yicha

yoyilmasiui olaniiz. Bundan

m4?) =

ya ni
nx) - y2ya(rr-
i=1 7=1
Demak, A operatori (a-,;) matrisa orgali to‘lig aniglanadi.
Bunda x = (xi, ...,xn) vektor qiymati quyidagicha topiladi:

I f\ Lo\
.all-ri
/ <2y a2 ... din ( xn \ W
021 «22 w «n 5 X2 _a2Xq
1=

y fim | am2 e+ GTim ) \Xh)

7.1.3. IRnfazosida || = max |xa] normasi garalib, A : LT —

I<fc<77.

operatori {«jyi<ij<n matrisa bilan aniglansa, n holda
M

nn L= i=i (7-5)
ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x = (xb ese ,x,,) GR".y = A(T), y ~ (yX =mm,y,) boisin.
U holda har bir /G 1, n uchun

Demak,
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<N )l = kI v
/1

va 1M

w< Ikl K- N4)

n
Faraz qilaylik. lm,a>g, A~ loQ] ifocla maksimumga i = %>da erishsin.
S =i
Koordinatalari xj = sign(a,-uj), j = I.n bo'lgan ,r migtani olaylik. U
holda y = A(X) uchun
rn n n
{Qra;‘n,j\:i hul = JH:i = {I=i = yio = lyid -
ani
¢ rn
max y'laZjl < \W\ (7.7)
__ J=
Encli (7.6) va (7.7) tengsizliklardan, (7.5) tenglik kelib chigadi.
7.1.4. £ Banax fazosi va T GS(£’) bo‘lsin. Agar [[T]] < 1
bo'lsa, un holda (I —T)"1GB{E) va

(e 0]
- D=
71=0
ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x G £ bo'lsin. ||T]] < 1 boiganligidan, Sn = Tk
k=
uchun m > n da ’
[[500x) - 5,001 = - Ern)]] =
fc=0 A;=0
m m / m \
X; Mx)n< £ iit*-(*)h< imniN i<

fc=n+l /c=Tr+1 \A:=7i+l
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Dcuiak. {5,,(/)} ketma-ketligi E fazoda fundamental, < = A(r) =

Mn(.r) deylik. U holda
[1-4(1)-5, () [ |

"
ekanligidan. 4 —S,, € B(E). Endi U1 —S,]] < yIEJj T eMan”S'dan,
M
n —oc boiganda, JT] Tk=>.4 kelib chigadi.
Endi A = (I —Tj_~ol ekanligini ko'rsatamiz. Har bir x € E uchun

(7 -T)A)x) = (1 -T) lig S,.(x) =
= HIITO((/ -THA+T+T2+ .+ THX) =
= nIi7r>noo(/ - Tnt)(x) = 7!1@@ (x - Tn+l(x)).

Endi |IT+10I] < NITII*UMI O ekanligidan, lim T'+1(x) O,

Bundan ((/ —T)A)(X) = x. Xuddi shunday, (A(l —Tﬁ(x) = X. Demak,
h=(@G-T1yl

7.1.5. E Banax fazosida aniglangan A, B chegaralangan
chizigli operatorlar uchun

(A+B)* = A* + B

tenglik o‘rinli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x EE,g E E* bo'lsin. U holda

(A +B)*(9).x) = (@ AX) +B(x)) = (0, A{x)) + (9,B{x)) =
= (A*(9).x) + (B*(9),x) = (A*(9) + B*(9).%),
ya'ni
((A+ BY(n),x) = (A*(g) + B*(n),X).
Bu tenglik barcha x G E uchun o‘rinli ekanligidan,

(A +By(g) = A%g) + B*(9),

ya'ni
(A + B)* = A* + B~

7.1.6. E Banax fazosida aniglangan A chegaralangan chi-
zigli operator va J1£ C soni uchun

(XA)* = JA*
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tenglik o‘rinli ekanligini ko‘sating.

Yechimi. r GE.g GE' bndsin. T liolda

((XAY(9).x) = &NA(N) = A/ -4(n) =

= X(A*(9)-x) = (AA*(g). M
ya'ni

((XAT(g).x) = (\A*(9)-x).
Bu tenglik barcha x G E uchun o'rinli ekanligidan.

(XA)*(9) = ~XA1Q),
ya'ni
(AD)* = Ad*,

7.1.7. E,F Banax fazolari va A : E —=F chegaralangan
chizigli operator bo‘lsa, v holda |41l = [I4] tenglik o‘rinli
ekanligini ko‘sating.

Yechimi. x G E,g G F* bodsin. U liolda

NAX@)\ = [(ry. 100N < 1/ NACOT < 1AHIATTIXI,
ya'ni
|(N1*(5),a-)|<|bI11N1HbI]|.
Demak, P*#)[] < IbIPL ya'ni P*[] < VI

Encli x G E va A(x) ® 0 bodsin. y0 = deylik. U holda
Il = 1. 6.3.10-misoldaxi sliunday g G F* mavjud bodib, /]| = 1 va
glyo) = 1, ya'ni (g,A(x)) = [IAK)II. Bundan

HAKI = 0.A(x)) = (A*(9).x) <
< Pxbl[[IIx[] < P*[IISIIIXI = P*1IIx]],
ya'ni P(x)|| <P1|]|:r||. Demak, |J4] < p*Il va pll = p*lI.
7.1.8. Har bir nG N uchun An: @—ti operatori

A=, e x5 (&) 62

formula bilan aniglansa, v holda {-4,} ketma-ketlikning nol
operatoriga tekis yaqginlashishini ko‘rsating.
Yechimi. X G (2 uchun



JjT.l. (‘hizigli operatorlar fazosi 257
ekauligidan.
Il <- -0
All <5 - 0

Bundan {4,} ketma-ketlik nol operatoriga tekis yaqinlashadi.
7.1.9. Har bir n GN uchun j, : C'0,]] —C(). 1] operatori

formula bilan aniglansa, v holda {4,} ketma-ketlikning nol
operatoriga tekis yaqinlashishini ko‘rsating.
Yechimi. x GC'[0,1] uchun

HAMIT = 38 £ - Ox(OF <

< 7&8!(] \f(l - EHM] = 7(—h——+-U..—+ilkl!n—_

nan/s n" ( nyY 1
" ~(n+1)+1—\n+1)

Bundan {A,,} ketma-ketlik nol operatoriga tekis yaginlashadi.
7.1.10. Har bir n GN uchun A,, :t2— operatori

Bundan

An{x) = (£1,62, 0,0,...), x=(E) G2

formula bilan aniglansa, un holda {A?} ketma-ketlikning birlik
operatoriga kuchli yaqinlashib, tekis yaqinlashuvchi emasligi-
ni ko‘rsating.

Yechimi. x = (%) G£ uchun

[e]e)

H.00)-x] 2= AR —0
k—H
ekanligidan,
A, .
Endi har bir n GN uchun e,,+i = (0..... 0,1, 0...) G @vektorini olsak,
n

u holda ||e+i]] = 1. Bundan
[1ALi+1) - et+]] = |I0- enti]] = 1
Demak,

HA - /] = Suﬂp. H4.0r) - x> [JA(e,+) - e+l =1
[
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boiganligichom. {-4,} ketma-ketligi birlik operat.orign tokis yaginlashuv-
chi emas.
7.1.11. Har bir nf N uchun 4, : />— ( operatori

) =(0.0...= (&) ¢ 1,

formula bilan aniglansa, w»n holda 4, 0 ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. X = (&) 6 i2 uchun

oc

A (X2 = 10,0, .. EALEAZ o) = 2 172

X = (&) G 12 ekanligidan, J2 I&I2 < oo, bundan T |42 > 0.
A=1 k= \t
Demak,

HA,x]l|2= £ |bl2-0,
k=n+\
ya’'ni An —S30.
7.1.12. Har bir n GN uchun A,, : £2—t2 operatori

An(X) = (0,0, ...£01,&,..) , x = (EQ) G &2

formula bilan aniglansa, w»n holda A, 0 ekanligini
Ko ‘rsating.
Yechimi. x = (£*), y —(tk) G £ uchun

(An(X),y) = ' Btk A Y] EnY ' R
A=1 fe=I fc=1

X = (EK) G t2ekanligidan, Y) [ER < oo, bundan lim !T |*+nR —0.
kl '
Demak,
(An(-r),)’) -=> 0)
ya'mi A Y >U
7.1.13. Har bir n GN uchun An:CJ[0,1] —C]J0,1] operatori
t+i

(An(x))(t) = n j x(s)ds, t G [0,1]
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formula bilan aniglansa, n holda {4,} ketma-ketlikning birlik
operatoriga kuchli yaqginlashib, tekis yaginlashuvchi emasligi-
ni ko‘rsating.

Yechimi. .r 6 C[0, 1 uchun & boshlang'ieh funksiya boisa, u holda

n Firg) =0 F= AP o0 = X,
ya'ni
ALXx) -> 1.
Bundan {A,} ketma-ketlikning birlik operatoriga kuchli yaqginlashadi.
Endi xn(t) = £-1, n > 2 bo‘lsin. U holda

Xl = 0 If1-11= maxt"-1 = 1

yani |pfl=1
Endi
t+h
LAL(,) - %] = gy W f s™-"ds - s"-11= max |snfe+ - s"'1 =
t
I
=max (t+i) -t'-f-1
o<t<l v/
— n 1411 1 n{n —Il)jn-2 1| , N iH Ind
LS R + 202 * +---+N"2-f z
n _
2 n(n —1) _nn-
n?  o<t<i 2n2  _ 4
Demak,

LA/ = sup [IAK—I > p n(x,,)-xnl> -
IWI<i 4

Bundan {A,} ketma-ketligi birlik operatoriga tekis yaginlashuvchi
emas.
7.1.14. €€ C[0,]] bo‘lsin. T, :L2[0,1] —L2[0,1] operatori

= fe L 2,1]

formula bilan aniglanadi. T* = T tengligini isbotlang.
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Yechimi. Har bir /. € L=0. 1] uchun

|
<L) = (TH-<i)y= 1 AOmW jdt =

= 1 {<p{t)g{)dt = (f.yg) = LI".LLLn)),
0
ya'ni
If/Magn  if.TJg)}.
Bundan T*(g) = T?(g), ya'ni T* = T7.
7.1.15. H Hilbert fazosi va T ¢ B(H) bo‘lsin. U holda

ker T* = LLT)1

tengligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, x G kerT* bo‘lsin, ya'ni T*(x) = 0. Ixtiyoriy
2 G R(T)* nuqtani olaylik. U holda shunday y G H topiladiki, T(y) =
2. Bundan

(z.x) = (T(y)x) = (v, T*x)) = (v, 0) =0,

ya'ni ixtiyoriy r G R(T) uchun (z.x) = 0. Demak, x G R{T)L, ya'ni
kerT* ¢ P(T)*.

Endi r G R(T)L bo'lsin, ya'ni ixtiyoriy y G H uchun (z,T(y)) = 0.

Bundan

(T*@).y)-= {z.,T(y)) =0,
ya'ni T*(z) Ly. Bundan T*(z2) =0, ya'ni z G kerT*. Demak, kerT¥ =
R{T)L

7.1.16. P : H — H proektor chegaralangan operator bo'lib,

bo‘lganda ||P]] = 1 ekanligini isbotlang.

Yechimi. P : H —H biror L gism fazoga proektor va x G H
bo'lsin. U holdax =y+z bunday GL, zG Ll.Pifagor teoremasidan,
[-rll2 = IMI2 + INI2*ya'ni Al < |IM] Bundan [IP)I] = W\ < []t]I,
ya'ni ||Pl] < 1

Agar P / 0bodsa, uholda0 7 i G i uchun [|P@)II = llzll. Bundan
HM = 1-

7.1.17. P G B(H) proektor bo‘lishi uchun P2 = P* = P
bajarilishi zarur va yetarli.
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Yechimi. P : H — H biror L gism fazoga proektor va x ¢ H
boisin. U holda x = #+ 1. bundayc L : G LJ.

P2(x) = P(P(x)) =P(y) =y = P(x).
ya'ni P2 = P. Bundan |[|PXI] = IMI < lI1ll. yani ||Pll < L

Endi =w+ci, yi GL, d G Ix bo'lsin. U holda
(x,P*{xi)) = (P{x),xi) = (y,yi +ci) = (y,yi) + (v, Q) =
= (yVi) = (yyi) + = (y+zxi) = (JLP(ti)),

ya'ni (x,P*(xi)) = (x,P(xi)). Bundan P* = P.
Aksincha, P2 = P* —P bo'lsin. L = {P(x) : x G #} yopiq gism
fazodir. Hagigatan, x,, G L, X, —X bo'lsa, u holda

X = H%X” = %P(X,,) = P(x),

ya'ni x e L. P operatorining L gism fazoga proektor ekanligini
ko‘rsatamiz. x = P(x) + (/ —P)(x), P(x) G L bo'lganligidan,
(/ —P)(x) gL ekanligini ko'rsatish yetarli. y £ L vektori uchun

((1-P)(x),y) = ((1-P)(x),P(y)} =

= <P*(- P)(x)),y) = (P((7 - P)(x))y) = (0,y) =0,
ya'ni (I —P)(x) G ZA
7.1.18. ¢:B(X,Y) ==K, (1) = || akslantirishning uzluk-
siz ekanligini isbotlang.
Yechimi. Xohlagan e > 0 son olaylik. Agar B(X,Y) fazosiga te-
gishli A", A" operatorlar uchun |/ —AN\ < e bo'‘lsa, u holda

[O(A) - @M1 = HPH - Il < W - AN\ <e

Bundan berilgan akslantirishning B(X,Y) da uzluksiz ekanligi kelib
chigadi.

Mustaqil ish uchun masalalar
1. Har bir x = (xi, X2, ..., X,,,...) G £ uchun
T(x) = (0,2X1,X2,2X3,X 4, o)

deylik. U holda
a) har bir x G £2 uchun T(x) G £2 ekanligini ko‘rsating;
b) T :i2—xh chegaralangan operator ekanligini ko'rsating;
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¢) I[M] normasini toping:

(1) liar bir x G (2 uchun T(.f)2 lii toping;

e) lIT2l ni ||T]I- bilan tagqoslang.

2. X cliizigli fazo va .4 : X —=X chizigli operator uclmn shunday
Ni, X2. " m A, GC sonlari topilib. 7.a- J]."1-} JloA-b**mbA A ‘ = 0 bo Isa.
u holda ,4_1 mavjud ekanligini ko'rsating.

3. P va Q proektorlar bo'lsin. P —Q proektor bo'lishi uchun PQ =
QP = Q tengligi bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang.

4. P va Q proektorlar boisin. P + Q proektor bo'lishi uchun PQ =
QP = 0 tengligi bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang.

5. P va Q proektorlar bo‘lsin. Agar PQ = QP bo'lsa, u holda
P + Q —PQ proektor ekanligini isbotlang.

6. X Banax fazosi bo'lsin. TS-ST = I tengligini ganoatlantiruvchi
T, S GB{X) mavjud emasligini ko'rsating.

7. X Banax fazosi bo‘lsin. Agar T G B(X) izometriya bo’lsa, u
holda T* izometriya ekanligini korsating.

8. A' Banax fazosi bo'lsin. LBU, < [J4l]1IBI| tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi A, B G B(X) operatorlarga misol keltiring.

9. Agar P va Q Hilbert fazosidagi proektorlar bo'lsa, \WP—Q\ < 1
ekanligini isbotlang.

10. A' Banax fazosi, A, B csa Y Banax fazosi gism fazolari bo'lib,
Y = A®B. U holda B(X, Y) = B(X, A)®B(X, B) ekanligini isbotlang.

7.2. Chizigli operatorlar spektri

E Banax fazosi, T G B(E) va A G C bo'lsin. U holda XI —T
operatorning yadrosi uchun quyidagi hollar o‘rinli:

a) agar XI—I operatorning yadrosi noldan fargli bo‘lsa, ya'ni T(x) =
Xx tenglama noldan fargli x0 yechimga ega bo‘lsa, u holda A soni T
operatorining Xos soni, xXo vektori esa xos vektori deyiladi.

Xl -T operatorning yadrosi nol boisa, u holda (XI —T'y 1 mavjud
va bu hoi ikkitaga ajraladi:

b) (Al —T)~I operatori aniglangan, lekin chegaralanmagan;

¢) (XI —T y | operatorining aniglanish sohasi butun E fazosiga teng.
Bu holda teskari operator hagicla Banax teoremasidan, (XI —T )'1 ope-
ratori chegaralangandir.

Agar AGC uchun a) yoki b) shartlar bajarilsa, ya’'ni XI -T teskari
chegaralangan operator mavjud bo'linasa, u holda A GC soni T opera-
torining spektriga tegishli deyiladi. Spektr sp(T) kabi belgilanadi.
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Agar AG C uchun c) shaf.ri bajarilsa. ya'ni Al —v teskari chegara-
langan operator mavjud bo’lsa, u liolcla A G C soni v operatorining
ivsolventasif/a tegishli deyiladi. Resolventa rcs(t) kabi belgilanadi.

M asalalar

7.2.1. e Banax fazosi va r : e —e chegaralangan chiziqli
operator bo‘lsa, n holda

sp(T) C{\ e C: W\ < \\\\}

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, |4 > |[T]] bo'lsin.

AT

tensizliklardan va 7.1.4-misoldan (A7 —T) 1 G B(E) ekanligi kelib
chigadi. Bundan AGres(T). Demak,

sp(T)c{XeC\AX\<\\T\\}.

7.2.2. E Banax fazosi va T : E —=E chegaralangan chi-
zigli operator bo‘lsa, n holda sp(T) yopiq to‘plam ekanligini
isbotlang.

Yechimi. res(T) = C \'sp(T) to'plamning ochiq to‘plam ekanligini
isbotlash yetarli. Aytaylik, A G res(T) va E—A < ||(&7 —7")_1j]
bo'lsin.

[T(E-A)AT-T)-1I = |E-AT | (A7-T)-1]|<1
tensizlikdan va
a-T= XI- [l +(E- AA7- T)-1

munosabatdan £ G res(T) kelib chigadi. Demak, res(T) to'plamning
har bir A nugtasi o'zining [J(A7 —X) “11 atrofi bilan birga res(T)
to'plamga tegishli bodadi. Bundan res(T) ochiq to‘plamdir.

7.2.3. E Banax fazosi va T : E —E chegaralangan chi-
zigli operator bo‘lsa, n holda sp(T) bo‘sh boYTagan kompakt
to‘plant ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi.  7.2.1-misolclan *]>(7) chegaralangan to‘plain. 7.2.2-
misolga koTa C da yopiq to’plam. Demak. sp(T) konipakt to'plam
bodadi.

Endi sp(T) to'planining bo'sh emasligini ko'rsatamiz.

Faraz gilaylik, sp(T) = 0. ya'ni res(T) = C bodsin. U holda |4 >
M| uchun

IKAZ-T)-1! =1 an_ny
A= WV W)
bodganligiclan.
lim IKAZ-T)-11 =0
—00
kelib chigadi. U holda har bir / £ E* uchun /((A/ —T)_1) = 0 o'rinli.
Xan - Banax teoremasidan (Al —T)~I = 0. Hosil bodgan ziddiyatdan
sp(T) db 0 ekanligi kelib chigadi.
7.2.4. Agar A :C2—C2 operatori

A(X)y) = (x+2y,2x - y)

formula orgali aniglansa, n holda bu operatorning xos son-
larini toping.
Yechimi. A operatori ikki odchovli fazoda aniglangan va uning

matritsasi ‘ 12 } . Operator xos sonlar unga mos matritsa xos son-

lariga teng bodib, u

1- A 2
det s 1. A 0
tenglama ildizlaridan iborat. Bundan A2—5 = 0, ya'ni A= £\/5.
7.2.5. T :~ —£~2 chegaralangan chizigli operatori

T(x) = (0,xb X2,X3,...), X=(xbx2,x3,..) €L

formula bilan aniglanadi.
a) T operator normasini toping;
b) T operatorining xos soni mavjud emasligini isbotlang.
Yechimi. a) Har bir x = (x1,x2,x3,..) € £ uchun T(x) =
(0, x1i,x2,x3,...) ekanligidan,

NEN/A = VR 4 Pl L B 2
ya'ni [ITOIl = I[x|l. Bundan |[T| = 1.
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b) Faraz qilaylik. 1 € C soni T opomtorning xos soni boisin.
liolda lioldan fargli # = (.rj.x> x:i....) £ (2 vektori topilib. T(.r) = Ar
teugligi. \a'iii

0.j'1, %, ..) = (Axb \x>. Ari, X[, ...)

tengligi bajariladi. Bundan A?i = 0 va i > 1 bo'lganda Ar, =

Agar A = 0 bollsa, Ar, = a--i tengligidan ag = =*3 = .. =
kelib chigadi. Agar A~ 0 bo‘lsa, Aag = 0 va Ar, = .r,_i tengliklarclan
2Zi = X2 = a3 = .. = 0 kelib chigadi, ya'ni 7 = 0. Bu.esa x ® 0

ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto‘g‘ri va T operatorining xos soni
mavjud emas.
7.2.6. A:CJ[0,]] —C[0,]] chiziqgli operatori

t
(AX)(t) =7 x(s)ds, x GCJ0,]]
0

formula bilan aniglanadi. Uning spektrini toping.
Yechimi. A" operator darajasini bo‘laklab integrallash orgali
topamiz:

t
(AX)(t) = J(t- 9)"~Ix(s) ds.
0
Bundan [l < N mDemak,
dige {7—=1Yy =0

bo‘lganligidan, A operatori spektral radiusi
r(A) = lim [VT[p =0

Demak, sp(A) = {0}.
7.2.7. Agar A, B GB(E) bo'lsa,

sp(AB) U {0} = sp(BA) U {0}

tengligini isbotlang.
Yechimi. Aytaylik, A sp(AB) u {0} bo‘lsin. U holda shunday
A & R(E\ rmyind ho'lib,

C(XI- AB) = (XI - BA)C = I.
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Bundan
(I + DCA)(XI ~ BA) = (XI - BA)(I + BCA) = XL

Demak,
RI + C'BA) 1= Xl - BA.
Bundan A~ sp(BA) U {0}.
7.2.8. CY). 1] fazoda erkli o‘zgaruvchiga ko‘paytirish opera-
tori berilgan: Ax(t) = tx(t), x G C[0. 1]. A ning spektrini toping.
Yechimi.
(XI - A)x(t) = (A- t)x(t)
bodganligidan, |4 > 1 uchun

XI - A)~Ix() =

ya'ni (XI —A)~I chegaralangan operator bodadi.

A < 1da (XI —4)_1 chegaralanmagan operator. Bundan sp(A) =
[0,1].

7.2.9. A chegaralangan chizigli operator, a.3 G res(A)
uchun

RO —Rfj = (a —f3)RpRn

tengligini isbotlang.
Yechimi.
4- oil =A- 31+ ([3- a)l

tengligidan
R- =R;/ +(3-a)l.

Bu tenglikni chapdan R ga ko'paytirsak. u holda
Ri)Rn1=1 + (3 —a)R|.
Oxirgi tenglikni o‘ngdan R,, ga ko'paytirsak, u holda
Rj) ~ Rn + ($ —ct)R}jRa.
7.2.10. Agar A :CJ[0,1] —C][0,1] operatori
I
Ax(t) = J s2tx(t)dt
0

kabi aniglansa, uning noldan farqli xos sonlarini toping.
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Yechimi. /10 operatorning xos soni bo'lsin. U holda biror x ®0
uchun Ax(t) = Ax(t). Bundan

I
I s2fx(s) ds = Ax(t).
I

1
Agar ¢ = % s2x(s)ds deb belgilasak, u holda
|

40 ={t.

Bundan | |

c= f s2—sds = —1 s2ds = —,
J N Al 4an

ya'ni A= " kelib chigadi.
7.2.11. N :C[0,] -» C[0,1] operatori
Ax(t) = x(0) + tx(l)

formula bilan aniglansa, n holda uning spektrini toping.
Yechimi. Avval operatorning xos sonlarini topamiz:

£(0) + tx(1) = AX(t). (7.8)

Bundan
X(t) = a +fit

ko‘rinishga ega. Bu ifodani (7.8) ga qo'ysak, u holda
or'r (ft + /5 = Aft + A3t, t G[0,1].
Endi 1 va t funksiyalarning chizigli erkli ekanligidan,

M (1 —A)ft =0,
\ ft+ (1- Ai3=0,

X(t) noldan fargli xos vektor. Demak, osva 3 lar bir vagtda nol bo'la
olmaydi. Bundan A= 1 xos son ekanligi kelib chigadi.

A= 0 ham xos son ekanini ko‘rsatamiz. Bu esa noldan fargli x(0) =
x() =0 boigan har bir funksiya

Ax(t) =0
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tenglaniani ganoatlantiradi. ya'ni A= 0 soni xos soiulir.

Endi liar bir /1 ¢ 0. 1 soni A operatorning resolvent-asiga tegishli
ekanligini ko'rsatainiz.

y(t) GC[0. 1] uchun

(AX)(0) - = y(1) (7.9)

tenglaniani qaraymiz. t =0 va t = 1 qgiymatlarda

1(0) = XK 1(1) =>XK _ »l)_
41 I -Nn ' 1- A (1 - A}3

20, 20 . ty()  ty{o)
A TA(-A) A(IFA) (1 —A)2

Bundan A~ 0,1 sonlari A —XI operatoriga teskari operator

(A-ND=WO = %4 T ARy B9

kabi aniglanadi va chegaralangandir.
Demak, A operator spektri A= 0,1 sonlardan iborat.
7.2.12. A:.CJ[0,]] —=C][0,1] operatori

AXx(t) = x(—¥)

formula bilan aniqglansa, n holda uning xos sonlarini toping.
Yechimi. A operatorining xos sonlari

AX = Ax, X(—) = Xx(t) (7.HO)

tenglama noldan fargli x(t) yechimga ega barcha Asonlardan iboratdir.

Ravshanki, A = 1 bo‘lsa, u holda har bir juft funksiya, A = —
bo‘lsa, u holda har bir toq funksiya (7.10) tenglama yechimi bo'‘ladi,
ya'ni A= =1 operatorning xos sonlaridir.

A operatorining £1 dan boshga xos sonlari mavjud emasligini
ko‘rsatamiz.

Faraz qgilaylik, A0 d £1 uchun xo(t) funksiya (7.10) ning yechimi
bo'lsin, ya'ni

x0(-/) = Ax0(/), t € [0,1]. (7.12)

Bu tenglikda t ni — ga almashtirsak, u holda

x0(i) = AXO(—/), t G[0,1]. (7.12)
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Endi (7.11) va (7.12) fengliklardan.

mi>(t) = Afj.ro(0- t GIQ I].

A2 b 1 boiganligidan, jn=0.ya'ni A £1 bo'lgan sonlar operatoming
x0s soiilari bo'la olmaydi. Demak, xos sonlar A= +1 dan iborat.
7.2.13. N . C[—ar. 4§ —C[—r, ] operatori

(AX)(t) =] sin(f + s)x(s) ds

formula bilan aniglansa, v holda uning noldan farqli xos son-
larini toping.
Yechimi. A @0 soni operatorning xos soni bo‘lishi uchun

T

J sin(i +s)x(5) ds = Ax(t.)
tenglama noldan fargli x(t) yechimga ega bo'lishi kerak. Bundan
T
sin£J cossx(s) ds —cost\] sin s X(s) ds = Xx(t), (7-13)

yam
x(t) = asint+ Acost.

Bu tenglikni (7.13) ga go'ysak, u holda
Aasint + X3cost —nasint + mAcos t.
sin t va cos t funksiyalarning chizigli erkli ekanligidan,

0A—iJn =0,
Qr—fjX =0.

X (t) @0 dan ach o yoki 3 0. Bundan
A =T A=-—-T

operatorning noldan fargli xos sonlaridir.
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Mustaqil ish uchun masalalar

1- {'»}»ei! koiupleks sonlar ketma-ketligi boisin. Agar T : U — @
operator

T(X) = ((1L'b @12,@3M3....). X = (XIX2.X3,..) € 2

formula bilan aniglansa. u holda

a) T chegaralangan chizigli operator ekanligini ko'rsating va uning
normasini toping;

b) operator spektri sp(T) = {c,, : n GN} ga tengligini isbotlang.

2. E Banax fazosi va T G mB-E) bo'lsin.

(A7 —T)(\I + T) = A/ - T2

ayniyat yordamida sp(T2) = {A2: A Gsp(T)} ekanligini isbotlang.
3. T .2 —w=9 chegaralangan operator

T(x) = (0,xb0,x3,0,...), x =(xbx2,x3,..) G

formula bilan aniglanadi.
a) 0 soni T operatorning xos soni ekanligini ko‘rsating;
b) T2 ni toping va bu orgali sp(T) = {0} ekanligini ko‘rsating.
4. T . £ —» £ chegaralangan chizigli operatori

T(x) = (0,0,x2,x3,...), x = (xi,x2x3,..) G

formula bilan aniglanadi.

a) T operator normasini toping;

b) T operatorining xos soni mavjud emasligini isbotlang.

5.T e B(X) operatori uchun T2 = 0 bo:lsa, bu operatorning noldan
fargli xos sonlari mavjudmi?

6. A:C[—M, A -> C[-7r,7r] operatori

formula bilan aniglansa, u holda uning noldan fargli xos sonlarini to-
ping.
7. A : C{0,7 —=CJ[0,7r] operatori
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formula bilan aniglansa. u holda lining noldan fargli xos sonlarini to-

ping.
8. Agar 4 : C[). 1 —£T(. 1] operatori

I
Ax(t) = \] s2t2x(s)ds
0

kabi aniglansa. uning noldan fargli xos sonlarini toping.

9. T G B(X) bo'lsin. Agar AG sp(T) bo'lsa, u holda A" G sp(T")
ekanligini ko'rsating.

10. T G B(X) bo'lsin. Agar T~ c B(X) va A G sp(T) bo'lsa, u
holda A-1 G sp(T_1) ekanligini ko'rsating.

7.3. Kompakt operatorlar

Oldingi bo'limlarda ko'rganimizdek, chekli o'lchamli fazolarda chi-
zigli operatorlar matritsalar orqali to'liq aniglanadi. Lekin chek-
siz o'lchamli fazolarda chegaralangan chizigli operatorlarni har doim
ham bunday tavsiflash mumkin emas. Chekli oichamli fazolardagi
operatorlar sinfiga yagin bo'lgan operatorlar bu kompakt operator-
lardir. Kompakt operatorlar funksional analizning juda ko'p tatbiglari-
da qo'llaniladi, jumladan, integral tenglamalar nazariyasida keng
go'llaniladi.

Ta'rif. Agar X Banax fazosidagi chizigli operator har bir chegara-
langan toplamni nisbiy kompakt toplamga akslantirsa, nholda A kom-
pakt operator deyiladi.

Chekli o'lchamli fazolarda har bir chizigli operator kompakt opera-
tordir. Chunki bu fazolarda chizigli operator chegaralangan to'plamni
chegaralangan to'plamga akslantiradi va har bir chegaralangan to!plam
nisbiy kompaktdir.

Agar X Banax fazosidagi A chiziqli operatorning giymatlari to'plami
R(A) chekli o'lchamli bo'lsa, u holda A chekli o'lchamli operator deyi-
ladi.

M asalalar

7.3.1.  Agar A kompakt operator, B chegaralangan operator
bo‘lsa, n holda AB va BA ham kompakt operator bo‘ladi.

Yechimi. Aytaylik, S C X chegaralangan to'plam bo'lsin. A kom-
pakt ekanligidan, A(S) nisbiy kompakt to'plamdir. Nishiy kompakt
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to'plaiiming uzluksiz akslantirishdagi obrazi nisbiy kouipaktligi va B
operatorining uzluksizligidan. (AB)(S) = B(A(S)) to'plam ham uisbiy
kompaktdir. Demak. AD kompakt operator bo’ladi. Xuddi sinmdav
BA kompakt ekanligi kelib chigadi.

7.3.2. Agar {-4,} Banax fazosidagi kompakt operatorlar
ketma-ketligi A operatoriga norma bo'yicha yaqginlashsa, wu
holda A kompakt operator bo‘ladi.

Yechimi. A operatorining kompaktligini isbotlash uchun X fa-
zosidagi ixtiyoriy {-r,} chegaralangan ketma-ketlik olinganda, {Ax,,}
ning yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketligi mavjudligini ko‘rsatamiz.

A | kompakt operator bo‘lganligidan, {A\xn} ning yaginlashuvchi gis-
miy ketma-ketligi mavjucl. Aytaylik.

shunday gismiy ketma-ketlikki, {/11r,(1)} yaginlashuvchi. Endi {A™Xn1}
ketma-ketlikni garavlik. Bu ketma-ketlikdan ham yaginlashuvchi qis-
miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Aytaylik,

A
shunday qismiy ketma-ketlikki, {AiX,, } yaginlashuvchi. Shu tarzda
mulohaza yuritib,

r(3) _J 0 T3
&.)5*/\2 ' mmm’ #’1)5“‘

gismiy ketma-ketlikka ega bo‘lamizki, {/13x!,3"} yaginlashuvchi. Bu
jarayonni davom ettiramiz va diagonal ketma-ketlikni qaraylik:

Har bir A\,.... A,,,... operatorlar bu ketma-ketlikni yaginlashuvchi
ketma-ketliklarga o‘tkazacli.

Endi {Ax"} ham yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. X to‘la
boiganligidan, bu ketma-ketlikning fundamentalligini ko‘rsatish yetarli.
Quvidagi o'rinli:

Aytaylik, |Ix]l < C boisin. Oldin shunday K sonini olamizki.

c
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bo'lsin. Endi shunday nn sonini olamizki. n. m > /A sonlari uchun

bo'lsin ({A]j.j'i"*} yaginlashuvchi ekanligidan, bunday son mavjud).
Bundan

Demak, {N+J" } fundamental, bundan esa A kompakt operator bodadi.

7.3.3. Cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida birlik operator
kompakt operator emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Faraz gilaylik, cheksiz o'lchamli X Banax fazosida birlik
operator kompakt operator bo'lsin. U holda A' fazoning birlik shari
kompakt to'plam bo'ladi. Lekin cheksiz o'lchamli fazoda uning birlik
shari kompakt to'plam emas. Demak, cheksiz o'lchamli Banax fazosida
birlik operator kompakt operator emas ekan.

7.3.4. Cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida kompakt ope-
ratorning chegaralangan teskari operatori mavjud emas.

Yechimi. Faraz gilaylik, cheksiz o‘lcharnli X Banax fazosida T kom-
pakt operatorning chegaralangan teskari operatori T mavjud bo'lsin.
U holda 7.3.1-misoldan I = TT~l kompakt operator bodadi. Lekin
7.3.3-misolga ko'ra | kompakt operator emas. Hosil bo'lgan ziddiyat-
dan, cheksiz o'lchamli Banax fazosida kompakt operatorning chegara-
langan teskari operatori mavjud emasligi kelib chigadi.

7.3.5. X Banax fazosida chegaralangan chekli o‘lchamli
operatorning kompakt operator bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, A : X —X chegaralangan chekli o'lchamli
operator bo'lsin. U holda

{4(x) - IMI < 13

chekli o'lchamli R(A) fazoda chegaralangan to'plam. 3.2.10-misoldagi
Boltsano - Veyershtrass teoremasidan, bu to'plam nisbiy kompaktdir.
Demak, A kompakt operator.

7.3.6. H Hilbert fazosi va A : H —=H kompakt operator
bo'lsa, n holda T = | —A operatori giymatlari sohasi R(T)
yopiq ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, y,, €R(T) va yn —y G H bo'lsin. U holda
shunday xn £ H vektori topilib,

Ve, = T(X,,) =X, - T(Xxn) (7.14)
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tengligi bajariladi. Har bir x,, vektoridmi lining ker T ([ism fazoga proek-
siyasini ayirib. A, vektorini ker I' ga ortogonal etib olish [immkin. Endi
{.vn} ketnia-ketlikning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qi-
laylik. {/,} ketnia-kctlik chegaralanniagan bo'lsin. U holda gismiy
ketma-ketlikka o tib. |jx,J = deb olish nimnkin. Endi (7.14) teng-
likdan

™ —A (-7 —0. (7.15)
4 operatori kompakt ekanligidan, yana qismiy ketma-ketlikka o‘tib

A A1 yaginlashuvchi deb olishimiz muinkin. U holda b1

ketma-ketlik ham birlik normali biror ~G H vektoriga yaginlashadi.
(7.15) formuladan, T(z) —0. ya'ni ; 6 kerT. Endi x,, L kerT ekan-
ligidan, ¢ L kerT. Demak, r G kerTx va : G kerT. Bundan ¢ = 0.
Bu esa ][]l = 1 tengligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan, {x,} ketrna-
ketlikning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.

Yana gismiy ketma-ketlikka o‘tib, {A(x,,)} yaginlashuvchi deb oli-
shimiz mumkin. U holda (7.14) dan {:r,} yaginlashuvchi bo‘ladi. Ay-
taylik, x = }IQDX bo'lsin. Yana (7.14) tenglikdan y = T(X) kelib
chigadi. Bundan y G R{T), ya'ni R(T) yopiq gism fazo.

7.3.7. Hilbert fazosidagi o0‘z-o‘ziga qo‘shma operatorning
barcha xos giymatlari haqiqiydir.

Yechimi. A = A* va A(X) = Ax, i"O bo'lsin. U holda

A(X) = (Axx) = (A(X).X) =
_(X!A*(X)) = (X,A(X)) = (Xv AX) = A(X,X),
ya'ni A(x,x) = A(x,x), yoki AJIXII2 = AlIXII2. Endi || @O0 ekanligidan,
A= A ya'ni Ahaqgigiy son.

7.3.8. 0 ‘z-0‘ziga go‘shma operatorning har xil xos giymat-
lariga mos xos vektorlari ortogonaldir.

Yechimi. A o'z-o'ziga qo‘shma operator, A d A bu operatorning xos
giymatlari bo'lsin. x,y mos ravishda A u, sonlarga mos xos vektorlar,
ya'ni A(X) = Ax, A(y) = uy bo‘lsin. U holda

A y) = (Axy) = (A(X)y) = (xA*(y)) =
= (A(Y) = (xuy) = Wxy) = fi{x,y>
ya'ni (A- y) = 0. Bundan (x,y) =0, ya'ni xly.

7.3.9. £2fazosida T operatori quyidagi

TO*.)-)-(



formula orqali aniglanadi. U holda

a) T operatorning kompakt ekanligini ko ‘rsating;

b) T operatorining birorta xos soni yo‘gligini ko‘rsating.

Yechimi. a) x G @va y = T(.v),y = (yi,y>m,...) bodsin. Har
birx = (I'lr o , G @uchun T(X) = fo,.m 4-f om,
ekanligidan. vy, = > 1 Agar |IMl < 1 boisa, u holda

Ir] < L n G N. Bundan W\ = - nlie" > 1 Demak. y
nuqta asosiy parallelepipedda joylashgan va asosiy parallelepipedning
kompaktligidan birlik shar obrazi nisbiy kompakt bo'ladi. Bundan T
kompakt operator.

b) Faraz qilaylik, A G C soni T operatorning xos soni boisin.
holda noldan fargli x = (ag, x2,t 5...) G £2 vektori topilib, T(X) = \x
tengligi, ya'ni

O 1 = (A A2ABAM,.)

tengligi bajariladi. Bundan Aag = Ova i > 1bodganda \xL=

Agar A= 0 bodsa, \xt = ; tengligidan xX\ = x2—23 = .. =0
kelib chigadi. Agar A” 0 bodsa, XX\ = 0 va AXi = Y—Ixi-\ tenglik-
lardan X\ = a2 = X3 = ... = 0 kelib chigadi, ya'ni x —0. Bu esa X ¢ 0

ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto‘g‘ri va T operatorining xos soni
mavjud emas.
7.3.10. A :L2p,1] —L0o[0,1] operatori

1
(AX)(t) = I sf(l —st)x(s) ds

formula orgali aniglansa, n holda A kompakt operatori ekan-
ligini isbotlang.
Yechimi. A operatorini quyidagi shaklda ifodalaymiz:
[
(AX)(t) =tJ sx(s)ds —t2J s2x(s) ds = tc\ —£2c2,
0 0

I I
bunda ci = f sx(s) ds, c2 — f s2x(s) ds. Bundan A chekli odchamli
0

0
operator va demak, kompakt operator bodadi.
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7.3.11. Hilbert fazosidagi har bir kompakt operatore chekli
o‘lcharnli operatorlar ketrna-ketligining tekis lirniti ekanligini
isbotlang.

Yechimi. Faraz qilaylik. {A,} ketma-ketlik A kompakt operatori-
ning modullari bo'yiclia kamayish tartibicla yozilgan xos sonlari, {=}
xos vektorlarclan iborat ortonormal bazis bo'lsin. U holda har bir j1G H
uchun T

A(r) =
«=I
tengligi o‘rinlidir. Har bir m G N uchun

A,..(X) = A, (x.enen
T+

operatorini aniglaymiz. Bunda Amchekli o'lchamli operatorlarclir. Endi
X G H uchun

“A(X) - Am(:r)llz = (A(X) - A,,,(X),A(X) - AN(X)) =

1 @© @ \

=( """ N A oMYYi J
\n=m-11 n=m+\ /

(00] @

= N {*n(x,en)en,\k{x,ek)ek) =

n—n+l k=m+1
@ a
= ¥ ] (\n(x,enen)\,(x,e,,)en) = Y " A, ]2|(x,e,)|2 < |Am|2|[x]|2.
rc=mH li=m#l

Bundan
DA—A [ < Al =0

7.3.12. H Hilbert fazosi, {e,} bu fazoda ortonormal bazis,

{A,,} nolga monoton kamayuvchi sonlar ketma-ketligi bo‘lsin.
Har bir x GH uchun

oc
A(X) = YA, (3:e,,)8,,.
mi
A chegaralangan operator va har bir A, uning xos sonlari
ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x G H uchun

HA) 2 = (A(X),A(X)) = n,(x.e,)e,,"An@,e,)6,\ =
\»“1 - /
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= £ AKEDRA W E 1= M-

va 11
POr))| 1< A™NH.

Endi x = e\ vektori uchun

L)l [2= (7(e) 1 (e2)> =

/oc cac \
(™ "MA,(gj, 6,)9,,. A,.(ei, e,)e, y = (Aiei,Aiei) —Allell .
=0 1=1
yam
IHE) [l = AL]leL]l
Bundan
M = Al
Endi

00
ien) N MAe,,, e,)e, — Xncr
i=1
ekanligidan, har bir A, operatorning xos sonidir.
7.3.13. 1:C[0,1] —C[0,]] operatori

{Axy . 7 Als i)x(1) dt

formula orgali aniglansa, n holda A kompakt operatori ekan-
ligini isbotlang.
Yechimi. M = sup |if(s,£)] bo'lsin. U holda {(s,i) : 0 < s,t <

0<sJ.<l
1} to‘plamning kompaktligidan, K(s,t) funksiya bu kvadratda tekis
uzluksiz bo‘ladi, ya’ni Ve > 0 uchun 305 > 0 topilib,
Isi —s]+ Ki~h\<$
bo‘lganda
\K(su ti) - K{s2,t2)] <e
tengsizligi bajariladi. Bundan
[

Wisi) y{s-2\ = J (K(s\,t) —K(s2,1)) x(t) dt <



LO0- 1< =M (7-16)

(7.16) tengsizlikclan /{s) funksiyaning uzluksizligi kelib chigadi, va ni
y GC'[0,1].

Endi F = {x :.r € C[0, Ij} chegaralangau to’plani bodsa, u holda
(7.16) tengsizlikdan JA(x) : x G F} to’plamning tekis darajali uzluksiz-
ligi kelib chigadi.

Agar ||{] < cbodsa, n holda

I
IVl = sup W\ < f \K(s.H)\\x(H)\dt < JV|X]I.
0<.s<l

ya'ni
\\W\\<Mec.
Demak, .4 operatori har bir chegaralangan to'plamini tekis chegaralan-
gan va tekis darajali uzluksiz to‘plamga, ya’'ni nisbiy kompakt to‘plamga
o'tkazadi. Bundan A operatori kompakt bo'ladi.
7.3.14. A :ZR[0, mM —=C[0,7r] operatori
T
(Ar)(i) = J sin(f + s)x(s) ds
0
formula orgali aniglansa, v holda A kompakt operatori ekan-
ligini isbotlang.
Yechimi. x GL2IQ™] va ||f]]l < 1 boisin. U holda
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I-1(./m(/) ~ -4(rj(/-))j = | [sin(lt +.5) - siu(f-j + .)i.r(.s) /s
0

s 2" cos(s + a ?L_t'))x{s)' ds

[sill tl Cos(s + ™ LL)J2 ,is YK 12/ <

< Mi - h\\V*,

ya'ni [ri(.n)(/i) - NX)(E2] < - WV

Bundan A operatori L2[0.tt] fazo birlik sharini tekis chegaralangan
va tekis darajali uzluksiz to‘plamga o'tkazadi. Demak. A kompakt ope-
rator bo'ladi.

7.3.15. Agar T : H —=H ermit kompakt operatori bo‘lsa,
n holda #||T]] sonlardan kamida bittasi T operatorining Xxos
sonlari ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. T = 0 operatori uchun ravshan bo'lganligidan. T ® 0
holni garaymiz. T ermit operatori bo'lganligidan.

HTH= sup \{TE)X)\
Il-HKI

tengligi o'rinli. Bundan H fazoda shunday {j',.} ketma-ketlik mavjud
bo'lib, |IrJl = 1va n —ac da (T(xn),xN\ — |[T]|. Yana T ermit
operatori bo'lganligidan.

{T(x,,).®n) = (mM.Tx,,) = (X, T(X,,)) = (TU,,).
ya ni (T(x,,),X,,) haqgigiy son. Qismiy ketma-ketlikka alinashtirib,
(Tx)Xxn) A
bunda A= |[T]] yoki A= —]|T]] deb olamiz. U holda
\\T(x,,) - ArJI12= (T(x,,) - Ar,.T(X,) - XX,) =

= [ITr)2-2A(T (r,)tr,,) + A2]In ]2 <
<HTH2Mr12 ~2A(T (), + A2l 12 =
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=21 - 2\{T(c,), .1..),
ya'ni
0< |IT(x,) - Ar11|< 2A- - 2A(T(X,,).X,,) O
Bundan
T('rn) - A'r” — 0.

Endi T operatorining kompaktligidan, {.c,} ketma-ketlikning shun-
day {.r.(} qismiy ketma-ketmaligi mayjud bo'lib, {T (x(jij} ketma-ketlik
yaginlashuvchi bo’ladi. T(r,,0 —y bo’lsin. U holda Ax4f —=Vy va
AT(X,,.r) —=T(y). Bundan T(y) = Ay. Nihoyat

Il = Jigy, e 1= 1Al = HTL &0

ekanligidan, Asoni T operatorining xos soni boiadi.
7.3.16. Agar A:CJ[0,]] —C[0,]] operatori

AXx(t) = tx(t)

kabi aniglansa, n holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. C[0,1] fazoda quyidagi funksiyalarni garaylik:

(0, agar t G [0, \ + 2T},
xn) =1 2nHt- 2°- 1, agarte [| + \ + ),
[ 1, agar t £ | + 1].

U holda |pnfl= 1vatn=j +yr uchun xn(t,) = 1, xm(tn) =0, n > m.
Bundan

1AXN  Axmil~ nan(™n)  tnxdn(n)]
ya'ni
I A -
Bundan {Ax,} ketma-ketlikning birorta ham qismiy ketma-ketligi
yaginlashuvchi emas. Demak, A kompakt operator emas.
7.3.17. Agar A :CJ[0,]] —C[0,1] operatori
Ax(t) —x(t2)

kabi aniglansa, n holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. x, va t, lar oldingi masaladagi funksiya va nuqtalar
boisin. Hcr Kir p uchun yn—J deyhk. U holda

Wh A2/l —|™"(™n)  Am(tn) [N 12
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A, - A, N\ > L

Demak. .4 kompakt operator (naas.
7.3.18. Agar 4 :C'[0,] —CJ[0. 1] operatori

i
Ax(t) =J e,ssx(s)ds
0

kabi aniglansa, n holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. x,, GC[0,1], |IxJl = 1 boisin. U holda

Ax,,(t) = J etsxn{s) ds = elJ esxn(s)ds.
(0] (0]

Agar |

a,, =J esxn(s)ds

0
deb belgilasak, u holda

|
P71 | esxn(s) s\ < e,

281

ya'ni {an} chegaralangan sonli ketma-ketlik. Demak, uning yaqinla-

shuvchi gismiy ketma-ketligi mavjud. U holda

AX,,(t) = ane(

ham yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketligiga ega. Demak, A kompakt

operator ekan.
7.3.19. Agar A :C[0,]] —C[0,]] operatori

AX(t) —x(0) + te(l)

kabi aniglansa, n holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. x,, GC[0,1], |Ix]l = 1 bo'lsin. Agar

a, =2,(0), bn=x,(I)
deb belgilasak, 1 holda
R —12 \m\» 1,



ya'ni  {«,}. {I=.} chegaralangan sonii ketma-kefliklar. Demak.
{""in }» {h"! } yaqginlashuvt hi qismiy k<tma-kctliklar liiayjud. 1 holda

~th,,,

ham C[0. Il da norma bo'yieha yaginlashuvchi bo'ladi. Bundan .4 kom-
pakt operator ekan.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. .4 :CJ[0.1] —=CJ[0. 1] operatori
I

formula orqgali aniglansa, bunda K(t.s) -0 <t,s < 1kvadratda uzluk-
siz. k() GC[0j 1], tk G[0,1]. A= 1. n. A kompakt operatori ekanligini
isbotlang.

2. Hilbert fazosidagi har bir chegaralangan chizigli operator kom-
pakt operatorlar ketma-ketligining kuchli limiti ekanligini isbotlang.

3. H Hilbert fazosi, {e,},.e” ortonormal bazisi va A : H —H

chegaralangan operator. Agar 11AE,) 112 gator yaginlashuvchi bo‘lsa,

u holda .4 kompakt operator eﬁanligini isbotlang.

4. Kompakt operator giymat.lar sohasi separabelligini isbotlang.

5. H Hilbert fazosi, {e,},k” ortonormal bazisi va A : H —H
kompakt operatori bo'lsa, u holda |]4(,)]] —0 ekanligini isbotlang.

6. Har bir A : (0 —1\ chegaralangan chizigli operatori kompakt
ekanligini isbotlang.

7. A :C[0,]] —C][0,]] operatori

formula orgali aniglansa, bunda A (t.s) - 0 <t,s < 1kvadratda uzluk-
siz, u holda A chegaralangan teskari operatorga ega bo lisihi niumkinmi?
8-12 misollarda .4 : C[0.1]] —C1J0.1] kompakt operator bo'ladimi?

8. AX(®) =T X(5) &\

1
9. Ax(t) =f x(s)\t- s|“1d
"



10. Ax(l) = 3'!.(*)(/ -9 1¥s
11. Ax(t) =1€|x(s)(t -9 ik

1
12. AX(t) —1 /) tail(]f —n] 12(/s.
0

13. H Hilbert fazosi va A : H —=* H kompakt operator bodsin. Agar
I X bo‘lsa, n holda \\A&,, —/1X]] — 0 ekanligini isbotlang.

14. H Hilbert fazosi va A : H —H kompakt operator bo'lsin.
Agar {e,} ¢ H ortonormal sistema bo'lsa, u holda Ae,, —0 ekanligini
isbotlang.

7.4. Integral operatorlar va tenglamalar

Agar funk.sional tenglamada noma'lnm funksiya integral ishorasi os-
tida gatnashsa, u holda bu tenglama integral tenglama deb ataladi. In-
tegral tenglamadagi ifoda noma’lum funksiyaga nisbatan chizigli bo'lsa.
u holda tenglama chizigli integral tenglama deb ataladi. Endi chizigli
integral tenglamalarning ahamiyatli sinflaridan birini garaymiz:

b
<{f) = Al K(t-,5)f(s)ds + f(t) (7.17)
a

ko'rinishdagi tenglama II-tur Fredholm integral tenglamasi deyiladi.

Buncla ip(t) noma’lum funksiya, f(t) va I1((t,s) berilgan funksiyalar,

Asonli parainetr. K(t,s) funksiyasi 0 < t,s < 1 kvadratda aniglangan

va u integral tenglamaning yadrosi deb ataladi. Agar K(t.s) funksiyasi
1o

K (t,s)dsdt < oc

shartini ganoatlantirsa, u Hilbert, - Shmidt yadrosi deb ataladi.
n

J N (ts)f(s)ds = 1) 18)

tenglamasi I-tur Fredholm tenglamasi deyiladi. Agar I\(t,s) funksiyasi
s >t givmatlarda I\(t.s) = 0 tengligini ganoatlantirsa. u holda (7.17)



VII. Cliixi(]li op<ualorlar Ihzosi
va (7.1S) temdaninlar mos
|
AO = Al K(t->)]'(*) ds + f{t). (7.19)
4
t
I K(t,s)f(s)ds =1(t) (7.20)
&
ko'rinishlarga kelacli. Bunday tenglamalar | va Il Volterra tenglamalari
deb ataladi.
Agar yuqoridagi tenglamalarda A (t,s) = K (s,t) boisa, u holda ular
simmetrik integral tenglamalar deyiladi.
Integral tenglama yadrosi
1

K(t,s) = yla-(t)b,-(a)

ko‘rinishda boisa, u holda u aynigan Xjadro deyiladi. Faraz qilaylik,
(7.17) tenglama aynigan yadroga ega boisin. U holda

At) =n yﬂ’\ijt) f bi(s)f(s)ds + f(t) (7.21)
i=i “
tenglamasiga ega boiamiz. Bu tenglama yechimi (p = <) funksiyasi

boisin. Agar
b

d=1J ip©bi(s)ds, i=1n

deb belgilasak, u holda (7.21) tenglamaning yechimi quyidagi
ko‘rinishga keladi:

0
() =/(0 + A5>a,(*). (7.22)

i=i
Bu tenglikni bi(t),i = I, n funksiyasiga ko‘paytirib, [a, B segmentda t

o‘zgaruvchisi bo‘yicha integrallaymiz:

ajbi) dt, r=17i. (7.23)



.l Into» 111 operator!.!!" va tenglamalar 2No

Tenglikning n'ug tomonidagi integrallar o'zgarmas sonlar bo'lib. ularni
quvidagkha belgilaymiz:
h

i TIOMO(f= A% i'j =1, n

U holda (7.23) tenglama
g AMNMNIG f,,i 1n ((.24)
j=i
kod'inishga keladi. Bu tenglamalar sistemasining c”co, mmm, c,, yechim-
larini (7.22) ga qoyib. (7.21) integral tenglama yechimiga ega bo'lamiz.
Agar (7.24) tenglamalar sistemasi yechimga ega bodmasa, u holda
(7.21) integral tenglama ham yechimga ega bodmaydi.
Integral tenglamalarni yechimini ketma-ket yaginlashtirish usuli bi-
lan topish mumkin. Faraz gilaylik, M = rr1t34xb |/A{TES)] bo'lsin. Agar
n<tyd<

A < —a) "°Msa’ u h°lda (7-21) tenglama yechimi uchun
ip(® = lim ip(?)
tengligi bajariladi, bunda
h
<P (0 = nJ K(t,s)ipl{s)ds + /(f), n = 0,1,2, ees . (7.25)
a

ipo(t) funksiyasi sifatida [a B segmentda uzluksiz ixtiyoriy funksiyani
olish mumkin.

Agar (7.17), (7.18), (7.19) va (7.20) tenglamalarda /(f) = 0 bo’lsa,
u holda bir jinsli integral tenglama, aksincha, f(t) ¢ 0 bo'lsa, bir jinsli
bodmagan integral tenglamalar deyiladi. Xususiy holda,

= f (0<a<L /() =0
0

tenglama Abel tenglamasi deviladi.



> \'W. (CliiZi(]li itprrniorinr Inzosi
M asalalar
7.4.1. Agar A Hilbert Shmidt operatorining yadrosi
K{s.t) bo‘lsa, n holda 1 qgo'shma operatori I\(t,.s) yadroli

Hilbert - Shmidt operatori ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. f.g € Z<>£4 bo’lsin. U holda

{f.A'g) = (Af.g) = J JJ K(s, t)f(t) r/A g{s) ds =

b ( b

J J K(s, D) dids = | 1 ~ Ti(s, t)g(e) ds >F(t)
aa a \a

b b (b

J 1ty <J K (s, Do) ds\dt = | 1s)i J Kt 9)g(t) at

yam
(/>A*g) =1 ds-
Bundan

b
A*g(s) = J K (t.s)g(t)dt.

Demak, A* go‘shma operatori K(t, s) yadroli Hilbert - Shmidt operatori
bo‘ladi.
7.4.2. C[a, 6] fazosida
I

Af(t) = AJ Kt 5)f(s) ds + (1)

operatorning biror darajasi qisqartirib akslantirish ekanligini
ko ‘rsating.
Yechimi. f,g € C[a,b] bo'lsin. U holda
I

J K(t, s)[f(s) - g(s)]ds <

< JAM(t - ) max F(s) - g\



Deinak,

PO s

| N
tengsizlikni ganoatlantiradigan n soni uchun Anqisqartirib akslantirish
boiadi.

7.4.3. |

<p@®) = 2J (1 + ts)ip(s) ds + t2
0
aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglamani
I I

ip(t) = 2J ip(s)ds + 2tJ s(p(s) ds + t2

0 0
ko‘rinishda yozib,
|
c =J g{s)ds
(
1
C2=J Stp(s) ds
0

deb belgilasak, u holda tp(t) = 2ci + 2c2t + t2.
Endi ci va ¢c2 nomaiuinlarni topamiz:
[ |
c=J <piydt =J (2¢j + 2bl + t2)dt = 2ci + c2+ —,

0 0
ya'nici + c2= —. Xuddi shunday

[ I

c2=1 dt = J (2c\t + 2c2t2 + tJdt = ci + ~c2 +



VII. ChizHili oprr.itoilar fazosi

Demak. biz quyidagi cliizigli tenglamalai' sis-

ya'ni G —rjfo = —
temasiga ega boidik:
b +<=-*nm
1 0°K " ~n
Bu tenglama yechimlarii &\ = — ¢2 = —yg. U holda integral
tenglama yechimi
1 13
—_ A |‘7|

*(*> =

funksiyasi boiadi.
7.4.4,
) = I sin fcos sip(s) ds + sin £

aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglamani
Qi) = sin£J coss<”\(s) ds + sinf
0

ko‘rinishda yozib,
9
c=/cossv(s)rfs
0

deb belgilasak, u holda tp(t) = (1 + ¢)sin t.
Endi ¢ noma’'lumni topamiz:
2 2
c J tp(t)dt =J (1 + c)cosEsinE<NE) dt = ’\’2\ c,
0
ya'ni ¢ = mBundan ¢ = 1. U holda integral tenglama yechimi
ip(t) = 2sinf

funksiyasi bolladi.

745, B}
A = J sin £cos syj(s) rfs + sin £



aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Boril*nn tenglamani

r~t) =sint | eos .s\(s) ds -fsin/
0

ko'rinishda yozib.

c | cos ds
)
deb belgilasak, u holda p(t) = (1 + r)sin/.
Endi c noma'lumni topamiz:

r=j if(t)dt=J (1 + c) costsmt(t) dt =0,
0 0

ya'ni ¢ = 0. U holda integral tenglama yecliimi

) =sint

funksiyasi boiadi.

7.4.6. |

- it
7f) =\ j tsi?h)ds + 4
0
integral tenglamani ketma-ket yaqinlashtirish usuli yor-
damida yeching.
Yechimi.  (t) = 0 deb olib. (7.25) formula bo'yicha gnyidagjlar*a
eua. bodamiz;



VI (liZ.iuli oi)e*LHe>rlni fhz<ssi

I
N I R TT N A
1 < ("1 in 6"
I holda
11 lim (/! lim ])t1 .......... )1
( 7 "j '] '_16 6
va in r(t\ —
Ly

r
At = /(* - Hr(s)(h +t
Il-tar Volterra tenglamasini yaching.
Yechimi. Berilgan tenglama yechimini quyidagi

mr(t) = Y<)(0 + VA(0 + sem+ Yu{t) +

funksional qator ko'rinishda izlaymiz. NoImalum
vo(0.yi (O-'-" "dp/1t),"" mfunksiyalaini auiglaylik:

ifl(t) = ipo(t) + 9i (t) -r e+ yB[t] + oo = (7.26)
i i t
=t+j(s —b)ipo(s)ds+j (s—t)pi(s) ds + mmt | (s —)<gn(s)ds + -mm.
0 0 b
Bundan
wi(0 =t

yi(0 :J(s- t)sds = t3,

t

0

Bu tengliklarni (7.26) qatorga qovib, berilgan integral tenglamaning
vechimiga ega bo‘lamiz;

f3 5 f7
n / _3"'5] 7



Bundan ~(t) =sint
7.4.8. ([0. J; fazoda

/bl = Aj cos(s- t)f(t)dt
i

integral tenglama A parametrning ganday gqiym,atlarida
noldan farqli yeehimga ega bo'ladi?
Yechimi. eos(tv —J) = coso cos i+ sinasinJ dan

— a

f(s) —Acos.sJ costf{t)dt + Xninsjsmtf(t)df. (7.27)
o 0
Demak, bu tenglama yechimlari

f(t) = X(a,cost + bsint)

shaklga ega. Bu ifodani (7.27) ga qo'ysak,

a = x j cost(acost + bs'mt) dt,
0

b= XJ sinf(acosi + bsint.) dt

tengliklarga ega boiamiz. Bundan
, /an b
a=/(T +2J)°
la, bi
2 4
sistemaga ega bo‘lamiz. Bu sistema va bundan integral tenglama ham,

4
A=

TTx2

b= X

giymatda noldan fargli yeehimga ega bo‘ladi.
7.4.9. CJ|0, 7] fazosidagi
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Yechimi. Aoperatoniing xo> soni bo'lsin. | Imlda
rus(/ -f s).r(s)<7s = Ar(t).
bunda x(t) funksiyasi A ga mos xos vektor. Bundan
costJ cos sX(s) ds —sin 1j sin ax(s) ds = \.r(t). (7.28)

ya ill
X(t) = Jcost + o>sin t. (7.29)

bunda
a= J c0sS.r(s) ds. c2=1j sinsx(s) ds.

(o] n
(7.29) fonnuladagi x(t) ni (7.28) ga qo'ysak, u holda

Ac] cost + cosint) = j [costcos»—sin tsin sj(cj cost + ¢>sin t) ds.
(0]

Endi

cos2sds = — J cos ssin sds —0, J sin2sds = —
0 a
tengliklai'idan.

T T
AC] cost+ smt) = q —cos f —c2—sm t.
cos t va sin t funksiyalarning chizigli cikli ekanligidan.
Aci = -cbh Ao =

(7.28) dagi .r(/) xos vektor bo'lsa. u holda u noldan fargli, ya'ni ¢j ®0
m> o 0. Bundan

A =-. A= - -
2 : 2

operatorning xos sonlaridir.



7.4.10. CIO. fazosidagi

AX(t) - j cos(t 4-x).r(fi) d*
0

operatorining xos sonlarini toping.
Yechimi. A operatorning xos soni boisin. 7.4.9-inisoldagidek. ,r(t)
x0s vektor uchun
X(t) = Gcost + <msin t.

buncla

2 2

G =J cossx(s)ds, c2=J sin.sr(s)ds

va
A(cicost + Msint) =J [costcoss —sin tsins](ci cost + ¢2sin t) ds.

Endi

/osstsz JI sin2sds= 7 J[ cos ssin sds =—-2

tengliklaridan,
Aleicost+ coSint) = @l cos t —Zsfht A2 cost —c2Tsm t.
4 2 2 ~4
cost va sin t funksiyalarning chizigli erkli ekanligidan.

7l + ~c2 = Aci,
—Ci - fco = Aco.

Bu sistemadan,

AI-VT6* ? A2* “VT6~I

operatorning xos sonlaridir.
7.4.11. Integral tenglamani yeching:

I
X(E) - J\st - s22)x(s) ds = t2.
0



VIL. <liizi([ii npciatni hu Inzusi
Yechimi. Bu tenglama ycchimini
X/)- rd -r,t -

ko'rinishda izlaymiz. Bu ik=lini tenglaniaga gi/vsak. u holda
I - [

(o+({t+ =tj s(o+d t )V&4FJS%m+ﬂ$+oﬁﬂds+b:
I )
Bundan
S N G e B e T
Demak.
am=0.
ci , C2
a=I~T
Co= 1+ -i + ~
4 0]
Bundan
) i 60 1=
DO iy 2T 113

ya'ni, tenglama yechimi:

Mustaqil ish uchun masalalar

1 -4 misollarda Il-tur Fredholm aynigan yadroli integral
tenglamalarni yeching:
[

1. ip(t) = 2 /(1 + 3ts)ip(s) ds + t2.
0

2. p{t) =2 fcosacos !\(.s)ds + 1
0

3. tpit) =3j (L +sinlsing)ip(s)ds L
0

4. p{t) =AJ (L +t+s)~p(s)ds + t
0
5 -8 masalalarda tenglamalarni ketma-ket yaqinlashish usuli bilan
yeching:
5. ipt) = Xf p(s)ds +el—*)--m
0



O T [1) == -1 | /.S *cme |</> m mmmm' =
[

7 y'(0 = -7.(/) 4y (S J TAr — « 7.

8. 7)) = 4/ ~y(.s)r/.s + sin /-
0
9 —12 mas/alalarda Voltorra tenglamalarini vediing:

9. M0 =J r(-s)HA+ 1-

10. r-(f) - /j,s-/;r T 1.
0
t

11. y'(f) = 43(Cs - by(v) t/u s 7.

/
12. ¢c(0 = (f)(()t - Gssa-5)-(m)ds + G -F 2(t.
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