
0 ‘ Z B E K IS T 0 N  R E SP U B L IK A SI O L IY  VA  
0 ‘RTA M A X S U S  Т А ’LIM  V A ZIR L IG I 

B E R D A Q  N O M ID A G I Q O R A Q A L P O Q  D A V L A T  
U N IV E R SITE TI

A Y U P O V  Sh.A ., IB R A G IM O V  M .M ., 
K U D A Y B E R G E N O V  K .K .

FUNKSIONAL ANALIZDAN  

MISOL VA MASALALAR

0 ‘ quv q o ‘ llanma

NUKUS
«BILIM»

2009



85.32
Р-78

Tnqrizchilnr:

V .I. Chilin M. Ulug'bek nomidagi 0 ‘zMU profcssori,
fizika-inatematika fanlari cloktori 

R .M . Tnrgunbayev Nizomiy nomidagi TDPU clotsenti,
fizika-matematika fanlari nomzodi

A yu p ov  Sh.A. va boshq. Funksional analizdan misol va 
masalalar: o‘quv qo'llanma. Ayupov Sh.A., Ibragimov M.M., Kuday- 
bergenov K.K.; 0 ‘zbekiston Respublikasi oliy va o‘rta maxsus ta’lim 
vazirligi, Berdaq nomidagi Qoraqalpoq davlat universiteti. -  Nukus: 
Bilim, 2009. -  304 b.

Qoraqalpoq davlat universiteti ilmiy-metodik kengashining 2009 - yil 
30 - avgustdagi 1-sonli bayonnomasi bilan tavsiya etilgan.

BBK 85.32P78

Ushbu o‘quv qo'llanma oliy ta’lim muassasalarida tahsil olayotgan 
bakalavriat talabalarini funksional analizning asosiy tushunchalari 
(to'plamlar nazariyasi, o'lchovlar va Lebeg integrali, metrik fazo, chi
ziqli, normalangan, Hilbert fazolari, ularda aniqlangan operator va 
funksionallarning xossalari va ularning integral tenglamalarga tat- 
biqlari) bilan tanishtirishga mo'ljallangan.

©  Ayupov Sh. A., Ibragimov M.M.
K 1 .  1 Т /  T/-  ЪГЛГЛГЛuuayuergenov zuub;

ISBN 978-9943-327-83-2 ©  Nukus «Bilim» 2009



M U N D A R I J A

Kirish ................................................................................................  5

I. T o ‘plamlar nazariyasi elementlari ....................................  7
§1.1. To‘plam tushunchasi. To'plamlar ustida amallar ......... 7
§ 1.2. Akslantirishlar. O'zaro bir qiymatli mosliklar .............. 16
§1.3. To'plamning quvvati tushunchasi .................................... 22

II. 0 ‘ lchovlar nazariyasi elementlari .................................... 33
§2.1. Оichov tushunchasi ..........................................................33
§2.2. O'lchovli funksiyalar ..........................................................44
§ 2.3. Lebeg integrali .....................................................................59

III. M etrik fazolar .......................................................................... 74
§3.1. Metrik fazolar .....................................................................74
§ 3.2. Metrik fazolarda kompakt to'plamlar ...............................89
§ 3.3. Qisqartirib akslantirish prinsipi va uning tatbiqlari ...... 96

IV. N orm alangan fazolar .......................................................... 106
§4.1. Chiziqli fazolar va chiziqli funksionallar ......................... 106
§ 4.2. Normalangan fazolar ..........................................................122
§ 4.3. Evklid va Hilbert fazolari ...............................................144

V . Topologik  fa z o la r .....................................................................162
§5.1. Topologik fazolar ............................................................... 162
§5.2. Topologik fazolarda kompaktlik .................................... 177
§ 5.3. Chiziqli topologik fazolar ...............................................184

VI. Chiziqli operatorlar............................................................... 196
§6.1. Chiziqli operatorlar ..........................................................196
§ 6.2. Uzluksiz chiziqli funksionallar ..........................................214
§ 6.3. Qo'shma fazolar ............................................................... 229
§ 6.4. Kuchsiz topologiya va kuchsiz yaqinlashish ....................239

VII. Chiziqli operatorlar fazosi ...............................................250
§ 7.1. Chiziqli operatorlar fazosi ............................................... 250



1

§ 7.2. Chiziqli operatorlar spektri ............................................... 262
§7.3. Kompakt operatorlar ..........................................................271
§7.4. Integral operatorlar va tenglamalar ...............................283

A dabiyotlar ......................................................................................296



К  I R  I SH

Funksional analiz fani XX asrning boshlarida matematik analiz, al
gebra, geometriya fanlaridagi tushuncha va metodlarni umumlashtirish 
natijasida paydo bo'lib, hozirgi zamon matematikasining eng ahamiyatli 
boiimlarining biri hisoblanadi. Bu fanning paydo bo'lishi va rivojla- 
nishi dunyoga taniqli olimlar bo'lgan D. Hilbert, F. Riss, S. Banax, M. 
Freshe, A.N. Kolmogorov, S.L. Sobolev, A.N. Tixonov, S.M. Nikolskiy 
kabilarning nomlari bilan bog'liq.

Funksional analiz nazariyasi metodlaridan matematikaning xohla
gan yo'nalishini o'rganishda foydalanish mumkin. Shu sababli, tak- 
lif etilayotgan o'quv qo'llanmaning zamonaviy matematikani chuqur 
o'rganmoqchi bo'lgan universitetlar, pedagogika institutlari talabala- 
riga hamda matematika faniga qiziquvchi boshqa o'quvchilarga ham 
foydasi katta deb o'ylaymiz.

Funksional analiz fani bo'yicha rus, ingliz va boshqa tillarda juda 
yaxshi yozilgan adabiyotlar ko'p. O'quvchilarga o'zbek tilida taqdim 
etilayotgan bu o'quv qo'llanma oliy o'quv yurtlari ’’Matematika” va 
’’Amaliy matematika va informatika” ta’lim yo'nalishlari uchun funk
sional analiz fani bo'yicha o'quv dasturiga mos yozildi.

Qo'llanma 7 bobdan iborat boiib, funksional analiz fani bo'yicha 
misol va masalalar berilgan. Birinchi bob to'plamlar nazariyasi ele- 
mentlariga bag'ishlangan boiib, to'plam tushunchasi, to'plamlar ustida 
amallar, akslantirishlar, o'zaro bir qiymatli mosliklar, ekvivalent va 
sanoqli to'plamlarga misollar berilgan.

Ikkinchi bob oichovlar nazariyasi elementlariga bag'ishlangan boiib, 
unda o'lehov tushunchasi, oichovli funksiyalar va Lebeg integrallariga 
misollar berilgan.

Uchinchi bobda metrik fazolarga bag'ishlangan boiib, metrik fa
zolar, metrik fazolarda kompakt to'plamlar va qisqartirib akslantirish 
prinsipi va uning tatbiqlariga misollar berilgan.

To'rtinchi bobda chiziqli fazolar va chiziqli funksionallar, normalan
gan fazolar, Evklid va Hilbert fazolariga misollar berilgan.

Beshinchi bobda topologik fazolar, topologik fazolarda kompaktlik 
va chiziqli topologik fazolarga misollar berilgan.

Oltinchi bobda chiziqli operatorlar, uzluksiz chiziqli funksionallar,
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qo'shnia fazolar. kuchsiz topologiya va kuchsiz yaqinlashishlarga niisol- 
lar berilgan.

Ycttinchi bobda chiziqli operatorlar fazosi. chiziqli operatorlar spek- 
tri. kompakt operatorlar, integral operatorlar va tenglamalarga niisollar 
berilgan.

O'quv qollannmni tayyorlashda katta liissa qo‘shgan Qoraqalpoq 
davlat universiteti funksional analiz kafedrasi o‘qituvchilari f.-in.f.n.
S.J. Tleumuratov, A.J. Arziyev. J. Seypullaycv va T.S. Kalandarovlarga 
mualliflar o‘zlarining chuqur minnatdorchiligini bildiradi.

0 ‘quv qollanmaning taqrizchilari prof. V.I. Chilinga, dotsent R. 
Turgunbayevlarga qimmatli maslahatlari uchun mualliflar o'zlarining 
chuqur minnatdorchiligini bildiradi.



I B O B
To‘plamlar nazariyasi elementlari

1.1. T o ‘plam tushunchasi. T o ‘plamlar vistida amallar

Matematikada har xil to'plamlar uchraydi. Masalan. tekislikdagi 
barcha nuqtalar to'plami, barcha ratsional sonlar to'plami, barcha juft 
sonlar to'plami va hokazo. To'plam tushunchasi jucla keng nia'nodagi 
tuslmncha bo'lgani uchun uning ta'rifini berish juda qiyin. Shuning 
uchun bu tushuncha odatda tarifsiz qabul qilinadi.

To'plamlar lotin alitbosining bosh A, B , C , ... harflari bilan, 
to'plamning elementlari esa kichik a. b, c , . .. harflari bilan belgilanadi. 
Biror a buyunming .4 to'plamining elementi ekanligi a G A  ko'rinishda, 
a buyumning A to'plamiga tegishli emasligini a ^ A kabi yoziladi. 
Masalan, A to'plam sifatida barcha natural sonlar to'plamini olsak, u 
holda 2 G A va —2 ^ A. Birorta ham elementi bo'lmagan to'plam 
bo'sh to'plam, deyiladi va u 0 ko'rinishda belgilanadi. Bo'sh to'plamga 
x2 +  1 = 0  tenglamaning haqiqiy yechimlari to'plami misol bo'ladi.

Agar A to'plamning har bir elementi В to'plamning ham elementi 
bo'lsa, u holda .4 to'plami В to'plamning qism to'plami deyiladi va A С 
В ko'rinishda belgilanadi. A va 0 to'plamlar A  to'plamining xosrnas 
qism to'plamlari deyilib, .4 to'plamining boshqa qism to'plamlari uning 
xos qism to 'plamlari deb ataladi.

1. A — {2.3,4, 5} va В =  { —1. 0 , 2 ,3, 4,5, 6 , 7} bo'lsa. u holda .4 
to'plami В to'plamining xos qism to'plami bo'ladi.

2. A =  {1.3,6, 9} va В =  {3 ,4 .5 ,6 .7 ,8 ,9 ,10 } to'plamlarning hech 
biri ikkinehisming qism to'plami emas.

3. Barcha butun sonlar to'plami barcha ratsional sonlar to'plamining 
xos qism to'plami bo'ladi.

Agar А С В va В С A bo'lsa, u holda A va В to'plamlari o'zaro 
teng deyiladi va A = В ko'rinishda belgilanadi. .4 va В to'plamlarining 
o'zaro teng emasligini А ф В ko'rinishda belgilaymiz.

A  va В to'plamlarning kamida bittasiga tegishli bo'lgan barcha ele- 
mentlardan iborat to'plam A va В to'plamlarining birlashmasi deb ata
ladi va A U В ko'rinishda belgilanadi.
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4. A =  {2 ,4 ,6 ,8 ,10,12,14} va В =  {10,11,12,13,14,15,16} 
boisin. U holda A U В =  {2,4,6,8,10,11,12,13,14,15,16} boiadi.

5. Agar A  barcha juft sonlar to'plami, В barcha toq sonlar to'plami 
boisa, u holda A U В barcha butun sonlar to'plamidan iborat boiadi.

Biror X  to'plami berilgan boiib, uning har bir x elementiga ba’zi AT 
to'plami mos qo'yilgan boisin. Elementlari Ax to'plamlardan iborat jV  
to'plamni to ‘plamlar sistemasi deb ataymiz va uni j V =  {A x : x G X }  
ko'rinishda yozamiz.

JV to'plamlar sistemasining birlashmasi deb Ax to'plamlarning 
kamida bittasiga tegishli boigan barcha elementlardan iborat to'plamga 
aytiladi va bu to'plam |J Ar ko'rinishda belgilanadi.

X

A va В to'plamlarning ikkalasiga ham tegishli barcha elementlardan 
iborat to'plamga bu to'plamlarning kesishmasi deyiladi va bu to'plam 
А П В ko'rinishda belgilanadi.

A n  В

2-rasm
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6 . A = {G.8 . 10. 12. 14} va В = {11.12. 13.14. 15. 10.17} boisa. u 
liolda АП В =  {12. 14}.

7. A to'plami 3 ga kairali sonlardan, В to'plami c?sa 4 ga karrali 
sonlardan iborat boisa, u holda АГ)В to'plami 3 va 4 sonlariga umuiniy 
karrali sonlardan iborat bo'ladi.

Ж  =  {A ,.}, ■/' G A' to'plamlar sistemasining kesishmasi deb har bir 
A,, to'plamga tegishli boigan barcha elementlardan iborat to'plamga 
aytiladi va bu to'plam П Ar ko'rinishda belgilanadi.

X

Agar А П  В =  0 bo'lsa, u holda A va В to'plamlari o ‘zaro kesish
maydigan to'plamlar deb ataladi. Misol uchun, barcha ratsional sonlar 
to'plami bilan barcha irratsional sonlar to'plami o'zaro kesishmaydigan 
to'plamlar bo'ladi.

A to'plamning В to'plamga tegishli boimagan barcha elementlari- 
dan iborat to'plam A va В to'plamlarning ayirmasi deb ataladi va A\B  
ko'rinishda belgilanadi.

8 . A =  {1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,10 } va В =  {2 ,4,6 .8,10,12,14} bo'lsa, 
u holda A\B =  {1,3, 5,7,9}.

9. Barcha haqiqiy sonlar va barcha ratsional sonlar to'plamlarining 
ayirmasi barcha irratsional sonlar to'plamidan iborat bo'ladi.

A \ B  va B \ A  to'plamlarning birlashmasiga A va. В to'plamlarining 
simmetrik ayirmasi deyiladi va bu ayirma A A B  ko'rinishda belgilanadi:

A AB  =  ( A \ B ) U { B \ A ) .

10. A =  {1, 2,3,4, 5 ,6 , 7 ,8 , 9} va В =  {5 ,6 , 7 ,8 , 9,10,11,12} boisa, 
u holda

AAB  =  {1 ,2 ,3 ,4 ,10,11,12}.

11. Barcha haqiqiy sonlar to'plami bilan barcha ratsional sonlar 
to'plamining simmetrik ayirmasi barcha irratsional sonlar to'plamidan 
iborat bo'ladi.

Birinchi elementi A to'plamga, ikkinchi elementi esa В to'plamga 
tegishli boigan barcha (a, b) juftliklar to'plami A va В to'plamlarning 
dekart (to ‘g ‘ri) ko‘paytmasi deb ataladi va bu ko'paytma A x В 
ko'rinishda belgilanadi.

12. R barcha haqiqiy sonlar to'plami bo'lsa, u holda 1  x I  tekis- 
likdagi barcha nuqtalardan iborat bo'ladi.

13. Q orqali to'g'ri chiziqdagi barcha ratsional sonlar to'plamini bel- 
gilaylik. U holda Q x Q tekislikdagi koordinatalari ratsional sonlardan 
iborat barcha nuqtalar to'plamidan iborat bo'ladi.



К) I. T o ' p l a m l a r  n a z a r i v a . s i  r b ' m e i i t l a r i

Ba zida qaralayotgan barcha to'plamlar biror A to'plamning qism 
to'plamlari bo'lsa. u holda A fazo dob ataladi.

Л \ £ ayirma (bu yerda £  с  Л ) £  to'plamning A to 'plain iya vis- 
batan to i.diruvchm deb ataladi va С £  ko'rinishda belgilanadi.

14. A  =  [-1 .2 ] va £  =  (0. 1) bo'lsa. u holda С £  = [-1 .0 ] U [1.2].
15. R barcha haqiqiy sonlar to'plami. Q barcha ratsional sonlar 

to'plami bo'lsa, u holda CQ barcha irratsional sonlar to'plami bo'ladi.

Masalalar

1.1.1. Isbotlang:
a) (А П C) U (В П D) С (.4 U В) П (C U D):
b ) ( B \ C ) \ ( B \ A ) c A \ C :
c )  A \ C  С (A \ В) U (В \ C).
Yechim i. a) Vx G (А П C) U (В П D) => x G А П С  yoki x G 

В П D  => (x G A va x G С ) yoki (x G В va x G D) => (x G A yoki 
x G B) va (x G С yoki T G f l ) ^ x G . 4 U f i v a r G C U f l ^ i G  
(.A U B ) n  [C  U D)  => (.4 П C) U (В П D)  С (A U В) П (C  U D).

b) Vx G (B \C )\(B \ A ) => x G B \C  va x £ B\A  => (x G В hamda 
x ^ C) va (x G В hamda x G .4) => x G A\C  =4> (B\C)\(B\A ) С .4\C.

c) Vx G Л \ С => x G Л va x ^ C => x G A \ В yoki x G В \ С  => 
x G (A \ B) U {В \ С) => A \ С С (A \ B) U (В \ C).

1.1.2. A \ В = С tengligidan A = В U С tengligi kelib 
chiqadim i ?

Yechim i. Kelib chiqinaydi. Misol uchun A =  [0,2]. В =  [1.4] 
bo'lganda A \ В — [0,1) bo'lib, В U С =  [0,4] bodadi.

1.1.3. .4 =  В U С tengligining o ‘rinli bo ‘lishidan, A \ В =  С 
tengligi kelib chiqadim i?

Yechim i. Umuman aytganda kelib chiqmaydi. Misol uchun В = 
С ф 0 bodganda [В U С) \ В =  %ф С.

1.1.4. А \ (В  U С) = (4  \ В) \ С' tengligini isbotlang.
Yechim i. Vx G A\(BuC) => x  G A vax ^ BuC. Natijada x G A\B

va x ^ С  bodganligidan, x G (A \ B )\ C . ya'ni A\(BUC)  С (A \ B )\ C  
munosabati o'rinli. AksinchaVx G (A\B)\C  bo'lsin. U holda x G A\B 
va x £ С . Natijada x G 4 , x £ В U С  bodgani uchun x G A \ (B  U C), 
va’ni A \ (B  U C) D (4  \ B ) \ C .  Natijada berilgan tenglikning o'rinli 
ekanligi kelib chiqadi.

1.1.5. Л и ( В \  С) — (4. U В) \ С tengligi o ‘rin lim i?
Yechim i. Umumiy holda bu tenglikning o'rinli emas ekanligini

quyidagi rasmlarda ko'rishga bo'ladi.
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1.1.6. Tenglikni isbotlang:

A A B  =  (A U В) \ (А П B).

Yechimi. Vx G A A B  => x G A\ В yoki x G В \ A => (x G 
x <£ B) yoki (x G В va x ^ A) => (x G A yoki x G В ) va (x £ 
x ^ B) =» x G AU В va x А П В => x G (.4 U B ) \  (,4 П B) =$>

.4 va 

.4 va

A A B  С (.4 U B)\(A<1 В).
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Vx £ (-4 U В) \ (А П B) => x £ .4 U В va x <$_ А П В => (x £ .4 yoki 
x  £ J5) va (x ^ .4 yoki .r B) => (x £ .4 va x £ B) yoki (x £ В va 
x A) =4> x £ A AB  =>

(.4 UB)\ (.4 П В) С ЛДВ.

Demak, A A B  =  (.4 U B ) \  (.4 П В ) tengligi o ’rinli.
1.1.7. С to ‘plami bo‘sh bo‘lishi uchun ixtiyoriy A to ‘plami 

berilganda A A C  = A tengligining o ‘rinli bo‘lishi zarur va 
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechim i. Yetarliligi. A A C  =  A tengligi o’rinli boisin. U liolda 
[A \ C)  U (C \ A) =  A. Bundan С \ A to'plamning bo‘sh ekanligi kelib 
chiqadi. Shu bilan birga, A \ C  =  A bo’lgani uchun А  П С =  0 tengligi 
o'rinli. Demak, С  =  0.

Zarurligi. С  =  0 bo'lsa, u holda
A A C  =  (A \ C) U (C \ A)  =  (A \ 0) U (0 \ A) =  A U 0 =  A.

1.1.8. To‘plamlar nazariyasidagi eng bir ahamiyatli tu- 
shunchalardan biri bo‘lgan ikkilanganlik prinsipi quyidagi 
ikki tenglikka asoslangan. Shu tengliklarni isbotlang:

a) C(|JA>) = Г \С А п-
a  Of

b) С (П А 0  =  \JCAa.
a  a

Yechim i. a) Dastlab C((J An) с  Р|САП ekanligini isbotlaymiz:
O' X

Vx £ C(|J Aa) x ф Aa => x £ С Aa =>

° => X £ n c l Q => C (U  Aa) С П С Aa.
a a a

Endi Р)СЛ„ С C(1JA0) munosabatining o'rinli ekanligini ko'rsata-
o a

miz:
Vx £ P) С An => x £ C A a => x £ An =>■ x ^ (J Aa =>

%  x £ C(\jA a) =► f ] C A a с  C (U Aa).
о о: a

Natijada berilgan tenglikning o'rinli ekanligi kelib chiqadi. 
b) Dastlab С(|~) A„) С |JCA„ ekanligini ko'rsatamiz:

a  ot

Vx £ С (П Л ») =► X  ^ fl  Aa =>
a  a

=> 3 a', x £ Aa’ => x  £ С Ac,' => x  £ (J С Aa =>•

^ с ( п л 0) с и с л „ .
a  a



Endi C(f| A„) D 1JC.4,, muiiosabatning o'rinli ekanligini qaravlik:
П < >

Vx G U СЛ, 3or. x G С Л , =>

=> x ^ .4,,- G fl A, =>

=> x  G С (П Л .) => U C An С С(П A,)-
(v r* a

Natijada berilgan tenglikning o'rinli ekanligi kelib chic[adi.
1.1.9. Ikkilanganlik prinsipidan foydalanib

C (C (X  U У) П (C X  и С У))

ifodani soddalashtiring.
Yechimi.

C (C (X  U Y)  П ( CX U С У )) =  
= C (C (X  U У)) U C (C X  U СУ) = 

=  (X U У) U ( CCX  П С С У ) =
=  (X u Y ) U ( X n Y )  =  X  U У.

1.1.10. Quyidagi tengliklarni isbotlang:
a) C { C A \ B )  =  C (C B \ A ) ;
b) C A A C B  = A A B ;
c) C( CAACB )  =  CAAB;
d) C( CAAB)  =  (B \ A) U (С В \ С A).
Yechimi. a) Dastlab C (C A  \ В) С C (C В \ A) munosabatni 

ko'rsatamiz.
Vx G C(C,4 \ B) =► x i  CA \ В => x G С A, x G В yoki 

x  С A => x £ A, x £ CB  yoki x G A => x ^ C B  \ A => 
x G C( CB \ A);

Endi еиа C ( C B \ А) С C (C A \ B) munosabatni ko'rsatamiz.
Vx G C (C B  \ A) => x £ CB \ A => x G A. x G CB  yoki 

x £ CB => x £ CA, x 0 В yoki x € В => x G C (C A  \ B). 
Natijada berilgan tenglik kelib chiqadi.

b) Vx G C A A C B  x G CA, x £ CB  yoki x g CA, x G CB  ^  
x ^ A, x G I? yoki x G A, x ^ В x G AAB.

c) Vx G С (С А Д С В ) <Ф x ?  CAACB <=$> x G CA, x G C B  yoki 
x g CA, x £ CB <=> x G CA.x  g В yoki x £ CA, x  G U  »  x G 
CAAB.

d) Vx G С (С А Д В ) x ^ CAAB &  x G С A, x  £ В yoki 
x $ CA, x £ В <=>■ x £ A, X  G В yoki x ^ CA, x G CB  <=> x G B\A 
yoki x G C B \ C A  x G (B \ A) U (CB \ CA).

>; 1.1 T o ' p l a m  t i i sh u n rh a s i .  [ V p l a m h u ' l i s t  ida a m a l la r  13
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1.1.11. H ar bir n G N son i uchun An orqali -jj sonidan katta 
ЬоЧгпадап barcha musbat ratsional sonlar t o ‘plam ini belgi-

I ay m i z. U holda Q .4/. kesish.maning b o ‘sh t o ‘plam ekanligini
A - 1

k o ‘r  sating.
Yechimi. Ixtiyoriy a musbat soniui olamiz. U holda shunday rn G N 

natural soni topiladiki. ^  < a tengsizligi o'rinli boiadi, ya'ni a fi

0 . . Bundan a fi П (о, t )  ekanligi kelib chiqadi. Demak, p) Ak 
'  a-=i _ h A=1

to'plam bo'sh to'plam bo'ladi.
1.1.12. Absolyut qiymati n ^  ̂ (n € N) sonidan katta 

ЬоЧтадап barcha haqiqiy sonlar to ‘plamini An orqali belgi-
OO

laymiz. f") Лд kesishmasining [—1. 1] segmentiga teng ekan-
A := l

ligini ko‘rsating.
Yechimi. Va G [1, 1] sonini olamiz, u holda

n + l  n + 1  
----------< -1  <  a <  1 < ---------

n

tengsizliklaridan a G An Tl +  1 71+1
n ' n ekanligi ko'rinadi.

Endi |a| > 1 tengsizligini qanoatlantiruvchi ixtiyoriy a sonini olamiz. 
U holcla shunday m soni topiladiki, n') =  1 +  ^  < |a| tengsizligi

ОС OO

o'rinli bo'ladi, ya’ni a fi Am. Demak, a fi f | Ak- Natijada p| Ak =
fc= 1 A := l

[—1, 1] tengligiga ega bo'lamiz.
1.1.13. A , B , C  va D t o ‘plam lari uchun

{A x В) П (C x D) =  {А П C) x {В  П D)

tengligi o ‘rinli bo Hishini k o ‘rsating.
Yechimi. \/z =  (x , y) G (A x В) Г) (C x D) element olamiz. U 

holda г G A x В va г G С x D  bo'ladi. Bundan x G A, x G С  hamda 
у G В, у G D. Demak, x £ А П С, у £ В П D. Bu munosabatlardan

г =  (x, y) G [А П С ) x (В  П D)

ekanligi ko'rinadi. Demak,

(A x В) П (C x D) c  (.4 n C ) x ( B n D ) .

Endi (Л П C) x (B n  D) to'plamdan ixtiyoriy г =  (x , y) element 
olamiz. U holda i  G ЛПС,  у G В П D. Bundan x  G Л, x  G С, у G 
В , у G D  munosabatlari kelib chiqadi. Bu munosabatlardan esa z G



A x В va : G С x D ekanligi kelib chiqadi. U holda : G (Л x В) П 
(С x D). Demak.

(.4 П C) x (В П D) С (4  x В) П (С x D) .

1.1.14. A. В va С t o ‘plam lari uchun

{A \ B ) x  С =  (4. x С) \ (B x C)

tengligini isbotlang.
Yechimi. (A \ B ) x С  to'plamdan ixtiyoriy ;  -- (.x . y ) element 

olamiz. U holda x  G A \  В, у G C. Bundan x G A, x ф В, у G С. 
Bu esa z G A x C, z £ (В x C)  ekanligini ko‘rsatadi, ya’ni г G 
(A x C ) \ ( B  x C ) .

Endi г =  (x.y)  G (Л х  С) \ [В x C) boisin. U holda с G 
(A x C ) , z В y. С . Bundan esa, x  G A, x £ В, у G C. Demak, 
x G A \ B ,  у G C, ya’ni z € (A \ В) x C ) .

Natijada ( A \ B )  x С  С ( A x  С) \ (В x С)  va ( A \ B )  x С D 
(A x C ) \ ( B  x C)  munosabatlaridan berilgan tenglik kelib chiqadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:
a) ( X \ C ) \ ( X \ A ) c A \  C ; ;
b) A A ( A A B )  =  B.
2. Tengliklarni isbotlang:
a ) ( А и В ) \ С  =  ( А \ С ) и ( В  \ C);
b) (А П В) \ С = (A \ С) П (В \ C).
3. A \ 6 c C v a A c B u C  munosabatlarining teng kuchli ekanligi 

isbotlang.
4 . A D С boiganda A \ (В \ С)  =  (A \ B) U С  tengligining o!rinli 

boiishini ko'rsating.
5. Quyidagi munosabatlarning teng kuchli ekanligini isbotlang:
a ) A c B :
b) С В С С А;
c) A U В = В.
6 . Tengliklarni isbotlang:
a) С ( А\В)  =  СА U В;
b) С (С (С A U В) U (A U СВ) )  =  В\  А;
c) (АП В) U (АП СВ)  U (СА П В) =  A U В;
7. Ixtiyoriy Е , F, G to'plamlar uchun quyidagi tengliklarning o'rinli 

ekanligini isbotlang:

о 1.1 T o ' p l a m  t u s l i i m ch a s i .  T o ' p l a m l a r  u s t id a  a m a l la r  15
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a) E x (F U G) =  (E x F)  U {E x G):
b) (F U G) x E = {E x E) U (C.V x E):
c) E x ( / ’ П G) = (E x F)  Г) (E x G):
d) (F n G ) x £ ’ = ( F x E ) f l  (G x £).

1.2. Akslantirishlar. 0 ‘zaro bir qiymatli moslik

X  va Y  ixtiyoriy to'planilar bo'lsin. Agar ma’lum bir /  qoida 
bo'yieha X  to'plamning har bir elementiga Y  to’plamning faqat bir ele
menti mos qo'yilgan bo'lsa, u holda bu moslikka X  to'plamda aniqlanib, 
qiymatlari Y  to'plamiga tegishli bo'lgan akslantirish deyiladi va u 
/  : X  —> Y  ko'rinishda yoziladi.

Misollar. 1. Har bir haqiqiy songa o'zining kvadratini mos 
qo‘ysak, bu moslik akslantirish bo'ladi. Sababi, ixtiyoriy haqiqiy son- 
ning kvadrati faqat bitta bo'ladi.

2 . (0 , +co) to'plamga tegishli har bir haqiqiy songa uning loga- 
rifmini mos qo'ysak, bu moslik akslantirish bo'ladi.

3. C[a, b} orqali [a, b] segmentdagi barcha uzluksiz funksiyalar 
to'plamini belgilasak, u holda

moslik C[a,b\ ni R ga o'tkazuvchi akslantirish bo'ladi.
/  : X  —► Y  akslantirishda x  elementga mos keluvchi у elementi f ( x )  

ko'rinishda belgilanadi va у elementi x elementning obrazi deb ataladi. 
Obrazi у bo'ladigan X  to'plamning barcha elementlari to'plamiga у 
elementning proobrazi deyiladi va u f ~ l(y) ko'rinishda belgilanadi. ya'ni

A to'plami X  to'plamning biror qism to'plami bo'lsin. /(a )  
ko'rinishdagi (bu yerda a £ A) barcha elenientlardan iborat { /( f l)  : 
fl £ .4} to'plami A to'plamning obrazi deb ataladi va f ( A)  ko'rinishda 
belgilanadi:

В to'plami У to'plamning ba zi qism to'plami bo'lsin. X  to'plamning 
obrazi В to'plamga tegishli bo'lgan barcha elementlari {я £ X  : f (a)  £ 
B }  to'plamiga В to'plamning proobrazi deyiladi va f~ \ B )  ko'rinishda 
belgilanadi.

ь

a

f - \ y )  =  { x £ X : f ( x )  = y } .

ПЛ) =  { / (n)  : a , £ A}.
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Agar f  : X  —> Y  akslantirishda f ( X )  = Y bo'lsa. u liolda Л” to'plami 
Y to'plamning ustiga akslanadi deyiladi. Shu bilan birga, bu akslan- 
tirishni syurcksiya deb ham ataymiz. Unnuniy holda, ya'ni / ( A )  С 
boiganda, /  funksiyasi A” ni Y ning ichiga akslantiradi deyiladi.

Misollar. 4. g = x 2 funksiyasi R ni R + to'plamning ustiga akslan- 
tiradi.

5. у = 2x funksiya [0,1] segment ni [0, 2] segmentning ustiga akslan
tiradi.

6 . Tekislikdagi barcha vektorlar to'plamini G bilan belgilab, har bir 
vektorga o‘zining modulini mos qo‘yaylik. Bu moslik G to'plamni R 
to'plamning ichiga akslantiradi.

/  : X  —> Y akslantirishda o ‘zaro teng boimagan ixtiyoriy x j . x2 £ X  
elementlar uchun f ( x i) Ф f ( x 2) bo'lsa, u holda f  ineksiya deb ataladi.

Misollar. 7. у =  x3 funksiya R ni R ga o ‘tkazuvchi ineksiya boiadi.
8 . у = x 2 funksiyasi ineksiya boia  olmaydi. Chunki —2 ф 2, lekin 

ularning obrazlari teng, ya’ni / ( —2 ) =  / ( 2) tengligi oiinli boiadi.
Bir vaqtning o ‘zida syureksiya va ineksiya boigan /  : X  —> Y  aks

lantirish bieksiya, yoki A  va Y  to'plamlar orasida o ‘zaro bir qiymatli 
moslik deb ataladi.

Misollar. 9. Har bir natural n soniga 2n — 1 sonini mos qo‘ysak, u 
holda u barcha natural sonlar va barcha toq natural sonlar to'plamlari 
orasidagi o'zaro bir qiymatli moslik boiadi.

10. у =  ctgnx funksiya (0 ,1) interval va R orasida o'zaro bir qiy
matli moslik o'rnatadi.

Masalalar
1.2.1. Ikki to ‘plant birlashmasining proobrazi shu to ‘plam

lar proobrazlarining birlashmasiga teng ekanligini isbotlang:

Г \ А и В )  =  Г \ А ) и Г 1(В).

Yechimi. Aytaylik, x element f  ~l (AL)B) to'plamiga tegishli boisin. 
U holda / ( x) £ A U B. Bundan f ( x )  £ A yoki f ( x )  £ В munosabat- 
larning kamida bittasi o'rinlidir, ya’ni x £ f ^ 1(A) yoki x £ f ^ 1(B). U 
holda x £ Г 1(А) U Г \ В ) .  Natijada, f~ \ A  U В) С f~ \ A )  U Г 1{В) 
munosabatning o'rinli boiishi ko'rinadi.

Aksincha, x £ f ~ l (A) U f ~ 1(B)  ixtiyoriy element boisin. U holda 
x £ f ~ l (A) yoki ir £ f ~ l (B) munosabatlarning kamida bittasi o'rinlidir, 
ya’ni f ( x )  £ A yoki f ( x )  £ B.  Natijada f ( x )  £ A U В U holda 
x £ f ~ l (AL)B). Shuning uchun f ~ 1(AL>B) D f ~ l (A}U f~4B) .  Natijada 
beril^an^tenglikning o'rinli ekanligi kelib chiqadi.
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1.2.2. Ikki t o ‘plarn kesishm asining proobrazi shu 
t o ‘plam lar proobrazlarining kesishm asiga teng ekanligini is 
botlang.

Г 1{ АПВ )  = f  \ A ) n f - \ B ) .

Yechimi. x element / '  1 (-4 П B) to'plamning ixtiyoriy elementi 
bo'lsin. U holda / (x )  G А П B. Bundan /(./•) G .4 va f(x) G В muno- 
sabatlarning o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Bu munosabatlardan esa 
x G / _1(A) va x G f ~ l(B) munosabat laming o'rinli bo'lishi ko'rinadi. 
Natijada x G f ~ l(A) П f~l(B). U holda

Г \ А П В ) С Г \ А ) П Г 1(В).

Aksincha, x G f ~ l{A) П f ~ l(B) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda 
f(x) G A va /(x )  G B. Bundan f(x) G А П В ekanligi ko'rinadi. 
Natijada x G f ~{{A П В). Demak,

Г \ А П В ) Э Г \ А ) П Г 1(В).

1.2.3. Ikki to ‘plam birlashmasining obrazi shu to ‘plamlar 
obrazlarining birlashmasiga tengligini isbotlang:

f ( A UB )  =  f (A)U(B).

Yechimi. у G f(A U B) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda A U В 
to'plamda у =  / ( z )  tenglikni qanoatlantiruvchi x element mavjud. Bu 
x element A yoki В to'plamning birortasiga tegishli bo'lgani uchun 
у G f(A)  U  f(B).  Shuning uchun

f { A u B ) c f ( A ) u f ( B ) .

Aksincha, f ( A ) U f ( B )  to'plamga tegishli ixtiyoriy у element olaylik. 
U holda A U В to'plamda у =  f ( x ) tenglikni qanoatlantiradigan x 
element mavjud bo'ladi. Bundan у G f ( A u B )  ekanligi kelib chiqadi. 
Shuning uchun

f ( A u B )  d  f(A) uf(B) .

1.2.4. Agar f  : Ж —► M funksiya

f(x) — 3 sin x +  4 cos x

formula bilan aniqlansa, и holda /([0, 2tt\) ni toping.
Yechimi. Bu funksiyaning [0 , 2тг] dagi eng kichik va eng katta qiy

matlari:
min fix) = —5, max fix) =  5.0<i <tt 0<x<tt
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/  uzluksiz boiganligi uchun, oraliq qiyniat haqidagi Boltsano -  Veyer- 
shtrass teoremasidan. bu funksiya [—5. 5] oraliqdagi barcha qiymatlarni 
qabul etadi. Demak. /([0.2тг]) = [—5. 5].

1.2.5. A gar /  : R —> К funksiya

f ( x )  =  x :) -f 3x

formula bilan aniqlansa, и holda /  l([0,4]) ni toping.
Yechimi. Funksiyaning hosilasi f ' ( x ) =  3:r2 +  3 > 0 boiganligidan, 

bu funksiya monoton o ‘suvchidir. Demak,

/(0 )  = 0 , /(1 ) = 4

tengliklardan, /  uzluksizligi va oraliq qiymat haqidagi Boltsano -  Ve- 
yershtrass teoremasidan, bu funksiya [0, 1] oraliqni [0, 4] oraliqqa o ‘zaro 
bir qiymatli akslantiradi. Bundan /  funksiya [0, 4] dagi barcha qiymat
larni qabul etadi. Demak, / _1([0, 4]) =  [0, 1].

1.2.6. Natural sonlar va barcha musbat juft sonlar to ‘plam- 
lari orasida o ‘zaro bir qiymatli moslik о ‘mating.

Yechimi. Har bir n natural songa 2n juft sonini mos qo‘yamiz. Bu 
moslik berilgan to‘plamlar orasida o ‘zaro bir qiymatli boiadi.

1.2.7. Natural sonlar va barcha nomanfiy ratsional sonlar 
to ‘plamlari orasida o ‘zaro bir qiymatli moslik o ‘mating.

Yechimi. Nomanfiy ratsional sonlar to‘plamini Q+ orqali belgi- 
lab, har bir r G Q+ sonni qisqarmas kasr ko'rinishda yozib olamiz va 
bu kasrning surati bilan maxrajining yigindisini r ning balandligi deb 
ataymiz. Balandligi berilgan songa teng boigan nomanfiy ratsional son
lar cheklidir. Endi barcha nomanfiy ratsional sonlarni balandliklarining 
o‘sish tartibi bilan yozamiz:

0 . 1 , ^ ,  2 , 1  3, *, |, |, 4, 1, 5, i ,  |  (1.1)

Har bir r G Q+ soniga (1.1) ketma-ketlikda turgan nomerini mos 
qo‘yamiz. Bu moslik Q+ va barcha natural sonlar to'plamlari orasida 
o‘zaro bir qiymatli boiadi.

1 .2 .8 . [0 , 1] segmentni [a, b] segmentiga akslantiruvchi 
o ‘zaro bir qiymatli moslikni toping.

Yechimi. у = (b-a)t  + a funksiya [0,1] segmentni [a, b] segmentga 
o‘zaro bir qiymatli akslantiradi.

1.2.9. Berilgan to ‘plamlar orasida o ‘zaro bir qiymatli f  
moslikni toping:

a) f  : (0 ,1) -> R;
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b) / :  [0.1] -  (0.1):
c)  f  : [0,1] -> R.
Yechimi. a) у = ctgTrx funksiya (0 . 1) intervalni M ga o'zaro bir 

qiymatli akslantiradi;
b) Barcha hadlari (0 ,1) intervalda joylashgan {x„ : x„ = n ^ ^} 

ketma-ketlikni olib, segmentning 0 nuqtasiga intervalning a’ i nuqtasini;
1 nuqtaga x2 G (0,1) nuqtani; xi G [0,1] nuqtaga x3 G (0,1) nuqtani; 
Xo G [0,1] nuqtaga x4 G (0,1) nuqtani; umiunan x„ G [0,1] nuqtaga 
x n4-2 G (0,1) nuqtani mos qo'yib, boshqa x G [0,1] nuqtalarga shu 
nuqtaning o'zini mos qo‘yamiz. Bu moslik bieksiya bo‘ladi.

c) Biz yuqorida o ‘zaro bir qiymatli /  : [0,1] —► (0 , 1) va g : (0 ,1) —> 
R mosliklarning mavjudligini ko'rsatdik. U holda g о f  : [0,1] —> R 
o‘zaro bir qiymatli moslik boiadi.

1.2.10. Tekislikda koordinatalari x2 + (у — l)2 =  1 va у <
1 shartlarni qanoatlantiruvchi barcha nuqtalar to ‘plamini A 
orqali belgilaymiz. Barcha haqiqiy sonlar to ‘plami R hamda 
A orasida o ‘zaro bir qiymatli moslik o ‘rnating.

Yechimi. Bu ikki to'plam orasida o ‘zaro bir qiymatli moslikni geo- 
metrik y o i bilan o ‘rnatamiz. Ravshanki A to'plami markazi (0,1) nuq- 
tada radiusi r =  1 boigan aylananing у =  1 chiziqdan pastda joylash
gan qismi. R to'plami sifatida absissa o'qini olamiz. Aylana markazi- 
dan absissa oqidagi b nuqtaga kesma o'tkazsak yarim aylanani biror 
с nuqtada kesib o'tadi. Bu с nuqtani b nuqtaga mos qo'yamiz. Ay
lana markazini absissa oqining har bir nuqtasi bilan tutashtirib, kesma- 
ning absissadagi uchiga aylananing kesma kesib o'tgan nuqtasini mos 
qo'yamiz. Natijada bu moslik o'zaro bir qiymatli moslik boiadi.

1.2.11. [0,3] va [0,1)U[2,3]  to ‘plamlari orasida o ‘zaro bir 
qiymatli moslik о ‘mating.

Yechimi. [0, 3] to'plamning [0 , 1) qism to'plamining har bir elemen- 
tini o'ziga mos qo'yamiz. [1,3] to'plamdan olingan har bir x elementini 
^ +  1,5 elementga mos qo'yamiz. Natijada

J x agar x G [0,1),
_ I f  + 1’5 agar x e

ko'rinishdagi funksiya orqali [0,3] va [0,1) U [2, 3] to'plamlar orasida 
o'zaro bir qiymatli moslikka ega boiamiz.

1.2.12 [0,5] va [0,1) U [2,3] U4,5] to ‘plamlari orasida o ‘zaro 
bir qiymatli moslik о ‘mating.
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Yechimi. Quyidagi funksiyani qaraylik:

{:2x, agar x €  [0 , 1), 
x, agar [2,3],

2x — 5, agar x £ [4, 5].

Bu funksiya orqali [0,1) ni [0,2) ga, [2,3] ni o‘ziga, (4,5] ni esa (3,5] 
ga o‘zaro bir qiymatli akslantiradi. Demak, [0,5] va [0,1) U [2,3] U (4, 5 
to'plamlar orasida o'zaro bir qiymatli moslikka ega bo'lamiz.

1.2.13. Tekislikda

A =  { (x ,y ) : 0 < x2 +  y2 <  1}

В =  { ( x ,y ) : x2 +  y2 >  1}
to ‘plamlari orasida o ‘zaro bir qiymatli moslik о ‘mating. 

Yechimi. Quyidagi akslantirishni qaraylik:

Bu akslantirish A va В to'plamlar orasida o'zaro bir qiymatli moslik 
o'rnatadi. Bu akslantirish inversiya deb ataladi.

1.2.14. Tekislikda

П =  {(x , y) : 0 < x  < 1,0 <  у <  1}

ochiq to ‘rtburchak va M2 tekislik orasida o ‘zaro bir qiymatli 
akslantirish о ‘mating.

Yechimi. 1.2.9 a)-misolga ko'ra у =  ctgnx funksiya (0,1) va Ж 
orasida o'zaro bir qiymatli akslantirishdir. Bundan

(x, y) £ П и  (ctg7TX, C tg7Ty) £ M2

akslantirish П ochiq to'rtburchak va M2 tekislik orasida o'zaro bir qiy- 
matli akslantirishdir.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Tengliklarni isbotlang:
a) f - \ { j A a) =  U /  ~4Aa).

b) Г \ Г \ А а) =  Г )Г \ А а).

c) / (UA.) = U7 (A*)-
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2. Ikki to'plam kesislmiasining obrazi slm to'plamlar obrazlarining 
kesishmasiga hanmia vaqt teng bo'ladimi?

3. / ( C A )  = C / ( A )  tengligi hannna vaqt o'rinli bo'ladimi?
4. Guruhdagi talabalar to'plamini A bilan, nlar ta’lim olayotgan a.u- 

ditoriyadagi stnllar to'plamini В bilan belgilaylik. Har talabaga o'zining 
o‘tirgan stulini mos qo'yayliq. Bu moslik qanday hollarda:

a) akslantirish; b) syureksiya; c) ineksiva; d) bieksiya bo'ladi?
5. Chekli A va В to'plamlar orasida qanday hollarda o'zaro bir 

qiymatli moslik o'rnatish mumkin?
6 . Barcha natural sonlar to'plami N va barcha juft sonlar to'plami 

JT orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'rnating.
7. Barcha natural sonlar to'plami N va barcha ratsional sonlar 

to'plami Q orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'rnating.
8 . Aylana va to'g'ri chiziq orasida o'zaro bir qiymatli moslik 

o'rnating.
9. R3 fazosidagi bir nuqtasi olib tashlangan sfera bilan tekislik 

orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'rnating.
10. Tekislikdagi ikki koordinatasi ham ratsional sonlar bo'lgan bar

cha nuqtalar to'plami bilan Q orasidagi bieksiyani toping.
11. [a, b] segmentni R ga o'zaro bir qiymatli akslantiruvchi funksiya 

mavjudmi?
12 . (—oo, 0] U [1, +oc) va (0,1) to'plamlar orasida o'zaro bir qiymatli 

moslik o'rnating.
13. Tekislikda

ochiq to'rtburchak va R2 tekislik orasida o'zaro bir qiymatli akslantirish 
o'rnating.

1.3. To‘plamning quvvati tushunchasi

Ta’rif. Agar ikki to'plam orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'rnatish 
mumkin bo'lsa, и holda bu to'plamlar ekvivalent deb ataladi. A va В 
to'plamlarining ekvivalentligi A ~  В kabi belgilanadi.

Agar ikkita chekli to'plam ekvivalent bo'lsa, u holda ularning ele
mentlari soni teng bo'ladi. Cheksiz to'plamlar haqida bunday deb ayta 
olmaymiz. Sababi cheksiz to'plamning elementlari soni haqida tushun- 
cha berish mumkin emas. Ixtiyoriy tabiatli ikki to'plam ekvivalent 
bo'lsa, u holda bu to'plamlarning quvvati teng deyiladi. Shunday qilib,
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quvvat - chekli to'planilarning elementlari soni tushuncha,sining cheksiz 
to'plamlar uchun unmmlashtirilishi ekan.

4  to'plamning quvvat.ini ni(A) ko'rinishda belgilaymiz. Demak, .4 
va В to'plamlar ekvivalent boisa, u holda m(A) =  rii(B) boiadi. Agar 
bu to'plamlar ekvivalent bo'lmasa, u holda m(A) ф m(B).

Agar В to'plami .4 to'plamining biror qism to'plamiga ekvivalent 
boisa, u holda В to'plamining quvvati A  to'plamining quvvatidan katta 
emas deyiladi va bu m(B) < m(A)  yoki m{A) > m( B ) ko'rinishlarda 
belgilanadi.

Agar .4 va В to'plamlari ekvivalent boimasdan, A  to'plam В 
to'plamning qandaydir bir qism to'plamiga ekvivalent bo'lsa, u holda В 
to'plam A to'plamga nisbatan quvvatliroq deyiladi va u m(B) > m(A ) 
yoki m(A) < rn(B) ko'rinishlarda belgilanadi.

Misollar. 1 . N ~  Q boigani uchun m(N) =  m(Q). m(N) odatda
ko'rinishda belgilanadi.
2. Q c K .  Shuning uchun m(Q) <  m(R).
Ta’rif. Barcha natural sonlar to:plamiga ekvivalent bo‘lgan to'plam 

sanoqli to'plam deb ataladi.
Misol uchun barcha butun sonlar to'plami, barcha toq sonlar to'plami 

sanoqli boiadi.
Sanoqli boimagan cheksiz to'plam sanoqsiz to'plam deyiladi.
[0, 1] segmentiga ekvivalent boigan to'plam kontinuum. quvvatga ega 

deyiladi. Kontinuum quvvat ni с ko'rinishda belgilaymiz. Quvvati kon
tinuum quvvatdan ham katta to'plamning mavjudligini quyidagi teo- 
rema yordamida ko'rsatish mumkin.

Teorema. Biror M  to'plamning barcha qism to'plamlari sistemasini 
2ai ko'rinishda belgilasak, и holda m (2Л/) > m(M)  munosabati o'rinli 
bo'ladi.

Agar M  to'plam chekli boiib, uning quvvati n ga teng boisa, u 
holda 2Л/ ning quvvati 2" ga teng bo'lishini ko'rish qiyin emas. Shuni 
hisobga olib m quvvatli ixtiyoriy M  to'plam uchun 2Л/ ning quvvat ini 
2'" ko'rinishda belgilaymiz.

Quvvati 2C boigan to'plam giperkontinuum quvvatga ega to'plam 
deb ataladi. Misol uchun [0,1] segmentning barcha qism to'plamlari 
to'plami giperkontinuum quvvatga ega.
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Masalalar

1.3.1. R to ‘plami va (0,1) intervali bilan ekvivalent ekan
ligini ko‘rsating.

Yechimi. у =  arctgx funksiyasi monoton o‘suvchi, aniqlanish so
hasi R va qiymatlar sohasi (—y , y )  bo'lganligidan, у — ~arctgx  + ^ 
funksiyasi R to'plami va (0,1) intervali orasida o'zaro bir qiymatli aks
lantirish bo'ladi. Bundan R to'plami (0,1) intervaliga ekvivalent ekan
ligi kelib chiqadi.

1.3.2. Sanoqli to ‘plamlarning sanoqli sondagi birlashmasi 
sanoqli to ‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. A\, A 2, . ■., An, . . .  sanoqli to'plamlar berilgan bo'lsin.
OO

A =  (J Ak to'plamning sanoqli ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Sodda-
f c = l

lik uchun AiCiAj — 0 , i ф j  deb olaylik. Chunki, bu shart bajarilmagan 
holda Ai, A2, . . . ,  A „ , . . .  to'plamlar o'rniga

B\ =  Ai, B2 =  A 2 \ A i , . . . ,  Bn =  An \ ( U Ak), ■ ■ ■
k = l

to'plamlarni qaraymiz. Bi П Bj =  0, г ф j  va U A „ =  U Bn ekanligiП=1 П=1
ravshan.

Afc to'plamlar sanoqli bo'lgani uchun ularning elementlarini nomer- 
lab chiqamiz:

Ai : an , ai2, . . .  ,a\n, ...
A 2 : a21, a2\,. . .  ,a2n, . . .

akn elementlari bilan tekislikning koordinatalari (к, n) bo'lgan nuq
talari orasidagi o'zaro bir qiymatli moslik o'rnatamiz: akn •*-+ (k,n). 
a n̂ elementlarni tekislikda sxematik ravishda chizmadagidek qilib 
ko'rsatish mumkin (5-rasm). Ak ning elementlariga I chorakning ab- 
sissasi к (к =  1, 2 , . . . )  ga, ordinatalari 1, 2, . . .  bo'lgan nuqtalar mos 
keladi.
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5-rasm

Jadvaldagi elementlarni: an ni birinchi element, a12 ni ikkinchi element, 
a2i ni uchinchi element va h.k. chizmada ko‘rsatilgandek qilib nomerlab 
chiqish mumkin. Shunday qilib, A ning har bir elementi ma’lum bir 
nomerga ega bo‘ladi.

1.3.3. Butun sonlar to ‘plami Z, ratsional sonlar to ‘plami 
Q sanoqli to ‘plamlar ekanligini ко‘sating.

Yechimi. Z =  Z+ U Z_ deylik, bunda Z+ =  { m  : m G Z, m  >  0} va 
Z_ = {m : m G Z, m <  0}. Z+ va Z_ to'plamlar har biri natural sonlar 
to‘plamiga ekvivalentligidan, ular sanoqli bo'ladi. 1.3.2-misoldan ikkita 
sanoqli to'plamning birlashmasi bo'lgan Z to'plami ham sanoqlidir. 

Har bir n G N uchun

Q n =  : m G Z|

bo'lsin. Har bir <Q>„ to'plam sanoqli bo'lgan Z to'plamiga ekvivalent.
1.3.2-misoldan sanoqli to'plamlar birlashmasi bo'lgan Q to'plami ham 
sanoqlidir.

1.3.4. Barcha irratsional sonlar to ‘plami I bilan barcha 
haqiqiy sonlar to ‘plami К ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Bu to'plamlar orasida o'zaro bir qiymatli moslikni 
quyidagicha qurishga bo'ladi. n\/2, n G N ko'rinishdagi son
lar to'plamini L orqali, I ning n\/2 ko'rinishda ifodalash mumkin 
bo'lmagan barcha elementlari to'plamini С  orqali belgilaylik. U holda

I =  C U L ,  R  =  C U ( L U Q ) .

1.3.3-misolga asosan, Q sanoqli to'plam. L sanoqli ekanligidan, 1.3.2- 
misoldan L U Q ham sanoqlidir. Demak, L va L U Q to'plamlar orasida
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o'zaro bir qiymatli akslantirish mavjud. С  to'plamning har bir ele- 
montiga esa shu elementning o'zini 1110s qo'yamiz. Natijada I va К 
orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'rnatiladi.

1.3.5. Chekli sondagi sanoqli to ‘plamlarning Dekart 
ko‘paytmasi sanoqlidir.

Yechimi. Ko'paytuvchilar soni ikkita bo'lgan holm qarasli yetar- 
lidir.

A =  { « i .....a,----- }

В =  {b\.....b„ . ...}
sanoqli to'plamar bo'lsin.

A x В =  {(« ,. bj) : a, G A, bj G B}  

ning sanoqli ekanini ko'rsatamiz. Har bir n G N uchun 

D„ =  {{(a„.bj) : bj G B}  

to'plamlarni qaraylik. D n ~  В bo'lganligidan, har bir Dn sanoqli
OC

to'plam. A  x В =  (J D„  ekanligi va 1.3.2-misoldan A x В to'plam
n—1

ham sanoqli bo'ladi.
1.3.6. Koeffitsientlari ratsional sonlar bo‘lgan barcha 

ko‘phadlar to ‘plami P[X] ning sanoqli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Koeffitsientlari ratsional sonlar bo'lib, darajasi n ga 

teng barcha ko'phadlar to'plainini Pn [Xj orqali belgilaylik, bunda n G
N U {0 }. P[X] =  (J P„[X] bo'lganligidan. har bir Pn[X] to'plamning

n> о
sanoqli ekanini ko'rsatish yetarli. Bulling uchun P„[X] ~  Q'l+1 ni 
asoslash yetarlidir. Bu esa

p(t) =  a0 +  ait +  a-2t2 +  ...a„t" —> (a0, ab a2, ...,a„) G Q"+I

moslikdan kelib chiciadi.
1.3.7. Ixtiyoriy cheksiz A to ‘plamning sanoqli to ‘plamga 

ekvivalent bo‘lgan qism to ‘plami mavjudligini isbotlang.
Yechimi. A dan olingan biror nuqtani «i deb belgilaylik. A cheksiz 

to'plam bo'lganligi uchun A \  {ai} bo'sh emas. A \ { « i }  dan biror 
element olib, uni a2 orqali belgilaymiz. (A \ {ax}) \ {a2} to'plam bo'sh 
emas, undan olingan elementni яз orqali belgilaymiz va h.k. A cheksiz 
to'plam bo'lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin. 
Natijada, turli elementlardan iborat sanoqli a2, ..., a „,...} to'plam 
hosil bo'ladi.
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1.3.8. [0. lj kesmaning sanoqsiz ekanligini kolrsat,ing. 
Yechimi. Fara/ qilaylik [0.1] kesma sanoqli bo'lsin. L holda bu 

to'plam elementlarini nomerlab chit|ish mumkin:

■i'l- Xo.......2’n, . . .

Bu sonlar 0 bilan 1 orasida joylashgani uchun ularni quyidagicha vozisli 
mumkin:

2’1 =  0 , оц«12«13 . .. aln . . .
Xо =  0 . 2̂1̂ 22̂ 23 • • ■ « 2n ■ • •
*3 =  0. 031П32«33 • • ■ «3» ■ • •

Z,i 0. (!,, i «„2a„3 • • ■ Hun • • •
................................................ 1

bu yerda a,к -  X; sonining k-o'nlik raqami. Endi

6 =  0,616263 • • -b„ ■ . ■

sonini quyidagicha tuzaylik:

=  f 2, agar a„„ =  1,
\ 1, agar а,и, ±  1.

Natijada b„ ф- an„, n E N. U holda 6 £ [0 , 1] soni

X1 - x2,.. - ,x„,. . .

sonlarning birortasiga ham teng emas. Bu esa

[0 .1] = {xi, x2---- , x „ , . . .}

ga ziddir. Hosil bo'lgan ziddiyatdan [0, 1] kesmaning sanoqsiz ekanligi 
kelib chiqadi.

1.3.9. [я, 6] segmentda aniqlangan monoton funksiyaning 
uzulish nuqtalari to ‘plami chekli yoki sanoqli bo‘lishini isbot
lang.

Yechimi. [a, 6] segmentda monoton o'suvchi / ( x )  funksiya berilgan 
bo'lib, xq uning berilgan segmentga tegishli ixtiyoriy uzulish nuqtasi 
bo'lsin. / (x)  funksiya [a,xo) va (xUt6] yarim intervallarda monoton va 
chegaralangan bo'lgani uchun

f i x  — 0 ) =  lim / (x )  va / ( x  +  0 ) =  lim /(x )
т—*Гц — 0 :i’—,ro4 0
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limitlar mavjud. Shuning uchun uzulish nuqtasi /  (x) funksiyaning 
1-tur uzulish nuqtasi bo'ladi. f ( x {) + 0) — f ( x {) — 0) ayirmaga / ( x) 
funksiyaning x 0 nuqtadagi sakrashi deyiladi. Berilgan funksiya mono- 
ton o'suvchi bo'lgani uchun har bir uzulish nuqtadagi sakrashi mus- 
bat sondan iborat. Berilgan funksiyaning sakrashi biror a sonidan
katta bo'lgan uzulish nuqtalari soni chekli  ̂^  ^ a  ̂ sonidan katta

emas. Haqiqatan, agar berilgan funksiya sonidan katta
n sondagi uzulish nuqtalarda a dan katta sakrashlarga ega bo'lsa, u 
holda bu sakrashlarning barchasining vig'indisi f{b) — f(a) ayirmadan 
katta bo'lardi. Bunday bo'lishi mumkin emas. Funksiyaning sakrashi ^ 
sonidan katta bo'lgan uzulish nuqtalari to'plamini Ek orqali belgilaylik. 
Barcha uzulish nuqtalari to'plami E quyidagidan iborat bo'ladi:

E =  Ei U  E2 U . . .  U  Ek U  . . .

Ek to'plamlarning har biri chekli bo'lganligidan, E to'plami ko'pi bilan 
sanoqli bo'ladi.

1.3.10. Agar ixtiyoriy А С X  sanoqli to ‘plami uchun \X \ 
A\ =  |X| munosabati o ‘rinli bo‘Isa, и holda X  sanoqsiz to ‘plam 
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Aksinchasini faraz qilaylik, Aytaylik, X  sanoqli to'plam 
bo'lsin, ya’ni

X  =  {.xb x2, ...,xn, ....}.
Uning A =  {x 5, Хб, ..., xn, ...} sanoqli qism to'plamini olsak, u holda 
X  \ A =  {x b 22 , 2:4}  va \X \ A\ =  4. Natijada \X \ A\ ф |X| kelib 
chiqadi.

1.3.11. Uchlarining koordinatalari ratsional bo‘lgan tekis- 
likdagi barcha uchburchaklar to ‘plamining quvvati nimaga 
teng?

Yechimi. Tekislikdagi har bir uchburchak uchlarining koordinata
lari orqali bir qiymatli aniqlanadi. U holda berilgan to'plamning har bir 
uchburchakiga M  =  Q2 x Q2 x Q2 to'plamning elementlari mos keladi va 
aksincha. Sanoqli to'plamlarning chekli sondagi Dekart ko'paytmasida 
sanoqli to'plam bo'lganligidan, M  sanoqli to'plam bo'ladi. Demak, 
bunday uchburchaklar to'plami sanoqli bo'ladi.

1.3.12. Agar \A \ B\ =  \B \ A\ bo‘lsa, и holda |A| =  |J3|. 
Yechimi. Teng quvvatli to'plamlar ekvivalent to'plamlar bo'lganligi

uchun, agar A\B ~  B\A bo'lsa, u holda A ~  В munosabatini o'rinligini 
isbotlash yetarli. A =  (A \ B)  U (А П B)  va В =  ( B \ A ) U ( A n B )  
tengliklarini qaraylik. Bundan A\B, АГ\В va B\A, АГ\В to'plamlari
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umumiy nuqtalarga ega emas. Shart bo'yicha A\B  ~  B\A  va AClB ~  
.4 П В bo'lsa, u holda 4  ~  B.

1.3.13. Agar Л С  В va |.4| = |.4 U C\ bo‘lsa, и holda \B\ = 
\B U C\.

Yechimi. 1.3.12-misolga o'xshash, agar А С В va A  ~  AUC  bo'lsa. 
u holda В ~  В U С  munosabatini isbotlaymiz.

Quyidagi munosabatlar o'rinli:

B =  A U ( B \ A )  (1.2) 

B U G  = { A U { C \ B ) ) U ( B \ A )  (1.3)

(1.2) va (1.3) tengliklarning o‘ng tomonlaridagi birlashmadagi 
to'plamlar umumiy nuqtalarga ega emas. Bundan A va A  U (С \ B) 
to'plamlari ekvivalent, chunki 4  С 4  U (С \ В) С 4  U С  shart bo'yicha 
A ~  4 u C . Demak, A  ~  A U ( C  \ B) va (1.2), (1.3) tengliklarini hisobga 
olsak, В ~  В U С  kelib chiqadi.

1.3.14. Chekli sondagi barcha haqiqiy sonlar ketma- 
ketliklari to ‘plamining quvvati nimaga teng?

Yechimi. Chekli sondagi barcha haqiqiy sonlar ketma-ketliklari
OO

to'plami [J An bo'lib, bu yerda An uzunligi n-ga teng bo'lgan ketma-
71= 1

ketliklar to'plami, ya’ni An =  R x .... x R, bunda M haqiqiy sonlar
v
n

to'plami. Ш ~  (0,1] dan 4„ ~  (0,1] x ... x (0,1]. Oxirgi to'plam
OO

(0,1] ga ekvivalent. Natijada An ~  (n — 1 ,n\. U holda (J Av to'plami
71=  1

(0,1]U (1, 2]U... =  (0, +oo) ga ekvivalent. Demak, kontinuum quvvatiga 
ega ekan.

1.3.15. To‘g‘ri chiziqda o ‘zaro kesishmaydigan barcha in- 
tervallar to ‘plamining quvvati nimaga teng?

Yechimi. To'g'ri chiziqda &  = {Ua : Ua П Up =  0, a /  13} o'zaro 
kesishmaydigan intervallar to'plamini qaraymiz. Har bir Un intervalga 
tegishli xn ratsional sonini bu intervalga mos qo'yamiz. U„ П Up =  0 
bo'lganligidan, а ф в  da xn ф x,f o'rinlidir. Ratsional sonlar to'plami 
sanoqliligidan, &  ham sanoqli to'plam.

1.3.16. Agar M  sanoqsiz to ‘plam va A uning chekli yoki 
sanoqli qism to ‘plami bo‘lsa, и holda M va M \ A  to ‘plamlar 
o ‘zaro ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. M\A  to'plam sanoqsiz bo'ladi, aks holda M  =  AU(M\A)  
tengligidan M  to'plami chekli yoki sanoqli bo'lib qoladi. M  \ A



3 0 I. T o ' p b u n l a i  n a z a r iy a s i  e lo n io n t la r i

to'planiidan sanoqli .4| to'plainini olib. qolgan qisniini Л7 orqali bel
gilaymiz. U holda

AI \A = .4! U .V. AI = (.4 U A \) U N

munosabatlariga egamiz. Sanoqli .4i va .4 U .4i to'plamlari orasida bir 
qiymatli moslik o'rnatamiz, N  to'plamining har bir elementini o'ziga 
mos qo!yamiz. Natijada AI \ A va AI to'plamlari orasida bir qiymatli 
moslik o'rnatamiz.

1.3.17. Ixtiyoriy cheksiz A to ‘plami bilan chekli yoki 
sanoqli В to ‘plamining birlashmasi A to ‘plamiga ekvivalent 
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Agar A sanoqli bo'lsa, u holda A U В to'plam sanoqli 
bo'lib, A to'plamiga ekvivalent ekanligi kelib chiqadi.

Agar A sanoqsiz bo'lsa, u holda A u B  to'plami ham sanoqsiz bo'ladi. 
Sanoqsiz to'plam undan chekli yoki sanoqli to'plamni olib tashlashdan 
paydo bo'lgan qism to'plamiga ekvivalent bo'lishidan A U В to'plami 
A =  (A U В) \ (B \ A) to'plamiga ekvivalent ekanligi kelib chiqadi.

1.3.18. Natural sonlarning barcha juftliklari to ‘plami P  
sanoqli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. (p, q) natural sonlar juftligining balandligi deb p+q sonini 
aytamiz. Ravshanki balandligi тг ga teng bo'lgan natural sonlar juftlik
lari n — 1 ta bo'ladi. Pn orqali balandligi n ga teng juftliklar to'plamini 
belgilaymiz.

Pn =  {(1, n ~  1), (2, n -  2), ..., (n -  1, 1)}
OO

hamda P =  \J Pn bo'lishidan P  to'plamning sanoqli ekanligi kelib
n = 2

chiqadi.
1.3.19. Agar D sanoqli to ‘plam bo‘lsa, и holda uning ele- 

mentlaridan tuzilgan barcha chekli ketma-ketliklar to ‘plami 
S sanoqli to ‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. n ta natural sondan iborat bo'lgan barcha to'plamlar 
birlasmasini Pn orqali belgilaymiz. Chekli to'plamlarning sanoqli bir- 
lasmasi sanoqli to'plam bo'lishidan Pn to'plamining sanoqli ekanligi

OO

ravshan. Bundan esa S =  [J P„ to'plamining ham sanoqli ekanligi
71= 1

kelib chiqadi.
1.3.20. M” fazoning ratsional koordinatali barcha nuqtalari 

to ‘plami Qn sanoqli bo‘lishini ko‘rsating.
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Yechimi. Q sanoqli to'plam bo'lganligidan, n sondagi sanoqli 
to'plamlarning Dekart ko'paytmasi bo'lgan Q" to'plami, 1.3.5-misolga 
asosan sanoqli to'plam bo'ladi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:
a) agar А С В va .4 ~  A  U С  bo'lsa, u holda В ~ B U C ;
b) agar A D С, В D D va С U В ~  С bo'lsa, u holda A U D  ~  A.
2. Chekli A va В to'plamlarning elementlari sonini mos ravishda 

n{A) va n(B)  ko'rinishlarda belgilaylik. Quyidagi tenglikni isbotlang:

n(A U B) =  n(A) +  n(B) — n{A П B).

3. Tekislikda uchlarining koordinatalari ratsional sonlardan iborat 
bo'lgan barcha to'rtburchaklar to'plamining quvvatini toping.

4. Sanoqli to'plamning ixtiyoriy qism to'plami chekli yoki sanoqli 
bo'lishini ko'rsating.

5. Fazodagi ratsional koordinatali barcha nuqtalar to'plamining 
sanoqli ekanligini isbotlang.

6. Tekislikda markazining koordinatalari ratsional sonlar bo'lib, ra
diusi ham ratsional son bo'lgan barcha aylanalar to'plamining sanoqli 
ekanligini isbotlang.

7. Ixtiyoriy cheksiz to'plamning sanoqli qism to'plami mavjudmi?
8. Musbat sonlar to'plamining ba’zi sanoqsiz to'plamini E  bilan 

belgilaylik. E  П (£, +oo) to'plami sanoqsiz bo'ladigan £ > 0 sonining 
mavjudligini isbotlang.

9. Sonlar o'qida berilgan E  to'plamning ixtiyoriy ikki elementi 
orasidagi oraliq birdan katta bo'lsa, u holda bu to'plamning chekli yoki 
sanoqli bo'lishini ko'rsating.

10. Sanoqli to'plamning barcha chekli qism to'plamlarining to'plami 
sanoqli ekanligini isbotlang.

11. Natural sonlarning qat’iy o'suvchi barcha ketma-ketliklari 
to'plamining quvvatini toping.

12. Natural sonlarning 10 sonini o'z ichiga olmaydigan barcha 
ketma-ketliklari to'plamining quvvatini toping.

13. Ratsional sonlarning mumkin bo'lgan barcha ketma ketliklari 
to'plamining quvvatini toping.

14. Tekislikda o'zaro kesishmaygan doiralar to'plami berilgan. Shu 
to'plam sanoqsiz bo'lishi mumkinmi?

15. [a, wj segmentda aniqlangan barcha sonli funksiyalar to'plami 
giperkontinuum quvvatga ega ekanligini isbotlang.
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16. [o, b] segmentda uzluksiz bo'lgan barcha funksiyalar to'plami 
kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

17. [u,b\ segmentda monoton bo'lgan barcha funksiyalar to'plami
ning quvvati qanday?



II  D O B
0 ‘lchovlar nazariyasi elementlari

2.1. 0 ‘ lchov tushunchasi

Bo‘sh boimagan X  to'plam uchun P(X)  orqali X  to'plamning bar
cha qism to'plamlari sistemasini belgilaymiz.

Bo'sh boimagan 38 С P( X)  sistema birlaslmia va ayirnia amallariga 
nisbatan yopiq bo'lsa, ya’ni A, В G 38. ekanligidan. A U В G 38. A \ 
В G 38. kelib chiqsa, u holda 38 halqa deyiladi.

Agar 38- halqa boisa, u holda А П В = A \ (A \ В) tengligiclan 
А П В G 38 kelib chiqadi. Bundan tashqari A A  В = (A  U В) \ [А  П B) 
tengligiclan A A B  G 38. kelib chiqadi. Demak, 38. kesishma va simmetrik 
ayirma amallariga nisbatan vopiqdir.

Bo'sh bo'lmagan 58 С P( X)  sistemaning har bir A, В G 58 ele- 
mentlari uchun shunday o'zaro kesishmaydigan (\ ..... C n G 58 mavjud

П
bo'lib, A \B  =  (J Ci tengligi bajarilsa u holda 58 yarim halqa deyiladi.

«=i
Misollar. 1. X  ixtiyoriy bo'sh boimagan to'plam boisa, u holda 

S = P{ X)  yarim halqa bo'ladi.
2. S =  {0, {a }, {6, c} {a, 6, c } }  yarim halqa bo'ladi.
3. S =  { [or., b) : a, b G M} yarim intervallar sistemasi yarim halqa 

bo'ladi.
4. S =  {[a, b) x [c, d) : a, b,c,d. G R } to'rtburchaklar sistemasi yarim 

halqa bo'ladi.
Agar 38. С P(X)  halqa uchun X  G 38. bo'lsa, u holda 38. algebra 

deyiladi.
OC

Agar ixtiyoriy A 1 .A 2 , —, A n, ... G 38. uchun [J A„ G .3? bo'lsa, u
I

holda 38. -  a-halqa deyiladi.
Agar 38. bir vaqtda algebra va сг-halqa bo'lsa, u holda 38 -  a-algebra 

deyiladi.
Yuqoridagi misollardan, 1, 2 misollardagi yarim halqalar cx-algebra 

bo'lib, 3. 4 misollardagi yarim halqalar <7-algebra boimaydi.
58 с  P(X)  biror yarim halqa boisin. ^ : 58 —+ R nomanfiy 

funksiyasi ixtiyoriy o'zaro kesishmaydigan A\, Ao, ..., A n G 58, bunda
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U - 4 = E H . 4 ; )

tengligini qanoatlantirsa. u holda // o'lchon deyiladi.
Agar ixtiyoriy o'zaro kesishniaydigan .A i. .4 j ..... A,,,... £ У .  hunda

ОС

U Ai £ .5̂ , to’plamlar uchun
/--=1

U ] - Тмл„)
\ n  =  1 /  И - - 1

tengligi bajarilsa, u holda ft sanoqli-additiv (yoki cr-additiv) deyiladi.
Misollar. 1. S =  {[«,6) : a.b £  R}  yarim intervallar yarim 

halqasida
//([a, b)) =  b — a 

sanoqli-aclditiv o'lchov bo'ladi.
2. S =  {[a, b) x [c, d) : a, b, c, d £ R } yarim halqada

b) x (c, d)) =  (b — n)(d — c)

sanoqli-additiv o'lchov bo'ladi.
3. X  ixtiyoriy bo'sh bo'lmagan to'plam, x £ X  va S = P( X )  da

ц(А) = ( 1. agar x £ A ,
l o , agar x tfz A 

sanoqli-additiv o'lchov bo'ladi.
4. Agar pi, ...,цп o'lchovlar, t\..... t„ musbat sonlar bo'lsa, u holda

П

Ц — Y! tifa ham o'lchov bo'ladi. Hususan, x\, ...,x„ £ X  uchun
i=i

M(A) =  1
j-,eA

o'lchov bo'ladi.
Aytaylik, X  biror to'plam, 5? С P(X)  yarim halqa, esa o'lchov 

bo’lsin. Har bir А е У  to'plam uchun ц*(А) tashqi o'lchovni

: A c  (J Ak, Ak £ У )  
к к

kabi aniqlaymiz. Agar A £ P(X)  to'plami va Ve > 0 uchun shunday 
В £ S? to'plami topilib, p*(A A  B)  < t bajarilsa, u holda A to’plami 
Lebeg ma’nosida o'lchovli deyiladi.
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Masalalar

2.1.1. X  to ‘plam ning ix tiyoriy  bo ‘sh ЬоЧтадап qism t o ‘p- 
lamlari oilasi S uchun, S ni o lz ichiga oluvchi shunday ya 
gona R(S) halqa m avjudki, и S ni o ‘z ichiga oluvchi ixtiyoriy  
halqada yotadi.

Yechimi. Rt) = P| /?„ kesislnnani qaravmiz. bunda Rn -  S ni o'z
П

ichiga oluvchi X  ning qisin to'plamlaridan iborat halqa. S ni o'z ichiga 
oluvchi P(X)  halqa bo'ladi, shu sababdan R{) ф 0.

Endi A, В G Ro bo'lganligidan, Va uchun Л, В G R„.  Ta’rifga ko'ra 
A U В G Rr> va A\B e  Rn munosabati o'rinli. a ixtiyoriy ekanligidan, 
A U В G Ra va A \ В G Ro- Demak, Rq halqa bo'ladi.

Har bir a uchun S С Ra bo'lganligidan, S С Ro kelib chiqadi. S 
ni o'ziga oluvchi X  to'plamning qism to'plamlarining ixtiyoriy halqasi 
biror Ra ga tengdir, bundan u Rq halqani o'z ichiga oladi.

2.1.2. Agar S С P ( X)  yarim halqa bo4sa, и holda R(S) mi
nimal halqa shunday A to ‘plamlardan iborat bo‘ladiki, bunda

П

A =  \ jA u А { G 5, Aj П A j =  0,
i=l

г ф j , i , j  =  1,2, n G N.
Yechimi. L orqali A' ning shunday qism to'plamlarini belgilaymizki, 

bu qism to'plamlar S ga tegishli to'plamlarning chekli yoyilmasiga ega 
bo'lsin. L ni o'z ichiga oluvchi har bir halqa chekli birlashmalarga nis
batan yopiqdir. Tasdiqni isbotlash uchun L halqa ekanligini ko'rsatish 
yetarlidir.

A , B e L  lar uchun A  U В G L va A\B G L ekanligini ko'rsatish 
kerak.

Aytaylik,
n m

a  =  \J a „  b  =  \J b „
i=i <=i

bunda Аг fl Aj =  0 va В; П Bj =  0, i ф j .  Dastlab A U B\ G L ni 
isbotlaymiz.

Quyidagi tenglik o'rinlidir:

AUB1 =  H \ B 1)UBi =  ( ( и д )  \ B^ UB1 =  ^ L J ( A \ B i ) ^ u 5 1.

Endi S yarim halqa bo'lganligidan, har bir Д  \ B\ to'plam S ga tegishli 
to'plamlarning chekli yoyilmasiga egaligidan barcha A U B\ yig'indilar



shuuclay yovihnaga ega boiadi. , 4 u f i |  ga ketma-ket B>. B:i. .... B„ 
to'planilarni birlashtirsak. biz liar bir qadamda L ning to'plamiga ega 
boiamiz, bundan A U В G L o'rinli.

Quyidagini yozamiz:

A \ B i =  ^ J a ^ \ B 1 = | jJ (A , \ B x)^

Bundan A\B\  G L. Endi

A \ ( B 1U B 2U. . .UB,„)  =  (((A \B\)\ B2) \ ... \ B,„) 

dan A \ В G L.
2.1.3. Agar В С A o ‘lchovli to ‘plamlar bo‘lsa, и holda

li{A\B)  =  ti { A ) - ti{B)

tengligini isbotlang.
Yechimi. В С A boiganligidan, A =  (А \ B) U В boiib, A \ В va 

В to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. U holda

р.(А) =  /z((A \ B) U B) =  fi(A \ B) +  //(B ).

Bundan
P(A \ B) =  ft-(A) — fi(B)

tenglikka ega boiamiz.
2.1.4. A, В o ‘lchovli to ‘plamlar. Agar E ,F  o ‘lchovli 

to ‘plamlar uchun

A A E  = В A F , n ( E ) = fi(F) =  0

bo‘lsa, и holda ц{А) = //(В ) ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. A A E =  (A \ E) U (F  \ A) va В \ F  = (B \ F) U  (F  \ B) 

ekanligidan,
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( A \ F ) U ( F \ A )  =  ( B \ F ) U ( F \ B )  

ya'ni 
((A \ F) U (F  \ A)) =  fi ((B \ F) U (F  \ B)) 

Bundan 

p ( A \ E )  +  f i (E\  A) =  n (B \ F) +  n (F \ B ) . 

U holda fi (E) =  Ц (F) =  0 ekanligidan, p ( E \ A )  =  ц (F \ B) =  0. 
Demak, ц ( А \ Е )  = ц (В \ F).
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Endi
/' (4 ) =  // ((-4 \ E)  U E) =  /I {A \ E )  +  t-i (E)  =  fj [A \ E )  =
= h ( B \ F )  =  //. ( B \ F )  + fi (F) = fi ((B \ F ) U  F)  =  /i (B)

ya’ni ft (.4) = ft (B).
2.1.5. Tenglikni isbotlang:

fi (A) + fi (В ) =  ft (A U B) + fi (Л П B ) .

Yechim i. A, В to'plamlar o'lchovli bo'lsa A U В, А Г\ B, A \ 
(АГ\В),  B \  ( A n B )  to'plamlari ham o'lchovli ekanligi ma’lum va 
A n B ,  A \ (А П В ) , В \ (А П B) to'plamlar o'zaro kesishmaydi. U 
holda

fi(A U B ) =  fi{{A \ (А П B))  U ( 5 \ ( A n  B)) U (А П B)) =

=  fi(A \ (А П B)) +  fi(B \ (АП B)) +  fi{A П B) =

=  fi(A) — fi(A П B)  +  fi(B) — ц(А ПВ)  +  /л(А n B )  =

=  fi(A) +  fi{B) -  fi(A П B).

Bundan fi (A) +  fi (В ) =  fi (A U В) +  ц (А П B ) .
2.1.6. Tenglikni isbotlang:

fi(A u B u C )  =  p{A) +  fi{B) +  fi(C)—

—fi{A П B) -  fi{B П C)  -  fi{C'П A) +  fi(A П В П C). 

Yechim i. 2.1.5-misoldan foydalansak,

fi{A U B U C )  =  fi{(A U B ) U C )  =

=  fi(A U B) +  fi{C) -  fi((A U В ) ПС )  =

=  fi{A) +  fi{B) -  fi(A П B) +  fi(C) -  fi((A П C) U (В П C)) =

=  fi(A) +  fi{B) + fi(C) -  fi(A П B)  -  fi((A П С ) и ( В П  C)) =

= fi(A) +  fi(B) +  fi(C) -  fi(A П B ) -  

— \fi((A n C) +  fi{B П C) -  fi((A П С) П {В П C)))] =

=  fi(A) +  fi{B) +  fi(C)—

- fi(A П B) -  fi{B n C)  -  fi(C  n A) +  fi(A П В П C).

2.1.7. Agar
A\ С A2 С • • • A n С • • •
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o ‘chovli t o ‘plam lar va .1 = j j  .4,, bo ‘lsa, a holda /i(A)
n \

lim MAi) ekanligini k o ‘rsating.II —>00
Yechimi.

MA - // ( [J ,4„
V'-l /

= /' (A U (A-> \ .4i) U • • ■ U (.4,, \ .4,, |) U • • •) =
= [// — sanoqli-additiv] =

= MA) + M A \ A ) + • • • 4- ц(А„ \ A„_ |) + • • • =
ОС

= MA) +  ]Г (М А ) -  ц{Ак -0 ) = lim //(A,).
* П—> OG
h=2

2.1.8. Agar
А г D A 3 2  • • • 2  A„ D ■ • • 

o ‘chovli t o ‘plam lar va A = P| A„ bo ‘Isa, и holda M A
n--1

lim MAi) ekanligini k o ‘rsating.
n—»00

Yechimi. 2.1.7-misoldan

4

Bundan

.4, \ П  A, ) =  /X ( U (A  \ A ) = lim (//(.40 -  fi(An)).
71 =  1 /  \ /7  — 1

MA) -  M f] A ) = lim (MA) -  MA)),1 1 n—*oc
n .=  1

ya'ni /;(.4) =  lim MAO-
n —*OG

2.1.9. 0 ‘nli kasr yozuvida  7 raqam i qatnashmagan  [0. 1] 
kesm adagi barcha son lar to ‘plam ining Lebeg o ‘lchovini to 
ping.

Yechimi. E  o'nli kasr yozuvida 7 raqami qatnashmagan [0. 1] 
kesmadagi barcha sonlar to'plami bo'lsin.

Bu to'planmi quyidagicha qurish mumkin. Birinchi qadamda [0.1] 
kesma teng 10 kesmaga bo'linadi va [0.7. 0.8) yarim intervali chiqarib 
tashlanadi, clmnki bu oraliqqa tegishli sonlarning o'nli kasr yozuvida 
verguldan keyingi birinchi raqami 7 ga tengdir.

Ikkinchi qadamda qolgan

[0,0.1], [0.1. 0.2], [0.2. 0.3]. [0.3.0.4]. [0.4, 0.5],

[0.5.0.6], [0.6.0.7), [0.8.0.9]. [0.9.1]
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kesnialar lii im teng 10 kesniaga 1 ><>'l in i l>. har bir ye ttinch i kesma ch iqar ib  

tash lanad i.  ya 'n i [0.0.1] dan  [0.07. 0.08]. [0.1. 0.2] dan  [0.17.0.28! va 

hokazu.

Kevin qolgan barcha kesmalar ham shu tar/.da bolinib. har bir 7-chi 
kesma. chiqarib tashlanadi. Bu jara.yon cheksiz davom ettirilsa. qolgan 
mu|talar to'plami E to'plamini beradi.

Endi [0,1] \ E ning o’lchovini hisoblaymiz. Bu to'plam uzunligi 
bo'lgan bitta [0.7.0.81 kesma. uzunligi ^  boigan 9-ta kesma. umu- 
man. uzunligi bo'lgan 9A-ta kesma va hokazo kesmalardan iborat. 
Bundan

i' (t°- \E ) = ^  ^  + ••■+ = 1

Demak, fi(E) = 0.
2.1.10. O lnli kasr yozuvida  1 va 2 raqamlari qatnashm agan  

[0,1] kesmadagi barcha son lar t o ‘plam ining Lebeg o ‘lchovini 
toping.

Yechimi. Bu to'plamni E orqali belgilaymiz hamda quyidagicha 
quramiz.

Birinchi qadamda [0,1] kesmadan [0.1, 0.3) yarim intervalni chiqarib 
tashlab, qolgan [0.3,1] kesmani qoldiramiz. Chunki [0.1. 0.3) oraliqdagi 
ixtiyoriy sonning oiili kasr yozuvi 0.1. . .  yoki 0.2 . . .  ko'rinishda bo'ladi:

Ikkinchi qadamda har bir [0.3. 0.4], [0.4,0.5]..... [0.9,1] kesmalar
uclnm ham dastlabki 4 qismidan iborat yarim intervallarni olib tash- 
laymiz.

Shu jarayoimi cheksiz davom ettirsak o'lchovlari
2 2 -3  2 -9  2-3*'
5 25 125 5 • 5*' 

sonlar ketma-ketligiga mos oraliqlar olib tashlanadi. Bu oraliqlar [0,1]\ 
E clan iborat bo'ladi. U holda

2 2 3 2 3 
//([0,1]\£’) =  -  +  - -  -  + - -  ( - ) “ +  ... = 1

о O •> 3 0

Demak. / /(F) = 0.
2.1.11. R da ixtiyoriy  m usbat o ‘lchovga ega t o lplam  kon

tinuum quvvatga egaligini isbotlang.
Yechimi. .4 С Ш to'plami uchun //(A) = f > 0 bo'lsin. R da 

Lebeg oichovi xossasidan shunday G С A oshiq to'plam mavjud bo'lib. 
//(A \ G) < |. Bundan

K G ) =  //(A) -  / /(A \ G) > £ -  J =  £,
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ya'ni G musbat oichovga ega. Demak. G bo'sh boimagan ochiq 
toplam. U holda shunday а ф b sonlari topilib, (o,b) С G. ya’ni 
{(i.b) С A. Endi (o,b) to'plam kontinuuni quvvatga ega ekanligidan, A 
ham kontinuuni quvvatga egaligi kelib chiqadi.

2.1.12. Agar [0,4] kesmaning .4 va В qism to ‘plamlari 
uchun ц(А) +  ̂ j(B) > 4 bo‘lsa //(.4fl£?) > 0 ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. 4 < fi(A) + / / (£)  = //(.4 U В) + ц(А П В), u holda

ц(А ПВ)  >  4 — ft (A U B) > 4  — 4 =  0,

bundan esa ц(А П B) >  0.
2.1.13. Haqiqiy sonlar to ‘plamidagi A о ‘Ichovli to ‘plam 

orqali aniqlangan

f(t) =  n([a,t]nA), te[a,b}

funksiyasining uzluksiz ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Ixtiyoriy t0 e [a, 6] soni berilgan bo'lsin. Dastlab [a, 6] 

kesmadan ixtiyoriy tn j  t{) bo'lgan ketma-ketlik olamiz. U holda A„ = 
[a, tn] П A ichma-ich joylashgan kamayuvchi to'plamlar ketma-ketligini 
tuzadi, hamda 2.1.8-misoldan foydalansak.

lim / (£„) =  lim fi([a,tn] П A) =
n —+ oo n —* oo

= /л(П (М «] П A)) =  м(Мо] n Л) =  f(t0)
n

munosabatiga ega bo'lamiz.
Endi [a, b] kesmadan ixtiyoriy t„ j  t0 bo'lgan ketma-ketlik olamiz. U 

holda
An = [a, t,,] П A

ichma-ich joylashgan o'suvchi to'plamlar ketma-ketligi bo'lib 
o'lchovning uzluksizligidan,

lim f(tn) =  lim fx{[a,tn] ПЛ) =
n~* OO 71—+OC

= tnJ П A ^ =  vda. *o] n A) =  f(t0)
Tl

munosabatga ega bo'lamiz. Demak, f(t) funksiya uzluksiz.
2.1.14. Haqiqiy sonlar to ‘plamida chegaralangan, o ‘lchovi 

4 ga teng A to ‘plamining o ‘lchovi 2 ga teng В qism to ‘plami 
mavjud ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi. Aytaylik. .4 С К. /'(-4) =  4 to'plami berilgan boisin. -4 
to'plami chegaralangan boiganligidan. A to'plamini o'z ichiga oluvchi 
shunday [я, b] oraliq mavjud boiib. fi([a,b] П .4) = 4 tengligi o'rinli 
boiadi. Ushbu

f ( t)  = fi([a, t] П.4), t G [a, b] 

funksiyasini qaraymiz. Bu funksiya uchun

f(a) =  0; f(b) — 4

ekanligi ravshan. Yuqoridagi misolda esa bu funksiyaning uzluksizligi 
koi'satilgan edi. Bundan oraliq qiymat haqidagi Boltsano -  Koshi teo- 
remasiga ko‘ra shunday t0 G [a, b] topilib,

f(to) =  2

tengligi o'rinli bo'ladi. U holda В =  [a, to] П A deb belgilasak, В С A va 
li(B) =  2 munosabatlarini qanoatlantiruvchi to'plamga ega boiamiz.

2.1.15. К da Lebeg o ‘lchovi orqali aniqlangan

f ( t )  =  v { [0 , t }nA) ,  0 <  t <  4

funksiyani aniqlang va uning grafigini chizing, bu yerda A =
[1,2] U  [3,4].

Yechimi. Agar t € [0,1) boisa, u holda [0, t] П A =  0. Bundan

f ( t )  =  M[0, t] П A) =  //(0) =  0.

Agar t G [1,2) boisa, u holda [0, t] П A =  [1, t\. Bundan 

f ( t)  = t] П A)  =  /x([l, *]) =  * -  1.

Agar t G [2,3) boisa, u holda [0, t] П A =  [1, 2]. Bundan 

f ( t )  =  /x([0, t]r\A) =  /i([l, 2]) =  1.

Agar t G [3,4] boisa, u holda [0, t] П A =  [1, 2] U [3, £]. Bundan 

/(* ) =М[ 0 , * ] ПЛ) = / х ( [ 112]и[3,«]) = t - 2 .

Demak,

m  =

0, agar t G [0,1), 
t — 1, agar t G [1,2),
1, agar t G [2,3), 
t — 2, agar t G [3,4].
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G-i'asm

2.1.16. M da kontinuum quvvatga ega va o ‘lchovi nol 
bo‘lgan to ‘plamga misol keltiring.

Yechimi. Fn =  [0,1] boisin. Bu to'plamdan Q. |) oraliqni 
chiqarib tashlaymiz va qolgan to'plamni F\ bilan belgilaymiz. Endi 
F\ to'plamdan (^. =) va (^. |) oraliqlarni chiqarib tashlaymiz va qol- 
gan to'plamni Fo bilan belgilaymiz. Fi to'plami 4 ta kesmadan iborat 
boiib , keyingi qadamda har bir kesmadan uzunligi ( i )3 ga teng o'rta 
oraliqni chiqarib tashlaymiz va qolgan to'plamni F-j bilan belgilaymiz 
va hokazo. Bu jarayonni davom cttirib ichma-ich joylashgan Fn yopiq

OO

to'plamlar ketma-ketligiga ega boiamiz. D = f] F„ deb belgilaymiz.
4= 1

D  to'plamning tuzilishini qaraylik. Bu to'plamga

0 1 i  1 I 2 7 8  
’ ' 3 ’ 3" 9 ' 9 ' 9 ' 9 "  " 

nuqtalari tegishlidir. Lekin D  to'plamda bu nuqtalardan boshqa nuq- 
talar ham mavjud. [0. 1] kesmadagi sonlarni uclilik sanoq sistemasida 
yozamiz:

^2 «3 , (h
3' 3 + ^ 3:!

bunda n„ = 0.1,2. O'nli kasrdagidek. bunda ham ba'zi sonlar (2.1) 
shaklda ikkita usulda yozisli mumkin. Masalan,

0 0 0 2 2 2

3 *  32 + 33 + "r 3" + "  ■' 

x € [0.1] soni D to'plamga tegishli bo'lishi uchun uning (2.1) 
ko'rinishdagi biror yozuvida 1 raqami qatnaslnnasligi zarur va yetar-

1 1
3 3 ' 32 + "■ + 3'

(2 .1 )
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lklir. D em ak .  liar bir .r € D  soniga

( i \ , a - 2 . . . . . a , , ..........  ( 2 . 2 )

bunda </„ = 0.2. ketma-ketligi mos kelacli. Bunday ketma-ketliklar 
to'plami quvvati kontiimumdir. Bulling uclmn. (2.2) ko'rinishdagi liar 
bir ketma-ketlikka

h: .b , ......К ....... (2.3)

ni mos qo'yamiz, bunda b„ = 0 agar a„ = 0 da, b„ =  1 agar a„ =  2.
Endi (2.3) korinishdagi ketma-ketlikni [0.1] kesmadagi sonning ikki- 

lik yozuvi deb qarasak, u holda (2.3) ko'rinishdagi sonlar to'liq [0.1] ni 
beradi. Bundan D kontinuuni quvvatli to'plam.

D to'plam oichovini topaylik. D to'plam to'ldiruvchisining o'lchovi

1 2  4 2 "_1
—  — “ t-  —  -f -  ” b ----------- +  . . .  =  1 .
3 9 27 3"

Bundan fi(D) =  0.
D to'plami Kantor to'plami deyiladi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. O'nli kasr yozuvida kamida bitta 3 raqami qatnashgan [0. 1] 
kesmadagi barcha sonlar to'plamining Lebeg o'lchovini toping.

2. Biror t.o'g‘ri chiziqda yotuvchi tekislikdagi ixtiyoriy A to'plamning 
yassi o'lchovi nol ekanligini ko'rsating.

3. Haqiqiy sonlar to'plamida chegaralangan. o'lchovi 5 ga teng A 
to'plamining o'lchovi 3 ga teng В qism to'plami mavjud ekanligini 
ko'rsating.

4. Kamida bitta icliki nuqtasi bo'lgan to'plamning o'lchovi nol 
bo'lishi mumkimni?

5. O'nli kasr yozuvida birorta ham 1 raqami qatnaslimagan [0,1] 
kesmadagi barcha sonlar to'plamining Lebeg o'lchovini toping.

6. O'nli kasr yozuvida kamida bitta 1 raqami qatnashgan [0. 1] 
kesmadagi barcha sonlar to'plamining Lebeg o'lchovini toping.

7. E  С [0,1] o'lchovsiz to'plam va A slmnday to'plamki. /u([0.1] \ 
E ) = 0. E  П .4 to'plami ham o'lchovsiz ekanligini ko'rsating.

8. O'suvchi chekli o'lchovli A„ to'plamlarning birlashmasining 
o'lchovi har doim chekli bo'ladimi?

9. Haqitpy sonlar to'plamida chegaralangan, o'lchovi 3 ga teng .4 
to'plamining o'lchovi 1 ga teng В qism to'plami mavjud ekanligini 
ko'rsating.
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10. Ixtiyoriy bo'sli boimagan ochiq .4 to'plami uchun ц(А) > 0 
ekanligini ko'rsating.

11. A gar .4 С [a.b] nmsbat oichovli to'plam bo'lsa. u holda bu 
to'plamda shunday x va у nuc[talar mavjud boiib. ular orasidagi masofa 
ratsional son boiishini ko'rsating.

2.2. 0 ‘lchovli funksiyalar

fi ixtiyoriy bo'sli boimagan to'plam, E bu to'plamning qism 
to'plamlaridan tuzilgan biror cr-algebra, /j esa £  da aniqlangan chekli 
sanoqli-additiv oichov boisin. (fi, E. //) uchligiga oichovli fazo deyi
ladi.

Biror /  : fi —> R funksiya berilgan boisin. Agar VcG  R uchun

/ _1( ( -o o ,c ) )  =  {x  e  fi : / ( x )  < c}

to‘plami oichovli boisa, u holda /  funksiya o ‘lchovli funksiya deyiladi. 
fi oichovli to‘plamda /  va g oichovli funksiyalar uchun

{x G fi : / ( x )  ф g{x) }

to‘plami oichovi nolga teng boisa, u holda /  va g funksiyalar ekvivalent 
deyiladi va /  ~  g kabi belgilanadi.

Agar fi to'plamda aniqlangan { / „  (x)}  funksiyalar ketma-ketligi 
uchun lim f n{x) =  f ( x )  tengligi bajarilmaydigan nuqtalar to'plami

71— ► OO

oichovi nolga teng boisa, { / „ ( x ) }  funksional ketma-ketlik / (x )  
funksiyaga deyarli yaqinlashadi deyiladi.

Agar ixtiyoriy e > 0 soni uchun

lim /x({x € fi : |/„(x) -  /(x)| > г }) =  0
'71—>00

boisa, u holda { / T,(x)} funksional ketma-ketlik /(x )  funksiyaga o ‘lchov 
bo‘yicha yaqinlashuvchi deyiladi.

Deyarli yaqinlashish f n f  kabi, oichov bo'yicha yaqinlashish esa 
f n /  kabi belgilanadi.

Masalalar

2.2.1. (fi, S,/x) o ‘lchovli fazo va f  : fi —> IR funksiya beril
gan bo‘Isin. U holda quyidagilar o ‘zaro teng kuchli ekanligini 
ко ‘rsating:

a) /  : fi —> M o ‘lchovli funksiya;
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b) V c g l  uchun  {.r G : /(./•) >  c} o ‘ lchovli t o ‘plarn;
c) Vc G R uchun  {x  G Q : f(.v) > c} o ‘lchovli t o ‘plam ;
(1) Vc 6 1  uchun {x  G Q : / (x )  <  c} o ‘lchovli t o ‘plam ; 
Yechimi. a) => b). Aytaylik, /  : Q —> Ж o'lchovli funksiya bo'lsin.

U holda har bir c g R uchun

{x G О : f ( x )  <  c }

to'plami o'lchovli bo'ladi.

{ x g Q :  f ( x )  > c } = Q \ { i G f i :  f ( x )  <  c}

tengligiclan {x G : f ( x )  >  c} to'plamining o'lchovli ekanligi kelib 
chiqadi.

b) => c). Aytaylik, har bir с G M uchun

{ i G f l :  / ( x )  >  c} 

to'plami o'lchovli bo'lsin. U holda

r i
{ i G f i :  f ( x )  >  c} =  [J  < x G fi : f ( x )  >  с H—  

n=i n

tengligidan va o'lchovli to'plamlarning sanoqli birlashmasi yana 
o'lchovli bo'lishidan {x  G : f ( x )  >  c }  to'plamning o'lchovli ekan- 
ligiga ega bo'lamiz.

c) => d). Aytaylik, har bir с  G M uchun

{x  G П : f { x )  >  c}

to'plami o'lchovli bo'lsin.

{x G Г2 : /(x )  <  c }  =  Q \ {x  G Cl : /(x )  >  c}

tengligidan {x G 0  : f ( x )  <  c} to'plamining o'lchovli ekanligi kelib 
chiqadi.

d) =Ф- a). Aytaylik, har bir c G K  uchun

{x G fi : /( x )  <  c} 

to'plami o'lchovli bo'lsin. U holda

{ x G f i :  / ( x ) < c } = f i f x G f i :  f ( x ) < c + ^ \
»=i  ̂ '



tengligidan va o'lchovli to'planilaniing sanoqli kesishniasi yana o'lchovli 
bo'lishidan {.г £ О ; /(./•) < г} to'plamning; o'lchovli ekanligiga ega 
bo'lamiz. Demak. f  o'lchovli funksiya bo'ladi.

2.2.2. /( :?■) va g(x) o ‘lch.ovli funksiyalar bo ‘lsa, и holda
a) f ( x ) ± g ( x ) :
b) ft.r)fi(.r):

f  (x}
c )  g(x)'  ^  0- ■>' G 0) funksiyalari ham  o ‘lchovli 

b o ‘lishini k o ‘rsating.
Yechimi. f ( x )  va g(x) o'lchovli funksiyalar va k,a G R bo'lsin.

(/ +  a ) ( x )  <  c )  =  { j  G fi : f { x )  <  с — a }  

tengligidan /  +  a funksiyaning o'lchovli ekanligi,

; , f n .  ( Ь П ( т )  <r =  I  ( x < e Q :  Я х ) <  aSar k >  °-
|  { i 6 Q :  f ( x )  >  к  1c}, agar к  <  0

tengligidan esa k f  funksiyasining o'lchovli ekanligi kelib chiqadi.
a) Avvalo

{x  G fi : f { x )  > g(x)}  

to'plamning o'lchovli ekanligini ko'rsatamiz. Haqiqatan,

{ x  G fi : f ( x )  > g{x) }  =  [_J({:c G fi : f ( x )  > г }  П { x  G fi : g(x)  <  r})
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tengligidan {x G fi : f ( x )  > g(x) }  to'plamning o'lchovli ekanligi kelib 
chiqadi. Bundan

{ x  G fi : f ( x )  ±  g(x) > c} =  {x  G fi : f { x )  > Тв(х)  +  с}

to'plami o'lchovli ekanligiga ega bo'lamiz. Demak, o'lchovli 
funksiyalarning yig'indisi va ayirmasi o'lchovli bo'ladi.

b) Oldin f 2 funksiyaning o'lchovli ekanligini ko'rsatamiz. Bu

{ i £ S ! :  / 2( х ) < с }  =  | «gar с >
\ (/), agar с <

tengligidan kelib chiqadi.
O'lchovli funksiyalarning ko'paytmasi o'lchovli bo'lishini ko'rsatish 

uchun quyidagi ayniyatdan foydalanamiz:

/9  =  \{( f  + <J? ~ ( f  -  9 ) \



Tenglikuing o'ng tonioni oichovli funksiya boiadi. cliunki ikki oichovli 
funksiyaning vigindisi. ayirmasi va kvadrati ham oichovli funksiya. De
mak. ft/ funksiyasi ham oichovli.

c) Agar /(.r) funksiyasi oichovli va f ( x )  ф 0. ./• £ fi boisa. u holda 
 ̂ ham oichovli boiishini ko'rsataylik.

н ‘2 .2 .  O ' i c l i o v l i  f u i ik s iy a la r  4(

/(•r
Agar с > 0 boisa, u holda 

{x  G fi : l / /( .r )  < r} =  {.r G <> : f ( x )  > 1/e} U {.r G fi : / ( : r) < 0}, 

agar с < 0 boisa

{.r G fi : 1 / f { x )  < c} =  {:r G fi : 0 >  f ( x )  >  1 /c }  , 

agar с =  0 boisa

{ i G f i :  1 /f { x )  < c} =  { x  G fi : f ( x )  <  c }.

Yuqoridagi tengliklarning oiig tomoni har doim oichovli to'plam
boiadi. Demak, 77 т  ham oichovli boiadi. Endi

/ 0 )

m  = /(- )-1g{x) g(x)

tengligi hamda / (x )  va oichovliligidan funksiyasining
oichovli ekanligi kelib chiqadi.

2.2.3. Agar f  funksiya A to ‘plamda o ‘lchovli bo‘Isa, и holda 
quyidagi funksiyalarning o ‘lchovli ekanligini ko‘rsating:

a) I/Ml;
b) /+  =  m ax{/(x ), 0};
c)  /_  =  — m in {/(x ), 0}.
Yechimi. a) |/(x)| funksiyasi oichovli ekanligini ko'rsatamiz. Bu

lling uchun
{ x  G A : |/0)| < с} 

to'plami oishovli ekanligini ko'rsatish zarur.

{2 G A : \f(x)\ < c} =  {x  G A : f ( x )  < с} П {x  G A : f ( x )  > - c }

tengligini ko'rib o'taylik. f i x )  funksiyasi oichovli ekanligidan, { x  G 
A : f { x )  < c} va {x  G A : f ( x)  > —c} to'plamlari oichovli ekanligi 
kelib chiqadi. Tenglikning o'ng tomonidagi to'plamlarning kesishmasi 
oichovliligidan {x  G A : |/(x)| < c} to’plamning oichovliligiga ega 
boiamiz. Demak, |/(x)| funksiyasi oichovli.
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b, c) f +. /_ funksiyalarning o'lchovli ekanligi a) banddan va quyidagi 
tengliklardan kelib chiqadi:

l /(-r )l +  /(■*')
/+ =  n ia x { / ( . r ) .  0} = 

/_ = — min{/(.r), 0}

2

f u n - f H
2

2.2.4. /  : Ж —> Ж uzluksiz funksiyasi berilgan bo‘lsin. 
Ixtiyoriy haqiqiy с soni uchun / _1((—oo;c)) to ‘plami ochiq 
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Ixtiyoriy haqiqiy с sonini olaylik. x 0 £ f ~ 1(( — oо; с)) 
boisin, ya’ni /(xo) < c. f  funksiyasi xq nuqtada uzluksizligidan musbat 
£ < c —  / ( . t 0) soni uchun shinday 5 > 0 soni topilib, |:r — t 0| < J 
boiganida |/(.t ) — f ( x 0)| < £ tengsizligi bajariladi. Demak, t 0 nuqta
ning 5-atrofidagi har bir x uchun

/(ж ) <  / ( t0) +  £ <  / ( t0) +  с -  / ( t0) =  c.

Shuning uchun To nuqtaning 5-atrofidagi barcha т nuqtalar 
/ _1((—oo;c)) to'plamiga tegishli boiadi. Demak, / ~ : ((—oo;c)) ochiq 
to'plam boiadi.

2.2.5. Agar /  : Ж —> Ж funksiya uzluksiz boisa, u holda /  
oichovli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Har bir с 6 M uchun

{т  € A : / ( t )  < c}

to'plami oichovli ekanligini ko'rsataniiz. 2.2.4-misoldan bu to'plamning 
ochiq ekanligi kelib chiqadi. Bundan bu to'plam oichovli va /  funksiyasi 
oichovli boiadi.

2.2.6. f  : Q —> Ж o ‘lchovli funksiya va z =  (p(y) funksiya Ж 
da uzluksiz bo‘lsa, и holda z =  (p(f(x)) funksiya П da o ‘lchovli 
ekanligini isbotlang.

Yechimi. 2.2.4-misolga binoan л =  <f(y) uzluksizligidan, ixti
yoriy haqiqiy с soni uchun (̂ _1(( — oo, c)) to'plami Ж da ochiq to'plam 
boiadi. Ж da ochiq to'plam esa sanoqlicha intervallarning birlashmasi 
ko'rinishda boiadi, ya’ni

^ _1( ( -o o ;c ) )  =  U (a ,,A ,) . 
к

U holda tp(f) murakkab funksiyasi uchun

{т  € П : </>(/(t))  <  c} =  (J  Г \ ( а к,13к) )  =
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= [ j l r  € L> : о , < /(.r) < M

= U  ({•/' е  О : /(.r) < fa.} \ H i  '- € °  : / М  >

o'rinli. Bundan

{:r G fi : f { x )  < fa},  {.i; G fi : f ( x )  > ak}

to‘plainlarining odchovliligini va fi to'plamida f ( x )  funksiyasining 
o‘lcho\iiligini hisobga olsak, har bir с G E uchun {.r G fi : ip(f(x)) < c} 
to‘plamining o‘lchovli ekauligiga ega bodamiz. Demak, с =  ip(f(x)) 
funksiyasi fi da odchovli.

2.2.7. (fi,£ ,/j) o ‘lchovli fazo va f,  g : fi —> M funksiyalari 
o ‘lchovli bo‘sin. U holda

/0*0 
ln(l + \g(x)\)

funksiyasining o ‘lchovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. 2.2.2 va 2.2.3-inisollardan 1 +  |.д(т)| odchovli funksiya,

u holda 2.2.6-misoldan ln(l +  |.g(x)|) odchovli bodadi. jn^  ^ r)|)
funksiyasi esa 2.2.2-misolga binoan odchovli.

2.2.8. Quyidagicha aniqlangan Dirixle funksiyasining 
o ‘lchovli ekanligini ko‘rsating.

1, agar X G <Q>,
0, agar x G I.fix) =

Yechimi. Ixtiyoriy с G E uchun

), agar с < 0,
/ _1(( — ос, с)) = { И- agar 0 < с < 1, 

agar с > 1

munosabatdan /  funksiyasining o'chovli ekauligiga ega bodamiz.
2.2.9. Agar { f „ ( x )} o ‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi fi 

o ‘lchovli to ‘plamda f ( x )  funksiyasiga deyarli yaqinlashsa, и 
holda f (x)  funksiyasi ham o ‘lchovli ekanligini isbotlang.

Yechimi. f n{x) —> f ( x )  ni qanoatlantirmaydigan nuqtalar odchovi 
nol ekanligidan, bu to‘plamni bo‘sh deb qarashiiniz mumkin. Dastlab

{x  : f i x )  < c} =  (J  [J  U  I х : < c ~  • t2-4)
A: n m >n  ̂ J



tengligi o'rinli ekanligini ko'rsatamiz.
Avtaylik. ./■ nuqtasi (2.4) tenglikning chap toimmiga tegishli bo'lsin. 

ya ni f ( x )  < r. U holda shunday к G N mavjud bo ’lib. /(.r) < с — 2/A'. 
Endi f,,(x) —> /(.!') (bin shunday n G N mavjud bo'lib, barcha m > n 
uchun

fn ,H  < f-' -

Bu esa x ning (2.4) tenglikning o ’ng tomoniga tegishli ekanligini ang- 
latadi.

Aksincha, .7- nuqta (2.4) tenglikning o'ng tomoniga tegishli bodsin. 
U holda shunday к G N mavjud bo'lib, yetarlicha katta m larda

f m(x) < с -  i

bajariladi. Bundan f ( x )  < c. ya’ni x nuqtasi (2.4) ning chap tomoniga 
tegishli.

Endi (2.4) ning chap tomonidagi to'plamning o'lchovli ekanligidan, 
f  funksiyaning o'lchovli ekanligi kelib chiqadi.

2.2.10. (Yegorov teoremasi). E chekli o ‘lchovli to ‘p- 
lam, { f r, (x)}  o ‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E da f ( x )  
funksiyaga deyarli yaqinlashadi. U holda, ixtiyoriy 5 >  0 soni 
uchun Es С  E о ‘Ichovli to ‘plam mavjud bo‘lib,

1) f i ( E \ E s) <6-
2)  E ,s to ‘plamda, { / n(^)} ketma-ketlik f ( x )  funksiyaga tekis 

yaqinlashadi.
Yechimi. 2.2.9-misolga ko'ra /( :r) o'lchovli funksiyadir. Har bir 

n, m G N uchun

Щ '  =  [ ) { х : \ М х ) - К х ) \ < ± }

i>n

e "1 =  и  к
n >i

bo'lsin. Ravshanki,

E[n С E™ С • • • С E™ С • • • .

2.1.7-misolga asosan, har bir m va har bir S >  0 uchun rz0(m) nomeri 
topilib,

Г>() I!.  O  h lmvliH nazar iva ,s i  c l r m o n t  lari
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Endi TC
E. = П

in----1
to'plami uchun 1). 2) shartlar bajarilishini koi'satamiz.

Avval ii(E \E '") =  0 ekanligini tekshiraylik. jq  G E \ E m boisin. U 
holda yetarlicha katta i lar uchun

!/< Ы  -  /(-''о)! > — , m
ya’ni bu nuqtada f„{x) ketma-ketlik f(x) ga yaqinlashmaydi. { / „ (®)}  
ketma-ketlik E  da f(x) funksiyaga deyarli yaqinlashganligiclan, ц{Е \ 
E"’) =  0. Bundan

M E  \ K m ) “  i‘ ( E m \ К ы ) )  <  |r-

Demak,

H(E \ E,) =  M ( E  \ f|  =  pi ( Q  £  \ <
\  m —  1 /  \ m = 1 /

oo oo £

<£>(Е\ч:„i)<Ej;=t
777 =  1 777 =  1

ya’ni fi(E \ Es) <  <5.
Endi Es to‘plamda {/„(.x )} ketma-ketlik / ( x )  funksiyaga tekis yaqin- 

lashishini koisatamiz. ® G Eg boisin. U holda har bir m uchun 
i >  no(m) boiganda,

| fi{x) -  f (x )| < — , 
m

bu tekis yaqinlashishni anglatadi.
2.2.11. (Lebeg teoremasi). E chekli o ‘lchovli to ‘plam. 

Agar {/„(a1)} o ‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E da f(x) 
funksiyaga deyarli yaqinlashsa, и holda bu ketma-ketlik f(x) 
ga o ‘lchov bo‘yicha ham yaqinlashadi.

Yechimi. Aytaylik,

A  =  {x G E : f n(x) -* f(x)}

va E  =  A \ В boisin. U holda { f n(x)} ketma-ketlik E  da f(x) 
funksiyaga deyarli yaqinlashgani uchun p(B)  =  0. Har bir £ > 0 soni 
uchun 00 00 

Rn(s) =  IJ E{\fk -  /I > e), M  =  f ]  Д„(£)
k = n  n = l
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deylik.
M  С В ekanligini ko'rsatamiz. x ^ В bo'lsin. U holda x 6 Л. ya.'ni 

/„(.r) —> /(.r). Bundan yetarlicha katta k lar uchun |.A-(.r) -  / (j ' )l  < f - 
ya'ni :r ^ -R„(s), va bundan .г ^ Л/.

Demak,
X ;

M  = П в д  С В.
11=1

Bundan ц ( М )  =  0. Endi

i?i(s) D R2{e) D ■ • •

dan
lim p{Rn(e)) =  /ДАЛ =  0.11—+00

Demak,
lim /Д£(|/п -  /I >  e)) =  0,

n —'OO

ya’ni /„.(a1) ketma-ketlik / ( x )  ga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashadi.
2.2.12. Har bir n f H  uchun

f „ (x)  =  e - '1-"!, x e  R

bo‘lsin. { fn(x) }  funksional ketma-ketligi nol funksiyasiga de- 
yarli yaqinlashuvchi bo‘lib, o ‘lchov bo‘yicha yaqinlashuvchi 
emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Har bir x e  R uchun

lim f n{x) =  lim =  0n—> ОС n—>oc

bo'lganligidan, / „  0.
Endi 0 < e < 1 bo'lsin. U holda

{ x e K :  I f n(x) -  o| >  £} =  { х е ш - .  > s} =

= { x  e  R : < s” 1} =  {x <£ R : \x — n\ < lns^1} =

=  { x  e  R : n +  In £ <  x < n -  In г } =  (n +  In г; n — hi s),

ya’ni
{ i g l :  |f „ {x)  — 0| > г} =  (n +  Ins;n — Ins).

Bundan

p{x  e  R : |/„(x)| >  s} =  [n -  his] -  [n +  his] =  -21ns.
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Demak.
lim fi{x G R : \f„{t)\ > = — 21nr ф 0.

II — ‘ DC

Bundan /„  — 0 o'rinli emas.
2.2.13. f n : R —> R funksiya

fn(x) =  COSn 7TX,  X  G R

kabi aniqlangan bo‘Isa, и holda {/«(a)} funksional ketma- 
ketlikning nol funksiyasiga deyarli yaqinlashishini ko‘rsating.

Yechimi. Haqiqiy a G R soni uchun

!1, agar a =  1,
0, agar |a| < 1,

mavjud emas, agar a =  — 1

ekanligidan,

1, agar x — 2к, к G Z,
0, agar x G R \ {к  : к G Z},

mavjud emas, agar a: =  2fc +  1, к G Z

kelib chiqadi. Demak,

{ i G R :  lim cosnirx ф 0} =  Z.
71—*0 0

Z sanoqli to‘plam ekanligidan, uning Lebeg oichovi nolga teng. Bun
dan { fn{x)} funksional ketma-ketlikning nol funksiyasiga deyarli yaqin- 
lashishadi.

2.2.14. fn : R —> R, n G N funksiyasi

TT)(*)

formula bilan aniqlangan bo‘lsa, { /„ }  ketma-ketligi nol 
funksiyaga o ‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini ko‘rsating. 

Yechimi. Ta’rif bo‘yicha V e >  0 uchun

lim ц({х G R : \fn(x)\ >  e}) =  0 (2.5)
n —* OO

ekanligini ko‘rsatish yetarli.
0 < e <  1 boisin.

An(e) =  {x  G R : \X (^^+i)(x )\ >  £}

to‘plamni aniqlaymiz. Bu to‘plam An(e) =  (y/n, \Jn +  1) ga teng. Bun
dan

fj,(An(e)) =  Vn +  1)) =  y/n +  1 -  \fn.

lim cos" irx =
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Endi n —> oc da

V» + 1 +  v/71

ekanligidan. /.i(A„(s)) —> 0.
2.2.15. Quyidagi f  : M  —> R  funksiyasining o ‘lchovli ekan

ligini ko‘rsating.

/w = E - C O S  / U ‘ _
. J t l

Yechimi. Dastlab cos nx va nJ +  [x]4 funksiyalari M da uzluk
siz ekanligini aytib o'taylik. Bu funksiyalarning uzluksizligidan 2.2.5- 
misolga koia  ularning oichovli ekanligi kelib chiqadi. 2.2.2-inisoldan 
oichovli funksiyalarning nisbati oichovli ekanligidan,

cos nx

funksional ketma -ketlikning har bir hadi oichovli. Quyidagi baholash- 
larni koiib o ‘taylik:

| cosnx| < 1, <Уд4 + [x]4 < =  n4/3.

Endi
OO

n = l

sonli qatori yaqinlashuvchi ekanligidan,

x cos nxE CU, 
3fnrAt V n'1 + M 4

qatorining tekis yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. 2.2.9-misoldan 
oichovli funksiyalar ketma-ketligining limit funksiyasi ham oichovli 
boiishidan / ( x) funksiyasi oichovli boiadi.

2.2.16.

/ (x ,  у ) =  sign cos тг(х2 + у1), (x. у) £ R 2

funksiyasi M2 da o ‘lchovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. signx funksiyasi taiifiga ko'ra

1, agar X > 0, 
signx =  {  0. agar x =  0,

— 1. agar x <  0.
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in os rav ishda quy idag i t o 'p lam la rd a  q a im l  qiladi:

cos 77 (x i- if) > 0. cos л(х 4 a ) -- 0. cos x(x  I (/ ) < 0. 

Demak. funksiya 1 qiyniatni

/.- и

0 qiyniatni

(*, У) €  R2 : .r2 +  r  =  A I ^ j
У

-1 qiyniatni esa

to'plamlaricla qabul qilar ckan.
.4], A -1 to'plamlari sanoqli sondagi ochiq xalqalarniiig birlashmasi 

ko'rinishdagi ochici to'plam bo'lganligidan. o'lchovli bo'ladi. Har bir 
к = 0,1, . . .  uchun

yopiq va u sanoqli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi sifatida 
o'lchovli bo'ladi. Uzluksiz funksiyaning ta’rifidan qiymatlarini o'lchovli 
-4i, Ло va .4„i to'plamlarida qabul qiluvchi f ( x . g )  o'lchovli bo'ladi.

2.2.17. { }  va {a„ (x)} ketm a-ketliklari 0. t o ‘piarnda 
o ‘lchov bo ‘yicha f (x)  va g(x) far  i к s i у  a lar i g a yaqinlashsin. U 
holda lim (f„{x) + (j„{x)) = f ( x ) + g ( x )  boHishini isbotlang.

Yechim i. O'lchovli fuiiksiyalarniiig o'lchov bo'yieha yaqinlashishi- 
ning ta'rifiga muvofiq ixtiyoriy £ > 0 uchun

lim //{ x G fi : |/„(x) + g„(x) -  f(x) -  g(x)\ > s}  =- 0fl

ekanligini ko'rsatish zarur.
Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:

An(f'£) = {x  G fi : |/ „ (x) — /(x)| > £}.
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A„(g. f) = {.г € П : |i/J.r) -  (j( ) | > --}.

A „ ( f  +- g. s) = {.г G П : |/„(.г) + <j,,(.r) -  /(.!■) -  fi(.r)| > e}. 

A „ { j  +  д. e)  С  .4 ,, -  j  U .4 ,, -  j  

ekanligini koisatamiz. x £ A „ ( f  + g.s)  bo‘lsin. U holda 

\f„{x) + 9„{x) -  f ( x )  -  fy(x)| > £.

Endi

I/hOz) +  gn(x) -  f ( x)  -  g(x )I < |/„(;r) -  f(x)\ +  \gn(x) -  g(x)\ 

tengsizligidan

I fn(x) -  f ( x )I + Ign{x ) -  g(x)\ >  s.

Bundan
\fn -  /I >  ^,  19 n ~  9 \ >  ^ 

tengsizliklardan kamida bittasi o ‘rinlidir, ya’ni

x G AT (f'" 2) uAn ( ^ ’2) ■

Endi /„(ж) / ( z )  va ^„(a:) g(x) boigani uchun p (An ( /„ ,  §)) -> 
O v a /л (A„ (5,,, §)) -> 0. Bundan p(An( f  +  g , e)) —> 0 ya’ni

/n(^) +  9n(x) / ( 2 ) +  5 (2 ).
2.2.18. Yegorov teoremasini

f n ( x ) = x n , X £  [0, 1]

funksional ketma-ketligiga qo‘llang. {/«(x)} ketma-ketligi 
f ( x )  =  0 funksiyasiga tekis yaqinlashadigan [0,1] segmentning 
toHdiruvchisi nol o ‘lchovli to ‘plami mavjud emasligini isbot
lang.

Yechimi. Ixtiyoriy 0 < 8 < 1 soni uchun As =  [0,1 — |] ni olamiz. 
U holda

a(As) = 1 -  ^ > p(A) - 6 = 1 - 5

(
5 \ 71

1 — - 1  = 0.
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Encli { / „ ( x ) }  ketma-ketligi СЛ da /(.;•) =  0 funksiyaga tekis yaqin- 
lashadigan А  С [0,1] nol oichovli to'plamning mavjud omasligini isbot- 
laymiz.

Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni shunday .4 to'plami mavjud boisin. U 
holda yetarlicha kichik 6 > 0 uchun CAn[ l  — 6 ,1] kesishmasi bo‘sh emas. 
aks holda /t(CA) ф 1. Shuning uchun С ,4 to'plamining nuqtalaridan 
tuzilgan va lim x*; =  1 boiadigan {x*.} ketma-ketligi mavjud. {хд:}

A;—>oc
ketma-ketligi С A to‘plamda / ( .  r) = 0 ga tekis yaqinlashishidan har 
bir s > 0 uchun shunday n£ topiladiki, barcha n >  n€ va x £ С A 
uchun x" < £. Bundan {x*.} ketma-ketligi uchun £ < 1 deb olsak, u 
holda ixtiyoriy к £ N va n > ne sonlari uchun xjj' < £ tengsizligi oiinli 
boiadi. Oxirgi tengsizlikda к —> oo deb olsak, u holda 1 < £ boiadi. Bu 
esa £ < 1 ga zid. Hosil boigan ziddiyatdan ketma-ketligi С A
da f(x) =  0 funksiyaga tekis yaqinlashadigan А С [0,1] nol oichovli 
to‘plam mavjud emas.

2.2.19. Agar f  funksiya [a,b] oraliqda uzluksiz bo‘lsa, и 
holda

A =  {x  <E [a, b] : / ( x )  =  0}

to ‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. [a, b]\A to‘plamning ochiq ekanligini ko‘rsatamiz. xq $ A 

boisin. Aniqlik uchun e =  | /(x 0) > 0 deylik. /  ning uzluksizligidan 
shunday 6 >  0 topilib, x e (x0 — 5, x0 +  6) П [a, b] da |/(x) -  / ( x 0)| <  e 
o'rinlidir. Bundan / (x )  > / ( x 0) — e =  2e -  £ > 0. Demak,

(x0 -  S, x0 +  5) П [a, b] C [a, b] \ A.

Bundan [a, b]\A to‘plam ochiq ekanligi ko‘rinadi.
2.2.20. Agar f  va g uzluksiz funksiyalar [a, 6] oraliqda ek- 

vivalent bo ‘Isa, и holda bu oraliqda f  =  g ni isbotlang.
Yechimi. /  va g uzluksiz funksiyalar boiganligidan, 2.2.9-misolga 

ko‘ra
В = {x  £ [a, b] : ( f  -  g)(x) ф 0}

to'plami ochiq bo'ladi. /  ~  g ekanligidan, В to'plam oichovi nolga 
tengdir. Demak, В oichovi nolga teng boigan ochiq to'plam. Bundan 
В =  0, ya’ni f  =  g.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Quyidagi /  : M —> M funksiyalar R da oichovli boiishini 
ko'rsating.
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a 1 i i

b )  / ( . , . )  =  V  G
n --1

2 -  8 misollarda /„  : R — R funksional ketina-ketlikui rleyarli 
yaqinlashishga tekshiriug.

2. / „ (x)  =  sin" та.
/ Г  I s i n  77 X I3. f :,{.>■

1 + n | sin та | ’
x"4- /»(x) -  jqrprX(o.i](*)-

5. /„(ar) =

6 ‘ / " ( * )  =  1-| ^ т^ !°л](-0.

7. /„(.r) =  e "(^ 2)X[o.2i(x).
8- f „ {x)  =  {x" -  хп')хци](х).

9 - 1 3  misollarda f„ : Ш —> R funksional ketma-ketlikni o'lchov 
bo'yieha yaqinlashishga tekshiriug.

9- fn(x)  =  X(yu.
10. f n i y X ) 2  \ [in „ ln ( l(+ l )| (■> )■

11. f „ (x)  =  s i n "  XX{2,:n.2n(n + iy{x)-
12. f„,(x) =  cosx  + -у̂ хз; (.r).

13. /„(x) =  v  X[k k+ 1 ,(2-).

14. R da aniqlangan har bir monoton funksiya o'lchovli bo'lishini 
isbotlang.

15. (fi, S. p) o'lchovli fazo bo'lib. { / „ ( x ) }  ketma-ketligi fi to'plamda 
o'lchov bo'yieha f ( x )  funksiyasiga vaqinlashsin. U holda lim f  2(x) =  0

77 —* ОС

ekanligini isbotlang.
16. Agar f . g  funksiyalar [a, b} oraliqda uzluksiz bo'lsa, u holda

{x  G [a. b) : f ( x)  =  g(x)}

to'plamning yopiq ekanligini ko'rsating.
17. Agar /  funksiya [a. b] oraliqda uzluksiz bo'lsa. u holda ixtiyoriy 

с soni uchun
{x  G [a, b] : / ( x )  =  c] 

to'plamning yopiq ekanligini ko'rsating.
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18. Agar /’ funksiya [о. b'\ ornliqda uzluksiz boisa. u holda ixtiyoriy 
с soni iR'hun

{./■ G [ti. b\ : f ( x )  >  <} 

to'plamning yopiq ekanligini ko'rsating.

2.3. Lebeg integrali

(0, £,//.) oichovli fazo bo'lsin. E  С П chekli oichovli to'plam, bu 
to'plamda aniqlangan /(:;■) oichovli funksiya uchun

-4 < f ( x )  < В

bo'lsin. [A, В} oraliqni A =  yo < Vi < У-i < < У„ =  В bilan boiamiz 
va har bir yarim segmentga

Ek =  { . r  G E : y k <  f ( x )  <  y ^ i } ,  к  =  0 , n  -  1

to'plamlarni mos qo;yamiz. Lebegning quyi va yuqori yigindilari deb 
ataluvchi n- 1

s =  E yi'-lliEk) 
k=0 

n-1
s  - J 2  Vk+ ̂ (Ек)

i-0
yigindilarni qaraymiz. Agar A =  max(y<:+i — y k)  deb olsak.u holda

0 <  S — ,s- < Xfi(E). (2.G)

(2.6) tengsizlikda A —> 0 boiganda {5 }  va {.s} yigindilar biror songa 
intiladi va bu son f ( x )  funksiyaning E to'plam bo'yicha Lebeg integrali 
deyiladi. Lebeg integrali (L) f  f ( x )  d/i(x) kabi belgilanadi.

E
Chekli o'lchovli E  to'plamida cliegaralanmagan f ( x )  o'lchovli 

funksiya uchun Lebeg integrali quyidagicha kiritiladi. Dastlab f ( x )  
funksiya E to'plamida nomanfiy boisin. Har bir n  G N uchun f„(x)  
funksiyani quyidagicha aniqlavlik:

_  | / М .  „gar m  s  n.
[ n ,  agar / ( :v) > n .

U holda har bir f n{x) funksiya E da chegaralangan bo'ladi. Demak, 
har bir f i x )  funksiya E  to'plamida integrallanuvchi. Bu ketma-ketlik 
kamaynvchi emas, ya'ni har bir n  G N uchun

fn{x) < f n+i(x), x G A.
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Bu {/,i(-!‘)} ketma-ketlik uchun

lim //,,(. '> ///( .r )
"  ■DC J  

F.

limit chekli boisa u holda nomanfiy /(.r) funksiya integrallanuvchi de
yiladi.

Endi chekli oichovli E to’plamda ixtiyoriy chegaralanmagan 
oichovli / ( x )  funksiyani olaylik. Bu funksiyani misbat va manfiy 
/  =  /+  +  / -  qismlarga ajratamiz. f ( x )  funksiyaning Lebeg integralini 
quyidagicha aniqlaymiz:

J  f ( x )dn(x) = J  f+(x)dfi(x) +  J  f„(x)dfj,(x).
E E E

f  funksiyaning (a, b) oraliqdagi tebranishi deb

Lu(a, b) =  sup / (x)  — inf f ( x )
n < x < b  a < x < b

soniga aytiladi. /  funksiyaning x  nuqtadagi tebranishi deb,

uj(x ) =  sup{w(a, b) : a < x < b}

soniga aytiladi. Ta’rifdan bevosita ko‘rinadiki, /  funksiyaning x nuq- 
tada uzluksizligi w(x) =  0 ga teng kuchlidir.

Masalalar

2.3.1. / ( x )  chegaralangan o ‘lchovli funksiya E o ‘lchovli 
to ‘plamda a < / ( x )  <  b tengsizlikni qanoatlantirsa, и holda

ац(Е) < J  f (x)dfi  <  bfi(E)
E

o ‘rinlidir.
Yechimi. Ixtiyoriy e >  0 sonini olib A =  a — e, В =  b -  s deylik. 

U holda A < f ( x )  < B.  Bundan Lebeg yigindilarini [A, B] oraliqni 
boiaklab yozishimiz mumkin:

/1 — 1 71— 1 П — 1

А ^ ц ( Е к) <  E Ук̂ Ек) -  

k = 0  f c = 0  k = 0



n  1

Bunda f.i(E) = ^2 (i{Ek) ni hisobga olsak, n holda
A:=D

П -  1

A/i{E) <  /'(£/.■) <  Й/'(Ь ’).
A-—О

Bu tengsizlik ixtiyoriy bo'laklaslida o'rinli ekanligidan,

(a -  sM-E1) < j  f ( x )  dn < (b + s)n(E).
E

£ soni ixtiyoriyligidan

ац(Е) < J  f  (x) d/i < bfi(E).
E

2.3.2. E o ‘lchovli to ‘plamda f(x) =  с bo‘lsa, и holda
f  f ( x )  dp =  cp(E) o ‘rinlidir.
E

Yechimi. E to‘plamda с < f(x) <  с boiganligidan, 2.3.1-misolga 
koi'a

cp(E) < J  f ( x )  dp <  cp(E ),
E

ya’ni f  f ( x ) d x  =  cfi(E).
E

2.3.3. f ( x )  о ‘Ichovli funksiya E o ‘lchovli to ‘plamda f ( x )  >  0
tengsizlikni qanoatlantirsa, и holda f f ( x ) d p  >  0 o ‘rinlidir.

E
Yechimi. E to‘plamda f(x) > 0 boiganligidan, 2.3.1-misolga ko'ra

|| 2.3 .  L e b e g  i n te g ra l i  (>1

f ( x ) dp  >  0p(E),
E

ya’ni f  f ( x )  dp >  0.
E

2.3.4. Agar Ei £ S, Е; П Ej Ф 0 , i ф j. E =  (J E; bo‘lsa, и

holda

j  f ( x )dp  = 2 3  j  f ( x )dp- (2-7)
E h E,

Yechimi. Avvalo ikkita qo'sliilnvchi boigan holni qaraylik, ya'ni 
E =  E' U E ". т/о, гр,.... y„ boiaklash nuqtalari boisin. Har bir к =  
0, n — 1 uchun

Ek =  {x  £ E : yh < f ( x )  <  ?/*•+J ,
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E [  = { . / ■ £  E '  : //A <  / ( . / • )  <  Hi, . { }.

E'l =  {.r £ E" : //, <  f ( .r )  <  , , , }

.deylik. Ravslianki. E k = E[. U E". E[. П E" -  0. Bundan

II -  1 II 1 II — I

Y ' n i ' i E  a) =  +  ^ № / ‘ ( ^ ) -
A =0 A--U A ()

Bunda A —> 0 desak, u holda

J f i x )  dp =  J  f i x )  d/t +  У  f i x )  dp.

E E' E"

Induksiya bo'yicha (2.7) tenglik chekli qo'shiluvchi uchun ham o'rinli 
ekanligi kelib chiqadi.

OO ОС

Endi E  =  [J Ek holni qaraylik. Har bir n £ N uchun R n =  (J E k
k=l  fc= /l+ l

OO

deylik. ц {Е ) =  ]T  p (E k) dan
A: —1

k=n-t-l

munosabatiga ega boiam iz. (2.7) tenglik chekli qo'shiluvehi uchun ham 
o'rinli ekanligidan,

J  f ( x ) d p ^ Y  J  f i x ) d^ +  J  f i x )  dp.
E h~ l Ek. R„

2.3.1-misoldan

A v iR „ )  <  J  f i x )  dp <  B ^ ( R n).

R„
(2.8) ni hisobga olsak, u holda n —> oc da

J  f i x )  dp - >  0 .

R„

Bundan (2.7) tenglik kelib chiqadi.
2.3.5. A g a r  n iE )  =  0 bo‘lsa, и holda f  f i x )  d/л =  0 ekanlig in i

E
ko ‘rsating.



Lobog inu-^ra li

Y ech im i. H ar b ir ho ’ laklnsh to 'p lam i Ef, =  {.)■ t  E  : <//,. <  f ( x )  
i/i, 1 } uclmn Ei, С  E  bo 'lgan lig idan. /i ( E i,) — 0 bo 'lad i.  Bundan

j  /(-'О d/i =  lim £ / / (& , )  =  0 .
0

2.3.6. A g a r  f  ~  9 bo‘lsa, и holda j /(.r) r///(.r) = j g(x) (///(.r)
/ •; ' я

ekanligini k o ‘rsating.
Yech im i. E\ =  {x  £ E  : f ( x )  ф g {x )}  bo'lsin. U holda / ~  g 

bo'lganligidan,
//(£1) =  0

f ( x )  =  g (x ), x £ E  \ E i

o‘rinlidir. 2.3.5-misoldan f  f ( x )d p (x )  =  J  g(x) dfj(x) =  0. Buxrdan
Ex E x '

I  f ( x ) d p ( x ) =  J  f { x )d p (x )  +  J  f ( x )d n (x )  =

E E\E\ £1

=  J  g (x )d n (x )  +  J  g{x)dfi(x.) =  J  g(x )dp{x).

E\E, Ei E

2.3.7. A g a r  f  funksiya  [a,b\ oraliqda R im a n  m a ’nosida  
in tegra llanuvchi bo ‘lsa, и holda un ing  uzulish nuqta lari 
t o ‘p lam i D  n o l o ‘lchoviga ega.

Yechimi. / funksiya [a, b] oraliqda Riman ma’nosida integrallanuv
chi bo'lganligidan, u chegaralangandir. Har bir к £ N uchun

D k =  {:r £ [a, 6] : lu(x ) >  -j-}

deylik. U holda
А  С Do С • ■ • С A t  С • • • .

D  =  [J fl|. bu / ning uzulish nuqtalari to'plamidir. Ixtiyoriy с >  0
k> 1

sonini olamiz. Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi 

a =  xo <  x ! < • • ■ <  x„ =  b

nuqtalarni olaylik:

rrii =  inf f {x ) ,  Mi =  sup f ( x ) ,
,r,-i <:r<.r, Ti.i<T<Xi



Darbu yig'indilari

и - 1 //1

■S =  2 3  +1 -  5' =  2 3  М К м  -  JV).

/■=-(> / = :()

S -  .S' < с .

F  =  {г  € 0, n — 1 : KL, — m, >  1/A’ }  bo is in . U holda

A - C (J  О •
jeF

bundan

m ( a ) <  2 3  ~
j eF

Endi
n- 1

s ~ s =  2 3 ( M  -  т < ) ( ^ + 1  -  x <) ^
(=0

>  2 3 ( ^  ~  т 0(-г <+1 -  -£■,:) >  2 3  ^(•T '+ 1 “  :r';) -  Т гМ А О -
j ‘ F jeF

S' — s <  s dan fi(Dk) <  sk. £ ning ixtiyoriyligidan, ,u (At) =  0 kelib
chiqadi. U holda f i (D ) <  Y1 l*-{Dk) =  0, ya’ni n (D )  =  0.

k> i
2.3.8. A g a r  f  funksiya  [a, b] oraliqda R im a n  m a ’nosida in -  

tegrallanuvchi bo‘lsa, и holda f  funksiya [a,b] oraliqda Lebeg 
m a ’nosida ham integra llanuvchi bo‘ladi va

b I,

(L ) J  r ) =  (R ) J  f ( x )  dx.
a a

Yech im i. / funksiya [a, b] oraliqda Riman ma’nosida integrallanuv
chi boiganligidan, u chegaralangandir va uzulish nuqtalari to ‘plami D  
uchun, 2.3.7-misolga ko'ra n (D ) =  0. Nol oichovli toLplamda ixtiyoriy 
funksiya oichovli ekanligidan, / ning E  =  [я, b}\D  to'plamda oichovli 
ekanligini koisatamiz.

с £ M sonini olamiz. x £ E ( f  >  r), va'ni f ( x )  >  с boisin. £x =  
с -  f ( x )  deylik. E  to'plamda / uzluksizligiclan shunday Sx >  0 topilib, 
x' £ E ,\x  — x'\ <  5X uchun |/(.r) — f ( x ')| <  £x oi'inlidir. Bundan 
f { x ' )  <  /'(:r) +  £j. =  c, ya’ni f ( x ' )  <  c.

G  =  l > _  x +<*•>■): x e  E ( f  > c) }
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ochiq to'plamdir. Demak. oichovli va bundan E  C\G o'lchovlidir.
E { f  > <') =  E  П G ekanligini ko'rsatamiz. Haqiqatan, ,r G E ( f  >  <•) 

bo'lsa. u liolda .r 6 iT va /(./•) >  c. Bundan ,r G (,r — Л,...г -f Sr) С  G . 
ya’ni .v G £  П О . Aksincha. x G £ f l  G boisin. U holda ./• G E  va biror 
./'(i G E ( f  >  c) uchun .r G (.t’o — + (b)- Bundan f ( .r ) >  c. ya iii

G £'(/ >  c). Demak. E( f  >  c) oichovli to'plam. / chegaralangan va 
oichovli ekanligidan. u Lebeg maiiosida integrallanuvchidir.

Endi integrallarning tengligini ko'rsatamiz. [u,l>j oraliqni [r, -1. ./•/] 
oraliqlarga boiam iz va liar bir oraliqda 2.3.1-mi.solga asosan. Lebeg 
integralini baholaymiz:

A =  max A ; —> 0 da .s va S Darbu yig'indilari Riman integraliga intiladi. 
Demak,

2.3.9. // t o ‘g ‘r i  chiziqdagi Lebeg o ‘lchovi bo ‘lsin. Q ra 
tsional son lar t o ‘p la m i bo‘lsa, и holda

1

Barcha i lar bo'yicha yigirid i olsak, u holda

h

h h

f  \q{.r)dii{x)

integralni hisoblang.
Yech im i. Lebeg integrali additivligidan.



11. с )'!( ||. >\ l;i| !i;i/a) iy;i>i rlt'IIK-nt lari

2..4.10. A gar  /I >■) -- ( -  1) va .1 -  ’>. 2) bo4sa, и holda

j  f i r )  '///(. r). j  i/(./-)i (///(.)■}. I  I (./•) <-///(./•). j  f  (./•) r///(.r) 

■I i и л

irit eg i a 11 a m i  hi s о blang.
Y ech im i. [ — 3.2) oraliqni

■—3.2) =■• [—3. —2) U [—2. —1) U [—I. 0) и !(). 1) U [1. 2) =  [J [/,%/,•■ +  1)
A -  .4

ko'rinishda yozsak. u holda har bir ./• G [/,:. A- +  1), к G —3, 1 uchun

/ И  =  (-1 )* - ,

ya ’ni
l

/ ( . T ) =  £ ( - l ) S : , , r l ) (,.)
A- -

ko'rinishdagi oclcliy funksiya ekanligi ko'rinadi. Lebeg integrali 
ta'rifidan.

i i
/ /(■>') dn(.r) =  J 2 ( - l f r ( \ k . k  + l ) ) =  ^ ( _ l / p  +  l ) - f c ]  =

'{  A—  -  3 A = - 3

1

=  5 Z  ( - 1 ) * '  =  - n - i - i  +  i -  i  =  - i ,
A- -  -  :s

ya ’ni / f (x )d f t (x )  =  —1.
.4

/, i l
j  \f(x)\d[i(x) =  £  |( —l / V ( M -  +  l ) ) =  £  1 =  5,

"A  A -- :i fc— —3

ya ’ni / |/(.J’ )|c///(.r) =  5. Endi 
л

/1(1) =  1 Щ ± Л £ )  » л м  =  Ш £ )Ь « £ )

tengliklaridan



2.;». [.('beg inir-grali

I  /_(:<-) f///(.r) =  ~ (  f  |/(.r)| -  j  f ( r ) ( ! f i ( . r )\  =  ^(5 +  1) =  :3. 

'i 4 ' \ '

2.3.11. /(.?•) funksiya

f/r\ =  {  2"', agar x g E \ Q ,

[ sin.r, agar x G Q

kabi aniqlangan. B u  funksiya [0 ,1] segmentida Riman  
m a’nosida integrallanuvchimi? Lebeg m a ’nosidachi? Agar 
integrallanuvchi bo‘lsa uning integralini hisoblang.

Yechimi. Bu funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. A y 
taylik, (Д ^ ь  к =  1, n }  -  [0, 1] segmentning biror boiinmasi boisin. 

Agar £k G A x k sonlar ratsional boisa, u holda Darbu yigindisi

П П
2 3  Я & ) Д г * =  2 3 sin(6 )A .rt..
A:=l k= 1

1
Bu holda Darbu yigindilari f  sin(x )dx  =  — cos 1 — 1 soniga yaqin-

o
lashadi.

Endi £k £ A i t  sonlar irratsional boisa, u holda Darbu yigindisi

11 Tl
2 3 / (& )  A x k =  2 3  2 ^ A x k.
A = 1 A'=l

1 ,
Bu holda Darbu yigindilari f  2s dx ■= t—^ soniga yaqinlashadi.

о m/
— cos 1 — 1 ф boiganligidan, f ( x )  funksiya Riman ma’nosida 

integrallanuvchi emas.
Endi A\ orqali [0,1] to'plamida joylashgan barcha irratsional son

lar to ‘plamini, A2 orqali esa shu segmentdagi barcha ratsional sonlar 
to ‘plamini belgilaymiz, ya ’ni A =  [0,1] va .4 =  A t U A2. Ratsional 
sonlar to'plami sanoqli boiganligidan, uning oichovi 0 ga teng, ya’ni 
//(.42) =  0. U holda funksiyaning Lebeg integrali

1

J  f(x)d[i, =  J  2Xdp. +  j  sin xdfi =  J  2J'dx =  1 / 1 1 12.

.4 .4j A-2 0

Demak, funksiya Lebeg ma’nosida integrallanuvchi.
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2.3.12. A gar f (x )  funksiya

(  - L .  agar x G R \ Q.
f n  =  < v •(

[  y z r j -  a9 a r  x  g  Q-

k o ‘rin ishda berilgan bo‘lsa, f  f(x)d/i n i hisoblang, bu yerda
[O;1!

)i haqiqiy sonlar to ‘plamidagi Lebeg o ‘lchovi.
Yechimi. f ( x )  funksiyasi R da deyarli barcha joyda g(x)  =  -^=

funksiyasiga ekvivalent. U holda Lebeg iutegralining hossasiga ko'ra

l

J  f (x)dp = I  g{x)dp, =  J  -j=dx =  2 .

[0,1] [0,1] 0

2.3.13. Tengsiz likni isbotlang.

- j F <  j  \  ?,:Jx)dii < 2e2,

!-1Д]

bu yerda fi haqiqiy sonlar to ‘plamidagi Lebeg o ‘lchovi.
Yechimi. Dastlab R  ning deyarli liannna joyida Xr\q{x ) =  1 ekan

ligini aytib o ‘taylik. Shuning uchun

—j= < f  er +:l dp < 2e2
V е J  

l-i.i]

tengsizligini isbotlash kifoya.
[—1, 1] oraligida e-1/4 <  e '"+r <  e2 ekanligi ravshan. A =  [—1, 1] 

to ‘plamining oichovi /г(Л) =  1 -  (—1) =  2 ekanligidan. va 2.3.1- 
misoldan

1 5 / £ 2c! 
l - i . i ]

munosabatiga ega boiam iz.
2.3.14. A =  (0,1] toplamida f  funksiya berilgan bo‘lib, и

/ 1  . ( —1) A 
Ль- =  ( у, j: уаггт mtervalida — p-■■ . к G N qiymatini qabul
qilsin. a ning qanday qiymatlarida bu funksiya (0; 1] kesmada 
Lebeg m a’nosida integrallanuvchi bo‘ladi?

( —l ) kYechimi. / funksiya ocldiy funksiya boiib, u sanoqli v - , к G N 

qiymatlarini qabul qiladi. A/,, to'plamlari oichovli bo'lgani uchun f(.r)
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funksiyasi liani o'lchovli bo'ladi. Demak,

k-— 1

qatori yaqinlashuvchi bo'lsa, f ( x )  funksiyasi A  da integrallanuvchi 
bo'ladi. Endi

\k ^  / i \k
(-1) / V- (“ I f  ( l 1

£  ko V W  £  ka y k k + 1  
k = 1 *: = 1 V

( ~ 1)A- 1 ( - 1)^ 
k° k(k +  1) ^ f c “ +1(fc +  l )

ekanligidan, qator a > — 1 bo'lgandagina yaqinlashuvchi bo'ladi.
2.3.15. Hisoblang:

lim [  nsin —  (1 +  x i )~1d/j,.
n—► oo / n

Yechimi. Har bir n G N  uchun f n(x ) =  n sin ^ (1  + х 4) 1 funksiyani 
qaraylik. Ixtiyoriy i G l  uchun

|x| I IТЬ Sill — 13/1
lim f n{x) =  lim =  T T ^4 =

n—*oo n—>oc 1 x  1 +  X

Bundan tashqari ixtiyoriy i G l  uchun

!/ " (* ) I ^  1 ^ 4  = з ( хУ

Nomanfiy g (x ) funksiya M da integrallanuvchi. Bundan /„ ham R  
da Lebeg ma’nosida integrallanuvchi va

lim / n s in—  (1 +  x4)~1dp =  [  -J—— d/л =  arctgx2!^00 =  
n—>oo J П J 1 +  X4 111 2

к к

2.3.16. Aytaylik, { / „ ( x ) }  funksiya A =  [0,1] da o ‘lchovli, 
nomanfiy, chegaralangan funksiyalar ketma-ketligi uchun 
lim f f n(x)d/j, —> 0 bo‘lsin. U  holda A to ‘plamida lim f n(x) —► 0

n—>00 ^  rc—>oo

ekanligi kelib chiqadimi?
Yechimi. Umuman aytganda, kelib chiqmaydi. Buni quyidagi mi- 

soldan ko'rsa bo'ladi.
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Ix t iy o r iy  natural 11 soni yagona ravishda

n =  2a' +  /. /,• =  0. 1.2....... : ( ) < / <  2a' 1

shaklda yozilishini eslatib o 'taylik. Eiuli shunday {/ „ ( . r ) }  ketina- 

ketligini olaylik. ixtiyoriy n =  21' +  / uchun

.fnU)
1. agar x G [ottj. tjt] .

0 . agar x  • rjr] ■

l
U holda / f , , (x )dx  =  n —> oc da /.• ham cheksizlikka intilganidan.

it

i

lim [  f„{x)c lx  =  0 .
f) —  OC J

Lekin {/ „(-> ')} ketma-ketligi A  =  [0,1] to 'p lam in ing hech bir nuqtasida 

nolga intilmaydi.

2.3.17. / f(x)d.ft Lebeg in tegra lin i hisoblang, bunda
( 0 .1)

д г) =  / agar x  € (0 ,1 ) \ Q,

G.r +  7. agar x  G (0 ,1 ) П Q.

Y ech im i. g(.r ) =  Ду fmiksiyasini qaraym iz. Funksiya aniqlanishiga 

ko'ra / (.r) ~  fl( j ') .  U holda

l  / (с )  d/i =  | /7(.r) r///

( 0 . 1) ( 0 . 1)

b o iad i. Endi g (x )  funk.sivasiuing integralini hisoblaymiz. g (x )  funksiya 

(0 , 1 ) da musbat va chegaralanmagan. g (x )  funksiyasi orqali quyidagi 

funksiyalarni tuzamiz:

f п. agar Ду >  n.

va in

Г п. agar ( ) < . r < - ^ = .
< , I У"

A . agar 4= <  x  1 .



: l u u k s i y a u mg  iute.Lualiui h i .sob lay in iz .  ,<;(.»• 4 „ funksivasi i u. 1 

da  u z lu k s iz .  II h o ld a  R i n i a u  m a 'n o s id a  i j if <;дг; 11 b i i n ! \_> ] i i :

.. ■> i 

(L) j  [//(./■)]„ (1/1 =  ( H) j  n d.r -r (]{) j  —7 d.r : _\.7; -- !

T a ’i if bo 'y icha

/ r/(.r) (///(.г) =  П т (2у/" -  1) =  X'.
I ,,-x

(0.1)

Demak. g(.r) funksiya Lebeg m a iiod a  integrnllaimvchi emas. bundan 

esa unga ekvivalent funksiya. f ( .r ) ham Lebeg m a’noda int.egiallauuvchi 

enmsligi kelib chiqadi.

2.3.18. (O .oc) oraliqda f ( f )  =  с funks iyaning Lebeg int. eg- 
ra lin i hisoblang.

Yech im i. n <  t <  n +  1 da [/] =  n boigan ligidan . bu oraliqda 
f { t ) =  <Г". Bundan

(0. x)

// —0

2.3.19. (0, oo) oraliqda

m  =
[t +  l][f + 2 ]

funks iyaning Lebeg in tegralin i h isoblang. 
Yech im i. n < / < / /  +  1 da

1
J in  =

( I I +  l ) ( n  +  2 ) 

Bundan
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V  l
=  ^  (a !- I K "  r 2 )  "  L

2.3 .20. (fl. oc) ora liqda

Hn №
fu n k s iy a n in g  Lebeg in te g ra l in i  h isob lang. 

Y ech im i. n <  t <  n +  1 da

m  =  - rni

Bundan
_  // + 1 _ _  71 +  1

(0, oo)

дол-E //(*)<“ = E / >
,1=0 i  n=0

DC

n\
11=0

M u staq il ish uchun m asalalar

1 - 9  misollarda J f ( x )  dx Lebeg integralini hisoblang.
E

1. f  /r 4- 4/ r ’ а8а г * е 1П [ ш , 1], 

' ( * ) =  I .  agar ж G I  П [1, |],

bunda E = [ ± ,  §].
2.

/ ( .т) =  (  ( i + T p ’ « g a r - e l r , [ 0 , l ] ,

[  7x, agar x  G Q,

bunda E  =  [0,1].
3.

1 agar x  G I  П [0,4],
x

f ( T ) =  { x i 2* z x 3+ 8 , a§ ar * G 11 n  I4' 5b
sin(3 +  x 2), agar i G Q ,

bunda E  =  [0,5].



Le beg  iiile g ra li

bunda E 
5.

bunda E  
6.

bunda E  
7.

bunda E  
8.

bunda E  
9.

bunda E

/(•'■) = 

= [О- 7Г].

/ V )  =

= [ o . i ] .

.r cos2 x, agar / t i n  [0, тг]. 
x s iir .r . agar x G O.

—7=. agar j  6 1П [0, 1], 
V х
sin x, agar x G Q,

x , agar x G ПП [0, ^ ] ,

x4

agar x G

= [0,v/3],

agar x G I  П [0, л/З], 

/ (x ) =   ̂ agar x G I n  [УЗ, 2],

= [0, 2].

cos2 x, agar x  G

/ M ^ / c o s ^ J l  +  t g , ’ aSar ^ € ЯП [0, 

[  8x2 +  4, agar x G Q,

= M -

,, . _  J xsin2x, agar x G In [0,тг],
1 xcos2x, agar x G Q,

= [0, тг].



/// BOB 
Metrik fazolar

3.1. M e tr ik  fazo lar

Haqiqiy sonlar orasklagi inasola tushunehasini mnumlashtirilish 
natijasida. zamonaviy inatemat ikaning eng muliim tushunchalaridan 
biri bo'lgan metrik fazo tushunchasi fransnz mateuiatigi M. Freshe 
tomoniclan 1906 yilda kiritilgan. Quyida biz metrik fazolardagi asosiy 
tushunchalar bilan tanishamiz.

T a ’rif. A ’ to'plamning har Ini .r va у ek'inentlari juftligiga nomanfiy 
p(x .y ) haqiqiy soni mos qo’vilgan boiib. quyidagi sliaitlaini qanoat- 
lantiisa. и liohla p funksiyaga metrika deyiladi:

1. p (x .y )  =  0 x =  у (ayniylik aksiomasi):
2. p (x ,y ) =  p (y,x ) (siminctiiklik aksiomasi):
3. p(x. y) <  p{x,z) +  p(z,y) (uchbuichak aksiomasi).

(A”. p) .juftligiga metrik fazo deyiladi.
1. Haqiqiy sonlar o'qida x va </ sonlar orasidagi niasofani p(x, y) =

|л' — у| ko'rinishda aniqlasak. u holda p metrika bodadi.
2 . n sondagi haqiqiy sonlarning x =  (arj.arj........ tartiblangan

guruhlari to ‘plamida metrikani p(x. y) — (xk -  yk)2 kabi kiritish

mumkin. Bu to'plam n-o'lcJwuli arifmetik Evklid fazosi deyiladi va M" 
orqali belgilanadi.

3. С о fazosi. Elementlari haqiqiy sonlarning x =  {./■„} 
ketma-ketliklaridan iborat bo'lib. bu ketma-ketliklarning hadlari

Yl -r'i < dc shartini qanoatlantiruvchi to'plamda metrikani p(x.y) =
/1=1_________________

\ (x ti ~  f J ’ ko'rinishda kiritish mumkin. Bu metrik fazo ( 2 orqali 

belgilanadi.

4. [o.b] segment da aniqlangan barcha haqiqiy uzluksiz funksiyalar 
to'plamida metrikani

ОС

p (f .y )  =  max |<](t) -  f(t)\ 
ii<f < b
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ko'rinishda kiritisli niumkin. 1311 mctrik fazo C'Ui.h| <>1 cjnli belgilanadi.

5. in fazosi. Hadlari chegaralangan haqiqiy stmbu iiin.u, cheksiz 
./■ =  } kef ma-ketliklari to'plamida niasofani

p(x. I/) =  sup |./■„ -  (/„j
II

ko'rmislida kiritsak. u holda bu to'plam metrik fazo boiadi. Bu metrik 
fazo m orqali belgilanadi.

(A\ p) met rik fazoda biror { .r„}  ketma-ketlik berilgan boisin. Agar 
ixtiyoriy £ >  0 soni uchun shunday n(s) nomer topilib. n > h( e) teng
sizligini qanoatlantiruvchi barcha n lar uchun p(x„,x ) < s tengsizligi 
o'rinli boisa. u holda {.r,,} ketma-ketligi ,r G A ” elementiga yaqinlashuv
chi deyiladi va lim x„ =  x yoki x„ —> x kabi belgilanadi. x nuqta {.r „ }

П—>~>С

ketma-ketligining limiti deb ataladi.
Agar {x,,} ketma-ketlik limit nuqtaga ega boisa. u holda u yagona 

boiadi. Haqiqat.au, agar lim x„ =  x va lim x„ =  x' boisa. u holda
II —*oo n—*oo

p {x ,x )  <  p{x.x„) +  p(x„.x ').

Bu tengsizlikning o iig  tomoni n —► сю da nolga intiladi. Bundan 
p(x, x') =  0. ya ’ni ./• =  x'.

T a ’rif. X  met,rik fazoda { j - „ }  ketma-ketligi berilgan boisin. Agar 
V £ >  0 son uchun n(s) nonicr topilib. n. rn > n(s) tcngsizliklarini 
qanoatlantiruvchi barcha n. m natural sonlari uchun p(x„.x,n) <  £ 
tengsizligi o'rinli boisa. и liohla ketma-ketlik fundamental deb
ataladi.

T a ’rif. Agar mctrik fazoning ixtiyoriy fundamental ketma-ketligi 
shu fazoga tegishli liinitga ega Ьо'/.ча. и holda и toia mctrik fazo deb 
ataladi.

Yuqorida keltirilgan haqiqiy sonlar to'plami. Evklid fazosi to ia  
mctrik fazoga misol boiadi. Ratsional sonlar to'plami esa. to ia  ('mas 
metrik fazoga misol boiadi. Haqiqatan. ./•„ =  (1 - ) "  boiganda. 
ketma-ketlik fundamental, amnio uning limiti irratsional с soniga tong.

(X .p i )  va 0  ./'_>) metrik lazolar boisin. A va ] '  fazolar orasida o'zaro 
bir qiymatli / : V — ) moslik o'rnatilgan boiib, ixtiyoriy x\.x-> t  A’ 
elementlari uchun p\ (x \ ) - p>(f(-l' i ) . f (x - , ) )  tengligi o'rinli boisa, u 
holda bu metrik fazolar o’zaro izomi trik deb ataladi.

(A -, p\) va (V .p i ) metrik lazolar berilganda. A' va Y  fazolar orasida 
yaqinlashuvchilikni saqlaydigan o'zaro bir qiymatli / : A’ — Y  moslik 
o'rnatilgan boisa (va ni p\(x.,.a) — (j dan P i ( f ( x n). f {a ) )  — (I kelib
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cliiqsa va aksimiia). u holda bu liietrik fazolar o'zaro yonteomorf deyi
ladi.

A’ fazoda p\ va p> uietrikalar berilgan bo-Isin. Agar A’ fazoda. ketina- 
ketlikniug p\ metrika bo'yicha yaqiiilashishidan p-2 metrika bo'yicha 
yaqinlashislxi va aksincha po metrika bo'yicha yaqinlashishidan p\ 
metrika bo'yicha yaqinlashishi kelib chiqsa, u holda bu metrikalar o'zaro 
ekvivalent deb ataladi.

A" metrik fazoda markazi a nuqtacla. racliusi r >  0 boigan B (a .r )  
ochiq sliar deb, p(a, x) <  r  shartni qanoatlantiruvchi barcha x G X  
elementlar to ‘plamiga aytiladi. B[a. r] yopiq shar p(a, x) <  r tengsizligi 
yordainida aniqlanadi. a nuqtaning s-atrofi del) B(a, s) ochiq sharga 
aytamiz.

X  metrik fazoning biror E  qism to'plami berilgan boisin. Agar 
xq G X  nuqtaning ixtiyoriy atrofida E  to'plamning kamida bir elementi 
mavjud boisa, u holda Xq nuqta E  to'plamning urinish nuqtasi deb ata
ladi. E  to'plamning barcha urinish nuqtalari to'plami E  ning yopilmasi 
deb ataladi va [£] ko'rinishda belgilanadi.

6 . Sonlar o'qida (n.b) intervalning yopilmasi [a, b] segmentdan ibo-

7. Ratsional sonlar to'plami Q uchun [Q] = R boiadi.
Agar xq E X  nuqta o'zining biror atrofi bilan butunlay E  to'plamga 

tegishli boisa, u holda bu nuqta E  ning ichki nuqtasi deb ata
ladi. E  to'plamning barcha ichki nuqtalari to'plamning ichi deb ata
ladi va in t(£ ’) ko'rinishda belgilanadi. Quyidagi munosabat o'rinlidir: 
in t (£ ) С E  с  [Е].

Agar x0 g  X  nuqtaning ixtiyoriy atrofida o'zidan boshqa E  
to'plamning kamida bitta elementi mavjud boisa, u holda bu nuqta 
E  ning limit nuqtasi deb ataladi. E  to'plamning barcha limit nuqtalari 
uning hosila to'plami deyiladi va E '  orqali belgilanadi. E ' ning hosila 
to'plamini E "  orqali belgilaymiz. Shunday qilib, E  to'plamning yuqori 
tartibli hosila to'plamlari aniqlanadi. (n-tartibli hosila to'plami E ("̂  
ko'rinishda belgilanadi).

Xq G E  nuqtaning o'zidan tashqari E  to'plamning birorta ham 
elementi boimagan atrofi mavjud boisa, u holda bu nuqta E  ning 
yakkalangan nuqtasi deb ataladi.

Agar x 0 G X  nuqtaning ixtiyoriy atrofida E  to'plamga tegishli 
bo igan  ham, tegishli boimagan ham nuqtalar mavjud boisa, u holda 
bu nuqta E  to'plamning chegaraviy nuqtasi deb ataladi. E  to'plamning 
barcha chegaraviy nuqtalari to'plami uning chegarasi deb ataladi va dE  
ko'rinishda belgilanadi.
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T a ’ rif. Aguv E =\E'\ tengligi o'rinli ha'lsa. и liolda E  yopiq to'plniu 
dcyihnli.

Agar to’plam yopiq boisa va yakkalangan nuqtaga ega boimasa. u 
liolda u mukammul deb ataladi.

T a i i f .  A gar E  = in t(E ) bo'lsa. и holda E  ochiq to'phuu dcyihidi.

Ochiq to'plamlarning quyidagi ayriin asosiy xossalarini keltiraniiz:

1) chekli sondagi ochiq to'plamlarning kcsishmasi ochiq to'plam 
bo'ladi:

2) ixtiyoriy sondagi ochiq to'planilarning birlashmasi ochiq to'plam 
boiadi.

Yopiq va ochiq to'plamlar orasida quyidagi bog'lanishlar mavjud:

1) ixtiyoriy ochiq to'plamning toiiqtiruvchisi yopiq to'plam bo'ladi:
2) ixtiyoriy yopiq to'plamning toiiqtiruvchisi ochiq to'plam boiadi.

Agar E  С X  to'plamning har qanday nuqtasining ixtiyoriy atrofida
A to'plamga tegishli nuqta topilsa, u holda E  to'plami A  to'plamda 
zich deb ataladi, ya’ni E  to'plam A  to'plamda zich boiishi uchun A С 
[E] boiishi kerak. Agar [E] =  X  bo'lsa, u holda E  hamma yerda 
zich deyiladi. Agar fazoning hamma yerda zich sanoqli qism to'plami 
mavjud boisa, u holda bu fazo separabel deb ataladi.

Agar X  fazodagi ixtiyoriy ochiq shar E  С X  to'plamga tegishli 
birorta ham elementi boimagan boshqa bir ochiq sharni o'z ichiga 
oladigan bo'lsa, u holda E  to'plam hech. bir yerda zich emas deb ata
ladi. E  to'plamning hech bir yerda zich emasligi in t[E ] =  0 tengli
gini anglatadi. Agar E  to'plami sanoqlicha hech bir yerda zich emas 
to'plamlarning birlaslnnasida yotsa, u holda bu to'plam birinchi ka- 
tegoriyali to'plam deyiladi, ya ’ni E  С (J - '̂м iiit[E„] =  0. Birinchi

kategoriyali boimagan to'plamga ikkinchi kat.ajoriya.li to'plam deyi
ladi. Ixtiyoriy bo'sh boim agan ochiq to'plamostisi ikkinchi kategoriyali 
to'plam boigan metrik fazoga Ber fazosi deyiladi.

3.1.1. E lem en tla r i  к »  I <  ° °  qanoatlantiruv-
II 1

chi haqiqiy son larn ing  x =  {■*’„ }  hetma-ketlik laridan iborat 
t o ‘plamda m asofan i

II

M asa la lar

ОС

l>r 1



ko 'r in ishda kiritsak, m etrika  aks iom alarin ing  o 'r in l i  
bo ‘lish in i tekshiring.

Yech im i. 1) p{x.y) E  \x„ -  ;/„j -■ l) <=> x„ — .//„ =  0 ( «  =
n --1

1. 2.... ) <=> ./■ = (/:
X, X

2) /Ф’ ,?/) =  E  I* »  ~  U"\ =  E  l.v„ -  =  />{y.x)\
n • - 1 n 1
X X ОС

3) p  ( .1 , y )  —  |.T„ lf„  | —  it - i t  "b -// ///; | ^  У ! |̂ /; -//{ +
// — I I!'- [ I)- \

3C

+  E  I-» -  !Jn\ =  P ( x ,  с) +  y).
// —1
Demak, metrikaning uch aksiomasi ham o'rinli. Bu metrik fazo /'| 

orqali belgilanadi.
3.1.2. E lem en t la r i  x =  {x ,, } ix t iyo r iy  cheksiz ketma- 

ketliklardan iborat ЬоЧдап t o ‘plamda m e tr ika n i

p(x, у) =  £
1 | X/, уn |

^  2" 1 +  |x„ -  yn I 

k o ‘rin ishda k ir i t ish  m u m k in l ig in i  isbotlang.

Y ech im i. E  W T 3 r n —  —i flator yaqinlashuvchi, chunki n, ning 

ixtiyoriy qiymatida
1 [ x „  -  Уп  I J _

2" 1 +  jx n -  y„\ <  2"
tengsizligi o'rinli.

Uchburchak aksiomasini tekshirishdan avval, bir yordamchi tengsiz
likni isbotlaymiz. Nomanfiy sonlar to'plamida aniqlangan

/ W ~ ,  (/ '(0  -  (T T 7 F  >  0 ' v , > o )

funksiya monoton o'suvchi funksiya bo'lgani uchun, a <  b bo'lganda

a b
<

l +  o 1 +  6

tengsizligi o'rinli bo'ladi. Bundan ixtiyoriy x =  { х „ } ,  у — {у,,} va 
с =  {> „ }  elementlari uchun |x„-y„| <  |х,(- 2,(|+|г(1-у „| , (n =  1 ,2 ,...) 
bo'lganligidan,



i •- !■'■» -  --»j l +  ! '„  -  n,,\

tengsizligiga ega boiam iz. Bn ttuigsizliklarni 777т да ko'paytirib. barcha 
ii lar bo'yicha qo'shsak, uchburchnk tengsizligiga ega boiamiz:

r>{->’•//) <  p{x .~) +  p(~-y)-

Bu metrik fazo .s orqali belgilanadi.
3.1.3. A g a r  x va у haqiqiy son lar orasida m asofan i p(.r.y) =  

siir(.r — //) k o ‘rin ishda aniqlasak, и holda barcha haqiqiy son lar  
t o ‘p lam i m e tr ik  fazo  bo‘lad im i?

Yech im i. Aniqlangan masofa metrikaning birinchi shartini qanoat- 
lantirmaydi. Haqiqatan, x ф у boiganda sin2(x — y) =  0 bo'lishi 
mumkin.

3.1.4. A g a r  haqiqiy son lar orasida m asofan i p (x ,y ) =  \x — y\ 
k o ‘r in ishda aniqlasak, и holda bu ora liq  m etr ika  bo ‘lad im i?

Y ech im i. Metrika boiadi. Haqiqatan,

1) P(x, У) =  \x -  У\ >  0; p(x, y) =  \x-y\ = Q  x - y  =  0 x =  y\
2 ) p{x ,y ) =  |.r — 2/| =  | — { y -  x )| =  | -  1 ||2/ — x| =  \y-x\  =  p (y ,x );
3) p(x.y) =  \x—y\ =  \ x -z + z —y\ <  \x-z\ +  \z-y\ =  p (x ,z )+ p (z ,y ) .
3.1.5. A g a r  haqiqiy son lar orasidagi m asofan i p (x ,y ) =  

\J|X — y\ k o ‘rin ishda aniqlasak, и holda bu masofa m e tr ika  
bo ‘lad im i?

Y ech im i. Metrika boiadi.
1) p(x,y) =  yj\x -  y\ >  0

P(x, y) =  y/\x -  у| =  0 Q  |.r -  y\ =  0 x -  у =  0 4Ф x =  y\
2) p{x, y) =  y/\x - y | =  y/\y -  x| =  p(y.x ):
3) Ixtiyoriy musbat a va b haqiqiy sonlar uchun \/a +  b <  s/a +  \/b 

tengsizligi o'rinli bo'lgani uchun

p{x,y) = V\x -  y\ = V\x -  - + з -  y\ < \/\x -  z\ + |-  -  y\ <

<  \ J \ x -z\ +  y/\z -  y\ =  p{x, z) +  p{z, y).

3.1.6. [a, 6] segmentda uzluksiz bo ‘lgan barcha funks iya la r  
t o ‘p lam ida masofani

:: I . M e l rik  la z o la r  i !>

k o ‘r in ishda aniqlasak, и holda bu m asofa  m etr ika  bo‘la d im i?
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Yech im i. Metrikaning 1) va 2) aksionialari o’rinli. .’!) aksioinaning 
o’ rinli ekanligini ko'rsatishda Koslii Bunyakovskiy Unigsizligining in
tegral shakli deb ataluvchi

I) I, I,

j  r U ) ,V )d f  < j  (y [1))2 dt j  { i ’i t ) ) 2dt

« \ <1 <1

tengsizlikdan foydalanamiz. Berilgan to ’plamda ixtiyoriy 9 , Ф 
funksiyalar uchun

b h

p2(ip, v j) =  J (tp(t) -  w(t ) )2 dt =  J ( y U )  -  / (0  +  / (0  -  Ф ) ) 2 dt =

a a

b b b 

=  J i A O - f i t ) ) ' 2 dt+2 J ( i p ( t ) - f ( t ) i f i t ) - i l > i t ) ) d t + l ‘{ f i t ) - i ’i t ) ) 2dt.<

<  ( A t ) ~ f ( t ) ) 2dt +  2

\
0

> ( t ) - f m 2dt j i f i t ) - m ? d t +

b b \Л
[ m - m ) 2dt = \ f  i<Pi t) -  f i t ) ) 2 dt + / i f  i t )  -  ^ i t ) ) 2dt

a V i \ J
=  (p (< p j)  +  p ( i ■ '• ))'•

Demak,

р{ч>, Ф) < p{<fJ) +  р{1,Ф)-
3.1.7. [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lgan funks iya larn ing  bar

cha ju ft l ik la r idan  iborat F [a .b } t o ‘p lam ida  (f i .c j i )  va (fi.g-i) 
ju f t l ik la r i  orasida m aso fan i

p i i f l ,  0 l ) (/ 2 ,</2) )  =  sup ( | / l ( 0  -  /2 ( 0 ! +  |.9l(0 -  52(01)
te [«.*!

k o ‘rin ishda aniqlasak, и holda F[a.b] m e tr ik  fazo  bo‘ladim i?
Yech im i. Metrikaning birinchi va ikkinchi aksiomalari o'rinli. Uch- 

inciii aksiomaning o'rinli ekanligini ko’rsatamiz:

p (( f i ,9 i ) ,  (./•'•№)) =  sup (!/,(/) -  /,(01 +  Ь (t ) -  /72(01) <
tela.b}
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<  s up ( 1} \  ( t ) -  /:i ( t ) I +  I / 3  ( t ) -  f -2 ( t) I +  \g I ( t )  -  <7;i (:t) | +  j g:i ( t) -  ry-_, (:t) |) <

<  « И р  ( j / l ( / ) - / : i ( 0 |  +  | . y i ( 0 “ № . ( 0 l ) +  « Щ »  ( | / : i ( * ) - / 2 ( 0 |  +  | < y : i ( 0 - № ( * ) l )  =

3.1.8. A’ m etr ik  fazo t o ‘la bo ‘lishi uchun, bu fazoda ix t i 
yoriy  ich m a - ich  joylashgan va radiuslari nolga in t i luvch i 
yopiq sharlar ketma-ketlig i bo ‘sh ЬоЧтадап kesishmaga ega 
bo4ishi z a ru r  va yetarli ekanlig in i isbotlang.

Yech im i. Zarurligi. X  to ‘la metrik fazo va

ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi bo'lsin. Bn shaming radiusi 
va markazi mos ravishda rn va an bo'lsin. n —> 00 da r„ —» 0 bo'lib, 
m >  n bo'lganda p(an,am) <  rn bo'lgani uchun {a„,} ketma-ketlik 
fundamental, u holda X  ning to'laligiclan, uning yaqinlashuvchi ekanligi 
kelib chiqadi. lim an =  a bo'lsin, u holda a £ [Bv], Shunday qilib, a

har bir Bn shaming urinish nuqtasi bo'ladi. Bundan B„ yopiq shar 
bo'lganligi uchun a G Bn (n =  1,2, . . . ) .

Yetarliligi. X  da ixtiyoriy { x „ }  fundamental ketma-ketlik berilgan 
bo'lsin. U holda shunday щ liomer topilib, n >  щ tengsizligini qanoat
lantiruvchi barcha n lar uchun p(xn,xni} <  ^ tengsizligi o'rinli bo'ladi. 
Markazi x rll nuqtada bo'lib, radiusi 1 ga teng yopici sharni olib, bu 
sharni B\ orqali belgilaylik. Endi shunday n2 nomerni n >  щ  teng

sizlikni qanoatlantiruvchi barcha n lar uchun p(xn,x n ) <  i  teng-
2 2

sizlik o'rinlanadigan cjilib tanlab olamiz. xn nuqtani radiusi 1/2 ga 
teng shaming markazi qilib olamiz va bti sharni B2 orqali belgilaymiz. 
Shu jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan Bk yopiq sharlar 
ketma-ketligiga ega bo'lamiz. Bunda В t shaming radiusi l/2 fc_1 ga 
teng bo'ladi. Bu sharlar ketma-ketligi shartga muvofiq umumiy nuqtaga 
ega. Uni x orcpali belgilaylik. Ushbu x nuqta {x ,^ }  ketma-ketlikning 
limit nuqtasi bo'ladi. Agar fundamental ketma-ketlik x nuqtaga yaqin
lashuvchi qismiy ketma-ketlikka ega bo'lsa, 11 holda uning o'zi ham x 
ga yaqinlashadi.

3.1.9. X  t o ‘plamda m e tr ika n i

k o ‘r in ishda aniqlasak, и holda (X ,p )  to4a m etr ik  fazo  
bo ‘lad im i?

(K ifu g i), ih-,(j3)) +  p ({h ,g :s), (/2 ,5 2 ))-

В i D . . . D B n D ...

agar
agar x =  у
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Yech im i. X  fazoda ixtiyoriy {.r,,} fundamental ketma-ketlik beril
gan bo'lsin. U holda ixtiyoriy 0 <  г <  1 soni uchun, shunday n€ 
natural soni topilib, n,rn >  n; tengsizligini qanoatlantiruvchi barcha 
natural sonlar uchun p(xn,x ni) <  s tengsizligi o‘rinli. Bundan berilgan 
ketma-ketlikning n£ hadidan keyingi barcha hadlari o'zaro teng bo'ladi. 
Shuning uchun {x n} yaqinlashuvchi. Demak, (X .p )  to'la metrik fazo.

3.1.10. i\ m e tr ik  fa zo n in g  t o ‘la ekanlig in i isbotlang. 
Yech im i. l\ fazoda { :r „ }  fundamental ketma-ketlik berilgan boisin,

bunda xn =  (x^\  x^’\ . ■., . . . ) .  Fundamental ketma-ketlikning 
ta ’rifidan, V с >  0 uchun n£ natural soni topilib, n, m >  n£ tengsiz- 
liklarni qanoatlantiruvchi n, m  natural sonlari

OO

- x [ m)| < e  (3.1)
2 =  1

tengsizlikni qanoatlantiradi. Ixtiyoriy j  uchun
OO

\x(n) _  ^ 1  < £  |x(n) _  x(rn)| < £

2=1

boigani uchun, har bir j  da sonli ketma-ketlik fundamental,
(n)

ya’ni yaqinlashuvchi. lim x, =  a, boisin. a =  (a i, ao, . . . ,  an, . . . )  G
n —> OO J

t\ va lim xn =  a ekanligini ko‘rsatamiz.
п—>oo

(3.1) tengsizlikdan ixtiyoriy к soni va n ,m  >  n£ natural sonlari uchun

к

El (n) (m) I ^\x\ - X )  ’ \ <£

i = 1

tengsizligining o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Bu tengsizlikda dastlab 
m —» oo da, keyin к —> oo da limitga o‘tib n >  n£ boiganda

OO

Х > ! п )- а ; | < е  (3.2)
( = i

tengsizligiga ega boiam iz. \a.t\ <  |x.|n* — a*| +  \x^\ boigani uchun
OO , ч OC

(3.2) tengsizlikdan va ]T) \xtn>\ qatorning yaqinlashuvchiligidan ^  |a,\ 
i = i  i = i  

qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi, ya’ni a G i\. (3.2) tengsizlik
dan lim xn =  a ekanligi kelib chiqadi.

n—>00
3.1.11. (B e r  teo rem as i) .  X  t o ‘la m e tr ik  fa zo n i  hech qa- 

yerda zich ЬоЧтадап t o eplamla,rning sanoqli sondagi birlash
masi k o ‘rin ishda ifodalash m u m kin  emas. Isbotlang.
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Y ech im i. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni A’ =  U AI„ boisin. bunda
//=1

har bir M„ hech qayerda zich emas.
So orqali radiusi 1 ga teng biror yopiq sharni belgilaylik. M\ to'plami 

hech qayerda zich bolmaganligidan, u So to ‘plamida ham zich emas. 
Shuning uchun radiusi  ̂ dan kichik Si yopiq shar topilib, Si С Sq va 
S\ П Л/1 =  0 munosabatlar o'l'inli boiadi. A/2 to'plami Si to'plamicla 
zich bolmaganligidan S\ to'plamning ichicla yotuvchi radiusi | dan 
kichik S2 to'plami topilib, S2 П M 2 =  0 tengligi o iin li boiadi va hokazo. 
Ushbu jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan va radiuslari n —>
oo boiganda nolga intiluvchi {S ’,,} yopiq sharlar ketma-ketligiga ega 
boiam iz. Bunda Sn П M n =  0 munosabati o ‘rinlidir. 3.1.8-misolda

OO

ko‘rganimizdek f ]  Sn kesishmaga qandaydir x nuqta tegishli boiadi.
71 =  1

Bu nuqta M n to'plamlarning birortasiga tegishli emas. Demak, x  ^ 
U  M n, ya’ni X  ф (J M n koiinishdagi ziddiyatga kelamiz.
П Tl

3.1.12. Metrik fazoda ixtiyoriy sondagi yopiq to ‘plam- 
larning kesishmasi yopiq to ‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yech im i. Fa, a G I  (/ indekslar to'plam i) yopiq to'plam boisin.

F  =  n ^
a

to'plamning yopiq ekanligini ko'rsatamiz.
Aytaylik, x nuqta F  to'plamning urinish nuqtasi boisin. U holda 

bu nuqtaning ixtiyoriy B (x ,s )  atrofida F  to'plamning kamida bitta 
elementi mavjuddir. F  =  p| Fa boiganligidan, B(x, e) sharda har bir F„

a
to'plamning ham kamida bitta elementi mavjuddir. Bundan x  har bir 
Fa to'plamning urinish nuqtasi bo iad i va Fa to'plamlar yopiq bo'lgani 
uchun x G Fa. Demak, x G F, ya’ni F  yopiq to'plam.

3.1.13. Metrik fazoda

C( int {E ) )  =  [С E]

tengligi o ‘rinli ekanligini isbotlang.
Y ech im i. Har bir x G C (in t(£ 1) )  nuqta uchun x $ int(E ’) o'rinlidir. 

Bundan x  elementning ixtiyoriy atrofi E  to'plamida to i iq  yotmasligi 
kelib chiqadi. U holda bu atroflarning har birida C (E )  to'plamning 
kamida bitta elementi mavjud. Shuning uchun x  G [C (£ 1)], ya ’ni 
C ( in t (£ ) )  с  [СЕ]. in t(E ) С E  boiganligidan, [СЕ] С C (in t (E )) 
munosabatning o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Demak, C (in t (£ ’) )  =  
[СЕ].
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3.1.14. (■> m e tr ik  fa zon ing  t o ‘la lig in i isbotlang.
Y ech im i. Co fazocla.il olingan } fundamental ketma-ketlik beril

gan bo'lsin, bunda x„ =  (.r1/'1. x l. " ].......rjj"\ ...).
Fundamental ketma-ketlikning ta'rifidan, ixtiyoriy £ >  0 uchun shun

day ns natural soni topilib, n, m >  n€ tengsizliklarni qanoatlantiruvchi 
n, m. natural sonlari uchun

p2{xn,x w) =  j r  i 4 H) -  4 m)l2 < £ ( 3 -3)
A-=l

tengsizlik o'rinli. Bundan har bir i soni uchun

f c = l

bo'lganligidan, har bir i uchun ’ sonli ketma-ketlik funda
mental. Bundan u yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu ketma-ketlikning limi- 
tini a; bilan belgilab, a =  (a i, a2, . . . ,  a,;,. . . )  elementni hosil qilamiz.

OO

Agar \ai\2 <  сю va lim p(xn,a) =  0 munosabatlarning o'rinliligi
i=i

ko'rsatilsa, £2 fazoning to'laligi isbot etilgan bo'ladi.
(3.3) tengsizlikni quyidagi ko'rinishda yozamiz:

OO p  OO

E i4”’ - 4”’i2 - E i4"’ - 4"”!2 + E i4”’ - 4m)i2 < 
k= 1 k = l  k—p + l

bu yerda p ixtiyoriy natural son. Bundan ixtiyoriy p uchun

p

El (n) (”')|2 „
1 4 - 4  I < £.

k=l

yoki p bilan m ni tayinlab, n bo'yieha limitga o'tilsa, ushbu

E K - f i ’ c
A -= l

tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy p uchun o'rinli; shuning 
uchun bunda p bo'yieha limitga o'tish mumkin, u holda

OO

5 ^ | a * - 4 m)|2 < e - (3-4)
. A =  1
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^  /ц\ i
Bundan va |.гА" |2 <  oo muiiosabatdan quyidagi tengsizlik kelib

chiqadi:
k=l

<  oo. 
k = l

Demak, a =  (ab a2, . . . ,  a „ , . . . )  G £2• So‘ngra £ >  0 ixtiyoriy bo'lganligi 
uchun (3.4) dan lim p(xlua) =  0.

n—*oo
3.1.15. m metrik fazoning to ‘laligini isbotlang.
Y ech im i. rn fazodan olingan {x „ ,} ketma-ketlik fundamental bo‘lsin, 

bunda xn =  {х^'\ x%l\ .. . . . . ) .  xn G m  bo‘lganligi tufayli shunday 

cn ketma-ketligi mavjudki, uning uchun \x^\ <  cn ( к — 1,2,3,...) 
o‘rinli. Fundamental ketma-ketlikning ta ’rifidan, ixtiyoriy £ >  0 uchun 
n£ natural soni topilib, n,m >  n£ tengsizliklarni qanoatlantiruvchi n,m  
natural sonlari uchun

/ ч I (n) (p) Ip(Xn,Xv) =  sup \x\. -  Xb\ <  £ 
к

tengsizlik o'rinli. Bundan

\x k ) - x k ) \ < £  ( 3 -5 )

munosabatning к ga nisbatan tekis bajarilishi kelib chiqadi. De
mak, ixtiyoriy к uchun sonli ketma-ketlik fundamental va 
yaqinlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limitini aк bilan belgilab, a =  
(01, a2, . . . ,  a * , . . . )  elementni hosil qilamiz. Endi ushbu о G m va 
lim p(xn,a ) =  0 munosabatlarni isbotlaymiz.
71—>00

(3.5) da p ga nisbatan limitga o ‘tilsa, barcha к lar uchun n >  n£ 
bo‘lganda o ‘rinli bo‘lgan

|4П) — a k\ <   ̂ (3.6)

tengsizlik kelib chiqadi. Bundan

■ 1 ^ 1  ( »£  +  l )  I 1 I (n E +  l )|  ,  .
\ak\ <  F i- a k\ +  \x k I < £  +  <4+1

tengsizlikni barcha к lar uchun hosil qilish mumkin, ya’ni a =  
(ax, a2, .. .  ,afc,. . . )  G m munosabat kelib chiqadi. (3.5) dan n >  n£ 
uchun

p(xn, x) =  sup \хПк -  xk\ <  e.
к

e ixtiyoriy bo'lgani uchun, (3.6) dan lim p(xn,a ) =  0 munosabat kelib
n—» OO

chiqadi.
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3.1.16. M e t r ik  fazoda ix t iy o r iy  yaqinlashuvchi ketma-ketlik  
fu nd am en ta l l ig in i isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, {x,,} ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashsin. U 
holda ixtiyoriy s >  0 son uchun shunday nE natural soni topilib, barcha 
n >  ne uchun p(x„ ,x ) <  e/2  tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, n ,m  >  
n£ tengsizliklarni qanoatlantiruvchi n,m  natural sonlari uchun

p(xn,xm) <  p{x„,x ) +  p {x .xm) <  e/2 +  e/2 =  e

munosabat o'rinli. Bu esa {.r,,} ketma-ketlikning fundamentalligini 
ko‘rsatadi.

3.1.17. X  m e tr ik  fazoda ix t iyo r iy  M  va N  t o ‘p la m la r  uchun

munosabatn ing o ‘r in l i  ekanlig in i isbotlang.
Yechimi. Ixtiyoriy x  6 in t(M  П N )  nuqtani olaylik. U holda x 

nuqtaning M n N  to'plamda butunlay joylashgan B (x ,e ) atrofi mavjud, 
ya ’ni B (x,  с) С M n N .  Ravshanki B (x , e )  atrof M  va N  to'plamlarning 
har birida butunlay joylashgan. Bundan x € in t(M ) va x  G int(A 'j, 
ya ’ni x € in t(M ) П int(N ) .  Demak, in t(M  П N )  с  in t(M ) П int(Ar).

Agar x € in t(M ) n in t(A r) bo'lsa, u holda x  e  in t(M ) va x G int(A/'), 
ya’ni x nuqtaning M  to'plamda butunlay joylashgan B (x ,£ i )  va N  
to'plamda butunlay joylashgan B (x ,£ 2) atroflari mavjud. Endi £ sonini 
£ =  m in(£i,£2) kabi olsak, u holda x nuqtaning B ( x , e )  atrofi M  П N  
to'plamda butunlay joylashgan bo'ladi, ya’ni x  e  in t (M  П N ).  Demak, 
in t(M ) nint(TV) с  in t(M  П N ).

3.1.18. i\ m e tr ik  fazodan olingan xn =  (x^‘\ x^\  ... . . . )  
ketma-ketlik va a =  (aj, a2, . . . ,  a t , . . . )  elem ent uchun  =  

lim x [n̂  bo‘lsa, har d o im  lim p(xn.x ) =  0 munosabat o ‘r in l im i?
n—*oo n —> oo

Yechimi. Har doim o'rinli emas. Misol uchun,

in t (M  П N )  =  in t (M )  П in t (N )

a =  (0,0,0,...)

va

n

bo'lsa, u holda n > к soni uchun — a/,.| =  0. Bundan ixtiyoriy к 

uchun at =  lim x ^  munosabat kelib chiqadi. Ammo ixtiyoriy n uchun
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ya’ni lim p(x„,a) =  0 munosabat o'rinli emas.
If —* ОС

3.1.19. Quyidagi tasdiqlar teng kuchlidir:
(1 )  X  B e r  fazosi;
(2 )  X  n ing sanoqli b ir in ch i kategoriyali t o ‘p la m la r i b ir 

lashmasi ichki nuqtaga ega emas;
(3 )  X  n ing ochiq zich t o ‘p la m la r i  sanoqli kesishmasi zich;
(4 )  X  da b ir inch i kategoriyali t o ‘p lam ning t o ‘ld iruvch is i 

zichdir.
Yechimi. (1)=> (2) Aytaylik, E  =  (JnE n, bunda E„ =  [E„], 

in tEn =  0 bo'lsin. U holda E  birinchi kategoriyali to'plamdir. Bundan 
in tE  С E, in tE  ochiq va birinchi kategoriyali to'plamdir. X  Ber fazosi 
bo'lganligidan, in tE  bo'sh to'plamdir.

(2)=> (3) Aytaylik, E  =  P| G,n bunda G„ ochiq to'plam va [G„] =  X
П

bo'lsin. U holda

X \ E  =  X \ f ] G . „  =  \ J (X \ G n).
11 П

Shu bilan birga, X \ G n yopiq to'plam va in t (X \ G „ )  =  0, chunki [G'„] =  
X.  Bundan in t (X \ E )  =  0. Oxirgi tenglik E  to'plam to'ldiruvchisi ichi 
bo'sh to'plam, ya’ni E  zich to'plam ekanligini ko'rsatadi.

(3)=> (4) Aytaylik, E  birinchi kategoriyali to'plam bo'lsin, ya’ni E  =  
U  En, bunda int[En] =  0. En — [E„] deb hisoblashimiz mumkin. U
П
holda G„ =  X  \ E„ ochiq va zich to'plamdir. Shartga ko'ra

f ] G n =  [ J ( X \ E " )
11 11

zich to'plamdir. Endi

X \ E  =  X \ [ j E n =  f ] X \ E „  =  f| G „
11 n II

ekanligidan, X  \ E  ham zich to'plamdir.
(4)=> ( 1) Agar E  to'plami ochiq va X  da zich bo'lsa, u holda X  \ 

E  zich to'plam emas. Bundan shartga ko'ra E  ikkinchi kategoriyali 
to'plam bo'la olmaycli, Demak, E  birinchi kategoriyali to'plam.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Haqiqiy sonlar to'plamida metrikani p{x,y ) =  arctg \x — y\ 
ko'rinishda aniqlash mumkinligini ko'rsating.
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2. Ixtiyoriy to'plamda metrikani

J 0. agar x =  y,
=  ( i ,  agar , ^ , ,

ko'rinishda aniqlash mumkin ekanligini isbotlang.
3. Faraz qilaylik (X ,p ) metrik fazo bo'lsin. Agar Ух ,у  6 X  uchun

Pl(x, Ij) =  p(x, y)/{ 1 +  р(.Г, ;(/)],

P2( x , y )  =  ln [l +  p(x,y)\

bo'lsa, u holda (X,p\) va (X ,p 2) metrik fazolar ekanligini ko'rsating.
4. n sondagi haqiqiy sonlarning x =  (xi, x2, . . . , x n) tartiblangan 

guruhlari to'plamida metrikani
П

а) p (x ,y ) =  J2 W  ~  Ук\\
k= 1

б) /э(х,у) =  max \yk -  xk\
1 < k < n

ko'rinishlarda kiritishga bo'lishini ko'rsating.
5. Haqiqiy sonlarning x =  (x b x 2, . . .  ,x n . . . )  chegaralangan ketma- 

ketliklari to'plamida masofani p(x, y) =  sup |yk — x k\ ko'rinishda kirit- 
sak, bu to'plamning metrik fazo bo'lishini ko'rsating.

6 . Agar x n —> x, yn у bo'lsa, p(xn,yn) —> p (x ,y ) ekanligini 
isbotlang.

7. Natural sonlar to'plamida metrikani quyidagicha aniqlaylik:

, \m — n\
p (m ,n ) = ---------- , m ,n  € N.

mn

(N ,p ) to'la bo'lmagan metrik fazo ekanligini isbotlang.
8 . Agar haqiqiy sonlar to'plami Ж da x,y  sonlari orasidagi masofani 

p(x ,y ) =  |ж3 — у31 formulasi'orqali kiritsak, u holda u to 'la  metrik fazo 
tashkil qilishini isbotlang.

9. X  to'plamda o'zaro ekvivalent bo'lgan p\ va p2 metrikalar beril
gan. (X ,p i )  fazoning to'la bo'lishidan (X ,p 2) fazoning to 'la  bo'lishi 
kelib chiqadimi?

10. [a, b] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo'lgan barcha funksiyalar 
to'plamida metrikani

P{f,9 ) =  sup \ f\ t )~  g'{t)\
te[a.b\

ko'rinishda kiritish mumkinmi?
11. Tengliklarni isbotlang:



a) 0E  =  [£] \ int(E'):

b) И М  =  [E]:
C) [£/! U £■>] =  [E i] U [Eo].
12. Tekislikda chegaraviy nuqtalarga ega bo'lmagan to'plamga misol 

keltiring.
13. Ixtiyoriy to'plamning hosila to'plami yopiq to ’plam bo'lishini 

isbotlang.
14. Ixtiyoriy to ’plamning chegarasi yopiq to'plam bo’lishini 

ko'rsating.
15. Ixtiyoriy to'plamning ichi ochiq to'plam bo'lishini ko'rsating.
16. Barcha nuqtalari yakkalangan sanoqsiz to'plamga misol kelti

ring.
17. E. M", C[a,b\, £2 fazolarning separabel fazo bo'lishini ko'rsating.
18. m fazosining separabel fazo emasligini isbotlang.
19. M, Mn, C[a,b\ fazolarning to'laligini isbotlang.
20. T o 'la X  fazoda zich bo'lgan ochiq to'plamlarning sanoqli sondagi 

kesishmasi X  to'plamda zich to'plam bo'lishini isbotlang.
21. Hech qayerda zich emas to'plamning yopilmasi ham hech qa- 

yerda zich emas to'plam bo'lishini isbotlang.
22. Barcha ko'phadlar to'plamining C [0 ,1] da zich ekanligini 

ko'rsating.

3.2. Metrik fazolarda kompakt to'plamlar

X  metrik fazodagi К  to'plamning elementlaridan tuzilgan ixtiyoriy 
ketma-ketlikdan biror x G X  elementga yaqinlashuvchi qism ketma- 
ketlik ajratib olish mumkin bo'lsa, К  to'plam X  da nisbiy kom.pakt 
deyiladi.

X  metrik fazodagi yopiq nisbiy kompakt bo'lgan К  to'plam kompakt 
deyiladi. X  metrik fazodagi К  to'plamning diametri

diam/sT =  sup p(x, y)
XJJtEK

chekli son boisa,u holda К  chegaralangan deb ataladi.
K v a M  to'plamlar (X ,  p) metrik fazodan olingan va e >  0 biror 

son boisin. Agar К  to'plamdan olingan ixtiyoriy x element uchun M  
to'plamda p(x,y) <  e tengsizligini qanoatlantiruvchi у elementi mavjud 
bo'lsa, u holda M  to'plam К  to'plamiga nisbatan e-to ‘r  deb ataladi. 
Agar ixtiyoriy e >  0 uchun К  to'plam chekli e-to'rga ega bo'lsa, u holda 
К  to‘liq chegaralangan deyiladi.

(] 3.2. M cl rik fazolarda kom pakt I o 'p lam la r. 80
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M asa la lar

3.2.1. Har bir I\ kompakt metrik fazo to ‘liq chegaralangan 
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Faraz qilaylik К  to 'liq chegaralangan bo'lmasin. Bundan 
К  da biror e >  0 uchun chekli s-to’ r topilmasligi kelib chiqadi. К  dan 
ixtiyoriy o-i nuqta olamiz. U holda shunday а о € К  nuqta topiladiki, 
p(ai, o-2) >  e bo'ladi. aks holda { « i }  to'plam £-to'r bo'lardi. К  da 
shunday a.3 nuqta topiladiki,

P ( « i , a 3) > £ ,  p{a2, a3) >  £

bo'ladi, aks holda {ai ,  a2}  to'plam s-to'r bo'lardi.
Shunga o'xshash аь  а2,. ..,оА nuqtalar uchun a^+i £ К  topilib, 

p(ai, ak+1) >  c, i =  I, к bo'ladi.
Bu tanlab olingan nuqtalar limit nuqtaga ega bo'lmagan {a 7(}  chek

siz ketma-ketlikni beradi, chunki p(n,. aj) >  e , i Ф j. Bu esa К  ning 
kompakt ekanligiga zid.

3.2.2. Ixtiyoriy kompakt to ‘plamning to ‘la fazo bo(lishini 
isbotlang.

Yechimi. Bizga E  kompakt to'plamda {.r,,} fundamental ketma- 
ketlik berilgan bo'lsin. E  kompakt bo'lgani uchun {:rn}  ketma-ketlik 
E  da yaqinlashuvchi {x ,u.} qismiy ketma-ketlikka ega. {:r„( }  ketma- 
ketlikning limitini a bilan belgilaylik. {x ,, }  fundamental va {x „ ( }  yaqin
lashuvchi bo'lgani uchun ixtiyoriy £ >  0 soni uchun 3 nE soni topilib, 
n,k >  n£ (Demak, nk >  n€) bo'lganda p(xn,xnie) <  | va р(хПк.,а) <  | 
tengsizliklari bajariladi. Natijada

£ £
p{xn, о) <  p (x „ ,xnk) +  p{xUk.,a) <  -  +  -  =  £.

Bundan { x „ }  ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqib. E  
to'plamning to 'la  ekanligini ko'rsatadi.

3.2.3. ( Hausdorf teoremasi). R metrik fazo kompakt 
bo‘lishi uchun uning to ‘la va to ‘liq chegaralangan bo‘lishi 
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, R  kompakt bo'lsin. U holda to'liq chegaralan- 
ganlikning zaruriyligi 3.2.1-misoldan kelib chiqadi. To'la bo'lishi esa
3.2.2-misoldan ko'rinadi.

Endi R  to 'la  va to'liq chegaralangan bo'lsin. Kompaktligini 
ko'rsatish uchun har bir { x „ }  С R  ketma-ketlik hech bo'lmaganda bitta 
limit nuqtaga ega bo'lishini ko'rsatish yetarli.
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R da 1-t.o'r hosil etuvchi nuqtalaming liar biri atrofida radiusi 1 
bo'lgan yopiq shar quramiz. Bu sharlar R  ni to'liq qoplaydi hamda 
ularning soni chekli boladi, u holda ularning liccli bo'huaganda bittasi 
{.г,,} ning biror x [ l}, ... qismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi.
Bu sharni B\ orqali belgilaymiz.

B\ sharda ham -5-to ‘r hosil etuvchi nuqtalar atrofida radiusi  ̂bo'lgan

yopiq sharlarni qursak, ularning hech bo'lmaganda bittasi {x,,1̂ }  ketma- 

ketlikning {xi,2)}  qismiy ketma-ketligini o ‘z ichiga oladi. Bu sharni B2 
orqali belgilaymiz. Shu kabi markazi B2 da radiusi | bo'lib, {x!,3)}  С 

{х,(,2)}  ketma-ketlikni o'z ichiga oluvchi sharini olamiz va hokazo.
Endi markazi Bn shaming markazida, radiusi esa ikki marta katta 

bo‘lgan An yopiq sharlarni qaraymiz. Ravshanki A n sharlar ichma-
ОС

ich joylashgan. R  ning to'laligidan p| A„ kesishma bo‘sh emas va u
n — 1

yagona xo nuqtadan iborat. Bu nuqta {x ,, } ketma-ketlik uchun limit 
nuqta bo'ladi, hamda uning atrofi biror Bk sharni o ‘z ichiga oladi, ya’ni 
{ x „ }  ketma-ketlikning cheksiz { x ^ }  cjismiy ketma-ketligini o‘z ichiga 
oladi. Bundan R  kompaktdir.

3.2.4. Ixtiyoriy nisbiy kompakt to ‘plam chegaralangan bo‘- 
lishini isbotlang.

Yechimi. Agar d iam if =  +oc bo'lsa, u holda V x{] £ К  nuqta uchun

supp(xo,x) =  +00 
j-eK

bo'ladi. Haqiqatan, agar V x  6 К  uchun p(x0,x )  <  M  bo'lsa, u holda 
V x , y  € К  nuqtalari uchun

p(x, y) <  p(x, Xq) +  p(x0, y) <  2M

tengsizlik o'rinli bo'lardi. Demak, lim p(x0, xn) =  + oc  bo'ladigan { x „ }
n —►OO

ketma-ketligini topish mumkin. Natijada { x „ }  ketma-ketlikning ix
tiyoriy {x ,ljt}  qismiy ketma-ketligi uchun ham lim p (xo , x „J  =  +00

77— > 0 0

bo'ladi. U holda {x „ (.} fundamental bo'lmaydi, Demak, yaqinlashuv
chi emas. Bundan К  ning nisbiy kompakt emas ekanligi kelib chiqadi. 
Hosil bo'lgan zidcliyatdan К  ning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi.

3.2.5. To‘plamning chegaralanganligidan, uning nisbiy 
kompakt bo‘lishi kelib chiqadimi?

Yechimi. Umuman aytganda kelib chiqmaydi. Masalan t2 fazoda 
quyidagi

ei =  ( 1,0,0, . . . ) ,  e2 =  (0, 1,0, . . . )  e3 =  (0,0, 1, . . . ) ,
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elementlardan iborat chegaralangan to ’plamni olaylik. Bu to'plamning 
ixtiyoriy e„ va (j,„ elementlari orasidagi masofa p(e,„. e„) =  \/2 (m ф n). 
Demak. bu ketma-ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi yaqinlashuv
chi emas. Shuning uchun qaralayotgan to'plam nisbiy kompakt emas.

3.2.6 X  m e tr ik  fazoda bo‘sh emas ,4i D A> D . . .  D A„ D ... 
kompakt t o ‘p lam lari berilgan bo‘lsin. U  holda  f ]  A„ kesish-

n> 1

m asi bo‘sh emaslig in i, Shu bilan birga, agar lim diamA,, =  0
n —»OC

bo‘lsa, и holda  Q  A n kesishmaning yagona nuqtadan iborat
П>  1

bo ‘lish in i isbotlang.
Y ech im i. Har bir An to'plamdan a„ nuqtasini olaylik. Bu nuqta- 

larning barchasi A\ ga tegishli boiadi. A\ kompakt to‘plam boigani 
uchun {an} ketma-ketlikdan biror a £ A\ nuqtaga yaqinlashuvchi {a,,, }  
qismiy ketma-ketligini ajratib olish mumkin. {a,,,.} ketma-ketlikning 
dastlabki к — 1 ta hadini olib tashlasak, allk, anjt+l, ant+2, ... ketma- 
ketligiga ega boiam iz. Bu ketma-ketlikning har bir hadi A nir to ‘plamga 
tegishli. Shu bilan birga, bu ketma-ketlik ham a nuqtaga yaqinlashuvchi 
boiad i. A nk yopiq boigani uchun ixtiyoriy к uchun a £ A „k, Demak, 
a £ P| А Пк =  П  An- Natijada p| A n ф 0.

A:>1 n >  1 7 i> l

Agar diam An —> 0 boisa, u holda har qanday boshqa b £ P) A n
Tl> 1

nuqtani olsak p(a,b) <  diairi.4n tengsizligi barcha n lar uchun o'rinli. 
Shuning uchun ham p(a, b) =  0, ya’ni a =  b.

3.2.7. С  [0,1] fazoga tegishli, |/(x)| <  A (bu yerda A  
tayin langan musbat son ) tengsiz likni qanoatlan tiruvch i bar
cha funks iya la r t o ‘p la m in i E  bilan belgilaylik. С  [0, 1] fazoda  
chegaralangan va yopiq ЬоЧдап E  t o ‘p la m i kompakt em asli
g in i isbotlang.

Y ech im i. C [0 ,1] to‘plamga tegishli

/ „(x ) =  A sin2n7rx (n =  1,2,3, . . . )

funksiyalar ketma-ketligini olaylik. Bu ketma-ketlikning har bir hadi E  
to ‘plamga tegishli. Haqiqatan.

|/„(x)| =  |Asin2n7rx| =  A|sin2n7rx| <  A.

Bu ketma-ketlikning ixtiyoriy f n va f m (bu yerda n <  m ) hadlari 
orasidagi oraliqni baholaymiz:

P ( f n , f m )  =  max |f n(x) -  f m(x )| >
®e[o,l]

f n  ( OT, , 1 ) /»
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=  |.4 sin ~  — .4 sin 2'" " 1 ttJ =  .4,

ya'ni p{f„. J,,,) >  -4. Bu t-engsizlikdan ko'rinadiki. qaralavotgan ketma- 
ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo ia  olmaydi. 
Shuning uchun E  to'plam C [0, 1] fazoda kompakt emas.

3.2.8. t '2 fazosida yopiq va chegaralangan, a m m o kompakt 
ЬоЧтадап t o ‘plamga m iso l keltir ing.

Yech im i. ( 2 fazosiga tegishli

ei =  ( 1,0, 0, 0. . . . ,  0, . . . )
e2 =  (0. 1. 0.0....... ( ) . . . , )
e:s =  (0.0. 1.0....... ( ) . . . . )

nuqtalardan iborat sanoqli E  to ‘plamni olaylik. Bu to'plam chegara
langan va yopiq. Shu bilan birga, bu to'plamning ixtiyoriy har xil 
nuqtalari orasidagi masofa \/2 ga teng. Shuning uchun { e „ }  ketma- 
ketlikning birorta ham qismiy ketma-ketligi fundamental b o ia  olmaydi. 
Fundamental boimagan ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lmaydi. Shu
ning uchun E  to'plam kompakt emas.

3.2.9. K om pakt t o ‘p lam larn ing  chekli sondagi b irlashmasi
kompakt t o ‘p lam  bo‘lish in i isbotlang.

Yech im i. Bizga A\, A 2 ... ,Ak kompakt to'plamlar berilgan bo'lsin. 
к

Hadlari A =  (J .4, to'plamidan olingan ixtiyoriy {.r,,} ketma-ketligini
i=l

qaraymiz. Bu ketma-ketlik hadlari soni cheksiz bo'lgani uchun 
Ai, A 2 . . . ,  Ak to'plamlarning kamida bittasi uning cheksiz sondagi hacl- 
laridan iborat {x „  }  qismiy ketma-ketligini o'z ichiga oladi. U holda 
{ i „ }  ketma-ketlik A  to'plamda yaciinlashuvchi qismiy ketma-ketlikka
ega. Bu qism ketma-ketlik { :r „ }  ketma-ketligi uchun ham qismiy

к
bo'ladi. Bundan 1J A,; to'plamning kompaktligi kelib chiqadi.

i=l
3.2.10. (B o ltsano  —  Veyershtrass teorem asi).  M" evk

lid fazosida ix t iyor iy  chegaralangan t o ‘p lam  nisbiy kompakt 
bo‘lish in i isbotlang.

Yech im i. E  chegaralangan to'plam bo'lsa, u holda bu to'plam biror

[a.u bi] x [a2, b2] x .. .  x [a„,b„]

parallelepipedning ichida yotadi. Ixtiyoriy £ >  0 sonini olib har bir 
[a/,6;] segmentni a, =  x [1} <  x j2) <  ... <  <  x (jPi) =  bj nuqtalar
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yordamida shunday bo'laklarga boiaylikki. natijada ikki qo'shni nuq
talar orasidagi niasofa sonidan kichik bo'lsin. R" fazoda quyidagi

V  "

to'planini olainiz:

M  =  {x  =  .......r|/'") ) : si =  1.2.......p i\.. .,s„ =  1,2, . .  . ,p„}

bu yerda Sf,- (k =  1,2.......u) lar bir-biriga bog‘liq emas. Shu
to'plamning E  to'plam uchun chekli £-to‘r bo'lishini ko'rsatamiz. E  
to'plamdan ixtiyoriy x' =  (x[ . .r2. ... ,x„) nuqta olaylik. E  to'plam

[ai,bi\ x [o2,62] x . . .  x [ar,,b„]

parallelepipedda joylashganligi uchun x' nuqta

[x (fcl)jx (fci+ 1)] x [ ^ \ T <^+ 1)] X . . .  x [4 fc’'),x ^ " +1)]

parallelepipedlarning biriga tegishli bo'ladi, bu yerda kj G {1 ,2 , ,pj — 
1}, j  =  l ,n.  Bu parallelepipedlarning uchlari M  to'plamning element- 
laridan iborat bo'ladi. Shuning uchun Sk (k =  1 , n) nomerlar ichidan 
s® (k =  l , n )  nomerlar topilib,

p (x ,x ' )  = \ 2 <
k= 1 \

es £2
---- 1------ . 4--------- — £
n n n.

tengsizligi o'rinli bo'ladi. Demak, M  to'plam E  uchun s-to'r bo'ladi.U 
holda E  to 'liq  chegaralangan. Natijada R n fazoning to'laligi va Xaus- 
dorf teoremasi bo'yieha E  to'plam nisbiy kompakt bo'ladi.

3.2.11. R n evklid fazosida ixtiyoriy yopiq chegaralangan 
to ‘plam kompakt bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Yuqorida isbotlangan Boltsano —  Veyershtrass teore
masi bo'yieha R "  evklid fazosida chegaralangan to'plam nisbiy kom
pakt bo'ladi. Nisbiy kompakt va yopiq bo'lgan to'plam ta ’rif bo'yieha 
kompakt bo'ladi.

3.2.12. К  kompakt to ‘plamni o ‘ziga o ‘tkazuvchi f  : К  —> К  
akslantirish ixtiyoriy o ‘zaro teng ЬоЧтадап x, у G К  element
lar uchun p ( f ( x ) , f ( y ) )  < p{x,y) tengsizlikni qanoatlantirsin. U  
holda f  (x ) =  x tenglikni qanoatlantiruvchi x  G К  elementning 
mavjudligini isbotlang.

Yechimi. F (x )  =  p (x , f ( x ) )  ko'rinishda aniqlanuvchi F  : К  —> R  
funksiyani olaylik. x G К  element f ( x )  =  x tengligini qanotlantirishi 
uchun F (x )  =  0 tengligining bajarilishi zarur va yetarli. Aksincha faraz 
qilaylik, ya ’ni F (x )  >  0 bo'lsin. К  to'plam kompakt bo'lgani uchun
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F (x )  funksiyaning aniq quyi chegarasi nmsbat son bo'lib, unga biror 
x() € К  nuqtacla erishadi. Masalaning sliarti bo'yicha quyidagi muiio- 
sabat o'rinli: F ( f ( x u)) =  p ( f (x n) J { f ( x 0) ) )  <  p(.r0,/ (;r0)) =  F (x t)). 
Bu ziddiyat bizning farazimizning n o to 'g ii ekanligini anglatadi. U 
holda f ( x )  =  x tenglikni qanoatlantiruvchi x G К  nuqta mavjud.

3.2.13. K om pa kt m e tr ik  fa zon i m e tr ik  fazoga uzluksiz aks
lantir ish  tekis uzluksiz bo‘lish in i isbotlang.

Yechimi. К  metrik kompakt, M  metrik fazo bo'lib, F  : К  —> AI 
akslantirishi uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas deb faraz qilaylik. U 
holda biror £ >  0 soni va har bir n e  N  soni uchun К  da xn va x'n 
nuqtalari topilib, p i(xn, x'n) <  ^ va po(F (xn) , F (x 'n) )  >  £ tengsizligi 
o‘rinlidir, bunda p\ -  К  da oraliq, p2 -  M  da oraliq. К  ning kom- 
paktligidan { x „ }  ketma-ketligidan biror x € К  nuqtaga yaqinlashuvchi 
{xnt} qismiy ketma-ketligini olamiz. U holda {x'nk]  ketma-ketligi ham 
x ga yaqinlashadi, lekin har bir k uchun quyidagi tengsizliklarning biri 
bajariladi

p2(F { x ), F (x nic) )  >  £, p2{F (x ), F(x'nk) )  >  e, 

bu esa F  akslantirishning x nuqtada uzluksizligiga ziddir.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Agar E  to'plam to ‘liq chegaralangan boisa, u holda [E] to'plami 
ham to liq  chegaralangan bolishini isbotlang.

2. Tekislikda koordinatalari butun sonlardan iborat nuqtalar 
to'plami qanday to 'r hosil qiladi.

3. Mn fazoda har qanday chegaralangan to'plam to liq  chegaralangan 
bolishini isbotlang.

4. i 2 fazosidan olingan, quyida keltirilgan to'plamning to liq  chegara- 
langanligini isbotlang.

A =  {x  =  (au a2, . . . )  : |oi| <  1, \a2\ <  i , . . .  |a„| <  . . . } .

5. Agar X  metrik fazo sanoqli-kompakt bo'Isa,u holda u to l iq  chegara
langan bolishini isbotlang.

6 . [0, 1] segmentda joylashgan barcha ratsional sonlar to'plam i to liq  
chegaralangan bo'lib, kompakt emasligini isbotlang.

T. Kompakt to 'plamning ixtiyoriy yopiq qism to'plam i kompakt 
ekanligini isbotlang.
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8 . X  metrik fazoda nisbiy kompakt .4 va В to'plamlar berilgan 
boisin. p(x, y) sonlar (bunda x G .4. ij G В  ) chegaralangan sonli 
to'plam boiishini isbotlang.

9. Sanoqli sondagi koinpaktlarning birlashmasi kompakt boiadim i?
10. Chekli sondagi nisbiy kompakt laming birlashmasi nisbiy kom

pakt boiishini isbotlang.
11. Ixtiyoriy sondagi koinpaktlarning kesishmasi kompakt boiishini 

isbotlang.
12. Ixtiyoriy sondagi nisbiy koinpaktlarning kesishmasi nisbiy kom

pakt boiishini isbotlang.
13. Ixtiyoriy kompakt to 'liq fazo boiishini isbotlang.
14. R " evklid fazosida ixtiyoriy yopiq chegaralangan to ‘plam kom

pakt boiishini isbotlang.
16. fazodagi ixtiyoriy nisbiy kompakt to ‘plam shu fazoning hech 

qayerida zich emasligini isbotlang.
17. Sanoqli kompakt

E  =  { 0, 1,\ ,  J , - . . }

to'plami berilgan. Bu to'plamni

T  — £ 1 +  еД / l —s l + e \  /1 — £ 1 +  £
( 1—£, 1+e ), 2n ’ 2"

va ( —£, e) intervallar sistemasi qoplaydi (bu yerda 0 <  £ <  1). Bu 
sistemadan E  ni qoplaydigan chekli sistema ajrating.

3.3. Qisqartirib akslantirish prinsipi va uning tatbiqlari

A  akslantirish X  metrik fazoni o'ziga 0‘tkazsin: A : X  —> X . Agar 
A x0 =  x0 tengligi o'rinli bo'lsa, u holda xn nuqta A  akslantirishning 
qo‘zg‘almas nuejtasi deb ataladi.

Ta’rif. [X ,  p) metrik fazo va A : X  —> X  biror akslantirish bo‘lsin.
Agar shunday a, 0 <  a <  1 soni mavjud bo‘lib, ixtiyoriy x, у e  X  
nuqtalar uchun

p(Ax,Ay) <  ap(x ,y )  (3.7)

tengsizligini bajarilsa, и holda A akslantirishni qisqartirib akslantirish 
deyiladi.
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3.3.1. (Q isqa rt ir ib  akslantirish p r ins ip i) .  X  to 'la  m et-  
r ik  fa zon ing  har b ir  .4 qisqartir ib  akslantirishi yagona  
q o lz g ‘almas nuqtaga ega.

Y ech im i. Л' metrik fazodan ixtiyoriy u[f nuqtani olib. quyidagi

ii] =  Av0, 
и-i =  Aui =  A 2it{ ь 
i/:j =  A u-2 =  A  3u(),

uk =  A u k.  i =  А к’Щ),
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ketma-ketlikni tuzamiz. U holda

/'(»/,•- »/, • i) =  M ^ uo , ^ +1!'o) <  ар(А к̂ -щ, A ku0) <  . . .  <  а кр(и0,щ )  

boclgani uchun

p(un,'lln+p) — p(w„, W„+l) "h p(wn_j_i, '̂ /7-+ 2) "b • • • ~b p{un+p—l ? ^

<  a"yj('Ho,wi) +  +a ''"i"V(uo, « i )  +  . . . +  a ',+p~ V (uo,ui) <  l  _  ftP (un, » i ) -  

Endi lim q " =  0 ekanligidan, ixtiyoriy £ >  0 soni uchun no natural son
П—+ЭG

topilib, n >  no tengsizligini qanoatlantiradigan barcha ti lar uchun

Of"
---------р (ии ,щ ) <  £
1 — Q

tengsizligi o'rinli bo'ladi. Demak, {u,,} fundamental ketma-ketlik. X  
to ‘ la bo‘lgani uchun shunday и E X  nuqta mavjud bo‘lib n —> oo 
da u,i —» u, ya'ni p(u„. ii) —> 0 bo'ladi. Bu и nuqta akslantirish
ning qo‘zg"almas nuqtasi ekanligini ko'rsatamiz. Haqiqatan, n —> oo 

bo'lganda

p{Au,u„) =  p(Au. Aun_\) <  ap(u,u„_i) -> 0,

ya’ni Au element {x ,,} ketma-ketlikning limiti. Ketma-ketlikning limiti 
yagona bo'lgani uchun и =  An.

Endi и qo‘zg‘almas nuqtaning yagonaligini isbotlaymiz. Haqiqatan, 
и va v lar qo‘zg‘almas nuqtalar bo'lsa, u holda

p(u,v) =  p (Au,Au) <  ap(a,v)
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yam

p ( u .  r ) (  1 —  n  ) <  0 .

Bn tengsizlikdan p(u, v) =  0 ekanligi kelib chiqadi, ya'ni и =  v.
3.3.2. f ( x )  son la r  o ‘qida aniqlangan funksiya bo‘lib, har  

b ir  i g l  nuqtada hosilaga ega va \f'(x) <  к tengsizligi o ‘r in l i  
bo‘ls in (bunda к birdan kichik tayinlangan son ). U  holda  
x =  f i x ) tenglama yagona yechimga ega ekanlig in i k o ‘rsating.

Yech im i. Matematik analiz knrsidagi Lagranj teoremasiga asosan 
har bir x j, x2 € R  nuqtalar uchun

f ( x l )  -  f ( x 2) =  f ( c ) ( x i  -  x2)

tenglikni qanoatlantirivchi с <E ( x l t x 2) soni mavjud bo‘ladi. U holda 
|/(2 i) — f ( x 2)| <  k\x\ — x2\ tengsizligi o ‘rinli, 0 <  к <  1 bo‘ lgani 
uchun / qisqartirib akslantirish boiadi. U holda qisqartirib akslantirish 
prinsipiga asosan x =  / (x ) tenglama yagona yechimga ega.

3.3.3.

y(x 0) =  2/0 (3.8)

boshlang‘ich  shart bilan

= /(*.»>■ (3.9)

differensial teng lam a berilgan. Tenglamaning o ‘ng
tom on idag i f ( x , y ) funksiya tekislikdagi (хо,г/о) nuqtani 
o ‘z ich iga  olgan ba’zi G sohada aniqlangan, uzluksiz va

1/(2,2/1 ) -  / (2 , 2/2) I <  k\yi -  1/21

Lipsh its  shart in i qanoatlantirs in, (k — const). (3.9) tenglama  
ba’zi [zo — с ,xo+c] segmentda  (3.8) boshlang‘ich  shartni qanoat
lan tiruvch i yagona у =  'Ф(х) yechimga ega ekanligini isbot
lang.

Yech im i. (3.9) tenglamani (3.8) sharti bajarilganda quyidagi inte
gral tenglama ko'rinishda yozish mumkin :

X

■ф(х) =  2/o +  J  f ( t ^ ( t ) ) d t .  (3.10)

3-0

f { x ,y )  funksiya G  da uzluksiz bo'lgani uchun (xo, i/o) nuqtani o'z ichiga 
olgan biror G ‘ c G  sohada chegaralangan bo'ladi, ya’ni |/(x,y)| <  d.
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Endi с souini quyidagi shartlarui qanoathmt.iracligan etib saylab 

olamiz:

a) agar |.Гц — ,г| <  t . \tj -  </и| <  с ■ d boisa, u liolda (x. //) 6 G '.
b) kc <  1 .

[.г,, — r, .)’(i + r] segmentda aniqlangan va \ф(х) — уo| <  cd tengsiz- 

ligiui qanoatlantiruvchi {(/’}  uzluksiz funksiyalar sistemasini F  bilan 

belgilaym iz va bu sistemada metrikani

р(Ф 1.^ 2) =  шах■]‘o~ с<:г<.т0-К:

ko’rinishda kiritamiz. F  metrik fazo C [xо — с, з’о +  с] to ia  fazoning 
yopiq qism fazosi bo'lgani uchun 11 ham to ia  boiadi.

;r

■ф{х) =  yo +  J  f (t,<p(t))dt (3.11)

.To

tengligi bilan aniqlangan (p > ф akslantirishida a- 6 [xq — c, xq +  c] 
boisin. U holda bu akslantirish F  ni o !ziga ciisciartirib akslantiradi. 
Haqiqatan, ip G F  va x G [xo — c, a'o +  c] boisin. U holda

X

IФ{х) -  i/o| =  I J  f ( t ,  <p(t))dt\ <  cd

*0

munosabati o iin li boiadi. Demak, (3.11) akslantirish F  fazoni o ‘ziga 
akslantiradi. Shu bilan birga,

\Фх{х) -  ф2(х)\ <  f  \f(t,<pi (0 )  -  f(t,<p2(t))\dt >
■CO

>  kc max \yi(t) -  ip2(t)\ =  kc.p[<pi,(p2)
■l'(i-C<t.<.ru + C

Bu yerda 0 <  kc <  1 boigani uchun (3.10) akslantirishning qisqar
tirib akslantirish ekanligi kelib chiqadi. Demak, ciisqartirib akslantirish 
prinsipiga asosan (3.9) tenglama F  fazoda (3.8) boshlangich shartini 
qanoatlantiruvchi yagona yeehimga ega.

3.3.4 f ( x )  =  4x — 4x2 funksiya  [0; 1] kesmani o ‘ziga akslan- 
t i r ish in i tekshiring. B u  akslantirish q isqa rt iruvch i boladimi?

Y ech im i. / (x ) =  4 x ( l —x) boiganligidan x element [0; 1] segmentga 
tegishli boiganda / (x ) >  0 tengsizligi, f ( x )  — 1 =  — ( 2x — l )2 <  0 
boiganligidan, esa / (x ) <  1 tengsizligi o'rinli bo iad i. Demak, / 
funksiyasi [0; 1] segmentni 0‘ziga akslantiradi.
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j'l =  0 va .)■■_) =  i  liuqtalarda f (x\)  =  0. f(x->) =  1 tengliklari 
oiin lid ir. Bundan

Bu esa / akslantirish qisqartiruvchi emasligini bildiradi.
3.3.5 f ( x )  =  x +   ̂ akslantirish  [1: oc[ nurda qisqartiruvchi  

boladimi ?
Yech im i.

tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu tengsizlik berilgan akslantirish qisqar
tiruvchi ekanligini anglatmaycli. Qisqartiruvchi akslantirish bo‘lishi 
uchun p ( f ( x i), f ( x o)) <  ap{x\. x2) tengsizligi o'rinli bolishi kerak, 
bunda 0 <  a <  1. Bizning holda a  sonini saylab olish mumkin emas, 
chunki 1 — щ Х 2  ifodasi X \ X 2 ko'paytmaning yetarlicha katta qiymatlari- 
da birga xohlagancha yaqin bo‘lacli.

3.3.6 X  to 4a m e tr ik  fazosida A va В q isqa rt iruvch i akslan- 
t ir ish la r berilgan bo‘lsin:

p(Ax, Ay) <  aAp{x , y), p(Bx, By) <  aBp (x , y).

A g a r  barcha x £ X  e lem entlar uchun p(Ax, B x ) <  e (bun
day A va В akslantir ishlar s-yaqin deyilad i) tengsizligi 
o ‘r in l i  bo‘Isa, и holda bu akslantirishlar q o ‘z g ‘almas nuqta
la r i  orasidagi m asofa  —  sonidan katta em aslig in i isbot
lang, bunda a =  т а х ( «д ,  an) <  1.

Y ech im i. x’ nuqta A  ning qo‘zg‘ahnas nuqtasi bo'lsin. В  qisqar
tiruvchi akslantirishning y’ qo'zg'almas nuqtasini у к =  В  x', (к =
0, 1. . . .) ketma-ketlikning limiti sifatida qaraymiz. U holda

p (/ ( . r i ) .  f (x->) )  =  l > ^  =  p(xy. X2).

p ( f ( x l)- / ( * 2) )  =  |/(2 l )  -  / ( * 2)1

=  I ( . T i  -  X 2)  +  (—-------------)| =  IX !  -  X 2 j • (1
X\ x2 x xx2

1
)•

tengligi va 2:1X2 >  1 tengsizligida.il

P ( f ( x  1 ),  f { x 2) )  <  p(x 1 , x-2)

p{x', Ук) <  p{x\ у\) +  p{yl , y2) +  • • • +  р{ук-иУк) <

<  p ( x B x ' ) (  1 +  an +  ■ • • +  a * -1) <
1 — an

bundan к —> 00 boiganda



Q isq a r t ii'i l)  a k sb it ili i is ] i p r in s ip i y;i uninp, tail>i<|biri 11)1

3.3.7. 2. 2 A. 2 H----- l -т-. .. . kabi aniqlangan  {.)•„} ket.ma-
1 2 +  4

ketl ig in ing  yaqinlashuvchi ekanlagini isbotlang va un ing  l im -  
i t in i  toping.

Y ech im i. {.r „ }  ketma-ketlikni .Г) =  2. x„ =  2 +  ,,  ̂ (n >  2) 
ko'rinishda rekurent auiqlasli mumkin bo'lganligidan,

x n =  2 +  ------- j— (n >  3)
2 +  =Xn-  2

tengligi va x i <  §, x2 <  § tengsizliklaridan x„ <  § (Vn >  1) muno- 
sabatining o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan birga, x n >  2 (n >
1). [2; |] segmentni o'ziga o'tkazadigan f ( t )  =  2 +  j  akslantirishini 
qaraymiz.

P i f ( z ) ,  f ( v )) =  I f ( v )  -  f (x )I =
1 _  1
x у

1,
<  1\Х - У I =  4P(x , У)

ifodadan / akslantirish qisqartiruvchi ekanligi ko'rinadi. U holda uning 
yagona x' qo'zg'almas niqtasi mavjud bolib, x' — lim xn bo'ladi, bunda

77. — »D O

x n — f ( x n- 1) =  2 +  (n >  2), xi =  2 . x' =  2 +  7̂ tenglamani

yechib, ж' =  1 +  \/2 sonini topamiz. Bu berilgan ketma-ketlikning limiti 
bo'ladi.

OO

3.3.8. Xi =  £  aimx m +  ai (* =  1 ) 2 , . . . )  cheksiz ch iz iq li algeb-
777 =  1

raifc teng lam alar s is tem asin i qaraylik. Quyidalarn i tekshir- 
ing:

OO ОС

a ) a =  sup £  |am? I <  1 va \o, <  +oo shartlari bajaril-
i 777 — 1 7— 1

ganda, и yagona x' =  (x'1; x'2, . . )  yechimga ega bo‘ladi, bunda
OO

£  \х ';\ <  + ° ° ;
7 = 1

ОС

b) agar [3 =  sup £  \aim\ <  1 va  sup|o,| <  +oo bo‘lsa, и holda
i  777= 1 i

berilgan s istemaning x' =  (x\, x'2, . . . )  yagona yechim i bo ‘lib,
sup |x-| <  +oo bajariladi.

i
oo

Y ech im i. a) p(x,y) =  £  |x; -  у.,|, bunda x =  (x,;), у =  (y,:) metrika 
i=i

bilan berilgan £\ fazosida Ax =  у =  (yt) operatorini qaraymiz, bunda
OO

Уl ~ E  a i m x m +  a i ( *  1; 2, ...). 
m=1
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L holda har bir ~ -- ( t  uchun

p[Ax. Л : )  =  Y ,

E
/'-1

in . <  Y  X  ~  '-"I -  a/^ x - ')•
nr- 1 Ш-^1 / -1

ya ’ni Л operatori f; fazosini o'ziga qisqartirib akslantiradi. Endi qisqar- 
tirib akslantirish prinsipini qoilansak. qo’yilgan savolga javob boiadi.

b) p(x,y) =  sup|i’( — у;\ metrika bilan berilgan barcha chegaralan-
i

gan ketma-ketliklarning m fazosida Лх =  у =  (у,) operatorini qaraymiz,
ОС

bunda Vi =  cijnix m +  cij ( i =  1. 2,...). U holda
ni—l

p (A x ,A z ) =  sup | annx m -  У  a |  <  /3p(x,y),
w = 1 /71 =  1

ya’ni .4 operatori m fazosini o'ziga qisqartirib akslantiradi. Endi qisqar
tirib akslantirish prinsipini qoilansak. qo’yilgan savolga javob bo'ladi.

3.3.9. A  : f ( x ) i  J x t f ( t )d t  +  |x akslantirishning

C [0 ,1] fazosida q isqartiruvch i ekanligini k o ‘rsa ting  va uning  
q o ‘z g ‘almas f*  nuqtasin i toping.

Yech im i. Berilgan akslantirish qisqartiruvchi ekanligi quyidagi ba- 
holashdan kelib chiqadi:

r t \ W )  ~  h(t)}dt

fo{x) — 0 deb olamiz. U holda

f l ( x )  =  Afo(x) =  - 2’ ;

h (x )  =  A f\ (x ) =  -  I  Xt ■ -td t  +  —x -  ( -  +  -).r ;
6 ' 62 6 '

M r )  -  A h W  =  ( |  +  I  +  2 ) „
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fn(-r) -  A f„  i(.f) _ ( —  f  +  ... +  7̂  +  77)2 :
G- G'

Shuning uchun f * (x )  =  lini f„ (x )  =  x, ya'ni bn funksiya C[0. 1] fa-
l)— > OC

1
zosida / (x ) =   ̂J x tf ( t )d t  +  |x integral tenglanianing yagona yechimi 

" о
bolacli.

3.3.10. A g a r  f ( x )  funksiya haqiqiy son lar o ‘qida uzluksiz 
differensia llanuvchi bo ‘lib, ushbu

0 <  с <  f ' ( x )  <  d <  oo

sharti o ‘r in l i  bo‘Isa, и holda  / (x ) =  0 tenglarna yagona  
yechimga egaligini isbotlang.

Y ech im i. Ax =  x — ^ f ( x ) akslantirishning sonlar o ‘qini o ‘ziga 
qisqartirib o'tkazishini ko!rsataylik: V x, у G M, x <  у uchun

\Ax - A y  | = X -  у -  ^ ( f ( x )  -  f ( y ) )

1 1 f H -  f ( y ) \x — i/| = J n o \x
d x -  У

1 J 1 d I* -  УI <

<
1 d ~  У I.

bu yerda £ G (x , y). Demak,

0 <

U holda
1 d

|Ax -  Ay| <  1 -  |x -  г/|.

<  1 boiganligidan, // =  Ax  qisqartirib akslantirish boiad i.

* 0  -  ^ f { x ( j )  =  X Q

tenglikni, ya’ni f ( x о) =  0 tenglikni qanoatlantiruvchi yagona x () 
mavjucldir.

3.3.11. Aytaylik, f ( x ,y )  funksiya G =  {{x .y ) : a <  x  <
6, —oc < у <  + o o } sohada x bo ‘yicha uzluksiz va у bo‘y icha  
musbat, chegaralangan hosilaga ega bo‘lsin: 0 < m  <  f '  <  M .  

U  holda f  (x , у) =  0 tenglama  [a, b] kesmada yagona uzluksiz  
yechimga ega.

Y ech im i. C[a,b] fazoni o ‘z-o‘ziga aks ettiruvchi Ay =  у — j j f ( x . y )  
akslantirishni qaraymiz. Bu akslantirishning qisqartirib akslantirish
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ekanligini ko'rsatamiz. Agar t/\ va {/■> funksiyalar fazoning ele

mentlari bo'lsa. u holda

\Ayi ~ Ay2\ = 1.Ц1 -  ~  (.</2 -  - ^ j f U \ y 2))

1
<

< 1 -

AI 12/1 -  2/21 =  «| 2/i “  2/21

ya m
p (Ayi1Ay2) <  ap(yu y2),

bunda 0 <  a  <  1.
Demak, qisqartirib akslantirish prinsipidan, ixyiyoriy y0 G Cfa, 6] 

uchun

2/1 =  A 2/0, y2 =  Ayi, ... 

ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'ladi va lim yn =  у funksiya f ( x , y ) =  0
n—*oo

tenglamaning yagona uzluksiz yechimi bo'ladi.
3.3.12. Ш da ■к

f ( x )  =  — +  x — arctgx

qisqartir ib  akslantirish bo ‘lad im i?
Yechimi. Faraz qilaylik, x, у G Ж uchun

1/ 0*0 -  /(?/)I <  cv|x -  y|

bo'lsin. U holda

I f ( x )  -  f {y )  I =  |(x -  y) -  {arctgx -  arc^y)| <  а|ж -  y|.

Bu tengsizlikda у =  x +  1 deb olsak, u holda

|1 +  arctg (x  +  1) — arctgx| <  a.

Endi x —> +00 da arctg (x  +  1) —> arctgx —> ^  ekanligidan, 1 <  a. 
Demak, bu akslantirish qisqartirib akslantirish emas.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X  to 'la metrik fazo bo'lib, T  : X  —> X  uzluksiz akslantirishning 
biror T m darajasi qisqartirib akslantirish bo'lsin, ya ’ni:

p (T mx , T my) <  ap(x,y), 0 <  a <  1.



U holda T  yagona qo'zg'almas nuqtaga ega bo'lishini ko'rsating.
2 . / [0, 1] seginentni [0. lj segment iga o'zaro bir qiyinatli uzluksiz 

akslantirish bo'lsin. U holda / ning kamida bitta qo'zg'almas liuqtasi 
mavjudligini isbotlang.

3. Cheksiz tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin:

OC

IJi =  ^ 2  < • b (i =  1, 2. . . . ) .
k=\

bu yerda ^  cjk < 1 ,  b'j <  +oc. Bu sistemaning £-2 fazosida yagona 
i.k i 

yechimga ega ekanligini isbotlang.
4. [l,o o ) yarim intervalda f ( x )  =  ^ h ix  funksiyani qaraylik. Ixti

yoriy X\ G [1; ~boo), x2 G [1; +oo ) nuqtalari uchun

|/(*2) -  / (21)| =  \f'{c)(x2 -  2 i)| <  ^\x2 -  *i|

tengsizligi o'rinlidir (bu yerda с G {x\,x2)).  Ammo bu funksiya 
qo‘zg‘almas nuqtaga ega emas. Bundan qisqartirib akslantirish prin- 
sipiga ziddiyat kelib chiqmaydimi?

5. Aytaylik, f ( x )  G C[a, 6] bo‘lsin. U holda

у +  i  sin ж +  f ( x )  =  0

tenglama yagona у =  y{x) G C[a, b] yechimga egaligini isbotlang.

6 . Aytaylik, f ( x )  G C[a,b] bo'lsin. U holda

у +  ^ c o s t  +  f ( x )  =  0 

tenglama yagona у =  y(x )  G C[a,b\ yechimga egaligini isbotlang.
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I V  BOB 
Normalangan fazolar

4.1. C h iz iq l i  fa z o la r  va  c h iz iq li  fu n k s io n a lla r

Biror M  to'plami berilgan bo’ lsin. Agar M  x M  to ‘plamining ixti
yoriy qism to'plamini olsak. u liolda M  to ’plamida p binar muno
sabat berilgan deb ataladi. Boshqacha aytganda, agar (a, b) juftlik R r~ 
to'plamiga tegishli bo’lsa. u holda a element b elementga binar inuno- 
sabatda deb ataladi va mpb koiinishda belgilanadi.

1. Avniylik munosabati £ binar munosabatga misol boiadi. Ha
qiqatan, agar asb a =  b deb olsak. u holda

R e =  { (a,  a) : «  G M }  С M  x M .

R z to ‘plamini odatda M  x Л/ to'plamining diagonals deyiladi hamda Д 
ko'rinishda belgilanadi.

2. M  to'plamida berilgan har bir <p ekvivalentlik munosabati binar 
munosabat boiadi. Boshqacha aytganda, ekvivalentlik munosabati ref- 
leksivlik, simmetriya va tranzitivlik shartlarini qanoatlantiruvchi binar 
munosabat.

Biror E  to'plamida E  x E  to'plamning har bir (x, y) elementiga 
E  to ’plamda x  va у elementlarning yigindisi deb ataluvchi va x +  у 
ko'rinishda belgilanuvchi E  to'plamning elementini mos qo'yuvchi binar 
munosabat berilgan bo'lib, bu munosabat quyidagi shartlarni qanoat- 
lantirsin:

V i ,  y, z G E  uchun
1. x +  у =  у +  x (yig'indining kommutativligi);

2. (x  +  y) +  z =  x +  (y +  z) (yig'indining assotsiativligi);
3. E  to'plamida shunday 9 element mavjud boiib , V i  G E  uchun 

x +  0 — x  tengligi o'rinli ( в nol del) ataladi);
4. ixtiyoriy x G E  uchun shunday —x  G E  element mavjud bo'lib 

x +  ( —x ) =  в tengligi o'rinli ( —x  element x  ga qaram.a-qarshi element 
deb ataladi).

Shu bilan birga, IK maydondan olingan ixtiyoriy о son va ixtiyoriy 
x  G E  element uchun ax  G E  (x  elementning a songa ko'paytmasi) 
element aniqlangan boiib , quyidagi shart.lar bajarilsin:



V o . •.] G К  va V x . у £ E  uchim:

5. n( i r )  =  ( o , i r ) :
(>. n(.r +  //) =  o x  +  ( \ y:
7. (o  +  1).r =  o x  4- ?x:
8. 1 ■ ./• =  x.

Ushbu shartlarning barchasini qanoatlantruvchi E  to'plam i К  may- 

don ustida chiziqli yoki oektor fazo deb ataladi. Ch iziqli fazo eleinent- 

larini vektorlar yoki nuqtalar del) ataymiz. A gar К = M (M barcha 

haqiqiy sonlar m aydoni) yoki К  =  С  (С  barcha kompleks sonlar niay- 

cloni) bo'lsa, u holda E ,  mos ravishda, haqiqiy yoki kompleks chiziqli 

fazo deb ataladi.

3. M to 'p lam i sonlarni qo'shish va ko'paytirish amallariga nisbatan 

chiziqli fazo bo'ladi.

4. M" fazoda qo'shish va songa ko'paytirish amallarini

( x b x 2, . . . , X „ )  +  (2/1, 2/2, ■ ■ ■ , У п )  =  (x i +  2/1, Xo +  У 2 , . . .  ,x „  +  yn), 

o ( x i ,  x 2, . . . ,  x n )  =  ( a x i ,  a x - 2 , • • ■ ■ a x „ )

ko'rinishda aniqlasak, bu to 'p lam  chiziqli fazo bo 'ladi. Bu fazo n- 
o'lchamli arifmetik fazo deyiladi.

T a ’r i f .  A ' va Y  lar IK ustida chiziqli fazolar bo'lsin. O'zaro bir 

qiymatli Ф : A  —> Y  akslantirish

Ф (x  +  у) =  Ф (х ) +  Ф (у), .r, у G A";

Ф(о.'х) =  а Ф (х ),  x ,y  G X ,  a  G К.

shartlarni qanoatlantirsa. и holda X  va Y  fazolar o'zaro izomorf fazolar 
deyiladi.

Misol uchun, n o'lcham li K "  haqiqiy arifm etik fazosi bilan darajalari 

n — 1 dan katta bo'lm agan barcha haqiqiy koeffitsientli ko'phadlar fazosi 

izom orf fazolar bo'ladi, bunda izomorfizm

(<l\, (7-j, . . . , f l , , )  1— ► f l l  +  f l ' j /  +  ■ ■ • +  Сnf" 1

qoida orqali o 'rnatilishi mumkin.

L  chiziqli fazoning X|,;t4 .......r„ elementlari berilganda, kamida bit
tasi noldan farqli bo'lgan о ь  а 2 , . .., o „  sonlari mavjud bo'lib,

OiX] +  02X2 +  • • ■ +  o „ x „  =  0

tengligi o'rinli bo'lsa, u holda X i ,x ->,. . . .  x „ lar chiziqli bog'hq elementlar 
deyiladi. Agar o p q  +  0-2X2 +  . ■ •+f>:„x„ =  0 tengligidan « j  =  o 2 =  . . .  =

L I .  C’hizi(| li fa zo la r  va cliizi(|li fu i ik s io n a l la r  10/



о „  =  0 tengligi kelib ehiqsa. u holda .Г|. ..r->.........r„ eleiueutlar chiziqli
erkli elementlar deb ataladi.

L  ehiziqli fazo elementlarining x. f j . . . .  cheksiz sisteinasining ixtiyoriy 
chekli qism sistemasi chiziqli erkli boisa. u holda berilgan sistema chiz
iqli erkli deb ataladi.

Agar L fazosida n sondagi chiziqli erkli elementlar topilib, n +  1 
sondagi ixtiyoriy elementlari chiziqli bog'liq bo'lsa, u holda L  fazosi 
n-o'lchamli deyiladi. Agar L da ixtiyoriy sondagi chiziqli erkli eleinent- 
larni topish mumkin bo'lsa, u holda L  cheksiz o'lchamli fazo deb ataladi. 
n-olchamli L  fazoning n sondagi ixtiyoriy chiziqli erkli elementlarining 
sistemasini, bu fazoning bazisi deb ataladi.

L ' to'plam L  chiziqli fazoning qism to'plami bo'lsin. Agar ixtiyoriy 
x,y  G L '  va ixtiyoriy a,(3 G К  sonlar uchun ax +  /3y G L ' boisa, u 
holda L ' to'plam L  ning qism, fazosi deb ataladi.

L  chiziqli fazo bo'lib, в uning nol elementi boisin. Faqat nol ele- 
mentdan iborat {0 }  to'plam L  ning eng kichik qism fazosi boiadi. Bu 
fazoni nol qism fazo deb ataymiz. Shu bilan birga, L  ni ham o'zining 
qism fazosi sifatida qarash mumkin. Bu ikki qism fazolar L  ning xosm.as 
qism fazolari deyiladi, boshqa qism fazolar xos deb ataladi.

Qism fazolarning xohlagan sisteinasining kesishmasi qism fazo 
boiad i. Haqiqatan, {A~f : 7 G / } (/ ixtiyoriy to'plam) sistema L  
chiziqli fazosining qism fazolari sistemasi boisin. Ixtyoriy x,y £

7
elementlar va ixtiyoriy a, P sonlar uchun ax +  (3y G A-n V 7 G / muno
sabati o'rinli. U holda ax +  (3y G П  A -у munosabati ham o'rinli, ya ’ni

1
P| Ay to'plam qism fazo boiadi.
-1

L  chiziqli fazoda biror bo'sh boim agan S to'plam berilgan bo'lsin. 
S to'plamni o'z ichiga olgan eng kichik qism fazo, S to'plamning chi
ziqli qobig‘i deyiladi va u odatda JS?(S ) ko'rinishda belgilanadi. Sif(S) 
fazosi S ni o'z ichiga oluvchi barcha qism fazolarning kesishmasidan 
iborat boiadi. Boshqacha aytganda, J£{S) fazosi quyidagi ko'rinishdagi 

elementlardan iborat: П

x ■ 2 3 a,n"
i.= 1

bunda a-i G I ,  o, G S, 1 <  i <  n, n G N.
5. L  chiziqli fazo bo'lib, x uning noldan farqli elementi boisin. 

{A x  : A G K }  elementlar to'plami bir o'lchamli qism fazo boiadi. 
Agar L  ning o'lchami birdan katta bo'lsa, u holda {A x  : A G К }  /  I .

6 . [a, b] segmentda aniqlangan barcha ko'phadlar to'plamini P[a,b\

108 IV . ХоппаЬш .цап lazo lar
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ko 'r in ishda  b e lg i la sak .  11 l io lda  bu t o 'p la m  C[a.!i] n in g  q ism  fazos i 

b o ' lad i .

7. (:2, г,), r. m. to 'p la n i la rn in g  barchas i ch iz iq l i  fa zo  b o ' l ib .  l iar  

b ir i  o 'z id a n  k oy i i ig is i i i in g  q ism  fazosi b o i a d i .

L chiziqli fazo bo'lib, V  uning biror qism fazosi bo'lsin. Agar 
.r, lj e L  elmentlarning ayirma.si U  fazosiga tegishli bo'lsa, u holda 
bu (iementlarni ekvivalcnt deb ataymiz. Ekvivalentlik munosabat ref- 
leksiv, simmetrik va tranzitiv bo'lgani uchun. u L  ni o‘zaro kesishmay- 
digan sinflarga ajratadi. Bunday sinflar to'plami L ning V  bo'yicha 
faktor fazosi deb ataladi va L/L' ko'rinishda belgilanadi. £ va ;/ sinflar 
L/L' faktor fazoning elementlari, hamda x E £ va у E г/ bo'lsin. £ va
7] sinflarning yig'inclisi deb, x +  у elementini o'z icliiga oluvchi и sinf- 
ga aytiladi; £ sinf va a son ko'paytmasi deb, a x  elementini o'z icliiga 
oluvchi sinfga aytamiz. Bu amallar natijasi x va у lar o'rniga xohlagan 
boshqa x' 6 £ va у' E r) elementlarni olganda ham o'zgarmavdi. Shun
day qilib. L/L' faktor fazosida qo'shish va skalyar songa ko'paytirish 
amallari aniqlanadi. Bu amallar chiziqli fazo tarifidagi barcha shart- 
larni qanoatlantiracli. Shu sababli, har bir L/L' faktor fazo chiziqli fazo 
bo'ladi.

Agar L chiziqli fazo п-oichamli bo iib , uning L ' qism fazosi k- 
o'lchamli bo'lsa, u liolda L/L ' faktor fazosining oicham i n — к ga teng.

L  chiziqli fazo bo'lib, L ' uning biror qism fazosi bo'lsin. L/L' faktor 
fazoning oichami L '  fazoning L  fazodagi koo'lchami deb ataladi.

Agar V  С  L  fazo chekli kooichaniga ega bo'lsa, u holda L  da shun
day xi, xo, ■ ■ ■ ,x n elementlarni saylab olish mumkin boiib , ixtiyoriy 
x E L  elementni yagona usulda

x =  ai.Ti +  a0X9 +  .. .  +  a nx„ +  у

ko'rinishda yozish mumkin, bunda rq, a 2, . . . ,  a„, E К. у E L'. 
Haqiqatan, Aytaylik, L/L ' faktor fazoning oicham i n ga teng bo'lsin. 
Bu faktor fazodan £1, £2. ■■■■<,<> bazis olib, har bir £*. sinfclan element 
olamiz. x nuqta L ning ixtiyoriy elementi bo iib , bu elementni o'z icliiga 
oluvchi sinfni £ orqali belgilaylik. U holda

£ =  a lSl +  Q:242 +  ■ • ■ +

x E £ bo'lganligi sababli x -  ( a i , ^  +  a2x2 +  .. .  +  a„x„) E L'. Unda V  
ning shunday у elementi mavjud bo'lib,
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tengligi o'rin li bo'buli. Natijada

X  — L . . . f- n „ . r „  I/

tengligi kelib chiqadi. Bu yozuvning yagonaligi L' qism fazoning L/L' 
faktor fazosi uchun nol element bo'lishidan kelib chicjadi.

L chiziqli fazoda aniqlangan g sonli funksiya funksional deb ataladi. 
Agar barcha x. у G L elementlar uchun y (x  -f ij) =  g (x ) + g(y) tengligi 
o'rinli boisa, u holda g additiv deyiladi. Xohlagan a son va barcha 
x G L  uchun g(ax) =  ay ( x )  tengligi o'rinli bo'lsa, u holda g ni bir jinsli 
deb ataymiz.

Kompleks chiziqli fazoda aniqlangan g funksonal xohlagan a son 
uchun g (ax) =  ag(x ) tenglikni qanoatlantirsa, u holda qo'shma bir 
jinsli deb ataladi.

Additiv va bir jinsli funksionalni c h i z i q l i  deb ataladi. Boshqacha 
aytganda, L chiziqli fazoda aniqlangan g (x ) funksional xohlagan x, у G 
L  elementlar va a, /3 sonlar uchun g (a x+py ) =  ag(x) +(3g(y) tengligini 
qanoatlantirsa, u holda chiziqli deb ataladi.

8 . a =  (a i, « 2, . .. , « „ )  G IR" tayinlangan vektor boisa, u holda
П

/ (* )  =  Y l a,x‘
i = l

ko'rinishda aniqlangan akslantirish Ш" da chiziqli funksional boiadi. 
Haqiqatan. xohlagan

X  =  ( X b  X 2 , ■ - У  =  ( У 1 , У 2 ,  ■ ■ ■ ■ У « )  G M "

elementlar va xohlagan a, 3 sonlar uchun
п  П n

f (ax+(3y) =  Y ^ ai{axi +/% ,) =  a «м x ,+ 3  a,, y, =  a f (x )+ 3 f (y ) .
; = 1  / = 1  i = l

9. C[a , 6] fazosida chiziqli funksional sifatida

л

/(a-) = J  x [t) dt

a

integralini qarash mumkin. Bu funksionalning chiziqli ekanligi integral- 
ning xossalaridan kelib chiqadi.

10. к tayinlangan natural son boisin. l 2 har bir x =  
(xi, X2, .. • ,x „ , . . . )  elementi uchun Д ( х )  =  x/,: deb olsak, bu funksional 
chiziqli boiadi. Haqiqatan, xohlagan

X =  ( x i ,  X 2, . . . , X „ ,  . . .). iI =  ( у ь  1/2----- , Уп, ■ ■ •) G i 2
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elem ent lar va x o h la g a n  n. i  son lar  uc lm n

//,(n.r +  -tfj) =  о +  hn, =  a/(.c) +  

t en g l ig i  o 'r in l i .

Z chiziqli fazoning H xos qism fazosi uchun shunday J'o G L  element 
topilib, L  =  xo) tengligi o'rinli bo'lsa, bunda Jz?(#, :r(l) - H
to'plam va .r,, elementning chiziqli qobig'i, u holda H giperqism fazo 
deb ataladi. L chiziqli fazodagi

x + H (x G I ,  H  — qism fazo)

ko'rinishdagi to'plamga gipertekislik deb ataymiz.
H  =  ( Г ‘ (0) giperqism fazo g funksionalning yadrosi deb ataladi va 

ker r? ko'rinishda belgilanadi.
L  haqiqiy chiziqli fazoning biror L a qism fazosida /0 chiziqli funk- 

sionali berilgan bo'lsin. Agar L  fazosida aniqlangan / funksionali uchun 
x G Lo boiganda f ( x )  =  fo (x) tengligi o'rinli bo'lsa, u holda / funk- 
sionali fo funksionalning davomi deb ataladi.

L  chizicili fazosida aniqlangan p funksional berilgan bo'lib, barcha 
x,y  G L  elementlar va barcha a G [0,1] sonlari uchun

p(ax  +  (1 — a)y) <  ap(x) +  (1 — a)p(y)

tengsizligi o'rinli bo'lsa p funksionali qavariq deb ataladi. Agar xohla
gan x G L  elementlar va barcha a >  0 sonlari uchun p(ax) =  ap(x) 
tengligi o'rinli bo'lsa, p funksional musbat bir jinsli deyiladi. Musbat 
bir jinsli qavariq funksionalni bir jinsli qavariq deb ataymiz.

L chiziqli fazo, А  С  E  qavariq to'plam va x G A  bo'lsin. Agar 
x =  ^{y +  2), y, z G A t.engligidan, x =  у =  z kelib chiqsa, u holda x 
nuqta A  to'plamning ekstrem.al nuqtasi deyiladi. A  to'plamning barcha 
ekstremal nuqtalari to'plami extA kabi belgilanadi va u to'plamning 
ekstrem,al chegarasi deviladi. Masalan, [0, 1] kesma uchun ext[0 ,1] = 
{ 0, 1} .

Masalalar 

4.1.1. Ixtiyoriy L chiziqli fazoning nol elementi yagona 
ekanligini isbotlang.

Yechimi. L  chiziqli fazoning ikkita в\ va n°l elementlari mavjud 
bo'lsin. U holda nol element ta’rifi va qo'shish amalining kommuta- 
tivligidan,

@1 =  0\ +  62 =  62 +  Ox =  62■



Demak. в\ =  в-,. ya 'ni nol e lementi yagona b o iad i .

4.1.2. Ix t iy o r iy  L ch iz iq li fazoda har b ir  elementga  
qarama-qarshi e lement yagona ekanlig in i isbotlang.

Yechimi. Aytaylik. s' va x"  element lar x elementga qarama-qarshi 
element lar bo'lsin. U liolda

I / i / \ I ■ / j II \ / / \ I II r\ , П IIx =  x +  0 =  x +  (x  +  x ) =  ( X  -r ./•) +  x =  0 +  x =  x . 

ya'ni x1 =  x " .
4.1.3. A g a r  L ch iz iq li fa zon in g  noldan fa rq li  x e lem enti  

uchun Xx ----- i-ix tengligi o ‘r in l i  bodsa, и holda X va // son la ri-  
n ing  o ‘zaro teng ekanlig in i isbotlang.

Yechimi. Xx =  fix tengligining ikki tomoniga —fix elementini 
qo‘shsak (A — fu)x =  0 tengligi kelib chiqadi. Agar А ф /у boisa, u 
holda chizicili fazo ta iifida  5-aksioniadan x  =  (A — /г)_1[(А — fj,)x] =  0 
tengligiga ega boiam iz. Bu ziddiyatdan A =  ц tengligi kelib chiqadi.

4.1.4. A g a r  L ch iz iq li fa zon in g  x. y e lem entlari va noldan  
fa rq l i  X son i uchun Xx =  Xу teng lig i o ‘r in l i  bodsa, и holda x 
va у e lem entlarn ing  o ‘zaro teng bo ‘lish in i isbotlang.

Yechimi. Xx =  Xу tengligining ikki tomoniga —Aу elementini 
qo'shsak A (x — у) =  0 tengligiga ega boiam iz. A ^  0 boigan i uchun 
x — у — A "1[A(x -  y)} =  0, ya’ni x =  y.

4.1.5. Barcha haqiqiy koeffis ientli k o ‘phadlar fazos i P [ X }

1, t. t2,....t".....

s istema ch iz iq li erkli ekanlig in i k o ‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, ao, a\, ....«„  G R  sonlari uchun har bir t G R  da

flot +  +  ... +  antn =  0

boisin. Oxirgi tenglikdan n inarta hosila olsak, u holda n\a„ =  0, ya’ni 
a„ =  0 kelib chiqadi. Bundan

did +  0\t +  ... a a - i t  = 0.

Xuddi shunday bu tenglikdan n — 1 mart a hosila olsak. u holda ( n —
1)!<7„ i =  0, ya'ni =  0 kelib chiqadi. Bu jarayonni davom ettirsak, 
an =  a „ _ i =  ... =  ai =  a„ =  0 ga ega boiam iz. Bundan

1. /. t-..... t " ......

sistema chiziqli erkli ekanligini ko'rinadi.



4.1.6. A g a r  E =  C[0. 1] va F  =  {./' G C'[0. 1] : /(()) = 0} bo'lsa, 
и holda E/F fa k to r  fa zon i toping.

Yechimi. 1(f) =  1. t G [0, lj birlik funksiyani olaylik. U holda 
/ G C'[0, 1] uchun <j =  f  — c l  G F  bo'ladi, bunda с =  /(0). Bundan har 
bir / G C'[0, 1] yagona ravishda

f  =  g +  c l ,  j g F . c G R

ko'rinishda yoziladi. Bundan E /F  faktor fazo { c l  : с e l } = 8  fazoga 
izomorfdir.

4.1.7. Haqiqiy son la r maydonida aniqlangan va t o ‘zga- 
ruvch iga  bog‘liq barcha k o ‘phadlar chiziqli fazosida t2 +  1. f “ +  
t, 1 vek tor la r  s istem asining ch iz iq li qob ig ‘i qanday bo‘ladi?

Yechimi. Xohlagan a, /3, 7 haqiqiy sonlari uchun

oc(t? +  1) +  ,e{t“ + f) +  7  =  (ft +  f3)t~ +  f3t +  a +  7

tenligi o'rinli bo'lgani uchun berilgan sistemaning chiziqli qobig'i 
haqiqiy koeffitsientli barcha kvadrat uchhadlarning chiziqli fazosidan 
iborat bo'ladi.

4.1.8. H  t o ‘p lam  IK m aydon ustidagi L ch iz iq li fa zon ing  
giperqism  fazosi bo‘lib, 27 G L/H bo‘lsin. U  holda L n ing  
xohlagan x elementi

x =  A27 +  h, (A G K, h G H )

k o ‘r in ishda yagona usulda yozilish in i isbotlang.
Yechimi. H  giperqism fazo bo'lgani uchun Л?(Н,хо) — L  tenglikni 

qanoatlantiruvchi x0 G L  elementi mavjud. Shu sababli 27 G L/H  
element ni

37 =  AnJ’o +  A ih] +  Aoho +  . . .  +  A,,hn. (h\. h.2 , . . . ,  hn G H )

ko'rinishda yozish mumkin. A1/7 +  A2h-2 +  ... +  A,,hn — h0 belgilashni 
kiritamiz. U holda 27 =  A()xo +  /i0. Bu tenglikdan x0 ni topamiz:

27 -  /)„
a-o -  — г---- •

-V)

X\ £ H  bo'lgani uchun :r0 ф 0.
Xohlagan x G L element uchun shunday a G IK soni va /7 G H  

elementi topilib, x =  ax(] +  hx tengligi o'rinli bo'ladi. Bu tenglikni 
almashtiramiz:

x\ — /го a a
x =  ai'o +  n — a: --------b h =  — 37 +  (hi — т- Ло).

Ao A0 A0

fj-1.1. С 11iz i<11 i f iizu liir  Vii c h iz iq li fu n k s io u a lln r  11M
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4— =  A va h{ =  4— //о =  h belgilashlarini kiritaniiz. U holda 
A(| Ao

x =  A.i'i + h  (4.1)

Endi x elementni (4.1) ko'rinishda yagona ravishda yozish mumkin 
ekanligini ko'rsataniiz. Aytaylik. x — ox- +  h =  j3x\ +  g (h,g  G H )  
bo'lsin. U holda ( o  — =  g — h. g — h G H  bo igani uchun
(a  —6):Г] G H. Bu munosabat faqat о =  3 boigandagina o'rinli, eliunki 
X\ ^ H. Natijada g =  h tengligiga ham ega boiamiz.

4.1.9. L chiziq li fazoda g ch iz iq li funks ional berilgan bo ‘lib, 
g ф 0 bo‘lsin. U  holda quyidagilarni isbotlang:

1) H  =  / - 1(0) t o ‘p la m i g iper  qism fazo  bo‘ladi;
2) xohlagan  А б К  son i uchun  / -1( A) =  x\+ H  tenglig i o ‘r in l i ,  

bunda f ( x a) =  A.
Y ech im i. 1) f  ф 0 boigani uchun / (x 0) ф 0 boiadigaxr x 0 G L  

elementi mavjud. / (xq) =  Ao boisin. L  dan xohlagan x  element olib, 
uni ushbu

„  , Л .  f ( x )X o  +  X --------— T o
Ao \  Ao

ko‘rinishda yozib olaylik.

f ( x -  =  f i x )  -  f ( x ) ^  =  0
V AoXo J  Ao

gani

orqali belgilaymiz:

f  (x')
tengligi o'rinli boigani uchun x — \ ' xq G H  boiadi. Bu elementni h

Aq

hП  —  X ---------------- X q .
Ao

U holda

x =  M  +  k.
Ao

Bu tenglikdan H  ning giper qism fazo ekanligi kelib chiqadi.

2) Agar x\ =  j^xo boisa, u holda

/(I>) = ; (^°) = aZIt =л'
ya’ni f ( xx )  =  A tengligini qanoatlantiruvchi x\ elementlari mavjud 
ekan. Aytaylik, x\ element f ( x\)  =  A tengligini qanoatlantiruvchi ixti- 
yoriy element boisin. Agar у G /~ ! (A) boisa, u holda f ( y )  =  A boiadi. 
у elemenliii у =  x\ +  \y — X\) koiuiishua yozib olsak, f ( y  — x\) =  0 
boiishidan, у -  хд G H  ekanligi kelib chiqadi. Shu sababli у G x\ +  H .
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Aksincha. agar ;  G x\ +  H  bo'lsa, u liolda с =  .r,\ +  h (h G H). 
Bundan / ( ; )  =  A va : G f ~ l ( A) ekanligi kelib chiqadi. Demak, 
/ ! ;Л; ' . г л  • //.

4.1.10. (X a n  —  Banax teo rem a s i) . L chiziqli fazosida  
aniqlangan b ir  j in s l i  qavariq p funks iona li va L n ing  L (, qism  
fazos i berilgan bo ‘Isin. A g a r  Lo fazosida aniqlangan  /о fu n k 
siona li uchun

fu(x) <  p(x) (V.r G L 0) (4.2)

tengsizligi o ‘r in l i  bo ‘lsa, и holda  /q funks iona ln i barcha L da 
f i x )  <  p(x) tengsiz lig in i qanoatlan tiruvch i f  funksionaligacha  
davom ett ir ish  m u m k in lig in i isbotlang.

Yech im i. L 0 ф L  boisin. L \ L o  to'plamidan biror г nuqtasini olib,

U  =  {tz +  x : t G M, x G L 0}

qism fazosini qaraylik. L  ning bu chiziqli qism fazosi L 0 fazosining ele- 
mentar kengaymasi deb ataladi. /0 funksionalni (4.2) shartni buzmagan 
holda L q fazosidan L ' fazosiga davom ettirish mumkinligini ko‘rsatamiz. 

Agar izlanayotgan /0 funksionalning L ' dagi davomi f  bo‘lsa, u holda

f ' ( t z  +  x ) =  t f ' ( z )  +  f 0(x)

tengligi o ‘rinli bo‘ladi. f ( z )  =  с belgilashni kiritamiz. U holda

f ( t z  +  x)  =  tc +  f 0(x).

Endi с sonini (4.2) shart o‘rinli bo‘ladigan qilib saylab olamiz, ya ’ni 
x G Lo elementi va barcha t haqiqiy sonlar uchun fo(x) + t c  <  p(x +  tz) 
tengsizligi o‘rinli. Bu tengsizlik t >  0 bo‘lganda

A ( ? ) + ^ P ( ?  +  . )

yoki

c < r ( j  +  ‘ ) - l o ( f )

tengsizligiga, t <  0 boiganda esa

A ( f ) + « > - p ( - f - . ) ,

yoki



tengsizligiga teug kuchli. Bu tengsizliklarni qanoat.lautiradigan с soni 

mavjud ekanligini ko'rsataniiz. L„ fazosidan ix tiyoriv y'. y" elementlar 

olamiz. y" — 1/ G bo ’ lgani uchun

M y " )  ~ M>/) = M il "  ~ ii) <  р (у " ~ У)  =  

=  p{{y" +  ~) -  ( У  +  : ) )  <  piy" +  ~) +  p{-y'  -
ya’ni

p(y" + z ) -  М у ") > - p { - y '  -  z) -  М у ')
tengsizligiga ega boiam iz. y', y" nuqtalar Lq fazosidan olingan ixtiyoriv 
elementlar boiganligidan,

c" =  inf (Му")  +  р(у" +  - ) )  >  sup ( М у )  -  р ( - у '  -  z)) = c'-
V" y’

с” >  с >  d qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiradigan с sonini tanlab, L ' 
fazosida f ' ( t z  +  x ) =  tc +  M x ) ko'rinishda f  funksionalni aniqlaymiz. 
Bu funksional chiziqli va f 0 ning L' dagi davomi. Endi L ' da (4.2) 
nrunosabatining o'rinli ekanligini ko'rsataniiz. t >  0 boiganda

f ' ( tz  +  x ) =  tc +  M x ) ^  tc"  +  M x ) <

- 1 i~fo (f ) + P (2 + I)) + =
=  ~ M X) + p ( t z  +  x)  +  /o(x) =  p(tz +  x). 

t <  0 bo'lganda

f ' ( t z  +  x) = t c +  M x ) <  tc' +  M x) <

< f ( - / » ( f ) - p ( - - ' - j ) ) + / » W  =

=  - M x ) +  p ( tz +  x ) +  M x ) =  p{t= +  x )-

Demak, agar /() funksional L 0 С L  qism fazoda aniqlangan va (4.2) 
shartni qanoatlantirsa, u holda shu shartni qanoatlantirgan holda Lq 
fazoning L '  elemeutar kengaymasiga davom ettirish mumkin ekanligini 

ko'rsatdik.
Agar L  fazosida chiziqli qobig'i shu fazoning o'ziga teng sanoqli 

{ x i , xo , .. •, x „ , . . . }  to'plamini tanlab olish mumkin bo'lsa, u holda 
yuqoridagi usul bilan /q funksionalni (4.2) shartni saqlagan holda 
quyidagi fazolarga ketma-ket davom ettiramiz:

L ^  =  {L  o.X! } ,  I . 1 { / . : . x , } .......

110 IV . Хоппм Ьш ^ап  Jazolnr
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Ini yerclrt £ (/,""n to'plami L ning L lh] fazo va i olementni o'z ichiga
oluvchi eng kicbik qism fazosidan iborat. Natijada. L ning bar bir 
elementi biror L {h) fazosiga tegislili boiishidan, berilgan /„ funksional 
L (i dan L  ga (4.2) shartni buzmagan liolda davom ettiriladi.

Endi yuqorida aytilgan sanoqli to'plamni tanlab olish mumkin 
bo'lmagan, ya’ni unmmiy holda qaraymiz. Berilgan /о funksionalning
(4.2) shartni qanoatlantiruvchi barcha davomlari to ‘plamini &  orqali 
belgilaylik.

Agar f i  va f 2 fuiiksionallar &  to'plamiga tegislili bo'lib, f\ aniqlan- 
gan qism fazo f 2 aniqlangan qism fazoda yotsa va f 2 funksional f i  
funksionalning (4.2) shartni qanoatlantiruvchi davomi bo'lsa, u holda 
f i  <  f i  munosabatini yozamiz. Bu munosabat &  to ‘plamida qisman 
tartibni aniqlaydi. orqali &  to'plamining ixtiyoriy chiziqli tartiblan- 
gan qism fazosini belgilaymiz. to'plamiga tegishli barcha funksional- 
lar aniqlanish sohalarining birlashmasida aniqlangan va bu funksional- 
larning har biri bilan shu funksionallarning aniqlanish sohasida ustma- 
ust tushadigan funksional to'plamining yuqori chegarasi bo'ladi. 
Demak, &  to'plamining ixtiyoriy chiziqli tartiblangan qism to'plami 
yuqori chegaraga ega. U holda Sorn lemmasi bo'yicha &  to'plamida 
maksimal / element mavjud bo'ladi. Shu / funksional biz izlayotgan 
funksional bo'ladi. Haqiqatan, bu funksional /о funksionalning (4.2) 
shartni qanoatlantiradigan davomi va uning aniqlanish sohasi L  fazosi
dan iborat. Sababi, agar / funksionalning aniqlanish sohasi L  fazosining 
biror L\ xos qism fazosidan iborat bo'lsa, u holda uni yuqorida aytil
gan usul bilan L 2 С L  fazosiga davom ettirish mumkin bo'ladi. Bu / 
funksionalning maksimal ekanligiga ziddir.

4.1.11. a n ing qanday qiymatida x =  (1 ,2 ,3 ), у =  (1, 1,0) va 
z =  (a, 1, 1) vek tor la r ch iz iq li bog‘liq bo ‘ladi?

Yech im i. a, b, с sonlari uchun ax +  by +  cz =  0 bo'lsin. U holda

=> a (3ci — 2) =  0.

Chiziqli bog'liq bo'lganligi uchun a ^  0 deylik. U holda
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4.1.12. C[0. тг] fazoda  1. cos t. cos2t funksiya lar ch iz iq li 
erkli, 1. cos 21. cos11 funks iya la r i esa chiziq li bog‘liq ekanlig in i 
k o ‘rsating.

Yechimi. 1) 1. cost. cos1’ / funksiyalar chiziqli erkli boiadi. 
Haqiqatan,

a +  6 cos t +  7 cos" t — 0

boisin. Agar t =  Ц- boisa, u liolda a =  0 kelib chiqadi. va /Jcosf +  

7  cos21 — 0 boiib , 3 +  ", cos t =  0 tengligiga ega boiam iz. Yana t =  
qiymatida p =  0 kelib chiqib, 7 cos t =  0, bundan 7  — 0 kelib ehic[adi. 
Natijada

a +  0 cos t +  7  cos21 =  0 =Ф a =  f3 =  7  =  0.

2) 1, cos 2f, cos2  ̂ funksiyalari chiziqli bogiiq , chunki bu

cos2 f =  — (1 +  cos 21)

munosabatidan kelib chiqadi.
4.1.13. E  chiziqli fazo  va f  : E  —> M. chizqli funks iona l  

bo‘lsin. U  holda bu funks iona ln ing  yadrosi

ker / =  {x  e E  : f ( x )  =  0 }

t o ‘p la m i E  n ing qism fazos i ekanlig in i k o ‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, x, у 6 ker / boisin. U holda

f ( x  +  y) =  f { x )  +  f  (y) = 0  +  0 =  0,

ya ’ni ker / qo‘shish amaliga nisbatan yopiq.
Endi x € ker /, A € К  boisin. U holda

/(Ax) =  A / (x ) =  A0 =  0,

ya’ni ker / songa ko'paytirish amaliga nisbatan ham vopici. Demak, 

ker / cjism fazo eka.11.
4.1.14. Co fazon ing  birlik sharin ing  ekstremal nuqta lari 

m avjud  em aslig in i k o ‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, A =  {x  =  (x„ )  G c() : ||x|| <  1 } bu fazoning 

birlik shari va x G A  boisin. U holda lim x„ =  0, bundan shunday m
1 1 —>00

soni topilib, jxmI <  1/3.

Г xn, agar n ф m,
V" \ xn -  5, agar n =  to
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.с,,. agar n  ф i n ,  

x„ +  i ,  agar n = in

liuqtalar uchun

*  =  2 (-V +  ^  3 

bo'lganligidan. .r ekstremal nuqta anas.
4.1.15. с fazon ing  birlik sharin ing ekstremal nuqta la r in i  

toping.
Y ech im i. Avtaylik, A =  {x  =  ( xn) G с : ||.т|| <  1} bu fazoning 

birlik shari va x G A bo'lsin. Faraz qilaylik, shunclay rn soni topilib. 
|.t „ ,  | <  1 bo'lsin. U holda shunday £ >  0 soni mavjudki, — 1 +  e <  x m < 
1 - e .

x„, agar n ф m, 
xn — e, agar n =  mУп

va

nuqtalar uchun

x n, agar n ф m, 
x n +  e, agar n =  m

x =  \{y +  z), у ф

bo'lganligidan, x ekstremal nuqta ernas. Demak, agar x G A ekstremal 
nuqta bo'lsa, и holda barcha n sonlari uchun |x,,J =  1, ya’ni x„ =  ± 1. 
lim xn mavjud bo'lganligidan, biror к nomyerdan boshlab,

11— * ОС

x„ =  1 yoki x„ =  —1. (5-3)

Endi bu shartni qanoatlantiruvchi har bir nuqta ekstremal nuqta ekan
ligini ko'rsatamiz.

Avtaylik, t G.4 nuqtasi (5.3) shartni qanoatlantiradi va biror y, z G 
A  uchun

a1 =  2 (•" +  -)•

U holda so'ngi tenglikdan yn +  z.„ =  ± 2  kelib chiqadi. Endi |y„|, \z„\ <  1 
ekanligini e ’tiborga olsak, и holda y„ =  z„ =  ±1. Bundan x =  у =  z.

Demak, с fazoning birlik sharining ekstremal nuqtalari quyidagi 
ko'rinishdagi nuqtalardir: x =  (x„)  G A,

% II.

± 1, agar n < k.
1, agar n >  к

va
± 1, agar n < k,
— 1, agar n >  k,
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bunda k t  N.

M u sta q il ish uchun m asalalar

1. L chiziqli fazoning biror .r va у elementlaridan iborat qism 
to :planming chiziqli qobig‘i qanday boiadi?

2. Qanday chiziqli fazoda har qanday chiziqli qobiq fazoning o‘zi 
bilan ustma-ust tushadi?

3. Agar chiziqli fazoning biror element ini shu fazoning e\, e2, . . . ,  en 
elementlarining chiziqli kombinatsiyasi orqali yagona usulda ifodalash 
mumkin boisa, u holda elt e2, ... ,en vektorlar chiziqli erkli boiishini 
isbotlang.

4. Agar ei, e2, . . . ,  en vektorlar chiziqli erkli boisa, u holda bu siste
maning chiziqli qob ig iga tegishli ixtij'oriy elementni e\, e2, . . . ,  en vek- 
torlarning chiziqli kombinatsiyasi orqali yagona usulda yozish mumkin 
ekanligini isbotlang.

5. Har qanday chekli oichamli chiziqli fazo o‘zining chekli sondagi 
vektorlarining chiziqli qobigidan iborat ekanligini isbotlang.

6 . Agar ej, e2, . . . ,  en vektorlar sistemasi К  maydon ustidagi L  chi
ziqli fazoning bazisi boisa, u holda L  ning xohlagan x elementini

71
x =  &kek, Qfc 6 К, к =  1, n

k=1

ko'rinishda yozish yagona boiishini isbotlang.
7. Haqiqiy sonlar maydoni ustidagi haqiqiy koeffitsientli barcha 

ko'phadlar fazosi cheksiz oichamli chiziqli fazo ekanligini isbotlang.
8. Ratsional sonlar maydoni ustida ratsional sonlar chiziqli fazo- 

sining oicham i qanday?
9. Ratsional sonlar maydoni ustida kompleks sonlar chiziqli fazosida 

chiziqli erkli vektorlar sistemasini tuzing.
10. n-oichamli kompleks chiziqli fazoni haqiqiy chiziqli fazo sifatida 

qarasak, uning oichami qanday boiadi?
11. R n chiziqli fazoda ushbu

S  =  { (a i ,a 2, ■ ■ ■, an) '■ a\ =  a2}

to ‘plamning qism fazo ekanligini isbotlang. Bu fazoning oichamini to
ping.

12. K n fazoda birinchi koordinatasi nolga teng bo igan  nuqtalardan 
iborat qism fazoni S0 orqali belgilasak, Mn/50 faktor fazosini toping.
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13. C [—1-1] fazoda berilgan quyidagi funksionallarning chiziqli 

ekanligini isbotlang. Bu funksionallarning yadrosi liaqida qanday fikr- 
(lasiz?

a) / W  =  i ( , . ( _ l ) + . r ( l ) ) ;

b ) / (x ) =  2 ( x ( l ) - x ( 0));
П ___

c) / (:r) =  E  a kT (ti,), bunda о-д: G M, к =  l , n  va f b  G
A = 1

[ - 1. 1];
d) Л (-г ) =  +  a?(—£■) -  2x (0 )], £ G [-1 ,1 ];

e) / M  =  /  x ( f ) ( f t ;
-l

f ) / I21) =  /  x(t)d t.  -  x ( 0);
- i

0 1
g) / (x ) =  / x ( t )  dt -  j  x ( t )  dt

-1 о

h) / (x )  =  f  x ( t )  dt -  E  * (£ )•
—1 k=—n

14. Quyidagi funksionallarning chiziqli ekanligini isbotlang:
1

a) / (x ) =  f  t x (x )d t ,  x G C [ - l , l ] ;
- l

b) / (x )  =  f  t x ( t )d t ,  x G C 2[ - l , l ] ;
- l
l

c) f ( x )  =  J t~3x (t)  dt, x  G C2[0,1];
о

d ) / ( x ) = x i  +  x 2 x  =  ( x b x 2, . . . )  G ^2;

e) / w  =  f  f , X =  (x b x2, . . . )  G £2;
i-=i
OO

f ) f i x )  =  E  ( !  -  \)xk, x =  { x i , x2, ■ ■ ■) G ^i;
fc=i

OO

g) /0е) =  E  2~A'+ 1x/,-, X =  ( x i , x 2, ■ • •) G cq;
fc=i

h) / (x ) =  lim x „  x  =  ( x i , x 2, . . . )  G c.
n—>00

15. L  chiziqli fazoning H  giperqism fazosi berilgan boisin. x 0 £ H  
element va Л ф 0 son uchun quyidagi ikki shartni qanoatlantiruvchi 
yagona g funksionali mavjud ekanligini ko'rsating:

1) ker g =  H]
2) g(xo) =  A.
16. L  chiziqli fazoda h va g chiziqli funksionallar berilgan boiib, 

ker h =  ker g boisa, u holda g =  ah tenglikni qanoatlantiruvchi a G l
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soni mavjiid ekanligini koT.sating.
17. L chiziqli fazoda aniqlangan <j chiziqli funksional berilgan 

bo'lsin. L/kerfi faktor fazoning oichainiui toping.
18. L chiziqli fazoda f . f i - . fa ......./„ chiziqli fuiiksionallar berilgan

bo'lsin. Agar f\{x) =  fo{x) =  . . .  =  /„(■»') =  0 bo'lishidan f ( x )  =  0 
ekanligi kelib chiqsa, u holda tq. «о .......n„ sonlari topilib. barcha x G L

П
uchun f ( x )  =  J2 tengligi o'rinli bo'lishini isbotlang.

k =  1

4.2. Normalangan fazolar

К  maydon ustidagi X  chiziqli fazoning har bir x elementiga nomanfiy 
||:r|| haqiqiy soni mos qo'yilgan bo'lib, bu moslik quyidagi shartlarni 
qanoatlantirsin:

1. ||x|| — О 4Ф x =  0;
2. | j Aar 11 =  | A111 x' 11, VA G K, x G X:
3 .||rr +  y\\ <  ||a;|| +  ||y||, x, у € X.
U holda X  fazoni normalangan fazo deb ataj'miz. ||x|| soni esa x 

elementning norm.asi deb ataladi.
Agar p(x ,y ) bilan ||x — j/|| sonini belgilasak, u holda p(x, y) metrika 

boladi. Haqiqatan,
1) P(x , У) =  ||x — y\\ =  0 O- x — y;
2) p(x,y)  =  ||x -  у|| =  || ( — l ) ( y  -  a-)|| =  | -  1|||у -  a:|| =  \\y -  x|| =

p{y,
3 ) p{x,y)  =  \\x -  у II =  ||ат -  ~ +  г -  у|| <  \\х -  г|| +  \\z -  у|| =  

p(x,z)  +  p{z,y).
Demak, ixtiyoriy normalangan fazo metrik fazo bo‘ladi. Shuning 

uchun metrik fazolarda kiritilgan tushunchalarga normalangan fazo- 
larda ham ta ’rif berishga bo'ladi.

Aytaylik, X  normalangan fazo va x0 G X  bo‘lsin. Metrik fazolardagi 
kabi markazi xq nuqtada va radiusi r >  0 ga teng ochiq (yopiq) shar 
deb

B(xd, r )  =  {x  G X  : ||.r—a-0|| <  r }  (B[xo,r ]  =  {x  G X  : ||x -  x 0|| <  r } )

to'plamga. markazi x0 nuqtada va radiusi r  >  0 ga teng sfera deb 
S (xo, r )  =  {x  G X  : ||.r — a:()|| =  r }  to'plamga aytiladi.

a'o nuqtaning e >  0 atrofi deb B (x0,e ) ochiq sharga aytamiz va uni 
Oc(Xq) kabi belgilaymiz. A trof tushunchasi kiritilgandan keyin urinish, 
limit, yakkalangan nuqtalar; ketma-ketlikning yaqinlashuvchiligi, fun
damental ketma-ketlik, to'plamning yopilmasi, to'plamning ichi, ochiq
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t o 'p la m .  yo p iq  to 'p lam  tu s ln m o h a la r ig a  n ie t r ik  la z o la rd a g i  kab i ta  l it  
b e r i lad i .

T o ' la  n o rm a lan ga n  fazo Ban a.r fazosi deb a t a la d i .

T a’rif. X  Banax fazosi va У  С X  bu‘lsin. Agar [Y] = Л” bo'lsa, и 
holda X  fazo Y fazoning to ‘ldiruvchisi deb ataladi.

L norm alangan fazoning L 0 chiziqli qism fazosi yopiq bo 'lsa. u holda 
Lu to 'p lam ni L fazoning qism fazosi deb ataym iz.

{./■„} sistem ani o'z ichiga oluvchi eng kiciiik yopiq qism fazo. sliu 
sistem aning chiziqli qobig'i deb a ta lad i va Jz?({xn}) ko 'rin ishda belgi
lanad i. Agar _S?({xn}) = L bo 'lsa, u holda {x„} sistem a to'la deyilad i.

M a s a la la r

4 .2 .1 . M haqiqiy sonlar fazosida norm ani ||.r| = |x 
ko‘rinishda kiritish mumkinligini ко ‘rsating.

Yechim i. Norma aksiom alarin i tekshiram iz.
1 ) ||л?|| = |x| = 0 о  x = 0 ;
2) ||Ax|| = |Ax| = |A11x| = |A|||x||;
3) IIх  +  УII =  I z +  УI <  M  +  \y\ =  11*11 +  Ill/ll-
4 .2 .2 . Ш" fazoda norm ani

л x b  x  =  (x U x 2 , - - - , x n)
\ Л--1

ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.
Yechim i.

1 )  INI =  \  Л  x l  =  0  ^  x i  =  a’ 2 =  • • • =  x ii =  0  x  =  0 ;
V  A:=l

2) iiaxii = y /£ ( ^ , )2 = 0 * 4  = \jx2f xxl = И И ;
3 Ixtiyoriy x = ( x i , x 2, . . . ,  x„) .  у = (ij\, y >,. . . .  y„) elem entlar uchun

П II
\>

I ]  =  Л  x l  J 2  y *  -  2  E  1C  ( X k i j i  - y k X i

\ k --= 1 J  k — 1 A;=1 “  A: =  l  / = 1

tenglig i o i'in li. Bu tenglikdan Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi kelib 
chiqadi:

/  \  2/II \ П П
( 5 > ^ )  < Ё 4 Ё уа2 -
\  A =1 J  A:=l A -l 

Bu tengsizlikdan foydalansak,
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I-1' +  у II2 =  E  (-га + т.)'2 =  E  d  +  -  E  +  E  nl <
A i ;  I A I / !

<  Ё 4  +  2  / е 4 \ / Ё . ' а2 + Ё / / а2 =
1 У A : V A- 1 A !

= ( M + I M ) 2

m uuosabatiga ega bo iam iz . N atijada.

11̂ + 2/11 < ||x|| + ||y||.

4.2.3. C [ a ,  b] fazosida normani

ll/ll = m ax |/(0 |
a<t<b

ko‘rinishda kiritib, norm a aksiomalarining bajarilshini tek- 
shiring.

Yechim i.
1) ll/ll = max |/(t)| = 0 <!=> / = 0 ;

a<t<b
2) ЦА/11 = max |A /)(t)| = m ax{|A | | / (0 |}  = |A|||/||;

a<t,<b a<t<b
3) Ix tiyo riy  f . g e  C[a, b} funksiyalar uchun

\( f+9m\ = \ m + g(t)\<\m\ + \g(t)\<

< m ax 1 / (0 1  + m ax \g{t)\ =  ||/|| + ||5 ||
a<t<b a<t<b

N atijada, Ц/ + g|| < ||/|| + ||g|| tengsizlikka ega b o iam iz .
4.2.4. X  normalangan fazo bo‘lib, Al uning bo‘sh bo‘lma- 

gan qism fazosi bo‘lsin. P = X/M  faktor fazoda norm ani

Ш  = inf Ikll:cef

ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.
Yechim i. 1) Agar £o = M (y a ’ni -  P nixrg nol elem enti) b o isa , 

u holda 0 6  £o (bu yerda 0 -  X  ning nol elem enti). Shuning uchun
||£o|| = 0. Aksincha, agar ||£|| = inf |Ы| = 0 b o isa , u holda £ sinfcla 0■set
soniga yaqinlashuvchi ketm a-ketlik m avjud b o iad i. M  yopiq b o igan i 
uchun £ sinf yopiq. Shuning uchun 0  £ £, y a ’ni £ = M .

2) Ixtiyoriy a  €  I ,  i  E I  uchun



tengligi o'rinli. Bu tenglikning ikki tonionidan ham x G ц bo'yiclia quyi 
chegara olib, qnyidagi tenglikka ega bo iam iz :

I K  II =  H  ' Hi II 

3) £, // G P bo'lib. x G 4 va у G г/ bo'lsin. U holda

l k  +  » ? l l < b  +  2/||< И  +  Ы
tengsizligi bajariladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidan x G £, у  G г/ 
bo'vicha quyi chegara olib,

U + v\ \ < M  + M

munosabatiga ega bo‘lamiz.
4 .2 .5 . B (x0,r )  o c h i q  s h a m i n g  o c h i q  t o ‘p l a m  ek an l i g i n i  i s 

b o t l an g .
Y ech im i. B(xo,r)  ochiq shardan ixtiyoriy x' nuqta olib, B(x' ,s )  С 

B(xo,r )  munosabatni qanoatlantiruvchi £ > 0 sonning mavjudligini 
ko‘rsatamiz. £ = r  — \\x' — xo|| bodsin. x' G B(xo,r )  bo'lgani uchun 
||x' — Xo|| < r. Shuning uchun £ = r — ||x' — x 0|| > 0. B(x',£) atrofdan 
ixtiyoriy x" nuqta olaylik. U holda

II x" — x' || <  £ => ||x" —  x'|| <  Г — \\x' — X o  || = >  ||x' — X () 11 +  ||x" — x' || <  r. 

Bundan

IIx" — Xo || = || x" — x' + x' — Xo II < ||x" — x'|| + ||x' — Xo II < r,

y a ’ni
x" G B ( x o , r )  => B(x ' ,£ )  С B (x 0, r).

4 .2 .6 . B[x0, r] y o p i q  s h a m i n g  y o p i q  t o ‘p l a m  ek a n l i g i n i  i s 
b o t l an g .

Y ech im i. Teskarisini faraz qilaylik, y a ’ni B[x\), r] yopiq shar yopiq 
to'plam bo'lmasin. U holda

[5[x0,r]] ф B[x0,r] => [P[x0,r]] \ B[x0, г] ф  0.

£>[x0 ,r]] \ B[xo,r\ to'plamning ixtiyoriy x' nuqtasini olamiz. x' ^ 
B [x 0 ,r] bo'lgani uchun ||x' — x0|| > r tengsizligi o'rinli. £ = ||x' — x ()||— r  

bo'lgan x' nuqtaning B ( x ' , e )  atrofidan ixtiyoriy x" nuqta olamiz. U 
holda
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=> г < ||х'—х()||-||х"-х'|| < ||.r"-.r()|| х" 4i =4- х' £ [£[xn,r]].
Bu ziddiyat faraziinizning lioto g'riligiiii anglatadi. Demak, £>[xo. r] 
vopiq shar yopiq to'plam bo'ladi.

4 .2 .7 . A ga r  B[a . r ] С B[b, R] С X, X Ф {0}, b o ‘lsa, и  h o l d a  
||a — b|| < R — r t e n g s i z l i g i n i  i s b o t l a n g .

Y ech im i. 1-hol. a = b bo'lsin. X ф {0} ekanligidan, shunday 
xy € X mavjudki, ||xy — я|| = r  bo'ladi. U holda B[n, r] с  B[a,R\ 
bodgani uchun ||xy -  a|| < R tengsizligi o'rinli. Bundan

r  = ||x() -  a II = 11x0 -  a|| < R,

ya'n i R — r  > 0 = ||a — 6||.
2-hol. a, ф b bodsin. X fazoda

||ft — 6|| + r r
x  =  — г,-------- r r ;— a  —

||a-b|| ||a — 6||

ko‘rinishdagi elementini olsak, ||x — a|| = r  tengligi o'rinli bodadi. 
Haqiqatan,

|a — 6|| + r  i
x -  a =

|a-b|| | a - 6||
b — a

j|a-b||
|ft — 6|| =  r.

Bundan x e  B[b,R\. Demak, ||x — 6|| < R, y a ’ni

R > ||x -  6|| =
|a — 6|| +  r

|a-b||
-a —

||a-b||
b - b

| a — 6|| + r
l | a - b | |  =  lla — b\\ + r.

Ila — 4
Demak, R — r > ||o — 6||.

4.2 .8 . X normalangan fazoning ixtiyoriy x v a y  elementlari 
uchun ||x|| < max{||x + y||, ||x — y||} tengsizligini isbotlang. 

Yechim i.
M  < im; + 1 ,1  ~ 5,11 - 111 t - l i -  

_  l|2x|| + |||x -y\\ -  ||®+ 2/1Ц _

\\x + y  + x-y\\ + 111 x -  y\\ -  ||® + у  HI <

< \Х + У\\ + ||® -  У|| + HI® -  У|| -  II® + 2/111 _

max{||® + y||, ||® — г/||}-
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4 .2 .9 . A' n o r m a l a n g a n  f a z o  ЬоЧгЬ, г. //,,. ц G Л’, n G N. 
b o ‘l sa ,  q u y i d a g i l a r n i  i s b o t l a n g :

a )  a g a r  x„ —* x. A„ —■» A (A„, A G K) b o ‘l sa , и h o l d a  A„x„ Ax;
b) a g a r  x„ —► x b o ‘l sa , и  h o l d a  ||x„|| — ||x||;
c j  a g a r  x„ —> j ’ v a  ||x„ — y„|| —* 0 b o ‘lsa, и  h o l d a  y„ —> x ; 
d )  a g a r  xn —> :r b o ‘l sa ,  и  h o l d a  ||x„ — y\\ —> ||x — y||: 
e j  a g a r  x„ —» x, //„ —> у  b o ‘l sa ,  и  h o l d a  ||x„ — y„|| —> ||x — f/||. 
Y ech im i. a)

||A„x„ -  Ax|| = ||A„x„ -  Ax„ + Ax,, -  Ax|| <

< ||A„x,,. -  Ax,,,|| + || Ax,, -  Ax 11 =

= |A„ -  A|||x„|| + |A| ||x„, -  x|| -> 0.

Demak, ||A„x„ — Ax|| —» 0, shuning uchun A„x„ —> Ax.
b) Normaning xossalaridan foydalanib quyidagi tengsizliklarni yoza 

olamiz:
||x„|| -  11X11 < ||x„ -  x||

||x|| — ||x„.|| < ||x — x„|| = ||x„, — X ||.

Bu tengsizliklardan esa

— ||xn — X|| < ||xn|| — ||x|| < ||xra — X||

qo‘sh tengsizliklariga ega bo‘lamiz. Natijada

|||x,,|| — ||x||| < ||x„ — x||.

||x„ — x|| —> 0 bo‘lgani uchun |||x„|| — ||x||| —> 0 , y a ’ni ||x„|| —> ||x||.
c)

11Уп ~ X|| =  ||Уп ~ X „ +  Xn -  X|| <

< IIy„ -  xn11 + ||x„ -  x 11 -> 0 .

Shuning uchun ||y„ — x|| —> 0 , y a ’ni yn —> x.
d) Normaning xossalaridan quyidagi tengsizliklar kelib chiqadi:

||x„, -  у || -  11x -  y|| < ||x„ -  y - x  + y || = ||x„, -  x||

IIх -  УII -  IK- -  УII <  Ik -  У -  x „  +  у || =  ||x -  x „ | |  =  ||x „ -  x ||. 

Natijada

||xn -  x|| < ||x„ -  у II -  ||x -  УII < I|x„ -  x||
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qo'sli tougsizlikka ega boiam iz. y a ’ni

-  //II -  II1' -  </lll <  II-'-» -  -'-Ц-
||x„ — :r|| —+ 0 bo'lgani uchun |||x„ — y|| — ||.r — i/||| —> 0. Bundan esa 
ll-i'/i ~  УII II2' — УII ekanligi kelib chiqadi.

e) Normaning xossalaridan quvidagilarga ega boiam iz:

II-'-, x -  У|| < II2', + //|| < ll-r,, -  x|| + ||y„ -  y II

va

x -  .1/11 -  ||x„ -  yn|| < ||x -  у  -  .(•„ + y„ II < ||x„ -  x||\\yn -  y\\.

N atijada

-(||xn -  x|| + IIyn -  2/11) < ||x„ -  y„ II -  ||x -  у II < ||x„ -  x|| + IIyn -  у ||

||ж„ -  x|| -> 0 va \\‘Уп -  у\\ -> о bo'lgani uchun, ||х„ -  уп\\ -»  ||х -  у||.
4 .2 .10 . X n o r m a l a n g a n  f a z o n i n g  A q i sm  t o ‘p l a m i  c h e g a r a 

l a n g a n  b o ‘l i s h i  u c h u n  diamA  < oo b o ‘l i s h i  z a r u r  v a  y e t a r l i l i -  
g i n i  i s b o t l a n g .

Y ech im i. Zarurligi. A to‘plam chegaralangan bo isa, A С B(a , r )  
munosabati o‘rinli bo iad igan В (a.r )  shar mavjud bo iad i. U holda

y a ’ni d iam A  < oo.
Yetarliligi. diam A = R < oo bo isin . U holda ixtiyoriy i  E A va 

tayinlangan a £ A elementlari uchun ||x — o|| < R. Shuning uchun 
A С B[a,R\ munosabati o'rinli bo'ladi.

4 .2 .11 . А С X t o ‘p l a m n i n g  b a r c h a  l im i t  n u q t a l a r i  
t o ‘p l a m i n i  A! o rqa l i  b e l g i l a ym iz .  A' t o ‘p l a m n i n g  y o p i q  ek a n 
l i g i n i  i s b o t l a n g .

Y ech im i. A' С [A!] ekanligi lim it nuqta ta ’rifidan bevosita kelib 
chiqadi. [A'] С A' ekanligini ko'rsatamiz. x 6  |A'] b o is in . U holda 
x nuqtaning ixtiyoriy B(x.s)  atrofida A' to'planming kamida b itta  у  
nuqtasi mavjud bo'ladi. Endi £\ — £ — ||x' — y|| boisin . у nuqtaning 
B(y.£ i) atrofi B(x,£) atrofning ichida yotadi. Haqiqatan, 2 £ B ( y , e  1) 
boisin . U holda Ц2 —y\\ <£— ||</—x|| tengsizligi o'rinli bo iad i. N atijada

qo‘sh tengsizligiga ega boiam iz, y a ’ni

diamA = sup ||x — y|| < sup ||x — y|| = 2r,
j-j/ел x.yeB(a,r)
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y a 'n i  ;  G B ( x . s ) .

B { l J .  ;”i) С B ( x ,  г), у  <E A '

bo'lgani uchun, bu nuqtaning B { i j , S \ )  atrofida A  to'plamning cheksiz 
ko'p elementlari topiladi. U holda B ( x , s ) atrofda A  to'plamnmg chek- 
siz ko'p elementlari mavjud, y a ’ni x  G A ' .  Shuning uchun [ A ' ]  С  A ' .  

Natijada A1 = [A;] tengligi o iin li.
4 .2 .12 . Q u y i d a g i  h o l l a r d a  n o r m a  a k s i o m a l a r i  b a j a r i l i s h i n i  

t ek s h i r i n g :
a )  x  = (ха:)а! =1  ( x k ^ q a t o r l a r  f a z o s i  Ш " '  da

||a:|| = m ax \ x k \.
\<k<m

B u  f a z o  K™ k o ‘r i n i s h d a  b e l g i l anad i .
b) x  = (xfc)fcLi q a t o r l a r  f a z o s i d a

Ik ll =
k=i

B u  f a z o  IRj" k o ‘r i n i s h d a  b e l g i l a n ad i ;
c )  x = {xk)'l' i (xk G M) u s t u n l a r  f a z o s i d a

E k -i;
,fc=i

, (P  >  !)•

B u  f a z o  k o ‘r i n i s h d a  b e l g i l anad i .
OO

d )  E  kfcl <  00 s h a r t n i  q a n o a t l a n t i r u v c h i  x =  (aq, x2, . . . )  
k= 1

ke tma -k e t l ik la r  f a z o s i d a

И  =
A'=l

B u  f a z o  f-i k o ‘r i n i s h d a  b e l g i l a n a d i ;
OO

E  kfcl2 < 00 s h a r t n i  q a n o a t l a n t i r u v c h i  x
k=1

(x i, x2, . . . , )  (х^ G M) ke tma -k e t l ik la r  f a z o s i d a
1

OO 2

2 ** '
. A:=l

B u  f a z o  £2 k o ‘r i n i s h d a  b e l g i l a n ad i ;
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f )  E M "  < oc. (p > 1 ) s h a r t n i  q a n o a t l a n t i r u v c h i  x
к - 1

(x j. To, . . .) . (xk G R) k e tm a -k e t l ik la r  f a z o s i d a

I>
. A = l

и 11

B u  f a z o  (), k o ‘r i n i s h d a  b e l g i l a n a d i ;
g )  x = (x j, x-2, ■ ■ •). (x*; G R) c h e g a r a l a n g a n  k e tma -k e t l ik la r  

f a z o s i d a
11X11 = Slip|xfc|. 

к
B u  f a z o  m  k o ‘r i n i s h d a  b e l g i l a n a d i ;

Y ech im i.
a ) 1 ) ||x|j = max |хд-| > 0 ,

l<k<m

||x|| = max |xfc| = 0 |xi| = |x2| = . . .  = \xm\ = 0
1 <k<m

•£=*• X\ = X2 = . - • = xrn = 0 O- X = 0.

2)

IIAx|j = max |Axfc| = max {|A||xfc|} = |A| m ax |x*| = |A|||x||.
1 <k<m  1 <k<m  1 <k<m

3) Ixtiyoriy к G { 1 ,2 , . . .  rn} uchun \xk + yk\ < |xfc| + |yfc| tengsizligi 
o'rinli bo'lganligidan, quyidagiga ega bo'lamiz:

11x + у || = max \xk + y k\ < max (|xfc| + |yfc|) <
l< f c < m  l< k< m

< max |xfc| + max |yfc| = ||x|| + ||y||
1 <k<m  1 <k<m

m
b ) i)  11*11 = E  Ы  > 0 ;

k= 1

m
11*11 = Y2  M  -  0 1* 11 = |*2| = • ■ • = |xm| = 0 <̂> 

k=\

О  x i = x2 = . . .  = i m = 0 x  = 0 .

2)

|Ax|| = ^J|Ax*| = |А|£|х*|............. ,1*11
k = 1 fc=1
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3)

к  + .'/ii = + №i -  D m + i//Ai 
k~i k=i 

m in
= Y1 ij 'Ai + 53  i-^i= x + </ .

*■=1 k-=i

c) 1 ) |jx|| = E  к*- Г’ 
.*•=1

>  0 ;

Ikll =
U=i

k= 1

k i l  =  к г  I = • • ■ =  k m  I — 0 ^  x\ = X2 =  . . .  = xrn = 0 <̂> x  =  0;

2)

I I  A ®  | |  = E iw
,k= 1

= E d Ai w ) "  =
k= 1

= ( | A r E l ^ n "  = lAl ( E W P)" = lAIINI- 
k= 1 k= 1

3) Uchinchi shartni tekshirishda Helder tengsizligidan foydalanamiz:

5 3  iafc6fci -  ( 5 3 a* E w (4.3)

bu yerda p > 1 va q > 1 sonlari quyidagi shartni qanoatlantiradi:

-  + -  = 1. (4.4)p q
Endi ushbu tengsizlikning isbotini keltiramiz.

Agar (4.3) tengsizligi a = (au a2, . . .  ,am) va b = (bu b2, . . . ,  bm) ele
m entlari uchun bajarilsa, u holda u cm va /36 elementlari uchun ham 
o‘rin li bodadi (bu yerda a  va (3 lar ixtiyoriy sonlar), y a ’ni bu tengsizlik 
bir jinsli. Shuning uchun ham uni

E K r  =  E N ? =  1 (4.5)
k = 1 k = 1
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bo igan  holda isbotlash yetarli. Natijada

>4
Y , k m  < 1 (4 -G)

A:=1

tengsizlikni isbotlash lozim bo iad i.
(£ ,77) tekisligida 77 = £/,_1 (£ > 0), yoki bu tenglamaning o£zgacha 

shakli bo igan  £ = 7J9-1 tenglam a bilan berilgan egri chiziqni olamiz: 
(7-rasm).

7-rasm

Rasmdan ko‘rinib turganidek, a v a b  larning ixtiyoriy musbat qiymatla- 
rida S 1 +S2 > ab tengsizligi o'rinli bo iad i. Aniq integraldan foydalanib, 
S\ va S2 yuzalarni hisoblaylik:

S i = ]
j  p0

ь

/

h'l
rf~l dn = - •  

q0

N atijada ab < ^  ^  tengsizligiga ega boiam iz. Bu tengsizlikdagi a 
ning o'rniga |a>t| ni, b ning o'rniga |̂ | ni qo‘yamiz:

<i
\akbk\ < —;---- 1------ (k = l ,m ) .

P q
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So’uggi tengsizliklarni hadnm-had qo'shib, y a ’ni A- bo’vicha vig'sak. 
quyidagiga ega bo'lamiz:

M "  , Л  I V
Е 1 « а | < Е ^  +  Е  k=l k=l 1 k-

Natijada, (4.4) va (4.5) munosabatlardan

П1
E  К Ы  < i
k=1

tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan (4.3) tengsizligi 
isbotlandi.

Endi normaning uchinchi shartini tekshiramiz. Buning uchun 
quyidagi tenglikni qaraymiz:

(H  + |6|)p = (|a| + I b i r V l  + (|a| + |6| r 1|6|.

Bu tenglikda a ni ak bilan, b ni bk bilan almashtirib, к soni 1 dan m  
gacha o‘zgarganda hadma-had qo‘shib,

771 771

E ( H  + N ) p = E « l a *l + N r 4 k  I + \bk\)) = 
к=1 k=1

777. m

= E ( H  + N r v n  + Е ( н  + м г ч м  (4.7)
k=1 k=1

tengligiga ega bo'lamiz. Helder tengsizligidan foydalanib,

777 /  777. \  ~1 /  ТП, \  p

B k | t | k i n « . ! <  З Ы  +  Ы ) И Н  Е к Г  
k= 1 \fc=l / \fc=l /

m  / m  \ 7 / m \ j

Е(ы + ы)р_1ы < E(H + N)(p“1)9 E np
=̂1 Vfc=i у  \fc=i /

tengsizliklarni yozamiz. N atijada, (p — \)q = p  tengligi va (4.7) dan

£ < M + I W  < £ ( Ы  + N ) '  Х > * П  + ( Ё  М
fc=1 \k=1 / \ \*=1 / \k=1
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tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlikning ikki tonionini ham

( E ( H  + lwV
U'=l

ifodaga bo'lsak:

( E i m  +  i w J  ^ y E > i ' j  +  ( J ^ N ' j

tengsizligiga ega bo iam iz, y a ’ni

11«  + ь| | < И  + ||Ь||.
o c

d) 1) INI = E  M l > 0,
A'=l

oc

INI = 23  1^1 = 0 ^  lXll = lT2l = • • • = Iх" I = • • • = о 
k = 1

2)

x \  =  x -2 =  ■ ■ ■ x „  =  0 . . .  =  0 фф- х  =  0 ;

||Лх|| = 53|Л х,| = |А|£|х,| = |А|||х ||;
jfc=l k= 1

3) |xfc + y k\ < I®*;I + I f/Л:| tengsizligi, E  M l va E  \УкI qatorlarning
k=\ k= l

Natijada,
fc=i

/1=1
I k + ■ / » = £  M  + Ук\ < 2 3 ( m i  + Ы )  ,1 = 1

=  2 3 l x f c l +  5 3 1 ^ 1
»=i »=i

e) 1) ||x|| = E 4
U -i

> 0 ,

£ 4
_ft=l k = 1
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2 ) 11A.r| E  (л -г>)2 |A| £  4
u-=l

= \л :r ;

3) (-г*: + ,%)2 < 2 (r| + yf.) tengsizligi hamda ]T * 2 va E  УI qat-or-
*:=1 *' = 1 ’

ОС

larning yaqinlashishidan E(*a- + Ук) 2 qatorning ham yaqinlashuvchi
k=l

ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan birga, ixtiyoriy n  uchun

\ E < « Ук )2 <
*:=1

E 4  +
fc=i \ Е й

A:—1

tengsizligi o iin li. Bu tcngsizlikning ikki tornonidan ham n  —> oo da 
lim itga o‘tib quyidagilarga ega boiam iz:

IIх + 2/11 = 

f) 1) 11*11 =

\ k=1 \ E * l  +
A-=l N

= 11*11 +
k=1

E  l*fcl"
Л-1

> 0 ,

a: =
,k= 1 k=1

ФФ- Xi = x2 = . . .  = x„ = . . .  = 0 <̂> X = 0;

2)

llA*ll = Ё  'A-r/-!' 
,k = l

3) Ixtiyoriy n  uchun

= w Ei**
k=l

— A \X i.

j .-=i \k=1 ^=1

Minkovskiy tengsizligi o'rinli. ^  va 'jT, \yk\p qatorlarning yaqin-
fc=l k=1

lashuvchiligidan hamda yuqoridagi Minkovskiy tengsizligining ikki 
tomonidan n  —> oo da lim it olib topamiz:

\x+y\\ =
_i:= l

s  E w i  + E w 1 x + I//
vA-=l 4fc=l
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g) 1 ) ||x|| = svip |x*.| > 0 . 
к

IIJ'll = 0 О  |j'i| = |xo| = • ■ • |x„| = . . .  = ()<=>

О  X ] =  X ‘2 =  . . . =  X„ =  . . . =  0  X  =  0 .

2) ||Ax|| = sup ||Ax*.|| = |A| sup |xA| = |A|||x||;
k к

3)
11x + y|| = sup |xfe + у к| < sup(|xi:| + \ y k \ )  <  

к к

<  su p | x/ ,,|  “b S U p  | у к | =  11X11 +  ||y||. 
к к.

4 .2 .13 . C*[0,1] fazosida  x„(£) = ^  ketma-ketligining 
yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

Y ech im i. x„(t) funksiya [0,1] segmentda eng katta  qiym atiga t= l 
da erishadi:

maxx„(£) = -------— ------—,a<t<b (n + l) (n  + 2)
y a ’ni

1
||x„(i)II = max |xn(£)| = -------——------—.
11 П( a<t<b У П (П  + l) (n  + 2)

Natijada,

lim ||x„(£)|| = lim  , . ^  = 0 .n~*oo n->oo (n + 1ДП + ZJ
Demak, berilgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi.

4.2.14. m va t\ fazolarga tegishli bo‘lib, m da yaqinlashuv
chi va l\ da uzoqlashuvchi bo‘lgan

r (n) _ ( (n) (n) N

ketma-ketlikka misol keltiring. 
Yechim i.

*<"> = l o ,  0 , .... 0 , - i - ,  - i
1

0 , 0 , . . .
2n + 1 ’ 2" + 2 ’ ' "  ’ 2n + 2" ’ ’ ’

(n)
1X1 <XJ 11XV. о  u p  \ S

m
Shuningdek,

ketma-ketlikni qaraylik. sup|xm^| = < 1 < °°- Demak, x (n) € m.

u(")| -  1 | 1 | + __ I__ <
^  I m l 2n + 1 2n + 2 2" + 2"
тп= 1
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1 1 1 2"
< ^7 + ^  + -- - + ^ 7 - ^ 7 “ L

Demak, x(n> E fi.

lim ||:r(''»|| = lim  sup 14','> | = lim = 0 ,
n —>OO 77. —>OC /f/ /?.—VOC Z  - j -  1

ya ’ni, qaralayotgan ketma-ketlik m da 0 ga yaqinlashuvchi. Lekin bu 
ketma-ketlikning ft da yaqinlashuvchi emas. chunki

f V > l > !  + ! + + l  = ^  = i ./  ̂ I' i — 2n 2n 2n 2n
777=1

4 .2 .15 . A va В A < В tengsizligini qanoatlantiruvchi sonlar 
bo‘lsin. U holda

E = {/(*) : f{x) G C [0 ,1], A < f (x )  < B j

to ‘plamning C[0,1] fazosida ochiq ekanligini isbotlang.
Y ech im i. E to‘plamdan ixtiyoriy ip element olaylik. Segmentda 

uzluksiz funksiyaning xossasi bo‘yicha tp funksiya [0 , 1] segmentda 
o‘zining eng katta va eng kichik q iym atlariga erishadi:

sup ip(x) = (3 = ip(x'), inf ip(x) = a  = p{x"), 
хб[од] I0-1!

bunda x', x" G [0,1].
Shartga ko‘ra ixtiyoriy x G [0,1] uchun A < ip(x) < В  bo iad i va a  > 

A va /3 <  В  tengsizliklari o‘rinli. a  — A va (3 — В  sonlarning kichigini e  

orqali belgilaymiz. U holda barcha x G [0,1] sonlar uchun \p{x) — (x)| < 
e  tengsizlikni qanoatlantiruvchi ф(х) funksiyalar E to‘plainga tegishli 
bo iad i. Shuningdek р - 'ф  funksiyaning uzluksizligidan ||y?(x)—̂ (a:)|| < 
e tengsizligiga ega boiam iz. Bu esa ip(x) funksiyalar p(x)  funksiyaning 
£ atrofini tashkil etishini ko‘rsatadi. N atijada, p  funksiya E dan olingan 
ixtiyoriy element bo igan i uchun, E ning ochiq to'plam ekanligi kelib 
chiqadi.

4 .2 .16 . Normalangan fazoda qavariq to ‘plamning yopil- 
masi ham qavariq bo‘lishini isbotlang.

Y echim i. X normalangan fazoda qavariq M  to'plam berilsin. [M] 
to'plamidan ixtiyoriy x, у  nuqtalarni olganda, barcha a  G [0,1] sonlar 
uchun ax + (1 -  a ) y  G [M] ekanligini ko'rsatishimiz kerak. x ,y  G M  
boiganligidan, ixtiyoriy £ > 0 son uchun ||ж — u|| < e  va \\y — ?;|| < e 
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi u, v  G M  elementlar mavjud bo iad i.
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M  qavariq to'plam bo'lganligidan. liar bir о £ [0 . 1] uchun au  + (1 — 
n )r  £ M. Natijada.

||o.r + (1 — о )y  — (an + (1 — n ) r)|| <

< a||x — u|| + (1 — о ) ||у -  г|| < a s  + (1 -  a t ) s  = s.
Demak, ax  + (1 — a ) y  nuqtaning ixtiyoriy £ atrofida M  to'plamning 
kamida bir elementi mavjud ekan. Shuning uchun ax  + (1 — a ) у  £ [A/], 
y a ’ni [M] qavariq to'plam.

4.2.17. N o r m a l a n g a n  f a z o d a  B(x^.r) s h a m i n g  q a va r iq  
ek an l i g i n i  i s b o t l a n g .

Yechim i. B(xo,r )  shardan ixtiyoriy x, у  elementlarni olaylik. U 
holda ||x — x01| < r  va ||y — x 0|| < r tengsizliklari o‘rinli bo‘ladi. Natijada 
har bir a  £ [0 , 1] uchun

\\ax + (1 — a ) y  — xo|| = ||ax + (1 — а ) у  — а х 0 — (1 — а)хо|| <

< а||х — х01| + (1 — а )||у -  хо|| < a r  + (1 — а ) г  = г.
Demak, а х  + (1 — а ) у  £ B(xo,r ) ,  y a ’ni B(x0, r) qavariq to‘plam.

4.2.18. N o r m a l a n g a n  f a z o d a  B[xo,r] s h a m i n g  q a va r iq  
ek an l i g i n i  i s b o t l a n g .

Yechim i. Б[хо,г] shardan ixtiyoriy x, у  elementlarni olaylik. U 
holda ||x — xo|| < r  va ||y — xo|| < r  tengsizliklari o'rinli. Natijada har 
bir a  £ [0 , 1] uchun

\\ax + (1 — a ) y  — xo|| = ||»x + (1 — а ) у  — ax0 — (1 — a)xo|| <

< a||x — xo|| + (1 — a )||у  — xo|| < a r  + (1 — a ) r  = r.
Demak, ax  + (1 — a ) y  £ B[xo,r\, y a ’ni B [x0, r] ciavariq to'plam.

4.2.19. N o r m a l a n g a n  f a z o d a  S(xo,r ) s f e r a  q a v a r iq  t o ‘p l a m  
bo ‘l a d im i  ?

Yechim i. S(xo,r)  sferadan ixtiyoriy x element olamiz. U holda 
у  = 2 xq — x nuqta ham shu sferaga tegishli bo'ladi. Haqiqatan,

11X 0  -  (2x0 -  X )  || =  11X q  -  X  || =  Г.

Endi x va у  elementlarni tutashtiruvchi segmentdan ^ (x  + y) nuqtani 
olamiz. Natijada

1 1 1 i/o
2Х + 2 У = 2 Х + 0 ~ T) = x o
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bo'lgani uchun quvidagiga ega boiam iz:

1 1 , „- x  + —y <£ S(.i'i). r).

Demak. S(x(). r) sfera qavariq to'plam emas.
4 .2 .20 . C'[0, 1] f a z o d a  d a r a j a s i  k д а  t e n g  b a r c h a  k o ‘p h a d -  

l a r n i n g  P*.[0 , 1] t o ‘p l a m i  q a va r iq  b o ‘l a d im i ?
Y echim i.

Pk{x) = a^x1' + <h--ix1' 1 + . . .  + «о

Qk{x) = —a*-x* + bi— ix* 1 + . . .  + bo 
ko‘phadlarni olaylik.

+ TjQk(x) =

= ^ (aA— 1 + bk-l)xL 1 + -(a-k-2 + bk-2)xk " + . . .  + - (d o  + bo)

ko'phadning darajasi к — 1 ga teng, y a ’ni P[0,1] qavariq to'plam emas.
l

4 .2 .21 . C [0 ,1] f a z o s i d a  f  \x(t)\dt < 1 t e n g s i z l ik n i  q an oa t -
o

l a n t i r u v c h i  С uzluksiz f u n k s i y a l a r  t o  ‘p l a m i  q a v a r i q  b o l a d im i  ?
Y ech im i. С to‘plamdan ixtiyoriy x(t) va y(t )  funksiyalarni olaylik. 

U holda barcha a  S [0, 1] sonlari uchun quyidagi munosabat o iin li:

i
/ Iftx

i
(t) + (1 -  a)y(t)\dt < J (|x(f)| + (1 -  a)\y(t)\)dt

о

a  J  |.r(£)|(ft + (1 — ft) J  \y(t.)\dt < a  + 1 — a  = 1 .
о о

Demak, С qavariq to'plam.
4 .2 .22 . 12 f a z o s i d a

A = {x £ t2 : x = (x i , x2, . . . ) ,  |x„| < 2 "+ , n  € N}

p a r a l l e l e p i p e d n i n g  q a va r iq  t o ‘p l a m  ek an l i g i n i  i s b o t l a n g .
Y ech im i. A to'plamdan ixtiyoriy x, у elementlar olaylik. U holda 

har bir a  € [0 , 1] uchun

|a x „  +  (1 — ft)?/;,| <  f t |x „ |  +  ( l - a ) | y „ |  <  f t2 - '1+1 +  ( l - f t ) 2 “ '?+1 =  T n+l 

boiad i va shuning uchun ftx + ( l - a ) y  € A. Demak, A qavariq to'plam.
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4 .2 .23 . C[a.b] f a z o s i n i n g  s e p a r a b e l  f a z o  ek a n l i g i n i  i s b o t 
la n g .

Y ech im i. C[a,b\ fazosida zich bo'lgan sanoqli qism to'plam 
mavjudligini ko'rsataniiz.

Har bir n  natural soni uchun [a, b] kesmani

(") (") b a („) b ci / \xn = a, x = a H--------- , X., = a + 2.................... x , ' = bn  '  n
nuqtalar yordamida n  bo iak larga boiam iz. Ixtiyoriy

J")  J" )  a(")aQ , cq , . . . , un

ratsional sonlar uchun

<p(x) =  о й  +  1 )  Xi~il,) ~ ai- 1)> x  G  [x "-i> Ь * =  ( 4 -8 ) 
x \ -  x i - 1

boiakli-chiziqli funksiyani quramiz. Har bir n  uchun (4.8) ko'rinishdagi 
barcha funksiyalar to'plamini A„ orqali belgilaymiz. Har bir An sanoqli

OO
ekanligidan, A = (J An birlashmasi ham sanoqlidir.

71= 1
Bu A to'plamining C[a,b] da zich ekanligini ko'rsatamiz. C[a,b\ ga 

tegishli har bir / funksiya [a, b} da tekis uzluksiz bo igan lig i uchun Ve > 
0 uchun 3 5 > 0 soni topilib, \x' — x"\ < 5 tengsizligini qanoatlantiruvchi 
barcha x ', x" £ [a, 6] nuqtalar da

|/(x' -  /(x")| < |
о

tengsizligi o'rinli bo iad i. Har bir i £ {0, 1 , . . . ,  n} uchun

|/(*‘”>) -  « h  < | 

tengsizligini qanoatlantiruvchi

(«) (n) In)
a 0 » a l  ) • • • )

ratsional sonlar olib, (4.8) ko'rinishdagi tp funksiyasini qaraylik . Ixti
yoriy x £ [a, b] uchun shunday i £ {0 , 1 , . . . ,  n )  topilib, x £ [x-"j, x[n)] 
bo iad i. U holda quyidagilar o'rinli:

< m x ? )  -  /(!,<”>)+ д * ! ”1) -  -  ^ й )1 <
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< b(a,-<"’) - / ( . + 1f (x ]n)) nxt\)\  + i/(.r|")1) - ^ > , ) i

= i«!-") -  / (* i" ))i + i / M " 1) -  /(^"Л)1 + i / M - i )  -  <
г s s 3s 

< т  + ~ "b ~ = —■
о 5 о о

Natijada,
\<p(x) -  f ( x )| < |^(x) -  ¥>(ай)| +

Shunday qilib, \\<p — f\\ < £, y a ’ni / funksiyaning ixtiyoriy £ > 0 atrofida 
A to'plamning kamida b itta  tp elementi mavjud. / funksiya C[a, b] ga 
tegislili bo'lgan ixtiyoriy element bo'lgani uchun [A] = C[a, b\ bo'ladi. 
Yuqorida aytganimizdek A sanoqli to'plam. Shuning uchun C[a,b] fa
zosi separabel bo'ladi.

4.2.24. X n o r m a l a n g a n  f a z o d a  {x„} f u n d a m e n t a l  k e tma -  
k e t l i g i n i n g  b i r o r  {x„k.} q i s m i y  k e tm a -k e t l i g i  y a q i n l a s h u v 
c h i  b o ‘l sa , и  h o l d a  {xn} k e tm a -k e t l i g i n i n g  y a q i n l a s h u v c h i  
b o ‘l i s h in i  i s b o t l a n g .

Y ech im i. {xn} fundamental ketma-ketlik bo'lgani sababli, ixtiyoriy 
£ > 0 soni uchun shunday n'E soni topilib, n, n k > n'£ tengsizligini 
qanoatlantiruvchi natural sonlari uchun \\xn — xnJ| < | tengsizligi o'rinli 
bo'ladi. Shartga muvofiq {xnk} qismiy ketma-ketlik yaqinlashuvchi va 
lim x„k = a bo'lsin. U holda £ > 0 soni uchun shunday n" natural sonin—>00
mavjud bo'lib, nk > n" tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural 
sonlar uchun \\xnk — o|| < s /2 tengsizligi o'rinli bo'ladi. m ax(n ', n”) = 
n£ bo'lsin. U holda n , n k > n E tengsizlikni qanoatlantiruvchi natural 
sonlar uchun quyidagi munosabat o'rinli

IXn (l | j|X/, X>ik -\r XUk o|| ^

£ £
— II*» _  ХП,\\ “Ь 11 ' A _  a ll 7) r)

Demak, j  ketma-ketlik yaqinlashuvchi va lim xn = a.
n  —> OO

4.2.25. X n o r m a l a n g a n  f a z o d a  {x,,} k e tm a -k e t l i g i  u c h u n
OO

Y2 llx »+i — */)|| q a t o r i  y a q i n l a s h u v c h i  b o ‘l s a ,  и  h o l d a  {xn}11=1
k e tm a -k e t l ik n in g  f u n d a m e n t a l  k etma -k e t l ik  ek an l i g i n i  i s b o t 
lang .
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Y ech im i. llx »+i — r »ll qator yaqinlashuvchi bo igan lig i sababli. 
// = 1

ixtiyoriy г > 0 soni uchun shunday ii.: natural soni mavjud bo iib , n > 
rir tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural sonlari va ixtiyoriy p  € 
N soni uchun quyidagi tengsizlik o'rinli

||®a+l tl ||2 /j + 2 //-Hi II • • • 4“ ||x,,+p X n + p_} |j <C fz,. 

Bundan esa,
||**'//-b// x n ||

~  Ц̂ га-Н// Хл+р— i  -\- X n^ p —\ X n^p_-2 ~b X r}^p—2 . . .  Х /г|| —

— ||®n+l x n\\ “b ||®n+2 Xn\\  |l “b  - ■ - “h  !|a?n _j_p X n ..p_ 11| <C £

ekanligi kelib chiqadi. Demak, berilgan ketma-ketlik fundamental.
4 .2 .26 . {xn} va {Уп} X norm alangan fazoda fundam ental 

ketma-ketliklar bo‘lsin. U holda Xn = \\xn — yn||, n = 1, 2, . . .  
ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

Y ech im i. {xn} va {y „ } fundamental ketma-ketliklar boigan lig i 
sababli, ixtiyoriy e > 0 soni uchun shunday n£ soni mavjud b o iib  n > nE 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha n natural sonlar va ixtiyoriy p  G N 
soni uchun ||xn+p — xn\\ < ^ va ||yn+p — yn\\ < | tengsizliklari o‘rinli. 
N atijada quyidagi tengsizlikka ega boiam iz:

|A/i+p A„| = |||xn+p 2/n-fp|| ll-^n Z/тг1 1 1  —

— 11 Хп+р Уп+р X n - f -  y n 11 ^  1 1 X n+p Xn 11 “ t“  11 Уп+р Уп^  ^
£ £

< 2 + 2 = £ ’
Demak, {A„} fundamental ketma-ketlik. К haqiqiy sonlar to ‘plami 
to ia lig idan  {An} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

4 .2 .27 . R da norm a aksiom alarini tekshiring ||x|| = \arctgx\. 
Y ech im i. Normaning ikkinchi aksiomasi o'rinli emas. Haqiqatan,

agar x = A  A = ^ bo isa, u holda

v/3
||Ax|| = arctg

lekin

|| Ax || = arctg—  = - ,

и ‘ 1 + R  1 n л || = -arctgv/3 = -  • -  = - ,

y a ’ni ||Ax|| ф |A|||x||.
/ П \

4 .2 .28 . K", n > 2, f a z o s i d a  ||x||p = f J2 \xk\p ) > 0 < p < 1 

b o ‘l sa ,  n o r m a n i n g  s h a r t i n i  b a j a r i lm a s l i g i n i  k o ‘r s a t i n g .
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Y ech im i. Noruianing uchinchi sharti o'rinli emas. Haqiqatan. x =
^7 ,0 ........ o j G R" va у  = ^0 , ^ , 0 ..........o j G R" vektorlarni olaylik.
x ф- у bo'lgani bilan, lekin ixtiyoriy 0 < p  < 1 va ||x||;) + Ц.1/Ц,, = 1
uchun I|a-||;, = Цз/Нр = Lekin

1 , 1 , 0 ,
2 2 ’ ’

N atijada ||x + y\\p > ||x||p + ||y||,,.
4 .2 .29 . C[a,b} f a z o d a  n o r m a  a k s i om a l a r i n i  t ek sh i r i n g ,  

b u n da
||x|| = max |x(£)|.a<t<n±£

Y ech im i. Normaning birinchi sharti bajarilmaydi. Haqiqatan,

r f t )  = I ° ’ agar t G [a, ^ ] ,
[ ’ \ agar t G [ ^ , b \

elementi uchun ||x|| = 0 , lekin x Ф 0 .
4 .2 .30 . N o r m a l a n g a n  L J 0 ,1] f a z o d a

x„{t) = e ••, a g a r  t G IIП [0,1],
0, a g a r  t G Q П [0,1]

ketma-ketligining yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsating.
Yechim i.

1 1
I\%n — 1 || = / Ix n(t) — 1 | dt = f (  1 — e~" ) dt = 

о 0
1

— 1 — J  e~"dt = 1 — — Ц_-1 —» 0 .
о

M u staq il ish uchun m asa la lar

1 . X  normalangan fazoda {:r„} ketma-ketlik berilgan boisin . Agar 
shunday с soni mavjud bo iib , barcha n G N uchun ||.xn|| < с tengsiz
ligi bajarilsa, u holda ||x„|| ketma-ketlik chegaralangan deb atalad i. X  
fazoda ixtiyoriy yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligini is
botlang.

2. Vrr, у  G X  elementleri uchun quyidagilarni isbotlang:
a) ||x + 2/|| > IMI -  ||j/||;
b) ||x|| < max{||a; + y||, ||x -  y||}.
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3. Norma aksiomalarini tekshiriug: [a./;] segmentda barcha chegara- 
langaii funksiyalar fazosi M[a. b] da

||.r|| = sup \x(t)\.
t£ \a.h\

4. С [0, 1] fazosida quyidagi ketma-ketliklarni yaqinlashuvchilikka 
tekshiriug:

a) x„(t) = t" — t"+1\
b) y„(t) = t" -  t in.
5. M  biror L normalangan fazoning qism fazosi bo'lsin. Agar L to 'la 

bo'lsa, P  = L/M faktor fazoning ham to 'la bo'lishini isbotlang.
6 . A' chiziqli fazosida || • ||i va || • ||2 normalar berilgan bo'lsin. Agar 

shunday a, b > 0 sonlar mavjud bo'lib, ixtiyoriy x G X uchun

a|M|i < \\x\\2 < 6||x||i

tengsizligi o'rinli bo'lsa, u holda || • ||i va || • Ц2 normalar ekvivalent deb 
ataladi. Chekli o'lchamli X fazodagi ixtiyoriy ikki norma ekvivalent 
bo'lishini isbotlang.

7. X normalangan fazoda x ф 0, у  ф 0 elementlar uchun ||x + y|| = 
||*|| + ||y|| tenglik faqatgina у = Xx (A > 0) bo'lgan holda o'rinli bo'lsa, 
u holda X qat ’iy normalangan  fazo deb ataladi. £\, C”[0 ,1] fazo- 
larning qaysi biri qa’tiy  normalangan fazo bo'ladi.

8 . Agar A va В  to'plamlar X fazosining qavariq qism to'plam lari 
bo'lsa All  В va

A + В = {x : x = у  + z, у  G A, z G B}
to'plam lari ham qavariq to'plam bo'lishini isbotlang.

9. Normalangan fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikning 
chegaralanganligini isbotlang.

10 . M"', 3R™, R™, Ш"', In, £p, m, c0, с fazolarning orasida 
Banax fazosi bormi?

12. Ixtiyoriy chekli o'lchamli normalangan fazoning Banax fazosi 
bo'lishini isbotlang.

13. Banax fazosining qism fazosi Banax fazosi bo'lishini isbotlang.
14. Ixtiyoriy normalangan fazo yagona to'ldiruvchiga ega ekanligini 

isbotlang.

4.3. Evklid va H ilbert fazo lari

Haqiqiy L chiziqli fazosining {x,y} juft elementlarida aniqlangan, 
(x, y) ko'rinishda belgilanuvchi va quyidagi to 'rt shartlarni (aksioma-
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larni) qanoatlantiruvchi funksiya skalyar ko'paytma deb ataladi:
1 ) (x,fj) = (y,.r)\
2) (.rj +:r2,y) = (xu y) + •.'/):
3) (Ax. y)  = X(x.y),  A € R;
4) (.r, x) > 0 ; (x, x) = 0 «=>■ X = 0 .
Skalyar ko'paytma kiritilgan chiziqli fazoda normani

Ikll = V(x,x)

ko'rinishda kiritish mumkin. Bu normalangan fazo Evklid fazosi deyi
ladi. Norma aksiomalarini tekshiramiz:

1 ) ||x|| = y j (x , x) = 0 4Ф {x,x) = 0 4Ф x = 0 ;
2)

||Ax|| = y j (Ax, Ax) = yjX(x,  Ax) = л/А(Ах,х) =

= Vx2(x,x)  = |A| \J(x, x) = |A| ||x||;

3) Xohlagan A son uchun

(Ax + y, Ax + y) > 0.

Bundan
A2(x, x ) + 2A(x, y) + (y, y) > 0.

Demak, kvadrat uchhadning determinanti manfiydir:

D = 4(x, y )2 -  4(x, x)y,  y)  < 0, 

y a ’ni (x, y )2 < (x,x) ( y , y ) ,  yoki

l ( * ,2/)l < IM

Oxirgi tengsizlik Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi. Bu 
tengsizlikdan foydalanib, ushbu

||x + y ||2 = (x + y, X + y)  = (x, x) + 2(x, y)  + (у, у ) <

< lk l|2 + 2 ||x||||2/|| + ||y||2 = (||x|| + ||t/||)2 

tengsizligiga ega boiam iz. N atijada

II®+ 2/11 < Ikll + II2/II •

Evklid fazosida skalyar ko'paytm a yordarnida x va у  vektorlar orasida 
burchak tushunchasi quyidagicha aniqlanadi:

(x > У)
C0S^ = M W -  <4’9)
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(:r->j) < ||.r||||y|| bo'lgani uchun. ц̂ -.'ц'у̂ ц — Demak. (4.9) fommla
nolga teng boin iagan .r va у  vcktorlar orasidagi у  (0 < у  < тг) bur- 
chakni aniqlaydi.

Agar (x, у ) = 0 bo'lsa, u holda x va у  vektorlar ortogonal  deb ataladi 
va x A. у  ko'rinishda yoziladi. Bu holda (4.9) dan у  = f  ekanligi kelib 
chiqadi.

L evklid fazosida noldan farqli vektorlarning {xfl} sistemasi berilgan 
bo‘lib, а  Ф /3 bo‘lganda (xn .xj )  = 0 bo’lsa. u holda {x(>} ortogonal 
s i st ema  deb ataladi.

Agar {x„} ortogonal sistema to‘la bo‘lsa, u holda u ortogonal bazis 
deyiladi.

Agar {:/■„ } sistema uchun

. ч Г о, agar cv ф (3,{.xa ,x(i) = <[ 1 , agar a  = p

sharti o‘rinli bo‘lsa, u holda u ortonormal s i s tema deb ataladi.
T a ’r if . To‘la evklid fazosi Hilbert fazosi d eb  ataladi va и odatda H 

bilan belgilanadi.
H Hilbert fazosida {t„} ortonormal sistema berilgan bo‘lsin. x G H 

elementi uchun
c a = (x,xa)

sonlar, berilgan ortonormal sistema bo‘yicha Fure koeffitsientlari deb 
atalad i. Ushbu E  cax« qator bo‘lsa, x elementning Fure qatori deyiladi.

Q

M a sa la la r

4 .3 .1 . £2 fazosida skalyar ko‘paytmani
ОС

(x, y)  = YLxkVk 
k=1

ko‘rinishda kiritish mumkin ekanligini ko‘rsating.
OO

Y ech im i. E  хкУк qatorning yaqinlashishi
k= 1

2xkyk < x\ + y\

tengsizligidan kelib chiqadi.
Skalyar ko‘paytma aksiomalarini tekshiramiz.

ОС ОС

! )  (х>у) = E  ХкУк = E  Укхк = (y,x) ;  
k=1 fc=l
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и) = E  + x")ih- = E  x 'k V k  +  =
/. = 1 A = 1

= Ё  +  E  =  <X '> У) +  (*"’ У)'
A = 1 A:=l

3) (Ax, y) = £  А.гд.г/д. = A £  х*.уА: = A(x, y);
Ar= 1 fc=l

4) ( I ,  x ) =  £  4  >  0.
A-l

C, x) = x\. = 0 Xi = X-2 = . . .  = xn . . .  — 0 -ФФ- x  = 0.
k=1

4 .3 .2 . £2 Evklid fazosida

ei = (1 , 0 , . . . ,  0 , . . . )  
e2 = (0 , 1 , - - . ,  0 ,.

e„ = (0 , 0 ,. . , 1 , .

ortonorm al bazisning to ‘la ekanligini ko‘rsating.
Yechim i. x = (xi, x 2, . . .  xn, . . . ) G £2 xohlagan element va

x (n) = (xb x 2, . . .  , x „ , 0 , 0 , . . . )

boisin . U holda x (,,) element e\, e2, . . . ,  e n vektorlarning chiziqli qo- 
bigiga tegishli va n -> 0 0  da ||x — x n|| —> 0, ya ’ni x  G [Jz?({en})]. 
Demak, [Jzf({e„})] = l 2-

4 .3 .3 . [a, 6] segmentda barcha uzluksiz funksiyalar fazosida  
skalyar ko‘paytmani

b

(f,9) = J  f{t)g(t)dt  (4.10)
a

ko‘rinishda kiritish mumkin ekanligini ko‘rsating.
Yechim i. Skalyar ko‘paytm a aksiomalarini tekshiramiz.

1 ) (f, 9) = f  f(t)g{t) dt = f  g(t)f(t) dt = (g, / ) ;
a a
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2)

( f i  + /2, 0 ) = / (/i (0  + h( t ) ) g ( t ) dt .

0 0 
= J  f i ( t ) , g( t )dt .  + J  f 2( t ) g ( t ) dt  = ( f u g ) + ( f o, g) ;

3) (Af , g )  = f  Xf ( t ) g( t )dt  = A f  f ( t ) g ( t )  dt  = X(f , g) ;
a a

4) (/, f ) = J  f 2(t) dt > 0 , (/, /> = / /2(i) dt = 0 * * f  = 0.
a a

Bu fazo C2 [a,b] ko'rinishda belgilanadi.
4.3 .4 . C2[a,b\ Evklid fazosida

1 27Г nt 2Trnt
COS—--- , sin 7------ , 71 =1 , 2 , . . .

2 b — a b — a
funksiyalardan iborat sistema ortogonal sistema ekanligini 
tekshiring.

Yechim i. Mumkin bo'lgan barcha hollarni tekshirib ko'ramiz:
1 )

2nn t  \
2 ’ b — a ) = n

2nnt l b  — a . 2тгntn cos -------dt = --------- sin -------
2 b — a 4 7rn 0 — a

16 — а 2тгn(a + b) .
■ cos — -----------sin 7 rn  =  U:

2 7Г71 b — a
2)

2nn t \
sin  ■

2 ’ b
П  • 2nnt  , 16 — a 2Trnt
/ -  sin -------dt = ------------cos/ J  2a.

b — a 4 7ГП b — a

16 — a 7Г n(a + 6)
s in 7rn  = 0 ;------ sin

4 7Г71 b — a
3)

27rn£ . 2im t  \
cos -------, sin —b — a b :  ■ /

27rn£ 27rnt 1 
cos -------sin -------dtb — a b — a u

47xnt
sm -------dtb — a
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lb  — a 4irnt 
cos

8 7Г n b — a
l b — a 2nn(a + b)
---------sm — -----------sm 27Г7? = 0 :
4 7Г n b — a

4)

2n nt  2ixtln + k)
cos ------- , cos — -----------b — a b — a

2nnt  2nt(n  + k)
= / cos ------- COSb — a b — a

dt =

n

I COS
2irt(n + к) 1

b — a \s
2irntdt  H—  / cos -------dt = 0b — a

5)

2tv nt  . 2Trt(n + к )
C O S-;---------- ,S 1 I1b — a b

2n nt  2-Ktfn + к )
cos -------sm — -----------b — a b — a dt =

0
sm

2 itt(n + k) 
b — a

6)

2irnt . 2n(n + k)t
sm ------- , sm — -----------b — a b — a

dt  +

0

I

1 f  . 2nkt ,
-  / sm -------dt = 0 ;
2 J  b - a

2ttnt . 2-7r(n + k)t
= / sm ------- smb — a b — a dt —

1 b — a ( 1  . 2irkt 1 . 2Trt(2n  + к ) — sm ---------- -- ------ - sm

7)

4 jr \k b — a 2 n + к b — a

2Trnt 2-7Г(n  +  k ) '

= 0 ;

sm ------- ,cos-b — a b — a =  0 .

Demak, qaralayotgan sistema ortogonal b o ia r ekan. 
4 .3 .5 . L evklid fazosida

J~1 f  2; ■ ■ ■ j fni  • ■ - (4.11)

chiziqli erkli sistema berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi shart- 
larni qanoatlantiruvchi

sistema m avjudligini isbotlang:

(4.12)
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1 )  (4 - 1 2 )  s i s t e m a  o r t o n o r m a l ;
2 )  h a r  b i r  9 ,, e l e m e n t  f\. f>........ ..f ,,, e l e m e n t l a r n i n g  c h i 

ziqli k o m b i n a t s i y a s i d a n  ibo ra t ,  y a ’n i

'r,! = an\fl +  a n2i'2 +  ■ • • +  nmifn;

3) h a r  b i r  f n e l e m e n t  9 1 , 92 ........ 9„, - - -  e l e m e n t l a r n i n g  c h i 
ziqli k o m b i n a t s i y a s i d a n  ibo ra t ,  y a ’n i

I n  =  b , , i 9 i  + b „292 + . • • + b n n ( p n

v a  bnn Ф 0. (4-12) s i s t e m a n i n g  h a r  b i r  e l e m e n t i  1) - 3) s h a r t -  
l a r  b i l a n  b i r  q i ym a t l i  a n i q l a n a d i  ( ± 1  k o e f f i t s i e n t l a r i n i  h i s o b g a  
o l m a g a n d a ) .

Y ech im i. 91 elementni 91 = an f i  ko iin ishda izlaymiz. Bunda оц 
quyidagi shart bilan aniqlanadi:

(< ? i,¥ > i) =  l l ^ i l l 2 =  « n ( / i , / i )  =  1-

Bundan
1 ± 1  , ±f i  '

a u  у Д Ш : ^  Ж 7 Г У
Shunday qilib, 91 elementning ishorasi hisobga olinmasa, u bir qiym atli 
aniqlanadi. Endi 1) — 3) shartlarni qanoatlantiruvchi 9 1 , 92 , • • • , 4>n- 1 
elementlar topiladi deb faraz qilamiz. U holda /„ elementni ushbu

fn = bni<pi + b,,292 + . . .  + 6„r,_ i9 „_i + hn

ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda к < n  bo iganda

{hn,Vk) = 0 .

Haqiqatan, bnk koeffitsientlar. Demak, h„ element ham quyidagi shart- 
lar bilan bir qiym atli aniqlanadi:

{hn, 9a-) = (fn ~ bni P̂i — . . .  — 6„„_i9 „_i, 9fe) =

= (fn,<Pk) -  bnk.(<pk,<pk) = 0 .

(hn, h n) > 0 ekanligi ravshan ( (h„ ,hn) = 0 tengligi (4.1) sistema
ning chiziqli erkliligiga zid b o ia r edi). Endi tpn elementni quyidagicha 
olamiz:

hn
^  \J (К , hn)
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Natijada h„ va elementlar induksiya vordamida /1,/ 2, •■■•/» ele- 
mentlar orqali ifodalaiiadi:

V3 /) =  a n \ f l  +  « 7 1 2 / 2  +  • • • +  Я / m / 1, 

bn yerda a nn = —,  ̂ Shu bilan birga,
V v^«i ^n)

= i tP n , lPk) = 0,

fn =  b , a f i  +  b„2<f2 +  ■ • • +  bnn(pn, ■ b„n =  a / ( / i „ ,  / г , . )  Ф  0 .

(4.11) sistemadan (4.12) sistemaga o‘tish ortogonallashtirish jarayoni 
deb ataladi.

4.3.6. L Evklid f a z o s i d a  {.r,,} v a  {y„} ke tma -k e t l ik la r i  b e r i l 
g a n  b o ‘lib, xn —> x v a  y n —► у  b o ‘l sa ,  и  h o l d a  (xn. —> (x,y)  
ek an l i g in i  i s b o t l a n g .

Y ech im i. Koshi — Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra

\{x,y) -  {xn, y n)\ = |(x,y) -  (x,y„)  + (x, y„) -  (xn, y n)I <

< |(x,y) -  (x, y„)I + |{x,yfl) -  (x„,y„.)| =

= I (x, у  -  y„) I + I (x -  xn, y„) i <

< INIIb -  Уп\\ + II* -  x„||||yj.
Yaqinlashuvchi {y,,} ketma-ketlik chegaralangan bo'lgani uchun, teng- 
sizlikning o‘ng tomoni n  —> 00 da nolga intiladi. Shu sababli, (x„, y„) —► 
(x, y). Bundan skalyar ko'paytmaning uzluksizligi kelib chiqadi.

4.3.7. L Evklid f a z o s i n i n g  x o h l a g a n  x v a  у  e l e m e n t l a r i  
u c h u n  p a r a l l e l o g r a m m  t e n g l i g i  d e b  a t a l u v c h i

||х + У||2 + ||x -  y ||2 = 2 (||x|j2 + ||y||2)

t e n g l i g i n i n g  o ‘r in l i  e k a n l i g i n i  i s b o t l a n g .
Y ech im i. Norma ta ’rifiga ko‘ra

11 x + у 112 + 11 x -  у ||2 = (x + у , x + у) + (x -  у, x -  у) =

= (x, x) + (x, y) + (y, x) + <y, y) + (x, x) -  (x, y) -  (y, x) + (y, y) =

= 2(x, x) + 2 (y, y) = 2 (11 x 112 + ||y||2).

4.3.8. Ska l ya r  k o ‘p a y t m a n i n g  t o ‘r t i n c h i  a k s i o m a s i n i  
qu y i d a g i  a k s i om a  b i lan  a l m a s h t i r i s h  m u m k i n  ek an l i g i n i  i s 
b o t l an g :

(x, x) > 0 , (x, x) = 0 => x = 0 .
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Y ech im i. x = 0 bo'lsin. U holda xohlagan A soni uchun

(0,0) = (AO, 0) = A(0, 0)

tengligini yoza olamiz. Natijada (0,0) = 0 ekanligi kelib chiqadi.
4.3 .9 . Skalyar ko‘paytma kiritilgan fazoning xohlagan 

x, y, z elementlari uchun Apolloniy ayniyati deb ataluvchi

\z -  x \\2 + \\z -  y f  = i||x — 2/H2 + 2 - X + y

tengligini isbotlang.
Y ech im i. Berilgan tenglikning ikki tomonini ham almashtiramiz:

\\z -  x ||2 + \\z -  у II2 = (z -  X,  2 -  x) + (z -  y, z -  y) =

= (z, z) -  (x, z) -  (z, X) + (x, x) +

+(z, z) -  (y, z) -  {z, У) + {У1 у) =
= 2 ((z,z) -  (x,z) -  (z , y )) + (x, x) + (y, y) .

x + y{ |2 1  

2 11 2 1
x + y  X+y '

-||x -  у II2 + 2 \\z -  ^-^-W2 = ^ { x - y , x -  y) +

+ 2

= ^ ((x, x) -  (у , x) -  (x, y) + (y, y) )  +

+2(2, z) -  (x + y, z) -  (z, X + y) + i ( x  + y,  X  + y) =

= 2 ( { z , z{ - (x , z -  (z , y )) + (x ,x)  + (y, y) .
Demak, berilgan tenglik o'rinli.

4 .3 .10 . Evklid fazosida x va у  elementlarning ortogonal 
bo‘lishi uchun

l k l |2 + \\У\\2 = I\x + y \\2
tengligining zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechim i.. Zarurligi. x 1  у  boisin. U holda

||x + у  II2 = (x + y , x  + y)  =

= (x, x) + 2 (x, y) + (y, y)  = ||x||2 + ||y||2.

Yetarliligi. ||x||2 + \\y\\2 = ||x + y ||2 tenligi o'rinli boisa, (x, y)  = 0 
tengligi kelib chiqadi, ya ’ni x 1  y.
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4 .3 .11 . ("9 f a z o d a  x =  ( j ’ i .  x>.. . . )  v a  у  =  ( j / ь  (/2 , . . . )  e l e m e n t 
l a r n i n g  sk a l y a r  k o ‘p a y tm a s i

nlfn
//=1

k o ‘r i n i s h d a ,  n o r m a  ||x|| •,t) k o ‘r i n i s h d a  kir i t i l ad i .  £2
n i n g  t o ‘la  ek an l i g i n i  i s b o t l a n g .

Y ech im i. £2 fazoda metrika

p(x, y)  = \\x- y  ||
\ -  У"У~

n=  1

formula bilan aniqlanadi. Demak, 3.1.14-misolga ko‘ra £2 ning to ia  
ekanligi kelib chiqadi.

4 .3 .12 . К  t o ‘p l a m  H n i n g  q i s m  f a z o s i  b o ‘l sa ,  и  h o l d a  x oh la 
g a n  f  £ H e l e m e n t n i

f  = 9 + h g  £ K, h £ K x, (4.13)

k o ‘r i n i s h d a  y a g o n a  u s u l d a  y o z i s h  m u m k i n  ekan l i g i n i  v a  g  e l e -  
m e n t n i n g

\\ f - g \\=p ( f , K ) (4.14)

t e n g l ik n i  q a n o a t l a n t i r i s h i n i  i s b o t l a n g .  B u n d a  p( f .  K ) m i q d o r  
f  n u q t a d a n  К  f a z o g a c h a  m a s o f a :

p{f , K)  = inf Ц/ -  x||.
x e K

Y ech im i. p ( f , K)  = d belgilashini kiritib, К  dan

\\f -  f n \\2 < d2 + ~  (n = 1 , 2 , . . . ) (4.15)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi {/„,} ketma-ketligini olamiz. Parallelo- 
gramm tengligiga ko‘ra

ll/n - / m||2 + l l ( / -/n)  + (/ -/ m ))|2 = 2[||/-/n||2+ ||/-/m||2] (4.16) 

f  +  ftengligiga ega boiam iz. Shu bilan birga, ^   ̂ £ К  boiganligidan, 
ushbu

||(/-/n) + ( / - / m ) l |2 = 4 / f n - f r r > 4 d 1 (4.17)
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tengsizligi o'rinli. Natijada (4.15). (4.16) v a -(4.17) la.rdan

Bu tengsizlikdan {/„} ketma-ketlikning fundamental ekanligi ko'rinadi. 
Shu sababli, H to ia  bo igan i uchun. u yaqinlashuvchi. lim /„ = g

11—»oo
boisin . К  yopiq bo igan i uchun g  G K.

Endi (4.15) da n —> oo da lim itga o'tsak ||/-g|| < d tengsizligiga ega 
boiam iz. d ning ta ’rifidan \\f-  g|| > d tengsizligi ham o'rinli. Natijada, 
Ц/ — g || — d tengligi kelib chiqadi.

Endi / — g  = h elementning Я 1 fazosiga tegishli ekanligini isbot- 
laymiz.

К  to ‘plamda noldan farqli xohlagan tp element olaylik. Har bir A son 
uchun g  + \p  G K,  u holda

||/г -  A(̂ ||2 = Ц/ -  [g + A(£>)||2 > d2.

Bu tengsizlikni skalyar ko‘paytmaning xossasidan va Ц/ — g\\ = d teng- 
ligidan foydalanib

- A (h,tp) -  A(<p,h) + |A|2(</j, ip) > 0 

ko‘rinishda yozish mumkin. N atijada A = bo igan  xususiy holda

\{h,4>)\2 _  \(h,p)\2 + \{h,y)\2 > 0 
{ip,(p) (ip,tp) (<p,p>)

tengsizligi, y a ’ni \(h,tp)\2 < 0 tengsizligi kelib chiqadi. Bu tengsizlik 
faqat h _L <p bo igan  holda o'rinli. Demak, p  element К  ning xohlagan 
elementi boiganligidan, h _L К , y a ’ni h G К  .

Shunday qilib / ning (4.13) ko'rinishda ifodalanishi va uning (4.14) 
tenglikni qanoatlantirilishi isbotlandi.

Endi / ni (4.13) ko'rinishda ifodalash yagonaligini ko'rsatam iz. Agar

f  = g  + h = g' + h\ g : g' G K,  h : t i  G K L

bo'lsa, u holda g  — g'  = h' — h tengligiga ega boiam iz. Bu tenglikning 
chap tomonidagi element К  ga, o'ng tomonidagi element K x fazosiga 
tegishli. Shu sababli g  — g' _L h' — h. Bundan g  — g' — h' — h = 0 
munosabatiga ega boiam iz.

П
4 .3 .13 . x element Fure qatorining s n = E  akxk qismi, x ele-

k~l
mentning Hn = Jz?({xi,x2, ... ,xnj) qism fazodagi proektsiyasi- 
dan iborat ekanligini isbotlang.
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Y ech im i. x = s„ + (x — s„) boiib , s„ G H„ bo'lganligi uchun 
x — _L H„ ekanligini ko'rsatish yetarli.

(x -  s„ ,xk)  = (x,xk) -  (s„. xk) =  ai, -  at,. = 0.

y a ’iii
X -  s „. J_ xA., (k =  1,2, . . . , n )

bo'lgani uchun x — s„ ± H„ ekanligi skalyar ko'paytmauing xossalaridan 
kelib chiqadi.

4 .3 .14 . H ilb e r t  f a z o s i d a  B e s s e l  t e n g s i z l i g i  d e b  a t a l u v c h i

< 11*11
A:=l

t e n g s i z l i g i n i  i s b o t l a n g .
Y ech im i.

11 112 + ||x -  sn||2 = ( sn, s„) + (x -  s n, x -  s n) =

= (Sn, s„) + (x, x) -  (x, s n) =

= ( У 2  a kxk , £  akXk } + ( * > * ) “ ( * ’ £  akXk )  = 
\k=1 k=1 / \ k=1 /

ra n

= £  Qk + (x> _  E  Qk = = IIXH2 
f c = l  f c = l

n
tengligidan ||x||2 > ||s„||2 tengsizligi, y a ’ni ^  a 2 < ||x||2 tengsizlgi kelib

A;—1
chiqadi. Bu tengsizligida n —> oo da lim itga o'tsak

< 11*1
A:—1

tengsizligiga ega bo'lamiz.
4 .3 .15 . (R i s s  — F i s h e r  t e o r e m a s i )  H Hi lb e r t  f a z o s i d a

ОС
2x oh l a g a n  {<pn} o r t o n o r m a l  s i s t e m a  v a  ^  c2 < oo s h a r t n i

k=\
q a n o a t l a n t i r u v c h i  {c,,} s o n l a r  k e tm a -k e t l i g i  b e r i l g a n  b o ‘l s i n .  
U h o l d a  u s h b u

ck = (f,<Pk);

Y j  Cl  =  (/> f )
A-=l
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t e n g l ik l a r n i  q a n o a t l a n t i r u v c h i  f  £ H e l e m e n t  m a v j u d l i g i n i  i s 
b o t l an g . 11

Y ech im i. f„ = E  cWk deb olaylik. u holda 
*•=l

1 1 / » + / )  —  f n  II' =  i - 1  +  • ■ • +  C -ri+ p ^ P ri+ p W ' =

n+p
=  (̂ n+lV̂ n-f-l H- ■ • • 4" Cri+p^ii+pi C-n+l^Pn+l + • ■ ■ + Cn+pt-pn+p) — ^   ̂ Cfc*

k=n-\-l
oo

N atijada E  c t  < 00 bo igan i uchun {/,,} ketma-ketlik fundamental, De-
fc=l

mak, yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. lim /„ = / boisin . Endi
71—» 0 0

{/, </?;) ni quyidagicha almashtiramiz:

(/ ,V3*) = (/п,<л) + (/ -  /n,<?i> = + (/ -  /«,<#)•

n > г bo iganda, = ci bo igan i uchun,

(f,<Pi) = 4 + {f -  f n,<Pi). (4.18)

Endi
( /  -  / п , < Л >  <  I I /  -  / n i l  • 1 Ы 1

tengsizligi o‘rinli boiganligi uchun n  —> oo da (/ — f n,<Pi) —> 0- (4-18) 
ning chap tomoni n ga bogiiq  emas. Shu sababli, bu tenglikda n  —> oo  
da lim itga o‘tsak (/, tpi) = Ci tengligiga ega boiam iz.

tengligini tekshirish qiyin emas. n  —> oo da ||/ — /„Ц —> 0 
boiganlig idan, bu tenglikdan

OO

2 3  4  =  ( / ,  / )  
fc=l

tengligi kelib chiqadi.
4 .3 .16 . H separabel Hilbert fazosida har qanday ortonor

mal sistema ко‘pi bilan sanoqli bo‘lishini isbotlang.
Y ech im i. H separabel Hilbert fazosida {</?Q} ortonormal sistema 

berilgan bo isin . U holda ixtiyoriy <pQ va ipp har xil elementlari uchun
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||9 ,, — <̂;(|| = \/2 tengligi o'riuli boiacli. Shuning uchun shar-
lari o’zaro kesislnnaydi. Agar sanoqli {■</’„} to’plami H da zich bo'lsa. 
u holda shaming har birida bu to’plamning kamida l)ir ele
menti mavjud bo’ladi. Shu sababli B(<pn, sharlar sistemasi ko’pi 
bilan sanoqli. N atijada {v?<>} ortonormal sistemaning sanoqli ekanligi 
kelib chiqadi.

4.3.17. H Hi lb e r t  f a z o s i d a  x\,x-2. . . .  ,x„ o r t o g o n a l  s i s t e m a
II n

b e r i l g a n  b o ‘l s in .  Aga r  x = E  xk b o ‘l sa ,  и  h o l d a  ||.r||2 = E  IIxa.||2
*: = 1 A—1

t e n g l i g i n i  i s b o t l a n g .
Y ech im i. / П П

llXH2 = (X,X) = ( £ Xb £ XA:
\ a =  1 A:=l

= (xi ,  xx) + (x2, X 2 ) + . . . + (x„, X „ )  = £  ||xA||2.
A'=l

4.3.18. H Hi lb e r t  f a z o s i n i n g  x e l e m e n t i  L С H q i s m  f a z o g a  
o r t o g o n a l  b o ‘l i s h i  u c h u n  x o h l a g a n  у  £ L u c h u n  ||x|| < ||x — 
у  || t e n g s i z l i k n i n g  o ‘r in l i  b o ‘l i s h i  z a r u r  v a  y e t a r l i  e k an l i g i n i  
i s b o t l a n g .

Y ech im i. Zarurligi. i l l  bodsin. U holda xohlagan у  £ L uchun 
(x, у) = 0 tengligi o‘rinli. Shuning uchun

||x -  у ||2 = (x -  y, x -  y) =

= (x, x) -  2 (2’, у) + (у, у ) = 11x 112 + ||y||2 > 11x 112.

Yetarliligi. ||x|| < ||x -  y|| tengsizligidan 2(x, y) < ( y , y )  tengsizligi 
kelib chiqadi. x elementni x = h + h' ko'rinishda yozib olamiz, bunda 
h £ L, h* G /- Natijada

(x, y) = (h + h', y) = (h, y) + (ti, y) = (h,y) .

Shu sababli 2(h, y )  < (y. y)  tengsizligini yoza olamiz. Bu tengsizlik 
barcha у  £ L uchun o‘rinli bodganligi uchun у = h bodganda ham o‘rinli 
bodadi. Shunday qilib 2(h, h) < (h, h) tengsizligiga ega bodamiz. Bu 
tengsizlik {h , h) = 0 bodgandagina o‘rinli. U holda x = h!, y a ’ni x £ 
L[ . Demak, x ± L.

4.3.19. H Hilb e r t  f a z o s i d a  x o h l a g a n  M q i sm  t o ‘p l a m i  
u c h u n  M  С (A/1 ) 1 m u n o s a b a t i n i n g  o ‘r in l i  ek an l i g i n i  i s b o t 
lang .
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Y ech im i. M  to'planiidan ixtiyoriy x nuqtaui olamiz. U holda .r ± 
M 1, y a ’ni x € (M ) L. Demak. M С (M ) : .

4 .3 .20 . H Hi lb e r t  f a z o s i d a  М. Л t o ‘p l a rn la r i  u c h u n  M С N 
b o ‘l sa ,  M D A m u n o s a b a t i n i n g  o ‘r i n l i  e k an l i g i n i  i s b o t l a n g .

Y ech im i. iVJ to'plam idan ixtiyoriy x liuqtani olamiz. U holda x _L 
А. Л/ С N boiganligidan. x J_ Д/. ya'ni x e  Д/х . Demak. Аг~ С A/1.

4 .3 .21 . Hilb e r t  f a z o d a  p o l y a r l a s h t i r i s h  t e n g l i g i n i n g  o ‘r in l i  
ek an l i g i  i s b o t l a n g :

(x = IIх  +  y ll2 — l k - j / l l 2 +  J *  +  »yll2 -  l l * - » / | | 2
4 4

Y ech im i. 1)
II* + y ||2 = (* + y, x + y) =

= (x, x + y) + (y, x + y) = (x + y, x) + (x + y, y)

= (*, *> + {y, *) + (x, y) + (y, y) =
= (x, x) + {x, y) + (x, y) + (у, у )

2) II* -  y ll2 = (x — y ,x  — y) =
= <x, x -  y) -  (y, x y) — (x y, x> -  (x -  y, y)

= ( * , * )  -  <У,*> -  <*, У) + (y , y)
= (* , * )  -  (*,y> -  <*,y) + {y,y)

1) va 2) tengliklardan quyidagiga ega boiam iz:

||* + 2/||2 - | | x - y ||2 2 (x, y)  + 2 (x, y)

3)
II* + *y||2 = (x + iy, X + i y ) = 
= (x, x  + i y) +i ( y , x + iy)  =

= (x + i y,  x) + i (x + iy, y)  =

= (x, x) -  i (y,  x( + i(x, y)  + (y, y)  =

4 )

= (x,x) -  i (x, y )  + i (x, y)  + ( y , y )  

II* -  iyII2 = <* -  i y , x -  iy)  =
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= x -  iy) -  i{y,x -  ///}(x -  iy, x) -  /(x -  I!/■!/) =
(x.x)  + /(i/.x) -  /(x. l/> + (т/, !/)

= ( x . x )  + /(x. (/) -  / ( x . //; + ( y . y )

3) va 4) tengliklardan quyidagiga ega boiam iz:

. 11x + i y II2 -  11x -  iy II2 г[ -2г(х,  /у) + 2г(х, у)]

Natijada
Re{x,y) + i l m( x. y )  = (x, y)

munosabati o'rinli.
4.3.22. Quyidagi normalangan fazolarning Evklid fazosi 

bo‘lmasligini isbotlang:
a) {p> 1, p ф 2) fazosi;
b) C[0,1] fazosi.
Y ech im i. a) lp (p  > 1 , р ф  2) fazosida x = (1 , 1 , 0 , . . . ) ,  у  = 

(1 ,—1, 0 , . . . )  vektorlarni qaraymiz. U holda

x + у  = (2 , 0 , . . . ) ,  x -  у  = (0 , 2 , 0 , . . . )

INI = IMI =  2*, ||x -  у || = ||x +  2/Ц = 2  

boiganligi sababli

IIx + y ||2 + ||x -  y ||2 = 2 (||x||2 + ||y||2)

parallelogramm tengligi o‘rinli boim aydi.
b) C[0 , 1] fazosida x(t) = y(t )  = t̂ elementlarni qaraymiz. 

Ushbu

Ikll = IMI = ^  l k - i / l l  = ^  | k +  »ll = i
munasobatlardan parallelogramm tengligi o'rinli boim aydi.

4.3.23. Hilbert fazosida ||x|| = ||y|| bo‘lsa, и  holda x — у  ± 
x+y  (romb diagonallari perpendikulyar) bo‘lishini ko‘rsating.

Y ech im i.

(x + y , x  -  y) = (x ,x)  + (y,x) -  (x, y)  -  ( y , y)  =

= Ikll2- N l 2 = Ikll2 - I k l l 2 = 0.
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M u staq il ish uchun m asa la la r

1. C'2[a.b] fazosida

1 2 i mt  2nnt

ortogonal sistemaning to’la  ekanligini isbotlang.
2. Separabel boim agan Evklid fazosiga misol keltiring.
3. Har qanday cheksiz o’lchamli separabel Evklid fazosida sanoqli 

ortonormal bazisning mavjud ekanligini isbotlang.
4. Birorta ham ortogonal bazisga ega emas separabel bo'lmagan 

evklid fazosiga misol keltiring.
5. To'la Evklid fazosida ortonormal bazisning mavjud ekanligini 

isbotlang.
6 . Evklid fazosida xohlagan x, у, z, t elementlar uchun ushbu

Ik -  -II ’ IIУ -  *11 < II* -  2/11 • IN -  *11 + IIУ -  z\\ ■ ||x -  t||

tengsizligining o‘rinli ekanligini isbotlang.
7. Haqiqiy L normalangan fazosining xohlagan x. у  elementlari 

uchun ushbu

11* + 2/Ц2 +  IIх  — У\\2 ~ 2(||x||2 + ||y||2)

parallelogramm tengligi o'rinli bodsin. Unda

( Х /У> =  ^ ( l l x  +  y||2 -  | | * - y | | 2 )
formula (x,x) = ||з"||2 tenglikni qanoatlantiruvchi skalyar ko‘paytmani 
aniqlashini isbotlang.

8 . C [0 ,1] da (x,x) = ЦхЦ2 tenglikni qanoatlantiradigan skalyar 
ko'paytmani aniqlash mumkin emas ekanligini isbotlang.

9. L Evklid fazosi bo’lib x. y2 G L elementlar uchun xl .  у  у va 
x_L У2 munosabatlar o’rinli bo'lsa, u holda xohlagan a  va 3 sonlar uchun 
xJ_ (ayi  + f3y2) munosabatning o‘rinli ekanligini isbotlang.

10. L Evklid fazosining x elementi A С L to'plamning har bir ele- 
mentiga ortogonal bo’lsa, u holda x element A to 'p lam iga ortogonal 
deyiladi v a i l  A ko'rinishda belgilanadi. Agar x± A bo'lsa, u holda 
x A. [J£{A)\ ekanligini isbotlang.

11. L Evklid fazosidagi A qism to'plamining har bir elementiga 
ortogonal bo'lgan barcha elementlar to'plamini A ning ortogonal 
to'ldiruvchisi deb ataymiz va A1  orqali belgilaymiz. A1  to 'plam  L ning 
qism fazosi bo'lishini isbotlang.
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12. Evklid fazosining toidiruvchisi ham Evklid fazosi bo iishini is
botlang.

13. Hilbert fazosining qa'tiy normalangan fazo ekanligini isbotlang.
14. M  va N lar H Hilbert fazosining qism fazolari boiib , M_LN 

boisa, u holda M + N to‘plamining ham qism fazo boiishini isbotlang.
15. fo fazoda shunday M  to‘plamiga misol keltiringki, M + M L 

to'plami t -2 bilan teng boimasin.
16. t2 da berilgan uslibu

ketma-ketlikning chiziqli qobigi l2 ning hamma yerida zich ekanligini 
isbotlang.

17. H Hilbert fazosida yopiq qavariq M  to‘plami berilgan boisin. M 
to'plamda eng kichik normaga ega elementning bor ekanligini isbotlang.

18. l 2 fazoda normasi eng kichik normaga teng elementi boim agan 
yopiq to'plam tuzing.

19. [a, b] segmentda barcha uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar 
H\[a: b} fazosida skalyar ko'paytmani

b

a

ko'rinishda aniqlaymiz. H\[a,b} Hilbert fazosi bo iad im i?



К  BOB  
Topologik fazolar

5.1 . T opo logik  fazo lar

Metrik fazolarda metrika yordamida ochiq shar, atrof tushunchalari- 
ga t a ’riflar berilib, ular yordamida ochiq to'plam aniqlanadi. Boshqa 
fundamental tushunchalar asosida ham ochiq to'plam tushunchasi 
yotadi. Ochiq to'plamni metrika yordamida emas, aksiomalar orqali 
aniqlash g'oyasi natijasida topologik fazolar nazariyasi paydo bo'lgan.

T a ’rif. Aytaylik, X t o ‘p lamning qism t o ‘plamlaridan iborat  т sis
t ema quyidagi  shartlarni qanoatlantirsin:

1) 0 G т, X G t;
2) т s i st emasiga tegishli Ga, a  G I  (I indekslar t o ‘plami)71

t o ‘p lamlarning birlashmasi (J Gn va chekli sondagi  p| Gk kesishmasi
a  k= 1

yana т si s temasiga tegishli.
U holda т sistemasi X t o ‘p lamda ber ilgan topo log iya deyiladi.
(.X , t) juftlikga topologik fazo deyiladi.
r  sistemaning elementlarini ochiq to'plam lar deb, ochiq 

to'plam larning to'ldiruvchilarini yopiq to'plam lar deb ataymiz. 
Topologik fazoning elementlari uning nuqtalari deb ham atalad i.

Topologik fazolardagi boshlang'ich fundamental tushunchalar 
ro 'yxatin i keltiramiz:

-  x G X nuqtaning atrofi — shu nuqtani o'z ichiga oluvchi ixtiyoriy 
ochiq to'plam;

-  X D M  to'plamning urinish nuqtasi — ixtiyoriy atrofida M  
to'plamning kamida b itta elementi mavjud bo'lgan nuqta;

-  X D M  to'plamning yopilmasi [M] — M  ning barcha urinish 
nuqtalari to'plami;

-  X D M  to'plamning limit nuqtasi — ixtiyoriy atrofida o'zidan 
boshqa M  to'plamning kamida b itta nuqtasi mavjud bo'lgan nuqta;

-  X D M  to'plamning hosila to'plami M'  — M  ning barcha lim it 
nuqtalari to'plami;

-  M  to'plamning ichi in t(M) — M  to 'plam dagi barcha ochiq qism 
to'plam lar birlashmasi;
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Л" fazoning hammn yerida zich to'plam - yopihnasi Л’ fazoga teng 
boigan to'plam:

- Separubel fazo — hamma yorida zich sanoqli qism to'plamga ega 
fazo.

Berilgan X  to‘plamning qism to‘plamlaridan iborat turli sis- 
temalar topologiya shartlarini qanoatlantirishi, y a ’ni X  to‘plainda turli 
topologiyalar kiritilishi mumkin. Bunda turli topologik fazolar hosil 
boiadi.

X  to‘plamda t i , t 2 topologiyalar berilgan boiib , т\ С t 2 munosabat 
o'rinli bo isa, u holda t 2 topologiya n  topologiyaga nisbatan kuch- 
liroq topologiya deyiladi va т\ < t 2 ko iin ishda yoziladi. Bu holda T\ 
topologiya’ni t 2 topologiyaga nisbatan kuchsizroq (sustroq) ham deyi
ladi.

X  topologik fazoda ochiq to'plam lardan iborat 88 sistema berilgan 
boisin. Agar X  fazodagi har bir ochiq to ‘plamni 88 sistemaga te
gishli to‘plamlarning birlashmasi koi'inishda ifodalash mumkin boisa, 
u holda 88 sistemani X  fazodagi topologiyaning bazasi deb ataladi. 
Sanoqli bazaga ega boigan topologik fazoga sanoqli bazaga ega fazo yoki 
sanoqlilikning ikkinchi aksiomasini qanoatlantiruvchi fazo deyiladi.

x  € X  nuqtaning biror atroflaridan iborat sistemasini 88x orqali 
belgilaylik. Agar x  nuqtani o‘z ichiga oluvchi ixtiyoriy U ochiq to‘plam 
uchun, shunday V  e  88 to‘plam topilib, V  С U boisa, u holda 88x 
sistema x  nuqta atroflarining aniqlovchi sistemasi deb ataladi. Agar 
sanoqli 88x sistema mavjud bo isa, u holda x nuqtada sanoqlilikning Ы- 
rinchi aksiomasi bajarilgan deyiladi. Agar X  fazoning har bir nuqtasida 
sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilsa, u holda X  ni sanoqlilikning 
birinchi aksiomasiga ega fazo deb ataymiz.

{Mn} to 'plam lar sistemasi va A to'plam uchun A С (J Ma bo isa, u
Q

holda {M o} sistema A to‘plamning qoplamasi deb ataladi. Agar {M a } 
qoplamaning biror {MQ,} qismi ham A uchun qoplama boisa, u holda 
{M aJ  sistema {M n} qoplamaning qism qoplamasi deyiladi. Agar {M a } 
qoplamaga tegishli har bir to‘plam ochiq (yopiq) bo isa, u holda {M a } 
sistemani ochiq (yopiq) qoplama deb ataymiz.

X  topologik fazoda {:r„} ketma-ketlik berilgan boisin. Agar x nuq
taning ixtiyoriy U atrofi uchun, shunday щ  soni topilib, n >  щ  tengsiz- 
likni qanoatlantiruvchi barcha n  natural sonlar uchun xn € U o‘rinli 
bo isa, u holda x  nuqta {xri} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

X  va Y  topologik fazolar, / : X  —> Y  akslantirish boiib , x € X  
nuqta berilgan akslantirishning aniqlanish sohasiga tegishli boisin .
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A gar у = /(.r) nuqtaning ix tiyo riy  atrofi uchun. x nuqtaning sluni- 
clay V,. atrofi m avjud bo iib . / ( V ) с  V,, b o isa . u holda / akslantirish  
x  nucjtada uzluksiz deb ata lad i. X  fazoning barcha nuqtasida uzluksiz 
b o ig an  akslan tirishga X  fazoda uzluksiz akslantirish  deyilad i.

Q uyida ajratish aksiomalari deb ataluvch i shartlarn i keltiram iz.
To -  aksiomasi: X  topologik fazoning ixtiyoriy ikkita har xil x va 

у nuqtalari uchun bu nuqtalarnivg kamida bittasining ikkinchicini o'z 
ichiga olmaydigan atrofi mavjud.

T\ -  aksiomasi (ajratishning birinchi aksiomasi): X  topologik fazo
ning ixtiyoriy ikkita har xil x  va у nuqtalari uchun, x ning у nuqtani 
o ‘z ichiga olmaydigan Ox atrofi, у ning x nuqtani o ‘z ichiga olmaydigan 

atrofi mavjud.
T2 -  aksiomasi (ajratishning ikkinchi yoki xausdorf aksiomasi): X  

topologik fazoning ixtiyoriy ikkita har xil x va у nuqtalari o'zaro kesish
maydigan Ox va Oy atroflarga ega.

Topologik fazoda berilgan to'plamning atrofi deb, shu to ‘p lam ni o'z 
ichiga oluvchi ix tiyo riy  ochiq to ‘p lam ga aytilad i.

T3 -  aksiomasi (ajratishning uchinchi aksiomasi): X  topologik fazoda 
ixtiyoriy nuqta va bu nuqta tegishli bo'lmagan ixtiyoriy yopiq to'plam  
o'zaro kesishmaydigan atroflarga ega.

Tq (i G {0 , 1 , 2 , 3})  aksiomasini qanoatlantiruvchi topologik fazoni 
Т, — fazo deb ataym iz.

T\ va T3 aksiom alarn i qanoatlantiruvchi topologik fazo regulyar de
yilad i.

T4 aksiomasi (normallik aksiomasi). Ti-fazoda ixtiyoriy ikkita o'zaro 
kesishmaydigan yopiq to'plamlar o'zaro kesishmaydigan atroflarga ega.

Ti aksiom asin i qanoatlantiruvchi fazo normal deb ata lad i.

M asa la la r  

5 .1 .1 . Ikki elementdan iborat X  = {a. 6 } to ‘plamda т = 
{0 ,{ 6 },AT} sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.

Yechim i. Topologiya aksiom alarin ing bajarilish in i tekshiram iz:
1 ) т sistem aning berilish iga ko‘ra  $ ,X  G r ;

2)
0 U {b} — {6 } G r,

0 U X  = {b} U X  = X  G r,

0 П {b} = 0 П X  = 0 G r,

{Ь }П Х  = {6 } G r.



5.1 .2 . X m e t r ik  f a z o d a  b a r c h a  o c h i q  t o ‘p l a m l a r d a n  i b o ra t  
т s i s t e m a n i n g  t o p o l o g i y a  b o ‘l i s h i n i  k o ‘r s a t i n g .

Y ech im i. r  sistemaga tegishli to'plamlarning ixtiyoriy birlashmasiП
G = (J Gn va chekli sonclagi S = P| G* kesishmasining ochiq to'plam 

ne l  k=\
bo'lishini ko'rsatamiz.

G to'plamga tegishli ixtiyoriy x nuqta olaylik. U holda bu nuqta
t j  Gu birlashmadagi to‘plamlarning kamida bittasiga, aytaylik, G„0

to'plamga tegishli bo'ladi. Gna to‘plam ochiq bo'lganligidan, x nuqta
ning bu to‘plamda yotadigan Vx atrofi mavjud. N atijada Vx С G„0 С 
G munosabatni yoza olamiz. Bu munosabatdan G to'plamning ochiq 
ekanligi kelib chiqadi.

П

Endi S = Pi Gk to'plamdan ixtiyoriy x nuqta olaylik. Bu nuqta 
___ _ k = 1

Gk, к = l ,n  to'plamlarning har biriga tegishli bo'ladi. x nuqtaning 
Gk to'plamda yotadigan V£k = B(x,£k) atrofini olamiz. Bundan x nuq
taning г = minimi, £2, atrofi uchun V£ С Vet , к = 1 , . . . , тг  
munosabatni yoza olamiz. U holda V£ с  S, y a ’ni S ochiq to'plam.

5 .1 .3 . X to ‘plamda berilgan topologiyalaming ixtiyoriy  
sondagi kesishmasi shu to ‘plamda topologiya bo‘lishini isbot
lang.

Y ech im i. X to 'plam da berilgan har bir rQ, a  £ I  topologiya uchun 
X, 0 € т а  bo'lganligidan, X, 0 G П t q .

a
P|rQ kesishmadan olingan ixtiyoriy G1 to'plam  har bir rQ sistemaga
Or

tegishli bo'ladi. Bundan rfv sistema topologiya bo'lganligi sababliП
(J G7 G та va P| Gfc G та munosabatlar o'rinli. U holda 
7  k=  1

I J G 7 G f ] r a
7 a

Tl
f l  G  П  Tf"
k= 1 о

ya ’ni p| t„ kesishma topologiya bo'ladi.
a

5.1 .4 . X to ‘plamning biror qism to ‘plam laridan iborat 
SB sistemani o ‘z ichiga oluvchi minimal topologiya mavjud 
bo‘ladi (uni SS sistem a paydo etgan topologiya deb ataymiz 
va t(3§) ko‘rinishda belgilaymiz). Isbotlang.

1. T o po log ik  fazo la r  105
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Yechim i. sist.cmani o'z ichiga oluvchi topologiya lav mavjud 
(misol uchun j# sistema A ning barcha qism to'plam laridan iborat 
topologiyaning ichida votadi). Bu topologivalarning kesislnnasi (5.1.3- 
misolga qarang) &} sisteinani o'z ichiga oluvchi minimal topologiya 
bo iad i.

5 .1 .5 . (X, t) t o p o l o g ik  f a z o n i n g  i x t i y o r i y  38 bazas i  q u y i d a g i  
s h a r t l a r n i  q a n o a t l a n t i r i s h i n i  i s b o t l a n g :

1 )  I x t i y o r i y  x £ X n u q t a  k am ida  bi t ta  G £ t o ‘p l a m g a  
t e g i s h l i  b o ‘lad i ;

2) Aga r  x £ X n u q t a  ЗА bazaga  t e g i s h l i  G\ v a  G> 
t o ‘p l a m l a r n i n g  k e s i s h m a s i g a  t e g i s h l i  b o ‘l sa ,  и  h o l d a  s h u n d a y  
Gз e  J  t o ‘p l a m  m a v j u d  b o ‘lib, x £ G3 с  G\^\G2 m u n o s a b a t i  
o ‘r i n l i  b o ‘ladi .

Yechim i. 1) A  ochiq to ‘plam boiganligidan, uni 28 bazaga te- 
gishli to‘plamlarning birlashmasi ko iin ishda ifodalash mumkin. Shu
ning uchun A  ning har bir nuqtasi bazaga tegishli to'plamlarning 
biriga tegishli bo iad i.

2) G\ [") G2 kesishma ochiq to‘plam boiganligidan, uni 38 bazaga 
tegishli to'plamlarning birlashmasi ko'rinishda ifodalash mumkin. Bir
lashmadagi to'plamlarning kamida bittasiga x nuqta tegishli bo'ladi. 
Ushbu to'plamni G3 orqali belgilasak,

x £  G 3 С  G\ Go

munosabat o'rinli bo'ladi.
5 .1 .6 . A  t o ‘p l a m n i n g  q i s m  t o ‘p l a m l a r i d a n  i b o r a t  38 s i s t e m a  

q u y i d a g i  s h a r t l a r n i  q a n o a t l a n t i r s i n :
1) I x t i y o r i y  x £ X e l e m e n t  k am ida  b i t ta  G £ 3§ t o  ‘p l a m g a  

t e g i s h l i ;
2) Aga r  x £ X n u q t a  38 s i s t e m a g a  t e g i s h l i  Gy v a  G2 

t o ‘p l a m l a r n i n g  k e s i s h m a s i g a  t e g i s h l i  b o ‘Isa, и  h o l d a  s h u n d a y  
G3 E ^  t o ‘p l a m  m a v j u d  b o ‘lib, x £ G3 С Gx p| G2 m u n o s a b a t i  
o ‘r in l i  b o ‘ladi .

U h o l d a  38 s i s t e m a g a  t e g i s h l i  t o ‘p l a m l a r n i n g  b i r l a s h m a s i  
k o ‘r i n i s h d a  i f o d a l a n a d i g a n  b a r c h a  t o ‘p l a m l a r d a n  i b o r a t  т(3$) 
s i s t e m a  X t o ‘p l a m d a  t o p o l o g i y a  h o s i l  e t i s h i n i  i s b o t l a n g .

Yechim i. 1) shart bo'yicha ixtiyoriy x £ X  element S8 sistema
ning kamida b itta to'plam iga tegishli. Bu to'plam larning birlashmasi 
A  to'plamni beradi, y a ’ni X £ t(3?).

38 sistemaga tegishli har bir to'plam ga bo'sh to'plam qism to'plam 
bo iad i. Bu bo'sh to'plam т(28) sistemaga ham tegishli bo iad i.
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т{&) sistemaga tegislili to'plamlarning ixtiyoriy souclagi ( JG„ bir-
П

laslnnasini qaraylik. Bu birlashmadagi har bir to'plam o‘rniga, lining 
08 sistema to'plamlarining birlashmasi ko'rinishdagi ifodasiiii qo‘ysak, 
natijada OS sistemaga tegishli to'plamlarning birlashmasi hosil bo'ladi. 
Bundan |J Gn birlashmaning t(08) sistemaga tegishli ekanligi kelib

(У
chiqadi.

Endi t(08) sistemaga tegishli to'plamlarning chekli sondagi kesish- 
masi ham shu sistemaga tegishli bo'lishini ko'rsatamiz. A, В  G t{38) 
bo'lib, A = l jG fV va В  = (J Gp bo'lsin, bunda Gn, Gp G 08. U holda

n p

A f ] B  = \J (Ga f ] Gp )
a,(3

tengligini yoza olamiz. 2) shart bo'yicha Ga {^Gp kesishmaga tegishli 
har bir x nuqta uchun x G G' С  Ga P| Gp munosabatni qanoatlanti- 
radigan G' G 08 to'plam  topiladi. Ularning barchasining birlashmasi 
Gn П Gp to'plamni beradi, y a ’ni G„ p| Gp kesishma t(08) sistemaga 
tegishli. Ularning 08 sistemaga tegishli to'plam larning birlashmasi
ko'rinishdagi ifodalarini (J (Ga f] Gp) ifodaga cjo'ysak 08 sistemaga te-

a ,(3
gishli to'plamlarning birlashmasi hosil bo'ladi. Bundan A[\B kesish- 
maning t(08) sistem aga tegishli ekanligi kelib chiqadi.

Demak, t(08) sistema topologiyaning barcha shartlarini qanoatlanti- 
rar ekan.

5 .1 .7 . (X, t )  t o p o l o g ik  f a z o d a  08 С r  s i s t e m a s i  т t o p o l o g i y a 
n i n g  bazas i  b o ‘l i s h i  u c h u n  q u y i d a g i  s h a r t l a r n i n g  ba ja r i l i s h i  
za r u r  v a  y e t a r l i  e k a n l i g i n i  i s b o t l a n g :

1) I x t i y o r i y  x G X e l e m e n t  k a m id a  b i t t a  G G 08 t o ‘p l a m g a  
t e g i s h l i ;

2) Aga r  x G X n u q t a  08 s i s t e m a g a  t e g i s h l i  G\ v a  G2 
t o ‘p l a m l a r n i n g  k e s i s h m a s i g a  t e g r i s h l i  b o ‘Isa, и  h o l d a  s h u n d a y  
G3 G 08 t o ‘p l a m  m a v j u d  b o ‘lib, x £ G3 с  G if]G 2 m u n o s a b a t i  
o ‘r in l i  b o ‘lad i ;

3) I x t i y o r i y  G G r  t o ‘p l a m  v a  h a r  b i r  x G G n u q ta  u c h u n  
x G Gx С G m u n o s a b a t n i  q a n o a t l a n t i r u v c h i  Gx G 08 t o ‘p l a m  
m av j u d .

Y echim i. 1) va 2) shartlar bajarilganda 08 sistema X topologik 
fazoning bazasi bo'lishi 5 .1 .6-misolda ko'rsatilgan.

3) shartning bajarilishidan ixtiyoriy G G r  to'plamni G = [_jGa:
X
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koiin ishda ifodalasli mumkin ekanligi kelib chiqadi. Demak. 86 sistema 
r  topologiyaning bazasi bo iad i.

Aksincha. 86 sistema т topologiyaning bazasi bo isa 1) va 2) sliart- 
larning bajarilishi 5.1.5-misolda ko'rsatilgan.

3) shartning bajarilishini isbotlaymiz. Ixtiyoriy G € т to'plamni 
83 sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi ko iin ishda yozish 
mumkin. Har bir x G G element birlashmadagi to'plamlarning kamida 
bittasiga tegishli bo iad i. Shu to‘plamni Gr ko'rinishda belgilaymiz. 
x € G:r С G munosabat o iin li boiganligidan, 3) shartning bajarilishi 
kelib chiqadi.

5.1.8. X topologik fazoda yopiq to ‘plamning to ‘ldiruvchisi 
ochiq bo‘lishini ko‘rsating.

Y ech im i. X  fazoda berilgan ixtiyoriy F  yopiq to’plam biror G 6  X  
ochiq to‘plamning toidiruvchisi bo iad i, y a ’ni F = X \ G. Bundan 
X \ F = X \ (X \ G) = G, y a ’ni X \ F  ochiq to‘plam.

5.1.9. X topologik fazoda A ochiq, В yopiq to ‘plarnlar 
bo‘Isa, и holda A\B ayirm aning ochiq to ‘plant bo‘lishini 
ко ‘rsating.

Y ech im i. 5.1.8-misolga ko‘ra X  \ В  ochiq to'plam . Bundan

A \ B  = A n { X \ B )
tengligi va topologiyaning ikkinchi aksiomasiga ko‘ra A \ В  to‘plam 
ochiq boiadi.

5.1.10. X topologik fazoda yopiq to ‘plam larning chekli 
sondagi birlashmasi yopiq to ‘plam bo‘lishini isbotlang.

Y ech im i. X  fazoda yopiq F i, F2, . ■ ■, Fn to'plam lar berilgan boiib , 
Fi = X \ Gi {i = 1, 2 , . . . ,  n) bo isin , bunda Gi ochiq to‘plam. U holda

n n n

\ j F l = \ J ( X\G, )  = X \ f ] G l

tengligi va Q Gt kesishmaning ochiq ekanligidan, (J  F, to ‘plamning 
2=1 *=1 

yopiq ekanligi kelib chiqadi.
5 .1 .11 . X t op o l o g ik  f a z o n i n g  i x t i y o r i y  M q i s m  t o ‘p l a m i

u c h u n
X \ [M] = int(X \ M)

t e n g l i k n i n g  o ‘r in l i  ek a n l i g i n i  i s b o t l a n g .
Y ech im i. X \ [M] to‘plamdan ixtiyoriy x element olaylik. x [M] 

boiganligidan, uning M  to ‘plam bilan kesishmaydigan, y a ’ni X \ M
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to’plam icliida yotadigan Г, atrofi mavjiul. Bundan x G int(A" \ AI), 
ya 'n i Л”\[Л/] С int (X\ AJ) lnunosabatiiing o’rinli ekanligi kelib chiqadi.

Endi x G int( A  \ AI) bo’lsin. int. (A' \ AI) ochiq boiganligidan, uni x 
nuqtaning atrofi sifatida olish mumkin. mt ( X\M)  С X\AI  munosabat 
o’rinli boiganligidan, int(A' \ AI) f ] AI = 0. Bundan x £ [Л/] ekanligi 
kelib chiqadi, v a ii i  x G А\[Д/]. Demak, A\[A/] D int(A\A/). Shunday 
qilib berilgan tenglikning to‘g‘ri ekanligi isbotlandi.

5 .1 .12 . X t op o l o g ik  f a z o d a  AI t o ‘p l a m n i n g  y o p i q  b o ‘l i sh i  
u c h u n  [AI] = M t e n g l i g i n i n g  ba ja r i l i s h i  z a r u r  v a  y e t a r l i  ek an 
l i g i n i  i s b o t l a n g .

Yechim i. Zarurligi. AI yopiq to‘plam boisin . Teskarisini faraz 
qilaylik, ya'n i [AI] Ф AI. U holda [M] \ M  ayirma bo‘sh emas. Bu 
ayirmadan biror x nuqtani olaylik. x ф M  boiganligidan, x G A \ 
M. AI yopiq boiganligidan, A  \ M  to'plam ochiq bo'ladi. U holda 
A  \ M  to'plam x nuqtaning atrofi boiib , bu atrof M  to'plam bilan 
kesishmaydi. U holda x ф {AI}. Bunday bo'lishi mumkin emas. Demak, 
farazimiz noto'g'ri, y a ’ni [M] = M.

Yetarliligi. 5.1.11-misolda isbotlangan A  \ [M] = int(A' \ M)  teng- 
ligidan [AI] to'plamning yopiq ekanligi ko'rinadi. [M] = AI tengligidan 
esa AI ning yopiq ekanligi kelib chiqadi.

5.1.13. I x t i y o r i y  x o s  q i sm  t o ‘p l a m i  y o p i q  ЬоЧтадап  
t o p o l o g ik  f a z o g a  m i s o l  k e l t i r in g .

Yechim i. Elementlari soni bittadan ko'p ixtiyoriy X to 'plam da tri
vial r  = {0,A} topologiyani aniqlasak, paydo bo'lgan topologik fazo
ning ixtiyoriy bo'sh bo'lmagan qism to'plami yopilmasi X to'plamdan 
iborat bo'ladi. Demak, bu fazoda faqat bo'sh to'plam va X to'plami 
yopiq bo'lib, boshqa qism to'plam lar yopiq boim aydi.

5.1.14. I x t i y o r i y  b i r  nu q ta l i  q i sm  t o ‘p l a m i  y o p i q  ЬоЧтадап  
Tq- fazoga m i s o l  k e l t i r i n g .

Yechim i. A  = Z barcha butun sonlar to'plamini olaylik. Har bir 
к G Z uchun

Nf,. = {m G Z : m  > k}

to'plamni olamiz.
r  = {0, Z, Nk, к G Z}

to'plam lar sistemasi topologiya hosil qiladi.
Har bir m ,n  G Z, nn < n  uchun, U G r  to'plam i m  nuqtaning 

atrofi boiishidan n  G Nm с  U munosabatlar o'rinli ekanligi kelib 
chiqadi. Demak, m  nuqtaning xohlagan atrofiga n  nuqtasi tegishli, 
y a ’ni m  G [ti], Bundan {71} to'plamning, Demak, bir nuqtali xohlagan
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qism to’plamning yopiq emasligi kelib chiqadi. Shu bilan birga. m ^ N„ 
bo'lganligidan, qaralayotgan topologik fazosi То-fazo bo'ladi.

5 .1 .15 . X t op o l o g ik  f a z o d a  t o ' p l a m  y o p i l m a s i  q u y i d a g i  xo s -  
s a l a r g a  e g a  ek an l i g i n i  i s b o t l a n g :

a)  M  С [M ];
b) a g a r  M\ С M> b o ‘l sa , и  h o l d a  [M\ } c  [M2\;
c )  [Mi U M>] = [Mi] U [Mo];
d)  [[M]] = [M].
Y ech im i. a) M  to'plamning xohlagan nuqtasi shu to'plamning 

o‘ziga urinish nuqta bo'lganligidan, M  С [M];
b) [Mi] to'plam ga tegishli xohlagan x nuqtaning har bir atrofida 

M i to'plamning, demak, M2 to'plamning kamida bir elementi mavjud 
bo'lgani uchun x £ [M2], y a ’ni [Mi] С [M2];

c) Mi  С M i U М 2, М 2 С M i U М2 munosabatlar va b) xossadan 
[Mi U M2] D [Mi] U [М2] munosabat kelib chiqadi.

Endi [Mi U M2] to'plamdan xohlagan x nuqta olib x £ [Mi] U [M2] 
deb faraz qilamiz. U holda x nuqtaning M i va M 2 to'plam lar bilan 
kesishmaydigan Ux atrofi mavjud bo'ladi. Bundan

Ux П (M i U M 2) = 0,

y a ’ni x £ [Mi U М2]. Bu ziddiyatdan [Mi U M2] С  [Mi] U [M2] muno- 
sabatining o'rinli ekanligi kelib chiqadi.

d) a) xossadan [M] С [[M]] munosabati o'rinli.
[[M]] to'plamdan olingan ixtiyoriy x nuqtaning har bir Ux atrofiga 

[M] to'plamning kamida b itta x' nuqtasi yotadi. Ux to'plam x' nuqta 
uchun ham atrof bo'ladi. Demak, bu atrofda M  to'plamning kamida 
bir nuqtasi bor, y a ’ni x £ [М]. Demak, [M] D [[M]].

5 .1 .16 . San oq l i  bazaga  е д а  X t op o l o g ik  f a z o n i n g  s e p a ra b e l -  
l i g i n i  i s b o t l a n g .

Y ech im i. {G„ } sistema X fazoning biror sanoqli bazasi bo'lsin. Bu 
bazaning har bir Gn elementidan ixtiyoriy xn nuqta olaylik. T = {x,,} 
sanoqli to'plam  X fazoning hamrna yericla zich ekanligini ko'rsatamiz. 
Teskarisini faraz qilaylik, y a ’ni X ф [Г] bo'lsin. U holda G = X \ [T] 
bo'sh bo'lmagan ochiq to'plam bo'lganligidan, uni {G*,,} bazaga tegishli 
biror Gk to'plam larning birlashmasi ko'rinishda ifodalash mumkin. 
Xk £ Gk bo'lganligidan, xk £ G munosabat o'rinli bo'lishi kerak. В un
day bo'lishi mumkin emas, chunki G П T = 0. Demak, X = [Т].

5 .1 .17 . A ga r  X san oq l i  bazaga  e g a  t o p o l o g ik  f a z o  b o ‘l sa ,  
и  h o l d a  u n i n g  i x t i y o r i y  o c h i q  q o p l a m a s i d a n  s a n o q l i c h a  q i s m  
q o p l a m a  a j r a t i b  o l i s h  m u m k in  ek an l i g i n i  i s b o t l a n g .
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Y ech im i. {O,,} sistema A’ topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qop- 
lamasi boisin . U liolda A’ fazoning liar bir x nuqtasi kamida bit.ta O,, 
to’plamga tegishli bo'ladi. Agar {G'„} sistema. X tapologik fazoning 
sanoqli bazasi bo'lsa, bu sisteinadan x £  G,,('■>’) С On munosabatni 
qanoatlantiradigan G„{x) to'plam topiladi. Shunday usul bilan tan- 
langan G„(x) to'plam lar sistemasi sanoqlicha bo'lib, X fazoning qop
lamasi bo'ladi. Har bir G„(x) to'plam uchun. uni o'z icliiga oluvchi 
On to;plamlarning bittasini tanlaymiz. Bunday usul bilan tanlangan 
to'plam lar sistemasi ham sanoqlicha boiib , {0 ,,} qoplamaning qism 
qoplamasi bo iad i.

5 .1 .18 . (X, t )  t o p o l o g ik  f a z o d a  M С X t o ‘p l a m  b e r i l g a n  
b o ‘Isin. x n u q t a n i n g  M t o ‘p l a m g a  u r i n i s h  n u q t a  b o ‘l i s h id an ,  
M t o ‘p l a m d a  x д а  y a q i n l a s h u v c h i  k e tm a -k e t l ik n in g  m a v j u d  
b o ‘l i s h i  kelib c h i q a d i m i ?

Y ech im i. Umuman olganda, kelib chiqmasligi quyidagi misoldan 
ko'rinadi. X = [0 ,1] bo iib , r  topologiya X va bo‘sh to‘plam bilan birga 
[0 , 1] segmentdan chekli yoki sanoqli sondagi nuqtalarni olib tashlashdan 
hosil boigan to‘plamlardan iborat boisin.

Bu fazoda faqat statsionar ketma-ketliklar, y a ’ni biror hadidan bosh- 
lab barcha hadlari o‘zaro teng boigan ketma-ketliklar yaqinlashuvchi 
bo'ladi.

Haqiqatan, {a’„} statsionar ketma-ketlik bo iib , biror n  natural son 
uchun Xa = xn+i = xn+2 = ■ ■ ■ boiganda x — xn nuqta {з:п} ketma- 
ketlikning lim iti bo iad i. Sababi uning ixtiyoriy atrofida berilgan ketma- 
ketlikning n hadidan boshlab barcha liadi joylashgan.

Endi {x„} ketma-ketlik statsionar boim agan holni ko‘ramiz. 
Teskarisini faraz qilaylik, y a ’ni berilgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi 
bo iib , x nuqta uning lim iti boisin. [0 , 1] segmentdan {x„} ketma- 
ketlikning barcha hadlarini (agar x berilgan ketma-ketlikning biror 
liadiga teng boigan holda, bu hadidan boshqa barcha hadlarini) olib 
tashlashdan hosil bo'lgan to'plam ochiq bo'lib, x ning atrofi bo'ladi. 
Ravshanki, x nuqtaning bu atrofida {.r„} ketma-ketlikning ko'pi bi
lan chekli hadlari joylashgan boiadi. Demak. x nuqta berilgan ketma- 
ketlikning limit liuqtasi boiolmaydi.

Shuning uchun, agar M  sifatida (0,1] yarim intervalni olsak. u holda 
M  t.o'plamda 0 G X nuqtaga yaqinlashuvchi ketma-ketlik mavjud emas. 
Shu bilan birga, r  topologiyaning bo‘sh to'plamdan boshqa barcha ele- 
mentlari cheksiz to'plam lardan iborat boiganligidan, 0 nuqtaning ix
tiyoriy atrofida M  ning kamida bitta elementi mavjud bo iad i, y a ’ni 
0 G [A/].
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5 .1 .19 . A’ s a n o ‘q l i l ikning  b i r i n c h i  a k s i o m a s i n i  q a n o a t 
l a n t i r u v c h i  t o p o l o g ik  f a z o  b o ‘lib, M С A' b o ‘l s i n .  Aga r  x £ [Л/] 
b o ‘l sa ,  и  h o l d a  M t o ‘p l a m d a  .r n u q t a g a  y a q i n l a s h u v c h i  k e tm a -  
ke t l ikn in g  m a v j u d  b o ‘l i s h in i  i s b o t l a n g .

Y echim i. Sanoqli {On} sistema x £ [M] nuqta atroflarining
aniqlovchi sistemasi boisin. On+\ С 0„ munosabat o‘rinli deb olish11
mumkin (aks holda ()„ oi'n iga f ] Ok kesishmani olar edik). x £ [M]

i-=i
boiganligidan. Ok ga tegishli xk £ M  nuqta mavjud boiad i. Natijada, 
x nuqtaning ixtiyoriy atrofining icliida yotadigan {O,,} sistema elementi 
mavjud boiganligidan, x nuqta {xn} ketma-ketlikning lim iti bo iad i.

5 .1 .20 . A  va Y topologik fazo lar bo‘lsin. f  : X —> Y aks
lantirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y fazodagi har bir A ochiq 
to ‘plamning X fazodagi f ~x(A) asli ochiq bo‘lishi zaru r va 
yetarli ekanligini isbotlang.

Y echim i. Zarurligi. / : A  —► Y uzluksiz akslantirish va A С Y 
biror ochiq to‘plam boisin. В = / _1(Л) to'plamning A  da ochiq ekan
ligini ko isatam iz . В  to‘plamga tegishli ixtiyoriy x nuqtani olaylik. U 
holda A to'plam  f ( x)  = у  nuqtaga atrof bo iad i. Bundan / akslantirish 
uzluksiz boiganligidan, x nuqtaning biror Vx atrofi f(Vx) С A muno- 
sabatni qanoatlantiradi. Demak, Vx С В  munosabat o'rinli ekanligi 
kelib chiqadi, y a ’ni В  ochiq bo iadi.

Yetarliligi. Y fazoning har bir A ochiq to'plamining f ~l (A) asli 
ochiq to'plam  boisin . A  fazoning ixtiyoriy x nuqtasini va у  = / (x) 
nuqtaning ixtiyoriy Uy atrofini qaraylik. Uy ochiq to'plam bo igan i 
uchun f~\Uy) ochiq boiib , bu to'plam x nuqtaning atrofi bo iad i. 
f ( f ~\Uy)) С Uy munosabatdan / akslantirishnig x nuqtada uzluksiz 
ekanligi kelib chiqadi. x nuqta A  fazodan ixtiyoriy tanlab olinganligi 
uchun / akslantirish A  fazoda uzluksiz bo iad i.

5 .1 .21 . ( A , t i )  va (У ,t 2) topologik fazo lar bo‘lib, f  : X  —► Y 
akslantirish X  ni Y ning ichiga o ‘tkazsin.

Г \ т 2) = {f~\G) : G £ t 2 }

sistemaning X  to ‘plamda topologiya bo‘lishini isbotlang.
Y echim i. / _1(т2) sistemaning topologiya aksiomalarini qanoat- 

lantirishini tekshiramiz:
1) / (A)  С Y munosabat o'rinli boiib , Y £ t 2 boiganligidan, X  = 

f ~l (Y) £ / _1(т2). Shu bilan birga, 0 = / _1(0) £ /_1(r2)-
2) / _1(т2) sistemaga tegishli ixtiyoriy Oa to'plam larni olaylik. U
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holda
On = f  l (Gn). Gn 6 r2.

Bundan

L I » . .  = I J /  '(c„) = r '  ( u c » Y
n n \ a /

Endi |J Gn G t-> bo'lganligidan,

1 J  0 n € f ~l (r2) .
rv

Shu bilan birga,
H 77. 71

П ° *  = П  -  г Ч П  e  г ' ы -
*■=1 fc=l A—l

Demak, / - 1(т2) sistema topologiya’ning barcha aksiomalarini qanoat- 
lantirar ekan.

5.1.22. T\-fazo b o ' lm a y d i g a n  t o p o l o g ik  f a z o g a  m i s o l  ke l t i 
r i n g .

Yechim i. 5.1.1-misolda qaralgan X = {a,b} topologik fazoda a 
nuqtaning b nuqtani o‘z ichiga olmaydigan atrofi yo‘q. Shuning uchun 
bu fazo Ti-fazo bo'lmaydi.

5.1.23. T i - faz oda  b i t ta  nuq ta l i  t o ‘p l a m n i n g  y o p i q  b o ' l i s h i n i  
k o ' r s a t i n g .

Yechim i. TV fazo dan ixtiyoriy x nuqta olaylik. Agar x ф у  bo'lsa, 
u holda у  nuqtaning x nuqtani o‘z ichiga olmaydigan Oy atrofi mavjud, 
y a ’ni у £ [x], Demak, x = [x] .

5.1.24. T[- fazoda  ch ek l i  t o ' p l a m n i n g  y o p i q  b o ' l i s h i n i  
к о  ‘r  s a t i n g .

Y echim i. 7\-fazoda chekli A = {oi, a2l . . . ,  a,,} to'plam berilgan 
bo'lsin. U holda П

■ < - и ы
A = 1

tengligini yoza olamiz. 5.1.23-misolda Tj-fazoda bitta nuqtadan iborat 
to'plamning yopiq to'plam bo'lishi, 5.1.10-misolda esa topologik fazoda 
yopiq to'plamlarining chekli sondagi birlashmasi yopiq to'plam bo'lishi 
ko'rsatilgan. Demak, A yopiq to'plam.

5.1.25. T\-aks iomas in i  q a n o a t l a n t i r m a y d i g a n  t o p o l o g ik  f a 
z o d a  ch ek l i  t o ' p l a m  h a m  l im i t  n u q t a g a  e g a  b o ‘l i s h i  m u m k i n  
ek a n l i g i n i  k o ‘r s a t i n g .
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Y ech im i. Л' = {<i.b} to'plamda т = {0. {b}. {<•/. 6} ]- topologiyani 
qarasak, a nuqta. {b} to'plam uclmn limit nuqta bo'ladi.

5 .1 .26 . x n u q t a n i n g  I\ - f a z oda g i  M t o ‘p l a m g a  l im i t  
n u q t a  b o ‘l i s h i  u c h u n ,  bu n u q t a n i n g  i x t i y o r i y  U a t r o f i g a  M 
t o ‘p l a m n i n g  c h ek s i z  k o ‘p  e l e m e n t i  t e g i s h l i  b o ‘l i sh i  z a r u r  v a  
y e t a r l i  ek a n l i g i n i  i s b o t l a n g .

Y ech im i. Zarurligi. x nuqta M to'plamning limit nuqtasi boisin. 
Teskarisidan faraz cplaylik, y a ’ni x nuqtaning shunday U atrofi mavjud 
bo iib , bu atrofda Л/ to'plamning (agar x £ M  bo isa, u holda
x dan boshqa) faqat. chekli Xi ,x2........ x„ nuqtalarigina joylashgan
boisin . 5.1.24-misoldan ........ r„ } to'plamning yopiq ekanligi,
5.1.9-misoldan esa V = U \ {xb xo. . . . ,  x,,} to'plamning ochiq ekan
ligi kelib chiqadi. x £ V boiganligidan, V to'plam x nuqtaning atrofi 
bo'lib, V П M \ {x} = 0 tenglik o'rinli. Bu ziddiyatdan bizning farazi- 
mizning noto'g'ri ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. To'plamning limit nuqtasi t a ’rifidan bevosita kelib 
chiqadi.

5 .1 .27 . Ti - f az o  b o ‘lib, To- f a z o  b o ‘l m a g a n  t o p o l o g ik  f a z o g a  
m i s o l  k e l t i r i n g .

Y ech im i. X = {0,1] bo'lib, r  topologiya bo'sh to'plam bilan birga 
[0 , 1] segmentdan chekli yoki sanoqli sondagi nuqtalarni olib tashlashdan 
hosil bo igan  to'plamlardan iborat boisin . Bu topologik fazo Ti-fazo 
bo iad i. Haqiqatan, o'zaro teng boim agan ixtiyoriy x, y  £ X nuqta- 
lar uchun atroflarni, mos ravishda, От = X \ {y} va Oy = X \ {x} 
ko'rinishlarda aniqlasak, u holda x ^ Oy va у  ^ Ox.

Endi x, у  £ X nuqtalarning o'zaro kesishmaydigan atroflari yo'q 
ekanligini ko'rsatamiz. Gx va GtJ to'plam lar, mos ravishda, x va у  
nuqtalarning ixtiyoriy atroflari bo'Isin. U holda Gx = X \ A va 
Gy = X \ B,  bunda A va В  lar [0,1] segmentning ko'pi bilan sanoqli 
qism to'plam laridir. Natijada

Gx П Gy = [X \ А) П {X \ В) = X \ {A U B).

A U В  to'plam  ko'pi bilan sanoqli boiganligidan, X \ (A U В) Ф 0.
5 .1 .28 . (X, t) H a u s d o r f  t o p o l o g ik  f a z o n i n g  x o h l a g a n  ( M, tm) 

q i s m  f a z o s i  H a u s d o r f  f a z o  b o ‘l i s h in i  i s b o t l a n g .
Y ech im i. X Hausdorf fazo boiganligidan, M  to 'plam ga te

gishli xohlagan x, у  nuqtalarning o'zaro kesishmaydigan Ox, Oy atroflari 
mavjud bo iad i. ОхГ\М va ОуГ)М to'plam lar x va у  nuqtalarning M  fa
zodagi o'zaro kesishmaydigan atroflari bo iad i, y a ’ni (M, tm) Hausdorf 
fazosi bo iad i.
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5.1 .29 . Q u y i d a g i  t a s d i q l a r n i n g  o ‘za r o  ek v i v a l e n t  ek an l i g i n i  
i s b o t l a n g :

1) T- i -aksiomas i ;
2 )  X t o p o l o g ik  f a z o d a g i  h a r  b i r  x  n u q t a n i n g  i x t i y o r i y  a t r o f i  

u c h u n ,  s h u  a t r o f d a  y o p i l m a s i  b i l a n  b i r g a  y o t a d i g a n  x  n u q t a 
n i n g  b i r o r  a t r o f i  m a v j u d .

Yechim i. X topologik fazoda T3-aksiomasi o'rinli bodsin. x  e  A' 
nuqtaning ixtiyoriy 0 r atrofini olaylik. Тз-aksiomasiga ko'ra X \ Ox 
yopiq to'plamning va x  nuqtaning o'zaro kesishmaydigan, mos ravislida, 
U va Gx atroflari mavjud. Natijada

Gx С X \ U С X \ (X \ 0 , )  = Ox.

Shu bilan birga, X \ U to'plam yopiq bo'lganligidan, [GJ С X \U, 
y a ’ni [GJ С Ox.

Endi 2) tasdiq o'rinli bo'lsin. X fazodan ixtiyoriy x nuqta va bu 
nuqta tegishli bo'lmagan ixtiyoriy M  yopiq to'plamni qaraylik. 2) tas- 
diqqa ko'ra X \ M  to'plamda yopilmasi bilan birga to'liq yotadigan 
x nuqtaning G atrofi mavjud. X \ [G] to'plam M  to'plamning atrofi 
bo'lib,

G n ( I \ [ G ] )  C G n ( X \ G )  =0 ,
y a ’ni Тц aksiomasi bajariladi.

5.1.30. Ixtiyoriy regulyar X topologik fazoning T2-fazo 
bo‘lishini ko‘rsating.

Y echim i. x, у  G X bo'lib, x ф у  bo'lsin. Ti-aksiomasiga ko'ra 
x nuqtaning у  nuqtani o'z ichiga olmaydigan Ox atrofi mavjud. Тз- 
aksiomasiga ko'ra x nuqta va X \ Ox yopiq to'plamning o'zaro kesish
maydigan atroflari mavjud. X \ Ox to'plamning atrofi у  nuqta uchun 
ham atrof bo'ladi. Demak, T2 aksioma bajariladi.

5.1.31. Ixtiyoriy X m etrik fazoning normal topologik fazo  
bo‘lishini isbotlang.

Y echim i. X metrik fazoda o'zaro kesishmaydigan yopiq A va 
В  to 'plam lar berilgan bo'lsin. X \ В  ochiq to'plam bo'lib, A С 
X \ В  bo'lganligidan, A to 'plam ga tegishli ixtiyoriy x nuqtaning В  
to'plam bilan kesishmaydigan Ox atrofi mavjud. Natijada, x nuqta В  
to'plamdan musbat px masofada joylashgan bo'ladi. Xuddi shunday, 
В  to'plamning ixtiyoriy у  nuqtasi A to'plamdan musbat py masofada
joylashadi. A va, В  to'plamlarning, mos ravishda, U = U S (x, ^f)

x e  A
va V = U S (v, y )  atroflarini aniqlab, ularning o'zaro kesishmasligini

yeBko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz, y a ’ni shunday z element mavjud
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bo'lib, 2 G U DV bo'lsin. U holda .4 va В  to'plam lardan, mos ravishda, 
shunday j-(l va i/o nuqtalar topilib. p  (,r„. : )  < ^г  va p(i j  o, : )  < %i 
tengsizliklari o'rinli bo'ladi. Aniqlik uchun p r < pn bo'lsin. U holda

P Ы ,  2/0) < P {x(h :)  + p(z,  yn) < f- y -  + ^  = p!h,

y a ’ni :r0 G ^(yo, pyu). Bu esa p,)u ning aniqlanishiga zid. Demak, UnV =
0, y a ’ni X fazo normaldir.

M u staq il ish uchun m asa la la r

1. X topologik fazoning M  qism to'plam i uchun quyidagi tenglikni 
isbotlang:

[M] = p |{P : M C P  = [P] С X}.

2. X topologik fazosida o‘zaro kesishmaydigan ochiq A va, В  
to'plam lar uchun [А] П В = 0, int[.4] П int[B] = 0 tengliklari oi'inli 
ekanligini isbotlang.

3. X topologik fazosida Ту va To topologiyalar anic^langan boiib , 
Ti < To munosabati o'rinli bo isa , u holda har bir А С X to'plam uchun 
[А\ъ С [A]Tl munosabatining o'rinli bo'lishini isbotlang.

4. X fazosida ochiq P  to'plam va xohlagan Q qism to'plami uchun

in t([P  П Q]) = int[P] П int[Q]

tengligining o'rinli ekanligini isbotlang.
5. X fazosidagi xohlagan ochiq G to'plam uchun F  = [G]\G to'plam 

X fazosining hech qayerida zich emasligini isbotlang.
6 . X fazosining hech qayerida zich bo'lmagan А С X to'plamning 

yopilmasi ham X ning hech qayerida zich boim asligin i isbotlang.
7. X fazoning hech qayerida zich bo'lmagan ochiq to'plam bo'sh 

bo'lishini isbotlang.
8 . X fazoning hamma yerida zich A qism to'plam va X da ochiq 

xohlagan U to'plam uchun [U} = [А П U] tengligining o'rinli bo'lishini 
isbotlang.

9. Normal fazoning yopiq qism to'plami normal boiishini isbotlang.
10. Yakkalangan nuqtalarga ega bo im agan Tx - fazoning hamma 

yerida zich bo igan  qism fazosi ham yakkalangan nuqtalarga ega 
boim asligini isbotlang.

11. Regulyar bo im agan sanoqli Hausdorf fazoga misol keltiring.
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5.2. Topologik fazo larda kom paktlik

X topologik fazo bo'lib, Y uning biror qism fazosi bo'lsin. Ochiq 
to'plamlarning {Glt : n 6 Л} sistemasi uchun Y с  U Gn bo'lsa, u

oe.4
holda bu sistema Y to‘planming ochiq qoplamasi deb ataladi.

Agar ochiq qoplama chekli elenientlardan iborat bo‘lsa, u holda u 
chekli ochiq qoplama deyiladi.

Agar topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qoplamasidan chekli qism 
qoplama a jratib  olish mumkin bo'lsa. u holda bu topologik fazo kom
paktli deyiladi.

To aksiomasini qanoatlantirnvchi kompaktli topologik fazoni kompakt 
deb ataymiz.

M  to'plamning qism to‘plamlaridan iborat {A} sistemadan xohla- 
gancha olingan chekli sondagi to'plam larning kesishmasi bo‘sh 
bo'hnasa, u holda {Л} sistema markazlashgan deb atalad i.

Agar X topologik fazoning har bir cheksiz qism to'plam i kamida bir 
limit nuqtaga ega bo'lsa, u holda bu fazo sanoqli-kompaktli deyiladi.

M asa la la r

5.2.1. I x t i y o r i y  [a, b] k e sm a  kompakt  t o ‘p l a m d i r .
Y ech im i. [a, l>] kesmaning intervallar bilan qoplamasidan chekli qop

lama ajratib  olish mumkinligini ko'rsatish yetarlidir.
Aytaylik, Ж = {/„} intervallar sistemasi uchun [o, b] С IJ In bo'lsin.

О
С orqali [a, 6] kesmaning shunday x nuqtalarini belgilaymizki, bunda 
[a, x] kesma & sistemaning chekli intervallari bilan qoplangan bo'lsin. 
С bo'sh bo'lmagan to'plamdir. Haqiqatan, a soni biror Ia intervalga 
tegishliligidan, [о, a] С ya ’ni n g C .

x() = sup С  bo'lsin. Shunday Ia = (x', x") G & mavjudki, x' < xq < 
x". Aniq quyi chegara ta'rifidan shunday x £ С mavjudki x' < x < x0. 
[a. x] kesma & sistemaning chekli intervallari bilan qoplangani uchun 
[a, xo] ham bu sistemaning chekli intervallari bilan qoplanadi. Bundan 
Xq €  C.

Agar Xq < b desak, u holda (x0, x") oraliqda С to'plamning nuq- 
tasi topiladi, bu esa x () ning aniq quyi chegara ekenligiga ziddir. Hosil 
bo'lgan ziddiyatdan xq = b kelib chiqadi, y a ’ni [a, x] kesmani J 5" siste
maning chekli intervallari bilan qoplash mumkin.

5.2.2. X t o p o l o g ik  f a z o  kompaktl i  b o ‘l i s h i  u c h u n  
u n i n g  y o p i q  t o ‘p l a m l a r d a n  ib o ra t  h a r  b i r  m a r k a z l a s h g a n  s i s -
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temasining kesishmasi bo‘sh bo‘lmasligi z a ru r  va -yetarli 
ekanligini isbotlang.

Y ech im i. Zarurligi. X kompakt topologik fazoning biror yopiq 
to'plamlariclan iborat markazlashgan {F,,} sistemasi berilgan bo isin . 
Gn = X \ Fn to’plamlardan iborat {&',,} sistemaga tegishli chekli 
sondagi G\, G2, ■ • •, Gn to'plam lar uchun

П If 71
\ j Gl = \J ( X\G, )  = X \ f ) F i
i—1 /=1 /=1

n
tengligidan va {Fn} sistemaning markazlashgan ekanligidan, |J G, ^

i = 1
X ekanligi kelib chiqadi, y a ’ni {£?„} sistemaning hech bir chekli qismi 
X fazo uchun qoplama b o ia  olmaydi. U holda X kompaktli bo igan i 
uchun, {Gf>} sistemaning o‘zi ham X fazoning qoplamasi emas, y a ’ni 
(J  Gn ф X . Bundan

[ J  ( X\ F a) = X \ f } F a ? X .
a  q

Demak, P) Fa ф 0 ekanligi kelib chiciadi.
a

Yetarliligi. X topologik fazoning biror {Gn} ochiq qoplamasi beril
gan bo isin . Fa = X \ Ga yopiq to ‘plamlarning {Fa} sistemasi uchun

f| F Q = f | ( X \ G a ) = X \ | jG Q = 0 .
a  a  a

M asala sharti bo‘yicha, X fazodagi yopiq to‘plamlarning xohlagan 
markazlashgan sistemasi bo‘sh bo im agan  kesishmaga ega. Shu sababli 
{Fn} sistem a markazlashgan b o ia  olmaydi. U holda bu sistemada ke- 
sishmasi bo‘sh bo igan chekli sondagi F\, F2, . . . ,  Fm to‘plamlar mavjud. 
Bundan

/ m  \  m m

X = X \ [ f ] F k \ = \ J ( X \ F k) = { j G k.
\ k = 1 /  k = 1 k= 1 

Demak, xohlagan {Gri} ochiq qoplamadan chekli qoplama ajratib  olish 
mumkin ekan, y a ’ni X kompaktli.

5 .2 .3 . Kompaktli X topologik fazoning xohlagan cheksiz 
qism to ‘plam i kamida bir lim it nuqtaga ega bo‘lishini isbot
lang.

Y ech im i. Aksinchasini faraz qilamiz, ya ’ni bironta ham lim it nuq
taga ega boim agan cheksiz M  С X to'plam mavjud boisin . U
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holda M  to‘plamida.11 b itta ham limit nuqtaga ega bodmagan sanoqli 
M\ = {aq,a"2, ...} to'plam ajratib  olish mumkin. Natijada yopiq 

= {.r„. x,H i , . . . }  to'plam lar kesishmasi bo‘sh bo‘lgan markazlash- 
gan sistema hosil etadi. Bu X fazoning kompaktli bodishiga zid, y a ’ni 
farazimiz noto‘g‘ri.

5.2.4. Kompaktli X toplogik fazoning xohlagan yopiq F 
qism to ‘plami kompaktli bo‘lishini isbotlang.

Yechim i. F  qism fazoning yopiq qism to‘plamlaridan iborat xohla
gan {Fa} markazlashgan sistemani olamiz. Bu sistemaga tegishli har 
bir Fa to‘plam X fazosida yopiq bodadi. X kompaktli bodganligidan, 
C\Fa Ф 0. Demak, 5.2.2-misol bo‘yicha, F  kompaktli bodadi.Q

5.2.5. Kompaktning yopiq qism to ‘plami kompakt bo‘lishini 
isbotlang.

Yechim i. 5.1.28-misolda Hausdorf fazoning xohlagan qism fazozi 
Hausdorf bodishi, 5.2.4-misolda esa, kompaktli topologik fazoning yopiq 
qism to'plamining kompaktli bodishi ko‘rsatilgan. N atijada kompakt
ning yopiq qism to‘plami kompakt bodishi kelib chiqadi.

5.2.6. X H ausdorf fazoning xohlagan kompakt К  qism 
to ‘plami yopiq bo‘lishini isbotlang.

Yechim i. X Hausdorf fazo bodgani uchun, xohlagan x £ К  
va xohlagan у  £ К  nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan Ux va V* 
atroflari topiladi. {Ux : x € K} sistema К  uchun ochiq qoplama 
bodadi. К  kompakt bodgani uchun {Ux : x £ K\  qoplamaning chekli 
UXl,Ux2, . . . ,  UXn qism qoplamasi mavjud. Bu qism qoplamadagi hech 
bir to‘plam bilan у  nuqtaning

Vy = Vyx' П Vp П . . .  П Vyn

atrofi kesishmaydi, y a ’ni

Vy n  (UXl U UX2 U . . .  U UXn) = 0.

К  С Uxj U UX2 U ... U UXn munosabati o‘rinli bodgani uchun у  £ [К]. 
Bundan К  to'plamning yopiq ekanligi kelib chiqadi.

5.2.7. H ar bir kompakt norm al fazo bo‘lishini isbotlang.
Yechim i. A va, В  to ‘plamlar К  kompaktning o‘zaro kesishmaydi

gan yopiq qism to'plam lari bodsin. 5.2.5-misoldan A va В  to'plamlar 
kompakt ekanligi kelib chiqadi. 5.2.6-misoldan A to ‘plam va har bir 
у  & В  nuqtaning o‘zaro kesishmaydigan Uy va Vy atroflarining mavjud 
ekanligi kelib chiqadi. Demak, К  kompakt regulyar fazo bodar ekan. В  
to'plamning {Vy : у  £ В} ochiq qoplamasidan chekli {Vyx, Vy2, . . . ,  VVn}
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qism qoplama ajrat ib olamiz. I* holda

Л С UA =  U,h П U!h П . . . П U!Jn.

в с  vu = v!n u v ;2u . . . u  v,,"

U А П  ̂ В =  ^

munosabatlar o‘rinli. Demak, К  kompakt normal fazo bo'ladi.
5.2.8. K o m p a k t l i  f a z o n i n g  uzluksiz a k s l a n t i r i s h d a g i  ob raz i  

kompaktl i  f a z o  b o ‘l i s h i n i  i s b o t l a n g .
Y ech im i. X kompaktli topologik fazo, / esa X ni biror Y topologik 

fazoga uzluksiz akslantirish bo'lsin. / (X) fazoning xohlagan {Vn} 
ochiq qoplamasini qaraymiz. / akslantirish uzluksiz bo'lganligi sababli 
/ _1(И>) to'plam lar ochiq bo iib , {/_1(К,)} sistema X fazoning ochiq 
qoplamasi bo'ladi. X fazo kompaktli bo'lgani uchun chekli

i r W ) ,  r \ v 2), . . . , r 1(K )}
71 1qism qoplama mavjud bo'ladi, y a ’ni X С U / (V;,.). Bundan

( n \ n n

U r 1 (̂ -) = U f (/-1 (̂ )) = U *■
k= 1 /  A-=l k= 1

Demak, / (X ) fazo kompaktli.
5.2.9. X k om pak tn i  Y H a u s d o r f  f a z o s i g a  o ‘za ro  b i r  q iy -  

m a t l i  uzluksiz <p a k s l a n t i r i s h  g o m e o m o r f i z m  b o ‘l i s h in i  i s b o t 
la n g .

Y ech im i. X fazosidan xohlagan yopiq F  to'plamini olamiz. F 
kompakt (5.2.5-misolga qarang) bo'lgani uchun, G = p(F)  to'plam 
(5.2.8-misolga qarang) kompakt bo iad i. N atijada 5.2.6-misol bo'yicha 
G to'plam yopiq. Demak, akslantirishda xohlagan yopiq F  С X 
to'plamning proobrazi yopiq. Bundan ip~l akslantirishning uzluksiz 
ekanligi, demak, ip ning gomeomorfizm ekanligi kelib chiqadi.

5.2.10. Q u y i d a g i  s h a r t l a m i n g  o ‘z a r o  ek v i v a l e n t  ekan l i g in i  
i s b o t l a n g :

i )  X f a z o s i n i n g  h a r  b i r  s a n oq l i  o c h i q  q o p l a m a s i  ch ek l i  q i sm  
q o p l a m a g a  e g a ;

i i )  X f a z o s i n i n g  y o p i q  q i sm  t o ‘p l a m l a r i d a n  i b o ra t  h a r  b i r  
s an oq l i  m a r k a z l a s h g a n  s i s t e m a s i  b o ‘s h  b o ‘l m a g a n  k e s i s h m a g a  
ega .
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Y ech im i. i) shart o'rinli bo iib , yopiq to'plamlarning sanoqli {F„}
ОС

markazlashgan sistemasi berilgan boisin . Agar P) F„ = 0 deb faraz
/?.=1

qilsak, u liolda
{Gn : G„ = X \ F„}

ochiq to‘plamlar sistemasi X  fazosi uchun ochiq qoplama bo'ladi. 
Haqiqatan,

\ j G n = \ J ( X \ F n) = X \ f ] F n = X.
77 =  1 // =  1 /1=1

i) shart bo;yicha {G„} qoplamaning chekli Gni, Gll2, . . . ,  G,n qism qop- 
lamasi mavjud. U holda

к к к 
P l Frii = f | ( X  \ Gni) = X  \  ( J  Gn, = 0. 
i = 1 i = l  i = l

Bu {Fn} sistemaning markazlashgan ekanligiga zid.
Endi ii) shart o‘rinli bo iib , X  topologik fazoning sanoqli {Gn} ochiq 

qoplamasi berilgan boisin . Fn = X \ Gn yopiq to ‘plamlarning {F»} 
sistemasi uchun

ОС OO OO

f|  Fn = П  (X \ Gn) = X \ ( J  Gn = 0.
n=  1 n =  1 71=1

M asala sharti bo‘yicha, X  fazosidagi yopiq to‘plamlarning xohla
gan sanoqli markazlashgan sistemasi bo‘sh boim agan kesishmaga ega. 
Shu sababli {Fn} sistema markazlashgan b o ia  olmaydi. U holda 
bu sistemada kesishmasi bo‘sh bo igan  chekli sondagi F\, F2, . . . ,  Fm 
to‘plamlar mavjud. Bundan

( ГП \  777. 77?

f ] F k ) = \ J ( X \ F k)  = \ j G k. 
k=1 / k=1 k= 1 

Demak, {Gn} ochiq qoplamadan chekli qoplama ajratib  olish mumkin 
ekan, y a ’ni i) shart o‘rinli.

5 .2 .11 . X topologik fazo sanoqli-kompakt bo‘lishi uchun 
yopiq qism to ‘plamlardan iborat har bir sanoqli m arkazlash
gan sistem asi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega bo‘lishi zaru r  
va yetarli ekanligini isbotlang.

Y ech im i. Zarurligi. Sanoqli-kompakt X  fazoning yopiq 
to‘plam laridan iborat sanoqli {Fn\ markazlashgan sistema beril-

77.

gan boisin . Фп = П Fk boisin . {Fn} markazlashgan sistema 
k= 1
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bo‘lganligidan va yopiq to 'plam laniiug kesishmasi yopiq bo‘lganligidan, 
har bir Ф„ to'plam bo‘sh bo'lmagan yopiq to'plam bo'ladi. Shu bilan 
birga,

Ф1 D Ф2 Э . . .  Э Ф„ D ■ • ■ 

munosabat, demak, П Ф» = П tengligi o'rinli. Natijada quyidagi
П П

ikki hoi bo'lishi mumkin:
1 -  hoi. Biror щ  natural sonidan boshlab

Фпо = ^ri0 + l = • ■ •

tengliklari o'rinli. U holda

П  =  Ф"0 Ф  0-
n> 1

2 -  hoi. Фп to'plam lar orasida cheksiz sondagi o'zaro har xil 
to 'plam lar mavjud. Bu holda barcha Фп lar o'zaro har xil bo'lgan 
holni qarash yetarli. xrl G Ф„ \ Фп+1 nuqtalardan iborat {xn} ketma- 
ketlik X fazoning cheksiz qism to'plami bo'ladi. X sanoqli-kompakt 
bo'lganligidan, {x„} ketma-ketlik kamida b itta  xq lim it nuqtaga ega. 
x n, xn+\,. . .  nuqtalar Фп to'plamiga tegishli bo'lganligidan, xo nuqta Ф„ 
uchun ham lim it nuqta bo'ladi, Фп to'plamning yopiqligidan xo € Фп- 
Bundan xq e  П ya ’ni П Ф„ Ф 0.

n n
Yetarliligi esa 5.2.2 va 5.2.10-misollardan kelib chiqadi.
5 .2 .12 . M et r ik  f a z o d a n  o l i n g a n  E t o ‘p l a m n i n g  k o m 

pakt b o ‘l i s h i  u c h u n  u n i n g  s an oq l i -k om pak t  b o ‘l i sh i  z a r u r  v a  
y e t a r l i .

Y ech im i. Zarurligi. E to'plam kompakt bo'lsin. E to'plamdan 
ixtiyoriy {xn} ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikning birorta ham 
qismiy ketma-ketligi E da yaqinlashuvchi emas deb faraz qilaylik. U 
holda E to'plamning har bir z elementi berilgan ketma-ketlikning faqat 
chekli hadlarinigina o'z ichiga oluvchi V(z) atrofga ega bo'ladi. Bu 
atroflar E uchun ochiq qoplama hosil qiladi. E kompakt bo'lgani uchun 
chekli sondagi z\, z2, . . . ,  G E elementlar mavjud bo'lib,

E С V{Zl) U V(z2) U. . . U V{zk)

munosabat o'rinli bo'ladi. Ammo bu munosabatning o'rinli bo'lishi 
mumkin emas, sababi V(zi) U Vf a)  U . . .  U V(zk) to'plam larga {xn} 
ketma-ketligining faqat chekli sondagi hadlari tegishli, E to'plam ga esa 
barcha hadlari tegishli. Bu ziddiyatdan farazimizning noto'g'ri ekanligi
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kelib chiqadi. U holda E dan olingan ixtiyoriy ketnia-ketlik E da yaqin- 
lashnvchi qismiy ketma-ketlikka ega ekan. Bundan esa E to'plamning 
sanoqli-kompakt ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. E sanoqli-kompakt to'plam bo'lsin. Faraz qilaylik E 
kompakt bo‘lmasin. U holda E to'plamdan chekli qism qoplama ajratib  
olish mumkin bo'lmagan {£?„} ochiq qoplamasi mavjud bo'ladi. Nolga 
intiluvchi kamayuvchi {e,,} sonli ketma-ketlik olamiz. E uchun chekli 
s-to 'r tuzib (Hausdorf teoremasi bo'yicha chekli e-to'r tuzish mumkin), 
bu to'rning har bir elementi atrofida radiusi £\ bo'lgan shar hosil 
qilamiz. Sanoqli-kompakt to'plamning yopiq qism to'plam i sanoqli- 
kompakt bo'lgani uchun hosil qilingan har bir shar yopilmasining E 
to'plam bilan kesishmasi sanoqli-kompakt bo'ladi. Bu kesishmalar- 
dan hosil bo'lgan to'plamlarning diametrlari 2ei soniclan katta emas. 
N atijada E to'plam diam etrlari 2si sonidan katta bo'lmagan chekli 
sondagi sanoqli-kompakt to'plamlarning birlashmasi ko'rinishda ifoda- 
lanadi. Farazimiz bo'yicha {Ga} sistemaning chekli qism qoplamasi 
mavjud emas. U holda birlashmadagi sanoqli-kompaktlarning hech biri 
ham chekli ochiq qoplamaga ega emas. Bu sanoqli-kompaktni E\ orqali 
belgilaymiz.

Endi Ei to'plam uchun chekli e2-to'r tuzamiz va bu to'rning har 
bir elementi atrofida radiusi £2 ga teng shar hosil qilib, Ei to'plamni, 
yuqoridagiday qilib, diam etlari 2e2 sonidan katta bo'lmagan chekli 
sondagi sanoqli-kompaktlarning birlashmasi ko'rinishda ifodalaymiz. 
Bu birlashmadagi {Gn} sistemaning chekli sondagi to 'p lam lari bilan 
qoplanmaydigan kompakt to'plamni E2 orqali belgilaymiz.

Bu jarayonni cheksiz davom ettirsak sanoqli-kompaktlarning ka
mayuvchi

E D Ei D E2 D ■ ■ ■

ketma-ketligiga ega bo'lamiz. Bu ketma-ketlikdagi hech bir sanoqli- 
kompakt {G„} sistemaning chekli sondagi to'plamlari b ilan qoplan- 
maydi va diamE1,, —> 0 . £ element bu kompaktlarga tegishli umumiy 
nuqta bo'lsin (5.2.10-misolga qarang). £ £ E bo'lgani uchun {G„} sis- 
ternaga tegishli Gau to'plam topilib, £ £ Gao bo'ladi va 2e,,0 < 5 bo'lsin. 
U holda Ещ С Gau. Bu farazimizga zid. Demak, E to'plam  kompakt.

M u staq il ish uchun m asa la lar

1. Sanoqli bazaga ega topologik fazoning xohlagan ochiq qoplamasi 
sanoqli qism qoplamaga ega ekanligini isbotlang .
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2. Kompaktli topologik fazoda aniqlangan ixtiyoriy uzluksiz sonli 
funksiya slin fazoda chegaralangan bo'lib, o'zining aniq quyi va aniq 
yuqori chegarasiga ega bo'lishini isbotlang.

3. Tj-fazo sanoqli kompakt bo'lishi uchun uning nuqtalaridan iborat 
xohlagan ketma-ketlik kamida bir limit nuqtaga ega bo‘lishi zarur va 
yetarli ekanligini isbotlang.

4. Sanoqli bazaga ega topologik fazoda kompakt va sanoqli kompakt- 
likning o'zaro teng kuchli ekanligini isbotlang.

5. Sanoqli-kompaktli topologik fazoning xohlagan yopiq qism 
to ‘plamining sanoqli-kompaktli fazo bo‘lishini isbotlang.

6 . [0, 1) yarim intervalning kompakt emasligini ko‘rsating.
7. s barcha haqiqiy sonlar ketma-ketliklar fazosida

{x =  (x„) : \xn| <  1}

to'plam ning kompaktligini ko'rsating.
8 . Agar topologik fazoda aniqlangan har bir uzluksiz funksiya 

chegaralangan bo'lsa, u holda bu topologik fazo kompakt bo'ladimi?
9. Kantor to 'plam inig kompakt ekanligini ko'rsating.

5.3. Chiziqli top o log ik  fazolar

E  to 'plam  quyidagi shartlarni qanoatlantirsa, u holda E chiziqli 
topologik fazo deyiladi:

a) E  chiziqli fazo;
b) E  topologik fazo;
c) E  da qo'shish va songa ko'paytirish amallari uzluksiz.
Qo'shish va songa ko'paytirish amallarinig uzluksizligi quyidagini

anglatadi:
1) agar zq = xq + yo bo'lsa, u holda zo nuqtaning ixtiyoriy U atrofi 

uchun ха va yo nuqtalarning mos ravishda V  va W  atroflari topilib, 
ixtiyoriy x e V , y e W  nuqtalar uchun x + у £ U sharti bajariladi;

2) agar y0 = Ao^o bo'lsa, u holda y0 nuqtaning ixtiyoriy U atrofi 
uchun xq nuqtaning V  atrofi va e >  0 soni topilib, ixtiyoriy x £ V  va 
|A — Ao| <  £ lar uchun Ax £ U sharti bajariladi.

E  chiziqli topologik fazo va А  С E  bo'lsin .
Agar Vx € A, V a, \a\ < 1 uchun a x  £ A  bo'lsa, u holda A m.u- 

vozanatlashgan to 'plam  deyiladi.
Agar Vx £ E  uchun shunday a  >  0 topilib, a -1x £ A bo'lsa, u holda 

A yutuvchi to 'plam  deyiladi.



§5 .3 .  C hiz iq l i  t o p o lo g ik  fazo la r

Agar V.r, у  G A, V a . в ,  |a | +  |,d| <  1 nclm n ax + tfy G A bo'Lsa, u 
liolda A absulyut qavariq to 'p lam  deyiladi.

Agar nolning liar bir U atrofi uchun shunday Aq > 0 soni topilib, 
barelia A >  An uchun A  С AU m unosabati bajarilsa , u holda A  chegara- 
langan to ‘plam  deyiladi.

Chiziqli topologik fazoning ixtiyoriy bo‘sh boim agan ochiq to'plam i 
bo'sh boim agan qavariq ochiq qism to ‘plamga ega boisa, u holda bu 
fazo lokal qavariq deyiladi.

Chizicxli fazolarda topologiya kiritishning asosiy usullaridan biri bu 
yarim normalar sistemasi orqali aniqlangan topologiyadir.

E  chiziqli fazo va =  {p„ | pa : E  —> R, a  G A}  yarim normalar 
sistemasi boisin.

Ushbu

U(pi, Р2,- ■ ■ ,Pn, e) = {x  G E  : p,:(x) <  e, г =  ТТгг},

bunda pi,  p 2 , ■ ■ ■ . p„ G ZP, e  >  0, to ‘plamlar sistemasi E  fazo nolining 
atroflarini tashkil etadi.

Agar har bir x  G E, x ^  0, uchun shunday pa G A  topilib, pa(x) Ф 0 
bo isa , u holda yarim normalar sistemasi ajratuvchi deyiladi.

E  chiziqli fazo, &  yarim normalar sistemasi va M  С  E  boisin . Agar 
p G &  uchun shunday cp soni topilib, barcha x  G M  uchun p(x) < cp 
tengsizligi bajarilsa, M  to ‘plam p yarim norma bo‘yicha chegaralangan 
deyiladi.

M asalalar  

5.3 .1 . Chiziqli topologik fazon in g  U ochiq to ‘p lam i qavariq  
bo‘lish i uchun U + U =  2U tengligi bajarilish i za ru r va ye ta r-  
lidir.

Y echim i. U ochiq qavariq to ‘plam boisin . U + U = 2U ekanligini 
ko‘rsatamiz.

2 G U + U boisa, u holda x, у G U nuqtalar topilib, z = x + y tenligi 
o'rinli. U qavariq boiganligidan, ^(x  +  y) G U. Bundan

г = 2 ( I х + ? )  e  2U•

ya’ni U + U С 2U.
Endi 2 G 2U boisa, u holda г =  2x, x  G U. Bundan 2 =  x+ x  G U+U, 

ya’ni 2U С U + U. Demak, U + U = 2U.
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Endi U + U = 2U bo'lsin. .r.i/ G  U nuqtalarni olamiz. U holda 
x  + y  G U + U. U + U = 2U ekanligidan. .r + y € 2U. B undan ^(x+ y) G U. 
B undan

Ш Л  m \  T T— x + 1 ------(/) G U,2" V 2" J
bu yerda 0 <  тр <  1. Endi U ochiq to 'p lam  ekanligidan, ixtiyoriy
0 <  t < 1 uchun tx  +  (1 — t )y  G U, ya'n i U qavariq to ‘plam.

5.3.2. A absolyu t qavariq t o ‘p lam  bo‘lishi uchun uning mu- 
vozanatlashgan va qavariqligi za ru r va ye tarlid ir.

Y echim i. Absolyut qavariq to 'p lam ning m uvozanatlashgan va 
qavariqligi bevosita t a ’rifdan kelib chiqadi.

Aksincha A m uvozanatlashgan va qavariq, x , у  G A va |a | +  |/?| <  1 
bo'lsin. Agar a  =  0 yoki (3 = 0 bo 'lsa, u holda a x  +  (3y G A ekanligi 
ravshan.

а  ф 0, (3 ф 0 deylik. U holda A m uvozanatlashgan ekanligidan,

a  .3
— x  G A. —  G A.
H  1̂ 1

Endi A  ning qavariqligi va

|a | +  \f3\ |a | 

tengligidan

“  +  *  -  ( N  + 1« )  ( m T H R 1 +  Й П в |  Щ У)  6 Л '

5.3.3. Chiziqli topologik fa zo d a  T3-a ks io m a  bajarilishini 
k o ‘rsating.

Yechim i. Aniqlik uchun x =  0 nuqtani va bu nuqtani o‘z ichiga ol- 
magan F  yopiq to'plamning o‘zaro kesishmavdigan atroflari mavjudligi- 
ni ko‘rsatamiz.

U = E \ F  bo‘lsin. Ayirish amalinig uzluksizligidan nolning W  atrofi 
to ‘pilib, W  — W  G U munosabati bajariladi.

[W] С U ekanligini ko‘rsatamiz. у  G [И ] bo‘lsin. U holda у  nuqta
ning ixtiyoriy atrofi, jumladan у +  №’ atrofi И to ‘plam bilan keshishadi, 
ya’ni z e  (y + W)  П W  nuqta mavjud. U holda 2 -  у G W. Bundan

у = 2 _  _  y) 6 W  -  W  С U,

ya’ni [W] С U.
Endi W  va E  \  [W] ochiq to ‘plamlar 0 nucjta va F  to ‘plamlarning 

o‘zaro keshishmaydigan atroflari bo'ladi.
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5.3.4. s barcha haqiqiy son lar  ketm a-ketlig i fa zos ida

Pn d -Гк)) =  |.T„|. (■!'/,:) G S, (5.1)

n G N, y a r im  norm alar  s is tem s i  ajratuvchi ekanligini 
k o ‘r  sating.

Y echim i. Aytaylik, x = (x*;) G s, x Ф 0 bo'lsin. U holda shunday 
n  G N topilib, x n Ф 0. Demak, pn(x) = \xn\ ^  0, ya’ni, {p,,} yarim 
normalar sistemasi ajratuvchi bo'ladi.

5.3.5. s fa zo d a  (5.1) fo r m u la  orqali aniqlangan topologiya

00 1 I — ■ I
p((z„), Ы )  = Y  ^ T T T — Г Т 7 ’ (y") e s t5-2)n — \ l^n i/n|

m etr ika  orqali aniqlangan topologiya bilan u s tm a -u s t  
tu sh ish in i k o ‘rsating.

Y echim i. Aytaylik,

U(pi, P2, ■ ,p„, e) =  {x G s :pi(x) < e, г =  l ,n }

yarim normalar hosil etgan nolning atrofi bo'lsin. U holda har bir 1 <  
i < n uchun \xj| <  e. Bundan (5.2) ga asosan, p(0,x) < e, ya’ni x nuqta 
p metrika bo'yicha nolning e-atrofiga tegishlidir.

Aytaylik, x nuqta p metrika bo'yicha nolning e-atrofiga tegishli, ya’ni 
p(0,x) <  e bo'lsin. £ > T̂n bo'lgan n sonini olamiz. U holda

x G  U ( p l t p 2 , - - -  ,Pn,  £ ) ■

Demak, bu topologiyalar ustm a-ust tushadi.
5 .3.6. E  chiziqli fa zo  va 2? y a r im  norm a lar  s is tem a s i  

bo‘lsin. M  С E  t o ‘p lam  chegaralangan bo‘lishi u chun  bu 
t o ‘p lam  h a r  bir p G £? y a r im  n o r m a  bo‘yicha chegaralangan  
bo‘lishi za ru r  va yetarli.

Y echim i. Zarurligi. M  С E  to 'plam  chegaralangan bo'lsin. Har bir 
p G &  uchun

U(p, 1) =  { x  G E  : p(x) <  1}

ochiq to 'plam ni qaraylik.
M  to 'plam i chegaralangan ekanligidan, shunday A0 > 0 soni topilib, 

barcha A > A0 uchun M  С XU(p, 1) munosabati bajariladi. Demak, 
barcha x G M  uchun p(x) <  A0 tengsizligi bajariladi.

Yetarliligi. Endi M  to'plam  har bir p G &  yarim norma bo'yicha 
chegaralangan bo'lsin, ya’ni har bir p G 2? uchun shunday cp soni topi
lib, barcha x G M  uchun p(x) <  cp tengsizligi bajariladi.
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U nolning biror atrofi b o is in . U holcla sunday p\, p-2. ■ ■ ■ ,pn G iP, 
£ >  0.  topilib,

U{pi ,  p-2. • • • -Pn- s) С  U

bajariladi. A0 =  max{c;)1. • • • . c1>n} boisin. U holda liar bir x  G M  
uchun Pi(x) < cp. ekanligidan, p-,(x) < AqE kelib chiqadi. Demak, x  G 
\)U(pi, P2, • • • :Pn, £), ya’ni M  С XqU.

5.3.7. C (0 ,1) -  (0,1) in terva lda  aniqlangan barcha haqiqiy  
uzluks iz  funks iya la r  fa zo s i  bo‘lsin.  (7(0,1) fa zoda  f  fu n k s iy a  
a tro flari s is tem asi

v( f , e)  = {ge  c ( 0 , 1 )  : 1 /(0  -  g(t)\ <  e, V i  G ( 0 , 1 ) }

k o ‘r in ishdagi t o ‘plam lardan iborat bo‘lsin. B u  topologiyada  
qo ‘shish  am ali uzluksiz  bo‘lib, songa  k o ‘paytir ish  am ali uzluk
s iz  em aslig in i k o ‘rsating.

Y echim i. Aytaylik, g,h  G <7(0,1), f  = g + h boisin.

V(g,e) + V ( h , e ) c V ( f ,2 e )

ekanligini ko'rsatamiz.
gi G V(g, e), hi £ V(h, e), / 1 = 5 1 +  hi boisin. U holda V t G (0,1) 

uchun Ig{t) —5i(i)| <  £ va |h{t) — hi(t)\ < e tensizliklar o‘rinli. Bundan

I f i t )  -  fi{t)\ =  I g(t) -  giit) +  h(t) -  hi(t)\ <

<  I gi t )  -  gi i t ) \  +  I H t )  -  hi ( t )  I < 2s,

ya’ni /1 G V(f,2e).  Demak, C (0 ,1) fazoda qo'shish amali uzluksiz 
boiad i.

Faraz qilaylik songa ko‘paytirish amali ham uzluksiz boisin . f ( t )  = 
j  funksiyasini olaylik. U holda shunday S > 0 soni topilib, |A| < 5  
tensizligini qanoatlantiruvchi barcha A G M sonlari uchun

XVif, S) С  V {0,1)

m unosabati bajariladi. Bundan A =  ^  uchun

! , / ,  < ,

ya’ni V t G (0,1) uchun
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tensizligi bajariladi. Bundan 6 < 0. Bu csa 6 > 0 ekanligiga zid. Hosil 
bo‘lgan ziddiyat.dan C'(0,1) fazoda songa ko'paytirish amali uzluksiz 
oinasligi kelib chiqadi.

5.3.8. L°(S2.E,/a) -  (12, E ,//) о ‘Ichovli fa zoda  aniqlangan bar- 
cha haqiqiy o ‘lcovli fu n ks iya la r  fa zo s id a

U(s. 6) = { /  £ L l\Q , \  A) < 5, \ f XA\ < s}

to ‘p lam larn i qaraylik, bunda  e >  0. 6 > 0. Q uyidagilarni isbot
lang:

1) XU(e. 5) — U(\X\s, 5), bunda X Ф 0;
2) U(e,6) + U(£,S) С U(2e,26)i
3 ) f ] { U (S}6 ) : s > 0 , 6 > 0 }  = {0}.
Y echim i. 1) Faraz qilaylik /  £ XU(£,S), А ф 0. U holda shunday 

g £ U(e,S) topilib, /  =  Ag. Endi g £ U{e,5) bo‘lganligidan,

3 A  £ E, =» fi(Q \  A) < 5, \дхл\ < £■

Bundan
\ / X a \  = |Хдхл | <  |A|s.

Demak, /  £ £/(|А|е, S).
Endi /  £ U(\X\£, 5) bo‘lsin. U holda

3 A  £ E, fj,(Q \ A )  <5, \fxA\ <  |A|e.

Bundan ^ xa  < £■ Demak, ^ xa  £ U(e,S), ya’ni /  £ XU(£,S).
2) f , g  £ U (£, 5) bo'lsin. U holda shunday А, В  £ E mavjud bo'lib,

/i(0  \  A) < 5, | fxA  | <  £

//(fi \ B ) <  5, |5xb | <  £•

С = А Г) В  bo'lsin. U holda

\  С) =  \  (А П B)) = \  A) U (О \  B)) <

< //(SI \  A) +  /х(П \  B) < 5 +  5 =  2(5,

ya’ni
li(Q \ C ) <  25.
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ya 111

I / + fj \\c  < 2s.
Demak, f  + g £ U(2s,26), ya'ni U(s.S) + U{s,5) С  U(2s,26).

3) Aytaylik, barcha e > 0, S > 0 uchun /  e U(s,6) bo'lsin. Faraz 
qilaylik, /  Ф 0. U holda shunday A >  0 soni topilib,

E  = { t e Q :  |/ (0 I  >  A}

to'plam i musbat o'lchovga ega bo'ladi, hamda x e \f  \ >  ^ Xe ■
Endi 5 < (л(Е) shartni qanoatlantiruvchi 5 > 0 sonini olaylik. Faraz

qilaylik, /  e U  ( д ’^) ■ U holda

Э А е Ъ , = * № \ А ) < 6 ,  \ f x A \ < ^ -

Quyidagi
XE\f \ > A XE, 

\fXA\ < ^

tengsizliklardan ЕП  A  =  0 kelib chiqadi. Demak, E  С f2 \A  va p(E) < 
fj,(Q \ A )  < 5, ya’ni ц(Е) < 5. Bu esa <5 < ц(Е) tengsizligiga zid. Hosil 
bo'lgan ziddiyatdan /  =  0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, p|{[/(£, 5) : 
s > 0, 6 > 0} =  {0}.

5.3.9. A gar An 6 E va x a „ 0 bo‘lsa, и holda  M A O  —> 0 
ekanligini k o ‘rsa ting .

Y echim i. Aytaylik, A n G E va xa„ 0 bo'lsin. Ixtiyoriy 5 > 0,
0 <  £ <  1 sonlarini olaylik. xa„ 0 bo'lganligidan, shunday n 0 
nomeri topilib, barcha n > щ  nomerlari uchun xa„ G U (e, 8) bajariladi. 
Bundan V n > n 0 uchun shunday Bn £ E topilib,

ti(Q \  Bn) < 5, \х а пХ в п \ < £ <  1.

Bundan XAnXBn =  0, ya’ni An П Bn = 0. Demak, An С t t \ B n v a

M A O  <  M ^  \  ДО < 6,
ya’ni MAO —> 0.

5.3.10. A gar ц(П) <  +oo bo‘lsa, L°(fi, E,/x) fa zoda  o ‘lchov 
bo‘yicha yaqinlashish  topologiyasi

b i ‘ «
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m etr ika  hosil etgan topologiya bilan u s tm a -u s t  tu sh ish in i  
k o ‘r  sating.

Y echim i. Aytaylik, s > 0 va /  £ U (s, s) boisin. U holda shunday 
A £ E to ‘plam topilib,

р .(П  \  A )  <  £ ,  \ / x a \ <  £■

Bundan

n

= (  da(t) +  [  du(t)<
J  i  +  im \  m  +  J  i  +  im \ d m -

П\ A  A

<  /  1 dfi(t) + I £dfi(t) = f i (Q \A )+ £ fi(A )  < e + ец(А), 
г г \ л  a

ya’ni
p(f, 0) <  e(1 + /x(Q)).

Demak, U(e, г) С B{0, r), bu yerda г =  е(1 +
Endi ixtiyoriy £, 5 > 0 sonlar uchun shunday r  >  0 topilib,

B(0, г) С U{£,6)

ekanligini ko'rsatamiz. 
r =  j b o i s i n .

A — {£ £ Q : |/(i)| <  £} 

to ‘plamni olamiz. U holda /  £ B (0, r)  uchun

r  >

n п\л

£

Bundan
/ п  \ л\ 1 +  £ l + £  _М( П \ Л ) < Г—  =  —  . —  =  4,

ya’ni /x(fi \  A) < 6. Hamda \ / x a \  < £- Demak, f  £ U(£,6). Bundan 
5 (0 ,r )  с  U(£,6) munosabatga ega boiam iz.
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5.3.11. E chiziqli topologik fazo . Л С E  chegaralangan  
bo‘lishi u chun  ix t iyo r iy  {x,,} С .4 va X„ —> О, {Л,,} С R uchun  
X„xn —> 0 bajarilishi z a ru r  va yetarli.

Yechim i. Zarurligi. {•>'„} С .4. {A,,} С R. A„ —> 0 bo'lsin. V 
nolning muvozonatlashtirilgan atrofi bo'lsa. u holda shunday A > 0 
topilib. .4 С W .  Jumladan. x„ G XV. n G N. Endi |A„| <  j  bo'lgan n 
lar uchun A„x„ G XnXV С V, ya’ni A„x„ —> 0.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, A chegaralanmagan to'plam . U holda 
nolning shunday V  atrofi topilib. barcha A uchun /1\AV ф 0. A =  1, 2,... 
qiymatlarida

x n G A \  nV. n = 1. 2,..

nuqtalarini olamiz. {xn} С A, ^ —> 0 dan ^ x n —* 0. Lekin bu barcha n 
lar uchun ^ x n ф V  ekanligiga ziddir.

5.3 .12. A g a r  A va В  t o ‘p lam lar chegaralangan bo‘lsa, и  
holda

A + В = {x : x = у +  с, у G -4, г G В}

t o ‘p lam  h a m  chegaralanganligini k o ‘rsating.
Yechim i. {x„} С A  +  В, {A,,} С R, A„ —+ 0 bo'lsin. U holda har 

bir n G N uchun yn G A, zn G В  topilib, x n =  yn +  zn. A  va В  chegara- 
langanligidan, 5.3.11-misolga ko'ra Any„ —> 0 va Anzn —> 0. Bundan 
Xnx n = Xnyn + Xnzn —> 0. Yana 5.3.11-misoldan A + B  ehegaralangandir.

5.3 .13. E chiziqli topologik fa zo ,  А  с  E  qavariq, m u 
vozanatlashgan, yu tu vch i  t o ‘p lam  bo‘lsin. E  fa zo d a

pA{x) =  inf{7 > 0 : t r lx G Л}

fu n k s io n a ln i  qaraylik. B u  funks iona lga  M inkovskiy  funksio- 
nali deyiladi va и quyidagi xossalarga ega:

a) pA{ax) = |a\pA(x);
b) pA(x + y) < pA(x) +  pA(y).
Yechim i. a) Avval a  >  0 holni qaraymiz.

Pa (cxx) =  inf{f > 0 : Г 1ах  G A) = in f{ai >  0 : f  lx G A} =

= ainf{£ > 0 : t~lx  G .4} =  |n|p_4(x).

Endi pA(—x) = pA(x) tengligini ko'rsatamiz. A  muvozanatlashgan 
to'plam  ekanligidan, A  =  —A. Bundan

pA(—x) = i n f >  0 : t *( —x )  G .4} =  in f{t  > 0 : t lx  G — A} =  

=  in f{t  > 0 : t~lx G А} =  Pa {x ).
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Endi n < 0 liolni qaraymiz.

p A(c\x) = p A{ ( - n ) { - x ) )  = - а р л ( - х )  = - а р А(х) =  |п|/)Л(.г).

. b) Aytaylik, pA(x) < s, Рл{ц) < t va w = s +  t bo‘lsin. U liolda 
л'_1т G .4. t ~* x  G .4 va .4 ning qavariqligidan,

чГ^аг +  у) =  -(.s-~1.r+) + - ( Г 1у) G .4. 
и и

Bundan pA(x + y) < ya’ni p A{x + y) < pA(x) + p A{y).
5.3 .14. M" fazoda

V = {x G К : |x,| <  at,i = l ,n } ,

bunda a/ >  0, i = 1 ,n , t o ‘p la m n in g  M in ko vsk iy  fu n k s io n a lin i  
toping.

Y echim i. x = (r,) G M” boisin. U holda

t ~lx  G ^  \t~lXi\ <  a,;, 1 <  i <  n, 4Ф

t > -L^-, 1 < i < n, o-1  > max { : 1 < i < n \ .

Demak,

t ’i G K  о  t >  max I —— : 1 <  i < n

Bundan
pv{x)  = sup{£ >  0 : t 1i £ l / } =  max

i <‘<n aL
Demak,

jC-■'
Pv(x)  =  max —- .  

i<;<» Oj
5 .3 .15 . X  H a u sd o r f  chiziqli topologik fa zo s i  bo‘lsin. X  

n o rm a la n g a n  bo ‘lishi uch u n  bu fazoda  nolning chegaralangan  
qavariq V  atrofining m avjud lig i za rur  va yetarlidir.

Y echim i. Zarurligi. X  normalangan fazo boisa, u holda uning 
birlik sliari V = {x G X  : ||x || <  1} nolning chegaralangan qavariq 
atrofi boiadi.

Yetarliligi. Aytaylik, V  nolning chegaralangan qavariq atrofi boisin .
V ning o‘rniga [V] П ( — [У]) ni olib, biz V  ni absolyut qavariq deb 
olishimiz mumkin. Har bir x  G X  uchun

I N I  =  Pv{x)



deylik. bunda p\- ning Minkovskiy funksionali.
./• t  A' uchun ||.r|| =  0 ckanligidan. .r -  0 kelib chiqishini ko'rsatamiz. 

.V Hausdorf fazosi ekanligidan. nolning shunday U atrofi topilib. .r g 
U o'rinli bo’ladi. V  chegaralangan ekanligidan. shunday A > 0 soni 
mavjudki. V  С AU. U holda A:r <± 1 Bundan

ya’ni ЦхП 0. Demak, || • j| funksiya .V fazoda norma bo'ladi.
Endi bu norma hosil etgan topologiya X  ning asl topologiyasi bi

lan ustma-ust tushishini ko'rsatamiz. Aytaylik. U nolning biror atrofi 
bo'lsin. V  ning chegaralanganligidan, A > 0 topilib. AVr С U. Bundan

sistema nolning atroflari sistemasi ekanligini ko‘rsatadi. Bu esa ikkala 
topologiyaning ayniyligini anglatadi.

1. Agar A  va В  qavariq to 'plam lar bo'lsa, u holda ixtiyoriy cv, /3 
sonlari uchun a A  +  (3B qavariq to 'plam  ekanligini ko'rsating.

2. A A +  цА  =  (A + fi)A tengligi har doim o'rinlimi?
3. Agar А, ц > 0 va A  qavariq to 'plam  bo‘lsa, u holda A A  +  pA = 

(A +  jj)A ekanligini isbotlang.
4. Agar A va В muvozanatlashgan to'plam lar bo'lsa, u holda A + В 

muvozanatlashgan to'plam  ekanligini ko'rsating.
5. Agar A  va В  yopiq to 'plam lar bo'lsa, u holda A + В  ham yopiq 

to 'plam  bo'ladimi?
6 . Agar A  yopiq to 'plam  va В  kompakt to 'plam  bo'lsa, u holda 

A + В  ham yopiq to'plam  ekanligini isbotlang.
7. R2 da markazi koordinatalar boshida bo'lgan doira uchun 

Minkovskiy funksionalini toping.
8 . R2 da markazi koordinatalar boshida va tomonlari koordinata

lar o'qlariga parallel bo'lgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini

9. M2 da markazi koordinatalar boshida va diagonallari koordinata
lar o'qlarida jrotgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini toping.

10. Chiziqli topologik fazoda chekli sondagi chegaralangan 
to'plamlarning birlashamsi ham chegaralangan ekanligini ko'rsating.

11. Chiziqli topologik fazoda qavariq to'plam ning ichi ham qavariq 
ekanligini ko'rsating.

{AV : A > 0}

M ustaqil ish  uchun m asalalar

toping.
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12. Diskret topologiyali chiziqli fazo chiziqli topologik fazo tashkil 
etmasligini ko'rsating.

13. Agar A  va В kompakt to'plainlar bo'lsa. u holda A + B  kompakt 
to'plam ekanligini ko'rsating.

14. Chiziqli topologik fazoda quyidagi to'plam larning chegaralangan 
ekanligini ko'rsating:

a) bir nuqtali to'plam;
b) chekli to'plam;
c) yaqinlashuvchi ketma-ketlik;
cl) kompakt to'plam.



VI B O B  
C hiziq li o p e ra to r la r

6.1. C hiziqli operatorlar

Agar X  va Y  chiziqli fazolar bo'lsa. u holda A  : X  —» Y  akslan- 
tirishga operator deyiladi. Agar bu operatorning auiqlanish sohasiga 
tegishli ixtiyoriy x ,y  elementlar va ixtiyoriy a , 3 sonlari uchun

A(a x +  3 y) =  q A(x) +  3 A(y)

tengligi olrinli bo'lsa, u holda A chiziqli operator deb ataladi. A opera
torning aniqlanish va qiymatlar sohalarini mos ravishda D(A) va R(A) 
ko‘rinishlarda belgilaymiz.

X  va Y  normalangan fazolar, A : X  —> Y  chiziqli operator bo'lsin. 
Agar ixtiyoriy £ >  0 soni uchun shunday 6 > 0 soni topilib, ||xi — Х2Ц < 6 
tengsizligini qanoatlantiruvchi barcha x\. xo G D(A) elementlar uchun 
||Axi — A x2\\ <  £ tengsizligi o'rinli bo'lsa, 11 holda A  operatori uzluksiz 
deyiladi.

Agar A : X  —> Y  chizicili operatori X  fazosining har bir chegara
langan to'plam ini Y  fazosining chegaralangan to'plam iga akslantirsa, u 
holda A chegaralangan operator deb ataladi.

X  va Y  normalangan fazolar va A : X  —> Y  chizicili operator bo'lsin. 
Agar shunday С > 0 soni topilib, barcha x G D{A) elementlar uchun 
||Ar|| < C ||x || tengsizligi bajarilsa, u holda A  operatori chegaralan
gan bo'ladi. Bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi sonlar to'plamining quyi 
chegarasi A operatorning normasi deb ataladi, ya’ni

P H  =  inf{C > 0 : Vx G D(A), \\Ax\\ < C ||x ||} .

M asalalar

6.1.1. X  va Y  chiziqli fa zo la r  va A : X  —> Y  chiziqli ope
ra to r  bo‘lsin. Agar A operatorn ing aniqlanish  sohasiga te 
gishli xi, x2, . . . ,  x„ elem en tlar chiziqli bog‘liq bo‘Isa, и holda 
A x  1, A x2, ■ ■ ■ ,A xn elem en tlar ham  chiziqli bog‘liq ekanligini is 
botlang.



§ 6.1 .Cl)izi<|li o p e r a t o r l a r 197

Y echim i. x i .x 2.........r„ elementlar chiziqli hog'liq boiganligidan,
kamicla bittasi noldan farqli « 1, 02, . . .  ,<v„ sonlari topilib.

a  1 x  1 + n 2x 2 + ■ • • + a „ x „  =  0

tengligi o'rinli bo‘ladi. Chiziqli operatorning noldagi qiymati nol 
bo'lganligidan, A (a \хл +  . . .  +  a nx„) = 0 tengligini yoza olamiz. 
Demak, ot\Ax\ +  . . .  +  noAx-} = 0 tengligi, a i , . . . , a „  sonlarning 
hech bo'lmaganda bittasi noldan farqli bo‘lganda o'rinli. Bundan 
Axx,A x2, • • •, A xn elementlarning chiziqli bog'liq ekanligi kelib chiqadi.

6.1 .2 . X  v a Y  chiziqli fa zo la r bo‘lib, A : X  —> Y chiziqli ope
ratorn ing aniqlanish  sohasiga tegishli x\, x 2, . . . ,  xn elem entlar  
chiziqli erkli bo‘Isa, и holda Ax\, A x2, . . . ,  Ax„ elem entlar ham  
chiziqli erkli bo‘ladim i?

Y echim i. Umuman aytganda, x\, x 2, . . . ,  x n elementlar chiziqli erkli 
bo'lsada, Ax, \ , A x 2, . . . ,  A xn elementlar chiziqli bog'liq bo'lishi mumkin. 
Masalan, A  operatorning yadrosi ker /1 noldan farqli bo'lib, uning 
noldan farqli x  elementi uchun x  =  a\X\ +  a 2x 2 +  . . .  +  anx n teng
ligi o'rinli bo'lsin. x Ф 0 bo'lganligidan, c*i,. . .  , a n sonlarning kamida 
bittasi noldan farqli. Shu bilan birga,

aiAxi + a2A x2 +  . . .  +  oinA xn = A(a  1X1 +  a2x 2 +  . . .  +  anx n) = Ax = 0.

Bundan A x \ ,A x2, . . . ,  A xn elementlarning chiziqli bog'liq ekanligi kelib 
chiqadi.

6.1.3. X  va Y  chiziqli fa zo la r  va A : X  —> Y chiziqli ope
ra torin ing aniqlanish sohasi D (A ) bo‘lsin . H ar bir G с  D(A) 
qavariq to ‘p lam  uchun A(G) to ‘p lam  qavariq  bo‘lishini isbot
lang.

Y echim i. A(G) to'plam iga tegishli ixtiyoriy yx va y2 nuqtalarini 
olamiz. U holda G to 'plam ida shunday xi va x2 nuqtalari mavjud 
bo'lib, 2/1 =  Ax  1 va y2 =  A x2 tengliklari o'rinli bo'ladi. Bundan [0,1] 
segmentiga tegishli xohlagan a soni uchun

ayi + (1 -  a)y2 =  aAx\  + (1 -  a)A x2 = A(ax\  +  (1 -  a )x 2).

G to'plami qavariq bo'lganligidan, ax\  +  (1 — a )x 2 € G. Shu sababli

ayx +  (1 -  a)y2 <E A(G),

ya’ni A(G) to 'plam i qavariq.
6.1.4. X  va Y  chiziqli fa zo la r  va A : X  —> Y chiziqli ope

ra tor bo‘lsin. A gar В  С R(A) t o ‘p lam i qavariq bo‘Isa, G =  
{x £ D(A) : Ax  G B} to ‘plam i qavariq  bo‘ladim i?
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Y echim i. G to 'plainidan xohlagan xj va ./•■_> nuqtalrini olaniiz. В  
to ‘])lanii qavariq boiganligidan. barcha м € [0. ij sonlari uchun

.4(oxj -f (1 — о )x2) =  o.4 .Г] -т (1 — о ) A.r 2 € В.

ya'ni a x i +  (1 -  a  )x2 € G. Bundan G to ’plamining qavariq ekanligi 
kelib chiqadi.

6.1.5. A' chiziqli fa zos ida  ikki || • ||i va  || • ||o ekviva-  
lent n o rm a la r  berilgan bo‘lib, .4 : A' —» A' chiziqli operator  
bo‘lsin. A gar  A operator berilgan n o rm a la rn in g  biri bo‘yicha  
chegaralangan bo‘lsa, и holda и  ikkinchi n o r m a  bo‘yicha ham  
chegaralangan ekanligini isbotlang.

Y echim i. Berilgan operator || ■ ||] norma bo‘yicha chegaralangan 
boisin. || ■ ||i va || • ||2 normalar ekvivalent boiganligi sababli shunday 
a  > 0, (3 >  0 sonlar topilib, xohlagan x G X  uchun

c*||z||i <  ||x ||2 <  /3||x||i

munosabati o‘rinli. Shu bilan birga, ,4 operator || • ||i norma bo‘yicha 
chegaralangan boigani uchun shunday o‘zgarmas С  soni topilib,

|И т ||!  <  C ||t ||i 

tengsizligi o‘rinli bo iad i. Natijada.

3C1
\\Ax \\2 < PWAxh < i3C\\x\U < —  ||x ||2.

O'
Demak, A  operator || • ||2 norma bo'vicha ham chegaralangan.

6 .1.6. X  va Y  norm alangan  fazolar, A  : X  —> Y  chegaralan
gan chiziqli operator bo‘lib, D(A) = X  bo‘lsin. U holda

II 411
=  sup ТйЛГ

j -e .V .  . г / o Ik  ||

tengligini isbotlang.
Y echim i. a  =  sup ||Ax|| ko'rinislida belgilash kiritamiz. .4 opera-

i W I < i

tor chiziqli boiganligidan,

и j  и 1И Т 11a  =  sup ||.4.r|| = su p — —
! N I < i  ■<■/-о I l l ’ ll

tengligi oi'inli bo iad i. Shu sababli xohlagan x uchun

W < « .



(». 1 .C’ln/.i(|ll <>| Х'ГП I1 Ц liU'

ya’ui
11--1.ГЦ <  |n |i |. r | | .

. 1  operatorning im nn ;isi ||.4 .rj| <  (T'|J.rj| tengsizlig in i qm nw rlantii 11\4 hi 
С  so u la n iin g  ('и» k ic liig i b o iish id a n  ||.4 || <  n Um gsizligm i yoza olam iz.

S im  b ilan  bir»a. aniq yuqori chegara tarifi b o 'y ic lia  xohlagan r  >  0  

soni uchun shunday x : ф 0 elem enti topilib,

yoki
(tv -  z) ||xr || <  || A rf || < СЦ.Г-11

munosabatlari o'rinli. Oxirgi qo'sh tengsizlikdan tv — s < С tengsiz- 
ligini yoza olamiz va £ >  0 sonining ixtiyoriyligidan, tv < ||Л|| teng- 
sizligiga ega boianiiz. Natijada, ||Л|| =  a tengligining o'rinli ekanligi 
kelib chiqadi.

6.1 .7 . Quyida berilgan operatorlarning chiziqli, chegara
langan ekanligini k o ‘rsa ting  va norm a lar in i toping:

t
a)  A  : C [0 .1] —> C [0 ,1]. bunda A.r(t) =  / x(s)ds:

b) A : C'[— 1,1] —> C'[0,1], bunda Ax(t) = x (t):
c) A : C'[0 , 1] —> C'[0, 1], bunda Ax(t) =  t2 x(0);
d) A : C'[0,1] —> С [0,1], bunda Ax(t) = x(t2);
e) A  : C'l [a,b\ —> C[a,bj. bunda Ax(t) = x(t);
f )  A :  C'l [(i.b} —+ C[o,b], bunda Ax(t) =
Y echim i. a)

t
-4(a.r +  3y) = j (n.r(.s) +  6y(s)) ds = 

u

/ i 
= п I  x(s)ds + .1 j  y(s)ds =  tvAr + ,14//. 

о 'o
Demak. .4 chiziqli operator. Endi bu operatorning chegaralangan ekan
ligini ko'rsatamiz.

||.42'||

t

[  x{s)ds =  max

t

f x ( s ) d s <  max /
J te[0A\ t e \ ( U \ J
0 (.) 0

|.r(.s)| ds <
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/  max \,r(.s)| ds = max / IM K s =  ||.r max I1 <1.
/  .s-e [0.1 ] to П.] / '6[0.1; ,/

Demak. ||A.r|| <  ||.r||. Bu tengsizlikdan .4 operatorning chegaralangan
ekanligi ko'rinadi.

Shu bilan birga. ||.4|| = sup |j.4.r(/)|| <  1 vax (s) =  1 uchun Лх(1) =  
fe a r

1 boiganligidan, ||A|| =  1 tengligining o'rinli ekanligi kelib chiqacli.
b)

A(ax  +  f3y) =  ax(t)  +  Jy(t) =  a Ax  +  [3Ay.

Bundan A  operatorning chiziqli ekanligi kelib chiqadi.
Chegaralangan ekanligini quyiclagicha ko‘rsatamiz:

||^ l|c [o ,il =  1И 011с[о.1] =  max |x(f)| <  max \x{t)\ = ||x (f)||C[-i.i].
/e  [0 .1] «e[—1,1]

Shu bilan birga, [0,1] segmentda x(t) = 1 funksiya uchun ||Ax(f)|| =  1 
boiganligidan,

||A|| =  sup ||Ax(f)|| =  1
IHI=i

tengligiga ega boiam iz.
c) Berilgan operatorning chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz:

A(ax(t) + (3y{t)) = t2(ax( 0) +  (3y( 0)) =

=  a t2x( 0) +  f3t2y( 0) =  aAx(t)  +  (3Ay(t).

Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:

||Ax(f)|| =  ||f2x (0)|| =  |x (0)|||f2|| =

=  |x (0)| m ax f2 =  |x (0)| <  max |x(i)| =  ||x(f)||.
«6 [0,1] /£[0.1]

x (0) =  1 b o igan  funksiya uchun ||Ax(0)|| =  1 boiganligidan, ||A|| =  1 
tengligiga ega boiam iz.

d) A(ax(t)  +  (3y{t)) -  ax(t2) +  /3y(t.2) = aAx(t) + (3Ay(t). Demak, 
A  operator chiziqli. [0, 1] segmentda

m ax |x(f)| =  m ax |x (i2)|

tengligi o'rinli boiganligidan,

||Ax(f)|| =  \\x(t2)\\ =  max \x{t2)\ = max |x(t)| =  ||x(t)||.
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Demak, ||A.r|| =  ||.r||. Bu tenglikdan A operatorning chegaralangan va 
normasining birga teng ekanligi kelib chiqadi.

e) Berilgan operatorning chiziqli ekanligini koisatam iz:

A(ax(t)  +  j3y(t)) = с\x(t) + py(t) = aAx(t.) +  BAy(t) .

Endi chegaralangan ekanligini koisatam iz:

| | A r ( f ) | | c [ « . i , ,  =  | | i ( t ) l l c [ o . 6 ]  =  m a x  W « ) |  <
t.e[a.b\

<  m a x { | a : ( fc ) ( * ) l  : k  =  0 , 1 }  =  1 И 0 Н с > . ( > ] -
te[a,b]

Demak, berilgan operator chegaralangan, Shu bilan birga, [a, b] seg- 
m entda x(t) — 1 funksiya uchun ||A r|| =  1 boiganligidan, ||A|| =  1 
tengligiga ega boiam iz.

f )

A ( a x ( t )  +  f3y(t))  =  - ^ ( а х ( 0  +  A/CO) =

=  =  aAx(t)  +  (3Ay(t).

IIA x(t) ||c[a.b] =  11̂ ( 0 ||c[a,b] =  max \x'(t)\ <  max ||®(*)11с*[«Д-
te[a,b] (e[a,f>],0<fc<l

Demak, berilgan operator chiziqli va chegaralangan. Shu bilan birga, 
x(t) = \ e l funksiya uchun

\\Ax{t)\\c[aM = ||x'(0l|c[a,6] =  1

boiganligidan, ||A|| =  1 tengligiga ega boiam iz.
6 .1 .8 . Shunday  X  norm a langan  fazoga  va sh u n d a y  A, В  

chegaralangan chiziqli operatorlarga m iso l  keltiringki,

AB  ф BA

m u n osaba t o ‘rinli bo‘lsin.
Y echim i. X  — M2 boiib ,

л = ( !  » ) ■  B = ( °  J

bo isa , AD  =  ^ 2 1 )  va ^  =  (  1 0 )  bo ladi’ ya ni ^
BA. X  chekli oichamli boiganligidan, A va В  operatorlar uzluksiz, shu 
sababli chegaralangan.
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6.1.9. N oldan  farqli A. В  chegaralangan chiziqli operator-  
lari uchun R(A )  П R ( B )  = 0 m unosaba ti  o ‘r in li bo 'Isa. A  va, В 
operatorlarining chiziqli erkli ekanligini isbotlang.

Y echim i. Faraz qilaylik. A  va В  operatorlar chiziqli bog'liq bo'lsin. 
U liolcla shunday о ф 0 soni mavjud bo'lib, A = a В  tengligi o'rinli 
bo'ladi. В  ф 0 boiganligidan. D.r ф 0 boiadigan x  £ X  nuqta topiladi. 
у = B x  bo'lsin. U holda

A (rt~1.r) — <v"lA r  =  a l(\B.г = //.

Natijada, у £ R (A )  П R ( B ) .  Bu masala shartiga zid. Demak. A  va В  
operatorlar chiziqli erkli.

6 .1 .10. X  norm a langan  fa z o n i  Y  norm a langan  fazoga  
akslan tiruvch i A chiziqli operatorning  uzluksiz bo‘lishi uchun  
un ing  chegaralanganligi za ru r  va  yetarli ekanligini isbotlang.

Y echim i. Zarurligi. A  uzluksiz chiziqli operator bo'lsin.

C0 =  sup ||-4 0 ) || < oo
I M ! < i

ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Agar C0 =  oc bo'lsa, u holda shunday 
{x,,} С X ,  ||x„|| =  1 ketma-ketligi topilib.

A„ = ||Л(х„)|| cc

boiadi. yn = X^ lx n ketma-ketligini qaraylik. y„ —л 0 ekanligi ravshan. 
U holda A  uzluksiz boiganligidan. A ( y n) —> 0 kelib chiqadi. Birocj

1ИЫ11 = И(А,71 .т„)|] = -  l.

Bu ziddiyatdan A  operatorning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi.
Yetarliligi. A  operator chegaralangan bo'lsin. U holda shunday С  

soni mavjud bo'lib. xohlagan ,r £ X  uchun

\\A(x)\\ < C'\\x\\

tengsizligi bajariladi. Bundan xohlagan s >  0 soni uchun 5 =  ^  deb 
olsak, u holda ||x || < 8 bo iganda ||.4(x)|| < £ tengsizligi o'rinli boiadi. 
Bundan .4 operatorning 0 nuqtada. Demak, Л” da uzluksiz ekanligi kelib 
chicjadi.

6 .1 .11 . X  norm alangan  fa zo ,  .4 chegaralangan chiziqli ope
ra tor  va N ) =  ker А1'', к =  0 ,1 ........ bo‘lsa, и holda

No С N  С . . .  С N h С . . .
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■munosabatini isbotlang.
Y echim i. Agar ./ [ G ker A bo'lsa. u holda Л.Г] =  0. Shu sababli

= Л.Ьч = .40 = 0.

ya’ni a-] G No. Agar x> G N-> bo‘lsa, u holda .A2x-2 =  0. Shu sababli

A ,Jx-> = A A 2x 2 = 0.

Shunday davoni ettirsak,

N q С A'i С . . .  С N n с  . . .

munosabatga ega bo‘lamiz.
6.1.12. C[a,b] fa zo s id a

U
f (x)  = J  ip(t)x(t)dt

funks iona li  berilgan, bunda ip{t) uz luks iz  fu n k s iya .  B u  fu n k -  
sionalning n o rm a s i

b

l l / l l= /
n

\<p(t)\dt

soniga tengligini k o ‘rsating. 
Y echim i. x  G C[a,b\ uchun

I /M l  =

b
j  (p(t)x{t)dt
(I

b

< J  M*)ll
a

b b

< /  \ip{t)\m ax  \x{t.)\dt =  ||x|| /  \v{t)\dt.,
a<t.<b

yam

/II < /  M *)l dt.

Endi ixtiyoriy s >  0 sonini olib, [a. 6] scgmentni 

a - t [ ) < t . i  < . . .  < t„ =  b
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nuqtalar orqali shunday n bo'laklarga bo'lamizki, natijada liar bir 
|/b ^ -ri]  segmentda *p funksiyaning tebranishi ь >  0 sonidan kichik 
bo'lsin. Barcha bo‘laklarni ikki guruhga ajratainiz. Birinchi guruhga ip 
funksiyaning qiymatlari ishoralari liar bir bo'lakda o'zgarmaydigan bar
cha a[, a'2, . . . ,  a'r segmentlarni (<p funksiya qiymatlari ishorasi bu seg- 
mentlarning biridan ikkinchisiga o'tganda o‘zgarishi mumkin), ikkinchi 
guruhga qolgan barcha o'[, ct?, .... a” segmentlarni kiritamiz. Nati
jada ip uzluksiz va uning qiymatlari a" (k =  l ,p )  segmentda har xil 
ishorali bo‘lganligidan, a'[ segmentda <p funksiyaning qiymati nolga teng 
bo‘ladigan nuqta topiladi. Shunga ko'ra

|</?(i)|<£ { t e a l ,  к = Tpp)

tengsizligiga ega bo‘lamiz.
Endi C[a, b} fazosidan x(t) funksiyani quyidagicha aniqlaymiz:

x (t) = sign ip {t) {t £ a'j, j  = l , r )  .

[a, 6] segmentning boshqa nuqtalarida x(t) funksiyani chiziqli deb 
olamiz. Bunda, agar a (yoki b) ikkinchi guruhga tegishli segmentning 
uchi bo‘lsa, u holda x(a) =  0 (mos ravishda x{b) =  0) tengligi o‘rinli 
deb hisoblaymiz. f ( x )  miqdorni quyidagicha yozamiz:

f { x ) =  j  ip{t)x(t)dt =  f  p{t)x(t)dt + ^ 2  f  (p(t)x(t)dt.
I

Natijada cr', i = l , r  segmentlarda <p{t)x(t) = \(p(t)\ bo‘lganligidan, va 

P Г P Г P f

j=K" /t=i

tengsizligidan (bunda [a, b] segmentda |i ( i ) | <  1 ekanligidan, foyda- 
landik)

b p  b

= J  \<p{t)\dt -  2 ^ 2  J  |ip(t)\dt> J \< p(t)\dt-2e(b-a).
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Endi j|.r|| < 1 bo'lganligidan.

i,

l l/l l  >  ./'(■*') >  I  М О И  -  Щ ь -  ")■

I)
U holda ;  —» 0 boiganda | |/ | |  > J\^(t) \d t  tengsizligiga ega boiam iz.

Natijada

tengligining o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
6 .1.13. C[ci,b\ fa zo s id a

b
Ax(s)  =  J  k(s,t)x(t)dt

a

operatori berilgan, bunda k(s, t) uzluksiz  fu n k s iy a .  B u  ope
ra torning  uzluksiz  chiziqli ekanligini k o ‘rsa ting  va n o rm a s in i  
toping.

Y echim i. Dastlab chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz.
b

A(ax(s) + f3y(s)) = [  k(s,t)(ax(t)  +  f3y(t))dt =

0 0 
= a J  k(s, t)x(t)dt + ,6 J  k(s , t)y(t)dt = aAx(s)  +  (3Ay(s).

a a
Endi uzluksizligini ko‘rsatamiz:

b b
||Л:г|| =  max | /  k(s,t)x(t)dt\ < max /  |fc(.s,i)||:r(f)|d£ < 

a<s<b J  a < a < b J
a <i

b b
< max /  |A'(s, f) | max \x(t)\dt < ||.r|| max /  \k(s, t)\dt = M ||.r||, 

а<Я<Ь J  <i<.s</) (l<tt<b J
<i a

b
bunda M = max f  |A:(.s, t)\dt. Demak, berilgan operator chegaralangan, 

Demak, uzluksiz. Shu bilan birga. ||A|| < M  tengsizligiga ega bo'lamiz.



20( i \  I. С' 11i z i (11i o p e r a  t u r l n i '

I,
j  |A-(.s, t)\dt integral [</. b\ segmentda .ч argument bo'yicha uzluksiz
(I

funksiya bo'lganligidan. shunday s{) £ [г/, b] nuqta mavjud bo’lib,

i)
M  = 1 1A-(.so, t)\dt

a

tengligi o'rinli bo iad i. C[a,b] fazosida aniqlangan

b

f ( x )  = J  A’(.s0. t) x(t)dt
a

funksionalni qaraylik. 6.1.12-misoldan
b

l l / l l  =  J \k(s0J ) \d t
a

tengligi o'rinlidir.
Uzluksiz chiziqli funksional normasining tarifi bo'yicha

l l / l l  =  s u p  | / 0 ) |
IHI<1

boiganligidan, xohlagan e >  0 soni uchun shunday x£ G C[a, 6], ||xf || <
1 funksiya topilib,

ь

f (Xe)  >  l l / l l  ~ £ =  f  ^ d t  ~ £ =  M  ~ £ .
a

Natijada
6

\\A\\ > \\Ax£\\ > J  k(s0,t)xe(t)dt = f ( x E) > M  -  e.
a

Endi e > 0 ixtiyoriy son boiganligidan, ||A|| >  M  tengsizligiga ega 
boiam iz.

Yuqorida ||A|| <  M  tengsizligining o'rinli ekanligini ko'rgan edik. 
Demak, ||А|| =  M, ya’ni

b

ЦАЦ =  max /  \k(s,t)\dt.
a < s< b J  

a



6.1.14. X  va Y  norm a langan  fa zo lar  boiib, A : X  — V va  
В : X  — У' operatorlari chegaralangan bo‘Isa, и holda  .4 + В 
operatori ham  chegaralangan ekanligini va  ||A +  Z?|| <  ||A|| +  ||Z3|j 
tengsizligi o ‘rinli ekanligini k o ‘rsating.

Y echim i. Xohlagan x element uchun

||(A + B )x || =  ||A.r +  Bx\\ <  ||Ax|| +  ||Bx|| <

< ||А ! |||х || +  | |Б ||| |х || =  (||А|| +  | |В ||) ||х ||.

Bu tengsizliklarclan A +  В  operatorning chegaralangan ekanligi va 
\\A + B\\ <  ||А|| +  ||В || tengsizligi kelib chiqadi.

6 .1 .15. X, Y  va Z  norm a langan  fa zo la r  bo‘lib, A : X  —> Y  
va В  : Y  —> Z  operatorlari chegaralangan bo‘lsa, и  holda A B  
operatori ham  chegaralangan ekanligini va \\AB\\ <  ||А ||||Б || 
tengsizligi o ‘r in li ekanlig ini k o ‘rsating.

Y echim i. Xohlagan x G X  elementi uchun

||(AB)(x)|| =  | |B ( A x ) | |< P | |  ||Ax|| <  ||B|| ||A|| ||x|| .

Bu tengsizlikdan A B  operatorning chegaralangan ekanligi va ЦА.ВЦ < 
||A|| ||-ВЦ tengsizligi kelib chiqadi.

6 .1 .16. A chiziqli operatoriga teskari  A 1 operatori chiziqli 
bo ‘ladi.

Y echim i. Birinchi navbatda A operator obrazi R (A ) to ‘plamining, 
ya’ni D(A~l) to ‘plamining chiziqli fazo ekanini ko‘rsatamiz.

2/1, 2/2 e  R{A) bo'lsin. A - 1 ( a m  + a2y2) = a yA ^ y i  + a 2A~ly2 teng- 
ligining o‘rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Aytaylik, Axi =  y\ va 
Ахг =  2/2 bo'lsin. A operatorining chiziqli ekanligidan,

A (aixi + a 2x 2) = atyx + a2y2 (6.1)

tengligini yoza olamiz. Teskari operator t a ’rifidan: A~lyi = 
x’i, A~ly2 =  x2. Bu tengliklarning ikki tomonini mos ravishda cvi va a2 
sonlariga ko‘paytirib o‘zaro qo'shsak,

a i A_12/i +  a 2A~1y2 = aixi  +  a 2x2

tengligiga ega bo‘lamiz.
Ikkinchi tomondan, (6.1) ifoda va teskari operator tarifidan

a\X\ + a2x 2 = A-1 (« i2/i +  a2y2) 

tengligini yoza olamiz. Demak,

A 1(« i2/i +  « 22/2) =  сцА_1у1 + a2A~ly2.

$ (i. 1.Chiz iq l i  o p e r a t o r l a r  21U
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6.1 .17. E B a n a x  fa zo s id a  z ich  ЬоЧдап M t o ‘p lam i berilgan  
bo‘lsin. U holda noldan farqli ix t iyo r iy  у  G E e lem en tn i

2/ = !Ji + Hi -f ... +  У„ +  ....

bunda yk G Д/, ||.% 11 <  3[ 11/1 j/ 2A‘. k o ‘r in ishda  qatorga yoyish  
m u m k in  ekanligini isbotlang.

Y echim i. у*. elementlarni ketma-ket tuzamiz: tj\ elementni

\\y -  f/i|| <  \\y\\ /2 (6.2)

tengsizlikni qanoatlantiradigan etib saylab olish mumkin, chunki M  
to 'plam i E  to'plainida zich boiganligidan, (6.2) tengsizlik bilan aniqlan
gan radiusi ||y|| /2  va markazi у nuqtada bo igan  sharda M  to'plam ning 
elementi topiladi. у2 G M  elementni

IIУ -  2 / i  -  У2 II <  I b l l / 4
tengsizlik o'rinli boiadigan, уз elementni

l b  -  2/1 -  У> ~  Уз 11 <  I b l l / 8  
tengsizligi o'rinli boiadigan, umuman y„ elementni

l b  — 2/1 — 2 / 2 --------------- Уд 11 <  1 Ь II/ 2 ”

tengsizlikni qanoatlantiradan etib saylab olamiz. Natijada n —> 00 da
77.

i b - E ^ - i i
k = 1

n
va’ni Y2 Уi.- qator у elementga yaqinlashuvchidir. Endi i/;,- elementlari-

A : = l
ning normalarini baholaymiz:

I b i l l  =  I b i  -  y  +  y \ \ <  I b i  -  y\\  +  I b l l  <  3  I b l l  / 2 , 

II2/ 2 II =  II2/2 +  2/1 -  у  + у  -  y\  II <  l b  -  2/1 -  2/ 2 II +  l b  -  2/ 1 II <  3  I b l l  / 4 -
Ushbu jarayonni davom ettirsak.

l b »  II =  I b n  +  2 / n - i  +  • • ■ +  . i / i  —  2 /  +  У  .iVi ‘ '  2 /a ? — 1 II <

<  l b  - 2 / 1 - - - - - - - - - - - - 2 / n II +  l b  —  2 / 1 - - - - - - - - - - - - - - У11 - 1 II -  3 l b l l / 2 n -
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6.1.18. (Teskari operator haqida B a n a x  teorem asi) .  A va 
Y  B a n a x  fa zo la r i bo‘lib, .4 : X  -» Y  chegaralangan chiziqli 
operatori berilgan fa zo la rn i  o ‘zaro bir q iym atli  akslantirsa,  
и holda teskari  .4 1 operatori chegaralangan ekanligini isbot
lang.

Y echim i. Y  fazosida ||,4_1</|| < k\\y\\ tengsizligini qanoatlantiruvchi 
barcha у elenientlardan iborat Л/д. to'plamni qaravlik. Y  fazosining har 
bir elementi biror il/*. to ‘plamiga tegishli bo'ladi, ya’ni

y  =  [ j  л и.
*•=l

3.1.11-misolda ko'rilgan Ber teoremasi bo'yicha Mi,- to'plamlarning 
kamida bittasi, Aytaylik, M„ to ;plami biror В  sharda zich bo’ladi. В 
sharidan markazi Mn to ‘plamida bo‘lgan P  shar qatlamini olamiz: P 
qatlam /3 < ||~ —i/o|| <  a  tengsizlikni qanoatlantiruvchi r  elenientlardan 
iborat, bunda 0 <  [3 < a, yo G Mn.

P  qatlamni markazi koordinatalar boshida bo‘lacligan etib 
ko'chirsak,

P0 = {z : 0 < i3 < ||~|| < a}

sliar qatlamiga ega bo‘lamiz.
Biror M±\r to'plamining Pq da zich ekanligini ko‘rsatamiz. z G РГ\Мп 

bo‘lsin, u  holda z  — yo G P q va

||Л -1( ~ '- ! / о ) | |< 1И - 1г || + Ц Л -Ч Ц  < 

<  " ( I N I  +  I M I )  <  " ( I N  -  2 / o | |  +  2 11i/ o11) =  

=  n II- -  УоII ^ 1  +  ^  71II2 -  Уо11 (1 +  2  I M I  IP)- 

\\A ~ \ Z -  2/()) || <  n IN -  2/o11 (1 +  2 |M | 1/3). (6.3)
n ( l +  2 ||y0|| /(3) soni z  ga bog‘liq emas. N  = 1 +  n[ 1 +  2 \\yQ\\ / d\ 

bo'lsin, u holda (6.3) dan :  -  t/ц G il/jv bo'ladi, M„ to !plamining P  da 
zich ekanligidan, esa M jv to'plam ining Pq da zich ekanligi kelib chiqadi.

Y  to ‘plamidan noldan farqli biror у elementini olaylik. ;3 < ||Ay|| < a 
tengsizlik o'rinli bo'lacligan A sonni saylab olishimiz niuinkin, ya’ni A у G 
P q. Mn  to ‘plami P q shar qatlam da zich bo'lganligidan, A у elementga 
yaqinlashuvchi y*. G M n  ketma-ketlikni tuza olamiz. U holda {A ~lyk} 
ket.ma-ketligi у elmentga yaqinlashadi. Agar yk G M,v o'rinli bo'lsa, u 
holda har bir А Ф 0 uchun A~lyk G My  m unosabati o'rinli; natijada 
M y  to'plami Y  \  {0} to'plamcla zich. Demak, Y  da zich bo'ladi.
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Noldan farqli // G V elementni qaravlik: 6.1.17-misolda uni M \  
to'plamiiiing elementlaridan iborat qatorga yoyisli mumkin ekanligi 
ko'rsatilgan:

V =  У\ +  У > +  . . .  +  Hi, + -----

bunda 11;% || <  IIУII / 2*'.
X  fazoda y*. elementlarining proobrazlaridan tuzilgan qatorni qaray- 

lik, ya’ni i'k = A~lyk.

||xfc|| =  \\A-lyk\\ < N  ||/y,|| < 3N  ||y|| /2*=

tengsizligidan {xk} qatorning biror x element ga yaqinlashuvchi ekanligi 
kelib chiqadi. Shu bilan birga,

00 OO ^

||x|| <  £ | Ы  < з ^ | | у | | Х ; ^  =  зл г |Ы |.
fc=l fc=i

o c

%n qatorning yaqinlashuvchi va A operatorining uzluksizligidan,
n = 1

A x  =  Arri +  А ж 2 H----------- 2/i +  yo +  • • • =  У

tengligiga ega bo‘lamiz, bundan x = A~ly. Shu bilan birga,

WA^yW = INI <  3N\\y\\

tengsizligi va bu ifodaning har bir у Ф 0 uchun o'rinli ekanligini hisobga 
olsak, u holda A-1 operatori chegaralangan boiad i.

6 .1 .19 . X  B anax fa zo sin i Y  norm alangan fazoga akslan- 
tiru vch i uzluksiz chiziqli opera torlam in g  {Ari} ketm a-ketlig i 
ushbu

sup | |A„(ar) [| < +oo (x G X )  (6.4)
П

tengsizlikn i qanoatlantirsa (y a ’ni har bir x G X  nuqtada  
chegaralangan bo‘lsa), и holda shunday chekli M son i m avjud  
bo‘lib, Vn uchun

||A„|| <  M
tengsizlig i o ‘rin li ekanligini isbotlang.

Y echim i. A chiziqli operatorning B[x0,<5] shardagi qiymatlarining 
chegarasi m aium  boisin:

||A (x)|| <  В ( x e B [ x Q,6}).

U holda

, И " ^ .
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Haqiqatan, normasi birdan kicliik ixtiyoriy x' nuqta olsak. quyidagiga 
ega bo’lainiz:

x = .Го +  8x' £ B[lr(), J].

Natijada.
\\A(x)\\ = \\A(x0) + 6A(x')\\ < B.

U holda

P (* ') ll  =  J P M  =  ^ 1 И Ы  +  A(Sx') -  A(x„)|| <

1 1 2 / 3
<  ^ ( 1 И Ы  +  м и н  +  Р Ы Н )  <  -6(B + в)  = — ,

О  J D

bundan esa ЦАЦ < ^3- tengsizligi kelib chiqadi.
Endi 11 A,11 < M  (Vn G N) tengsizligini isbotlash uchun teskarisini 

faraz qilaylik, ya’ni { p „ | | }  ketma-ketlik chegaralanmagan bo'lsin. 
Ushbu

p(x) =  sup p „ ( x ) | |
П

funksionalni qaraylik. Bu funksional har bir B[x0, 5] sharda chegaralan
magan, chunki p(x) <  В bo‘lganda, ixtiyoriy n £ N uchun ||An|| <  
tengsizligi o‘rinli bo‘lar edi.

Natijada, har bir B[xq,5\ sharda ixtiyoriy к £ N uchun p(x) > к 
tengsizligi o‘rinli bo‘ladigan x £ X  nuqta topiladi. U holda

Ek =  {x £ X  : p(x) > fc}

to'plami X  fazoda zich bo‘ladi. Shu bilan birga, bu to‘plam ochiqdir. 
Haqiqatan, Ek to‘plamdan ixtiyoriy xq nuqta olsak, ya’ni p(xо) > к 
bo‘lsa, u holda biror щ £ N uchun 11 АПи 11 >  к tengsizligi o'rinli bo'ladi. 
НАГОГО)!! akslantirishning uzluksizligidan esa x0 nuqtaga yetarlicha 
yaqin x nuqtalar uchun ||АПо(х)|| >  к tengsizligi bajariladi. Natijada 
Ek to'plamning ochiq ekanligi kelib chiqadi.

3.1.18-misolda ko‘rganimizdek, X  fazoda ochiq va zich Ek
OO OO

to'plamlarning П Ek  kesishmasi zich bo'ladi. Demak, Ek ф 0. 
fc=i fc=iOO

xo G f] Ek bo'lsin, u holda
k = l

sup ||An(x0)|| =  oo.
П

Bu farazimizga ziddir.
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6.1.20. A’ B a n a x  fa zo s id a  berilgan uzluksiz  chiziqli ope- 
ra torlarning  {.4,,} ketm a-ketlig i X  fa zo n in g  har  bir nuqtasida  
.4 operatoriga yaqin lashuvchi bo'lsa, и holda  .4 operator ham  
uzluksiz  bo‘lib, ushbu

1 1- 4Ц <  ( 6 -5 )
tengsizligi bajarilishini isbotlang.

Yechim i. A  operatorining chiziqli ekanligi quyicla yaqqol ko'rinadi:

A(ax + ,6y) =  lim A(ax  +  3y) =
l l — K X

= a  lim An(x) +  /? lim A n(y) =  aA(x) + (3A(y).
n — >OQ 11 — * OO

Endi uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.

lim ||A n(x)|| =  P ( x ) | |  <  oo
n —> OO

bo'lganligidan,
sup ||A „(x)|| <  oo

71
tengsizligi, natijada, 6.1.19-misoldan, { ||A n||} ketma-ketlikning chega
ralangan ekanligi kelib chiqadi. U holda

||A (x)|| =  lim ||A „(x)|| <  mnn_ ,J |A „ ||||: r ||.n—*oo

Natijada, A  operatorning uzluksiz va (6.5) tengsizlikning o'rinli ekanligi 
kelib chiqadi.

M ustaqil ish  uchun m asalalar

1. H  Hilbert fazosi va A : H  —> H  chegaralangan chizicili operator 
uchun D(A) = H  bo'lsa, u holda

m i l  \(Ax,y)\
P H  T H M

tengligini isbotlang.
2. Quyidagi operatorlarning chegaralangan chizicili ekanligini 

ko'rsating va normasini toping.
l

a) A : L2[0,1] -+ L2[0,1], Ax{t) =  t f  x(s) ds ;
о

t.

b) A : Ln[0,1] -> L2[0,1], Ax(t) = f  x(s) ds ;
о



<■) .4 : H MO. 1] — L2[0 .1]. A.r(t) = r(f): 
(1) .4 : # '[0 ,1 ] — H l [0,1], A.r(t) = tx{t).
3. X  va Y  nonnalangan fazolar bo'lib. X  chekli o'lchamli bo'lsin. 

Aniqlanish sohasi X  fazosidan iborat bo'lgan har bir .4 : X  —> Y  chiziqli 
operatorning chegaralangan ekanligini va ||Ax|| =  ||A ||||:r|| tenglikni 
qanoatlantiruvchi x € X, x ф 0 nuqtaning mavjud ekanligini isbotlang.

4. A : X  —> Y  chegaralangan chiziqli operatorning yadrosi A' fazo
ning qism fazosi bo'lishini isbotlang.

5. X  va Y  normalangan fazolar boiib , A : X  —> Y  yadrosi A’ 
fazoning yopiq qism fazosi bo igan  chiziqli operator boisin. Bundan A 
operatorning chegaralangan ekanligi kelib chiqadimi?

6 . {e„ , n g N }  sistema H  Hilbert fazosining ortonormal bazisi bo iib , 
A„ £ l  (n € N) boisin . Agar {A,,} ketma-ketligi chegaralangan bo isa , 
u holda

Aen = Anen (n € N)

tengligi chegaralangan chiziqli A : H  —» H  operatorini aniqlab, D (A) =  
H  va ||A|| =  sup|A„| tengliklarining o'rinli bo'lishini isbotlang.

П
7. Qanday ip(t) funksiyalar uchun

Ax[t) = ip(t)x(t)

operatori C[0, 1] fazoda chegaralangan boiadi?
8 . Qanday y>{t) funksiyalar uchun

Ax(t) = ip(t)x(t)

operatori L2[0, 1] fazoda chegaralangan boiadi?
9. Qanday a sonlari uchun

Ax(t) = x(ta)

operatori C[0,1] fazoda chegaralangan boiadi?
10 . C[0, 1] fazoda

Ax[t) = t2x(t)

operatorining normasini toping.
11 . Z/2 [0, 1] fazoda

Ax(t) = t3x(t)
operatorining normasini toping.

12. C[0,1] fazoda
Ax(t) = x (Vt) 

operatorining normasini toping.

ft 6.2.  U z luks iz  ch iz iq l i  f u n k s io n a l l a r  2 13
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6.2. U zluksiz ch iziq li fu n k sio n a lla r

Bizga E  chiziqli topologik fazosi berilgan bo'lsin. Agar har bir x G E  
elementga biror / ( x )  (haqiqiy yoki kompleks) son mos qo'yilgan bo'lsa, 
u holda E  fazosida funksional  aniqlangan deyiladi. Bu funksional 
uchun

f ( x  + y) = / ( x )  + f ( y ), x . y  G E  (oddi t iv l ik )

/ ( a x )  =  ocf(x),  (x G E: a  G M yoki  a  G C) (bir j in s l i l ik )

tengliklari o‘rinli bo'lsa, u holda u chiziqli funksional  deb ataladi.
E  fazosiga tegishli x0 nuqta olinganda, xohlagan в > 0 soni uchun x 0 

nuqtaning shunday U atrofi mavjud bo‘lib, bu atrofdan olingan barcha 
x nuqtalar uchun

|/(x )  - / ( x 0)| <  e (6.6)

tengsizligi o'rinli bo'lsa, u holda /  funksional Xo nuqtada uzluksiz deyi
ladi.

Agar /  funksional E  fazosining har bir nuqtasida uzluksiz bo'lsa, u 
holda u E  fazosida uzluksiz deyiladi.

Agar shunday o'zgarmas soni mavjud bo'lib, barcha x G E  element- 
lar uchun

1 / 0 * 0 1  <  C | | X | |  ( 6 . 7 )

tengsizligi o'rinli bo'lsa, u holda /  funksional E  fazosida chegaralangan 
deyiladi.

Normalangan fazoda funksionalning normasi  uchun quyidagi teng- 
liklar o'rinli:

ll/ll = sup Щ~тг = sup l/(x)l = SUP \f(x )\-
X ^ O  l l^ l l  | |3: | |< 1  ||rr || =1

M asalalar

6 .2 .1 . A gar f  funksional E  chiziqli topologik fazoning b iror  
x  n u qtasida  uzluksiz bo‘Isa, и holda и E  fa zo sid a  uzluksiz  
bo‘lish in i isbotlang.

Y echim i. E  fazosidan xohlagan у element va xohlagan e > 0 sonini 
olib, x nuqtaning (6.6) shartni qanoatlantiruvchi U atrofini olaylik. U — 
x  to 'plam i 0 ning atrofi bo'lganligidan, V = U + (y — x)  to 'plam i у 
nuqtaning atrofi bo'ladi. Bu atrofdan xohlagan 2 nuqtani olamiz. U 
holda

I/(* )  -  №  I =  I f ( z  - y  + x - x )  I =  I f ( z  -  у + x) -  f ( x )  I
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tengligidan va : — у +  x clemeiitning U to'planiiga tegishli ekanligidan.

l/(~) — / ( у) I <  -

tengsizligining o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Demak, V  to'plami у uchun 
(6.6) shartni qanoatlantiradi.

6 .2.2. /  fu n ks io n a ln in g  E fa zo s id a  uzluks iz  bo‘lishi u chun  
f  fu n k s io n a l  nol nuqtaning  biror atrofida chegaralanganligi 
zarur  va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechim i. Zamrligi. /  funksional 0 nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda 
xohlagan e >  0 son uchun 0 nuqtaning \f(x)\ < г tengsizlik o'rinli 
boiadigan atrofi topiladi.

Yetarliligi. 0 nuqtaning U atrofida /  funksional chegaralangan 
boisin. U holda shunday С soni mavjud bo iib , U atrofdan olingan 
xohlagan x  element uchun \f(x)\ < С  tengsizligi o'rinli boiadi. N ati
jada xohlagan £ >  0 soni uchun 0 nuqtaning ^ U  atrofida |/ (x ) | <  £ 
tengsizligi o'rinli boiadi.

6 .2 .3 . Ж2 fa zo s id a  aniqlangan z =  ax + by fu n k s io n a li  Ш 
m ayd o n id a  chiziqli bo‘ladimi?

Y echim i. z =  f ( t )  boisin, bunda t, =  (x,y).  Xohlagan t\ =  (x\,y{) 
va 12 =  (x2, 2/2) nuqtalar uchun

f ( a t i  +  f3t2) = a(axi + j3x2) + b(ayi + (3y2) =

=  а ( а х г + byi) +  в ( а х 2 + by2) = a f ( t x) + p f ( t 2).

Demak, berilgan funksional haqiqiy sonlar maydonida chiziqli bo 'lar 
ekan.

6 .2 .4 . C[0,1] fa zo s id a  berilgan quyidagi fu n k s io n a lla rn i  ad- 
ditivlikka tekshiring:

a) F( f )  =  |/(± )|;
b) F ( f ) =  max /(f);

c) F ( / )  = / ( | )  + / ( ! )  + / ( ! ) .

Y echim i. a) C[0, 1] fazodan / (^ )  =  1 va g(^) = ~ 1 bo'lgan 
funksiyalarni olamiz. U holda

F ( /  + «) = !(/ + s)(i)l = I/ ф  + s ( i ) |  =  | i  -  i| = o,

m  + m  = | / ф |  + ь ф |  = i + 1 =  2.
Bundan

F( f )  + F(g) ^ F ( f  + g).
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Demak. bu funksional additiv tunas.
1>) C[0. 1] fazodan f ( t )  - t1 va g(t) = 1 — t'  funksiyalarni olamiz. II 

holda

F { f  +  g) = 1Ш  ( /( f )  +  .9(0) =  r n x  ( f 2 +  1 -  t2) =

^ ( / )  + ^(.9) =  / ( 0  +  max g(t) =

= max f2 +  max (1 — f2) =  1 +  1 = 2.
0 < K 1  0 < f < l

Bundan
F( f )  + F ( g ) ^ F ( f  + g).

Demak, bu funksional additiv emas.
c)

F{f  + a) = ( f  + a) ^ 2 )̂ + ( /  + ff) ^ 3 ^ + ( / + 5 ) =

-f G)+/ G)+/ (1 ) +g G) +,j (I)+»G) - f</)+w
Demak, bu funksional additiv.

6 .2 .5 . X ohlagan  additiv  fu n k s io n a l  uchun

F{6) = 0, F ( - x )  = —F(x)

tengliklarining o ‘r in li ekanlig in i k o ‘rsating.
Y echim i.

F{9) = F{0 + в) = F(9) + F(9) = 2 F (0), 

ya’ni F(0) = 0.

0 =  F(9) = F{x - x )  = F{x) + F{ - x ) .

N atijada F( —x) = —F(x).
6.2 .6 . Xohlagan additiv  fu n k s io n a l  u chun  / ( Xx) =  Af (x)  

tengligining o ‘r in li ekanlig in i k o ‘rsating, bunda X ratsional 
son.

Y echim i. n natural soni uchun

/ И  =  f ( x  +  X +  ... +  x) =  f ( x )  +  f{x)  +  ■ ■ ■ +  f { x \  = nf(x) .
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Natijada. A =  ^  (m.n  6 N) boLlganda

/
—x 
n .

1

V m

П П

777

- / ( x ) = A / ( x ) .
n

A < 0 bo‘lganda 6.2.5-misolda qaralgan / ( —:x) = —f(x)  tengligidan 
foydalanamiz, ya’ni /(A x) =  / (  — (—Ax)) =  —/ (  — Ax) =  —( —A )/(x) =  
A/(x).

6 .2 .7 . /  fu n k s io n a l X  norm a langan  fazoda  uzluks iz  bo‘lsa, 
и holda har bir x  G X  e lem en t uchun  |/(x ) | <  | |/ | |  ■ ||x|| tengsiz-  
ligining o ‘rinli bo‘lishini isbotlang.

Y echim i. x ^  0 bo'lganda element birlik sharga tegishli bo‘ladi.

Shu sababli

x =  0 bo‘lganda |/ (x ) | <  ||/ | | | |x || tengsizlikning ikki tomoni ham nol 
bo‘ladi.

6 .2 .8 . X  norm a langan  fa zo d a  berilgan f  fu n k s io n a ln in g  
u z luks iz  bo‘lishi uchun , un in g  chegaralangan bo‘lishi za ru r  
va yetarli ekanligini isbotlang.

Y echim i. Zarurligi. /  funksional uzluksiz bo'lsin. Co = sup |/ (x ) |

miqdorning chekli ekanligini ko‘rsatamiz. Aksincha faraz qilamiz, ya’ni 
C0 =  oo bo‘lsin. U holda shunday {x„} С X , ||x„|| =  1 ketma-ketligi 
topilib, A„ =  |/(x„,)| —> oo bo‘ladi. {x',} (x'n = A~1x„.) ketma-ketligini 
qaraymiz. ||x„.|| =  1 bo‘lganligidan, {x'n} ketma-ketligi nolga yaqin
lashuvchi bo‘ladi. /  funksional uzluksiz bo‘lganligidan, f(x 'n)  —► 0 
bo‘lishi kerak. Biroq

Bu z i d d i y a t d a n  farazimiz noto‘g‘ri ekanligi ko'rinadi. Demak, C0 = 
sup |/ (x ) | < oo.
Il*ll=i

ya m

! / ( * ) ! < №

=  T -|/(® n)| =  t-A „ =  1. Лп Лп
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X  fazosidan noldan farqli xohlagan x element olamiz. ./■' = тгЦг

clementining nonnasi birga t.ong bo’lganligidan, |/ (x ') | < C\, tengsizligi 
o'rinli. shn sababli

1

R \ i n = 1/001 < Co.

Natijada |/ (x ) | <  C’o||x||. Demak. /  funksional chegaralangan.
Yetarliligi. /  chegaralangan funksional o'rinli bo'lsin. Xohlagan £ >

0 soni uchun 6 =  ^  sonini olsak, ||x|| < 5 bo'lganda

\ f ( x ) \ < C \ \ x \ \ < C 5  = C ^  = s.

Natijada /  funksional nol nuqtada, Demak, A' fazosida uzluksiz bo'ladi.
6.2.9. X  norm alangan  fa zo sid a  uzluksiz chiziqli f  funk- 

sionali berilgan bo‘lsin . C0 = | |/ | |  soni |/ (x ) | < C||x|| tengsiz- 
likni qanoatlan tiradigan  sonlarning eng kichigi ekanligini is 
botlang.

Yechim i. ||x|| =  1 bo'lganda |/ (x ) | < С  tengsizligi o'rinli. C0 = 
sup |/ (x ) | bo'lganligidan, Cq < C.

IM!=i
Ikkinchi tomondan Co soni |/ (x ) | <  Co||x|| tengsizlikni qanoatlanti- 

radi.
6.2 .10. C[a,b] fa zo s id a  aniqlangan

/(x )  =  Y .  Ckx{tk)
k=1

funksionalning ch iziqli, uzluksiz ekanligin i isbotlang va n or
m asin i toping, bunda t \ , t 2 , ■ ■ ■ ,t„ € [a,b\] q ; g R  (k = l ,n).  

Yechim i. D astlab chiziqli ekanligini ko'rsatamiz:
П

f ( a x i +  /3x2) =  Y  c^ a x ^tk)  +  I3x2(tk)] = 
k= 1

=  a  Y  ck-x i(tk) +  0 Y  с^ 2(^ )  =  a / ( x i )  +  0 f { x2).
k= 1 A-=l

Uzluksiz ekanligini ko'rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini 
ko’rsatamiz:

Y ° kx^
k = 1

<
k = \
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ya'ni ll/ll < Ё  Ы - 
k—1

Encli [a, b] segmentida quj’idagicha x(t) bodakli-chiziqli funksiyani 
aniqlaymiz: x(t) funksiya t i , t2). . . ,  t„. nuqtalarda x{tk) = sign ck qiy- 
m atlarni qabul qiladi, [tkJk^ 1] segmentlarda chiziqli, [a,ti] va [f„,fr] 
segmentlarda o‘zgarmas. Bu funksiyaning qiymatlari to'plam i [—1,1] 
kesmasida joylashgan. Shu sababli

||i || =  max |x(f)| <  1.
te[a.b\

Natijada
ll/ll =  sup |/ (x ) | >  | / 0 )| =

Ill’ll—i
Tl n  n

=  I y^C fcffa)! =  Y \ c k S i g n c k\ = Y  l^-l- 
к=1 к- 1 k=1

Demak, | |/ | |  =  £  Ы -
A:=l

6 .2 .11. t i  fa zo s id a  aniqlangan

*:=i

fu n k s io n a ln in g  chiziqli, u z luks iz  ekanlig ini isbotlang va nor-  
m a sin i  toping.

Y echim i. Xohlagan a- =  (СьСг, ■ ■ ■), У = О ь  ^ 2, ■ ■ ■) elementlari va 
sonlari uchun

f ( a x  + f3y) = Y ^  
k=l

oo

+  fi^k) +  (д£а + 1 +  ви-'k+i) 
2k

E £ a - + 6 - + 1 , ,э  ^  +  Uk+1 t l  \ , a t t  \
---- 2k---- + ^  2 ^ ------ 2*----- =  Q/(X) +  ' / ( y ) '

k= l  “  * ~ 1

Demak, /  chiziqli.
Endi birlik sharda chegaralangan ekanligini koisatam iz.

м ^ й=1



2 2 0 V I. C h iz iq l i  o p o r a t o r l a r

bo'lganda ^  <̂2 =  1—si tengligini yoza olamiz. |£,| < 1 boiganligidan,
k=2

|si| =  siiii^’o belgilashini kirita olamiz. Natijada

E
i-=i

6 ,- +  &•-
2k

3
+ 1

*: = 1
<

< 1^1 +  V  3 |C I < 
k= 1

<  +  3 
“  2 \ E

k=l 2k \ E f t i  =
fc=i

i?ii , ,  i 
2 +  2 M

1

E «  =  ^  + # ^  =
fc=2

\/3
=  -  sin o;0 +  cos wq =  sm ( .o  +  f ) <  1.

Endi
1 3 3

Xo ~~ [ r
nuqtasini qaraylik. Bu nuqta fazoga tegishli. Haqiqatan,

\ 5 )  +E
k=2 2k

=  1.

Shu bilan birga,

/ M  =  i + E ( ^ y  =  L k=1 4 7

Demak, ||j 

6 .2.12

=  sup \f(x)\  =  1. 
M=i

2 1 

F{y) = J  y{x)dx -  J  y(x)dx

funks io n a ln in g  C[0, 1] fa zo s id a  chiziqli ekanlig in i k o ‘rsa ting  
va un ing  no rm a s in i  toping.
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Y echim i. Funksionalning chiziqli ekanligini ko'rsatamiz:

* L.
F(ay  + ;iz) = j  (ay + в:){т) d.r -  j  (ay + <h)(x) d.r = 

о i

\
y(x) dx — /  y(x)dx

\

v /

+  (3 I j  z(x) dx -  I z(x) d.r 
о

= aF(y)  +  f3F(z).

Endi uzluksiz ekanligini aniqlaylik. Ixtiyoriy y(x) G C[0. 1] uchun:

§ iГ г
12r 1/*

1 П у)\ = /  y(x)  dx -  /  y ( x ) dx  
J J

< /  y{x) dx + /  y{x) dx
J

0 I2
J0 12

<

< j  Iy(x)\dx + J  \y(x)\dx <
о I

l
< / maxlax |у(:г)|с1т +  / max |y(a')|(ij 

• T < i  J  i < : r < l

2 1
= max \y(x)\ /  dx + max |y(x)| /  dx =

0 < X < 1  J  ‘  J

= о m a x , \y(3')\ +  о ,m a x  \y(x)\ -

< ^  max \y(x)\ +  7- max |y(x)| =  max |y(x)| =  ||u|| .
2  0<:г<1 Л 2  0<.,<1 П 0<.г<1 П ПУ"

Bu munosabat funksionalning chegaralangan, demak, uzluksiz ekanligi
ni ko‘rsatadi.

Biz ||F || < 1 ekanligini aniqladik. Endi ||F || =  1 tenglikni isbot- 
laymiz. Buning uchun {y„} funksiyalar ketma-ketligini ||y„|| =  1 va 
lim F(yn) =  1 tengliklarni qanoatlantiradigan etib tuzaylik. y„.(x)

n —»oo
sifatida grafigi 8-rasmda ko'rsatilgan funksiyani olamiz.
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8-rasm

Bu rasm dan ko‘rinib turganidek, F(yn) =  1 — ^  (shtrixlangan figu- 
raning yuzasi), shu bilan birga, ||y„|| =  1. lim F(yn) =  1 bo'lganligidan,

n —> OO

||F || =  1 tengligi kelib chiqadi.
6.2 .13  C[a,b\ fa zo sid a  har bir funksionaln i

b
F(y) = J  p(x)y(x)dx (6.8)

a

ko ‘rin ish ida  ifodalash m um kin em as ekanligini к о ‘rsa tin g , 
bunda p{x) -  [a, b\ segm entda uzluksiz funksiya .

Y echim i. Oddiylik uchun a =  —1, b = 1 bo‘lsin. C[—1,1] fazosida 
6(y) =  y(0) funksionalni qaraylik. Uni (6.8) ko‘rinishda yozish mumkin 
deb olaylik, ya’ni [—1, 1] da uzluksiz /  funksiyani topish mumkin bo‘lib, 
har bir y(x) € С  [— 1,1] uchun 6 funksionalning qiymati

l

% )  =  J  f {x)y(x)dx  (6.9)
- l

formula bilan hisoblash mumkin bo‘lsin.
Grafigi 9-rasmda ko‘rsatilgan yn(x) funksiyani qaraymiz.
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/ 1

1

-1 1 1 1
n n

9-rasm

1 1

/  y„{x)f(x)dx  
J

= / yn(x)f(x)  dx <
-1

J

< J \ v . (x)\\f(x)\dx < J  |/ (x ) | dx < 2 Ц / Ц

n

munosabatidan va n

n = N  uchun 
1
f  VN{x)f(x)dx <

oo da n 0 ekanligidan, biror

n
1
T

< 2 tengsizligini yoza olamiz. Natijada,

Shu bilan birga, S(yiv) — ум(0) =  1, bundan у = yN boiganda

(6.9) formuladan /  yN{x)f{x)dx 
- l

1 tengligiga kelamiz. Bu ziddiyat 

farazimiz no‘tog‘ri ekanligini ko‘rsatadi.
OO

6.2 .14. A bsolyu t yaqinlashuvchi J2 qator va [a,b] seg-
k=l

m entidan  olingan xohlagan {xk} ketm a-ketlig i berilgan bo‘lsa, 
C[a,b] fa zo sid a

OO

F (y) =  ХкУ{Хк)
к= 1
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fu n ks iona lin ing  chiziqli, uzluksiz ekanligini isbotlang va n o r 
m a s in i  toping.

Y echim i. Dastlab chiziqli ekanligini ko'rsataniiz:
ГС

F{c\ij i  +  j i jo)  =  ^ A , [ a < / i ( . r , )  +  iiM-i'i,)} =
к --1

ОС ОС

=  cv £  A*yi(x k) + J  £  ) =  r tF(yi)  +  ;/j).
/ , : = ]  A- =  l

Uzluksiz ekanligini ko'rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini 
ko'rsatamiz:

\F(y)\ =
a— i

< <
Ar=l

< max \y(x)\ V  = ||y|| V  |Afc|.
a <x<b *—  *—

A = 1 k=1

^  Â. qator absolyut yaqinlashuvchi bo'lganligidan, F(y)  funksional 
A - l

ОС

chegaralangan. Shu bilan birga, \\F\\ <
k=i

Endi ||F || =  |A*| tengligining o'rinli ekanligini ko‘rsatamiz. 
a- = i

OO

Xohlagan £ >  0 uchun shunday m  soni topilib, ^  | A*| <  £ tengsizligi
k=m +l

o'rinli bo'ladi. C[q, 6] fazosida |y(x)| <  1 tengsizlikni va 1 <  k < m  
bo'lganda y(xk) =  sign A*, tengliklarni qanoatlantiruvchi funksiyani 
ym{x)  orqali belgilaymiz. Natijada.

^(Уш) = Y h  х к'Ут(х к) = 
a= i

ш  ос

=  Y 1  Хм ( х ь) + Y 2  Хку{х к) =
к—1 к—т+1

ос

к=т+1
=  Y1 1А*-| +  Y1 ХМ(х к)-

А-=1

|у(х)| <  1 bo'lganligidan,
ОС

ХкУ{Хк)
к—ill-И

< £  м  <
А*—/// + !



U holda
III X

F(n,„) > ' Y  IЛаI — s' >  Y j |Â 'I -
A’ =1 A- -1

Demak.
'X , OC

X > A - | - 2 £ < F (< ,m) < £ l A*-l- 
A-=l k=l

Endi £ >  0 soni ixtiyoriyligidan ||F || =  1^1 tengligini yoza olamiz.
k~i

6.2.15. H ilbert fa zos ida  uzluksiz  chiziqli fu n k tso n a ln in g  
u m u m iy  k o ‘r in ish in i  toping.

Y echim i. Hilbert fazosidan xohlagan To nuqtasini tayinlab,

/(x )  =  (x ,x 0) (6 .10)

funksionalini qaraymiz. Ixtiyoriy a ,fl  sonlari va x, у elementlar uchun

f ( a x  + fly) = (ax +  fly, x„) =

= a ( x , x0) +f l (y , x0) = a f ( x )  + fl f(y),  
ya’ni /  chiziqli funksional. Koshi -  Bunyakovskiy tengsizligi bo'yicha:

|/(:r) | =  |(x ,x 0)| <  ||x ||||x0||. (6.11)

Demak, /  uzluksiz.
Endi Hilbert fazosida aniqlangan har bir uzluksiz chiziqli funksional

(6.10) ko'rinishga ega boiishini ko'rsatamiz. Boshqacha aytqanda, 
Hilbert fazosida aniqlangan xohlagan uzluksiz chiziqli /  funksionali 
uchun (6.11) tenglikni qanoatlantiruvchi yagona xo nuqtasining mavjud 
ekanligini isbotlaymiz.

Ho orqali {x € H : f (x)  = 0} to'plamini belgilaymiz. /  chiziqli va 
uzluksiz bo'lganligidan, bu to'plam  yopiq qism fazo boiadi. Haqiqatan, 
x =  lim x„, x n 6 Я (), n — 1, 2, . . .  bo iganda

■Ц—+ OO

f (x)  = f (  lim x„) =  lim f ( x n) = 0,n—>00 11—* 00
ya’ni x € Ha.

Agar H0 = H  bo'lsa, x0 sifatida nol elementini olish mumkin. Но ф 
H  bo'lgan holni qaraylik. H \ H q to'plam idan biror yo element olib, uni

2/0 =  У’ +  У" Ы  €  Ho, y”±Ho)

ko'rinishda yozamiz (4.3.12-misolga qarang). у" ф 0 va f(y") ф 0 
boiganligidan, f(y") = 1 tengligi o'rinli deb olish mumkin. Xohlagan

^6 .2 .  L z lnksiz  ch iz iq l i  fu n k s io n a lh u - 2 2 5
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x  G H  e le m e n tn i o lib  f ( x )  = n b e lg ila sh  k ir ita n iiz .  x'  =  x  — ay"  
e lem en t i u ch u n

f ( x ' )  = f ( x )  -  a f { y " )  =  о: -  о =  0

boiganligidan, x '  G Н» munosabatga ega boiam iz. U holda
/ ff\ / / | // ff\ / f f/\ . / // ff\ / ff ff\(x , у  ) =  (x  +  a y  . у  ) =  {x , .(/ } +  a ( y  . у  ) =  а  (у  , у  ).

N a ti ja d a

f ( x ) = a = / x ,  У

Demak, xn sifatida , ¥ elementini olish mumkin.
( y , y )

Endi yagona ekanligini ko‘rsatamiz. Agar barcha x  G H  elementlar 
uchun (x,xq) = (x,x'0) tengligi oLrinli bo isa , u holda (x,xo — x'0) =  0 
boiadi. Natijada xq — x'0 _L H. Bu faqat xo =  Xg boiganda o‘rinli.

6.2 .16. E  norm a la n g a n  fa zoda  no ldan  farqli u z luksiz  chi
ziqli f  fu n k s io n a l i  va M  = {x G E  : / (x )  =  1} t o ‘p lam i berilgan 
bo‘lsin. U holda

77777 =  inf ||x||
II/II

tengligini isbotlang.
Y echim i. Xohlagan x G E  element uchun |/(x ) | <  | |/ | |  ||x|| teng

sizligi o‘rinli boiganligidan, x G M  elementi uchun 1 <  ||/ | | | |x ||,  ya’ni 
Луц- <  INI tengsizligini yoza olamiz. Shu sababli цуц- <  inf^ ||x||.

ll/I) =  sup |/ (x ) | boiganligidan, xohlagan г >  0 soni uchun shunday
IM!<i

ys elementi topilib,

| / Ы 1 >  ( l l / l l  - г ) Ы 1  ( l l / l l  > £ )
tengsizligi o'rinli boiadi. nuqtani xe orqali belgilaymiz. U holda

x £ G M  va llxJI <  т т г ---- Demak, inf llxll <  -n—?rr------tengsizligi ham
" 11 - £  ' x e M  \\j  -  £

o‘rinli. Bu tengsizlikda £ ixtiyoriy boiganligidan, m i ||x|| <  jщ -  teng

sizligini yoza olamiz. Yuqorida ||x|| tengsizligining o‘rinli

ekanligi ko‘rsatilgan edi. Natijada, ц-̂ ц- =  inf^ ||x||.

6 .2.17. F", n  G N fa zo d a  h a r  bir chiziqli fu n k s io n a l  f  uchun  
shunday a = (a ;) G Fn topilib,

П

f ( x )  =  ^ X i O b  X =  (Xi) €
4 =  1
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bo‘lishini k o ‘rsa ting , bunda F =  M yoki C.
Yechim i. Aytaylik. {ex..... } sistema F" fazoning bazisi va /  :

F" —■> F chiziqli funksional boisin. Agar x = (.г,) G Ш" bo'lsa, u holda

*  =  £  - r , <

i.=1

va /  ning chiziqli ekanligidan,
П

к * )  = ^ 2 x t f ( ei)-
i=1

Demak, /  funksional {e\,...,en} bazisdagi qiymatlari orqali to ia  
aniqlanadi. /(e ,)  =  a, deb belgilaylik. U holda

/0*0 =  У
i= 1

6.2.18. L2[0, 7t] fazoda
7Г

/0*0 =  J  x(t)s'mtdt, x  G L2[0, 7г]

funsionaln ing n orm asin i toping. 
Yechim i. x £ L2[0, 7r] uchun

2

|Д х ) |2 =  |  У  x ( t ) s i n i ^ J  <  J  \x(t)\2 dt J s m 2tdt  =
\o  / о  о

7Г

=  \\x \\2 J  sin2 td t  =  ||x ||2| ,
о

ya’ni H/Ц < y'T Endi sit)  =  y f  sm / da f(x)  =  , / ^  bo'lganligidan,

n/ п  =  Д
6.2.19. C[0, 7t] fazoda

7Г

/ (x )  =  J  x(t)costdt, x  G L2[0, тг]
о

funsionaln ing norm asin i toping.
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Y echim i. x G C[0. тг] uchun

|/(x ) | = I J  x(t) s i n f u l  < ||.r|| j  sin t dt = 2 ||x ||,
о и

ya’ni Ц/ll <  2. Endi x(t) = 1 da f (x)  =  2 bo'lganligidan, | | / | |  =  2. 

M ustaqil ish uchun m asalalar

1 - 10 - misollarda C [0 ,1] fazodagi funksionallarni chiziqli, uzluksiz-
likka tekshiring va normasini toping: 

l

1 - f ( x )  = f  x( t ) sin tdt;

2 . / (x )  = x(±);

3 - f ( x ) = f  x{t)sign(t -  | )  dt-
0
1

4. / (x )  = f  \f ix ( t2) dt\
0
1

5. / (x )  =  f  \ / tx ( t )d t ;
0
1

6 . f ( x )  =  J  x(t2) dt;

7. / (x )  = x'(t0);

8. f ( x )  =  J \ x( t ) \d t ;
о

9. f ( x )  =  max x( t );
v 0 < / < l

10 . / (x )  =  f  x2(t)dt.
о

11 . c0 fazoda quyidagi funksionallarning normasini toping, x =  
(xb  . . .  , x „ , . . . )  G c0:

a) / (x )  =  xi;

b) / (x )  =  Ё
A: =  l

C) f ( X) =
fc =  l  

OO

d) / ( ^ )  =  Ё  f 2’a-
A = 1
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6.3. Q o ‘sh m a  fazo lar

E  fazosida aniqlangau f\  va / 2 chiziqli funksionallarning yig'indisi 
deb

f (x)  = f i (x)  + f 2(x), x e E
ko'rinishda aniqlangan /  fnnksionalga aytiladi va f \  +  /2 ko‘rinishda 
belgilanadi.

/  chiziqli funksionalning a songa ko'paytmasi deb

g(x) = af (x) ,  x  G E

ko‘rinishda aniqlangan g funksionalga aytamiz va a f  ko‘rinishda belgi- 
laymiz.

Chiziqli funksionallarning yig'indisi va songa ko'paytmasi chiziqli 
funksional boiishi ravshan. Shu bilan birga, E  chiziqli topologik 
fazosida aniqlangan barcha uzluksiz chiziqli funksionallar to'plam i 
qo'shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo boiishini 
tekshirish qiyin emas. Bu chiziqli fazo E  fazoga qo‘shma fazo deyiladi 
va E* ko'rinishda belgilanadi.

M asalalar  

6.3 .1 . E  norm a langan  fa zo n in g  (i?*,|| • ||) q o ‘sh m a  fa zo s i  
t o ‘la ekanlig ini isbotlang.

Y echim i. E* fazosida {/„} fundamental ketma-ketligi berilgan 
boisin. U holda har bir e >  0 soni uchun shunday n£ soni topilib, 
n ,m  > n£ bo iganda ||/„  — f m || <  e tengsizligi o'rinli. Demak, ixtiyoriy 
x  G E  uchun

I fn(x) -  fm{x) I =  I (fn -  fm)(x)\ < || /„  -  f m\\ ■ ||x|| <  e||x ||,

ya’ni { f n(x)} ketma-ketligi yaqinlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limi- 
tini f (x)  orqali belgilaymiz. f ( x )  funksional chiziqlidir:

f ( a x  + (3y) = lim f n(ax  +  j3y) =
n —>00

=  lim (afn(x) + (3fn(y)) = a f ( x )  +  (3f(y).
77—>00

Endi f ( x )  funksionalning uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz.

Ifn(x) -  fm(x) I <  еЦхЦ 

tengsizligida ттг —> ос boiganda limitga o'tamiz:

I f i x )  -  fn(x) I =  lim I fn(x) -  f m(x)\ < £||x||.
777.—> 0 0  71 11 11
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Bundan /  — /„ funksionalning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. U 
holda /  =  /„ +  ( /  — /„) funksional ham chegaralangan. demak. uzluksiz. 
Shu bilan birga, barcha n > nc sonlari uchun | | /  — /„ || < t tengsizligi 
o i ’inli, ya’ni lim /„  =  / .

n —>00
6.3.2. A gar Ш" fa zo sid a  norm a

IIxlI =  max IxJ
1 <A< /;

form u la  bilan aniqlansa, и holda uning qo‘shm a fazosida  
norm aning a

l l / l l  =  £ l / / |  ( 6 - 1 2 )
1=1

kabi aniqlanishini k o ‘rsa ting .
Yechim i. x =  (xi , . . . , xn) £ Kn, /  =  ( / i , . . . , /„ )  € Mn =  (Mn)* 

bo'lsin. U holda

|/(^ ) l =  I J 2 x ,f i\ -  l /ill^ l <
i=l i=1 

n n

<  в ? ?  1**1=  ii îi Л  i/ii»' l<K<n z '
/ = 1  ~  i= 1 

ya’ni
Tl

| / (x ) | <  I N l J ^ I / i l .  (6.13)
i = l

Koordinatalari x, =  sign(/„). i =  l ,n  bodgan x nuqtani olaylik. U 
holda n П Tl

Y  Ш  =  5 ^ / i sign (/i) =  E  f>x > = l/(®)l> 
i = l  i = l  i = l

ya’ni
n

£ l / i | >  l l / l l -  ( 6 - 1 4 )
i=i

Endi (6.13) va (6.14) tengsizliklardan, (6.12) tenglik kelib chiqadi.
6.3.3. A gar  Rn fa zo sid a  n orm a

|хг 
(=1

form u la  bilan aniqlansa, и holda uning q o ‘shm a fazosida  
norm aning

= max |Д | (6.15)
1 <k<n
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kabi an iq lanish in i ko 'rsating.
Y echim i. x = (x i.......r„) £ K", /  = (J)....../„) £

bo'lsin. U holda
~  m'M*

|/(.r)| =  | £ . r , / (| < £ | / , | | . r , | <
*=1 i^l

11

< iT/i ,iu/vx 1 ^1 = ill'll ,т;лх
- =1 

ya’ni
|/(x ) | < |N | max |/л-1. (G.16)

1 <k<ii

Aytaylik, max |/V| = \fj\ bo'lsin. Ivoordinatalari x, =  (sign/,) 6jj,
1 < k< n

i =  1, n bo'lgan x nuqtani olaylik. U holda
11 77

max |Д.| =  f j  = Y^ f i ( s igaf i)Sij =  £ / , x ,  =  |/ (x ) |,
1 < k<n *— '  *— '

i= 1 ; = 1

ya'ni
max | / fc| >  H/Ц. (6.17)
1 <k<n

Endi (6.16) va (6.17) tengsizliklardan, (6.15) tenglik kelib chiqadi.
6 .3 .4 . A g a r  K3 fa zos ida  n o rm a

INI =  Ы  +  \ ] ч  +  x |

fo rm u la  bilan aniqlansa, и holda un in g  q o ‘shm a  fa zo s id a  
n o rm a n in g

l l / l l  =  m a x { | / i | .  s j f l  +  / 1 }  ( 6 . 1 8 )

kabi an iq lanish in i k o ‘rsating.
Y echim i. x =  (xb x2. x3) G R 3, /  =  ( / i , / 2, / 3) G R 3 =  (K3)* 

bo'lsin. U holda

з
1 / 0 * 0 1  =  I £ x - / < l  <  l / i l k i l  +  1 / 2 ^ 2  +  / 3 X 3 1 <

/-1

< 1/ 11N I + \ j  f l  + f l \ j  x2 + xl < max {I/i |, \J f l  + f$}(\xi\ + \Jxl  +xg). 
ya’ni

l/(x)| < ||x || m ax{ |/i|, \ J f l  +  / 3}- (6.19)
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Agar f  = 0 boisa. u holda (G. IS) tenglik lavshan. Aks liolda. 
quyidagi hollaini qa.raviniz.

a) sjf' i + > |/i|- Koordinatalari

/, f;
Xi = 0 , X -2 = —=====. X .i =

2

boigan  .r nuqta olavlik. 
U holda

ya in

> m ax{ |/i|, ^ / / f  +  /3 }- (6 .20)

b) л / f i  +  /3 — I/i I- Koordinatalari

*1 =  1, з~2 =  0, ,r3 =  0

bo igan  ж nuqta olaylik.
U holda

|/ (^ ) | =  |/ i | ,

ya’ni
Ц/ l l  >  m a x j l / i l ,  +  /32} . (6 .21)

Endi (6.19) (6.20) va (6.21) tengsizliklardan, (6.18) tenglik kelib 
chiqadi.

6.3 .5 . с fa zo n in g  qo‘shm a  fa z o s i  £\ fazos iga  i z o m o r f  ekan
ligini k o ‘rsating.

Y echim i. с fazosida quyidagi vektorlarni aniqlaymiz:

eo ( 1 ,  1 , . . . .  1 ,  • • • ) j  

efc =  ( 0 , 0 , . . . ,  0 , 1 , 0 , . . . ) ,  к € N.
к- 1

Natijada har bir x =  (£„) G с elementni

k
x = Coeo +  lim V '  ( 6  -  £0) e„

k-^oo  z '

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda £0 =  lim
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Aytaylik, f  G <■* bo'lsin. U holda

k
./ {■’') = 4(i./ ( ( 'o ) +  h i n  (ц „  — цо) J (<-,,)

к »oc L—
/7 =  1

= £0/70 +  lim V ' f c  -  чо) Vn,
»oo z— '

/7 =  1

bunda 7/o =  / (eo) va r/„ =  /(e „ ) , 71 G N.
Endi / (x )  sonini boshqa koi'inishda ham yozish mumkin ekanligi

ni ko‘rsatamiz. Bulling uchun £„ sonlarni £„ — sign 7;,, ko'rinishda 
aniqlaymiz. Har bir m £ N sonini tayinlab, =  (£,,) £ с nuq- 
tani quyidagicha saylab olamiz: n < m. boiganda £„ — sn, 11 > m  
boiganda — 0. U holda ||x^"'^|| <  1. Natijada

Vn
7 7 = 1

=  £ ы  <
n=1

m  £ N ning ixtiyoriyligidan, 52 IVn\ < +00 kelib chiqadi, ya’ni (rjn) £
77 =  1 OO

£\. Demak, har bir x  =  (£,,) £ с elementi uchun 52 CnVn qator absolyut
7 1 = 1

yaqinlashuvchi va
OO

f ( x )  = C0V0 + Y  ZvVn- (6.22)
7 7 = 1

Demak, agar /  £ c* bo isa , u holda ixtiyoriy x = (£„) £ с uchun (6.22) 
o'rinli, bunda £0 =  hm f„, щ = const va (т)п) £ t\. Yuqoridagidek,

77—>00

rn £ N sonini tayinlab x m =  (£„) G с nuqtani saylab olamiz: n < m  
boiganda £n =  n > m  bo 'ganda £„ = s0 — signT/o [en sonlari 
yuqorida aniqlandi). U holda ||xTO|| <  1, £0 =  lim £„ = e0 van—* OO 

m  00

f ( x m ) =  \vo\ +  \Vn\ +  £0  ^  Vn- 
n=1 n = m + l

Bundan
l l / l l  =  sup | / ( x ) |  >  | / ( x m)|

I N I < i

va m  —> 00 da OO
Ы  + ^ Ы  < 11/Ц.

7 1 = 1
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Наг bir у = (//„) G (\ element (6.22) formula yordamida с fazosida 
biror uzluksiz chiziqli f  funksionalni aniqlavdi. Shu bilan birga.

X .

\\f\\ =  M  + £  !'/"!•
h=i

Demak, c* = t\.
6.3.6. t \  fa z o n in g  qo‘shm a  fa zo s i  m fa zos iga  iz o m o r f  ekan

ligini k o ‘rsating.
Y echim i. £ =  (£i, £2- ■ • • • £/m ■ • ■) £ m bo isa . u holda

ОС

/ (x )  =  ^ x , £ , .  x = i (6-23)
(=i

formula l\ fazoda chiziqli funksionalni aniqlaydi.
/  iring uzluksizligi

ОС

|/ (x ) | <  sup 16-1E N I  = H£lUNI<i> 
k i= 1

y a ’ni
ll/ll <  ll£IU (6.24)

tensizligidan kelib chiqadi.
Endi t\  fazoda har bir uzluksiz chiziqli funksional (6.23) koiinishda 

ekanligini isbotlaymiz.
t\  fazosida quyidagi vektorlarni qaraylik:

e„ =  (0 , 0 , . . . ,  0 , 1, 0 , . . . ) ,  n G N.
4------ V------ '

/1 - 1

U holda x = (xn) G t\ elementni
ЭС

x  =  ^  x,e,
Ы 1

tl
kocrinishda yozish mumkin va = Y l x ie> uchun

i=1
oc

| |x (") -  x | |  =  ^  M  -»  0.
J = » + 1

/  G t\  boisin. U holda

Xiti =f ( x ) = f  = /  J ™  £
, i = l /=1
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II—'ОСlim /
•/' = 1 /-1

//

biuicla
& = /(<;,). « g  N.

1Ы =  № ) 1< ll/ll

(6.25)
к

(6.24) va (6.25) clan | | / | |  =  ||£|| kelib chiqadi, ya’ni t\  =  m.
6.3.7. m* fa zo n in g  l\ fazoga iz o m o r f  em aslig ini k o ‘rsating. 
Y echim i. Ravshanki, с yaqinlashuvchi ketma-ketliklar fazosi m ning 

qism fazosidir. с qism fazoda

ifoda chegaralangan chiziqli funksionalni aniqlaydi.
xq = (1, 1,..., 1,...) G с nuqtada f ( x 0) =  1 dan | | / | |  =  1 kelib chiqadi. 

Xan-Banax teoremasidan bu funksionalni normasini saqlagan holda m 
fazosiga davom ettirish mumkin.

Faraz qilaylik, bu funksional t\ fazo elementi orqali aniqlansin, ya’ni 
shunday ^ =  (£„) G t \  topilib,

en =  (0,..., 0,1, 0 ,...), n  G N elementlarni qaraylik. (6.27) dan /(e„ ) =
0, n G N kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan, (6.27) ga ko‘ra

Demak, /  =  0. Bu esa | | / | |  =  1 ekanligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyat- 
dan, m* fazoning (\ fazoga izomorf emasligini kelib chiqadi.

6 .3 .8 . C[a, b] fa zo n in g  refieksiv em asligini isbotlang.
Y echim i. Teskarisini faraz qilaylik. U holda chekli variatsiyali 

funksiyalar fazosi V  da aniqlangan har bir uzluksiz chizicili F( f )  funk
sional С [a, b] fazosidagi biror x(t) funksiya orqali aniqlanishi kerak, 
ya’ni

f (x)  = lim xn, x = (xn) G с (6.26)

(6.27)

/ ( e „ )  =  6m n  G N. 

Bundan £„ =  0, n G N. (6.27) dan esa

f ( x)  =  0, Vx G m.

F( f )  = Fx(f)  = f(x).



Demak,
i,

I'. i . t ) j  A t ) c l f ( t ) .
(I

bunda f ( t )  -  C[a;b]* da f ( x)  funksionalga 1110s keluvchi chekli varia- 
tsivali funksiya.

Quyidagi funkskmalni qaraylik:

F0(f)  = №  + 0) -  /(<o -  0) (f„ G [a, b}).

Bu funksionalning chiziqli ekanligi ravshan, uzluksizligi quyidagi baho- 
lashdan kelib chiqadi:

I W ) |  <  |/(io  +  0) -  /(to  -  0)1 <  Vab{f) =  | | / | | .

Bundan tashqari Fo(f) ф 0 , shuning uchun [a, b] da uzluksiz x0(t) ф
ь

0 funksiya m avjud boiib , Fo(f) = f  x 0(t) df ( t ) tenglik o'rinli bo iad i.
a

t
Endi f ( t )  =  J  xo(s) ds funksiyani qaraylik. Bu funksiya [a, 6] da

a
uzluksiz boiganligidan, Fo(fo) = 0. Biroq ikkinchi tomondan,

ь b

Fo(f) =  J  x0(t)df(t) =  J  x 20(t)dt >  0.

a a

Bu ziddiyatdan C[a,b\ fazoning refleksiv emasligi ko'rinadi.
6 .3 .9 . L°(0, 1)* =  {0} ekanligini k o ‘rsating.
Y echim i. Faraz qilaylik, /  G L°(0, 1)*, /  ф 0 mavjud boisin . 

Yarim intervallarning xarakteristik funksiyalari chiziqli kombinasiyalari 
L°(0, 1) fazoda zich boiganligidan, shunday Ai С [0, 1] yarim interval 
topilib, f (xAi )  =  <Si Ф 0 o'rinlidir. A\  ni teng ikkita dizyunkt A j, Д" 
yarim intervallarga ajrataylik. хд, =  хд; +  Х'д" boiganligidan,

f i x A'J +  f i x д?) =  f i XA J  Ф 0

kelib chiqadi. Bundan f(XA[) Ф 0 yoki f ( x д») Ф 0- Bu sonlarning 
noldan farqlisiga mos keluvchi yarim intervalni Д 2 deb belgilaylik, ya’ni 
f i x д2) =  2̂ Ф 0, bunda f i (A2) < 1/ 2.

Bu jarayonni davom ettirib,
a) ц{Ап) < 1/2'*;
b) f  i x д„) = 8п ф 0
shartlarni qanoatlantiruvchi {A,,} yarim intervallarga ega boiam iz.

2 3 0  VI.  C h iz iq l i  o p e r a t o r l a r
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Endi x„ =  ’ \л„ deylik. U liolda f i (An) <  1/2" dan {./■„} ketina- 
ketlik oichov bo'yicha nolga intiladi, ya'ni x„ Д  0. /  ning uzlnksizligi- 
dan, f(x„)  -> 0.

Lekin
f{x„) =  Ж ,  1Лд„) =  =  1.

Ho.sil boigan zidcliyatdan /  =  0, ya’ni L°(0, 1)* =  {0} ekanligini kelib 
chiqadi.

6.3 .10. E norm a langan  fa z o  va  .to 6 E  bo ‘Isin. U holda 
shunday  f  G E* m avjudki,

11/11 =  1

f ( x  o) =  | \xq\ I

tengliklari о ‘rinlidir.
Y echim i. elementning chiziqli qobig'i JHf(x0) cla

f ( a x  o) =  a | |x 0||

formula bilan aniqlangan funksionalni qaraylik.

\ f {ax0)\ = |a | |x 0||| =  ||aa-o||

dan va normaning bir-jinsli qavariq funksionalligidan, Xan -  Banax 
teoremasiga asosan, bu funksionalni E  fazosigacha davom ettiramiz. 
U holda

11/ 11=1

f ( x  o) = 1Ы1

tengliklari oiinlidir.
6.3.11. E norm alangan  fa z o  va x () G E bo‘Isin. U holda

f ,„ ( / )  =  f i x u). /  G /•:•

orqali aniqlangan fu n k s io n a l  E* da chegaralangan ekanligini 
k o ‘rsating.

Y echim i. / i , / 2 G F*. cvi, cv2 G R uchun

Ф-хи(а 1 /1  +  “ 2 / 2 ) =  ( « 1 /1  +  « 2 / 2 ) ( ^ 0 ) =

=  fvi/^xo) +  a-2/ 2(.ro) =  a i^ , , ( / i )  +
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Bundan chiziqli funksional. Endi

'• ',„ (/)I =  1/ Ы 1 < H/Hlknll

ekanligidan. chegaralangan funksional va ||(/v„|| <  ||.i’o||.
6.3 .12 . E norm alangan fazo  bo‘lsin. U holda

x € E :к-► y>, G E**

orqali aniqlangan akslantirish  izo m e tr iya  ekanligini 
ко ‘rsa ting .

Y echim i. 6.3.10-misoldan har bir x £ E  uchun ||^x„|| <  INull teng
sizligi o'rinli.

6.3.10-misolga asosan, har bir x G E uchun shunday /  G E* topi-

6 .3 .13. X  B anax fa zo s i, f n G X* , n G N ua ix tiyo r iy  x € X  
uchun

Y echim i. 6.1.20-misolda An operatorini /„  funksional bilan al- 
mashtirsak, misolning yechimi kelib chiqadi.

1. со fazoning refleksiv emasligini ko'rsating.
2. l\ fazoning refleksiv emasligini ko'rsating.
3. i*v fazoning £q fazoga izomorf ekanligini ko'rsating, bunda 1 < p <

oo, i  +  i  =  1.
4. Agar /  chiziqli funksional со С m fazoda chegaralangan bo'lsa, 

u holda bu funksionalni normasini saqlab, m fazosiga yagona usulda 
davom ettirish mumkinligini isborlang.

5. Agar X  cheksiz o'lchamli normalangan fazo bo'lsa, u holda X* 
fazo ham cheksiz o'lchamli ekanligini isbotlang.

6. X  Banax fazosi bo'lsin. Har bir M  С X  to'plam uchun

ladiki, |/ (x ) | =  | | / | | | |x | | .  Bundan

ya’ni H V ^ H  > I M I -  Demak,

\ Ш \  =  I N | .

lim (x, f n) =  (x, f)

tengligi o ‘rin li bo‘lsin . U holda f  G X* bo‘lish in i isbotlang.

M u s ta q il  ish  uch u n  m a sa la la r

M* =  { /  G X* : |/ (x ) | < l , V x  G M }
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to'planmiiig yopiq va qavariq ('kanligini ko'rsating.
7. X  va Y  normalangan fazolar. Z  = A”G Y  ularning to 'g ’ri yig'inclisi 

bo'lsin. U holda Z fazodagi har bir uzluksiz chiziqli funksional /  yagona 
usulda

/(( . r ,y))  =  h(x)+g(y)

ko'rinishda tasvirlanishini isbotlang, bunda h G X*. g G Y*.
8 . X  Banax fazosi bo'lsin. Agar A'* separabel bo'lsa, u holda A' 

ham separabel ekanligini ko'rsating.
9. X  separabel bo iib , A* separabel boim agan X  Banax fazosiga 

misol keltiring.
10. Qo‘shma fazosi с fazosiga izomorf bo igan  Banax fazosi mavjud 

emasligini ko'rsating.
11. A  Banax fazosi boisin . Ixtiyoriy chiziqli erkli {x,,} С X  ketma- 

ketligi uchun shunday {/„} С A* ketma-ketligi mavjud bo iib ,

11/ 7*11 =  1 " va fi(xj) = 6ij

o'rinlidir.

6.4. K u ch siz  to p o lo g iy a  va kuchsiz  y a q in la sh ish

E  chiziqli topologik fazosida aniqlangan barcha uzluksiz funksio- 
nallar to'plam idan chekli sondagi / 1, / 2, • • •, f n funksionallarni olamiz. 
Agar e musbat son bo isa , u holda

{x : \ f i (x) \<£,  г =  1 , 2 , . . . ,  гг} (6.27)

to'plam i E  fazosida ochiq boiadi. Shu bilan birga, bunday to'plam lar 
nol nuqtasini o'z ichiga oladi. Shuning uchun u nol nuqtaning biror 
atrofi. Bunday atroflar sistemasi nol nuqta atroflarining aniqlovchi sis
temasi boiadi. E  fazoda (6.27) ko'rinishdagi to 'plam lar sistemasi hosil 
etgan topologiya kuchsiz topologiya deyiladi.

Kuchsiz topologiya bo'yicha yaqinlashishga kuchsiz yaqinlashish 
deyiladi. (6.27) ko'rinishdagi to'plam lar aniqlanishidan, {x n} С E  
ketma-ketligi x  G E  elementiga yaqinlashishi quyidagiga teng kuchlidir:

/ Ы  -  f (x) ,  f  G E*.

Kuchsiz yaqinlashish x n x  kabi belgilanadi.
E* fazodagi normaga mos keluvchi topologiyaga shu fazodagi kuchli 

topologiya deyiladi.
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E  chiziqli topologik fazosida ,/ | . ./ _>......... ?■„ nuqtalarni olamiz. £ > 0
b o is in .

{ /  G E'  : | / (x,) |  < £. i = 1.2........11} (6.28)

to'plami E* fazosida ochiq boiadi. Bu atroflar sistemasi 110I nuqta 
atroflarining aniqlovchi sistemasi boiadi. E* fazoda (6.28) koiinishdagi 
to ‘plamlar sistemasi hosil etgan topologiya *-kuchsiz topologiya deyi
ladi.

*-Kuchsiz topologiya bo'yicha yaqinlashishga *-kuchsiz yaqinlashish 
deyiladi. (6.28) koiinishdagi to'plam lar aniqlanishidan, {/„} С E* 
ketma-ketligi /  G E* funksionaliga yaqinlashishi quyidagiga teng kueli- 
lidir:

f„(x ) -> f (r) .  x G E.

*-Kuchsiz yaqinlashish /„ f  kabi belgilanadi.

M asalalar

6.4.1. E  B a n a x  fa zo s id a  {x„} ke tm a-ke tlik  kuchli yaq in
lashuvchi bo‘lsa, и  holda bu ke tm a-ke tlikn ing  kuchsiz  yaqin
lashuvchi ekanlig in i k o ‘rsating.

Y echim i. Aytaylik, {x„} ketma-ketlik x elementga kuchli yaqin- 
lashsin, ya’ni \\xn — x || —> 0. Ixtijroriy /  G E* uchun

I/(x„) -  / (x ) | =  |/(x „  -  x)| <  | | / | | | |x „  -  x || -► 0

ekanligidan, /(x „ )  —> /(x ) .  Bundan x„ x.
6.4 .2 . E* fa z o s id a  {/„} ke tm a-ke tlik  kuchli yaqinlashuvchi 

bo‘lsa, и holda bu ke tm a-ke tlikn ing  *-kuchsiz yaqinlashuvchi 
ekanligini k o ‘rsa ting .

Y echim i. Aytaylik, {/„} ketma-ketlik /  funksionalga kuchli yaqin- 
lashsin, ya’ni ||/„  -  / | |  —> 0. Ixtiyoriy x G E  uchun

|/„(x) -  / (x)I  =  I(/„ -  / ) (x) |  <  | |x || | |/„  -  /II — 0

ekanligidan, f„(x) —> f (x) .  Bundan f„ — > / .
6.4.3. E chiziqli topologik fa zo d a  kuchs iz  yaqinlashishga  

quyidagicha t a ’r i f  berish m u m k in  ekanlig ini isbotlang: xq 
nuqtasi va  {x„} ke tm a-ke tlig i berilganda har bir <p G E* fu n k 
sional uchun  {(^(x„)} ketm a-ketlig i ip{x0) soniga yaqinlashuv
chi bo‘Isa, и holda  { r,,} ke tm a-ke tlig i  x0 nuqtaga kuchsiz  
yaqinlashuvchi deyiladi.
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Y echim i. Oddiylik uchun x о =  0 va bar bir ip G E* ucbun -fix,,) —* 0 
bo'lsin. Nol nuqtaning ixtiyoriy

Г \p, (x) \<s .  i =  1,

kuslisiz atrofini olaylik. U holcla bar bir s > 0 soni uclnui shunday 
n(; (i, = 1,2, ...,k) soni topilib, n > n, bodganda | ,̂-(:r)| < s o‘rinli 
bodadi. n€ = max/),- deb olsak, n  >  nc bodganda x„ € U ni yoza 
olamiz.

Teskarisi, agar nol nuqtaning har bir kuchsiz U atrofi uchun shunday 
n 0 soni topilib, n > щ  bodganda x„ G U o‘rinli bodsa, u holda n —> oo 
da har bir ip G E* uchun (p(xn) —> 0 ekanligi ko‘rinadi.

6.4 .4 . N o rm alangan  fa zo d a  berilgan har  bir {:r„} kuchsiz  
yaqinlashuvchi ke tm a-ke tlikn ing  chegaralangan ekanlig ini is- 
botlang.

Y echim i. E* fazosida

Am  =  { /  : \ f { x n)\ < k}, k , n  = 1,2,. . .  (6.29)

to ‘plamlarini qaraylik.
Tayinlangan x n da /  o‘zgaruvchidan olingan ( /, x n) funksiya uzluksiz 

bodganligidan, (6.29) to ‘plamlari yopiq bodadi. Yopic| to ‘plamlarning
OO

kesishmasi yopiq bodganligidan, Au = f l  Am, to ‘plami ham yopiq
П— 1

bodadi. {x„} ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi bodganligidan, har 
bir /  G E* uchun f ( x n) sonli ketma-ketligi yaqinlashuvchi, demak, 
chegaralangan. Boshqacha aytganda, E* fazosidan olingan ixtiyoriy 
/  element Ak to'plamlarining bittasiga tegishli bodadi. Shuning uchun

OO

E* =  U  A k 
k=l

tengligini yoza olamiz. E* fazosi todiq bodganligidan, Ber teoremasi 
(3.1.11-misolga qarang) bo‘yicha Ak  to ‘plamlarning bittasi, Aytaylik, 
A m to ‘plami biror B[fo, s] sharda zicli bodadi. A m yopiq bodganligidan, 
B[fo, e] С A m o‘rinli. Natijada {xn} ketma-ketlik s] sharida,
demak, E* fazosida har bir sharda chegaralangan bodadi. Jumladan, 
birlik sharda ham chegaralangan. Boshqacha aytganda, {xn} ketma- 
ketlik hadlari E** fazo elementlari sifatida chegaralangan. E  с  E** 
munosabatidan {x,,} ketma-ketlikning E  fazosida ham chegaralangan 
ekanligi kelib chiqadi.

6 .4.5. E  norm alangan  fa zo d a  {x,,} ke tm a-ketlig i  va  x  G E  
e lem en t berilgan bo‘lib, quyidagi ikki shart o ‘r in li  bo‘lsin:
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1) {||.r„||} ketma-keUigi biror M  soni bilan chegaralangan;
2) E* fa zo s id a  zich bo‘lgan biror  Л t o ‘p la m d a n  olingan har  

bir f  uch u n  f(j'n) — /(-О-
U holda  {.i „} ketm a-ketlig in ing  x nuqtaga yaqinlashuvchi  

ekan in i isbotlang.
Y echim i. сp = c\\f\ +  « 2/2 + +  n *./*.. /1 ■ h - ■■■■ fa 6 A bodsa, u 

holda ikkinchi shartdan:

=  ( Q,l / l  +  n-l j ' I  +  +  a k f k ) ( x n)  =

= a\ fx(xn) + £*2/ 2(2’,,) +  ••• +  akfk{x n) —►

-* a j x  (.x ) +  « 2/2 (x) +  ... +  ak.fa (x) = ip ( x ) .

Endi E* fazodan ixtiyoriy ip element olaylik. {</?„} orqali element- 
lari Д to ‘plam elementlarining chiziqli kombinasiyalaridan iborat va ip 
elementga yaqinlashuvchi ketma-ketlikni belgilaymiz. ip(xn) —> if{x) 
o‘rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. M  sonini | | i n || <  M, n =  
1,2,.. . ,  ||:r|| <  M  o'rinli bodadigan etib saylab olaylik.

ifik —> ip bodganligidan, har bir s >  0 soni uchun shunday k£ soni 
topilib, к > kE bodganda \\ifi — <pk \\ < ~ tengsizligi o‘rinli boladi. Bundan

I<p{xn) -  ip(x)\ =  Iip{xn) -  <pk(xn) +  <Pk(xn) -  Vk(x) +  Vk(x) -  ip(x)I <

<  Itp(xn) -  ipk(xn)I +  \ipk(xn) -  i fk (x)I +  \Vk{x) -  <f{x )\ <

<  e M  +  e M  +  \ifik(xn) -  i pk {x ) | .

Shart bo‘yicha ifk(xn) —> <PkXx ) bodganligidan, har bir ip £ E* uchun 
ip(xn) — <p(x) —> 0 ekanligi kelib chiqadi.

6 .4 .6 . Chekli o ‘lchamli W  evklid fa zo s id a  har  bir kuch-  
s iz  yaqin lashuvchi ke tm a-ketlikn ing  kuchli yaqinlashuvchi 
ekan in i isbotlang.

Y echim i. Aytaylik, {eb e2, ..., en} sistema M” daga biror ortonormal 
bazis bodib, {ж̂ .} ketma-ketlik Mn da x elementga kuchsiz yaqinlashuv
chi bodsin.

(1) , . (71) 
x k =  x \ ’e i  + -------e n,

x = x ^ e x +  • • ■ +  x ^ e n

bodsin. U holda

я* =  (хк,ех) -> ( x , e i )  = x {1\

x [ 'l) =  ( xk , e„)  -► (x,  en) =  x (" \
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ya’ni {-I'f,} ketma-ketlik .r eleinentga koordinata bo'yieha yaqinlaslmv- 
clii. Natijada,

ya’ni {.r/,.} ketma-ketlik x ga kuchli yaqinlashuvchi bo'ladi.
6.4 .7 . C [0.2тг] fa zo s id a  kuchli va kuchsiz  yaqinlashishlar  

o ‘zaro teng kuch lim i?
Y echim i. C[0, 2тг] fazosida

2 7Г

formula orqali aniqlangan uzluksiz chiziqli funksionallar ketma-ketligini 
qaraylik.

M atematik analiz kursidan m a’lumki, [0, 2~] kesmada uzluksiz 
bo'lgan har bir x(t) funksiya uchun uning Fure qatoriga yoyilmasi 
koeffitsientlaridan tuzilgan {а„(.т)} ketma-ketlik nolga yaqinlashuvchi 
bo£ladi ( lim an(x) =  0), ya’ni {an(x)} funksionallar ketma-ketligi nol

о

funksionalga kuchsiz yaqinlashuvchi bo‘ladi. 
Shu bilan birga, an(x) funksionallarni

ko‘rinishda yozish mumkin, bundan tashqari

Var
fG[0,2?r]

ya’ni

»t

о
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Deinak. C'[0,2тг] fazosida qaralayotgan uzluksiz ehiziqli funksio- 
liallarning {r/,,(.r)} ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi boiib , kuchli 
yaqinlashuvchi emas.

6 .4 .8 . C[a,b] fazoda  sin(nt) ke tm a-ketlig i kuchsiz  yaq in 
lashuvchi bo‘ladim i?

Y echim i. x n(t) =  sin nt  ketma-ketlik hadlarida
/7 T \  П7Г

f{x„) =  :r„ =  sm —

ko‘rinishda aniqlangan /  funksionalni qaraylik.

{/(*„)} = {1, 0, - 1, 0 , 1,...}

bo‘lganligidan, bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi emas. Demak, {x„} 
ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi emas.

6 .4 .9 . (S h u r  teorem asi)  i\ fazoda  berilgan ke tm a-ke tlikn ing  
kuchs iz  yaqinlashuvchiligidan, un ing  n o r m a  bo ‘yicha yaq in 
lashuvchi bo‘lishi kelib chiqishini isbotlang.

Y echim i. i\  fazosida {yn} ketma-ketligi yo nuqtaga kuchsiz yaqin
lashuvchi bo‘lsin. U holda {xn : x n = y„ -  yo} ketma-ketligi 0 nuqtaga 
kuchsiz yaqinlashuvchi bo‘ladi. Biz ||x„|| —> 0 bo‘lishini ko‘rsatishimiz 
kerak. Teskarisini faraz qilaylik. Ushbu

lim ||xnJ |  =  I > 0

munosabatni qanoatlantiruvchi j|xn II qism ketma-ketligi mavjud
*’• ОСbo‘lsin. Zarur bo‘lsa x llm elementlarni .. .. ko‘rinishdagi elementlar

lF»JI
bilan almashtirib, nolga kuchsiz yaqinlashuvchi va har bir hadi normasi
1 ga teng ketma-ketlikga ega bo‘lamiz.

Demak, berilgan {x(l} ketma-ketlik quyidagi shartlarni qanoatlanti- 
radi deyishimiz mumkin:

x n -  0 (6.30)

||x„|| =  l (n = 1 ,2 ,...) (6.31)

bo‘lsin. Endi Д. funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

fk (x) = 6: (k =  1 ,2 ,. . . ) .

(6.30) m unosabatdan {fk(xn) : n =  1,2 ,...}  ketma-ketlikning nolga 
yaqinlashuvchi ekanligi, ya’ni

Йп ) — >0 (к =  1, 2,...) (6.32)
п —> ОС
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bo iis l i i  kelib chiqadi. /q = 1 bo'lsin. U holda

Ek“
A-1

1.

Natijada
/> i

E k“k=i

3
> 4

tengsizlikni qanoatlantiruvchi pi > 0 soni mavjud boiad i. 
A ytaylik, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi

1 = щ < П2 < ... < Tlj

va
0 = po < pi < ... < pj

butun sonlari tanlangan bo‘lsin: 

p.-i 

E k -(n̂ )
Sfc

1
4

(s = 1, 2 ,..., j )

va
1

> 4
(5 = 1 ,2 ,..., j ) .

(6.33)

(6.34)E k!”J
U holda (6.33) munosabatga ko‘ra shunday nJ+i > rij soni topiladiki, 
natijada ushbu

Pi

*:=!

("j+i) 1
< 4

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlik va (6.33) munosabatdan:

E Is
k= P j+ 1

(”3+1)к
ос f t

E si”'*'1 - E Is
Лт—1 fc=l

>

U holda quyidagi tengsizlikni qanoatlantiruvchi pJ+1 > Pj nomerini tan- 
lash mumkin:

ft-+i 

E
fc=Pj+i

tK+i)Sfc
3

> 4

Shu tax litda fikrlashni davom ettirsak, (6.33) va (6.34) tengsizliklar har 
bir s = 1 ,2 ,... uchun o‘rinli bo‘ladigan ikkita 1 < щ < П2 < ... va
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0 = /<ц < p\ < ... < Pi < 1 Jilt mi sonlar ketina-ketiiklaiTiing liiavjud 
ekanliinni ko'rsatacli. Lshbu

Щ = sig ii^ .'" {Ps-1 < A- < ps: k, » = 1 .2 ....)

ko'rinishda belgilash kiritamiz. {;/*.} € bo'lganligidan, t\ fazosida 
quyidagicha /() funksionalni qaraymiz:

ОС

/(>(■?) = т  (•r = {^ })- 
A-=l

/o(x„J kattalikni quyidan baholaymiz. |rji| < 1 ekanligini e'tiborga 
olsak,

I/о (a:™.) I =
t=i

>

> E
k —P s -  l  +  l

P s - 1

A-=l 
Ph—1

k=p.~ l 
ОС

> E  t e 4 “J i - E i f l ”' ’i -  E  If“ i =
A’=p„_i + 1 A'=l A:=/>s+ l

=  2  ^  
k=pa-1 + 1

Demak, (6.31) va (6.34) bo‘yicha

/o(^n J  > I

tengsizligini yoza olamiz. Bu esa ||z„J| = 1 shartiga zid. Demak, 
||xn|| -> 0.

6.4 .10 . H Hilbert fazosi, {x ,,} С H. Agar {.r„} ketma- 
ketlik xq e H nuqtaga kuchsiz yaqinlashib, ||x„|| —> ||xo|| 
bo‘lsa, и holda {x„} ketma-ketlik x<) да kuchli yaqinlashishini 
ko‘rsating.

Yechimi. { z n} ketm a-ketlik x 0 G H nuqtaga kuchsiz yaqinlashishi- 
dan, lia r b ir у G H uchun

(x„,y} (*o,y)

o'rinlidir. ||x„|| —* ||xo|| bo‘lganligidan,

\Xf, . Xn ̂  > (xq,2q).
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Bundan
— -г(|||’ — (-Гn ~ -Hi. -rn ~ -I'd) —

— {-I'n-.r,,) 4 (./'h.j'o) — (.('„../'о) — —

[ ( . r „ . j ’ „ )  — ( . /' о.  . / ' о) ]  — [ ( . r „ . . r „ )  — ( . I ' n . X  и ) ]  — > 0 .

ya in \\x„
6 .4 .11 . <?2 /azo birlik sferasining kuchsiz yaqinlashish 

m a ’nosida yopig‘ini toping.
Y ech im i. fazo birlik sharidan ixtiyoriv .i’n = ( « i . a o , .... a „ . ...) 

liuqta оПЪ. uslibu

ketma-ketlikni qaraymiz. Bu ketma-ketlikning barcha hadlari birlik 
sferaga tegishli va xo nuqtaga kuchsiz yaqinlashadi. Demak, f'o fazo 
birlik sferasining kuchsiz yaqinlashish m a’nosida yopig'i birlik shardan 
iborat.

6 .4 .12 . H Hilbert fazosi, x„, x. ;/„, у £ H bo‘lsin. Agar 
x„ — va y„ -!—> у bo‘lsa, и holda

(•r„.y„) -> (x.y)

ekanligini ko‘rsating.
Y ech im i. Quyidagini yozaylik:

(х„,Уп) = (x„ -  x,y„ -  y) +

+ {x„ -  x, y) + (x,y„ -  y). 
xn x ekanligidan, ||.r„.|| < M, ||.r|| < j\/, buiida M > 0. Bundan

•2
X’2 = (<vi. rt2, . 1 - J  af, 0, 0 ,...) 

\ i = \

n

|(т„ -  x,yn -  у)I < ||.r„ -  i ' l l||y„ -  2/|| < 2M\\y„ — a/ll —»• 0.

I(J% Vn ~ y)| < M\\y„ -  у|| -► 0
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va
!(.'■„ -.'■..//)| - o .

Demak.
(-r „.(/„) — {.r.i/}.

6.4 .13 . to da chegaralangan ketma-ketlik koordinatalar 
bo‘yicha yaqinlashuvchi bo‘Isa, и holda bu ketma-ketlik kuch- 
siz yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Yechimi. l 2 fazoda chegaralangan {x*.} ketma-ketlik x elementiga 
kuchsiz yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun

(xk, е.,) = x [] -> x{l) = (x. e,), i = 1, 2,

bu yerda e\ = (1, 0 , . . . ) ,  e2 = (0. 1 , 0....... ) . . . .  bajarilishi yetarlidir.
Haqiqatan, c, elementlarning chiziqli kombinatsiyasi £2 fazoda zich. 
Demak, £2 da {x^} chegaralangan ketma-ketlik kuchsiz yaqinlashuv- 

chiligi, ushbu vektorning koordinatalar bo‘yicha sonli ketma- 
ketliklarning har bir i = 1 ,2 ,... uchun yaqinlashuvchi ekanligiga teng 
kuchli.

6.4 .14 . £2 fazoda kuchsiz yaqinlashish kuchli yaqinlashish 
bilan ustm a-ust tushadimi?

Yechimi. £2 fazoda ei, e2, ..., e „ ,... ketma-ketliklar nolga kuchsiz 
yaqinlashishini ko'rsatamiz.

£2 da ixtiyoriy chiziqli / funksionalni skalyar ko‘paytma ko‘rinishda 
yozamiz: f(x) = (x, a), x € £2 tayinlangan vektor. Bundan /(en) = an 
va an - »  0, ti —> 0 0 , u holda

lim f(en) = 0.
n —>oc

11 e„ 11 = 1 dan {e,,} ketma-ketligi nolga kuchli yaqinlachuvchi emas. 

M ustaqil ish uchun m asalalar

1. C [0 ,1] fazosida kuchsiz yaqinlashuvchi bo'lib, norma bo‘yicha 
uzoqlashuvchi ketma-ketlikka misol keltiring.

2. Ixtiyoriy Hilbert fazosi kuchsiz topologiyada to‘la bo‘ladimi?
3- f n(t) — sin f, t G [—7Г, 7t] funksional ketma-ketlik L2[-7r,7r] kuch

siz yaqinlashuvchi bo‘lib, norma bo'yicha uzoqlashuvchi ekanligini is
botlang.

4. X  Banax fazosi, {.in} С Л , ||xn|j < 1. Agar xn Л  x bo'lsa, u 
holda ||x|| < 1 ekanligini ko'rsating.



5. H Hilbert fazosi. x„. x. //„. ij £ H boisin . Agar x„ x  va 
!h, ——>■ I/ bo'Isa. u liolda

{-r.y)

o'rinlimi?
6. {■*’„} С  C'[0,1] ketma-ketligi [0,1] ning liar bir liuqtasida 

yaqinlashuvchi bodsa, u holda bu ketma-ketlik kuchsiz yaqinlashuvchi 
bodadimi?

7. fazoda cos (nt) ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi 
bodadimi?

8. C [0 ,1] fazosi kuchsiz toda bodadimi?
9. A ytaylik , {x,,} H Hilbert fazosida ortogonal sistema bodsin. 

Quyidagi tasdiqlarning o‘zaro teng kuchli ekanligini ko‘rsating:
OO

a) x n qator yaqinlashuvchi;
/2=1

OO

b) x n qator kuchsiz yaqinlashuvchi;
n = 1
ОС

c) I |̂ n| |2 qator j^aqinlashuvchi.
Tl= 1

10. Banax fazosidagi kuchsiz yaqinlashuvchi ketma-ketlik kuchsiz 
fundamentalligini ko'rsating.

11. (.2 fazoning birlik shari kuchsiz topologiyada kompakt ekanligini 
isbotlang.

о (i.-l. Kuchsiz  topolo^iva  vn kuchs iz  y m j in la sh ish  2 1 9



VII B O B  
Chiziqli operatorlar fazosi

7.1. Chiziqli operatorlar fazosi

X  uormalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi barcha 
chegaralangan chiziqli operatorlar to'plamini B(X.Y) kabi belgilaymiz. 
Agar X = Y bo‘lsa, u holda B(X) kabi belgilanadi.

T.S £ B(X,Y) operatorlar uchun ularning yig'inclisi T + S  deb

( T + S){x) = T(x)  +S(x). x e  X

formula orqali aniqlangan operat-orga aytiladi.
T £ B(X,Y) operatori va A £ С  soni ko'paytmasi AT deb

(AT)(x) = AT{x). x £ X

formula orqali aniqlangan operatorga aytiladi. Ravshanki. T + S, XT 
operatorlar ham chiziqli operatorlar bo'ladi.

Uzluksiz chiziqli operatorlarning yig'indisi va uzluksiz chiziqli ope- 
ratorning songa ko'paytmasi, uzluksiz operator bo‘lishi uormalangan 
fazolarda amallarning uzluksizligidan kelib chiqadi. Demak, B(X,Y) 
chiziqli fazo bo‘ladi.

Eslatib o‘tamiz, T £ B(X,Y) operator normasi

||T|| = sup{||T(2-)|| : x £ X, ||x|| < 1}

formula orqali aniqlanadi.
Qo‘shish, songa ko'paytirish va normaga nisbatan B(X,Y) nor- 

malangan fazo bo’ladi.
H Hilbert fazosi bo‘lsin. B(H) fazoda har bir x. y £ X  uchun

A £ B(H) —> |<Л(х),у>| (7.1)

formula yarim normani aniqlaydi. (7.1) korinishdagi yarim  normalar 
B(H) fazoda hosil etgan lokal qavariq topologiyaga kuchsiz topologiya 
(ш-topologiya) deyiladi. Bu topologiyada yaqinlashishga kuchsiz yaqin
lashish deyiladi va u A„ A kabi belgilanadi. Kuchsiz topologiya 
ta'rifidan,

An A <=> lim (A„(x). y) = (A{x),y), V x ,y  £ Hn—>OQ
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oknnligi bevosita ko'rinadi.
B(H) fazoda bar bir x G X uchun

.4 G B(H) -> P(.r)|| (7.2)

formula varim normani aniqlaydi. (7.2) ko'rinishdagi yarim normalar 
B(H) fazoda liosil etgan lokal qavariq topologiyaga kuchli topologiya 
(s-topologiya) deyiladi.

Bu topologiyada yaqinlashishga kuchli yaqinlashish deyiladi va u 
An — > A kabi belgilanadi. Kuchli topologiya ta'rifidan,

An —-> A <=> lim A„{x) = A(x), V:r,G H
n —> ОС

ekanligi bevosita ko'rinadi.
B(H) fazoda

A G B(H) —> ||Л|| (7.3)

formula normani aniqlaydi. (7.3) korinishdagi norma B(H) fazoda hosil 
etgan lokal qavariq topologiyaga tekis topologiya (r-topologiya) deyiladi.

Bu topologiyada yaqinlashishga tekis yaqinlashish deyiladi va u 
An => A kabi belgilanadi. Tekis topologiya ta ’rifidan,

An => A <̂> lim ||An — A|| —> 0
77.—> OO

ekanligi bevosita ko'rinadi.
Aytaylik, L biror H Hilbert fazosinig qism fazosi bo'lsin. H = L®LL 

tengligidan har bir x G H vektori yagona ravishda x = y + z ko'rinislida 
yoziladi, bunda у G L, z G L±. P  : H —> H operatori har bir x G H 
vektoriga uning L qism fazosiga proeksiyasi bo'lgan у vektorini mos 
qo'ysin. Bu clhziqli operator L qism fazoga proektor deyiladi.

Pi.P-2 proektorlar uchun A  = 0 bo'lsa, Pi va P2 proektorlar or- 
togonal deyiladi va Pi _L Pi kabi yoziladi.

M a s a la la r

7 .1 .1 . Agar X  normalangan fazo, Y esa Banax fazosi 
bo‘lsa, и holda B (X ,Y ) Banax fazosi ekanligini ko‘rsating.

Y ech im i. Aytaylik, {T„,}»eN -  B(X,Y) fazosining xohlagan fun
damental ketma-ketligi bo'lsin. U holda ixtiyoriy e > 0 soni uchun 
shunday nE soni topilib, barcha n, m > n€ sonlar uchun



VII. C h iz iq l i  op era  to r la r  fazosi

tengsizligi o'rinli bo iad i. Natijada. A’ fazosining xolilagan .r nuqtasi 
uchuii

||T„,(.r) -  T„(x)|| < \\TW -  Г„||||х|| < £||.r||.

y a ’ni
И В Д - В Д И  <c||x|| (7.4)

tengsizligiga ega bodamiz. Bundan {T„(x)} ketma-ketlikning Y fazoda 
fundamental ekanligi kelib chiqadi. Y to 'la bodganligidan, {T„(x)} bu 
fazoda yaqinlashuvchi bo‘ladi. Aytaylik.

lim T„(x) = T(x)
n —> ОС

bodsin. Har bir x i ,x 2 G X , Ai, A2 G С uchun

T(A1X1 + A2x2) = lim T„(AiXi + A2x2) =
n —> ОС

= lim (A1T„(x1) + A2T (x 2)) = A1T’(x1) + A2T (x2).n—*oc
Demak, T chiziqli operator bodadi.

Endi (7.4) tengsizligida m —* oo bo'yicha lim itga o'tsak,

||T(x) - T n(x)|| < e||x||

tengsizligiga ega bodamiz. N atijada, T — Tn operatorning B(X,Y) fa- 
zosiga tegishli ekanligi kelib chiqadi. U ho ldaT  = (T—Tn)+Tn operatori 
ham B(X,Y) fazosiga tegishli. Shu bilan birga,

||T(x) -  Tn(x)|| < £||x||

ekanligidan, ||T — T„|| < e tengsizligiga ega bodamiz. Shu sababli Tn => 
T. Demak, B(X,Y) Banax fazosi bodadi.

7.1.2. F" fazoni Fm fazoga akslantiruvchi chiziqli operator- 
lam ing umumiy ko‘rinishini toping, bunda F = R yoki C.

Yechimi. Aytaylik, { e i,...,e„}  sistema Fn fazoning bazisi, 
{/b---)/m} esa Fm fazoning bazisi va A : Fn —> Fm chiziqli operator 
bodsin. Agar x = (xj) G R n bodsa, u holda

П
x - ^ 2 xJeJ

j=i

va A operatorning chiziqli ekanligidan,
11

A(x) = J 2 xJA(ej)- 
j =i
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Demak. .4 operatori {e\......e„) bazisdagi qiymatlnri orqali to;liq
aiiiqlaiiadi. Har bir A(e4) vektorning {f\....../,„} bazisi bo'yicha

yoyilmasiui olaniiz. Bundan

i=i

П  II I

■4?) =
, 1 < !

y a  ni

Л(х) -  У 2 У 2 (,;гГ.;Л- 
i = 1 7=1

Demak, A operatori (a,-,;) matrisa orqali to‘liq aniqlanadi. 
Bunda x  = (x i, . . . ,x n) vektor q iym ati quyidagicha topiladi:

/  <2ц CL] 2 . . .  din  

021 «22 • ■ • «2п

У  f l m l  a m 2  • • • G T i m  )

( хл \

О X‘2

\ Xh )

I  A  \
L  a ii-r i 
■/=i n

a2iXj
i.=1

7.1 .3 . IRn fazosida  ||x|| = m ax |хд.| norm asi qaralib, A : Ш" —>
l<fc<77.

operatori { « i j } i < i , j < n  m atrisa bilan aniqlansa, и holda
П

ил 11 = (7-5)
j=i

ekanligini ko‘rsating.
Y ech im i. x  = ( x b  • • • , x„ )  G R". у =  А(т), у ~ (yx, ■ ■ ■ , y„) boisin. 

U holda har bir / G 1, n uchun

Hi " ,  , x , .

7 = 1

Demak,

ч  = Y , к - ik . -
. 1 7=1
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<  \<4.i\ m /vx ) !■ '> !  =  i k l l  YLKb
./ I

y\\ < Ikl l  Y  K ' l -  7̂ -6 )

va 111

.,=1

n
Faraz qilaylik. max ^  |o(J| ifocla maksimumga i = ?<> da erishsin.

1 - ' - ”  j=i
Koordinatalari xj = sign(a,-u.j), j  = l .n  bo'lgan ,r miqtani olaylik. U 
holda у = A(x) uchun

П n n
max
1<г<п A- -  j=i j=i j=i

, 1ач1 = H  = Л  = yio = lyi«l -

y a n i
П

max y ' l a / j l  < \\y\\. (7.7)
1<г<п *
_ _ j=i

Encli (7.6) va (7.7) tengsizliklardan, (7.5) tenglik kelib chiqadi.
7 .1 .4 . £ Banax fazosi va T G S(£ ’) bo‘lsin. Agar ||T|| < 1 

bo‘lsa, и holda (I — T )"1 G B{E) va
OO

(/ -  T)~l =
71=0

ekanligini ko‘rsating.
Y ech im i. x G £  bo‘lsin. ||T|| < 1 boiganlig idan, Sn = Tk

k = о
uchun m > n da

| | 5 ? n ( x )  -  5 „ ( x ) | |  =  || -  £ r * ( : r ) | |  =
fc=0 A;=0

m  m. / m  \

X ;  ^ ( x ) n <  £  iit*-(*)h < i m n i N i <
f c =n +l /с=7г+1 \A:=7i+l



Dcuiak. {5„(./•)} ketma-ketligi E fazoda fundamental, </ = A(.r) = 
liixi Sn(.r) deylik. U holdaI)—‘DC

II T\\" + ll l - 4 ( . r ) - 5 „ ( . r ) | | < ^ j | ^ l k | |
IIT!I"+1

ekanligidan. .4 — S„ € B(E). Endi ЦЛ — S„|| < у —JjTT| e^an^S'dan,
П

n —> oc boiganda, ]T] Tk => .4 kelib chiqadi.
* -= o

Endi A = (I — T)~l ekanligini ko'rsatamiz. Har bir x € E uchun 

((/ -T )A)(x) = (I - T )  lim S„(x) =n—*oo
= lim ((/ -  T)(I + T + T2 + ... + T"))(x) =

n —* CO

= lim (/ -  Tn+1)(x) = lim (x -  Tn+1(x)).
П  —> OO 7?—>QC

Endi ||T"+1(x)|| < ||T||"+1||x|| 0 ekanligidan, lim T ',+1(x) 0,
71—>00

Bundan ((/ — T)A)(x) = x. Xuddi shunday, (A(I — T))(x) = x. Demak,
л  =  ( i  - т у 1.

7.1 .5 . E Banax fazosida aniqlangan A, В chegaralangan 
chiziqli operatorlar uchun

(A + B)* = A* + В*

tenglik o ‘rin li ekanligini ko‘rsating.
Y ech im i. x E E,g E E* bo‘lsin. U holda

((A + B)*(g),x) = (g, A(x) + B(x)) = (g, A{x)) + (g, B{x)) = 

= (A*(g),x) + (B*(g),x) = (A* (g) + B*(g),x),
ya ’ni

((А + ВУ(д),х) = (А*(д) + В*(д),х).
Bu tenglik barcha x G E uchun o‘rinli ekanligidan,

(.A + By(g) = A*(g) + B*(g),

y a ’ni
(A + В)* = A* + B*.

7.1 .6 . E Banax fazosida aniqlangan A chegaralangan chi
ziqli operator va  Л £ С soni uchun

(ХА)* = JA*

C’]iizi(|li o jx ' ra to rbu  Inzosi 255
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tenglik o ‘rinli ekanligini ко‘sating.
Y ech im i. .r G E.g G E' bndsin. Г liolda

((XAy(g).x) = (</. \A(.r)) = A{//. -4(.r)) =

= X(A*(g).x) = (AA*(g). ./■).

y a ’ni
((ХАГ(д).х) = (\A*(g).x).

Bu tenglik barcha x G E uchun o'rinli ekanligidan.

(XA)*(g) = ~XA*(g),

y a ’ni
(АД)* = A.4*.

7.1.7 . E ,F Banax fazo lari va A : E —> F chegaralangan 
chiziqli operator bo‘lsa, и holda ||.4*|| = ||.4|| tenglik o ‘rin li 
ekanligini ko‘sating.

Y ech im i. x G E, g G F* bodsin. U liolda

\(A*(g),x)\ = | ( гу ,Л (х ) ) |  < | |c/| | | |A(x)| |  < | |д | | | |Л | | | | х | | ,

y a ’ni
|(Л*(5),а-)|<|Ы11И1НЫ|.

Demak, P*(#)|| < |Ы|||Л||, y a ’ni P*|| < ||Л||.

Encli х G E va A(x) Ф 0 bodsin. y0 = deylik. U holda
||y0|| = 1. 6.3.10-misoldaxi sliunday g G F* mavjud bodib, ||c/|| =  1 va 
g(yo) = 1, y a ’ni (g,A(x)) = ||A(x))||. Bundan

||Л(х)|| = (9 ,A(x)) = (A*(g),x) <

< Р * Ы | | | | х | |  < P * | | | | 5 | | | |x| |  = P * | | | | x | | ,  

ya ’ni P ( x ) | |  < P 1 | | | : r | | .  Demak, ||.4|| < p*|| va p|| = p*||.
7.1.8 . Наг bir n G N uchun An : C2 —> ti operatori

A„(x) = ...... , x  = (&) G t2\ n  n n )

form ula bilan aniqlansa, и holda {-4,,} ketma-ketlikning nol 
operatoriga tekis yaqinlashishini ko‘rsating.

Y ech im i. x G ('2 uch un

.... > 1
/■•- 1 /• !
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ekauligidan.

IIA,|| < -  -  0.n
Bundan {.4,,} ketma-ketlik nol operatoriga tekis yaqinlashadi.

7 .1 .9 . Har bir n G N uchun Д , : C'[0,1] —> C'[(). 1] operatori

form ula bilan aniqlansa, и holda {.4,,} ketma-ketlikning nol 
operatoriga tekis yaqinlashishini ko‘rsating.

Y echim i. x G C '[0,1] uchun

||A,(.r)|| = max |f'(l -  t)x(t)I <
«€[0,1]

< max \f’(l -  £)HM| = 7---- -гг— rlk ll-/e[o,i] (n+ l)"+1" 11
Bundan

II 4 II / n" (  n Y  1
" ~ (n + 1)',+ 1 ~~ \n + l )

Bundan {A,,} ketma-ketlik nol operatoriga tekis yaqinlashadi.
7 .1 .10 . Har bir n  G N uchun A„ : t2 —> operatori

An{x) = (£1, 62, 0, 0 , . . .) ,  x = (£k) G Z2

form ula bilan aniqlansa, и holda {A?} ketma-ketlikning birlik 
operatoriga kuchli yaqinlashib, tekis yaqinlashuvchi emasligi- 
ni ko‘rsating.

Y ech im i. x = (£*,) G £2 uchun
OO

||Л,(х)-х||2 = |чА:|2 —> 0
k—n-hl

ekanligidan,
A , I.

Endi har bir n G N uchun e„+i = (0 ..... 0 ,1 , 0...) G Co vektorini olsak,
П

u holda ||e„+i|| = 1. Bundan

||A„(e,i+1) -  e,t+i|| = ||0 -  en+i|| = 1.

Demak,

||A, -  /|| = sup ||,4„(;r) -  x\I > ||A,.(e„+i) -  e„+1|| = 1
||.rl!<i
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boiganligicbm. {-4,,} ketma-ketligi birlik operat.orign tokis yaqinlashuv- 
chi emas.

7 .1 .11 . H ar bir n f- N uchun .4,, : /_> — ( operatori

л„(х) = (o . o . . . = (&.) с  f ,
form ula bilan aniqlansa, и holda .4,, 0 ekanligini
ko‘rsating.

Y ech im i. x = (&•) 6 i2 uchun

ОС

I l^ » (X)l|2 = II (0, 0, .... £„.+ 1, £„+2: •••) || = 2  l^ l2-

0 0  OO

x = (&.) G l 2 ekanligidan, J2 l& l2 < oo, bundan ]T |£A.|2 -> 0.
A’= l  k=n-\-1

Demak,
ОС

НЛ,(х)||2 = £  |Ы2 - 0 ,
k=n+\

ya ’ni An —S-J> 0.
7 .1 .12 . H ar bir n G N uchun A„ : £2 —> t2 operatori

An(x) = (0,0, ... ,£ i,& ,...) , x = (£fc) G e2

form ula bilan aniqlansa, и holda A„ 0 ekanligini
ко ‘rsating.

Y ech im i. x = (£*.), у — (tk) G £2 uchun

ОС ОС OO

(An(x),y) = ^  ' £k+nt-k ^  'У ] £k+n 'У ' f̂c'
A=1 fc=l fc=l

0 0  OC

X = (£k) G t2 ekanligidan, Y) |£*.|2 < oo, bundan lim ]T |^+n|2 —> 0.
k-1 "-,<5Cfc=i

Demak,
(A„(.r),y) -> 0,

1 • A W Г»ya m Ar? — > U.
7 .1 .1 3 .  H a r  bir n G N uchun An : C [0 ,1] —> C [0 ,1] operatori

t+i

(An(x))(t) = n j  x(s)ds, t G [0,1]
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form ula bilan aniqlansa, и holda {.4,,} ketma-ketlikning birlik 
operatoriga kuchli yaqinlashib, tekis yaqinlashuvchi emasligi- 
ni ko‘rsating.

Y ech im i. .r 6 C'[0, 1] uchun Ф boshlang'ieh funksiya bo isa , u holda

N-J-
f" / + JL $(* + -1) -  $(*) n / :r(,) = Ф(,)|;т " = —----- 4 ------ i i  Ф (0  = x(t),

,

y a ’ni
АДх) -> я.

Bundan {A,} ketma-ketlikning birlik operatoriga kuchli yaqinlashadi. 
Endi xn(t) = £"-1 , n > 2 bo‘lsin. U holda

||x„|| = max If1-11 = m ax t"-1 = 1, о<(<1 о<г<1

y a ’ni ||xn|| = 1.
Endi

l,A ,( i„ )  -  x„,| = max \n f  s"-' 0<t<l J
t

t+h
ds -  s " -1! = max |sn|t+" -  s " '1! = 

0<«<1

( t + i )
Г1

- t" -  f - 1
V П/

= max 0<t<l

= max
0 < t < l

*n I 4.П 1 I n{n ~~ l ) jn - 2 I ,  ̂ iH J.n—1
+ + 2n2 * + --- + ^ 2 - f

^ n(n  — 1) ,  n(n -  1) 1
> „ „ ' max \tn~2 = —— 7Г—- >

2n 2 o<t<i 2n 2 _  4

>

Demak,

Ц А .- /Ц  = sup ||A„(x) — x|| > p n(x „ ) - x n|| > -
IWI<i 4

Bundan {A,,} ketma-ketligi birlik operatoriga tekis yaqinlashuvchi 
emas.

7 .1 .14 . <£> € C [0 ,1] bo‘lsin. T, : L2[0,1] —> L2[0 ,1] operatori

= f e L 2{0,1]

form ula bilan aniqlanadi. T* = T-̂  tengligini isbotlang.
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Y ech im i. Наг bir /. <] € L~\0. 1] uchun

l

< / . г ; ы )  =  (T,(f)-<i) =  I  A O m W j d t  =

= I  f{t)<p{t)g{t)dt = (f.yg) = Ц'.Щд)),
0

ya ’ni
l f /П дп if.TJg)}.

Bundan T*(g) = T?(g), y a ’ni T* = T7.
7 .1 .15 . H Hilbert fazosi va T G B(H) bo‘lsin. U holda

ker T* = ЩТ)1

tengligini isbotlang.
Y ech im i. A ytaylik, x G kerT* bo‘lsin, y a ’ni T*(x) = 0. Ixtiyoriy

2 G R(T)-*- nuqtani olaylik. U holda shunday у G H topiladiki, T(y) =
2 . Bundan

(z,x) = (T(y).x) = (y,T*{x)) = (y, 0) = 0 ,

ya ’ni ixtiyoriy г G R(T) uchun (z.x) = 0. Demak, x G R{T)L, y a ’ni 
kerT* с  P(T)*.

Endi г G R(T)L bo'lsin, y a ’ni ixtiyoriy у G H uchun (z,T(y)) = 0. 
Bundan

(T*(z),y).= {z,T(y)) = 0,

ya'n i T*(z) _L y. Bundan T*(z) = 0, ya'n i z G kerT*. Demak, kerT1* = 
R{T)L.

7 .1 .16 . P : H —» H proektor chegaralangan operator bo‘lib, 
bo‘lganda ||P|| = 1 ekanligini isbotlang.

Y ech im i. P : H —> H biror L qism fazoga proektor va x G H 
bo'lsin. U holda x = y + z, bunda у G L, z G L1 . Pifagor teoremasidan, 
ll-r ll2 = IMI2 + INI2* ya'n i ||i/|| < ||x||. Bundan ||P(x)|| = \\y\\ < ||t||, 
ya ’ni ||P|| < 1.

Agar P  /  0 bodsa, u holda 0 / i G i  uchun ||P(a:)|| = ||z||. Bundan
НЛ1 = 1-

7 .1 .17 . P  G B(H) proektor bo‘lishi uchun P 2 = P* = P  
bajarilishi zaru r va yetarli.



Y ech im i. P  : H —* H biror L qism fazoga proektor va. x G H 
boisin. U holda x = .// + г. bunda у G L. : G LJ .

P 2(x) = P(P(x))  = P(y) = у = P(x).

ya ’ni P 2 = P. Bundan ||P(x)|| = ||.,y|| < ||.r||, y a ’ni ||P|| < 1.
Endi = ух + ci, уi G L, C[ G I х bo‘lsin. U holda

(x,P*{xi)) = (P{x) ,x i) = (y, yi + ci) = (y,yi) + (y, Cl) = 

=  (y,Vi) = (y,yi) + = (y + z,x  i )  =  ( , t , P ( t i ) ) ,
ya ’ni (x ,P * (x i)) = (x ,P (x i) ) .  Bundan P* = P.

Aksincha, P 2 = P* — P  bo‘lsin. L = {P(x) : x G #} yopiq qism 
fazodir. Haqiqatan, x„ G L, x„. —> x bo'lsa, u holda

x = lim x„ = lim P (x„) = P (x ),П—>00 71—>00

ya ’ni x e  L. P  operatorining L qism fazoga proektor ekanligini 
ko‘rsatamiz. x = P (x ) + (/ — P)(x),  P (x ) G L bo‘lganligidan, 
(/ — P )(x ) G L ekanligini ko'rsatish yetarli. у £ L vektori uchun

( ( I - P ) ( x ) , y )  = ( ( I - P ) ( x ) , P ( y ) }  =

= <P*((J -  P )(x )) , y) = (P ((7 -  P ) (x ) ) ,y )  = (0, y) = 0,

y a ’ni (I — P )(x ) G ZA
7.1 .18 . Ф : B(X,Y) —* К, Ф(Л) = ||A|| akslantirishning uzluk

siz ekanligini isbotlang.
Yechimi. Xohlagan e > 0 son olaylik. Agar B(X,Y) fazosiga te- 

gishli A', A" operatorlar uchun |/1' — A"\\ < e bo‘lsa, u holda

|Ф(А) -  Ф(Д")1 = IIP'H -  ||Л"|||| < \\A' -  A"\\ < e.

Bundan berilgan akslantirishning B (X ,Y ) da uzluksiz ekanligi kelib 
chiqadi.

M ustaqil ish uchun m asalalar

1. Har bir x = (x i, X2, ..., x „ , ...) G £2 uchun

T(x) = (0 ,2 x i,x 2,2 x 3,x 4, •••)

deylik. U holda
a) har bir x G £2 uchun T(x) G £2 ekanligini ko‘rsating;
b) T : i 2 —1” h  chegaralangan operator ekanligini ko'rsating;

$ 7 .1 .  C li iz i( il i o p e ra to r l a r  fazowi 201
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c) ||T|| normasini toping:
(I) liar bir x G (-2 uchun T(.f)2 lii toping;
e) ||T'2|| ni ||T||- bilan taqqoslang.
2. X  cliiziqli fazo va .4 : X  —> X chiziqli operator uclmn shunday 

Лi , X2. ■' ■ , A,, G С sonlari topilib. 7 - 4 -  Л| .“1 -|- ЛоА -Ь * * ■ ~Ь A,,A ‘ = 0 bo Isa. 
u holda ,4_1 mavjud ekanligini ko'rsating.

3. P va Q proektorlar bo'lsin. P — Q proektor bo'lishi uchun PQ = 
QP = Q tengligi bajarilish i zarur va yetarliligini isbotlang.

4. P va Q proektorlar boisin . P + Q proektor bo'lishi uchun PQ = 
QP = 0 tengligi bajarilish i zarur va yetarliligini isbotlang.

5. P  va Q proektorlar bo‘lsin. Agar PQ = QP bo‘lsa, u holda 
P + Q — PQ proektor ekanligini isbotlang.

6. X  Banax fazosi bo‘lsin. T S -S T  = I tengligini qanoatlantiruvchi 
T, S G B{X) mavjud emasligini ko'rsating.

7. X  Banax fazosi bo‘lsin. Agar T G B(X) izometriya bo’lsa, u 
holda T* izometriya ekanligini korsating.

8. A' Banax fazosi bo‘lsin. ЦЛВЦ < ||.4||||B|| tengsizlikni qanoat
lantiruvchi A, В G B(X) operatorlarga misol keltiring.

9. Agar P  va Q Hilbert fazosidagi proektorlar bo'lsa, \\P — Q\\ < 1 
ekanligini isbotlang.

10. A" Banax fazosi, A, В csa Y Banax fazosi qism fazolari bo'lib, 
Y = A®B. U holda B(X, Y) = B(X, A)®B(X, В ) ekanligini isbotlang.

7.2. Chiziqli operatorlar spektri

E Banax fazosi, T G B(E) va A G С bo'lsin. U holda XI — T 
operatorning yadrosi uchun quyidagi hollar o‘rinli:

a) agar XI—T operatorning yadrosi noldan farqli bo‘lsa, y a ’ni T(x) = 
Xx tenglama noldan farqli x0 yechimga ega bo‘lsa, u holda A soni T 
operatorining xos soni, xo vektori esa xos vektori deyiladi.

XI - T  operatorning yadrosi nol bo isa , u holda (XI — T'y 1 mavjud 
va bu hoi ikkitaga a jra lad i:

b) (AI — T)~l operatori aniqlangan, lekin chegaralanmagan;
c) (XI — T y l operatorining aniqlanish sohasi butun E fazosiga teng. 

Bu holda teskari operator haqicla Banax teoremasidan, (XI — T ) '1 ope
ratori chegaralangandir.

Agar A G С uchun a) yoki b) shartlar bajarilsa , y a ’ni XI - T  teskari 
chegaralangan operator mavjud bo'linasa, u holda A G С soni T opera
torining spektriga tegishli deyiladi. Spektr sp(T) kabi belgilanadi.



§ 7 .2 . C h iz iq li o p t 'n ito iia r  s p e k tr i 2(>4

Agar A G С uchun c) shaf.ri bajarilsa. y a ’ni AI — T  teskari chegara- 
langan operator mavjud bo’lsa, u liolcla A G С soni T  operatorining 
i v s o l v c n t a s i f / a  tegishli deyiladi. Resolvent a r c s ( T )  kabi belgilanadi.

M a s a la la r

7 .2 .1 . E  Banax fazosi va T  : E  —> E  chegaralangan chiziqli 
operator bo‘lsa, и holda

sp(T) С {\ e С : \\\ < \\T\\}

ekanligini ko‘rsating.
Y ech im i. Aytaylik, |A| > ||T|| bo‘lsin.

A / - r  =  A ( / - i ) -

tensizliklardan va 7.1.4-misoldan (A7 — T) 1 G B(E) ekanligi kelib 
chiqadi. Bundan A G res(T). Demak,

sp(T)c{XeC:\X\<\\T\\}.

7 .2 .2 . E Banax fazosi va T : E —> E chegaralangan chi
ziqli operator bo‘lsa, и holda sp(T) yopiq to ‘plam ekanligini 
isbotlang.

Y ech im i. res(T) = С \ sp(T) to'plamning ochiq to ‘plam ekanligini 
isbotlash yetarli. Aytaylik, A G res(T) va |£ — A| < ||(A7 — 7")_1j| 
bo'lsin.

| | (£ -A )(A 7 -T )-1|| = |£-A |||(A 7-T )-1||<1

tensizlikdan va

a - T =  (XI -  T)[I + (£ -  A)(A7 -  Г ) - 1]

munosabatdan £ G res(T) kelib chiqadi. Demak, res(T) to'plamning 
har bir A nuqtasi o'zining ||(A7 — X1) “111 atrofi bilan birga res(T) 
to'plamga tegishli bodadi. Bundan res(T) ochiq to‘plamdir.

7 .2 .3 . E Banax fazosi va T : E —> E chegaralangan chi
ziqli operator bo‘lsa, и holda sp(T) bo‘sh ЪоЧтадап kompakt 
to ‘plant ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi. 7.2.1-misolclan *]>(7) chegaralangan to‘plain. 7.2.2- 
misolga кота С da yopiq to’plam. Demak. sp(T) konipakt to'plam 
bodadi.

Endi sp(T) to'planining bo'sh emasligini ko'rsatamiz.
Faraz qilaylik, sp(T) = 0. ya'n i res(T) = С bodsin. U holda |A| > 

||T|| uchun

IK A / -T )-1!

bodganligiclan.

?t T k  

A=0

= 1 Л _ И У

|A| V |A| )

lim IK A Z -T )-1!! = 0
Л—>oo

kelib chiqadi. U holda har bir / £ E* uchun /((А/ — T) _1) = 0 o‘rinli. 
Xan -  Banax teoremasidan (AI — T)~l = 0. Hosil bodgan ziddiyatdan 
sp(T) ф 0 ekanligi kelib chiqadi.

7 .2 .4 . A gar A : С2 —> C2 operatori

A(x,y) = (x + 2y, 2x -  у)

form ula orqali aniqlansa, и holda bu operatorning xos son- 
larin i toping.

Yechimi. A operatori ikki odchovli fazoda aniqlangan va uning 
(  1 2 \matritsasi I j . Operator xos sonlar unga mos m atritsa xos son-

lariga teng bodib, u

det 1 -  A 2
2 - 1  -  A

0

tenglama ildizlaridan iborat. Bundan A2 — 5 = 0, y a ’ni A = ±\/5.
7 .2 .5 . T : ^2 —̂ ^2 chegaralangan chiziqli operatori

T (x) = (0 ,х ь х 2,х з , ...), x = (xb x2,x 3, ...) € £2

form ula bilan aniqlanadi.
a) T operator norm asini toping;
b) T operatorining xos soni mavjud emasligini isbotlang. 
Yechimi. a) Har bir x = (х1,х 2,х 3, ...) € £2 uchun T (x) =

(0, x i ,x 2,x 3, ...) ekanligidan,

! ! T Y т Л 1 1 =  , / П 2 4-  U  . 12 _j_ | - r „ |2  _u I-T-J2M- \” / и V w 1 |~ • ! 1 !~Z| I I — .>!

y a ’ni ||T(x)|| = I|x|I. Bundan ||T|| = 1.



b) Faraz qilaylik. Л € С soni T opomtorning xos soni bo is in . U 
liolda lioldan farqli ./• = ( .r j . x>. x :i. ...) £ (-2 vektori topilib. T(.r) = A.r 
teugligi. \ra "iii

(0. j ' !  , X>, ...) = (Axb \x>. A.r:i, Xx.[, ...)

tengligi bajariladi. Bundan A.?’i = 0 va i > 1 bo'lganda A.r, =
Agar A = 0 bo1 Isa, A.r, = a-,-i tengligidan aq = = *3 = ... = 0 
kelib chiqadi. Agar A ^  0 bo‘lsa, Aaq = 0 va A:r, = .r,_i tengliklarclan 
2’i = x-2 = a~3 = ... = 0 kelib chiqadi, y a ’ni .7' = 0. Bu. esa x Ф 0 
ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto‘g ‘ri va T operatorining xos soni 
mavjud emas.

7.2.6. A : C [0 ,1] —> C [0 ,1] chiziqli operatori
t

(Ax)(t) = /  x(s) ds, x G C [0 ,1] 
о

form ula bilan aniqlanadi. Uning spektrini toping.
Y ech im i. A" operator darajasini bo‘laklab integrallash orqali 

topamiz:
t

(Anx)(t) = J ( t -  s)"~1x(s) ds.
0

Bundan ||>17'|| <  ̂ ■ Demak,

lim { 7— ~1Y\) = 0n-*oo — 1) ! у

bo‘lganligidan, A operatori spektral radiusi

r(A) = lim ||Л”||» = 0-
n—>oo

Demak, sp(A) = {0}.
7.2.7. Agar A, В G B(E) bo‘lsa,

sp(AB) U {0} = sp(BA) U {0}

tengligini isbotlang.
Y echim i. A ytaylik, A sp(AB) U {0} bo‘lsin. U holda shunday 

C! G R(E\ rrmvind ho‘lib,-  4_ _  v---  /  ------  J  ,

о 7.2. C h iz iq l i  opcrntorln r  s p r k t r i  2(>П

С (XI -  AB)  = (XI -  BA )C  = I.



Bundan

(I + DCA)(XI ~ BA) = (XI -  BA)(I + ВС A) = XL

Demak,

h l  + C'BA) 1 = XI -  BA.
A

Bundan A ^ sp(BA) U {0}.
7.2.8. C\{). 1] fazoda erkli o ‘zgaruvchiga ko‘paytirish opera

tori berilgan: Ax(t) = tx(t), x G C'[0. 1]. A ning spektrini toping.
Yechimi.

(XI -  A)x(t) = (A -  t)x(t) 
bodganligidan, |A| > 1 uchun

(XI -  A)~]x(t) =

y a ’ni (XI — A)~l chegaralangan operator bodadi.
|A| < 1 da (XI — .4)_1 chegaralanmagan operator. Bundan sp(A) = 

[0,1].
7.2.9. A chegaralangan chiziqli operator, a . 3 G res(A) 

uchun
R0 — Rfj = (a — f3)RpRn

tengligini isbotlang.
Yechimi.

.4 -  oil = A -  31 + ([3 -  a)I
tengligidan

R -l = R;/ + ( 3 - a ) I .
Bu tenglikni chapdan R i ga ko'paytirsak. u holda

Ri)Rn 1 = I + (3 — a.)R,j.

Oxirgi tenglikni o‘ngdan R„ ga ko'paytirsak, u holda

Rj) ~ Rn + ($ — ct)R:jRa.

7.2 .10 . Agar A : C [0 ,1] —> C [0 ,1] operatori
l

Ax(t) = J  s2tx(t)dt
о

kabi aniqlansa, uning noldan farqli xos sonlarini toping.

2GG VII. C'hizi<|li oporatorhu '  fazosi



Y ech im i. Л ф 0 operatorning xos soni bo'lsin. U holda biror x Ф 0 
uchun Ax(t) = Ax(t). Bundan

l
I  s2fx(s) ds = Ax(t).

II

1
Agar с = J s2x(s)d .s deb belgilasak, u holda 

(i

4 0  = {t.

Bundan
l l

с = f  s2—sds = — I s2 ds = — ,
J  Л A J  4 Л
0 0

ya'ni A = ^ kelib chiqadi.
7 .2 .11 . Л : C [0 ,1] - »  C [0 ,1] operatori

Ax(t) = x(0) + tx(l)

form ula bilan aniqlansa, и holda uning spektrini toping. 
Y ech im i. Avval operatorning xos sonlarini topamiz:

.t(0) + tx( 1) = A x(t). (7.8)

Bundan
x(t) = a + fit 

ko‘rinishga ega. Bu ifodani (7.8) ga qo'ysak, u holda

cv "r (ft + /5) = Aft + Aj3t, t G [0,1].

Endi 1 va t funksiyalarning chiziqli erkli ekanligidan,

Г (1 — A)ft = 0,
\ ft + (1 -  A)i3 = 0.

x(t) noldan farqli xos vektor. Demak, cv va 3 lar bir vaqtda nol bo‘la 
olmaydi. Bundan A = 1 xos son ekanligi kelib chiqadi.

A = 0 ham xos son ekanini ko‘rsatamiz. Bu esa noldan farqli x(0) = 
x ( l)  = 0 bo igan  har bir funksiya

Ax(t) = 0

'•>, 7 .2 .  Chizi (| li  о|к'ПКо1'1аг s jK 'k l i  i 2(>7



V II .  C h i z iq l i  .)] >1 lil t < .ll;U I'nzosi

tenglaniani qanoatlantiradi. ya 'n i A = 0 soni xos soiulir.
Endi liar bir Л ф 0. 1 soni A operatorning resolvent-asiga tegishli 

ekanligini ko'rsatainiz. 
y(t) G C[0. 1] uchun

(Ax)(t) -  = y(t) (7.9)

tenglaniani qaraymiz. t = 0 va t = 1 qiym atlarda

1(0) = Ж  I(1 ) = Ж  _  _ » ! ! ! ) _
4 1  l - Л  ' 1 -  A (1 -  A}3 

Bu qiym atlarni (7.9) ga qo‘ysak,

2/(0 , 2/(0) , ty(l) ty{0) x (t) = ---- — +A A ( l - A )  A ( l - A )  (1 — A)2 

Bundan A ^  0,1 sonlari A — XI operatoriga teskari operator

((A -  \I)~ly)(t) = + # -  + ty(1) Ы0)X A ( l - A )  A ( l - A )  (1 — A)2

kabi aniqlanadi va chegaralangandir.
Demak, A operator spektri A = 0,1 sonlardan iborat.
7 .2 .12 . A : С [0 ,1] —> C [0 ,1] operatori

Ax(t) = x(—t)

form ula bilan aniqlansa, и holda uning xos son larini toping. 
Y ech im i. A operatorining xos sonlari

Ax = Ax, x(—t) = Xx(t) (7.Ю)

tenglama noldan farqli x(t) yechimga ega barcha A sonlardan iboratdir.
Ravshanki, A = 1 bo‘lsa, u holda har bir juft funksiya, A = — 1 

bo‘lsa, u holda har bir toq funksiya (7.10) tenglama yechimi bo‘ladi, 
y a ’ni A = ±1 operatorning xos sonlaridir.

A operatorining ±1 dan boshqa xos sonlari mavjud emasligini 
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, Ao ф ±1 uchun xo(t) funksiya (7.10) ning yechimi 
bo‘lsin, y a ’ni

x 0(-/ ) = A0x0(/), t € [0,1]. (7.11)

Bu tenglikda t ni —t ga almashtirsak, u holda

x 0(i) = A0x0(—/), t G [0,1]. (7.12)
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Endi (7.11) va (7.12) fengliklardan.

■ri>(t) = Afj.ro(0- t G lO. I].

А,2, ф 1 boiganligidan, .j-n = 0. ya ’ni А ф ±1 bo'lgan sonlar operatoming 
xos soiilari bo'la olmaydi. Demak, xos sonlar A = ±1 dan iborat.

7 .2 .13 . Л : С [—тт. ~j —> C[—тг, тг] operatori

(Ax)(t) = j  sin(f + s)x(s) ds

form ula bilan aniqlansa, и holda uning noldan farqli xos son- 
larini toping.

Y ech im i. А Ф 0 soni operatorning xos soni bo‘lishi uchun
7Г

J  sin (i + s)x(5) ds = Ax(t.) 

tenglama noldan farqli x(t) yechimga ega bo‘lishi kerak. Bundan
7Г 7Г

sin£ J  cossx(s) ds — cost J  sin s x(s) ds = Xx(t), (7-13)

ya m
x(t) = a sin t + /3 cos t.

Bu tenglikni (7.13) ga qo'ysak, u holda

Aa sin t + X/3 cos t — na sin t + тг/3 cos t.

sin t va cos t funksiyalarning chiziqli erkli ekanligidan,

o-A — iJn = 0,
Q7T — fjX = 0.

x (t) Ф 0 dan а ф о  yoki f3 Ф 0. Bundan

Ai = 7Г, Ao = —7Г 

operatorning noldan farqli xos sonlaridir.
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M ustaqil ish uchun m asalalar

1- { '»} »ei! koiupleks sonlar ketma-ketligi boisin . Agar T : U —» (■> 
operator

T(x) = (('l.l’b C-2.1'2, С3.Г3. ...). X = (XJ.X2.X3, ...) € (2

formula bilan aniqlansa. u holda
a) T chegaralangan chiziqli operator ekanligini ko'rsating va uning 

normasini toping; __________
b) operator spektri sp(T) = {c„ : n G N} ga tengligini isbotlang.
2. E Banax fazosi va T G ■B(-E’) bo'lsin.

ayniyat yordamida sp(T2) = {A2 : A G sp(T)} ekanligini isbotlang.
3. T : £2 —>■ 2̂ chegaralangan operator

formula bilan aniqlanadi.
a) 0 soni T operatorning xos soni ekanligini ko‘rsating;
b) T2 ni toping va bu orqali sp(T) = {0} ekanligini ko‘rsating.
4. T : £2 —» £2 chegaralangan chiziqli operatori

T (x) = (0 ,0 ,x 2,x 3, ...), x = (x i ,x 2,x 3, ...) G £2

formula bilan aniqlanadi.
a) T operator normasini toping;
b) T operatorining xos soni mavjud emasligini isbotlang.
5 . Т е  B(X) operatori uchun T 2 = 0 bo:lsa, bu operatorning noldan 

farqli xos sonlari mavjudmi?
6. A : C [—7Г, 7г] -> C [-7г,7г] operatori

formula bilan aniqlansa, u holda uning noldan farqli xos sonlarini to
ping.

7. A : C{0 ,7г] —> C[0,7r] operatori

(A7 — T)(\I + T) = A2/ -  T 2

T(x) = (0 ,x b 0 ,x 3, 0 , ...), x = (xb x2, x 3,...)  G £2

0
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formula bilan aniqlansa. u holda lining noldan farqli xos sonlarini to
ping.

8. Agar .4 : C[(). 1] —> £'[(). 1] operatori

l
Ax(t) = J s2t2x(s)d s  

о

kabi aniqlansa. uning noldan farqli xos sonlarini toping.
9. T G B(X) bo'lsin. Agar A G sp(T) bo'lsa, u holda A" G sp(T") 

ekanligini ko'rsating.
10. T G B(X ) bo‘lsin. Agar T~l G B(X) va A G sp(T) bo'lsa, u 

holda A-1 G sp(T_1) ekanligini ko'rsating.

7 .3 . K o m p akt o p e ra to r la r

Oldingi bo'lim larda ko'rganimizdek, chekli o'lchamli fazolarda chi
ziqli operatorlar m atritsalar orqali to 'liq aniqlanadi. Lekin chek- 
siz o'lchamli fazolarda chegaralangan chiziqli operatorlarni har doim 
ham bunday tavsiflash mumkin emas. Chekli oicham li fazolardagi 
operatorlar sinfiga yaqin bo'lgan operatorlar bu kompakt operator- 
lardir. Kompakt operatorlar funksional analizning juda ko‘p tatbiqlari- 
da qo'llaniladi, jum ladan, integral tenglam alar nazariyasida keng 
qo'llaniladi.

T a ’rif. Agar X  Banax fazosidagi chiziqli operator har bir chegara
langan to‘plamni nisbiy kompakt to‘plamga akslantirsa, и holda A kom
pakt operator deyiladi.

Chekli o'lchamli fazolarda har bir chiziqli operator kompakt opera- 
tordir. Chunki bu fazolarda chiziqli operator chegaralangan to'plamni 
chegaralangan to 'plam ga akslantiradi va har bir chegaralangan to!plam 
nisbiy kompaktdir.

Agar X  Banax fazosidagi A chiziqli operatorning qiymatlari to'plami 
R(A) chekli o'lchamli bo'lsa, u holda A chekli o'lchamli operator deyi
ladi.

M a s a la la r

7 .3 .1 . Agar A kompakt operator, В chegaralangan operator 
bo‘Isa, и holda AB va BA ham kompakt operator bo‘ladi.

Y ech im i. A ytaylik, S  С X  chegaralangan to'plam bo'lsin. A kom
pakt ekanligidan, A(S) nisbiy kompakt to'plamdir. Nisbiy kompakt
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to'plaiim ing uzluksiz akslantirishdagi obrazi nisbiy kouipaktligi va В 
operatorining uzluksizligidan. (AB)(S) = B(A(S)) to'plam ham uisbiy 
kompaktdir. Demak. AD kompakt operator bo’ladi. Xuddi slnmdav 
BA kompakt ekanligi kelib chiqadi.

7 .3 .2 . Agar {-4,,} Banax fazosidagi kompakt operatorlar 
ketma-ketligi A operatoriga norm a bo‘yicha yaqinlashsa, и 
holda A kompakt operator bo‘ladi.

Y ech im i. A operatorining kompaktligini isbotlash uchun X  fa
zosidagi ixtiyoriy {-r,,} chegaralangan ketma-ketlik olinganda, {Ax,,} 
ning yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketligi mavjudligini ko‘rsatamiz.

A | kompakt operator bo‘lganligidan, { A\xn } ning yaqinlashuvchi qis
m iy ketma-ketligi mavjucl. Aytaylik.

shunday qismiy ketma-ketlikki, {Л1т,(,1)} yaqinlashuvchi. Endi {A^Xn1} 
ketma-ketlikni qaravlik. Bu ketma-ketlikdan ham yaqinlashuvchi qis
m iy ketma-ketlik ajratish  mumkin. Aytaylik,

/94
shunday qismiy ketma-ketlikki, {AiX,, } yaqinlashuvchi. Shu tarzda 
mulohaza yuritib,

r ( 3 )  J :0  T (3 )1 5 *^2 ’ ■ ■ ■ ’ n 5 • • •

qismiy ketma-ketlikka ega bo‘lamizki, {Лзх!,3̂ } yaqinlashuvchi. Bu 
jarayonni davom ettiram iz va diagonal ketma-ketlikni qaraylik:

Har bir A\,.. ..  A„,... operatorlar bu ketma-ketlikni yaqinlashuvchi 
ketm a-ketliklarga o‘tkazacli.

Endi {A x^}  ham yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatam iz. X  to‘la 
boiganligidan, bu ketma-ketlikning fundamentalligini ko‘rsatish yetarli. 
Quvidagi o‘rinli:

A ytaylik , ||x,,|| < С bo isin . Oldin shunday к sonini olamizki.
с
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bo'lsin. Endi shunday пn sonini olamizki. n. m > //q sonlari uchun

bo'lsin ({Aj.j’i"*} yaqinlashuvchi ekanligidan, bunday son mavjud).
Bundan

Demak, {Л-rJ," } fundamental, bundan esa A kompakt operator bodadi.
7.3.3. Cheksiz o ‘lchamli X  Banax fazosida birlik operator 

kompakt operator emasligini ko‘rsating.
Yechimi. Faraz qilaylik, cheksiz o'lchamli X  Banax fazosida birlik 

operator kompakt operator bo'lsin. U holda A" fazoning birlik shari 
kompakt to'plam bo'ladi. Lekin cheksiz o'lchamli fazoda uning birlik 
shari kompakt to'plam emas. Demak, cheksiz o'lchamli Banax fazosida 
birlik operator kompakt operator emas ekan.

7.3.4. Cheksiz o ‘lchamli X Banax fazosida kompakt ope
ratorning chegaralangan teskari operatori mavjud emas.

Yechimi. Faraz qilaylik, cheksiz o‘lcharnli X  Banax fazosida T kom
pakt operatorning chegaralangan teskari operatori T mavjud bo‘lsin. 
U holda 7.3.1-misoldan I = TT~l kompakt operator bodadi. Lekin 
7.3.3-misolga ko'ra I kompakt operator emas. Hosil bo'lgan ziddiyat- 
dan, cheksiz o'lchamli Banax fazosida kompakt operatorning chegara
langan teskari operatori mavjud emasligi kelib chiqadi.

7.3.5. X Banax fazosida chegaralangan chekli o ‘lchamli 
operatorning kompakt operator bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, A : X  —> X  chegaralangan chekli o'lchamli 
operator bo'lsin. U holda

{.4(x) : ||x|| < 1}

chekli o'lchamli R(A) fazoda chegaralangan to'plam. 3.2.10-misoldagi 
Boltsano -  Veyershtrass teoremasidan, bu to'plam nisbiy kompaktdir. 
Demak, A kompakt operator.

7.3.6. H Hilbert fazosi va A : H —> H kompakt operator 
bo‘lsa, и holda T = I — A operatori qiym atlari sohasi R(T) 
yopiq ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, y„ <E R(T) va yn —> у G H bo'lsin. U holda 
shunday xn £ H vektori topilib,

y„ = T(x„) = x„ -  T(xn) (7.14)
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tengligi bajar ilad i. Har bir x„ vekt oridmi lining ker T ([ism fazoga proek- 
siyasini ayirib. ./■„ vektorini ker Г  ga ortogonal etib olish limmkin. Endi 
{.vn} ketnia-ketlikning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qi- 
laylik. {./’„} ketnia-kctlik chegaralanniagan bo'lsin. U holda qismiy 
ketma-ketlikka o tib. ||x„|| —> deb olish nimnkin. Endi (7.14) teng- 
likdan

•Г" — A ( 77-^ 77 )̂ —> 0. (7.15)

1Ы1

4 operatori kompakt ekanligidan, yana qismiy ketma-ketlikka o‘tib

А ^ I  yaqinlashuvchi deb olishimiz muinkin. U holda

ketma-ketlik ham birlik normali biror ~ G H vektoriga yaqinlashadi.
(7.15) formuladan, T(z) — 0. y a ’ni ;  6 kerT. Endi x„ _L kerT  ekan
ligidan, с _L kerT . Demak, г G kerT x va :  G kerT. Bundan с = 0. 
Bu esa ||c|| = 1 tengligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan, {x„} ketrna- 
ketlikning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi.

Yana qismiy ketma-ketlikka o‘tib, {A(x„)} yaqinlashuvchi deb oli
shimiz mumkin. U holda (7.14) dan {:r„} yaqinlashuvchi bo‘ladi. Ay- 
taylik , x = lim x„ bo'lsin. Yana (7.14) tenglikdan у = T(x) kelib71—*00
chiqadi. Bundan у G R{T), y a ’ni R(T) yopiq qism fazo.

7 .3 .7 . Hilbert fazosidagi o ‘z-o ‘ziga qo‘shma operatorning 
barcha xos qiym atlari haqiqiydir.

Y ech im i. A = A* va A(x) = Ax, i ^ O  bo'lsin. U holda

A(x,x) = (Ax,x) = (A(x),x) =
— (x,A*(x)) = (x,A(x)) = (x, Ax) = A(x,x),

y a ’ni A (x,x) = A (x ,x ), yoki A||x||2 = A||x||2. Endi ||x|| Ф 0 ekanligidan, 
A = A, y a ’ni A haqiqiy son.

7 .3 .8 . 0 ‘z-o ‘ziga qo‘shma operatorning har xil xos qiymat- 
lariga mos xos vektorlari ortogonaldir.

Y ech im i. A o‘z-o‘ziga qo‘shma operator, А ф /1 bu operatorning xos 
qiym atlari bo'lsin. x, у mos ravishda A, ц sonlarga mos xos vektorlar, 
ya ’ni A(x) = Ax, A(y) = цу bo‘lsin. U holda

A(x, y) = (Ax, y) = (A(x),y) = (x,A*(y)) =

= (.x,A(y)) = (х,цу) = Щх,у) = fi{x,y>,
y a ’ni (A -  y) = 0. Bundan (x, y) = 0, y a ’ni x l y .

7 .3 .9 . £2 fazosida T operatori quyidagi

T O * . ) - . ) - (



form ula orqali aniqlanadi. U holda
a) T operatorning kompakt ekanligini ко ‘r  sating;
b) T operatorining birorta xos soni yo ‘qligini ko‘rsating.
Y ech im i. a) x G (■'■> v a  у = T(.v),y = (yi, y->. m ,...) bodsin. Наг 

bir x = (:Г|r o , G (■> uchun T(x) = fo ,.;■], 4-f, • ■ • , 

ekanligidan. y„ = > 1. Agar ||.r|| < 1 bo isa, u holda

|.r„| < 1. n G N. Bundan \y„\ = -  n 1  i  •" > 1- Demak. у
nuqta asosiy parallelepipedda joylashgan va asosiy parallelepipedning 
kompaktligidan birlik shar obrazi nisbiy kompakt bo'ladi. Bundan T 
kompakt operator.

b) Faraz qilaylik, A G С soni T operatorning xos soni boisin . U 
holda noldan farqli x = (aq, x 2, t :5, ...) G £'2 vektori topilib, T(x) = \x 
tengligi, y a ’ni

J = (Aaq, Ах2,Ах3,Аж4,...)O’ ’ 1 ’2 n  — 1

tengligi bajariladi. Bundan Aaq = 0 va i > 1 bodganda \xL =

Agar A = 0 bodsa, \xt = ■ j ;  tengligidan x\ = x 2 — 23 = ... = 0

kelib chiqadi. Agar A ^  0 bodsa, Xx\ = 0 va AXi = Y—'l xi-\ tenglik- 
lardan x\ = a~2 = X3 = ... = 0 kelib chiqadi, y a ’ni x — 0. Bu esa x ф 0 
ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto‘g‘ri va T operatorining xos soni 
mavjud emas.

7.3.10. A : L2[0,1] —> Lo[0,1] operatori

1

(Ax)(t) = I  s f ( l  — st)x(s) ds

form ula orqali aniqlansa, и holda A kompakt operatori ekan
ligini isbotlang.

Yechimi. A operatorini quyidagi shaklda ifodalaymiz:

l
(.Ax)(t) = t J  sx(s) ds — t2 J  s2x(s) ds = tc\ — £2c2, 

о о

l l
bunda ci = f  sx(s) ds, c2 — f  s2x(s) ds. Bundan A chekli odchamli 

о 0
operator va demak, kompakt operator bodadi.
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7 .3 .11 .  Hilbert fazosidagi h a r bir kompakt operator• chekli 
o ‘lcharnli operato rlar ketrna-ketligining tekis lirniti ekanligini 
isbotlang.

Y ech im i. Faraz qilaylik. {A,,} ketma-ketlik A kompakt operatori- 
ning modullari bo‘yiclia kamayish tartibicla yozilgan xos sonlari, {<■;„} 
xos vektorlarclan iborat ortonormal bazis bo'lsin. U holda har bir j1 G H 
uchun 3C

A(.r) =
«=i

tengligi o‘rinlidir. Har bir m G N uchun
I I I

A,„(x) = A„ (x.en)en
77 — 1

operatorini aniqlaymiz. Bunda Am chekli o'lchamli operatorlarclir. Endi 
x G H uchun

||A(x) -  A,„(:r)||2 = (A(x) -  A,„(x),A(x) -  Am(x)) =
I ОС ОС \

= ( ^   ̂ П̂.(% 1 ^   ̂ (%■> n̂)̂ ri J
\n=m -1-1 n=m+\ /

oo ОС
= ^  {^n(x ,en)en,\k{x,ek)ek) =

n —rn+ l k=m + 1 
ОС oc

=  У ]  (\n(x,en)en,\„(x,e„)en) = У "  |A,,.|2| ( x , e „ ) | 2 <  |Am |2 | | x | | 2.
rc=m+l Ii=m+1

Bundan
11A — A ,n|| < |A„,| —-> 0.

7 .3 .12 . H Hilbert fazosi, {e„} bu fazoda ortonorm al bazis, 
{ A , , }  nolga monoton kamayuvchi sonlar ketma-ketligi bo‘lsin. 
H ar bir x G H uchun

OC

A(x) = У^А„(з:,е„)е„.
Г! 1

A  chegaralangan operator va har bir A „ uning xos sonlari 
ekanligini ko‘rsating.

Y ech im i. x G H uchun

||A(x))||2 = (A (x ),A (x )) = Л „ (х ,е „ )е „ ,^ А п(а’ ,е,,)б„\ =
\ » “1 n--l /



•{7.3. K om pak t  oporal.orlar

= £ A»K-r - ,?»>l2 ^  A? £  l<-r -^>I2 = At|M|-.
ti 1

va 111
P0r) )||< A ^ H .

Endi x = e\ vektori uchun

||Л(е1))||2 = (Л(е1)1Л (е1)> =
/ о с  ОС \

( ^  ̂A„(gj, 6„)g,,. A„(ei, e„)e„ у = (Aiei,Aiei) — Aj||ei|| ,
, »=i 71 = 1

ya m 

Bundan 

Endi

IH(ei))|| = A1||e1||.

1ИИ = Al

oo

Л (бп) ^   ̂A?;(e,„, e,)e, — Xncr 
i=1

ekanligidan, har bir A„ operatorning xos sonidir.
7.3 .13 . Л : C [0 ,1] —► C [0 ,1] operatori

{Ax ) w - / A'(s, i)x (t) dt

form ula orqali aniqlansa, и holda A kompakt operatori ekan
ligini isbotlang.

Y echim i. M = sup |if(s,£)| bo‘lsin. U holda { (s ,i)  : 0 < s,t <
0< sJ.< l

1} to‘plamning kompaktligidan, K (s,t) funksiya bu kvadratda tekis 
uzluksiz bo‘ladi, y a ’ni Ve > 0 uchun 3(5 > 0 topilib,

ls i — s2| + Ki ~ h\ < $

bo‘lganda
\K(su ti) -  K{s2,t2)| < e 

tengsizligi bajariladi. Bundan

l

\y{si) -y{s-2)\ = J  (K(s\,t) — K (s2, t)) x(t) dt <



1 . Ф 0  -  I < = IMI- (7 -1G)
(7.16) tengsizlikclan //(.s) funksiyaning uzluksizligi kelib chiqadi, va ni 

у G C’[0 ,1].
Endi F  = {x : .r € C'[0, lj} chegaralangau to ’plani bodsa, u holda

(7.16) tengsizlikdan |A(x) : x G F} to’plamning tekis darajali uzluksiz- 
ligi kelib chiqadi.

Agar ||x[| < с bodsa, n holda

l
l|y|| = sup \y{s)\ < f  \K(s.t)\\x(t)\dt < Л/||х||,

0<.s<l J
0

y a ’ni
\\y\\<Mc.

Demak, .4 operatori har bir chegaralangan to'plamini tekis chegaralan- 
gan va tekis darajali uzluksiz to‘plamga, y a ’ni nisbiy kompakt to ‘plamga 
o'tkazadi. Bundan A operatori kompakt bo'ladi.

7 .3 .14 . A : Z/2[0, тг] —> C[0,7r] operatori
7Г

(A r)( i)  = J  sin(f + s)x(s) ds 
о

form ula orqali aniqlansa, и holda A kompakt operatori ekan
ligini isbotlang.

Y ech im i. x G L2IO, тг] va ||.r|| < 1 boisin. U holda
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I-1(./■)(/1 ) ~ -4(.rj(/-j)j = j  [sin(11 + .s) -  siu(f-j + .s')i.r(.s) r/.s
0

. 1̂ — ^  t\ + t-) , . , 
S ill — - —  COS(s +  — - — )x{s) ds

[s ill tl cos(s +  ™ L L ) ] 2  ,is Ж 1 2^ <

< \fi -  h\\/“, 
y a ’ni |ri(.r)(/i) -  Л(х)(£2)| < \t\ -  t-2\y/TV.

Bundan A operatori L2[0.tt] fazo birlik sharini tekis chegaralangan 
va tekis darajali uzluksiz to‘plamga o'tkazadi. Demak. A kompakt ope
rator bo'ladi.

7 .3 .15 . Agar T : H —> H erm it kompakt operatori bo‘lsa, 
и holda ±||T|| sonlardan kamida bittasi T operatorining xos 
sonlari ekanligini ko‘rsating.

Y ech im i. T = 0 operatori uchun ravshan bo'lganligidan. T Ф 0 
holni qaraymiz. T ermit operatori bo'lganligidan.

||T||= sup \{T(x),x)\
ll-Hkl

tengligi o'rinli. Bundan H fazoda shunday {j'„} ketma-ketlik mavjud 
bo'lib, ||.r„|| = 1 va n —> эс da (T(xn), xn)\ —» ||T||. Yana T ermit 
operatori bo'lganligidan.

{T(x „). ■>' n) = (.гп. Г х „ )  = (x„. T(x„)) = (TU,,).

ya ni (T(x„),x„) haqiqiy son. Qismiy ketma-ketlikka alinashtirib,

(T(x„),x„) A.

bunda A = ||T|| yoki A = — ||T|| deb olamiz. U holda

\\T(x„) -  A.r„||2 = (T(x„) -  A.r„.T(x„) -  Xx„) =

= ||T(:r„)||2 -2 A (T (.r„ )! :r„) + A2||:r„||2 < 

<||Г||2||.г„||2 ~2А (Г(.г„ ),.г„} + А2||.г„||2 =
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= 2Л- -  2\{T(.c„ ), .r„),

y a ’ni
0 < ||T(x„) -  A.r,,11“| < 2A- -  2А (Г(х„).х„) 0.

Bundan
T (.г,,) -  A.r,, — 0.

Endi T operatorining kompaktligidan, {.c„} ketma-ketlikning shun
day {.r„(,} qismiy ketma-ketmaligi mayjud bo'lib, {T(x()ji)} ketma-ketlik 
yaqinlashuvchi bo’ladi. T(:r„(J  —>• у bo’lsin. U holda Ax/(/j —> у va 
AT(x„.r) —> T(y). Bundan T(y) = Ay. Nihoyat

ili/ll = lim НЛэч ,11 = lAl = НЛ1 Ф0p—* oo

ekanligidan, A soni T operatorining xos soni bo iad i.
7 .3 .16 . Agar A : C [0 ,1] —> C [0 ,1] operatori

Ax(t) = tx(t)

kabi aniqlansa, и holda A kompakt operator bo‘ladimi? 
Y ech im i. C [0 ,1] fazoda quyidagi funksiyalarni qaraylik:

( 0, agar t G [0, \ + 2ТГП-),
xn(t) = I 2n+1t -  2" -  1, agar t e  [| + \ + ^r),

[  1, agar t £ [| + 1].

U holda ||xn|| = 1 va tn = j  + y r  uchun xn(t„) = 1, xm(tn) = 0, n > m. 
Bundan

11 Axn Axm 11 ^  l^na’n(^n) tnXfn(in)| ^

y a ’ni

||У1хп .Ах„г j | — .
Bundan {Ax,;} ketma-ketlikning birorta ham qismiy ketma-ketligi 
yaqinlashuvchi emas. Demak, A kompakt operator emas.

7 .3 .17 . Agar A : C [0 ,1] —> C[0,1] operatori

Ax(t) — x(t2)

kabi aniqlansa, и holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Y ech im i. x„ va t„ lar oldingi masaladagi funksiya va nuqtalar 

bo is  in. н  c.r Kir p uchun yn — J. deyh k. U holda

\\АУп -̂ 2/mll — |^n(^n) ^m(^n) | ^  1?



у  a l i i
||Ar„ -  Ar,„\\ > 1.

Demak. .4 kompakt operator (naas.
7 .3 .18 . Agar ,4 : C '[0,1] —> C[0. 1] operatori

i
Ax(t) = J  e,sx(s)ds 

о

kabi aniqlansa, и holda A kompakt operator bo‘ladimi? 
Y ech im i. x„ G C [0 ,1], ||x„|| = 1 boisin . U holda
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Ax„(t) = J  etsx n{s) ds = e1 J  esx n(s)ds. 
о о

Agar
l

a„ = J  esx n(s)ds
о

deb belgilasak, u holda

| J  esx n(s) ds\ < e,
l

I ̂ 77.1 --

y a ’ni {an} chegaralangan sonli ketma-ketlik. Demak, uning yaqinla
shuvchi qismiy ketma-ketligi mavjud. U holda

Ax„(t) = ane(

ham yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketligiga ega. Demak, A kompakt 
operator ekan.

7 .3 .19 . Agar A : C [0 ,1] —> C [0 ,1] operatori

Ax(t) — x(0) + t e ( l)

kabi aniqlansa, и holda A kompakt operator bo‘ladimi? 
Y ech im i. x„ G C [0 ,1], ||x„|| = 1 bo'lsin. Agar

a„ = z„(0), bn = x „ ( l)

deb belgilasak, 11 holda

|Q>nI — 1? \bn\ ^  1,



y a ' n i  {«„} .  {l>„} c h e g a r a l a n g a n  soni i  ke tm a-kef l i k l a r .  Dem ak .  
{"in }• {h"! } yaq in l a sh uv t  hi q i s m iy  k< t ma-kc t  l i k l ar  l i i a y jud .  I holda

~ th,„

ham C[0. II da norma bo'yieha yaqinlashuvchi bo'ladi. Bundan .4 kom
pakt operator ekan.

formula orqali aniqlansa, bunda K(t.s) - 0 < t, s < 1 kvadratda uzluk- 
siz. <fk(t) G C[0j 1], t-k G [0,1]. A’ = 1. n. A kompakt operatori ekanligini 
isbotlang.

2. Hilbert fazosidagi har bir chegaralangan chiziqli operator kom
pakt operatorlar ketma-ketligining kuchli limiti ekanligini isbotlang.

3. H Hilbert fazosi, {e„}„e^ ortonormal bazisi va A : H —> H
chegaralangan operator. Agar ||A(e„)||2 qator yaqinlashuvchi bo‘lsa,

к- 1
u holda .4 kompakt operator ekanligini isbotlang.

4. Kompakt operator qiymat.lar sohasi separabelligini isbotlang.
5. H Hilbert fazosi, {е„},к ^ ortonormal bazisi va A : H —> H 

kompakt operatori bo'lsa, u holda ||.4(e„)|| —> 0 ekanligini isbotlang.
6. Har bir A : (o —> t\ chegaralangan chiziqli operatori kompakt 

ekanligini isbotlang.

formula orqali aniqlansa, bunda A (t. s) - 0 < t,s < 1 kvadratda uzluk- 
siz, u holda A chegaralangan teskari operatorga ega bo lisihi niumkinmi? 

8 - 1 2  misollarda .4 : C [0 .1] —> C'[0.1] kompakt operator bo'ladimi?

M u staq il ish  uchun  m asa la la r

1. .4 : C [0 .1] —> C[0. 1] operatori

l

7. A : C [0 ,1] —> C [0 ,1] operatori

8. Ax(t) = f  x(s) ds\
0
1

9. Ax(t) = f  x(s)\t -  .s|“1 d.
и



1 0 . A.r(l) = /.!■(*)(/ -  s) 1 f/.s:
I)

11. A.r(t) = fx(s)(t -  .s) " f/s:
(I
1

12. Ax(t) — I ./■(*') tail(|f — n| 1/2)(/.s.
о

13. H Hilbert fazosi va A : H —* H kompakt operator bodsin. Agar 
,r„ x bo‘lsa, n holda \\Ax„ — Лх|| — 0 ekanligini isbotlang.

14. H Hilbert fazosi va A : H —► H kompakt operator bo'lsin. 
Agar {e„} С H ortonormal sistema bo'lsa, u holda Ae„ —> 0 ekanligini 
isbotlang.

7.4. Integral operatorlar va tenglam alar

Agar funk.sional tenglamada noma'lnm funksiya integral ishorasi os- 
tida qatnashsa, u holda bu tenglama integral tenglama deb atalad i. In
tegral tenglamadagi ifoda noma’lum funksiyaga nisbatan chiziqli bo'lsa. 
u holda tenglama chiziqli integral tenglama deb atalad i. Endi chiziqli 
integral tenglamalarning aham iyatli sinflaridan birini qaraymiz:

b
<f{f) = A J  K (t- ,s ) f(s )d s  + f ( t )  (7.17)

a

ko'rinishdagi tenglama II-tur Fredholm integral tenglamasi deyiladi. 
Buncla ip(t) noma’lum funksiya, f ( t )  va I((t,s)  berilgan funksiyalar, 
A sonli parainetr. K (t ,s )  funksiyasi 0 < t ,s  < 1 kvadratda aniqlangan 
va u integral tenglamaning yadrosi deb ataladi. Agar K ( t . s )  funksiyasi

11 ь
K (  t, s) dsdt < oc

shartini qanoatlantirsa, u Hilbert, - Shmidt yadrosi deb atalad i.

и

J  I \ ( t ,s ) f ( s )d s  = f( t) .18)

tenglamasi I-tur Fredholm tenglamasi deyiladi. Agar I\(t,s) funksiyasi 
s > t qivmatlarda I\(t.s) = 0 tengligini qanoatlantirsa. u holda (7.17)
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va (7.IS) temdaninlar mos

I

AO = A I  K (t->)]'(*) ds + f{t). (7.19)
4

t
I  K (t,s)f(s)ds = f(t) (7.20)
<1

ko'rinishlarga kelacli. В unday tenglamalar I va II Volterra tenglamalari 
deb ataladi.

Agar yuqoridagi tenglam alarda A (t, s) = К (s , t) bo isa , u holda ular 
simmetrik integral tenglam alar deyiladi.

Integral tenglama yadrosi
71

K (t,s ) = y]a,-(t)b ,-(a)
;=i

ko‘rinishda b o isa , u holda u aynigan xjadro deyiladi. Faraz qilaylik,
(7.17) tenglama aynigan yadroga ega boisin. U holda

11 fA t)  = л У ^ijt) bi(s)f(s)ds + f(t) (7.21)
i=i “

tenglamasiga ega boiam iz. Bu tenglama yechimi (p = <p(t) funksiyasi 
bo isin . Agar

ь
Ci = J  ip(s)bi(s) ds, i = l ,n

0.

deb belgilasak, u holda (7.21) tenglamaning yechimi quyidagi 
ko‘rinishga keladi:

П
¥>(*) = / (0  + A 5 > a ,( * ) .  (7.22)

i=i

Bu tenglikni bi(t),i = I, n funksiyasiga ko‘paytirib, [a, b] segmentda t 
o‘zgaruvchisi bo‘yicha integrallaymiz:

a,j(t)bi(t) dt, г = l,7 i. (7.23)
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Tenglikning n'ug tomonidagi integrallar o'zgarmas sonlar bo'lib. ularni 
quv idagkha belgilaymiz:

h
j  Г,ЛОМО (lf = A'//, i' j  = l ,  и.

U holda (7.23) tenglama
It

Cj A ^  ̂kjjCj f , , i 1, n ( (.24)
j =i

kod'inishga keladi. Bu tenglamalar sistemasining c^co, ■ ■ ■ , c„ yechim- 
larini (7.22) ga qoyib. (7.21) integral tenglam a yechimiga ega bo'lamiz. 
Agar (7.24) tenglamalar sistemasi yechimga ega bodmasa, u holda 
(7.21) integral tenglama ham yechimga ega bodmaydi.

Integral tenglamalarni yechimini ketma-ket yaqinlashtirish usuli bi
lan topish mumkin. Faraz qilaylik, M = max |/{T(£,s)| bo'lsin. Agar

n< ty4<b

|A| < —a) ^°^sa ’ u h°lda (7-21) tenglam a yechimi uchun

ip(t) = lim ipn(t)
n —>oc

tengligi bajarilad i, bunda

h
<pn+i (0 =  л J  K(t,s)ip1,{s)ds + /(f) ,  n =  0,1,2, ••• . (7.25)

a

ipo(t) funksiyasi sifatida [a. b] segmentda uzluksiz ixtiyoriy funksiyani 
olish mumkin.

Agar (7.17), (7.18), (7.19) va (7.20) tenglam alarda /(f) = 0 bo’lsa, 
u holda bir jinsli integral tenglama, aksincha, f(t) ф 0 bo'lsa, bir jinsli 
bodmagan integral tenglamalar deyiladi. Xususiy holda,

i

= f  (0 < a  < L  /(0) = 0)
0

tenglama Abel tenglamasi deviladi.
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M a sa la la r

7 .4 .1 . Agar A Hilbert Shmidt operatorining yadrosi 
K{s.t) bo‘lsa, и holda Л qo'shma operatori I\(t, .s) yadroli 
Hilbert -  Shmidt operatori ekanligini ko‘rsating.

Y ech im i. f.g  € Z •_>[«.£>] bo’lsin. U holda

{f.A'g) = (Af.g) = j j j K(s, t)f(t) r/A g{s) ds =

h b b ( b
J J  K(s, t)f(t)g(s) dtds = j" j  ^  Ii(s, t.)g(s) ds > f(t) dt
a a 
b ( b

a \ a
b ( b

J f(t) < J К (s, t)g(s) ds\dt = j  f{s) i  J  К (t, s)g(t) dt

ya m

Bundan

(/> A* g) = J  ds-

b
A*g(s) = J  К (t,s)g(t)dt.

Demak, A* qo‘shma operatori K(t, s) yadroli Hilbert -  Shmidt operatori 
bo‘ladi.

7 .4 .2 . C[a, 6] fazosida
I

Af(t) = A J  К (t, s)f(s) ds + tp(t)

operatorning biror darajasi qisqartirib akslantirish ekanligini 
ko ‘r  sating.

Y ech im i. f,g  €  C[a,b] bo'lsin. U holda
I

J  K(t, s)[f(s) -  g(s)]ds <

< |A|M(t -  a) max |f(s) -  g(s)\,
a<s<b



Deinak,
(t — О ) "

|A "Л/"------ - i -  < 1n\
tengsizlikni qanoatlantiradigan n soni uchun An qisqartirib akslantirish 
bo iad i.

7 .4 .3 .

<p(t) =  2  J
l

( 1  +  ts)ip(s) ds + t2

о
aynigan yadroli tenglamani yeching.

Y ech im i. Berilgan tenglamani
l l

ip(t) = 2 J  ip(s) ds + 2t J  s(p(s) ds +  t2

о о
ko‘rinishda yozib,

l

Cl  =  J  <p {s ) ds 

(i
1

C'2 = J  Stp(s) ds 

0
deb belgilasak, u holda tp(t) =  2ci +  2c2t. +  t2.

Endi сi va c2 nomaiuinlarni topamiz:
i l

Cl  = J  <p[t) dt = J ( 2 c j  +  2Ы  +  t2) dt =  2 c i  +  c2 +  — , 

0 0 

y a ’ni c i  +  c2 =  — j .  Xuddi shunday

i l 

c2 = J  dt = J (2c\t + 2c2t2 + t3) dt = ci + ^c2 +
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ya'n i Ci — rjfo = — Demak. biz quyidagi cliiziqli tenglamalai' sis- 
temasiga ega boid ik :

b + <* = -*■ 
I  Cl “  K ’ ~ Л

Bu tenglama yechimlari: c\ = — c2 = — yg. U holda integral 
tenglama yechimi

funksiyasi bo iad i.
7 .4 .4 .

1 13
*(*> = ^  й

2

<p(t) = I sin f cos sip(s) ds + sin £

aynigan yadroli tenglamani yeching. 
Y ech im i. Berilgan tenglamani

2

<p(t) = sin£ j  coss<^(s) ds + sin£ 
о

ko‘rinishda yozib,
•J

c = / c o s sv J (s )r f s  
0

deb belgilasak, u holda tp(t) = (1 + c) sin t. 
Endi с noma’lumni topamiz:

с
2 2

J  tp(t) dt = J  (1 + c) cos£sin£<^(£) dt =  ̂^ c
2 ’

о

y a ’ni с = ■ Bundan с = 1. U holda integral tenglama yechimi

ip(t) = 2sin£

funksiyasi bolladi.
7 .4 .5 .

7Г

<̂ (£) = J  sin £ cos syj(s) rfs + sin £



aynigan yadroli tenglamani yeching. 
Y ech im i. Boril^nn tenglamani

r~{t) = sin t I eos .s- (̂.s) ds -f sin /

ko'rinishda yozib.

о

с I  cos ds
I)

deb belgilasak, u holda p(t) = (1 + r)sin/.
Endi с noma'lumni topamiz:

r; = j  if(t)dt= J (1 + c) costsmt^(t) dt = 0,
о 0

ya ’ni с = 0. U holda integral tenglama yecliimi

<p(t) = sin t

funksiyasi bo iad i.
7 .4 .6 . l

‘■it
7(f) = \ j  tsi?h)ds + 4

о
integral tenglamani ketma-ket yaqinlashtirish usuli yor- 
damida yeching.

Y ech im i. (t) = 0 deb olib. (7.25) formula bo'yicha qnyidagjlar^a 
eua. bodamiz:
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1 I !)/ 1
■ (/ ) -  I .. Ц ; , , . . . . . .  -------  ) ; -----( J ---------- ).

1 <r (," 1 in 6"
Г  holda

! )t 1
- ( / 1 l im . j „ (/! l im — ( 1 ----------).„ -v ' „ -v 10 6"

va in r'( t\ —
*7 Л7 . 4 .  / .

r

At) = /(* -  t)r'(s)(h + t

II - ta r Volte rra  tenglamasini у aching.
Y ech im i. Berilgan tenglama yechimini quyidagi

■r(t) =  У <)(0 + V-'l ( 0  + • • ■ + Yu{t) +

funksional qator ko'rinishda izlaymiz. No1 malum
vo(0. y i  ( О- ' - ' ’ фЛ t) , ' '  ■ funksiyalaini auiqlaylik:

ifl(t) = ipo(t) + 9 i (t) -г • ■ ■ + у1» [t] + • • • = (7.26)

i i t 
= t + j ( s  — t)ipo(s) ds + j  (s — t)pi(s) ds + ■ ■ ■ + ! (s — t)<pn(s)ds + - ■ ■ .

о о b
Bundan

wi (0  = t. 
t
I t3

y i ( 0  = J (s -  t)sds = ,
0 

t

Л (0 = I (s  -  f) ^ ds 7! :
0

Bu tengliklarni (7.26) qatorga qovib, berilgan integral tenglamaning 
vechimiga ega bo‘lamiz:

f3 f5 f7

^  / _ 3 ' ' 5 !  7!



Bundan ~(t) = sin t.
7 .4 .8 .  ('[(). J; fa z o d a

/ Ы  = A j  cos (s -  t ) f ( t ) dt
ii

integral tenglama A parametrning qanday qiym,atlarida 
noldan farqli yeehimga ega bo'ladi?

Y ech im i. eos(tv — J) = cos о cos i + sin a sin J  dan
— ZL

f ( s )  — Acos.s J  c o s t f{ t )d t  + X n i n s j s m t f ( t ) d f .  (7.27) 
о о

Demak, bu tenglama yechimlari

f ( t )  = X(a,cost +  bsint)

shaklga ega. Bu ifodani (7.27) ga qo‘ysak,

a = x j  cost (a cost + bs'mt) dt , 
о

b = X J  sin f (a cos i  + bsint.) dt

tengliklarga ega boiamiz. Bundan

, / an  b
а = Л ( Т  +  2 J ’

x I a birb = x  -  +  —2 4
sistemaga ega bo‘lamiz. Bu sistema va bundan integral tenglam a ham,

4
A =

T T ± 2

qiym atda noldan farqli yeehimga ega bo‘ladi.
7 .4 .9 . C[0, 7t] fazosidagi
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operatoriiiiiig xos sonlarini. toping.
Y ech im i. A operatoniing xo> soni bo'lsin. I lmlda

rus(/ -f s).r(s)<7s = A.r( t). 

bunda x(t) funksiyasi A ga mos xos vektor. Bundan

cos t J cos .s x(s) ds — sin 1 j  sin a x(s) ds = \.r(t). (7.28)

у a ill
x(t) = C] cos t + o> sin t. (7.29)

bunda

Cl = J  cos s.r(s) ds. c-2 = j  sin sx(s) ds. 
о n

(7.29) fonnuladagi x(t) ni (7.28) ga qo'ysak, u holda

A(c| cos t + со sin t) = j  [cos t cos »• — sin t sin sj(cj cos t + c-_> sin t) ds. 
о

Endi

cos2 sds = —, J  cos s sin s ds — 0, J  sin2 s ds = — 
о (I

tengliklai'idan.

. 7Г 7Г .

A(C| cos t + Co sm t) = q — cos f — c2 — sm t.

cos t va sin t funksiyalarning chiziqli cikli ekanligidan.

Ac i = - c b Aco =

(7.28) dagi .r(/) xos vektor bo'lsa. u holda u noldan farqli, ya 'n i cj Ф 0 
лч>ki со ф 0. Bundan

A, =  - .  Ao =  - -  
2 -  2

operatorning xos sonlaridir.



7 .4 .1 0 . CIO. fazosidagi

Ax(t) -  j  cos(t 4 - x).r(fi) d*

0

operatorining xos sonlarini toping.
Y ech im i. A operatorning xos soni boisin . 7.4.9-inisoldagidek. ,r(t) 

xos vektor uchun
x(t) = Ci cos t + <:■> sin t.

buncla
2 2 

Ci = J  cos sx(s) ds, c-2 = J  sin .s:r(.s) ds

va

A(ci cos t + Co sin t) = J  [cos t cos s — sin t sin s] (ci cos t + c2 sin t) ds.

Endi

/cos2sds=  / sin2 sds=  , , ___ —
J  4 ’ J  2

cosJ s ds = I sin2 s ds = —, [  cos s sin sds = -
о

tengliklaridan,

ч / • ч 7r C1 ■ c 2 7Г
A (C i COS r + Co Sin t) = С1 — cos t — — sin t -\—- cos t — c2— sm t.

4 2 2 ~ 4
cos t va sin t funksiyalarning chiziqli erkli ekanligidan.

T C l +  ^C2 =  Aci,4
— ̂ Ci -  fco = Aco.

Bu sistemadan,

A l - V T 6 “ ?  A2“ “ V T 6 ~ I
operatorning xos sonlaridir.

7 .4 .11 . Integral tenglamani yeching:
l

x " ':(£) -  J\ s t  -  s2t2)x(s) ds = t2.
о



VII . < ’ ! i iz i( [ i i  n p c i a t n i  hu lnzus i

Y ech im i. Bu tenglama ycchimini

.;■( / ) - r4 - r , t  -

ko'rinishda izlaymiz. Bu i 1 <>< 1.1ni tenglaniaga qi/vsak. u holda

l i 
(‘о + ('{t + = t j  s( < о + <"i t  ) r/.s — t~ j s~ (_r() + f[.s + c-j.s”) ds + t~.

II I)

Bundan
•) / ('{) Ci Г ) \ .) / Г ., C\ Co<„ + r ,f  + = , ( T  + -  + - j : ) + , - ( l + _  + _  + ^

Demak.
си = 0. 

ci , c2
Cl = l ^ T

Co =  1  +  - i  +  ^ .
4 о

Bundan
60 1G0

Cl) =  0 .  Cl =  ------- . Co =  ---------.
• 113 - 113

ya ’ni, tenglama yechimi:

60 160 оx(t) = ---- 1 + -----1 .
v ’ 113 113

M ustaqil ish uchun m asalalar

1 - 4  misollarda II-tur Fredholm aynigan yadroli integral
tenglamalarni yeching:

i
1. ip(t) = 2 /(1 + 3ts)ip(s) ds + t2.

о

2. ip{t) = 2  f  cos a cos ! ^(.s) ds + 1.
о

3. tp(t.) = 3 j  (1 + sin ! sin s)ip(s) ds 1.
о

4. p{t) = A J (1 + t + s)~p(s)ds + t.
о

5 - 8  masalalarda tenglam alarni ketma-ket yaqinlashish usuli bilan 
yeching:

5. ip(t.) = X f  ip(s) ds + e1 — * !) --■
о



( ) .  - r  [ I )  -- - l  I / .S _*(•■• I </>  ■ ■■■■.■> '  ■

(I “

7* у' ( О  =  -7 . / -4y  (-S -j- T^r' — “  -7 •
0

8 . ^ (7 )  =  -j- /  ^ y (.s )r/ .s  +  s in  / -
0

9 — 12 masalalarda Voltorra tenglamalarini vediing: 
/

9. ^ (0  = J r(-s) </-4 + 1-
о

'
10. r-(f) -  / j , s - / ; r -r l.

0
t

1 1 .  y ' ( f )  =  4  J ( . s  -  I ) y ( V )  г/.ч 4  /.

0
/

12. c ( 0  = f ( ( ) t  -  G.s 4 -  5 ) - (л) ds + Gf -f 2(t.
0
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