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Nizomiy nomidagi Toshkent davlat pedagogika 
universiteti tashkil topganligining 80 yillik 

yubeliyiga bag ‘ishlanadi

KIRISH

Pedagogika universitetlari va pedagogika institutlari mate- 
matika, fizika-matematika fakultetlari bakalavr talabalari uchun 
darslar, matematik analizdan tuzilgan dastur bo‘yicha turli darslik 
va kitoblardan foydalanib olib boriladi.

Ushbu darslikni yozishda, mana shu ko‘p xillilikni bartaraf 
etish, talabalaming qiynalmasdan, bitta kitobdan foydalanib 
mavzulami o‘zlashtirishlari osonlashishi hisobga olindi.

Darslik pedagogika oliy ta’lim muassasalarida, matematika 
o‘qitish metodikasi bakalavriat ta’lim yo‘nalishida tahsil ola- 
yotgan talabalar uchun mo‘ljallangan bo‘lib, “Matematik analiz” 
fan dasturiga mos yozilgan. Darslik uch bo‘limdan-analizga 
kirish, bir o‘zgaruvchili funksiyaning differensial hisobi va bir 
o‘zgaruvchili funksiyaning integral hisobidan iborat va o‘n ikkita 
bobdan tashkil topgan. Bunda matematik analiz dasturida 
yuqorida aytilgan boiimlar bo‘yicha ko‘rsatilgan barcha 
mavzulardan nazariy va qisman amaliy materiallar keltirilgan.

Darslikni tayyorlashda ta’lim bosqichlari orasidagi izchillikka 
va ta’limning kasbiy yo‘nalganlik tamoyillariga hamda mualliflar 
o‘zlarining Nizomiy nomidagi pedagogika universitetida, ko‘p 
yillar davomida matematik analiz bo'yicha o‘qigan ma’ruzalari va 
olib borgan amaliy mashg‘ulotlaridan kelib chiqqan xulosalariga 
asoslandilar. Darslikning tuzilishi, mavzulaming tanlanishi mana 
shu tajribalar natijasi bo‘lib, shuningdek, shu paytgacha o‘zbek 
tilida mavjud boigan darslik va o'quv qo‘llanmalardan, xorijiy 
davlatlarda chop etilgan yangi adabiyotlardan ijobiy foydalanildi. 
Foydalanilgan adabiyotlardagi atamalar, tushunchalar va 
belgilashlami saqlab qolishga harakat qilindi.
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Ushbu darslikda davriy funksiyalar mavzusi, boshqa 
adabiyotlardan farqli ravishda, davriy to‘plam tushunchasi 
yordamida berildi.

Haqiqiy sonning irratsional darajasi mavzusining bayoni, 
boshqa, o‘zbek tilidagi adabiyotlardagidan tamoman farq qiladi.

Nazariy va qisman amaliy materiallami mukammal o‘zlash- 
tirishni ta’minlash maqsadida har bir bob so‘nggida test savollari 
berildi.

Darslikda teorema, ta’rif, misol, foraiulalar har bir paragraf 
bo‘yicha, rasmlar har bir boiim  uchun alohida raqamlangan.

Darslik qo‘lyozmasini o‘qib chiqib, o‘z fikr-mulohalazalarini 
bildirgan fizika-matematika fanlari nomzodi N.Yodgorovga, 
Ajiniyoz nomidagi Nukus DPI dotsenti tlzika-matematika fanlari 
nomzodi J.Seypullayevga, 0 ‘zMU dotsenti fizika-matematika 
fanlari nomzodi T.To‘ychiyevga minnatdorchilik bildiramiz

Mualliflar
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BIRINCHI BO‘LIM. ANALIZGA KIRISH 
IBOB. HAQIQIY SONLAR 

l-§. Ratsional sonlar to‘plami va uning xossalari
1. Ratsional sonlar to‘plami M aiumki, N = {1,2 ,3 , . . .  ,n , 

. ..} kabi barcha natural sonlar to‘plami, Z ={. . .  ,-n ,. . . ,  -3, -2, 
-1,0, 1,2, 3 , . . .}  kabi barcha butun sonlar to‘plami belgilanadi.

l-ta’rif. Ushbu qisqarmaydigan r *  — kasr ko'rinishda
<1

tasvirlash mumkin bo‘lgan har bir son ratsional son deyiladi. Bu 
yerda: p  biror butun, q esa natural son.

Barcha ratsional sonlar to‘plamini Q orqali belgilaymiz:

kasrlaming har birini qisqartirish natijasida — -

qisqarmas kasr ko‘rinishga keltirish mumkin. Demak, ulaming har 
biri ratsional son va ular o‘zaro teng.

Q to‘plamda arifmetik amallar quyidagicha kiritiladi.

Q = { -  :P e Z ,q e N } .

Aytaylik, rx -  —  va r2 -  —  ratsional sonlar berilgan boisin. Bu

t\ va r2 ratsional sonlarning yig‘indisi deb, rl +r2 = + =
<lx <12

songa, ayirmasi deb, r\-r¿= P\ P i _ Pi<h-P2<h
<h <12 <h<h<h<l2

songa, ko‘paytmasi deb, /'ir2= —  • —
<12

_ P\Pi songa, r2 *  0

bolganda ulaming boiinmasi deb, n :r2= -
<ix <h < h P2

songa aytiladi.
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2-ta’rif. Agar r\-r2=Q bo‘lsa -  rx=r2, agar ri-r2>0 bo‘lsa -  
r\>r2, agar r,-r2<0 bo‘lsa, r\<r2 deyiladi.

2. Ratsional sonlarning tartiblanganlik xossasi.
1°. Ixtiyoriy ikkita r\ va r2 ratsional sonlar uchun r\=r2, ri<r2, 

r\>r2 munosabatlardan faqat bittasi o‘rinli boiadi.
2°. Ixtiyoriy uchta r\, r2 va r3 ratsional sonlari uchun r{<r2 va 

r2<ri munosabatlardan ri<r3 boiishi kelib chiqadi.
Bu xossalaming to‘g‘riligi ratsional sonlar ustidagi arifmetik 

amallaming xossalaridan foydalanib isbotlanadi.
3. Ratsional sonlarning zichlik xossasi.
Bir-biridan farqli ixtiyoriy ikkita r\ va r2 ratsional sonlar 

orasida, ulardan boshqa, kamida bitta ratsional son mavjud.
Y +  Y

Aytaylik, r\<r2 bo‘lsin. U holda r= -  2 uchun r\<r<r2 

boiishi ravshan. Shuningdek, ratsional sonlami qo‘shish va
Y Y

boiish qoidasidan ----- - e Q kelib chiqadi.

2-§. Ratsional sonlarni sonlar o‘qida tasvirlash
To‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy bir nuqtani “boshlang‘ich nuqta” 

deb olib, O orqali belgilaymiz. Bu O nuqtani “0”(nol) sonining 
geometrik tasviri deb qaraymiz.

Endi, shu to‘g‘ri chiziqda noldan o‘ng tomonga yurishni 
musbat yo‘nalish, chap tomonga yurishni manfiy yo‘nalish 
deymiz. Bir kesma tanlab olib, uni oichov birligi deb qabul 
qilamiz. Bunday belgilashlar qilingan to‘g‘ri chiziqni sonlar o ‘qi 
deyiladi(l-rasm).

l* •  .....-  ...
O M

1-rasm.
Rasmda, OM orqali tanlangan birlik kesma belgilangan. M  

nuqta “1” bir soniga mos keladi deyiladi.
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0 ‘lchov birligini, ya’ni OM  kesmani O nuqtadan o‘ngga, 
to‘g‘ri chiziq bo'ylab ketma-ket joylashtirilganda 1 , 2 , . . . , « , . . .  
sonlarga mos nuqtalar hosil

- 3 - 2 - 1 0  1 2  3
•  •  I •  •  ....— » -  .1.« — — Ml—N.

2- rasm.
qilinadi. Xuddi shuningdek, chap tomonda -1, -2 ,. . . ,  - n , . . . 

larga mos nuqtalar belgilanadi. Bu nuqtalami “butun nuqtalar” 
deyiladi (2-rasm).

Endi, — ko‘rinishdagi musbat yoki - — ko‘rinishdagi manfiy 
q q

ratsional songa mos keladigan nuqtani topamiz.
Uchi O nuqtada bo‘lgan KOL burchak chizamiz. Biror kesma 

olib, uni O nuqtadan boshlab OL nur ustiga ketma-ket q marta 
qo‘yib N\, N2, . . . , Nq nuqtalami belgilaymiz. OK nurda esa, O 
nuqtadan sonlar o‘qining birlik kesmasi OM ni qo‘yamiz. Agar M  
va Nq nuqtalami birlashtirsak, OMNq uchburchak hosil boiadi.

Endi N 1, N2, . . . , Nq. 1 nuqtalardan MNq ga parallel to‘g‘ri 
chiziqlar o‘tkazib, ulaming OK bilan kesishish nuqtalarini M\, M2, 
..., Mg. 1 orqali belgilaymiz. Yasashga ko‘ra, ON\, N\N2, Nq.\Nq 
kesmalar o‘zaro teng bo‘lganligi uchun OM\, M\M2, ..., Mq.\M

kesmalar ham o‘zaro teng va har birining uzunligi — bo‘ladi (3-
q

rasm).

M2 M3 M K

3-rasm.
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Shulardan biri, masalan, 0M\ kesmani O nuqtadan sonlar o‘qi 

bo‘ylab o‘ng tomonga p  marta qo‘yib, — songa mos nuqtani,
q

chap tomonga p  marta qo‘yib, - — songa mos nuqtani topamiz.
q

Shunday qilib, sonlar o‘qida barcha ratsional sonlarga mos 
keladigan nuqtalami belgilab chiqish mumkin ekan. Bu nuqtalar 
“ratsional nuqtalar” deyiladi. Demak, sonlar o‘qida, har bir 
ratsional songa aniq bitta nuqta mos keladi.

Bu tasdiqning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni sonlar o‘qini 
tasvirlovchi to‘g‘ri chiziqda shunday nuqta borki, unga mos 
keluvchi ratsional son mavjud boimaydi.

Mana shu oxirgi tasdiqni isbotlaymiz.
Katetlari, birlik kesma OM ga teng boigan OMB to‘g‘ri 

burchakli uchburchakning OB gipotenuzasini sirkul yordamida O 
nuqtadan o‘ngga joylashtirsak, sonlar o‘qida C nuqtaga ega 
boiamiz (4-rasm).

Ravshanki,
\OC?=\OB\2=2. Mana shu 
C nuqtaga mos ratsional 
son mavjud emas.

Haqiqatan, teskarisini 
faraz qilaylik, ya’ni

shunday — ratsional son,
<1

qisqarmas kasr mavjud

boiib,
\  'i /

=2 boisin.

7 7Bundan p~=2q , ya’ni p  ning juft sonligi kelib chiqadi. Shuning 
uchun, p=2m belgilash kiritib, uni yuqoridagi tenglikka qo‘ysak, 
q2=2m2 tenglikni hosil qilamiz. Bu esa q ning ham juft ekanini



ko‘rsatadi. Demak, — sonning qisqarmas kasr deb olganimizga
q

zid xulosaga keldik. Bundan, C nuqtaga mos keladigan ratsional 
son mavjud emasligi kelib chiqadi.

Sonlar o‘qida C nuqtaga o‘xshash, ratsional sonlar orqali 
ifodalab boimaydigan nuqtalami ko‘plab ko‘rsatish mumkin. 
Bunday xulosa ratsional sonlar to‘plamini kengaytirish zaruri- 
yatini keltirib chiqaradi.

3-§. Ratsional sonlar to‘plamining kesimi. Irratsional 
sonning ta’rifi

1-ta’rif. Ratsional sonlar to‘plami Q qandaydir usulda A va B 
to‘plamlarga ajratilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu 
ajratish Q ning kesimi deyiladi:

1) A ± 0 , B * 0 ;
2) A u  B = Q ;
3) V a e A , \ / b e B = > a < b .
Odatda, kesimni (A,B) ko‘rinishda belgilanadi. Bunda A 

to'plam kesimning quyi sinfi, B to‘plam esa kesimning yuqori 
sinfi deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plami Q ning (A,B) kesimi faqat uch turda 
boiadi.

a) quyi sinf A da eng katta element mavjud, yuqori sinf B da 
eng kichik element mavjud emas. Bunday kesim birinchi tur 
kesim deyiladi;

b) quyi sinf A da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf 
B da eng kichik element mavjud. Bunday kesim ikkinchi tur kesim 
deyiladi;

d) quyi sinf A da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf 
B da eng kichik element mavjud emas. Bunday kesim uchinchi tur 
kesim deyiladi.

Har bir tur uchun misollami ko‘rib chiqamiz.
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1 -misol. 3 sonini va undan kichik bo‘lgan barcha ratsional 
sonlami A sinfga, 3 dan katta bo‘lgan barcha ratsional sonlami B 
sinfga kiritamiz:

A={xs Q : x<3}, #={xe Q : x>3}.
Bunday ajratish kesimning uchala shartini qanoatlantiradi. 

Shuningdek, 3 soni quyi sinfning eng katta elementi bo‘ladi, 
ammo yuqori sinf B da eng kichik element mavjud emas.

Umumiy holda, ixtiyoriy r ratsional son uchun A={xe Q : 
x<r}, 5={xe Q : x>r} to‘plamlami kiritib, (A,B) kesimni hosil 
qilsak, r soni quyi sinf A ning eng katta elementi bo‘ladi, Yuqori 
sinf B da eng kichik element mavjud emas, Bu holda kesim r 
ratsional sonni aniqlaydi deymiz.

2-misol. Ixtiyoriy r ratsional soni uchun r dan kichik bo‘lgan 
barcha ratsional sonlami A sinfga, r va undan katta bo‘lgan barcha 
ratsional sonlami B sinfga kiritib, hosil qilingan (A,B) kesimning 
quyi sinfi A da eng katta element mavjud emas. Yuqori sinf B da r 
eng kichik element boMadi. Bu kesim ham r ratsional sonni 
aniqlaydi.

3-misol. Kvadrati 2 dan katta bo'lgan barcha musbat ratsional 
sonlami B sinfga, qolgan barcha ratsional sonlami A sinfga 
kiritsak, (A,B) kesimga ega bo‘lamiz.

Bu kesimda, quyi sinf A ning eng katta elementi mavjud 
emas, ya’ni A sinfdan qanday bir r ratsional son olmaylik undan 
katta, A ga tegishli ratsional son har doim topilavcradi.

Shuni isbotlaymiz.
Aytaylik, reA  biror musbat ratsional son bo‘lsin: r2<2. 

Ma’lumki, ixtiyoriy n natural son uchun r < r + — munosabat

o‘rinli va H-— ratsional son. Endi r + —
V n j

n ning mavjudligini tekshirish yetarli.

< 2 shart bajariladigan
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2r + 1Ushbu «>—— -  tengsizlikni qanoatlantiruvchi n natural son

uchun + — j  < 2  boiadi.

Haqiqatan,
2r + \ „ 2 -  , ? 2r  1 _ n > ------- => 2n-nr>2r+\ =i> r  + — + —< 2  =>
2 - r  n n

)
< 2.V + — +-^r <2=i> fr  + —̂  

n /j V »y
Demak, quyi sinf /i ning eng katta elementi mavjud emas.
Xuddi shu kabi mulohazalar yordamida, yuqori sinf B ning 

eng kichik elementi mavjud emasligi ko‘rsatiladi.
Izoh. Ratsional sonlar to‘plami Q ning, quyi sinfi A da eng 

katta element, yuqori sinfi B da eng kichik element bor bo‘lgan 
(A,B) kesimni qurib boimaydi.

Faraz qilaylik, Q da shunday (A,B) kesim mavjud boiib, a0 
son A sinfning eng katta elementi, b0 son B sinfning eng kichik 
elementi boisin. Kesimning ta’rifidan a0< bQ kelib chiqadi.

Ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasiga ko‘ra a0< r < 
bQ tengsizlikni qanoatlantiruvchi r ratsional son mavjud. Ammo ao 
son A to‘plamning eng katta elementi boigani uchun r £ A, xuddi 
shuningdek. bo son B to‘plamning eng kichik elementi bo‘lgani 
uchun r&B. Bu esa kesim ta’rifming 2-shartiga zid, ya’ni A ga 
ham, B ga ham kirmay qolgan ratsional son bor ekan. Demak, 
(A,B) kesim emas.

Shuni ta’kidlab o‘tish lozimki, ratsional sonlar to‘plami Q ni 
o‘zaro kesishmaydigan A va B to‘plamlarga har qanday ajratish 
ham kesim boiavermaydi.

Masalan, agar A= N va 5= Q \ N deb olsak, u holda Q-A^j B 
bo‘ladi, ammo 2 eA  va OeB sonlari uchun 2>0, shuningdek, 3 eA  
va 3,5eB  sonlari uchun 3<3,5 boiib , kesimning 3-sharti 
bajarilmaydi.
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Bunday mulohazalar Q ning (AJÏ) kesimi uchun faqat uch 
turli bo‘lishini ko'rsatadi. Birinchi va ikkinchi tur kesimlar 
ratsional sonni aniqlaydi.

2-ta’rif. Ratsional sonlar to‘plami Q  ning uchinchi tur kesimi 
yordamida aniqlangan son irratsional son deyiladi.

Yuqorida ko‘rilgan 3-misoldagi kesim -72 irratsional sonini 
aniqlaydi.

4-§. Haqiqiy sonlar to‘plami va uning xossalari
1. Haqiqiy sonlar to‘p!ami. Awalgi paragraflarda ratsional 

va irratsional sonlar qanday aniqlanishi va ulaming îa’riflari bilan 
tanishib chiqdik.

1-ta’rif. Ratsional sonlar va irratsional sonlar birgaiikda, 
umumiy nom bilan, haqiqiy sonlar deyiladi.

Haqiqiy sonlar to‘plami ® orqali belgilanadi.
Har bir haqiqiy sonni cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishda tasvirlash 

mumkin. Davriy boigan cheksiz o‘nli kasr ratsional sonni, davriy 
boimagan cheksiz o‘nli kasr irratsional sonni ifodalaydi.

Masalan, ^=0,200..., ^=0,333...=0,(3), 0,121212...= 0,(12)=

= —  lar ratsional sonlar, 0,10100100010..., 1,21211211121... lar 
33

irratsional sonlar bo‘ladi.
2. Haqiqiy sonlar to‘plamining tartiblanganligi. Dastlab, 

haqiqiy sonlar to‘plamida teng, katta va kichik tushunchalarini 
kiritamiz,

Aytaylik, x va y  haqiqiy sonlar berilgan boisin.
a) agar x  va>> larning ikkovi ham ratsional son boisa, u holda 

ular orasida x=y, x<y, x>y munosabatlardan faqat bittasi o‘rinli 
boiishi ratsional sonlar to‘plamining tartiblanganligidan kelib 
chiqadi.
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b) aytaylik, x  ratsional, y  irratsional son boisin. U holda y  ni 
aniqlovchi 3-tur (A,B) kesim mavjud boiadi. Agar xeA  boisa, 
x<y, agar x eB  bo‘lsa, *>>» deb olamiz;

d) aytaylik, x  va y  laming ikkovi ham irratsional son bo‘lsin. 
U holda x  ni aniqlovchi (A>B),y ni aniqlovchi (C,Z)) 3-tur kesimlar 
mavjud boiadi. Agar A=C boisa -  x=y, agar A aC  va A*C  boisa 
-  x<y, agar Az^C va A*C  boisa, x>y deb olamiz.

Shunday qilib, ixtiyoriy x  va y  haqiqiy sonlar uchun x=y, x<y, 
x>y munosabatlardan faqat bittasi o iin li boiadi. Shuningdek, x<y 
va x<z lardan x<z kelib chiqadi. Demak, haqiqiy sonlar to‘plami 
tartiblangan ekan.

3. Haqiqiy sonlar to‘p!amining zichligi. Haqiqiy sonlar to‘p- 
lamida ratsional sonlar to‘plamidagi kabi quyidagi xossa o‘rinli.

Bir-biridan farqli ixtiyoriy ikki haqiqiy x  va y  sonlari orasida, 
kamida bitta haqiqiy, xususan, ratsional son mavjud.

Shu xossani isbotlaymiz.
Aytaylik, x<y boisin. Agar x va y  laming ikkalasi ham 

ratsional son boisa, u holda ratsional sonlar to‘plamining zichlik 
xosasiga ko‘ra ular orasida kamida bitta ratsional son mavjud.

Agar x  ratsional son, y  irratsional son boisa, u holda y  ni 
aniqlovchi (A,B) 3-tur kesim mavjud boiib, x<y ekanligidan xeA  
boiadi. Quyi sinf A da eng katta element mavjud boimaganligi 
sababli x  dan katta re  A ratsional son mavjud: x<r<y.

Shuningdek, x  irratsional son va y  ratsional son boigan hoi 
yuqoridagiga o'xshash isbotlanadi.

Agar x  va y  laming ikkalasi ham irratsional son boisa, u 
holda x  ni aniqlovchi (A,B), y  ni aniqlovchi (C,D) 3 -tur kesimlar 
mavjud boiib, x<y ekanligidan AczC va A*C boiadi. Bundan esa 
C da A ga tegishli boimagan r  ratsional son borligi kelib chiqadi: 
x<i~<y.

4. Haqiqiy sonlar to‘pIamining uzluksizligi. Ratsional 
sonlar to‘plami Q da kiritilgan kesim tushunchasini haqiqiy 
sonlar to‘plami M da ko‘ramiz.
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1-ta’rif. Haqiqiy sonlar to‘plami R qandaydir usulda X va 7 
to‘plamlarga ajratilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu 
ajratish R ning kesimi deyiladi:

1) X * 0 ,  7 * 0 ;
2) X u Y =  R ;
3) V x <=X, V y  e Y=>x<y.
Xuddi ratsional sonlar to‘plamidagi kabi, kesim (X,Y) ko‘ri- 

nishda belgilanadi va X  to‘plam kesiraning quyi sinfi, Y to‘plam 
esa kesimning yuqori sinfi deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plami Q ning kesimi faqat uch turda 
boiishini bilamiz. Tabiiy savol tug‘iladi: haqiqiy sonlar to‘plami 
R da kesim necha xil boiishi mumkin?

Quyidagi teorema shu savolga javob beradi.
1-teorema (Dedekind teoremasi). Haqiqiy sonlar to'plami 

R da hosil qilingan (X, Y) kesim uchun quyidagi ikki holdan biri 
o‘rinli boiadi:

1) quyi sinf X  da eng katta element mavjud, yuqori sinf Y da 
eng kichik element mavjud emas;

2) quyi sinf X  da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf
Y da eng kichik element mavjud.

Isboti. Aytaylik, R da biror (X, Y) kesim berilgan boisin. 
Quyi sinf X  dagi barcha ratsional sonlar to‘plamini A, yuqori sinf
Y dagi barcha ratsional sonlar to‘plamini B  orqali belgilaylik. U 
holda bu A va B to‘plamlar ratsional sonlar to‘plami <Q> da kesim 
hosil qilishini bilamiz.

Maiumki, (A,B) kesim biror a sonni aniqlaydi. Bu son X  yoki
Y laming biriga tegishli boiadi.

Agar a e X  boisa, u holda a son X  to‘plamning eng katta 
elementi ekanini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, a son X  ning eng katta elementi boimasin. U 
holda X  da a dan katta boigan biror a0 sonni olamiz. Haqiqiy 
sonlar to‘plamining zichlik xossasiga ko‘ra, a<r<a0 shartni 
qanoatlantiruvchi r ratsional son mavjud. Endi r < a«, aoeX dan 
reX, shuningdek, a<r boiganligi uchun, (A,B) kesim xossasiga
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ko‘ra reB, ya’ni re  Y kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik 
farazimizning noto‘g‘ri ekanini ko‘rsatadi. Demak, a son X  ning 
eng katta elementi boiadi.

Agar a e Y  boisa, u holda a son Y to‘plamning eng kichik 
elementi ekanligi yuqoridagi kabi ko‘rsatiladi. Teorema isbot 
boidi.

Bu teoremadan, haqiqiy sonlar to‘plamida 3-tur kesim mavjud 
boimasligi kelib chiqadi. Mana shu xususiyat haqiqiy sonlar 
to‘plamining uzluksizlik xossasi deyiladi.

Demak, haqiqiy sonlar to‘plami M da hosil qilingan har bir 
kesim faqat bitta haqiqiy sonni aniqlaydi.

5-§. Haqiqiy sonlarni sonlar o‘qida tasvirlash
Ratsional sonlarni sonlar o‘qidagi nuqtalar orqali tasvirlash 

bilan 2-§ da tanishib o‘tgan edik. Bu paragrafda irratsional 
sonlarni sonlar o‘qida tasvirlash mumkinligini ko‘rib chiqamiz.

Oldingi mulohazalarga asoslangan holda, quyidagi tasdiqlar 
o‘rinli deb olamiz.

1) to‘g‘ri chiziqdagi nuqtalar to‘plami tartiblangan, ya’ni 
to‘g‘ri chiziqdagi ixtiyoriy ikki C va D nuqtalardan bin 
ikkinchisidan chapda yotadi. Shuningdek, agar C nuqta D 
nuqtadan, D nuqta E  nuqtadan chapda yotsa, u holda C nuqta E 
nuqtadan chapda yotadi;

2) bir-biridan farqli ixtiyoriy ikki C va D nuqtalar orasida, 
kamida bitta “ratsional” nuqta mavjud;

3) to‘g‘ri chiziqning barcha nuqtalari to‘plamida qurilgan 
ixtiyoriy {X \Y ’) kesim uchunZ ’ sinfning eng o‘ng nuqtasi yoki Y' 
sinfning eng chap nuqtasi mavjud (bu tasdiq to‘g‘ri chiziqning 
uzluksizlik aksiomasi deyiladi);

4) to‘g‘ri chiziqda eng chap va eng o‘ng nuqta mavjud emas.
Har bir ratsional songa, to‘g‘ri chiziqda ratsional nuqta mos

kelishini 2-§ da ko‘rsatgan edik. Endi irratsional songa, to‘g‘ri 
chiziqdagi ratsional boimagan nuqta mos kelishini ko‘rib chi­
qamiz.
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Aytaylik, x  irratsional son va (A,B) uni aniqlovchi kesim bo‘l- 
sin. Agar quyi sinf A dagi ratsional sonlarga mos keladigan “rat- 
sional” nuqtalami A ’ sinfga, yuqori sinf B dagi ratsional sonlarga 
mos keladigan “ratsional” nuqtalami B ’ sinfga kiritsak, u holda 
to‘g‘ri chiziqning ratsional nuqtalari to‘plamida (A \B ’) kesim 
hosil bo‘ladi.

Endi to‘g‘ri chiziqdagi barcha nuqtalami X ’ va Y ’ sinflarga 
quyidagicha ajratamiz:

A ’ ning hech bo‘lmaganda bitta nuqtasidan chaproqda joy- 
lashgan nuqtalar X ’ sinfga, qolgan nuqtalar Y ’ sinfga kiritiladi. 
Natijada to‘g‘ri chiziq nuqtalari to‘plamida (X \ Y') kesim hosil 
boiadi.

To‘g‘ri chiziqning uzluksizlik aksiomasiga ko‘ra, (X ’, Yr) 
kesim biror M(x) nuqtani aniqlaydi. Bu nuqta X ’ da eng o‘ng 
nuqta yoki Y ’ da eng chap nuqta bo‘ladi. Bu nuqta “ratsional” 
nuqta bo‘la olmaydi. Shu M(x) nuqtani x  irratsional songa mos 
qo‘yamiz. Xuddi shu kabi, to‘g‘ri chiziqdagi har bir “ratsional” 
bo‘lmagan nuqtaga bitta irratsional son mos kelishi yuqoridagiga 
o‘xshash mulohazalar yordamida ko‘rsatiladi.

Shunday qilib, har bir haqiqiy songa to‘g‘ri chiziqdagi bitta 
nuqta va to‘g‘ri chiziqdagi har bir nuqtaga bitta haqiqiy son mos 
keladi. Shu sababli, haqiqiy son deganda son o‘qidagi nuqtani, 
sonlar o‘qidagi nuqta deganda haqiqiy sonni tushunish mumkin.

6-§. Haqiqiy sonning absolut qiymati va uning xossalari
Haqiqiy sonning absolut qiymati (moduli) tushunchasi, mu- 

him tushunchalardan biri hisoblanadi.
Aytaylik, a biror haqiqiy son bo‘lsin.
l - ta ’rif. Agar a>0 boisa, uning absolut qiymati deb, a 

sonning o‘ziga, agar a<0 bo‘lsa, -a songa aytiladi.
Odatda, a sonning absolut qiymati |a| kabi belgilanadi. 

Demak,
fa, agar ¿*>0 bo'lsa,

|cr|=^
I-a , agar a < 0 bo'lsa.
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Masalan, |3|=3, |-2,5|=2,5, \y f l  -l|=>/2 -1, |1-V2 |=V2 -1.
Haqiqiy sonning absolut qiymati quyidagi xossalarga ega.
1°. Ixtiyoriy xe K uchun |x|=|-x| va -|x|<x<|x| boiadi.
Bu xossaning o‘rinliligi absolut qiymati ta’rifidan kelib 

chiqadi.
2°. Ixtiyoriy a>0 uchun |x|<cr va -a<x<a tengsizliklar o'zaro 

teng kuchli boiadi.
Isboti. Aytaylik, )x|<a tengsizlik o‘rinli boisin. Uning har 

ikki tomonini -1  ga ko‘paytirib, -a<-\x\ tengsizlikni hosil qilamiz. 
1° xossaga ko‘ra, -|x| < x < |x|. Bu oxirgi ikki tengsizlikdan -a<~ 
jx|àc<|x|<iz va demak, -a<x<a kelib chiqadi.

Endi, aytaylik, -a<x<a tengsizlik o‘rinli boisin.
Agar x>0 boisa, (x|=x boiib, [x|<a kelib chiqadi.
Agar x<0 boisa, |x|=-x boiib, -a<x, ya’ni -x<a dan jx|<a kelib 

chiqadi.
Isbotlangan 2° xossadan [x)<a va -a<x<a tengsizliklaming 

ham o‘zaro teng kuchliligi kelib chiqadi.
3°. Ikki son yig‘indisining absolut qiymati va shu sonlar abso­

lut qiymatlari yig‘indisi uchun |x+y|<|x|+[>>| munosabat o‘rinli.
Isboti. 1° ga ko'ra -|x|<x<|x| va -{y|<.y<[yj tengsizliklarga ega 

boiamiz. Bu tengsizliklami qo'shib, -  (|x|+[y|)<x+y<|x|+[y| teng­
sizlikni hosil qilamiz. 2° ga asosan bu |x+y|<|x|+[y| kabi yoziladi.

Isbotlangan xossa qo‘shiluvchilaming soni ikkitadan ortiq 
boigan holda ham oiinli:

¡X1+X2+ . . .  +x„|< Jxij+(x2H-. . .  +|x„|.
4°. Ikki son ayirmasining absolut qiymati va shu sonlar abso­

lut qiymatlari ayirmasi uchun |x|-[v|<|x-j’| munosabat o‘rinli.
Isboti. Ushbu lx|=|(x-j’)+>’| tenglik va 3° ga ko‘ra ¡x|<|x-y|+ly| 

boiadi. Bundan |x|-[y|<|x-j’| tengsizlik hosil qilinadi.
Quyidagi xossalar absolut qiymatning ta’rifidan kelib chiqadi.

x|-[y| boiadi.5°. Ixtiyoriy x , j e l  lar uchun |x-v| = 

6°. Ixtiyoriy x, v e l  va v^û uchun
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2-ta’rif. Aytaylik, x, y e  R nuqtalar berilgan boisin. Ushbu 
|x-_y| son shu nuqtalar orasidagi masofa deyiladi.

7-§. Sonlar o‘qidagi sodda to‘plamlar
Elementlari sonlardan iborat to‘plamlar sonli to'plamlar 

deyiladi. Biz, asosan, sonli to‘plamlar bilan ish ko‘ramiz. Shu 
sababli, kelgusida, to‘plam deganda sonli to‘plam tushuniladi. 
Matematikada ko‘p uchraydigan sodda to'plamlami ajratamiz. 

Aytaylik, a ,b e  R va a<b boisin.
1-ta’rif. a) ushbu a<x<b qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

barcha sonlar to‘plami segment yoki kesma deyiladi va [a,b\ 
orqali belgilanadi:

[a;b]={xe R : a<x<b}; 
b) ushbu a<x<b qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 

sonlar to‘plami interval yoki ochiq oraliq deyiladi va (a;b) orqali 
belgilanadi:

(a;b)={xe R : a<x<b};
d) ushbu a<x<b yoki a<x<b qo‘sh tengsizliklami qanoat­

lantiruvchi barcha sonlar to‘plami yarim segment deyiladi va mos 
ravishda [a;b) yoki (a;b] orqali belgilanadi:

[a;6)={ xe  R : a<x<b }, (a;b]={ xe R : a<x<b }.
Kiritilgan bu, to‘rt xil to‘plamlar bir so‘z bilan oraliqlar 

deyiladi. Demak, oraliq deganda segment, interval, yarim seg- 
mentlardan biri tushuniladi. Odatda, a va b sonlar shu ora- 
liqlaming chegaraviy nuqtalari deyiladi.

2-ta’rif. x0 nuqta tegishli boigan ixtiyoriy (a;b) interval x0 
nuqtaning atrofi deyiladi.

Ushbu (x0-£pr0+£) interval esa x0 nuqtaning s-atrofi deyiladi 
va 0(x0;e) orqali belgilanadi:

0(x0;s) = { x e  R : |x-x0|<£ }•
Intervallar va yarim segmentlar orasida chegaraviy nuqtalari 

cheksiz boiganlari ham uchraydi.
Masalan, (-oo;+oo)=R, [a;+oo)={jce R : x>a}, (a;+oo)={xe R : 

x>a }, (-qo; ¿]={x€ R : x<b}, (-00; b)={xe R : x<b}.
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8-§. Chegaralangan va chegaralanmagan to‘plamlar
1. Yuqoridan chegaralangan to‘plain. Aytaylik, £ c  R 

bo‘sh boimagan to‘plam berilgan boisin.
l- ta ’rif. Agar shunday b son topilib, ixtiyoriy x eE  uchun x<b 

tengsizlik bajarilsa, u holda E  to‘plam yuqoridan chegaralangan, 
b uning yuqori chegarasi deyiladi.

1-misol. E\=(-oo;0), barcha manfiy sonlar to‘plami yuqoridan 
chegaralangan. Bu to‘plam uchun 0 va ixtiyoriy musbat son 
yuqori chegara bo‘ladi.

2-misol. E2~{. . .-3,-2,-1, 0, 1, 2 } to‘plam ham yuqoridan 
chegaralangan. Bu to‘plam uchun 2 soni va undan katta har bir 
son yuqori chegara bo‘ladi.

Keltirilgan misollardan ko‘rinadiki, yuqoridan chegaralangan 
to‘plamning yuqori chegarasi cheksiz ko‘p bo iar ekan.

Agar l-ta’rif shartini qanoatlantiruvchi b soni topilmasa, u 
holda E  to‘plam yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, i?3=N={ 1, 2, 3 t o‘pl am yuqoridan 
chegaralanmagan. Qanday b son olmaylik undan katta n0 natural 
son mavjud: b<n0. (n0 sifatida b sonining butun qismidan keyingi 
sonni olish yetarli).

Yuqoridan chegaralangan to‘plamning yuqori chegaralari 
orasida eng kichigi mavjudmi? -  degan savolga quyidagi teorema 
javob beradi.

1-teorema. Yuqoridan chegaralangan to‘plamning yuqori 
chegaralari orasida eng kichigi mavjud.

Isboti. Aytaylik, E  yuqoridan chegaralangan to‘plam boisin. 
Ikki holni ko‘rib chiqamiz.

a) E  to‘plam elementlari orasida eng kattasi mavjud, ya’ni 
shunday x0eE  son borki, ixtiyoriy x e E  lar uchun x<x0 boiadi. 
Demak, x0 son E  to'plamning yuqori chegarasi boiib, E  ning 
boshqa ixtiyoriy b chegarasidan katta boimaydi: x0<b.

Bulardan x0 son E to‘plamning eng kichik yuqori chegarasi 
ekanligi kelib chiqadi;
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b) E to'plam elementlari orasida eng kattasi mavjud 
boimasin. U holda haqiqiy sonlar to‘plami R ni, quyidagicha X  
va 7  to‘plamlarga ajratamiz: E  to‘plamning barcha yuqori 
chegaralari to‘plamini Y  orqali, R dagi qolgan barcha sonlar 
to‘plamini X  orqali belgilaymiz. Bunday ajratish R da kesim 
bo‘ladi.

Shuni tekshirib chiqamiz:
1) E * 0  va E c X  dan X * 0  kelib chiqadi. Shuningdek, E  

yuqoridan chegaralanganligi uchun uning yuqori chegarasi bor. 
Demak, 7*0;

2) har bir x g R  son yoki E ga yuqori chegara boiadi, yoki E 
ga yuqori chegara bo‘lmaydi. Demak, yoki xeX, yoki x e Y  
boiadi. Bu esaX uT^R  ekanini bildiradi;

3) aytaylik, x e X vay e  7 boisin. U holda x son E  to‘plamning 
yuqori chegarasi boimaydi, ya’ni E  da x  dan katta boigan biror 
xaeE  son mavjud. y e  7  son E  to‘plamning yuqori chegarasi 
boiganligi uchun x<xo<y boiadi. Bundan VxeX, Vye Y uchun 
x<y boiishi kelib chiqadi.

Maiumki, (X,Y) kesim aniq bitta a sonni aniqlaydi. E a X  
boiganligi uchun a son E  to‘plamning yuqori chegarasi boiadi, 
ya’ni aeY. Shuningdek, a son }' ning eng ldchik elementi 
boiganligi sababli, a son E  to‘plami,ing yuqori chegaralari 
orasida eng kichik son boiadi

2-ta’rif. Yuqoridan chegaralangan to'plam yuqori chegaralari 
orasida eng kichigi, uning aniq yuqori chegarasi deyiladi.

Aniq yuqori chegara supE kabi belgilanadi.
Yuqoridagi mulohazaiar shuni koYsatadiKi. agar E 

to‘plamning eng katta element! mavjud boisa, u hu!da o‘sha son 
E  to‘plamning aniq yuqori chegarasi boiadi. Umuman olganda, 
yuqoridan chegaralangan to‘plamning aniq vuqc»n chegarasi uning 
o‘ziga tegishli boimasligi mumkin.

Masalan, JS,4=[0; 10] to‘plamda 10 soni uning eng katta 
elementi va 10 soni bu to‘plamning aniq yuqoii cnegarasi boiadi.
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£ 5=(-8;l) to‘plam uchun supEs=l boiib, 1 soni unga tegishli 
emas.

Yuqoridagi misollar uchun supEi=0, supE2=2 boiishini 
tekshirish qiyin emas.

Agar E  to‘plam yuqoridan chegaraianmagan bo‘lsa, u holda 
supE=+oo deb olinadi.

2. Quyidan chegaralangan to‘plam. Aytaylik, £ c R  bo‘sh 
bo‘lmagan to‘plam berilgan bo‘lsin.

3-ta’rif. Agar shunday a son mavjud boiib, ixtiyoriy x e E  lar 
uchun x>a tengsizlik bajarilsa, u holda E to‘plam quyidan 
chegaralangan, a uning quyi chegarasi deyiladi.

3-misol. £6=[2;+oo) to‘plam quyidan chegaralangan. Bu 
to‘plam uchun 2 va undan kichik ixtiyoriy son quyi chegara 
boiadi.

4-misol. Ei={ —, ne N } to‘plam quyidan chegaralangan. Bu
n

to‘plam uchun 0 va ixtiyoriy manfiy son quyi chegara boiadi.
Demak, quyidan chegaralangan to‘plamning quyi chegarasi 

cheksiz ko‘p boiadi. Quyidagi teorema quyidan chegaralangan 
to'plamlar uchun boiib, 1-teorema kabi isbotlanadi.

2-teorema. Quyidan chegaralangan to‘plamning quyi 
chegaralari orasida eng kattasi mavjud.

4-ta’rif. Quyidan chegaralangan to‘plam quyi chegaralari 
orasida eng kattasi, uning aniq quyi chegarasi deyiladi.

Aniq quyi chegara inJE kabi belgilanadi.
Agar 3-ta’rif shartini qanoatlantiruvchi a soni topilmasa, u 

holda E  to‘plam quyidan chegaraianmagan deyiladi.
Masalan, E\ va E2 to‘plamlar quyidan chegaraianmagan.
Agar E  to‘plam quyidan chegaraianmagan boisa, u holda 

inJE=-oo deb olinadi.
5-ta’rif. Ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan to‘plam 

chegaralangan to‘plam deyiladi.
Masalan, Es -  barcha to‘g‘ri kasrlar to‘plami, chegaralangan 

to‘plam boiadi. Bu to‘plam uchun injE%=0, supE$=\.

21



Aytaylik, E  chegaralangan to‘plam boisin. Agar infE=c, 
supE-d belgilashni kiritsak, u holda [c\d\ segment, E  to‘plamni 
o‘z ichiga oluvchi eng kichik segment boiadi. Buni qanday 
tushunish kerak? Agar Ec[c;d\ va Ecz[c\;d\] boisa, u holda 
[ic-,d\c.[c\,d\] boiadi.

9-§. Bernulli tengsizligi
Ba’zi sonli to‘plamlaming aniq yuqori chegarasini va aniq 

quyi chegarasini topishda ishlatiladigan bir muhim tengsizlikni 
keltiramiz.

Teorema. Barcha » e N  va ixtiyoriy a>-1 lar uchun 
(l+fl)">l+«a (1)

tengsizlik o‘rinli boiadi.
Isboti. Isbotni matematik induksiya metodi yordamida amalga 

oshiramiz.
n- 1 da ( 1) tengsizlik 1+a > 1 +a to‘g‘ri.
n -k  uchun (\+a)k>\-\-ka ni o‘rinli deb olamiz.
Oxirgi tengsizlikning ikkala tomonini l+a>0 songa ko‘pay- 

tirsak,
(1 *>( 1 +ka)( 1 +a )= 1 +(&+ 1 )a+ka2> 1 +(k+ 1 )a 

boiadi. Bu esa (1) tengsizlik n=k+1 uchun ham o‘rinli ekanini, 
demak, barcha natural n lar uchun o‘rinliligini bildiradi. Teorema 
isbot boidi.

I bobga doir test savollari
1. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?
Ä) Ratsional sonlar to'plami Q zieh to‘plam;
B) Ratsional sonlar to‘plami Q tartiblangan to‘plam;
C) Ratsional sonlar to‘plami Q yuqoridan chegaralangan;
D) ikkita ratsional sonlarning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘payt- 

masi va boiinmasi (maxraj noldan farqli boiganda) ratsional son 
boiadi.
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2. Ratsional sonlar to‘p!ami Q da bajarilgan kesim necha 
turli boiishi mumkin?

3. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?
A) Haqiqiy sonlar to‘plami R zich to‘plam;
B) Haqiqiy sonlar to‘plami R tartiblangan to‘plam;
C) Haqiqiy sonlar to‘plami R to‘la (uzlnksiz) to‘plam;
D) Haqiqiy sonlar to‘plami R quyidan chegaralangan.

4. Quyidagi jumlalarning qaysi biri to‘g‘ri?
A) Ratsional son bilan irratsional sonning yig‘indisi irratsional 

son boiadi;
B) Ixtiyoriy ratsional son bilan irratsional sonning ko‘payt- 

masi irratsional son boiadi;
C) Ikkita irratsional son yigindisi irratsional son boiadi;
D) Ikkita irratsional son ko‘paytmasi irratsional son boiadi.

5. Quyidagi jumlaning qaysi biri to‘g‘ri?
A) Quyidan chegaralangan ixtiyoriy X  sonli to‘plam eng 

kichik elementga ega;
B) Quyidan chegaralangan ixtiyoriy X  sonli to‘plam eng katta 

elementga ega;
C) Chegaralangan ixtiyoriy X  sonli to‘plam aniq yuqori va 

aniq quyi chegaraga ega;
D) Chegaralangan ixtiyoriy X  sonli to‘plam eng katta va eng 

kichik elementga ega.

6. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?
A) Yuqoridan chegaralangan sonli to‘plam aniq yuqori chega­

raga ega;
B) Quyidan chegaralangan sonli to‘plam aniq quyi chegaraga

A) faqat bir turli;
C) faqat ikki turli;

B) faqat uch turli; 
D) faqat to‘rt turli.

ega;
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C) Yuqoridan chegaralangan sonli to‘plamning yuqori chega- 
ralari cheksiz ko‘p;

D) Ixtiyoriy chegaralangan sonli to‘plam eng katta elementga
ega.

7. Quyidagi to‘pIamlarning qaysi biri yuqoridan chegara­
langan?

1) [0;2], 2) (-co; 0], 3)[l;+00)
A) 1,2; B) 2.3; C) 1,3; D)barchasi.

8. Quyidagi 1) (-5;7) 2) (-oo; +oo) 3) (-oo; 4) to‘plamlarning 
qaysi biri quyidan chegaralangan?

A) 1; B) 2; C) 3; D) 1,3.

9. x  va y  sonlarni aniqlovchi (A,B) va (C,D) kesimlar beril- 
gan:

x=(A,B), v=(C, D). x  < y  bo‘lishi uchun quyidagi munosa- 
batlaming qaysi biri o‘rinli bo‘lishi kerak?

A) AczD; B) B<zD,B^D;
C) BczC; D) D czB, D*B.
10. x  va y  sonlarni aniqlovchi (A,B) va (C,D) kesimlar be- 

rilgan:
x=(A,B), y=(C,D). x < v  boiishi uchun quyidagi 

munosabatlaming qaysi bittasi o‘rinli boiishi kerak?
A )A cC , A*C; B )B cD ,ß^D ;
C )BcC; D) DczA.

11. Agar jc va y  haqiqiy sonlar boisa, u holda quyidagi 
munosabatlardan qaysi biri haqiqiy son absolut qiymatining 
xossasini ifodalaydi?

A) |x |+b | < \x-y\; B) |r| - \y\ < \x-y\;
C) |x-j|<|x+y|; D) |xy| < |x| -\y\.
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12. Agar x  va y  haqiqiy sonlar boisa, u holda quyidagi 
munosabatlardan qaysi biri haqiqiy son absolyut qiymatining 
xossasini ifodalamaydi?

A) \x-y\< \x\+]y\; B) |x| - \y\ < \x-y\;
C) \y\-\x\< \x-y\; D) M <|x+> i

13. Quyidagilardan qaysi biri ratsional sonlar to‘plamida 
kesim boiadi?

1) A -  kvadrati 3 dan kichik boigan barcha ratsional sonlar 
to‘plami, B -  qolgan ratsional sonlar to‘plami.

2) A -manfiy ratsional barcha sonlar to‘plami, B -  barcha 
musbat ratsional sonlar to‘plami.

3) A — kvadrati 5 dan katta boigan ratsional sonlar to‘plami, 
B - qolgan ratsional sonlar to‘plami.

A) A -  kubi 3 dan kichik boigan barcha ratsional sonlar 
to‘plami, B -  qolgan ratsional sonlar to'plami.

A) 1 va 3; B) 2 va A;
C) faqat 4; D) faqat 2.

14. Quyidagilardan qaysi biri haqiqiy sonlar to‘plamida 
kesim boiadi?

1) A -  kvadrati 3 dan kichik boigan barcha ratsional sonlar 
to‘plami, B -  qolgan haqiqiy sonlar to‘plami.

2) A -  kvadrati 5 dan katta boigan barcha haqiqiy sonlar 
to‘plami, B -  qolgan haqiqiy sonlar to‘plami.

3) A -  barcha irratsional sonlar to‘plami, B -  barcha ratsional 
sonlar to‘plami.

4) A -  kubi 4 dan kichik boigan barcha haqiqiy sonlar 
to‘plami, B  -  qolgan haqiqiy sonlar to‘plami.

A) 1 va 2; B )2 v a 4 ; C)4; D)3.

15. {/i2-10«+9} to‘plamning aniq quyi chegarasini toping.
A )-34; B) -15; C)-16; D )-19.
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16. i —— -------, « € N i to‘pIamning aniq yuqori chegara-
[ /г -  4/7 + 9 J

sini toping.
A) 0,2; B) 1/6; C) 0,4; D) 0,5.

17./и = V^56 ; и = 3,4(25) ; p  = 1,01100111... ; q

:\ Щ б + 2  sonlardan qaysilari irratsional?
A) m,p; B) m,q; C) p,q\ D) p, n.

18./« = V256 ; n = 3,141516...; p  = х /х /Ж  + 13 ; q
\ 2

sonlardan qaysilari irratsional?
A) m, p; B) n, q; C) p, q; D) m, p.

19. /и = 0,22(23), и = 0,(223),/» = 0,222(3) sonlarini o‘sish 
tartibida yozing.
A) m< n < p; B) m < p <  n; C) n < m <p; D ) p <  m < n.

20. pe—15|^5 tengsizlikni yeching.
A)(-oo;10]; B) [10;25];
C) [25;+oo); D) (^o;10]U[20;+oo).

21. |лг—7|<1 tengsizlikni yeching.
A) (-8;6); В) (-o>;6); C) (6;8); D) [6;8],

22. 2Lc-b3|<bc—II tengsizlikning butun yechimlari nechta?
A) 5; B) 6; C) 10; D) 12.

23. 2Ijc—1 I<bc-í-31 tengsizlikning butun yechimlari nechta?
A) 0; B) 6; C) 5; D) 8.
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24. Quyidagi sonlardan qaysi biri 0,(7) ga teng?
A) 0,7777; B) 1/7; C)7/10; D) 14/18.

25.5,(8) ni oddiy kasrga aylantiring:

A )5 — ; B) 5 -  ; C)5 —  ; D ) 5 - .
'  10 5 100 9

26.3,4(3) ni oddiy kasrga aylantiring:

A) 3 — ; B)3 — ; C )3 —  ; D) 3 ^ -
30 45 99 90
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II BOB. BIR 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYA

l-§. Funksiya tushunchasi
Funksiya tushunchasi matematik analizning asosiy tushuncha- 

laridan biri boiib, uning yordamida turli miqdorlar orasida mav- 
jud boigan bogianishlar o‘rganiladi.

Aytaylik, ixtiyoriy X va ) 'to ‘plamlar berilgan boisin.
1-ta’rif. Agar X  to‘plamdan olingan har bir .v elementga biror 

qonuniyat yoki qoida hilan Y to‘plamdagi aniq bitta y  elemeni mos 
qo‘yilgan bo‘lsa, u holda X  to‘plamni Y to‘p!amga akshmtirilgan 
deyiladi.

Bu yerdagi qonuniyat yoki qoidani /  orqali belgilanadi va 
akslantirish deyiladi.

AgarXva Y to‘plamlar orasida/akslantirish berilgan bo'lsa, u 
/ :  X -^rkabi belgilanadi.

Akslantirish natijasida x  elementga mos kelgan v element x 
ning aksi (obrazi) deyiladi va y=f[x) ko‘rinishda yoziladi. 
Shuningdek, x ning o‘z iy  ning asli (proobrazi) deyiladi.

Odatda, X  to‘plamni haqiqiy sonlar to‘plami IR ga 
akslantirish X  to ‘plamda berilgan funksiya deyiladi.

Yuqorida aytilganlar funksiyaning umumiy ta’rifi bo‘lib, biz 
asosan X  va Y lar haqiqiy sonlar to‘plamining qism to‘plamlari 
boigan holni ko‘rib chiqamiz.

2-ta’rif. Agar I  va 7 sonli to‘plamlar berilgan boiib, X  
to‘plamdan olingan har bir x songa biror qonuniyat yoki qoida 
bilan Y to‘plamdagi aniq bitta y  son mos qo‘yilgan bo isa, u holda 
X  to‘plamda aniqlangan funksiya berilgan deyiiadi. Funksiya 
y=f{x),)^=g(x),)’=(p{x),. . . ko‘rinishlarda yoziladi.

Agar funksiya berilgan boisa, u holda X  to‘plam 
funksiyaning aniqlanish sohasi. Y esa funksiyaning o 'zgarish 
sohasi deyiladi.

Shuningdek, x erkli o'zganivchi yoki argument, y esa erksiz
o 'zgantvchi deyiladi.
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Odatda, {/(jc) : xeX}  to‘plam funksiyaning qiymatlar to'plami 
deyiladi va E(J) orqali belgilanadi. Funksiyaning aniqlanish sohasi 
D(f) bilan belgilanadi.

1 -misol. Agar X~Y= R da y=x funksiya berilgan boisa, u 
holda

D(/)=(-oo;+oo) va £(/)=[0 ;+oo) boiadi.

2-misol. Agar X=(0;+co), Y=R d ay = —̂ —  funksiya berilgan
x  +1

boisa, u holda D(/)=(0;+oo), E(f)=(0;1) boiadi.
Demak, funksiya berilgan boiishi uchun:
a) funksiyaning aniqlanish sohasi;
b) x  ga mos kelgan y  ni topish qoidasi yoki qonuniyat berilgan 

boiishi kerak.
Masai an, y= \/x +1 qoida, ildiz chiqarish qoidasi boiib, 

xe[-l ;+oo) boigandagina ma’noga ega. Shuning uchun,
JST=[-l;+oo) va F=[0;+go) boiadi.

2-§. Funksiyaning berilish usullari
Funksiya asosan uch xil usulda beriladi: analitik usul, jadval 

usuli, grafik usul.
1. Analitik usul. Agar y  ni topish uchun x bilan bajarilishi 

kerak boigan amallar majmuyi bitta yoki bir nechta formula 
ko‘rinishida berilgan boisa, u holda funksiya analitik usulda 
berilgan deyiladi.

Bu yerda amallar deyilganda qo‘shish, ayirish, ko‘paytiiish, 
boiish, darajaga ko‘tarish, ildiz chiqarish, logarifmlash va 
hokazolar tushuniladi.

Qisqacha aytganda, y=flx) funksiya formula yordamida 
berilgan boisa, u holda funksiya analitik usulda berilgan deyiladi. 
Bu yerdagi f(x) formula funksiyaning analitik ifodasi deyiladi.

Funksiya analitik usulda berilganda uning aniqlanish sohasi 
berilmasligi mumkin. Bu holda aniqlanish sohasi deganda, x ning 
analitik ifoda ma’noga ega boiadigan barcha qiymatlari to'plami
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tushuniladi. Bu to‘plam, funksiyaning tabiiy aniqlanish sohasi 
deyiladi va D(J) yoki D(y) orqali belgilanadi.

1 -misol.f[x)=—̂ -— , x * ± 1. £)(/)=(-oo;-l)u(-l;l)u(l;+oo). 
x" -1

2-misol. fix)= x 2 -  5x + 6 , jc2-5jc+6 >0. D(f)=(-oo;2]u[3;+oo).
2. Jadval usuli. Ba’zi hollarda, argument x  ning ba’zi bir 
qiymatlariga mos keladigan funksiya qiymatlari jadvali beriladi. 
Bunda, funksiya jadval usulda berilgan deyiladi.

Funksiyaning jadval usulda berilishi ikkita x va y  miqdorlar 
orasida bogianishni tajriba yoii bilan aniqlashda qo‘l keladi. 
Bunda x  ning bir nechta x \ ,  x 2 ,  ,  x „  qiymatlari olinadi, tajriba 
asosida y  ning x  ga mos y \ , y t ,  ■ • ■ ,  y n  qiymatlari aniqlanadi va 
jadval tuziladi._________________________________

X X i A '3

y y  i y .2 ........... ^ 3 ) ’ n

3. Grafik usul. Agar y=f{x) funksiya X  to‘plamda berilgan 
boisa, u holda tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi qaraladi. 
Tekislikning barcha (x.flx)) nuqtalaridan iborat ushbu 

(M(x,/(x)): xeX} 
to‘plamy=/(x) funksiyaning grafigi deyiladi.

Agar tekislikda funksiyaning grafigi berilgan boisa, u holda 
funksiya grafik usulda berilgan deyiladi.

Funksiya grafik usulda berilgan boisa, u holdaX-^o) qiymatni 
topish uchun abssissa o‘qida x0 
nuqtani olib, undan ordinata 
o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziq 
o‘tkazib, uni grafik bilan 
kesishgan nuqtasining ordinatasi 
y0 ni olamiz, bu son J[x0) dan 
iborat boiadi (5- rasm).

Funksiyaning grafigi
tekislikdagi biror chiziqdan yoki 
bir nechta nuqtalar to‘plamidan 5-rasm.

/(*<,>

o
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iborat boiishi mumkin. Lekin tekislikdagi har qanday chiziq yoki 
nuqtalar to‘plami funksiyaning grafigi boiaverraaydi.

Koordinatalar tekisligida biror £ chiziq berilgan boisin. 
Abssissa o'qining har bir nuqtasidan, ordinata o ‘qiga parallel qilib 
o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziq £ ni ko‘pi bilan bitta nuqtada kesib 
o‘tsa, u holda C chiziq birorta funksiyaning grafigi boiadi.

Masai an, x^+y-R2 aylanani olsak, bu aylana hech bir 
funksiyaning grafigi b o ia  olmaydi.
Lek;n aylananing yuqori yarmi

funksiyaning, quyi yarmi 

- x 2 funksiyaning grafigi

D{x)=

y ^  ̂ R 2 - x 2

esa y=- 4 R 2 
boiadi (6-rasm).

Matematik analizda uchraydigan 
ba’zi, noyob funksiyalarning berilishi 
bilan tanishamiz.

3-misol. Quyidagicha aniqlangan 
funksiya Dirixle funksiyasi deyiladi.

[ 1, agar .r ratsional son bo'lsa,
■ 0, agar x  irratsional son bo'lsa.

Demak, D(0)=1, D(1,2)=1, D{ V3 )=0, D(n)=0.
4-misol. Yana bir ajoyib funksiya quyidagicha aniqlanadi:

- 1, agar x < 0 bo'lsa, 
signx=• 0, agar x = 0 bo'lsa,

1, agar x > 0 bo'lsa.
Bu funksiya grafigi 7-rasmda tasvirlangan. Shuningdek, 

sign2=\, sigri'j3=l, signO=Q, sign(-6)=-l boiishi ravshan.
5-misol. j—fx] funksiya grafigi 8-rasmda tasvirlangan. Bu 

yerdagi [x] belgi, x sonining butun qismini bildiradi.
Masalan, [2,5]=2, [5]=5, [jt]=3, [-l,5]=-2, [-3,7]=-4.
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7-rasm. 8-rasm. 9-rasm.
6-misol. _y={x¡ funksiya grafigi 9-rasmda tasvirlangan. Bu 

yerdagi {x} belgi, x sonining kasr qismini bildiradi. Ta’rifga ko‘ra 
x=[x]+{x} bo‘ladi. {x}=x-|x] yozuv hisoblashni osonlashtiradi.

Masalan, {2,5}=0,5. {5}=0, {n}=n-3, {-1,2}=0,8.
4. Funksiyalar ustida amallar. Aytaylik, X  to‘plamda aniq- 

langan ikki/(x) va g(x) funksiyalar berilgan bo'lsin.
Agar ixtiyoriy x e X  uchun fx)=g(x) bo‘Isa, u holda bu 

funksiyalar X to‘plamda о ‘zaro teng funksiyalar deyiladi.
Shuningdek, X  to‘plamda berilgan fix)  va g(x) funksiyalaming 

yig‘indisi Fi(x)=/{x)+g(x), ayirmasi F2(x)~fix)-g(x), ko‘paytmasi
\_A * )F^(x)=Jlx)g(x) va bo‘linmasi F.i(x)T

g(x)
(g(x)*0) yana funksiya

bo‘ladi.
Masalan, Дх)=х2, g ix ^ ^ + l  funksiyalar X -  R da berilgan

2
bo‘lsa, u holda Fi(x)=2x2+1, F^(x)=-1, Fi(x)= x4+x2. F¿,(x) = - ^ —

X +1
lar ham X  dagi funksiya!ardir.
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3-§. Funksiyalarning muhim sin fiar i
1. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar.
1-ta’rif. a) agar fix) funksiya X  to‘plamda aniqlangan boiib, 

uning qiymatlar to‘plami E(J)={f(x): i e J }  yuqoridan chegara­
langan bo‘lsa, u holda fix) funksiya X  to‘plamda yuqoridan 
chegaralangan deyiladi. Demak, shunday b son mavjud bo‘lib, 
ixtiyoriy XÇ.X lar uchun fix)<b tengsizlik bajarilsa, fix) funksiya 
yuqoridan chegaralangan bo‘ladi.

b) agar fix) funksiya X  to‘plamda aniqlangan boiib, uning 
qiymatlar to‘plami E(J)={f(x): xeX )  quyidan chegaralangan 
bo‘lsa, u holda /(x) funksiya X  to‘plamda quyidan chegaralangan 
deyiladi. Demak, shunday b son mavjud boiib, ixtiyoriy xeX lar  
uchun fix)>b tengsizlik bajarilsa, fix)  funksiya quyidan 
chegaralangan boiadi.

2-ta’rif. Agar fix) funksiya X  to‘plamda ham quyidan, ham 
yuqoridan chegaralangan boisa, u shu to‘plamda chegaralangan 
funksiya deyiladi.

Yuqoridan chegaralangan funksiyaning grafigi, biror to‘g‘ri 
chiziqdan pastda (10, a-rasm), quyidan chegaralangan funksi­
yaning grafigi biror to‘g‘ri chiziqdan yuqorida joylashgan boiadi. 
( 10, b-rasm).

10-rasm.



3-ta’rif. Agar y=f(x) funksiyaning qiymatlar to‘plami E(f) 
yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan boisa, u holda fix) 
fiinksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan deyiladi.

\-misol. y= —i—-  funksiya X=(-oo;+oo) da chegaralangan,
1 + x

chunki E(f)=(0;1] chegaralangan to‘plam.
2- misol. f(x)=sinx chegaralangan funksiya.

3-misol. f{x)= — funksiya X=(0;5) da chegaralanmagan,
x

chunki E(f)=( 0,2 ;+oo) chegaralanmagan to‘plam.
A-misol. f{x)=lgx funksiya X=(0 ;+oo) da chegaralanmagan, 

chunki £’{/)= =(-oo;+oo) chegaralanmagan to‘plam.
2. Juft va toq funksiyalar.
4-ta’rif. Agar ixtiyoriy x e X  uchun -xeX  bo‘lsa, u holda X  

to‘plam simmetrik to ‘plam (O nuqtaga nisbatan) deyiladi.
5-misol. X]=(-a;a), ^ 2=(-00;+00)J X^=[-a',a] lar simmetrik 

to‘plam boiadi.
6-misol. Jcr4=[-2 ;3], X5=(0 ;+oo) to‘plamlar simmetrik to‘plam 

emas.
Aytaylik, J{x) funksiya X  simmetrik to‘plamda berilgan 

boisin.
5-ta’rif. Agar ixtiyoriy x e X  uchun fi-x)=f(x) boisa, u holda 

f[x) ju ft funksiya deyiladi.
6-ta’rif. Agar ixtiyoriy x e X  uchun f(-x)=-fix) boisa, u holda 

/(x) toq funksiya deyiladi.
Masalan, f[x)=x2, j[x)=x6+l,f[x}=x2” funksiyalar juft, /(x)=x3,

f{x)=sinx, j[x)~lg(x+ j x 2 + 1 ) lar toq funksiyalarga misol boiadi.

Shulardan biri, f[x)=lg(x+ \lx2 +1 ) funksiyaning toqligini 
tekshirib ko'raylik:

# \ i / _L. Ff V* i' \ ; (x + Va“ + 1)(—X + j x 2 + 1)f{-x)=lg(-x+ y]( -x )  +1 )=lg --------------- J- f = = ---------=
X  +  V X  +  1
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=/g------т = =  =lg(x+ л/х2 +1 y l=-lg(x+Jx2 +1 )=-Дг)
x + л/л:2 +1

Demak, flx)=lg(x+ yjx2 +1 ) toq funksiya ekan.
Juft funksiya uchun J[-x)=f[x) bo‘lgani sababli, uning grafigi 

ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘ladi (11-rasm).
Toq funksiya uchun Д-х)=-Дх) bo‘lgani sababli, toq 

funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik 
bo‘Iadi (12-rasm).

Shuning uchun, juft funksiyalar grafigini chizishda, 
grafikning x>0 ga mos kelgan qismini chizish kifoya. Grafikning 
ikkinchi qismi esa, shu chizilgan grafikni ordinata o‘qiga nisbatan 
simmetrik almashtirish yordamida hosil qilinadi.

11-rasm. 12-rasm.
Toq fimksiyada ham shunday b'oiadi, faqat simmetrik 

almashtirish, koordinatalar boshi 0 ga nisbatan olinadi.
Shunday funksiyalar borki, ulami toq ham, juft ham deb 

bo‘lmaydi. Masalan, /(.v)=-.v +x , g(x)-2+x~, h(x)=tgx+x~.
Simmetrik to‘plamda aniqlangan ixtiyoriy/(x) funksiyani toq 

va juft funksiyalaming yig‘indisi ko‘rinishida yozish mumkin.
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TT • a \ / ( * )  + / ( _x) / ( * ) - / ( - * )  U i -1 uaHaqiqatan, ßx}= ■■■ -.. .—  2  —  belgilashda,

birinchi qo‘shiluvchi juft, ikkinchi qo‘shiluvchi toq funksiya 
boiadi (mustaqil tekshirib ko‘ring).

3. Murakkab funksiya. Funksiyalar kompozitsiyasi. Ay- 
taylik, u=<p(x) funksiya X  sohada aniqlangan va qiymatlar to‘plami 
E(<p) boisin. Shuningdek, y=f{u) funksiya E(<p) to‘plamda aniq­
langan boisa, u holda y=fi<p(x)) funksiya X  to‘plamda aniqlangan 
murakkab funksiya yoki <p va /  funksiyalaming kompozitsiyasi 
deyiladi va f°q> orqali belgilanadi: (f<$(x)=f{<p(x)).

1-misol. Agar y= \fü  , m= l-x2 boisa, u holda y= y j \ - x 2 
funksiya [-1;1] da aniqlangan murakkab funksiya boiadi.

8-misol. Agar y= yjl + u2 va u=lgx boisa, u holda

y=yj\ + lg2 x  funksiya (0;+oo) da aniqlangan murakkab funksiya 
boiadi.

9-misol. y= e** fimksiyani u=x2 va y=eu funksiyalardan 
tuzilgan murakkab funksiya deb qarash mumkin.

4. Monoton funksiyalar. Aytaylik, y=ßx) funksiya X  
to‘plamda berilgan boisin.

7-ta’rif. Agar X  to‘plamdan olingan ixtiyoriy x\ va X2 lar 
uchun x\<x2 tengsizlikdan ß x ^ f i x i )  tengsizlik kelib chiqsa, u 
holda funksiya X  to‘plamda o ‘suvchi deb ataladi.

8-ta’rif. Agar X to‘plamda olingan ixtiyoriy xi va xi lar uchun 
xi<x2 tengsizlikdanAx\)> fx2) tengsizlik kelib chiqsa, u holdaX*) 
funksiya X to‘plamda kamayuvchi deb ataladi.

9-ta’rif. Agar X to‘plamda olingan ixtiyoriy x\ va x2 lar uchun 
X\<X2 tengsizlikdan j{x\)<f{x2) (yoki f(x{)>fiix2)) tengsizlik kelib 
chiqsa, u holda fix )  funksiya X  to‘plamda kamaymaydigan (yoki 
osmaydigan) deyiladi.

O'suvchi, kamayuvchi, kamaymaydigan, o‘smaydigan 
funksiyalar, bitta umumiy nom bilan monoton funksiyalar
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deyiladi. Demak, monoton funksiya deganda, shu to‘rt xil 
funksiyadan bin tushuniladi (13-rasm).

y

13-rasm.
10-misol. y=2x+l funksiya (-oo;+oo) da o‘suvchi, chunki jti<X2 

boisa, u holda
A x2)-fixx )= 2 x 2+  1 - ( 2 x i+ 1 )=2(x2-xi )> 0  

boiadi vay(jci)</(x2) tengsizlik kelib chiqadi.
1 \-misol. y=-x3 funksiya (-oo;+oo) da kamayuvchi.
Haqiqatan, agarx\<x2 boisa, u holda

/ ( x 2)-/(X i)=-(jC 2)3+ (X l)3= (A l)3- f e ) 3=(X l-X 2)((j:1+ ^ -  )2+  J  (X2)2)< 0
2 4

boiadi vaJ(xj)>J(x2) tengsizlik kelib chiqadi.
5. Teskari funksiya. Aytaylik, y=fix) funksiya X  to‘plamda 

berilgan boiib, Y=E(f)={/[x): xeJf} uning qiymatlar to‘plami 
boisin. Endi Y to‘plamni X  to‘plamga akslantiruvchi funksiya, 
ya’ni teskari funksiya bor yoki yo‘qligini tekshiramiz. Y 
to'plamdan olingan ixtiyoriy y0 uchun, X to‘plamda y0=fix 0)
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tenglikni qanoatlantiruvchi xf) soni mavjud. Bunday son bitta yoki 
bir nechta boiishi mumkin.

Agar Y dan olingan har bir y  uchun X  to‘plamda y=flx) 
tenglikni qanoatlantiruvchi x  faqat bitta boisa, u holda x=^(y) 
funksiyaga ega boiamiz. Bu funksiya y~J(x) fiinksiyaga teskari 
funksiya deyiladi.

Masalan, X=F=(-oo;+co) da berilgan y= ifx funksiya x=y3 
funksiyaga teskari funksiya bo‘ladi.

Ba’zan, y=j{x) funksiyaga teskari funksiya x=/"'(y) kabi ham 
belgilanadi.

Agar x=cp(y) funksiya y=f{x) funksiyaga teskari funksiya 
bo‘lsa, u holda y^fix) funksiya x=cp(y) funksiyaga teskari funksiya 
bo‘ladi. Shu sababli, bu ikki funksiyani o 'zaro teskari funksiyalar 
deyiladi.

Ma’lumki, y=J[x) funksiyada jt argument, y  funksiya deb 
yuritiladi. Unga teskari bo‘lgan x=cp(y) funksiyada x va y  lar 
o‘mini almashtirib ,y=(p(x) funksiyaga ega bo‘lamiz. Shunday 
qilib, bir xil belgilash boiganda ham, ^(pix) funksiya y=f{x) 
funksiyaga teskari funksiya deb qaraladi.

Aytaylik, y=fix) va _v,=(p(x) funksiyalar berilgan bo‘lsin. Agar 
/((p(x))=x va (p(/ix))=x tengliklar 
o‘rinli boisa, u holda j{x) va (p(x) / '  
funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalar 
boiadi.

1 I
Masalan, t=3x-1 va y= -  (x+1) j

3 /
berilgan boisin. U holda

( 3- -  (x+l)-l)=x va -  ((3x-l)+l)=x
^  ̂ 14-rasm.

munosabatlarga ko‘ra bu ikki
funksiya o‘zaro teskari funksiyalar ekan.

0 ‘zaro teskari v=/(x) va v=(p(x) funksiyalarlarning grafiklari, 
v to ’g'ri chiziqqa nisbatan simmetrik b o ‘ladi (14-rasm).



6. Davriy funksiyalar. Funksiyalaming asosiy xossalaridan 
biri davriylik bo‘lib, ko‘pchilik bu tushunchani ishlatayotganda 
funksiyaning aniqlanish sohasiga e’tibor bermaydi. Biz, davriy 
funksiya tushunchasi o‘zining aniqlanish sohasi davriyligi bilan 
bogiiq holda o‘rganilishi zarurligini ta’kidlab qo‘yamiz.

Aytaylik, T cR  to‘plam berilgan boisin.
10-ta’rif. Agar /*0 va har bir x e X  uchun x-l e X  va x+l e X  

boisa, u holda Xdavriy to ‘plant va / uning davri deyiladi.
Davriy to‘plamning eng kichik musbat davri uning asosiy 

davri deyiladi.
12-misol. X-(-co',+co) davriy to‘plam boiib, ixtiyoriy tyO soni 

uning davri boiadi.
Haqiqatan, ixtiyoriy x-l, x+/e(-oo; + qo)  boiishi ravshan. Bu 

to‘plamning asosiy davri mavjud emas.
13-misol. Barcha butun sonlar to‘plami Z ham davriy 

to‘plam boiib, ixtiyoriy n butun son uning davri boiadi. Bu 
to‘plamning asosiy davri / =1 ga teng.

14-misol. Barcha ratsional sonlar to‘plami Q davriy to'plam 
boiadi. Ixtiyoriy /^0 ratsional son uning davri boiishi ravshan, 
chunki har bir x  ratsional son uchun x-l va x+l lar ham ratsional 
son boiadi.

Hech bir irratsional son <Q> uchun davr b o ia  olmaydi. 
Haqiqatan, agar I irratsional son va x  ratsional son boisa, u holda 
x-l va x+l laming har biri irratsional son boiadi, ya’ni x±l g Q .

Davriy to‘plam ta’rifidan ko‘rinadiki, agar I soni X  
to‘plamning davri boisa, u holda ± I, ± 2 1 ,.. . ,  ±nl, . . .  sonlaming 
har biri ham X  to‘plamning davri boiadi. Ya’ni, ixtiyoriy x0e X  va 
har bir n natural son uchun x0-nleX, x0+nl eX boiadi.

Bundan davriy to‘plamlaming quyidagi xossasi kelib chiqadi.
1°. Davriy to‘plamlarda, yetarlicha katta musbat sonlar va 

yetarlicha kichik manfiy sonlar mavjud.
Demak, yuqoridan yoki quyidan chegaralangan to‘plamlar 

davriy to‘plam b o ia  olmaydi.

39



■’ Masalan, N={1, 2, 3, . . . , n, . . .}, X\=(a;+°o), AV=(-oo;b), 
X3=[a;b] 'to‘plamlaming hech biri davriy to‘plam emas.

Agar X  to‘plam I davrli to‘plam boiib, x0£X  boisa, u holda 
ixtiyoriy n natural son uchun xQ±n I ^X boiadi.

Bundan quyidagi xossa kelib chiqadi.
2°. Agar X  davriy to‘plam boiib, biror x0 son unga tegishli 

boimasa, u holda unga tegishli boimagan sonlar cheksiz ko‘p 
boiadi.

Aytaylik, y=fix) funksiya berilgan va uning aniqlanish sohasi 
Xboisin.

11-ta’rif. Agar biror 1^0 son va ixtiyoriy x e X  uchun x-leX, 
x+l&X boiib, f[x+l)=f(x) tenglik o‘rinli boisa, u holda y=f{x) 
funksiya davriy funksiya, I uning davri deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, y=fix) funksiya I davrli davriy funksiya 
boiishi uchun

a) uning aniqlanish sohasi boigan  X  to‘plam / davrli davriy 
to‘plam boiish i,

b) ixtiyoriy x e X  uchun f(x+ f)=fix) tenglik o‘rinli boiishi 
kerak.

Agar shu shartlardan birortasi buzilsa, u holda J(x) funksiya 
davriy funksiya boimaydi.

15-misol. y=cos(Vx) funksiya davriy emas, chunki uning

aniqlanish sohasi boigan x)(y)=[0 ;+oo) to‘plam quyidan 
chegaralanganligi uchun davriy to‘plam emas.

16-misol. j^ sin  — funksiya davriy emas, chunki uning
x

aniqlanish sohasi boigan Z)(j’)=(-oo;0)u(0;+oo) to‘plam 2° xossaga 
ko‘ra davriy to‘plam emas. Bu to‘plamga tegishli boimagan son 
faqat bitta.

Agar / soni i’=/(.v) funksiyaning davri boisa, u holda 21 son 
ham uning davri boiishi ta’rifdan kelib chiqadi.

Haqiqatan, f(x+l)~f(x) tenglikka ko‘ia
fix  +2l)=:f((x+l)+l)=f(x ~l)~f(x) boiib, f'(x - 211 i'/x) tenulik o‘rinli.



Xuddi shu kabi, - / soni ham y=f(x) funksiyaning davri 
bo‘lishini ko‘rsatish mumkin: J[x)=f((x- /)+ t)=j{x- /).

Bulardan ixtiyoriy ne  Z uchun ±nl ham y=J{x) funksiyaning 
davri boiishligi kelib chiqadi.

Davriy funksiyaning eng kichik musbat davri (agar u mavjud 
boisa), uning asosiy davri deyiladi.

11-misol. J(x)=sinax va J(x)=cos(ax+b) (ait0) funksiyalaming 
davriy ekanini ko‘rsating va ulaming asosiy davrini toping.

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi D(y)=(-oo;+oo) davriy 
to‘plam va ixtiyoriy I soni bu to‘plamning davri boiadi.

Endi, f(x+l)=f{x) tenglikni qanoatlaijtiruvcjii I ni topamiz. 
Shartga ko‘ra, ixtiyoriy x uchun sina(x+/)=sinox 6<j»iishi kerak.

Bundan, sin(ajc+aO-sinajt=0 => 2cos(ar+ -y  )sin ~  =0 kelib

chiqadi. Oxirgi tenglik x  ga bogiiq  boimagan holda bajarilishi

uchun sin — =0 bo ‘ lishi shart.
2

Buning yechmi boigan — =nn, 1= ^^- ,nel>  sonlaming har2 a
*2.7t

bin berilgan funksiyaning davri boiadi. Bulami tekshirib, /= —
M

sony(x)=sinax funksiyaning asosiy davri boiishini aniqlaymiz. 
Shu usulda, f\x)=cos(ax+b) funksiyaning ham asosiy davri 

2tt1= —  boiishi ko‘rsatiladi.
\a I
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Il bobga doir test savollari
1. Fiinksiyaqanday usullarda beriladi?
A) faqat analitik usulda;
B) faqat grafik usulda;
C) faqat jadval usulda;
D) asosan analitik, grafik va jadval usullarda.

2. Qanday funksiyalar monoton funkslya deyiladi?
A) yuqoridan chegaralangan funksiyalar;
B) quyidan chegaralangan funksiyalar;
C) chegaralangan funksiyalar;
D) o'suvchi, kamayuvchi, o‘smovchi va kamaymovchi funk­

siyalar.

3. Quyidagi funksiyalarning qaysilari (-oo;+oo) da o‘suv- 
chi?

1) y=2x-l; 2)y=x2: 3)y=x3; 4) v=x4.
A) 1,2; B) 2,3; C )l,4 ; D) 1,3;

4. Qanday funksiyalar juft funksiya deyiladi?
A) ixtiyoriy x e X  lar uchun J[-x)--J{x) tenglik o‘rinli bo‘Isa, u 

holda fix) juft funksiya deyiladi;
B) ixtiyoriy x e X  lar uchun J(-x)=f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u 

holdall-) juft funksiya deyiladi;
C) argument juft darajada qatnashgan funksiya juft funksiya 

deyiladi;
D) kamayuvchi funksiya juft funksiya deyiladi.

5. Quyidagi jumlatarning qaysi biri to‘g‘ri?
A) Toq funksiyanirg grafigi abssissa o‘qiga nisbatan simmetrik;
B) Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan sim­

metrik;
C , Toq funksiyaning grafigi ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik;
D) Juft funksiyaning grafigi abssissa o‘qiga nisbatan simmetrik.



6. y  = y j x +6 - y / 4—x  funksiyaning aniqlanish sohasini 
toping.

A) (-°°;-6); B) [-6; 4]; C) [-4; 6]; D) (4; +oo).
2 — 4x

7. y  = arcsin—-— funksiyaning aniqlanish sohasini 

toping.
A) [4; 5]; B) [-1; 3/2];
C) [-3/2; 1]; D) [2; 3].

8. Juft funksiyani aniqlang.
1 )/(x)=x3siav; 2) /(x)=x cosx; 3)ßx)=x+xi .
A) 1,2; B) 1,3; C) 2,3; D)Barchasi.

9. Toq funksiyani aniqlang.
l)/(x)=cosx; 2)/(x)=x2sinx; 3)/(x)=x2+ l .
A) 1; B) 3; C) 2; D) Barchasi.

10. Quyidagi nuqtalarning qaysi biri f(x)=x2-2x+3 funksi­
yaning grafigiga tegishli?

A)(-1;0); B)(2;5); C) (-2;3); D) (3;6).

11./(x)=— —  funksiyaning aniqlanish sohasini topi fig.
x + 2

A) (—oo;8); B) (—oc;8];
C) (-oo;-2)U(-2;8); D) [-8;-2)U(-2;+oc).

12. y=x2 -  8jc+7 funksiyaning qiymatlar to‘plamini toping.
A) (-co;+co); B) [2;+oo);
C) [-9;+oo); D) [9;+co).

 ̂ 4x —
13. y= 1--------- :— funksiyaning qiymatlar to‘plamini to-

ping.
<3



А)(0;+со); В) (-со; 1,5]; 
С) [—0,5;+оо); D) (-оо;3,5].

14. j=5sin2Ai funksiyaning eng kichik musbat davrini 
toping.

А)2я; В) я; С) я/5; 0 )2я/3 .

X15. j>=2sin2jt, j^cosCx-l), funksiyalarning musbat

eng kichik umumiy davrini toping.
А) я; В) Зя; С)2я; D) я/2.

16. Quyidagi funksiyalarining qaysi biri aniqlanish sohasi- 
da kamayuvchi?

18. Quyidagi mulohazaiardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Har qanday funksiyaning kvadrati quyidan chegaralangan 

funksiya bo‘ladi;
B) Ikkita chegaralangan funksiyaning ko‘paytmasi chegara 

langan funksiya bo‘ladi;
C) Chegaralangan funksiyaning eng katta va eng kichik qiy- 

matlari har doim mavjud;

A )y= l-x3; B)y=2x-7;
C) y= 2X; D) y=2x—x2.

D +
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D) Chekli sondagi chegaralangan funksiyalaming yig‘indisi 
chegaralangan funksiya bo‘ladi.

19. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri to‘g‘ri?
A) Agar J(x) va g(x) funksiyalar X  to‘plamda o‘suvchi boisa, 

u holda Дх)+ g(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi boiadi;
B) Agar J[x) va g(x) funksiyalar X  to‘plamda o‘suvchi boisa, 

u holda_/(jr)-g(.x) ñmksiya X to‘plamda o‘suvchi boiadi;
C) Agar /fx) va g(x) funksiyalar X  to‘plamda o‘suvchi boisa, 

u holda^.r)-g(jr) funksiyaX to‘plamda o‘suvchi boiadi;
D) Agar J[x) va g{x) funksiyalar X  to‘plamda kamayuvchi 

boisa, u holda J{x)~g{x) funksiya X  to‘plamda kamayuvchi b o ia ­
di.

20. Davrh funksiyalar uchun quyidagi mulohazalardan 
qaysi biri to‘g‘ri?

A) Har qanday davriy funksiyaning asosiy davri mavjud;
B) Ikkita davriy funksiyaning yig‘indisi davriy funksiya bo‘-

ladi.
C) Har qanday davriy funksiya chegaralangandir;
D) Har qanday davriy funksiyaning aniqlanish sohasi chegara- 

ianmagan to'plamdir.

21. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri (0;1) intervalda 
chegaralanmagan:

A) \r=x2+x; B) y=siav;
C) v=cosnx\ D) i—l+l/'.V?
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I ll BOB. SONLI KETMA-KETLIKLAR. LIMITLAR 
NAZARIYASI

l-§. Ketma-ketlik va uning limiti
Ba’zan natural sonlar to‘plami, natural sonlar ketma-ketligi 

deb ham ataladi. Shuning uchun, quyidagi ta’rifni kiritish tabiiy.
1-ta’rif. Aniqlanish sohasi barcha natural sonlar to‘plami N 

dan iboraty=i/(jc) funksiyaning qiymatlaridan tuzilgan
(i)

ifoda sonli ketma-ketlik deyiladi.
Agar *1= (̂1), X i-fil) , ..., x„=ßn) , ... belgilashiar kiritsak, u 

holda (1) ifoda
XUX2, . . .  ,x „, . . .  (2)

ko‘rinishni oladi. Undagi x\, x-i, ... sonlar ketma-ketlikning hadlari, 
x„ esa ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi va (2) ketma-ketlik 
qisqacha {*„} orqali belgilanadi.

Ketma-ketlikni quyidagicha ta’riflash ham mumkin.
Agar har bir natural n songa biror qonuniyat yoki qoidaga 

binoan aniq bitta x„ son mos qo‘yilgan boisa, u holda x\, x2, ... , 
x„,... sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi.

Demak, ketma-ketlik N da berilgan funksiya ekan.

1 -misol. 1,—, ..., —.......bundaxn=ßjiy= —.
2 3 / 1  n

2-misol. 2 , 4 , . . . ,  2w,. . . ,  bunda x„=j[nym2n.
3-misol. -1 ,1 ,  - 1 , . . . ,  (-1)“, . . . ,  bunda jc„ =/(«)=(-l)n.

1 — 1)"
A-misol. 1, 0, 1, 0, . . .  , --------— ... , bunda

* .= / w = —

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy kichik 8>0 son uchun shunday n0e N 
mavjud boiib, n>no shart bilan olingan barcha n larda jjc„-a|<E 
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda a soni {x„} ketma-ketlikning 
limiti deyiladi.
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Odatda, a soni {x,,} ketma-ketlikning limiti deyish o‘miga, a 
soni x„ o'zgaruvchi miqdoming limiti, deb ham yuritiladi. 
Aytilganlar qisqacha,

limx(i = a yoki x„—>a ko‘rinishlarda belgilanadi.
n —>cc

Ilgari eslatilganimizdek, (a-z;a+z) interval a nuqtaning e- 
atrofi deyiladi. Maiumki,

\x„-a\<s <=> -£<x,,-a<E <=> a-z<x„<a+&.
Bunday belgilashlardan foydalanib, ketma-ketlik limitining 

boshqacha ta’rifini keltiramiz.
3-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy e-atrofida {xn} ketma- 

ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari yotsa, u holda a 
soni {x,,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

4-ta’rif. Limitga ega boigan ketma-ketlik yaqinlashuvchi 
ketma-ketlik deyiladi.

Limitga ega boimagan ketma-ketlik uzoqlashuvchi ketma- 
ketlik deyiladi.

5-misol. Umumiy hadi x„= ——  boigan ketma-ketlik limiti 1
n + 1

ekanligini ko‘rsatamiz:

|x„-l|<e => | —̂ —  1 |<e <=> — — <8 o  n> — - 1. 
n + 1 n + 1 £

Agar n„>[ — ]-1 deb olsak, ixtiyoriy s > 0 uchun, barcha n>n0 
£

larda |x„-l|<e tengsizlik o‘rinli boiadi. Demak, l im— =1.
"->x n +1

6-misol. Umumiy hadi x„=2n ko‘rinishda boigan ketma-ketlik 
uzoqlashuvchi boiadi.

Teskarisidan faraz qilaylik, ya’ni bu ketma-ketlik yaqinla­
shuvchi boiib  uning limiti a son boisin.

Ta’rifga ko‘ra qanday kichik s>0 son olmaylik, shunday n0 
son mavjud boiib , n>na boigan barcha n larda \2n-a\<s. boiishi 
kerak.
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i „ a + £¡2«-<3|<8 => 2n-a<e => n< —-— .

a + £Demak, bu tengsizlik [-—— - j sondan katta boigan natural n

lar uchun o‘rinli boimasligi kelib chiqadi. Shuning uchun, {2n) 
ketma-ketlik uzoqlashuvchi.

2-§. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari
Io. Agar limx„=a va a>p (mos ravishda a<q) boisa, u holda

biror raqamdan boshlab, barcha n larda x„>p (mos ravishda x„<q) 
boiadi.

Isboti. Aytaylik, a>p boisin. Endi, 0<e<a-p tengsizlikni 
qanoatlantiradigan qilib biror e son olamiz. Haqiqiy sonlaming 
zichlik xossasiga ko‘ra bunday e son mavjud.

lim x„=a boiganidan tanlangan e son uchun shunday n0e Nn—>00
son mavjud boiib, barcha rí>n0 larda a-e<x„<a+e bo‘ladi. Endi, 
8<a-p, ya’ni a-é>p boiib, bulardan x„>p kelib chiqadi.

Xuddi shu kabi, a<q hol ham isbotlanadi.
Natija. Agar lim x„-a va a>0 (mos ravishda a<0) boisa, u

/1—»co

holda biror raqamdan boshlab, barcha n lar uchun x„>0 (mos 
ravishda jc„<0) boiadi.

2o. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan boiadi, ya’ni 
shunday c son mavjud boiib, barcha n lar uchun (x„|<c boiadi. 

Isboti. Aytaylik, lim x„=a boisin. Qanday s>0 son olmaylik,

biror n0e  N son mavjud boiib, barcha ri>no lar uchun a-s<jc„<a+e 
tengsizlik o‘rinli boiadi. Endi, |jci|, (x2|, ..., | x  |, a-s, a+8

sonlaming eng kattasini c desak, ixtiyoriy n e N  lar uchun |x„|<c 
kelib chiqadi. Demak, {x„} ketma-ketlik chegaralangan.

3o. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega.
Isboti. Faraz qilaylik, {jc„| ketma-ketlik ikkita a va h 

limitlarga ega boiib, a<b boisin. Haqiqiy sonlar to‘plamining
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zichllk xossasiga ko ra ; lunday r son mavjud boiib, a<r<b 
boiadi.

Endi, lim x„=a va a<r boigani uchun 1° xossaga binoanH—>30
shunday bir n, e N ôn mavjud boiib, n>n\ tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi barcha ne N larda x„<r tengsizlik o‘rinli 
boiadi.

Shuningdek, lim x„=b va b>r boigani uchun shunday bir

n je  N mavjud boiib, n>ni tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
n larda x„>r boiadi.

Agar «0=max{«i, «2} deb olsak, u holda ri>no boigan barcha 
tt larda birdaniga x„<r va x„>r tengsizliklar o‘rinli boiadi. Bu 
qarama-qarshiiik farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi. 
Demak, limit yagona boiadi.

3-§. Tenglik va tengsizlikda limitga o‘tish
1°. Agar barcha we N larda boiib, lim x„=a vaw->30

lim x„=b boisa, u holda a=b boiadi.11 —>30
Isboti limitning yagonaligidan kelib chiqadi.
2°. Agar barcha ne  N larda x„<y„ boiib, lim x,,=a va

limy„=b boisa, u holda a<b boiadi.»—>00
Isboti. Faraz qilaylik a>b boisin. Bu a va b sonlar orasida 

biror r son olamiz: a>r>b. Endi limjc„=a va a>r boigani uchunn—>»
shunday bir n\ e N son mavjud boiib, n>ny boigan barcha ne  N 
larda x„>r boiadi.

Xuddi shuningdek, \\my„=b va b<r boigani uchun shunday

bir «2  ̂N son mavjud boiib, n>n2 boigan barcha ne N larda 
y„<r boiadi.

Agar fi0=max{«i, ni] deb olsak, u holda n>n0 tengsizlikni 
qanoat'antiruvchi barcha is  N larda, bir vaqtda y„<r va x„>!
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tengsizliklar o‘rinli bo‘lib qoladi. Bu qarama-qarshilik 
farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi. Demak, a<b.

3°. (Oraliq ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema) Agar 
barcha n e N  lardaxn<y„<z„ boiib, limi„=a va limz„=a bo‘lsa, u

n—>x n—>»

holda limy,, ham mavjud bo‘lib, limyn=a bo‘ladi.
/ f — >30 » — >00

Isboti. Aytaylik, lim xn =a  bo‘lsin. Limit ta’rifiga ko‘ra
n — >30

ixtiyoriy £>0 uchun shunday m e  N son mavjud bo‘lib, n>m 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha ne N larda a-e<x„<a+e 
bo‘ladi.

Xuddi shu kabi, lim z„=a dan, shunday «2^ N son mavjud11—>00
bo‘lib, n>m boigan barcha « e N  larda a-e<zn<a+e tengsizliklar 
o‘rinli bo‘ladi. Agar п0=тах{п\, пг) deb olsak, u holda n>щ  
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha ne N larda yuqoridagi 
tengsizliklardan a-s<xn<y„<z„<a+e, ya’ni a-e<yn<a+e kelib 
chiqadi. Bu esa, {y„} ketma-ketlikning yaqinlashuvchisi boiib, 
limy„-a ekanini bildiradi.n—>эо

4-§. Cheksiz kichik miqdorlar va ularning xossalari
1. Cheksiz kichik miqdorlar. Aytaylik, {a„} yaqinlashuvchi 

ketma-ketlik berilgan boisin.
1-ta’rif. Agar lim a„=0 boisa, a„ cheksiz kichik miqdor yoki«->эо

qisqacha, cheksiz kichik deyiladi. Shuningdek, {a„} ketma-ketlik 
cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

Cheksiz kichik miqdor, limiti 0 ga teng, yaqinlashuvchi 
ketma-ketlikning katta raqamli hadlari deb qaralishi mumkin.

Buni quyidagicha ham ta’riflasa boiadi:
Vs>0 son uchun shunday /JoeN son mavjud boiib, barcha 

rt>/?o larda |a„|<s tengsizlik o'rinli boisa, a„ cheksiz kichik miqdor 
deyiladi.
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Masalan, a„=-^- cheksiz kichik miqdor boiadi. 
n

Haqiqatan, V e>0 uchun |an|= 

munosabatlarga ko‘ra, n0~

1
n 
I

LV7 J
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha n larda 

o‘rinli boiadi.
1

1 1<£ <=> — <£<=> n> —¡= 
n s]s

deb olsak, u holda n>n0

1 <£ tengsizlik

» o =

Xususan, 8=0,01 desak, n0=

1

y ö ö i
= 10; 8=0,0001 desak,

=100 boiadi.
Vo, 0001

2. Ketma-ketlik, uning limiti va cheksiz kichik miqdor 
orasidagi bogianish. Aytaylik, {x„} yaqinlashuvchi ketma-ketlik
va lim x„=a boisin. Limit ta’rifiga asosan, Vs>0 son uchun/j—»00
shunday /i0e N son mavjud boiib, n>n0 tengsizlikni qanoatlan­
tiruvchi barcha tie N larda \xn-a\<& boiadi. Bu yerda x„~a=a„ 
belgilashni kiritsak, |a ;,|=[x„-a|<£ boiib, a„ cheksiz kichik miqdor 
boiadi.

Agar x„ va biror a son orasidagi a„=x„~a ayirma cheksiz 
kichik miqdor boisa, u holda |x,-a|=|a„|<E boiib, a son {x„} 
ketma-ketlikning limiti boiadi: an=x,-a <̂ >xn~a+a„.

Bundan quyidagi teorema kelib chiqadi.
Teorema. Biror a son {x„} ketma-ketlikmng limiti boiishi 

uchun, xn had a son bilan birorta cheksiz kichik miqdor a„ ning 
yigindisi ko‘rinishida yozilgan boiishi zarur va yetarli: x„=a+an.

51



Masalan, x„- ^ bo‘Isa, uni x„=2+ Xr kabi yozish 
n n

mumkin. Bu yerda: a„= Д- cheksiz kichik. Bundan, lim xn-2
ft И->»

kelib chiqadi.
3. Cheksiz kichik miqdorlar haqidagi lemmalar. Kelgusida 

quyidagi lemmalardan foydalanmiz.
1-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlaming 

yig‘ndisi cheksiz kichik miqdor bo‘ladi.
Isboti. Isbotni ikkita cheksiz kichik miqdorlar uchun 

keltiramiz.
Aytaylik, a„ va ß„ lar cheksiz kichik miqdorlar bo‘lsin. U 

holda y„=a/i+ß„ ham cheksiz kichik miqdor ekanligini 
ko‘rsatamiz.

Cheksiz kichik miqdorlar ta’rifiga ko‘ra lim a„=0, ya’ni Ve>0

uchun shunday /tie N son mavjud bo‘lib, barcha п>щ lar uchun 

fa„|<^- boiadi.

Xuddi shu kabi, shunday bir и2е N son mavjud bo‘lib, barcha 
g

n>n2 lar uchun lß»l<~ boiadi.

Agar Wfl=max{tti, пг} deb olsak, u holda barcha n>n0 lar 
£ £

uchun bir vaqtda |a„| < — va |ß„| < — tengsizliklar o‘rinli boiadi. 

Bundan n>no larda

Iy и Ь К  + ßnl — “i* |ßfl|< - + - < £

kelib chiqadi. Bu esa, y„ miqdoming cheksiz kichikligini 
ko‘rsaîadi.

Shu kabi, chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlaming 
yig‘indis! cheksiz kichik miqdor bo iish in i ko ‘rsatishimiz 
mumkin.
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2-lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik miq- 
doming ko‘paytmasi cheksiz kichik miqdor boiadi.

Isboti. Aytaylik, x„ chegaralangan miqdor, a„ cheksiz kichik 
miqdor bo‘lsin. U holda yn=x„a„ ni cheksiz kichik miqdor 
boiishini ko‘rsatamiz.

Berilishiga ko‘ra x„ chegaralangan miqdor boigani uchun 
shunday c>0 son mavjud boiib, barcha n e  N larda |x„|<c 
tengsizlik o‘rinli boiadi. Shuningdek, eg, cheksiz kichik 
boiganligi sababli, ixtiyoriy e>0 ga mos ravishda shunday n0e  N

£
son mavjud boiib, barcha n>n0 lar uchun |a„|<— tenglik o‘rinli

с
boiadi. Shunday qilib, barcha n>n0 lar uchun |y„|=^„a„|=|x„|

|a„|<c- — =8 tengsizlik o‘rinli boiadi. Bu esa, y„ miqdoming
с

cheksiz kichikligini ko‘rsatadi.

5-§. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik 
amallar

Aytaylik,
{*„} :xu x2, va {>>„} :y u y2, . . .  , y„, . . .

ketma-ketliklar berilgan boisin.
Ushbu
X l+ y u  Х2+У2, Xn+y„, . .
X}  - У \ , Х2-У 2 , ■ ■ - , X „ - y „ ,  . . .
Х у У и  Х2-У2, • • ■ , X„-y„, . . .

... (у„*0 ,и=1,2 , . . . )
yt У2 Уп

ketma-ketliklar mos ravishda {*„} va {y„} ketma-ketliklaming 
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi va {x„+y„},

W -y«}, {x„-y„}, <! — [ kabi belgilanadi.
U J
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1-teorema. Agar {x„} va {yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi 
boisa, u holda {x„±y„} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va

lim (xn±yn)= lim x„± lim y„
n̂ fxi n—»oc /i--»oo

tenglik orinli bo‘ladi.
Isboti. Aytaylik, lim x„=a, lim y„=b boisin. 1-teoremagaii—»00 ij—>00

asosan x„=a+a,„ y„=b+/3„ boiadi, bu yerda: a„ va /?„ lar cheksiz 
kichik miqdorlar. Bularga ko‘ra

x„+y,=a+a„+(b+pnya+b+{ a„+P„) 
bo‘ladi. Agar y,=an+f3n deb olsak, 1-lemmaga asosan yn ham 
cheksiz kichik miqdor bo‘ladi. U holda x„+yn-a+b+yn dan 1 
teoremaga asosan lim (x„+y,)= -a  Jrb- lim x„+ lim yn munosabatga

n —>oo n —>oo n —

kelamiz.
lim (x„-y„)= limx,,- limy,,/1—>x n—»XI /7—»00

tenglik ham shu kabi isboti tnadi
2-teorema. Agar {\„} va {y„ [ lar yaqinlashuvchi bo Isa, r 

holda {*„y„} ketm.i ketlik ham yaqinlashuvchi va lim (xny„)~n—>?.
limx,, limy« tenglik o'rinli boiadi,H->*>

Isboti. Oldingi teorema isbotidagi belgilashlarga ko‘ra, 
x„yn^(a+anyb+fi„)=ab+(afi 1 ban+anfin) 

hosil bo‘ladi. Endi, 1- va 2-lemmalarga asosan yn-=a(3,A ba  +an/3„ 
miqdor cheksiz kichik bo‘ladi. Bundan xlxyn-ab  '-yn bo‘lib. 

lim (x„yn)-ab= limx„- limy,,
n ~>x " ’ n V00 n—»x

ekanligi kelib chiqadi.
Natija. Agar {x,,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘Isa. u holda 

{cx„}=c-{x„} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘lib, lim
ii—»x

{<: x,,\-c- lim {x„} tenglik o‘rinli bo‘ladi.
n —>x

Haqiqatan, 3-teoremada y ,~ c  deb olsak, oxirgi tenglik k.-lib 
chiqrdi.
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3-teorema. Agar {x„} va {y„} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi 

va iim y F±0 boisa, u holda < —  I ketma-ketlik ham
[ y j

x Xn
yaqinlashuvchi boiib, lim —  =¿¿2—  tenglik o‘rinli boiadi.

yn limy,,n —>x
Isboti. Aytaylik, lim x„=a, limy„=b, b#Q boisin. Maiumki,n-»oo n->»

x„=a+a„, y„=b+/3„ (a„, j}n cheksiz kichik miqdorlar) kabi yozib 
olish mumkin. U holda

x„ a a + a„ a 1
v„ b b + fin b b(b + /3J

{b a„ -a pn)

boiadi. Agar y„= —^ -  — -(ban - a(5n) belgilashni kiritsak, u

holda 1- va 2-lemmalarga asosan y„ cheksiz kichik miqdor boiadi, 

chunki ^  j chegaralangan miqdor, (ban -a/3n) esa,

cheksiz kichik miqdor.

Bundan — ' - “=7,1, ya’ni — = — +y„ kelib chiqadi.
y„ b y„ b

x lim xn 
IXmak lim --"~

w—»x

6-§. Cheksu katta miqdorlar. Cheksiz kichik va cheksiz 
katta miqdorlar orasidagi bogianish

4-§ da cheksiz kichik miqdorlar va ulaming xossalarini ko‘rib 
chiqqan edik. Bu yerda cheksiz katta miqdorlar bilan tanishamiz. 

Aytaylik, {*„} biror ketma-ketlik boisin.
l- ta ’rif. Agar ixtiyoriy katta A>0 son uchun shunday «„eN 

son mavjud boiib, n>n0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
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n eN  larda [x„|>A tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holdax„ cheksiz katta 
miqdor, {x„} esa, cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Bunday hoi lim x„=oo kabi yoziladi.
n->00

Agar biror n0e  N son topilib, barcha n>n0 larda x„>A (x„<-A) 
bo‘lsa, u holda limx„=+oo ( limx„= -oo) ko‘rinishida yoziladi.n—>00 n—>00

1-misol. x„=n , limn =+oo.n-* 00
2-misol. x„=-2n, lim (-2w)=-oo.fl—>00
3-misol. x„=(-n)", lim (-«)"=oo.n—>00
4-misol. Umumiy hadi xn = ---- ;—— ■ n boigan ketma-ketlik

a) chegaralangan; b) cheksiz katta ketma-ketlik boiadimi?
Yechish. a) bu ketma-ketlik chegaralanmagan. Haqiqatan ham, 

har qanday A >0 son uchun shunday n=2([ A ]+l) mavjudki, 
xn > A boiadi;

b) ammo bu ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik 
boimaydi. Chunki A >0 son va ixtiyoriy no uchun shunday 
«=2«o+l mavjudki, xn = 0 <  A boiadi.

Bu misoldan har qanday chegaralanmagan ketma-ketlik ham 
cheksiz katta ketma-ketlik boiavermasligi kelib chiqadi.

2-teorema. Agar x„ cheksiz katta miqdor bo isa, u holda

a„=— cheksiz kichik miqdor boiadi. 
x„
Isboti. Aytaylik, e>0, biror kichik son boisin. Teorema

shartiga ko‘ra limx„=oo. Demak, shunday n0e  N son topiladiki, /1—>00

barcha n>n0 lar uchun |jc„|> — boiadi. Bundan, | a,,]^ r^- < e
s  x..

tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa, an ning cheksiz kichik miqdor 
ekanligini bildiradi:
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3-teorema. Agar a„ cheksiz kichik miqdor va 0 (»=1,2, 

bo‘Isa,

isbotlang).

...) bo‘Isa, u holda x„= —  cheksiz katta miqdor bo‘ladi (mustaqil
a..

7-§. Aniqmasliklar
Agar {x„} va {yn} yaqinlashuvchi ketma-ketliklar bo‘Isa, u 

holda

{xn±y„}, {xn-y„}, J —  L(lim;>„*0)

ketma-ketliklaming har biri yaqinlashuvchi bo‘li&ini ko‘rib 
o‘tdik.

Endi, yuqoridagi shartlaming ba’zilari bajañlmty folgan 
hollarda ham yaqinlashish bor yoki yo‘qligini ко‘гШ®Чивк.

1. « -  » ko‘rinishidagi aniqmaslik. Ba’zan, hm ж„ 0̂,Q л-мо

limjv=0 bo‘lgan holda ham {x„} va (>>„} ketma-ketliklaming
rt->oo

X
xarakteriga qarab, lim —  ni topish mumkin.

П— »30 AiУ n

Misollar. a) x„= — , у „ = \  uchun lim — =0, lira va 
n n n »-»« n

X
lim —  = lim = lim n—+<x> bo‘ladi;
n—»x> V  и—»» 1 n—»X ✓ n __

n2

b)x„=-^r, )’n= ~r uchun lim - ~ e 0, lim -—--Ova
n n‘ "-**• n "-+* n

lim — =lim ~=Oboiadi;
n  ~ > 3C y
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П—¥ 00 y  / î - > ®  72  n — >00 Yl
* n

Yuqoridagi misollardan ko‘rinib turibdiki, lim x„=0, limjv=0
n —> x  h —>oo

X
boigan holda lim —  haqida bir qiymatli fikr aytish mumkin

i l —>oo j ;

emas. Shu sababli ham bu holda i —  l ketma-ketlik « — »Ы 0
ko‘rinishidagi aniqmaslik deyiladi. Aniqmaslikning limitini topish 
aniqmaslikni ochish deb ham aytiladi.

00
2. « — » ko‘rinishidagi aniqmaslik. Ba’zan lim x„=oo,

oo
lim ̂ „=00 bo‘lgan holda ham {x,,} va {y,,} ketma-ketliklaming
n — >30

X
xarakteriga qarab lim —  ni hisoblash mumkin. Bu holda,

П—>ao y
s  n

yuqoridagi kabi, 1— 1 ketma-ketlik « — » ko‘rinishidagi
U J  00

aniqmaslik deyiladi.
a) х„=и2+ 1, y„=2nl-n uchun lim (n2+l)=+oo, lim (2n2-n)=



3. «O-oo» ko‘rinishidagi aniqmaslik. Agar lim x„=0,
> l - > »

X  y
limy„=oo boisa, u holda, xnyn=-f- yoki x,̂ >n=-j- almashtirishlar
/i->00 1 1

y„ x«
0 00

yordamida, «0-qo»  ko‘rinishidagi aniqmaslik « - » yoki « — »
0  00

ko‘rinishidagi aniqmasliklarga keltirib yechladi.

d) xn— —r-— ,y„=n3+2n uchun lim —̂ — =0, lim (n3+2n)=+oo 
n +1 n +1 "-»*

va

„’ f 1+ 2N

lim (xlty„)= lim n = l im— \ = 1 boiadi.
»->» «~>oo 73* + \ rt->* f | ]

” ll + ̂ J
Bulardan tashqari, «oo-oo», «0°», 4*1*», «oo°» ko‘rinishidagi 

aniqmasliklar mavjud. Bunday aniqmaslikfami ham « »  yoki

« — » ko‘rinishidagi aniqmasliklarga keltirib yechiladi.
00

8-§. Monoton ketma-ketliklar va ularning limitlari
Aytaylik, biror {x„} ketma-ketlik berilgan boisin.

1-ta’rif. Agar ixtiyoriy ne N uchun x„<x„+i (x„<x„+1) 

tengsizlik o‘rinli boisa, u holda {x,,} o'suvchi (kamaymaydigan) 
ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy ne N lar uchun x„>x„+i (x„>x„+1) 

tengsizlik o‘rinli boisa, u holda {x,,} kamayuvchi (o'smaydigan) 
ketma-ketlik deyiladi.

0 ‘suvchi, kamayuvchi, kamaymaydigan va o‘smaydigan 

ketma-ketliklar, umumiy nom bilan monoton ketma-ketliklar deb 

yuritiladi.



0 ‘suvchi va kamaymaydigan ketma-ketliklar keng ma’noda
o ‘suvchi ketma-ketlik deyiladi.

Kamayuvchi va o‘smaydigan ketma-ketliklar keng ma noda 
kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1-teorema. Agar {x„} ketma-ketlik o‘suvchi boiib, yuqoridan 
chegaralangan bo‘lsa, u holda {x„} limitga ega, agar yuqoridan 

chegaralanmagan boisa, u holda limx„=+oo boiadi.
f l—>30

Isboti. Faraz qilaylik {x„} ketma-ketlik o‘suvchi va yuqoridan 
chegaralangan bo‘lsin. U holda {x„, n= 1, 2, . . .} to4plam ham 
yuqoridan chegaralangan boiadi va shuning uchun, uning aniq 
yuqori chegarasi mavjud. Uni a orqali belgilaymiz: a=sup{x„}. 
Endi a ni {x,,} ketma-ketlikning limiti boiishini ko‘rsatamiz.

Aniqlanishiga ko‘ra, a son {x,„ n=\, 2,. . .} to‘plamning aniq 

yuqori chegarasi boiganidan, barcha we N Jar uchun x„<a 

boiadi. Shuningdek, har bir £>0 uchun shunday n’ son mavjud 

Do'lib, x„’>a-s boiadi. {x,,} o'suvchi ketma-ketlik boiganidan va 

vvqoridagilardan, barcha n>n ’ larda a-z<xn<a+& tengsizlik o‘rinli 

Hoiishi kelib chiqadi. Demak, ta’rifga ko‘ra limjt„= a boiadi.
/»— >xi

Endi teoremaning ikkinchi qismini isboti aymiz.
Aytaylik, {.X;,} o‘suvchi boiib, yuqoridan chegaralanmagan 

hoisin. U holda har bir A>0 son uchun shunday n ’e N son 

mi>vjudki, x,r>A boiadi. Shuningdek, barcha n>n ’ lar uchun 

ekanligi va yuqoridagilarga asosan, x„>A tengsizlik o‘rinli 

boiishi kelib chiqadi. Demak, ta’rifga ko‘ra limx„=+oo.
n — )

Shunday qilib, monoton o‘suvchi ketma-ketlik uchun 

lim.r = sup{r.} ekan.
n-*rj ‘ *

Yuqoridagi usul bilan quyidagi teoremani ham isbotlash 
mirnkin.

2-teorema. Agar {*„} ketma-ketlik kamayuvchi boiib, 

quyidan chegaralangan boisa, u holda {x,,} limitga ega, agar 

quyidan chegaralanmagan boisa, u holda lim x,,=-o> boiadi.
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1 -misol. {x„}=\ —  I ketma-ketlikning limitini toping.
[n!j

2"+1 2"  2 2
Yechish. jc„+i=---- ------- =—— x„

(/j + 1)! n\ n +1 « + 1

munosabatdan, barcha ri> 1 larda x„u<jt„ bo‘lishi, ya’ni {x„} 
ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chiqadi. Shuningdek,

2"
barcha «eN  larda x„= —  >0. Shu sababli, {*„} ketma-ketlik

n!

chekli limitga ega, uni a deb olamiz: lim xn=a. Ushbu 

2
lim x„+i= lim ---- lim x„ munosabatdan a=0 a va a=0 kelib

/ i  +  l  /f—>30 

2"
chiqadi. Demak, lim — =0.

«-wo n\
gt!

Shu usulda, ixtiyoriy a uchun lim — =0 ekanligini ko‘rsatish
n — VXf 1

mumkin.

2-misol. Ixtiyoriy c>0 uchun lim yjc + '*Jc+ - + yfc =
n —

i + TT+4c
ekanligini ko‘rsating.

r ---------------- —  — ■ -  ■ ■ t a  i l d i z

Yechish. x„= yjc + -Jc + --- + -Jc belgilashni kiritamiz.

Ko‘rinib turibdiki, x\=yfc, X2 =y}c+Jc , . . . bo‘lib, har gal Jc 

soni eng ichkari ildiz ostiga qo‘shilib boryapti. Demak, barcha 

ne N larda jc„<x„+i, ya’ni {x„} ketma-kedik o'suvchi.
Endi matematik induksiya metodi yordamida {x„} ketma- 

ketlikning yuqoridan chegaralanganligini ko'rsatamiz.

Ravshanki, x\= 4c<fc+\.
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n-k uchun Xh<y/c+\, deb faraz qilib, х*+1<>/с+1 ekanligini 

ko‘rsatamiz.
Haqiqatan,

Xk+\= yjc + xk < \Jc + \fc + 1 < jc+  2yjc +1 = \[c + 1 .

Demak, barcha ne N lar uchun x„< yfc +1. 7-teoremaga 

asosan {x,,} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni a deb olamiz: 

lim x„= a.

U holda x„+i= Jc  + xn , tenglikdan lim x„+1= lc + limx
“ n—>00 y n—»30

bo‘lib, a= yjc + a kelib chiqadi. Endi a>0 ekanligini hisobga olib,

bu tenglamani yechamiz: a-
l + Vl + 4 с

Shunday qilib, lim x„= ^+ ̂  + bo‘ladi.

9-§. e soni

1
Umumiy hadi I 1 + — I ko‘rinishda bo‘lgan ketma-ketlikning

limiti mavjud ekanini isbotlaymiz.

Buning uchun, umumiy hadi x„= 

ketma-ketlikni ko‘rib chiqamiz. Ushbu

i +i
V n J

bo‘lgan {x„}

1 + 1 f 1 V 
1 + -  

n

11—1
1 +

n- 1
1 +  -

1

n- 1

f 1+I] —

( 2 П n -1
n

i u i ]
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munosabatlardan x„<x„.i kelib chiqadi. Bu yerda Bemulli

tengsizligiga ko‘ra o‘rinli boigan (1 + -^ j > l + -̂ - = l + —
\ n J n n

tengsizlikdan foydalandik.

Demak, {x„} ketma-ketlik kamayuvchi va x„>0 boiganligi 
uchun u limitga ega. Bu limitni e orqali belgilaymiz.

Shuningdek,

(  l Y+I f  1Y +l

Iim f  1 + lT - iim  l 1 ”L f i  + i r
»->» I n] »-»* , 1  i,  n~k°° V n)

K '  1 + -  liml 1 + -  v '
n n->*>y n)

( l Y
boiib, 1 + — ketma-ketlikning ham limiti e ekanligi kelib

V n)

chiqadi. Bu e soni irratsional son bo‘lib, uning taqribiy qiymati 

e *  2,71828182845904590... 

ga teng.

10-§. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi 
Teorema. Agar {x„} va {y„} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib,
1. {x,,} o‘suvchi, {y,,} kamayuvchi.

2. barcha «€ N lar uchunx„<y„.

3. Iim (x„->,«)=0 boisa, u holda {x„} va {y,,} ketma-ketliklar
» —>oo

yaqinlashuvchi boiib, limx„=limj>,r tenglik o‘rinli boiadi.
« — ►00

Isboti. Shartga ko‘ra barcha ne N lar uchun x„<y„<>yi boiadi. 
Demak, {x„} ketma-ketlik o‘suvchi va yuqoridan chegaraiangan. 

Shusababli, {x,,} limitga ega: limx„=c.
n~*  oo

Xuddi shu kabi, {y„} ketma-ketlik kamayuvchi, quyidan

chegaraiangan va lim>’„=c ’ limit mavjud. Qolaversa,



Bundan c=c’ekanligi kelib chiqadi. Teorema isbot boidi. 
Agar [a\,b{\, [02^ 2], ••• , [an',bn], ... segmentlaming har biri 

o‘zidan oldingisining qismi, ya’ni

[iJi;öi]3[üf2;Ö2]3 . . .  = > [ . . .
boisa, u holda ular ichma-ich joylashgan segmentlar ketma- 

ketligi deyiladi.
Quyidagi tasdiq, ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi 

deb yuritiladi.
Natija. Agar ichma-ich joylashgan [a\\b{\, \a2\b2\,. • •, 

[an',b„],. . . segmentlar ketma-ketligi uchun lim (an-bn)=0 bo‘lsa, u
« — ►30

holda segmentlaming chap uchlaridan tuzilgan {a„} va o‘ng 
uchlaridan tuzilgan {b,,} ketma-ketliklar bitta limitga ega va bu 
limit barcha segmentlarga tegishli yagona nuqta boiadi.

Isboti. 1) {a,,} o‘suvchi, {b„} kamayuvchi, 2) barcha neN 

lar uchun a„<b„, 3) lim (a„-b„)=0 boiganligidan 9-teoremaga
/1— >ao

ko‘ra lima„= limb„ boiadi. Bu limitni c deb olsak, barcha neN
n—> »  I»—>00

lar uchun a„<c<b„ kelib chiqadi.

ll-§. Yaqinlashish prinsipi
1. Qismiy ketma-ketlik. Aytaylik, {x„} biror ketma-ketlik 

boisin. Natural sonlardan «i<w2<. ■ ■<nk■ ■ ■ shartlar bilan n\, ni, 
..., n/c, ... ketma-ketlik olamiz. {x,,} ketma-ketlikning shu natural 
sonlar ketma-ketligiga mos hadlarini olib tuzilgan 

xn , * x , ketma-ketlikni, {x,,} ketma-ketlikning qismiy

ketma-ketligi deyiladi va {xnt } kabi belgilanadi.

Masalan, 1, 4, 9, 16, 25,. . ., ya’ni, x„=n2 formula bilan 
berilgan ketma-ketlik uchun quyidagi ketma-ketliklaming har biri 

qismiy ketma-ketlik boiadi.

a) 1,9, 25,..., (2£-l)2, . ..,
b) 4,16, 36,...,(2 k)2,...,
c) 4,16, 64, 256,..., (2*)2,..--
Qismiy ketma-ketlik limiti quyidagi xossaga ega.
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Agar {*„} ketma-ketlik a limitga ega boisa, u holda {x }

qismiy ketma-ketlik ham a limitga ega boiadi.
Umuman olganda, {*„} ketma-ketlikning limiti yo‘qligidan 

uning qismiy ketma-ketliklari ham limitga ega emas, degan fikr 
kelib chiqmaydi, ya’ni shunday ketma-ketliklar borki, ulaming 
limiti yo‘q bo‘lsa-da, uning ba’zi qismiy ketma-ketliklarining 

limiti mavjud boiadi.
Masalan, -1, 1, -1,. . . , ya’ni, x„=(-l)” kabi berilgan ketma- 

ketlik limitga ega emas. Uning

a)*i=-l,.X3=-l,.. .,x2„.\=-\,-. limjCîn-i—l,
/1— »0 0

b)x2= l,x4= l,.. .,*2„=1,. • -, limjc2n=l
n — >00

qismiy ketma-ketliklari limitga ega.
Umuman, qanday ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ket­

ma-ketlik ajratib olish mumkin? - degan savolga quyidagi lemma 

javob beradi.
2. Bolsano-Veyershtrass lemmasi. Ixtiyoriy chegaralangan 

ketma-ketlikdan har doim, yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlikni 
ajratib olish mumkin.

Isboti. Aytaylik, x\, x2, *3,. . ., x,„. . . chegaralangan ketma- 
ketlik boisin. Demak, uning barcha hadlari tegishli boigan 
[a\,b{\ segment mavjud boiadi. Bu segmentai teng ikki qismga

ajratamiz: [fli;-— ;bi]. Hosil boigan segmentlaming

birida (yoki ikkalasida ham) ketma-ketlikning cheksiz ko‘p 

hadlari bor boiadi. Segmentlardan, {x„} ketma-ketlikning cheksiz 

ko‘p hadlari borini (ikkalasida ham boiganda, masalan, 

chapdagisini) [a2;b{\ orqali belgilaymiz. 0 ‘z navbatida, [02^ 2] 

segmentai teng ikki qismga ajratamiz. {*„} ketma-ketlikning 

cheksiz ko‘p hadlari borini [ay,bi\ orqali belgilaymiz. Va hokazo, 
shu jarayonni davom ettirib, ichma-ich joylashgan segmentlar 

ketma-ketligiga ega boiamiz:
[avM], [a2;b2],.. [a„;b„],...
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b, — a,
Ko‘rinib turibdiki, [ak;bk] segmetning uzunligi bk-ak= -

bo‘lib, /c—>00 da nolga intiladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipiga ko‘ra {ak} va 

{bk} ketma-ketlikiar urriumiy bir c limitga ega bo‘ladi, ya’ni 

lim ak= lim bk=c.
n—>00 « —>00

Endi, {x„} ketma-ketlikning [a\,b\] dagi istalgan bir hadini 

olib, uni xih orqali, [arM] dagi, hadidan keyin kelgan biror

hadini olib, xn orqali, \a:,bi] dagi xn, hadlaridan keyin

kelgan biror hadni olib, x orqali belgilaymiz. Shu jarayonni

davom ettirib, xHi, xni,..., x^,... qismiy ketma-ketlikni hosil

qilamiz.

Tanlanishiga ko‘ra, x lar uchun ak< xnt <bk, k=\, 2,. . . 

lengsizliklar o‘rinli bo‘lib, k—>cc da lim x -c kelib chiqadi.
n—»30 k

Lemma isbot bo‘ldi.
3. Ketma-ketlikning quyi va yuqori limitlari. Aytaylik, {x„} 

ketma-ketlikni berilgan bo'lsin.
1-ta’rif. Agar {x,,} ketma-ketlikdan. limiti a bo‘lgan qismiy 

ketma-ketlik ajratib olish mumkin bo‘lsa, u hold?» a son {x„} 

ketma-ketlikning qismr Hnriu deyiladi.

2-ta’rif. {x„| ketma-ke'hknmg qismiy limitlari ichida eng

kattasi uning yuqori limiti deyiladi va limx„ orqali belgilanadi.

{x„} ketma-ketlikning qissviy limitlari ichida eng kichigi 

uning quyi limiti deyiladi va limx,, orqa’i belgilanadi.
H -» o o

1-misol. x„ =(-1)" : -1, 1, -1,. . . ketma-ketlikning qismiy 

Hmitlar to nl imi {-1,1} dan iborat. Demak, lim x„=l, lim x„=-l
« - > x  IT— >00

bo'tedi
1 ”ihol rn ; 1, 2, 1, 3, 1 A, i,. . ., 1, n,. . . ketma-ketlik 

ber.ig^n bo Isin. U vng I, 1, 1,. . q smiy ketma kelligining limiti
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1 va 1, 2, 3, 4,. . n,. . . qismiy ketma-ketligining limiti +<»

boiadi. Demak, bu misolda limx„=+oe, limx„=l ekan.
"->« ii->®

Qanday ketma-ketliklaming yuqori va quyi limitlari mavjud?
- degan savolga javob beruvchi teoremani isbotsiz keltiramiz.

1-teorema. Ixtiyoriy ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari 

mavjud.
4. Ketma-ketlik yaqinlashishining zaruriy va yetarli 

sharti. 8-§ da, monoton ketma-ketliklar uchun qanday shart 
bajariiganda, chekli limitga ega boiishi bilan tanishdik. Endi, 
ixtiyoriy ketma-ketlik, qanday shart bajariiganda yaqinlashuvchi 
boiishi masalasini kt ‘rib chiqamiz.

Aytaylik, biror ■> *„} ketma-ketlik berilgan boisin.

3-ta’rif. Agar V e>0 uchun shunday n0e N son mavjud 

boiib, barcha n, m>n0 lar uchun |x„-x,h|<£ tengsizlik bajarilsa, u 
holda {*„} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

2-teorema. (Koshi teoremasi). Biror, {x„} ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi boiishi uchun, uning fundamental ketma-ketlik 
boiishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Aytaylik, {*„} yaqinlashuvchi ketma-ketlik 

va uning limiti a boisin, ya'ni lim x„=a. Limit ta’rifiga ko‘ra,

ixtiyoriy e>0 uchun, shunday n0e N son mavjud boiib, barcha 
£

n>n0 larda |x,ra|< — tengsiziik o'rinii boiadi. Bundan. barcha n,
2

m>n0 lar uchun

£ C

kelib chiqadi. Demak, {x„} fundamental ketma-ketlik boiadi.

Yetarliligi. Aytaylik, {x„} fundamental ketma-ketlik boisin. 

U holda ixtiyoriy e>0 uchun shunday son mavjud boiib,

barcha n, m^n0 lar uchun |x„-v„|<e tengsizlik o‘rinli boiadi. 

Bundan x„-£<x„<x,„+i, tengsizlikka ega boiamiz. Agar m ning 

bitta tayin qiymatini olsak. u holda {x„! ketma-ketlikning
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chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. Bolsano-Veyershtrass 

lemmasiga ko‘ra, {jc„} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi { x }

qismiy ketma-ketlikni ajratib olish mumkin: lim xn =c.
/?->oo *

Endi, c soni {*„} ketma-ketlikning ham limiti boiishini 
ko‘rsatamiz.

Biror k sonini I x -c |<£ va n¿>n0 tengsizliklar bir vaqtda 

o‘rinli boiadigan qilib tanlaymiz. Agar m=nk deb olsak, u holda 

barcha n>n0 lar uchun |x„- x |<8 tengsizlik o‘rinli boiadi.

Bulardan

|x„-c|=|x„- xn¡¡ + x -c|<|x„- xnk l+l x -c|<s+e=2s kelib chiqadi.

Bu esa, {jt„} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini 
ko‘rsatadi. Teorema isbot boidi.

Isbotlangan teorema ketma-ketlik yaqinlashishining Koshi 
kriteriyasi (alomati) deb ham yuritiladi.

12-§. Funksiya limitining ta’riflari
1. Funksiyaning nuqtadagi limiti. Aytaylik, biror X  sonli 

to‘plam berilgan boisin.
1-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy atrofída X  to'plamning a 

dan farqli kamida bitta nuqtasi boisa, u holda a nuqta X 
to'plamning limit nuqtasi deyiladi.

1 -misol. X;-[2;5] segmentning har bir nuqtasi uning limit 
nuqtasi boiadi. Bu to‘plamning boshqa limit nuqtalari yo‘q.

2-misol. ^ 2=[0;3) to‘plamning limit nuqtalari [0;3] segment 
nuqtalaridan iborat, ya’ni bu to‘plamning har bir nuqtasi va 3 
nuqta uning limit nuqtalari boiadi. Ammo 3 nuqta unga tegishli 

emas.
Oxirgi misoldan ko'rinadiki, to'plamning limit nuqtalari unga 

tegishli boiishi ham, tegishli boimasligi ham mumkin ekan.
Limit nuqtaning yuqoridagi ta’rifiga teng kuchli boigan yana 

bitta ta’rifini keltiramiz.
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2-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X  to‘plamning 
cheksiz ko‘p nuqtalari boisa, u holda a nuqta X  to‘plamning limit 
nuqtasi deyiladi.

Quyidagi teorema o‘rinli:
Teorema. a nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi boiishi uchun 

a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X  to‘plamning cheksiz ko‘p 
nuqtalari boiishi zarur va yetarli.

Bu teorema yuqoridagi ikki ta’rifning teng kuchli ekanligini 

ta’kidlaydi.
Isboti. Agar a nuqta, 2-ta’rif bo‘yicha X  to‘plamning limit 

nuqtasi boisa, u holda u 1-ta’rif bo‘yicha ham limit nuqta boiishi 
aniq.

Aytaylik, a nuqta, 1-ta’rif bo‘yicha X  to‘plamning limit 

nuqtasi boisin. Endi, a nuqtaning ixtiyoriy (a-e;a+e) atrofini 
qaraymiz. Ta’rifga ko‘ra, bu atrofda X  to‘plamning a dan farqli 

kamida bitta nuqtasi bor, uni X\ deylik. Endi, £i=|a-xi| belgilash 

kiritib, a nuqtaning (a-ei; a+&\) atrofini olsak, bu atrofda ham X 
to‘plamning a dan farqli kamida bitta nuqtasi bor, uni xi deylik. 

Agar Br=\a-X2\ belgilash kiritsak, u holda a nuqtaning (a-e2', o+£2) 
atrofida ham X  to‘plamning a dan farqli kamida bitta x3 nuqtasi 

bor. Shu jarayonni davom ettirib, jci, X2, ^3, . . ., x„, ...eXnuqtalar 
to‘plamiga ega boiamiz. Bu nuqtalaming har biri a nuqtaning 

{as; a+e) atrofiga tegishli boiadi.
Demak, a nuqta 2-ta’rif bo‘yicha ham X  to‘plamning limit 

nuqtasi boiadi. Teorema isbot boidi.
Aytaylik, a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi boisin. U holda

a nuqtaning har bir (a- — ;a+ —) atrofida X  to‘plamning, a dan
n n

farqli kamida bitta x„ nuqtasi bor, ya’ni a- — <x„<a+— boiadi.
n n

Bundan «->00 da lim x„=a va x„*a ekanligi kelib chiqadi.
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Demak, a nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u holda X 

to‘plam nuqtalaridan tuzilgan va a ga yaqinlashuvchi {jc„}, x„±a 
ketma-ketlikni ajratib olish mumkin ekan.

Shuningdek, a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X  to‘plamning a 
dan farqli cheksiz ko‘p nuqtalari borligi uchun, a ga yaqin­

lashuvchi {x„} ketma-ketliklarni cheksiz ko‘p usulda tanlab olish 

mumkin.

Ixtiyoriy A>0 son uchun (A;+oo) interval +00 «nuqta»ning, 

shuningdek, (-oo;A) interval -00 «nuqta»ning, (-oo;A)u(A;+oo) 

to‘plam esa, 00 «nuqta»ning atrofi deyiladi. Qolaversa, 00, +00, -00 

«nuqta»lar bu to‘plamlarga limit nuqta bo‘lishi yuqoridagi kabi 

ta’riflanadi. Bu holda ham, mos ravishda limx„=oo, lim x„=+co,
/?—»00 n—>co

limx =-00 bo‘ladigan {x,,} ketma-ketliklarni cheksiz ko‘p
n—*o0
usullarda tanlab olish mumkinligini eslatib 0 ‘tamiz.

Aytaylik, y=f[x) funksiya X  to‘plamda aniqlangan va a nuqta 
X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

3-ta’rif. (Geyne). Agar X  to‘plamdan olingan va a ga 

yaqinlashuvchi ixtiyoriy {x„}, x„*a ketma-ketlik uchun, funksiya 
qiymatlaridan tuzilgan {f[x„)} ketma-ketlik, doim yagona b 
limitga ega bo‘lsa, u holda b soni /fx) funksiyaning a nuqtadagi 
limiti deyiladi.

Funksiya limiti lim /ix )^ kabi belgilanadi, ba’zan “x—»a da
x -> a

/(x)-»6” ko‘rinishida ham yoziladi.
Odatda, bu ta’rif funksiya limitining ketma-ketliklar tilidagi 

ta’rifi deyiladi.

3-misoI. J[x)=3-x2 funksiyaning x=l dagi limiti 2 ekanligini 
ko‘rsating.

Yechish. x„*l va lim x„= 1 bo‘ladigan {x„} ketma-ketlikni
/i—» so

olaylik. U holda lim/(x„)= lim(3-x„2)=3 - limx„2 =3 -1=2.
ti—»so n —»oo n —>oo

2

Demak, ta’rifga ko‘ra lim (3-x )=2.
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4-misol. fix)=sinx funksiyaning x—>+oo da limitga ega 
emasligini ko‘rsating.

Yechish. Limiti +00 boigan x„=titc yoki x’„=(2n+— )n ketma-

ketliklami olaylik. U holda

fix„)=sinnn=0, fix ’„)=sin(2 n+ y )ir= 1

boigani uchun, lim/(x„)=0, limy(jc’n)=l boiadi. Bu esa, x—>+co
« —>00 « —>30

da/(x)=sinx funksiyaning limiti yo‘qligini ko‘rsatadi, chunki ta’rif 

bo‘yicha limit yagona bo‘lishi kerak.

Funksiya limitini boshqacha “e-5” tilida ham ta’riflash 
mumkin.

4-ta’rif. (Koshi). Agar har bir, kichik s>0 son uchun shunday 

bir 8>0 son mavjud boiib, xeX ning 0<[x-a|<5 tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida j/(x)-6|<£ tengsizlik o‘rinli 
boisa, u holda b sony{x) funksiyaning a nuqtadagi limiti deyiladi.

5-ta’rif. Agar ixtiyoriy A>0 son uchun shunday bir S>0 son 

mavjud boiib, xeX ning 0<|x-tf|<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

barcha qiymatlarida l/(x)|>A tengsizlik o‘rinli boisa, u holda 00 

nuqta fix) funksiyaning a nuqtadagi limiti deyiladi. Bu hoi 

lim/ix)=co orqali belgilanadi.
x -> a

Agar x ning a ga yetarlicha yaqin qiymatlarida fix)>0 boisa, 

lim/(x)=+oo , agar/(x)<0 boisa, lirn/(x)=-cc kabi yoziladi.
x -* a  x —*a

Ixtiyoriy £>0 uchun shunday A>0 son mavjud boiib, [x|>A 

(mos ravishda x>A, x<-A) boigan barcha xeX larda J/(x)-£|<£ 

tengsizlik o‘rinli boisa, u holda b son fix) funksiyaning x-»oo 

(mos ravishda x—>-00, x—»+<») dagi limiti deyiladi. Bu hoi 

lim fix)=b (mos ravishda lim fix)=b, lim fix)=b) ko‘rinishida
X->+3C x—>-x

yoziladi.

Funksiya limitining 3- va 4-ta’riflari o‘zaro ekvivalent. Uni 

mustaqil isbotlashni taklif qilamiz.
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Shuningdek, lim '(x)=-ao, lim fi(x)=+<x>, lim J[x)f=oo,
1 - M O  J —► -»  x -> —x

lim J{xy=-co, lim_/(A-)=-t-QO, lim y(x)=oo belgilashlami ta’riflang.
. i - M - o o  x — > + x

5-misol. lim (3x-l)=5 ekanini isbotlang.
r->2

Yechish. 7(x)=3x-l funksiyani qaraymiz va ixtiyoriy s>0 son 

olamiz. U holda

1/(x)-5|<£ « •  |3x-l-5|<s o  |3(x-2)|<e o  M l<  j

£
munosabatlardan ko‘rinadiki, agar £>0 son uchun 8=— deb olsak,

u holda [x-2|<5 boiganda, J/(jc)-5|<£ tengsizlik bajariladi. Bu esa, 

ta’rifga ko‘ra lim (3x-l)=5 ekanini bildiradi.
x - * 2

2

6-misol. lim (x -3)=6 ekanini isbotlang.

Yechish. J{x)=x2-3 boisin. Ixtiyoriy £>0 son olaylik. U holda 

j/(x)-6|<£ <=> [x2-3-6|<£ pC2-9|<£-<=> \x+3\\x-3\<£ 
munosabatlar o‘rinli.

Agar 8m 1 dan kichik deb olsak, u holda 

[x-3|<S<̂ > 3-<iKx<3+c><=> 2<x<4 
boiadi. Bundan, |x̂ 3|<7 kelib chiqadi. Buni hisobga olsak, u 

holda l\x-3\<e tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda
£

[x+3| jx-3|<£ bo‘ladi. Demak, ¿hmin{ 1,—} deb olsak, u holda

Wj:)-6|=1t+3|-MI<7|<£ 

boiadi. Bu esa, ta'rifga ko‘ra lim (x2-3)=6 ekanini bildiradi.
x —>3

2. Fanksiyaning bir tomonli limitlari.

6-ta’rif. Agar ixtiyoriy S>0 uchun (a-fya) mtervalda V 

to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, u holda a nuqta X 
to‘piamning chap limit nuqtasi deyiladi.
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7-ta’rif. Agar ixtiyoriy <i>0 uchun (cr,a+ö) intervalda X 
to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, u holda a nuqta X 
to‘plamning o ‘ng limit nuqtasi deyiladi.

Aytaylik,y=fix) funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lib, a nuqta 
X to‘plamning chap (yoki o‘ng) limit nuqtasi bo‘lsin.

8-ta’rif (Geyne). Agar X to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan va 

har bir hadi a dan katta (mos ravishda, kichik) bo‘lib, a ga 
intiluvchi ixtiyoriy {x„} ketma-ketlikni olganimizda ham, 

funksiya qiymatlaridan tuzilgan {fix,,)} ketma-ketlik doim yagona 
h ga intilsa, b son fix) funksiyaning a nuqtadagi o ‘ng (mos 
ravishda, chap) limiti deyiladi.

Funksiyaning o‘ng limiti lim fix)=b yoki fia+0)=b, chap
x -+ a + 0

limiti lim fix)=b yoki fia-0)=b orqali belgilanadi. Agar a=0
x -H i-Q

bo‘lsa, lim f{x)=fi+0), lim/(x)=/(-0) kabi belgilash ishlatiladi.
* - » + 0 '  x-->-0

Masalan, fix)=[x] funksiya, ya’ni x ning butun qismini 

ifodalovchi iunksiya uchun a=l bo‘lsin.
Agar 0<x„< 1 shartlar bilan {x„} ketma-ketlik olsak, u holda 

y(x/,)=[x„]=0 bo‘ladi.
Agar Kx„<2 shartlar bilan {x„J ketma-ketlik olsak, u holda 

/(x„)=[x,1]=l bo‘ladi.

Demak, lim /(x)=l, lim /(x)=0. Bu misolda chap va o‘ng
-v—>1+0"

limitlar mavjud, ammo bir-biriga teng emas.
Yuqoridagi ta’rif, ketma-ketliklar tilidagi ta’rif deb yuritilsa, 

quyidagi ta’rif “s-S” tilidagi ta’rifdir.

9-ta’rif (Koshi). Agar har qanday, kichik ¿>0 son uchun 

shunday bir S>0 son mavjud bo‘lib, xeX ning a<x<a+8 (a-8<x<a) 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida \fix)-bl<e 
tengsizlik bajarilsa, b son fix) funksiyaning a nuqtadagi o ‘ng 
(chap) limiti deyiladi.

Funksiyaning chap va o‘ng limitlari uning bir tomonii 
limitlari deb yuritiladi. Agar a nuqta, bir vaqtda X  to‘plamning
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ham chap, ham o‘ng limit nuqtasi boisa, u holda quyidagi 
teorema o‘rinli.

2-teorema. fix) iunksiya, a nuqtada limitga ega boiishi 

uchun, shu nuqtada uning chap va o‘ng limitlari mavjud boiib, 
fia-0)=fia+0) tenglik o‘rinli boiishi zarur va yetarli.

13-§. Limitga ega boigan funksiyalarning xossalari
Limitga ega boigan funksiyalarning ba’zi xossalarini sanab 

o‘tamiz.

Aytaylik, y=fix) funksiya X  to‘plamda aniqlangan va a son X  
to‘plamning limit nuqtasi boisin.

1°. Agar lim /ix )^ limit mavjud boiib, b>p (b<q) boisa, u
x — >a

holda x e X  ning a ga yetarlicha yaqin (x&a) qiymatlarida fix)>p 
ifix)<q) boiadi.

Isboti. Aytaylik, \\mfix)rb boiib, b>p boisin. U holda ¿>0
x — >o

sonni 0<e<b-p tengsizlikni qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz. 

Limit ta’rifiga ko‘ra bu ¿>0 uchun shunday <5>0 son topilib, 

0<|x-a|<J tengsizlikni qanoatlantiruvchi x&X larda fix)-b\<£ 
boiadi. Bundan b-s<fix)<b+e kelib chiqadi. Agar b-e>p 
tengsizlikni hisobga olsak, u holda/(x)>/> ni hosil qilamiz.

2°. Agar limfix)=b limit mavjud boiib, ¿>0 (6<0) boisa, u
x — >a

holda xeX ning a ga yetarlicha yaqin (x^a) qiymatlarida fix)>0 

(fix)<0) boiadi.

3°. Agar lim /(x)=6 limit mavjud boisa, u holda xeX ning a
x -* a

ga yaqin (x*a) qiymatlarida/(x) iunksiya chegaralangan boiadi.

Isboti. Limit ta’rifiga ko‘ra ¿>0 son uchun, shunday bir £>0 

son topjftb, x e X  ning a-S<x<a+S tengsizlikni qanoatlantiruvchi, a 
dan farqli barcha qiymatlarida j/(x)-6|<£ yoki b-s< fix)<b+s 
boiadi. Demak, f(x) funksiya x ning (a-S;a+S)\{a} to‘plamdagi 
barcha qiymatlarida chegaralangan ekan.
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4°. Agar a nuqtaning atrofidan olingan, a dan farqli barcha x 

larda fix)<g(x)<q>(x) tengsizlik o‘rinli va limy[jc) va lim <p(x) lar
x—> 0  x—>a

mavjud boiib,

limy(x)= lim <p(x)=A boisa, u holda lim g(x) ham mavjud
x—>a x—>a x~>a

boiadi va lim g(x)=b munosabat o‘rinli boiadi.
x — > a

Isboti. Shartga ko‘ra liin/(x)=6 . U holda £>0 uchun shunday
jC— > fl

S\>0 topilib, 0<|x-a|<5i tengsizlik o‘rinli boiadigan barcha x larda 

b-s<fix)<b+£ boiadi.

Shuningdek, lim <p(x)=b boiganidan, shu e>0 uchun §2>0 son
x — >a

topilib, 0<|x-a|<02 tengsizlik o‘rinli boiadigan barcha x larda b- 

e<(p(x)<b+£ tengsizlik o‘rinli boiadi.

Agar ö=min{S\,Si} deb olsak, u holda Q<\x-a\<Stengsizlikni 

qanoatlantiruvchi barcha x larda b-s<f{x)<b+£ va b-e<ip(x)<b+£ 
tengsizliklaming ikkalasi ham o‘rinli boiadi.

Endi, /(x)<g(x)<(p(x) ekanini e’tiborga olsak, u holda oxirgi 

tengsizliklardan b-s<g(x)<b+s kelib chiqadi. Demak, lim g(x)=b.
x->a

5°. Agar fix) funksiya x—>a da limitga ega boisa, u holda bu 
limit yagona boiadi.

Isboti, ketma-ketliklar uchun aytilgan, xuddi shunga o‘xshash 
xossa isboti kabi ko'rsatiladi.

14-§. Limitga ega boigan funksiyalar ustida amallar

1. Limitga ega boigan funksiyalar ustida arifmetik 
amallar. Aytaylik, fix) va g(x) funksiyalar X  to‘plamda berilgan 

boiib, a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi boisin.
1-teorema. Agar fix) va g(x) funksiyalar a nuqtada limitga 

ega boisa, u holda

a)/i*) ± g(x), b)/x) g(x), c) (limg(x)*0)
g(x) *-»»

funksiyalarning har biri limitga ega boiadi va
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a) lim {f{x) ± g(x))= lim fix) ± lim g(x);
x — >a x — >a x  -* a

b) lim (/(x)-g(x))= lim/(x)- lim g(x);
x  -> a  x -+ a  x -+ a

fix) lim / W
d) l im ^ ^  = ̂ ---

'-»»g(x) hmg(x)
x  -> a

formulalar o‘rinli.

Isboti. Aytaylik, lim/(x)=6 va lim g(x)=c bo‘lsin. U holda X
x -> a  x -* a

to‘plamdagi a yaqinlashuvchi ixtiyoriy {x,,}, xn±a ketma-ketlik 

uchun \imf{xn)=b, lim g(x„)=c bo‘ladi.
/1—>oo /»->00

Bulardan lim (/(x„)±g(x„))= lim f[x„)± lim g(x„)=b±c tenglik
n—>00 ; i —>00 n—>oo

kelib chiqadi. Demak, lim (J[x„) ± g(x„) )= lim f(x„) ± lim g(x„).
x —>a x —>a x —>a

Xuddi shu kabi qolgan formulalami ham isbotlash mumkin. 
Natija. Agar J{x) funksiya a nuqtada limitga ega bo‘Isa, u 

holda kjix) funksiya ham limitga ega bo‘lib, lim (kf{x))=klim/x)
x — >a x —>£/

bo‘ladi. Bu yerda k biror tayin, o‘zgarmas son.
Isboti. 1-teoremaning b) holida g(x)=/r deb olsak, 

lim (k-j{x))= lim k- limy(x)=/climy(x) bo‘ladi.
x — >a x -* a  x —>a x -> a

Eslatma. 1-teoremadagi a) va b) tengliklar, undagi qo‘shi- 
luvchilar, ko‘paytuvchilar soni bir nechta bo‘lgan holda ham 

o‘rinli. Ya’ni, agar lim/i(x), lim/2(x), . . . , limf„(x) lar mavjud
x -»C i x —>fl x -+ a

bo‘lsa, u holda

a) lim (fl(x)+f2(x)+...+Ux))= lim/i(x)+ lim/2(x)+... +lim/„(x);
x —>£/ x—>i/ x — x — >a

b) lim (/i(x)/2(x)-.../„(x))= lim/i(x) • lim/2(x) •... • lim/„(x)
x —>fl x —>o x — >a x —

formulalar o‘rinli.
2. Murakkab funksiyaning limiti. Aytaylik, y=f[u) funksiya 

U to‘plamda berilgan va c son U to‘plamning limit nuqtasi, w=g(x) 
funksiya X  to‘plamda berilib, a son X  to‘plamning limit nuqtasi va
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E(g)czU bo‘lsin. Shuningdek, a nuqtaning biror (я-5;я+0) 

atrofídagi barcha nuqtalarda g(x)*c bo‘lsin.
Endi,Xg(x)) murakkab ftmksiyaning limiti qanday topiladi? - 

degan savolga javob beramiz.

2-teorema. Agar lim g(x)=c va lim î(u)=b boisa, u holda
jr  -*Q u -± c

X—»a da fig{x)) murakkab fimksiya ham limitga ega boiib, 

\imflg(x))=b boiadi.
x — >a

Isboti. Agar \mf[u)=b boisa, u holda ta’rifga ko‘ra har bir
i i - ¥ C

s>0 son uchun shunday cr>0 son mavjud boiib, 0<|w-c|<a 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha и eU larda \f[u)-b\<£ boiadi. 

Shuningdek, lim g{x)r=c boisa, yuqoridagi ct>0 son uchun
x -> a

shunday 5>0 son mavjud boiib, 0<|*-a|<0 tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi barcha xeX larda |g(x)-c|<cr boiadi. Demak, 

£>0 son uchun shunday 0>0 son mavjud boiib, 0<|x-a|<8 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xeX larda l/(g(x))-6|<£ 

boiadi. Bu esa, limy(g(jc))=b ekanligini ifodalaydi.
x-+a

3. Aniqmas ifodalar. Xuddi ketma-ketliklardagi kabi, ba’zan 
limitga ega boigan funksiyalar ustida arifmetik amallar bajarish, 
ayrim noaniqliklarga olib keladi. Quyida shunday hollami ko‘rib 
o‘tamiz.

Aytaylik,^x) va g(x) funksiyalar X  to‘plamda aniqlangan va a 
nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi boisin.

fix )
a) agar x—>a da /(x)—>0, g(x)—>0 boisa, u holda---  ifoda

g(x)

« jj»  ko‘rinishdagi aniqmaslik deyiladi;

f  (^)
b) agar x-»a daXx)-»oo, g(x)-*oo boisa, u holda ---  ifoda

g(x)
00

« — » ko‘rinishdagi aniqmaslik deyiladi;
oc
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d) X—>a da f(x)—>0, g(jc)—>qo bo‘lsa, u holda /(jc)-g(x) 

ko‘paytma «0-oo>>*lfö‘rinishidagi aniqmaslik deyiladi;

e) X—>a da Дх)—>+oo (-00), g(*)—>-00 (+ qo ) bo‘lsa, u holda 

ßx)+g(x) yig‘indi «00-C0» ko‘rinishidagi aniqmaslik deyiladi.

Shuningdek, «0°». «l*», <«x>0» ko‘rinishidagi aniqmasliklar 
ham uchraydi. Bunday aniqmasliklami yechish davomida, 
misollar xarakteriga qarah turli usullar qoilaniladi.

V" ”  4
1 -misol. lim —̂ ---- tii hisoblang.

*-2X2_3jc + :

Yechish. Ko‘rinib turibdiki, bu ifoda « ^  » ko‘rinishdagi 

aniqmaslikdan iborat.

lim =lim 2) = lim £±2=4.
'-»2 дг-Зх + 2 (x-2)(x- l) *-»2 x- l

X3 + 2x — 1
2-misol. lim---:--- limitai hisoblang.

2x +1

00
Yechish. Bu ifoda « — » ko‘rinishdagi aniqmaslik ekani

00

ravshan.

2 1 ^

1x3+2x-\ .. V * 2 X3 у
lim------- = Urn — ^ ---- r-- =

2x +1 3 f „ 1

4 2+7 ,

15-§. Ba'zi bir ajoyib limitlar

Limitlami hisoblashga doir mashqlarda ba’zi bir ifodalaming 
limiti ko‘p marta uchraydi. Shuning uchun ulami alohida ko‘rib 
chiqamiz.

sin X
1-teorema. Ushbu lim---=1 tenglik o‘rinli.

' - > 0  X
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7t
Isboti. Maiumki, 0<x< — tengsizlikni qanoatlantiruvchi

barcha x larda sinx<x<tgx qo‘sh tengsizlik o‘rinli. Shuningdek, 
sinx>0 bo‘lgani uchun bu tengsizlikni sinx ga bo‘lsak,

x  1 s in  X
1<---< ----  hosil bo‘ladi. Bundan cosx<---  <1 kelib

sinx cosx x

chiqadi. Uni (-1) ga ko‘paytirib, 1 ni qo‘shsak, 0<1- — - <l-cosx
x

sin X
tengsizlikka kelamiz. Endi,--- , cosx juft funksiyalar boigani

x
uchun bu tengsizlik x ni -x bilan almashtirganda ham 
o‘zgarmaydi. Shu sababli, oxirgi tengsizlik 0 dan farqli barcha

7t 7t ft
xe(- — ; — ) larda o‘rinli. Qolaversa, 0<|x|< — bo‘lganx larda

l-cosx=2sin22 ^ Is in ^  |<2|-̂  |=|a:| bo‘ladi. Bulardan, |l-^^|<|x| 

tengsizlik hosil bo‘ladi.

Oxirgidan, lim =1 ekanligi kelib chiqadi.
x

Odatda, bu tenglik birinchi ajoyib limit deb yuritiladi.
1-natija. Quyidagi tengliklar o‘rinli:

1 — cos x 1 tgx ,
a) lim---;—  = —; b) lim-2- = 1.

-v—*o x 2 2 X

Isboti.

1 X . 2 X
cos‘ —+ sm —  

. . 1-cosx , . 2  2
a) um---;—  = lim

f 2X . 2 X^
cos — sm — 

v 2 2.

,Y->0 .v-»0



sin л:

b) lim —  = lim = Hm
x—»0  д -  x —>0 X  X —>0

1 sinx

Vcosx

= lim-
1

•lim— = 1-1 = 1

2-teorema. Ushbu lim
*->00

1+ - = e tenglik o‘rinli.

Isboti. Avval lim
ЛГ—>+oo

1Y
1 + — = e ekanligini ko‘rsatamiz. 

x)

Aytaylik, {x¿} ketma-ketlik +oo ga intiluvchi ixtiyoriy ketma- 

ketük bo‘lsin: lim {x*}=+oo. U holda, barcha к lar uchun х*>1 deb
Л — >00

qarash mumkin. Endi, xk ning butun qismini nk orqali belgilaylik, 

ya’ni /?i=[x/;]. Shunday qilib,
"* ' 17

< > ketma-ketlik \
I >h I ^

i +I ketma-ketlikning

qismiy ketma-ketligi boiadi. Endi, nk< xn < щ+1 dan

1 1 1 
< —  < —  va

n,nk + 1 X,

1

"k
\"k Í

1+ -  

V "*+1У
< i +-L

\xt
< 1 + 1

\

V nkJ

Л

n l̂

tengsizliklar kelib chiqadi. Shu sababli,

lim
Х -+ + Э О

lim
.r-*>+oc

1
I +■

V nk + l J

f , Y ‘+l 
1 +  —

}h j

= am
x -  ->- x

1
1 +  -

V nk + b

1 +  -
1

\

nk +ly
=e,

! i
= lim

. Ï — >+0C I

\nk

1+ -

lk J
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boMadi УП oraliq ketma-ketiikning limiti haqidagi teoremaga

asosan lim ( 1 + —

V*

= e kelib chiqadi. Demak,

lim
X~>+ac

( i Y
= e .1 +  -

л X;
Agar oxirgi tenglikda x=-y almashtirishni bajarsak, u holda 

X—>-oo da j->+qo bo‘ladi va

■ 4 -
. - i

V У)

l v

\-y /■ \y /
У

y-KV
/

1 + ■
1 Y

v
y~K

munosabatlarga

ko‘ra lim 1 +
X

lim
y — »+ C O

lim
j r—

f
1+ -

1

= lim
_y_ »+ 0 0

1 +  -
y- l

y - 1
1+ - = e kelib chiqadi. Demak,

í  i v
i + ‘

V Xj
= e .

1
Isbotlangan bu ikki tenglikdan lim| 1 + — I = e bo'ladi.

X — > o o \  

1
Oxirgi tenglikdan lim(l + j>).v = e ekanligini keltirib

chiqarish mumkin.

Haqiqatan, x=— almashtirish kiritsak, y-»0 da x—><x> bo‘lib, 
У

lim il + ̂ V  = lim
• ' ’ V_

/

V—>0

1V
1+ -

V Ay
= e kelib chiqadi.

Murakkab funksiyaning limiti haqidagi teorema yordamida 

quyidagi tengliklami keltirib chiqarish mumkin:
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-» *!• Г l°gB(l + JC) 1 ln(l + x)
2-natija. lim— ----- = --- , xususan, lim—----- = 1

x->0 x  In a x
tenglik o‘rinli.

Isboti. Цд1 1оёа( 1 + Х) _ Jimlog (1 4. xy  - log e = _L_
л г - Л  X  l n a

3-natija. lim-— - = lna , xususan, lim-— - = 1 tenglik
JT—>0 % x—>0 jç

o‘rinli.
Isboti. Agar y=cf -1 desak, u holda a*=l+y yoki jt=loga(l+j>) 

bo‘lib, x—>0 da y—> 0 bo‘ladi. Demak,

lim-— - = lim-------= lna .
x - > 0  x  j - * 0  l 0 g a  ( 1  - f .  y )

(1 + xY-l
4-natija. lim--------= ц tenglik o‘rinli.

x - > 0  X

Isboti. Agar _р=(1+х)ц-1 desak, u holda (1+*)ц=1+у yoki 
|iln(l+jc)=ln(l+y) bo‘lib, jc—»0 day—>0 bo‘ladi. Demak,

lim (1+Jr)''~ l = lim ^  = lim ^ ^ 1 + ̂ = .
x~+° X z^ °  X x~>° x  - ln(l + y)

ln(l + jO JC

1 ~ cos 4jc
1 -misol. lim------ limitai hisoblang.

r->° xsin 2x
v  . . .  1-cos4jc 2sin22jc sin2jt  ̂ .
Yechish. lim------ lim— ;----= 2 lim-----2 = 4.

r̂ ° jcsin2x x~* jtsin 2x x-±a 2x

2-misol. limf x + ̂  | limitai hisoblang.
т-»*\дг + 1 J

Yechish. lim I ~ ‘ ) = limf 1 + ■  ̂ ^lim i— 1 

x + 1 ) x + l
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, x + f \ 3

lim
X —X »

1 +  -
x + l

1 +  -
x +1

=e \-e.

3-tnisol. lim—-———- limitni hisoblang.
*-» 3x

Yechish. 4-natijaga ko‘ra

lim l =I  iim i1. } X) .— \. (_2)=I  • I  • (-2)= -—
3x 3 *->0 -2x 3 n 3n

16-§. Funksiyalarning Iimitga ega bo‘lish shartlari
1. Monoton funksiyaning limiti. Aytaylik, y^fix) funksiya X 

to‘plamda berilgan va a nuqta shu to‘plamning limit nuqtasi 

bo‘lib, barcha xeXlar uchun x<a bo‘lsin.
1-teorema. Agar y=fix) funksiya X  to‘plamda o‘suvchi va 

yuqoridan chegaralangan bo‘Isa, u holda u a nuqtada Iimitga ega, 

agar yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, uning limiti +oo bo‘ladi.
Isboti. Aytaylik, y=J[x) funksiya X  to‘plamda yuqoridan 

chegaralangan bo‘lsin, ya’ni { fix) : xeX } to‘plam yuqoridan 
chegaralangan. Bizga ma’lumki, bu to‘plam aniq yuqori 

chegaraga ega. Uni b orqali belgilaylik: b=s\xp{f(x): xeX}. Endi, b 
sonßx) funksiyaning x->a dagi limiti bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra, barcha xeX lar uchun 

fix)<b va Ve>0 uchun biror x eX topilib, j{x')>b-z bo‘ladi. 
Berilishiga ko‘ra fix) funksiya o‘suvchi. Ya’ni, barcha x’<x larda 

fix')<fix) bo‘ladi. Bundan b-e<fix)<b<b+s tengsizlikni hosil 

qilamiz. Agar 8=a-x’ deb olsak, u holda 0<)x-a|<8 tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi barcha x larda b-z<fix)<b+s tengsizlik o‘rinli 

bo‘ladi.

Demak, ta’rifga binoan, lim/[.x)=6 .
x~ >a

Endi, aytaylik, fix) funksiya yuqoridan chegaralanmagan 

bo‘lsin. U holda qanday A>0 katta sonni olmaylik, shunday x’ <=X 

mavjud bo‘lib,/(x’)>A bo‘ladi./(x) funksiya o‘suvchi bo‘lganligi
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uchun x>x’ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xeX larda ham 

f(x)>A tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, limy(x)=+co.
x — *a

Aytaylik, y=f{x) funksiya X  to‘plamda kamayuvchi va a nuqta 

X  to‘plamning limit nuqtasi boiib, barcha xeX lar uchun x<a 
boisin.

2-teorema. Agar y=f[x) funksiya X  to‘plamda kamayuvchi va 
quyidan chegaralangan bo‘lsa, u holda u a nuqtada limitga ega, 

agar quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, uning limiti -qo boiadi.
Bu teorema ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.

2. Funksiya limitga ega bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli 
shart.

Aytaylik, y=J[x) funksiya X  to‘plamda berilgan va a nuqta X 
to‘plamning limit nuqtasi boisin.

3-teorema (Koshi alomati). lim/[x) mavjud boMishi uchun,
x — *a

Ve>0 songa mos shunday 8>0 son mavjud boiib, 0<|x’-a|<8, 

0<|x”-«|<5 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi barcha x\ x” eX 

larda tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Bu teorema isbotini mustaqil bajarish o‘quvchining o‘ziga 

havola qilinadi.

17-§. Cheksiz kichik funksiyalar va ularni taqqoslash
1. Cheksiz kichik funksiyalarning xossalari. Aytaylik, 

>=a(x) funksiya X  to‘plamda berilgan va a nuqta X to‘plamning 
limit nuqtasi boisin.

1-ta’rif. Agar lim a(jc)=0 bo isa, u holda a(x) funksiya x—>a
x~ ± a

da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Cheksiz kichik funksiyalami qisqacha, cheksiz kichik deyiladi.

1-misol. a(.\-)=x:+x3 funksiya x—>0 da cheksiz kichik, chunki 

lim (x2+x3)=0.
x  -->0

2-misol. a(x)=x2—4 funksiya x—>2 da cheksiz kichik, chunki 

lim (x 2-4)=0 .

84



Cheksiz kichik funksiyalar ham cheksiz kichik ketma-
ketliklardagiga o‘xshash quyidagi xossalarga ega.

1°. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming yig‘indisi
cheksiz kichik fiinksiya boiadi.

2°. Cheksiz kichik fiinksiya va chegaralangan fiinksiya
ko‘paytmasi cheksiz kichik fiinksiya boiadi.

i 1 
Masalan, a(x)=x fiinksiya x—>0 da cheksiz kichik, /[x)=sin —

x

(x*0) funksiya chegaralangan: |sin — |<1. U holda a(x)/(x)
x

2 1
funksiya x—»0 da cheksiz kichik boiadi, chunki lim (x sin— )=0.

x
2. Cheksiz kichiklarni taqqoslash. Aytaylik, a(x) va ß(x) lar 

x—>a da cheksiz kichik boisin.

£Z(x)
2-ta’rif. Agar, lim-- - =c limit mavjud va c*0 boisa, u

x̂ a ß(x)
holda a(x) va ß(x) cheksiz kichiklar, x—>a da bir xil tartibli 
deyiladi.

3-ta’rif. Agar l i m =1 boisa, u holda a(x) va ß(x)
ß(x)

cheksiz kichiklar x— da ekvivalent deyiladi. Bu hol a~ß 
ko‘rinishida yoziladi.

4-ta’rif. Agar lim-- - =0 boisa. u holda a(x) cheksiz
ß(x)

kichik, x->a da ß(x) cheksiz kichikka nisbatan yuqori tartibli 

deyiladi.

3-misol. a(x)=sinx, ß(x)=x funksiyalar x->0 da ekvivalent 

cheksiz kichiklar boiadi.

sin X
Haqiqatan, lim---= 1. Demak, sinx~x.



4-misol. a(jc)=l-cos2x va f3(x)=x lar x—>0 da cheksiz kichiklar 
bo‘lib, l-cos2x funksiya x ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz 
kichik bo‘ladi. Haqiqatan,

l-cos2x 2 sin2x ... sinx .. . 
hm------ = lim----- = 21im— — hmsinx = 0 .
x~►O x  at—>0 x  a;—>0 x  * —»0

5-misol. a(x)= yjl + x —l va P(x)=x lar x—>0 da bir xil tartibli 

cheksiz kichiklar bo‘ladi. Haqiqatan,

.  ,im j _  .  i .
X-* X *-+o x-(yfi+x + l) *-*°x-(Vf+x+lj 2

3. Ekvivaient cheksiz kichiklar yordamida limitlarni topish.

1-teoreina. Agar x—>a da a(x)~ai(x) va p(x)~pi(x) bo‘lib,

lim g‘ ̂  mavjud bo‘lsa, u holda lim— — ham mavjud bo'lib,
*-*a P^x) *-** P(x)

lim - —- = lim—--— tenglik o‘rinli bo‘ladi.
P(x) *-»» px (x)

IsboU. l i m ^  = =
• -  P(x) ■ - P(x) a,(x)-f!^x)

= . , i m m  = l i m s w .

a, (x) P(x) *->c /?, (x) *->“ Px (jc)

I _cos 3x
6-misol. lim------ limitini toping.

h0  xsinx
3x

x~sinx dan xsinx~-x kelib chiqadi. Demak, 

9x2

1 - cos3jc , . 2  9
lim------ = hm = -.
A->° xsinx '-»o x 2

t —• ojc 9x 
Yechish. l-cos3x=2sin" 2 ~2 —  = --  . Shuningdek,

2
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(Зл:2 +4jc5 h-jc6)3
1-misol. l im------—:______ —  limitni toping.

Yechish. (3x2+4jc5+jc6)3~(3x2)3= 2 7 / ,  Jx*+ 4x '°  ~ J 7  = x4 
munosabatlarga ko‘ra

( 3x2 + 4x5 + xb f  21 x b
lim ------ - T ■= = lim — — = lim 27x = 0 .

yjxH+ 4 x 10 X*
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III bobga doir test savollari

1. Quyidagi to‘plamlarning qaysi biri a nuqtaning e atrofi 
boiadi?

A) (a-e; a]; B) (a-s; a+e);

C) [a;a+s); D) (a-e/2; a+s/2)

2. Quyidagi jumialarning qaysi biri to‘g‘ri?
A) Chegaralangan ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi;
B) Kamayuvchi ketma-ketlik chekli limitga ega;
C) Monoton ketma-ketlik chekli limitga ega;

D) 0 ‘suvchi ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan boisa u 
chekli limitga ega.

3. Quyidagi jumialarning qaysi biri xato?
A) 0 ‘suvchi va yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik chekli 

limitga ega;

B) Kamayuvchi va quyidan chegaralangan ketma-ketlik chek­
li limitga ega;

C) a„>0 boiib, lim a„ mavjud boisa, lim an>0 boiadi;
fl—»x> rt-*x

D) lim x„=a va a>r boisa, u holda biror raqamdan boshlab 

x„>r boiadi.

4. Quyidagi jumialarning qaysi biri xato?
A) Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlaming yig‘indisi 

cheksiz kichik miqdor;

B) Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik miqdoriaming 

ko‘paytmasi cheksiz kichik miqdor boiadi;

C) Agar a„ cheksiz kichik miqdor boisa, x„= —  chegara* 

langan miqdor boiadi;
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D) Agar x„ cheksiz katta miqdor boisa, ¿4 = —  cheksiz
x*

kichik miqdor bo‘ladi.

5. Quyidagilarning qaysilari cheksiz katta miqdor?

1\ 3 n + 1 ri2 + 1
1) x„=n , 2) x„=---3) x„=--- -

n n +1

A) 1,2; B) 2,3; C) 1,3; D)Barchasi.

 ̂ ^  . . . ,• yn2 +1 1 — 3«
6. Quyidagi Iimitlarni toping, lim ----- va lim =.-=.=

«-** 3n +1 n->°° yjn4 +1

A) 1/3 va-3; B )l/3va0;

C) 00 va 0; D) 1 va 0.

7. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?
A) Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan;
B) Yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega;
C) Monoton ketma-ketlik chekli limitga ega;

D) limx„=a, \imy„=b boiib, x„=y„ («=1,2,...) boisa, u holda
f l — » X  « — »3 0

a-b boiadi.

8. Quyidagi jumlalarning qaysi biri to‘g‘ri?
A) Agar x„<y„ («=1,2,...) boiib, lim x„ chekli boisa, u holda

/1 — > x

limy„ ham chekli boiadi;
n~*x)

B) Agar x„<y„ («=1,2,...) boiib, limy,, chekli boisa, u holda
/7— » X

limx,, ham chekli boiadi;

C) Agar x„ o‘zgaruvchi miqdor o‘suvchi, y„ 0 ‘zgaruvchi 

miqdor kamayuvchi, x„<y„ («=1,2 ,...) boiib, lim(y„-x„)=0 boisa,
n—>x>

u holda
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lim jc„= lim^n bo‘ladi;
/1— > x  n —*ao

D) Agar x„<y„ («=1,2,...) bo‘lsa, u holda har doim 

\m\x„=\\my„ bo‘ladi.
t t —>00 /1 — > x

(  i Y”9. lim 1 + —  limitni toping.
n->® V 2« )

A) em\ B) e3;

C) e1/2; D) e6.

10. Quyidagilarning qaysi biri 1,1/4,1/9,1/16,..., 1 In2, ... 
ketma-ketlik uchun qismiy ketma-ketlik bo‘ladi?

1) 1,1/4,1/4,1/9,1/9,... 2) 1,1/2,1/3,..., 1 In ,...

3)1, 1/9,...,

A) 1; B)2; C) 3; D) 1,2.

11. Quyidagi jumlalarning qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma- 

ketligi ham yaqinlashuvchi bo‘ladi;
B) Chegaralangan ketma-ketlikdan har doim chekli limitga 

ega bo‘lgan qismiy ketma-ketlikni ajratib olish mumkin;

C) Ixtiyoriy ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma- 

ketlikni ajratib olish mumkin;
D) 1,2,3,..., n,... ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ket­

ma-ketlikni ajratib olish mumkin emas.

12. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri to‘g‘ri?

1) {«“} ketma-ketlik a>0 da cheksiz katta ketma-ketlik boiadi.

2) {«“} ketma-ketlik a<0 da yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.
3) {qn} ketma-ketlik \q\<\ da cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

4) {q11} ketma-ketlik |̂r|<l da yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.

A) 1 va 3; B) 2 va 3;
C) 2,3 va 4; D) 2 va 4.
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13. Agar [a„;b„\ ichma-ich jovlashgan segmciitlar krtma- 
ketligi boisa, u holda quyidagi mulofca/aiardaa qayw biri 
n»te‘g‘ri?

A) {a„i - kamaymaydigan kctma-ketlik;

B) {bn} - o'smaydigan ketma-ketlik;
C) {a„ - b„] - yaqinlashuvchi kichik ketma-ketlik;
D) {a„ + b„} - cheksiz kichik ketma-ketlik.

14. Quyidagi mulohazalardan qaysilari noto‘g‘ri?
1. Agar yaqinlashuvchi ketma-ketlikning barcha hadlari 

musbat boisa, u holda uning limiti ham musbat boiadi. 2. Ketma- 
ketlikning limiti uning limit nuqtasi boiadi. 3. Agar {|a„|} - ket- 
ma-ketlik yaqinlashuvchi boisa, u holda {a„} ketma-ketlik chjega- 

ralangan boiadi. 4. Agar {|a„|} - ketma-ketlik yaqinlashuvchi 
boisa, u holda {a,,} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi boiadi. 

A )lv a3 ; B)2va4;
C) faqat 1; D) 1,2,4.

fl
15. lim --- =1. Agar ketma-ketlik limiti ta’rifidagi

n->°° n + 2

8=0,001 ga teng boisa, ng(e) ning eng kichik qiymatini toping.
A) 2000; B) 1999;
C )1998; D )1997.

16. Iim ■ =1. Agar ketma-ketlik limiti ta’rifidagi

8=0,001 ga teng boisa, /i0(e) ning eng kichik qiymatini toping.
A )2002; B )1999;
C) 2000; D) 2001.

17. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan ketma-ketlikdir;
B) Chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlikdir;
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C) Agar {x„} cheksiz katta ketma-ketlik boisa, {1/ x„} chega- 
ralangan ketma-ketlik bo‘ladi;

D) Agar {x„} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa, {1/ x,,} cheksiz 
kichik ketma-ketlik boiadi.

18. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?

A) Agar limf[x)=b bo‘lib, b>p boisa, u holda x ning a ga

yetarlicha yaqin (x^a) qiymatlarida/(x)>/? boiadi;

B) Agar lim/(x)=6 boiib, b<q boisa, u holda x ning a ga

yetarlicha yaqin (x ^) qiymatlarida/ix)^ boiadi;

C) Agar lim/{x)=Z) limit mavjud boisa, x ning a ga yetarlicha

yaqin (x*a) qiymatlariday(x) fiinksiya chegaralangan boiadi;

D) Agar barcha x larda /(x)<g(x) boisa, u holda har doim 

lim/(x)< lim g(x) boiadi.

19. Quyidagi formulalarning qaysi biri xato?

(  iVC) hm 1 + — =e ;
^ n)

D) lim
sinx

X

= 0 .

20. Quyidagilarning qaysi biri noto‘g‘ri?

ax -1 , _  1;__ (l + x f - l



21. Limitni toping lim s'n2x
yj4 + x - 2 '

A) 4; B) 8; C)W, D) Vi.

22. Limitni toping lim ~ — 5x + 6
V 6 w 2 Y2 - 3r + 2

A) 1; B) 3; C )-l; D )6.

23. Limitni toping lim ( -—- | .
V x +1)

A )e3; B) e4; C)e4; D)e3.

24. Limitni toping lim + ^ .
4x

A) 3; B) lA; C )3A; D)4/3.

25. Jumlani davom ettiring: Agar lim f(x)=b<0 bo‘lsa,
X ~ > Q

A) a nuqtaning ixtiyoriy atrofida funksiya manfiy qiymatlami 
qabul qiladi;

B) a nuqtaning shunday atrofi mavjud bo‘lib, bunda 
funksiyaning qiymatlari b dan kichik bo‘ladi;

C) a nuqtaning ixtiyoriy atrofida f(x)< b bo'ladi;
D) a nuqtaning shunday atrofi mavjud bo‘lib, bunda funksiya 

manfiy qiymatlar qabul qiladi.

jf3 — 1
26. lim ——  ni hisoblang.

*-*' X -1

A) 1/3; B) 2/3; C) 3/2; D)3.
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27. lim X. ni hisoblang.
x~*2 yJx + 5

A) -2/5; B) 2/ V5 ; C)0; D)-2/V7.

x3 - 3x + 2
l-i — :— ~ x-*°x -4x + 3

A) 2/3; B)oo; C) 0; D) 1.

28. lim—-— --- - ni hisoblang.

2x2 -3r-4
29. lim . . ni hisoblang.

—  Vx4 -1

A) 1; B) 2; C)0; D) oo.

30. lim-— y=t.-.* ni hisoblang.
—4 1 — yJ5 — x

A) 1/3; B) 2; C )-1/3; D)3.

1-jc2
31. lim----  ni hisoblang.

sin^x

А) -2/я; В) -я/2; С) 2/я; D) я/2.

i • *1 - sin — 
о

32. lim---- — ni hisoblang.
j r - > *  Д -  _  J

A )-1/2; B) 0,5; C) 0; D)-2.
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IV BOB. UZLUKSIZ FUNKSIYALAR

l-§. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari
Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi matematik analizning 

asosiy tushunchalaridan biri boiib, u funksiya limiti tushunchasi 
bilan bevosita bogiiq.

1. Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligi ta’riflari. Aytaylik, 

y=fix) funksiya X  oraliqda berilgan va x0eX boisin.

1-ta’rif. Agar limfix^fixo) tenglik o‘rinli boisa, u holda jtr)
X->x$

funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

Demak,/(x) funksiya nuqtada uzluksiz boiishi uchun Iimy(x)
X -> X Ü

ning mavjud boiishi va bu limit funksiyaning x0 nuqtadagi 
qiymati fix0) ga teng boiishi kerak ekan. Bunday x0 nuqta fix) 
funksiyaning uzluksizlik nuqtasi deyiladi.

2-ta’rif. Agar fix) funksiya X  to‘plamning har bir nuqtasida 

uzluksiz boisa, u Xto ‘plamda uzluksiz deyiladi.
3-ta’rif. Agar fix) funksiya xq nuqta uzluksiz boimasa, u 

holda Xfl nuqta/ix) funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi.
1 -misol. fix)=2x3+3x+l funksiya ixtiyoriy x„ nuqtada uzluksiz 

ekanligini ko‘rsating.

Yechish. lim/(jc)= lim (2jc3+3x+ 1 )=2x03+3x0+1 =fix0)-
X —

Demak, bu funksiya ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekan.
Funksiya limiti ta’riflaridan foydalanib, uzluksizlikning 

boshqa ta’riflarini keltiramiz.
4-ta’rif (Geyne). Agar X  to‘plamdan olingan va x0 ga 

intiluvchi har qanday {x,,} ketma-ketlik uchun, funksiya 
qiymatlaridan iborat {fix,,)} sonli ketma-ketlik fix0) ga 

yaqinlashsa, u holda fix) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

2-misol. Sonlar o‘qi, (-<x>;+oo) da berilgan y=D(x) Dirixle 
funksiyasi uchun x0=2 uning uzilish nuqtasi ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Irratsional sonlaming 2 ga intiluvchi {*„} ketma-ket- 

ligini olsak, D(x„)=0 boiib, Z)(jc„)->0 kelib chiqadi. Agar ratsional
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sonlarning 2 ga intiluvchi [x „} ketma-ketligini olsak, D(x „)= 1 

bo‘lib, D(x „)—>1 kelib chiqadi. Bu esa, Z)(x) funksiyaning x„=2 
nuqtada uzilishga ega ekanligini ko‘rsatadi.

Shu usul bilan D(x) funksiyaning ixtiyoriy x 0 g (- qo ;+ qo) 

nuqtada uzilishga ega ekanligini ko‘rsatish mumkin.

5-ta’rif (Koshi). Agar har bir e>0 son uchun shunday 8>0 son 

mavjud bo‘lib, xeX ning |x-xo|<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

barcha qiymatlarida \f[x)-j[xo)\<z tengsizlik o‘rinli bo'lsa, u holda 

f{x) funksiya xo nuqtada uzluksiz deyiladi.

Odatda, x-x0 ayirma argument orttirmasi deyiladi va Ax orqali 
belgilanadi. Shuningdek, f[x)-j[x0) ayirma funksiyaning xo 

nuqtadagi orttirmasi deyiladi va Ay orqali belgilanadi.
Agar funksiya xo nuqtada uzluksiz bo‘Isa, u holda 

lim Ay= lim {f{x)-f{xo))=f{xo)-f{xo)=0
X -> X0 *->•*„

bo‘ladi va aksincha, agar lim Ay=0 bo‘lsa, u holda y=J(x) funksiya
x -> x 0

xo nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

6-ta’rif. Agar lim Ay=0 bo‘lsa, u holda fix) funksiya xo
A.r—>0

nuqtada uzluksiz deyiladi.

3-misol. J{x)=cosx funksiyaning har bir x„e(-oo;+oo) nuqtada
uzluksiz bo‘lishini ko‘rsating.

Yechish. |Ay|=l/(x):/(xo)!"i/(xo+/k):/(xo)|=

i , ^  i • Ax . , A i,, „  . /k , „A x , ,, , 
=|cos(xo+zix)-coso|=|2sin —  -sm(xo+—  )|<2|sin—  |<2| —  |=|Ax|.

Bundan lim Aj^O kelib chiqadi. Demak, f[x)=cosx har bir x0
A.V—>0

nuqtada uzluksiz ekan.

Shu kabi, /(x)=sinx ilinksiyani ham har bir x o g (-oo;+ oo) 

nuqtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatish mumkin.

2. Bir tomonli uzluksizlik.

7-ta’rif. Agar /(xo-0)=/(xo) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda /(x) 
funksiya xa nuqtada chapdan uzluksiz deyiladi. Bu tenglik o‘rinli 

bo‘lmasa, /(x) funksiya xo nuqtada chapdan uzilishga ega bo‘ladi.
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8-ta’rif. Agar/(x0+0)=/(xo) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda/(x) 

funksiya xo nuqtada o ‘ngdan uzluksiz deyiladi.
Bu ta’riflardan ko‘rinadiki, fix) funksiya x0 nuqtada uzluksiz 

bo‘lishi uchun, shu nuqtada ham chapdan, ham o‘ngdan uzluksiz 
bo‘lishi zarur va yetarli.

2-§. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar
1. Uzluksiz funksiya ustida arifmetik amallar. Aytaylik, 

f{x) va g(x) funksiyalar X to‘plamda aniqlangan va x0eX bo‘lsin.

1-teorema. Agar f[x) va g(x) funksiyalaming har biri x0 
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

f[x) ± g(x),/(x)-g(x), (g(Xo)*0)
g(x)

fixnksiyalar ham x0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
Isboti. Shartga ko‘ra f{x) va g(x) funksiyalar x0 nuqtada 

uzluksiz bo‘lgani uchun, lim f{x)=flx0), lim g(x)=g(x0) bo‘ladi.

Bulardan va limitga ega bo'lgan funksiyalar xossasidan 

lim (J{x) ± g(x))= lim /(x)+ lim g(x)=/(x„) ± g(x„),
-V -> .V 0 X  x -> .x0

lim (/(x)-g(x))= lim/(x)- lim g(x)=/|x0>g(x0),

1¡m m  .№ , )

g(x) limg(x) g(x0)

tengliklaming o'rinli bo‘lishi kelib chiqadi. Teorema isbot bo‘ldi.

1 -misol. J{x)=cos3x funksiya (-co;+oo) intervalda uzluksiz 

bo‘lishini ko‘rsating.
Yechish. Avvalgi paragrafda f[x)-cosx funksiya har bir x0 

nuqtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatgan edik. 1-teoremaga ko‘ra, 

cosV^osx-cosx-cosx funksiya ham har bir x0e(-oo;+oo) nuqtada 

uzluksiz boiadi.
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. , Sin X  - , . n  . .
2-misol. y=tgx=---  funksiya x= — +nn, n= 1, 2, . . .

cosx 2

nuqtalardan boshqa barcha nuqtalarda uzluksiz.

Xuddi shuningdek, y= ctgx funksiya х=пк, n= 1, 2, . . . 
nuqtalardan boshqa barcha nuqtalarda uzluksiz ekanini ko'rsatish 

mumkin.

3-misol. y=axn, we N funksiya (-oo;+oo) intervalda uzluksiz 

bo‘lishini tekshiring.

Ma’lumki, y=ax"=ax-x-. . . x, (n+l ta ko‘paytuvchi) va y=x 
funksiyaning uzluksizligini ko‘rish qiyin emas. 1-teoremaga 

ko‘ra, y=axn funksiyaning uzluksizligi kelib chiqadi.
4-misol. P„ (x)=aox''+a i x"‘1 +a2x ' +. . .+a„.¡x+an ko‘rinishidagi 

funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bu funksiya (-oo;+oo) 
intervalda uzluksiz bo‘ladi, chunki oldingi misolga ko‘ra har bir 
qo‘shiluvchi uzluksiz.

QJx) ЬХ + Ь1х " '+ -  + Ь._,х+Ьт 

ko‘rinishidagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Maxraji 
noldan farqli nuqtalarda kasr ratsional funksiya uzluksiz bo‘ladi.

%. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, м=ф(х) va 

y=fu) funksiyalardan tuzilgan у=Дф(х)) murakkab funksiya 

berilgan bo‘lsin.

2-teorema. Agar и=ф(х) funksiya x0 nuqtada, y=fu) funksiya 

м0=ф(х0) nuqtada uzluksiz bo‘Isa, u holda у=Дф(х)) murakkab 

funksiya ham x0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Shartga ko‘ra, ф(х) funksiya x0 nuqtada uzluksiz, Дм) 

funksiya u0 nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun lim ф(х)=ф(х0),

lim fu )= fu0) tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
x-»u0

Murakkab funksiyaning limiti haqidagi teoremaga asosan 

f[u0) son Дф(х)) funksiyaning x->x0 dagi limiti bo‘ladi. Bu esa, 

Дф(х)) funksiyaning x0 nuqtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatadi.
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6-misol. ĵ =sin(jc3+4jc+1) funksiya har bir xe(-oo;+oo) nuqtada 
uzluksiz ekanligini isbotlang.

Yechish. w=x3+4x+l funksiya barcha xe (-<»;+<») nuqtada, 

7 =sinw funksiya ham har bir ue(-oo;+oo) nuqtada uzluksiz boigani 
uchun, 2-teoremaga ko‘ra, T=sin(x3+4x+l) murakkab funksiya 
ham barcha x larda uzluksiz bo‘ladi.

3-§. Funksiyaning uzilish nuqtalari va ularning turlari
Aytaylik, y=fix) funksiya X  to‘plamda berilgan va xq nuqta X 

to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Agar x0 nuqtada y=fix) funksiya uchun uzluksizlik 

shartlaridan kamida bittasi bajarilmasa, ya’ni agar xo nuqtada X*) 

funksiya aniqlanmagan yoki limy(x) limit mavjud emas, yoki

lim^x) va fixo) lar mavjud, lekin lim/(x)^/(xo) boisa, u holda
jr->jr0 X —¥Xq

fix) funksiya xo nuqtada uzilishga ega, xo nuqta fix) funksiyaning 

uzilish nuqtasi deyiladi.
1-ta’rif. Agar fixo-0) va y(xo+0) bir tomonli limitlar chekli 

bo‘Isa, u holda x0 nuqta funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi 
deyiladi.

Bunda ikki hoi yuz berishi mumkin:
a) fixo-0)=fixo+0), ya’ni bir tomonli limitlar teng. Bu holda 

fix) funksiya bartaraf qilish mumkin boigan uzilishga ega deb 

ataladi. Buning uchun fix0)= lim/(x) deb olish kifoya. Masalan,

_/(x)={ ’ S ’ funksiya uchun lim fix)= lim (2x-3)=
[ 2, x = 1 bo'lsa •r->1±0 A-»1±0

=-1 boiadi. Demak, fi\-0)=fi\+0), ammo lim fix)=-l*2=fi\)
X—>1

boigani uchun, x=l nuqta funksiyaning uzilish nuqtasi ekan. Agar 

f(l)=l deb olsak, funksiya x=l nuqtada uzluksiz boiib qoladi (15- 

rasm);
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b ) / t * o - 0 )  *f{xo+0), ya’ni bir tomonli limitlar teng bo‘lmasa, u 
holda fix) funksiya x0 nuqtada sakrashga ega deyiladi. Ushbu 
d=j/(xo+0)-/(xo-0)| son sakrash kattaligi deyiladi.

I x2, agar x < 0 bo'lsa,

|_2x +1, agar x > 0 bolsa 

qaraylik. Bu funksiya x=0 nuqtada sakrashga ega, chunki 

y(-0)= lim x2=0, y(+0)= lim (3x+l)=l vayf-0)*/(+0).
x - > - 0  * -> + 0

Demak, sakrash kattaligi </=|l-0|=l bo‘ladi (16-rasm).

Masalan, f(x)= funksiyani

15-rasm.

2-ta’rif. Agar y(xo-0) va /(xo+0) bir 
tomonli limitlaming kamida biri 
mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, u 

holda xo nuqta funksiyaning ikkinchi tur 
uzilish nuqtasi deyiladi. ,

1 *
l-misol. f[x)=-- - . Bu funksiya

uchun ./(1-0)= lim

x — i 

1

y(l+0)= lim

,-»1-0 x- l 

1

=-00,

+oo. Demak, x=l
.r—>1+0 Jf — 1

nuqta berilgan funksiyaning ikkinchi tur 
uzilish nuqtasi ekan (17-rasm).

17-rastn.
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fl, agar x ratsional son bolsa, , , ,
2-misol. Z)(x)= \ Dirixle

[0, agÄr I  itfatsional son bolsa.

funksiyasini ko‘rib chiqamiz.

l-§ ning 2-misolida ko‘rdikki, har bir x0e(-oo;+oo) son uchun 

D(x0-0) ham, D(xo+0) ham mavjud emas. Demak, Dirixle 
funksiyasi barcha x larda ikkinchi tur uzilishga ega.

3-misol. Birinchi ajoyib limitga ko‘ra, fix)= funksiya
x

x=0 nuqtada bartaraf qilish mumkin boigan uzilishga ega.

4-misol. fix)
sin-, agar x * 0  bolsa, . . .  A , 

x funksiya *=0 nuqtada

3, agar x*0  bolsa 

ikkinchi tur uzilishga ega.

4-§. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
1. Nuqtada uzluksiz boigan funksiyalarning xossalari

Nuqtada uzluksiz boigan funksiyalarning ba’zi xossalarini ko‘rib 
chiqamiz. Bu xossalar limitga ega boigan funksiyalarning 
xossalariga o‘xshab ketadi.

1°. Agar fix) funksiya x„ nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda u xn 
nuqtaning biror atrofida chegaralangan bo‘ladi.

2°. Agar fix) funksiya x0 nuqtada uzluksiz va fix„)>p (mos 
ravishda fix0)<q) boisa, u holdä x„ nuqtaning biror atrofidagi 
barcha nuqtalarda/(x)>p (mos ravishda/fx)<<7) bo‘ladi.

Natija. Agar/(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz vafix0pQ (mos 
ravishda fix0)<0) bo‘lsa, u holda x0 nuqtaning biror atrofidagi 

barcha nuqtalarda/fc)^ (mos ravishda/(jc)<0) boiadi.

2. Segmentda uzluksiz boigan funksiyalarning xossalari. 
Biz quyida, asosan, [a\b] segmentda uzluksiz bo ‘Igan funksi-

yalarni, ya’ni (a;b) intervalda uzluksiz, a nuqtada o'ngdan va b 
nuqtada chapdan uzluksiz funksiyalami ko‘rib chiqamiz.
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1-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar 

}f=J{x) fimksiya [a\b\ segmentda aniqlangan va uzluksiz bo'lsa, u 
holda fimksiya shu segmentda chegaralangan bo‘ladi.

Isboti. Isbotni teskaridan faraz qilish usuli bilan olib boramiz. 
Faraz qilaylik,y(x) funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo l­

sín. Ya’ni, qanday natural n son olmaylik, shunday x„e[a;b] nuqta 

topilib,y(xn)>n bo‘ladi.
Shu shart bilan [a;b] segmentdan olingan x¡, X2, xy,. . x„,. . . 

ketma-ketlikni qaraylik. Bu ketma-ketlik chegaralangan bo‘lgani 

uchun, Bolsano-Veyershtrass lemmasiga ko‘ra undan yaqinla- 

shuvchi {x } ketma-ketlikni ajratib olish mumkin: xnj -» x0e

[a;b].
Teorema shartiga ko‘ra j{x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz. 

Shuning uchun j{ xn/¡ )->J[xo) bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, bu

ketma-ketlikning qurilishiga ko‘ra/(jc )> « *  bo‘lib, J {  x n  ̂ ) —>+oo

ekani kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik, farazimizning noto‘g‘ri 
ekanligini ko‘rsatadi.

Teoremaning ikkinchi qismi ham shu kabi isbotlanadi. 
Eslatma. Teoremadagi har bir shart muhim bo‘lib, bu 

shartlaming birortasi bajarilmasa, u holda teoremaning xulosasi 

o‘rinli bo‘lmaydi. Masalan,

agar x e (0; 1] bo'lsa,
a) fix)= jx  , fimksiya [0;1]

1, agar x = 0 bo'lsa

segmentda aniqlangan va uning qiymatlar to‘plami E(J)=[ l;+oo). 

Demak, u chegaralanmagan. Bunga sabab, funksiya x=0 nuqtada 

uzluksiz emas;

b)^(x)=x2 funksiya [0;+oo)da uzluksiz, uning qiymatlar to‘pla- 

mi E(/)=[0;+oo). Demak, u chegaralanmagan. Bunga sabab, uning 

aniqlanish sohasi segmentdan iborat emas.

Bu misollar, fimksiyaning uzluksiz bo‘lishi va uning aniqla­
nish sohasi segment boiishi muhimligini bildiradi.
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2-teorema. (Veyershtrassning ikkínchi teoremasi). Agar 
fix) funksiya [a\b] segmentda uzlüksiz bo‘lsa, u holda funksiya 

shu segmentda o‘zining aniq quyi va aniq yuqori chegaralariga 
erishadi.

Isboti. Teoremaning xulosasini quyidagicha aytish mumkin: 
[a;b] segmentda shunday x\ va *2 nuqtalar mavjud bo‘lib, 

fixi)= sup {fix)}, fix2)= inf {fix)} bo‘ladi.
xe[a'b]

Demak, fix 1) son fix) funksiyaning [a;b] segmentdagi eng 
katta qiymati,y(x2) esa eng kichik qiymati ekan.

Berilgan fix) funksiya [a\b] segmentda uzluksiz bo‘lgani 

uchun, 1-teoremaga ko‘ra chegaralangan bo‘ladi. Demak, E(f) 
to‘plam aniq yuqori va aniq quyi chegaralarga ega. Ushbu 

sup {fix)}=c, inf {f[x)}-d belgilashlami kiritaylik. Endi, [a%,b]
a;b]

segmentda biror xi nuqta mavjud boÍib,X*i)=c bo‘lishini ko‘rib 
chiqamiz.

Faraz qilaylik, barcha xe[a;¿>] larda fix)<c bo'lsin. U holda

cp(x)=-- -̂- funksiya [a;b] segmentda uzluksiz va 1-teoremaga
C- f ( x )

ko‘ra chegaralangan. Ya’ni shunday ji>0 son topilib, har bir

xe[<2;¿>] uchun (p(x)< ^ bo‘ladi. Bundan/(x)<c- — bo‘lib, o  — son
V M

fix) funksiyaning yuqori chegarasi ekanligi kelib chiqadi. Bu esa, 
c son fix) funksiyaning aniq yuqori chegarasi degan fíkrga zid. Bu 
ziddiyat farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi.

Eslatma. Teoremadagi har bir shart muhim bo'lib, ulaming 

birortasi bajarilmasa, u holda teoremaning xulosasi ham o‘rinli 

bo‘lmaydi. Masalan,

a) Ixtiyoriy b> 1 uchun [0;6] segmentda /(x)=x-[x] funksiya 
berilgan bo‘lsin. Uning qiymatlar to‘plami E(f)=[0;1) bo‘lib, 
funksiya [0;¿] segmentda o‘zining yuqori chegarasiga erishmaydi. 
Bunga sabab, funksiya butun nuqtalarda, xususan, x=l nuqtadá 

uzluksiz emas.
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b) fix)=x funksiyaning (a;b] oraliqdagi qiymatlar to‘plami 
E(f)-(a;b] boiib, berilgan funksiya (a;b] da o‘zining aniq quyi 
chegarasiga erishmaydi. Bunga sabab, funksiyaning aniqlanish 

sohasi segmentdan iborat emas.
3-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar 

fix) funksiya [a',b] segmentda uzluksiz bo‘lib, segmentning chetki 

nuqtalarida turli ishorali qiymatlarni qabul qilsa, u holda shunday 

c nuqta (a<c<b) topilib,7(c)=0 bo‘ladi.
Isboti. Faraz qilaylik, J[a)<0, J{b)>0 bo‘lsin. [a\b\ kesmani

teng ikki [a; ] va [ a + ̂  ;b] bo‘lakka bo‘lamiz. Agar 
2 2

fit )=0 bo isa, u holda teorema isbot qilingan bo‘ladi. 

a + b
Agar^--- }¿0 bo isa, u holda yangi segmentlardan birining

2
chetki nuqtalarida funksiya turli ishorali qiymatlar qabul qiladi. 
Shu kesmani [a\;b\] bilan belgilaymiz:y(ai)<0 va/6i)>0.

Endi, segmentni teng ikkiga boiamiz va yuqoridagi
mulohazani [a\;b{\ segmentga nisbatan takrorlaymiz va hokazo. 

Umuman, quyidagi ikki holdan bin ro‘y beradi. 

d +/?
1-hol. Biror —— - nuqtada^x) funksiyaning qiymati nolga

2
teng boiadi;

a +b
2-hol. Barcha n lar uchun J( —— - )*0 boiib, bu jarayon

2
cheksiz davom etadi.

Agar 1-holda — =c deb olsak, u holda J[c}=0 boiib, 

teorema isbot qilingan boiadi.
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(3 55 я вд

18-rasm.
2-holda esa ichma-ich joylashgan 

[аьЬ|]з[а2;Ь2]=). . .  гэ[ая;Ьп]=э. . .  
segrftentlar ketma-ketligi hosil boïib, barcha n=l, 2, 3,... larda 
f{a„)<0, fibn)>0 bo‘ladi (18-rasm). Shuningdek, seg-

mentning uzunligi a„-b„=~~- -»0 bo‘ladi.

Ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi prinsipiga 

asosan shunday ce(a;b) nuqta mavjudki, lim a„=lim b„=c o‘rinli
n — >00 л — >c©

ekan. Endi flx) funksiya с nuqtada uzluksiz bo'lgani uchun 

Дс)= НтДа„)<0 va Дс)= lim Д6„)>0 bo'Iadi. Bulardan Дс)=0
i f — >00 t l —*X )

kelib chiqadi.
Bu teoremadan tenglamalaming yechimi mavjudligini ko‘rsa- 

tishda foydalanish mumkin.
Miso/. x7+x3+l-0 tenglamaning [-1 ;0] segmentda yechimi 

mavjudligini ko‘rsating.
Yechish. f[x)= x7+x3+1 funksiya [-1 ;0] segmentda uzluksiz 

bo‘Iib, chetki nuqtalarda /(-1)=-1<0, /(0)=1>0 qiymatlarni qabul 

qiladi. 5-teoremaga asosan ce(-l;0) son topilib,У(с)==0 bo‘ladi. 
Demak, с son berilgan tenglamaning yechimi ekan.
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4-teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). Agar 

fix) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz va kesmaning chetki 
nuqtalarida bir-biridan farqli, fia)=p va fib)=q qiymatlarga ega 
bo‘lsa, u holda p  va q sonlar orasidagi ixtiyoriy d son uchun 

shunday c nuqta (a<c<b) topilib,/(c)=i/bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, p<d<q bo‘lsin. Yordamchi >̂(x)-fix)-d 

funksiyani olamiz. Bu, cp(x) funksiya Bolsano-Koshining birinchi 
teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi:

cp(x) funksiya [a~,b] segmentda uzluksiz bo‘ladi, chunki, y=fix) 
va y=d funksiyalar \_a;b\ da uzluksiz.

<p(a)=fia)-d=p-d<0, (p(b)=fib)-d=q-d>0.
Shuning uchun (a;b) intervalda shunday c nuqta topiladiki, 

<p(c)=0 yokiy(c)-c/=0, ya’ni/(c)=d bo‘ladi.
Demak, [a;b\ da uzluksiz bo'lgan funksiya o‘zining, ixtiyoriy 

ikki qiymati orasidagi barcha qiymatlami qabul qiladi.
Natija. Agary(x) funksiya X  oraliqda uzluksiz bo‘lsa, u holda 

uning qiymatlari to‘plami ham oraliq bo‘ladi, ya’ni fix) funk- 
siyaning qiymatlar to‘plami E(f) oraliq bo‘ladi.

5-§. Monoton funksiyaning uzluksizligi
1-teorema. Agar fix) funksiya X  oraliqda monoton funksiya 

bo‘lsa, u holda u shu oraliqning istalgan nuqtasida uzluksiz 

bo‘ladi yoki faqat birinchi tur uzilishga (sakrashga) ega bo‘ladi.
Isboti. Aytaylik,/(x) funksiya X  oraliqda o'suvchi va x0 nuqta 

X  oraliqning ichki nuqtasi bo‘lsin. U holda x0 nuqtaning shunday 

(x0-8p:0+5)oY  atrofi mavjud bo‘lib, x<x0 tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi barcha xeJt larda fix)<fix0) bo‘ladi. Demak, fix) 
funksiya yuqoridan chegaralangan. Monoton funksiyaning limiti 

haqidagi teoremaga asosan, lim fix)=fixo-0) < fix0) bo‘ladi.
x — > Xq — 0

Xuddi shu kabi, x0 nuqtada o‘ng limit ham mavjud bo‘lib, 

lim ̂ x)=/(xo+0)>y(xo) bo‘ladi.

Bulardan y(xo-0)<y(xo)</(xo+0) qo‘sh tengsizlikka ega 
bo‘lamiz.
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Agar fixo-0)=fixo)=fixo+0) bo isa, u holda fiinksiya xa nuqtada 
uzluksiz boiadi. Agar,y(xo-0)</(xo+0) boisa, u holda x0 nuqta/(x) 
funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi boiadi.

Agar x0 nuqta X oraliqning chetki nuqtasi boisa, bir tomonli 
limitning mavjudligini ko‘rsatish kifoya.

Monoton kamayuvchi fiinksiya uchun ham shu kabi tasdiq 
o‘rinli.

2-teorema. Agar fix) fiinksiya X  oraliqda monoton boiib, 
uning qiymatlari to‘plami biror Y oraliqdan iborat boisa, u holda 

fix) fiinksiya X  oraliqda uzluksiz boiadi.
Isboti. Aytaylik, f[x) funksiya X  oraliqda o‘suvchi boisin. 

Faraz qilaylik, xaeX nuqta fix) funksiyaning uzilish nuqtasi 
boisin. U holda 1-teoremaga asosan, /(xo-0)<y(xo+0) boiadi. 
Shuningdek, (/{xo-0);/(xo+0))\ \fix0)} to‘plamdagi sonlaming hech 
biri funksiyaning qiymati boimaydi, ya’ni funksiyaning qiymatlar 
to‘plami Y oraliqdan iborat boimaydi. Bu ziddiyat fikrimizning 
noto‘g‘riligini, teoremaning to‘g‘riligini ko‘rsatadi.

6-§. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi
Teorema. Agar y=fix) funksiya X  oraliqda uzluksiz va 

o‘suvchi (kamayuvchi) boisa, u holda funksiyaning qiymatlar 

to‘plami Y={fix): xeX} da unga teskari funksiya mavjud boiib, u 
uzluksiz va o‘suvchi (kamayuvchi) boiadi.

Isboti. fix) funksiya uzluksiz boigani uchun Bolsano- 
Koshining ikkinchi teoremasiga asosan, uning qiymatlar to‘plami

Y oraliq boiadi. Demak, har bir y0eY uchun fixQ)=y0 tenglikni 
qanoatlantiruvchi x0 son mavjud. Bu tenglikni qanoatlantiruvchi 

x0eX yagona boiadi.
Haqiqatan, x0 dan farqli xi nuqta o\szk,fix) funksiya monoton 

boiib, xo^xi boigani uchun fix0)jfixi) boiadi. Shunday qilib, Y 
oraliqdan olingan har bir y ga X  oraliqda fix)=y tenglikni 
qanoatlantiruvchi yagona x mos keladi. Demak, Y oraliqda y=fix) 

funksiyaga teskari boigan x=(p(y) funksiya mavjud.
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Endi, y=flx) fimksiya o‘suvchi bo‘lsa, x=<p(y) funksiyaning 
ham o‘suvchi bo‘lishini, ya’ni y\<yi (yi=/(xi), y2=f[xi)) bo‘lganda 
X\<X2 tengsizlik o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz 
qilaylik, ya’ni yi<y2 bo‘lganda xi>x2 bo‘lsin. U holda y=f{x) 

ftmksiya o‘suvchi bo‘lgani uchun J[x{)>J{x2), ya’ni y\>y2 bo‘ladi. 

Bu esa, y¡<y2 deb olinishiga zid. Demak, x=cp(y) funksiya Y 
oraliqda o‘suvchi.

Monoton fimksiyaning uzluksizligi haqidagi l-teoremaga 

asosan, x=cp(y) funksiya Y oraliqda uzluksiz bo‘ladi. Funksiya 

kamayuvchi bo‘lgan hol ham yuqoridagi kabi isbot qilinadi.

7-§. Tekis uzluksiz funksiyalar
Aytaylik, y=f[x) funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lsin.

l-ta’rif. Agar Vs>0 son uchun shunday 8>0 son mavjud 

boiib, \x ’-jc”|<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x’,x"eX 

larda j/íx’)-/[x”)|<s tengsizlik bajarilsa, u holda f(x) funksiya X 
oraliqda tekis uzluksiz deyiladi.

Agar x0&X nuqta olib, ta’rifdagi x ’ ni x bilan, x” ni x„ bilan 

almashtirsak, |x-x0|<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xeX 
lar uchun l/(x)-y(xo)|<8 tengsizlik bajarilishi kelib chiqadi. Bu esa, 
j(x) funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligini bildiradi. Demak, flx) 
funksiyaning X  da tekis uzluksizligidan u shu to‘plamda uzluksiz 

bo‘lishi kelib chiqadi.
Bu xulosaga teskari xulosa har doim to‘g‘ri bo‘lavermaydi.

1 -misol. f(x)=— funksiya (0;1] oraliqda uzluksiz, lekin tekis 
x

uzluksiz emasligini ko'rsating.

Yechish. Agar deb olsak, u holda ta’rifda aytilganidek

unga mos kelgan 8>0 son mavjud emas, ya’ni qanday 8>0 son 

olmaylik, |x ’-x”|<8 bo‘lgan x x” nuqtalar mavjudki,

l/íx>/(x”)|>~- bo‘ladi.
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Shuningdek, x’=—, x”=——  lar uchun 
n « + 1

|x -x”|—I — — — 1=— -—  bo‘ladi. Demak, n sonni shundaj 
rt n +1 n(n +1)

tanlash mumkinki, — -— <6 bo‘ladi. Lekin, l/(x’)-_/(x”)|=
n(n +1)

~\f{ — )-fi 1 )l~ * bo‘lib, uni — dan kichik qilit
n n + \ 2

bo‘lmaydi. Shunday qilib,y(x)= — fimksiya (0;1] da tekis uzluksh
x

emas ekan.

2-misol. fix)=x2 fimksiya (-oo;+oo) da uzluksiz, lekin tekis 

uzluksiz emasligini ko‘rsating.

Yechish. Agar x’=n, x”=n+— sonlami olsak, u holda
n

lx’-x”|=|/i-(«+—)|=— bo‘lib, qanday 8>0 son olmaylik, n sonn
n n

shunday tanlash mumkinki, — <5 bo‘ladi. Bundan
rt

-  )2|>2 
n rt

kelib chiqadi. Demak, fix)=x2 funksiya (-oo;+qo) intervalda tekii 

uzluksiz emas.
Uzluksiz fimksiyalar qaysi vaqtda tekis uzluksiz bo‘ladi? - 

degan savol tug‘iladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

Teorema. (Kantor teoremasi). Agar fix) fimksiya [a,tí 
segmentda uzluksiz bo‘Isa, u holda fix) funksiya shu segmentd* 

tekis uzluksiz bo‘ladi.
Isboti. Teoremani teskaridan faraz qilish usuli bilar 

isbotlaymiz. Aytaylik, fix) funksiya [a,tí] segmentda uzluksiz 

ammo tekis uzluksiz bo‘lmasin. Demak, biror e>0 son mavjudki 

5>0 sonni qanchalik kichkina qilib olmaylik, [a\b] da shunday x
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va x” nuqtalar topiladiki, \x -x”|<8 boisa ham, J/fx’)-/(x”)|>£

bo‘ladi. Endi 8 uchun, nolga intiluvchi 8i= l, 82=— 8n=— ..
2 n

qiymatlami olamiz. Shuningdek, 8„ sonning har bir qiymatiga

ikkita x„\ x„”e[a;6] nuqtalar topiladiki, ular uchun |x„ -x„”|< — va
n

\/{xn,)-f{xn,,)\>e boiadi.

Har doim x„e[a-,b] boigani uchun {x„} ketma-ketlikni 
chegaralangan va Bolsano-Veyershtrass lemmasiga asosan undan 

yaqinlashuvchi {xH¡¡} ketma-ketlik ajratib olish mumkin: x ->x0.

Uzluksizlik ta’rifiga binoan j{xn< )->J{x0) boiadi. Shuningdek, 

| x -x'\ |<—  tengsizlikdan x"n ->x0 ekanligi kelib chiqadi.
( A k | y j  k

n k

Demak,^x\ )->/(Xo). Bulardan (f{x'nt )-fix"ih )|<e kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan farazga asosan, (/(x )- /(x" )|>e. Bu

qarama-qarshilik farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi. 
Teorema isbot boidi.

2-ta’rif. sup {/(x)}-inf {/(x)} ayirma J(x) funksiyaning X
xeX  xfiX

to‘plamdagi tebranishi deyiladi va (o orqali belgilanadi.
Natija. Agar J{x) íunksiya [a\b] segmentda uzluksiz boisa, u 

holda Vs>0 son uchun shunday S>0 son mavjud boiib, [a\b] 

segmentning uzunliklari 8 dan kichik boian boiaklarga 

boiinganda funksiyaning har bir boiakdagi tebranishi s dan 
kichik boiadi.

8-§. Elementar funksiyalar
1. Irratsional sonning taqribiy qiymatlari. Aytaylik, bizga 

a  irratsional son berilgan boisin. U holda shunday c0 butun son 

mavjud boiib, a  son c0 va c0+\=d0 lar orasida yotadi, ya’ni 

a &[c0\d0] boiadi. Endi, [c0;¿/0] kesmani teng 10 ta boiakka
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bo‘lamiz. a  shu bo‘lakchalardan biriga ichki nuqta bo‘ladi.

Masalan, ci=c0+ j^ , d\=c0+—' ^  (ai-0, 1, 2 , 9  sonlardan biri)

desak, ae[ci;dfi] bo‘ladi. Endi, [c\,d{\ kesmani teng 10 bo‘lakka

bo‘lamiz. a shu bo‘lakchalardan birining ichki nuqtasi bo‘ladi.

a, a, , a. a, +1
— +-^r, d2= c0+— +—2—
10 102 10 102

sonlardan biri) desak, ae[c2;d2] boiadi. Bu jarayonni davom
ettirib, elementlari quyidagicha bo‘lgan {c„} va {dn} ketma-
ketliklami tuzamiz:

a , a , a„
cn~ c0+ —  + —*-r-+...+-- ,

10 102 10"

Masalan, c2=c0+ , dj= c0+— + ■2 y , (ai-0,l,2,...,9

d„=c0+ T7-+T7 7 +-+- ~ » (a„=0,1,2,...,9 sonlardan
a , a , an +1 
—  + —  —2—
10 102 10" 

biri).

Aniqki, c„<a<d„, lim (d„-c„)= lim =0 va
/1—>00 / î—>30 10"

[c 0; í / 0]=>[c /;< //]= > . . . .

larga egamiz. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipiga asosan 

lim c„= lim d„=a bo‘ladi. Bu yerdagi c„ son a ning kami bilan, d„
n — > »  n — >=o

son esa a ning ortig‘i bilan olingan taqribiy qiymati bo‘ladi va

xatolik —î— dan kichik bo‘lishi tushunarli.
10”

2. Butun ko‘rsatkichli daraja. Sonning arifmetik ildizi.
Agar n musbat butun son bo‘lsa, a>0 haqiqiy sonning «-darajasi 

deb a-a-...-a ko‘paytmani tushunamiz va u a" orqali belgila-
v-- v-- 'n

nadi. Shuningdek, a" son a-' --77 tenglik bilan aniqlanadi va
à"

a°=l deb qabul qilinadi.
Ixtiyoriy butun sonlar uchun quyidagi munosabatlar o'rinli:
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1°. Aytaylik, n<m bo‘lsin. Agar a> 1 bo‘lsa, u holda an<am, 
agar a< 1 bo‘lsa, u holda an>am bo‘ladi.

Ixtiyoriy « > 0  uchun y=xn funksiya [0;+qo)  oraliqda o‘suvchi 

va uzluksiz, hamda x=0 day=0, x-»+oc day—>+oc bo‘ladi.

Demak, har bir musbat a son uchun Bolsano-Kôshining 2- 
teoremaga ko‘ra x"=a tenglama yagona, musbat yechimga ega. 

Mana shu yechim a>0 sonning n-darajali arifmetik ildizi deyiladi

a musbat son bo'lsin. Agar p va q lar musbat butun son bo‘Isa,

4. Irratsional ko‘rsatkichli daraja. Ixtiyoriy a irratsional 

son uchun aa darajani aniqlaymiz.

Faraz qilaylik a> 1 va a ixtiyoriy musbat irratsional son 

bo‘lsin. Endi a sonning ko‘pi bilan va kami bilan olingan taqribiy 
qiymatlaridan tuzilgan {c„} va {d„j to'plamlami olaylik.

aa=snp{ac"} deb qabul qilamiz. U holda aa=\nî{ad"} ekanligi 
kelib chiqadi.

Haqiqatan, V m va « lar uchun cm<d„ bo‘lgani uchun

aLm <sup{flc" }<inf{ad" }< ad"‘ o‘rinli.

Agar (1+P) 10 =a tenglamaning yechimini p desak, u holda

3°. (an)m =am.

va yokia" ko‘rinishda belgilanadi.

P3. Ratsional ko‘rsatkichli daraja. Aytaylik, — ratsional va

£ f  i T  -l  i
a 9 = aq ; a q — —  deb qabul qilinadi.

P

P=aul”'-l bo‘ladi. Bernulli tengsizligiga ko‘ra,
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a=(l+ß)lo”>l+ß lO'" boiadi. Bundan ß<-—- ga ega bo‘lamiz
а - 1

Shuning uchun, 

Shuningdek,

10я

ad- -ac" -ac" (а 10" -1 )=ac" ß< а
c а -1 * i

10"

{a'*} to‘plam
a- l

chegaralangan, } cheksiz kichik

ketma-ketlik boiganidan lim (adm -
m-+<x>

ac” )=0 boiadi. Bundan

sup{ac" }=\ni{ad"} kelib chiqadi.

Agar o<l, a>0 bo‘lsa, u holda

-—  deb olamiz va butun

sonlardagidek, ä> 0 va a<0 boiganda, ä =
1

a

19-rasm.

deb qabul qilamiz.

Shunday qilib, ixtiyoriy haqiqiy x son uchun a* ni aniqladik. 
Ta’kidlash joizki, a uchun yuqoridagi, butun ko‘rsatkichli 
darajaning barcha xossalari o‘rinli ekanligini tekshirib ko‘rish 
mumkin.

5. Ko‘rsatkichli funksiya.

1-ta’rif. y=ax (ä>0, а*-1) ko‘rinishidagi fimksiya ko'rsatkichli 
funksiya deyiladi.

Ko'rsatkichli funksiyaning xossalari.

I o. Funksiyaning aniqlanish sohasi (-oo;+oo) dan iborat.

2°. a> 1 da y=c? fimksiya o'suvchi va a< 1 da kamayuvchi 

boiadi. Masalan, a>l boisin, u holda

X\<X2 => —— = a'l2~x' > a°= 1 => ax> < a*2.
aX[
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Shu kabi, a< 1 bo‘lganda a funksiya kamayuvchi ekanligini 
ko‘rsatish mumkin (19-rasm).

3°. V xe(-co;+co) da ax>0.

4°. a> 1 uchun V xe(0;+oo) da a*>l, V xe(-oo;l) da </<1;

0<a<l uchun V xe(0;+oo) da a<\, V xe(-oo;0) da 1;
a°=l, ya’ni ko‘rsatkichli funksiyaning grafigi ordinata o‘qini

(0;1) nuqtada kesib o‘tadi.

5°. Ko‘rsatkichli funksiya (-oo;+oo) intervalning har bir

nuqtasida uzluksiz.

Isboti. Avvalo, lim a*=l ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, 
*->0

i  i  
a> 1 bo‘lsin. U holda a " >1 bo‘ladi. Agar a " =l+a„ deb olsak, u

holda cF l̂+ciny’̂ l+na,,:^ a„<-—- bo‘ladi.
n

Endi, a„>0 bo‘lganligidan, lim a„=lim -—-=0 kelib chiqadi.
n— n—►«

I
Ushbu a " =l+a„ tenglikda limitga o‘tsak,

I
lima" =1+lima ,,=1 => lima" =1.
« - > o o  « — >oo n — >30

Demak, -—<x< — tengsizlikni qanoatlantiruvchi x larda 
n n

1 — - i
—  -a " < ax < a" tengsizlik o‘rinli. Bundan va lim a" =1 dan

1 « - > 3 0

an

lim <f=\ ekanligi kelib chiqadi.
.r->0

Ixtiyoriy x0e(-co;+oo) uchun

x — x0 = t 

x —> xo => t -» 0 

boiadi. Shuningdek, agar a< 1 bo‘lsa, u holda

lim (f= lim (ax° • a x° )=
O' — X — '  '

--ax° lim a' = ax° 
f->0
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lim </= limlim —
1

=a

boiadi. Shunday qilib, ko‘rsatkichli funksiya barcha ;ce(-oo;+oo) 

larda uzluksiz.

6°. o* ning qiymatlar to‘plami (0;+oo) dan iborat. Aytaylik, 

a>l bo‘lsin. U holda a=1+X deb olsak, Я>0 boiadi.

a"=(l+X,)">l+«A. tengsizlikdan rt—>+oo da an—H-oo kelib 

chiqadi. Demak, a istalgancha katta qiymatlarga ega.

Xuddi shu kabi, a< 1 holni ham tekshirish mumkin.

6-xossaga asosan, a* funksiyaning qiymatlar to‘plami (0;+oo) 

intervaldan iborat boiadi.
6. Giperbolik funksiyalar. Quyidagi ko‘rinishdagi funksi- 

yalar mos ravishda:

ex+e~x ex — e~x 
y=chx=— ---- giperbolik kosinus, y=shx= — ---- giper­

bolik sinus,

ex - e~x ex + e~x
y=thx=------giperbolik tangens, y=cthx=---- --

ex + e x e -e
giperbolik kotangens deyiladi.

y=shxr funksiyaning aniqlanish sohasi (- oo ;+ oo ), qiymatlar 

to‘plami (-oo ;+ co) intervaldan iborat. U toq funksiya va (-oo;+ oo) 

intervalda uzluksiz.

j=chx funksiyaning aniqlanish sohasi (- oo ;+ o o ), qiymatlar 

to'plami (  1 ;+ oo) intervaldan iborat. U juft funksiya va (- qo;+ oo)  

intervalda uzluksiz.

y=thx funksiya (-oo ;+ oo) intervalda aniqlangan va qiymatlar 

to'plami (-1;1) intervaldan iborat.

j ’=cthx funksiya 0 dan farqli barcha xe(-oo;+oo)larda aniqlan­

gan va qiymatlari to'plami (-co;-l)u(l;+co) dan iborat.

dan «->+oo da a'"-*0 kelib chiqadi.
a
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thx, cthx funksiyalaming haf biri toq va o‘zining aniqlanish

sohalarida uzluksiz.
Giperbolik fimksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o‘rinli:

. shx , chx
thx=-- , cthx=--

chx shx
sh(x±>’)=shjc-chy±chx:-sh>’,

thx ± thy

thx-cthx=l, 

ch(x±y)=chx-chy±shjc-shj,

ch2x-sh2x=l,

th(x±y)=
1 ± thx- thy 

_ 1 ± thx- thy
cth(x±y)

thx ± thy 

sh2x=2shx-chx, ch2x=ch2x+sh2x.

7. Logarifmik funksiya.
2-ta’rif. Biror b musbat 

sonning a (a>0) asosli logarifini 
deb, b sonni hosil qilish uchun a 

sonni ko‘tarish kerak bo‘lgan a  

darajaga aytiladi: aa=b. Odatda, b 

sonning a asosga ko‘ra logarifmi a=loge¿> orqali beigilanadi.
Boshqacha aytganda, b sonning a asosga ko‘ra logarifmi ax=b 

tenglamaning yechimidan iborat.
y=ax fimksiya a>l da o‘suvchi, a< 1 da kamayuvchi va 

qiymatlar to‘plami (0;+oo) dan iborat bo‘lgani uchun ax=b 
tenglama yagona yechimga ega. Demak, har qanday musbat b son 

yagona logariftnga ega.

3-ta’rif. jMogaX (a>0, атЛ) ko‘rinishdagi funksiya logarifmik 
funksiya deyiladi.

Logarifmning ta’rifígs ko‘ra, logarifmik fimksiya 
ko'rsatkichli funksiyaga teskari fimksiya bo‘ladi. Logarifmik 

funksiyaning xossalarini sanab o‘tamiz:

Io. y=\ogaX funksiyaning aniqlanish sohasi (0;+oo) dan iborat.

2°. ̂ =log„x fimksiya a> 1 da o‘suvchi, a< 1 da kamayuvchi va 

ixtiyoriy musbat оф1 uchun loga 1=0 boiadi.
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Demak, logarifmik funksiya abssissa o‘qini (1;0) nuqtada 
kesib o‘tadi.

3°. y= logajc funksiya (0;+oo) da uzluksiz funksiya bo‘ladi (20- 
rasm).

8. Darajali funksiya.
4-ta’rif. y=x)i ko‘rinishidagi funksiya darajali funksiya 

deyiladi. Bu yerda ц, o‘zgarmas haqiqiy son.

Darajali funksiyaning aniqlanish sohasi ц ga bog‘liq.

_L 1
Masalan, fx )=x lm boiib, me N bo‘lsa, D(/)=[0;+<x>), fx )=x2m_1

bo‘lib, me N bo‘lsa, D(/)=(-oo;+oo) bo‘ladi.

Shuningdek, fx )= — , neN funksiyaning aniqlanish sohasi
x"

m = {  -co;0)u u(0;+oo), fx)=x" funksiyaning aniqlanish sohasi 

D(/)=(-oo;+°°) bo‘ladi.

Agar ц irratsional son bo‘lsa, у=х* uchun D(/)=(0;+ao) 

bo‘ladi.
Darajali funksiyaning ba’zi xossalarini sanab o‘tamiz:

Io. ц>0 bo‘lganda darajali funksiya o‘suvchi, ц<0 bo‘lganda 

darajali funksiya kamayuvchi boiadi.

Haqiqatan, )P=e*inx almashtirishga ko‘ra hamdaj>=7nx va y=eu 
funksiyalarning har biri o‘suvchi bo‘lgani uchun ц>0 bo‘lsa, y=^ 
o‘suvchi, ц<0 bo‘Isa, y=xM kamayuvchi bo‘ladi.

2°. y-yé1 funksiya (0;+oo) da uzluksiz.
Bu lnx va é  funksiyalarning har biri o‘zining aniqlanish 

sohasida uzluksiz bo‘lganidan kelib chiqadi.
9. Trigonometrik funksiyalar. Trigonometrik funksiyalar 

mâktabda, akademik litsey va kasb-hunar kollejlarida o‘rganilgan. 
Shu sababli, bu yerda trigonometrik funksiyalarning xossalarini 

sanab o‘tish bilan chegaralanamiz.

10. j^cosx, >*=sim; funksiyalming aniqlanish sohasi (-oo;+oo) 

intervaldan, qiymatlar to‘plami [-1 ; 1 ] segmentdan iborat.
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y=tgx funksiyaning aniqlanish sohasi — + kn , /c=±l, ±2,. . .

nuqtalardan boshqa barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan, qiymatlari 

to‘plami (-qo;+oo) intervaldan iborat.

y=ctgx funksiyaning aniqlanish sohasi kn, k=±l, ±2, , 
sonlardan boshqa hamma haqiqiy sonlar to‘plamidan, qiymatlar 

to‘plami (-oo;+oo) intervaldan iborat.

2°. j=cosx juft fimksiya, ̂ =sinx, y=tgx, y=ctgx funksiyalar esa 
toq funksiyalardir.

3°. ^=cosjc, y=sinï, y=tgx va y= ctgx funksiyalaming har biri 
o‘zining aniqlanish sohasida uzluksiz funksiyalardir.

4°. jy=cosx, j=sim: funksiyalar davriy bo‘lib, ulaming asosiy 

davri 2n ga teng. y=tgx, y= ctgx funksiyalar ham davriy bo‘lib, 

ulaming asosiy davri n ga teng.
10. Teskari trigonometrik funksiyalar.
1. p=arcsinje arksinus funksiya. Ma’lumki, j=sinx funksiya

7t 7t
segmentda o'suvchi va uzluksiz bo‘lib, qiymatlari

to‘plami [-1 ; 1 ] segmentdan iborat (21, a) -rasm). Teskari 
funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremaga asosan, [-1 ; 1 ] 
segmentda _y=siiir funksiyaga teskari fimksiya mavjud. Bu 
fimksiya y=arcsinx orqali belgilanadi.

Bu funksiyaning xossalarini sanab o‘taylik,
Io. Aniqlanish sohasi £>(/)=[-1;1].

2°. Qiymatlari to‘plami E{f)= [- y  ; y  ].

3°. y=arcsinx fimksiya [-1;1] da o‘suvchi.
4°. j=arcsimr fimksiya [-1;1] da uzluksiz.

Arcsinus funksiyalaming grafigi 21, b-rasmda berilgan.
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21-rasm.
2. ̂ агссо&х, arkkosinus funksiya.
y=cosjf funksiya [0;tc] segmentda kamayuvchi va uzluksiz 

bo‘lib, qiymatlar to‘plami [-1 ; 1 ] segmentdan iborat (22, a-rasm). 
Shuning uchun, [-1;1] segmentda y=cosjc funksiyaga teskari 
funksiya mavjud. Bu funksiya y=arccosx orqali belgilanadi.

Bu funksiyaning xossalarini sanab o‘taylik.
1 °. Aniqlanish sohasi £)(/)=[-1 ; 1 ].

2°. Qiymatlari to‘plami £(/)=[0;я].
3°. j=arccosx funksiya [-1 ; 1 ] da kamayuvchi.
4°. j=arccosjc funksiya [-1 ;1] da uzluksiz (22, b-rasm).
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Xuddi shunga o‘xshash, >̂ =arctgx va y=arcctgx funksiyalami 
ta’riflash mumkin.

Mana shu to‘rt xil funksiyalar teskari trigonometrik 
funksiyalar deyiladi.

Darajali, ko‘rsatkichli, logarifmik, trigonometrik va teskari 

trigonometrik funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi.
Asosiy elementar funksiyalar ustida to‘rt arifmetik amal 

(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) va murakkab funksiya 
tuzish chekli marta bajarilganda hosil bo‘ladigan funksiyalar 

elementar funksiyalar deyiladi.
1. Quyidagi funksiyalaming har biri elementar funksiyaga 

misol boiadi:
a)y=x +sin2x;

l~2 rb)y=Jlg x + — +arccosx;

d) T=sin2(x3+3jc+1 )+lnx.

2. Elementar bolmagan fimksiyalarga quyidagilar misol 
bo‘ladi:

a) y=[x] funksiya, “ jc ning butun qismi”;
b)y={x}=x-M funksiya, “jc ning kasr qismi”;

{
I, agar jc ratsional son bo'lsa,

.

0, agar x irratsional son bo'lsa

IV bobga doir test savollari
1. Quyidagilarning qaysi biri xato?

A) agar lim/(x)=/(xo) bo‘Isa, funksiya x0 nuqtada uzluksiz 

deyiladi;

B) agar lim A/(x0)=0 bo‘lsa, funksiya xo nuqtada uzluksiz
At~»0

deyiladi;

C) fx ) funksiya xo nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun shu 

nuqtada chapdan va o‘ngdan uzluksiz bo‘lishligi zarur va etarli;
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D) НтДх)*Д.!со) bo‘lsa, u hol<Ja Jto fimksiyaning uzilish
х~>х„

nuqtasi deyiladi.

2. Quyidagi jumlalarning qaysi biri to‘g‘ri?
A) ixtiyoriy chegaralangan funksiya aniqlanish sohasida 

uzluksiz;
B) monoton fimksiyaning uzulish nuqtasi birinchi tur uzulish 

nuqta bo‘ladi;
C) ixtiyoriy monoton funksiya aniqlanish sohasida uzluksiz 

bo‘ladi;
D) f(xo-0) =f(xo+0) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda funksiya xo 

nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

3. Quyidagi jumlalarning qaysi biri to‘g‘ri?
A) (a;b) intervalda uzluksiz bo‘lgan ixtiyoriy funksiya shu 

intervalda chegaralangan bo‘ladi;
B) (a;b) intervalda chegaralangan ixtiyoriy funksiya shu 

intervalda uzluksiz bo‘ladi;
C) [a;b] segmentda uzluksiz bo‘lgan ixtiyoriy funksiya shu 

segmantda chegaralangan bo‘ladi;
D) [a;b] segmentda o‘suvchi bo'lgan ixtiyoriy funksiya shu 

segmentda uzluksiz bo‘ladi.

4. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?
A) [a;b\ segmentda uzluksiz funksiya shu segmentda tekis 

uzluksiz bo‘ladi;
B) [a;b] segmentda uzluksiz funksiya shu segmentda

chegaralangan bo‘ladi;
C) [a;b] segmentda uzluksiz fimksiyaning qiymatlar to‘plami 

ham segment bo'ladi;
D) [a;b] segmentda uzluksiz bo‘lgan fimksiya shu segmentda 

monoton bo‘ladi.
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5. Funksiya ning uzilish nuqtalarini toping y = —-----
x -4x + 3

A)x=l, x=2; B)x=l, x=-3;
C)x=l, x=3; D) x=4, jc=3.

6. Funksiyaning uzilish nuqtalarini toping.
i -x-3, agar x<-1 bo‘lsa,

H  o, agar-l<x<0 bo‘lsa,

I 4~x, agarx>0bo‘lsa.

A)x=0; B) x=-\, x=0; C) jc=-1 ; D)x=-3.

7. Quyidagi qaysi funksiyalaming [0;3] kesmada teskari 
funksiyasi mavjud?

1) y=x2+2x+2 ; 2)y=2xi ; 3)^=cosjc ; 4) y=2x2+1 
A) 1 va 2; B)2va4; C )lva3; D )l,2va4 .

8. Quyidagi qaysi funksiyalaming R da teskaxi funksiyasi 
mavjud?

l ) 7=siat; 2)y=2x2-l ; 3)y=4xi ; 4) y=axctgx
A) 1 va 3; B ) lv a 2 ;  C) 1,3 va 4; D )3va4 .

9. Agar fix ) funksiya \a\b\ kesmada uzluksiz bo‘lsa, 
quyidagilardan qaysi biri o4rinli?

1) fix) ning teskari funksiyasi mavjud;
2) fix) ning [a;b] kesmada aqalli bitta nolati mavjud;

3) fix) [a;b\ kesmaning ixtiyoriy qismida chegaralangan 
bo‘ladi;

4) fix) ning qiymatlar to‘plami kesma bo'ladi.

A) 1 va 3; B) 2 va 3; C) 2 va 4; D) 3 va 4.

10. Quyidagi funksiyalardan qaysilarf o‘s aniqlanish soha- 
larida uzluksiz?

l) y—arcsinx, 2)j=arctgx, 3)y=arcsin(sim), 4) y=tg(arctgr)

A) lva2; B) lva3; C) 1,2 va 4; D) barchasi.



11. Quyidagi mulahozalardan qaysi birl to‘g‘ri?
A) Agar funksiya [a;ti\ kesmada uzluksiz bo‘lmasa, u holda u 

chegaralanmagan boiadi;
B) Agar funksiya [a;b] kesmada uzluksiz boisa, u holda u 

chegaralangan boiadi va eng katta hamda eng kichik qiymatlarini 
qabul qiladi;

C) Agar funksiya [a;b} kesmada uzluksiz boimasa, u holda 

uning eng katta va eng kichik qiymatlari yo‘q;
D) Agar funksiya (a;b) intervalda uzluksiz boisa, u holda 

uning eng katta va eng kichik qiymatlari mayjud.

12. y=a* - ko‘rsatkich!i funksiya uchun quyidagilarning 
qaysi bin xato?

A) a> 1 boiganda o‘sadi;
B) 0<a<l boiganda kamayadi;
C) quyidan chegaralangan;
D) yuqoridan chegaralangan.

13. y=logaX logarifmik funksiya uchun quyidagilarning 
qaysi biri xato?

A) logarifmik funksiyaning grafigi abssissa o‘qini kesadi;
B) logarifmik funksiyaning grafigi ordinata o'qini kesadi;
C) a> 1 boiganda o‘sadi;
D) 0<a<l boiganda kamayadi.
14. Quyidagi funksiyalarning qaysi biri o‘zining aniqla- 

nish sohasida quyidan chegaralangan?

A) 1,2 B) 2,3 C)l,3 D) 3,4 E)2,4

15. Quyidagi funksiyalarning qaysi biri o‘zining aniqla- 
nish sohasida chegaralangan?

\ ) y = a x\2)  y^logax; 3)y=sinx 4) y=cosx
A) 1,2; B) 2,3; C) 1,3; D) 3,4.
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16. y-logx(3-x) funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
A) (-oo;3); B) (0 ;+ qo) ; C) (0;1)U(1;3); D) (0;3).

17. y=lgcosx funksiyaning qiymatlar to‘plamini toping.

A) (-°o;0]; B) (—1 ;0); C) (—1; 1); D) (0 ;+ qo) .

18. y= ~m funksiyaning qiymatlar to‘pIamini toping.
COS X

A)(-l;l); B) [—2;2]; C) (-2;2); D) [-2;0)U(0;2].

19. y=ax funksiya uchun qaysi mulohaza noto‘g‘ri?
A) aniqlanish sohasi - barcha haqiqiy sonlar to‘plami;

B) qiymatlar to‘plami - barcha musbat sonlar to‘plami;
C) grafigi (0;1) nuqtadan o‘tadi;
D) aniqlanish sohasida har doim o‘suvchi.

20. y=logaX funksiya uchun qaysi mulohaza noto‘g‘ri?
A) aniqlanish sohasi - barcha musbat sonlar to‘plami;
B) grafigi (1;0) nuqtadan o‘tadi;
C) aniqlanish sohasida uzluksiz;
D) aniqlanish sohasida har doim o‘suvchi.

124



IKKINCHI BO‘LIM. BIR 0 ‘ZGARUVCHILI 
FUNKSIYANING DIFFERENSIYAL HISOBI

V BOB. HOSILA

l-§. Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar
1.1. Egri chiziq urinmasi. Siz aylananing urinmasi tushun- 

chasi bilan tanishsiz. Aylanaga o‘tkazilgan urinma shu aylana 
bilan yagona umumiy nuqtaga ega, shuningdek, aylana to‘g‘ri 

chiziqning bir tomonida joylashgan bo‘lar edi. Endi tekislikda 
ixtiyoriy egri chiziq berilgan bo‘lsa, unga o‘tkazilgan urinmani 

qanday aniqlash mumkin degan masalani ko‘rib chiqaylik.

Urinmani egri chiziq bilan yagona umumiy nuqtaga ega 
bo‘lgan to‘g‘ri chiziq sifatida aniqlash mumkin emas, chunki, 
masalan, y=ax2 parabola ordinata o‘qi bilan faqat bitta umumiy 
nuqtaga ega, lekin parabolaga urinmaydi. Egri chiziq urinma 
to‘g‘ri chiziqning bir tomonida joylashishi muhim xususiyat emas, 
chunki y-ax3 egri chiziqqa abssissa o‘qi (0;0) nuqtada urinadi, 
lekin egri chiziq bu o‘qni shu nuqtada kesib o'tadi. Urinmaning 
egri chiziq bilan yagona umumiy nuqtaga ega bo‘lishi ham uning 

muhim xususiyati bo‘la olmaydi. Masalan, y= 1 to‘g‘ri chiziq 
y=sinx sinusoida bilan cheksiz ko‘p umumiy nuqtaga ega, ammo 

u sinusoidaga urinadi (1-rasm).
Urinmaga ta’rif berish uchun limit tushunchasidan foyda- 

lanishga to‘g‘ri keladi. Faraz qilaylik, y biror egri chiziq yoyi, M0 
shu egri chiziqning nuqtasi bo‘lsin. Egri chiziqqa tegishli N 
nuqtani tanlab, MoN kesuvchi o‘tkazamiz. Agar N nuqta egri 
chiziq bo‘ylab M0 nuqtaga yaqinlashsa, MqN kesuvchi M0 nuqta
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atrofida buriladi. Shunday holat 
bo‘lishi mumkinki, N nuqta Mo 
nuqtaga yaqinlashgan sari MoN 
kesuvchi biror MqT limit vaziyatga 
intilishi mumkin. Bu holda MqT 

, to‘g‘ri chiziq y egri chiziqning Mo 
x nuqtasidagi urinmasi deyiladi (2- 

rasm). Egri chiziqning urinmasi 3- 
va 4-rasmdagidek vaziyatda bo‘- 
lishi ham mumkin.

Agar kesuvchining limit holati mayjud bo‘lmasa, u holda Mo 
nuqtada urinma o‘tkazish mumkin emas deyiladi. Bunday hoi Mq 
nuqta egri chiziqning sinish (o‘tkirlanish) nuqtasi (5-rasm) 
bo‘lganda o‘rinli boiadi.

y
M» |y

w.

li9

X------ - Q
* O X

3-rasm. 4-rasm. 5-rasm.

1.2. Egri chiziq urinmasining burchak koeffitsientini 

topish masalasi. Endi y egri chiziq biror oraliqda aniqlangan 

uzluksiz y=f(x) funksiyaning grafigi bo‘lgan holda urinmaning 
burchak koeffitsientini topaylik. Qaralayotgan f(x) funksiya 

grafigini ifodolovchi y chiziqqa tegishli Mo nuqtaning abssissasi 

x0, ordinatasi f(xo) va shu nuqtada urinma mavjud deb faraz 
qilaylik.

y chiziqda M0 nuqtadan farqli N(x0+Ax, flxo+Ax)) nuqtani 
olib, MoN kesuvchi o‘tkazamiz. Uning Ox o‘qi musbat yo‘nalishi 

bilan tashkil etgan burchagini a  bilan belgilaymiz (6-rasm).
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Ravshanki, a  burchak Ax ga bogiiq boiadi: a=a(Ax) va

tga= = —  o‘rinli. Urinmaning abssissa o‘qining musbat 
M0B Ax

yo'nalishi bilan hosil y* 

qilgan burchagini 0 bilan 

belgilaymiz. Agar 0^n/2

ekanligini e’tiborga olsak,

Ay
kurinma = ü m te n g ü k k a  ega bo'lamiz.

Shunday qilib, y-f(x) funksiyaning abssissasi Xo boigan 
nuqtasida novertikal urinma o‘tkazish mumkin boiishi uchun shu 

Ay
nuqtada lim —  limitning mavjud boiishi zanur va yetarli, limit 

a*-*® Ax
esa urinmaning burchak koeffitsientiga teng boiar ekan.

3. Harakatdagi nuqta tezligini topish haqidagi masala.
Aytaylik, moddiy nuqta s=s(t) qonuniyat bilan to‘g‘ri chiziqli 
harakatlanayotgan boîsin. Maiumki, fizikada nuqtaning t0 va 

to+At vaqtlar orasida bosib o‘tgan As=s(îa+At)-s(îo) yoiining shu 
vaqt oralig‘iga nisbati nuqtaning o‘rtacha tezligi deyilar edi:

—  0‘rtacha tezlik nuqtaning tQ paytdagi tezligiga shuncha yaqin 
A t
boiadi. Shuning uchun nuqtaning fo paytdagi oniy tezligi deb

nuqtaning Mo nuqtaga 

intilishi Ax yning 0 ga 
intilishiga teng kuchli

boisa, u holda tga 
funksiyaning uzluksizligi- 

ga ko‘ra kurinma=tge= 

= lim tga, va N
N->M0

6-rasm.

As s(t0+At)-s(t0) 

A t At
. Ravshanki, At qancha kichik boisa,



[to;to+At\ vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezlikning At nolga 
intilgandagi limitiga aytiladi.

Shunday qilib, v,miv = lim — .
ü->Q At

Yuqoridagi ikkita turli masalani yechish jarayoni bitta 

natijaga - funksiya orttirmasining argument orttirmasiga bo‘lgan 

nisbatining argument orttirmasi nolga intilgandagi limitini 
hisoblashga keltirildi. Ma’lum boiishicha, ko‘pgina masalalar 
yuqoridagi kabi limitlami hisoblashni taqozo qilar ekan. Shu 

sababli buni alohida o‘rganish maqsadga muvofiq.

2-§. Hosila
2.1. Funksiya hosilasining ta’rifi. Aytaylik, f(x) funksiya 

(a, b) intervalda aniqlangan bo‘lsin. Bu intervalga tegishli xo nuqta 

olib, unga shunday Ax orttirma beraylikki, xo+Axe(a,b) bo‘lsin. 

Natijada J[x) funksiya ham xo nuqtada Ay=f(xo+Ax) - f(xo) 
orttirmaga ega bo‘ladi.

Ay
1-ta’rif. Agar <dx-»0 da —  nisbatning hmiti

Ax

lim —  = lim /(*0  + Ax)—/(* o) mavju(j va chekli boisa, bu
Ai->0 Ax Ax_>0 Ax
limit f(x) funksiyaning xo nuqtadagi hosilasi deyiladi va f ’(xo) yoki

y'(xo), yoki — orqali, ba’zan esa y’ | yoki —  
dx ' dx

belgilanadi.

Demak, /'(*„) = lim ̂  = lim £ k » ± M z lM .
0/ â o Ax at-̂o Ay

Bunda xo+Ax=x deb olaylik. II holda Ax=x-xo va Ax—>0 
boiib, natijada

,.m Ay = ,im = Um/ W - / K )

Ac->0 Ay Am0 Ay x~>x« x — x0

kabi

128



bo‘ladi. Demak, f(x) funksiyaning xo nuqtadagi hosilasi x—>xo da
J" — f  \
------- — nisbatning limiti sifatida ham ta’riflanishi mumkin:

x — x

/ K )  = lim/ ( £ b Z W .
x̂ x« X-X0

xo nuqtada hosilaga ega bo‘lgan funksiya shu nuqtada differen- 
siallanuvchi deyiladi. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalning har bir 
nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lsa, u (a,b) intervalda differ- 
rensiallanuvchi funksiya deyiladi.

Hosila topish amali differensiallash amali deyiladi.
Yuqoridagi limit mavjud bo‘lgan har bir xo nuqtaga aniq bitta 

son mos keladi demak f ’(x) - bu yangi funksiya bo‘lib, u yuqo­
ridagi limit mavjud bo‘lgan barcha x larda aniqlangan. Bu 
funksiya f(x) funksiyaning hosila funksiyasi, odatda, hosilasi deb 
yuritiladi.

Endi hosila ta’rifidan foydalanib, y=f(x) funksiya hosilasini
topishning quyidagi algoritmini berish mumkin:

1°. Argumentning tayinlangan x qiymatiga mos funksiyaning
qiymatiy(x) ni topish.

2°. Argument x ga f(x) funksiyaning aniqlanish sohasidan

chiqib ketmaydigan Ax orttirma bQxib,f(x+Ax) ni topish.

3°. Funksiyaning Af(x)=f(x+Ax)-f(x) orttirmasini hisoblash.

-o Af(x) . . . .
4 . — nisbatm tuzish.

Ax

5°. — nisbatning zLv—>0 dagi limitini hisoblash.
Ax

l-misol. f(x)=kx+b funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Hosila topish algoritmidan foydalanamiz.
1°. Argument x ni tayinlab, funksiya qiymatini hisoblaymiz:

j(x)=kx+b.

2°. Argumentga Ax orttirma beramiz, u holda f(x+Ax)-k 

(x+Ax)+b=kx+kAx+b.
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3°. Funksiya orttirmasi Af(x)=f(x+Ax)-f(x)=(kx+kAx+b)-( 

kx+b)=kAx.

4° A/ ( x) - kAx _ h
Ax Ax 

5°. lim ^ ^ = l i m  k=k.
Ax Al->0 

Demak, (kx+b) '=k ekan.
Xususan, f(x)=b o‘zgarmas funksiya (bu holda A=0) uchun 

{b)'=0;f(x)=x (k=\) funksiya uchun x -1 boiadi.
2-misol. f(x)=x2 funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Yuqoridagi algoritmdan foydalanamiz.
1°. Argument x ni tayinlab, funksiya qiymatini hisoblaymiz: 

f(x)= x2.

2°. Argumentga Ax orttirma beramiz, u holda f(x+Ax)~ 

(x+AxJ2=x2+2xAx+(Ax)2.
3°. Funksiya orttirmasi Af(x)=f(x+Ax)-f(x)=(x2+2xAx+(Ax)2)- 

x2= =Ax(2x+Ax).
4 „ Y W  = to(2£± A£) =2x+A:t 

Ax Ax

5°. lim = Hm (2x-h4x)=2x.
Ar-»0 \ y Ax—>0

Demak, (x2) ’=2x ekan.

3-misol.f(x):= — funksiyaning hosilasini toping, 
x

Yechish. 1 °.f(x)= —.
x

2°. f(x+Ax)~ — i— . Bu yerda umumiylikni cheklamagan 
x +Ax

holda x>0 va |.dx|<ot deb hisoblaymiz.

3° 4fx)=jrx+Ac)-№= — , eaA
x + Ax x x(x + Ax)
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40 A /(*) _  Ax

Ax x(x + Ax)Ax x + xAx

5°. Iim = Hm (— j- i-- )=--L.
at-»o Ax a*-*® x + xAx x

f l V Demak, —
\xy

2
X

2. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. f(x) 
funksiyaning xo nuqtada hosilaga ega bo‘lishi bilan uning shu 
nuqtada uzluksiz bo‘lishi orasida quyidagi bogianish mavjud:

1-teorema. Agar f(x) funksiya xo nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, 

u holda funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
Isboti. Faraz qilaylik, f(x) funksiya x nuqtada hosilaga ega

fix ) _  f (x )
bo‘lsin. Demak, ushbu lim ------- — limit mavjud va /'(x0)

x-**o x - x0

ga teng. Barcha x*x0 nuqtalarda ushbu tenglik o‘rinli:

/(x )- / (x0) = —̂— --• (x - x0). U holda ko‘paytmaning 
x-x0

limiti haqidagi teoremaga ko‘ra

lim (/(x )- /(x0)) = lim — °--(x-x0) =
Jr_>jro *-»*0 y x-x0 y

= lim —̂ —/(fo ) _ — x0) = f\x0) -0 = 0
X  -  X0 *-»*0

bo‘ladi. Bu esa f(x) funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligini 

bildiradi. Teorema isbot bo‘ldi.
Bu teoremaning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni funksiyaning 

nuqtada uzluksizligidan uning shu nuqtada hosilasi mavjudligi 

kelib chiqavermaydi. Masalan, y=|x| funksiya x ning barcha 
qiymatlarida, xususan x=0 nuqtada uzluksiz, ammo x=0 nuqtada 
hosilaga ega emas. Bu funksiyaning x=0 nuqtadagi orttirmasi 

Ay=\Ax\ boiib, undan
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lim —  = 1, lim —  = -1,
A*->+0 Ax Ax-»-0 Ax

Ay
va —  nisbatning A*->0 dagi limiti mavjud emasligi kelib 

Ax
chiqadi, demak, y(x)=(x| funksiya jc=0 nuqtada hosilaga ega emas.

3. Bir tomonli hosilalar.

Ay
2-ta’rif. Agar Ax-»+0 (Ax-»-0) da —  nisbatning limiti

Ax

U m t a  fo ± ± M z lM
a*-*+o Ax a»-»+o Ax

lim lim
A*-+-0 A X  Ax-»-0 A x

mavjud va chekli boisa, bu limit fix) funksiyaning xo nuqtadagi 

o‘ng (chap) hosilasi deb ataladi va fl(x 0) ( / _ '(xq)) kabi 

belgilanadi.

Odatda, funksiyaning o‘ng va chap hosilalari bir tomonli 
hosilalar deb ataladi.

Yuqoridagi misoldan, J((x)=(jc| funksiyaning x=0 nuqtadagi 
o‘ng hosilasi 1 ga, chap hosilasi -1 ga tengligi kelib chiqadi.

Funksiyaning hosilasi ta’rifi va bir tomonli hosila ta’riflardan 
hamda funksiya limiti mavjudligining zaruriy va yetarli shartidan 

quyidagi teoremaning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi:
2-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya jco nuqtaning biror atrofida 

uzluksiz boisin. U holda f(x) funksiya x0 nuqtada f ’(xo) hosilaga 

ega boiishi uchun (x0), f  (x0) lar mavjud va fl(x 0)= /_' (xo) 

tenglikning o'rinli bo‘lishi zarur va yetarli boiadi.

Bu teoremaning isbotiai o‘quvchiga mashq sifatida qoldi- 
ramiz.

4. Cheksiz hosilalar. Ba’zi nuqtalarda lim —  limit +oo (-oo) 

ga teng bo‘lishi mumkin. Bunday hollarda shu nuqtalarda
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funksiya cheksiz hosilaga. ega yoki funksiyaning hosilasi chek- 
sizga teng deyiladi.

Ushbu y-tfx  funksiya uchun Ay/Ax nisbatning Ax—>0 dagi 

limitini ko‘rib chiqaylik. Funksiyaning 0 nuqtadagi orttirmasini 

hisoblaymiz: Ay=Af(0)=f(0+Ax)-f(0)-f(0+Ax)=f(Ax)= VAx.

Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati

A/YO) >/Ax 1 . . . . . _ . .........
■■ = ---= ■ : ..  va bu nisbatning Ax-»0 dagi limiti -h» ga

Ax Ax

teng.

Demak, y = \fx funksiya x=0 nuqtada cheksiz hosilaga ega 

ekan.
Cheksiz hosila uchun ham bir tomonli cheksiz Hosila 

tushunchasini qarash mumkin.

Agar y-f(x) funksiya x=xo nuqtada +<» (-oo) hosilaga ega 

boisa, u holda

lim /(.v.,-Av).- / ( . Q ,  ,fa /(.*,•<• A »-/ (.v ,,) ( oo)
A»-»-0 Ax Ar->+0 Ax

munosabatning o‘rinli ekanligini isbotlash mumkin. Bu tasdiqning 
teskarisi ham o'rinli ekanligi o‘z-o‘zidan ravshan.

Berilgan xo nuqtada / +'(xo)=+a?, fl{xo)=-°o, ( / +' {xo)=-<z>, 

f l  (xo)=+oo) boiishi ham mumkin. Bunday holda f(x) funksiya 

x-xo nuqtada hosilaga (xatto cheksiz hosilaga ham) ega emas deb 
hisoblanadi.

Misol tariqasida y=4x* funksiyaning x=0 nuqtadagi bir 

tomonli hosilalarini aniqlaylik. Bu funksiyaning x=0 nuqtadagi

orttirmasi A>'(0)= ^/(Ax)2 ga teng va — - = - i=  ekanligini
Ax Ax

ko‘rish qiyin emas. Shu sababli lim —  =+qo va lim —  =-oo
Ax—>*-0 Ax Ax
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bo‘ladi. Demak, y ’.(0)=-oo, y\(0)=+<x> bo‘lib, funksiya x=0 

nuqtada cheksiz hosilaga ega emas.

3-§. Hosilaning geometrik va fizik ma’nolari. Urinma va 
normal tenglamalari

3.1. Hosilaning geometrik ma’nosi. Yuqorida biz, agar 
y=f(x) funksiya grafigining Mo(xo;f(xo)) nuqtasida urinma 
o‘tkazish mumkin boisa, u holda urinmaning burchak

Ay
koeffitsienti kurinma= lim —  ekanligini ko‘rsatgan edik. Bundan

Ax

hosilaning geometrik ma’nosi kelib chiqadi:
y=f(x) funksiya grafigiga abssissasi x=xo bo‘lgan nuqtasida 

o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti hosilaning shu 

nuqtadagi qiymatiga teng kUHnma= f  (*o).

Aytaylik, y=f(x) funksiya x=xo nuqtada uzluksiz va 

f '  (xo)=+°o bo‘lsin. U holda funksiya grafigi abssissasi x=xo 

nuqtada vertikal urinmaga ega bo‘lib, unga nisbatan funksiya 
grafigi 7-rasmda ko‘rsatilgandek joylashadi.

Xuddi shu kabi / '  (xo)=-°o bo‘lganda ham x =xo nuqtada 

funksiya grafigi vertikal urinmaga ega bo‘ladi, funksiyaning 
grafigi urinmaga nisbatan 8-rasmda ko‘rsatilgandek joylashadi.

Agar f l  (xo)=+qo va /_' (xo}=-°o bo‘lsa, u holda funksiya grafi- 

gining x=xo nuqta atrofida 4-rasmda tasvirlangandek bo‘ladi. 

Xuddi shvmga o‘xshash, fl(xo}=-°o va /_'(x«)=+oo bo‘lganda,

funksiya grafigi x=xo nuqta atrofida 3-rasmdagidek ko‘rinishda 
bo‘ladi. Bunday hollarda (xo,f(xo)) nuqtada urinma mavjud, ammo 
hosila mavjud emas.
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7-rasm. 8-rasm.
Agar x-xo nuqtada chekli bir tomonli hosilalar mavjud, lekin 

/+ (xo)*f!(xo) bo‘lsa, u holda funksiya grafïgi 5-rasmdagiga o‘x-

shash ko‘rinishga ega boiadi. (xo,f(xo)) nuqta grafikning sinish 
nuqtasi boiadi.

3.2. Hosilaning fïzik ma’nosi. Hosila tushunchasiga olib 
keladigan ikkinchi masalada harakat qonuni s=s(t) funksiya bilan 
tavsiflanadigan to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakatlanayotgan moddiy

nuqtaning t vaqt momentidagi oniy tezligi vûmy ~ lim —
A l—>0 A t

ekanligini ko‘rgan edik. Bundan hosilaning fîzik (mexanik) 
ma’nosi kelib chiqadi.

s=s(t) funksiya bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chiziqli harakatda 
t vaqt momentidagi harakat tezligining son qiymati hosilaga teng:

Voniy S (t)'
Hosilaning mexanik ma’nosini qisqacha quyidagicha ham 

aytish mumkin: yoidan vaqt bo‘yicha olingan hosila tezlikka 

teng.

Hosila tushunchasi nafaqat to‘g‘ri chiziqli harakatning oniy 

tezligini, balki boshqa jarayonlaming ham oniy tezligim 

aniqlashga imkon beradi. Masalan, Aytaylik, y=Q(T) jismni T 
temperaturaga qadar qizdirish uchun uzatilayotgan issiqiik 

miqdorining o\ garishini tavsiflovchi funksiya bc'isin. U holda
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jismning issiqlik sig'imi issiqlik miqdoridan temperatura bo‘yicha 
olingan hosilaga teng boiadi:

C=d-Q=  l i m ^ .  
dT a  t

Umuman olganda, hosilani f(x) íunksiya bilan tavsiflanadigan 

jarayon oniy tezligining matematik modeli deb aytish mumkin.
3.3. Urinma va normal tenglamalari. Aytaylik, y=f(x) 

íunksiya xo nuqtada hosilaga ega, M(xo,f(xo)) íunksiya grafigiga 
tegishli nuqta bo‘lsin. Funksiya grafigiga shu nuqtada o‘tkazilgan 

urinma tenglamasini tuzaylik.
Bu tenglamani y=kx+b ko‘rinishda izlaymiz. Izlanayotgan 

to‘g‘ri chiziq M(xo,f(xo)) nuqtadan o‘tishi maium, shu sababli 

f(xo)= kxo+b tenglik o‘rinli. Bundan b=f(xo)-kxo ekanligini topa- 
miz. Demak, urinma tenglamasi y=kx+f(xo)~ kxn yoki y= 
=f(xo)+k(x-xn) ko‘rinishga ega boiadi. Agar urinmaning k 
burchak koeffitsienti hosilaning xo nuqtadagi qiymatiga tengligini 
e’tiborga olsak, y=f(x) funksiya grafigiga M(xo;f(xo)) nuqtasida 
o‘tkazilgan urinma tenglamasi quyidagicha boiadi:

y—f(xo)+ f'(x 0)(x-x„) (1)

y-f(x) funksiya grafigining M(xo;f(xo)) nuqtasidan o‘tadigan 
va shu nuqtadagi urinmaga perpendikular boigan to‘g‘ri chiziq 

normal deyiladi. Maiumki, agar kurinma*0 boisa, urinma va 

normalning burchak koeffitsientlari knorma¡-kurinma=-1 shart bilan 

bogiangan boiadi. Bundan y=f(x) íunksiya grafigiga M(xo,f(xo)) 
nuqtasida o‘tkazilgan normal tenglamasini

)’~f(xo)- (<-*q) (2)
fW )

keltirib chiqarish mumkin.

Izoh. Agar kUrinma=0 boisa, u holda urinma tenglamasi 
y=f(xo), normal tenglamasi esa x=xo boiadi.

l-misol. Abssissasi x=l boigan nuqtada y=l/x giperbolaga 
o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalarini tuzing.
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Yechish. Bu misolàdi xo=\, f(xo)=l, f(x)=-~  , f'(\)=~\. Bu
x‘

qiymatlami (1) formulaga qo‘yib urinma tenglamasini hosil 
qilamiz:>^l-(jc-l), ya’ni ;;=2-.x;

(2) formuladan foydalanib, normal tenglamasini yozamiz: 
>>=l+(x-l), ya’ni y=x.

2-misol. y-x parabolaning A(0;-4) nuqtadan o‘tuvchi urinma 

tenglamasini yozing.
Yechish. Berilgan nuqta y=x2 parabolaga tegishli emasligi 

ko‘rinib turibdi. Aytaylik, x=xo nuqta urinish nuqtasining 

abssissasi boisin. U holda f(xo)=xo2, f'(x)=2x, f'(xo)-2xo. (1) 

formuladan foyda!ansak,>’= xo2+2xo(x-xo), 
ya’ni

y- 2xox- xo (3)
tenglamaga ega boMamiz.

Shartga ko‘ra urinma (0;-4) nuqtadan o‘tishi kerak. (3) 

tenglamada x va y o‘miga 0 va -4 qiymatlarini qo‘yib x0 ga 
nisbatan -4~xo tenglamaga ega bo‘lamiz. Bundan xo=2, xo=-2 
bo‘lishini topamiz.

Agar X (f=2  bo‘lsa, u holda urinma tenglamasi y=4x-4; agar 
xg=~2 bo‘Isa,y=-4x-4 bo‘ladi.

Shunday qilib, ko‘rsatilgan shartni qanoatlantiruvchi ikkita 
y=4x-4, y=-4x-4 urinma tenglamasini hosil qildik.

3.4. Ikki chiziq orasidagi burchak. Urinmalar yordamida 
ikki egri chiziq orasidagi burchak tushunchasi ta’riflanadi.

ikki egri chiziq orasidagi burchak deb, ulaming kesishish nuq- 

tasída shu chiziqlarga o‘tkazilgan urinmalari orasidagi burchakka 

aytiladi.
Bu ta’rifdan foydalanib ikki chiziq orasidagi burchak tangen- 

sini topish mumkin. Aytaylik, y=fi(x) va y=fi(x) chiziqlai 

Mo(x0;yo) nuqtada kesishsin hamda y=f¡(x) chiziqqa Mo nuqtada 

o‘tkazilgan urinma abssissa o‘qi bilan a burchak, y ^ íx ) chiziqqa 

Mo nuqtada o‘tkazilgan urinma esa ß burchak tashkil qilsin (9- 

rasm).



Agar y urinmalar orasidagi burchak boisa, u holda y=/3-a 
bo‘ladi. Bundan esa

tgp-tga
tgy=tg(P-a)=

1 + tgp-tga

tenglikka ega boiamiz.

Ammo hosilaning geometrik ma’nosiga ko‘ra tga= f[ (xo) va

tgfl~ f i  (xo), demak, ikki chiziq orasidagi burchak uchun

f2'(x0)- J]'(X0)
tgy=. (4)

1 - f2'M'fx\x»)
formula o‘rinli boiadi.

3 -misol. y=x2 parabola va y = — giperbolalar orasidagi
x

burchakni toping.
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Yechish. Avvalo, parabola va giperbolaning kesishish

y = x2,

nuqtasini topamiz. Buning uchun ushbu \ sistemani
y = ~

x

1 i
yechamiz. Bun dan x - — , xr=1, jc=1 bo'lishi kelib chiqadi.

JE
Demak, sistemaning yolg‘iz (1,1) yechimi mavjud. (x2) ’=2x

boigani uchun 1)=2, shuningdek, [—] = — \r boigani
W  *

uchun / 2'(1)=-1 boiadi. Demak, (4) formulaga ko‘ra

- 1 - 2
tgy = -------= 3 boiib, bundan burchak kattaligi uchun
5 1 + 2 • (-1)

Y=arctg3 tenglikning o‘rinli ekani kelib chiqadi (9-rasm).

4-§. Hosilani hisoblash qoidalari
Biz oldingi paragraflarda hosila tushunchasini turli fizik 

masalalarni yechishda, urinma tenglamasini yozishda foydalandik. 
Hosilaning boshqa tatbiqlarini kelgusida o‘rganamiz. Bu degani 
har xil masalalarda uchrashi mumkin boigan turli xil funksi- 
yalaming hosilalarini hisoblashni bilish zarurligini anglatadi. 
Ushbu paragrafda u(x) va v(x) funksiyalarning hosilalarini bilgan 
holda ulaming yig‘indisi, ko‘paytmasi va boiinmasining 
hosilalarini topishni o‘rganamiz.

Quyida keltirilgan teoremalar isbotida hosila topish algo- 

ritmidan, limitga ega boigan funksiyalar ustida arifinetik amallar 

haqidagi teoremalardan foydalanamiz. Shuningdek, Au=u(x+Ax)~ 

-u(x) va Av=v(x+Ax)-v(x) ekanligini hisobga olgan holda, 

u(x+Ax)=u(x)+Au, v(x+Ax)=v(x)+Av tengliklardan foydalanamiz. 

u(x) va v(x) funksiyalar (a,b) intervalda aniqlangan boisin.
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1. Yig‘indining hosilasi.

1-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalaming x e(a,b) nuqtada 
hosilalari mavjud boisa, u holda f(x)=u(x)+v(x) funksiyaning 

ham x nuqtada hosilasi mavjud va

f'(x )=u ’(x)+v ’(x) (1)

tenglik o‘rinli boiadi.
Isboti. l°.f(x)=u(x)+v(x).

2°.f(x+Ax)= u(x+Ax)+ v(x+Ax)= u(x)+Au+ v(x)+Av.

3°. Ay=f(x+Ax)- f(x)= Au+Av.

Ay _ Am + Av _ Am Av

Ax Ax Ax Ax

,0 Ay Au + Av Au Av . . .  . . .
5 . hm —  = lim ----- - lim —  + lim —  = u (x) + v (x).

A*—►() A y  a*-»0 A y  Ax—K) A y  a*-»0 A y

Shunday qilib, (1) tenglik o‘rinli ekan. Isbot tugadi.
Misol. (x2+l/x) ’^(x2) ’+(l/x) ’=2x-l/x2.
Matematik induksiya metodidan foydalanib, quyidagi natijani 

isbotlash mumkin:
Natija. Agar uj(x), U2(x), ... ,u„(x) funksiyalaming x nuqtada 

hosilalari mavjud boisa, u holda f(x)= uj(x)+ U2(x)+ ...+u„(x) 
funksiyaning ham x nuqtada hosilasi mavjud va quyidagi formula 
o'rinli boiadi:

f ’(x)=(Uj(x)+ u2(x+ ...+un(x)y~ U ’l(x)+ U ’2(x+ . . . +U  ’n(x) .
2.Ko‘paytmaning hosilasi.

2-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar xe(a,b) nuqtada 

hosilaga ega boisa, u holda ulaming f(x)=u(x) -v(x) ko‘paytmasi 

ham x e(a,b) nuqtada hosilaga ega va
f  (x)=u ’ (x)v(x)+u(x)v ’(x) (2)

tenglik o‘rinli boiadi.

Isboti. 1 °. f(x)=u(x) -v(x).

2°. f(x+Ax)=u(x+Ax) -v(x+Ax)=(u(x)+Au) ■(v(x)+Av)=

=u(x)v(x)+Auv(x)+Avu(x)+ AuAv.

3°. Ay=f(x+Ax)-f(x)~ Auv(x)+Avu(x)+AuAv.
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■o Av Auv(jc) + Avw(jc) + AuAx Am . . Av . . Am .
4 . —  ----—---- —----- = —  v(x) + —  u(x) + —  Av.

Ax Ax Ax Ax Ax

5°. lim &  * ( lim — ) • v(x) + ( lim — ) • u(x) +
Ax Ajr_+0 Ax Ajr->0 Ax

+ lim —  • lim Av=u Yx) -v(x)+u(x) ■v ’(.x)+u ’(x) ■ lim Av.
Av->0 fa

Bunda v(x) funksiyaning uzluksizligini e’tiborga olsak, 

lim Av = 0 va natijada (2) formulaga ega boiamiz.
Ax—>0

1-natija. Quyidagi (Cu(x))’-C-u’(x) formulao‘rinli.

Isboti. Ikkinchi teoremaga ko‘ra (Cu(x)) ’=C’ u(x)+C-u ’(x). 

Ammo C -0, demak, (Cu(x)) ,;=C u ’(x).

Misollar. 1. (6x2)’=6(x’/=6-2x=12x.

2. {xy=((x2)(x2)y=(x2y(x2)+(x1)(x2y^2x(x2)+(x2) -2x=4x3.

3. (0,25x4-3x2) ’=(0,25x4) ’+(3x2) ’=0,25-4xs+3-2x= xs+6x.
2-natija. Agar ui(x), U2(x), ... ,u„(x) funksiyalar x nuqtada 

hosilaga ega bo‘lsa, u holda ulaming ko‘paytmasi f(x)= 

ui(x)-u2(x)- ... -u„(x) ham x nuqtada hosilaga ega va quyidagi 
formula o‘rinli boiadi:

f(x)= (ui(x)- u2(x)■ ...u„(x)y= u'i(x)- u2(x)- ...-u„(x)+ m(x)- 
u ’2(x) •... -u„(x)+... + ut(x)■ u2(x)■... u ’„(x).

3. Boiinmaning hosilasi.

3-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar xe(a,b) nuqtada 

hosilaga ega, v(x)̂ 0 boisa, u holda ulaming f(x)=u(x)/v(x) 

boiinmasi xe(a,b) nuqtada hosilaga ega va

f(x )=  ^(x)v(x)-u(x)v\x) ^

v2(x)

formula o‘rinli boiadi.

Isboti. l ° . / ^ = — ■ 
v(x)

r(x + Ar) v’(.v) + Ar



з». 4 ^ - 1 4 = ^ 7 7 Т Л Т 7 Гv(x) + Av v(x) (v(x) + Av)v(x)

4O Ay _  Ди • v(x) - Av • u(x) _

Ax (v(x) + Av)v(x)Ax

=  —  v (x ) - k (x ) — 1 - - -------------
 ̂Ax Ax J v (x) + v(x)Av

5°. Ах-Ю da limitga o‘tamiz, limitga ega fimksiyalaming 

xossalari va 2-teorema isbotidagi kabi lim Av=0 tenglikdan
Дл~>0

foydalansak, lim —  = lim —  v(x) - u(x) — ] • —--- ----- =
л*-*0 Ax Ax Ax у V (x) + v(x)Av

_  U '(*М*) - u(x)v'(x)

7ÖÖ

o‘rinli ekan.

natijaga erishamiz, ya’ni (3) formula

3jc + 7
Misol. Ushbu f(x)=---- fimksiyaning hosilasini toping.

5x-4

Yechish.
^3x + 7n (3x + 7) ’• (5x - 4) - (Зле + 7) • (5x - 4) ' 

(5x-4)2^5x-4y 

_ 3(5x - 4) — 5(3x + 7) _ 47

(5x — 4)2 (5x-4)2 '

Shunday qilib, biz ushbu paragrafda hosilani hisoblashning 

quyidagi qoidalarini keltirib chiqardik:
1. Ikkita, umuman, chekli sondagi funksiyalar yig‘indisining 

hosilasi hosilalar yig‘indisiga teng.
2. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini hosila belgisi oldiga chiqarish 

mumkin.
3. Ikkita u(x) va v(x) funksiyalar ko‘paytmasining hosilasi 

и v+uv ’ ga teng.
4. Ikkita u(x) va v(x) funksiyalar bo‘linmasining hosilasi 

(u ’v-uv ’)/v2 ga teng.
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1- va 2-teorema natijalaridan foydalangan holda quyidagi 
qoidaning ham o‘rinli ekanligini ko‘rish qiyin emas:

5. Chekli sondagi differensiallanuvchi fimksiyalar chiziqli 
kombinatsiyasining hosilasi hosilalaming aynan shunday chiziqli 

kombinatsiyasiga teng, ya’ni agar f(x)=c¡ui(x)+ C2ti2(x)+...+ 
+c„u„(x) boisa, u holdaf  (x)=c¡u ’¡(x)+ c2u ’2(x)+...+ c„u’„(x).

Bu qoidaning isbotini o‘quvchilarga havola qilamiz.
Izoh. Yuqoridagi teoremalar fimksiyalar yig‘indisi, ko‘payt- 

masi, boiinmasining hosilaga ega boiishining yetarli shartlarini 
ifodalaydi. Demak, ikki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi 
va nisbatidan iborat boigan funksiyaning hosilaga ega boiishi- 
dan, bu funksiyalaming har biri hosilaga ega boiishi har doim 

kelib chiqavermaydi. Masalan, u(x)=\x\, v(x)=\x\ deb, ulaming 
ko‘paytmasini tuzsak, y=x2 ko‘rinishdagi funksiya hosil boiadi. 

Bu funksiyaning bie(-oo;+oo) nuqtada, xususan, x=0 nuqtada 

hosilasi mavjud. Ammo, maiumki, y=\x\ funksiyaning x=0 
nuqtada hosilasi mavjud emas.

5-§. Murakkab funksiyaning hosilasi. Teskari 
funksiyaning hosilasi

5.1. Murakkab funksiyaning hosilasi. Aytaylik, u=ç>(x) 
funksiya (a,b) intervalda, y=f(u) funksiya esa (c;d) da aniqlangan 

boiib, bu fimksiyalar yordamida y=f(<p(x)) murakkab funksiya 

tuzilgan boisin (bunda, albatta, xe(a,b) da u=<p(x)e(c,d) boiishi 
talab qilinadi).

1-teorema. Agar u=<p(x) funksiya xe(a,b) nuqtada hosilaga 

ega, y=f(u) funksiya esa u=(p(x) nuqtada hosilaga ega boisa, u 

holda y=f(<p(x)) murakkab fùnksiya x nuqtada hosilaga ega va 

(f(Ф ))) ’= f (u) -<p’(x) (1)
formula o‘rinli boiadi.

Isboti. u=<p(x) funksiya x nuqtada hosilaga ega boiganligi 

uchun uning x nuqtadagi orttirmasini

Au=<p’(x)Ax+aAx (2)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda Ax->0 da a—>0.
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Shunga o‘xshash, y=f(u) funksiyaning u nuqtadagi 
orttirmasini

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda Au~>0 da /?-»0.

So‘ngi (3) tenglikdagi Au o‘miga uning (2) tenglik bilan 

aniqlangan ifodasini qo‘yamiz. Natijada Ay=f(u)(<p’(x)Ax+aAx)+ 

+f3((p ’(x)Ax+ aAx)=f ’(u)<p’(x)Ax+(f’(u) a+ (p ’(x)/3+ a/3) Ax 
tenglikka ega bo‘lamiz.

Agar Ax->0 bo‘lsa, (2) tenglikdan a—»0 va Au—>0 bo‘lishi, 

agar Au—>0 bo‘lsa, u holda (3) tenglikdan 0 ekanligi kelib 

chiqadi. Bulardan esa Ax—>0 da f ’(u)a+(p’(x)f3+af3 cheksiz kichik 

funksiya ekanligi kelib chiqadi, uni y bilan belgilaymiz.

Shunday qilib, Ay=f(u)q>’(x)Ax+yAx tenglik o‘rinli. Bundan 

Ay Av
—  = f(u)(p’(x)+y va lim — =f’(u)(p'(x) o‘rinli ekanligi kelib
Ax a*-»0 Ax
chiqadi. Bu esa^'=f(u)<p’(x) ekanligini isbotlaydi.

ko‘rinishda yozib, quyidagi qoida tarzida ifodalaydi:
Murakkab funksiyaning erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha hosilasi 

oraliq o‘zgaruvchi bo‘yicha olingan hosila va oraliq 
o‘zgaruvchidan erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha olingan hosilalar 
ko‘paytmasiga teng.

Ay~f’(u)Au+/3Au (3)

V X )  

Amalda (1) tenglikni

Demak,

dy _ dy du 

dx du dx
yoki yx =yu ux ’
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Bu qoidani quyidagicha talqin qilish mumkin: agar berilgan 
nuqtada y o‘zgaruvchi u ga nisbatan yu' marta tez, u esa x ga 
nisbatan ux’ marta tez o‘zgarsa, u holda y o‘zgaruvchi x ga 
nisbatan yu ’ux ’ marta tez o‘zgaradi, ya’ni yx ’=yu ’ux

Yuqoridagi qoida uchta, umuman, chekli sondagi hosilaga ega 
boigan funksiyalar kompozitsiyasi uchun ham o‘rinli. Masalan, 

agar y-f(u), u=<p(t), t=h(x) boisa, u holda yx ’~yu ut ’tx ’ tenglik 

o‘rinli boiadi.
5.2. Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y=f(x) funksiya 

[a;b] kesmada monoton o‘suvchi, (a;b) intervalda y ’=f(x) 

hosilaga ega va \fxe(a,b) uchun f(x)¿0 boisin. Quyidagi 

belgilashlarni kiritamiz: f(a)=a, f(b)=ß. U holda y=f(x) funksiya 
uchun teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi haqidagi 
teorema shartlari bajariladi, chunki y-f(x) funksiyaning 
uzluksizligi uning hosilaga ega ekanligidan kelib chiqadi. 

Shunday qilib, [a;ß] kesmada y=f(x) funksiyaga nisbatan teskari 

boigan x=(p(y) funksiya mavjud boiadi.

Teskari funksiya argumenti y ga Ay*0 orttirma beramiz. U 

holda x=(p(y) funksiya biror Ax~(p(y+Ay)-(p(y) orttirma oladi va 

teskari funksiyaning monotonligidan Ax¿0, uzluksizligidan esa 

Ay->0 da zlx—>0 ekanligi kelib chiqadi.

Endi x=<p(y) funksiyaning hosilasini topamiz. Yuqorida 
aytilganlami e’tiborga olsak, hosilaning ta’rifíga ko‘ra;

lim —  = — í—— = —-— , demak, xy ’=(p’(y)~l/f’(x) formula 
Â °A y lim Ay f\x)

Ax

o‘rinli ekan.
Shunday qilib, quyidagi teorema isbot boidi.
2-teorema. Agar y=f(x) fimksiya [a;b] kesmada monoton 

o'suvchi, (a;b) intervalning har bir nuqtasida noldan farqli 

y ’=f’(x) hosilaga ega boisa, u holda bu funksiyaga teskari boigan 

x=<p(y) funksiya (f(a);f(b)) intervalda hosilaga ega va 

\fy e(f(a);f(b)) uchun uning hosilasi 1 /f’(x) ga teng boiadi.
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Ushbu teorema f(x) funksiya kamayuvchi bo‘lganda ham 
o‘rinli ekanligini isbotlashni o‘quvchilarga qoldiramiz.

Demak, teskari funksiya hosilasini hisoblash qoidasi

* v = 4 -  W
Ух

formula bilan ifodalanadi.

6-§. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari

6.1. y=x? (x>0) darajali fimkriyaning hosilasi. Bu funk-
Ду

siyaning X nuqtadagi orttirmasi Ayr (x+Ax//-xp^x/V(l + — )M-1)

Ауga teng va —  - ,v
Ax

Ma’lumki,

lim —  = lim X*"' • 
дг-»о Д у  Ддг—>o

O + á íy - i

--- í ---- bo‘!adi
Ax

JC

r (l + x y - l lim--- --- = и .
j-»0 X

С AX
(i +  —  r

X
Ax

X

Shuning uchun

= цх*1-'. Bundan funksiyaning

X nuqtadagi hosilasi mavjud va v '-¡jx^1 boiadi 

Demak, (хц) ’~¡jx^1 formula o‘rinli.

Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash fcrmulasini 

foydalangan holda, (u(x)/‘ ko‘rinishdagi murakkab funksiya 
uchun quyidagi formulani yozish mumkin:

((u(x)f) '=--¡i(u(x)fl U ’(x).
Masalan, y-(x2+l)i funksiyaning hosilasini topish talab 

qilinsin. Bu mbolda u(x)=fx2+l), /j=3. Demak, yuqoridagi 
formulaga ko‘ra

y ’=3(x2+ lf {(x2+l) ’=3f(x2+ if -2x=6x(x2+1)2 bo‘ladi.
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6.2. Ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi. y=a (a>0, a*l) 

ko‘rsatkichli fixnksiya uchun Ay=c?+áx -ax=ax(aAx-\) va 

Ay _ ax(a * -\)

Ax Ax
ß& x __i

Ma’lumki, lim ---- = In a .
Ax

Shuning uchun lim —  = lim ax ----- = =cflna mavjud.
Aï->0 Ax a*-*0 Ax

Demak, (a )’=axlna, xususan, (ex) ’=<? formulalar o‘rinli ekan.
Ko‘rinib turibdiki, y=e* funksiya ajoyib xossaga ega: uning 

hosilasi o‘ziga teng ekan.
Miso I. y=ex funksiya grafigi Oy o‘qini qanday burchak ostida 

kesib o‘tadi?
Yechish. Funksiya grafigi 

o‘tadi. Funksiya grafigiga shu 
nuqtasida o'tkazilgan

urinmaning burchak
koeffitsientini topamiz: У '« 1 
va y ’(0)=e°=l, bundan esa 
urinmaning Ox o‘qi bilan 

kattaligi n/4 ga teng bo‘lgan 
burchak tashkil qilishi kelib 
chiqadi. U holda urinma Oy 
o‘qi bilan ham kattaligi n/4 ga 
teng bo‘lgan burchak tashkil 

qiladi.

10-rasmda y~ex funksiya 

grafigi berilgan, bunda fixnk­

siya grafigi x=0 nuqta atrofida 

j=x+l to‘g‘ri chiziqqa uri- 

nadi.
Yuqoridagi misolda olingan natija e soniga quyidagicha ta’rif 

berishga imkon beradi: e soni deb ordinata o‘qini n/4 burchak

Oy o‘qini (0;1) nuqtada kesib
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ostida kesib o‘tuvchi ko‘rsatkichli funksiyaning asosiga aytiladi. 

au(x> (a>0, a* 1) funksiya uchun quyidagi formulalaming o‘rinli 
boiishini ko'rish qiyin emas:

(au(x)Y= au(x>-u ’(x)-lna.

Masalan, (35x'3) ’=35x'3 ■(,5x-3) ’•ln3=5 35x'3 ■ln3.

6.3. y=log„x (a>0, a*l, x>0) logarifmik funksiyaning 
hosilasi. Bu funksiya x=ay funksiyaga nisbatan teskari funksiya 
boigani uchun teskari funksiyaning hosilasini topish qoidasiga

ko‘ra y 'x=-L  = —L -  = - l— , ya’ni (loga x)' = —— .
x y a} lna xlna xlna

Xususan, (lnx)' = — formula o‘rinli.
x

Bu formulalardan quyidagi muhim xulosani chiqarish mum-

kin: lim (loga x)' = lim —-— =0, ammo (togax) ’ geometrik
*-*+« jr->+a> X  In a

nuqtayi nazardan y = lo g a X  funksiya grafigiga abssissasi x ga teng 
boigan nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientiga 

teng. Shunday qilib, lim tga =0, ya’ni lim a  =0, bu esa
X—>+oo x—>+cc

yetarlicha katta x lar uchun urinma abssissalar o‘qiga «deyarli 

parallel» boiishini anglatadi. Bu holni funksiya grafigini 
chizishda hisobga olish zarur.

logau(x) funksiya uchun quyidagi formula o‘rinli:

(log. u(x))'= -U-̂  .
u(x)\na

6.4. Trigonometrik funksiyalarning hosilalari.
1) y=sinx funksiyaning hosilasi. Funksiyaning x nuqtadagi 

orttirmasini sinuslar ayirmasi formulasidan foydalanib topamiz:

• ✓ an - . Ax , Ax.
Aj> = sin(* + Ax) - sin x = 2 sm— cos(x + — ).

Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati
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^  cos(x + ̂ -) ga teng. Bu tenglikda birinchi
sin-

Ax

Ax.

ajoyib limit va cosx fimksiyaning uzluksizligini e’tiborga oigan 

holda limitga o‘tsak,

Ax

Ax4
sm-

lim —  = lim __
A y  д*—>о Д у  Дх—>0

— lim cos(x + — ) = cosx bo'ladi.

Demak, (sinx) ’=co5X formula o‘rinli;
2) y=cosx funksiyaning hosilasi. Bu funksiyaning hosilasini 

topish uchun cosx=sin(x+л/2) ayniyat va murakkab fimksiyaning 

hosilasini topish qoidasidan foydalanamiz. U holda

(cosx) ’=(sin(x+n/2)) ’=cos(x+n/2)- 

(х+л/2) ’=cos(x+n/2)-l=cos(x+n/2).

cos (x+л/2)--sinx ayniyatni e’tiborga olsak, quyidagi 
formulalaming o‘rinli ekanligi kelib chiqadi: (cosx) ’=-sinx;

3) y^tgx va y=ctgx funksiyalarning hosilalari. Bu 
funksiyalarning 
hosilalarini topish uchun 
bo‘linmaning hosilasini 
topish qoidasidan 

foydalanamiz:

. ,sinx4.
(tgx)' = (--- )' =

cosx

cos x + sm“x

COS2 X

1

Xuddi
cos X 

shunga

o'xshash (ctgx) ' = — : ^
sin2 X

11-rasm.

formul ani ham keltirib chiqarish

mumkin. Buni mashq sifatida o'quvchilarga qoldiramiz.
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Trigonometrik fùnksiyalaming argumentlari x erkli o‘zga- 
ruvchining u(x) fimksiyasi bo‘Isa, u holda murakkab fimksiyaning 
hosilasi haqidagi teoremaga ko‘ra quyidagi formulalar o‘rinli 

bo‘ladi:

(sinu) '=u ’ -cosii, (cosu) ’=~u ’sinu,

, и1 , 4. u'
(itgu) = --— , (ctgu) = --7-T~.

cos и sin и
Mi,sol. y--sinx fimksiya grafigi koordinatalar boshida Ox o‘qi

bilan qanday burchak tashkil etadi?
Yechish. Buning uchun y=sinx grafigiga abssissasi x=0

bo‘lgan nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini
topamiz: y ’=cosx, demak, f ’(0)=cos0= 1, burchak koeffitsienti

tga= 1, bundan izlanayotgan burchak я/4 ga teng.
Misol. y=tgx fimksiya grafigi koordinatalar boshida Ox o‘qi

bilan qanday burchak tashkil etadi
Yechish. Buning uchun y=tgx fimksiya grafigiga abssissasi

jc=0 bo‘lgan nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak

koeffitsientini topamiz: y ’=(tgx) ’=— ^— , demak, f ’(0)—
cos x

-— \—=1, burchak koeffitsienti tga=l, bundan izlanayotgan 
cos 0

burchak я/4 ga teng.

Bu misollarda olingan natijalami y=sinx va y=tgx fimksiya
grafiklami chizishda e’tiborga olish kerak. 11-rasmda y=sinx
funksiya grafigi keltirilgan. Bu funksiya grafigi koordinatalar
boshida y=x to‘g‘ri chiziqqa urinadi.

6.5. Teskari trigonometrik fùnksiyalaming hosilalari. Tes- 

kari fimksiyaning hosilasi haqidagi teoremadan foydalanib, 

y=arssinx (-1 <x< 1 ) fimksiyaning hosilasini topaylik.
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Bu funksiyaga teskari boigan x-siny funksiya
7C _ K 

~2’~2
da

monoton o‘suvchi va *nterva^ a hosilaga ega hamda bu

intervalning har bir nuqtasida hosila noidan farqli:

x\. = cosy *  0. Shuning uchun y'x = — = —-— . Endi 
; x\, cosjv

E.-E? intervalda cosy>0 va bunda cosy^jl - sin2 x formula

o‘rinliboiganligiuchun y ’x=—= = = =  = -.==■=- boiadi.
yl-sin 2y yjl-x2

Demak, (arcsin x)' = .-1--, (-1 <jc< 1)
Vl-x2

formula o‘rinIi.

Endi y=arccosx (-1<x<1) funksiyaning hosilasi uchun
formula keltirib chiqaramiz. Bu funksiyaga teskari boigan x=cosy
funksiya [0,Jt] da monoton kamayuvchi, (0;tx) da hosilaga ega

boiib, bu intervalning har bir nuqtasida noidan farqli x’y=-siny
hosilaga ega. Demak, teskari funksiyaning hosilasi haqidagi
teorema shartlari o'rinli. Shu sababli 5-§ dagi (4) ga ko‘ra

1 1  1 1 , . . . .
ham o nnli

boiadi. (Bu yerda (0;tt) da siny= y 1 cos2 y ekanligidan 

foydalandik).

Shunday qilib, (arccosx) -— .-■ = == (-l<x< 1) formula o'rinli
VI--x2

ekan.
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Ma’lumki, y=arctgx fimksiyaning qiymatlar to'plami

7t ТС i
I intervaldan iborat. Shu intervalda unga teskari bo‘lgan 

x=tgy funksiya mavjud va bu fimksiyaning hosilasi jc' = ^
У 2cos у

noldan farqli. Teskari fimksiyaning hosilasi haqidagi teoremadan 
foydalansak,

1 1 а 1 1у = —  = ----= COS V = ---- — = --- -
(tgy)' 1 + tgy  l + x2

bo‘ladi.

Demak, quyidagi formula o‘rinli:

(arctgx) — - - 7- .
1 + x‘

Xuddi yuqoridagi kabi y-arcctgx funksiya uchun 

(arcctgx) — -̂r-
1 +  X

formulaning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin,
Teskari trigonometrik fimksiyalaming argumentlari x erkli 

o‘zgaruvchining u(x) funksiyasi bo‘lsa, u holda murakkab 
fimksiyaning hosilasi haqidagi teoremadan quyidagi formulalar 
kelib chiqadi:

(arcsinu(x)) ’= —p^J=L=- ; (arccosu(x) ) ’=--— —̂  •
yjl-u2(x) ^jl-u2(x)

(arctgu(x)) ’= 7 ■ ; (arcctgu(x))’=--
1 + и (x) 1 + iT (jc)

7-§. Logarifmik hosila. Daraja-ko‘rsatkichli 
funksiyaning hosilasi

7.1. Logarifmik hosila. Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya (a;b) 
intervalda differensiallanuvchi va f(x)>0 bo‘lsin. U holda shu 

intervalda lny=lnf(x) funksiya aniqlangan bo‘ladi. Bu fimksiyani .v
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argumentning murakkab fimksiyasi sifatida qarab, x nuqtadagi 
hosilasini hisoblash mumkin boigan xo nuqtada f(x) fiinksiyaning 
hosilasini topish kerak bo‘lsin. Murakkab fiinksiyaning hosilasini

у  '

topish qoidasidan foydalanamiz: (In >’)' = — -(lnf(x)) bundan

y ’=y(lnf(x))' (1)
formulaga ega boiamiz.

Funksiya logarifmidan olingan hosilaga logarifinik hosila 
deyiladi.

Bir nechta fimksiyalar ko‘paytmasining hosilasini topishda (1) 

formuladan foydalanish hisoblashlami birmuncha soddalashti- 

rishga imkon beradi. Haqiqatan ham, y=u¡- U2 --.-un funksiya (bu 

yerda har bir i/„ i= l,n  funksiya hosilaga ega va Vx eD(f) da w,>0) 

berilgan bo‘lsin. Bu funksiyani logarifmlab, lny=lnu/+lnu2+... 
+lnu„, bundan esa

— = —  + —  + — h—  tenglikni hosil qilamiz. So‘nggi
У Щ Щ un

tenglikning ikkala tomonini у ga ko‘paytirib quyidagiga ega 
bo‘lamiz:

fu\ u\ u\ N
У  — U¡ • U2 '• ■ • 'Un ------ 1----- 1---- 1---

V u\ u2 un ;

Misol. y= -— -—--- - fiinksiyaning hosilasini toping.(* + l)2 

(x + 2Ÿ (x + 3)4 

Yechish. Berilgan funksiyani logariflaymiz: 

lny=2ln(x+l)-3ln(x+2)-4ln(x+3). Bu tenglikdan hosila olib, 

ushbu tenglikka ega bo‘lamiz: 

y '_  2 3 4

у x+1 x+2 x+3 

Bundan

(^ + 1)2 ( 2_____ 3_____ 4_

(x + 2)3 (x + 3)4 x + 1 x + 2 x + 3
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(x + l)(5x2 + 14x + 5)

(x + 2)4(x + 3)s

2. Daraja-ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi. Aytaylik, 
y=(u(x))v(x> (u(x)>0) ko‘rinishdagi daraja-ko‘rsatkichli funksiya 

berilgan va u(x), v(x) funksiyalar x ning qaralayotgan qiymatlarida 

differensiallanuvchi boisin. Bu funksiyaning hosilasini hisoblash 
uchun (1) formulani qo‘llaymiz. U holda (1) formulaga ko‘ra 

y ’=u(x)vM -(ln(u(x)v(x>) ’-u(x)vfx>(v(x) •lnu(x)) ’=u(x)v<x>(v ’(x)lnu(x)+

+v(x)- — —•) bo‘ladi. Bundan (u(x)v(x)) ’=u(x)y<̂lnu(x)-v’(x)+ 
u(x)

+v (x) ■u(x)v(x>~! -u '(x) formula kelib chiqadi.
Shunday qilib, daraja-ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi ik- 

kita qo‘shiluvchidan iborat: agar u(x)v(x> ko‘rsatkichli funksiya deb 
qaralsa, birinchi qo‘shiluvchi, agar u(x)v(x) darajali funksiya deb 
qaralsa, ikkinchi qo‘shiluvchi hosil bo‘ladi.

Misol. y=xx'1 funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. (1) formulani qo‘llaymiz.

y ’=y ■(lnxx'1) ’=xT"; ■((x-l)lnx) — Xx'! -(lnx+1-—).
X

8-§. Yuqori tartibli hosilalar
8.1. Yuqori tartibli hosila tushunchasi. Faraz qilaylik, biror 

(ia,b) da hosilaga ega f(x) funksiya aniqlangan bo‘lsin. Ravshanki, 

f ’(x) hosila (a,b) da aniqlangan funksiya bo‘ladi. Demak, hosil 

bo‘lgan funksiyaning hosilasi, ya’ni hosilaning hosilasi haqida 
gapirish mumkin. Agar f ’(x) funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lsa, 

uni f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va y ”,

f ”(x), — 7 , ^ simvollaming biri bilan belgilanadi. 
dx dx

Shunday qilib, ta’rif bo‘yicha y ’ ’(x)=(y ) ’ ekan.

Shunga o‘xshash, agar ikkinchi tartibli hosilaning hosilasi 

mavjud bo‘lsa, u uchinchi tartibli hosila deyiladi va y ’ ’ f ” ’(x),
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^ kabi belgilanadi. Demak, ta’rif bo yiche
dx dx

Berilgan funksiyaning to‘rtinchi va h.k. tartibdagi hosiialari 
xuddi shunga o‘xshash aniqlanadi. Umuman, f(x) funksiyaning 
(n-l)-tartibli f n~l>(x) hosilasining hosilasiga uning n-tartibli

hosilasi deyiladi va y(n), f n)(x), ^dx"''' s*mv0^ai™n8 ^ r

bilan belgilanadi. Demak, ta’rif bo‘yicha n-tartibli hosik 

y°l)=(y(n ,)) ’ rekkurent (qaytma) formula bilan hisoblanar ekan.
Misol. y=x4 funksiya berilgan. y ’ ’ ’(2) ni hisoblang.

Yechish.y’=4x3,y ”=12x2,y ’”=24x, demak,y ’’’(2)-24-2=48.
Yuqorida aytilganlardan, funksiyaning yuqori tartibli, ma- 

salan, n-tartibli hosilalarini topish uchun uning barcha oldingi 

tartibli hosilalarini topish zarurligi kelib chiqadi. Ammo ayrim 
funksiyalaming yuqori tartibli hosilalari uchun umumiy qonu- 

niyatni topish va undan foydalanib formula keltirib chiqarisk 
mumkin.

Misol tariqasida ba’zi bir elementar funksiyalaming n-tartibl: 
hosilalarini topamiz.

1) y=xM (x>0, jueR) funksiya uchun y<n> ni topamiz. Bunin^ 

uchun uning hosilalarini ketma-ket hisoblaymiz: y ’-ju xf‘~‘

Bundan

(xt‘/ a> 1)(/j-2). .. (n-n+l)xT  (1)
deb induktiv faraz qilish mumkinligi kelib chiqadi, Bu formula 

ning n= 1 uchun o‘rinliligi yuqorida ko'isatilgan. Endi (1) formuh 

n-k da o‘rinli, ya’ni

y(k> =fi(p-l)...(ju-k+])xM'k bo'lsin deb, uning n^k+1 da o‘rinl 

boiishini ko‘rsatamiz.

Ta’rifga ko‘ra y(k̂ I)= (y(kj) ’. Shuning uchun y<k+I>-(ytk>) ’- 

=(/j(fj-l)...(H-k+I)x^k) ’= î(ju-l)...(ju-k+l)([i-k)xM'k 1 boiishi kelit 
chiqadi. Bu esa (1) formulaning n=k+l da ham o‘rinli boiishin
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bildiradi. Demak, matematik induksiya usuliga ko‘ra (1) formula 

t/neN uchun o‘rinli.

(1) da //=-1 boisin. U holda y = — funksiyaning и-tartibli

formula bilan topiladi;
2) y=lnx (x>0) funksiyaning n-tartibli hosilasini topamiz. Bu

funksiyaning birinchi tartibli hosilasi y' = — bo‘lishidan va (2)

formula kelib chiqadi;
3)y=sinx boisin. Maiumki, bu funksiya uchun y ’=cosx. Biz 

uni quyidagi

y' = cosx = sin(x + —•)

ko‘rinishda yozib olamiz. So‘ngra y=sinx funksiyaning keyingi 
tartibli hosilalarini hisoblaymiz.

Bu ifodalardan esa y=sinx fimksiyainng л-tartibli hosilasi 
uchun

X

hosilasi

(2)

y n) = sin(x + и ~ ) (4)
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formula kelib chiqadi. Uning to‘g‘riligi yana matematik induksiya 

usuli bilan isbotlanadi.
Xuddi shunga o‘xshash

(cos x fn) = cos(x + п~) (5)

ekanligini ko'rsatish mumkin.
Masalan,

(cos x)(115) = cos(x + 115— ) = cos(x + —■) = sin X .

8.2. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi. Ikkinchi 

tartibli hosila sodda mexanik ma’noga ega. Aytaylik, moddiy 
nuqtaning harakat qonuni s=s(t) ftmksiya bilan aniqlangan 

bo‘lsin. U holda uning birinchi tartibli hosilasi v(t)=s’(t) harakat 
tezligini ifodalashi bizga ma’lum. Ikkinchi tartibli a=v’(t)=s”(t) 
hosila esa harakat tezligining o‘zgarish tezligi, ya’ni harakat 

tezlanishini ifodalaydi.
Misoi. Moddiy nuqta s=5t2+3t+12 (s metrlarda, t sekundlarda 

berilgan) qonun bo‘yicha to‘g‘ri chiziqli harakat qilmoqda. Uning 
o‘zgarmas kuch ta’sirida harakat qilishini ko‘rsating.

Yechish. s’=(5t2+3t+12)’=I0t+3; s”=(I0t+3)’=10, bundan 
a=10m/s2 boiib, harakat tezlanishi o‘zgarmas ekan. Nyuton 
qonuni bo‘yicha kuch tezlanishga proporsional. Demak, kuch ham 
o‘zgarmas ekan.

8.3. Yuqori tartibli hosilaning xossalari. Leybnits 
formulasi.

1-xossa. Agar u(x) va v(x) funksiyalar «-tartibli hosilalarga 

ega boisa, u holda bu ikki funksiya yigindisining n -tartibli 

hosilasi uchun
(u(x)+ v(x)/"J= û "J(x)+ v(n>(x) 

formula o‘rinli boiadi.
Isboti. Aytaylik, y=u+v boisin. Bu funksiyaning hosilalarini 

ketma-ket hisoblash natijasida quyidagilami hosil qilamiz:
у ’—и ’+v у ’ ’=(y и ’+v ) ’—и ’ ’+v ’ ’.
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Matematik induksiya metodidan foydalanamiz, ya’ni n=k 
tartibli hosila uchun y(k)=u(k>+v(k) tenglik o‘rinli bo‘lsin deb faraz 
qilamiz va n=k+l uchun y(k' 1)= u ^ ,)-\-v(k+1) ekanligini ko‘r- 
satamiz.

Haqiqatan ham, yuqori tartibli hosilaning ta’rifi, hosilaga ega 

bo‘lgan fimksiyalar xossalaridan foydalanib y<k+l>=(ytk)) ’= 
(u(k)+v(k)) ’=(u<k>)̂ ’+(v(k)) ’= =u(kilJ+v(k+I) ekanligini topamiz.

Matematik induksiya prinsipiga ko‘ra ÿ nl=u(n)+v!n> tenglik 
ixtiyoriy natural n uchun o‘rinli deb xulosa chiqaramiz.

2-xossa. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini и-tartibli hosila belgisi 
oldiga chiqarish mumkin: (Cu/n>=Cu('l}.

Bu xossa ham matematik induksiya metodidan foydalanib 

isbotlanadi. Isbotini o‘quvchilarga qoldiramiz.

2x + 3
Misol.y=—------ ftmksiyaning n-tartibli hosilasi

X  -5x + 6
uchun formula keltirib chiqaring.

Yechish. Berilgan kasr-ratsional funksiyaning maxrajini 
ko‘paytuvchilarga ajratamiz: x2-5x+6=(x-2)(x-3). So‘ngra

2x + 3 A B  ...
----------------------= ----------+ ---------  (6)
(x - 2)(x — 3) x-2 x-3

tenglik o'rinli bo'ladigan A va В koeffitsientlarni izlaymiz. Bu 
koeffitsientlami topish uchun tenglikning o‘ng tomonini umumiy 

maxrajga keltiramiz va ikki kasming tenglik shartidan foyda­
lanamiz. U holda 2x+3=A(x-3)+B(x-2) yoki

2x+3=(A+B)x+(-3A-2B) 
tenglikka ega bo‘lamiz. Ikki ko‘phadning tenglik shartidan (ikki 
ko‘phad teng bo‘lishi uchun o‘zgaruvchining mos darajalari 

oldidagi koeffítsientlar teng bo‘lishi zarur va yetarli) quyidagi 
tenglamalar sistemasi hosil boiadi:

f A + B = 2,

\-3A-2B = 3

Bu sistemaning yechimi A=-7, B---9 ekanligini ko‘rish qiyin 
emas. Topilgan natijalarni (1) tcnel .ka qo‘yamiz va yuqorida
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isbotlangan xossalardan foydalanib, berilgan fimksiyaning n- 
tartibli hosilasini quyidagicha yozish mumkin:

/ J \(*0 / 1 \(">
y(n)=-l ——  + 9 —  (7)

x-2 x — 3

Endi —-— va —-— funksiyalaming n-tartibli hosilalarini 
x-2 jc — 3

topishimiz lozim. Buning uchun u-—1— fimksiyaning «-tartibli
x + a

hosilasini bilish yetarli. Bu funksiyani u=(x+afI ko‘rinishda 
yozib, ketma-ket hosilalarni hisoblaymiz. U holda

и ’=-(x+a/2, и ’ ’=2(x+af3, и ’ ' ’=-2 -З(х+а)-3=-6(х+а)-4. 
Matematik induksiya metodi bilan

и(п)=(-1)пп!(х+а)-п'1 (8)
Shunday qilib, (7) va (8) tengliklardan foydalanib quyidagi 

y <n)--7-(-l)n ■n!(x-2)-’"1+9-(-l)n ■n!(x-3f"-!=

4 _i r  ------ z _ '
U i -ЗГ (x-2 Г 

natijaga erishamiz.
3-xossa. Agar u(x) va v(x) funksiyalar и-tartibli hosilalarga 

ega boisa, u holda bu ikki funksiya ko‘paytmasining n -tartibli 
hosilasi uchun

(wv)(n) = M<n)v + Cn ,m("_1)v'+ C2m("-2)v"+ ... + C*w("-*)v(*) +...+

+ Cnn~'u'v(n~n + wv<n) (9)

formula o‘rinli boiadi. Bunda C* = ^ ^ .
k\

Isboti. Matematik induksiya metodini qoilaymiz. Maiumki, 

(uv) ’=u ’v+uv Bu esa n= 1 boiganda (9) formulaning to‘g‘ri- 

ligini ko‘rsatadi. Shuning uchun (9) formulani ixtiyoriy n uchun 
o‘rinli deb olib, uning n+1 uchun ham to‘g‘riligini ko‘rsatamiz. 

(9) ni differensiyalaymiz:
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(t/v)"+l =m<,,+1)v + mm)v ,+ C ,ii u^v'+Cn 'u{"-x)v”+Cy"-l)v”+ Cyn-2)vm+

+ . . . + c y n'M)v{i) + C*w("~*)v(*+,, + . . . + c V v M  + c ;_V v ("  +

+ u'v(n)+uvin+l) (10)

Ushbu

i + c , ' = i +n = c„„ , c / + c> = „ + ^ = < ^  = C „

ck~l +Ck = n(n~iy -(n + 2~k) + n(n-l)...(n-k + \) _
(Ar —1)! k\

_ {n + \)n...(n + !- (*- !)) ^

*! "+1 
tengliklardan foydalanib, (10) ni quyidagicha yozamiz:

(wv)"+1 = M(fl+1)V + C|f|M(")V,+ ... + C*+lM(',+,_*)v(i) +... +
Demak, (9) formula n+1 uchun ham o‘rinli ekan. Isbot etilgan (9) 
formula Leybnits formulasi deb ataladi.

Misol. y=x3ex ning 20-tartibli hosilasi topilsin.
Yechish. u=e va v=xJ deb olsak, Leybnits formulasiga ko‘ra 

y{m = x V ) (20) + C‘0(x3)'(eJr),19, +C220(x3)"(eTy181 + C230(x3)m(e'Jr)(l7) + 

+C20 (x3 )<4) (e* )16 +... + (x3 )<20' ex boiadi. (xs) ’=3x2, (x )”=6x, 

(x3) ” ’=6, (x3)<4)=0 tengliklami va y-x3 funksiyaning hamma ke- 

yingi hosilalarining 0 ga tengligini, shuningdek, V« uchun (ex/ n)
=ex ekanligini e’tiborga olsak,

y 2°) _ ex (A-3 + 3C‘0x2 + 6C2,x + 6C2’0) tenglik hosil boiadi.

Endi koeffitsientlami hisoblaymiz:

Cjo= 20, C20 = ^ —  = 190, C20 = -° ^  18 = ~  ~  ~ = 1140
2 3! 6

Demak,

/ 20> = e* (x3 + 60x2 +1140x + 6840).
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V bobga doir test savollari

o X-Xfl Ax

© ■
Af

0 f(x)=x3-
2 x 2+ 1

Ï

fl[x)=x2

X o=l

Urinma
y=4x-7

0 4xoAx 
Ax—>0

6xo+5Ax 
Ax—>0

m

o

o f(x)=x3-2x2+4
Xo=2

T

f{x)=x2

X o=l

Normal
y=-0,25x+4,5

0 (x +2)’

o
2x

3x

u(xVv(x) —»j u’v+uv’

C-u(x)

C/v(x) CD
o X -> X o  < = > Ax->0 0 Tekis tezlanuvchan v=at+v0

harakat (a>0)

CD « Af—>0 CD
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© u(x)+v(x) Ди+Ду

u(x)v(x)

u(x)/v(x)

оо
(uv)’ =u’v+uv’

? = u’-v’

© (f(3x))’=3f(3x)
? =4f(4x) 
(3fl[x))’= ? 
(f3(x))'=?
? =3f(3x+l)

4 f ’(2x)

2 f ’(2x)

© (sin2x)’=2cos2x
(2sinx)’=?
(sin2x)’=?

(sin(x2))’=?

? =4cos2x

©17 } (u+v)(n)=u(n,+v(n) 
(u-v)(n)=?

? = Cu(n)

© (̂ +4)’=/
(er*4)’= er+4 
? = ex+4  
? =4e* 

le 4)' =?
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(ex)(n)=ex
(chx)<n-?
(shx)(n,=?
9 = 3 ne3*+l 

9 = 3 n-1e3x+l
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l-§. Differensiallanuvchi funksiya. Differensiallanuvchi 
bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti

Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,b) oraliqda aniqlangan va 

xoe(a,b) bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi Ay orttirmasini 

Ay-A -Ax+ a(Ax)Ax (1)

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, bu funksiya x=xo nuqtada 

differensiallanuvchi funksiya deyiladi. Bunda A - Ax ga bog‘liq 

bo‘lmagan biror o‘zgarmas son, a(Ax) esa Ax—>0 da cheksiz 

kichik funksiya, ya’ni lim a(Ax) = 0.
Ax—>0

y=kx+b chiziqli funksiyani ko‘rib chiqamiz. Buning uchun 

Ay=kAx tenglik o‘rinli, ya’ni funksiya orttirmasi argument 

orttirmasiga to‘g‘ri proporsional. Tarifdagi Ay=A -Ax+a(Ax)Ax 
tenglik esa, funksiya orttirmasi argument orttirmasiga «deyarli 

to‘g‘ri proporsional»ligini bildiradi, ya’ni Ay »A Ax. Bu tenglik 

\Ax\ qanchalik kichik bo‘lsa, shunchalik aniqroq bo‘ladi. Geo- 
metrik nuqtayi nazardan funksiyaning jc nuqtada differensi­

allanuvchi boiishi funksiya grafigi jc nuqtaning yetarlicha kichik 

atrofida biror novertikal to‘g‘ri chiziq, ya’ni biror chiziqli 
funksiya grafigi bilan «qo‘shilib» ketishini anglatadi. Shunday 
qilib, geometrik nuqtayi nazardan funksiyaning x nuqtada 

differensiallanuvchi bo‘lishi funksiya grafigini x nuqtaning yetar­

licha kichik atrofida «to‘g‘rilash» mumkinligini anglatadi.

Masalan, 16-rasmda y=x2 funksiya grafigining xo= 1 nuqta 
atrofida y=2x-l to‘g‘ri chiziq grafigi bilan «qo‘shilib» ketishi 
ko‘rsatilgan.

17-rasmdanv=|.x| funksiyani x=0 nuqtada differensiallanuvchi 

emasligi kelib chiqadi, bu funksiya grafigini x=0 nuqtaning hech 
bir atrofida «to‘g‘rilab» bo‘lmaydi.

V I BOB. DIFFERENSIAL
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y ‘
y=W /

/  X

0  1

16-rasm. 17-rasm.

I-teorema. f(x) funksiya x=xo nuqtada difFerensiallanuvchi 
bo‘lishi uchun uning shu nuqtada chekli f ’(xo) hosilasi mavjud 

bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Isboti. Zaruriyligi. Funksiya x-xo nuqtada differensialla- 

nuvchi bo‘lsin. U holda funksiyaning orttirmasini (1) ko‘rinishda

yozish mumkin. Undan Ax̂ O da —  = A + a(Ax) ni yozish
Ax

Ay
mumkin. Bundan Ах—Ю da lim —  = A , demak, x nuqtada hosila

^-»одх

mavjud va f'(x)—A ekanligi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Chekli f ’(xo) hosila mavjud bo‘lsin, ya’ni

lim—  = /'(x 0). U holda —  = /'(x 0) + a(Ax), bu yerda a(Ax)
a*->o Ax

Ax-M) da cheksiz kichik fimksiya. Demak,

Ay~f' (xo) -Ax+a(Ax)Ax (2)

yoki Ay=A-Ax+ a(Ax)Ax, bu yerda A=f(xo). Shunday qilib x=x<) 
nuqtadaf(x) funksiya difïerensiallanuvchi va A=f(xo) ekan.

Bu teorema bir o‘zgaruvchili funksiya uchun differensial- 

lanuvchi bo‘lish hosilaning mavjud boiishiga teng kuchli 
ekanligini anglatadi. Shu sababli hosilani topi h amali funksiyani
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differensiallash, matematik analizning hosila o‘rganiladigan boii- 

mi differensial hisob deb ataladi.
Shunday qilib, awalgi 1-ta’rif bilan ekvivalent boiganushbu 

ta’rifni ham berish mumkin:

2-ta’rif. Agar f(x ) funksiya x-xo nuqtada chekli f ’(xo) hosila- 
ga ega boisa, u holda f(x ) funksiya x=xq nuqtada differensial- 
lanuvchi deyiladi.

2-§. Funksiya differensiali, uning 
geometrik va fizik ma’nolari

2.1. Funksiya differensiali. f(x) funksiya (a;b) intervalda 

aniqlangan boiib, xe(a;b) nuqtada differensiallanuvchi boisin. 
Ya’ni funksiyaning x nuqtadagi orttirmasini

Ay = f  '(jc)Ax: + a(Ax)Ax (1)

ko‘rinishda yozish mumkin boisin, bunda Ax—>0 da a(Ax)—>0.
Ta’rif. x nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiya orttirmasi 

(1) ning bosh qismi f(x)Ax berilgan f(x) funksiyaning shu 
nuqtadagi differensiali deyiladi va dy yoki df(x) orqali belgilanadi, 

ya’ni dy=f’(x)Ax.

Masalan, y=x2 funksiya uchun dy=2xAx ga teng.

Agar f(x)=x boisa, u holda f(x )- l va df(x)=l-Ax, ya’ni 

dx=Ax boiadi. Shuni hisobga olgan holda argument orttirmasi, 
odatda, dx bilan belgilanadi.

Buni nazarga olsak, f(x) 
funksiya differensialining for- 

mulasi dy=f’(x)dx yoki
dy=y'dx (2)

boiadi.

2.2. Differensialning geo­

metrik ma’nosi. Endi xe(a;b) 
nuqtada differensallanuvchi 

boigan f(x) funksiyaning 
grafigi 18-rasmda ko‘rsatilgan 

chiziqni ifodalasin deylik.
18-rasm.
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Bu chiziqning (xj(x)) va (x+Ax, f(x+Ax)) nuqtalarini mos 

ravishda MvaK  bilan belgilaylik. Unda MC=Ax, KC=Ay bo'ladi. 
f(x) funksiya x nuqtada chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lgani uchun 
f(x) funksiya grafígiga uning M(x/(x)) nuqtasida o‘tkazilgan ML 

urinma mavjud va bu urinmaning burchak koeffitsienti tg<p=f(x). 
Shu ML urinmaning KC bilan kesishgan nuqtasini E bilan

EC
belgilaylik. Ravshanki, AMEC dan -- = tg(f>. Bundan EC-

MC
MC-tg<p=f’(x)Ax ekani kelib chiqadi. Demak, f(x) funksiyaning x 

nuqtadagi differensiali y-f'(x)Ax funksiya grafígiga M(x,f(x)) 
nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi EC ni ifodalaydi. 
DifTerensialning geometrik ma’nosi aynan shundan iborat.

3. Differensialning fizik ma’nosi. Moddiy nuqta s=f(t), bu 
yerda s - bosib o'tilgan yo‘l, r-vaqt, /('^-differensiallanuvchi 
funksiya, qonuniyat bilan to‘g‘ri chiziqli harakatlanayotgan 
bo‘lsin.

At vaqt ora!ig‘ida nuqta As=f(t+At)-f(t) yo‘lni bosib o‘tadi. 

Yo‘lning bu orttirmasini As=f’(t)At+ a(At)At ko‘rinishda ifoda- 
lashimiz mumkin. Bu yo‘lni nuqta biror o‘zgaruvchan tezlik bilan 

bosib o‘tgan. Agar At vaqt oralig‘ida nuqta o‘zgarmas/’(^ tezlik, 
ya’m t vaqtdagi tezligiga teng tezlik bilan harakatlandi desak, bu 

holda bosib o‘tilgan yo‘l f ’(t)At ga teng bo‘ladi. Bu esa yo‘lning 
differensialiga teng:

ds=f’(t)At.

3-§. Elementar funksiyalarning differensiallari.
Differensial topish qoidalari.

Differensial formasining invariantligi
3.1. Elementar funksiyalarning differensiallari. Elementar 

funksiyalarning hosilalarini bilgan holda ulaming differensiallari 

uchun quyidagi formulalami yozish mumkin:

\.d(x>J)=fj-x^ldx (x >0);

2. d(ax)=ax-Ina dx (a>0,a^l);

167



3.d(loggx)=—-— dx (x>0,a > 0,a Ф1), 
xln a

dx
xususan, d{\n x) = —  (x > 0) ;

x
4. d(sinx)=cosxdx;
5. d(cosx) --sinxdx;

6. d(tgx)=— ^—dx (x* — + kn,k&Z);
cos x 2

7. d(ctgx) =-- \— dx (x * kn\ к eZ);
s in x

8. d(arcsinx)~ - - dx (-1 < x < 1) ;
sll-x2

9. d(arccosx) =- -■===? dx (-1 < x < 1) ;
yjl-x2

10. d(arctgx)-——̂rdx;
\ + x

11. d(arcctgx)=-- —̂ dx.
\ + x

3.2. Differensial topish qoidalari. Funksiya differensiali 
ta’rifi va hosila topish qoidalaridan quyidagi tasdiqlaming o‘rinli 
ekanligi kelib chiqadi:

a) chekli sondagi differensiallanuvchi fiinksiyalar yig‘in- 

disining differensiali ulaming differensiallari yig‘indisiga teng.

Masalan, ikki fimksiya yig‘indisi uchun bu tasdiqni quyida- 

gicha isbotlash mumkin: d(u(x)+v(x))=(u(x)+v(x))'dx= 
=(u ’(x)+v’(x))dx=u ’(x)dx+v’(x)dx =du+dv.

b) quyidagi d(u(x)-v(x))= v(x)-du+u(x)-dv formula o‘rinli. 
Isboti. Ko‘paytmaning hosilasi va funksiya differensiali

formulalaridan foydalanamiz: d(u(x) -v(x))=(u(x) -v(x)) ’dx= 

=(u '(x) -v(x)+u(x)-V ’(x))dx=-(u ’(x)dx) -v(x)+u(x) -(v ’(.x)dx)=

=v(x) ■du+u(x) -dv.
c) quyidagi d(Cu(x))=Cu ’(x)dx formula o‘rinli;
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d) boiinmaning differensiali uchun quyidagi 

d
f u(x) ̂  _  du • v(x) -u(x) ■ dv

v(x)J v (x)

formula o‘rinli.

3.3. Differensial formasining invariantligi. Aytaylik, y=f(x) 
funksiya x nuqtada differensiallanuvchi boisin. Differensialning 

ta’rifiga ko‘ra dy=yx ’Ax, yoki erkli o‘zgaruvchining orttirmasini 

dx kabi yozishga kelishganimizni e’tiborga olsak, dy=yx ’dx edi.
Endi x erkli o‘zgaruvchi emas, balki t erkli o‘zgaruvchining 

differensiallanuvchi funksiyasi boisin: x=<p(t). U holda y=f(<p(t)) 
=g(t) funksiya t o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi va dy=y, ’dt 
tenglik o‘rinli boiadi. Lekin yt’=yx’xt’dt va dx=xt’dt lami e’ti­

borga olsak, dy=yx’dx formulaga ega boiamiz, ya’ni differren- 
sialning avvalgi ko‘rinishiga qaytamiz.

Shunday qilib, differensial formasi o‘zgarmadi, ya’ni funksiya 
differensialining formasi x erkli o‘zgaruvchi boiganda ham, 
erksiz (oraliq) o'zgaruvchi boiganda ham bir xil ko‘rinishda 
boiadi: differensial hosila va hosila qaysi o‘zgaruvchi bo‘yicha 
olinayotgan boisa, o‘sha o‘zgaruvchi differensiali ko‘paytmasiga 
teng boiadi. Bu xossa differensial formasining invariantligi deyi- 
ladi. Shuni aytib oiish lozimki, bu xossada faqat differensial for­
masining saqlanishi haqida gap boradi. Agar x erkli o'zgaruvchi 

boisa, u holda dx=Ax; x erksiz o‘zgaruvchi boisa, u holda, 

umuman olganda, dx^Ax boiadi.

Misol. y = yfx berilgan. 1) x erkli o‘zgaruvchi boiganda va

2) x=t5+t2-3 boiganda dy ni hisoblang.

Yechish. 1) 2-§ dagi (2) formulaga ko‘ra

1 -f , dx
dy = -x 3dx -

3 i[ 7 ’
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2) differensial formasining invariantlik xossasidan foyda- 

lansak, dy = bo‘lib,

1 j, 5 2 (5t*+2t)dt
dy = — ------ —d(t + t -3)= v '

3l](t5+t2-3) 3lj(t5+t2-3)

natijaga ega boiamiz.

4-§. Taqribiy hisoblashlarda differensialning qo‘llanilishi
Yuqorida ta’kidlaganimizdek, xq nuqtada differensiallanuvchi 

y=f(x) funksiya uchun Ayzf’(xo)dx, ya’ni Ay^dy taqribiy tenglik 
o‘rinli. Shu taqribiy tenglik matematik analizning nazariy va 
tatbiqiy masalalarída muhim ahamiyatga ega bo‘lib, differensial­

ning mohiyatini belgilaydi. Yuqoridagi tenglikda Ay=f(x)-f(xo), 

Ax=x-xo deb olsak, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz: 

f(x)-f(x0) zf’(xo)( x-x0) yoki

f(x) *f(x0) +/’ (X0)  ( X-Xfí) (1)
(1) formula funksiya qiymatlarini taqribiy hisoblashda keng 

qo‘llaniladi.

Masalan,f(x)=4x funksiya uchun quyidagi

jx  + Ax « yfx + -~=- (2)
2y/x

formula o'rinli. Agar f(x)=4x funksiyaning x=0,98 dagi qiyma- 

tini hisoblash talab qilinsa, (2) formulada x=l, Ax=-0,Q2 deb olish

yetarli. U holda Jo,98 » %/í + — 2- = 1 -0,01 = 0,99bo‘ladi.
2Vl

Agar ^0,98 kalkulatorda hisoblasak, uni 10'6 aniqlikda 0,989949 

teng ekanligini ko‘rish mumkin. Demak, differensial yordamida 

hisoblaganda xatolik 0,001 dan katta emas. Umumiy holda 

differensial yordamida taqribiy hisoblashlardagi xatolikni baho- 
lash masalasini kelgusida o‘rganamiz.
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§-§. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari
5.1. Yuqori tartibli differensiallar. Aytaylik, y-f(x) 

funksiya biror (a, b) intervalda berilgan boisin. Bu funksiyaning 

dy=f’(x)dx differensiali x ga bogiiq boiib, dx=Ax va Ax orttirma 
x ga bogiiq emas, chunki x nuqtadagi orttirmani x ga bogiiq 
boimagan holda ixtiyoriy tanlash mumkin. Bu holda differensial 
formulasidagi dx ko‘paytuvchi o‘zgarmas boiadi v&f(x)dx ifoda 

faqat x ga bogiiq boiib, uni x bo‘yicha differensiallash mumkin.

Demak, bu funksiyaning differensiali mavjud boiishi mum­
kin va u, agar mavjud bo isa, funksiyaning ikkinchi tartibli differ- 
rensiali deb ataladi.

Ikkinchi tartibli differensial d2y yoki Sf(x) kabi belgilanadi. 
Shunday qilib, ikkinchi tartibli differensial quyidagicha aniqlanar 
ekan: dy=d(dy).

Berilgan y=f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali 
ifodasini topish uchun dy=f’(x)dx formulada dx ko‘paytuvchi 
o‘zgarmas deb qaraymiz. U holda

d2y=d(dy)=d(f’(x)dx)=d(f’(x))dx=(f”(x)dx)dx:=f”(x)(dx)2 
boiadi. Biz kelgusida dx ning darajalarini qavssiz yozishga keli- 
shib olamiz. Bu kelishuvni e’tiborga olsak, (dx/^dx2 boiadi va 
ikkinchi tartibli differensial uchun quyidagi ifodani hosil qilamiz: 

d2y^f”(x)dx2 (1)
Shunga o‘xshash, uchinchi tartibli differensialni ta’riflash va 

uning uchun ifodasini keltirib chiqarish mumkin: d3y-d(d2yj 
=d(T '(x)dx2) =/’' ’(.x)dx3.

Umumiy holda funksiyaning ^«-/j-tartibli differensiali dx ly 
dan olingan differensial funksiyaning «-tartibli differensiali deyi- 

ladi va d'y kabi belgilanadi, ya’ni d"y=d((f'Iy). Bu holda ham 

funksiyaning «-tartibli differensiali iming «-tartibli hosilasi orqali 

quyidagi
dny=/n)(x)dx'’ (2)

ko‘rinishda ifodalanishini isbotlash mumkin.
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Yuqoridagi formuladan funksiyaning n-tartibli hosilasi uning 
«-tartibli differensiali va erkli o‘zgaruvchi differensialining n- 
darajasi nisbatiga teng ekai..................  ii:

5.2. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensial- 

lari. Endi x argument biror t o‘zgaruvchining funksiyasi x=<p(t) 
boigan hoi uchun yuqori tartibli differensiallami hisoblash 
formulalarini keltirib chiqaramiz.

Bu holda dx=<p’(t)dt bo‘lganligi sababli, dx ni x ga bog‘liq 
emas deb bo‘lmaydi. Shu sababli ta’rif bo‘yicha (Sy-d(f'(x)dx)) 
hisoblaganda, cPy ni ikkita f ’(x) va dx funksiyalar ko‘paytmasining 
differensiali deb qaraymiz.

formulaga ega boiamiz.
Endi ikkinchi tartibli differensial uchun hosil qilingan (1) 

formula (3) formulaning xususiy holi ekanligini ko‘rsatish qiyin 
emas.

Haqiqatan ham, agar x erkli o‘zgaruvchi bo‘Isa, u holda 

d2x=x”dx*ss0'dx2,s0 boiib, (3) formuladagi ikkinchi qo‘shiluvchi 

qatnashmaydi.
Uchinchi tartibli differensial uchun quyidagi

d3y=f” ’(x)dx3+3f”(x)dxd2x+f’(x)d3x (4)
formula o‘rinli ekanligini isbotlashni o‘quvchilarga taklif qilamiz.

Ikkinchi va uchinchi tartibli differensiallar uchun olingan 

formulalardan murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensi- 
allarini hisoblashda differensial formasining invariantligi buziladi. 

Boshqacha aytganda, ikkinchi va undan yuqori tartibli differen­
sial formulalari ko‘rinishi jc argument erkli o‘zgaruvchi yoki 

boshqa o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi boiishiga 
bog‘liq boiadi.

ya’ni

d2y = f”(x)dx2 +f’(x)d2x (3)
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VI bobga doir test savollari

Оj \ (u+v)’=u ’+v’ 

d(u+v)=? 

d(C+u)=du 

(C+u)’=7

О F-kuch dA=F(x)dx

A-ish

q-zaryad 

I-tok kuchi

Ç2 J  (u-v)’=u’v+uv’ 
d(uv)=? 
d(Cu)=Cdu 
(Cu)’=?

0 (f(g(x))’=f(g(x))g’(x) 
d(f(g(xVK> 
d(cos(x+1))=- 
sin(xJ+l)d(x2+l) 
(cos(x2+l))’=

0 (u/v)’=(u’v-uv’)/v- 
d(u/v)=? 
d(C/u)=-Cdu/u2 
(C/u)’=

Hosilaning Urinmaning

geometrik — ► burchak

ma’nosi koeffitsienti

Differensiyalning 

geometrik ma’nosi о

0 (sinx)’=eosx 0 Hosilaning Harakat
d(sinx)=? fizik — » tezligi
d(sin(2x+1 ))=2cos(2x+1 )du ma’nosi

Differensiyalning 
fizik ma’nosi

© (x^ox“-1
d(x°)=?

d((2x-l)>

((2x-l)“)’=

ca Д((х)=АДх+аДх

d№ ))=?

A=?

a=?
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VII BOB. DIFFERENSIAL HISOBNING ASOSIY 
TEOREMALARI VA ULARNING TATBIQLARI

l-§. 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremalar
Matematik analiz kursida o‘rganiladigan asosiy va amaliy 

masalalami yechishda katta ahamiyatga ega boigan funksiyalar 
sinflaridan (to‘plamlaridan) biri-bu uzluksiz funksiyalar sinfi 

hisoblanadi. Oldingi bobda biz differensiallanuvchi funksiyalar 
sinfi uzluksiz funksiyalar sinfining qismi boiishini ko‘rsatgan 
edik. Differensiallanuvchi funksiyalar o‘ziga xos ahamiyatga ega, 

chunki ko‘pgina tatbiqiy masalalami yechish hosilasi mavjud 
funksiyalami o‘rganishga keltiriladi. Bunday funksiyalar ba’zi bir 
umumiy xossalarga ega. Bu xossalar ichida o ‘rta qiymat haqidagi 
teoremalar nomi bilan birlashgan teoremalar alohida ahamiyatga 
ega. Ushbu teoremalar [a;b\ kesmada o'rganilayotgan funksiya 
uchun u yoki bu xossaga ega boigan [a;b\ kesmaga tegishli c 
nuqtaning mavjudligini ta’kidlaydi.

1.1. Ferma teoremasi
1-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) oraliqda aniqlangan va 

biror ce(a,b) nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga erishsa va 
shu nuqtada chekli f(c ) hosila mavjud boisa, u holda f(c)=  0 
boiadi.

Isboti. f(c) yünksiyaning eng katta qiymati boisin, ya’ni 

\fxe(a;b) da f(x) <f(c) tengsizlik o‘rinli boisin. Shartga ko‘ra bu 
c nuqtada chekli f  (c) hosila mavjud.

Ravshanki,

A c ) = a ,  f -W - Æ = lim  â ± m .  lim
X~*C X  — C JÇ — £  X—fcf+O JÇ — Q
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> О => / '(с ) > О va х>с

у

х — с
boiishidan f ’(c)-0 ekani kelib 
chiqadi.

Eng kichik qiymat holi shunga 

o‘xshash isbotlanadi. о
с

X

Ferma teoremasi sodda
geometrik ma’noga ega. U f(x) 19-rasm.

funksiya grafigiga (c;f(c)) nuqtada
o‘tkazilgan urinmaning Ox o‘qiga paralell bo‘lishini ifodalaydi ( 

19-rasm).
1 -eslatma. Ichki с nuqtada f(c)=  0 boisa ham bu nuqtada f(x) 

funksiya eng katta (eng kichik) qiymatni qabul qilmasligi 

mumkin. Masalan,f(x)=2x3-l, xe(-l;l) da berilgan boisin. Bu 
funksiya uchun / ’(0)=0 boiadi, lekin

Д0)=-1 funksiyaning (-1 ; 1 ) dagi eng katta yoki eng kichik 
qiymati boimaydi.

2-teorema (Roll teoremasi). Agar ffx) funksiya [a;b] kesma- 

da aniqlangan boiib, quyidagi
1) [a;b] da uzluksiz;
2) (a;b) da differensiallanuvchi;

shartlami qanoatlantirsa, u holda f ’(c)-0 boiadigan kamida bitta 

с (a<c<b) nuqta mavjud boiadi.
Isboti. Maiumki, agar f(x) funksiya [a;b\ kesmada uzluksiz 

boisa, u holda funksiya shu kesmada o‘zining eng katta M  va 
eng kichik m qiymatlariga erishadi. Qaralayotgan f(x) funksiya 

uchun ikki hoi boiishi mumkin.

1.2. Roll teoremasi

3 )f(a)=f(b)
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1. M=m, bu holda [a,b] kesmada f(x)=const va f ’(x)=0 
bo‘ladi. Ravshanki, f(c)=0 tenglamani qanoatlantiradigan nuqta 

sifatida Vce(a;b) ni olish mumkin.
2. M>m, bu holda teoremaning f(a)=f(b) shartidan funksiya M 

yoki m qiymatlaridan kamida birini [a,b] kesmaning ichki 

nuqtasida qabul qilishi 
kelib chiqadi. Aniqlik 
uchun f(c)=m bo‘lsin.
Eng kichik qiymatning 
ta’rifiga ko‘ra

\/xe[a,b] uchun f(x)> 
f(c) tengsizlik o‘rinli 
bo‘ladi.

Endi f(c)=  0 
ekanligini ko‘rib
chiqamiz. Teoremaning 
ikkinchi shartiga ko‘ra 

f(x) funksiya (a;b) intervalning har bir x nuqtasida chekli hosilaga 
ega. Bu shart, xususan c nuqta uchun ham o‘rinli. Demak, Ferma 
teoremasi shartlari bajariladi. Bundan f(c)=0 ekanligi kelib 
chiqadi.

f(c)=Mbo‘lgan holda teorema yuqoridagi kabi isbotlanadi.

Roll teoremasiga quyidagicha geometrik talqin berish mum- 

kin (20-rasm). Agar [a, b] kesmada uzluksiz, (a, b) intervalda 
differensiallanuvchi f(x) funksiya kesma uchlarida teng qiymatlar 
qabul qilsa, u holda f(x) funksiya grafigida abssissasi x=c bo'lgan 

shunday C nuqta topiladiki, shu nuqtada funksiya grafigiga 

o‘tkazilgan urinma abssissalar o‘qiga parallel bo‘ladi.

2-eslatma. Roll teoremasining shartlari yetarli bo‘lib, zaruriy 

shart emas. Masalan, 1) f(x)=x3, xe[-l:l] funksiya uchun 

teoremaning 3-sharti bajarilmaydi.

(f(-l)=-l*l=f(l)), lekin/Y6»;=0 bo‘ladi.
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x, agar 0 < x < 1,

2) /(■*) = • 0, agar 1 < x < 2, funksiya uchun Roll 

2, agar x > 2

teoremasining barcha shartlari bajarilmaydi, lekin (1;2) 
intervalning ixtiyoriy nuqtasida f ’(x)=0 boiadi.

1.3. Lagranj teoremasi
3-teorema (Lagranj teoremasi). Agar f(x) funksiya [a, b] 

kesmada uzluksiz va (a,b) da chekli f  (x) hosila mavjud boisa, u 
holda (a,b) da kamida bitta shunday c nuqta mavjud boiib,

b — a
tenglik o‘rinli boiadi.

Isboti. Quyidagi yordamchi funksiyani tuzib olamiz:

4>(i) = fix ) - f(a )-  (x- a)
u ~~~ (X

Bu O(x) funksiyani [a,b] kesmada uzluksiz va (a,b) da hosi- 

laga ega boigan f(x) va x funksiyalaming chiziqli kombinatsiyasi 
sifatida qarash mumkin. Bundan O(x) funksiyaning [a,b] 

kesmada uzluksiz va (a,b) da hosilaga ega ekanligi kelib chiqadi. 
Shuningdek,

<D(a) = 0(6) = 0, 

demak, <I>(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 

qanoatlantiradi.
Demak, Roll teoremasiga ko‘ra (a,b) intervalda kamida bitta 

shunday c nuqta mavjud boiadiki, ®'(c)=0 boiadi.

Shunday qilib,

O Xc) = f  '(c) - = o
b — a
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va bundan esa isbot qilinishi kerak bo‘lgan (1) formula kelib 
chiqadi. Teorema isbot bo‘ldi.

(1) formulani ba’zida Lagranj formulasi deb ham yuritiladi. 
Bu formula

f(b)-f(a)=f(c)(b-a) (2)

ko‘rinishda ham yoziladi.

Endi Lagranj teoremasining geometrik ma’nosiga to‘xtalamiz. 
f(x) funksiya Lagranj teoremasining shartlarini qanoatlantirsin 

deylik (21-rasm). Funksiya grafígining A(a;f(a)), va B(b;f(b)) 
nuqtalar orqali kesuvchi o‘tkazamiz, uning burchak koeffitsienti

p _ B c _ m - m
AC b-a

bo‘ladi.

Hosilaning geometrik ma’nosiga binoan f ’(c) - bu f(x) funk­
siya grafígiga uning (c;f(c)) nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning bur­

chak koeffitsienti: tgfi=f (c) Demak, (1) formula (a,b) intervalda 
kamida bitta shunday c nuqta mavjudligini ko‘rsatadiki, f(x) 
funksiya grafígiga (c;f(c)) nuqtada o‘tkazilgan urinma AB kesuv- 
chiga paralell boiadi.

Isbot qilingan (1) 
formulani boshqacha
ko'rinishda ham yozish 
mumkin. Buning uchun a<c<b 
tengsizliklami e’tiborga olib,
C — Q
--- = 0 belgilash kiritamiz,
b-a

u holda c=a+(b-a)Q, O<0< 1 
boiishi ravshan. Natijada (1) 

formula ushbu

f(b) -f(a) = f’(a+8(b-a))(b-a)
ko‘rinishga keladi.

Agar (1) formulada a=xo; b=xo+áx almashtirishlar bajarsak, u

f(xo+Ax)-f(xo)=f’(c)Ax (3)

21-rasm.
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bu yerda xo <c<x0+Ax, ko‘rinishga keladi. Bu formula argument 
orttirmasi bilan funksiya orttirmasini bog‘laydi, shu sababli (3) 
formula chekli orttirmalar formulasi deb ataladi.

Agar (1) Lagranj formulasida f(a)=f(b) deb olsak, Roll teo- 
remasi kelib chiqadi, ya’ni Roll teoremasi Lagranj teoremasining 
xususiy holi ekan.

Misol. Ushbu [0,2] kesmada f(x)=4x3-5x2 +x-2 funksiya uchun 

Lagranj formulasidagi c ning qiymatini toping.
Yechish. Funksiyaning kesma uchlaridagi qiymatlarini va 

hosilasini hisoblaymiz: j*(0)=-2; fi2)=l2\ f(x)=\2x2-\QxJr\. 
Olingan natijalami Lagranj formulasiga qo‘yamiz, natijada

12-(-2)=( 12c2-10c+1)(2-0) yoki 6c2-5c-3=0 kvadrat

5±V97
tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamam yechamiz: c/,2=— —— .

5 9̂*7
Topilgan ildizlardan faqat — ——  qaralayotgan kesmaga

. ... ^  , 5 + V97 , 
tegishli. Demak, c=----- ekan.

12
Lagranj teoremasi, o‘z navbatida, quyidagi teoremaning 

xususiy holi bo‘ladi.

1.4. Koshi teoremasi
4-teorema (Koshi teoremasi). Agar [a,b] kesmada f(x) va g(x) 

funksiyalar berilgan bo‘lib,

1) [a,b] da uzluksiz;

2) (a,b) intervalda f(x ) va g ’(x) mavjud hamda g ’(x)^) bo‘Isa, 
u holda hech bo‘lmaganda bitta shunday c (a<c<b) nuqta topilib,

m - f ( a )  _ f\c) 

g(b)-g(d) g\c) 

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Ravshanki, (4) tenglik ma’noga ega bo‘lishi uchun 

g(b)̂ g(a) bo'lishi kerak. Bu esa teoremadagi g YxĴ O, xe(a;b)
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shartdan kelib chiqadi. Haqiqatdan ham, agar g(a)~g(b) boisa, u 
holda g(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 

qanoatlantirib, biror ce(a;b) nuqtada g ’(c)=0 boiar edi. Bu esa 

Vxe(a;b) dag’(x)¿0 shartga ziddir. Demak, g(b)*g(a).
Endi yordamchi

(g(x)- g{a) ) fimksiyani
g(b)-g(a) 

tuzaylik.
Shartga ko‘ra f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] da uzluksiz hamda 

(a,b) intervalda
differensiyalanuvchi boigani 
uchun F(x), birinchidan, [a,b] 
kesmada uzluksiz
funksiyalaming chiziqli

kombinatsiyasi sifatida uzluksiz, 
ikkinchidan, (a,tí) intervalda

m - (d )
Ф ’(х) = /'(*)■ g\x)

g(b)-g(a)

hosilaga ega.

So‘ngra Ф(х) funksiyaning 
x=a va x-b nuqtalardagi

qiymatlarini hisoblaymiz: Ф(а)= Ф(Ь)=0. Demak, Ф(х) funksiya 
[a, b] kesmada Roll teoremasining barcha shartlarini qanoatlan- 

tiradi. Shuning uchun hech boimaganda bitta shunday с (a<c<b) 

nuqta topiladiki, Ф ’(с)=0 boiadi. Shunday qilib,

g\c)
g(b)-g(a)

va bundan (4) tenglikning o‘rinii ekani kelib chiqadi. Isbot tugadi. 

Isbotlangan (4) tenglik Koshi formulasi deb ham ataladi.

Endi Koshi teoremasining geometrik ma’nosini aniqlaymiz. 

Aytaylik, x=<p(t), y=f(t), a^t<b tekislikdagi chiziqning parametrik 
tenglamasi boisin. Shuningdek, chiziqda t=a ga mos keluvchi 

nuqtani A((p(a), f(a)), t=b ga mos keluvchi nuqtani B(<p(b),f(b))
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kabi belgilaylik (22-rasm). U holda (4) formulaning chap qismi 
AB vataming burchak koeffitsientini, o‘ng tomoni esa egri 
chiziqqa parametming t=c qiymatiga mos keladigan nuqtasida 
o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini anglatadi. Demak, 
Koshi formulasi AB yoyning AB vatarga parallel boigan 
urinmasining mavjudligini ta’kidlaydi.

Misol. Ushbu f(x)=x2 hamda <p(x)=-Jx funksiyalar uchun 

[0,4] kesmada Koshi formulasini yozing va s ni toping.

Yechish. Berilgan funksiyalaming kesma uchlaridagi qiy- 

matlari va hosilalarini topamiz: X0)=0>./(4)=16, ^0)=0, <p(4)=2;

f ’(x)=2x, <p’(x)=—■=■ Bulardan foydalanib Koshi formulasini 
2y/x

yozamiz: = ?? , bundan 4c>/c=8 yoki c-Jc~2.

2 4c

Demak c= V4.
1.5. Darbu teoremasi.

5-teorema. Agar f(x) funksiya biror oraliqda f'(x ) hosilaga 

ega boiib, shu oraliqqa tegishli boigan x=a, x-b nuqtalarda 

f\a) = A ^ B -  f\b) boisa, u holda bu oraliqda f'(x ) funksiya 

AxaB sonlar orasidagi barcha qiymatlarni qabul qiladi, ya’ni A va 
B sonlar orasidan olingan har qanday C soni uchun (a,b) 
intervalga tegishli boigan kamida bitta c nuqta topilib, f'(c ) = C 

boiadi.
Isboti. Avval teoremaning maxsus holini - A va B har xil 

ishorali boigan - holini isbotlaymiz. Aniqlik uchun A>0, B<0 

boisin. U holda (a,b) intervalga tegishli boigan kamida bitta c 

nuqta topilib, f ’(c) = 0 boiishini isbotlashimiz lozim.

Teorema shartiga ko‘ra f(x) funksiya [a;b\ kesmada hosilaga 
ega, demak bu kesmada uzluksiz. U holda Veyershtrass teore- 

masiga ko‘ra f(x) funksiya [a;b\ kesmaning kamida bitta c
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nuqtasida eng katta qiymatiga erishadi. Bu nuqta a nuqtadan ham, 
b nuqtadan ham farqli. Haqiqatan ham,

a ru \ r  / ( fl + A x )- / ( a )
A = f  (a) = lim — ---- y J ■ -■ > 0

Ax
bo‘lganligi sababli, argument orttirmasi absolyut qiymat jihatdan

yetarlicha kichik bo‘lganda — - - —1^1  > q tengsizlik
Ax

o‘rinli bo'ladi. Bundan Ax > 0 bo‘lganda J[a+Ax)-J[a)>0 yoki 

J(a+Ax)>f(a) munosabat o‘rinli. Demak, J{a) qiymat f(x) funksiya 
[a;b] kesmadagi eng katta qiymati bo‘la olmaydi. Shunday qilib, 

a*c.
Xuddi shunga o‘xshash,

B = / ’(*)= lim /№  + M - /№ )<0
AX

munosabatdan foydalanib, c^b ekanligi isbotlanadi.

Demak, a<c<b. U holda Ferma teoremasiga ko‘ra /'(c ) = 0 

bo‘ladi.
Endi teoremani umumiy holda isbotlaymiz. Aytaylik, A va B 

biri ikkinchisiga teng bo‘lmagan sonlar bo‘lsin. Aniqlik uchun 
A>B deb olamiz. A>OB shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy C 
sonni tayinlab olamiz va ushbu F(x) = /(x)-Cx yordamchi 

funksiyani tuzamiz. F(x) funksiya ham j{x) funksiya kabi [a;b\ 
kesmada hosilaga ega: F\x) = f'(x) - C . Shu hosilaning [a;b] 

kesma uchlaridagi qiymatlarini hisoblaymiz:

F\a) = f\d)-C = A-C>  0;

F'(b) = f'(b )-C  = B-C <0.

Demak, F'(x) hosila [a;b] kesma uchlarida turli ishorali 

qiymatlar qabul qiladi. U holda yuqorida isbotlaganimizga ko‘ra 

kamida bitta c (a<c<b) nuqta topilib, F'(c) = 0, ya’ni 

f'(c ) - C = 0 bo‘ladi. Bundan f'(c) = C kelib chiqadi. Teorema 

isbot boidi.
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2-§. Aniqmasliklarni ochish. Lopital qoidalari

Tegishli fimksiyalaming hosilalari mavjud bo‘lganda —, —
0 oo

O-oo, oo-oo, l00, 0°, oo° ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochish 

masalasi yengillashadi. Odatda, hosilalardan foydalanib, aniqmas- 
liklami ochish Lopital qoidalari deb ataladi. Biz quyida Lopital 

qoidalarining bayoni bilan shug‘ullanamiz.

ifodalar limitlarining teng bo‘lish sharti quyidagi teoremada 
ifodalangan.

1-teorema. Agar

1) f(x) va g(x) funksiyalar (a-S;a)u(a;a+S), bu yerda <5>Q, 
to‘plamda differensiallanuvchi va shu to‘plamdan olingan 

ixtiyoriy X  uchun g(x)*0, g ’(x)¿0;

2) lim / (je) = limg(x) = 0 ;
X—>Ü X—У(1

3) hosilalar nisbatining limiti (chekli yoki cheksiz)

vag(x)^ü bo'lsa, ----- itoda — ko'nnishdagi amqmaslik deyilar
g(x) 0

edi. Ko‘pincha x-xi da ----- ifodaning limitini topishga
g(x)

f '(x )
qaraganda ----- ifodaning limitini topish oson boiadi. Bu

g'(x)

JT-W, g'(jf)

f  (.x)
maviud bo‘lsa. u holda fimksivalar nisbatinine limiti lim---

g(x) x->a g\x)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.



Isboti. Har ikkala funksiyani x=a nuqtada f(a)=0, g(a)=0 deb 

aniqlasak, natijada ikkinchi shartga ko‘ra, \\mf(x)=0=f(a),
X—»Ü

lim g(x)=0=g(a) tengliklar o'rinli bo'YCo, f(x) va g(x) fimksiyalar
X —* a

x=a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
Avval x>a holni qaraymiz. Berilgan f(x) va g(x) funksiyalar 

[a;x], bu yerda x<a+S, kesmada Koshi teoremasining shartlarini 

qanoatlantiradi. Shuning uchun a bilan x orasida shunday с nuqta

topiladiki, ushbu ^ __ /  (c) tenglik o‘rinli bo‘ladi. 
g(x)-g(a) g '(c)

f(a)=g(a)=0 ekanligini e’tiborga olsak, so‘nggi tenglikdan 

g(x) g ’(c)

bo‘lishi kelib chiqadi. Ravshanki, a<c<x bo‘lganligi sababli, x —m  

bo‘lganda c-м bo‘ladi. Teoremaning 3-sharti va (2) tenglikdan

lim = lim ~ ~x~ =A kelib chiqadi. 
g(x) x̂ a g'(x)

Shunga o‘xshash, x<a holni ham qaraladi. Teorema isbot 
bo‘ldi.

ln(jc2 — 3) 

x~*̂  x^ + 3x — IO 

Yechish. Bu holda f(x) = ln(x2 - 3), g(x) = x2 + 3x -10 

bo‘lib, ular uchun 1-teoremaning barcha shartlari bajariladi. 
Haqiqatan ham,

Misol. Ushbu lim—5 ^  limitni hisoblang.

1) lim f(x) = limln(x -3) = ln l -0,
лг-»2 x -> 2

lim g(x) = lim(x2 + Зх ~ 10) = 0 ;
x - > 2  jc- > 2



ln(jc2 — З) 4
Demak, 1-teoremagabinoan lim— .

*^x 2+3x-\0 7
1-eslatma. Shuni ta’kidlash kerakki, berilgan funksiyalar 

nisbatining limiti 3)-shart bajarilmasa ham mavjud bo‘lishi 
mumkin, ya’ni 3)-shart yetarli boiib, zaruriy emas.

Masalan, / (x) = x2 cos—, g(x) = x funksiyalar (0; 1 ] da 1 )-,
X

f (  )  1

2)-shartlarni qanoatlantiradi va lim - - - = lim(xsin —) = 0, lekin
g(x) x~*° x

f'(x) 1 1
lim - - - = lim(2x cos — + sin -) mavjud emas, chunki 

g ’(x) x x

xn = —— > 0 n->oo da 
jtn

1 1 2(-l)"+I 
lim (2jc cos — + sin —) = lim(——-—  + sin nri) - 0,

X X "-»* nn

x ---- 1— --- » 0 n -*эо da esa, lim(2x cos — + sin —) =
1 ч X  X

к(2 « + -)

= lim(----—— • cos{2nn + —) + sin(2;r« + —)) = 1.
oo 1 2  2

n(2 n + ~)

2-teorema. Agar [c;+oo) nurda aniqlangan f(x) va g(x) firnksi- 

yalar berilgan boiib,

1) (c;+oo) da chekli f ’(x) va g ’(x) hosilalar mavjud va

g ’(x)*0.
2) lim / (x) = 0, lim g(x) = 0 ;
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fXx)
3) hosilalar nisbatining limiti lim ■■ ■ (chekli yoki cheksiz)

*-»+* g'(x)

mavjud bo‘lsa, u holda funksiyalar nisbatining limiti lim
X —H-ao

mavjud va

/(* )

gix)

,w g 'W
(3)

g(*)
tenglik o‘rinli boiadi.

Isboti. Umumiylikni saqlagan holda, teoremadagi с sonni

musbat deb olish mumkin. Quyidagi x = - formula yordamida x

o‘zgaruvchini t o‘zgaruvchiga almashtiramiz. U holda x - » + o o  da 

t->0 bo‘ladi. Natijada f(x) va g(x) funksiyalar t o‘zgaruvchining

/ (- )  va gj-  funksiyalari bo‘lib, ular (0,-] da aniqlangan.
W  W  с

Teoremadagi (2) shartga asosan

Й ^ б г 0, ,'iSîg(7 j=0bo‘ladi-

Ushbu, f / i i ) ]  - ( / * '

g
1

intervalda f't

' x¡ =-g
1

munosabatlardan
( O  
0;- 

V  c )

g,
J

hosilalaming mavjudligi kelib chiqadi.

So‘ngra teoremaning 3)-shartiga ko‘ra

. .  П  4

f,
lim-

S, 7

= lim-
i->+0

~ fr

- 8 Г
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Demak, f\ va g funksiyalarga 1 -tcoremani qo'llash

nx ) /G)
mumkin. Bunda lim -■ - lim —7 -- e’tiborga olsak, (3)

X -+ H O  g f X \  f-*+0 [ 1 ]

‘tfj
tenglikning o‘rinliligi kelib chiqadi. Teorema isbot bo‘ldi.

2.2. — ko‘rinishdagi aniqmaslik. Agar *->oo da f(x)-+°o,
00

f ( y \  (3Q
g(x)—>cc boisa, ifoda — ko'rinishidagi aniqmaslik deyilar

g(x) 00
edi. Endi bunday aniqmaslikni ochishda ham f(x) va g(x) 
funksiyalaming hosilalaridan foydalanish mumkinligini 
ko'rsatadigan teoremani keltiramiz.

3-teorema. Agar

1) f(x) va g(x) funksiyalar (a;00) nurda differensiallanuvcht

hamdag
2 ) lim f(x ) = limg(x) = 00,

3) lim — —  mavjud bo‘lsa,
*-*«> g'(x)

uholda lim ̂ ^X- mavjud va lim ---- =lim — bo‘iadi. 
g(x) *-*xg(x) xwg'(x)

f'(x)
Isboti. Teorema shartiga ko‘ra lim -. mavjud Aytaytik,

*-*°gXx)
f'(x)

lim - - -■ =u bo‘lsin. U holda V£>0 sonni olsak ham shunday
x g\x)

N>0 son topilib, x>N bo‘lganda
S  f'(x ) £

2  g \ x )  2  
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tengsizliklar bajariladi. Umumiylikni cheklamagan holda N>a deb 

olishimiz mnmkin. U holda x>N tengsizlikdan xe(a;oo) kelib 
chiqadi.

Aytaylik, x>N boisin. U holda [TV/je] kesmada f(x) va g(x) 
fimksiyalarga Koshi teoremasi qoilanib, quyidagiga ega boia- 
miz:

f(x )- f(N ) f\c) ,
- J-L2- j 5U yerda N<c<x.

g(x)-g(N) g\c)

Endi c>jY boiganligi sababli x=c da (3) tengsizliklar o‘rinli:

bundan esa

s f\ñ) £ 
fj. —  < ■ - -■ < u + -,

2 g'(ñ) *  2

£ f(x)~ f  (N) s
n ---J  v. <  U  +  -

2 g(x)-g(N) *  2

tengsizliklarga ega boiaraiz.

Teorema shartiga ko‘ra lim f(x) = qo, lim g(x) = oo, f(N) va
x —>cc x —>oo

g(N) lar esa chekli sonlar. Shu sababli x ning yetarlicha katta

qiymatlarida — — —— — kasr kasrdan istalgancha kam
g(x)-g(N) g(x)

farq qiladi. U holda shunday M  soni topilib, x>M larda

H-e<~ \ <^+£ (4)
g(x)

tengsizlik o‘rinli boiadi.

Shunday qilib, ixtiyoriy £>0 son uchun shunday M  soni 

mavjudki, barcha x>M larda (4) tenglik o‘rinli boiadi, bu esa 

f  00
lim--- =//ekanligini anglatadi. Teorema isbot boidi.
X-K0 g(x)

Yuqorida isbotlangan teorema x—>a (a-son) holda ham o‘rinli.

Buni isbotlash uchun t=—-— almashtirishni bajarish yetarli.
x — a
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lmt
Misol. Ushbu lim -- limitni hisoblang.

Jt—H-QO

Yechish. f(x)=lnx, g(x)=x funksiyalar uchun 3-teorema

shartlarini tekshiramiz: 1) bu funksiyalar (0,+oo) da
differensiallanuvchi; 2) f ’(x)~l/x g ’(x)=1; 3)

f'(x) Mx
lim ■ = lim -- =0, ya’ni mavjud. Demak, izlanayotgan

x —>+cc g \ x )  X—H^c J

Inx
limit ham mavjud va lim -- =0 tenglik o‘rinli.

2.3. Boshqa ko‘rinishdagi aniqmasliklar.

Maiumki, lim /(x) = 0, lim /(* ) = °o boiganda, f(x) g(x)
x -* a  x -> a

ifoda 0-oo ko‘rinishidagi aniqmaslik bo‘lib, uning quyidagi

g00 №

kabi yozish orqali — yoki — ko‘rinishidagi aniqmaslikka
0 oo

keltirish mumkin. Shuningdek, lim / (x) =  -k » ,  limg(jc) =  -h x >,
x-+a x—*a

boiganda, f(x)-g(x) ifoda oo-oo ko‘rinishidagi aniqmaslik boiib, 

uni ham quyidacha shakl almashtirib,

_1______

/ w - « w

fix ) g(x)

^  koiinishdagi aniqmaslikka keltirish mumkin.

Maiumki, x—xx da f(x) funksiya 1, 0 va co ga, g(x) 

funksiya esa mos ravshda oo, 0 va 0 ga intilganda (f(x))s<x> 

darajali-ko‘rsatkichli ifoda l 00, 0°, oo° ko‘rinishidagi 
aniqmasliklar edi. Bu ko‘rinishdagi aniqmasliklami ochish uchun
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awal y=(f(x)fM ni logarifmlaymiz: Iny- g(x)-ln(f(x)). Bunda 

x—>a da g(x)ln(f(x)) ifoda 0-oo ko‘rinishdagi aniqmaslikni 
ifodalaydi.

Shunday qilib, funksiya hosilalari yordamida O-oo, oo-oo, Io0,

0°, 00° ko'rinishdagi aniqmasliklami ochishda, ularni — yoki —
0  00

ko‘rinishidagi aniqmaslikka keltirib, so‘ng yuqoridagi teoremalar 
qoilaniladi.

2-eslatma. Agar f(x) va g(x) funksiyalaming f'(x) va g'(x) 
hosilalari ham f(x) va g(x) lar singari yuqorida keltirilgan teore- 
malaming barcha shartlarini qanoatlantirsa, u holda

lim ¿M  = iim/ M  = iim£ W
x~*a g(x) x̂ a g '(*) i_+fl g "(■*) 

tengliklar o‘rinli bo‘ladi, ya’ni bu holda Lopital qoidasini takror 

qo‘llash mumkin bo‘ladi.

Misol. Ushbu limf ] limitni hisoblang.
X )

I

Yechish. Ravshanki, jc—>0 da ] ifoda 100 ko‘rinishdagi
V X )

aniqmaslik bo'ladi. Uni logarifmlab, jj- aniqmaslikni ochishga 

keltiramiz:



Demak, lim í— V = e3 = \[ê.
*->°v * J

3-§. Teylor formulas!
Teylor formulasi matematik analizning eng muhim formula- 

laridan bin bo‘lib, ko‘plab nazariy tatbiqlarga ega. U taqribiy 
hisobning negizini tashkil qiladi.

3.1. Teylor ko‘phadi. Peano ko‘rinishdagi qoldiq hadli 
Teylor formulasi. Ma’lumki, funksiyaning qiymatlarini hisoblash 

ma’nosida ko‘phadlar eng sodda fimksiyalar hisoblanadi. Shu 
sababli funksiyaning xo nuqtadagi qiymatini hisoblash uchun uni 
shu nuqta atrofida ko‘phad bilan almashtirish muammosi paydo 
boiadi.

Nuqtada differensiallanuvchi funksiya ta’rifiga ko‘ra, agar 
y=f(x) funksiya xq nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda 

uning shu nuqtadagi orttirmasini Af(xo)-f’(xo)Ax+o(Ax), ya’ni

f(x) =f(xo)+f’(xo)(x-xo) +o(x-x0) 
ko‘rinishda yozish mumkin.

Boshqacha aytganda xo nuqtada differensiallanuvchi y=f(x) 
funksiya uchun birinchi darajali

Pi(x)=f(xo)+b¡(x-xo) (1)

ko‘phad mavjud bo‘lib, x->xo da f(x)=Pi(x)+o(x-xo) bo‘ladi. 
Shuningdek, bu ko‘phad P¡(xo)=f(xo), Pi ’(xo)=b=f'(xn) shartlarni 
ham qanoatlantiradi.

Endi umumiyroq masalani ko‘rib chiqaylik. Agar x=xo 
nuqtaning biror atrofida aniqlangan y=f(x) funksiya shu nuqtada 

f ’(x),f”(x), ...,fn)(x) hosilalarga ega bo‘Isa, u holda

f(x)=P„(x)+ o((x-x0)") (2)
shartni qanoatlantiradigan darajasi n dan katta bo‘lmagan P„(x) 
ko‘phad mavjudmi?

Bunday ko‘phadni

P„(x)=bo+bi(x-xo)+b2(x-xo/ + ... +bn(x-xo)n, (3)
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ko‘rinishda izlaymiz. Noma’lum boigan bo, b¡, b2, b„ 
koeffitsientlami topishda

P„(xo)=f(xo), P„ ’(xo)=f (x0), P„ ’ ’(Xo)=f ’(■Xo), -, 
Pn(n)(xoHn)(xo) (4)

shartlardan foydalanamiz. Awal P„(x) ko‘phadning hosilalarini 

topamiz:

P„ ’(x)=b i+2b2(x-X()+3bi(x-xof +... +nb„(x-xo)n'1, 

P„”(x)=2-lb2+3-2b3(x-x0)+ ... +n-(n-l)b„(x-xo)"~2, 

P»’”(x)=3-2-lb3+... +n-(n-l)-(n-2)bn(x-x0)n~3,

Рнм(х)=п-(п-1)-(п-2),..-2-1Ъ,,
Yuqorida olingan tengliklar va (3) tenglikning har ikkala 

tomoniga X o‘miga xo ni qo‘yib, barcha bo, b¡, Ьг, ..., b„ koef- 
fitsientlar qiymatlarini topamiz:

P»(xo)=f(xo)=bo,
Pn’(x0)= f(x0)=b,,

Pn”(xo)=f’(xo)=2-lb2=2!b2,

P„M(xo)=fn>(xo)=n -(n-l) ,.,2  -lbn=n!bn

Bulardan b0=f(x0), b¡=f’(x0), b2=-~f”(x0), . . ., bn= —J n)(x0)
21 n\

hosil qilamiz. Topilgan natijalami (3) qo‘yamiz va

P„ (x)=f(xfl) +/ ’(xo) (x-xo) + ~ f”(xo)(x-xof+ ... +—J n)(xo)(x-x0)n,
2 ! и !

(5)
ko‘rinishda ko‘phadni hosil qilamiz. Bu ko‘phad Teylor ко ‘phadi 
deb ataladi.

Teylor ко‘phadi (2) shartni qanoatlantirishini isbotlaymiz. 
Funksiya va Teylor ko‘phadi ayirmasini R„(x) orqali belgilaymiz:

R„(x)=f(x)-Pn(x). (4) shartlardan Rn(x0)=Rn’(x())=..= R jn)(xo)=0 
bo'lishi kelib chiqadi.
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Endi Rn(x)=o((x-xo)"), ya’ni lim — ---- =0 ekanligini

R fjt)
ko‘rsatamiz. Agar x-+x0 bo‘lsa, lim — ----  ifodaning 0/0

^ 0  (x-x0)"

ko‘rinishdagi aniqmaslik ekanligini ko‘rish qiyin emas. Unga 
Lopital qoidasini n marta tatbiq qilamiz. U holda

R(x) R'(x) R„(n-'\x)
lim — n- ^ — = lim ---" ■= hm -- — =

0 (x-x„y x~>x° n(x-x0)" x-**o n\{x-x())

R M(x\ R ^(x  }
= lim —--- =—--- — =0, demak, x->xo da R„(x)=o((x-xo)n)

x̂ xd n\ n\
o‘rinli ekan.

Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi:
Teorema. Agar y=f(x) fiinksiya xq nuqtaning biror atrofida n

marta differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda x—*xo da quyidagi

formula

f(x j =f(x0)  +f'(X(,)(x-x,i) + —- f  ’(xo)(x-xfí) 2+... +  —J " 1 (xn)(x-x(f  +o((x-x„)n)  (6)
2! «!

o‘rinli bo‘ladi.
Bu yerda R„(x)=o((x-xo/’) Peano ko'rirtishidagi qoldiq had 

deyiladi.
Agar (6) formulada x<r=0 deb olsak, Teylor formulasining 

xususiy holi hosil bo‘ladi:

f(x)=f(0)+f(0)x+ ±-f(0)x2+... +-/'>(0)xn+o(xn). (7)
2! ni

Bu formula Makloren formulasi deb ataladi.

3.2. Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishdagi qoldiq 
hadi. Teylor formulasi R„(x) qoldiq hadi yozilishining turli ko‘ri- 

nishlari mavjud. Biz uning Lagranj ko‘rinishi bilan tanishamiz.

Ko‘rib chiqilayotgan f(x) funksiya xq nuqta atrofida n+1- 
tartibli hosilaga ega bo'lsin deb talab qilamiz va g(x)=(x-xo)n+l 
funksiyani kiritamiz. Ravshanki,

R (x)
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g(xo)=g’(xo)=... = g(n>(xo)=0; g(n+l)(xo)^(n+l)!*0.
Ushbu R„(x)=f(x)-P„(x) va g(x)=(x-xo)n+I fimksiyalarga Koshi 

teoremasini tatbiq qilamiz. Bunda R„(xq)= R„ ’(xq)=...=  Rn<n>(xo)=0 
e’tiborga olib, quyidagini topamiz:

R,,{x) _R„(x)-Rn(x0) /гДс,)/?Дс,)-Д„ K ) _ *„ "(c2) 

g(x) £(x)-g(x0) g(c,) g\c,)-g\xQ) g"(^)

KM(C„) Rnin\x)-Rn0,)(xo) Rj"+"(4)

8(n\c„) ^ W - ^ - ’Cxo) g("+l,(<f) ’ 

bu yerda c¡ e(x0;x); c2e(x0;c i);... ; cn e(x0;cn.i); E,e(x0;cn)c:(xo;x).

R (x} R *”+l *ß: 1 
Shunday qilib, biz ——  = —-—  ekanligini ko‘rsatdik, 

gix) g(Я+1Ш

bu yerda ^e(x0;x). Endi g(x)=(x-x0)"+I, g(n+1)(Ç}=(n+l)!,

Rn(n+1>($= f"+l>($  ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi formulaga
ega bo‘lamiz:

fi.n+1) / еч

Rn(x)=--- —  (x-x0)n+l, Çe(x0;x). (8)
(n +1) !

Bu (8) formulani Teylor formulasining Lagranj ko ‘rinishidagi 
qoldiq hadi deb ataladi.

Lagranj ko‘rinishdagi qoldiq hadni

Г  (9)

(и +1) !

ko‘rinishda ham yozish mumkin, bu yerda Æbirdan kichik bo‘lgan 

musbat son, ya’ni 0<#<1.

Shunday qilib, f(x) fimksiyaning Lagranj ко‘rinishidagi qoldiq 

hadli Teylor formulasi quyidagi shaklda yoziladi:

m =f(Xü) +f<xo>(x-xi,) + jf'(xM x-x0f  + ...

+ —.f'"(xo)(x-xe)" + —-- (x - дг„ )" ', bu yerda ¡e(xa;x).
n ! (л + 1)!
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Agar X()=0 bo‘Isa, u holda <g=x0+9(x-x0)=Ox, bu yerda 0<6*< 1, 
bo‘lishi ravshan, shu sababli Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli 
Makloren formulasi

f(x)‘ f(0 )+ f(0 )x +  i/ r o V +
21 nl (« + 1)!

(10)
shaklida yoziladi.

3.3. Teylor formulasining Koshi ko‘rinishidagi qoldiq 
hadi. Teylor formulasi qoldiq hadining boshqa ko‘rinishlariga 

misol tariqasida Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadni keltirish 
mumkin. Buning uchun

<*o= / « - / « ) - /  x»x* - o  -... -
nl

yordamchi funksiyani tuzib olamiz va [xo;x] segmentda 
uzluksiz, (xo;x) intervalda esa noldan farqli chekli hosilaga ega 

boigan biror y/(t) funksiyani olib, bu fimksiyalarga Koshi 
teoremasini qo‘llasak,

c « U ;* )  <10
y/ (c) nl

ko‘rinishdagi qoldiq hadni chiqarish mumkin.

Agar (11) formulada y/(t) funksiya sifatida y/(t)=x-t funksiya 
olinsa, natijada Koshi shaklidagi qoldiq hadni hosil qilamiz:

Rn{x) = ¿--- —  (1 - 9)n (x - xQ )n+1, c = x0+0(x-x0), O<0<1
n\

4-§. Ba’zi bir elementar funksiyalar uchun 
Makloren formulasi

4.1. d1 funksiya uchun Makloren formulasi. f(x)-e funksi- 

yaning (-oo;+oo) oraliqda barcha tartibli hosilalari mavjud:

/ k)(x)-ex, k=l, 2, n+1. Bundanx=0 da f k>(0)=l, k=l, 2 , n; 

f ’+I>(Qx)=ea< va f(0)=1 hosil bo‘ladi. Olingan natijalami 3-§ 

dagi (10) formulaga qo‘yamiz:
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, , * *2 *" x"+1e =  1 H------h —  +  ... +  —  + ---------- e (1)
1! 2! n\ (я + 1)!

bu yerda O<0<1 formulaga ega bo‘lamiz.

23-rasmda f(x) = ex funksiya va Рз(х) ko'phad fimksiyaning

grafiklari keltirilgan.
Agar x=l boisa,

, 1 1 1 e 0
e — 1н-- 1---(■... h---(-----  (2)

1! 2! n\ (л + 1)!

formulani hosil qilamiz. Bu formula yordamida e sonining 
irratsionalligini isbot qilish mumkin.

Haqiqatan ham, faraz qilaylik, e = — - ratsional son boisin.
Я

Bunda e>l boiganligi uchun p>q boiadi. (2) da e = — desak,
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i

\0
p — 
q

Bu tenglikning ikkala tomonini n! ga ko‘paytirsak, quyidagi 
tenglikni hosil qilamiz:

1 1  \ f 
P n\-(2n\+— nl+-n\+... + l)~ lP (3)
q 2! 3! n + l\q

Bu yerda n sonni r dan katta deb olishimiz mumkin. U holda 

0< 1 ,p>q bo ‘ lganligi uchun

0  < - * - [ £ ] ' < _ L £ s - £ - < i  (4 )
n + \\q) n + \ q n +1

boiadi. Shuningdek, ri>p>q boiganligi uchun — n! - butun
9

son,chunkin' daq gatengboiganko‘paytuvchiuchraydi. 

Aniqki,

2n!+ — -n!+ —•«!+...+ 1 
2! 3!

ko‘rinishdagi yig'indi ham butun son boiadi. Demak, ri>p uchun
(3) tenglikning chap tomoni musbat butun son, o‘ng tomoni esa
(4) ga ko‘ra birdan kichik musbat son boiadi. Bu kelib chiqqan 
ziddiyat e sonining ratsional son deb faraz qilishimizning noto‘g‘- 
ri ekanligini ko‘rsatadi. Shuning uchun e - irratsional son boiadi.

2. Sinus funksiya uchun Makloren formulasi. f(x)=sinx 
funksiyaning istalgan tartibli hosilasi mavjud va n-tartibli hosila

Y17Z
uchun quyidagi formula o‘rinli edi (I.8-§): f in>(x) = sin(x + — ). 

x=0 da X0)=0 va

nn (0, agar n = 2k,

[(-1)*» a§ar n = 
Shuning uchun 3-§ dagi (10) formulaga ko‘ra

/ (n)(0) = sin- . .
2 I (—1) , agar n = 2k + l
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2/t+l J l k +Ъ

sinx = JC---+ ... + (-1)" —---- + -
3! (2Jt + l)! (2* + 3)!

(5) ko‘rinishdagi yoyilmaga ega bo‘lamiz.

sin(#x: +
2k+ 3

n), 0 < 0 < 1

24-rasm.
24-rasmda f(x)=sinx, Рз(х), P¡(x) fimksiyalaming grafíklari 

keltirilgan.
4.3. Kosinus funksiya uchun Makloren formulasi. Ma’- 

lumki, f(x)=cosx fimksiyaning /i-tartibli hosilasi uchun

f in)(x) = cos(x + — ) formulaga egamiz (I.8-§). x=0 da Д0)=1
nn

va / (л) (0) = cos —  =
nn Í0, agar n = 2k + \,

2 [(—1)*, agar n = 2k 

Demak, cosx funksiya uchun quyidagi formula o‘rinli:

v 2 4 6 2* 2k+2
1 Л  À  A  > — x i* A* A

---+------ I-... + (-1)---1------
2! 4! 6! 2k\ (2k + 2)\

cos(0x + kn), 0<в<\

(6)
25-rasmda f(x)=cosx, P f̂x), P4(x) fimksiyalaming grafiklari 

keltirilgan.
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25-rasm.

4.4. f(x)=(l+x)^ (/teR ) funksiya uchun Makloren formu- 
lasi. Bu funksiya (-1 ; 1 ) intervalda aniqlangan va cheksiz marta 
differensiallanuvchi. Uni Makloren formulasiga yoyish uchun 

f(x)=(I+x)M funksiyadan ketma-ket hosilalar olamiz:

/  '(*) = JU( 1 + * r 1, /  ”(x) = - 1)(1 + Xy - 2,

f m(x) = M(ju-i)(ju-2Xl + xy-3,...,

f n) (x) = ju(ju -1  )...(// - n  + 1)(1 + x y -n. (7)
Aniqki, f(0)= l, / n>(0)=ju(ju-l)...(jj-n+l). Shuning uchun 

f(x)=(l+x)M fimksiyaning Makloren formulasi quyidagicha yozi- 

ladi:

( i « r = i +^ +^ ^ ^ +...+^ b k z ^ , -  +
V ’ И 2! n\

+ m {m ~ 3 я )  ( 1  +  Qxy - n - \ X^ x  ( Q c ^ )  ( 8 )

(и + 1)!

4.5. f(x)=ln(l+x) funksiya uchun Makloren formulasi. Bu

fimksiyaning (-1 ;») intervalda aniqlangan va istalgan tartibli 

hosilasi mavjud. Haqiqatan ham, /  '(x) = (ln(l + *))' = (1 + x)-1 

funksiyasiga (7) formulani qo‘llab, unda ju=-l deb n ni n-l
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bilan almashtirsak, f tn)(x) - —̂ ——— fonnulani hosil
'  (l + x)"

qilamiz.

Ravshanki, f(0)=0, f n)(0)=(-\)n'1 (n-\)\ Shuni e’tiborga olib, 

berilgan funksiyaning Makloren formulasini yozamiz:
J2  3 „ 4  h /  1чл -.я+1

i n  \ X X X x" (-1)" x‘ п а л  
ln(l + x) = x---+----- + ... + (-1) — + -—----------, 0<Û<1

2 3 4 n (n +1) (1 + $x)

(9)
Yuqorida keltirilgan asosiy elementar fiinksiyalaming Mak­

loren formulalari boshqa fimksiyalami Teylor formulasiga 
yoyishda foydalaniladi. Shunga doir misollar ko‘rib chiqamiz.

1-misol. Ushbu f(x)=e3x fimksiya uchun Makloren formula­
sini yozing.

Yechish. Bu funksiyaning Makloren formulasini yozish uchun 
f(0), f ’(0),...,/"}(0) lami topib, 3-§ dagi (10) formuladan 
foydalanish mumkin edi. Lekin f(x)=ex funksiyaning 
yoyilmasidan foydalanish ham mumkin. Buning uchun (1) 
formuladagi x ni —Зл: ga almashtiramiz, natijada

_îx , 3x 9x2 . 1V, 3" x” (-3x)"M _3fo л л ,
e =\---+---- - + (-1) --- + -----— e , 0<в<\,

1! 2! n\ (и + 1)!

formulaga ega boiamiz.

2-misol. Ushbu f(x) =lnx fiinksiyani xo= 1 nuqta atrofida 
Teylor formulasini yozing.

Yechish. Berilgan fiinksiyani Teylor formulasiga yoyish 

uchun f(x)=ln(l +x) fimksiya uchun olingan (9) asosiy yoyilmadan 
foydalanamiz. Unda x ni x-l ga almashtiramiz, natijada

Inx=ln((x-\)+l) va lnx=

2 ' ' и (n + [) (l + tfOc-l))"*1 ’

0< в <1 formulaga ega boiamiz. Bu formula x-1 >-1 boiganda, 
ya’ni x>0 larda o‘rinli.
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4.6. Teylor formulasi yordamida taqribiy hisoblash. Mak- 
loren formulasi Lagranj ko‘rinishdagi qoldiq hadini baholash 
masalasini qaraylik.

Faraz qilaylik, shunday o‘zgarmas M son mavjud boisinki, 
argument x ning xg=Q nuqta atrofidagi barcha qiymatlarida hamda 

n ning barcha qiymatlarida \fn)(x)\<M tengsizlik o‘rinli boisin. 
U holda

I W M
(« + 1)! (n + 1)!

tengsizlik o‘rinli boiadi. Argument x ning tayin qiymatida

I x lB+1
lim -—!— =0 tenglik o‘rinli, demak, n ning yetarlicha katta
n-»co (« + i)!

qiymatlarida R„(x) yetarlicha kichik boiar ekan.

Shunday qilib, xo=0 nuqta atrofída f(x) funksiyani

f(0)+f(0)x+ ± .f(0)x2+... + - f> (0y  
2! n\

ko‘phad bilan almashtirish mumkin. Natijada funksiyaning x
nuqtadagi qiymati uchun

f(x)*f(0)+f(0)x+ ^ f ”(0)x2+ ... + - Jn)(0)xn 
2! ni

taqribiy formula kelib chiqadi. Bu formula yordamida bajarilgan
taqribiy hisoblashdagi xatolik \R„(x)\ ga teng boiadi.

1-misol. e01 ni 0,001 aniqlikda hisoblang.
Yechish. ex funksiyaning Makloren formulasidan foydala-

namiz. (1) formulada x=0,l deb olsak, u holda

1! 2! n\
masala shartiga ko‘ra xatolik 0,001 dan katta boimasligi kerak, 

demak
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R„(x)= —----e°'w <0,001 tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan
(« + 1)!

birinchi n ni topish yetarli. e0 ,e <2 ekanligini e’tiborga olsak, 

so‘nggi tengsizlikni quyidagicha yozib olish mumkin:

-- ^ --- <0,001.
10 (« + 1)!

Endi «=1, 2, 3, ... qiymatlami so‘nggi tengsizlikka qo‘yib 
tekshiramiz va bu tengsizlik n=3 dan boshlab bajarilishini 
topamiz. Shunday qilib, 0,001 aniqlikda

e‘> *1 + M  + M  + M 51 = 1j055.
1! 2! 3!

Xususiy holda, «=1 bo‘lganda

f(x) xf(xo)+f’(xo) (x-xo) taqribiy hisoblash formulasi

f "(£)
R2(x)=——— (x-xq)2, xo<4<* aniqlikda o‘rinli bo‘ladi.

2-misol. Differensial yordamida radiusi r=l,01 bo‘lgan doira 
yuzini toping. Hisoblash xatoligini baholang.

Yechish. Doira yuzi S=m^ ga teng. Bunda r0=\, Ar=0,01 deb 
olamiz va S-S(r) funksiya orttirmasini uning differensiali bilan 
almashtiramiz:

S(r) «S(r0)+dS(ro)= S(r0)+ S’(r0)Ar.
Natijada

S(l,01) *S(l)+ dS(l)= S(l)+ S’(1)0,01=k-12+2x-0,01=1,02k 
hosil bo‘ladi.

Bunda hisoblash xatoligi 

S ”(¿)
R2(r)= ■ -- -(r-r0)2, ro<E<r dan katta emas. S”(r)=2K\a r

2 71
ga bog‘liq emas, shu sababli R2(r)=— -0,012=0,0001 k Demak,

hisoblash xatoligi 0,000314 dan katta emas.

3-misol. Ushbu f(x)=ex~x fimksiyaning x=0,03 nuqtadagi 
qiymatini differensial yordamida hisoblang. Xatolikni baholang.

0 l',+1
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Yechish. Taqribiy hisoblash formulasi f(x)*f(xo) +f’(xo)(x-xo) 
da X(f= 0, x=0,03 qiymatlami qo‘ysak, f(0,03)&f(0)+f’(0)0,03 
bo‘lib, xatolik

.0,032, 0<£<O,O3 bo‘ladi.
2 ! 2 !

Berilgan funksiya hosilalarini va nuqtadagi qiymatlarini hi- 

soblaymiz:, f ’(x)=(2x-l)ex , bundan f(0)=-l, f ”(x)=2ex ~x + 

+(2x-l)2e = ex~x (4x2-4x+3), bundan f ”(E)<3. Olingan natija-

Iardan foydalanib, f(0,03)»l+(-l)-0,03=0,97 va ^2<Y\

■0,032=0,0017 ekanligini topamiz.
Teylor formulasi funksiyalami ekstremumga tekshirishda, 

qatorlar nazariyasida, integrallami hisoblashlarda ham keng 
tatbiqqa ega.

VII bobga doir test savollari
I.

1. f(x) funksiya [a, ¿] kesmada aniqlangan.
2. f(x) funksiya {a;b) da differensiallanuvchi.

3 ¿ 0 ± = m , fXcy
b — a

4. с nuqtada chekli f ’(c) hosila mavjud.
5. g(x) funksiya [a;b\ kesmada aniqlangan.
6. g(x) funksiya [a;b] da uzluksiz.

7. f(a)=f(b).
8. g(x) funksiya (a;b) da differensiallanuvchi.

9. g ’(x)?Q.
10. f(c)=0  bo‘ladigan kamida bitta с (a<c<b) nuqta mavjud.

11. (a;b) intervalda kamida bitta с nuqta mavjud boiib.

12. kamida bitta с (a<c<b) nuqta topilib,

m - m  f\c)

g{b)-g(a) g'(c)
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13. f(x) fiinksiya (a,b) oraliqning biror ichki с nuqtada eng 
katta (eng kichik) qiymatga erishadi.

14. f(c)=0  boiadi.
15. f(x) funksiya (a;b) oraliqda aniqlangan.

T/r Teorema Sharti Xulosasi
1.1. Ferma teoremasi 1 6 ,1 4 ,4 15
1.2. Roll teoremasi ? 7
1.3. Lagranj teoremasi ? 7
1.4. Koshi teoremasi ? 7

II.

2.1. Ferma teoremasi

2.3 ?
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I]II.

3.1. Ferma teoremasi Geometrik ma’nosi Urinma Ox o‘qqa 
parallel

3.2. Roll teoremasi Geometrik ma’nosi ?
3.3. Lagranj teoremasi Geometrik ma’nosi 7
3.4. Ferma teoremasi Fizik ma’nosi 7

3.5. Roll teoremasi Fizik ma’nosi Kamida bitta nuqtada 
tezlik 0 ga teng

3.6. Lagranj teoremasi Fizik ma’nosi ?

V. Teylor (Makloren) formulasi qoldiq hadi
T/r Funksiya Peano Lagranj Koshi

4.1. / w 0(x)
f in+'\ex) v„+1 

(« + 1)! 

o<e<i
«!
0<9<]

4.2. é ? ? ?
4.3. sinx ? 7 ?
4.4. cosx ? ? ?
4.5. ln(l+x) ? ? 7
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VIIIBOB. HOSILA YORDAMIDA FUNKSIYANI 
TEKSHIRISH

l-§. Hosila yordamída funksiyani monotonlikka tekshirish
1.1. Funksiyaning o‘zgarmasIik sharti
1 -teorema.f(x) funksiya (a, b) da differensiallanuvchi bo‘lsin. 

Shu intervalda f(x) funksiya o‘zgarmas bo‘lishi uchun f(x )=  0 
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi ravshan. Chunki funksiya o‘zgarmas bo‘lsa, 
barcha nuqtalarda f ’(x)=0 bo‘ladi.

Yetarliligi. Shartga ko‘ra f(x) funksiya (a,b) intervalda differ- 

rensiallanuvchi, ya’ni \/xe(a;b) uchun chekli f ’(x) hosila mavjud 

va f ’(x)=0. Endi x¡<x2 bo‘lgan \/x¡,X2 e(a;b) nuqtalami olaylik. 
Ko‘rib chiqilayotgan f(x) funksiya [x¡;x2\ kesmada Lagranj 
teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi. Demak, (x¡;x2) 
intervalga tegishli shunday c nuqta topilib,

f(x2)-f(xi)=f’(c)(x2-xi) (1) 

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema shartiga ko‘ra Vx e(a;b) uchun 
f ’(x)= 0, bundan f ’(c)= 0, va (1) tenglikdan f(x2)-f(x¡)= 0 ekanligi 
kelib chiqadi.

Shunday qilib, f(x) funksiyaning (a;b) intervalning istalgan 
ikkita nuqtasidagi qiymatlari o‘zaro teng. Demak, funksiya o‘z- 
garmas bo‘ladi.

Bundan integral hisobda muhim rol o‘ynaydigan quyidagi 
natija kelib chiqadi.

Natija. Agar f(x) va g(x) fimksiyalar (a, b) da chekli f ’(x) 
va g'(x) hosilalarga ega va f ’(x)=g’(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u 

holda f(x) bilan g(x) funksiyalar o‘zgarmas songa farq qiladi:

f(x)=g(x)+C, C=const.
Haqiqatan ham, shartga ko‘ra (f(x)-g(x)) ’=C ’=0. Bundan 1- 

teoremaga asosan f(x)-g(x)=C, ya’ni f(x)=g(x)+C tenglik o‘rinli 
ekanligi kelib chiqadi.

Misol. Funksiyaning o‘zgarmaslik shartidan foydalanib
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sin2x-^ (l-cos2x) formulaning o'rinli ekanligini isbotlang.

2 1Yechish. Quyidagi funksiyani ko‘rib chiqamiz: f(x)=sin x+ —

cos2x, bu funksiya (-co;+co) da aniqlangan, differensiallanuvchi va 
hosilasi aynan nolga teng: f ’(x) =2sinxcosx-sin2x=0. Funksiyaning 

o‘zgarmaslik shartiga ko‘ra

sin2x+ — cos2x-C 
2

o‘rinli. C ni aniqlash uchun x argumentga qiymat beramiz,

masalan, x=0 boisin. U holda O  — va sin2x+ — cos2x= — yoki
2 2 2

sin x=j_ (l-cos2x) boiadi.
2

1.2. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi. Biz bu yerda 

funksiya hosilasi yordamida funksiyaning monotonligini aniqlash 
mumkinligini ko‘rsatamiz.

2-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya (a;b) intervalda aniqlan­
gan va differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiya (a;b) intervalda 

kamaymaydigan (o‘smaydigan) bo‘lishi uchun f ’(x)> 0 (f’(x)< 0) 
tengsizlikning o‘rinli boiishi zarur va yetarli.

Isboti. Kamaymaydigan funksiya holatini ko‘ramiz. 
Zaruriyligi, f(x) funksiya (a;b) intervalda kamaymaydigan 

boisin. U holda \fxe(a;b) va Ax>Q uchun Ay=f(x+Ax)-f(x)> 0 

tengsizlik, Ax<0 uchun Ay-f(x+Ax)-f(x)< 0 tengsizlik o‘rinli

boiadi. Bundan esa —  >0 boiishi aniq. Teorema shartiga ko‘ra 
Ax

f(x) differensiallanuvchi, demak, —  nisbatning zlx-»0 da chekli
Ax

limiti mavjud, tengsizlikda limitga o‘tish haqidagi teoremaga

Ay
ko‘ra, bu limit nomanfiy boiadi, ya’ni lim — =f’(x)> 0.

A-̂° Ax
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Yetarliligi. \/xe(a;b) uchun f ’(x)> 0 boisin. Endi x¡<X2 

boigan Vx/, x2 e(a;b) nuqtalarai olaylik. Qaralayotgan f(x) 
funksiya [jci;x2¡ kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini 

qanoatlantiradi. Demak, {x¡;x2) intervalga tegishli shunday c nuqta 
topilib,

f(x2)-f(xi)=f(c)(x2-xi) (2)

tenglik o‘rinli boiadi. Teorema shartiga ko‘ra f ’(x)>0, bundan 

f ’(c)>0, va (2) tenglikdan f(x2)-f(x¡)>0, ya’ni f(x2)> f(x¡) ekanligi 
kelib chiqadi. Bu esa funksiyaning (a;b) intervalda kamay- 
maydigan funksiyaligini ko‘rsatadi.

0 ‘smaydigan funksiya holati ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.
Endi funksiyaning qat’iy monoton boiishining yetarli shartini 

isbotlaymiz.

3-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda differensial- 

lanuvchi va \/xe(a;b) uchun f  (x)>0 if(x)<0 ) boisa, u holda fix) 
funksiya (a,b) intervalda 
qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) 
boiadi.

Isboti. Aytaylik,

xi,x2e(a;b) va xj<x2 boisin.
Aniqki, [x¡;x2] kesmada f(x) 
funksiya Lagranj teoremasi­
ning barcha shartlarini qano­

atlantiradi. Bu teoremaga bi- 

noan shunday ce(x¡; x:) 
mavjudki,

f(x2)-f(xi) = f’(c) (x2-x¡) 
tenglik o‘rinli boiadi. Bu 

tenglik va f ’(c)>0 (f’(c)<0 ) 

ekanligidan f(x2)>f(xi)
(f(x2)< f(xi)) boiishi kelib chiqadi.

Bu f(x) funksiyaning qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) boiishini 
ifodalaydi.

26-rasm.
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Ushbu y=x3 funksiya (-1; 1) intervalda qat’iy o‘suvchi, lekin 
uning hosilasi x=0 nuqtada nolga teng bo‘ladi.

Shunga o‘xshash f(x)=x+cosx funksiya ham aniqlanish 
sohasida qat’iy o‘suvchi, ammo uning hosilasi f(x)-l-sinx

7V
cheksiz ko‘p nuqtalarda (x - — + Inn, n eZ )  nolga teng bo‘ladi

2
(26-rasm).

Bu misollar yuqoridagi teoremaning shartlari funksiyaning 

qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishi uchun faqat yetarli shart 

ekanligini ko‘rsatadi.
1-misol Ushbu f(x)=2x2-lnx funksiyaning monotonlik 

intervallarini toping.

Yechish. Funksiya (0;+oo) intervalda aniqlangan va hosilasi 

f'(x)=4x-l/x ga teng. Yuqoridagi yetarli shartga ko‘ra, agar 4x- 

l/x> 0 bo‘Isa, ya’ni x>l/2 bo‘lsa, o‘suvchi; agar 4x-l/x<0 bo‘lsa, 
ya’ni x<\/2 bo‘lsa, funksiya kamayuvchi bo‘ladi. Shunday qilib, 

funksiya (0; 1/2) intervalda kamayuvchi, (1/2 ;+qo) intervalda 

o‘suvchi bo‘ladi.

2-misol. Ushbu f(x) = — — ^ —- funksiyaning

monotonlik oraliqlarini toping.

Yechish. Bu funksiyaning aniqlanish sohasi (-oo;0)u(0;+co) 

dan iborat. Funksiyaning hosilasini topamiz:

r u ) =t‘ -l* ± 6-= ( ^ 3)(^-i)(j -.? ) bundan
x x

( - o o ; - 3 ] u ( 0 ; l ] v j [ 2 ; c o )  to‘plamda f(x)2Q, [-3;0)u[l;2] da esa 

f ’(x)< 0 bo‘lishini aniqlash qiyin emas.

Demak, berilgan f(x) funksiya (-oo;-3], (0;1] va [2;oo) 
oraliqlaming har birida o‘suvchi; [-3;0) va (1 ;2] oraliqlaming har 

birida kamayuvchi bo‘ladi.

3-misol. Agar 0<x<l bo‘lsa, x-x3/3<arctgx<x-x3/6 qo‘sh teng- 

sizlik o‘rinli bo‘lishini isbotlang.
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Yechish. Berilgan tengsizlikning o‘ng qismi arctgx<x-x3/6 
tengsizlikni isbotlaymiz. Chap qismi shunga o‘xshash isbotlanadi. 
f(x)=arctgx-x+x3/6 fimksiyani ko‘rib chiqamiz, uning hosilasi

f ’(x) = T—T 'l+^ =~ér~~T7 §a ten8- f(x)=arctgx-x+x3/6
1 "f* X a ¿^14” X j

funksiya sonlar o‘qida aniqlanagan va uzluksiz, demak, u [0;1] 

kesmada ham uzluksiz, (0;1) intervalda f ’(x)<0. Bundan esa f(x) 

funksiya [0;1] kesmada kamayuvchi boiib, 0<jc<1 shartni 

qanoatlantiruvchi x lar uchun f(x)<f(0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 

So‘nggi tengsizlikni -/(0)=0 ni e’tiborga olib, quyidagicha yozib 
olamiz:

J J

arctgx-x+x/6 <0 bundan arctgx<x-x /6.
Bu qo‘shtengsizlikda qatnashgan funksiya grafíklari 27- 

rasmda keltirilgan.
1.3. Funksiyaning nuqtada monotonlik sharti. Biz shu

paytgacha funksiyaning o‘sishi va kamayishi tushunchalarini biror 

oraliqqa nisbatan kiritdik va o‘rgandik. Ba’zi hollarda bu 
tushunchalami nuqtaga nisbatan qarash foydadan xoli emas.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda aniqlangan va 

xo e(a;b) boisin.

Ta ’rif. Agar xo nuqtaning shunday [xq-S; x o + S) atrofí topilib, 

x<xo boiganda f(x)<f(xo) (f(x)>f(xo)), x>xo boiganda esa 

f(x)>f(xo) (f(x)<f(xo)) boisa, u holda f(x) funksiya xo nuqtada
o ‘suvchi (kamayuvchi) deyiladi.

Endi xo nuqtada monotonlikning yetarli shartini keltiramiz.

4-teorema. f(x) funksiya x0e(a;b) nuqtada differensialla- 

nuvchi boisin. Agar f'(xo)>0 (f'(x 0)<0) boisa, u holda f(x) 

funksiya shu nuqtada o‘suvchi (kamayuvchi) boiadi.

Isboti. Shartga ko‘ra chekli f'(xo) mavjud va u noldan katta 

(kichik) boigani uchun ushbu

Ifr ,/(*> - /(* .) >0 (<0)
.X -  X„
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tengsizlik o‘rinli. Limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalaridan 

x0 nuqtaning shunday (jto-5; xo+S) atrofi topilib, bu atrofda

^ > 0  (<0)
x-x0

tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi. Demak, x<xo bo‘lganda 

f(x)<f(x0) (f(x)>f(xo)) tengsizlik, x>x0 bo‘lganda esa f(x)>f(x0) 
(f(x)<f(x0)) tengsizlik ham o‘rinli. Bu f(x) funksiyaning xa nuqtada 
o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini ifodalaydi. Teorema isbot 

bo‘ldi.
Funksiya hosilasi nolga teng bo‘ladigan nuqtalarda funksiya 

o‘sishi ham, kamayishi ham mumkin. Masalan, y=x3 funksiya 
hosilasi x=0 nuqtada nolga teng, lekin funksiya shu nuqtada 

o‘suvchi; y--x5 funksiya hosilasi ham x=0 nuqtada nolga teng,
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lekin bu fimksiya x=0 nuqtada kamayuvchi ekanligini ko‘rish 
qiyin emas.

Endi biror xo nuqtada o‘suvchi bo'lgan fimksiyaning shu 
nuqtaning atrofida o‘suvchi bo‘lishi shart emasligini ko‘rsatuvchi 
misol keltiramiz.

Ushbu f(x ) =
x + x s in —, agar „ , . ,

X fimksiya benlgan

0, agar X = 0

bo‘lsin. Bu fimksiya barcha nuqtalarda hosilaga ega. Haqiqatan 

ham, x&Q lar uchun

2 2
/  '(x) = 1 + 2x sin— 2 cos —, x=0 uchun esa

X X

2 • 2
JC + JCSUl — 9

/'(0 )= lim -------— = lim(l + xsin— )=1>0 bo‘ladi.
x->0 X  X

Demak, 4-teoremaga asosan berilgan fimksiya x=0 nuqtada 
o‘suvchi bo'ladi.

Endi quyidagi

X' X„= — -— , n=±\, ±2, ±3,...
ЯП я  + 2 яп

nuqtalarda hosilaning qiymatlarini hisoblaymiz:

Г
ЯП

. 2 sin un _
= 1 +------ 2cos2^« = -l,

яп

f  '(---—  | = 1 +---—  sin()r + 2nn) - 2 cos(?r + 2яп) = 1 - 2(-l) = 3.
V n + 2 яп ) л + 2 яп

Demak berilgan fimksiyaning hosilasi <£>0 soni qanday boimasin 

n ning yetarlicha katta qiymatlarida (-S; 8) atrofida ham musbat, 
ham manfiy qiymatlami qabul qiladi. Bundan f(x) fimksiyaning 

o‘zi x=0 nuqtada o‘suvchi boigani bilan bu nuqtaning (-S; 8) 
atrofida monoton emasligi kelib chiqadi.
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Yuqorida biz f(x)=*

2 - 2
x + x sin — , agar x*0 , 

f(x)=\ x
0, agar x = 0

fimksiya

hosilasi / '  (x)= ■
1 + 2.xsin —  2cos—, agar x*0 ,

X X

1, agar x = 0

ekanligini

ko'rdik.

Shu hosilani uzluksizlikka tekshiraylik. Agar x*0 bo‘Isa, 

/ '  (x) funksiyaning uzluksizligi ravshan. Agar x=0 bo‘lsa, u holda

lim / '  (x) mavjud emas, demak, hosila x=0 nuqtada uzilishga ega.

0 ‘quvchilarga quyidagi teoremani isbotlashni taklif qilamiz:
Teorema. Agar f(x) fimksiya xo nuqtada musbat hosilaga ega 

boisa, u holda xo nuqtaning shunday (xo-S;xo+S) atrofi mavjud 
bo‘lib, bunda f(x) fimksiya o‘suvchi bo‘ladi.

2-§. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi

2.1. Funksiyaning parametrik usulda berilishi. Aytaylik, t 
o‘zgaruvchining T qiymatlar to‘plamida

funksiyalar sistemasi berilgan va x = (p(t) funksiyaning qiymatlar 

to‘plami D bo‘lsin. Ushbu savolga javob izlaymiz: (1) sistema D 
to‘plamda y nix ning fimksiyasi sifatida aniqlaydimi? Har bir x ga 

unga mos t bo‘yicha y = y/(t) sonini mos qo‘ysak, bu moslik 

fimksiya boiadimi?
D to‘plamdan ixtiyoriy xo ni tayinlab,

tenglamani ko‘rib chiqamiz.
Bu tenglama T to‘plamda yechimga ega. Ammo (2) tenglamaning 
ildizi yagona bo'lmasligi ham mumkin. Aytaylik, bu tenglama T

(1)

x0 = <p(t) (2)
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to‘plamda bir nechta t01, (02, ...ildizlarga ega boisin. U holda 

yo\=¥{tm), y02 =y/(t01) , ... sonlar ichida bir-biriga teng 

boimaganlari mavjud boiishi mumkin, masalan _y01 ^ y02,

boisin. U holda yuqoridagi moslikka ko‘ra x=xo gajo sifatida voi 
ni ham y$i ni ham mos qo‘yish mumkin. Shu sababli (1) 
fimksiyalar sistemasi yordamida D to‘plamda x ning íunksiyasini 

aniqlab boimaydi.

Ikkinchi tomondan, (2) tenglama ildizlari to‘plamida y - y/(t) 

funksiya o‘zgarmas songa teng boiishi mumkin: 

y/(t0[) = Xj/(t̂ 2 ) = Jo • U holda qaralayotgan x0 songa y o‘zgaruv-

chining t ga mos keladigan yagona yo qiymatini mos qo'yish 
mumkin.

Agar D dan olingan har bir x uchun yuqoridagi xossa o‘rinli 
boisa, u holda D sohada yuqoridagi qoida yordamida y^jix) 
funksiya aniqlanadi. Bu funksiya (1) sistema yordamida 
aniqlangan deyiladi. (1) dagi t o‘zgaruvchi parametr, y=f[x) 
funksiya esa parametrik ko‘rinishda berilgan deyiladi.

(1) sistemadan y=J(x) funksiyaning analitik ifodasini olish 
parametmiyo ‘qotish deb ataladi.

(1) sistema y o‘zgaruvchini x o‘zgaruvchining funksiyasi 

sifatida aniqlashi uchun x = e>(?) funksiya (T to‘plamdan olingan t 

uchun) teskarilanuvchi boiishi yetarli. Haqiqatan ham, bu holda
(2) tenglama T to‘plamda yagona yechimga ega boiadi. Demak, 

D dan olingan har bir xo uchun x0 = <p(t0) boiadigan yagona ío 

mavjud, bu ío songa yagona >'0 = y/{tü) mos keladi. Shunday qilib,

(1) sistema y ni x ning y=j[x) funksiyasi sifatida aniqlaydi. Bu 

funksiyani x ning murakkab funksiyasi sifatida aniqlash mumkin:
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Bu sistema y=f(x) fimksiyani aniqlaydimi?

Yechish. x=t3 funksiya T da qat’iy monoton va D  = (-00;+00)

r  \x = t\
da teskari funksiyasi i ~ Zjx mavjud. Bundan <¡ ’ sistema y

ni x ning funksiyasi sifatida aniqlaydi.
Bu holda y fimksiyani t parametmi yo'qotib, x orqali

ifodalash mumkin: y = xtfx , bu yerda x e (-00;+00) .

2-misol. i*  t sistema berilgan.
[y = eos/, í 6 (-00;+00)

Bu sistema y=flx) fimksiyani aniqlaydimi?
Yechish. x=t funksiyaning qiymatlar to‘plami £> = [0,+oo) 

dan iborat. D dan olingan har bir x (jc *  0) ga T = (-00; +00) dan 

ikkita: t, = -\[x va t2-'Jx sonlar mos keladi. Bu sonlarga esa 

y = cosí funksiyaning aynan bitta qiymati mos keladi:

y = ) = V(h) = cos-v/x, (0 < x < +00).

Shunday qilib, berilgan sistema [0;oo) da y = cosyfx 

funksiyani aniqlaydi.

fx = í + cosr,
3-misol. Ushbu i sistema biror

[7 = siní + lní, 0 < t < +QO

sohaday ni x ning íunksiyasi sifatida aniqlaydimi?
Yechish. (0;+oo) oraliqda x=t+cost funksiya monoton

o‘suvchi, demak, x ning qiymatlar to‘plami (0;oo) da t = q í[ (x) 

teskari funksiya mavjud. Shu sababli bu sistema (0;+oo) da y ni x 

ning funksiyasi sifatida aniqlaydi. Ammo bu funksiyani chekli 

sondagi elementar funksiyalar yordamida ifodalab bo‘lmaydi.

Istalgan y=flx) funksiyani parametrik ko‘rinishda yozish 
mumkin. Buning uchun qiymatlar to‘plami berilgan y=flx) 

funksiyaning aniqlanish sohasiga teng boigan ixtiyoriy x = <p(t) 

funksiyani olish yetarli. Bu holda x = (p{t) funksiyaning T
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aniqlanish sohasida y = f{(p{t)) = y/(t) fimksiya mavjud bo‘ladi 

va

f x = (pit),
 ̂ (3)
\y =

sistema /(x) fimksiyani parametrik usulda aniqlaydi.

Haqiqiatan ham, agar D dan olingan ixtiyoriy xo uchun T dan 

x0 = (p{tn) bo‘ladigan biror t- í0 ni topamiz. U holda

yü = y/(tx) = / (<p(t0)) = /(x 0) bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, yuqo- 

ridagi usul bo‘yicha topilgan yo son x0 = <p(t) tenglama 

ildizlaridan qaysi bin olinganligiga bog‘liq emas, shuningdek, D 
dan olingan har bir xo ga (3) sistema yordamida mos qo‘yilgan yo 
son y=J{x) qonunga bo‘ysunadi.

Yuqorida aytilganlardan, y=J[x) funksiyani parametrik usulda 
berilishining cheksiz ko‘p usullari mavjudligi kelib chiqadi. 
Bulaming eng soddasi x = (p(t) = t fimksiya yordamida paramet­

rik usulda berishdir: 

f x = i,
\ , i e D ( / ) .  
b = / c o    

4-misol. y = ja 2 — x2 (—a <x< a) (4) 

fimksiya berilgan bo‘lsin. Bu funksiyani biror parametrik usulda 
yozing.

Yechish. Bunda trigonometrik funksiyalardan foydalanish 

qulay. x=acost funksiyani [0, tt] da qaraymiz, u holda x e [-a, a]

bo‘ladi. y = yja2 - (acost)2 = a jsin21 = a| s i n [0,x] da

sin / > 0, shu sababli y=asint.
Demak, berilgan funksiyani 

fx - acost,
t€[0,7r]

[jy = a smt 

sistema yordamida berish mumkin.
Yuqoridagi funksiyani
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í€ [—1;1]

sistema yordamida ham berish mumkin. Buni tekshirib ko'rishni 
o‘quvchilarga qoldiramiz.

qaraladi. Ko‘pincha bunda berilgan sistema y ni jc ning funksiyasi 
sifatida aniqlash masalasi geometrik nuqtayi nazardan chetda 

qoladi. Berilgan oraliqdan olingan har bir t ga mos keluvchi x va y 
lar topilib, M(x,y) nuqtalami xOy koordinata tekisligida qaraydi. 
Bunday nuqtalar to‘plami geometriyada chiziq, sistema esa uning 
parametrik tenglamasi deyiladi.

Odatda, <p(t) va yr(t) funksiyalami [í0,í,] oraliqda yoki 

(-co; +qo) oraliqda uzluksiz deb qaraladi. Bu holda bunday 

sistema bilan aniqlangan nuqtalaming geometrik o‘mi Jordan 
chizig ‘i yoki uzluksiz chiziq deyiladi. Xususan, biror oraliqda 
uzluksiz y=fix) funksiyaning grafigi Jordan chizig‘i boiadi.

Agar uzluksiz chiziqni shunday parametrik berish mumkin 

boiib, t parametmi [í0,í,] oraliqdan olingan turli qiymatlarga 

tekislikning turli nuqtalari mos kelsa (bunda t-to va t=t\ istesno), 
bu chiziq sodda chiziq deyiladi. Masalan, berilgan oraliqda 

uzluksiz boigan j ^ x )  funksiya grafigi sodda chiziqqa misol 

boiadi.
Agar sodda chiziqda ((3) tenglama bilan berilgan) parametmi 

t=to va t-t\ qiymatlarga tekislikda bitta nuqta mos kelsa, u holda 

bu chiziq sodda yopiq chiziq deyiladi. Bunga misol sifatida

Geometriyada [í0, tx ] oraliqda

{
x = a cosí,

j/ = 6siní, íe[0;2^] 

sistema bilan berilgan ellipsni qarash mumkin.
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2.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosi- 
lasi. Faraz qilaylik, x argumentning y funksiyasi quyidagicha

r * - * < o .

\y = v{t), a < t < p

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin.

Agar x=(p(t) funksiya teskarilanuvchi bo‘lsa, ya’ni t = <p~l (x) 

mavjud bo‘lsa, u holda y= y/(t) tenglamani y= y/((p~x (x)) ko‘ri- 

nishda yozib olish va y- y/((p~x (x)) funksiyaning hosilasini topish 

masalasini qarash mumkin. Odatda, bu masala parametrik tengla­
malar bilan berilgan funksiyaning hosilasini topish masalasi deb 
ham yuritiladi.

Teorema. Aytaylik, <p(t) va y/(t) funksiyalar [a;P] da uzluksiz 

hamda (a;|3) da difFerensiallanuvchi va (p‘(t) shu intervalda 

ishorasini saqlasin. Agar x=(p(t) funksiyaning qiymatlar to‘plami 

[a,b] kesma bo‘lsa, u holda x=<p(t), y=y/(t) tenglamalar [a,b]da 
uzluksiz, (a,b)da differensiallanuvchi bo‘lgan y=f(x) funksiyani 
aniqlaydi va

^ > / ' « = 4 = 7 ^  («)
X, P(t)

formula o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Teorema shartiga ko‘ra <p’(t) funksiya [a;P] da ishora­

sini saqlaydi, aniqlik uchun (p’(t)>0 bo‘lsin. U holda x=<p(t) 

funksiya [a;P] da uzluksiz va qat’iy o‘suvchi bo‘ladi. Shuning 
uchun [a,b] kesmada unga teskari bo‘lgan uzluksiz, qat’iy 

o‘suvchi t = (x) funksiya mavjud va bu funksiya (a,b) ora-

liqda differensiallanuvchi, hosilasi t ' = —  formula bilan hisob-
x\

lanadi. Bu holda y~y/(t)=y/(qfl (x)) funksiya ham [a,b] kesmada 

uzluksiz bo‘ladi. Bu funksiyaning hosilasini topamiz. Murakkab 

funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasiga ko‘ra
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1 v'
bundan esa y \ =y\-- = —- (x'( *  0) boiishi kelib chiqadi.

x\ x\

Teorema isbot boidi.

(a;p) da <p’(t)<0 boigan holda teorema shunga o‘xshash 
isbotlanadi.

{
x 4 eos31

’ parametrik

y = 4sin t, 0<>túnl2

tenglamalar bilan berilgan funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. (0,rc/2) da x\ =-12eos2 ¿siní < 0 va bu kesmada

yuqoridagi teoremaning barcha shartlari bajaríladi. Shuning uchun

(6) formulaga ko‘ra y ' = - = -tgt boiadi.
-12cos ísiní

Aniqki,

'x = (pit),

, a < t <  f? (7)

y * m  ’

tenglamalar y ’x fimksiyani x ning fimksiyasi sifatida parametrik 
ifodalaydi.

Aytaylik, (6) tenglamalar sistemasi yuqoridagi teorema 
shartlarini qanoatlantirsin. U holda y ’x funksiyaning x bo‘yicha 
hosilasi, ya’ni y ning x bo‘yicha ikkinchi tartibli hosilasini 
quyidagicha hisoblash mumkin:

» =rvM , = (v, v t, ^ (y'*Y, ^ y  W ( 0 - v 'W X t)
yy  x)x K y x) ,  x ( ^ ' ( ? ) ) 3

Shunday qilib, quyidagi qoida o iin li ekan: y ning x bo'yicha 

ikkinchi tartibli hosilasini topish uchun parametrik ko‘rinishda 

berilgan funksiyaning birinchi tartibli hosilasi y ’x ni t parametr 
bo‘yicha differensiallab, so‘ngra hosil qilingan natijani x\ ga 

boiish kerak.
Misol tariqasida yuqorida berilgan funksiyaning ikkinchi 

tartibli hosilasini topamiz: y ’x=tgt, (y ’x) ’r=(tgt) 't-l/cos2t va x
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y’r2 = ----- .......... ; bo‘ladi.

-12cos2t-sint ekanligini e’tiborga olsak, qoidaga ko‘ra 

12cos4í-siní
Xuddi shu usulda uchinchi va boshqa yuqori tartibli hosilalar 

ham hisoblanadi.

2.3. Parametrík usulda berilgan chíziqqa o‘tkazilgan urin- 
ma va normal tenglamalari. Agar biror chiziq 

(x = (p(t),
< a < t <  P  sistema yordamida parametnk benlgan
[y =

boisa, bu chiziqning t parametming to qiymatiga mos (xo^o) 
nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffítsientini aniqlash 
mumkin:

(8)<P(t0)
U holda (1) chiziqning (*o,yo) nuqtasidagi urinmasi tenglamasi 

ushbu ko‘rinishda boiadi: 

w'(tn)
y~y» = —^ — (x~xo)’ buyerda x0 = <p(tQ),y0 =y/(t0)

V vo)

Ba’zi hollarda *  0) yuqoridagi tenglama

Z z H « = i z f W kabiyoziladi 

V'CO V(!o)
(1) chiziqning (jco, yo) nuqtasidagi normali ushbu ko‘rinishda 

boiadi:

y - V i * o) = ~ (* ~  <P(to))

|X = 4c0S3í, 7t n
6-misol. , t e [0,—] chiziqning t = — gamos

(j’ = 4sm3í 2 4

keluvchi nuqtasida o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalarini 

vozing»
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Yechish: Hosilalami topamiz:

<p'(t) = -12 eos21 sin t, y/'(t) = 12 sin21 eos t. (0; y ) da

cp'it) < 0, demak, berilgan sistema shu oraliqda y ni jc ning 

differensiallanuvchi funksiyasi sifatida aniqlaydi.

= = ?>'«,) = *>'<7) = -12 ■ £ ■ ?  =
4 4 4 2

= - l ^  = -3-J2; r ’((„) = r '( f )  = 12-í: f ]  =3>/2.
B 4 V ^ j

y - y j l  = -  y¡2) => y  -  \¡2 = -x + y¡2=>y + x — 2y¡2 =  0
-3V2 

Normal tenglamasi

372

W  
----
eos 20 lemniskataning 0 = — qiymatlanga

6
mos keluvehi nuqtasida o‘ikazilgan urinmaning burchak 

koeffitsientini toping.
Yechish. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan ehiziqni 

parametrik ko‘rinishda yozib olamiz. Buning uchun qutb 
koordinatalari va dekart koordinatalarini bog‘lovehi 
x = peos0, y = psmO formuladan foydalanamiz. U holda 

lemnistikaning quyidagi parametrik tenglamasiga ega bo‘lamiz:

x = ajcos20cos0, „ ^ ^ ^
_____  bu yerda 0 < 0 < —.

y = aJcosWsmO 4

a eos 0 sin 20

y — yj2 = ---j=(x — y¡2)=> y — y¡2 =x-y¡2 => y = x.

<p'(0) = -aje  os 20 sin 0 -
\jcas20

> , a \  I----- ™  Z ) asin0sin20y/ (0) = a veos 20 eos 0--- - ---— .
Veos 20 

221



|/(0) = 1* '(§) = « 
6

o
w

Demak, k = —
urYflL)
——— = 0 va urinma Ox o‘qqa paralel boiadi.

3-§. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyani 
ekstremumga tekshirish

3.1. Funksiyaning ekstremumlari. Aytaylik, f(x) funksiya 

(a,b) intervalda aniqlangan vaxoe(a;b) boisin.

1-ta’rif. Agar xo nuqtaning shunday (xo-S;xn+S) atrofi mavjud 

boiib, shu atrofdan olingan ixtiyoriy x uchun f(x)<f(xo) ( f(x)^f(x0) 
) tengsizlik o‘rinli boisa, u holda x0 nuqta f(x) funksiyaning 

maksimum (minimum) nuqtasi, f(xo) esa funksiyaning maksimumi 
(minimumi) deb ataladi.

2-ta’rif. Agar xo nuqtaning shunday atrofi (xo-S;xo+S) mavjud 

boiib, shu atrofdan olingan ixtiyoriy x x̂o uchun f(x)<f(x0) 
(/(x^ffxo)) tengsizlik o‘rinli boisa, u holda f(x) funksiya xo 

nuqtada qat’iy maksimumga (rainimumga ) ega deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalari funksiyaning 
ekstremum nuqtalari, maksimum va minimum qiymatlari funk­

siyaning ekstremumlari deb ataladi.

Shunday qilib, agar ffxo) maksimum (minimum) boisa, u 

holda f(xo) funksiyaning x0 nuqtaning kichik atrofida qabul 
qiladigan qiymatlaming eng kattasi (eng kichigi) boiadi, ya’ni 

funksiya ekstremumi lokal xarakterga ega. Bundan funksiya ekst- 

remumi u aniqlangan sohada eng katta yoki eng kichik qiymati 
boiishi shart emasligi kelib chiqadi.
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Shuningdek, f(x) funksiya (a, b) intervalda bir qancha 
maksimum va minimumlarga ega boiishi, maksimum qiymati 
uning ba’zi bir minimum qiymatidan kichik boiishi ham mumkin. 
Masalan, grafigi 28-rasmda ko‘rsatilgan y=f(x) funksiya uchun

x=a nuqtada lokal 
maksimum, x=b 
nuqtada lokal
minimum mavjud 

boiib, f(a)<f(b) 
tengsizlik o‘rinli.

28-rasm.

3.2. Ekstremumning zaruriy sharti. Funksiya hosilalari 
yordamida uning ekstremum nuqtalarini topish osonlashadi.

Awal ekstremumning zaruriy shartini ifodalovchi teoremani 
keltiramiz.

1-teorema. Agar f(x) funksiya xo nuqtada uzluksiz, shu 
nuqtada ekstremumga ega boisa, u holda bu nuqtada f(x) 
funksiyaning hosilasi nolga teng yoki mavjud emas.

Isboti. Aytaylik, f(x) funksiya xo nuqtada maksimumga ega 

boisin. U holda x0 nuqtaning shunday (xg-S; xo+S) atrofi mavjud 

boiib, bu atrofdan olingan Vx uchun f(xo)>f(x) boiadi. Agar x>xo 
boisa, u holda

f(x )-f{xo)^Q

x-x0

tengsizlik, agar x<xo boisa, u holda

/ (* )- / (* o)>0

x-x0
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tengsizlik o‘rinli boiishi ravshan.

Bu tengsizliklar chap tomonidagi ifodalaming x-*xo da 
limiti mavjud boisa, u holda

lim J M z J M =f(xo+0m
*-«o+0

lim f M z f bs l = f(Xo-0)>0 boiadi.
*->*„-0 x-x0

Agar funksiyaning chap f'(xo-O) va o‘ng f'(xo+0) hosilalari 

nolga teng boisa, u holda funksiya hosilasi / '  (x0) mavjud va 

nolga teng boiadi.

Agar f'(xo-0) va f'(xo+0) lar noldan farqli boisa, aniqki, 

f'(x 0+0)< f'(xo-O) boiib, f'(xo) mavjud boimaydi.

Funksiya xo nuqtada minimumga ega boigan hoi ham 

yuqoridagi kabi isbotlanadi. Teorema isbot boidi.
1 -misol. Maiumki, f(x)-\x\ funksiyaning x=0 da hosilasi 

mavjud emas. Bu funksiya x=0 nuqtada minimumga ega (I bob, 2- 
§. 2-rasmga qarang).

2-misol. f(x) = tfx* boisin.

3 f~T

/'(0 )=  lim —  = Um —  = -00, / '(0 )=  lim - ^  = +00

boigani uchun x=0 nuqtada funksiyaning ham hosilasi mavjud 

emas. Ammo bu funksiya x=0 nuqtada minimumga ega boiishi 

ravshandir (29- rasm).

3-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqtalar 
yoki hosila mavjud boimaydigan nuqtalar funksiyaning kritik 
nuqtalari deb ataladi. Funksiya hosilasi nolga teng boigan 
nuqtalar statsionar nuqtalar deb ataladi.

Har qanday kritik nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi 
boiavermaydi.
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Masalan, f(x)=(x-l)3, f  (x)=3(x-lf, f'(l)=0  boiib, xo=l 

kritik nuqta. Lekin xo=l nuqtaning ixtiyoriy atrofida f( l)=0 eng 
kichik yoki eng katta qiymat bo‘la olmaydi. Chunki har bir atrof- 
da noldan kichik va noldan katta qiymatlar istalgancha bor. 

Demak, x=l nuqtada ekstremum yo‘q.
Misol. Agar f(x) fimksiya xo nuqtada cheksiz hosilaga ega 

bo‘lsa, u holda bu nuqta fimksiyaning ekstremum nuqtasi boia 

olmasligini ko‘rsating.

Yechish. Aytaylik, f'(x0) = lim = +00 boisin.
*-**> x-x0

U holda Ve>0 uchun shunday S>0 son topilib, (xo-S; xo+S)
Г /  \ ^  j

dan olingan ixtiyoriy x?%o lar uchun------- — > — tengsizlik
jc-jc0 s

bajariladi. Bundan esa x>xo da f(x)>f(xo), x<xo da f(x)<f(xo) 
ekanligi kelib chiqadi. Demak, f(x) fimksiyaning x0 nuqtada 

ekstremumi yo‘q. f'(xo)=-°o  bo‘lgan hoi ham yuqoridagi kabi 

isbotlanadi.
30-rasmda fimksiya grafigining kritik nuqta atrofidagi holat- 

lari tasvirlangan.
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3.3. Ekstremum mavjud bo‘lishining yetarli shartlari.
2-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya xo nuqtada uzluksiz va xo 

nuqta funksiyaning kritik nuqtasi boisin.

a) agar \/xe(xa-S;xo) uchun f'(x)>0, Vx e(xo;xo+ 5) uchun 

f'(x)<0 tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, ya’ni f'(x ) hosila xo 

nuqtadan o‘tishida o‘z ishorasini «+» dan «-» ga o‘zgartirsa, u 

holda^*) funksiya x0 nuqtada maksimumga ega bo‘ladi.

b) agar Vxe(xo-S;xo) uchun f'(x)<0, Vxe(xo;xo+8) uchun 

f'(x )> 0 tengsizliklar o'rinli boisa, ya’ni f'(x ) hosila xo 

nuqtadan o‘tishda o‘z ishorasini «-» dan «+» ga o‘zgartirsa, u 
holda f(x) funksiya xo nuqtada minimumga ega bo‘ladi;

d) agar f'(x ) hosila xo nuqtadan o‘tishda o‘z ishorasini o‘z- 

gartirmasa, u holda f(x) funksiya xq nuqtada ekstremumga ega 

bo‘lmaydi.

Isboti. a) holni qaraymiz. Bu holda Vx e(xo-S;xo) uchun 

/ '  (x)>0 bo‘lishidan f(x) funksiyaning (xg-S; x0) da qat’iy 

o'suvchiligi kelib chiqadi. So‘ngra shartga ko‘ra f(x) funksiya xo 
nuqtada uzluksiz bo‘lgani sababli

lim / (* )=  Um /(x ) = /(x0) (1)
a: — a: -» jt0 + 0

tenglik o‘rinli. Demak, Vx e(xo -S; xq)  uchun

f(x)<f(x0) (2) 

bo‘ladi. Vx e(xo; xq+S) uchun f(x )< 0 bo‘lishidan fix) 

funksiyaning (xo; xo +S) da qat’iy kamayuvchiligi kelib chiqadi. 

Demak, (1) tenglikni e’tiborga olsak, Vxe(xo;xc+<5} uchun yana

(2) tengsizlik bajariladi. Bundan Vx̂ sco va Vx e(xo-8;xo+8) uchun 

f(x)<f(xo) bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiya xq nuqtada maksimumga 
ega;

b) bu holda f(x) funksiya xo nuqtada minimumga erishishi a) 
holga o‘xshash isbotlanadi.
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f(x ) hosila x() nuqtadan o‘tishda o‘z ishorasini o‘zgartir- 

maydigan d) holda f(x) funksiya ло nuqtaning (xq-S; x0+S) atrofîda



qat’iy o‘suvchi yoki qat’iy kamayuvchi bo‘ladi. Demak, xo 
nuqtada ekstremum yo‘q.

Shunday qilib, ekstremumga sinalayotgan nuqtani o‘tishda 
funksiya hosilasi ishorasining o‘zgarishi ekstremumga eri- 
shishning faqat yetarli sharti bo‘lib, lekin zaruriy sharti bo‘la 

olmaydi.
2-teoremadan funksiyaning ekstremumga tekshirish uchun 1- 

qoidani keltirib chiqaramiz.
1-qoida,f(x) funksiyaning ekstremumlarini topish uchun:

1 ) f(x) funksiyaning f(x ) hosilasini topib,/’fx>)=0 tenglamani 
yechish kerak. So‘ngra f ’(x) mavjud bo‘lmagan nuqtalami topib, 
kritik nuqtalar to‘plamini hosil qilish kerak;

2) har bir kritik nuqtadan chapda va o‘ngda hosilaning 
ishorasini aniqlash kerak;

3) agar hosila ishorasini «+» dan «-» ga («-» dan «+» ga) 
o‘zgartirsa, u holda bu kritik nuqtada f(x) funksiya maksimumga 
(minimumga) ega boiadi. Agar hosila ishorasi o‘zgarmasa, 

ekstremum mavjud boimaydi.

Misol. f  (x) = (x + 4)^(x - 1) funksiyaning ekstremumini 

toping.

Yechish. Bu funksiya (-oo;+oo) oraliqda aniqlangan va

uzluksiz. Uning hosilasini topamiz: f\x) = .
3y/x — l

Aniqki, hosila x=-l nuqtada nolga aylanadi, x=l nuqtada esa 

chekli hosila mavjud eiftas.

Endi hosilaning ishorasini aniqlaymiz. Buning uchun (-oo;+oo) 

oraliqni 31-rasmda ko‘rsatilgandek oraliqlarga ajratamiz va hosil 

bo'lgan har bir oraliqda hosilaning ishorasini aniqlaymiz.

+

31-rasm.
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Bu chizmadan qoidaga ko‘ra berilgan funksiyaning x=-l 

nuqtada maksimum qiymat /(-1) = 3^4 ga va x=l nuqtada 

minimum qiymat f(x)= 0 ga ega boiishini ko‘rish mumkin.

4-§. Yuqori tartibli hosilalar yordamida funksiyani 
ekstremumga tekshirish

4.1. Ikkinchi tartibli hosila yordamida ekstremumga 
tekshirish

1-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya xo nuqtada birinchi va 

ikkinchi tartibli hosilalarga ega va / '  (xo)=0 boisin. U holda agar 

f  (xq)<0 boisa, xo nuqta f(x) funksiyaning maksimum nuqtasi, 

agar f  (xq)>0 boisa, minimum nuqtasi boiadi.

Isboti. f(x) funksiya xo nuqtada birinchi va ikkinchi tartibli 

hosilalarga ega va f'(xo)=0, f  (xo)<0 boisin. Demak, xo kritik 

nuqtada f'(x ) kamayuvchi, ya’ni \/xe(xo-8;xo) lar uchun f'(x )>  

f'(xo)=0 va Vx e(xo; xo +S) uchun 0= /' (xo)> f'(x ) boiadi. Bu 

esa xo nuqtadan o‘tishda hosila o‘z ishorasini «+» dan «-» ga 
o‘zgartirishini, demak, xq maksimum nuqta ekanligini bildiradi. 

f  (xo)>0 boigan holda xo ning minimum nuqta boiishi shunga 

o‘xshash isbotlanadi.
Isbotlangan teoremaga asoslanib, ikkinchi tartibli hosila 

yordamida funksiyani ekstremumga tekshirishning quyidagi 

qoidasini keltiramiz.
2 -qoida./fo) funksiyani ekstremumga tekshirish uchun:

1) f  (X)=Q tenglamaning barcha yechimlarini topamiz;

2) har bir statsionar nuqtada (ya’ni hosilani nolga 

aylantiradigan nuqtada) f  (xo) ni hisoblaymiz. Agar f ( x 0)<0 

boisa, xo maksimum nuqtasi, f(xo )>0 boisa, x0 minimum 

nuqtasi boiadi;

3) ekstremum nuqtalar qiymatini y=f(x) qo‘yib, f(x) ning 
ekstremum qiymatlarini topamiz.
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Umuman aytganda, bu qoidaning qoilanish doirasi torroq, 
masalan, u birinchi tartibli chekli hosila mavjud boimagan 
nuqtalarga qoilanila olmasligi o‘z-o‘zidan ravshan. Ikkinchi 
tartibli hosila nolga aylangan yoki mavjud boimagan nuqtada 

ham qoida aniq natija bermaydi.
1-misol. Ikkinchi tartibli hosila yordamida y~2sinx+cos2x 

fimksiya ekstremumlarini aniqlang.

Yechish. Funksiya davriy boiganligi sababli [0;2n] kesma 

bilan cheklanishimiz mumkin (32-rasm).
Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:

y ’=2cosx-2sin2x=2cosx(l-2sinx)\ y ’ ’=-2sinx-4cos2x.

Ushbu 2cosx(l-2sinx)=0 tenglamadan funksiyaning [0;2n] 

kesmaga tegishli boigan kritik nuqtalarini topamiz: x\=n/6; 

X2=7i/2; X3=5n/6; x4=3n/2. Endi har bir kritik nuqtada ikkinchi 
tartibli hosila ishorasini aniqlaymiz va tegishli xulosa chiqaramiz:

y ”(n/6)=-3<0, demak, xi=it/6 nuqtada y(TjJ6)=-HlL maksimum 

mavjud.

y ”(n/2)= 2>0, demak, X2=n/2 nuqtada y(7i/2)=l minimum 
mavjud.

y ”(5n/6)=-3<0, demak, xs=5%/6 nuqtada y(5n/6)=?>l2 mak­

simum mavjud.

y ”(3n/2)=6>0, demak, x4=37j/1 nuqtada y(3n/2)=-3 mini­
mum mavjud.

Bu funksiyaning (-2k;2tc) intervaldagi grafigi 32-rasmda 
keltirilgan.

4.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyalarning

\x = (p(t),
ekstremumiari Aytaylik, y=f{x) funksiya < sistema

[y = y/(t)

yordamida parametrik ko‘rinishda berilgan boiib, t parametming 

o‘zgarish oralig‘ida (p{t) va y/(t) funksiyalar birinchi va ikkinchi 

tartibli hosilalarga ega boisin. Shuningdek bu oraliqda (p'{t) ^  0 

boisin. Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari
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32-rasm.

, r_ V\t) , _ y/\t)-(p\t)-(p\t)y/'it)

x <p\t) ’ ^  (^'(O)3

bo‘ladi. Bu holda ekstremumga tekshirish kerak bo‘lgan nuqtalar t 
ning qiymatlari y/\t) = 0 tenglamadan aniqlanadi (chunki 

ko‘rilayotgan oraliqda <p'(t), y/\t) mavjud va (p'it) ^  0). 

Aytaylik, t=to shunday qiymatlardan bin bo‘lsin. U holda

parametming bu qiymatida y\ = ^  bo‘ladi. Bundan agar

y/"(t0)<0  bo‘lsa, x ning <p{t0) qiymatida maksimumga; agar 

y/”{t) > 0bo‘lsa, x ning <p{tQ) qiymatida minimumga ega bo‘ladi. 

Agar y/"{tf)) = 0 boisa, u holda fix) funksiyaning yuqori tartibli 

xosilalarini tekshirish kerak bo‘ladi.
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<p'{t) nolga teng boiadigan nuqtalami alohida tekshirish talab 

qiladi.

íx = <p(t) = t5— 5t2 — 201 + 7,
2-misol. <

[y = ¥ (t) = 4 f -3t2-18í + 3, - 2 < t <2

Sistema bilan berilgan flinksiyani ekstremumga tekshiring. 

Yechish. <p(t) va y/(t) funksiyalar istalgan tartibli xosilalarga

ega.

<p'(t) = 5t4- l0 t- 20, y/\t) = 1212- 121- 18, y/\t) = 241-12. 

(-2;2) da <p'(t) *  0 ; demak, berilgan sistema (-2;2) da y=J[x) 

fimksiyani aniqlaydi.
3

y/'(t) = 0 tenglama í, = -1, t2 = — ildizlarga ega boiib, ular

3
(-2;2) intervalga tegishli. ^'(-1) < 0, ^ "(—) > 0 boiganligi

sababli, y=f{x) funksiya /=-1 da (ya’ni x=31 da) maksimumga,

3 1033
t - — da (ya’ni x = — y ) minimumga ega boiadi.

4.3. Teylor formulasi yordamida ekstremumga tekshirish

2-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya x0 nuqtaning biror (xo- 

S;x0+S) atrofída / '  (x), f ” (x), f (n) (x) (n>2) uzluksiz

hosilalarga ega va f'(xo)= f ”(x0)~...= (xo)=0, f ln) (xo)̂ 0 

boisin.

U holda:

1) agar n juft va f {n) (x0)<0 boisa, funksiya x0 nuqtada lokal 

maksimumga ega bo‘ladi;

2) agar n juft va / (n) (x0)>0 boisa, funksiya x0 nuqtada lokal

minimumga ega boiadi;

3) agar n toq boisa, funksiya xq nuqtada ekstremumga ega 

boimaydi.
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Isboti./i'xj funksiya uchun Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli 

Teylor formulasini yozamiz:

f(x)=f(x0) + f'(xo)(x-x0) + ^  f'(xo)(x-xo)2 + ...+ 1
2! (n-1)!

f - "  (xoHx-xot1 + ^ P - { x - x J , bu yerda Çe(x0,x).
ni

Teorema shartiga ko‘ra / '  (xo)= f  (xq) = . . .=  / <n_l) (xo)=0,

shusababli f(x)=f(xo) + ———  (x - x0 )" yoki
n\

f(x)-f(xo)=L - f l {x-x0f  (1) 
tl\

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Yana teorema shartiga ko‘ra f (n) (x) funk­

siya xo nuqtada uzluksiz. Shuning uchun uzluksiz funksiyaning 

lokal xossalariga ko‘ra xo nuqtaning shunday (xo-S,xo+S) atrofi 

topilib, bunda / <B) (x) funksiyaning ishorasi / (n) (xo) ning ishorasi 

bilan bir xil bo‘ladi. Aytaylik, xe(xo-S,xo+S) bo‘lsin. U holda 

4e(xo-S,xo+S) bo‘lishi aniq. Endi quyidagi ikki holatni ko‘rib 

chiqamiz.

1-holat. Aytaylik, n toq son bo‘lsin. U holda (xo-S,xo+S) 

atrofda (1) tenglikning o‘ng tomonidagi / (n) (E) ko‘paytuvchining 

ishorasi f {n)(xo) ning ishorasi bilan bir xil bo‘ladi, ikkinchi 

ko‘paytuvchi esa x>xo da (x-xof >0, x<xo da (jc-jco)"<0 bo‘ladi, 

ya’ni (x-xo)'' ifoda x<) nuqta atrofida ishorasini o‘zgartiradi. Bundan 

esa (1) tenglikning chap. tomoni, ya’ni f(x)-f(xo) ayirma ham xo 

nuqta atrofida ishorasini o‘zgartirishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, n toq son bo‘lganda f(x) funksiya xo nuqtada 

ekstremumga ega bo‘lmaydi.

2-holat. Endi n juft son bo‘lsin. U holda (1) tenglikning o‘ng 

tomoni ishorasini o‘zgartirmaydi, uning ishorasi f (n)(xo) ning 

ishorasi bilan bir xil bo‘ladi. Bundan, agar f (n) (xo)<0 bo‘lsa, u
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holda f(x)-f(xo)<Q, ya’ni f(x)<f(xo), demak, funksiya xo nuqtada 

maksimumga ega boiadi. Agar f (n)(xo)>0 boisa, u holda 

f(x)-f(x0)>0, ya’ni f(x)>f(x0), demak, funksiya xo nuqtada 

minimumga ega boiadi. Teorema isbot boidi.

3-misol. Ushbu y=x5-5x4-5 funksiyaning ekstremumlari 

topilsin.

Yechish. Funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz. Uning 

uchun funksiya hosilasini topamiz: y ’=5x4-2Qx3. Kritik nuqtalar 

faqat statsionar nuqtalardan iborat, shuning uchun 5x4-20x3=0 
tenglamani yechamiz. Uning ildizlari x/=0, xf=4 boiadi.

Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: f  (x)-20xi-60x2.

f ”(4)>0 boigani uchun, x=4 nuqtada funksiya minimum 

qiymat qabul qiladi: f(4)=-261. f  (0)=0 boigani uchun uchinchi 

tartibli hosilani hisoblaymiz: f m (x)=60x2-\20x, f m(0)=0, 

to‘rtinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: f <4)(x)=I20x-120, 

/ <4)(0)=-120<0 va n=4 juft boigani uchun 3-teoremaga ko‘ra 

jc=0 nuqtada funksiya maksimumga ega:y(0)=-5.

5-§. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X  sohada aniqlangan boisin. Bu 

funksiyaning qiymatlar to‘plami E(f)=(f(x): xeX} ni ko‘rib 

chiqamiz.

Agar E(f) to‘plam chegaralangan boisa, u holda uning aniq 

yuqori chegarasi mavjud, uni M=sup {f(x)} deb belgilaymiz. Agar
X€X

MeE(f) boisa, u holda M  soni f(x) funksiyaning eng katta qiymati 

deb ataladi va M= max {f(x)} kabi belgilanadi. Xuddi shunga
x e X

o‘xshash E(j) to‘plamning aniq quyi chegarasi mavjud, uni 

m= inf {fix)} deb belgilaymiz. Agar m eE(f) boisa, u holda m soni
xeX

f(x) funksiyaning eng kichik qiymati deb ataladi va m= min {f(x)} 

kabi belgilanadi.
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Endi [a,tí\ kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lgan f(x) 
fimksiyani ko‘rib chiqamiz. Bu holda Veyershtrassning ikkinchi 

teoremasiga ko‘ra fimksiyaning [a;b] da eng katta va eng kichik 

qiymatlari mavjud boiadi. Aniqki, bu holda quyidagi qoida o‘rinli 

bo‘ladi.

Qoida. [a,b] da fimksiyaning eng katta va eng kichik 

qiymatlarini topish uchun bu kesmaga tegishli barcha kritik 

nuqtalami topib, fimksiyaning shu nuqtalardagi qiymatlari 

hisoblanadi. So‘ngra bu qiymatlar bilan f(a) va f(b) lar 

taqqoslanadi. Bu qiymatlar ichida eng kattasi f(x) fimksiyaning 

[a,b] kesmadagi eng katta qiymati, eng kichigi esa f(x) 
fimksiyaning eng kichik qiymati bo‘ladi.

1 -misol. f(x ) = x + — fimksiyaning [ —̂— ; 100] kesmada eng 
x 100

katta va eng kichik qiymatlarini toping.

x2 — 1
Yechish. Funksiya hosilasini topamiz: f(x )= — -— . Uni nolga

x

jf2 — 1
tenglab, ya’ni — z—=0 tenglamaga qarab x=-1 va x=l ekanligini 

x

topamiz. Bulardan *=-1 nuqta [ j^ ;1 00 ] kesmaga tegishli emas 

va bu kesmada hosila mavjud bo‘lmagan nuqta yo‘q. Faqat bitta 

x=l statsionar nuqta [ j^ ;100] kesmaga tegishli. Berilgan

fimksiyaning jc= x=l; x=100 nuqtalaridagi qiymatlarini

hisoblaymiz. /(1/100)=100,01; Д1)=2; /100)= 100,01. Bu qiy- 

matlaming eng kattasi 100,01; eng kichigi 2.

D^mak, berilgan fimksiyaning [ j^ ;1 0 0 ]  dagi eng katta

qiymati 100,01, eng kichik qiymati esa 2 ga teng, ya’ni 

max {/(Зг)}=100,01; min {f(x)}-2.
[0,01 ;100] [0,0I;100]
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Agar fx ) funksiya intervalda, to‘g‘ri chiziqda, [a\b), [a;+qo), 

(-<»;&], (a;+oo), (-00;b), (a;b] oraliqlarda tekshirilayotgan bo‘lsa, u 

holda bunday oraliqlarda funksiyaning eng katta (eng kichik) 

qiymatlari mavjud bo‘lmasligi ham mumkin.

Masalan, y=x funksiyaning (1 ;2] oraliqda eng kichik qiymati, 

[1;2) oraliqda esa eng katta qiymati mavjud emas. Sonlar o‘qida 

y=x funksiyaning eng katta qiymati, >=arctgx funksiyaning eng 

katta, eng kichik qiymatlari mavjud emas.

Agar fix) funksiya [a;b) ([a;+°o)) oraliqda o‘suvchi bo‘lsa, u 

holda bu oraliqda funksiyaning eng kichik qiymati mavjud va 

unga x=a nuqtada erishiladi.

Shunga o‘xshash tasdiq (a,b\ ((-00;/?]) oraliqda uzluksiz 

funksiya uchun ham o‘rinlidir.

Agar fix) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz, xoe(a;b) kritik 

nuqtaga ega, (apco) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi), (xo;6) 

intervalda kamayuvchi (o‘suvchi) bo‘lsa, u holda qaralayotgan 

oraliqda X*) funksiya xo nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga 

erishadi.

Agar fx ) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz, unda chekli 

sondagi kritik nuqtalarga ega va a<xo<x\<...<x„<b, (a,c0) 
intervalda o‘suvchi (kamayuvchi), (x„;b) intervalda kamayuvchi 

(o‘suvchi) bo‘Isa, u holda qaralayotgan (a;b) intervalda fx ) 
funksiya eng katta (eng kichik) qiymatga erishadi. Bu qiymatni 

funksiya kritik nuqtalardan birida qabul qiladi.

Agar f x )  funksiya (-oo;+oo) ([a;6)) da uzluksiz va x—>-00, 

x—>+00 (x—>¿>-0)) da chekli yoki cheksiz limitga ega bo‘Isa, u 

holda bu funksiyaning kritik nuqtalardagi qiymati va cheksizdagi 

limitlarini solishtirib, uning eng katta, eng kichik qiymatlarining 

mavjudligi haqida fikr bildirish mumkin.

2-misol. /(x)=lax-x funksiyaning (0;+oo) oraliqdagi eng katta 

qiymatini toping.

Yechish. Funksiyaning hosilasini va kritik nuqtalarini

1 —  X
topamiz: f ' ( x ) - --- , x=l. Agar 0<x<l bo‘lsa, u holda

x
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Yechish. Bu funksiya uchun f'(x ) = -------- -2—- va

f'(x ) >0, bundan fix) o‘suvchi. Agar l< x < + o o  boisa, u holda 

f'(x ) <0, bundan fix) kamayuvchi. Demak, /(x)=lnx-x funksiya 

x=l nuqtada eng katta qiymatiga erishadi:/(l)=-l.

9 25
3 -misol. Ushbu / (* )  = — +---  funksiyaning (0;1)

x 1-x

intervaldagi eng kichik qiymatini toping.

(8x-3)(2x + 3) 

x2 (1 - x)

bundan funksiyaning (0;1) intervalga tegishli bo‘lgan kritik

3 3
nuqtasi x = - ekanligini topamiz. Agar 0 < x < - boisa, u holda

8 8
3

f'(x ) <0, bundan fix) kamayuvchi. Agar - < x < 1 boisa, u holda
8

f'(x ) >0, bundan fix) o‘suvchi. Demak, (0;1) intervalda berilgan

9 25 3
f(x ) = — +---  funksiya x = - nuqtada eng kichik qiymatga

x 1 -x 8

erishadi: / i ^ j  = 64.

6-§. Egri chiziqning qavariqligi va botiqiigi.
Egri chiziqning burilish nuqtasi

6.1. Egri chiziqning qavariqligi va botiqiigi. Aytaylik, f(x) 

funksiya x=Xo nuqtada f ’(xo) hosilaga ega, ya’ni funksiya 

grafigining M(xof(xo)) nuqtasidan novertikal urinma o‘tkazish 

mumkin boisin.

l-ta’rif. Agar x=x0 nuqtaning shunday atrofi mavjud boiib, 

y=f(x) egri chiziqning bu atrofdagi nuqtalarga mos boigan boiagi 

shu egri chiziqqa M(xo,f(xo)) nuqtasidan o‘tkazilgan urinmadan 

pastda (yuqorida) joylashsa, u holda f(x) funksiya x=x<j nuqtada 
qavariq (botiq) deyiladi.

Agar egri chiziq biror intervalning barcha nuqtalarida qavariq 

(botiq) boisa, u holda bu chiziq shu intervalda qavariq (botiq)
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deyiladi. 33-rasmda qavariq va 34-rasmda botiq egri chiziqlar 

chizilgan.

Egri chiziq nuqtasining ordinatasini y bilan, shu egri chiziqqa 

M(xo,f(xo)) nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning x ga mos ordi­

natasini Y bilan belgilaylik. Aniqki, agar xo nuqtaning biror 

atrofidan olingan barcha x lar uchun y-Y <0 (y-Y > 0) tengsizlik 

o‘rinli boisa, u holda egri chiziq x=x0 nuqtada qavariq (botiq) 

boiadi. (35,36-rasmlar)

1-teorema. Faraz qilaylik,/fxj funksiya X  oraliqda aniqlangan 

va xoeX nuqtada ikkinchi tartibli hosilasi mavjud boisin. Agar
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f ” (xo)>0 boisa, u holda funksiya grafigi xo nuqtada botiq; agar 

f(x o )< 0 boisa, u holda funksiya grafigi x0 nuqtada qavariq 

boiadi.

Isboti. Aytaylik, f*(xo)>0 boisin. Quyidagicha yordamchi 

funksiya kiritamiz: F(x)=y-Y, ya’ni F(x)=f(x)-f(x0)- f  (xo)(x-xo). 

Ravshanki F(x0)=0, F'(x)= f ’ (x )- f (x„), F*(x)=f*(x) boiadi. 

Bundan F f (x0)= f  (xo)-f (xo)=0 va F" (xo)= f(xo )>0 ekanligi 

kelib chiqadi. Demak, (ekstremum mavjudligining yetarli shartiga 

ko‘ra) xo nuqta F(x) funksiyaning minimum nuqtasi boiadi, ya’ni 

xo nuqtaning biror atrofida F(x)>F(xo)=0 boiadi. F(x)=y-Y 

boiganligidan y>Y tengsizlik o‘rinli boiadi. Bu esa xo nuqtaning 

aytilgan atrofida funksiya grafigi urinmadan yuqorida 

joylashishini, ya’ni funksiya grafigi xo nuqtada botiq boiadi. 

Teoremaning ikkinchi qismi shunga o‘xshash isbotlanadi.

Agar biror intervalda f*(x)>0 ( f  (x)<0 ) boisa, u holda 

y=f(x) egri chiziq shu intervalda botiq (qavariq) boiadi.

Misol. Ushbu y-x5 funksiya grafigining botiqlik, qavariqlik 

oraliqlarini aniqlang.

Yechish. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz: 

y ”=20x3. Bundan, agar x>0 boisa, j / ’>0, agar x<0 boisa y”<0 

boiadi. Demak, (-co;0) oraliqda egri chiziq qavariq, (0;+oo) 
oraliqda esa botiq boiadi.

6.2. Egri chiziqning burllish nuqtasi. Endi egri chiziqning 

burilish nuqtasi tushunchasini kiritamiz.

2-ta’rif. Agar x0 nuqtaning shunday (x q -ö ;x o + S) atrofi topilib, 

f(x) funksiya (xo-S;xq) oraliqda botiq (qavariq), (xo;x0+<5) oraliqda 

esa qavariq (botiq) boisa, u holda xo nuqta y=f(x) egri chiziqning 

burilish nuqtasi deyiladi.

Agar burilish nuqtasida urinma mavjud boisa, u egri chiziqni 

kesib o'tadi (37-rasm).
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2-teorema. Aytaylik, 

y=f(x) funksiya x=xo 
nuqtada differensiallanuv- 

chi bo‘lsin. Agar x=x0 
nuqta funksiyaning grafi- 

gining burilish nuqtasi 

bo‘Isa, u holda shu nuq­

tada funksiyaning ikkinchi 

tartibli hosilasi mavjud va 

nolga teng yoki mavjud 

bo‘lmaydi.

Isboti. Aytaylik, xo 

nuqta f(x) ning burilish nuqtasi bo‘lsin. Teskarisini faraz qilamiz: 

f ” (xq) mavjud va f "  (xo)*0. U holda f  (xo)<0 yoki f  (xo)>0 

bo‘ladi.

f  (xo)<0  ( f  (xo )>0 ) boigan holda 1-teoremaga binoan xq

nuqtaning biror (xo-S;xo+S) atrofi topilib, bunda f(x) funksiya 

qavariq (botiq) bo‘ladi. Bu xo ning burilish nuqta bo‘lishiga zid. 

Demak, burilish nuqtada f ” (x0) nolga teng bo‘ladi yoki mavjud 

bo‘lmaydi.

f  (xo)=0 bo‘lishi yoki f "  (x) ning mavjud bo‘lmasligi 

burilish nuqtasi mavjudligining faqat zaruriy sharti bo‘lib, yetarli 

shart bo‘la olmaydi. Masalan, y=x4 funksiya uchun y ’=4x3, 
y ’ '=12X2 va y ’ ’(0)=0 bo‘ladi. Lekin, x=0 burilish nuqtasi emas.

Endi burilish nuqtasi mavjudligining yetarli shartini 

tayinlovchi teoremani keltiramiz.

3-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya x=xo nuqtada differren- 

siallanuvchi va x(j nuqtaning shunday (xo-S; Xo+S) atrofi topilib, 

(xo-S;xo) va (x0; x0+S) intervallarda f  (x) mavjud hamda har bir 

intervalda f  (x) ishorasi o‘zgarmas bo‘lsin. Agar xo nuqtaning 

chap va o‘ng tomonlarida f  (x) har xil ishorali bo‘lsa, x0 nuqta 

f(x) funksiyaning burilish nuqtasi boiadi; agar f  (x) bir xil 

ishorali bo‘lsa, u holda xo nuqtada burilish boimaydi.
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Isboti. Haqiqatan ham, xo-S<x<xo boiganda f(x )< 0  

(f  (x^O) boisa, xo<x<xo+Sboiganda esa f  (x)>0 (f  (x)<0) 

boisa, 1-teoremaga ko‘ra xo dan chapda f(x) fiinksiya qavariq 

(botiq), x0 dan o‘ngda esa botiq (qavariq) boiadi. Demak, xo nuqta 

f(x) funksiyaning burilish nuqtasi boiadi.

Agar (xo-S;xo) va (x0; xo+S) intervallarda f  (x) bir xil isho- 

rali, masalan f ”(x)< 0 boisa, u holda bu intervallarda f(x) 

funksiya qavariq boiib, burilish boimaydi.

Shunday qilib, fix) funksiyaning burilish nuqtasini aniqlash 

uchun f  (x)=0 tenglamani yechamiz va f  (x) mavjud boima- 

gan nuqtalami topamiz. Hosil qilingan har bir xo nuqtadan chapda 

va o‘ngda f  (x) ning ishorasini tekshiramiz.

1-misol. Ushbu / (x) = V ?  funksiyaning burilish nuqtasini 

toping.

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi — (-oo;+oo). Birinchi 

va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz: / '  (x)= ,

f  "(x) = —  • ~^=. Ikkinchi tartibli hosila x=0 nuqtadan boshqa
9 -y/x

barcha nuqtalarda mavjud va noldan farqli. Bu nuqta atrofida 3- 

teorema shartlarini tekshiramiz. Agar x<0 boisa, f  (x)<0; x>0 

boisa - f ( x )> 0 boiadi. Demak, grafikning (0;/(0)) nuqtasi 

burilish nuqtasi boiadi.
d %

2-misol. y = —In— (a>0), 0<x<oo, funksiyaning buri-
x a

lish nuqtasini toping.

Yechish. Bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi

„ 2a,. x 3, 
y ' = —  (In- - - ) gateng. 

x a 2
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Agar In----= 0 bo‘lsa, u holda f ” (x)=0 bo'ladi. Demak,
a 2

3

x = ae2 bo‘lganda f  (x)=0. Bu nuqtadan chapda va o‘ngda
3

f  (x) ning ishorasini tekshiramiz: 0<x<ae2 bo‘lganda f  (x)<0,
3

x>ae2 bo‘lganda f  (x)>0 bo‘ladi.

2 3 -2
Demak, grafikning (ae2; — -e2) nuqtasi burilish nuqtasi 

bo‘ladi.

3-misol. Quyidagi funksiyalaming qavariqlik, botiqlik 

intervallari va burilish nuqtalarini toping:

a) y=x4+x3-18x2+24x-15; b) y=x+x5/s.
Yechish. a) funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli 

hosilalarini topamiz:

y ’=4x3+3x2-36x+24, y ’ ’=12x2+6x-36=12(x2+x/2-3).

Ushbu y'-O  tenglamani yechib, xj=-2, jc^=1,5 ekanligini 

topamiz.

Bundan (-oo;-2) va (1,5; oo) oraliqlarda y ”>Q, demak, bu 

oraliqlarda grafik botiq bo‘ladi; (-2; 1,5) oraliqda y ’ ’<0, demak, bu 

oraliqda grafik qavariq bo‘ladi. x;=-2 va Xi=l,5 nuqtalardan 

o‘tishda ikkinchi tartibli hosila ishorasini o‘zgartiradi. Shu sababli 

(-2;-127) va (1,5; -11,0625) nuqtalar burilish nuqtalari bo‘ladi;

5 4 „ 1 0

x 3

b) funksiyaning hosilalarini topamiz: _y’= l+ -x3, y "-
3 ’ '  9\fx

(x^O). x=0 bo‘lganda ikkinchi tartibli hosila mavjud emas. x<0 

boiganda ^ ”<0, demak, funksiya grafigi qavariq, x>0 bo Uganda 

v ”>0, demak, grafik botiq bo‘ladi. Ikkinchi tartibli hosila x=0 

nuqtadan o‘tganda ishorasini o‘zgartiradi, shu sababli (0;0) nuqta 

burilish nuqtasi boiadi.

243



7-§. Asimptotalar
Funksiyani cheksizlikda, ya’ni x—»+oo va x—>-oo da yoki uning 

ikkinchi tur uzilish nuqtasi atrofida o‘rganish ko‘p hollarda 

funksiya grafigi nuqtalari bilan biror to‘g‘ri chiziqning nuqtalari 

orasidagi masofa yetarlicha kichik boiishini ko‘rsatadi. Bunday 

xossaga ega boigan to‘g‘ri chiziqlami topish funksiyani 

tekshirishda yordam beradi.

Ta’rif. Agar y=f(x) egri chiziqda olingan o‘zgaruvchi nuqta 

koordinatalar boshidan cheksiz uzoqlashganda shu nuqtadan biror 

to‘g‘ri chiziqqacha boigan masofa nolga intilsa, u holda bu 

to‘g‘ri chiziq egri chiziqning asimptotasi deyiladi.

Asimptotalar vertikal (ordinatalar o‘qiga parallel) va og'ma 
(ordinatalar o‘qiga parallel emas) boiib  ikkiga ajraladi. Og‘ma 

asimptotalar ichida abssissalar o‘qiga parallel boiganlari ham 

mavjud boiib , ular gorizontal asimptota deyiladi.

7.1. Vertikal asimptotalar. Faraz qilaylik, a nuqtadagi bir 
tomonli limitlaming kamida biri cheksizga teng boisin. U holda 

y=f(x) egri chiziqdagi M(x,y) nuqta x—>a da koordinatalar 

boshidan cheksiz uzoqlashadi, 

shu nuqtadan x-a to‘g‘ri 

chiziqqacha boigan masofa 

MN=|x-a| nolga intiladi. Demak, 

ta’rifga ko‘ra, x=a to‘g‘ri chiziq 

y=f(x) egri chiziqning (funksiya 

grafigining) vertikal asimptotasi 

boiadi.

Ravshanki, haqiqiy sonlar 

to'plamida uzluksiz boigan 

funksiyalar uchun vertikal 

asimptota mavjud emas. Vertikal 

asimptota faqat ikkinchi tur 

uzilish nuqtalarida boiishi 

mumkin.

244



2 +9*
vertikal asimp-Misol. Ushbu funksiyaning f(x)=

X -4

totalarini toping.

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi, aniqki, x2-4=0 
tenglama ildizlaridan boshqa barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan 

iborat. Bu nuqtalarda funk- 

siya ikkinchi tur uzilishga 

ega. Haqiqatan ham, 

x2 +9x
hm  — :----=-oo;

x->2-0

lim

-4

x2 +9x

x -> 2 + 0

lim
c2 + 9x

*-*-2-0 x 

x
lim

-4 

2 +9x 

~^4

■=+oo:

-q o :

= + o o , demak
*->-2+0 

x=-2 va

x-2 to‘g‘ri chiziqlar 

vertikal asimptota boiadi 

(39-rasm).

7.2. Og‘ma asimptota.

Og‘ma asimptota tengla- 

masini y=kx+b ko‘rinishda 

izlaymiz. Bir xil abssissali egri chiziq ordinatasi va asimptota 

ordinatasi orasidagi masofa .v—»+oc yoki jt—»-<* da nolga intilishini 

ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, M  va TV abssissasi x ga teng boigan egri 

chiziqdagi va asimptotadagi nuqtalar (40-rasm), MP esa M 

nuqtadan asimptotagacha boigan masofa, a  (a^n/2) asimp- 

totaning Ox o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil qilgan 

burchagi boisin. U holda AMNP uchburchakdan MP=MNcosa, 

bundan esa,
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/

y

a
N / p

0 / f a X

s 'K  *
40-rasm.

MN=MP/cosa

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu 

tenglikdan, agar MP nolga 

intilsa, u holda MN ham 

nolga intilishi, va aksincha, 

agar MN nolga intilsa, u 

holda MP nolga intilishi 

kelib chiqadi.

Shunday qilib, agar .x—>+oo yoki x—> -oo da f(x)-kx~b ayirma 

nolga intilsa, u holda y=kx+b to‘g‘ri chiziq y=f(x) funksiya 

grafigining asimptotasi bo‘lar ekan.

Bundan lim (f(x)-kx-b)=0 shart y=kx+b to‘g‘ri chiziqiiing
X—KC

y-f(x) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi bo‘lishi ueh\̂ l 

zaruriy va yetarli shart ekanligi kelib chiqadi.

Xususan, y-b gorizontal asimptota bo‘lishi uchun lim (f(x)-
x —>00

¿0=0, ya’ni limf(x)=b shartning bajarilishi zarur va yetarli.*—>00
Amalda og‘ma asimptotalarai topish uchun quyidagi 

teoremadan foydalaniladi.

Teorema. y=f(x) funksiya grafigi y=kx+b og‘ma asimptotaga 

ega bo‘lishi uchun

k = lim ̂  va b= lim(/(je) - kx)
x—kcc ^  jr—X»

chekli limitlaming mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.

Istmti. Zaruriyligi. y=kx+b to‘g‘ri chiziq y~f(x) funksiya 

grafigining x->co dagi asimptotasi bo'lsin, ya’ni lim (f(x)-kx-b)=0.

U holda f(x)~kx-b-a(x) tenglik o‘rinli, bu yerda: a(x) x—>cc da 

cheksiz kichik funksiya. So‘ngi tenglikni quyidagicha yozib olish 

mumkin: f(x)=kx+b+a(x). Demak,
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Um J M = \[m(k + -  + =k, lim (/(x) -kx) =
£  X — >OC JC-KO

=lim  (b+a(x))=b tengliklar o‘rinli boiadi.
X-+OC

fix)
Yetarliligi. Aytaylik, k = lim-—— va ft=lim(/(x)-fcc)

jr-x» x  x—x©

chekli limitlar mavjud boisin. So‘ngi lim (f(x)-kx)=b tenglikni
X~±ao

quyidagicha yozib olish mumkin: f(x)-kx=b+ß(x), bu yerda: ß(x) 

x->oo da cheksiz kichik funksiya. Demak, f(x)-kx-b=ß(x), ya’ni 

lim (f(x)-kx-b)=0. Bu esa y=kx+b to‘g‘ri chiziq y=f(x) funksiya
X-+CG

graflgining x~¥co dagi asimptotasi ekanligini bildiradi.

Misol. Ushbu f(x ) = xln(e + —) funksiyaning asimptotalarini
x

toping.

Yechish. Awal bu funksiyainng aniqlanish sohasini topamiz.

Buning uchun e + — >0 tengsizlikni yechib,
x

D(y) = (-00;--) \j (0;oo) ni hosil qilamiz.
e

Endi chegaraviy nuqtalardagi funksiya holatini aniqlaymiz. 

lim xln(e+ —) = -00, x-»+0 dagi limitni hisoblashda Lopital

e

qoidasidan foydalanamiz:

_L _ (—L)

ln(e + —) e+- *2 

lim xln(e + -) = lim ---——̂ = lim -- ------= 0.
x->+0 j f  jr-»+0 1 ,r->+0 1

X x2

Bulardan ko‘rinadiki, berilgan egri chiziqning x = --
e

vertikal asimptotasi mavjud.
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Endi og‘ma asimptotalar mavjudligini tekshiramiz. 

k = lim — — = lim \n(e + —) = 1,
X—>00 X —>0C

b = lim (/(x) -kx) = lim x(ln(e + —) -1) =
-X—> X  X —> X

—L _ (— -)
1 1 x2

ln(e + —) -1 e + — j

= lim-------- = lim ---— --- = -
* —>00 1 * - > 0 0  1 £

X X2

Demak, grafikning y = x + - og‘ma asimptotasi mavjud.
e

2x
Misol. Asimptotalami toping. a) y=2x+--- ; b) y=xeI/x

x-3

2x
Yechish. a) x=3 da f(x)=2x+---  funksiya ikkinchi tur

x-3

2x
uzilishga ega va lim (2x+--- )=±oc boiganligi sababli, x=3

at->3±0 X - 3

vertikal asimptota boiadi.

izlaymiz: k=
.t -> ± oc jc—» ± x

Og‘ma asimptotalami izlaymiz: k= lim — = lim (2+

+ ^- )= 2 ;
x-3

2x
b- lim (y-kx)= = lim (2x+---- 2x)=2. Demak, y=2x+2 og‘ma

x —> ±x x->±oc ^ __3

asimptota boiadi (41-rasm);
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b) y=xel/x ftjnksi- 

yaning aniqlanish sohasi (- 

oo;0) u(0;+oo) to‘plamdan 

iborat. x=0 nuqtada fimk- 

siyaning chap va o‘ng 

limitlarini hisoblaymiz. 

lim xeI/x=0;

lim xeI/x~ (l/x=t belgi-
x->+0

lashni kiritamiz, u holda 

x-̂ H-0 da f->+oo boiadi) 

e'
= lim — = +00.) Demak,

jc=0 to‘g‘ri chiziq vertikal 

asimptota boiadi.

Endi og‘ma asimpto- 

talami izlaymiz:

k= lim — = lim e//T=e°=l,
*-+ ± oo  %  jt-+±oo

b= lim (y-kx)= lim (xe1/x-x)= = lim
X - > ± c o  * -> ± o o  \  f  X

J/x
-1

= 11/x-z, x—>±oo,

ez -1
z—>01= lim

z-> 0  2

(42-rasm).

= 1, shunday qilib y=x+1 og‘ma asimptota ekan
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42-rasm.

8-§. Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash
Funksiyaning xossalarini tekshirish va uning grafigini 

yasashda quyidagilami bajarish maqsadga muvofiq:

1. Funksiyaning aniqlanish sohasi va uzilish nuqtalari topi- 

ladi; funksiyaning chegaraviy nuqtalaridagi qiymatlari (yoki unga 

mos limitlari) hisoblanadi.

2. Funksiyaning toq-jufiligi, davriyligi tekshiriladi.

3. Funksiyaning nollari va ishora turg‘unlik oraliqlari aniq- 

lanadi.

4. Asimptotalar topiladi.

5. Funksiya ekstremumga tekshiriladi, uning monotonlik 

intervallari aniqlaniladi.

6. Funksiya grafigining burilish nuqtalari, qavariqiik va 

botiqlik intervallari topiladi.
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Misollar
1. y=x(x2-l) funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. 1) aniqlanish sohasi - haqiqiy sonlar to‘plami. 

Uzilish nuqtalari yo‘q. Funksiyaning chegaraviy qiymatlari: 

lim x(x2-l)=+oo; lim x(x2-l)=-cc;
x—>+oo .x—>~x>

2) funksiya davriy emas, toq funksiya;

3) funksiyaning uchta holati bor: x=0; x=-l; x=l. Ushbu x(x2-

1)> 0 tengsizlikni yechamiz, uning yechimi (-l,0)u(l,+oo) 

to‘plamdan iborat. Demak, funksiya (-l,0)u(l,+oo) to‘plamda 

musbat va (-oo,-l)u(0,l) to‘plamda manfiy qiymatlar qabul qiladi;

4) og‘ma asimptotaning burchak koeffitsientini topamiz:

k= lim — = = lim (x2-1 )=oo.
X —>cc x —>cc

Demak, og‘ma asimptota mavjud emas. Vertikal asimtotalar 

ham mavjud emas (chunki, uzilish nuqtalari yo‘q);

5) funksiya hosilasini topamiz: y ’=3x2-l. Hosilani nolga 

tenglashtirib, statsionar nuqtalarini topamiz: y±0 yoki 3X2-1=0,

bundan x=-H\ß, x=llyß. Ushbu (43, a-rasm) sxemani chizamiz 

va intervallar metodidan foydalanib, funksiya hosilasining 

ishoralarini aniqlaymiz. Bundan funksiya (-co,-l/>/3) va 

(1 / V3 ,+oo) intervallarda monoton o ‘ suvchi, (-1/V3 ,1/%/3 ) 

intervalda monoton kamayuvchi; x=-MV3 nuqtada maksimumga, 

x=l/yß nuqtada minimumga ega ekanligi kelib chiqadi. 

Ekstremum nuqtalarida funksiya qiymatlarini hisoblaymiz: agar 

Xmtur-l/jl bo'lsa, u holda_ymfl̂ =2/(3 V3); agarxm/„=l/V3 bo‘lsa,

u holda ymi„=-2/(3 V3) bo‘ladi;

6) ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y ’ ’=6x. Ikkinchi tartibli 

hosilani nolga tenglashtirib y ”=6x= 0, x=0 ekanligini topamiz. 

Sxemani (43, b-rasm) chizamiz va hosil bo‘lgan intervallarda 

ikkinchi tartibli hosila ishoralarini aniqlaymiz. Bundan x=0 

nuqtada burilish mavjud, (-»;0) da funksiya grafigi qavariq,
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(0 ;+ qo)  da botiq ekanligini topamiz. Burilish nuqtasi ordinatasini 

topamiz: y(0)=0.

Funksiya grafigi 43, c-rasmda keltirilgan.

y'=0 f=0

43-rasm.

2. y= \[x + s/4 — x funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. 1) aniqlanish sohasi - [0,4] kesma. Funksiyaning 

chegaraviy qiymatlarini topamiz: agar ;t=0 boisa, u holda y=2; 

agar x=4 boisa, y=2. Funksiyaning uzilish nuqtalari yo‘q;

2) funksiya toq ham, juft ham emas, davriy ham emas;

3) funksiyaning holatiari yo‘q;

4) og‘ma asimptotalari yo‘q, chunki aniqlanish sohasi kesma- 

dan iborat;

5) hosilasini topamiz: y ' = - X--^L .
2y/x ■y/4-x

Hosilani nolga tenglashtirib, kritik (statsionar) nuqtani 

topamiz: x=2. 44-rasmdagi sxemani chizamiz. Bundan funksiya 

(0,2) intervalda o‘suvchi, (2,4) intervalda kamayuvchi, x=2 

nuqtada funksiya maksimumga erishishi kelib chiqadi. Maksimum 

nuqtasining ordinatasi }w.r=2
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6) ikkinchi tartibli hosilani y, y,=0 x

topamiz: y o1 sr j  ^  U *

1 (4 - х)гп + xm

4 x3/2 (4 - x)m ' j у

(0,4) intervalda ikkinchi tartibli 2Л 
hosila manfiy, demak, bu 

intervalda ftmksiya grafigi qa- 

variq bo‘ladi.

Funksiya grafigi 44-rasmda 

chizilgan. Shuni aytib o‘tishI"<

kerakki, lim ÿ  = +oo,
*->+0

lim v' = -oo bo‘lganligi
* —>4—0

sababli, funksiya grafigi (0,2) 44-rasm.

nuqtada ordinatalar o‘qiga,

(4,2) nuqtada x=4 to‘g‘ri chiziqqa urinadi.

3. y=xx. funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. Awal funksiyani quyidagicha yozib olamiz: 

y=xx=ex!nx.
1) funksiyaning aniqlanish sohasi

barcha musbat sonlar to‘plami. Chegaraviy qiymatlari: 

lim exlnx=\, lim exl'vc=+^. Uzilish nuqtalari yo‘q.
X —>0+  X—>+cc

2) funksiya juft ham, toq ham, davriy ham emas;

3) funksiyaning holatlari mavjud emas;

4) og‘ma asimptotasini izlaymiz: k= lim --- =+oo, demak,
X —>+ЭД д ;

og‘ma asimptota yo‘q;

5) hosilasini topamiz :y ’=x? (lnx+1). у-  0 tenglamadan x=el, 

funksiya (0,1/e) intervalda kamayuvchi, (l/e,+oo) intervalda 

o‘suvchi bo‘ladi. x=el nuqtada funksiya minimumga ega, uning 

ordinatasi ymm-0,692;

Г

44-rasm.
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6) ikkinchi tartibli hosilani 

topamiz: y ’ ’=xx((lnx+l)2+I/x).

Ikkinchi tartibli hosila (0,+oo) 

intervalda musbat, demak, 

funksiya bu intervalda botiq.

Funksiyaning x=0 nuqta 

atrofida tekshiramiz.

lim y '= lim xx(lnx+l)=-oo,
jc—►0+ x-+0+

bundan funksiya grafigi (0,1) 

nuqtada ordinatalar o‘qiga 

urinishi kelib chiqadi.

Funksiya grafigi 45-rasmda 

berilgan.

4. f(x)=x+lti(x2-l) funksiyani 

to ia  tekshiring va grafigini 
chizing.

Yechish. 1) funksiya x2-l>0, ya’ni (-oo;-l) va (l;+oo) 

oraliqlarda aniqlangan va uzluksiz. Funksiyaning chegaraviy 

qiymatlarini izlaymiz:

lim f(x )=  lim (x+ln(x2-l))=-oo;
jt—>-1-0 jr—>-1-0

lim f(x )=  lim (x+ln(x2-l))=-oc.
JT—>1+0 x—>1+0

Demak, funksiya grafigi ikkita x=-l va x=\ vertikal asimpto- 

talarga ega;

2) funksiya toq ham, juft ham, davriy ham emas;

3) funksiya (-co,-l) intervalda manfiy, (l,+oo) intervalda 

yagona holat mavjud, uni topish uchun taqribiy hisoblash metod- 

laridan foydalaniladi, natijada xo«l,15 ekanligini aniqlashimiz 

mumkin. Demak, funksiya (1; 1,15) intervalda manfiy, (1,15, +oo) 

oraliqda musbat;

45-rasm.
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4) Og‘ma asimptotalarini izlaymiz:

k= lim —= lim (1+-Í5ÍÍ— — )=1, b= lim (y-kx)r=
X—>±<x> jç  X—►iso %  X—>±®

= lim ln(x2- l)=+oo, demak og‘ma asimptota mavjud emas;
jr~>±œ

5) funksiya hosilasi y ’=l+2x/(x2-l) funksiyaning aniqlanish 

sohasida mavjud, shu sababli uning kritik nuqtalari faqat 

statsionar nuqtalardan iborat bo‘ladi. Bunda у -0 tenglama

yechimlari x¡--l-y¡2 va xf=- 1+V2 bo‘lib, x¿=-l+j2 
funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli emas. Shunday qilib, 

yagona kritik nuqta mavjud va (-00;-1) oraliqqa tegishli. (l;+oo) 

oraliqda y^O  va funksiya o‘suvchi bo‘ladi. x¡=-l-\¡2 nuqtada 

maksimum mavjud. Uning ordinatasi Д-1-Т2 )=-1-л/2 + 

+/«(2+2 4 l ) ~ -0,84 ga teng.

6) ikkinchi tartibli hosilani topamiz: Bundan

у ’ ’<0, demak grafk qavariq.

Funksiya grafigi 46-rasmda berilgan.
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V in bobga doir test savollari
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P(xo+0)=0 P(xo+0)=?

uux

X

r(xo-o)=o
f ( x 0+O)=O

y maxA
xo

Î(x(rO)=?
f(xo+0)=?

7.

(a;b) intervalda/(x) 

kamaymaydi

(a,b) intervaldayfr) botiq

? (a;b) intervalda /(x) qavariq

x0 nuqtada ekstremuirf mavjud 
bo'lishining zaruriy shTarti

f  (xo)=0 yoki/Uo) mavjud 
emas

x0flx) funksiya grafigi burilish 

nuqtasi bo'lishining zaruriy 

sharti

?

9.

/(xo)=0,./” (xo)>0 / ( x q )  lokal minimum

/(xo)=0,./” (xo)<0 ?

10.

/(Xo)=f(XoM >,/” (Xo)>0 Ekstremum yoq

/(xo)=./” (xo)=0,/” (xo)<0 ?

/(xo)=./” (xo)=/, ” (xo)=0,/Wi>0 ?

/(x o)= / ’(xo)=/” ’(x„)=0,/1V)<0 ?
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11.

y -k x + b  - og'ma 

asimptota
<=> lim (/(x)-kx-b) =  0

X—HO
y = b  - gorizontal 

asimptota
<=> 7

? о lim f{x) = oo
x-*a

12. y=kx+b - og'ma asimptota

k=
f a ' «
х-w» X

b= ?
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UCHINCHI BO‘LIM. BIR 0 ‘ZGARUVCHILI 
FUNKS IYANING INTEGRAL HISOBI

IX BOB. ANIQMAS INTEGRAL

l-§. Boshlang‘ich funksiya va aniqmas integral 
tushunchalari

DifFerensial hisobning asosiy masalalaridan bin - berilgan 

fix) funksiyaga ko‘ra uning hosilasi f\x) ni topishdan iborat edi. 

Bu masalaning teskarisi, ya’ni hosilasiga ko‘ra funksiyaning 

o'zini tiklash masalasi katta ahamiyatga ega boiib , integral 

hisobning asosiy masalalaridan hisoblanadi.

f(x) funksiya biror (a,b) (chekli yoki cheksiz) intervalda 

aniqlangan bo‘lsin.

l-ta’rif. Agar (a,b) da f(x) funksiya biror F(x) funksiyaning 

hosilasiga teng, ya’ni (a,b) intervaldan olingan ixtiyoriy x uchun 

F ,(x)= fix) bo‘lsa, u holda F(x) funksiya (a,b) intervalda /л:) 

funksiyaning boshlang'ich fiinksiyasi deyiladi.

Masalan,

1) /(х) ж~7 = boisin. Bu funksiyaning (0;+°o) intervalda
yjx

boshlang‘ich fiinksiyasi F(x)=2yfx boiadi, chunki (0;+oo) da 

F'(x) = (2>/x)' = ~̂ j= - f(x)\
\¡X

2) f(x)=x2 ning ( -oo;+co) oraliqda boshlang'ich fiinksiyasi

jc3
F(x) - "j" boiishi aniq.

Ravshanki, agar biror oraliqda F(x) funksiya f(x) ning 

boshlang'ich fiinksiyasi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy o'zgarmas С son 

uchun

F(x)+C (1)

funksiya ham f(x) ning boshlang‘ich fiinksiyasi bo‘ladi, chunki,

(F(x)+C)’=F ’(x)=f(x).
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Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar f(x) fimksiya biror 

boshlang‘ich fimksiyaga ega bo‘lsa, u holda uning boshlangich 

funksiyalari cheksiz ko‘p bo‘ladi.

Quyidagi savol tug‘ilishi tabiiy: biror oraliqda berilgan f(x) 

funksiyaning barcha boshlang‘ich funksiyalari (1) formula bilan 

ifodalanadimi, boshqacha aytganda,f(x) funksiyaning (1) formula 

bilan ifodalanmaydigan boshlang‘ich funksiyalari mavjudmi?

Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

1-teorema. Agar biror oraliqda F(x) funksiya f(x) ning 

boshlang‘ich funksiyasi boisa, u holda f(x) funksiyaning ixtiyoriy 

boshlangich funksiyasi С o‘zgarmasning biror qiymatida (1) 

formula yordamida ifodalanadi.

Isboti. Aytaylik, G(x) funksiya qaralayotgan oraliqda f(x) 

funksiyaning boshlangich funksiyasi boisin. Ushbu (p(x)-G(x)- 
F(x) yordamchi funksiyani ко‘rib chiqamiz. Bu funksiya uchun 

(p'(x)=G ’(x)-F’(x) -f(x)-f(x)=0 boiadi, ya’ni qaralayotgan ora­

liqda (p(x) funksiya uchun funksiyaning doimiylik sharti 

bajariladi. Boshqacha aytganda G(x)-F(x)=C, ya’ni G(x)=F(x)+C 
boiadi. Demak, G(x) funksiya (1) formuladan С ning biror 

qiymatida hosil boiadi.

Shunday qilib, agar oraliqda berilgan f(x) funksiyaning bitta 

F(x) boshlangich funksiyasi maium boisa, u holda uning barcha 

boshlangich funksiyalari f(x)+C, bu yerda: С ixtiyoriy o‘zgar- 

mas son, ko‘rinishda ifodalanar ekan.

2-ta’rif. (a,b) intervalda berilgan f(x) funksiya boshlangich 

funksiyalaming umumiy ifodasi F(x)+C, bu yerda: C=const, shu

f(x) funksiyaning aniqmas integmli deb ataladi va u J / (x)dx

kabi belgilanadi. Bunda Í — integral belgisi,f(x) integral ostidagi 

funksiya, f(x)dx - integral ostidagi ifoda, x - integrallash
о ‘zgaruvchisi deb ataladi.

Demak, ta’rifga ko‘ra

\f(x)dx=F(x)+C, (2)

bu yerda: F(x) funksiya f(x) ning biror boshlangich funksiyasi.
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Masalan, (-oo;+oo) da f(x)=cosx bo‘láin. Bu holda {sinx)'=cosx 

bo‘lgani uchun Jcosjcdx =sinx+C bo‘ladi.

(2) formuladan ko‘rinadiki, berilgan f(x) fimksiyaning biror 

boshlang‘ich funksiyasini va uning aniqmas integralini topish 

masalalari deyarli bir xil masalalardir. Shu sababli f(x) 
fimksiyaning boshlang‘ich funksiyasini topishni ham, aniqmas 

integralini topishni ham f(x) funksiyani integrallash deb ataymiz. 

Integrallash differensiallashga nisbatan teskari amaldir.

Integrallash amalining to‘g‘ri bajarilganligini tekshirish uchun 

olingan natijani differensiallash yetarli: differensiallash natijasida 

integral ostidagi funksiya hosil bo‘lishi lozim.

Masalan, J 3x2dx = x3 + С  ekanligini tekshirish uchun

tenglikning o‘ng tomonidagi fimksiyadan hosila olamiz: 

(xi+C),-3x2, demak, integrallash to‘g‘ri bajarilgan.

Geometrik nuqtai nazardan bu teorema f(x) fimksiyaning 

aniqmas integrali y=F(x)+C 
bir parametrli egri chiziqlar 
oilasini ifodalaydi (C- 

parametr). Bu egri chiziqlar 

oilasi quyidagi xossaga ega: 

egri chiziqlarga abssissasi 

x-xo bo‘lgan nuqtasida 

o‘tkazilgan urinmalar bir- 

biriga parallel bo‘ladi (1- 

rasm).

F(x)+C egri chiziqlar 

oilasi integral egri chiziqlar 

deb ataladi. Ular bir-biri 

bilari kesishmaydi, bin- 

biriga urinmaydi. Tekislikning har bir nuqtasidan faqat bitta 

integral chiziq o‘tadi. Barcha integral chiziqlar biri ikkinchisidan 

Oy o‘qiga parallel ko‘chirish natijasida hosil bo‘ladi.
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Misol. Abssissasi x bo‘lgan nuqtasida o‘tkazilgan urinma- 

sining burchak koefiitsienti k=x3 formula bilan ifodalanadigan va 

(2;5) nuqtadan o'tuvchi egri chiziqni toping.

Yechish. Ma’lumki, y ’=k=x3, bu shartni qanoatlantiruvchi y 

funksiyaning umumiy ifodasi y - ^x 3dx bo‘ladi. Bu integralni

x4
hisoblab, y = —  + C ifodaga ega bo‘lamiz. Izlanayotgan egri

4
chiziq (2;5) nuqtadan o‘tadi. Shu sababli funksiya ifodasiga 

berilgan nuqta koordinatalarini qo‘yamiz va C ning kerakli

24
qiymatini topamiz. Natijada 5 = —  + C, C = 1 hosil bo‘ladi.

4

x4
Demak, izlanayotgan egri chiziq tenglamasi y = -- hi ekan.

4

Endi quyidagi savolga javob izlaytniz: biror oraliqda berilgan 

har qanday f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi mavjudmi?

Ushbu savolning javobi Darbu teoremasidan kelib chiqadi 

(VII bob, l-§, 5-teorema).

Bu teoremaga asosan quyidagi 

jo, agar- 2< *< 0 ,

[1, agar 0 < x < 2 

funksiya [-2;2] da boshlang‘ich funksiyaga ega emas, chunki bu 

funksiya 0 va 1 qiymatlami qabul qilib, ular orasidagi qiymatlarini 

qabul qilmaydi.

Har qanday funksiyaning ham boshlang‘ich funksiyasi 

mavjud bo‘lavermaydi, lekin quyidagi teorema o‘rinli.

2-teoreraa. Agar f(x) funksiya biror oraliqda uzluksiz bo‘Isa, 

u holda uning boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo‘ladi.

Bu teoremaning isboti kelgusida ko‘rsatiladi, shu sababli bu 

bobda uzluksiz funksiyalami integrallash haqida gapiriladi. 

Uzilishga ega bo‘lgan funksiyalar uchun integrallash masalasi 

uning u yoki bu uzluksizlik oraliqlari uchun qaraladi.
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Masalan, f(x ) = — funksiya x=0 nuqtada uzilishga ega. Bu
x

funksiya (0 ;+ qo)  va (-co;0) oraliqlarda uzluksiz. Birinchi oraliqda

formula o‘rinli. Ammo ikkinchi oraliq uchun bu formula ma’noga 

ega emas. Lekin bu oraliqda quyidagi formula o‘rinli boiadi:

f— = ln(-jc) + C.
J x

Bu ikki formulani quyidagicha umumlashtirib yozish 

mumkin:

f— = ln|x|+C.
J x

2-§. Aniqmas integralning sodda xossalari

1°. Aniqmas integralning differensiali (hosilasi) integral 

ostidagi ifodaga (funksiyaga) teng:

d J f(x)dx -f(x)dx ( ( | f(x)dx )’ =f(x)).

Isboti. Ta’rifga ko‘ra d\f(x)dx=d(F(x)+C) =dF(x)-F’(x)dx= 
=f(x)dx.

2°. Biror funksiya differensialining aniqmas integrali shu 

funksiya bilan o‘zgarmas son yig‘indisiga teng:

\dF(x)=F(x)+C.

Isboti. \dF(x)~ \F ’(x)dx=F(x)+C.

3°. Agar f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo‘lsa, u 

holda ixtiyoriy k (fc*0) son uchun

\kf(x)dx=k\f(x)dx (1)

boiadi, ya’ni o‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisi oldiga 

chiqarish mumkin.

Isboti. \f(x)dx=F(x)+C boisin. U holda

kif(x)dx=k(F(x)+C)=kF(x)+kC (2)
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boiadi. (kF(x)Y=kF’(x) =kf(x) va kC ixtiyoriy o‘zgarmas son 

bo‘lganligi uchun kF(x)+kC ifoda kf(x) funksiyaning barcha 

boshlang‘ich funksiyalarini beradi, ya’ni

¡kf(x)dx= kF(x)+kC (3)

boiadi. (2) va (3) dan (1) kelib chiqadi.

1-izoh. £=0 boiganda (1) tenglik o‘rinli emas. Haqiqatan 

ham, bu tenglikning chap tomoni ¡0f(x)dx=\0dx=C, C - ixtiyoriy 

o‘zgarmas son, o‘ng tomoni esa 0\f(x)dx=0-(F(x)+C)=0.

2-izoh. Integrallami topishda kC yozilmaydi. Uning o'miga C 

yoziladi, chunki ixtiyoriy o‘zgarmas sonni yozish usuli muhim 

emas. Bunda o‘zgarmas qo‘shiluvchining ixtiyoriy qiymat qabul 

qila olishi muhim hisoblanadi.

Agar C-ixtiyoriy o‘zgarmas son boisa, u holda C3, 4C - 

ixtiyoriy o‘zgarmas son boiadi. Lekin C2, sinC - ixtiyoriy 

o‘zgarmas son emas, chunki C^O, |sinC|<l.
4°. Agar f(x) va g(x) laming boshlangich funksiyalari mavjud 

boisa, u holda

\(f(x) ± g(x))dx=\f(x)dx ± \g(x)dx 
boiadi, ya’ni ikkita funksiya algebraik yigindisining integrali 

aniqmas integrallar algebraik yigindisiga teng.

Isboti. Aytaylik, F(x) va G(x) lar mos ravishda f(x) va g(x) 
laming boshlangich funksiyalari boisin. U holda

\f(x)dx ± \g(x)dx = (F(x)+C,) ± (G(x)+C2) =

= (F(x) ±G(x))+(C1iC 2)

Ammo, F(x)±G(x) funksiya f(x)±g(x) ning boshlangich 

fiinksiyasi, chunki (F(x)±G(x))’=F ’(x)±G’(x)=f(x)±g(x), Ci±C2 

esa, - ixtiyoriy ikkita o‘zgarmas sonlaming algebraik yigindisi - 

yana ixtiyoriy o‘zgarmas son boiadi.

Shu sababli (F(x)±G(x))+(C¡±C2) ifoda f(x)±g(x) ning barcha 

boshlangich funksiyalarini beradi, ya’ni \if(x)±g(x))dx ga teng 

boiadi.

Bu xossani chekli sondagi funksiyalar uchun ham isbotlash 

mumkin. Buning uchun matematik induksiya metodidan 

foydalanish yetarli.
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3-izoh. Integrallami topishda Ci±C2 o‘miga C yoziladi. 

Masalan,

J (cos x + 3x2 )dx = J cos xdx + J 3x2 dx = sin x + x3 + C .

5°. Agar F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi 

bo‘Isa, u holda

¡f(ax  + b)dx = —F(ax + b) + C (a*0)
J a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Tenglikning o‘ng tomonining hosilasi integral ostidagi

funksiyaga teng ekanligini ko‘rsatish yetarli. Haqiqatan ham,

( i  v  i
— F(ax + b) I - — (F(ax + b))' = f  (ax + b ).

\a J a

6°. (integrallash formulasining invariantligi). Agar integ- 

rallash formulasida integrallash o‘zgaruvchisini shu o‘zgaruv- 

chining istalgan differensiallanuvchi funksiyasi bilan almash- 

tirsak, integrallash foimulasining shakli o‘zgarmaydi, ya’ni agar 

J f(x)dx = F(x) + C va u funksiya jc ning differensiallanuvchi

funksiyasi bo‘Isa, u holda J / (u)du = F(u) + C bo‘ladi.

Isboti. Birinchi tartibli differensialning invariantlik 

formasidan foydalanamiz. Bunga ko‘ra, agar dF(x) =F ’(x)dx va 

u=u(x) differensiallanuvchi funksiya bo'lsa, u holda

dF(u)—F ’(u)du bo‘ladi. jf(u )d u  = F(u) + C ekanligini isbot-

laymiz. Buning uchun so‘nggi tenglikning ikkala tomonidan 

differensial olamiz:

d{\ f(u)du) = f(u)du, d(F(u) + C) =F’{u)du = f(u)du.

Bu differensiallaming tengligidan 6° xossaning o‘rinli 

ekanligi kelib chiqadi.
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3-§. Integrallash qoidalari va asosiy integrallar jadvali
Yuqorida isbotlangan aniqmas integralning sodda xossalari va 

aniqmas integrallar jadvali birgalikda integrallami hisoblashning 

asosiy qoidalarini aniqlaydi. Integrallash amali differensiallash 

amaliga teskari amal bo‘lganligi sababli, quyida keltiriladigan 

formulalarning ko'pchiligini hosilalar jadvalidan hosil qilish 

mumkin.

Quyida asosiy aniqmas integrallar jadvalini keltiramiz. Bunda 

har bir formula integral ostidagi funksiyalaming aniqlanish 

sohasida qaraladi.

г л:“+1
1. [ xa dx---- + C, а Ф - l;

J a  +1

2. f — =  1пЫ + С , x * 0 ;
1 X

X

3. f a dx = -- + C, a>  0, аФ\\ f exdx = ex + С  ;
J \na 3

л f dx _ r dx
4.  -- - = arctgx + С ;

J 1 + X J
dx „ г ax . X

= arcsin X +
5' - ^

^ Г dx _
6. — j-  = tgx + C;

J cos x

8. Jcosja6c = sinjc + C; 

10. j chxdx = shx + С ; 

12. \-^- = thx + C;J x.7-2, »

C ’i

x2 + a2 

dx

Va2 ->

1 x „
=  — arctg — + С , аФО; 

a a

■ = arcsin— + С (I jc |<| a |) ;

-, f dx „
7. I — = -ctgx + С ;

* e i n  Vsin2 x

ch x 

dx

9. fsinx<¿c = — cosx + C; 

11. í shxdx = chx + С ;

13. f = —cthx + С ;

14. f— r  = —  
** a -x 2a

dx

ln
а + х

а -X

15. J
■Jx2 ± i

= ln x +

+ С , a*0;

+ С, (I дг |>| а I).у[х^±а
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4-§. Integrallash usullari

4.1. Bevosita integrallash usuli. Bu usul integral ostidagi 

ifodani jadvaldagi biror integral ostidagi ifoda ko‘rinishiga 

keltirish va aniqmas integral xossalaridan foydalanishga 

asoslangan.

Masalan:

1) \l2x ydx = \(22 3)x<h = \\2x<h = - ^  + C-,

-, r 2 j  f Sin2 X , г 1 -  cos2 x , r 1 , f ,
2) ! tg xdx = I-- -— d x = \--- --- dx =1-- —  dx~  \d x  =

J J cos x J cos x J cos x J

= tgx - x + С ;

3) jis in  —-cos—1 dx = jfs in2 —-2sin—cos—+ cos2 — =
I 2 2 i I 2 2 2  2 у

= j* (1 — sinx)<¿x = x + cosx + C ;

4) J cos 2xdx = J cos 2x-^<i (2x) = ̂  | cos(2x)c/ (2x) =

= sin 2x + С , bunda integrallash formulasining invariantligi

xossasidan foydalanildi.

4.2. 0 ‘zgaruvchini almashtirish usuli. Ushbu Í f(x)dx 
integralni hisoblash talab qilinsin. Integralda o‘zgaruvchini 

almashtirish usulining mohiyati shundan iboratki, unda 

integrallash o‘zgaruvchisi x ni biror x-(p(t) formula yordamida t 
o‘zgaruvchi bilan almashtiriladi. Bunda <p’(t) uzluksiz va x=(p(t) 
ga nisbatan teskari funksiya t=çfI (x) mavjud deb faraz qilinadi. 

Endi

x=ç>(t), d x = ç ’(t)dt 
ifodalami j f(x)dx ga qo'yamiz:

\f(x)dx= \f(<p(t)) (p ’(t)dt (3)
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Bu yerda: (p(t) ni shunday tanlash kerakki, o‘ng tomondagi 

integral soddaroq boisin. Agar f((p(t))(p’(t) funksiyaning 

boshlangich funksiyalaridan biri F(t) boisa,

\f(x)dx= \f(cp(t)) cp ’(t)dt-F(t)+C=F(<p!(x))+C

kelib chiqadi.

(3) formula aniqmas integralda ozgaruvchini almashtirish 

formulasi deb ataladi.

Ba’zi hollarda yangi o‘zgaruvchini t=cp(x) formula orqali 

kiritish foydadan xoli emas.

1 -misol. [ — nihisoblang.
3 yjex- 1

Yechish. ¿-1=? almashtirish kiritamiz. U holda ^=^+1,

x=\n{̂  +1), dx= -y  dt va 
r  +1

f ^  ■ = f =2arctgt + C = 2arctgyjex — 1 + C boiadi.
3 yjex -1 J r+ 1

2-misol. Jsin3xcosxdx nihisoblang.

Yechish. t=sinx, dt=cosxdx almashtirishni kiritamiz. Bu holda

fsin3 x cosxdx = [t3dt = — + C = —sin4 x + C boiadi.
J i 4 4

0 ‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib, aniqmas 

integralni hisoblashda almashtirishni qulay tanlab olish muhim 

hisoblanadi. Ixtiyoriy integralni hisoblashda o‘zgaruvchini 

almashtirishning umumiy qoidasi yo‘q. Bunday qoidalami ba’zi 

funksiyalar (trigonometrik, irratsional va boshq.) sinflari uchun 

keltirish mumkin.

Ko‘p hollarda integrallami hisoblashda integral ostidagi funk- 

siyani differensial belgisi ostiga “kiritish” usulidan foydalaniladi. 

Funksiya differensialining ta’rifiga ko‘ra cp’(x)dx=d((p(x)). Bu 

tenglikning chap tomonidan o‘ng tomoniga o‘tish (hosil qilish) 

<p’(x) ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga “kiritish” deb 

aytiladi.
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Aytaylik, ushbu ^ f  (<p{x))<p\x)dx ko‘rinishdagi integralni

hisoblash talab qilinsin. Bu integralda (p'(x) ko‘paytuvchini 

differensial belgisi ostiga kiritamiz, so‘ngra <p(x)=u almashtirish 

bajaramiz. U holda quyidagiga ega boiamiz:

J f(<p(x))<p\x)dx=J f(<p(x))d(<p(x)) = J f(u )d u . 

Ъ-misol. 1= J y l + x2 xdx integralni hisoblang.

Yechish. xdx= i  d( 1 + x2) ekanligidan foydalanamiz, u holda

4

i=ifa+x1ÿdo+x1)^i+x1=u\=jju’du~~+c=
3

=-l¡(l + x2)4 +C bo‘ladi.
8

A-misol. /= f s*n.xfQ  — integralni hisoblang.
V4 + 3cosx

Yechish. ûnxdx = “ ¿/(4 + 3cosx) ekanligini ko‘rish qiyin

emas. 4+3cosx=u deb belgilaymiz. Natijada

1 J. i _JL о —
1= —  J(4 + 3cosx) 2ú?(4 + 3cosx) = — ju  2du = — и2 + C =

=— v4 + 3cosx + С hosilbo‘ladi.
3

Agar integral ostidagi funksiya ç  ’(x)/<p(x) ko‘rinishda boisa, 

u holda (p’(x) ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga kiritish 

orqali uni jadvaldagi integralga keltirish mumkin:

I Ф )  > <p(x) ,rK

. . .  Г , fsinxiic ri/(cosx) . .
Masalan, tgxdx = -----= - ------ =| и = cosx |=

1 J cosx J cosx
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= -[—  = -ln | u | +C = -ln | cosx | +C.
J u

4.3. Bo‘laklab integrallash usuli. Bu usul ikki íunksiya 

ko‘paytmasining difFerensiali formulasidan kelib chiqadi. 

Ma’lumki, agar u(x) va v(x) funksiyalar differensiallanuvchi 

funksiyalar boisa, u holda d(uv)=udv+vdu yoki udv=d(uv)-vdu 
boiadi. Bu tenglikning ikkala tomonini integrallasak,

i udv= J d(uv)~ 1 vdu yoki

| udv=uv - J vdu (4)

formula hosil bo‘ladi. Bu formula boiaklab integrallash formulasi 

deyiladi. Bu formula yordamida J udv ni hisoblash boshqa, J vdu 

integralni hisoblashga keltiriladi. Bu formuladan ¡ udv ga nisbatan 

¡ vdu integralni hisoblash oson boiganda foydalaniladi.

\-misoI. ¡xcosxdx ni hisoblang.

Yechish. u=x, du=x, v=sinx, dv=cosxdx belgilashlami 

kiritamiz. U holda J x ■ eosxdx = J udv = u v — jvdu  = x-sinx-

-Jsinx¿£c = xsinjt + cosjc + C boiadi.

2-misol. í Inxdx ni hisoblang.

Yechish. u=lnx, du=— , v=x, dv=dx almashtirishni kiritamiz. 
x

U holda, j\&xdx = judv  = x-\nx-jx- —  = x-\nx — x + C 

boiadi.

Endi amaliyotda tez-tez uchrab turadigan va boiaklab 

integrallash usuli bilan hisoblanadigan integrallar tiplarini 

keltiramiz.

1. jP n{x)ekxdx, J/^(x)sinAxí¿r, JF (x )eoskxdx ko‘rinish-

dagi integrallar, bu yerda: P„(x) - «-darajali ko‘phad, k - biror 

son. Bu integrallami hisoblash uchun u=P„(x) deb olish va (4) 

formulani n marta qoilash yetarli.
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2.^Pn(x)\nxdx, J/^(*)arcsinxdx, J Pn(x)arccosxdx,

| Pn (x)arctgxdx, j  Pn(x)arcctgxdx ko‘rinishdagi integrallar, bu

erda P„(x) - n- darajali ko'phad. Bu integrallami bo‘laklab 

mtegrallash uchun P„(x) oldidagi ko‘payuvchi funksiyani u deb 

olish lozim.

3. Je "  cosbxdx, Je“  cosbxdx, bu yerda a va b lar haqiqiy

sonlar. Bu integrallar ikki marta bo‘laklab integrallash usuli bilan 

hisoblanadi.

3 -misol. J  arcsin xdx integralni hisoblang.

Yechish. Bu integral 2-tipga kiradi, bunda Po(x)= 1 va 

u-arcsinx deb olamiz. U holda

dx

J arcsin xdx =
u ~ arcsin x, du = 

dv = dx,

n/1 - ?

= x arcsin x -- J = -xarcsinx + -^J(l —x2) 2 d(\ - x2) =

= x arcsin x + jl- x 2 +C bo‘ladi. 

c x
4-misol. J e~x cos—dx integralni hisoblang.

Yechish. Bu integral 3-tipga mansub. u sifatida dx ning 

oldidagi ko‘paytuvchilardan ixtiyoriy birini olamiz va ikki marta 

bo‘laklab integrallashni bajaramiz. Ikkinchi marta integralla- 

ganimizda awal berilgan integralni o‘z ichida saqlaydigan 

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikdan berilgan integralni topamiz:

e x cos—dx = 
2

u-e du = -e Xdx

dv = cos—dx, v = 2fcos—d(—) = 2sin—*> J 2 2 ~>
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+2е х sin— + 2 f е ""sin—dx = 
o i 'У

и = e du = - e  Xdx

X X
dv = sin—dx, V — —2 cos—

2 2

ya ni

fe * cos—c£t=2e_* sin—-4e * cos— - 4 \e x cos-dx, bundan
3 2 2 2 3 2

5 f e~x cos—dx=2e~T sin—- 4e-T cos —, yoki 
J 2 2 2

f e~x cos -dx-—(e~x sin—- 2e~x cos —).
J 2 5 2 2

5-§. Ratsional funksiyalarni integrallash
5.1. Sodda ratsional kasrlar va ularni integrallash. Sodda

ratsional kasrlar deb nomlanadigan kasrlar asosan to‘rt xil bo‘ladi.

Ratsional funksiyalarni integrallash shu to‘rt xil sodda kasrlami

integrallashga keltiriladi. Shu sababli bu to‘rt xil kasrni

integrallash masalasi alohida ahamiyat kasb etadi. Ulaming

ko‘rinishi quyidagicha:

A A Mx + N Mx + N 
, -----—, —-------  va — —— — — f

x — a (x-a) x + px + q {x2+px + q}

bunda A, M, N, a, p  va q lar haqiqiy sonlar, ¿>1 natural son va p2- 
4q<0 deb hisoblanadi.

Endi yuqoridagi kasrlami integrallash masalasiga o‘tamiz.

a )  ni integrallash quyidagicha amalga oshiriladi:
x — a

x—a x—a

b )  - ni integrallaymiz (k>\).
{x-a)
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г Adx . r . % .  (•* o) 
J---- -r =A)(x-a) d(x-a)=A
yx-a)

A

- *+ i

-k +1
■ + o

(1 -k)(x-a)k-' 

Mx + N

+C.

d) j . ■dx ni integrallash (p2-4^<0) suratida
x + px + q

maxrajining differensialini ajratib olish va maxrajini kvadratlar 

yig‘indisiga keltirish orqali jadvaldagi integrallarga keltiriladi.

d(x2 + px + q)- (2x + p)dx
Mx + N

■dx =
J x + px + q

M rd{x2 + px + q)

2 x2 + px + q

M  - 2 \
= —  ln(x + px + q) +

M

Mx + N = - (2 x  + p) + N - ¥ £  
2 2

+ N
dx

N-

2 )*x 2+px + q 

МрЛс d(x + p t 2)

2 ) J (x + p /2 )2 + q-p2/4 

Mp ̂  1 2x + p
=™ ln(x2 + /?x + ?) + | N-~-^- I—— --arctg- r----

V 2 J j g - p 2/4 yj4q- p
+ C.

e)
Mx + N

(x2 + px + q)k
(A>1) sodda kasmi integrallash uchun

x+p!2=z almashtirish baiaramiz, bundan dx-dzf 
x2+px+q=(x+p/2)2+q-p2/4=z2+a , bu yerda a2-q-p2/4. U holda

2N -Mp г dz _

J (z2+*2)*~

Ravshanki,

r Mx + N , . .r  zdz 
i — ------ —dx = M  J
(x + px + q)

2N -Mp 
= M1,+---— Z-It

/ .- J
zdz

(z2 +a2)k 2 

bo‘ladi.

+ C.
1

(z2+a2j  2(1 -k){z2+a2)
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Demak, /*= J
dz

(z2+a2)*
integralni hisoblash kifoya boiadi.

h=\
dz 1 1г2+а2-г* 1 f d:

(z2+a2)k <*2 ¡ (z2+ a2)' ~  *2 V + « 2)

_ _ L . Bu yerda J--- —
a2 (z2 + a2 )k У (z2+a2)

olsak,

YTT=h-i ekanligini e’tiborga

h=\
dz

(z2+o2) a

i f  r z2dz
h-i ~ ■> 2\k

(z +a )
(5)

boiadi.

z2dz
Endi I - ~ “ly  ™ boiaklab integrallaymiz.

J z2dz

Cz2+a2)k

u = z, 

zdz
dv = — -- —-, v =

du — dz 

1

(z2 + a2)k ’ ' 2(1 — k)(z2 +a2) 

1 j dz

2 \k-1

2(1 - k)(z2 + a2 )*"' 2(1 - k )1 (z2 + a2 f ' 1 

z 1
:4m -2(1 -k){z2+a2f- ' 2(1 -k)

So‘nggi topilgan ifodani (5) formulaga qo‘yamiz, natijada 

1 ( 2k-3 , z
h -4-, -

a2V2£-2 2(1 - k)(z2 + a2)
2 \k—l (6)

У

(6) rekurrent formula deb ataiadi. z = - -• va

a = almashtirishlarga qaytib, izlanayotgan integralni

topamiz.
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г dz 1 z 
I {-\—---- = — arctg— + С bilgan holda (6) formula

j  V Л. n  n  nz +a а а 

dzС uZ
yordamida I 2 = J — ---—  integralni hisoblash mumkin.

Haqiqatan ham,

p dz _  1 Г 1 [ d z  

J (z2+a2)2 ~ ^ { 2 J  z2+a 2 (z¿ +a¿)

z 1 z _
.2/1Г- J ^  + ̂ J arCtZ-  + C-2a (z +a ) 2а а

Shunday qilib, biz barcha sodda kasrlami integrallash formu- 

lalarini hosil qildik.

5.2. Ratsional funksiyalarni integrallash. Integralni hisob­

lash uchun umumiy usullar boimagani uchun ayrim fimksiyalar 

sinflarini integrallash yo‘llari o'rganilgan. Hozir biz ana shunday 

funksiyalar sinflaridan biri bilan tanishib chiqamiz.

Maiumki, Rn(x) =aox"+a¡x"'1 +... +a„-ix+a„ ko'phad butun 

ratsional funksiya,

Ш .=  a°X" +a'X"~' + " +.Î* * ± 3 l ( a . , ^ 0 ,4 , . 0 )
ÊLW  ь0х-+ ь,х-'+ ...+ ь^х + ь„

esa kasr ratsional funksiyalar deb ataladi. Butun va kasr ratsional 

fimksiyalar umuman ratsional funksiyalar deb ataladi. Butun 

ratsional funksiyani integrallash quyidagicha bajariladi:

i R„ (x)dx= i aox"dx+ \ a¡xn~1dx+... + i an.ixdx+ J andx=

=-^—xn+l +— xn + ... + a , • —  + anx + C .
n +1 n 2

Endi kasr ratsional funksiyalarni integrallash masalasiga 

o‘tamiz.

P (x)
Ushbuf(x)= - ---- kasr ratsional funksiya berilgan boisin.

Agar n<m boisa, u holda f(x) - to‘g‘ri, n>m boisa, f(x) - 

noto‘g‘ri kasr ratsional funksiya deyiladi.

275



Misollar. —-- , ---to‘g‘ri kasr ratsional funksiyalar;
X +1 X

x2 + 3 x3 + x + 5 — , — -----  - noto‘g‘ri kasr ratsional funksiyalar
x +5 x + 4

bo‘ladi.

To‘g‘ri ratsional kasrni integrallashni o‘rganamiz.

P (x)
 —  (n<m) to‘g‘ri ratsional kasr berilgan boisin. Uni
QJx)

chekli sondagi sodda ratsional kasrlaming yig‘indisi ko‘rinishida

P (x)
ifodalash mumkin. Shu maqsadda —--  kasming maxrajini

Qm(x)
chiziqli va kvadrat ko‘paytuvchilarga ajratish lozim, buning uchun 

Qm(x)=0, ya’ni

boxm+b,xf”-'+...+bm=0 (7)
tenglamani yechish kerak. Algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra 

Qm(x)~0 tenglama karrali ildizlarini hisobga olganda m ta ildizga 

ega bo‘ladi. Bu ildizlar haqiqiy (sodda yoki karrali) va kompleks 

(sodda va karrali) bo‘lishi mumkin.

Ma’lumki, agar x=a qaralayotgan Qm(x) ko‘phadning sodda 

(k karrali) ildizi bo‘Isa, u holda Qm(x) ko‘phad x-a ((x-af) ga 

qoldiqsiz bo‘linadi va

Qm(x)=(x-a)Qm.i(x) (Qm(x)=(x-a)kQm.k(x)) 
tenglik o‘rinli bo'ladi.

Agar z=u+iv kompleks son QJx) ko'phadning sodda ildizi 

bo‘lsa, u holda unga qo‘shma bo‘lgan 7 =u-iv kompleks son ham 

Qm(x) ko‘phadning ildizi bo‘ladi. Bu holda ko‘phad (x-z)(x- 
z )=x2+px+q ga qoldiqsiz bo‘linadi, bu yerda p=-(z+z )=-2u, 

q=zz =u2+v , p2/4-q<0 va uni Qm(x)=(x2+px+q)Qm_2(x) 

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Shunga o‘xshash, agar 2 kompleks 

son 5 karrali ildizi bo‘Isa, u holda Qm(x)=( x2 +px+q)sQm.2s(x) 
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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Faraz qilaylik, (7) tenglamaning barcha haqiqiy va kompleks 

ildizlari topilgan boisin. U holda Qm(x) ko‘phadni chiziqli va 

kvadrat ko‘paytuvchilarga ajratish mumkin:

Qm(x)~

b0{ x - a f  { x - ß ) k! . . . (x -y )kl (x2 + p tx + q tY' (x2 + p 2x + q 2y-...(x2 + p rx + q rY ' , 

bu yerda ki+k2+...+k,+2 si+2 s2+...2 sr=m.

P (x)
Algebra kursida —--  to‘g‘ri ratsional kasr elementar

Q M
(sodda) kasrlar yig‘indisi shaklida yozilishi ko‘rsatiladi:

Pn(x) А, А, А, а в2 в
- - +--■2—  + ...+---—Г +-L- +-- 2-T- + -. +---2-r- + ...+

Qm (•*) x-a (.x-df (x-a)k¡ x-ß (x-ßf {x-ßf- 

, A Li к  M {x + N,
+ ——  +--Г + ... +---- r-̂-------- — + ...+

x - Y  (x-rY (x-yf x2+ptx + qt

,V'x* r' +...+ ,U-X+r- , (8)
(x + p]x + q j' x +prx+qr (x +prx + q j '

bunda Ah Á2, ... , Ak¡, Bu ... , Bk̂ Lk¡ , M¡, ,... М ь, Nj,..., 

N ,, U¡,...,Ue , Vi Vt, - noma’lum koeffitsientlar.
S] Sr • -V

Yuqoridagi formulani koeffitsientlami topmagan holda bir 

necha misollarda ko‘rsatamiz:

1)
x~ + 2 x2 + 2 А Bx + С  Dx + E

■ + —---- + -
(x'-l)(x2+l) (x-l)(x2+x+l)(x2 +1) x-1 x2+x + l x2 +1

3x-2 A B C  D
2) г---тг,— = — 7 + — Г + -;— ^ r  +

(x + 4)(x-2)3 x + 4 x-2 (x-2) (x —2)

3)
x2—2x + 3 A B C  Dx+E Fx + G H

- +--- - +--- — H-:-- + -
(x - l)3(x2 +2)2(x + 5) .x-1 (x-1)2 (x-1)3 x2+2 (x2+2)2 x + 5 

(8) yoyilmadagi koeffitsientlami topish uchun пота ’lum 

koeffitsientlar metodi yoki xususiy qiymatlar metodidan foydala- 

niladi.
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Noma’lum koeffitsientlar metodining mohiyati quyidagidan 

P(x)
iborat. Aytaylik, —--  to‘g‘ri ratsional kasming (8)

Qm (*)

ko‘rmishdagi noma’lum koeffitsientli sodda kasrlar yig‘indisi 

shaklidagi yoyilmasi berilgan bo‘lsin. Sodda kasrlami Qm(pc) 
umumiy maxrajga keltiramiz va suratda hosil bo‘lgan ko‘phadni 

P„(x) ga tenglashtiramiz.

Ma’lumki, ikkita ko‘phad aynan teng bo‘lishi uchun bu 

ko‘phadlardagi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlaming 

teng bo‘lishi zarur va yetarli. Shuni hisobga oigan holda hosil 

bo‘lgan ayniyatning o‘ng va chap tomonidagi л: ning bir xil 

darajalari oldidagi koeffitsientlami tenglashtiramiz va yuqoridagi 

noma’lum koeffitsientlarga nisbatan m ta chiziqli tenglamalar 

sistemasini hosil qilamiz. Shu sistemani yechib, noma’lum 

koeffitsientlami topamiz.

x2
1 -misol. Ushbu —:--  ratsional kasmi sodda kasrlarga

x -8
yoying.

Yechish. x3-8=(x-2)(x2+2x+4) bo‘lganligi sababli (8) 

formulaga ko‘ra

x2 _  x2 _  A Bx + C

x3 - 8 (x - 2)(x2 + 2jc + 4) x - 2 x2 + 2x + 4 ’ 

bu yerda A, В va С lar noma’lum koeffitsientlar. Bu tenglikning 

o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz, u holda

_ S _ = A ( / +2s + 4) + (B* + CX*-2) ßundan

x -8 (x- 2)(x + 2x + 4)

x2=(A +B)x2+(2A+C-2B)x +4A-2C.

Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlami 

tenglashtirib, А, В, С lami topish uchun ushbu tenglamalar 

sistemasiga ega bo‘lamiz:
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1 = А + В,

0 = 2А + С-2В,

О = 4А-2С 

Shunday qilib,

1 2(х +1)

х3~8 3(х- 2) 3(х2+2;с + 4) '

_ . . т т .. 7хг + 26х — 9
2-misol. Ushbu ratsional kasmi sodda

X4 +4jc3 + 4x2 -9 
kasrlarga yoying.

Yechish. Kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz: 

х4+4хг+4х2-9~(х2+2х)2-9=(х2+2х-3)(х2+2jc+3 )=(.*-1 )(x+3) 

(x2+2x+3).

(8) formuladan foydalanib yoyilmani yozamiz:

Ix  +26x-9 В Cx + D

(x-l)(jt + 3)(*2 +2jc + 3) x - l x + 3 x2 +2x + 3 

Tenglamaning o‘ng tomomni umumiy maxrajga keltiramiz. U 

holda

7x2 +26x — 9 _

(x - l)(x + 3)(;r + 2x + 3)

A(x + 3)(x2 +2x + 3) + B(x - l)(x2 + 2x 4- 3) 4- (Cx + Z>X* + 3X* -1)

(x - 1)(jc + 3)(x2 + 2x + 3) 

boiadi. Bu kasrlaraing suratlarini tenglashtiramiz so‘ngra x 
oldidagi koeffitsientlami tenglashtirib quyidagiga ega boiamiz:

0 = A + В + С,

1 = 5A +В + 2C + D, 

26 = 9A + B-3C + 2D, 

-9 = 9A-3B- 3D,

A = \,B = \,C = -2,D  = 5.

Demak,

279



Ix 2 +26x—9 1 1 -2л:+ 5 ---------- .-------_ ---- 1-----1— ------- _
(x - 1)(дг + 3)(jt +2x + 3) x — l x + 3 x +2x + 3 

Noma’lum koeffitsientlarni topishda x ning bir xil darajalari 

oldidagi koeffitsientlarni solishtirish o‘miga x o‘zgaruvchiga bir 

nechta (noma’lum koeffitsientlar soniga teng) qiymatlar berib, 

noma’lum koeffitsientlarga nisbatan tenglamalar sistemasini hosil 

qilish mumkin. Bu metod xususiy qiymatlar metodi deb yuritiladi. 

P(x)
Bu metod ayniqsa —-- ratsional kasr maxraji ildizlari sodda va

Qm(x)
haqiqiy bo‘lganda qo‘l keladi. Bunda x ga shu ildizlarga teng 

qiymatlar berish qulay bo‘ladi.

3-misol. —- ni sodda kasrlarga ajrating.
x -Ax

Yechish. (8) formulaga ko‘ra

4x2 + 16x —8 4x2 1 6jc — 8 A B C------------------------— i----- 1---- _
x —4x x(x + 2)(x — 2) x x + 2 x — 2

Ushbu tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga kelti- 

ramiz va suratlarini tenglashtiramiz:

4x 2+ 16x-8=A(x+2)(x-2)+Bx(x-2)+Cx(x+2). 
x ga ketma-ket x=0, x=-2 va x=2 qiymatlar berib, quyidagini 

hosil qilamiz:

X II о -8 = ~4A A = 2,

x — —2 -24 = SB ► => • B = - 3,

x = 2

Ü001!
О■
't C = 5.

Shunday qilib,

4x2 +16x-8 _ 2 ___ 3 _  5

x(x + 2)(x~2) x x + 2 x-2 

Ba’zi hollarda yuqorida ko‘rilgan ikkala metoddan birgalikda 

foydalanish ham mumkin, ya’ni noma’lum koeffitsientlarga 

nisbatan tenglamalar sistemasini hosil qilish uchun x ga bir qator

280



xususiy qiymatlar berish va x ning oldidagi koeffitsientlami 

tenglashtirish mumkin.

Endi ratsional kasr funksiyalami integrallash qoidasini 

keltiramiz. Ratsional kasmi integrallash uchun quyidagi ishlami 

bajarish lozira:

P (x)
1) agar qaralayotgan —--  ratsional kasr noto‘g‘ri (n>m)

QJx)

boisa, u holda uni ko‘phad va to‘g‘ri ratsional kasr yig‘indisi

ko‘rinishda ifodalab olamiz:

PAx) . PAx)
- - = R(x) + * - - ,k<m;
Q Jx) Q Jx)

P (x)
2) agar qaralayotgan —--  ratsional kasr to‘g‘ri (n <m)

Qm(x)
boisa, u holda uni (8) formula yordamida sodda kasrlarga 

yoyamiz;

3) ratsional kasr integralini uning butun qismi va sodda 

ratsional kasrlar integrallari yig‘indisi ko'rinishida yozib olamiz 

va har bir integralni hisoblaymiz.

P(x)
Nomaium koeffitsientlami topganimizdan keyin —--

QJx)
ratsional kasmi integrallash masalasi yuqoridagi ayniyatda 

qatnashgan sodda kasrlami integrallash masalasiga keltiriladi.

x3 +1
4-misol. J----- - dx integralni hisoblang.

-1)

Yechish. Integral ostidagi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat. Uni 

quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

x3+l _A  B C { D

jc(x-I)3 X x- I (x-1)2 (x-1)3

Bundan x3+1 =A(x-l)3+Bx(x-l)2+Cx(x-1)+Dx kelib chiqadi. 

Endi x o‘zgaruvchiga 0, 1, 2 va -1 qiymatlar berib, quyidagi 

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:
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-А = 1,

D = 2,

Л + 2Д + 2С + 2£> = 9,

—SA -4B + 2C - D = 0.

Bundan A=-l, B-2, C= 1, D=2 ni topamiz.

Demak,

p X3 +1 p dx . p dx r dx . p i f e

/ ^ r b-J7+2f e +/c ^ +2W "
— 44+ 2 in|*—:i|—

p X 5 + X 4 — 8
5-misol. /= i — r-----dx integralni hisoblang.

J X - 4 x

Yechish. Integral ostidagi kasr—noto‘g‘ri kasr. Uning butun va 

to‘g‘ri qismlarini ajratib olamiz:

x5 + x 4 - 8  2 и 4 x 2 + 1 6 x - 8  
■=x +X + 4 + -

X3 — 4x x (x  — 2)(x + 2)

. 4x2 + 1 6 x - 8  

X 3 — 4x

(qarang 3-misol).

X 5 + X 4 -  8

x3 - 4 x  x x  + 2 x - 2

ega bo‘lamiz.

Bundan

To‘g‘ri qismi ----— ----  ni sodda kasrlarga ajratamiz

. X -i-л —o 7 L J э ....
Natyada — -— -—  = x + х + 4н------ -н--- - tenglikka

r ti 2 л ¿  3 5 V  X 3 X 2 .
/= x + x + 4 +------ +---- dx — —  + —  + 4x +

J V V J - 9  i  ?X  x + 2  X — 2 3 2

X 3 X 2
+ ln|x|-31n|x + 2|+51n|x-2|+lnC= —  + —  + 4x +

in .
(x + 2)3
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f X
6-misol. J —-- dx integralni hisoblang.

x~ -8
Yechish. Integral ostidagi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat. Uni 

sodda kasrlarga ajratishni 1-misolda ko‘rgan edik. Shu 

yoyilmadan foydalanib integralni hisoblaymiz:

I J - * -
•8

•Í fy-(л: — 2)(jc +2x + 4)
¿* = {í

Bx + С

x — 2 X +2x + 4
dx =

3J x-2 

1

A - v

B = C = - 
3

2x + 2 j  1 « » 1 гd{x2 + 2.x'-i- 4)
------ <&=-ln\x-2\+- —^ -------- =

3} x2+2x + 4 3 1 “23J x¿+2x + 4

1 1
= —- In ( jc — 2 1 ч— In I jc + 2x + 4| + - lnC = 

3 3 3

= In I (C(x - 2)(x2 + 2x+ 4)Ÿ 1= In ̂ /C(x3- 8).

Izoh. Integrallami hisoblashda har doim ham tayyor sxe- 
malardan foydalanishga harakat qilavermaslik kerak. Xususan,

,  1 »
yuqoridagi misolda x dx = -d(x -8) ekanligidan foydalanish

mumkin edi. U holda f —̂ — dx=—\^~:— —dx =
J x3-2 3J x — 8

= ̂ ln|x3-8|+^lnC = ln^/C(x3-8).

6-§. Trigonometrik ifodalarni integrallash

Kelgusida R(u,v,...,w) kabi belgilashdan foydalanamiz. U 

u,v,...,w larga nisbatan ratsional funksiyani, ya’ni u,v,...,w va 

haqiqiy sonlar ustida chekli sondagi to‘rt arifmetik amalni bajarish
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natijasida hosil boigan ifodani anglatadi. Bu yerda u, lar

harf, ifoda bo‘lishi mumkin.

J lu 2 -v
Masalan, R(u,v)=----- -—  u va v larga nisbatan ratsional

3 u + 4v -1
funksiya;

yfí + Jx
R (x ,Jx ,lfx) = ---- j=r x, yfx, yjx larga nisbatan ratsional

x + 31/x

3sinx + cos3 X

3-sin2 x + 2cosx 
nisbatan ratsional funksiya boiadi.

x + 4\fx - 3 ifoda x ga nisbatan ratsional funksiya emas, 

chunki ifodada x dan ildiz chiqarish amali ham ishtirok etmoqda. 

Lekin x, Vx larga nisbatan ratsional funksiya boiadi.

/  = J/?(sinx,cosjc)<¿t integralni ko‘rib chiqaylik. Ushbu 

integralni hisoblash uchun umumiy usul mavjud. Haqiqatan ham,

t = tg— almashtirishni bajarsak, x = 2arctgt, dx ^

funksiya; /?(sinx,cosx) = -— — -------  sinx va cosx larga

2 1 + r
2 X  ^  X

' - « 2  • _  2‘g l  _ 21
eos X  = ------- — = ---- -, sin X  =  ■

I W -  1+' ! ’ 1 1+(!2 2
kelib chiqadi. Bu ifodani integralga qo‘ysak, 

r 2t l — 2 dt r

hosil boiadi. Bunda R o‘z argumentlarining ratsional funksiyasi 

boigani uchun R¡ ham ratsional funksiya boiadi. Demak, 

berilgan integral ratsional funksiyalami integrallashga keltiriladi. 

dx
1 -misol. f----- nihisoblang.

1 + sinx
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Yechish. Bunda tg— = t almashtirishni bajaramiz. U holda 

dx r 1 2dt r 2 dt _ г ¿/(r +1)

X

г ах _  г i ¿ai _  r ¿ai _  ^ r 

■4 +sin* J  ̂ 2t 1 + t2 M  + 2t + t2 (/ +1)2

1 + t2

~2 - + C = --- -—  + C bo‘ladi.
í+1 i , ,  x

2
X

Shuni ta’kidlash kerakki, t = tg— universal almashtirish
2

yordamida f------—------ ko‘rinishdagi integrallarni
J acosjt + ósin* + c

hisoblash osonlashadi.

г dx
2-misol.  integralni hisoblang.

J 9 + 8cosx + sinx

X
Yechish. tS~ ~ t almashtirishdan foydalanamiz. U holda

I; dx

9 + 8cosx + sinjt 

r 2 dt _ r 2 dt

' „ 2J _  8 a- í2) 21 Л  ̂t2
(i + n

n 8(1- r )  21 ] J r  + 2í +17
9 + —-- r^ +---~

1 + í2 l + í2J

л

„Г d(t +1) 1 í + 1 _ 1 íg 2 + 1 ^
=2 ----— -— = — arctg---+ С  = — arctg— -—  + C .

J (í + 1)2 +16 2 4 2 4

Ko‘pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab 

ratsional funksiyalami integrallashga olib keladi. Shuning uchun, 

ba’zi hollarda boshqa almashtirishlardan foydalanish ancha qulay 

bo‘ladi.

a) Rfsinx, -cosx)--R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda sinx-t 

almashtirish bajariladi.
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Agar R(-sinx, cosx)=-R(sinx, cosx) boisa, u holda cosx=t 
almashtirish bajariladi. Nihoyat,

R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) boisa, u holda tgx-t 
almashtirishdan foydalaniladi.

3-misol. f integralni hisoblang.
J cos x

Yechish. Bu holda integral ostidagi funksiya uchun 

R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) 
shart bajariladi, tgx-t almashtirishdan foydalanamiz. Natijada

f ——r— = f (1 + tg2x)d(tgx) = f (1 +12 )dt = t + — + C = tgx + + C 
J cos x J J 3 3

boiadi;

b) /  = Jsin" x ■ cos" xdx integralni ko‘raylik. Bunda m, n-

butun sonlar. Quyidagi uchta holni ko‘ramiz:

1) m va « lardan hech boimaganda biri toq son boisin. 

Masalan, m- toq son, ya’ni m—2k+1, Æ-butun son. U holda t—sinx, 
dt=cosxdx, eos2 x=(l-sin2x)k=(l-t2)k almashtirishlar natijasida

/  = J sin" x • cosm xdx = J sin" x cos2* x cos xdx = J t” • (1 - ?2 )* dt

boiadi. Demak, t ga nisbatan ratsional funksiyaning integraliga 

ega boiamiz.

4-misol. J sin4 2x ■ cos3 2xdx integralni hisoblang.

Yechish.

J sin4 2x ■ cos3 2xdx = J sin4 2x(\ - sin2 2x) cos 2xdx =

= — \t*(}-t2)dt = — t5 - — t7 +C = —  sin5 2x-— sin7 2x + C 
2 J 10 14 10 14

kelib chiqadi.

2) m va « musbat juft sonlar boisin, ya’ni m=2s, n-2k, s, k-
natural sonlar. Bu holda ushbu

2 l + cos2x . , l-cos2x . _
cos x -------- , sin‘ x = ------- , sin 2x = 2 sin x cos x

7 2
formulait rdan foydalanish maqsadga muvofiqdir. Bu ormulalar
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orqali sinx va cosx laming darajalarini pasaytirish mumkin 

bo‘ladi.

5-misol. J sin4 x • cos2 xdx ni hisoblang.

Yechish. J sin4 x • cos2 xdx = J  sin2 x(sin jr cos x)2dx ~

=J - (1 - cos 2x)(— sin 2x)2 dx =

- f sin2 2xdx - - f sin2 2x • cos 2xdx =
8 J 8 J

=~  J (1 - cos 4x)dx -— Jsin2 2xd(&w 2x) =

= — x - — sin4x— —sin3 2 x + C .
16 64 48

3) agar m va n lar juft sonlar bo‘lib, ulaming kamida biri 

manfiy bo‘Isa, yuqorida bayon qilingan usul maqsadga olib 

kelmaydi. Bunda tgx=t almashtirishni bajarish lozim bo‘ladi;

d) Jtg"xdx, J ctg"xdx, n- natural son, ri> 1 ko‘rinishdagi

integrallar mos ravishda tgx=t va ctgx=t almashtirishlar 

yordamida hisoblanadi.

Masalan, tgx=t, x-arctgt, dx - almashtirishlami

bajarsak, f tg"xdx = f---r dt hosil boiadi. Demak, berilgan
J J 1 +t

integral ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.

6-misol. J  tg5xdx ni hisoblang.

Yechish. Yuqoridagi almashtirishlami bajarsak,

f 5 ,  f i5 r 3 t t4 t2 1 fd(t2+1)
tg xdx = -- - dt=\(t -1 + —— )dt =--- — + — —-7— — =

J J l + i2 J t +1 4 2 2J t2+1

= -—  — + -ln(i2 +1) + C = _ iKJL + J. ln(ig2x +1) + C 
4 2 2 4 2 2

hosil bo‘ladi.

287



e) Jsin /zx • cos mxdx, J cos nx ■ cos mxdx, J sin «x • sin mxdx 

ko‘rinishdagi integrallami hisoblash uchun ushbu

sin nx • cos mx = ̂  (sin(« - m)x + sin(« + m)x), 

cos nx • cos mx = (cos(« - m)x + cos(/i + m)x),

sin «x • sin mx = (cos(n - m)x - cos(n + m)x),

fonnulalardan foydalanib, berilgan integrallami yig‘indining 

integraliga keltirish mumkin.

1-misol. Jsin 5x • cos 3xdx ni hisoblang.

Yechish.

| sin 5x • cos 3xdx = ~ J (sin(5x - 3x) + sin(5x + 3x))í¿c =

= — fsin2x + — Ísin8x<¿x = -—cos2x-— cos8x + C.
2 J 2 J 4 16

7-§. Sodda irratsional funksiyalarni integrallash

Har qanday ratsional funksiyaning boshlang‘ich fiinksiyalari 

elementar funksiya bo‘lishini va ulami hisoblash usullarini ko‘rib 

chiqdik. Lekin har qanday irratsional funksiyaning boshlang‘ich 

fiinksiyalari elementar funksiya bo‘lavermaydi. Biz hozir 

boshlang‘ich fiinksiyalari elementar bo‘ladigan ba’zi bir sodda 

irratsional funksiyalarni integrallash bilan shug‘ullanamiz. Ular 

asosan biror almashtirish yordamida ratsional fimksiyaga 

keltiriladigan funksiyalardir.

7.1. J R(x,'tfx'"', "4x^)dx (ml,nl,m2,n2,...,mk,nk)

- butun sonlar) ko‘rinishidagi integrallar.
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Bu integral x=f, bu yerda s kasrlaming eng
«1 «2

kichik umumiy maxraji, almashtirish natijasida ratsional ñinksiya 

integraliga keltiriladi.

J  R(x, n4 x ^ )dx = J  R(ts, í ' trt )sts~'dt

1 -misol. f ni hisoblang.

Yechish: 1/2 va 1/3 kasrlaming eng kichik umumiy maxraji 6 

ga teng boiganligi sababli x=t6 almashtirish bajaramiz. U holda 

dx-6t dt bo‘ladi.

cJxdx _ г = = 6Í(í5 +í4+r3 +tz +t+\+— )dt =
lyfc-lß } t3-t2 J t-1 J t-Y

= tb +-t5 +-r4 +2í3+3í2+6í + 61n|í-l| + C = x +—V?" +
5 2

+—yfj^ + 2yfx + 3̂ ¡x + 6\fx + 61n|\/x-l| + C
2

7.2. I= f R
f / 1 N«*1 / 7 \<*. N[ ax + ¿M ( ax + b

X A ---j  i '--i л^ \cx + d j Vcx + d
dx ko‘rini|hdagi

integral.
Bu integralda R~o‘z argumentlarining ratsional funksiyasi, a, 

b, c, d lar haqiqiy sonlar va ax,a 2, ..., an— ratsional sonlar boiib, 

ulaming eng kichik umumiy maxraji m va ad—ЬсФ 0 bo‘lsin.

(Agar ad-bc= 0 bo‘lsa, u holda -const va
cx + d

R
ax + bX ' f  ax + bY '

\cx + d J ’ \cx + ¿ )
ifoda X ga nisbatan ratsional

fimksiya bo‘ladi).
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_ . ax + b m ax + b . , . . .  .
Quyidagi t- ¡"----  yoki t = ----  almashtinshni

V ex + d ex + d

, . v . TTU1J tmd-b  ,  m(ad - bc)tm~x dt
kintamiz. U holda x= ----- va dx= —------ —--  bo ladi.

a - ctm (a-ctmf

Natijada, berilgan integral t ga nisbatan ratsional fimksiyani 

integrallashga keltiriladi, ya’ni

I= ÍR (^ - ^ - ,ta'm.... ta"m) mí ad~bc)t™ di
a - ctm (a - ctm)

Bundan avval R ning argumentlari irratsional ifodalardan 

tashkil bo‘lsa, endi argumentlar ratsional va butun ratsional 

funksiyalarga keltirildi.

Qisqacha qilib yozsak, I=\R¡(t)dt, bunda R¡(t) - ratsional 

funksiya. Avval olingan natij alarga ko‘ra bunday integral ele­

mentar funksiyalar orqali ifodalanadi.

dx
2-misol. /= I . -- integralni hisoblang.

yjx + l —3jx +1

Yechish. Integral ostidagi funksiya R(x,\[x +T, lfx + l)

1 1
ko‘rinishdagi funksiya boiib, bu yerda a¡ = —, a2= — . Bu

kasrlaraing eng kichik umumiy maxraji m=6 . U holda t6=:c+1, 

x=t6-1, dx=6t5dt, yjx + l =t\ {lx + \ =t2 almashtirishlami bajarib,

quyidagi /= í-7— 7  = 6 integralga kelamiz. Natijada

/  = ó j (/2 +1 +1 h---= 2/3 + 3t2 +6í + 61n|í —1| +C =

= 2y¡x + \ +'5yJx + \ + 6y¡x + \ + 61n | yfx+T — 11+C bo‘ladi.

7.3.

dx e (Ax + B)dx r dxT _  (■ ax r _  f (A x  +  o )ax  T f
/,-J-======, 2 -J /-y- , » A-J-

+ &c + c %/ax2 + for + c x\/ax2 + bx + c
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ko‘rinishdagi ¡ntegrallar. I¡ integralni hisoblash uchun ildiz 
ostidagi ifodadan to‘la kvadrat ajratiladi:

ax2+bx + c = a((x + + ( - - =  a((x + ±k2).
2 a a 4 a 2a

Keyin esa x + —  = u, dx = du almashtirish bajariladi. Natijada
2 a

integral jadvaldagi ushbu f . ? U. .■ ko‘rinishdagi integralga
SU2 ± k2

keltiriladi.
/? integral suratida ildiz ostidagi ifodaning differensiali ajratib 

olinadi va bu integral ikkita integral yig‘indisi ko'rinishida 
ifodalanadi.

Á Á h  
04J — (2ax+í>) + (S - — )

,  ,  (A + Jk fa  j2 a ' 2

■Jax2+bx + c sax2 +bx+c

A ed(ax2+bx + c) ABf u ( a x  +ОХ + С) , / o

J , ++(д~ТГ)/'~2a л/ах1 + bx + с 2a

Ar  — Ah
— —  j (ах2 +bx + c) 2d(ax2 +bx + c) + (B- —-)/ -

2a J 2a ¿
= —s¡ax2 +bx■ 

a
bu yerda: I\ yuqorida hisoblangan integral.

/з integralni hisoblash x = — ,dx = —\dit almashtirish
и и

yordamida h ga keltiriladi.

3jc 1
3-misol. — :--= d x  nihisoblang.

VX2 + 2x + 2

Yechish. Berilgan integral /2 ko‘rinishidagi integral.
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3 г V  +2х+2)~*d(x2 + 2х + 2)-
... -(2х + 2)-4

Г ------ A  =
-Jx2 + 2 x  + 2 1 Jx-  +2.Ï + 2

-4f —psf*- r̂-v =3yjx2 +2x+2—4\n\x + l + \lx2 +2x+2 
J J(x + lf+l 1

+ C

4-misol. f—= = =  nihisoblang.
W *2 + 2x-l

Yechish. Ushbu integral /3 ko‘rinishdagi integral.

í
tic

xyjx1 +2x-l

_ f  ¿(«-1) 

^2-(и-1)

1
x = — 

и

dx = — -du 
и

-i udu

Vl + 2«-M2

1-1
JC _  1-ДГ _

= - arcsm—=- + С = arccos —==—i-C.
2 >/2 Ær

7.4. Trigonometrik almashtirishlar yordamida

I  R(x, 4ax2 +bx + c)dx integralni hisoblash.

J* R(x,\jax2 +bx + c)dx integrallaming xususiy hollarini

hisoblashni yuqorida qarab o‘tdik. Hisoblashning bir necha 
usullari mavjud bo‘lib, bunda biz awal trigonometrik 
almashtirishlariga asoslangan hisoblash usulini ko‘rib o‘tamiz.

ax2+bx+c kvadrat uchhadni to‘la kvadratini ajratish va 

o‘zgaruvchini almashtirish natijasida u2 ±k2 ko‘rinishga keltirish 
mumkin. Shunday qilib, quyidagi uch turdagi integrallami qarash

yetarli Ix = J R(u, -Jk2 -u2 )du, I2 = J R(u, 4k2 +u2)du,

/з= | R(u, \¡u2 -k2)du.

1¡ integral u=ksint (u=kcost) almashtirish natijasida sint va 
cost ga nisbatan ratsional ñmksiya integraliga keltiriladi.
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Haqiqatan ham, u=ksint, k>0 almashtirishdan foydalansak, 

du = kcostdt, yfk2 —u2 = kcost,

J R(u, yjk2 —u2 )du = |R(k sint, k eos t)k eostdt boiadi.

12 integral esa u=ktgt yoki u=kctgt almashtirish yordamida 
sint va cost ga nisbatan ratsional fimksiya integraliga keltiriladi.

Haqiqatan ham, u=ktgt, k>Q almashtirishni bajaramiz. U

holda du = — dt, 'Jk2 +u2 = ——  va 
eos í cosí

f R(u,*Jk2 +u2)du =[/?ífr-S-n- , —— 1— dt 
J J V cosí eost j eos í

boiadi.

k k
13 integral u = ksect = --- yoki u ----  almashtirish

cosí siní
yordamida siní va cosí ga nisbatan ratsional funksiya integraliga

le
keltiriladi. Haqiqatan ham, u = ---almashtirishni bajaraylik.

cosí

n ú  u  j  ksint , n  TI . siní
U holda du = — T-dt, V« -k - k---va

eos t eost

r , r « f  k kúnt\ ¿siní 
\R(u,ju2 — k )du = [i? ---,—
J  J  V n r tC .É -

dt
eos" íycost eost

boiadi. sint va cost ga nisbatan ratsional ftmksiya integrallari 
awalgi paragrafáa aytilgan metodlar yordamida hisoblanadi.

5-misof. jv « 2 - x2dx ni hisoblang.
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Yechish. \fa1 „2x dx -
x = asín/

dx = a eos tdt

2  „ 2

= a2 Jcos2 tdt =

= —- f(l + eos2/W/ = — / + — sin2/ + C ==— / + — sínicos/ + 
2 J 2 4 2 2

+C =

.  x
/ = aresin — 

a

x
sin/ = — 

a

eos/ =

= —  arcsin— + — yja2 -x2 +C.
2 a 2

6-misol. | Va2 +x2dx ni hisoblang.

Yechish. J  \Ja2 -t-jc 1 dx =

x = atgt

dx =
a

eos2 /
dt

= j j a 2(l + tg2t)

— ^r-dt = a2 f— — bo'ladi. f— í— integralni hisoblashni 
eos t J eos / J eos /

o'quvchilarga havola qilamiz.

J yja2 +x2dx integralni quyidagieha bo‘laklab integrallash 

ham mumkin.

J-s/a2 +x2dx =

ra2+x2—a2 r~i 2 f /“I  F j f a2í¿x:
j —  _  . dx — x^x +a - I Vx +q ¿¿c+I —. =

\x2 + a2 \¡x2+a

í~2 2 j  xdx 
u = \¡x +a , du = —====

\lx2 +a2

dv = dx, v = x

= xyjx2 +a2
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= x\Jx2 + a2 - j  yjx2 +a2dx -W2 ln | x + yjx2 + a |,

jyjx2 + a2dx ni tenglikning chap tomoniga o‘tkazib, quyidagini 

hosil qilamiz:

J \¡a2 +x2dx =^yjx2 +a2 + ~in\ x + yjx2 + a2 |+C.

Izoh. J -Ja2 -x2dx, №  -a2 dx integrallami ham

boiaklab integrallash mumkin.

dx

Yechish.

h dx

x' yja1 + x2

dx =

x = atgt 

a

eos21
dt

yja2 + x" =
cosí

a

■ í
eos21 -dt =

a4tg4t • a
eos t

1 rcos3í , 1 r(l -sin2 í)¿(sint)
4~ I  • 4  4 "  J  .  4

a J sin t a * sin t

i- J (sin ty* d (sin t) — (sin i)”2 d (sin t) =
a

* +— —  + C, sint ni x orqali ifodalaymiz. x-atgt,
3a4 sin31 a4sinf 

x
siní=

yja2 +x2 

dx

u holda

(a2+x2)3/2 yja2 +x2

xA yja1 +x2 3a4x
4 3 + ~ ----4------+  C -a x
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7.5. I  = J R(x,yjax2 +bx + c)dx integralni Eyler almashti-

rishlari yordamida hisoblash. Agar ildiz ostidagi kvadrat uch 
hadning haqiqiy ildizlari bo‘lmasa va a<0 bo‘lsa, u manfiy bo‘lib,

yjax2 +bx + c funksiya mavjud bo‘lmaydi va integrallash 

masalasi o‘z ma’nosini yo‘qotadi. Shuning uchun quyidagi ikki 

hoi mavjud.
1) a<0 va ax2+bx+c haqiqiy ildizlarga ega bo‘lsin. Bu holda 

yjax2 +bx + c = yja(x — a)(x - P) = {x — a ) t  (1) 
almashtirishni bajaramiz. Bunda a, fi kvadrat uchhadning haqiqiy 

ildizlari (cc<P). Demak, a(x - a)(x -/?) = (*- a)112,
. at2 -3a , 2a(B - a)t ,

a(x-j3) = (x-a) t , x = — -----, dx = -—2-- -¡-dt,
t —a (t —a)

t2 -a
Endi topilgan ifodalami berilgan integralga qo‘yib, t ga 

nisbatan ratsional funksiyaning integraliga ega bo‘lamiz.

Agar a=fi bo‘lsa, yjax2 +bx + c = ̂ a(x-a )2 funksiya 

mavjud bo‘lmaydi, chunki a<0.

8-misol. I  = f — - ni hisoblang.
1 xy ll-7

Yechish. Bunda a=-1<0, 1 -x2=( 1 -jc)( 1 +jc), shuning uchun (1)

1 -t2
ko‘ra s l- x 2 = (l + x)i, l- x  = (l + x)t2, x= L

¿2 \ 21 11 — x
t = -— , t =

, —Atdt r j  f  1 1 — t2
dx = —----, y\ — x = 1 + —--

(t +1) ^ t +1) t +1 \ 1 + x

bo‘ladi. Topilgan ifodalami berilgan integralga qo‘ysak,
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/ = f _ Z Í ^ _  = 2f_ £ L  = 
J 2 í(l- í ) J í -1

' J l - X — yjï + X

dt
ln

t - 1 

i + 1
+ C = ln V

1-JC

1 + x 

jl-x 

'ï+x

-1

+ C =

-4* 1

= ln + C kelib chiqadi;
>/l - JC + л/l + *

2) a>0 bo‘lsin. Bu holda

yjax2 +bx + c = t-x4 ä  (yoki t + x ja  ) 

almashtirishni bajaramiz. Bundan

. 2t2y/ä + 2bt + 2cyfä j  
dx = -------- t=—---dt,

(2)

X =
t 2 -c

b  + 2 t 4 ä  ’ (b  + 2 ty fä )2

I—2— ;---  t2-с г  bt + c4ä + t2y[ä
yjax +bx + c = t------j=-y/a=------- ¿=--

b + 2tyja b + lt ja
kelib chiqadi. Topilganlami berilgan integralga qo‘yib, yana t ga 

nisbatan ratsional fimksiyaning integraliga ega bo‘lamiz.

9-misol. г _ f dx nj hisoblang.
J 1-2 . e

л/х2 +5 

Yechish. (2) ga ko‘ra

\lx2 +5 = t — x, X2 + 5 = t2 - 2tx + X2, x =
t2~ 5 

2t 1

dx = - -.-dt, л/х2 +5 = t--— - = l~ +--. Shuning uchun 
2t 2t 2t

/= f  (<' t 5) ä t = \ -  
J 2,,<1 * 1  S <

/I + С = ln x + \x2 + 5 + C-

2t
Yuqorida keltirilgan (1) va (2) almashtirishlar Eyler 

almashtirishlari deb ataladi.
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7.6. Binomial differensialni integrallash. Ushbu 

/  = Jjtm •(a + bx")Pdx integral berilgan boisin, bunda m, n, p -

ratsional sonlar, a va b - haqiqiy sonlar.

a+bx" binom (ikki had) boigani tufayli integral ostidagi ifoda 
binomial differensial deb aytiladi. Binomial differensialga bogiiq 
quyidagi teorema o‘rinli.

Teorema. (P.L.Chebishev teoremasi) Quyidagi uch holdagina 
binomial difFerensialning integrali elementar fimksiya boiadi.

1 -hol. p - butun son;

2 -hol. p =t~ - kasr son, lekin —-+— - butun son;
s n

3-hol. p = - va -~ +— - kasr sonlar, lekin ÜLtl +p _  butun 
s n n

son.

Ushbu uch holda binomial differensialning integrali elementar 
fimksiya boiishini ko‘rsatish bilan cheklanib, teoremaning toiiq 
isbotini keltirmaymiz.

1-holda p butun son boisa, m va n kasrlaming umumiy 
maxraji k ni topib,

x=f, dx=k^'ldt 
almashtirishlardan foydalansak,

jc“ • (a+bx" )pdx = f*  (a + bf* )p • ktk~ldt 

boiadi (mk va nk lar butun sonlar).

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda t ga nisbatan ratsional 
fimksiya boiib, berilgan masala ratsional funksiyani integral- 
lashga keltiriladi.

)-misol. I  = f -.—  —==- ni hisoblang.
J V 7-d  + ̂ /7 )

10-

Yechish. Bu yerda I  = jx  2/3 (1 + x213) ldx va

2
n = 2 ’ P~~^- Quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:
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U holda I  = jt~2-(l + t2y l ■3t2dt = 3j-^-^ =

= 3 • arctgt + С = 3 • arctgyjx+C.

у
2-holda p-  - bo‘lsa,

s

1 -i
a + bxn=t\ x = b-l/n{ts-a)l/n, dx = b~Vn- (f- a )" sts~ldt

n
almashtirishlami bajarib,

r m+l m-f 1

x" (a - foc” )7 í£c = - • b ~  ■ (ts - a )~  ■ tr+s~'dt

x = t\dx = 3t2dt, t = V*, * “2/3 = Г2, (1+х2/3 Г 1 = (1 +t2 )"'.

n

ga ega bo‘lamiz. Shartga ko‘ra butun son, shuning uchun
n

o‘ng tomondagi ifoda t ga nisbatan ratsional funksiya bo‘lib, bu 
masala ham ratsional funksiyani integralashga keltiriladi.

11 -misoi. I  = f dx nihisoblang. 
yfx

_i i  1
Yechish. Bunda I  - Jx 2(l + x4)*i& bo‘lib,

1 1 1 ^ ,  ол m + l Л u *m = — , n = —, p = ~ (r = 1,5 = 3) va --- =2 butun son.
2 4 3 n

1 _L
Shuning uchun 1 + X 4 = t3, x = (t3 - 1)4, x 2 = (t3 - 1)~2,

dx = \2t2(t3 - ifd t, yjl + ifx = t almashtirishlami bajaramiz. 

Bu holda

/  = J(f3 - 1)“2 • t • 1212 (i3 - ifd t = 12 J (t6 - t3)dt = y  t1 - 3t4 + С =

= y ÿ ( l + ̂ ) 7-3-^/(l + ̂ ) 4 +C.
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3-holda p = - va + L butun son boiganda
s n s

a + bx" = tsx” almashtirishdan foydalanamiz. U holda quyidagi 

tengliklar o'rinli bo‘ladi: x” = a(ts - b)~l,x  = a"(ts-b) ”,
1 л+1 m m

dx = --an(ts -b) " •ts~ldt, xm = a" (ts-b) ” ,
n

a + bxn = ts-a(t* —byy, xm (a+bxn)pdx =

—  -ÜL ( \ i  H+i
= a"(ts-b) • -ap{ts -b)'p -fp ■\~\an{ts -b) » -Г'<* =

^+ r+i- m r 1

= - a ^ +» .- .(t1 -b) " ' n-tr+a~'dt =
n

m+1 r  ̂ (  w+11 *Л

= . £ .  tr+1~' .(t1- b ) 'Xn s)dt. 
n

m + 1 l"
Teoremaning shartiga ko'ra, --- +---butun son. Shuning

rt s
uchun masala t ga nisbatan ratsional funksiyani integrallashga 
keltiriladi.

12-misol. I  = f-- T-~- -г- ni hisoblang.

_5

Yechish. Bu yerda I  = Jx"2(l + x3) 3 dx boiib, m=-2, n=3

5 m + 1 - ,
p = — , --- + p = -2 butun son.

3 n
Ushbu l+x3=t3x3 almashtirishni bajaramiz.

з/j , Г _4
Uholda t = - ■ , * = (i3- l ) 3, dx = -(t2-Ï) 3 -t2dt,
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1 + x3 = t3 • (t3 - 1) 1 bo‘ladi. Demak,
2 5 _4

/ = -J(i3 - 1)3 . r 5 .(Í3 - 1)3 .(t3 - 1) 3 .¿dt =

=-\tlz ld t  = ~ t ~  + C = - ^ ^ - — = ¿ = =  = c.
t 2t X  2^/(1+ X3)

13-misol. /  = |(1 + jc2 )4 dx integralni hisoblang.

Yechish. Bu holda m=0, n=2, p = — - butun son emas,
4

w + 1 1 . m +1 1 1 3
--- = --- butun son emas va pH------ — + — = ---butun

n 2 n 4 2 4
son emas. Demak, Chebishev teoremasiga ko‘ra berilgan integral
elementar fimksiyalar bilan ifodalanmaydi.
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IX bobga doir test savoUari

1. Agar F(x) funksiya f{x) funksiyaning boshlang‘ich funk- 

siyasi bo‘lsa, quyidagi formulalardan qaysi biri to‘g‘ri? (feO)

A) J f{kx)dx = kF(x) + C ;

B) J f{kx)dx = k F (jx) + C;

Q  \f(b — kx)dx = — F(b-hc) + C ;
J k

D) | f(b  - kx)dx = - - F(b - kx) + C .
Jc

2. F(x)=cos3jc-cosic funksiya quyidagi /i(x)=sin3x, 

/ 2(x)^sin3x+sin7t, ^(x)=3sin3jc, /i(x)=-3sin3jc funksiyalar- 
ning qaysi biri uchun bosh!ang‘ich funksiya bo‘ladi?

A)/, B) / 2 C) / 3 D ) /4

3. Quyidagi Fi(*)=x5, F2(x)=0,2-x5, F3(x)=4.x3, 

F4(jc)=0,2x5+5, Fs{xy=4^+4, F6(x)=.x5-5 funksiyalardan 
qaysilari J{x)=x4 funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi 
bo‘ladi?

A)F2;F6 B) F2;F4 C )F i;F6 D )F3;F5

4. flx )= ^ funksiyaning M(-l;3) nuqtadan o‘tuvchi 
boshlang‘ich funksiyasini toping.

A) F(x)=x3+5/3; B) F(x)=x3/3;

C) F(x)=x3/3+10/3; D) F(x)=x3/3+3.

5. Jsin3.x-cos3.xrfx ni hisoblang.

A) V6cos6x+C; B) -9cosxsinx+C;

C) Vi2sin6x+C; D)-Vi2Cos6x+C.
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6. f —====== ni hlsoblang.
J 71^7/2

A)-4yJl-x/2; B)-4>/l—Jc/2 +C;

C)4V l-x/2+ C; D)2>/l-Jc/2.

_ r x3+2x+2>/x , . . .  , ,
7. I-----=---dx ni hisoblang.

XyJX

A) ^x 2-\/x + 4-7jc + ln|x|+C;

B) ^x 2>/x+4>/x + 21n|x|+C;

C) ^x 2>/x+4>/x + ln|x|+C;

D) —x2>/x+4>/x + 21n|x|.

8. Jctgzxdx ni toping.
A) x-ctgx+C; B) ctgx-x+C;
C) -x-ctgx+C; D) x+ctgx+C.

9. \lnxdx ni toping.
A) xlnx—x+C; B) xlnx+x+C;

C) xlwc+C; D) lir ln2x+C.

r
10. f——dx ni hisoblang.

J x +1

A) yfx -arctg >/x+C; B) 2 >fx -2arctg yfx +C;

C) yfx +arctgVx +C; D) 2\jx +2arctg yfx +C.
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11. Sodda ratsional kasrni ko‘rsating.

a  ̂ 2x-7 x + 2

A> ^ ; 7 ^4

Q - J £ ± L _ ; D) 3-*
x + 4x - 5 jc +x + 5

t-i a 6x + l a , b . .
12. Agar-------- =--- +--- bo Isa, a va b m

(jc - l)(x + 3) jc-1 x + 3

toping.
A )a— U; b=17U; B)o=7/4; b=nU;
C) a=l7/4; b=7U; D) a~ xnlA\ b=-nU.

13. f--- — --- ni toping.
J (x + l)(2x + l)

A) In
JC + 1

2x + l

.x + ll
+C; B) In- = I +C;

V2x+T

C) /«|(x+1 )(2x+1 )|+C; D) In .p- ^-  +C.
f2x + l

14. f— ^ —  ni toping.
J jc(x2+1) H 6

A) InWAlX+C; B) ln(jc2+l)+C;

C) ln[x|+arctgx+C; D) ln|x|-arctgx+C.

15. f-=^= r ni toping.
y/2x + 5

A) y/2x + 5 +C; B) ln|2x+5|+C;

C) In j2x + 5 +C; D) 0,5 V2x + 5 +C.

304



16.3¡cos3xdx ni hisoblang.
A) 3sinx+sinVt-C; В) sinx+3sin3x+C;
С) 3sinx-sin3x+C ; D) 3/4COS4x+C.

17. Codda kasrlarni ko‘rsating

5 X  + 1 „ ч X3 + 1
От— :; 2)-î= -- -; ; 3)

2x-3 x +x+l x +x + l

.. 2x + 3 2x2+3
4) ; V - - • ::y; 5)

(x2-x + l)2’ x2-x + l 

A) 1,2,3; B) 1,2;
С) 1,2, 5; D) 1,2,4.

18. Quyidagi sodda ratsional kasrlarga yoyishning qaysi 
biri to‘g‘ri?

_______ 1 A [ Bx + C

(x + l)(x2-2x + l) x + \ x2-2x + l ’

Зх Ах В Cx + D
2 )---- -— —,—  ------ - +--- + -—--- ;

(x + 2) (x +1) (x + 2) x + 2 x+1

x — 1 A Bx + C 
3)Т-- ^71---- ^  = — Г + '

(x + 3)(x +X + 1) x + 3 x + x  + 1

л\ x2 +1 А В
4) 7 ^ — ^  = — T + -

(x + 2)(x + 1) x + 1 x + 1 

A) 1,3; B) 2,4;

C) 2, 3; D) 3,4.
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19. í -f* integralni hisoblang.
J X +1

X  1
A) arctg—+ C; B) —arctgx2 + C;

1
C) arctg 4x+C; D)—arctg x + C.

20. 3 jV  ^/7  + 2dx ni hisoblang.

А) ^ ( х г+2)5 +C; В) |V(x3+2)6+C;

С) I  ■¡¡(x' + l)6 +C-, D) j “ ( j+2x)+C.
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X  BOB. AN IQ  INTEGRAL

l-§. Aniq intégral tushunchasiga oüb keladigan masalalar

1.1. Yuza haqidagi masala. [a;b\ kesmada uzluksiz va 
nomanfiy f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. y-f(x) funksiyaning 
grafigi, Ox o‘q, x=a va x-b to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan 

tekis figura aABb egri chiziqli trapetsiya deb ataladi.
Xususiy holda A bilan a nÎqta yoki B vab nuqtalar ustma-ust 

tushishi ham mumkin, yoki har ikki hol bir vaqtda yuz berishi 
mumkin. Bu hollarda ham qaralaÿotgan figura egri chiziqli 

trapetsiya deb yuritiladi.

A  y

V=№

2-rasm.
aABb egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish talab qilinsin. 

Buning uchun [a;b\ kesmani 

a =xo <x i <X2<... <x„=b 
nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka bo‘lib va bu nuqtalardan Oy 
o‘qqa parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazib, aABb egri chiziqli 

trapetsiyani n ta kichik egri chiziqli trapetsiyalarga bo‘lamiz. Endi

307



har bir [xk-i,Xk\ kesma ichida ixtiyoriy E,k nuqta olamiz. Har bir 

trapetsiyada asosi [xk.¡,xk] va balandligi Л 4к) bo‘lgan to‘g‘ri 

to‘trburchak chizamiz. Bu to‘g‘ri to‘trburchaklaming yuzalari 

f(£k)(xkrxk-i) =f(Çk)Axk, k=l,2,...,n 

boiadi. To‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzlarining yig‘indisi esa

*=1

orqali belgilaymiz. Agar Л- max Axk deb belgilasak va А,—»0

bo‘Isa, (bu holda [a;b] ni mayda bo‘laklarga bo‘lishlar soni n 
cheksiz o'sadi) S„ ifoda egri chiziqli trapetsiya yuziga tobora 
yaqinlasha boradi. Shuning uchun egri chiziqli trapetsiyaning yuzi 
deb

S= lim S„= lim ¿ / ( 4 ) Дх*
#»— >oo Я— > 0  “

ni qabul qilish tabiiydir.

1.2. 0 ‘zgaruvchan kuch bajargan ish haqidagi masala.
Faraz qilaylik, jism Ox o‘q bo‘ylab Ox o‘qdagi proeksiyasi x ning 
fimksiyasi boigan F=f(x) kuch ta’sirida harakat qilayotgan 
boisin. Jism shu kuch ta’sirida a nuqtadan b nuqtagacha 

harakatlanganda bajarilgan ishni topish talab qilinsin.

Buning uchun [a;b] ni л ta boiakka bo‘lamiz: 

a-xo<xi<X2<...<x„.i<x„=b. boiakdan ixtiyoriy &
nuqtani tanlab olamiz va shu bo‘lakda jismga ta’sir etuvchi kuchni 

f(à ) ga, uning bajargan ishini

Я Ш хк-хы М Ш ixk 
ga teng deb qaraymiz. U holda F=f(x) kuchning [a;b] da bajargan

n

ishi taqriban V /(^ )A r*  ga teng bo‘ladi. Aniqki, Л = maxAx*
\<ir<n
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nolga intilsa, bajarilgan ishni aniqroq ifodalaydi va
*=i

n
uni A= lim deb olish mumkin.

k=l
Shunday qilib, yuqoridagi ikki masalani yechish ushbu

*=1

ko‘rinishdagi yig‘indining limitini hisoblash masalasiga olib keldi. 
Shunga o‘xshash ko‘pchilik geometrik, mexanik va h.k. masalalar 
shunday yig'indilaming limitini izlashga keltiriladi.

2-§. Integral yig‘indi, aniq integralning ta’rifl
Aytaylik, f(x) funksiya [a;b] da aniqlangan bo‘lsin. [a;b] 

kesmani

a=xo< xj< X2< ...<xn=b 
nuqtalar bilan n ta bo‘lakka bo‘lamiz. [a;b] ni boiuvchi bu sonlar 

to‘plamini [a;b\ ning bo'linishi deb ataymiz va r„ bilan 
belgilaymiz:

T„={xo, X i, x„\ a=x0< X j<  x2< ...<x„=b}.
Har bir elementar [jc*./,**] (k=l,2,...,n) kesmada bittadan ixti- 

yoriy %k nuqta tanlab, shu nuqtalarda funksiyaning £,k) qiymat- 

larini hisoblaylik va quyidagi yig‘indini tuzaylik:

« & )= £ ;/ ( £ ,)a* , , ( d
*=i

bu yerda Axk=Xk-Xk~i \_Xk-i,Xk\ (k=l,2,...,n) kesmaning uzunligi.
Ushbu (1) yig‘indi f(x) funksiyaning [a;b] dagi integral 

yig ‘indisi deb ataladi.

[a;b] ning bo‘linishlari r„ va har bir [**-;>**] kesmadan

nuqtalami tanlash usullari cheksiz ko‘p boiganligi sababli f(x) 
ning [a;b] dagi (1) integral yig‘indilari to‘plami cheksiz to'plam 

bo‘ladi. Ä,= max AXk belgilash kiritamiz.
\<k<n
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1-ta’rif. Agar X nolga intilganda f(x) ning \a;b] dagi (1) 
integral yig‘indisi chekli I limitga ega bo‘lib, bu limit [a;b\ ning 

t„ bo‘linishlariga va £k nuqtalarini tanlash usuliga bog‘liq 

bo‘lmasa, o‘sha /  limit f(x) ning [a;b\ dagi aniq integrali deyiladi 

vau

\f(x)dx
a

orqali belgilanadi:

Km £ / ( & J f(x)dx
t=l o

Bunday holda f(x) funksiya \a;b\ da integrallanuvchi (yoki 
Riman ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi.

Bu yerda ham aniqmas integraldagi kabi f(x)dx integral osti- 
dagi ifoda,f(x)~ integral ostidagifiinksiya, x - integrallash o ‘zga~ 
ruvchisi deb ataladi, a va A esa mos ravishda integrallashning quyi
vayuqori chegaralari deyiladi.

b

Aniq integralning J f(x)dx belgilanishi shu funksiyaning
a

aniqmas integrali belgilanishiga o‘xshash. Bu tasodifiy emas. 
Aniq integralni hisoblash shu integral ostidagi funksiyaning 
aniqmas integralini hisoblashga keltiriladi, ulaming belgilash- 

larining o‘xshashligi integrallash formulalarini eslab qolishni 
osonlashtiradi. Ammo aniq integral bilan aniqmas integral orasida 
muhim farq mavjud: f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi aniq 

integrali biror sondan iborat, shu funksiyaning aniqmas integrali 
esa uning barcha boshlang‘ich funksiyalarini ifodalaydi. Shu 
sababli bular turli tushunchalardir.

Aniq integral tushunchasiga olib kelgan birinchi masaladan 

aniq integralning geometrik ma’nosi kelib chiqadi: geometrik 
nuqtayi nazardan nomanfiy funksiyaning aniq integrali son 

jihatdan shu fiinksiyaga mos egri chiziqli trapetsiyaning yuziga 

teng bo‘ladi.
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3-§. Aniq integral mavjud bo‘lishining zaruriy sharti
Teorema. Agar f(x) funksiya [a;b\ da integrallanuvchi bo‘Isa, 

u holda bu funksiya [a;b] da chegaralangan bo'ladi.
Isboti. Teskarisini faraz qilaylik. U holda f(x) funksiya [a;b\ 

kesmaning r„ bo‘linishiga mos [xk-i,xk] (k=l,2,...,n) kesmalarning 

hech bo‘lmaganda birida chegaralanmagan bo‘ladi. Masalan, 
funksiya [Xj-i.Xj] da chegaralanmagan bo‘lsin. Integral yig‘indini 

quyidagicha yozish mumkin:

S(Tn)=A+f(4j)Axj,

bundaA= )Ax*+ J  f(% k)Axk.
*=1 k=j+1

[xj-i,xj\ da f(x) chegaralanmaganligidan shunday e [Xj.j.Xj]

nuqta mavjudki, l/(4\)Axy| >M|+ — tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U
A

holda

isrw i =\A+f(4,№ ,| > № , ) & №  >M I+ J  - M l = |

Demak, 1—> 0 da S(t„)—>oo bo‘ladi va bundan integral 
yig‘indining chekli limiti mavjud emasligi kelib chiqadi. Bu esa 
f(x) ning integrallanuvchi ekanligiga zid bo‘ladi. Bu qarama- 
qarshilik teoremani isbot qiladi.

Shuni ham aytish kerakki, ba’zi bir chegaralangan funksiyalar 
integrallanuvchi bo‘lmasligi ham mumkin, ya’ni funksiyaning 
chegaralanganligi uning integrallanuvchi bo‘lishi uchun faqat 
zaruriy shart bo‘lib, yetarli shart bo‘la olmaydi. Masalan,

[0, agar jc irratsional bo'Isa,

[1, agar x ratsional bo'lsa 

funksiya (Dirixle funksiyasi) [-1;1] da chegaralangan. Shu 
funksiyaning kesmadagi integral yig‘indilarini olaylik. Agar har 

bir [xk-i, x*] kesmada 4  lar uchun faqat ratsional nuqtalar tanlab 

olinsa,
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S W  = Z / ( £ ,) 'A * ,= 2 > A » i= 2
*=1 *=1

bo‘ladi.

Agar har bir [xk-i, x*] kesmada lar uchun faqat irratsional 

nuqtalar tanlab olinsa,

■S(n) = ¿ /( í,)- A x t = ¿  0-A*t =0.
*=1 ¿=1

Demak, Sfz-J integral yig‘indining limiti gk nuqtalarni tanlab

olish usuliga bog‘liqdir. Bu esa Dirixle funksiyasining integral- 

lanuvchi emasligini ko'rsatadi.

4-§. Darbu yig‘indilari va ularning xossalari
f(x) funksiya [a;b] da aniqlangan va chegaralangan bo‘lsin. 

[a;b] ning biror r„ bo‘linishini olib, quyidagi belgilashlami 
kiri tamiz:

mk = inf f(x),Mk= sup f(x) (1)
Xk̂iXÍXk

S(T„)= ¿  mkAxk, S (t,J= ¿  MkAxk (2)
*=i *=i 

Bunda (2) yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi va yuqori 
yig'indilari deb ataladi. Funksiyaning chegaralanganligidan mk va 
Mk ning mos kesmada mavjudligi aniq. Umuman olganda, (2) 

yig‘indilar integral yig‘indi bo‘lmaydi, chunki mk va Mk 
funksiyaning qiymatlari bo‘lmasligi mumkin (agar f(x) uzluksiz 

funksiya bo‘Isa, (2) yig‘indilar f(x) funksiyaning integral 
yig‘indilari bo‘ladi).

Darbu yig‘indilarining uchta asosiy xossasi mavjud.

(I) Har qanday r„ bo‘linish uchun 

S(t„)<S(t„) <S (t„) 
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
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Isboti. Ixtiyoriy Çk б[х*./Л] uchun mk <f(Çk)<Mk,

5= ¿ /и ,Ax, < ¿ / ( & ) Ax* < Ах, =5 .
i=i *=i *=i

Shuni ta’kidlash lozimki, berilgan r„ bo‘linish uchun 
Darbuning quyi va yuqori yig'indilari yagona bo‘ladi, lekin 

integral yig‘indi, har bir qism kesmadan Çk nuqtalarni tanlash

evaziga cheksiz ko‘p boiadi.
(II) [a;b] ning boiinish nuqtalari sonini oshirish natijasida 

quyi yig‘indilar kamaymaydi, yuqori yig‘indilar esa o‘smaydi.

Isboti. [a;b] ning r„ boiinishi uchun quyi yig‘indi S¡ bo‘lsin. 

Endi bo‘linish nuqtalarni orttiramiz. Masalan, [x*./,x*] ni x nuqta 
yordamida ikkiga bo‘lamiz. Hosil boiadigan yangi quyi yig‘in- 
dini Sj deb belgilaymiz.

i-1 я

Si='£imJAXj +mkAxk+ nij/SXj, 
j=i j=k+i
к-ï n

Л = ^ т уДху. +mk ’(x -xk.j)+mk”(xk-x)+ mjA*j
j =I j=k+1

bunda mk - inf_ f(x), mk inf f(x).
[-г*-! ;дг] ]

Ma’lumki, to‘plamning aniq quyi chegarasi qism to‘plamining 

aniq quyi chegarasidan katta emas. Buni e’tiborga olsak, m* ' > /и*,

mk ” > mk va mk ’(x -xk-i) +mk ”(xk- x)>ntk(x -xk.i)+mk(xk- x)~ 

=mk(xk-xk-i) =ткАхк munosabat o‘rinli.

Demak, Sj >S¿ bo‘ladi.
Yuqori yig‘indiga bog‘liq boigan hoi shunga o‘xshash 

isbotlanadi.
(III) [a;b] ning har qanday boiinishidagi quyi yig‘indi har 

qanday boshqa boiinishdagi yuqori yig‘indidan katta emas.

Isboti. r boiinishdagi yig‘indilar Sj va S¡ boisin, г,ь

boiinishdagi yig‘indilarni S? va S2 deb belgilaylik. Endi, rn¡ va
г'
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r lardagi bo‘linish nuqtalarni birgalikda olib, yangi rnj

bo‘linishni va unga mos Sj va S3 lami hosil qilamiz.

(II) ga ko‘ra Sj < S3 va S2 >S3, (I) ga ko‘ra S3 <S3 .

Shuning uchun S¡ <Sj <S3 <S2 yoki S¡ <S2.

Demak, quyi yig‘indilar to‘plami yuqoridan, yuqori 

yig‘indilar to‘plami esa quyidan chegaralangan bo‘ladi.

5-§. Aniq integralning mavjudlik sharti
Quyida integral mavjud boiishining zaruriy va yetarli shartini 

keltiramiz.

Teorema. {a;b\ kesmada aniqlangan va chegaralangan f(x) 
funksiyaning shu kesmada integrallanuvchi bo‘lishi uchun

(1)
shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Isboti. Yetarliligi. (1) shart bajarilgan boisin. X—>0 da quyi 

yig‘indilar {S,,} ketma-ketligi limitga ega boiadi, chunki A.—>0 da 
boiinish nuqtalarining soni ortadi, natijada {£„} uchun Darbu 
yig‘indilarining (II) xossasiga ko‘ra

5, <S2 <...<S„ <...

o‘rinli bo‘ladi. Shu bilan birga (III) xossaga ko‘ra Sn < St, ya’ni 

{¡S,,} monoton o‘suvchi hamda yuqoridan chegaralangan ketma- 

ketlik. Demak, u limitga ega.

Shunga o‘xshash, X->0 da yuqorida yig'indilar ketma-ketligi 

{S„} ham limitga ega boiadi. f(x) funksiyaning 

chegaralanganligi va (1) shartdan 0 = lim(S(T ) - S ( r  )) =
X-*0

= limS(r )-limS(Tn), HmS(jn) =limS(jn) = I  kelib chiqadi
A—>0 >0 ¿ - * 0  A-+0

va bunda / chekli sondir. U holda S(rn) < S(rn) < S(rn) 

tengsizlikka ko‘ra oraliqdagi o‘zgaruvchi S(r„) ham o‘sha
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limitga ega bo‘ladi. Demak, chekli limS(rn) = I  limit mavjud 

ekan.

Zarurligi.ffx) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsin, ya’ni

limS(rn) - 1 bo'lsin. Bu holda ixtiyoriy e > 0 uchun shunday
0

£

S>  0 son topiladiki, k < 8  bo‘lganda |5(rn)-/| < — bo‘ladi.

n
Yuqoridagi /  limit integral yig‘indi S(jn) = ̂ df(^k)Axk da

*=i

qatnashgan 4  nuqtalami tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmaganligi 

hamda va M* lar f(x) funksiya qiymatlari to‘plamining aniq 

quyi va aniq yuqori chegaralari bo‘lganligi sababli

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan I  - s < S(rn) < S(t„ ) < I  + e 

yoki A <5  bo‘lganda |S(r„)- S(rn) j< 2s kelib chiqadi. Oxirgi 

tengsizlik esa (1) shartning bajarilishini ko‘rsatadi.

6-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari
1-teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘Isa, 

u holda funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.
Isboti. Kantor teoremasiga ko‘ra f(x) funksiya [a;b\ kesmada 

tekis uzluksiz bo‘ladi, ya’ni ixtiyoriy £>0 uchun shunday 8>0 son 

topilib, \x ’-x ”|<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi va [a;b] kesmaga 

tegishli bo‘lgan barcha x\ x” lar uchun \f(x’)~f(x”)\<z tengsizlik 

o‘rinli bo‘ladi.
f(x) funksiya har bir [**-/,**] da uzluksiz bo‘lgani uchun 

Veyershtrassning 2-teoremasiga ko‘ra shunday e [jc*-/,jc*] va 

Zk e[xk-i,Xk\ nuqtalar topiladiki, f(^ )= m k, f(^k")=Mk bo‘ladi.
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£ - 5 ^xt-xi,-i<À tengsizlik o‘rinli. Agar À<ô deb olsak, tekis

uzluksizlikka ko‘ra f(^ k )- f i^ k ) < e bo‘ladi. Bu holda 

0<5-5 = 2(М »-т»)Д х, = ¿ | / ( í , ') - / ( 4 ')
A=1 Ы\ 1

n

< * 2 ^ *  =еф -а).
k =1

Shunday qilib, A<£bo‘lganda 0<S - S <e(b-a) bo‘lib, ¿>0 

ixtiyoriy bo‘lganidan Нш(5-5)=0 tenglikning, ya’ni funksiya
Я—>0

integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti bajarilishi 
kelib chiqadi. Demak, f(x) funksiya [a;b] kesmada 
integrallanuvchi bo‘ladi.

1 + X
Ushbu y=x?-1, y=--- funksiyalar [1;2] kesmada

X

integrallanuvchi bo‘ladi, chunki ular bu kesmada uzluksiz.

1
Aksincha, y = X ’ ^,1], funksiya [0;1] kesmada

0, X = 0

chegaralanmagan va uzilishga ega. Funksiya chegaralanma- 
ganligidan uning [0;1] kesmadagi integrali mavjud emasligi kelib 
chiqadi.

Yuqoridagi teoremaga asosan kesmada aniqlangan uzluksiz 

funksiyalar sinfi integrallanuvchi bo‘lar ekan. Bu sinfni ma’lum 

ma’noda kengaytirish mumkin. Buning uchun [a;b] da chekli 

sondagi uzilish nuqtalariga ega boigan chegaralangan funksiyalar 
sinfini ko‘rib o‘tamiz.

ffx) funksiya [a;b] kesmada chegaralangan bo‘lsin.

M -  sup f ix ) ,  m =  inf f ( x )  belgilami kiritib, quyidagi

- M — m sonni f(x) fitnksiyaning [c;b] kesmadagi tebranishi
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deb ataymiz. U holda [x*./;x*], k= 1,2,..., n kesmalardagi 

fimksiyalaming tebranishini orqali belgilasak, Gk=M*~w*va

S-S = Y^(Mk ~mk)Axk = Ĵ eok -Axk 
k=l k=1 

boiganligi uchun integral mavjud boiishining zaruriy va 

yetarli shartini quyidagicha yozish mumkin boiadi:
n

2-teorema. Agar [a;b\ da chegaralangan f(x) funksiya shu 
kesmada chekli sondagi uzilish nuqtalariga ega bo‘lsa, u holda f(x) 
funksiya integrallanuvchi bo‘ladi.

Isboti./fo) funksiyaning uzilish nuqtalari a, C2, ..., a  boisin. 

Ixtiyoriy kichik £>0 olamiz va har bir uzilish nuqtasining uzunligi 

edan kichik boigan

(ci-£i; ci+gi), (C2-s2; C2+S2) , . . . ,  (ck-£b ck+£k) 
atroflarini ajratib olamiz.

{a;b] kesmadan bu oraliqlami chiqarib tashlasak, k+1 ta 
kesma qoladi. Ulaming har birida f(x) funksiya uzluksiz va Kantor 
teoremasiga ko‘ra tekis uzluksiz funksiya boiadi. Shuning uchun 
uzilish nuqtalarini o‘rab oluvchi atroflaming tashqarisida yotuvchi 

oraliqlar uchun shunday ¿>t >0 mavjudki, ulardan olingan va

|jc' - x"\ < Sy tengsizliklami qanoatlantiruvchi x' va x" lar uchun

| / ( X ' ) - / ( X ’) | < £

tengsizlik bajariladi. Endi

S = min{Sy,£l,£2,...,ek}

belgilashni kiritib, [a;b] kesmaning uzunligini 8 dan kichik 

boigan &Xj,j=l, 2, ... , n qismiy oraliqlarga boiamiz. Shunda 2

xil oraliqlarga ega boiamiz:
1) uzilish nuqtalarini o‘rab oluvchi atroflaming tashqarisida 

yotuvchi oraliqlar - ularda funksiyaning tebranishi ojj <s boiadi.
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2) ajratilgan atroflar bilan umumiy nuqtalarga ega boigan 

oraliqlar - bu oraliqlarda funksiyaning tebranishi M-m=o\a;b\ dan 
katta boia olmaydi.

n
Shunday qilib, ^(OjAXj ni yuqoridagi ikki xil qismiy 

oraliqlarga mos ravishda guruhlab, ikkita yig‘indiga ajratamiz:

Z  (°f&xf  + Z ÖVA*/ •
/  j '

Bunda

ZßtyAxy < Xj. < s(b-a),
f f

Z  ojj.AXj. < (M - « ) Z  AXj. < (M - m)3ks, 
i '  f  

chunki 2-xil qismiy oraliqlardan (Cj-Sß Cj+ej) da to‘la joylash- 

ganlarining uzunliklari yig‘indisi ks dan kichik, qisman yot- 

ganliklariniki Zke dan kichik boiadi. Shuning uchun, agar 

AXj < S boisa,

V  co.Ax. < s((b -a) + 3k(M - m)), ya’ni X - max Ar, —> 0
J  J  \<j<n J

n

da Z ® A ,  “>0 va (1) shartga ko‘ra f(x) funksiya berilgan

kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.
3-teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada monoton boisa, 

u shu kesmada integrallanuvchi boiadi.

Isboti. Aniqlik uchun f(x) o‘suvchi funksiya boisin. Ixtiyoriy 

£>0 son olib, unga ko‘ra 5>0 sonni quyidagicha aniqlaymiz:

So‘ngra [a,b] kesmani X - max < S boiadigan rn
1 < j < n

boiinishiga mos Darbuning quyi 5(r/) va S(rn) yuqori 

yig'indilarini tuzamiz. U holda
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а-- .)-5(г,)=2ч дх, = £ ( /< * , s

m - m t ,
8

k=1 k~\

m - m
(/(*, )- /(*„ ) + ..,+ f(xn ) - /(*„_, »  =

■ ( Ж  )  -  / ( * *  ) )  =  - : ; - - T 7 T  ( Я * )  -  / ( « ) )  =  *

m - m ................ m - m
bo‘ladi. Demak, fimksiya integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy va 

yetarli sharti S{rn)-S{rn)<£ bajariladi. Bu esa qaralayotgan 

funksiyaning integrallanuvchi ekanligini bilcfiradi.
Chegaralangan va kamayuvchi funksiyaning mtegrallanuvchi 

ekanligi yuqoridagi kabi isbotlanadi.

—, xe ( l ;2 ],
Misol. y = -j je funksiyaning [1,2] kesmada

2, X = 1

integrallanuvchi ekanligini asoslang.

Yechish. Bu funksiyaning integrallanuvchi ekanligini yuqo­
ridagi teoremalardan foydalanib asoslash mumkin.

Funksiya x=\ nuqtada uzilishga ega, qolgan nuqtalarda esa 
uzluksiz. 2-teoremaga ko‘ra bu funksiya [1;2] da integrallanuvchi 
bo‘ladi.

Shuningdek, berilgan funksiya [a;b] da kamayuvchi. Shuning 
uchun ushbu funksiya 3-teoremaning hamma shartlarini qano- 

atlantiradi va integrallanuvchi bo‘ladi.
1-izoh. Integrallanuvchi funksiyalar sinflarining soni faqat- 

gina chegaralangan uzluksiz, chegaralangan va chekli sondagina 

uzilish nuqtalariga ega bo‘lgan hamda chegaralangan va monoton 

bo'lgan funksiyalar sinflari bilan cheklanib qolmaydi. Uzilish 

nuqtalari sanoqli to‘plamni (hadlari takrorlanmaydigan ketma- 
ketlikni) tashkil etadigan chegaralangan funksiyalar sinfi ham 

kesmada integrallanuvchi bo‘lishini ko‘rsatish mumkin.
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2-izoh. Agar a-b boisa, ta’rifga ko'ra har qanday funksiya 
uchun ushbu

a

J f(x)dx = 0
a

tenglikni o‘rinli deb faraz qilamiz.

7-§. Aniq integralning xossalari
Awal aniq integralning tenglik bilan ifodalanadigan xossa- 

larini qaraymiz.
b

1°. \̂ dx = b - a .

Isboti. Haqiqatan ham, bunda f(x)~ 1 va ta’rifga ko‘ra 

\\ dx = lim V 1 • Ax. =b-a  boiadi.
J A-+0

2°. Agar f(x) funksiya [a;b\ da integrallanuvchi boisa, u holda
kf(x) (Ar=sonst) ham integrallanuvchi va

ft b

J kf (x)dx = k J /  (x)dx
a a

boiadi.
Isboti. Haqiqatan,

=Ä:1« « Z /(^ )A x t =k\f(x)dx. 
k=1 ¿=1 a 

b  b 

Demak, J kf (x)dx mavjud va uning qiymati k^ f  (x)dx ga
a a

teng.

3°. Agar /¡(x) va f2(x) funksiyalar [a;b\ da integrallanuvchi 

boisa, u holda fi(x)± f2(x) ham [a;b] da integrallanuvchi va

J C/i O ) ± f 2 (x))dx = J f  (x)dx ± \f2 (x)dx
a a a

tenglik o‘rinli boiadi.
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Isboti. Bu xossa avvalgi xossa kabi isbotlanadi. Bu xossa 
qo‘shiluvchilar soni chekli (ikkitadan ko‘p) boiganda ham o‘rinli
boiadi.

b  a

4°. J f(x)dx = -J f(x)dx, ya’ni integrallash chegaralari
a b

o‘mini almashtirsak, aniq integral ishorasini qarama-qarshisiga 
o‘zgartiradi.

b

Isboti. J f(x)dx integral a<b hol uchun aniqlangan edi. Agar
a

a>b bo‘lsa, 4° xossa aniq integral ta’rifiga qo‘shimcha sifatida
b

qaraladi. Bu xossani quyidagicha talqin qilish mumkin: J / (x)dx
a

a

va j f  (x)dx integrallari ishorasi bilan farq qiladigan integral
b

yig‘indilaming limiti boiadi.
5°. (Aniq integralning additivlik xossasi) Agar f(x) funksiya

e b b
uchun ^f(x)dx,^f(x)dx,^f(x)dx mavjud boisa, u holda

a  a  c

quyidagi tenglik o‘rinli boiadi:
b e b
^f(x)dx = ̂ f(x)dx + jf(x)dx  (1)
a  a  c

Isboti. a<c<b boisin. [a;b] ni shunday n ta boiakka 

boiamizki, c=xm boiinish nuqtalaridan biri boisin. U holda
n m n

= £ /(& )A * , + 2  /« .W * . va
k=1 A'=l fcsm+1

» b w c
=ff(x)dx, \im^f(%k)Axk=jf(x)dx,

k =1 a k =1 a
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lim Z  /(£*)A** ~\f(x)dx bo‘lgani uchun bu yerdan (1)
*=m+l c

kelib chiqadi.
с b с

Agar a<b<  с boisa, u holda J /  (x)dx = J /  (x)dx + J /  (x)dx
a

b

boiib, bundan J /  {x)dx = J /  (x)dx - J /  (x)dx =
a a b

с b

= J f ( x)dx +J f(x)dx boiadi.
a с

Shunday qilib, с nuqta [a;b] ning ichki yoki tashqi nuqtasi

boiishidan qat’i nazar, (1) tenglik o‘rinli boiadi.
Endi aniq integralning tengsizlik bilan ifodalanadigan

xosslarini o‘rganamiz.
6°. Agar [a;b\ da f(x) integrallanuvchi va f(x)>0 boisa, u 

b

holda J / (x)dx > 0 boiadi.
a

Isboti.XÇk)>0 , k=\,2,...,n va Дх*=лtk-Xk-i>0 boigani uchun
n

^ / ( £ а)Д;с*>0 boiadi. Bu tengsizlikda limitga o‘tsak,

J f(x)dx = lim g  f{Çk )Axk >0

k=\

kelib chiqadi.
7°. (Aniq integralning monotonlik xossasi) Agar [a;b] da f(x)

va <¡p(x) lar integrallanuvchi va cp(x)<f(x) boisa, u holda
b b

J <p (x)dx < J /  (x)dx
a a

boiadi.
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Isboti: [a;b] ning ixtiyoriy bo‘linishi uchun <p{Çk) < /(4* ) »
n II

k= 1 , 2 , n. Demak, ^<p(^k)Axk < ̂ f ( ^ k)Axk bo'ladi. Bundan
t=i *=i

^  yoki Í 9 ^ dx -  ^ dxk=1 *=1 a a

kelib chiqadi.
3-rasmda 7° xossaning geometrik talqini berilgan. 

(p(x)̂ f(x) bo'lganligi sababli aA2B2b egri chiziqli trapetsiyaning 
yuzi aA iВib egri chiziqli trapetsiyaning yuzidan katta emas.

8°. Agar [a;b] da f(x) uzluksiz bo‘lib, f(x)>0 va f(x) aynan
ь

nolga teng boimasa, u holda J / (x)dx >0 bo‘ladi.
a

Isboti. f(x) aynan nolga teng bo‘lmaganligi sababli [a;b] 

kesmada shunday £, nuqta topilib, bu nuqta uchun/(Ç)>0 bo‘ladi. 

f(x) ning uzluksizligiga ko‘ra % ning shunday (a;ß) atrofí 

mavjudki, (a;ß)c [a;b] va bu oraliqning barcha nuqtalari uchun 

ham f(x)>0 o‘rinli bo‘ladi. U holda
b a ß b

J f(x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx + J f(x)dx va 6°-xossadan
a a a

h ßt>
J / (x)dx > J / (x)dx kelib
a a
chiqadi. f(x) uzluksiz 

bo'lgani uchun [or;/?] da

u eng kichik qiymatga 

erishadi. Bu eng kichik 
qiymatni m bilan 

belgilaymiz. [a;/?] da 

f(x)>0 bo‘lganligi uchun

ß
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m>0 bo‘ladi. Shuning uchun

J f{x)dX'>^mdx = m (ß-a) >0,
a

b

va bundan J / {x)dx > J / {x)dx >0 kelib chiqadi.
a a

l-izoh. Umumiy holda 6°-xossadagi tengsizlik qat’iy bo‘la 

olmaydi. Haqiqatan ham,

„  ч JO, X e [-l;0)u(0;l],

[1, X = 0

fimksiya 6° xossadagi shartlami qanoatlantiradi. Shu bilan birga
I 0 I
J f(x)dx = J f(x)dx + jf(x)dx = 0 + 0 = 0,
-1 -1 0

1
ya’ni J / (x)dx > 0 (qat’iy tengsizlik bajarilmaydi).

-1
b

J / (x)dx >0 boiishi uchun f(x) fimksiya [a;b\ kesmada 8°
a

xossa shartlarini qanoatlantirishi yetarli.
9°. Agar f(x) fimksiya [a;6] kesmada integrallanuvchi boisa, 

u holda \ f(x)\ fimksiya ham shu kesmada integrallanuvchi boiadi 

va

J f(x)dx <̂ \f(x)\dx
a a

tengsizlik o‘rinli.

Isboti./(3ç) fimksiya [a;b\ da integrallanuvchi boisin. U holda 

ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday S>0 son topiladiki, X<S 

boigan har qanday rn boiinishga nisbatan

S(T„)-S(Tn) = '¿ü>k&xk <£
k=1
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boiadi. Aniqki, x',x” e[a;b] laruchun

tengsizlik o‘rinli boiib, undan quyidagi

sup||/(x,’)|-|/(x,|| < sup|/(x")-/(x')| 

tengsizlik kelib chiqadi. Demak, cok < cok tengsizlik o‘rinli, bunda 

(bk -1/(*)| funksiyaning dagi tebranishi. Natijada

n n
£¿5* Ax* <£<y*Ax*<e
k=l k=1

boiadi. Bundan esa |/(x)| funksiyaning [a;b\ kesmada integral-

lanuvchiligi kelib chiqadi.
Shuningdek,

s £ l / ( & ) l ^
*=i*=1

tengsizlikda X—»0 da limitga o‘tsak, izlanayotgan tengsizlik kelib 
chiqadi.

2-izoh./(xJ funksiya [a;b] da integrallanuvchi boisa, u holda 

|/(x)| ham integrallanuvchi boiishini ko‘rib o‘tdik. Bunga

teskari boigan xulosa, umuman aytganda, noto‘g‘ri boiadi. 
Masalan,

fl, agar x irratsional boisa,

[-1, agar x ratsional boisa

funksiya uchun
ft *

J|/(x)|d!x = ̂ \dx-b-a,
a a

Demak, \a;b\ da |/(x)| funksiya integrallanuvchi boiadi,

lekin f(x) ning o‘zi Dirixle funksiyasi kabi integrallanuvchi emas.
10°. (Aniq integralni baholash) Agar f(x) funksiya [a;b] 

kesmada integrallanuvchi va m<f(x)<Mboisa, u holda
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и

m(b-a)< j  f  (x)dx <M(b-a) (2)
a

tengsizlik o‘rinli boiadi.

Isboti. Shartga ko‘ra ixtiyoriy xz[a;b\ uchun m<f(x)<M. Bu
tengsizlikka 7° xossani, so‘ngra 2 va Io xossalami tatbiq etamiz:
b b b

J mdx < J / (x)<& < | Mdx,
a a a

b b b

m| í¿c < j  / (x)dx < M  J dx,
a a a

b

m(b-a)< J f(x)dx<M(b-a). 4-

rasm

4-rasmda [a,b] da У(х)>0 
bo‘lgan hoi uchun 10° 
xossaning geometrik talqini 
berilgan. aA¡B¡b to‘g‘ri 
to‘rtburchakning yuzi m(b-a) 
ga, aÄ2B2b to‘g‘ri
to‘rtburchakning yuzi M(b-a) 
ga teng. (2) tengsizlikdan egri

chiziqli trapetsiyaning yuzi birinchi to‘g‘ri to'rtburchak yuzidan 
kichik emas, ikkinchi to‘g‘ri to‘rtburchak yuzidan katta emasligi 
kelib chiqadi.

1 -misol. J л/9 + x2dx integralni baholang.

Yechish. [0;1] kesmada 9 < 9 + x2 <10 tengsizlik o‘rinli.
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Bundan 3 < V9 + x2 < -v/lO ekanligi kelib chiqadi. (2) formu-

laga ko‘ra 3(1 - 0) < J ^9 + x2dx < Vl0(l -0) yoki
0

1 _____

3 < jyj9 + x2dx < 4\0 .
0

1 1
2-misol. J xdx va J x*dx integrallarni solishtiring.

0 . 0

Yechish. [0;1] kesmada x>x3 bo‘lganligi sababli
1 1

jxdx>jx3dx bo‘ladi.

8-§. 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremalar
1-teorema. Agar f(x) fixnksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, 

u holda bu kesmada shunday c nuqta topiladiki,

¡Ax)dx=f(c)(b-a) (1)
a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. f(x) iunksiya [a;b\ kesmada integrallanuvchi. Demak,

b

10°-xossaga ko‘ra m(b-a)< J / (x)dx <M(b-a) tengsizlik o'rinli.
a

Bundan
b

J  f(x)dx

m< — <M
b-a

tengsizlik hosil bo‘ladi. Endi 
Bolsano-Koshining 2-teoremasiga 

asosan [a;b] kesmada shunday c 
nuqta topiladiki,
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| f(x)dx b

a(c)= ------  yoki \ f(x)dx=a(c)b-a)
b-a

bo‘ladi (5-rasm).

Ushbu tenglikning mohiyati quyidagicha: f(x )>  0 bo‘lganda 

tenglikning chap tomoni egri chiziqli trapetsiyaning yuzini, o‘ng 

tomoni f(c)(b-a) ifoda esa to‘g‘ri to‘rtburchak yuzini ifoda qiladi 
(5-rasm).

Demak, y=f(x) funksiyaning grafigida shunday M(c;f(c)) 
nuqta mavjudki, tomonlarining uzunliklari f(c) va b-a bo‘lgan 

to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi yuqoridan y=f(x)>0, quyidan Ox o‘q 
bilan va x=a, x=b vertikal to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan 
egri chiziqli trapetsiyaning yuziga teng bo‘ladi. Boshqacha 
aytganda, f(x) funksiyaning [a;b] da qabul qiladigan barcha 

qiymatlarining o‘rta arifmetigi f(c) ga teng bo‘ladi, ya’ni

Bunda /(¿)-berilgan f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi o'rta 
qiymati deyiladi.

Misol. f(x) = — funksiyaning [1;2] kesmadagi o‘rta 
x

qiymatini toping.

Yechish. (2) formulaga ko‘ra

funksiyaning o‘rta qiymati in2 ga teng ekan.

2-teorema. Agar [a;b] da f(x) va <p(x) lar uzluksiz, <p(x)> 0 

(yoki <0) bo‘lsa, u holda [a;b] da shunday c nuqta topiladiki,

(2)

î /i
f  (c) = --- f —  = ln | jc|P = ln2- ln l = ln2, demak,

2-H  x

b b

{ f(x) <p(x)dx=f(c) | <p (x)dx (3)



D О

Isboti. f(x) va <p(x) uzluksizligidan J / (x) <p(x)dx, J <p (x)dx
a a

integrallar mavjud boiadi. Veyershtrass teoremasiga ko‘ra,

sup f(x)=M , inf f(x)=m  lar mavjud va m f̂(x)<M. <p(x)>0 boigani
[a;b] M

uchun m <p(x̂ f(x) (p(x<M<p(x) kelib chiqadi. U holda
b b b

mj<p (x)dx < J/(x ) (p(x)dx <p (x)dx.
a a a

Bu yerda ikki holat bo'lishi mumkin.
ь

I holat: j<p(x)dx=0 boisin. Aniqki, bu holda so‘nggi
a

b

tengsizlikdan J / (x) <p(x)dx =0 kelib chiqadi va (3) tenglik o‘rinli
a

boiadi.
b

b J f(x)<p(x)dx

II holat: J (p (x)dx>0 boisin. U holda m < —-b-------< M

j  <p(x)dx
a

tengsizlik o‘rinli. [a;b\ da/(x) funksiya uzluksiz boigani uchun
b

J f(x)<p(x)dx

shunday с nuqta topiladiki, ^—b-------= /(c) boiadi. Bu

| <p(x)dx
a

tenglikdan (3) tenglik kelib chiqadi.

9-§. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi boigan aniq integral
f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz boisin. U holda bu funksiya

X
har qanday [а;х]а[а;Ь\ da integrallanuvchi boiadi va J f(t)dt

a
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integral X ning [a;b\ dagi 
har bir qiymatiga aniq bir 
sonni mos qo‘yadi. Demak, 
bu holda integral o‘zining 

yuqori chegarasining
fimksiyasi bo‘ladi:

л:

0fxJ=j f  (t)dt, a<K<b.
a

Geometrik nuqtayi na- 

zardan f(t)>  0 bo‘lganda 

Ф(х) funksiya 6-rasmdagi 
egri chiziqli trapetsiyaning 

bo‘yalgan qismining yuzini bildiradi.

Ф(х) funksiyaning x bo‘yicha, ya’ni aniq integrating yuqori 

chegarasi bo‘yicha hosilasini topamiz.
Teorema. Uzluksiz funksiya aniq integralining yuqori che­

garasi bo'yicha hosilasi mavjud va u integral ostidagi firnks- 
iyaning yuqori chegarasidagi qiymatiga teng:

Ф'(*) =

Isboti. x, x+Âxç.[a;b~\ lar uchun ЛФ(х)=Ф(х+Лх)-Ф(х)-
x+Ax x x x+Ax

J f{t)dt- jf{t)dt= jf(t)dt+  I  f(t)dt-
a a a x

x дг+Дл:

jf(t)d t=  J f(t)dt bo‘ladi. 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremaga
a x

ko‘ra shunday ^ e[x;x + Ax] topiladiki, bu nuqtada
л+Адг

J f(*)dt =f(&Ax, ya’ni АФ(х)=/(фАх
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o‘rinli bo‘ladi. Bundan ~ /(£ ) kelib chiqadi. Ax-»0 da
Ax

£-»x va f(x) ning uzluksizligini nazarda tutsak,

<S>’(x) = lim-
Ax—»0

Shunday qilib,

0>’(x) = lim = lim/(£ ) =f(x) hosil bo‘ladi.
Aar—>0 Ax

fx \

«>'(*) = jf №  = / « •
V« A

Bu tenglik [a;b] da uzluksiz boigan f(x) funksiyaning 

boshlang‘ich funksiyasi @(x) mavjud ekanligini ko‘rsatadi.
X

1 -misol. O(jc) = J sin ic/i funksiya hosilasini toping.
3

Yechish. Yuqoridagi teoremaga ko‘ra <£>'(x) = sinx bo‘ladi.

2-misol. <D(x) = J e‘dt funksiya hosilasini toping.
1

Yechish. Bu holda yuqori chegara x ning funksiyasidan iborat, 
shu sababli murakkab funksiyani differensiallash qoidasidan 

foydalanamiz:

<J> '(x) = (x2y = 2xex2.

Endi quyi chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integralni 
qaraylik. Berilgan f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz bo‘lsin. U holda 

bu funksiya har qanday [x;6]c:[a\b], a< x <b  kesmada 

integrallanuvchi va uning integrali x ga bog‘liq bo‘ladi. Uni

F(x) = \ f W

X

deb belgilaymiz. Aniq integral xossasiga ko‘ra
b x b

J f(t)dt = J f(t)dt +1 f(t)dt = 0>(x) + F(x).
a a x

Bundan
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F(x) = ]f(t)dt-<b(x)

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglik F(x) fimksiyaning xossalarini 

f(x) hamda Ф(х) fimksiyalaming xossalari orqali o‘rganish 

mumkinligini ko‘rsatadi. Jumladan, F(x) fiinksiya Ф(х) kabi [a;b\ 
da hosilaga ega va

(ь V
F'U) = J f №  - Ô ( X )  = 0 - f(x) = -f(x)

\0 У

boiadi.

10-§. Nyuton- Leybnis formulasi, aniq integralni hisoblash
10.1. Nyuton-Leybnis formulasi. Aniq integral bilan bosh- 

lang‘ich fiinksiya orasida qanday bog‘lanish mavjudligini ko‘rib 
o‘taylik.

Aytaylik, f(x) fiinksiya [a;b] da uzluksiz va F(x) uning 
boshlang'ich fiinksiyalaridan biri bo‘lsin: F ’(x)=f(x). Yuqoridagi 
mulohazalarga ko‘ra,

ham f(x) ning boshlang‘ich fimksiyasi bo‘ladi. U holda ma’lumki, 

0(x)=F(x)+C, C=const.
Demak,

Bunda x=a deb olsak, 0~F(a)+C yoki C=-F(a) kelib chiqadi. 
Demak,

X

\f(t)dt=F(xj-F(a).
a

Endi x=b deb olsak,
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jf(x)dx -F(b)-m  (1)

bo‘ladi, ya’ni [a;b] kesmada uzluksiz bo'lgan funksiyaning aniq 
integrali shu funksiyaning boshlang'ich funksiyalardan 
birortasining bu kesmadagi orttirmasiga teng bo‘ladi.

(1) formula integral hisobning asosiy formulasi bo‘lib, u 
Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.

(1) tenglikning o‘ng tomonidagi, F(b)-F(a) ayirma, odatda

F(x)fa ko‘rinishida yoziladi. Bu holda Nyuton-Leybnis formulasi

quyidagicha yoziladi:

}/(*)<¿c=F(;c)|*=F(f>)-F(a).
a

Nyuton-Leybnis formulasi aniq integralni hisoblash masa- 
lasini aniqmas integralni hisoblash masalasiga olib keladi. 

Misollar:

a) J —£&г=/и|.х|| =ln2-lnl=ln2; 
i x

n
b) j  ( I+sinx)dx=(x-cosx) |o = (K-cosn)-(0-cos0) = 7  + У=я+2;

о
5 , 5  I .

c) f . = \(4 + x )2d(4 + x) = 2j4 + x\ = 2(ч/9 - yß) = 2;
{ аД П  {

d) J  e-2xdx = -~e2x|°( = - - (e° -e2) = ^.

10.2. Aniq integralni bo‘laklab integrallash. Aniqn.as 

integrallami hisoblashda bo‘laklab integrallash usuli asosiy 
usullardan biri edi. Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra, aniq integ­

ral bilan aniqmas integral orasida bog‘lanish mavjud. Shu sababli 

bo‘laklab integrallash usulini aniq integrallami hisoblashda ham 

tatbiq qilish mumkin.
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Faraz qilaylik, u(x) va v(x) funksiyalar [a;b] da uzluksiz 
hosilalarga ega bo‘lsin. U holda 

(u ■V) ’=u ’v+uv ’
bo‘lib, u(x)v(x) fimksiya u’(x)v(x)+u(x)v’(x) uzluksiz firnk-
siyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Nyuton-Leybnis for-

ь

mulasiga ko‘ra |(«'v + uv')dx = (uv)|*. Bundan

о  V

J uv dx = (uv) j* — J и 'vdx

kelib chiqadi. So‘ngra uv’dx=udv va u’vdx=vdu ekanligini e’ti-
borga olsak, nat ijada

ь b

J udv = (mv)I* - J vdu (2)
a a

artiq integralni bo ‘laklab integrallash form ulasi hosil bo‘ladi.
nil

Misol. J xcosxdx integralni hisoblang.
0

Yechish. Bunda u=x, dv-cosxdx deb olsak, du=dx, v=sinx 
hosil bo‘ladi.

Demak, (2) ga ko‘ra
я/2 ^ /2 a ll

J xcosxdx = ( x s i n - f sinxi£r = — hcosx
0 0 0 2 -

10.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish. Aniqmas 

integrallami hisoblashda yangi o‘zgaruvchi kiritish usuli bilan 

soddaroq integralga erishib, ushbu

¡f(x)dx= ¡f(<p (t))<p’(t)dt 

munosabatdan foydalangan edik. Shunga o‘xshash masalani aniq 

integral uchun ham ko‘rib o‘taylik.

Aytaylik, f(x) fimksiya [a;b\ kesmada aniqlangan va uzluksiz 

bo‘lsin.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz, x=<p(t) 

fimksiya [a;ß\ kemada uzluksiz differensiallanuvchi, x=<p(t)
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funksiya qiymatlari to‘plami [a;b] kesmadan iborat va <p(a)=a, 

<p(P)=b boisa, u holda

(3)
a a

tenglik o‘rinli boiadi.
Isboti. f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz boigani uchun shu 

kesmada u boshlangich funksiya F(x) ga ega. Shartga ko‘ra 

<p(a)=a, <p(P)=b boiganligi sababli Nyuton-Leybnits formulasiga 

ko‘ra
h p

l  f(x)dx = F(b) - F (a) = F(cp(P)) - F(<p(a)) = J dF(cp(t)) =
a a

= J f w o m o « * = J f w w m -
a a

Shuni ta’kidlash kerakki, aniq integralni o‘zgaruvchilami 

almashtirish usuli bilan hisoblaganda intégral ostidagi ifoda bilan
bir qatorda integrallash chegaralari ham o‘zgaradi.

i  

1 -misol. j\Jl-x2dx hisoblang.
o

Yechish. Bu integralda x=sint almashtirishni bajaramiz. U 
holda x-sint funksiya yuqoridagi teoremadagi barcha shartlami

K
[0;—] kesmada qanoatlantiradi va dx=costdt, a=0 da a=0, 6=1 da 

y9=îi/2. Demak, (3) formulaga ko‘ra



9 dx
2-misol. f---j= ni hisoblang.

0 1 + V*

Yechish. x=t2 deb o‘zgaruvchini almashtiramiz, u holda 

dx=2tdt va a=0 da tf=y[a= 0, b=9 da t¿=\fb= 3 bo‘ladi. (3) 

formulaga ko‘ra

!т4 1 Н  = 2!(1-1Т7>' = 2('-Ч1+'1)|: = 6 - 2 1 п 4 -

ít/З cos x

3-misol. i -7-7—dx ni hisoblang.
J  e i n 5 V

Yechish. sinx=t deb almashtirishni bajaramiz. U holda cosxdx 

=dt, ti~sin(n/6)=\/2, t2=sin(n/3)= yß/2 bo‘ladi. (3) formulaga 

asosan
Л-/3 ч/ЗУ2 ,
f COS* , f - 5 ,  1

— — dx= t dt = --
sin x 41

x/6 X  1/2 41
4l 9 ) 91/2
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X bobga doir test savollari

1 . [0;1] kesma x0 = 0, x, = ̂ , x2 = ̂ , x3= l  nuqtalar

bilan 3 ta bo‘lakka bo‘lingan. Quyidagiiarning qaysilari _y=x2 
funksiyaning integral yig‘indisi bo‘ladi?

A) 0-- + l-(—--)+—(1——); В) 0--+ -•(---)+ 1(1--);
3 2 3 4 2 3 6 2 3 2

^  1 1 1/1 1ч . 1 к  ™ 1 1 1 А К , /i С) - + - + -(--- )+1 • (1— ); D )--- + -•(----) + l-(l— ).
2 3 4 2 3 2 12 3 3 2 3 2

2. Quyidagiiarning qaysi biri fix) funksiyaning integral 
yigMndisi bo‘la olmaydi? Bu yerda [1;3J; xo=l, x\=2, дг2=2,5, 
x3=3

A) /(1,5) • (2 -1) + /(2 ,1) • (2,5 - 2) + /(3) • (3 - 2,5);

5) /(1) (2-1) + /(2 )• (3-2) + /(3 )-(2,5-2);

C) /(1) • (2 -1) + /(2 ,5) • (2,5 - 2) + /(3) -(3-2,5);

D) /(1) • (2 -1) + f(2 ,6) -(2,5-2) + /(3) • (3 - 2,5).

3. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Bo‘linish nuqtalarining sonini oshirish natijasida quyi 

yig‘indilar kamaymaydi;
B) Bo‘linish nuqtalarining sonini oshirish natijasida yuqori 

yig‘indilar o‘smaydi;
C) Quyi yig‘indi har qanday yuqori yig‘indidan katta emas;

D) Quyi yig‘indi integral yig‘indidan katta.

4. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Chegaralangan funksiya integrallanuvchi bo‘ladi;
B) Kesmada uzluksiz funksiya integrallanuvchi bo‘ladi;

C) Kesmada monoton funksiya integrallanuvchi bo‘ladi;

D) Integrallanuvchi funksiya chegaralangan bo‘ladi.
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5. Quyidagi mulohazalardan qaysl biri to‘g‘ri?
A) Darbuning quyi yig‘indisi yuqori yigindidan katta emas;
B) Darbuning quyi yig‘indisi integral yig‘indi bo‘ladi;
C) Darbuning yuqori yig‘indisi integral yig‘indi boiadi;

D) Integrallanuvchi funksiya uzluksiz bo‘ladi.

6. Quyidagi jumlalardan qaysi biri to‘g‘ri?
b

A) Agar jf(x)dx>0 bo‘lsa, u holda [a\b] kesmada/(x)>0 bo‘ladi;
a
b

B) Agar |/ ( x)dx =0 bo‘lsa, u holda [a,b\ kesmadayi*)=0 boiadi;
a

b

C) Agar [a\b] kesmada/(x)>0 boisa, u holda J  f(x)dx >0 bo‘ladi;
a
b

D) Agar [a;b] kesmaday(jc)>0 boisa, u holda J  f(x)dx>0 boiadi.
a

7. Quyidagi jumlalardan qaysi biri to‘g‘ri?
b

A) Agar J f(x)dx>0 boisa, u holda [a\b] kesmada/(x)>0 boiadi;
a
b

B) Agar j  f(x)dx =0 boisa, u holda [a;b] kesmaday(x)=0 boiadi;
a

b

C) Agar [a;6] kesmaday(x)>0 boisa, u holda J f(x)dx>0 boiadi;
a

b

D) Agar | f(x)dx<0 boisa, u holda [a,b] kesmada /(x)<0 boiadi.
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4 ^

8. J (1 + 5x + — -)dx ni hisoblang.
i ^

A) 43,5; B) 47,5;
C) 47; D) 48,5;

'f 9dx .
9. —r=—  ni hisoblang.

J0 3Vx + l 

A) 2(1—ln2); B) 2+ln4;
C) ln0,5; D) l+ln2;

10. I - ^— dx ni hisoblang.
L sin 2x
/6

A) 1; B)1.V2;

C ) l . S ;  D) >/3.

11.f(x =sinx funksiyaning [0;n] da o‘rta qiymatini toping.

A)k; B) 0; C ) D )
n 2

12. /(jc)=2x2+1 funksiyaning (0;1] kesmadagi o‘rta qiy­
matini toping.

A) l; B) 2;
C) 5/3; D) 3/5;

i i i
13. Agar a=Jerdx, b=jesinxdx, c=fe'g' dx boisa, quyidagi-

0 0 0 

lardan qaysi biri o‘rinli?
A) a<b<c; B) c<b<a;
C) a<b<c; D) b<a<c.
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14. f(x ) = yjx funksiyaning [1,4] da o‘rta qiymatini 

toping.

A) 2;
7 14

B) 1; Ç) 3; £>) A
о У

15. Quyidagi munosabatlardan qaysi biri o‘rinli?

A)

C)

J f(x)dx = J|/(x)| dx ; B) J f(x)dx < J|/(x)| dx ;
a a  a a

jf(x)dx < |/(|х|>&; D) J/(x )¿r > J|/(x)|dx.

f 1
16- \ -^7dt integralning hosilasi quyidagi

funksiyalardan qaysi biriga teng bo‘Iadi?

A) arctgx; B)
x

С)
1

1 + x2 » D) -
1 + x
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X I BOB. XOSMAS INTEGRALLAR

[a;b] oraliqda berilgan f(x) funksiyaning aniq integrali tushun- 
chasini kiritib, batafsil o‘rgandik. Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, 
integralning bayonida oraliqning chekliligi va f(x) ning chega- 
ralanganligi bevosita ishtirok etdi.

Endi awalgi integral tushunchasini ma’lum ma’nolarda 

umumlashtirish imkoniyati bormikan, degan savol tug‘uladi. 

Albatta, umumlashtirish shunday bo‘lishi kerakki, natijada Riman 
integralining asosiy xossalari o‘z kuchini saqlab qolsin. Ba’zi 

hollarda aniq integral tushunchasini cheksiz oraliqda aniqlangan 
funksiya yoki chegaralanmagan funksiya uchun umumlashtirishga 
to‘g‘ri keladi. Biz hozir ana shunday umumlashgan (yoki xosmas) 
integrallami kiritamiz va o‘rganamiz.

l-§. Integrallash sohasi chegaralanmagan xosmas integral

f(x) funksiya [o;+oo) cheksiz oraliqda aniqlangan bo‘lib, uning 
har qanday [a; /] chekli qismida integrallanuvchi bo'lsin, ya’ni 

ixtiyoriy t (t>a) uchun ushbu
i

J f{x)dx
a

integral mavjud bo‘lsin. Bu integral berilgan f(x) funksiya
uchun faqat t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi:

t

J f(x)dx = F(t), ie [a ;+ o o ).

a

1-ta'rif. Agar t->+qo da F(t) funksiyaning limiti mavjud

bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning [a;+co) oraliqdagi xosmas
00

integrali deyiladi va u J / (x)dx kabi belgilanadi. Demak,
a

x t

f / (x)dx = lint F(t) = lim i / (x)dx (1)
J f— /-><X j
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2-ta’rif. Agar t—>+oo da F(t) funksiyaning limiti mavjud 
boiib, u chekli bo‘lsa, (1) xosmas integral yaqinlashuvchi deyi- 

ladi, f(x) funksiya esa cheksiz [a;+°o) oraliqda integrallanuvchi 
funksiya deb ataladi.

Agar t—>+oo da F(t) ning limiti cheksiz boisa yoki mavjud 

bo‘lmasa, (1) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
+00 •

i dx
—  , a e l  integralni yaqinlashishga tekshiring.
v a

Yechish. Agar a * l bo‘lsa, u holda

x1**dx rdx ~'~a
f —  = lim f— = lim —
i x<* 1 - a

- lim
/->+» ] — (X

Demak,

"rdx
-1

, V a>  1,
1 -a 

ao. Vorcl.

Agar a=l bo‘Isa, u holda 

' dx cdx 

X  <->+»* x 

dx 

■ *
uzoqlashuvchi ekan.

f —  = lim f—  - lim In | x ||| = lim Int = oo.
J V  t —> + » •  V  / -> + *  "  t —>+oo
1 I A

+0C )

i ctx
—  integral a>l da yaqinlashuvchi, a<l da
va

2-misol. J e axdx, a>0 ni hisoblang.
o
+*> t 

Yechish. f  e~axdx - lim f  e mdx = lim
J r-»+x J0

/ ,-e e--- 1—
v a a j

= lim

f-M-x a 

\ ,

a ae y a

Funksiyaning (-oo;6] oraliq bo‘yicha xosmas integrals ham 

yuqoridagi kabi ta riflanadi.
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f(x) funksiya (-00;b] da berilgan boiib, bu oraliqning istalgan 

[r,b] qismida integrallanuvchi, ya’ni

\f(x)dx = Q>(r)
r

mavjud bo‘lsin.

3-ta’rif. Agar r —> -0 0  da <P(r) funksiyaning limit! lim <P(r)
r-*-Q0

mavjud boisa, bu limit f(x) funksiyaning (-0 0 ;b] oraliqdagi
b

xosmas integrali deb ataladi va u j f  (x)dx kabi belgilanadi,
r

Demak,
b  b  

J f(x)dx *  lim <D(r) = lim J f(x)dx (2)
—GC T

4-ta’rif. Agar r-+~°o da &(r) funksiyaning limiti mavjud 

boiib, u chekli bo'tea, (2) xosmas integral yaqinlashuvchi 

deyiladi, f(x) esa cheksiz (-°o; b] oraliqda integrailanuvehi 

funksiya deb ataladi.

Agar r —» —00 da &(>■) ning limiti cheksiz boisa yoki mavjud 
boimasa, (2) integral uzoqlashuvchi deyiladi,

3-misol. J cosxdx ni yaqinlashishga tekshiring.
0

Yechish. Bu xosmas integral uzoqlashuvchi boiadi, chunki 
t —̂+oo da

I
F(t) = j  cos xdx ~ sin t

0

funksiya limitga ega emas.

A-misoI. I ---- - ni yaqinlashishga tekshiring.
J l + x
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í ■ = lim í — = lim arctgxf = lim (arctgO - arctgr) = — . 
J^l+JC r-t-nJ \+X¿ lr 2

Demak, integral yaqinlashuvchi va

r dx _ n

¿ T í ? "  2 ’

Aytaylik, /(Or) funksiya (-oo;+oo) da uzluksiz bo‘lsin. U holda
+00 c

biror cg(-oo;+qo) uchun J f(x)dx va J f(x)dx integrallar
c —oo

yig‘indisi bu funksiyaning ikkala integrallash chegaralari ham 

cheksiz bo‘lgan xosmas integrali deyiladi va quyidagicha yoziladi:
+oo

J / ( x)dx. Demak,
-oo

+oo c  +oo

J f{x)dx= J f(x)dx+ J f(x)dx
— 00 — OO C

va ta’rif bo‘yicha
+oo c t

J f(x)dx= lim J/(x)í¿c + limJ/(x)<¿r (3)
—oo r  c

deb qabul qilamiz.

Agar (3) dagi ikkala limit ham mavjud va chekli bo‘lsa,
+00

J f{x)dx integral yaqinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi
—00

deyiladi.
+00 j  
c dx

5-misol.  - integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. (3) formulada c=0 deb olamiz. U holda
+CC j  O I +0C 7 O J  t i
r dx c dx r dx .. r dx r dx 
---- = --- - + ---_ = hm ---- + hm ---- =

• 1  + jc * l  + x * 1 + j t  r *-x^í  + x '->+** 1 + x"

Yechish.
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= lim arctgx 1° + lim arctgxf = lim (arctgO - arctgr) +
f __k—T  t __k-i-ЛП "  f —fc—on

+ lim (arctgt - arctgO) - —n + — 7t-n.
/-»-mo 2 2

+00

Geometrik nuqtayi nazardan yaqinlashuvchi | /  (x)dx
a

xosmas integral y=f(x)>0 egri chiziq, x=a, ^=0 to‘g‘ri chiziqlar 
bilan chegaralangan va Ox o‘qi yo‘nalishida cheksiz cho‘zilgan
figuraning chekli S yuzaga ega ekanligini anglatadi (7-rasm).

b  +®

Shunga o‘xshash, J f(x)dx va J f{x)dx yaqinlashuvchi
— OC —00

xosmas integrallarga ham geometrik talqin berish mumkin.

7-rasm.

2-§. Xosmas integralning xossalari
Yuqorida kiritilgan xosmas integrallar aniq integrallarga 

o'xshash xossalarga ega:
+ x

Io. Agar J /  (x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi va к-
а

■не

o‘zgarmas son bo‘lsa, J kf (x)dx ham yaqinlashuvchi va
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J kf (x)dx =k J f  (x)dx
a a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
+ X  +00

2°. Agar j  /  (x)dx va J <p(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, u
a a

+0C

holda J ( / (л:) ± <p(x))dx yaqinlashuvchi va
a

+0C +CC +00

f ( / (*) ± <p(x))dx = J /  (x)dx ± j  <p (x)dx
a a a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Izoh. Berilgan integrallaming yaqinlashuvchiligi yetarli shart 
bo‘lib, funksiyalar yig‘indisining integrali yaqinlashuvchi bo‘lishi 
uchun zaruriy shart emas. Masalan,

/ ( * )  =  -> <KX )  = --- l— r , xe[l;+ oo)
X  x + 1

*

f —  = lim In IjcI I f = lim In/ = +oo,
J  V  /— >+30 * * I >+QC
1

+ 0 0

boisin. U holda 

dx _
% / -* + 3 0

J — -y = - lim lnjx +1| \=- lim[ln(i +1) - In2] = -qo .

Demak, qaralayotgan xosmas integrallar uzoqlashuvchi 
bo‘ladi. Funksiyalar yig‘indisi uchun esa

+t f  1 1 ^
J ----- dx= lim(lti|x|-ln|x + l|)|j=lim(lni-ln(Y + l) + ln2) =
I \  Я  X  +  I J  í-И -х r->+00

=* lim In —-— Ип2 = 1п1 + 1п2 = 1п2
t —>+00 /  +  1

yaqinlashuvchi xosmas integral bo‘ladi.
Shuni ham ta’kidlash kerakki, agar integrallardan biri 

yaqinlashuvchi bo‘lib, ikkinchisi uzoqlashuvchi boisa, u holda
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J (f(x)±<pix))dx
a

xosmas integral uzoqlashuvchi boiadi.

3°. Agar f(x) ning [a;+oo ) bo‘yicha J /  (x)dx integrali
a

yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu funksiyaning [&;+<») (a<b) oraliq
+00

bo'yicha | /  (x)dx integrali ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bunda
b

+oo b +ao

| f(x)dx = J /  (x)dx + | /  (x)dx
a a b

o‘rinli bo‘ladi.

4°. Agar *€[a;+oo) uchun f(x)>0 va bu funksiyaning xosmas 

integrali yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda
+oo

J /  (x)dx>0

a

bo‘ladi.
5°. Agar f(x) va <p(x) fiinksiyalar [a;+oo) da aniqlangan, 

uzluksiz va 0 f̂(x)<<p(x) shartni qanoatlantirsa, u holda

+00

+oo +30

a) J <p (x)dx yaqinlashuvchi bo‘lganda J /  (x)dx ham
a a

yaqinlashuvchi bo‘ladi;
+X +00

b) J /  (x)dx yzoqlashuvchi bo‘lganda J (p (x)dx ham
a a

uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Misol tariqasida 5°-xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan 

xossalar bevosita xosmas integral va uning yaqinlashuvchiligi 

ta’riflaridan kelib chiqadi.
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5°-xossaning isboti. Aniq integralning xossalariga ko‘ra 
t  t

ixtiyoriy t > a uchun J / (x)dx < J cp(x)dx.
a a

+00

Agar J (p (x)dx yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda
a

t t +00

F(t)= J f  (x)dx ^ jV  (x)dx <\<p (x)dx <+oo
a a a

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Demak, F(t) funksiya yuqoridan 

chekli son bilan chegaralangan. Shuningdek, /(jc) > 0 bo‘lgani 

uchun F(t) funksiya o‘suvchi bo‘ladi. Bulardan chekli limitning
t  +OC

lim F (i)=  lim i / (x)dx mavjudligi, ya’ni j /  (x)dx
/—>+oo /—>+oo J  ■ J

a a

yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.
+ 0 0

Aksincha, J f  (x)dx uzoqlashuvchi bo‘Isa,
a

t t

j  /  (x)dx < j<p (x)dx tengsizligidan t—>+oo da chap tomoni
a a

chegaralanmagan va bundan o‘ng tomonining limiti chekli
+ 0 0

emasligi, ya’ni J cp (x)dx uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.
a

+ 0 0  j

Í uX
. integralni yaqinlashishga tekshiring.

! VX3+ 1
+ 0 0

Yechish. 5°-xossadan foydalanamiz. Berilgan integralni f —
i Xa

integral bilan solishtiramiz, bu integral <x>l da yaqinlashuvchi (1- 

misol). (l;+oo) da
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integrating yaqinlashishidan berilgan ■ . ■: - integralning
i V*3 +1

yaqinlashishi kelib chiqadi.

3-§. Absolut yaqinlashuvchi integrallar
Quyida xosmas integral yaqinlashuvchi boiishining zaruriy 

va yetarli shartini isbotsiz keltiramiz [2,210-b.].
1-teorema (Koshi teoremasi). Quyidagi

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy e>0 son 
olinganda ham, shunday to (to > a ) soni topilib, / ’ > to, t ” >  to 

bo‘lgan ixtiyoriy t ’, t ”  lar uchun

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Ushbu teoremadan xosmas integrallaming yaqinlashuvchi- 

ligini aniqlashda foydalanish qiyin, ammo bu teorema muhim 
nazariy ahamiyatga ega va undan quyidagi teoremani isbot 
qilishda foydalanamiz.

J f(x)dx
a

2-teorema. Agar J j/ (x)| dx xosmas integral yaqinlashuvchi
a

+ 0 0

bo‘Isa, u holda J f(x)dx xosmas integral ham yaqinlashuvchi
a

bo‘ladi.
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-t-CW

Isboti. Shartga ko‘ra j  \f(x)\dx yaqinlashuvchi integral. 1-
a

teoremaga asosan, ixtiyoriy £>0 son olinganda ham, shunday t0 
(to>a) soni topiladiki,

t m

t ’ > to , t”> to (t”> t) bo‘lganda ^\f(x)\dx < s tengsizlik
t'

bajariladi. Ammo

\f(x)dx ^\f(x^dx.
t % t '

Demak, ixtiyoriy e>0 son olinganda ham, shunday to (to>a)

soni topiladiki, t’ > to, t”> to bo‘lganda J f{x)dx <sboiadi. 1-

-t-w

teoremaga asosan J f(x)dx integrating yaqinlashuvchiligi kelib
a

chiqadi.
+oo

1-ta’rif. Agar J | f(x ) | dx xosmas integral yaqinlashuvchi
a

+CO

bo‘lsa, u holda J f(x)dx absolut yaqinlashuvchi xosmas integral
a

deyiladi, f(x) funksij'a esa [a ;+ o o ) oraliqda absolut integ- 
rallanuvchi funksiya deb ataladi.

+«> + 30

’rif. Agar J f(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lib, J |/(jc) | c/x2-ta

uzoqlashuvchi boisa, u holda J f(x)dx xosmas integral shartli
a

yaqinlashuvchi deyiladi.
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Misol. f —¿-dx integralni yaqinlashishga tekshiring.
* X
\ A

+CC i g j j j  y* j

Yechish. Awal J -— -—-dx integralni tekshiramiz. (l;+°o) da
 ̂ X1 A

smxl , 1 va | yaqinlashuvchi boiganligi sababli, 5°-

+00 gjjj

<•
2 2 

X  X  \ X

+O0 | gm g

xossaga ko‘ra j -— -—-dx integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. 
, x

+ 0 0 .

i
Sin
—-—dx integral absolut yaqinlashuvchi boiadi.

, x
b

Yuqoridagi xossalami J f(x)dx integral uchun ham bayon
—oo

qilish mumkin.

4-§. Xosmas integrallarni hisoblash
Endi xosmas integrallarni hisoblash bilan shug‘ullanamiz.
a) Nyuton-Leybnis formulasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya 

[a;+oo) da uzluksiz boisin. Xosmas integral ta’rifi va Nyuton- 
Leybnis formulasidan

+0C /

f /  (x)dx = lim f f(x)dx= lim (F(t)~ F(a))
J f —» + 3 0  J ( - ^ + X
a a

kelib chiqadi va bunda F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich 

funksiyasi boiadi. Agar i—»+ao da F(t) ning limiti chekli boisa, 

bu limitni F(t) ning +<» dagi qiymati deb qabul qilishimiz 

mumkin, ya’ni

lim F(t)-F(+oo).
f-»+30

Bundan esa, f(x) funksiya xosmas integrali uchun Nyuton- 
Leybnis formulasi o‘rinli boiishi kelib chiqadi:
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+ х

J /  (x)dx =F(+œ)-F(a)=F(x)Ç
a

b) bo‘laklab integrallash. Aytaylik, u(x) va v(x) har bin [a;+oo) 

da uzluksiz u ’(x) va v’(x) hosilalarga ega bo‘lsin. Agar
+00

IV (x)du(x) xosmas integral yaqinlashuvchi va
a

lim u(t) = m(+00), lim v{t) = v(-i-oo)
t->+oo  f —>+00

+00

limitlar chekli bo‘Isa, u holda J и (x)dv(x) ham yaqinlashuvchi
a

bo‘ladi va
+00 +00

J и (x)dv(x) =(u(x)v(x))\ - J V(x)du(x).
a a

+00

Misol. J xe~*dx xosmas integralni hisoblang.
0

Yechish. Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanamiz. U 
holda

u(x)-x, dv(x)=e~*dx, du(x)=dx, v(x)--ex,

(u(x)v(x)) I = lim (-xe x)=- lim — =0,
lO  x - > + o o  jr —M -00 g x

+ x  +00

i v(x )du(x) = Г (-e‘ r )dx = lim e~x\ =0-1=-1 bo‘ladi va demak,
J  J  t —>+o0 lo
0 0
+00

J xe~x dx =0-(-\)=\.
0

d) o‘zgaruvchini almashtirish. Aytaylik, f(x) funksiya [a ;+ o o )
+ x

da berilgan bo‘lsin. Quyidagi J /  (x)dx integralda x=<p(t)
a

almashtirish kiritamiz. Bunda
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(1) <p(t) funksiya [a;+oo) da berilgan va uzluksiz q>’(t) 
hosilaga ega;

(2) (p(t) funksiya [a;+oo) da qat’iy o‘suvchi;

(3) cp(a)=a, <p(+oo)= lim <p(t) = +oo boisin.
/-> + 0 0

+oc

U holda J f  (<p(t))<p'(t)dt yaqinlashuvchi bo‘lishidan
a

+00 +00 4-00

| f(x)dx yaqinlashuvchiligi va J f(x)dx= J / {<p(t))<pXt)dt
a a a

tenglik o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi.

5-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
Aniq integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi 

funksiyaning chegaralanganligi edi.
Endi f(x) funksiya [a;b\ da chegaralanmagan bo'lsin. 

Aniqrog‘i, ixtiyoriy £i>0, (e<b-a) uchun f(x) fiinksiya [a;b-eJ da 
chegaralangan va integrallanuvchi bo‘lib, b nuqtaning atrofidagina 
chegaralanmagan bo‘lsin. Bu holda b nuqta f(x) funksiyaning 
maxsus nuqtasi deb ataladi.

t

Demak, ixtiyoriy t (a<t<b) uchun J /  (x)dx integral mavjud
a

bo‘lib, u faqat 10 ‘zgaruvchining funksiyasi boiadi:
t

| /  (x)dx —F(t), a<t<b.
a

1-ta’rif. Agar t->b-0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud
bo‘Isa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning [a;b)

b

oraliqdagi xosmas integrali deyiladi va u J /  (x)dx kabi
a

belgilanadi.
Demak,
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b I

f /  (x)dx = lim F(t)= lim f /  (x)dx.
J t-+b-0 t->b-o J
a a

Agar t->b-0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud boiib, u 
chekli boisa, xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi, f(x) 
funksiya esa [a;b) da integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

Agar t->b-0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz boisa,
b

J /  (x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi. Yuqorida limit
a

mavjud boimagan holda ham biz xosmas integralni uzoq­
lashuvchi deymiz.

Xuddi yuqoridagidek, a nuqta f(x) ning maxsus nuqtasi 
boiganda (a;b] oraliq bo‘yicha xosmas integral ta’riflanadi.

f(x) funksiya (a;b] oraliqda berilgan boiib, a nuqta shu 
funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin. Bu funksiya (a/6]ning
istalgan [t;b] (a<t<b) qismida integrallanuvchi, ya’ni ushbu

b
j  f  (x)dx =F(t)
1

integral mavjud boisin.

2-ta’rif. Agar ?—>a+0 da F(t) funksiyaning lim F(t) limiti
/->«+0

mavjud boisa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning {a;b]
b

oraliqdagi xosmas integrali deb ataladi va u J /  (x)dx kabi
a

belgilanadi. Demak,
b b

f /  (x)dx = lim F(t)= lim f /  (x)dx.
J  t-+ a+ Q  J
a  t

Agar t —> a+0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli
b

boisa, |/ (x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi,^^ esa (a;b] da
a

integrallanuvchi funksiya deyiladi. Agar i—» a+0 da F(t) ning
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limiti cheksiz bo‘Isa, u holda J / ( jc)c£c xosmas integral
V

uzoqlashuvchi deyiladi. Yuqoridagi limit mavjud bo‘lmagan holda 
ham biz integralni uzoqlashuvchi deymiz.

Agar f(x) funksiya [a;b] kesmaning biror ichki c nuqtasida 

lim/(x) = oo bo‘lsa, u holda aniq integralning additivlik
x -* c

xossasiga o‘xshash integralni ikkita integralning yig‘indisi 
ko‘rinishda ifodalaymiz:
b c  b t b

| / (x)dx = J / (x)dx + J f (x)dx = lirn̂  J / (x)dx + lim̂  J / (x)dx.
a  a  c  a  r

Agar tenglikning o‘ng tomonidagi limitlar mavjud bo‘lsa, u 
holda xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi, aks holda 
uzoqlashuvchi deyiladi.

Geometrik nuqtayi nazardan chegaralanmagan funksiyaning 
xosmas integrali y=f(x) egri chiziq, y=0, x-a, x-b to‘g‘ri chiziqlar 

bilan chegaralangan va x->b-0 da (x—xi+0, x—>e±0) Oy o‘qi 
yo‘nalishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli yuzga ega 
ekanligini anglatadi (8-rasm).

8-rasm.

dx
i-misol. J —  ni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Bunda x=0 nuqta integral ostidagi funksiyaning 
maxsus nuqtasidir. Bu holda ta’rif bo'yicha
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f-̂7= = lim f-^г = lim 2a/xI'= lim (2-2\ft) = 2 .
о V X  ^ ] x  ' - » 0+0  1 '-> 0 + 0

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi va uning qiymati 2 
ga teng.

I d x

2-misol. i ____ integralni yaqinlashishga tekshiring.
0 Vi--*

Yechish. Bunda x=l nuqta integral ostidagi funksiyaning 
maxsus nuqtasidir.

Bu holda

= Ит(-2-\/Г-1с|'0= lim + 2) = 2.

Demak, bu integral ham yaqinlashuvchi.
1 ^

3-misol. i —  integralni yaqinlashishga tekshiring.
J Ло 0

Yechish. Ta’rifga ko‘ra 

•dx I* dx
f— = lim f— = lim InIjcII‘ = lim (lnl-ln¿) = +°°,
J  X  •-* 0+0J  X  »-»o+o 1 11 I->0+0

ya’ni bu xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

г dx
4-misol.  , a  e E, a <b integralni yaqinlashishga

{{b-x)a

tekshiring.

Yechish. Ikki holatni qaraymiz. 1-hol. a^l bo‘lsin. U holda

f— —— = lim [— ——  = - lim \(b-x)~ad{b-x) =
J (h- r\a t->h-0 J (h- yV f->6-0 J{(b-x)a ' ^ - o J  (b-xY

1 lim ((¿> - O’-“ -(b — a)1-" )
1 - a
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{ b - a f
— -— , a <1, 
1 -a

ôo, a  > 1.

24iol. a=l bo'lsin. U holda f —^ — = lim f —^ — =
J (b-x) ‘̂ { (b - x )

= - lim ln|6-jt|f = - lim(ln|6-i|-ln|fe-a|) = +oo. 
l~*b-0 ,a (->*-0

r dx
Demak, j ---- - integral a<l bo‘lganda yaqinlashuvchi,

t~*b-0 ,a (->¿>-0 

dx 

(b-x)

akl da uzoqlashuvchi bo‘lar ekan

6-§. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining 
xossalari

Quyida maxsus nuqtasi b bo‘lgan f(x) fiinksiyaning [a;b)
b

oraliq bo‘yicha olingan J f(x)dx xosmas integralining xossalarini
a

keltiramiz. Bu xossalami maxsus nuqtasi a bo‘lgan funksiyaning 
(a;b] oraliq bo‘yicha olingan xosmas integrallari uchun ham 
bayon qilish mumkin.

1°. Agar fix) funksiyaning [a;b) dagi xosmas integrali 
yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu funksiyaning [c;b), (a<c<b) oraliq 
bo'yicha integrali ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bunda

b e b
J /  (x)dx = J /  (x)dx + J /  (x)dx
a a c

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
b b

2°. Agar J f  (x)dx va J <p(x)dx integrallar yaqinlashuvchi
a a

bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a, ß sonlar uchun
b
j(af(x)±ß<p(x))dx
a
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integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,
b b b

f ( a f  (x) ± ß<p(x))dx=ajf (x)dx ± /?J <p(x)dx
a a a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
b

3°. Agar J f  (x)dx integral yaqinlashuvchi boiib, [a;b) da
Q

b

f(x)>0 bo‘lsa, u holda J /  {x)dx>0 bo‘ladi.
Q

b b

4°. Agar | /  (x)dx va | <p (x)dx integrallar yaqinlashuvchi
a a

b b

bo‘lib, [a;b) daf(x) <<p(x) bo‘lsa, u holda J /  (x)dx < \<p (x)dx
q a

bo‘ladi.
5°. f(x) va (p(x) iunksiyalar [a;b) da uzluksiz bo‘lib, b esa 

ulaming maxsus nuqtasi va 0 < f(x)<(p(x), xe[a;b) bo‘lsin. U 
holda

b b

a) | <p (x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, J /  (x)dx ham
a a

yaqinlashuvchi bo‘ladi;
b b

b) | /  (x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, | <p (x)dx ham uzoqlashuv-
a ü

chi bo‘ladi.
Misol tariqasida 3° xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan 

xossalar bevosita xosmas integral va uning yaqinlashuvchiligi 
ta’riflaridan kelib chiqadi.

3° xossaning isboti. Aniq integralning xossalariga asosan
t

f(x)>0 bo‘lsa, ixtiyoriy ie[ö;ö) uchun J /  (x)dx > 0 bo‘ladi.
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Bundan
b (

f /  (x)dx = lim f /  (x)dx > 0 
J t-*b-о J
a a

ekanligi kelib chiqadi.

7-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralini 
hisoblash

Endi chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralini hisob­
lash bilan shug‘ullanamiz.

a) Nyuton-Leybnis formulasi.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a;b) da uzluksiz bo‘lsin. Ma’- 

lumki, bu holda shu oraliqda uning boshlang‘ich funksiyasi F(x) 
mavjud bo‘ladi.

Agar x-̂ b-0 da F(x) ning chekli limiti mavjud bo‘lsa, bu 
limitni F(x) ning b nuqtadagi qiymati deb qabul qilamiz, ya’ni

lim F(x)=F(b).
x -+ b -0

Xosmas integral ta’rifi va aniq integrallar uchun Nyuton- 
Leybnis formulasidan foydalanib,

f f(x)dx= lim f f(x)dx= lim (F(t)-F(a))=F(a)-F(b)=f(x)\b
J t->h-0 J t-*b—0
a a

ni topamiz. Bu esa, yuqoridagi kelishuv asosida,/(3c) funksiyaning 
xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnis formulasi o‘rinli bo‘li- 
shini ko‘rsatadi:

b

J /  (x)dx =F(b)-F(a);
a

b) bo‘laklab integrallash.
u(x) va v(x) funksiyalarning har biri [a;b) da uzluksiz и ’(x) va 

v’(x) hosilalarga ega, b nuqta esa v(x)u'(x) va u(x)v’(x) funksi­
yalarning maxsus nuqtasi bo‘lsin.
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h
Agar fv(x)du(x) xosmas integral yaqinlashuvchi va ushbu

a
b

lim u(t)v(t) limit chekli bo‘lsa, u holda f и (x)dv(x) xosmas 
O J

a

integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

* b h 
J и (x)dv(x) =(u(x)v(x)) J - J V (x)du(x)
a a

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bunda

u(b)v(b)= lim u(t)v(t).
t - t b - 0

d) o‘zgaruvchini almashtirish.
f(x) funksiya [a;b) da berilgan bo‘lib, b uning maxsus nuqtasi

b

boisin. J /  (x)dx xosmas integralni ko‘rib chiqaylik. Ushbu integ-
a

ralda x=<p(t) almashtirishni bajaramiz, bunda <p(t) funksiya [a;ß) 

oraliqda uzluksiz (p’(t) > 0 hosilaga ega hamda <p(a)=a,
P

lim ß(t)-b. Bu holda agar J f{(p{t))(p'{t)dt xosmas integral
a

b

yaqinlashuvchi bo‘lsa, f  /  (x)dx xosmas integral ham yaqinla-
tf
a

shuvchi bo‘ladi va
b P

J /  (x)dx = J f  (<p(t))ç>'(t)dî
a a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Yuqorida biz maxsus nuqtasi b bo‘lgan f(x) funksiyaning 

[a;b) oraliq bo‘yicha olingan xosmas integralini hisoblash 
usullarini ko‘rib o‘tdik. Bu usullami maxsus nuqtasi a bo‘lgan 
funksiyaning (a;b\ oraliq bo‘yicha olingan xosmas integralini 
hisoblashda ham qo‘llash mumkin.
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1 -misol: /=  [— ——f= nihisoblang. 
 ̂(1 + *)V*

Yechish. Ushbu integralda x = (p{t) = t2 almashtirishni baja- 

ramiz. Aniqki, <p(t) funksiya (0;1] oraliqda ç ’(t)=2t>0 uzluksiz 

hosilaga ega va <p(0)=0, <p(\)=\. Demak,

= 2f A  = 2arcig,t = 2 ^  = £ .
{( 1 + x ïG  |(1+/2)/ { l + i2 10 4 2

Chegarasi cheksiz bo‘lgan xosmas integraldagi kabi chega- 
ralanmagan funksiyaning xosmas integrali uchun ham absolut 
yaqinlashish tushunchasini kiritish mumkin.

(a;b] da aniqlangan va a nuqta maxsus nuqtasi bo‘lgan f(x)
b b

funksiya uchun J|/(.x)|<&; yaqinlashuvchi boisa, J / (x)dx
a a

absolut yaqinlashuvchi xosmas intégral deyiladi, f(x) funksiya esa 
(a;b] da absolut integrallanuvchi funksiya deb ataladi.
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XI bobga doir test savollari
+CC ,

1. J — ni hisoblang.
i x

A) 0,5; B) 1/3; C)0,25; D) uzoqlashuvchi.

i
2 . j  x In xdx xosmas integralni hisoblang.

0

A) 0,5; B)-0,5; C)-0,25; D) uzoqlashuvchi.

P xdbc
3. Г —: 'T■ xosmas integralni hisoblang.

A) 5; B)3; С) 1 ; D)-3.

г dx
4. I —=  xosmas integralni yaqinlashishiga tekshiring.

_l Xyjx

A) yaqinlashuvchi, -6; B) yaqinlashuvchi, 6;
3

C) uzoqlashuvchi; D) yaqinlashuvchi, —.

5. To‘g‘ri jumlani toping:
+00 ^

A) i -----  integral a<l da yaqinlashuvchi;
, (* + !)“

+r dx
B)  integral a>l da yaqinlashuvchi;

i (x + l)a
-ко

dx
C) I  --- —  integral a>l da yaqinlashuvchi;

m  f — ——  a<0 da uzoqlashuvchi.
(x + l Г
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6 . To‘g‘ri xulosalarni ko‘r sating:

Agar f(x) va <p(x) funksiyalar [a;+oo) da aniqlangan, uzluksiz 

va 0<f(x)<cp(x) shartni qanoatlantirsa, u holda
+00 -KC

1) J (p(x)dx yaqinlashuvchi boiganda J /  (x)dx ham
a a

yaqinlashuvchi bo‘ladi;
+CC +&>

2) | /  (x)dx uzoqlashuvchi bo‘lganda J <p (x)dx ham
a a

uzoqlashuvchi bo‘ladi;
+00 +«

3) | q> (x)dx uzoqlashuvchi boiganda J /  (x)dx ham
a a

uzoqlashuvchi bo‘ladi;
+ X  + $ 9

4) \ f  (x)dx yaqtnshuvchi boiganda J q> (x)dx ham
a a

yaqinlashuvchi boiadi.
A) 1 va 2; B) 1 va 3; C) 2 va 3; D) 3 va4.

7. To‘g‘ri jumlani toping:

r dx
A)   integral a<l boiganda yaqinlashuvchi, «5:1 da

JA b~x)a

uzoqlashuvchi boiadi; 

r dx
B) J ---- - integral a<l boiganda yaqinlashuvchi, a>l da

uzoqlashuvchi boiadi; 

r dx
C) J ---- - integral a>l boiganda yaqiniasliuvcht, a<\ dta

uzoqlashuvchi boiadi;
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г dx
D) J —--— integral a>l boiganda yaqinlashuvchi, a<l da

uzoqlashuvchi boiadi.

8. Noto‘g‘ri xulosalarni ko‘rsating:
f(x) va <p(x) fimksiyalar [a;b) da uzluksiz boiib, b esa 

ulaming maxsus nuqtasi va 0 < f(x)<ç(x), xe[a;b) bo‘lsin. U 
holda

b b

1) j<p(x)dx yaqinlashuvchi bo‘Isa, J /  (x)dx ham
a a

yaqinlashuvchi bo‘ladi;
b b

2) jf(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, j<p(x)dx ham
a a

uzoqlashuvchi bo'ladi;
b b

3) jV  (x)dx uzoqlashuvchi bo‘Isa, J /  (x)dx ham
a a

uzoqlashuvchi boiadi;
b b

4) J /  (x)dx yaqinlashuvchi boisa, j <p (x)dx ham
a a

yaqinlashuvchi boiadi.
A) 1 va 2; B)lva3; C)2va3; D)3va4.

9. Yaqinlashuvchi integrallarni ko‘rsating:

D J - Л * ;  2 ) | ^ Л ;
J0 1 + * •{ XJ
-2

3) Í ̂ ^-dx ; 4) Í — dx
J i  X2 J i ( l  + x ) 2

A) 1 va 4; В) 1 va 2; С) 1 va 3; D) barchasi.
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10. Uzoqlashuvchi integrallarni ko‘r sating:
+<Ю л  + 0 0  4

1) f --- dx; 2) f --- J=dx\
о 1 + X J0 1 + y/x

3) f —j- ifo ; 4 ) ï — l— dx 
} l x 2 \(\ + x)2

A) 1 va 4; В) 1 va 2; С) 1 va 3;

11. Yaqinlashuvchi integrallarni ko‘rsating:

O f - U i ;  2) \—J = d x ;
J01-X Vl + x

-г ~ 0 i
3) f -=L=dx; 4) f— Tdx 

-J,( i+*Ÿ 
A) 1 va 4; В) 1 va 2;
C) 2 va 3; D) barchasi.

12. Uzoqlashuvchi integrallarni ko‘rsating:
+ < »  * + 0 0  i

2) j — — jÄ ;
0 Vl + * b (2 + *)

3) }- = != & ; 4) } - !- *
1 V4+* 1 + X 

A) 1 va 4; В) 1 va 2;
С) 1 va 3; D) barchasi.

D) barchasi.
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X II BOB. A N IQ IN T EG RA LLA RN IN G  TATBIQLARI

l-§. Yuza tushunchasining ta’rifi. Kvadratlanuvchi soha.
Yuzaning additivligi

Tekislikda yopiq chiziq bilan chegaralangan D tekis figura 
(soha) berilgan bo‘lsin (9-rasm). M bu figuraga ichki chizilgan, 
M ’ esa tashqi chizilgan ko‘pburchak bo‘lsin. Ulaming yuzalarini 

mos ravishda a va ct’ deb belgilaymiz. Aniqki, bunday 
ko‘pburchaklar cheksiz ko‘p boiadi. Ixtiyoriy M ko‘pburchak M’ 

ning qism to‘plami bo‘lib, ct<ct’ bo‘ladi. Agar biror M’ 

ko‘pburchakga va uning ct’ yuziga qarasak, barcha MaD 

ko‘pburchaklar uchun ulaming yuzlari {ct} sonlar to‘plami 

yuqoridan ana shu o‘zgarmas ct’ son bilan chegaralangan bo‘ladi. 

Demak, {a} sonlar to‘plamining aniq yuqori chegarasi mavjud va

sup <j < o ' .
Mc:D

Shunga o‘xshash biror M va crni o‘zgarmas deb qabul qilsak, 
{a*} sonlar to‘plami quyidan chegaralangan boiib,

inf a ’ > cr
î  'zdD

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
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Agar super = S va inf a ' = S belgilami kiritsak, ixtiyoriy M, 

a va AT, a ’ lar uchun

<7<5<5<0-' (1)

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.

l-ta’rif. Agar berilgan D figura uchun S = S bo‘lsa, D figura 

yuzaga ega yoki kvadratlanuvchi deyiladi va uning yuzi aynan shu

S=S = S

songa teng deb qabul qilinadi.

Misol: D figuraning o‘zi ko‘pburchak bo‘lsa, ravshanki S = S 

bo‘ladi.
1-teorema. D tekis figura kvadratlanuvchi bo‘lishi uchun 

ixtiyoriy s > 0 olinganda ham shunday 
M (/ czD ) va M ' (/ ' =) D) lar mavjud va ulaming yuzlari 

uchun
cr' — cr < s

boiishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Sr=S — S bo‘lsin. Yuqori va quyi chegaralar
£

ta’riflaridan foydalansak, — uchun shunday M, a , va A f, a ' lar

€ S
topiladiki, ular uchun o>  S — — , a ' < S + — tengsizliklar 

o‘rinli bo‘ladi. Bundan
,  £ £ 

a - a  < — + — = £
2 2

kelib chiqadi.

Yetarlïligi. Endi s>0 uchun shunday M, a  va M ',a ' lar 

mavjud bo‘lib,
cr' — cr <£ 

o‘rinli bo‘lsin. U holda (1) ga ko‘ra

S - S < a '- cr< £
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boiadi, bunda S va S lar o‘zgarmas sonlar. s > 0 ixtiyoriy

ekanligini e’tiborga olsak, S = S tenglik o‘rinli ekanligi kelib 

chiqadi.
2-teorema. Agar D yopiq va chegaralangan soha boiib, 

yopiq va kvadratlanuvchi D¡ va sohalarga bo‘lingan bo‘lsa va 
ulaming umumiy ichki nuqtalari bo‘lmasa, u holda D soha ham 
kvadratlanuvchi boiib, uning S yuzi D¡ va D2 sohalaming S¡ va S2 

yuzlari yigindisiga teng boiadi.

Isboti. M, с: , M2 cz D2 va bu ko‘pburchaklaming yuzalari

mos ravishda cr, va cr2 boisin. Shuningdek,

М[ 3  jD, , M2 D2 va ulaming yuzlari mos ravishda cr/ va cr2 

boisin (10-rasm).

yangi ikkita ko‘pburchak hosil qilib, ulaming yuzalarini a  va cr' 
kabi belgilaymiz. Ravshanki,

1-teoremaga asosan ixtiyoriy £■ >0 da shunday MX,M [ va 

M2, M2 ko‘pburchaklar mavjudki, ulaming yuzalari uchun

M= Mt\jM2, лг= M[ U м 2

a i+cr2 =o-<a’=al' + cr2'.

i £ i 
CT1 ~ ̂ 1 < ̂

tengsizliklar o‘rinli boiadi. Bundan

( cr,f + cr2')-( di + cr2)<e,

ya’ni cr'-cr<s kelib chiqadi.
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10-rasm.

Demak, shunday M<zD va M’^D  lar topiladiki, ulaming 

yuzalari uchun <r'-cr<e bo‘ladi. 1-teoremaga ko‘ra hundan D 
kvadratlanuvchi soha bo‘lishi kelib chiqadi.

Endi D ning yuzasini topamiz. Quyidagi

or, < 5, < cr,', cr2<S2< o2

munosabatlardan

a  = cr, + cr2 < Sl + S2 < fr,'+cr2'=(T' 

kelib chiqadi. Bundan

ct< S < a ' , a ' ~a<e 
ekanligini nazarda tutsak,

|(5,+52)-5|< a '- a < £

tengsizlikka ega bo‘lamiz. sson ixtiyoriy bo‘lgani uchun
s=s,+s2

tenglik 0 ‘rinli bo‘ladi.
Yuqorida isbot qilingan teorema yuzaning additivlik xossasini 

bildiradi va u yuzaning additivligi haqidagi teorema deb ataladi.

2-§. Yuzani hisoblash formulalalari
Faraz qilaylik, x-a, x=b, y=0 to‘g‘ri chiziqlar va y=f(x) 

nomanfíy uzluksiz funksiya grafigi bilan chegaralangan D tekis
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figura berilgan bo‘lsin. Biz shu figuraning yuzasini hisoblaymiz. 

Buníng uchun [a;ti\ kesmaning biror t„ bo‘linishini olamiz:
a =x o<x i<... <xn=b. 

f(x) ning [xk-¡,xk] kesmadagi eng kichik va eng katta qiymatlari 
mos ravishda m* va M* bo‘lsin. Har bir ga mos, asosi shu
kesmadan iborat bo‘lgan, balandliklari esa y=mk va y-M  ̂bo‘lgan 
ikkitadan to‘g‘ri to‘rtburchaklar yasaymiz (11-rasm).

Barcha to‘rtburchaklaming kichiklaridan (balandliklari m̂ ) 
iborat bo‘lgan ko'pburchak D figuraga ichki chizilgan 
ko‘pburchak bo‘lib, katta to‘rtburchaklardan iborat ko'pburchak 
tashqi chizilgan bo‘ladi. Ulaming yuzalari mos ravishda

11-rasm.

<r = = S(t„), a ' = ¿ M ,bxk = S(r„)
k=\ k =1 

bo‘ladi. Shartga ko‘ra f(x) íunksiya uzluksiz, bundan uning 
integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Demak,

sup <7 = limS(r ) = lim S(t ) = inf cr' (Л - max Ax, ),
Á—+0 Л—>0

ya’ni D figura (egri chiziqli trapetsiya) kvadratlanuvchi va uning 
yuzasi
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S=]f(x)dx

bo‘ladi.
Agar yuqoridagi D figura quyidan y=0 to‘g‘ri chiziq o‘raiga 

y = <p(x) (<p(x)< f(x), x e [>;£>]) chiziq bilan chegaralangan 

boiib, ç(x) funksiya uzluksiz boisa, u holda

S = j(f(x)-<p(x))dx

boiadi.
Misol. y=x* va x=y2 chiziqlar 

bilan chegaralangan fïguraning yu- 
zini toping.

Yechish. Berilgan figura yuqo-

ridan y = sfx, 0< x < l chiziq 

bilan, quyidan esa y=x2, 0< x < l 

chiziq bilan chegaralangan (12- 
rasm). Shuning uchun

12-rasm.

I

S = J(Vx -x2)dx =
2x2 1 1  3 - - X

0  3

2
3

l

3

l

3

(a < t < p ) berilgan boisin, bunda <p(a)=a,

Egri chiziqli trapetsiyadagi egri chiziq parametik usulda 

ix = <p(t),

U  = HO

ç>(P)=b, [or;/?] kesmada y/(t) uzluksiz, <p(t) esa monoton va

uzluksiz <p’(t) hosilaga ega deb faraz qilamiz. 0 ‘zgaruvchini 
almashtirish qoidasiga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz: 

b  f l  

S= J f(x)dx = J y/{t)<p\t)dt ( 1 )
a a

\x = acosi,
\-misol.

y = bsxnt
(0</<2ji) ellipsning yuzini hisoblang.
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Yechish. Awal ellips chorak qismining yuzini topamiz:
n n

S 0 \ ab\
— = J b sin t(-a sin t)dt = ab J sin2 tdt = — J (1 - cos 2t)dt =
4 K 0 2 0

2

ab f  sin 2t

T V  2 .

Ttab 
2 = - —

0

Demak, S=Tiab.

fx = a(f-sini), „ , .
2-misol. Ox o‘qi va -! 0 < t < 2n sikloidaning

[y = a(l-cos/),

bir arkasi bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang.
Yechish. (1) formulaga ko‘ra
1n 2n

S = J a(l - cos t)a(l - cos t)dt = a2 J (1 - cos t)2 dt -
0 0 
2 ir 2 n 2 ir

= a2( j  dt- cos tdt A- J cos2 tdt) = a2((t -2sin/)|y;r + 
0 0 0

I 2 jr j j

+— J (1 + cos2/)î#) = a2(2n +—(t + — sin2i)
2 0

2 n ,
) = 3na .

0

3-§. Qutb koordinatalar sistemasida figuraning yuzasini 
hisoblash

Qutb koordinatalar sistemasida tenglamasi r — r((p) boigan 

l egri chiziq, <p-a va (p = P nurlar bilan chegaralangan figura 

yuzini hisoblash talab qilinsin.
Bu figurani to‘g‘ri figura, ya’ni boshi O nuqtada boigan 

(p = (p* nur (a<(p <P) r = r(<p) chiziqni ko‘pi bilan bitta 

nuqtada kesib o‘tadi deb faraz qilamiz. Shuningdek, r = r{ç>) 

funksiyani \a,P] da uzluksiz deb qaraymiz.
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Egri chiziqli OAB sektoming yuzini hisoblash uchun intégral 
yig‘indi tuzish, keyin esa limitga o'tishdan iborat algoritmdan 
foydalanamiz.

1. [a, J3] ni n ta qism kesmalarga bo‘lamiz va

a  = <p0 < q>x <... < (pn = fi, Aç>k =<pk- (pk_x, k = 1,n belgilash 

kiritamiz. U holda OAB egri chiziqli sektor n ta egri chiziqli qism 
sektorlarga ajraladi.

2. Har bir [%_,,#>*], k = \,n qism kesmadan ixtiyoriy 

ravishda 9k nuqtani tanlab olamiz va r(<p) funksiyaning shu 

nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz:

rk = r(0k l k = \,n

3. Har bir [<pk_{,(pk~\ qism kesmada r = r(<p) funksiyani 

o‘zgarmas va qiymati rk = r(0k) ga teng deb qaraymiz. Bu holda 

egri chiziqli qism sektomi radiusi rk = r(Qk ), markaziy burchagi 

Açk bo‘lgan doiraviy sektor bilan almashtiramiz (13-rasm).

13-rasm.
1 .

Bunday doiraviy sektor yuzi ASk = — r (ûk )A<pk formula

bilan hisoblanadi.
Egri chiziqli OAB sektoming S yuzini taqriban n ta doiraviy 

qism sektorlardan tuzilgan figura yuziga teng deb qarash mumkin:
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k—l *=1 *•

(l)taqribiy tenglik kesmalar qanchalik kichik

1 ?
boisa, shunchalik aniq boiadi. (1) ning o‘ng tomoni — r {(p)

uzluksiz funksiya uchun integral yig‘indi boiadi.
4. OAB egri chiziqli sektorning yuzi S deb integral yig‘in- 

dining X = max A<pk —> Odagi limit qiymatini qabul qilamiz:

(1)

Shunday qilib, egri chiziqli sektorning yuzi quyidagi formula 
bilan hisoblanar ekan.

S = -\r2{<p)d<p (2)
a

1 -misol. r = a(l + cos<p) kardioida bilan chegaralangan 

figuraning yuzasini hisoblang 
(14-rasm).

Yechish. Kardioida qutb 
o‘qiga nisbatan simmetrik, 
demak, uning yuzasi ABO egri 
chiziqli sektor yuzasinitig 
ikkilanganligiga teng boiadi.
ABO egri chiziqli sektor 
r  = a{\ + cos cp) chiziq,

(p = Q,(p = x nurlar bilan 

chegarlangan. 14-rasm
(2) formulaga ko‘ra 14-rasm.
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15-rasm.

2-misol. r = û л/cos 2q> lemniskata bilan chegaralangan 

figuraning yuzasini toping.

Yechish. л/cos 2(p fiinksiya [0; 2n\ ningfaqatgina

va qismlarida aniqlangan (15-rasm). Bu figura qutb
Ъп bn

T ’T
boshi va qutb o‘qiga nisbatan simmetrik. Shuning uchun

7t
1 1

S = 4 - ja 2 cos2<pdç> = 2a2 -sin2<p4 = ar 

0
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4-§. Fazoviy jism hajmini hisoblash
4.1. Ko‘ndalang kesimi ma’lum bo‘lgan jism hajmini 

hisoblash.
Aytaylik, yopiq sirt bilan chegaralangan T jism berilgan 

bo‘lib, uning biror to‘g‘ri chiziqqa, masalan, abssissalar o‘qi Ox 
ga, perpendikulär tekislik bilan ixtiyoriy kesimining yuzasi 
ma’lum bo'lsin. Bunday kesim ko'ndalang kesim deyiladi. 
Ko‘ndalang kesim uning Ox o‘q bilan kesishish nuqtasining 
abssissasi x bilan aniqlanadi.

Umuman olganda, x o'zgarishi bilan ko‘ndalang kesim yuzi S 
o‘zgaradi, ya’ni x o‘zgaruvchining funksiyasi boiadi. Uni S(x) 
bilan belgilaymiz. S(x) funksiyani [a,b] kesmada uzluksiz deb 
qaraymiz, bu yerda a va b berilgan T jismning cheti (chegaraviy) 
kesimlari abssissalari (16-rasm).

16-rasm.
T jismning V hajmini hisoblash uchun integral yig‘indini 

tuzish va limitga o‘tishdan iborat algoritmdan foydalanamiz.

1. [a,b] kesmani a =x0 < x, <... < xn_x < xn = b nuqtalar 

yordamida n ta qism kesmalarga ajratamiz.
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àxk = xk — xk_x, A = max Axk, k = l,n belgilashlar

kiritamiz. Boiish nuqtalari Xk orqali Ox o‘qqa perpendikular 

tekisliklar o‘tkazamiz. x = xk k = \,n tekisliklar oilasi T jismni

har birining qalinligi Axk, k ~ l,n bo‘lgan qatlamlarga ajratadi 

(17-rasm).

17-rasm.

2. Har bir [**_,, x j, k = l,n qism kesmadan ixtiyoriy 

ravishda t,k nuqta taniab olamiz va S(x) funksiyaning shu 

nuqtadagi S{Çk) qiymatini hisoblaymiz.

3. Har bir [xA_,, xk ] qism kesmada S=S(x) funksiya o‘zgarmas 

va qiymati S{Çk ) ga teng deb faraz qilamiz. U holda T jismning 

har bir qatlamida asosi S{Çk) va yasovchisi Ox o‘qqa paralel 

to‘g‘ri silindmi ko‘rish mumkin. Bu qism to‘g‘ri silindrning 

balandligi Axk, hajmi AVk =S(Çk)Axk formula bilan hisoblanadi.

T jismning hajmi V taqriban n ta pog‘onali qism silindrlardan 
tashkil topgan figura hajmiga teng boiadi:
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fc=1 A=1

Aniqki, A = maxAx/t qanchalik kichik boisa, taqribiy teng-
[«.*]

lik shunchalik aniq boiadi.
n

Izlanayotgan hajmning qiymati deb V = lim ni
k=i

qabul qilamiz.
Limit ostidagi ifoda [a,b] kesmada uzluksiz boigan S(x) 

funksiyaning integral yig‘indisi boiganligi sababli 
» b.

V = lim^5(4t)Axik = J(jc)ötc boiadi.
k=1 a

Shunday qilib, x=a va x=b tekisliklar orasida joylashgan jism 
hajmi, agar Ox o‘qqa perpendikulär kesim yuzasi maium 
S = S(x), x e [a,b] funksiya boisa,

b

V = \S{x)dx (1)

Misol. —  + + — = 1 ellipsoid bilan chegaralangan jism

formula bilan aniqlanadi.

x2 /  z2
2 +  r 2 +  2a b c 

hajmini hisoblang.
Yechish. Agar ellipsoidni x=h tekislik bilan kesib o‘tsak, 

kesimda

y2 *2
-- -— — +----- — = 1 ellips hosil boiadi. Bu ellipsning

b\\-ij) c! ( 1 - ^ )  
a a

yarim o‘qlari W l - h2 / a2 va C'jx-h2 / a2 ga teng boiib,

h2
yuzasi S = S(h) = nbc (1— -) ga teng boiadi. (1) formulaga

a
ko‘ra izlanayotgan hajm
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V = j  S(h)dh - j  ubciy - =;r6c(fc - -^-) — ;ra6c. 
3a' 3a'

~ti — u

Xususan, a=b=c-r bo‘lganda radiusi r ga teng shar hosil
4

bo‘Iadi va uning hajmi — ;rr3 bo‘ladi.

4.2. Aylanma jism hajmini hisoblash. Ox o‘q atrofida aABb 
egri chiziqli trapetsivani aylantirishdan hosil bo‘lgan jismni ko‘rib 
chiqamiz. Bunda aABb trapetsiyani y=f(x) egri chiziq, Ox o‘qi, 
x=a va x=b to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan deb qaraymiz 
(18-rasm). Agar bu jismga Ox o‘qqa perpedikular tekisliklar bilan 
kesib o‘tsak, kesimda radiusi y=f(x) ning moduliga teng boigan 
doiralar hosil bo‘ladi. Demak, bu holda ko‘ndalang kesim yuzasi 

SO) = ny2 = n (f(x )f bo'ladi.

Aylanma jism hajmini hisoblash uchun (1) dan foydalanamiz:

V = y2dx = n| (f{x))2 dx (2)
Agar jism cCDd trapetsiyani Oy o‘qi atrofida aylantirishdan 

hosil bo‘lgan bo‘lsa (19-rasm), u holda uning hajmi quyidagi

18-rasm.

formula bilan hisoblanadi:

19-rasm.
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d  d

V = xfx2dy = nJ (<p(y))2 dy, bu yerda x = cp{y), y e [c, d]
c  c

CD chiziq tenglamasi.

x2 y2
1 -misol. —  + ̂ 7  = 1 ellipsni Ox o‘q atrofida aylantirishdan

hosil boigan jism hajmini hisoblang.
Yechish. (2) formulaga ko‘ra

2-misol. x = ¿z(i-sinf), j> = a(l-cosf), 0< t<2x sikloida 

arkasini Ox o‘qi atrofida aylantirishdan ; hosil boigan figura 
hajmini toping.

Yechish: (2) formuladan foydalanamiz. Bunda 0 < x < 2na
I n  a

boiadi. Demak, V = n | y2dx. Bu integralda o‘zgaruvchilami
o

almashtiramiz. x = a(t-smt), y - a(l-cosi) deb olamiz, u 

holda dx = a(l —cosf)*# boiadi. Agar xj=0 va, i, =0, x2= 2na 

boisa, t2 = 2rt boiadi. Bulami e’tiborga olib, quyidagini hosil 

qilamiz:
2 kq 2n

V = n J y2dx = x j a2 (I-cos t)2a(l-cos t)dt =
0 0

2 n I n

= 7ra3 J (l-cosi)3** = kg’ J (l-3cos/ + 3cos2 i-cos3 t)dt =
0 0
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a*- Je l + cos2f 2*
= xa3((t-3sinf)|0'+ 3 j------dt- J (1 - sin2 t)d(sini)) =

3/_ ( 3 . sin2/.
= na (27r + \ — (M-----) — sini +

sin3/
2jt

= 5n2a3.

5-§. Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash
5.1. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida yassi 

yoy uzunligini hisoblash. Aytaylik, y=/(x) funksiya [a,b] 
kesmada aniqlangan, uzluksiz va / shu funksiya grafigi bo‘lsin. 
(20-rasm). Yassi / egri chiziqning uzunligini topish talab qilinsin. 
Yassi / egri chiziqning uzunligini s bilan belgilaymiz.

Avval AB yoyini uzunliging deganda nimani tushunishni 
aniqlab olamiz. Buning uchun [a,b] kesmani ixtiyoriy ravishda 
a=xo<xi<...<x„=b nuqtalar yordamida «-ta bo‘lakka bo‘lamiz.

Axk = xk - xk__l, k = \,n belgilashni kiritamiz. Har bir x, , i = \,rt 

nuqtadan Oy o‘qqa / chiziq bilan kesishganga qadar parallel 
to‘g‘ri chiziqlar o‘t- 
kazamiz. Bu holda 
AB yoy n ta bo‘- 
lakka bo‘linadi. / 
chiziqning qo‘shni 
bo‘linish nuqtalarini 
kesma (vatar) bilan 
tutashtiramiz va 
ANiN2...N„.iB siniq 
chiziq hosil qilamiz.
Shu siniq chiziq­
ning uzunligini l„ 
bilan belgilaymiz.

Demak,

20-rasm.

/ = AN\ + n ,n , + ...+k.,s|=2;Ait ,
k=1
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buyerda: AIk -Nk_tNk yoyga tiralgan vatar uzunligi.

Siniq chiziqning uzunligi AB yoy uzunligining taqribiy 

qiymati bo‘ladi (/ «/„). Aniqki, agar [a,b] kesmaning boiinish

nuqtalari soni n ni (qism kesma uzunliklari eng kattasining 
uzunligini nolga intiladigan qilsak) orttirsak, u holda siniq 
chiziqning uzunligi AB yoy uzunligiga intiladi deb qabul qilish 
tabiiy.

Agar X = max Axk -> 0 da /„ chekli limitga ega boisa, u
[aj>\

holda bu limit / yoyning uzunligi deyiladi, egri chiziq bu holda 
to ‘g ‘rilanuvchi deb ataladi:

Agar chekli limit mavjud bo‘lmasa, yoy uzunligi mavjud 
emas, chiziq esa to ‘g'rilanmaydigan deyiladi.

Endi, agar f(x) funksiya [a,b\ kesmada uzluksiz hosilaga ega 
bo‘lsa, u holda I - to‘g‘rilanuvchi ekanligini ko‘rsatamiz va uning 
uzunligini hisoblash formulasini keltirib chiqaramiz.

Nk_l Nk vatar uzunligini hisoblaymiz. Nk-i(xk-i,yk-i), Nk(xk,yk) 

bo‘lganligi sababli

= ̂ Axi+Ay2k = 11 + (^ - )2Ax* bo‘ladi.
■k

A/« = J u T n lW  A x,.

Olingan natijani (1) ga qo‘yamiz.

5 = I™ X  V1 + (/ '(4  ))2 • (2)
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(2) formulaning o‘ng tomonida yl + (/'(*))2 funksiyaning

[a,b] dagi integral yig‘indisi yozilgan. Bu ftinksiya uzluksiz 
bo‘lganligi sababli integral yig‘indining limiti mavjud va shu limit

sjl + (f'(x))2 funksiyaning [a, b\ dagi aniq integraliga teng 

bo‘ladi.

5 = ljm y ^ l + (f(4 k))2Axk = f sj\ + (f'{x )fdx . 
k-1 a

Shunday qilib, agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz 
hosilaga ega boklsa, u holda AB yoy to‘g‘irlanuvchi va uning 
uzunligi 5 quyidagi formula bilan hisoblanadi:

s = JV1 + (/'W )! *  (3)
a

Misol. x2 + y1 = R2 aylana uzunligini hisoblang.

Yechish. Awal aylananing I chorakdagi qismi uzunligini 
topamiz. Aylananing bu yoyi tenglamasi

y = yjR2 -x2, 0<x<R  bo‘ladi.

Bundan y' = — r  ■— -. Demak, (3) formulaga ko‘ra 
yJR2-x2

Shunday qilib, aylana uzunligi s = 2nR ga teng.

5.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan yoy uzunligini 
hisoblash.

Egri chiziq tenglamasi parametrik ko‘rinishda berilgan 
bo‘lsin:

x~x(t), y = y(t), t &[tx,t2], bu yerda x(t). y(t) - uziuksiz 

hosilaga ega va [tx,t2] da x\t) 0.
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(3) formuladan foydalanish uchun awal o‘zgaruvchini 

almashtiramiz. x = x(t), dx = x'(t)dt, y'x = y\ / x't .U  holda

x\t)dt

yoki

• = J M ') ) ! +(/(<))’<* •
'i

Íx = a(í-sin0,

(4)

Misol. \ "  0 < t < 2k sikloida arkasi uzunligini
[>» = a(l-cosi)

hisoblang.
Yechish.
2  it  __________________________________________________  2  я

s =  f  -ja2 (I —cost)2 + a2 sin2 tdt =  a J >/2(1 — cos t)dt =

2* I ~ 2»
= a J J4sin2 —dt = 2a J sin — dt = -4a cos—

о  ’  2 0 2 2

2/r

= 8a.

5.3. Qutb koordinatalar sistemasida yoy uzunligi. Egri 

chiziq qutb koordinatalar sistemasida r = r((p), q>&\a,ß] 

tenglama bilan berilgan bo‘lsin. r(^) va r'(^) lami [a,/?] da 

uzluksiz deb faraz qilamiz. Bu chiziqni parametrik ko‘rinishda 
yozamiz:

(x = r(<p) cos <p,

\y = r(<p) sin (p. 

x va y dan (p bo‘yicha hosilalami hisoblaymiz: 

x' =r'cosc>-rsinû)] , ,
I =>(;•' 4 1 '- '4 1 /--'4

^  = r'sinç? + rcosç>j 

Demak,

^ = > « )2+ ад 2=/'2+ ^ )2-
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p

s = ¡ J r 2+(r')2d<p (5)
a

Misol. r = a (1 + cos (p) kardioida uzunligini hisoblang.

Yechish. Burchak 0 dan n gacha o‘zgarganda izlanayotgan 
yoyning yarmini hosil qilamiz. (5) dan foydalanamiz: 

r' = -a sin (p, r2 + (r')2 = a2 (1 + cos ç f  + a2 sin2 <p =

= 2 a2 (1 + cos <p) = 4a2 cos2 ̂ .

U holda

n
s — 2J yjr2 + (r')2 d(p ~ 4aJ cos—d<p = 8a sin— = 8a. 

0

5.4. Yoy differensiali. Yoy uzunligi s = j^ l  + (f'(x))2dx
a

formula bilan aniqlanar edi, bu yerda y=f(x) funksiya [a;b\ da 
aniqlangan va uzluksiz hosilaga ega. Ushbu formulada 
integrallashning quyi chegarasi o‘zgarmas, yuqori chegarasi esa 

o‘zgaruvchi deb faraz qilaylik. Yuqori chegarani x bilan 
integrallash o‘zgaruvchisini t bilan belgilaylik. Bu holda yoy 
uzunligi yuqori chegaraning funksiyasi bo'ladi:

j (*)=}V i +(/'«))=<*
a

Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integralning 
hosilasi haqidagi teoremaga ko‘ra s(x) fimksiya difFerren- 
siallanuvchi, uning hosilasi quyidagi formula bilan aniqlanadi:

î 'w =V i +(/’W )2 •
Bundan yoy differensiali uchun quyidagi formulani hosil 

qilamiz:

ds = s’(x)dx = >/l + (/'(x))2 dx.
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Demak, yoy differensiali yordamida yoy uzunligini hisoblash
л

uchun ushbu s = Jds formulani hosil qilishimiz mumkin.
a

Agar ÿ  = —  ekanligini e’tiborga olsak, 
dx

ya’ni

ds2 - dx2 + dy2

(Pifagor teoremasining analogi) hosil bo‘ladi.

6-§. Aylanma sirt yuzini hisoblash
Aytaylik, / (x) fimksiya [a; b] kesmada aniqlangan, noman- 

fiy va uzluksiz hosilaga ega bo‘lsin. Uning grafigi bo‘lgan AB egri 
chiziqni Ox o‘qi atrofída aylantirish natijasida aylanma sirt hosil 
bo‘ladi (21-rasm). Shu sirtning yuzini aniq integral yordamida 
aniqlaymiz. Buning uchun [a;b] ning biror bo‘linishini olamiz: 

a = x0 < X, < ... < xk_\ <xk <... < xn = b .

Bo‘linish nuqtalaridan Oy o‘qqa paralel to‘g‘ri chiziqlami 
o'tkazib, ularni AB yoygacha davom ettiramiz. Buning natijasida 
AB yoy ham Nk(x¡¡;f(xk)} nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka 
bo‘linadi. Endi A =N q, N¡, ...,Nn=B nuqtalami ketma-ket 
tutashtirib, siniq egri chiziq hosil qilamiz.

AB yoyni Ox o‘qi atrofida aylantirish natijasida hosil 
bo‘ladigan aylanma sirtning yuzasi deb siniq chiziqni Ox o‘qi 
atrofida aylantirishdan hosil bo‘ladigan sirt yuzasining Nk-iNk 
vatarlar eng kattasining uzunligi nolga intilgandagi limitini qabul 
qilamiz.
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Ma’lumki,
21-rasm.

K-.#* | = >/(** +( /K )- / ( x̂ ) ) 2

vatar uzunligi nolga intilganda Axt —>0 va aksincha. Shuning 

uchun kelgusida limitni

A = max Ax. —* 0
lZkSn K

uchun ko‘rib o‘tamiz. Nk-fNn vaianri Ox o'qi atrofida 
aylantirganda kesik konus sirti hosil bo‘ladi va uning yuzasi

S t^ n * ^ W ^ \N^ Nt\.

Shu tarzda hosil qilingan yuzalaming n tasini qo‘shsak, siniq 
chiziq yordamida hosil qilingan sirt yuzasi Pm kelib chiqadi;

Pm - 2 A/, =|ArMW,j.
A-=l

Uni boshqacha ko‘rinishda yozish mtnnfdn:

P_ - 2 -A/,),
*«1 2- A--1 *■

bunda Ask mos ravishda Nk-t va Nk nuqtalar orasidagi yoy 

uzunligi.



Ma’lumki, Axk —>0 da Ask -»0 Shuningdek,

•/Xх*-1 ) bo‘linma f(xk_x) va f(xk) lar orasidagi son

bo‘lib,/(^) funksiya uzluksiz bo‘lganidan, shunday £k e (xk_t ; хА ) 

mavjudki,

bo‘Iadi. M = max/ (x) deb belgilaylik. A—>0 da Л, ning
a<x<b

tarkibidagi ikkinchi qo‘shiluvchi

o < /(J[,-I>y (3tt)( ^  - Д/, ) = 2x £  / ( £  ХД5, - AI, ) <

—̂ 0,

*=1 ¿ *=1

йЪсМ ^Ш ,-&lt) = 2 x ü ('¿ te t -±Ы„
*=1 V *=1 k=\ у

chunki

iin2Z A/* = S ^ *  = L
*=i *=i

(yuqoridagi shartlarda AB yoyning to‘g‘rilanuvchiligi nazarda 
tutilgan).

Demak,

feo P" =  1 к  Й  S  ^ k =  2 n \ ^ X ^d s  
k =1 a

bo‘ladi, ya’ni aylanma sirtning yuzi

S = 2frj f  (x)ds = 2л j  f  (x)-y/l + f'(x )2dx
a a

formula bilan ifodalanadi.
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í X = <p(t),
Agar to‘g‘rilanuvchi yoy tenglamasi •! {a<t  < /3)

b  = KO
parametrik ko‘rinishda berilgan boiib, <p(t) va y/{t) lar 

uzluksiz hosilalarga ega boisa, u holda sirtning yuzasi

S = 2 x j i//(t)y](p'(t)2 + y/'(t)2dt

boiadi. Shunga o‘xshash, agar egri chiziq
r = f(0 ), a < 0 <  P 

tenglama bilan berilgan boiib, f\0) uzluksiz funksiya boisa,
P

S = 2 n\ 0\jf2 (0) + f\Of d 0

formulani keltirib chiqaramiz.
Misol. Radiusi R boigan sfera sirtining yuzasini toping. 
Yechish. I usul. Aylana tenglamasi parametrik ko‘rinishda 

quyidagicha yoziladi:

Íjc =  Rcost,

= R sin t, 0 < t < 2n 

chorak aylanani Ox o‘qi atrofída aylantirish natij asida yarim sfera
7t

hosil boiadi. Bu holda 0 < t<  — boiadi, shuning uchun

o *. — — „

— = 2ftf R sin tyj(-R sin t)2 + (R eos t)2dt = 2 kR2 J sin tdt =
2

K

= -2nR eos t 2 = 2kR2 .

0

Demak, S = 4/rR2.
II usul. Qutb koordinatalar sistemasida aylana tenglamasi 

r = R, 0 < 0 < 2n. Shuning uchun
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O  2 _____________  2
- = 2k\ R sin 0yjR2 +02 6» = 2?ri?2 f sin 9d6 = 2nR2, S = 4 nR1.
2 0 0

7-§. Aniq integralning fizik masalalarni yechishga tatbiqi
7.1. 0 ‘zgaruvchan kuch ishini hisoblash. Aytaylik, moddiy 

nuqta biror o‘zgaruvchan F kuch ta’sirida to‘g‘ri chiziqli harakat 
qilsin. Bu nuqtaning ko‘chishini s vektor orqali belgilaymiz va 
kuchning yo‘nalishi ko‘chish yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsin deb

faraz qilamiz. | F | va | s | orqali F va s vektorlaming uzunligini 
belgilaymiz.

Agar F o‘zgarmas bo‘lsa, u holda mexanikadan ma’lumki, 

bajarilgan ish A = |f| |?| ga teng bo‘ladi.

Endi F yo‘nalishni saqlagan holda modul bo‘yicha 
o‘zgaruvchan bo‘lgan holatni ko‘rib chiqamiz. Shu kuch bajargan 
ishni hisoblaymiz. Ox o‘qi deb moddiy nuqta harakatlanayotgan 
to‘g‘ri chiziqni qabul qilamiz. Aytaylik, yo‘nalishning bosh- 
lang‘ich va oxirgi nuqtalari abssissalari mos ravishda a va b (a<b) 
bo‘lsin. [a,b\ kesmaning har bir nuqtasida kuch moduli ma’lum 

qiymat qabul qiladi va x ning funksiyasi, ya’ni F =F(x) bo‘ladi.
F(x) funksiyani uzluksiz deb hisoblaymiz. 0 ‘zgaruvchan kuch 

bajargan ishini hisoblash uchun integral yig‘indini tuzish va 
limitga o‘tishga asoslangan algoritmdan foydalanamiz.

1. [a,b] kesmani xk, k = \,n nuqtalar yordamida n ta 

boiakka bo‘lamiz: a = x0 < x{ <...< jc„_, <xn = b.

Axk =xk -xk_x, k-\,n beigilashni kiritamiz, u k- qism kesma 

uzunligiga teng. Ma’lumki, butun yo‘ldagi ishni A bilan, 

qism kesmada bajarilgan ishni Au bilan belgilab,
n

quyidagiga ega boiamiz: A - ^ A k .
k=I
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Agar [xt_,,xk] ni yetarlicha kichik qilib olsak, u holda har bir 

bunday kesmada | F |~ const deb qarash mumkin.

2. Har bir , xk ] qism kesmadan ixtiyoriy <%k nuqtani 

tanlab olamiz va F(x) fimksiyaning shu nuqtadagi qiymatini 
hisoblaymiz.

3. Har bir qism kesmada kuchning moduli o‘zgarmas 

qiymatga ega va F(x) funksiyaning E,k nuqtadagi qiymatiga teng

deb faraz qilamiz: |f = F(gk). Bu holda kuchning

kesmadagi ishi AAk = F| Ax̂  = F(gk)Axt boiadi.

0 ‘zgaruvchan kuchning butun yoidagi ([a,b] da) ishi uchun

k =1 k=\ 

munosabat o‘rinli boiadi.

4. A = maxAxA-»0 dagi A„ ning limiti mavjud boiadi
[,a,b]

(chunki F(x) farazga ko‘ra uzluksiz) va o‘zgaruvchan kuchning a 
nuqtadan b nuqtagacha boigan to‘g‘ri chiziqli yoidagi ishini 
ifodalaydi:

A = & 1 L = J (1)
*=• a

Misol. Agar prujinani 0,05 m ga cho‘zish uchun 2 H kuch sarf 
qilinsa, u holda bu prujinani 0,1 m ga cho‘zish uchun 
bajariladigan ishni hisoblang.

Yechish: Guk qonuniga ko‘ra prujinani cho‘zuvchi (siquvchi)

kuch moduli F shu cho‘zishga (siqishga) proporsional boiadi,

ya’ni |F = kx, bu yerda x-cho‘zilish (siqilish) kattaligi. Shartga 

ko‘ra 2 = k ■ 0,05 , bundan k = 40. (1) formulaga ko‘ra
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A = J 40xdx = 20x2|°J = 0,2 J .
o

7.2. 0 ‘zgaruvchan quwatli elektrodvigatel ishini hisob- 
lash. Endi ishni topishga doir boshqa masalani qaraymiz. Dvi- 

gatelning At = [a,b] vaqt oralig‘ida bajargan ishini hisoblaymiz, 

bunda uning t vaqtdagi quwati ma’lum va N(t) ga teng qaraymiz. 
Yuqoridagi algoritmdan foydalanamiz:
1. [a,b] kesmani n ta boiakka ajratamiz: [tk-i, tk],

k = \,n, A tk=tk-tk_l .

2. Har bir [tk-i, tk] qism kesmadan ixtiyoriy zk nuqtani 

tanlaymiz.

3. Har bir qism kesmada quvvatni o‘zgarmas va N(rk) ga 

teng deb qaraymiz. U holda

A ~A„ = S ^ (^ .)A it .
it=l

N(t) funksiyani uzluksiz deb qaraymiz va A = max Atk —» 0
[«.*]

da limitga o‘tamiz. Natijada
b

A = \ N(t)dt (2)
a

formulaga ega bo‘lamiz.
2n

Misol. [0,— ] vaqt oralig‘ida o‘zgaruvchi tok bajargan ish va 
a

o‘rtacha quvvatini hisoblang.

Bunda tok kuchi / = /0 sin œt formula bilan aniqlanadi (I<r

tokning maksimal qiymati, co -doiraviy chastota, i-vaqt, zanjir 
qarshiligi R-ga teng)

Yechish. Ma’lumki, o‘zgarmas tok kuchining quwati N=I2R 
formula bilan aniqlanadi. (2) formulaga ko‘ra

0,1
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A = I02R J sin2 cotdt = I02R J^ “ l-cos 2(öt

CO

0 ‘zgaruvchan tokning o‘rtacha quwati esa

7.3. Statik momentlarni, inersiya momentlarini va og‘irlik 
markazi koordinatalarini hisoblash.

7.3.1. Umumiy ma’lumotlar. Tekislikda to‘g‘ri burchakli 
koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. m massali A(x,y) moddiy nuqtaning Ox o‘qqa (Oy) 
nisbatan statik momenti deb, son jihatdan nuqta massasini 
nuqtadan Ox o‘qiga bo‘lgan masofa ko‘paytmasiga teng bo‘lgan 
kattalikka aytiladi:

Mx = my (My = mx)

2-ta’rif. m massali A(x,y) moddiy nuqtaning Ox (Oy o‘q, O 
nuqta) ga nisbatan inersiya momenti deb, shu nuqta massasini Ox 
(Oy, O nuqta) gacha bo‘lgan masofa kvadrati ko‘paytmasiga teng 
bo‘lgan kattalikka aytiladi:

l x — my2, Iy - mx2, /0 =m(x2 +y2)

Agar ml,m 2,...,mn massali ^(x ,,^,), A2(x2,y2),..., 

A„(x„,y„) moddiy nuqtalar sistemasi berilgan bo‘lsa, u holda 

Statik momentlar

h  = S /ŵ 2’ 1 y h  = J* + iy = Z ( x*2 + ä2h

formulalar bilan hisoblanadi.
3-ta’rif. Moddiy nuqtalar sistemasining og'irlik markazi deb 

quyidagi xossaga ega bo‘lgan nuqtaga aytiladi: agar bu nuqtaga

(1)

inersiya momentlari
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sistema massasi M = ̂ TmA qo‘yilsa, u holda uning ixtiyoriy
k=l

o‘qqa nisbatan statik momenti sistemaning shu o‘qqa nisbatan 
statik momentiga teng boiadi.

Og‘irlik markazi koordinatalarini S(x,y) deb belgilasak, u 

holda ta’rifga ko‘ra
i? n

Mx = =My, My= Y m kxk = Mx
*=i *=i 

hosil qilamiz. Shunday qilib, moddiy nuqtalar sistemasining 
og‘irlik markazi koordinatalari

M  _n _n - M  w
J  = _Z . = (¡£mkxk)/ g mk, y = = C^mkyk) / gm*

formula bilan hisoblanadi.
7.3,2. Tekls yoyning og‘irlik markazi. To‘g‘rilanadigan AB 

yoy bo‘ylab p  = 1 zichlik bilan biror modda joylashgan bo‘lib, bu 

yoyning parametrik tenglamalari

fx = x(/),

[y = y(0, 0 < / < L

boisin (parametr sifatida / -yoy uzunligi olingan), bunda L - 
butun yoy uzunligi x(l), y(l) lar [0;L] da uzluksiz fiinksiyalar.

[0\L\ ning biror boiinishini olamiz:

0=l0<h< ■ ■ ■ <ln=L.
Natijada AB yoy Pk-iPk qismlarga bo‘linadi, bunda 

Pk=Pk(xk,yk), xk=x(lk), yk=y(k)

Pk-iPk yoyga joylashgan massa Amk = 1Alk. Shu massani Pk 

nuqtaga markazlashtiramiz. U holda sistema og‘irlik markazining 
koordinatalari taqriban

¿A /,
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bo'ladi. x(l) va y (I) funksiyalar uzluksiz bo‘lgani uchun 

yuqoridagi integral yig‘indilaming Я(/) = max Alk —» 0 dagi limiti
l<k<n

mavjud bo‘ladi va ta’rifga ko‘ra og‘irlik markazining 
kooradinatalari shu limitlarga teng deb qabul qilinadi:

* = 7 Í x^ d1, ÿ =t Í  y^ dl '
L  о L  о

AB yoy tenglamasi y = f(x), a<x<b  ko'rinishda 

berilgan bo‘lsin. U holda
i b ___________  I b - — —

X = — Íx J 1 + f '(x f dx, y =— f / (x)J\ + f'(x )2 dx bo‘ladi.
L t L l
1-teorema (Guldinning birinchi teoremasi). AB tekis yoyni 

shu tekislikda yotgan yoy bilan kesishmaydigan biror o‘q atrofida 
aylantirishdan hosil bo‘ladigan sirtning yuzi shu yoyning uzunligi 
bilan uning og‘irlik mafkazi chizgan aylana uzunligining 
ko'paytmasiga teng.

Isboti. AB yoy tenglamasi y = f(x), a<x<b  ko‘rinish- 

da bo‘lsa, u holda

x=j¡xJ\ + f'(x )2dx, ÿ=j]f(x)yl\  + f'{x fdx .
a  a

Bu tengliklaming ikkinchisini 2лL ga ko‘paytirsak,
ь __________

2 куЬ = 2л j  f  (х)ф  + f'(x )2dx
a

hosil bo‘ladi. Ushbu tenglikning o‘ng tomoni AB yoy Ox o‘qi 
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirtning yuzasi bo‘lib, chap 
tomoni yoy uzunligi bilan uning og‘irlik markazi chizgan aylana 
uzunligining ko‘paytmasidir.

Misol. y = \¡R2 -X2, - R < x < R  yarim aylananing 

og‘irlik markazi koordinatalarini topish talab qilinsin.
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\Ir 2 — x 2 \Ir 2 - x 2 n R -R

- L j t e . M .
nR -R n

x = —  [ x Jl +y'2 dx = — f ■— —dx = 0,
*R>, V 7 xR } ,4 F ^ 7  

chunki intégral ostidagi funksiya toq. Demak, yarim aylananing

og‘irlik markazi ^0;— j  nuqtada joylashgan.

7.3.3. Tekis figuraning og‘irlik markazi. y = f(x), 

y = ç(x), f(x ) < ç(x) uzluksiz egri chiziqlar va x-a, x=b, a<b 

to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan G tekis figura bo‘ylab 
zichligi o‘zgarmas p  = 1 bo‘lgan biror modda joylashgan bo‘lsin. 

[a;b] kesmani
a=zX0<Xi<... <x„.i<x„=b 

nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka bo‘lib, G figuraga n ta to‘g‘ri 
to‘rtburchak chizamiz. Bu to‘rtburchakning balandligi 

<p(xk)- f(x k) ga, asosi esa Axk = xk -xk_x ga teng (k=l,2...,n). 

Bu holda har bir to'rtburchakka joylashgan modda massasi 

=P(<P(xk)- f(x k))Axk 

bo‘ladi (bunda p  = 1- jismning zichligi). To‘rtburchak diago- 

nallari kesishgan nuqtaning, ya’ni og'irlik markazining koor- 
dinatalari quyidagicha yoziladi:

u holda „ ta

to‘rtburchakdan iborat bo‘lgan figuraning og‘irlik markazi 
koordinatalari quyidagicha yoziladi:
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n n i  Д у  \

Z 5* ^  к****)-А**))Дх*
^ _ _*=]_______ t=i\_____¿ /________________

£  £  0(*А ) - Л** )) Ах*
t=i *=i

¿ л - « *  ^  £ м ** )+л**ж?***)- л**яд**
ы_______= _fL*ä__________________________________

• п tí

Е т* £(?>(**)-л** )>ч
¿Ы1 ¿=1

Bulardan А = max Ах.-»О da lim£=£, limñ = 77 boiib,
1&Кв Л->0 Л->0

M(Ç,rj) nuqta G figuraning og'irlik markazi bo‘ladi. Shuningdek, 

¡¿m ¿  (<p(xk ) - f(x k ))àxk = I  (ç?(x) - f(x))dx = S ,
k—\ Q

bunda S berilgan G figuraning yuzasidir. Endi
П Í  AY \ n

Z  xb — Ы * * ) “ А**))Д** = z **(«*(**)-A**))A** -
k=\ \ ¿  )  *=1

1 "
) — f(x k ))Axk2 ekanligini e ’tiborga olsak,

2 *=i

П t 
ИтУ'хА(̂ (лгА)- / (x* ))AxÂ = Г x(ç)(x) - / (x))c/x boiadiva
я"° *-i ; 

К т | ( ^ - Ж >)Д*-0, chunki Д- O d .

£ (ç(xk )~ f(xkï) ^ 2< Ь \ < р м т ^ к  *
*=i *=i

< N X ¿  Axk = NÀ(b-a) -> 0 (bunda
*=i

N = sup(j<ü>(xt )j+ j f(x k) D). Demak, Л -* 0 da
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\x{(p{x)~ f(x))dx j  {(p\x)-f2{x))dx

$ = V = £~b----------- •
j(ç(x)-f(x))dx 2 \(<p(x)-f(x))dx
a a

Agar G figura egri chiziqli trapetsiya bo‘Isa

O' = <Pix)> /(* ) = 0), u holda
b . b

Ç = -\xydx, Tj = — jy 2cbc
a a

b

bo‘ladi. Bunda S = J <p(x)dx - egri chiziqli trapetsiyaning yuzi.
a

I  b b

Bu holda 77 = — jy 2dx tenglikdan 2rjS = J (p2 (x)dx yoki
2 *^  a a

b

2/rrjS = n\ç2 {x)dx bo‘lib, quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi:
a

2-teorema (Guldinning ikkinchi teoremasi). Tekis figurani
o‘zi bilan kesishmaydigan o‘q atrofida aylantirish natijasida hosil

b

bo‘ladigan figuraning hajmi (я-Jç1(x)dx) shu figuraning yuzasi S
a

va uning og‘irlik markazi chizgan aylananing uzunligi 
ko'paytmasiga teng.
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XII bobga doir test savollari

1. y=sinx, y=0, chiziqlar bilan chegaralangan figura 
yuzini hisoblang.

A)n; B) 2; C)2n; D)l.

2. y=x*l2, j=1/(1+jc2) chiziqlar bilan chegaralangan figura 

yuzini hisoblang.

A) n/2; B) tc/2 —1/3; C) 1/3—re/2; D) k-2.

3. y=2xm , 0<Lx<ll yoy uzunligini hisoblang.
A) 7; B) 74; C) 65; D)70; E) 19.

4. xy= 16, ,y=0, x=4, x=8 chiziqlar bilan chegaralangan 
figurani Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan figura 
haj mini hisoblang.

A) 64n; B)32tï; C)216n; D) 16n.

5. Jism v(i)=3i,2+l (m/s) tezlik bilan to‘g‘ri chiziqli harakat 
qilmoqda. Jismning ti=0 (s) dan t2=4 (s) gacha bo‘lgan vaqt 
oralig‘ida bosib o‘tgan voMini hisoblang. (m)

A) 68; B) 49; C) 65; D)22.

6. To‘g‘ri chiziqli harakat qilayotgan jismning tezligi 
\(t)=4t-t2 ga teng. Jismning harakat boshlangandan to 
to‘xtaguncha o‘tgan yo‘lini hisoblang. (m)

A) 10,3; B)102/3; C) 10,5; D) 12.

7. To‘g‘ri chiziqli harakat qilayotgan jismning tezligi 
v(/)=4f+3f2 ga teng. Jismning *i=0 harakat boshlangandan to 
*2=4 (s) gacha bo‘lgan vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘lini 
hisoblang. (m)

A) 70; B) 96; C) 48; D) 72.
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8 . y=sinx, y=cosx egri chiziqlar va Ox o‘qi bilan 
chegaralangan figura yuzini hisoblang.

a

A) y  ; B) In-sfln; Q  2-V2; D) 2 + yfl.

2 2 X V
9. —  + ̂— = l ellipsni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan

a b
hosil bo‘ladigan aylanma ellipsoidning hajmini hisoblang.

A\ 2 , B \ a b 2 / - n 4  ^ at>2 nA) na b; B )-- ; C) —na b; D)-----.
3 3 4

10. y=sinx (0<x<7r) sinusoidaning Ox o‘qi atrofida 
aylantirishdan hosil bo‘ladigan jismning hajmini toping.

A) — 7t2; B )—7t2; C) —tt2; D ) jz2.

x2 y2
11. —  + = 1 ellips bilan chegaralangan figura yuzasini 

toping.

A) 4 jt; B) 9re; C) 67:; D) re.

12. y=x2, y=4 chiziqlar bilan chegaralangan figuraning 
yuzasini toping.

¿ )| ; B ) ^ ;  C ) j ;  D) 16.

13. y=x2-6x+8 parabola va Ox o‘qi bilan chegaralangan 
figura yuzini toping.

/ I ) i ;  B) C) 4; 0)2.
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14. r = 4yJcos2<p lemniskata bilan chegaralangan figura

yuzini toping.
A) 4; B) 8; C) 16; D)24.

Test savollari javoblari
I bob.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

с В D А С D А А D А В D С

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

С С С А В В D С В В D D А

II bob.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
D D D В В В В А С D D С D
14 15 16 17 18 19 20 21
В С А В С А D D h . -

Ill bob.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
В D D С С В С С А с с С D
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
D В D В D С D В С В С D С
27 28 29 30 31 32
С С В А А С

IV bob.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
А В С D С С D D D С В D В

14 15 16 17 18 19 20
С D с А С D D
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IX  bob.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

D С A С С В В В А В D В в

14 15 16 17 18 19 20

D D С D С В С

Xbob.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

в в D А А С С D А С С С D

14 15 16

D В С

XI bob.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
В С с С С А А D D В С А

XII bob.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
В В в в А В В С D С С С А
14
С
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