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Mazkur qo*llanma matematika o‘qitish metodikasi yo*nalishiga matematikadan
misol va masalalar yechish metodikasi fanidan amaliy mashg‘ulotlarda foydalanish
uchun tayyorlandi. Qo'llanmaning maqsadi talabalarning matematikadan olgan
nazariv bilimlarini o’rta maktab matematikasi bilan bog’lash, ularda masala va

misollar yechish malakasini takomillashtirish hamda rivojlantirishda iborat.

Qo’llanmadan, shuningdek, matematika o’qituvchilari va matematika bilan
gizigqanlar ham foydalanishlari mumkin. Qo‘llanma amaldagi dasturga to‘la mos

bo‘lib, mavzularga doir qisqacha nazariy ma’lumotlar hamda misol va masalalar

keltirilgan.

Tagrizchilar:

To‘raqulov N.- TTESI AL matematika o*qituvchisi

Raximov I. — Umumiy matematika kafedrasi katta o‘qituvchisi

Ushbu qo‘llanma Nizomiy nomidagi TDPU O‘quv-uslubiy Kengashi yig‘ilishining

2018- yil dagi ___ -raqamli qarori bilan nashrga tavsiya etilgan.




Kirish

«Matematikadan misol va masalalar yechish metodikasin matematikaning
fundamental bo‘limlaridan bo‘lib, uning poydevori hisoblanadi. Matematikadan
misol va masalalar yechish mectodikasi matematikaning turli bo‘limlari (algebra.
gcometriya) asosida o*rganilib, hamda boshqa sohalarni (fizika, astronomiya va h.k.)
o‘rganishda, ularning masalalarini yechishda muhim ahamiyatga ega.

Ushbu uslubiy qo’llanma “Matematikadan misol va masalalar yechish
mctodikasi” fanining dasturiga mos yozilgan bo’lib, talabalarni matematikaning
zaruriy ma’lumotlari majmuasi (tushunchalar, tasdiglar va ularning isboti, amaliy
masalalarni yechish usullari va boshqalar) bilan tanishtirish hamda matematika
yo'nalishlarining uzviy bog’ligliklarini o’rganishga bag’ishlangan. Ayni paytda u
talabalarni mantiqiy fikrlashga, to’g’ri xulosa chigarishga, matematik madaniyatini
oshirishga xizmat qiladi.

Masalalar yechish jarayoni alohida didaktik funksiyani bajarishni ta’kidlash
lozim. Qo'llanma talabalarga umumiy o'rta ta’lim maktab, akademik litsey
qaralayotgan yechilishi murakkabroq matematik masalalarni, ularni yechish usullarini
chuqurroq o'rgatish, talabalarda matematik masalalar yechish bo’yicha umumlashgan

ko nikma va malakalarni shakllantirish va rivojlantirishga yordam beradi.



1.Turli sanoq sistemalarida amallar bajarishga oid misollar yechish. Bo'linish

belgilariga oid misollar yechish.

Sonlarni yozish usuliga sanoq sistemasi deb ataladi. Sonlarni yozish uchun har
bir sanoq sistemasida o‘ziga xos turli belgilar to‘plamidan foydalaniladi.

Foydalanilgan to‘plamdagi belgilar ularning soni, sanoq sistemasini xarakterlovchi
asosty Kkattaliklardir. Sanoq sistemasida foydalaniladigan belgilar soni sanog
sistemasining asosini tashkil etadi. Berilgan sanoq sistemasida sonlarni yozishdagi
foydalanilgan belgilar soniga qarab, o‘nlik, ikkilik, sakkizlik, o‘n oltilik va boshqa
sanoq  sistemalarni Kiritish mumkin. Shu bilan  birga  sanog
sistemalarini pozitsion va nopozitsion turlarga ajratish mumkin. Pozitsion sanoq
sistemasida berilgan sonning qiymati sonni tasvirlovchi raqamlarning egallagan
o‘rniga bog‘liq bo‘ladi. Misol sifatida, 0,1,2,3,. . . ,9 arab ragamlaridan tashkil topgan
o‘nlik sanoq sistemani garash mumkin. Nopozitsion sanoq sistemalarida, belgining
giymati uning egallagan o‘rniga bog‘lig emas. Misol sifatida rim ragamlari sanoq
sistemasini keltirish mumkin. Masalan, XX sonida X ragami, qayerda joylashganiga
qaramasdan o‘nlik sanoq sistemasidagi 10 qiymatini  anglatadi.
Quyidagi jadvalda o‘nlik sanoq sistemasida berilgan 1 dan 16 gacha sonlarning

ikkilik, sakkizlik va o‘n oltilik sanoq sistemalaridagi ko‘rinishi keltirilgan.

SANOQ SISTEMALARI

2 3 4 5 6 8 10 16
[0 0 0 0 0 0 0 0
] I I I [ I 1 l
10 2 2 2 2 2 2 2

| 3 10 3 3 3 3 3 3




100 1 10 4 4 4 4 4
101 12 11 10 5 5 5 5
110 20 12 11 10 6 6 6
111 21 13 12 11 7 7 7
1000 22 20 13 12 10 8 g
1001 100 21 14 13 11 9 9
1010 | 101 22 20 14 12 10 ?
1011 102 23 21 15 13 11 ?
1100 | 110 30 22 20 14 12 ?
1101 111 31 23 21 15 13 ?
1110 | 112 32 24 22 16 14 ?
1111 120 33 30 23 17 15 F
10000 | 121 100 31 24 20 16 10

Bu jadval bo‘yicha bir sanoq sistamasidan ikkinchisiga o‘tish masalasini ko‘rib

o‘taylik. Masalan: 10 lik sanoq sistemasidagi 13 soniga 8 lik sanoq sistemasida 15

soni mos keladi va u 13 ni 8 ga bo‘linganda hosil bo‘lgan butun son 1 va qoldiq 5

lardan tashkil topgan. Xuddi shuningdek 13 ni 6 ga bo‘lganda hosil bo‘luvchi butun

son 2 va qoldiq 1 lar 21 sonini hosil giladi. Bu son 13 sonining 6 lik sanoq

sistemasidagi qiymatidir.,




Odatda biror X sonining qaysi sanoq sistemasiga tegishliligini ko‘rsatish uchup
uning pastida indeks sifatida zarur sanoq sistcmasining asosi ko‘rsatiladi.

Masalan, X — X sonining 6 lik sanoq sitemasiga tegishli ckanligini ko‘rsatadi,

X10=13 sonining Xz-ikkilik sanoq 13 | 2
sistemasidagi ko‘rinishini topaylik. Yuqoridagidck, 1216 | 2
13 ni ketma-ket 2 ga bo‘lamiz va bo‘lishni to butun CD 6 _3 2
qismida nol hosil bo‘lguncha davom ettiramiz. © %ﬂi“%‘
O‘ngdan chapga tartibida yozilgan qoldiqlar, ya’ni @
1101 soni X,0=139sonining ikkilik sanoq
sistemasidagi ko‘rinishi bo‘ladi.
Endi 8 lik sanoq sistemasidan 10 lik sanoq sistemasiga ) 175 12
bo‘lish yo‘li bilan o‘tishga doir misollar ko‘raylik. Masalan, %5— i;: 1&2)
jadval bo‘yicha 155 ga 13,0 mos keladi. Endi uni topib _t_§9__ @

kuraylik, buning uchun 153 ni 10 lik sanoq sistemasining )

asosi—10 ning 8 lik sanoq sistemasidagi ko‘rinish — 12 ga bo‘lish kerak bo‘ladi. 158
ni 128 ga bo‘lsa butun qismida 1 va qoldiqda 3, ya’ni 13,0 — hosil bo‘ladi. Bunga
jadval orqali ishonch hosil qilish ham mumkin.

Ikkinchi misol: 1755 sonini 10 lik sanoq sistemasidagi ko‘rinishini topish talab
gilingan bo‘Isin. Xuddi yuqoridagidek 175z ni 123 ga ketma-ket bo‘lamiz. Eslatib

o‘tamiz, bo‘lish amali 8 sonlik sanoq sistemasida olib boriladi.

R sanoq sistemasida berilgan sonni Q sanoq sistemasiga o‘tkazish uchun, R sanoq
sistemasidagi X soni Q sanoq sistemasining asosiga, ya’ni Q ga ketma-ket, to butun
gismida 0 hosil bo‘lguncha davom ettirish kerak. Qoldiqlar o‘ngdan chapga karab
ketma-ket yozilsa, R sanoq sistemasida berilgan Xr sonining Q sanoq sistemasidagi

Xq ko‘rinishi hosil bo‘ladi. Bo‘lish amali berilgan R sanoq sistemasida amalga

oshiriladi,



Ba'zi bir sanoq sistemalaridan ikkinchisiga qulayroq, osonrog holda o‘tish
imkoniyatlari mavjud. Xususiy holda, 2 ga karrali sonlarning biridan 2 ikkinchisiga

o'tish qoidasini ko‘rib o*tamiz.

Masalan, 8 lik sanoq sistemasida berilgan Xg=5361 sonidan X; ga bo‘lish
uchun, Xs ning har bir raqamini 2 likdagi ko‘rinishi-triadalar (2°=8) bilan almashtirib

chiqamiz:

X, =101011110001

5 3 6 1

DSA26ni 2 lik sanoq sistemasiga o‘tkazish uchun uning har bir ragamini 2 lik sanoq

sistemasidagi to‘rtliklar-tetradalar bilan

almashtiramiz:

X, =1101100010100010

D 8 A 2

Ikkilik sanoq sistemasida berilgan sondan 8 lik sanoq sistemasiga o‘tish uchun, uning
0‘ng tomonidan boshlab har bir uchliklarni (triadalarni) 8 likdagi mos raqamlar bilan

almashtiramiz. Masalan

X, = 001010010101 = 1225,

R WY Ry WY R —
;| 2 2 5

Yuqoridagi X, sonini 16 lik sanoq sistemasiga o‘tkazish uchun X nt 0‘ng tomondan

boshlab to‘rtliklar (tetradalar) bilan almashtiramiz.

X, =001010010101 = 2955
2 9 5
Endi, ixtiyoriy sanoq sistemasidan o‘nlik sanoq sistemasiga o‘tishning xususiy
goidasini ko‘rib o‘tamiz.

Sakkizlik sanoq sistemasida berilgan sonning 175s0°nlik sanoq sistemasidagi



ko‘rinishini Xotopish talab ctilsin. Buning uchun berilgan sonning 8 lik sanoq

sistemasidagi yoyilmasini yozib olamiz.

Yy =175, = (1-10% = 710" =5.10"),

va § lik sanoq sistemasida 10g =8 ckanligini hisobga olib topamiz,

_’lf's = (],*3;t J—T‘SI —*—5*30)—-—(64-‘-56*5);0 =’1251{,

Xuddi yuqoridagilardek, quyidagi misollarni ham qurish mumkin:

g =4Bjg =(4-10' + B:10M)5 =00 16% = 11.16%),y = (160 -11);5 =171y
X =1545 =(1-102 = 5.10" ~4-10%, = 1. 6% =5-6' ~ 4-67), =70y,

Shu paytgacha biz butun sonlarni bir sanoq sistemasidan boshqgasiga o‘tkazish
bilan shug‘ullandik. Kasr sonlarni bir sanoq sistemasidan ikkinchisiga o‘tkazish
uchun, uning butun gismi yuqorida keltirilgan qoida, ya’ni bo‘lish asosida amalga
oshiriladi. Kasr gismini R sanoq sistemasidan Q sanoq sistemasiga o‘tkazish uchun
kasr sonni Q ga ketma-ket ko‘paytirishda hosil bo‘lgan sonning

butun kismlari ketma-ketligi, berilgan son kasr qismining Q 0 | 0.205

sanoq sistemasidagi ko‘rinishini hosil qiladi. Misol sifatida — B,Biﬂ
o‘nlik sanoq sistemasida berilgan X,0=25,205 sonini 8 lik sanoq - U.DEU
sistemasiga o‘tkazaylik. Berilgan sonning butun qismi- 8
250 sakkizlik sanoq sistemasida 41g ga teng. Endi kasr qismi 0 0‘3:]

0,205 ni 8 lik sanoq sistemasiga o‘tkazamiz. Buning uchun uni 2 | 0,560

ketma-ket 8 ga ko‘paytiramiz va hosil bo‘lgan butun qismini chiziqning chap

tomoniga o‘tkazamiz.

0,205 ni 8 ga ko*paytirganimizda 1,640 hosil bo‘ladi va uning butun qismini
chizigning chap tomoniga o‘tkazamiz. Keyin 0,640 yana 8 ga ko‘paytiramiz va hosil

bo‘lgan 5,040 sonining butun ¢ismini chiziqning chap tomoniga o‘tkazamiz.



Ko‘paytirishni shu tarzda davom ettiramiz natijada 0,15028 sonini hosil qilamiz va
butun qismini 413 ni hisobga olib, berilgan X;0=25,205 sonini 8 lik sanoq

sistemasidagi ko‘rinishini topamiz:

O‘nlik sanoq sistemadan ikkilikga , sakkizlikga, on oltilikga o‘tkazish.

Butun o‘nlik sonni ikkilik sanoq sistemaga o‘tkazish uchun berilgan soni
ikkiga bo‘lib birinchi qoldiq topiladi.qeyin bo‘linmani yana ikkiga bo‘lib ikkinchi
qoldiq va shu tariqa bo‘lish jarayoni ikkidan kichik bo‘lgan birinchi qoldikgacha
davom etadi va bu qoldiq sonning ikkilik sanoq sistemaga o‘tgan eng kata raqgamini
aniqlaydi, teskari tartibda yozilgan qoldiqlar esa ikkilik sonning qolgan razryadlarini
aniglaydi. Shu tartibda butun sonni sakkizlikga,o‘n oltilikka o‘tkaziladi. Bu
xolatlarda sonni sakkiz va o‘n oltiga bo‘lish zarur bo‘ladi.

To‘g‘ri kasrni boshqa sanoq sistemaga o‘tkazish quyidagicha amalga
oshiriladi: Sonning kasr qismini yangi sanoq sistema asosiga ko‘paytiriladi, Hosil
bo‘lgan kasr gismining katta xonasini beradi, ko‘paytmaning kasr qismini yana yangi
sanoqg sistema asosiga ko‘paytirish kerak. Hosil bo‘lgan ko‘paytmaning butun gismi
gidirilayotgan son kasr qismining keyingi xonasini beradi. Shu tariqa jarayon kasr
sonning butun qismining p ragami topilguncha takrorlanaveradi. Natija raqamlarni

yuqoridan pastga qarab o‘qish orqali olinadi.

1- Misol: 98,0 sonni ikkili sanoq sistemasiga quydagicha o‘tkaziladi.

98 2

98 49| 2
T 0 48] 24| 2
1 24 12| 2
0 12[ 6| 2
0 6| 3|2
0 2[1 <
1

Javob: 931n= ] ]000103



L Misol : 0 41 o‘nli soni ikkilik sanoq sistemasiga quyidagicha o‘tkazilag;
M1 . U, ]

0,41
x 2

l..-_-----'l"

0,82
x 2

1,64
x 2

H

],28

0,56

0,24
0,48
0,410 =0,0110100;

3-Misol: 118 o‘nlik soni sakkizlik sanoq sistemasiga quyidagicha o‘tkaziladl

_ 11 8| 8
11 2(_ 148
6 8| 1<qg
Y 0

10



4-misol. O’nlik sanoq sistemasida berilgan 54 sonini ikkilik sanoq sistemasiga

o’tkazing.

Yechilishi:

54|12 Javob: 54 = 110110,
24 27| 2
0 26 13[2
1 12 6|2
| 6 _3]2
0 2 1
1

S—misol. 111101100111,=Xj0; X=?
Buning uchun 111°101°100°111 ga ajratib jadvaldan foydalanamiz.

1112=710
1002=4¢
1012= 510
1112= 710
Demak, 111101100111,=7547,,

6 — misol. O’nlik sanoq sistemasida berilgan 875(0) sonini o’n oltilik sanoq

sistemasiga o’tkazing.

Yechilishi;

875 _16

864 54| 16
11 48 3

6
Demak, 875(10)=36B¢)

11



Nasr sonlami bir sanoq sistemasidan ikkinchisiga o' tkazish uchon, hesilpan
sonni o'tkaziladigan sanoq sistemasining asosiga ko'paviiramiz. Natjada he!

bo'lgan butun sonlar o'tkaziladigan sanog sistemasidagi songa teng bo'ladi.

7 — misol. O'nlik sanoq sistemasida berilgan 0,624 sonini skkihk smag

sistemasiga o 'tkazing.
Yechilishi:
0,624 x2=
1] 248 x 2=
0] 946 x 2=

0] 992...

Demak, 0,624(10=0,100)

$— misol. O’nlik sanoq sistemasida berilgan 0,546 sonini sakkizlik sanogq sistemanies
o’tkazing.

Yechilishi:

0,546 x 8 =

41368 x 8=

21944 x 8=

7]552...

Demak, 0,546(10=0,427s)

9 — misol. O’nlik sanoq sistemasida berilgan 0,29 sonini o’n olNlik SAAN

sistemasiga o’utkazing.
Yechilishi:

4|164x 16=

110,29 x 16=

0|24 x 16=

12



3084 ...
Demak, 0,2910=0,4A316)

Sakkizlik sanoq sistemasida berilgan sonni ikkilik sanoq sistemasiga o’tkazish
uchun har bir sakkizlik son unga ckvivalent bo’lgan uchta ikkilik son (triada)ga

almashtiriladi

10 — misol. Sakkizlik sanoq sistemasida berilgan 50721,62 1 sonini ikkilik sanoq

sistemasiga o’tkazing.
Yechilishi:

50721,62 1

AERREEE

101 000 IIl 010 001, 110 010 00l
Demak, 50721,6215=101 000 111 010 001,110 010 001y

[kkilik sanoq sistemasida berilgan sonni sakkizlik sanoq sistemasiga o'tkazish
uchun har bir uchta ikkilik son (triada) unga ekvivalent bo’lgan bitta sakkizlik songa
almashtiriladi Aralash sonlarda (noto’g’ri kasrlarda) triada uchun sonlar yetishmasa,
unung chap (butun qismining oldini) va o’ng (kasr qismining oxirini) tomonlarini

nollar bilan to’ldiramiz.
1 1-misol. Ikkilik sanoq sistemasida berilgan
1110111010100101,1101110010¢z) sonini sakkizlik sanoq sistemasiga o’tkazing.
Yechilishi:
Triadaga to’ldirilgan nollar

001 110 111010 100 101, 110 111001 000¢)

[ I I
6 7 2 4 5,6 7 1| Qg
Demak, 1110111010100101,11011 10010¢2=167245,6710)

13



) B asni ikkilik szes dispma,,

v tlws e vl e Biie o' n oltilik son unga ekvivalent bo’lgan to'rttz 7l sy
{1 Inulnlruj nhioweslith inddl,
13 ol O altilik sanoq sistemasida berilgan 15S,16D(16) sonind &@i

sttt p i"[’illl_?r,tl"il
N eehitlishi

A, 16 12¢10)

[T
0001 0101 1100,0001 0110 1101

Demnk, 155,16D36=101011100,000101101101)

IKKilik sanoq sistemasida berilgan noto’g’ri kasrni o’n oltilik sancc siszzzis
o'tkazish uchun har bir (o’n oltilik songa ekvivalent bo’lgan) to’riz &Gik s
(tetrada) unga ekvivalent bo’lgan bitta o’n oltilik songa almashtirilzdi. Az 2eesr
sonlarda tetrada uchun sonlar yetishmasa, uning chap (butun gisminizc eldmm =
o’ng (kasr qismining oxirini) tomonlarini nollar bilan to’ldiramiz.

13-misol. Ikkilik sanoq sistemasida berilgan 10111111000111,111100161~ snr

o’n oltilik sanoq sistemasiga o’tkazing.

0010 1111 11000111, 11110010 1000¢

I I ||
2 F C 7, F 2 8ue
Demak, 10111111000111,1111001012=2FC7,F28¢
Har ganday sanoq sistemasida berilgan sonni o’nli sanoq sistemesizz o™mse
wchun yugorida aytib o'tilgan polinomdan foydalanamiz. Masalan,
17% 680y 18207 BI4-5 894 G814 ]-8° 2= =G4+56+5+0,75+0,015625=125,7636 25

q#_

103 0y 2701244021 ] 29412714 12%2= =8+4+0+1+0,5+0,25=13,75pm



A1F,96(16=10'16*+1:16'+1516°+916"'+6 162
==2560+16+1+0,625+0,0234375=2591,6484 (10,

Mashqlar
1. Ikkilik sanoq sistemasida berilgan sonlar ustida qo'shish amalini bajaring,.
a) 101+111 b) 1011110 g) 10,101-+11,111]
c) 1101+110 d) 1010+1111 h) 110,01+11,0101
e) 1111+1011 H11,011+101,01 i) 111,01-+11]

2. IKkkilik sanoq sistemasida berilgan sonlar ustida ayirish amalini bajaring.

a) 1010-110 b) 1110-101 g) 10101-111,11
c) 11011,11-101,01 d) 1011-11,11 h) 110,01-11,0101
. ) 10010,01-111,1 £11011-101,01 )1000,01-111

3. Ikkilik sanoq sistemasida berilgan sonlar ustida ko'paytirish amalini

bajaring.
a) 101x110 b) 110x101 g) 101x11
c) 1101x10,01 d) 1011,01x101 h) 110,01x1,101
e) 10010,01x111,1 H111x11,101 1)10101x101,011

2. Bajarilgan amallardan qaysi birl noto'g'ri?

a) 101-11=11 b) 111010+10=111100

d) 11100+11=100111 e) 11x11=1001

f) 1001-11=100 g) 11111x1010=100110110
h) 110011,001-1,011=111110,1 i)  1110,01+1,01=111110
i) 11001,1-110,11=10010,11 k) 101x1110=10101100
) 100,101-1,010=11,011 m) 110100-1101=100

5. O'tkazishni bajaring:
a) 101111012—%10 b) 1110000,—?0 c) 631710—72

15



d) 1190,0—7; ¢) 909,6—72 f) 1236,0—7;
g) 11011,0—7; hy 110112—%40 _H_ 101011013—74,
.: 6702 10— Ar—Ar— A _.nw_ 1101110:—A16—AE,

G.Amallarni bajaring.

a)6508+638, b)I11112+1012, c) 1A9B16+52C316, B)CEAI16-9ECI6.

2.Qoldiqli bo’lish. EKUB va EKUK. Arifmetikaning asosiy teoremasi. Natural

sonlarning kanonik yoyilmasi.

Butun sonlarning bo’linishi deganda biz qoldiqgli va qoldigsiz bo’lishni
tushunamiz.

a va b butun sonlar berilgan bo’lsin. Agar ularning birini ikkinchisiga
bo’lsak, a=bg+r;, 0<r<b hosil bo’ladi, bu yerda a - bo’linuvchi, b- bo’luvehi,
g - bo’linma, » - qoldiq deyiladi. Agar » =0 bo’lsa, qoldiqli bo’lishga, agar r=0
bo’lsa, qoldigsiz bo’lishga ega bo’lamiz. 2, 3, 4, 5, 9, 10 ga bo’linish belgilari
(alomatlari) mavjud bo’lib, ulardan masala yoki misollarni yechishda foydalaniladi.

a sonni g gabo’lganda 1 qoldiq, b ni g gabo’lganda r, qoldiq golib,
1y = 1, bo’lsa, u holda a va b sonlar teng qoldiqli sonlar deb ataladi.

Bizga a,b € Z sonlar berilgan bo’lsa,
(a+b)? =a*+2ab+b* =ad, +b*; A, =a+2b,
(a+b) =ad; +b>, (a+b)* =ad,+b", ..
tengliklardan (a +5b)" = P\mn +b" nivyoza olamiz.
Agar b=1 bo’lsa, (a+1)" =ad, +1],
agar n=2k, b=-1 bo’lsa, (a—1)"=ad,+],agar n=2k+1, b=-I|
bo’lsa, (a—1)" =ad,—1 larni hosil qilamiz.

1-teorema. Agar a son b ga qoldigsiz bo linib, |b|>|a| bo'Isa, u holda a=0
bo'ladi.
2-teorema. a butun sonning b songa qoldigsiz bo linishi uchun __“,___ : _&_ bo lishi

zarur va yetarlidir.

3-teorema. Agar nmm_.ml.n_uﬂ, a, €N bo'lsa, u holda

16



Mr.ﬁ. sb boladi,
=1

L-misol, §' ni « ga bo'lgandagl qoldignl toping: .
Vechish, § = (b0 <4 g1, domak, qoldiq =1 bo'lnr ckan,

2-misol, (3" =7'7) gyirmani 2 ga bo'lgandag! qoldigni taping,
Veehish, 3% =77 =2k )™ = (64D 22410y + 164y =1 =
"

=yog =0el5, bundan qoldiq » =0 go teng ckanl kelib ehiqadi,

L-masala. Yig'indini 7 ga bo'lgandagl qoldigni toping 1995 - 1996 + 1997 -+ 1998 +
1900

Yechish,

19935 = 7-285, undu 1995=0 (mod 7), demak, 1995 < 1996 + 1997 + 1998 + 1999=0 +
1+2+3+4=10=3 (mod 7).

Qoldiq 3 ga teng,

2-masala. ko' paytmani 7 o bo'lgandagi qoldiqni toping.
1995-1996-1997-1998-1999.

Yechish. 199520 (mod 7), unda 1995-1996+1997-1998-199920+ 1 -2-3+4=0(mod 7).
Qoldiq 0 ga teng ekan,

3-masala, Ko'paytmani 7 £ bo'lgandagi qoldiqni loping.
1996+1997-1998-1999-2000-2001.

Yechish, 1996+1997+1998+1999+2000+200 1= 1+2+3+4+5+6 = 720=20=06 (mod 7).
Qoldiq 7 ga teng,

1422324, 1+2+3+4+5, |*2+3+d+5+6, . .. ko'rinishdngi ko’paytmalar tez-tez uchrab turadi.
Ular 1+2-3-4=4!, 1-2+3~4-5=5| Ko'rinishda yoziladi. O’qilishi: 4-loktorial, 5-faktorial
va bk, Umuman, [+2+3+...»n = nl (n-foktorinl),

Ta’kidlash lozimki, berilgan sonni 10 ga bo‘lgandagi qoldiq shu sonning oxirgi

raqamidir,
! Nizomly nomli

TD P 1)
Q.&@ m g . kutubxonasi

- ik

i




Masalan, 21=1 (mod 10), 134=4 (mod 10).

Talabalarga oxirgi ragamni topishga doir masalalarni yechishda quyidagi foydal]

“jadvalni™ tavsiya qilish mumkin:

1*=1 (mod 10) 5%=5 (mod 10) 6= 6 (mod 10)

4%=6 (mod 10) 43%*=4 (mod 10)  9*=I (mod 10) 92%t=9 (mod 10)
2%=6 (mod 10) 3=1 (mod 10) 7*%=1 (mod 10) 8%=6 (mod 10)
2%1=) (mod 10)  3*'=3 (mod 10)  7%*'=7 (mod 10) g4+l=g (mod 10)
2%*2=4 (mod 10)  3**=9 (mod 10) 74%+2= 9 (mod 10)  8***=4 (mod 10)
29428 (mod 10)  3%9=7 (mod 10)  7%**=3 (mod 10)  8%*=2 (mod 10)

Misollarda bu tagqoslamalardan kelib chigadigan xulosalarni ko‘rish mumkin:

7=7 (mod 10);

7* = 49=9 (mod 10);

73 =727=9+7 = 63=3 (mod 10);
74 =7+7=3+7=21=1 (mod 10).

Bularni davom ettirsak qoldiglar takrorlanadi: 7 sonining 4 ga karrali darajalarida
goldig 1; 7 ning 4 ga bo‘lganda 1 qoldiq qoladigan darajalarida qoldiq 7; 7 ning 4 ga
bo‘lganda 2 qoldiq qoladigan darajalarida qoldiq 9; 7 ning 4 ga bo‘lganda 3 qoldiq
qoladigan darajalarida qoldiq 3.

Masala — 1, 137'% ning oxirgi ragamini toping?
Yechilishi, 137=7 (mod 10), 137!00=7100 = 725-4=1 (mod 10) larni yozish mumkin.
Oxirgi ragami | ekan.

Masala — 2. Quyidagi sonlarning oxirgi raqamlarini toping: 77, 7777, 2190 3199 |qi00
1999197,

Yechilishi,

77 =7%1"=3 (mod 10),

77"=7"1 = 74¢191=7 (mod 10),
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2100 = 2433=6 (mod 10),
31999 = 344999=7 (mod 10),
19100 =91%0=] (mod 10).
1999199=91599=9 (mod 10).

Demak, mos ravishda oxirgi raqamlari 3, 7, 6, 7, 1, 9 bo‘lar ekan.
Masala — 3,

a) 1998+ 19999 yigindini 3 ga bo‘lgandagi qoldigni toping.
b) 1998'%% + 1999 yig*indining oxirgi raqgamini toping.

Yechilishi.

a) 1998'%%% + 1999199=(19% 4 1199 = ) 4+ |=] (mod 3). Qonmmq 1 ra TeHr 3kaH.
6) 19981998 + 19991999=g19%8 | 1999 = gi-499+2 1. g2-999+1=4 + 9 = 13=3 (mod 10).

Oxirgi ragami 3 ekan.

Boshgacharoq misollar ko*raylik.

Masala — 4. n’— n ifoda n ning barcha natural qiymatlarida 6 ga bo‘linishini

isbotlang.

Yechilishi. Tasdigning to‘g‘riligini n ning ba’zi qiymatlarida tekshirib ko‘raylik.
Masalan,

n=1da 1B-1=0° 6,

n=2da 2°-2=8-2=6 ¢,

n=10 da 10°~10=1000—10=990°6.

Endi tasdigni isbotlaymiz. Sonni 6 ga bo‘lganda qolishi mumkin bo‘lgan qoldiqlar: 0,
1,2,3,4,5.

U holda

n=0 (mod 6), bundan n* —n=0°-0=0 (mod 6),
n=1 (mod 6), bundan n*—n=13-1=20 (mod 6),
n=2 (mod 6), bundan n’—n=2%-2 =6=0 (mod 6),

19



n=:3 (mod 6), bundan n' —n =33~ 3 =24=0 (mod 6),

n=4 (med 6), bundan n’ — n = 4’ — 4 = 60=0 (mod 6),

n=3 (mod 6), bundan n® —n = 5% -5 = 120=0 (mod 6).

Bulardan n® — n ifoda n ning ixtiyoriy natural giymatida 6 ga bo‘linar ekan
Masala — 5. n*+ 3n ko'rinishdagi sonni 7 ga bo‘lganda golishi mumkn bo'lzzn
harcha qoldiglami vozing.

Yechilishi. 7 ga bo‘leanda 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 goldiq bo*lishi mumxin. U holca:
n=0 (mod 7), n°+3n=0%+3+0=0(mod 7),

n=1(med 7), n*+3n=13+3+1 =4 (mod 7),

n=2 (mod 7), o+ 3n=2%+ 3.2 =10=3 (mod 7),

n=3 (mod 7), n°+3n=3+3+3=18=4 (mod 7),

n={(med7), n°+3n=4+3-4=16+ 12=28=0(mod 7),

sS(med 7), o +3n=35"+3-5=25+15=40=5 (mod 7),

i=6(mod 7), m+3n=6"%+3-6=36+ 18 =34=5 (med 7).

Qulishi mumkin bo®lgan qoldiglar: 0, 3, 4, 5.

MMusizgil vechish vchun izklif gilinedigan misollar:

1. Oxirgi egamni ioping:

a) 11° + 145 + 16%

b) 11-13+15-17-19.

2. 4 gz bo*lgendagi qoldigni 10ping:

2) 115 + 14+ 165

&) 1113131719,

3.n° + 2nifoda n ning ixtivoeriy natural giymarida 3 ga bo*linishini ishotlang.
Yechilishi

I.

) 115+ 14° + 16%=1° + 42 + 6°=1 + 6 + 6 = 13=3 (mod 10);

0} 11=13+15-17-19 = 1+3-3-7-9=3 (mod 10).
0



a) 116+ 148 + 16°=35 + 26 + 06 =343 + 64=1+9 + 0 = 9=I (mod 4);
0) 11+13+15+17=19=3+1+3+1+3 = 27=3 (mod 4).

3.

n=0 (mod 3), n* + 2n=0? + 2+0=0 (mod 3),
n=1 (mod 3), n* + 2n=1° + 2+1 = 3=0 (mod 3),
n=2 (mod 3), n* + 2n=2* + 2+2 = 8 + 4 = 12=0 (mod 3).

Bulardan ko‘rinadiki, n® + 2n ifoda n ning ixtiyoriy natural giymatida 3 ga bo‘linar

ekan.
Talabalarning bilimini tekshirish uchun misollar.
Variant 1 Variant 2

Oxirgi ragamni toping:

1. |666°56 1. [444%
2. |199919%8 2. |9991%%
3. | 5! 3. |6!

Bo‘lishdagi qoldiqni toping:

4. [13n+5ni |13 4. [29n+5 ni 29
5 [20n+23 ni |4 5. [20n+23 ni 5

Talabalar bu misollarga javob yozib topshirishadi. Bularni o*qituvchi tekshirguncha

talabalar quyidagi misollarni yechib turishadi.
Variant 1
1998199 + 1999'%%% 1jj 9 ga bo‘lgandagi qoldiqni toping.
Bu son 3 ga to‘linadimi? Aks holda 3 ga bo‘lgandagi qoldigni toping?
Variant 2
1998199 4+ 1999198 ning oxirgi raqamini toping.
Bu son 5 ga bo‘linadimi? 2ga-chi?

21



Umumiy fikrlarni birlashtirib ba’zi misollarni yechamiz.
I.n(n+1)* 2 ni isbotlang.
] usul.

n=0 (mod 2), n(n+ 1) =0(0 + 1) = 0 (mod 2),
n=l (mod 2), n(n + 1) =I(1 + 1) =2=2 (mod 2).

IT usul. Ikkita ketma-ket kelgan natural sonlardan n va (n + 1) bittasi aniqg juft,
bundan, ularning ko*paytmasi n(n+1) juft ekanini kelib chiqgadi.
2. n(n+ 1)(n+2) ‘3 ni isbotlang.

Ikkita talaba yugoridagi usullarda isbotlashadi. O“gituvchi bu misollarza analoz

misollar tuzishni topshiradi. Talabalar javobi:

Quyidagilarni isbotlang:

n(n + 1)(n + 2)(n + 3) : 4;
n(n+ 1)(n+2)(n+3)(n+4)} 3;

n(n+ 1)(n+2)(n+3)n+4)n+5)} 6.
Oxirida umumlashtirsak: n(n + 1)(n + 2)...(n + m) ¢ (m + 1).

Xulosa o‘rnida n(n + 1) 9 va n(n + 1)(n % 2) : 3, 2 va 3 — o“zaro tub sonlar,

demak, n(n+ 1)(n+2) % 1:2:3 =31 =6,
n(n+ 1)(n+2)(n +3)} 41 =24 ni isbotlang.

n(n+ 1)(n+2)(n+4) 5! ni isbotlang;

n(n+ 1)(n+2)n+3)(n+ 4)(n + 5) : 6! ni isbotlang.
Mustaqil yechish uchun

l. Yig‘indining oxirgi raqamini toping:

a) 12+ 22+ ...+ 10%
6) 17+ 22 + ...+ 100%
22



2. Isbotlang:

h..”.— ﬂ.u +n- Mu
6) n°—n £,
3. Toq sonning Kvadratini § ga bo‘lganda 1 qoldiq qolishini isbotlang.

4. Ikkita ketma-ket natural sonlarning kvadratlari yig‘indisini 4 gu bo‘lganda 1 qoldig

qolishini isbotlang.
Yechilishi.

A 12+22+32+ 424524+ TP+ 824+ P+ 10°=1+4+9+16+25+36+49+ 64
+ 381 + 100=

=l 44+ 9+6+5+6+9+4+1+0=45=5 (mod 10). Oxupru paqam 3.

6) 12+ 22 + .. + 100%=5+10 = 50=100 (mod 10). Oxupru pagam 0.

2z,

a) n=0 (mod 2), n? + n=0%+ 0 = (mod 2), n=1 (mod 2), n? + n=1>+ 1 = 2=0 (mod 2).
6) Mustaqil isbotlang.

3. (2n + 1)’=1 (mod 8) ni isbotlang. Quyidagilarni yozamiz:

n=0 (mod 8), (2+0 + 1)2 = 1=1 (mod 8),
n=1 (mod 8), (2+1 + 1)> = 9=1 (mod 8),
n=2 (mod 8), (2°2 + 1)2 = 25=1 (mod 8),
n=3 (mod 8), (2*3 + 1)? = 49=1 (meod 8),
n=4 (mod 8), (2-4 + 1)? = 81=1 (mod 8),
n=5 (mod 8), (2+5 + 1)2 = 121=1 (mod 8),
n=6 (mod 8), (2+6 + 1) = 169=1 (mod 8),
n=7 (mod 8), (2+7 + 1)* = 225=1 (mod 8).

4, Quyidagi sistemani natural giymatlarda yeching.
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x+y=150, [D(x,y)=45, [x=8400,

| D(x,y)=30; ﬁ,ﬁ y=11:7, |D(x,y)=20;
(x:1=5:9, [xy=20,

|D(x,»)=28; ?ﬂ?f& =10.

=

J.Butun koeffitsiyentli anigmas tenglamalarga oid misollar yechish.

Ta’rif. Tarkibida bittadan ortiq o‘zgaruvchisi bor tenglama aniqmas tenglama

deyiladi.

Ta’rif. Birinchi tartibli ikki x, y o‘zgaruvchili anigmas tenglama mx + ny = £, bundz

m, i, k, x, y € Z k% 0 ko‘rinishda bo‘ladi.

Tasdig 1. Agar mx + ny = k tenglamadagi ozod had k¥ m va n laming EKUB iga

bo‘linmasa, u holda mx + ny = &k tenglama butun yechimga ega emas.

Misol: 34x — 17y =3.

(34; 17) =17, 3 soni 17 ga bo‘linmaydi, demak, tenglamaning butun yechimi vo‘q.
Tasdiq 2.

Agar mx + ny = k tenglamada m va n lar o°zaro tub bo‘lsa, u holda tenglama kamida

bifta yechimga ega.
Tasdig 3.

Agar mx + ny = k tenglamada m va n lar o‘zaro tub bo‘lsa, u holda tenglama cheksiz

ko‘p yechimga ega.

¥ = x5+,

y=X~" bunda (%; 1) — juftlik mx + ny = k tenglamaning biror yechimi.
teZ
Misollar. 1) 9x— 18y =5
(9;18)=9
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5 soni 9 ga bo‘linmaydi. Demak, tenglamaning butun yechimi yo*q.

2)x ty=xy

Tanlash orgali ham yechish mumkin,

Javob: (0;0), (2;2)

Tenglamani butun sonlarda yeching 3x —4y = 1.

3x =4y + 1 ko‘rinishda yozsak. Bu tenglamaning chap tomoni 3 ga bo‘linadi, bundan

o*ng tomoni ham bo*linishini yozaylik. Uchta hol bo'‘lishi mumkin:

Agary=3m, m€Z,uholdady + /=4<3m+ [ = [2m + | ifoda 3 ga bo‘linmaydi.
Agary=3m+ [,uholda4y +1 =4+ (3m + [)+] = [2m + 5 ifoda 3 ga bo‘linmaydi.
Agary=3m+ 2,uholda 4y +1 =4« 3m + 2)+1 = [12m + 9 ifoda 3 ga bo*linadi,

shuning uchun ham 3x = /2m + 9 dan x = 4m + 3 kelib chigadi, bundan y = 3m + 2
bo*ladi.

o
Javob: |V =3m+2 bunda m €Z.

2-darajali anigmas tenglama

Barcha tipdagi bunday tenglamalarni kvadrat lar ayirmasi yoki ko*paytuvchilarga
ajratish yo‘li bilan yechiladi.

Misol: Tenglamani butun sonlarda yeching.

x —4y* =13
(x=2{x+2¥)=13

13 —tub son, shuning uchun ham: 13 = 13+1 = 1+13 = (-1)(~13) = (-13)(-1)

hollarnigina garash mumkin

Bu hollarni qarab chigamiz:
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1 Tip. Bir xil u’r.fr,nnwuhlli fﬁfif{fﬂfrm‘m‘
) JaZ hx-3 =
) N5x—1 NETRE

) JB—5x =+/x% 16
Yechish usuli:
Ikki tomonini ham bit il datajags ko/tatish,

11 Tip. ‘Tenglamanitg chisp tototitnd asestatt o8 i14ont 167 yrfemicr oy
tomonini esa biror o zgaruvelif yoki tiisbal son ereait Hintatass;

1) v/ x —1 x+4 =6
N Vx—1:J2x+6 =x+53
N Vx+2:/5—x =2

Yechish usuli:
Tenglamaning o’ ng tomotif tritisbat e atiliyigh sstrsuts &y nchatsa Lo wmm s

I Tip. Tenglamating (kki totriotil bit x11 ko' paytitiagh exn hw

) (x=3)Wx?—5%x+4 =2x—6

2) (I*Fl)\/xz "r‘x-—zl':"z)c-f.z

3 (x+2)WT6x+33 = (x+ 2)(8x —15)
Yechish usull:

Umumiy ko'paytuvehind qavsdan  tashgurigy  chilgatib va %O vasivmsd sl
tenglashtirish yo' i bilan va albatla sindglanidsh soligginl & Hborgs olinsdi,

50



1V Tip.

1) X* 4 va? 4+2x+8 =12 ~-2x
2) J3x = 2x+15+ Vax? —2x+8 = 7

3) 3x° + sz -FS +3x = Jg--‘)x

Yechish usuli:

Yangi o'zgaruvchi Kiritish orqali,

V Tip.

1) J;+2+2J:c+l +Vxt2=2Jx+]1 =2
2) Vx+5—4Jx+1 +Vx+2=2Jx+1 =1

Yechish usuli:

Ildiz ostidagi ifodani to’la kvadratga ajratish

V1 Tip.

J2x+3 +Ja4x+1=4

Yechish usuli:

Aniqlanish sohasinini e’tiborga olib kvadratga ko tarish.,

VII Tip.
V1t+ax —x° =x—1

Yechish usuli:

O’ng tomon nomanfiy ekanligidan foydalanib kvadratga oshirish.

VIII Tip.

1) x—7+3Yx+1=2

2) NS5+ 2x+¥Y13—2x =4
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23.Aylana doira va ularda metrik munosabatlarga oid masalalar yechish.

|. Ikkita aylana A nuqtada tashqi urinadi. BC ularning umumiy tashqi urinmasi.
£BAC = 900 ekanligini isbotlang.

2. Ikkita aylana A va B nuqtalarda kesishadi. A va B nuqtalar aylanalarni C, D, E va
M nuqtalarda kesib o‘tuvchi / to‘g‘ri chiziqdan turli tomonlarda yotadi. DBE va
CAM burchaklar yig‘indisi 180° ekanligini isbotlang.

3. Ikkita aylana A va B nuqtalarda kesishadi. /, va /; parallel to°g‘ri chiziqlar shunday
o‘tkazilganki, /; A nuqtadan o‘tib aylanalarni E va K nuqtalarda, /; to‘g‘ri chiziq B
nuqtadan o‘tib aylanalarni M va P nuqtalarda kesib o‘tadi. EKMP to‘rtburchakning

parallelogramm ekanligini isbotlang.

4. M nuqtadan markazi O bo‘lgan aylanaga MA va MB urinmalar o‘tkazilgan. /
to‘g‘ri chiziq aylanaga C nuqtada urinib, MA va MB lar bilan mos ravishda D vaE
nuqtalarda kesishadi. a) MDE uchburchakning perimetri C nuqtaning joylashuviga
bog‘liq emasligini isbotlang. b) DOE burchak kattaligi C nuqtaning tanlanishiga
bog‘liq emasligini isbotlang.

5. A, B, C va D nuqtalar aylanani 1:3:5:6 nisbatda bo‘ladi. A, B, C va D nuqtalardan
aylanaga o‘tkazilgan urinmalar orasidagi burchaklarni toping.

6. Ikkita o‘zaro teng aylanalar bir-biriga va radiusi 8 sm bo‘lgan uchinchi aylanaga
urinadi. Ikkita teng aylanalarning uchinchi aylana bilan urinish nuqtalarini
tutashtiruvchi kesma uzunligi 12 sm. Teng aylanalarning radiusini toping.

7. Ikkita kesishuvchi aylanalarning umumiy @ vatari shu aylanalardan biriga ichki
chizilgan oltiburchak tomoni, ikkinchisiga ichki chizilgan kvadrat tomoni bo‘ladi.
Shu aylanalarning markazlari orasidagi masofani toping.

8. Radiuslari r va R bo‘lgan ikkita aylana tashqi urinadi. Ularning umumiy tashqi
urinmasini toping.

9. Radiuslari r va R bo‘lgan ikkita aylana tashqi urinadi. / to‘g‘ri chiziq bu
aylanalarni AB=BC=CD shartni qanoatlantiradigan A, B, C va D nuqtalarda

aylanalarni kesib o‘tadi. AD kesmaning uzunligini toping.
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[0, Padiuslar 155 nishatda bo'lpan ikkita aylana tashgi urinadi, Ularning umumiy

utdnnasd G35 s, 'Lashgi urinmalar va aylanalarning tashqgi yoylari bilan hosil

b ledlgenny fgaraning yuzing toping,

L1 Aylanags tashaaridagi mctadan nzunligi 48 sm bo‘lgan kesuvchi va uzunligi
Lesuvehining ichkatidagi gismining 2/3 gismiga teng urinma o‘tkazilgan, Agar
Lestivehi aylata markazidan 24 st uzoqlikda joylashgan bo‘lsa, aylana radiusini
[oping,

12, Ikkita tashai urinuvehi aylanalaring, umumiy tashqi urinmalari yotgan to‘g‘ri
chiziglar o burchak tashkil gilsa, aylanalarning radiuglari nisbatini toping.

13, Mutkazi O bo'lgan aylanaga tashgaridagi A nugtadan ikkita ABC va AMK
kesuvehilar o' tkazilgan, Agar AC = a , LCAO = «, LCOK = [ bo‘lib, AMK
kesuvehi aylana markazidan o“4gan bo‘lsa, BC kesma uzunligini toping.

14, 1kkity aylana A va B nugtalarda kegishadi. A nugtadan o‘tkazilgan AC va AD
kesminlar bitta aylana uchun vatarlar, ikkinchi aylana uchun urinma bo‘lsin. AC? -
B = AD% « BC tenglikni isbotlang,

15, AL vaCD R radiusli aylananing kesishuvchi perpendikulyar vatarlari bo‘Isin.
AC? 41 D? = 41t% tenglikni isbotlang,

16, Ikkita aylana C nuqtada tashgi urinadi. AB ularning umumiy urinmasi. Agar

AC = U gm, BC = 6 sm bo‘lsa, aylanalarning radiusilarini toping.

17, Aylana ichida kesigshuvchi to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak va hosil bo‘ladigan
kesmalar uzunliklari oragidagi bog‘lanishlarni aniglash formulasini keltirib chiqaring
18, R radiusli doiraga o’zaro tashqi urinuyvchi uchta teng aylana ichki chizilgan. Bu
ay lunalurning, radiusini toping,

19, Radiuglari R va r bo‘lgan ikki aylananing tashqi urinmasi ichki urinmasidan ikki
it uzun, Shu aylanalar markazlari orasidagi masofani toping.

20. r rudiusli aylanagda o‘tkazilgan vatar uzunligi bilan markazdan vatargacha
bo'lgan masofalar yig'indisi a ga teng. Vatar uzunligini toping.

21, Radiuglari r va R bo‘lgan aylanalar o‘zaro ichki urinadi. Bu aylanalarga va
ularning markazlari chizig'iga urinuvchi uchinchi aylananing radiusini toping.

22, Aylunaga ikkita parallel urinma o‘tkazilgan, Aylanaga o‘tkazilgan uchinchi
urinmaning parallel urinmalar orasida golgan kesmasi aylana markazidan 90°
ko*rinishini isbotlang,

23, A nugtoda tashgi urinuvchi ikki O va O, aylanalarga (BC) umumiy urinma
o'tkazilpan, B va C lar urinish nuqtalari bo’lsa, ZBAC ni toping.

24, Ikki aylana A va B nuqtalarda kesishadi. A nuqtadan (MAN) va B nuqtadan
(PBQ) kesuvehilar o’tkazilgan, (M, P va N, Q lar alohida aylanalarda yotadi). MP va
NQ kesmalar parallel ekanligini isbotlang,.
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