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SOZBOSHI

Ko'pgina oliy ta’lim muassalarida matematika fani turli hajm-
da (tayyorlanadigan mutaxassislikka garab, ma’lum dastur aso-
sida) o'qgitiladi.

Matematikani cVgitishdan ko'zlangan magsad:

1) talabalarni matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanish-
tirish, uning turli uslublarini o‘rganish, ular orasidagi bogManish-
larni bildirish;

2) talabalarni mantiqgiy fikrlashga, matematik usullarni ama-
liv masalalarni yechishda go’llashga, jumladan gishlog xo'jaligi,
t gimachilik va yengil sanoat, iqtisodiv va mexanik masalalar-
ning matematik modellarini qurishga o'rgatishdan iborat.

Ravshanki, o'quv jarayonida darsliklar, o'quv qo'lianmalari,
shuningdek darslik shaklida yozilgan kitoblarning ahamiyati katta.

Matematika sohasida turli hajmda, turli sohalarga mo'ljallab
yozilgan Kitoblar bor. Ayni pavtda, jamiyatda barcha sohalarning
shiddat bilan rivojlanayotganligi ularga mos keladigan kitoblar-
ning yozilishini tagozo etmoqda.

Shuni e’tiborga olib, muallitlar matematika sohasi bo‘yi-
cha bilimlariga, shuningdek oliy ta’lim muassasalarida mate-
matikadan o'tkazilgan darslardan hosil bo'lgan tajribaga tayan-
gan holda ushbu darslikni yozishdi.

Mazkur darslik gishloq xo'jaligi sohasiga moMjallangan.

Darslikda mavzularning muayyan ketma-ketlikda va o‘za-
ro uzviy bogManishda boMishiga, ma’lumotlarni gisga va ravon
bayou etilishiga, amaliy masalalarni yechishda matematik usul-
lardan unumli foydalanishga alohida e’tibor qaratilgan.



1-bob. DETERMINANTLAR

I-8. Dcterminantlar

Avtavlik. ikkinchi va uchunchi tartibli kvadrat matritsalar
17«12«13
ajj aq,

A = amm als: B =la2t «22 «23

a31 «33
berilgan boMsin. Bu matritsalarga mos ravishda

alla22~a2la/2 Va alla22a33+al2a23a3/+al3a2fa32~
dj =l JCl =X yj~Clj =d3id A
sonlarni mos qo'yamiz. Odatda ular ikkinchi va uchinchi tartibli
determenantlar deyiladi va quyidagicha belgilanadi:
. «l1 «1l2 «1l3
li 212

«21 a2z «23
21 @a-

«31 «32 «33

Bu ifodalarni mos ravishda A va B matritsaning determinanti,
ularni detA, detB kabi ham belgilanadi.
Demak,
< alk
Qt:  Qu+

1-misol. Quvida berilgan ikkinchi tartibli matritsaning deter-
minantini hisoblang:

f\
A=
vd 9
Yechish. |4l =|* | =1-9—4-2 =9—5 =1

2-misol. Quvida berilgan ikkinchi tartibli matritsaning deter-
minantini hisoblang:



f6 9M
A=
Vio 8]

. 6 9
Yechish. VN— =6 8-10-9 =48-90 =-42
10 8

3-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli determinantni hi-

cos/?  sin/?
soblang:

-sin/] cosft
Yechish. Yuqoridagi ta’rifga asosan:
cosp sinP

=cos2p +sin2p =1
-sinp cosP P P

Demak,

41 Gn  fityg
a %23 = alla22al3+al2a23a3l+al3a2/aU~alia22a ?
32 u33

al1l°23°32 al2a2!a33
Uchinchi tartibli determinantning qgiymati ¢ ta had yigMndi-
sidan iborat bo'lib, ulardan uchtasi musbat ishorali, golgan uchta-
si esa manfiy ishorali boMadi.
4-misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantni uchburchak
usuli bilan hisoblang:

5 -2 1
3 1 -4
4 1 -3

Yechish.
1

o W U
O N

“4 =5ele(-3) +(-2)=(-4)4+3-11-
3



~4 elel- 3 o(-2) *(-3) - 1le(-4) 5=
=_15+32+3—4—18+20=18

5-misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantni uchburchak
usuli bilan hisoblang:

2 1 -1
34 O
5 1 2
Yechish.
2
3 =2-4-2+1-0-5+ 3-1-(-1) —
5

-(-1) *4*5-1*%3-2-20-1 = 27.

Eslatma. Yuqoridagidek, n tartibli (n>3) determinant

«n ai2--—Am

«21 &22 = * «a2n

«nl an2- e« Nn

tushunchasi kiritiladi.
Aytaylik, uchinchi tartibli determinant

«l1 «l1l2 «13
A21 «22 «23 (2)
«31 «32 «33

berilgan boMsin. Bu determinant biror
aik0=1,2,3; k=1,2,3)



elementini olib, shu element joylashgan yoMni hamda ustunni
o‘chiramiz. Qolgan elementlari ikkinchi tartibli determinantni
hosil giladi. Uni ajk element minori deyiladi va u Mjk kabi belgi-
lanadi.

Masalan,
-2 5 3
1 2 0
3 0 1

determinant alJ?=5 elementning minori

M1z = e
3 1
bo‘ladi.

Uchinchi tartibli determinant 9 ta minorga ega boMadi.

Ushbu

(-1T+k'M
miqgdor (2) determinant ajk elementning algebraik toMdiruvchisi
deyiladi va Ajk orgali belgilanadi:
Aik= (-ir*-M ik

s —ta’rif. aj minorning (elementning) algebraik toMdiruvchisi

deb A = (—1)'+) Mf songa aytiladi.

Masalan:
2 0 3
1 2 (0]
3 0 1

determinant a13-3 elementining algebraik toMdiruvchisi

1+3

M3 —( 1) =1le(1<0-2.3)=-6

1 2
3 0
boMadi.
2 -8. Determinantning xossalari
Determinant gator xossalarga ega. Quvida ularni keltiramiz:

7



I) determinantning yoMlarini mos ustunlari bilan almashtiril-

sa determinantning qgiymati o‘zgarmaydi:

«1l1 ai?2
Cn2 a-,?
«1l1 CLi2 «13
«21 «22 «23

«31 «32 «33

«1l1
a1

«1l1
«12

«13

a2
«22
«2i

«2 2

«23

«31
«32

«3 3

2) determinantning ixtiyoriy ikki voMini (ikki ustunini) o‘za-
ro almashtirilsa, determinantning gqiymati

ishorasi esa garama-qarshisiga o'zgaradi;

o‘zgarmasdan, uni

3) determinantning ikki yoMi (ustuni) bir xil bo‘lsa, determi-
nantning giymati nolga teng boMadi;
4) determinantning ixtiyoriy yoMida (ustunida) turgan barcha
elementlari o‘zgarmas k songa ko'paytirilsa, determinanting qiy-

mati ham k soniga ko'payadi.

Masalan:
2 7 3

35 6 8-3(24+60+56-18 -70-64) =-36

14 2

2 3-7 3<3

6 8 =72+180+168-54-192-210 =-

4 2

32 7 3

35 6 8=72+180+168-54—192-210 =-36

J«1 2 2



Laplas teoremasi. Determinantning giymati uning ixtiyoriy
satr (ustun) eiementlari bilan, shu elementlarga mos algebraik
toMdiruvchilar ko‘paytmalari yig‘indisiga teng, ya’ni

a \\ a \i a1n
ct a: —Cj,A,+dnAn+...+a A —
al\ ani - ar,

= EHTCY"T
J=1

Bu formulaga A determinantni /satr eiementlari bo‘yicha vo-
yish formulasi deyiladi.

Determinantning biror satr (ustun) eiementlari bilan uning
boshga satri (ustuni) eiementlari algebraik toMdiruvchilari
ko‘paytmalarining yig‘indisi nolga teng.

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar bevosita ta’rifga
ko‘ra hisoblanadi.

Masalan:

a 1 2: o —> o =

) 3 4 14 —> «(—3) =10
1 2 3

b) 0-14 =1-(-1)-0+2-4-2+3-0-3 —
2 3 0

-3 e(-1) -2—2-0-0 —1-4-3 = 10

Uchinchi tartibli determinantlarni hisoblashda shuningdek
ushbu



«l1 «1l2 «13
[oN az2 «23 =

«31 «32 «33

«22 «23 «21 «2 3 «21 «22
«1l1 «1l2 +«13

«32 «33 «31 «33 «31 «32
munosabatdan foydalanish mumkin.

Yuqori tartibli determinantlarni hisoblash birmuncha murak-
kab bo'ladi. Ularni hisoblashda yuqorida keltirilgan xossalardan
yoki Laplas teoremasidan foydalaniladi.

1-misol. Ushbu

5
7

PO L, W
[l @)

w o~
AN R @

determinantni hisoblang.
Bu determinantni hisoblashda yuqorida keltirilgan Laplas te-
oremasidan foydalanamiz:

3 5 7 s
1 7 0 1
0 5 3 2
1-17 4
7 o 1 5 7 s
3= 5 3 2 -1 5 3 2
-1 7 4 -1 7 4
5 7 s 5 7 s
+o - 7 o 1 - 17 o 1
-1 7 4 5 3 =2

= 3[7-3<4+ (—1) 02+ 5-7-1]—

-15-3*4- 7-2 «(-1) + 5-7-8] +

10



+0[5m0 4 +71lm-1)+7*7=s]+
+5mM)e2+7*1e5+7*3 5] =3«119- 326 - 203 =

=357 —529 = 172

2-misol. Quyidagi determinantni Laplas formulasi bilan hi-

soblang:
1 3

3 2.
4 3

>
Il
= O N

Yechish. Berilgan determinantni birinchi satr elementlari

bo'yicha yoysak:
2 1 3
A=5 3 2=2-Au+An+34, =2(-1)H

1 4 3
3 2 65 2 5 3
4 3* 1 3+3'l 4 -2C-8>-(15-2>*

+3(20- 3)=2-13 +51 =40.

3-misol. Quyidagi determinantni Laplas formulasi bilan hi-
soblang:

10 3 2

2 -141
A =

3 2 15

1 0 6 2



Yechish. Berilgan determinantni ikkinchi ustun elementlari
bo‘yicha yovib chigamiz. Bu ustunda 2 ta noldan fargli cle-
ment bo‘lgani uchun natijada 2 ta 3-tartibli determinant hosil
boMadi.

13 2 1 3 2
A=-1 (-1)223 1 5+2«—1)3R2 4 1
16 2 16 2

Yoki, avval av =2 elementni nolga keltirishimiz mumkin. Bu-
rling uchun 2-satrni 2 ga ko'paytirib 3-satrga qo‘shamiz va hosil
boMgan determinantni 2-ustun elementlariga nisbatan yoyamiz va
hisoblaymiz:

. 0 3 2
. 3 2
2 . 4 .
=-1(-1242-7 9 7
7 0 9
, 6 2
1 6 2

Ko'rinib turibdiki, Laplas teoremasidan yuqgorida Keltirilgan
xossalar bilan birgalikda foydalanish determinantni hisoblashni
ancha osonlashtiradi. Buning uchun biror satr yoki ustunni tan-
lab olib, shu ustun yoki satrdagi elementlarni determinantning
xossalaridan foydalanib iloji boricha nollarga keltirishimiz kerak
boMadi. SoMigra, Laplas teoremasi yordamida determinantning
tartibini bittaga kamaytirishimiz mumkin.



2-bob. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

I-8. Chiziqgli tenglamalar sistemasi hagida tushuncha

Ma’lumki bir necha tenglamalar birgalikda garalsa, ularga
tenglamalar sistemasi deyiladi.

Quyidagi
a\xt +al2x2+... +ajxn=hx,

a2\X|1 a 22X 2 e" N a2nXn = "2°

()

amX\+ an2X2+ - +anmX«= bn

sistemaga n noma’lumli m ta chizigli algebraik tenglamalar sis-
temasi (yoki soddalik uchun chizigli tenglamalar sistemasi) de-
yiladi. Bu yerda an,aj2,...,amm sonlar sistemaning koeffitsient-
lari xj,x2,...,xn lar noma’lumlar, bifb7...,brisonlar esa ozod hadlar
deyiladi.

Tenglamalar sistemasi koeffitsientlaridan tuzilgan

a a-
21
A=
am a.

matritsa tenglamalar sistemasining asosiy matritsasi deyiladi.
Noma’lumlar vektorini X = (x j,x x n) Tustun vektor. ozod had-
larni B=(brb2...,bJl ustun vektor shaklida ifodalaymiz. U hol-
da tenglamalar sistemasi quyidagi matritsa shaklida yozilishi
mumkin

AX=B

Ta'rif. Agar a, , a, a nsonlar xItx7....xnlarning o‘rniga qo‘yil-
ganda (lI) sistemadagi tenglamalarni to‘g‘ri tenglikka aviamii-



sa, bu sonlarga (1) sistemaning yechimlar tizimi deb aytiladi va
X=(alta2...,an ] kabi belgilanadi.

Chizigli tenglamalar sistemasi kamida bitta yechimga ega
boMsa, u holda bunday sistema birgalikda deyiladi.

. \x—y —2,
i-misoi. J sistema birgalikda chunki u x=3, y=1 ve-

[2x+y =7
chimga ega.
Bitta ham yechimga ega boMmagan chiziqli tenglamalar sis-
temasi birgalikda boMmagan sistema deyiladi.

X+y+ z=1,
2 —misol.
3V+3v +3z =5

sistema yechimga ega boMmaganligi sababli birgalikda emas.
Birgalikda boMgan sistema yagona yechimga ega boMsa, aniq sis-
tema va cheksiz ko‘p yechimga ega boMsa anigmas sistema deyiladi.
X=-y =1,
3-misol. ] 2x - 2y =2, sistema birgalikda, ammo anigmas,

3x-3v=3

chunki bu sistema x=a, y=—+ a ko'rinishdagi cheksiz ko‘p ye-
chimga ega, bunda a — ixtiyoriy haqgiqiy son.

Birgalikda boMgan tenglamalar sistemasi bir xil yechimlar maj-
muyiga ega boMsa, bunday sistemalar ekvivalent deyiladi.

A . . 12v+3y -5 . . -
4-misol. J (a) tenglamalar sistemaning yechimi
[x +2y =3
(x,y)=(1J).
JBwv -2y =1

lav+v -2 tenglamalar sistemasining yechimi
(<. y)= (L.

14



(@) va (b) tenglamalar sistemasi ekvivalent tenglamalar sistema-
si deyiladi.

Berilgan tenglamalar sistemasining birorta tenglamasini O dan
fargli songa ko'paytirib, bosliga tenglamasiga hadma-had qo'shish
bilan hosil bo'lgan sistema berilgan sistemaga ekvivalent bo'ladi.

fx+3y =5
5-misol. < (@) tenglamalar sistemadagi 1-teng-
[Bx-y =5
lamani (-3) ga ko'paytirib 2-tenglamaga qo'shib quvidagini hosil
] x+3y=5
qgilamiz. I jg _ _jgq (b) natijada (a) va (b) tenglamalar sis-

temasi ekvivalent.
Chizigli tenglamalar sistemasining yechimga ega yoki ega
emasligini quyidagi teorema yordamida aniglash mumkin.
Kroneker-Kapelli teoremasi. Chiziqgli tenglamalar sistema-
si birgalikda bo'lishi uchun uning A asosiy matritsa va kengay-
tirilgan (A\B) matritsalarining ranglari teng bo’lishi zarur va
yetarli.
Masalan, Quyidagi chizigli algebraik tenglamalar sistemasi-
ning birgalikda yoki birgalikda emasligini tekshiring:
X, + 32+ 55X, + 7xa+ 9Oxs=1
<X, - 2X,+ 3Xza- 4Xa+ bBxs =2

2xj +1 X, +12Xs +25x4+22xs —4
Yechish. Buning uchun asosiy va kengaytirilgan matritsa ran-
gini topamiz:
rn 3 5 7 9" rl 3 5 7 9
A= 1 -2 J -4 5 - 3 9 15 21 27

2 11 12 25 22 2 11 12 25 22
Y \Y /



3 5 7 9 n
3 5 7 9
2 1 12 5 2

2 —satr elementlaridan  -satr elementlarini ayiramiz:
f\ 3 5 7 94
A~ 00O oo r(A) =2.
2 1 12 25 22

13 5 7 9
(a\B)= 1-2 3-4 5 2

K2]1122522K

bu matritsa rangini topish uchun yana yuqoridagi ishni takrorlay-
miz, natijada B matritsa quyidagi ko'rinishni oladi:

5 7 9
(al)~ 0 0 0 , r(a\B)=3.
12 25 22

la
Demak, r(A)<r(A\B) munosabat o‘rinli, teorema shartiga ko'ra
berilgan chizigli tenglamalar sistemasi birgalikda emas.

2-8. Ikki va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi

/ . Ikki noma'lumli, ikki chizigli tenglamalardan tuzilgan siste-
ma va uni yechish.
Ushbu
\anx +ax@/ =bx

a,, X +a”y =bl

(1



sistema ikki jc va y noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi, bunda an, an, a-r a?, sonlar (1) sistemasining koeffit-
sientlari, b,,bllar esa sistemaning ozod hadlari deyiladi.

Agar (1) sistemadagi x noma’lumning o‘rniga jc”*\sonni, y no-
ma’lumining o‘rniga yOsoni qo‘yganda tenglamalarning har biri
bajarilsa, (x0y0) juftlik (1) sistemaning yechimi deyiladi.

(1) sistema koeffitsientlaridan

_"n an
&2 @2

determinantni, so'ng bu determinantning birinchi va ikkinchi
ustun elementlarini mos ravishda ozod hadlar bilan almashtirib

quydagi

il

aw B
A = av A=

a2 22 <A b2
determinantlarni hosil gilamiz.
Teorema. Agar

\anx-+ary =K
la2ix +aZy =b2

sistemada:
1) O0MO boMsa, (1) sistema yagona yechimga ega boMib,

Xx=" =N
X A ~ A
bo‘ladi;
2) 0MO bo'lib, Ox o0 yoki MO bo‘lsa, (1) sistema yechimga ega
boMmaydi;
3) 40 bo'lib, Ax~-0, A*=0 boMsa, (1) sistema cheksiz ko‘p ye-
chimga ega bo'ladi.
(1) sistemaning birinchi tenglamasini a7z ga ikkinchi teng-
lamasini ar ga ko'paytirib so'ng ularni hadlab go'shib topamiz:

7 NiroMiv nomli |

l:ut::hxcnr.si



aua7Xx +axazy =alX —
~aZa\X-a\a 2y = a\v?’
(NM1r22 QAAX N2 N

keyingi tenglik ushbu

A*X=Av
ko‘rinishga ega bolib, undan
A
Xx=—L
A

boiishi kelib chigadi.

Shuningdek, (I) sistemaning birinchi tenglamasini a-,, ga ik-
kinchi tenglamasini aj2ga ko‘payritib, so'ng ularni hadlab go'shib
topamiz:

~11 N2* A2 MY ~z

12tF2ANAthe <25 = fzar

L, =22 " flo'nz)* ="l2n2 “ 112A
keyingi tenglik ushbu
#®
ko‘rinishga ega bolib, undan
o Av
A

boiishi kelib chigadi.
Shunga o‘xshash
N 0 pd0, yokiJ X0
bolganda sistemaning yechimi mavjud bolmasligi,
A=Ax=Av0
bolganda sistemaning yechimi cheksiz ko'p boiishi ko‘rsatila-
di.



Misol. Ushbu
MRBx—by =1
1M4x+3y =11

sistema yechilsin.
Bu sistema uchun

A= =3-3—(—5) %4 =9+20=29,
4 3 —(-9)

5
A. = 3 =1-3—11+-5) =3+55 = 58,

31
A. = n =3-11-1-4=33-4 =29

boMib,

bo'ladi. Demak, berilgan sistemaning yechimi (2;1) boMadi.
Misol. Ushbu

IX +2>=3
[BX +6>=1

sistemaning yechimi mavjudmi?
Bu sistema uchun



boMadi. Demak qgaralayotgan sistema yechimga ega emas.
Misol. Ushbu,

\2x+3y =\

[Ax+ev=2

sistemani garaylik. Bu sistema uchun
23 13

-0,

4 6 2 6

boMadi. Demak, bu sistema cheksiz ko‘p yechimga ega.

2°. Uch nomalumli, uchta chizigli tenglamalardan tuzilgan sis-
tema va uni yechish.

Ushbu

aux+al2y +arz =b]
<a2x+aZy 4arz=>b 72)
avx +aj +a3iz=h.

sistema uch x,y va ¢ noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi, bunda

n alz ~/3* ~ A Njl> ~32° @33
sonlar (2) sistemaning koeffitsientlari,
bjt bj, bj,

sonlar esa sistemaning ozod hadlari deyiladi.

Agar x(), y0, “sonlarni mos ravishda (2) sistemadagi: %, y, Z
laming o‘rniga qo'yilganda (2) sistemadagi tcngliklar bajarilsa,
(qu(), 20) uchlik (2) sistemaning yechimi deyiladi.

(2) sistema koeffitsientlari hamda ozod hadlardan foydalanit
qo'yidagi determinantlarni hosil gilamiz:

20



au o a3 «1. 12 3

A= a2 g3 A=, @2 a3
Q@ an 3 QL R B
a1 bl «13 a1 «12 b\

N =@ b2 3 A = o1 w2 b2
@l h3 3B s @ b,

Teorema. Agar
aux+axy +axz =4
<aZx +aZy +auz =b2 (2)
adx +ai2y +avz - e3

sistemada:
1) /0 boMsa, (2) sistema yagona (x,y,z) yechimga ega bo’lib

bo'ladi;
2) 0=0 bo'lib, AX*0 yoki \,t-0 voki AZ/0 bo'lsa, (2) sistema ye-
chimga ega bo'lmaydi,
3) A= Ax= A=0 bo'lsa, (2) sistema cheksiz ko'p yechim-
ga ega boMadi.
1-misol. Ushbu sistema yechilsin:
2x-3y +z=-5
X+2y —4z=-9
5x—4v+ez=5

Bu sistema uchun g, determinantlarni tuzib, ularni
hisoblaymiz:
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2 -3 |
n=1 2 -4 —24_4+60-10-32 +18 =56
5-4 6
-5 -3
A.=-9 2 -4 _60+36+60-10-162 +80 =-56
5-4 6
2-5 1
A =1-9 -4 —_108 +100+5+45 +30 +40 = 112
5 5 6
2 -3 -5
A =1 2 -9 —90+20+135+50+15-72 = 168
5-4 5
Demak,
Ac_ -56
'~ A~ 56
_ _1e8_
A 112

Berilgan sistemaning yechimi (-1,2,3) boMadi.
2-misol. Quyidagi tenglamalar sistemasini Kramer usuli yor-

damida yeching:
A, +2x2+X3 =s

3y, +2%, +x} =10
4y, +3Y5 - 2 =4

Bu sistema uchun A, AXl, AX2, Axs determinantlarni tuzib, ular-

ni hisoblaymiz:
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0=3 =2 1 =-4+8 +9-8-3 +12 =14

OO boMgani uchun sistema aniq Kramer formulalari yordami-
da topiladi:

8 2 1

A. =10 2 1=-32+8+30-8+40-24 =14
4 3-2
1 8 1

A. =3 10 1=-20+32+12-40-4 +48=28.
4 4-2

N

1 1

A, =3 2 10 =5+80+72-64-24-30 =42.
4 3 4

Demak, tenglamalar sistemasini yechimlari quyidagiga teng
bo'ladi:

X, =14 =y, X7=28 =7, X3 =42 =3, (1 2; 3)
3

Eslatma. n ta xIfx2,....xn noma’lumli chizigli tenglamalardan
iborat ushbu

G\ + 2*%2 ' e+ <*In*n =

«2,X, + CknX=, + . gy a2nXn =

@)

+a*IX2 +- ~+ a,nXr, =
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sistema n ta noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi,
bunda

all>al2’—>alIn'a21’a22'—>a2n’—’anl’an2>~">ann
sonlar sistema koeffitsientlari
bp.b3...bp,

sonlar esa ozod hadiar deyiladi.
Agar (3) sistemaning koeffitsientlaridan tuzilgan

«. «iz2-*«n
«K22-— I
A= 2t in
0
1l  ««2

boMsa unda (3) sistema yagona (x/tx2,...,xn) yechimga ega boMib

boladi. Bunda

«ll «d2 -+ «/-1 K «I,H -«!,

A = @1l «22 "o «2/-I «2/41 7 e «2n

/=12,...7)
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3-bob. TEKISLIKDA TO‘G‘RI CHIZIQ

Tekislikda geometrik shakllar, jumladan to‘g‘ri chiziq tekis-
lik nuqgtalari to‘plami (nuqtalarning geometrik o‘rni) sifatida qa-
raladi.

MaMumki tekslikdagi nugta uning koordinatalari x va y lar
orqgali (ya’ni (x,y) juftlik bilan toMiq aniglanadi. Agar bu o'zgaruv-
chi (x,y) nugtaning koordinatalari o‘zaro bogManishda boMsa, ular
biror shaklni tasvirlashi mumkin. Bunda bogManisimi ifodalovchi
tenglik geometrik shaklning tenglamasi deyiladi.

To‘g‘ri chiziq tushunchasi sodda, ayni paytda muhim tushun-
chalardan biri hisoblanadi.

To‘g‘ri chizigni tekislikdagi ikki nuqtadan baravar masofada
joylashgan nugtalar to‘plami (nuqtalarning geometrik o'rni) deb
garash mumkin.

Ushbu bobda tolg‘ri chiziq, uning turli tenglamalari, to'g'ri
chizigning tekislikdagi vazivati, to'g‘ri chizigga oid masalalar
bayon etiladi.

I-8. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi
Tekislikda ikkita
Bi~B,—X,;y,) va B2=B,(x2y2

nuqtani olib, bu nuqtalardan baravar uzoglikda (masofada) joy-
lashgan nugtalardan birini

M —M(x:y)
deymiz (1-chizma)
Tekislikda ikki nuqgta orasidagi masofa formulasidan topamiz:

B-M ="/(lic-x3)? +0’-y,):

yuqorida aytilgan shart
B,M=B2M
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ga ko‘ra

yl(x _X1)2+ (y_yv)r =

=\l(x-x2)2+ (y-y,y-

Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘taramiz.
Natijada

(x = xyz+ (Y -yxz=(x-x.2+ (y-y2y

bo‘lib undan

X — 2xv, + x,m +ty2—2YyYy . + )7- =
S 2XX2+ X5 + Y 2- 2yy2+y;
ya’ni
S2xx, + x2- 2YY .+ v2+ 2xx, - X\ «
+ 2Yyy2+y2=o

b o iis hi kelib chigad.i.
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Bu tenglikni quyidagicha

2(x2-JH)*NV+2 (v, - ) +(T2+Vj - X2- y2) =0
yozib, so‘ng
A =2(x2—x,), B =2(v2-vV,)
C=nf +5 - v - K
belgilashlarni bajarib, ushbu
AX\By\C=0 (1

tenglikka kelamiz. Bu x vay larga nisbatan birinchi darajali teng-
lamadir.

Demak, tolg‘ri chizigning ixtiyoriy M(X;y) nuqtasining koor-
dinatalari x,y lar (1) tenglama bilan bogMangan.

Ushbu

Ay+By+C—0 Q)
tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

Tolg‘ri chizigning umumiy tenglamasi A,B,C sonlarga (koef-
fitsientlarga) bogMig. Bu sonlar turli giymatlarga ega boMganda
turli to'g'ri chiziglar hosil boMadi. Binobarin, to'g'ri chizigning
tekislikdagi vaziyati ham shu koeffitsientlarga bogMiq boMadi.

Endi (1) tenglamaning ba’zi xususiy hoilarini garaymiz:

. (1) tenglamada C=0 bao'lsin. Bu holda (I) tenglama.

Ax+By=0
ko‘rinishga ega boMib, bu tolg‘ri chiziq koordinatalar boshi (O; 0)
nugtadan oMadi.

2 . (1) tenglamada B=0 boUsin. Bu holda (1) tenglama

c
AxX+C=0, ya 'ni X- — 7
A
ko'rinishga ega boMib, bu to'g'ri chizig OFo'qgiga parallel boMa-
di.
3\ (1) tenglamada A=0 bo’‘lsin. Bu hagda (1) tenglama
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By+C-0, yani Y- —

koVinishga ega boMib, bu to‘g‘ri chizig OX o‘giga parallel boMa-
di.
4 . (1) tenglamada A=C=0 bo'lsin. Bu holda (1) chiziq
By=0, ya'ni y=0
ko‘rinishga ega bo'lib, bu to'g'ri chizig OX o'gi boMdi.
5°. (1) tenglamada B=C=0 bo'lsin. Bu holda (1) tenglama
Ax=0f ya 'ni x=0
ko‘rinishga ega bo'lib, bu to'g'ri chizig O Y o'qi boMadi.
2-8. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi
Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror to'g'ri
chizigni garaylik. Bu to'g'ri chiziq OY o‘qining B(0;b) nugtasi
orgali o‘tib, OAVqgining musbat yo‘nalishi bilan a burchak tash-
kil etsin (2 -chizma)

Bu to'g'ri chizigda ixtiyoriy M=M(X;y) nuqtani olib, bu nugtadan
O Xo'giga perpendekulyar tushiramiz, perpendekulyarning asosini
M] bilan belgilaymiz. Ravshanki

28



OM,=x, MM ,=y
boladi.
B nuqgtadan O Xo‘ngga parallel boMgan to‘g‘ri chiziq o'tkazamiz.
Uning MM, perpendikulyar bilan kesishgan nuqtasini ~deylik.
Natijada to'g'ri burchakli BMP uchburchak hosil boladi. Bu
uchburchakda
ZMBA =a, BP—OM,=x,, MP=MM ,~PM ,=y~b
bo‘lib,
MP v—b

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
y—b=tga <1, ya ni y=tga ‘X+b
boMishi kelib chigadi.

Odatda, to‘g‘ri chizigning OX o‘gi bilan tashkil etgan bur-
chakning tangensi to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti deyila-
di va ko‘pincha k bilan belgilanadi:

tga—x
Demak,
y=kx+b 2

To‘g‘ri chizigning(2) ko'rinishdagi tenglamasi to‘g‘ri chizigning

burchak koeffitsientii tenglamasi deyiladi.

Bu holda to'g'ri chizigning tekislikdagi vaziyati k hamda b lar
bilan to‘lig aniglanadi.

3-8. To‘g*ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi

Tekislikda biror to'g"ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tmas-
dan, u OX o‘gidan a=0OA kesmani, OY o'gidan esa b=0OB kes-
mani ajratsin (3-chizma)

lo'g'ri chizigda ixtiyoriy M=M(X;y) nuqgtani olib bu nuqtadan
OX o‘giga perpendikulyar tushiramiz. Perpendikulvarning asosi-
ni M, bilan belgilavmiz.
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Ravshanki,
OMj=x, MM,=y.
Endi OAB va MtAM to‘g‘ri burchakli uchburchaklarni garay-
miz. Bu uchburchaklarning o‘xshashligidan foydalanib

MM, _ M3
OB ~ OA
boMishini topamiz.
Ravshanki,
M ,A=0A—OMj—a—X
unda yuqoridagi tengliklardan
y _a—x
b a

boMishi kelib chigadi. Demak,
r=\~%*
b a

va’ni

Demak, to‘g‘ri chizigdagi ixtiyoriy M(x,y) nuqtaning koordi-
natalari X va y lar (3) tenglama bilan bogMangan. (3) tenglama
to'g'ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi deyiladi.
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Masalan. To‘g‘ri chizig Ox o'qdan 3 ga, Oy o'qdan 5 ga teng
kesma ajratadi. Bu to'g'ri chizigning tenglamasini tuzing.

Yechish. Masala shartida a=3 va b=5. Bu givmatlarni z '|I:]—:l

to‘g‘ri chizigning koordinata o'glaridan ajratgan kesmalari bo'yi-
X Vv

cha tenglamasiga go‘yamiz: —+—=1 ga ega boMamiz (4-chiz-
3 5

ma).

4-chizma
4-8. To‘g‘'ri chiziq haqgidagi asosiy masalalar
. Berilgan nuqgtadan (berilgan yo‘nalish bo'yicha) o'tuvc/ti
to‘g*ri chiziq.
Tekislikda tavin M(xl,yJ) nugta berilgan. Shu nuqgtadan cVtuv-
chi to‘g‘ri chizigning tenglamasini topish talab etilsin. Uni
y=kx+b (n
ko'rinishda izlaymiz.
Madomiki, to‘glri chizig M(x/yl) nugtadan o'tar ekan, unda

bu nugtaning x; va yj koordinatalari y=kx+b tenglamani ganoat-
lantiradi:

y~kxj+b 2)
Yuqgoridagi (1) tenglikdan (2) tenglikni hadlab ayirib
)= /=kx+b—{kxj+b)
quyidagi



y-y,=k(x-xj) 3)
tenglamaga kelamiz. Bu berilgan M(XIry J nuqgtadan o‘tuvchi
tolg‘ri chizig tenglamasi boMadi.

Masalan, M=M(3;2) nugtadan oMuvchi to‘g‘ri chiziq teng-
lamasi

y-2=Kk(x~3)
ya’ni

y=Kk(x~3)+2
boMadi. Ravshanki, bu tenglama, ya’ni to‘g‘ri chiziq k ning qiy-
matlariga bogMig. k ning turli giymatlarida M(3;2) nuqtada o‘tuv-
chi turli to'g‘ri chiziglar hosil boMadi.

2 . Ikki nugtadan o‘tuvchi to'g'ri chiziqg.

Tekislikda M(x,,yj) va N(x2y2 ikkita tayin nuqtalar berilgan.
Bu nugqtalar orqgali o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni (to‘g‘ri chiziq teng-
lamasini) topish talab etilsin.

Ma’lumki M(x,fy,) nugtadan oMuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Y=~k mx-x,)
boMadi. Bu to‘g‘ri chizig N(x7y7J nugtadan ham o‘tsin deylik.

Unda N(x2y2J nuqtaning koordinatalari x7va y2 lar keying teng-
lamani ganoatlantiradi:

bu tenglikdan

boMishini topamiz. Natijada

boMib, undan

(4)



boMishi kelib chigadi.

4 tenglama M(xl,yl) va N(x7y-) nugtalardan o'tuvchi to'g'ri
chiziqg tenglamasi boMadi.

Masalan, M(2.2) va N(1,3) nugtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasi

bo'ladi.
Bundan esa, x+y—4=0.
3\ Ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchak.
Tekislikda ikkita

y=kfX+b, ia y=k-x+b,
to'g'ri chiziglar berilgan bo'lib, bu to'g'ri chiziglar orasidagi bur-
chakni topish talab etilsin.
MaMumki,

k,=tga,
birinchi to'g'ri chizigning burchak koeffitsienti,
k2=tga2
ikkinchi to'g'ri chizigning burchak koeffitsienti (s -chizma)

5-cliizma
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Odatda, | to‘g‘ri chizigni M nuqgta atrofida soat strelkasiga
teskari tomonga uni I! to'g'ri chiziq bilan ustma-ust tushgun-
cha burish natijasida hosil bo'lgan a burchak (o <«<n) ikki 1 va Il
to'g'ri chiziglar orasidagi burchak deyiladi.

Chizmadan ko'rinadiki,

a:aT_,—ar
boMadi.
Agar
tga =tg(a2-a, )—-99' —tga
\+tga, tgaz
va

tga=kj, tga2=k2
boMishni e’tiborga olsak unda
k,-k.
Ta=T1Trr, (S)
boMishi kelib chigadi. Bu berilgan ikki to'g'ri chiziq orasidagi
burchakning teglamasini aniqglab beradi.
Demak, (5) formula yordamida ikki to'g'ri chiziq orasidagi

burchak topi ladi.
Masalan ushbu

to'g'ri chiziglar uchun

boMib ular orasidagi burchak a ning tangensi

3

P

M) B3
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boladi. Demak, berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak.

a =arctg(1) :Z

bo‘ladi.
4° Ikki tog‘ri chizigning parallellik va perpendikulyarlik shart-
lari.
Tekislikda ikkita tolg‘ri chiziq berilgan boMib, birinchisining
tenglamasi
y=kA+Dbl
ikkichisining tenglamasi esa
y=k jc+bj
boMsin.
Ravshanki, bu to'g'ri chiziglar orasidagi a burchak (burchak-
ning tangensi) uchun

boMadi.

1) Aytaylik, to'g'ri chiziglar orasidagi burchak nolga teng
boMsin:

a —0° bu holda berilgan to‘g‘ri chiziglar o‘zaro parallel boMib,

tga=tgo’=0
A=+ O,
1+kr
k-—kf=0,
k,=k2
boMadi. Demak,
k,=k2

tenglik ikki to‘g‘ri chiziglarning o'zaro parallellik shartini ifoda-
lavdi.
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2) Aytaylik, to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak 90° ga teng
boisin:
« =90°

bu holda berilgan to‘g‘ri chiziglar o‘zaro perpendikulyar bolib,
tga =tg90° =(—
0

bolib,
- K 1

=(- I+k,-k2~0
1+ K} mk2 (o )

Ki'k ,=—/ yoki k{=-—

2

boladi. Demak,
K1l*2=4
tenglik ikki to'g'ri chiziglarning o'zaro perpendikulyarlik sharti-
ni ifodalaydi.
5 . Berilgan nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha masofa.
Tekislikda biror to‘g‘ri chiziq ushbu

AxX+By+C=0

tenglama bilan berilgan bolib, M | (X nugta esa shu to‘g'ri
chizigda yotmagan nuqta boisin M, nuqgtada berilgan to‘g‘ri
chizigga tushirilgan perpendikulyarning uzunligi Mt nuqtadan
to‘g‘ri chiziggacha masofa deyiladi (s -chizma).

Aytaylik, M,(x,yf nuqtadan to”ri chizigga tushirilgan per-
pendikulyarning to‘g‘ri chiziq bilan kesishish nuqgtasi M 7{xlty §
boisin.

Demak, nugtadan to‘g‘ri chiziggacha masofa ht,M kesma-
ning uzunligi boladi. Uni d bilan belgilaymiz. Bu d masofa quyi-
dagi

36



AxHBy-t-C-0

6-chizma

i _ NX1+Byr +c\

47 +B2

formula bilan topiladi.
Masalan. M=M(3;2) nuqgtadan

3x~4y+18=0
to‘g‘ri chiziggacha masofa
d |3-3-2-(-4)+18 35 ?
Xx/34my 5
boiadi.

6°. Ikki tog‘ri chiziglarning kesishish nuqgtasi.
Tekislikda ikki to'g‘ri chiziglar ushbu

AjX+Bj)’+Cj=0,

A -X+BtV+C-+=0
tenglamalar bilan berilgan boMib, ular o‘zaro parallel boMmasin.
Bu to'g'ri chiziglarning kesishish nuqtasini topish talab etilsin.

37



Bu to'g'ri chiziglarning kesishish nuqgtasini M=M(x;y) bilan
belgilaylik (7-chizma).

Madomiki, izlanayotgan nuqta bir vaqtda ikkala to'g'ri chizig-
da yotar ekan, unda nuqtaning koordinatalari x vay lar

A jX+Bjy+Cj~O, A TX+B-,y+C-,=0
tenglamalarni ganoatlantiradi. Shuning uchun bu x va y lar ushbu
jAtX+Bty +C| =0
jA-x+B,y +C1—0

tenglamalar sistemasining yechimi bo'ladi.

Demak, ikki to'g'ri chizigning kesishish nuqtasini topish
uchun yugoridagi tenglamalar sistemasini yechish kerak bo'ladi.

Yy

A,x+B,y=C|=0

M (X Y K

Ax-B,y=C,-0

7-chizma

Misol. Berilgan M(0,5) nuqgtadan o'tuvchi hamda
3x—2y—6=0
tog'ri chizigga perpendikulyar bo'lgan to'g'ri chiziqg tenglama-
si topilsin.
Berilgan M(0,5) nuqgtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi
formulasiga ko'ra
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y —5=k(x~0)
ya’'ni
y=KX+5
boMadi. Endi berilgan to'g'ri chiziq tenglamasi
3x2y—6—0
ni y ga nisbatan yechib topamiz.

~2y=6—-3X, Y =~x—3

j
Bu y=kx+5, ¥ - ~X* 3 lo'g'ri chiziglar o'zaro perpendikulyar

boMishi shartidan

boMishini topamiz. Topilgan k ning o'rniga qo‘ysak, unda

2
=— x+5
y 3

boMadi. Bu berilgan nuqtadan oMuvchi hamda berilgan to'gMi
chizigqa perpendikulyar boMgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi boMadi.



4-bob. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

Ikkinchi tartibli egri chiziglar x vay o‘zgaruvchilarga nisbatan
ikkinchi darajali tenglamalar bilan ifodalanadi. |kkinchi darajali
tenglamaning umumiy ko‘rinishi quyidagicha boMadi:

AX2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey +F=0 (n

Bu tenglama ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy
tenglamasi deb ataladi. Bu yerda A, B, C, D, E, F - haqiqiy
o'zgarmas sonlar, bundan tashqari A, B yoki C lardan kamida
bittasi noldan larqli.

Ushbu bobda sodda ko'rinishdagi ikkinchi tartibli egri
chiziglardan aylana, ellips, giperbola hamda parabolalarni
garaymiz. Bu egri chiziglarning tenglamalarini topib, ular
yordamida geometrik xossalarini o‘'rganamiz.

I-8. Aylana va uning tenglamasi

Ta’rif. Markaz deb ataluvchi nugtadan baravar uzoqlikda yotu-
vchi nugtalarning to'plamiga aylana deyiladi.

To'g ri burchakli koordinatalar sistemasida aylananing radiu-
si R va markazi A(a; b) nugtada boMsin. N(x; y) avlanadagi ixti-
yoriy nuqgta. Aylananing ta’rifiga ko‘raz AN =R.

Ikki nuqgta orasidagi masofani topish formulasiga asosan:

Tenglikning ikkita tomonini kvadratga koMarib, AN =R ekan-
ligini e'tiborga olsak (x—a)2+(y—b)2=R2(\) kelib chigadi (1-chiz-
ma).

N(x.y) aylananing ixtiyoriy nuqgtasi boMgani uchun (1) tengla-
ma aylananing markazi A(a,b) nugqtada boMgan kanonik (sodda)
tenglamasi deyiladi.

Aylananing tenglamasi o‘z.garuvchi koordinatalarga nisba-
tan ikkinchi darajalidir. Xususiy holda, agar aylananing markazi
koordinatalar boshida boMsa, uning tenglamasi:

2)
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1-chizma

(1) tenglamada qavslarni ochib va ba’zi bir avniy almashti-

rishlarni bajarib, aylananing quyidagi tenglamasini hosil gilamiz:
x2+y2—2ax—2by+a2sb2—R : =0 (3)

Bu tenglamani 2-tartibli egri chizigning umumiy tenglama-
si (1) bilan solishtirganda aylana tenglamasi uchun quyidagi ik-
kita shart bajarilganini ko'rish mumkin: 1) A\ y koordinatalar
ko'paytmasi bo'lgan x y li had gatnashmayapti; 2) x2va y2 lar ol-
didagi koeffitsientlar o'zaro teng, ya’ni JI=bipO\ B=0. Bu holda
(1) tenglama

Ax2+Ay2+2Dx +2Ey +F =0 4)

koTinishda boMib avlanani tasvirlaydi.

Agar [A) mp_—F gl=d2felraf () pousa, (4)

A A"

tenglama (2) tenglamaga aylanadi va, aksincha, (1) tenglamadan

(5) formulalar yordamida (4) tenglamaga o‘tish mumkin.
Mumkin boMgan uchta holni ko'ramiz:

1) D2+E2-AF>0. Bu holda (ymyP) 4 yi B d2+e2-af
I Al | A)
(6) tenglama va demak, unga teng kuchl bo'lgan (4) tenglama
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ham  markazi a b £ nugtada boigan, radiusi
A" A
R=-" —— dan iborat aylanani aniqglaydi.

/ D4
2) D2+E: -AF=0. Bu holda (s ) tenglama xH—  +| v+f' I =o

v A/
kolrinishga ega boladi. Ushbu tenglamani va demak, unga teng
kuchli boigan (4) tenglamani haqgiqgiy yagona O D E X
A

nuqtani tasvirlaydi.

3 D: +E2-~AF<0 bolsa, (s) yoki (4) tenglamaning radiusi
mavhum bolib, bu holda hagigatan aylana mavjud bolmasada,
umumiylik nuqgtayi nazaridan mavhum aylana deyiladi.

Ta’rif. Aylana bilan umumiy bitta Mfx”y,) nuqtaga ega boigan
to‘g‘ri chiziq aylanaga olkazilgan urinma deyiladi. Agar (x
aylananing biror nuqtasining koordinatasi bolsa, u holda bu
nugtadan aylanaga olkazilgan urinmaning tenglamasi (2) tengla-
ma uchun x'X j+ yy”~ R 2(7) yoki (1) tenglama uchun (x-a)’(xn~
a)+(y—b )'(y —b)=R2 (s) ko‘rinishida yoziladi.

1-misol. Markazi (1;3) nuqtada va radiusi 3 ga teng boigan
aylananing tenglamasini tuzing.

Yechish. a=I; b=3, R=3. Bularni (1) formulaga qo‘yamiz:

(x-N2+(y~3)2=9

2-misol. Markazi (—2;4) nuqtada boigan va (3;—4) nuqtadan
oladigan aylana tenglamasini tuzing.

Yechish. Radiusni aylana markazidan uning birorta berilgan
nuqtasigacha boigan masofa sifatida topamiz. Ikki nuqta orasida-
g masofani topish formulasidan foydalansak:

R=7(3+2)2f(-4- 4); =s/25464 =
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(x+2)2+ (y~4)2=89.
3-misol. A(8;5) va B(—1—4) nuqgtalardan va markazi abssissa-
lar cvVgida boMgan aylananing tenglamasini tuzing.
Yechish. Aylananing markazi C(a;0) boMsin. U holda ikki nug-
ta orasidagi masofani topish formulasiga ko'ra

X/1S-0"+f5-0)2 =n/(-1-a)2+(0 + 4);.

Bu ifodani soddalashtirib, quyidagini topamiz: 18a=72">a=4\
C(4;0)

R —AC =1(Z-4)2+52=/T-

Aylananing tenglamasi: (x—4)2+y2=41.
4-misol. Aylananing radiusini va markazining koordinatala-
rini toping:
X2+y2—6X~10y+13=0.
Yechish. Berilgan tenglamani ushbu ko'rinishda yozamiz:
X2+6x+y2—0y+I13=0

Xx2+6x va y~Oy ikki hadlarni toMa kvadratlargacha toMdirib,
ushbuni hosil gilamiz:

X24+2*3X+32+y2~2 HBy+52=25+9~|3
yoki (x+3)2+(y—5)2=2U bundan a=—3\ b=5, R = yfl\.

2-8. Ellips va uning tenglamasi

Ellips, bu ganday chizig? U hagida tasavvurga ega boMish
uchun, bir boMak ip uchlarini bir varag qog‘ozning ikki nuqgtasi-
ga mahkamlanadi va bu ipni galam uchi bilan tarang tortiladi.
(1,2 -chizmalar).

Qalamni shu tarang holatda harakatlantirilsa, uning uchi
qog'ozda chizadigan egri chiziq ellips boMadi.

Ta’rif. Ellips —bu barcha, shunday M nugtalardan iborat boMgan
vassi chizigki, bunda M dan fokuslar deb ataluvchi Fjva f, nugta-
largacha boMgan masofalar yigMndisi o'zgarmas songa teng (bu
kattalik 2a. fokuslar orasidagi masofa 2c dan katta boMishi shart):
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8,10; b) A0, a)

M (X; ¥,
A.(-00 A@ g
8,(b.0) B,(b.0)
BO 9
A (0, -9
1-chizma 2-chizma
IMF]j+jMF: I =const =2a )

Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan foydalanib.

demak. yj(x +c)" +y~ +y](x-c)~ +y~ =2a (2). Bu tenglamani

soddalashtirgandan keyin: (al-c2)x2+a2/ 2=a2a2-c2)(s)

Ellipsning ta’rifiga ko‘ra 2a>2c boMgani uchun a2-c2son mus-
bat: a-—e2=tr (4) belgilash kiritamiz. U holda (3) tenglama

a? A2

(5) tenglama fokuslari Ox o‘qda yotgan ellipsning kanonik
(sodda) tenglamasi deyiladi. (1-chizma) (5) tenglama bilan beril-
gan ellips koordinata o'glariga nisbatan simmetrikdir.

Ellipsning simmetriya o'glarini el.ips o'glari deb, ularning ke-
sishgan nuqtasini eliips markazi deb ataymiz. Ellips fokuslari joy-
lashgan o‘q fokal o‘q deyiladi.

Koordinatalar boshi uning simmetriya markazi deyiladi.

Fj(~c;0) va FZc;0) nugtalar ellipsning fokuslari deyiladi.
Af(—;0), A2a;0), Bt(0;—b), B-/0;~b) nuqtalar ellipsning koor-
dinata o'glari bilan kesishgan nuqtalari. Bu nuqtalar odatda el-
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lipsning uchlari deyiladi. AA{=2a kesma ellipsning katta o‘qi,
BBt=2b kesma esa, ellipsning kichik o‘qi deyiladi. a va b lar el-
lipsning yarim o'qlaridir.

Agar ellipsning fokuslari Oy o‘gda yotsa (2-chizma), uning
tenglamasi :I_2 +2E =i (a>b) (¢) ko‘rinishda boMadi.

b a

Ellipsga doir hamma masalalarda ellipsning simmetriya o‘glari
koordinata o'glari bilan ustma-ust tushadi deb faraz qilinadi.

1-misol. Agar ellipsning o'glari 2a=8\a 2b=6 boMsa, fokuslari
Ox o'gda boMgan ellipsning tenglamasini tuzing.

Yechish. Ellipsning tenglamasini tuzish uchun a va b para-
metrlarni topamiz: a=4 va b=3. Bu qiymatlarni ellipsning (5)

x2 y2

tenglamasiga qo‘yib, ushbuni hosil gilamiz: +

2-misol. Agar ellipsning ikki uchi (-5; 0) va (5; 0) nuqgtalarda,
fokuslari esa (—3; 0) va (3; 0) nuqgtalarda joylashgan boMsa, shu el-
lipsning tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartdan a=5 va c¢=3 ekanligi kelib chigadi. (4) for-
mula bo‘yicha b2=52—32=J6 ni topamiz. a2va b2 ning giymatla-

rini (5) tenglamaga qo‘yib, _V2 +.I!>E=i ni hosil gilamiz.
A 9

3-misol. Fokuslari (o;—>/3 va (o; \[i) nuqgtalarda joylashgan,
katta o‘gi esa 47 ga teng boMgan ellipsning tenglamasini tuzing.
Yechish. Fokuslari Oy o‘gda yotadi, demak a=2s[I. (4+) for-
mulaga ko'ra b2=2v7] ~{S) =28-3 =25 ni topamiz. ir va b2 ning

2 2

giymatlarini (s ) tenglamaga qo‘vib, + =] ni topamiz.
5 28

2

2
4-misol. _ +2_=i ellips berilgan. Ellipsning fokuslarining
koordinatalarini va ular orasidagi masofani toping.
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Yechish. Ellipsning tenglamasidan a2=12, b2z=3 (4) formulaga
ko'ra c— =+3. Demak, fokuslarining koordinatalari (—3; 0) va (3;
0), ular orasidagi masofa esa 2c=2-3=6.

3-8. Ellipsning ekssentritsiteti, fokal radiuslari, direktritsalari

Ellipsning ganday ko‘rinishda boiishi, ellipsning ekssentrit-
siteti deb ataluvchi miqgdor bilan aniglanadi.
Ta'rif. Ellipsning ekssentritsiteti deb, fokuslar orasidagi (2c)
masofaning katta olgi (2a) nisbatiga aytiladi, ya’ni
2c c

£- (9

2a

VOKi
Ur - b*
£ = =] 1- (2)

\aj

c<a bolgani uchun ellips ekssentritsiteti birdan kichik: r<1. Eks-
sentritsitet ellipsning shaklini xarakterlaydi. Hagiqgatan, (2-8 dagi

4) formuladan - 1- — —\—£ kelib chigadi. Bundan
quy-

idagi xulosa kelib chigadi: ellipsning ekssentritsiteti ganchalik ki-
chik bolsa, uning kichik yarim owi b katta yarim o‘gi a dan
shuncha kam farq giladi, ya’ni ellips fokal olg bo'ylab shuncha
kam tortilgan boladi.

(2) formuladan ko'rinadiki, b orta borsa e kichiklasha bor:
di va, aksincha, b kamaya borsa e kattalasha boradi. b ning limiti
nolga intilsa s=I bolib, ellips ikkilangan kesmaga aylanadi.

Katta va kichik olglari teng boigan ellips aylagadir, ya’ni b=a

-

limit holda a radiusli aylana hosil boladi: —i yoki
a' a'

X2+yZa2(3). Bunda ¢ —\ja2-b2=\la2—a2=o va ellips fokuslari
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go‘yo bitta nugtada — aylana markazida birlashib ketadi. Aylana

essentritsiteti nolga teng: e=—=o.
a

Ellips va aylana orasidagi bogManishni boshga nuqgtayi na-
zardan ham o‘ranish mumkin. Yarim o‘glari a va b boMgan el-
lipsni a radiusii aylananing proeksiyasi deb garash mumkin.

Ta’rif. Ellipsning fokuslaridan ixtiyoriy M(X;y) nugtasigacha
boMgan masofalar, M(x;y) nuqtaning fokal-radiuslari deyiladi va
rji=a+sX, rz=a+sx (3.4) formulalar bilan aniglanadi (1-ehizma). El-
lipsning ta'rifiga ko'ra: r* r~ la (3.5)

Demak, ellipsning har ganday nuqgtasi fokal radiuslarining
yigMndisi uning katta o'giga teng.

a a
Ta’rif. Ellipsning direktritsalari deb ushbu * =— va x - —

©) tenglamalar bilan aniglanadigan ikki to‘g‘ri chi'zqua aytilad%

Ellipsning direktritsalari y o'giga parallel va ellips markazidan
+— uzogiikda turgan to‘g‘ri chiziglardir. c<l boMganligi uchun
€

a
~>a; demak, direktritsalar ellipsdan tashqgarida joylashadi.

(1-chizma). \djdA~ direktritsalar orasidagi masofa.

Markazning bir tomonida joylashgan direktritsa va fokus
bir-biriga mos direktritsa va fokus deb ataladi.

Ellipsning nuqtalari bir-biriga mos fokus va direktritsaga nis-
batan ushbu xossaga ega: ellipsning har bir nugtasidan fokusgacha
olingan masofaning o‘sha nugtadan mos direktritsagacha boMgan
masofaga nisbatan ellipsning ekssentritsitetiga baravar.

d, va d2 direktritsalarning tenglamalari:



1-chizma

Ellipsning ixtiyoriy M(X;y) nuqgtasidan fokusgacha boigan
(r, yoki r2 masofasining shu M(x;y) nuqtadan direktritsagacha
(dj yoki d-) bo‘lgan masofaga nisbati ellipsning ekssentritsiteti-
ga teng. ya’'ni:

)

Ellipsning o'glari koordinata o‘glariga parallel bo‘lib, simetri
ya markazi biror (X0, yO) nugtda bolganda, uning tenglamasi

(*-*0)z , (¥Y-Yo¥ (s) koiinishda boladi.
a' b2
— + ~- =1 ellipsning M|(%,; y,) nuqgtasiga urinma boigan
a' b~
towg‘ri chizigning tenglamasi: X5 & w =1 (10)
a b~
1-misol. Katta yarim olgi a=6 va 8=0,5 boigan, ellipsning
kanonik tenglamasini toping.
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Yechish: £—;—O,5. Demak, fokuslar orasidagi masofaning

yarmi c=a *£= 0,53 Ellips kichik varim o'qi
b= sja' - c2=736 -9 = "27
2 2

Ellipsning kanonik tenglamasi: = r— =1.
36 27

2-misol. Ellipsning ekssentritsitetini toping: L. +2_ =]
36 16
Yechish. Ellipsning tenglamasidan: a2=36: Ne=16.
2-8 dagi (4) formuladan: c =yja2-b2=\/36- 16=vAD—2>5 ni
topamiz.
Ekssentritsitetni (2) formulaga ko'ra topamiz:

» =14 =,
\Y a" \V 36 6 3

Yoki (1) formulaga ko'ra: e=- =1 =— .
a 6 3
3-misol. M, (4; -2) nuqgta orqali o'tuvchi, Kkichik varim o'qi
b=4 boMgan ellipsning ekssentritsitetini toping.

Yechish. b=4 da ellipsning kanonik tenglamasi quyidagicha
boMadi:

az2 16

Mj(4;—2) nuqgtaning koordinatalari bu tenglamani ganoat-
lantiradi.

Demak, 1_+ j. Bunda al =— va b2=16. Ekssentrit-
ar ]6 3

sitetini (2) formula yordamida topmiz:
b~ | 16 3 | 3 1
a v 64 v 4 2
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4-misol. Ellipsning katta o'qgi 12 ga teng, x=%9 to'g'ri chiziglar
esa uning direktritsalari bo'lsin. Ellipsning kanonik tenglamasini
va ekssentritsitetini toping.

Yechish. Ellipsning kanonik tenglamasini topish uchun a va b
yarim o'glarni bilish kerak. Shart bo'vicha 2a=12">a=6, b yarim
o'gni (7) formuladan foydalanib, quyidagicha topamiz:

Ellips tenglamasi: -— =Y
36 20

a 6 3

5-misol. Ellipsning kichik o'gi s ga, ekssentritsiteti £=0,6 ga
teng bo'lsa ellipsning kanonik tenglamasini va direktritsa teng-
lamasini yozing.

Yechish. Shartga ko'ra 2b=8=>b—=4. Ekssentritsitetni (2) for-

mulasiga asosan: s — 1- 7 —0,6. Bundan a2=25.

Ellips tenglamasi, 2s 5 ko'rinishda bo'ladi.

c2=ar—b2 c=w/25—-16=3

(7) formuladan foydalanib direktritsa tenglamasini topamiz:

x —#l22 <oy = %28
c 3
6-misol. Katta o'gi 16 ga, direktritsalar orasidagi masofa 20 ga
teng bo'lsa, ellipsning kanonik tenglamasini va ekssentritsiteti-
ni toping.
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2-chizma

Yechish. Shartga ko'ra 2b=16">b=8\ (6)
a 12 8 4
formuladan: v — . (7)
£ A £ j
formuladan: x &5 1 =82 = _ X4
c c

b2=a-—€2=64—40, 96=23,04.

n , Yy . 25v2
voki
64 23,04 ! 64 576

Bundan.

Ellipsning chizmasini yasaymiz: </=£ b=4,8: c=6,4.

4-8. Giperbola va uning tenglamasi

Ta’rif. Giperbola deb, tekislikning barcha shunday nuqtalari
to‘plamiga aytiladiki, bu nuqtalarning har biridan shu tekislik-
ning fokuslari deb ataluvchi berilgan ikki nugtasigacha boigan
inasofalar ayirmalarining absolyut giymatlari o'zgarmas bo'ladi
(bu kattalik nolga teng bo'lImagan va fokuslari orasidagi maso-

falardan kichik boigan shartda).



1-chizma

F, va F:2 fokuslar orasidagi masofani 2c orgali, giperbolaning
har bir nugtasidan fokuslargacha bo'lgan masofalar ayirmasining
moduliga teng bo'lgan o'zgarmas miqgdorni 2a orgali (o <ta<zc)
belgilaymiz. Ellips holida bo'lgani kabi abssissalar o'qini fokus-
lar orgali o'tkazamiz, F,F2 kesmaning o'rtasini esa koordinatalar
boshi deb gabul gilamiz (1-chizma).

Bunda fokuslar F,(-0; 0) va F2(0; 0) koordinatalarga ega bo'la-
di. Fokuslari Ox o'gida yotgan giperbola (1-chizma) tenglamasini,
uning ta’rifiga asoslanib keltirib chigaramiz. Ikki nuqta orasida-
gi masofa formulasiga ko'ra:

\l(x ~+c)2+y2-y](x-c)2+y2—+2a (n
Soddalashtirishlarni bajargandan so‘ng, quyidagi tenglamani
hosil gilamiz:
(a2-cI9x2+aZx = aAa2~c? (2)
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2-chizma

(2) tenglamada giperbola uchun 2a < 2c¢ boMgandan ayirina

noldan kichik: a2~c<0. Shuning uchun c2—a2—2 (3) deb olamiz.
U holda (2) tenglama quyidagi ko'rinishga keladi: — ~; =\ (4.
a

(4) tenglamaga fokuslari Ox o‘gida yotgan giperbolaning
kanonik (sodda) tenglamasi deyiladi.

Giperbola tenglamasida y O deyilsa, x~%a bo'lib, giperbola Ox
o‘qini 1t(-a;0) va A-/a;0) nuqtalarda kesishini bildiradi. (4) teng-
lamada x=0 deyilsa y2=—b2 bolib, bu esa giperbola Oy o‘gi bilan
kesishmasligi ni bildiradi.

Lekin, y==yj-b2=+bi mavhum boMgani uchin, fokal o'gqga
perpendikulyar boMgan simmitiriya o‘qi giperbolaning mavhum
o‘gi (B,Bz2 kesma), giperbolaning fokuslari joylashgan o‘g fokal
o‘q (FjF2 kesma) va fokal o'gni odatda haqigiy o‘q (A]A-) kesma)
deyilib, A]va A7 nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi.

a va b sonlar mos ravishda giperbolaning haqigiy va mavhum
yarim o'qglari deb ataladi.



Agar giperbolaning fokuslari Oy o‘qda yotsa (2-chizma), u
) *

holda uning tenglamasi g f =1 (5). Bu giperbola (4) giper-
a

bolaga nisbatan go‘shma deyiladi.

1-misol. Agar giperbolaning haqiqgiy o'qi 18 ga, mavhum o'qi
esa s ga teng bo'lsa, fokuslari Ox o'gda yotgan giperbolaning
tenglamasini tuzing.

Yechish. Giperbolaning tenglamasini tuzish uchun a va b pa-
rametrlarni bilish zarur. Masalaning shartidan: =/<?=>=9;

X2 v2

2b—8">b~4. Topilgan qgiymatlarni (4) ga qo'ysak: T 16

2-misol. Agar giperbolaning uchlari A1 (-2; 0) va A2 (2; 0)
nugtalarda joylashgan, fokuslari esa FI (-4; O) va F2 (4; 0) nuqta-
larda joylashgan bo'lsa, giperbola tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartdan a=2, c=4 ekani kelib chigadi. (3) formula-
ga ko'ra b2=42~-22=21. Bu gqiymatlarni (4) tenglamaga qo'vib,

JC7 v? . o .
——— —— =1 ni hosil gilamiz.
4 12
_ _ _ . LT v
3-misol. Giperbolaning tenglamasi berilgan— -— =1
64 57

Uning uchlarining va fokuslarining koordinatalarini toping.
Yechish. Giperbolaning tenglamasidan: a2=64">a=%8.
(3) formulaga ko'ra c2=a2+b2=64+57=121">c=+]1 Demak,
giperbolaning wuchlari (~sjp) va (s;0) nuqtalar, fokuslari esa
(—11;0) va (11;0) nuqtalar ekan.

Giperbolaning shakli

b f=2 7 an ,
(4) tenglamadan y - —\x —a , X- Eyjy +b  (2) teng-
a

lamalarni topamiz.
Bu tenglamalarning birinchisidan ushbu xulosalar chigadi:
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1) |X]<a uchun y ning giymati mavhum; demak, giperbola y
o'gi bilan kesishmaydi va x=2a t ri chiziglar bilan chegaralan-
gan soha ichida nuqtalari bo'Imaydi.

2) x=x<a boMganda, y=0 boMadi; demak, giperbola x o‘qini
ikkita A, va A 7 nugtada kesadi; bu Atva A2nuqtalar koordinatalar
boshida a masofada turadi va giperbolaning uch lari deb ataladi.

3) absolyut giymati a dan katta boMgan x ning har bir giyma-
tiga y ning ikki giymati to'g'ri keladi, bu giymatlar bir-biridan
ishoralari bilangina farq qiladi. Demak, giperbola x o'giga nisba-
tan simmetrik egri chiziqdir;

4) x cheksiz o'sganda y ham cheksiz o'sadi. Demak, (2) teng-
lamalarning ikkinchisi giperbolaning y o‘giga nisbatan simmetrik
egri chiziqg ekanligini ko'rsatadi.

Giperbolaning hamma nuqtalari x=#xa to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan sohadan tashgarida joylashganligidan va ordinata-
lar o'giga simmetrikligidan, u cheksiz cho'zilgan ikki ayrim tar-
mogdan iborat ekanligi bilinadi (1-chizma).

Giperbolaning asimptotalari

Funksiya argumenti x cheksizlikka intilganda funksiya grafigi
biror to'g'ri chiziqga cheksiz yaqinlashish xossasi uning grafigini
chizishda muhum rol o'ynaydi.

Ta’rif. Agar y=f(x) egri chizigning M nuqtasidan / to'g'ri
chiziggacha bo'lgan s masofa M nuqgta cheksiz uzoqglashganda
nolga intilsa, / to'g'ri chiziqg y=f(x) egri chizigning asimptota-
si deyiladi.

y=f(x) funksiya grafigining asimptota chiziglari umuman uch
xil k rinishda bo'ladi:

1) vertikal asimptota;

2) gorizontal asimptota;

3) y=k+b k rinishdagi asimptota chizig'i.

Xx—*a boMganda jr| >/. bo'lsa, x=a vertikal asimptota chizig'i;
y—+a bo'lganda |[4— bo'lsa, y=a gorizontal asimptota chizig'i
boMadi.



Agar k=lim ) @), b= lim(/(1)-/:(x) (2 limitlar mavjud
boMsa, u holday=kx+b to‘g‘ri chiziq y=f(x) egri chizigning og‘ma
asimptotasi deyiladi.

Agar y=kx+b og'ma asimptota tenglamasini aniglashda k=0
(Xususiy holda k=0, b=0) boMsa, u holda y=b (yoki y=0) to‘g4i
chiziq gorizontal asimptota deyiladi.

Giperbolaning muhum xususiyatlaridan biri shundaki, uning
nugtalari uchlaridan uzoglashib borgan sari asimptota deb atal-
gan to‘g‘ri chiz.iglarga cheksiz yaqinlashib boradi.

Giperbolada ikkita asimptota bor bolib, uning tenglamalari,

b a
(4) uchun: y-+ —x (3 (5) tenglama uchun: Ex (4).
a

1- va 2- chizmalarda giperbola va uning asimptotalarining
o‘zaro joylashishi ko‘rsatilgan. Bu chizmalarda giperbola asimp-
totalarining qganday joylashishi ham ko‘rsatilgan. Giperbolani
yasashdan avval uning asimptotalarini yasash tavsiya gilinadi.

4-misol. Giperbola asimptotalarining tenglamalari 8y+6x=0
va 8y—6x=0 hamda fokuslar orasidagi masofa 20. Uning kanonik
tenglamasini tuzing.

Yechish. Masala shartiga asosan va (3) formulaga ko'ra:

+ 6 Bund b ® (5)

—+—x Bundan: b—-a

Y 8 8
Masala shartiga asosan:

2c=207c=10; cMtr+a”l0OO0 Ir+ a2 ®)

a va b larni (5) va (6) dan topamiz:

100 -a +— a‘'
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Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi: * Z =i
64 36

5-misol. Asimptotalar orasidagi burchak 150° va fokuslari
abssissalar o'gida bo'lib, ular orasidagi masofa 2c =8WV3 bo'lsa
giperbola tenglamasini tuzing.

Yechish. Agar giperbola asimptotalari o‘zaro 150° li burchak
tashkil etsa, ularda bittasi bilan Ox o'gning musbat yo‘nalishi
orasidagi burchak 30° bo'ladi.

Shuning uchun: —= /"30° =a =
a

a va b laming giymatlarini aniglaymiz. Masala shartiga aso-
san: c2—48.

Bundan:
W= 3/r +b2=48 r
\b2=12
= H
a2=36
+ =8 a2=3/r 1
Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi: -— =1

36 12
Giperbolaning ekssentritsiteti, direktritsalari vafokal radiuslari

Ta’rif. Giperbolaning ekssentritsiteti deb, fokuslar orasidagi
(2c) masofaning haqiqgiy o'gi (2a) nisbatiga aytiladi va quyida-
gicha belgilanadi:

2c ¢ yjer f bl 1 /)

la a 1+ a, M

c<a bo'lgani uchun e>1I bo'ladi.
Ekssentritsitet giperbolaning shaklini xarakterlaydi. Hagigatan

(3) formuladan quyidagi kelib chigadi: /12 —e — (2
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Bundan ekssentritsiteti qanchalik kichik bo'lsa, giperbolaning ya-

rim qglari nisbati — shunchalik kichik boMishi k rinadi.
a

Birog - nisbat giperbola asosiy to'g'ri to'rtburchagi CDEF
a

(I-chizma)ning shaklini, demak, giperbolaning o‘zining shaklini
aniglaydi. Giperbolaning ekssentritsiteti ganchalik kichik boMsa,
uning asosiy to'g'ri to'rtburchagi fokal o'q yo'nalishi bo‘yicha
shunchalik tortilgan boMadi.

Ta’rif. Giperbolaning direktritsalari deb, uning simmetriya

markazidan +— masofada haqiqgiy o'giga perpendikulyar boMib
e

oMadigan (dtva dj to'g'ri chiziglarga aytiladi.
Demak, giperbola direktritsalarining tenglamalari:

e (3) yoki c 4)

Giperbolaning markazidan bir tomonda yotgan direktritsasi va
fokusi mos direktritsa va mos fokus deb ataladi.

Giperbolaning nuqtalari mos fokus va mos direktritsaga nis-
batan ushbu xossaga ega: Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan fok-
usgacha boMgan masofaning mos direktritsagacha boMgan masofa-
ga nisbati o'zgarmas son boMib, giperbolaning ekssentritsitetiga
tengdir, ya’ni:

Ta’rif. Giperbolaning ixtiyoriy M (x;y) nugtasidan uning F/c;0)
va F qc;0) fokuslarigacha boMgan masofalari M nuqtaning fokal
radiuslari deyiladi va ular shu

58



/, a + ex tarmog‘i uchun) va J 1 ¢ (chap
a -fex [r7=a —ex
tarmoq uchun) formulalar bilan aniglanadi.
V2

6-misol. Giperbolaning tenglamasi berilgan:fE— -— =1
3% 12

Uning ekssentritsitetini toping.

Yechish. Giperbola tenglamasidan: a2=36, Ne=12. Ekssentrit-
sitet yuqoridagi formulalardan kelib chiggan holda hisoblanadi:
A \a2+b2_ 7

a 6
7-misol. Haqiqiv o‘gining uzunligi 10 ga, ekssentritsiteti - ga
5
teng bo'lib, fokuslari Ox o'qda yotgan giperbolaning tenglamasi-
ni tuzing.

Yechish. Shartga ko'ra: 2a=10">a=5 (1) tenglikdan foydalanib,

quyidagilli topamiz: - =-=>c =6
5 5
So'ngra, br=36—25=11 ni topamiz. Shunday qilib izlanavot-

gan tenglamafg— Ly 1 ko'rinishda bo'ladi.
n

-
8-misol. Giperbolaning ekssentritsiteti e = —. M (X;y) nugta-
5

ning fokal —radiusi r=14 Shu M nuqgtadan u bilan bir tomonda
yotuvchi direktritsagacha bo'lgan masofani hisoblang.
Yechish. Masala shartiga asosan chizma chizamiz (3-chizma).
Agar M(x;y) nuqtaning fokal radiusi r bo'lsa, M (x;y) nugtadan
M nugta bilan bir tomonda yotuvchi direktritsagacha bo'lgan ma-

sofani d desak, bular orasida e = — munosabat mavjud. Bu mu-
d
nosabatdan:
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3-chiznia

5-8. Parabola va uning tenglamasi

Uchi koordinatalar boshida bo4gan parabola

Ta’'rif. Parabola deb, tekislikning fokus deb ataluvchi berilgan
to'g'ri chizigdan baravar uzoglashgan barcha nuqgtalar to'plamiga
(fokus direktritsada yotmaydi deb faraz gilinadi) aytiladi.

Fokusdan direktritsagacha bo‘lgan masotani /; orgali belgilay-
miz. Bu kattalik parabolaning parametri deyiladi.

Parabola tenglamasini keltirib chigarish uchun tekislikda
koordinatalar sistcmasini quyidagicha olamiz. Fokusdan o'tuv-
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chi hamda berilgan direktritsaga perpendikulyar boMgan to'g'ri
chizigni abssissa o0'qgi deb, direktritsa va fokus orasidagi maso-
fani ifodalovchi kesma o'rtasidan o'tuvchi hamda Ox o'giga per-
pendikulyar boMgan to'g'ri chizigni Oy o'gi deb olamiz. (1-chiz-
ma)

Shunday qilib, tanlangan sistemada fokus f _.p koordina-
talarga, direktritsa tenglamasi x = —% (D ko'rinishda bo'ladi.
—chizrna 2-chizma

M (x;v) parabolaning ixtiyoriy nuqtasi boMsin. U holda para-
bola ta’rifiga asosan: MN=MF (2). Ikki nuqgta orasidagi masofa

formulasiga ko'ra x-s. +y2—v_(IL (3) bo'ladi.
1

(2) tenglik ning har ikki tomonini kvadratga oshirib topamiz:
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yr=2px(p=>0) (4). Bu tenglama, simmetriya o'gi Ox va tarmoq-
lari o‘nga yo'nalgan, uchi koordinata boshida boMgan parabola-
ning kanonik (eng sodda) tenglamasi deyiladi (1-chizma).

Parabolaning simmetriya o'qi fokal o'q deyiladi. Parabolaning
simmetriya o'qi bilan kesishish nuqgtasi uning uchi deyiladi.

p
M (x:y) nugtaning fokal —radiusi: r'= x + — (5)

Simmetriya o'qi Ox va tarmoglari chapga yo'nalgan, uchi
koordinatalar boshida boigan parabola (2-chizma)ning kanonik
tenglamasi y2=~2px(p>0) (5) ko'rinishda boMadi. Uning direk-

P
tritsasi tenglamasi x = — (7) boMadi.

Oy o'g simmetriya o'qi boMgan va tarmoglari yuqoriga yo'nal-
gan, uchi koordinatalar boshida joylashgan parabolaning teng-
lamasi (3-chizma).

x2=2py(P=>0) (7) ko'rinishda bo'lib, uning direktritsasi tcng-

lamasi y =~ L (8) bo'ladi. M(x;y) nuqgtaning fokal radiusi:

©)

3-chizma 4-chizma
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Oy o'g simmetriya 0'qi boMgan va tarmoglari pastga yo'nalgan,
uchi koordinatalar boshida bo'lgan parabolaning (4-chizma)
kanonik tenglamasi x2=—2py(p>0) (10) ko'rinishda bo'lib, uning

direktritsasi tenglamasi y = P (11) bo'ladi.

r

d
1-misol. Agar uchi koordinatalar boshida boMgan parabolaning

fokusi F(4;0) nuqgtada yotsa, bu parabola tenglamasini tuzing.

Yechish. Parabolaning fokusi Ox o'gining musbat yarim o'qi-
da yotibdi.

Parabolaning ekssentritsiteti: e=1, chunki d=r\ £=—= 1.

Unda parabolaning tenglamasi y2=2px boMadi. — = 4=>p —8.
2

Demak, y*—16x.

2-misol. Uchi koordinatalar boshida, Ox o‘giga nisbatan sim-
metrik va A(2;2) nuqtadan o'tuvchi parabolaning tenglamasi to-
pilsin.

Yechish. Shartga ko‘ra izlanayotgan parabola (2;—2) nuqgtadan
o'tadi. Binobarin, bu nuqgtaning koordinatalari parabola teng-
lamasini ganoatlantiradi.

(~2)2=2p-2~p=lI.

Demak, parabolaning tenglamasi yr—2 ' 1%=2x boMadi.

3-misol. Parabola tenglamasi y2=10x berilgan. Uning direk-
tritsasi tenglamasini tuzing.

Yechish. Parabola tenglamasi y2=10x dan 2p=10">10p=5.

P ) 5 . . .
X = ———boMgani uchun x = ————"yoki 2x+5=0 direktritsa
2 2

tenglamasidir.

4-misol. Uchi koordinatalar boshida, direktritsasining teng-
lamasi x=~4 bo'lgan parabola fokusining koordinatalarini yo-
zing.
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Yechish. Koordinatalar boshidan, direktritsagacha boMgan
masofa koordinatalar boshidan fokusgacha boMgan masofaga,

ya’ni E. ga teng. x=—4 direktritsa tenglamasidan — = 4 ekani
2

P
kelib chigadi. x = —— direktritsa tenglamasiga y2—2px parabola

mos keladi, uning fokusi F(4;0).
Uchi siljigart parabola

Uchi (a;b) nugtada, simmetriya o‘gi Ox o‘gqga parallel va tar-
moglari oMigga yoMialgan parabola tenglamasi (5-chizma):

5-chizma 6-chizma

7-chizma 8-chizrna



(y—b)2=2p(x~a) (1) ko‘rinishda bo'ladi.

Uchi (a;b) nugtada, simmetriya o'qi Ox o'gga parallel va tar-
moglari chapga yo'nalgan parabola tenglamasi (6-chizma):

O'—b)2=—2p(x~a) (2) ko'rinishda bo'ladi.

Uchi (a;b) nuqtada, simmetriya o'qi Oy o'gga parallel va tar-
mogqlari yuqoriga yo'nalgan parabola tenglamasi (7-chizma):

x—2)2=—2p(y—b) (3) ko'rinishda bo'ladi.

Uchi (a;b) nuqgtada, simmetriya o'gi Oy o'qga parallel va tar-
mogqlari pastga yo'nalgan parabola tenglamasi (8-chizma):

(x—a)2=—2p(y—h) (4) ko'rinishda bo'ladi.

Tenglamalarning har birida parabolaning parametri p>0 pa-
rabola fokusidan uning direktritsasigacha bo'lgan masofa.

5-misol. Uchi A(l; 3) nugtada bolib, M(5; 7) nugtadan o'tuv-
chi, simmetriya o'gi Ox o'qga parallel bo'lgan parabola teng-
lamasini toping.

Yechish. Shartga muvofiq, izlanayotgan parabola tenglamasi
(1) ko'rinishda bo'ladi, chunki M(5; 7) nuqta parabolaning uchi-
dan o'ngda joylashgan. Demak, parabolaning tarmoglari o'ng-
ga yo'nalgan. p parametrning giymatini hisoblash uchun A va M
nugtalarning koordinatalarini (1) tenglamaga go'yamiz:

(7—3)2=2p(5—)=>16=8p==p=2. Topilgan p=2 giymatni va A
uchning koordinatalarini (1) tenglamaga qo'yib, izlanayotgan
tenglamani hosil qilamiz: (y~3)2=4(x~I).

6-misol. Uchi A(3;~3) nuqgtada, fokusi F(8;2) nuqgtada bo'lgan
parabola tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartga ko'ra izlanayotgan parabolaning tenglamasi
(1) ko'rinishda bo'ladi. Parabolaning o'gi Ox o'gga parallel
bo'lgani uchun (uchining va fokusining) ordinatalari bir xil va
demak, Ox o'qga parallel bo'lgan to'g'ri chizigda yotadi), para-
bolaning tarmoglari esa o'ngga yo'nalgan (parabolaning fokusi
uchidan o'ngda joylashgan). Parabolaning uchi bilan fokusi

orasidagi masofa — ga teng bo'lgani uchun
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—=8—3=5=>»=10.
2

A uchining koordinatalarini va p ning topilgan giymatini (1)
tenglamaga qo‘yib, (y+3)2=/0(x~3) ni hosil gilamiz.

7-misol. ) +4y—24x+76=:0 parabola uchi va fokusining koor-
dinatalarini toping. Direktritsasining tenglamasini tuzing.

Yechish. Parabolala tenglamasini (1) ko'rinishga keltiramiz:

Y2+ 4y=24X-7 6"y 2+2-2y+22=24x~72=>
=>(y+2)2=24(x-3).

Bundan parabola  uchining koordinatalari: A(3;-2);
2p=24=>p=12.
Parabola uchidan fokusigacha boMgan masofa @—— —" L@
2 2
teng.

Fokusning abssissasi: 3_|_ié: =3+6=9 Fokus parabola uchi-

dan o'ngda joylashgan, chunki parabolaning tarmogqlari o'ngga
yo'nalgan; fokusning ordinatasi parabola uchining ordinatasiga
teng, chunki parabolaning o'gi Ox o‘qga parallel, u holda fokus-
ning koordinatalari F(9; -2) boMadi.

Parabolaning tarmoglari oMigga yo'nalgani uchun direktritsa
parabola uchidan chaproqdan o'tadi. U koordinatalar boshidan
ham chapdan oMadi, chunki uchidan Oy o‘ggacha masofa 3 ga
teng, uchidan direktritsagacha boMgan masofa 6 ga teng. Direk-
tritsaning abssissasi minus ishora bilan olingan ushbu avirmaga

teng: ——3=6-3 = 3.
2

Shuning uchun direktritsaning tenglamasi: x=-3.
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5-bob. FUNKSIYA VA UNING LIMITI
1-8 To‘plamlar va ular ustida amallar

To'plam va uning dementi. Chekli va cheksiz to'plam lar

Matematikada ko‘pincha biror obyektlar gruppalarini yagona
butun deb garashga to'g'ri keladi: 1 dan 10 gacha bo'lgan sonlar
bir xonali sonlar, uchburchaklar, kvadratlar va shu kabilar. Bun-
day turli majmualar to'plamlar deb ataladi.

To'plam tushunchasi matematikaning asosiy tushunchalaridan
biridir va shuning uchun u boshqga tushunchalar orgali ta’riflan-
maydi. Uni niisollar yordamida tushuntirish mumkin. Jumladan
biror sinfdagi o'quvchilar to'plami hagida, natural sonlar to'pla-
mi hagida gapirish mumkin.

Ba’zi hollarda to'plamlar lotin alfavitining A, B, C,..., Z harf-
lari bilan belgilanadi. Birorta ham obyektni o‘z ichiga olmagan
to'plam bo'sh to‘plain deyiladi va 0 belgi bilan belgilanadi.

To‘plamni tashkil etuvchi obyektlar uning elementlari deyila-
di. To'plam elementlarini lotin alfavitining kichik harflari a, b,
c,...,z bilan belgilash gabul qgilingan.

To‘plamdagi elementlarning ushbu to'plamga garashli ekan-
ligini quyidagicha belgilaymiz.

aeA a element A to'plamga garashli. Agar biror element
to'plamga garashli bo'lmasa. U holda g dan foydalaniladi.
Masalan, A = {1, a, b, ¢, 4} bo'lsin u holda quyidagilar o‘rinli
leA, aeA, beA, ceA, 4eA, 5gA, dgA,m keA.

Agar to'plam elementlarini sanash mumkin bo'lsa bunday
to'plam cheklangan to'plam deyiladi. Agar ularni sanash mum-
kin boMmasa bunday to‘plam cheksiz to'plam deyiladi.

Masalan, haftadagi kunlar to'plami chekli, to'g'ri chiziqdagi
nuqtalar to'plami esa chcksizdir.

Matematikada bunday to'plamlar uchun maxsus belgi gabul
gilingan: N harfi bilan natural sonlar to'plami belgilanadi, z —
butun sonlar to'plami, Q — rasional sonlar to‘plami, R — hagqi-
qiy sonlar to'plami.
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|0; 1L sigment kantinium quvvatli to'plamdir. Unga ckvivalent
to'plamlar cheksiz to‘plam hisoblanadi. Ixtiyoriy kichik kesma
ustidagi nugqgtalar to'plami kantinium quvvatli to'plamga ekvi-
valent to'plamdir.

Doiraning markazidan to'g'ri chiziglar o‘tkazsak doiraning
bir nechta nuqgtalari to'g'ri chizigning bitta nuqgtasiga akslana-
di. Bu akslantirishda doira nugtalari to'plami to'g'ri chiziq nuqgta-
lari to'plamiga akslantirish bo'lib, bu to'plamlar katinium quvvatli
to'plamdir. Ya’ni cheksiz to'plamdir. Ikkita A va B to'plam beril-
gan boisin biror f qoida bo'yicha A to‘plamning har bir x elementiga
B to'plamning y elementini mos keltiraylik. U holda shu qoidani A
to'plamni B to'plamga akslantirish deyiladi. Quyidagicha belgilanadi:

/
f: A yoki A —>B

To'plam o'z eiementlari bilan aniglanadi, ya’ni agar ixtiyoriy
obyekt hagida u biror to'plamga tegishli yoki tegishli emas deyish
mumkin bolsa, bu to'plam berilgan deb hisoblanadi.

To'plamni uning barcha elementlarini sanab ko'rsatish bilan
berish mumkin. Masalan, agar biz A to'plam 3, 4, 5 va 6 son-
lardan tashkil topgan desak, biz bu to'plamni bergan boiamiz,
chunki uning barcha elementlarini sanab ko'rsatildi. Uni bunday
yozish mumkin: A={3, 4, 5, 6} bunda sanab ko'rsatilgan element-
lar katta qgavslar ichiga yoziladi.

Xarakteristik xossa — bu shunday xossaki, to'plamga tegishli
har bir element bu xossaga ega boladi va unga tegishli boimagan
birorta ham element bu xossaga ega bolmaydi.

Masalan, ikki xonali sonlar to'plami A ni garaylik. Mazkur
to'plamning ixtiyoriy elementi ega boigan xossa — «ikki xona-
li son bolishlikdir». Bu xarakteristik xossa biror-bir obyektning
A to'plamga tegishli yoki tegishli emasligi hagidagi masalani ye-
chish imkonini beradi. Masalan, 21 soni A to'plamga tegishli,
chunki u ikki xonali son, 145 soni esa A to'plamga tegishli emas,
chunki u ikki xonali son emas.
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Ta’'rif. Agar B to'planining har bir elementi A to'plamning
ham elementi bo'lsa, B to'plam A to'planining gism to'plami de-
yiladi.

Agar B A to'planining gism to'plami boMsa, BczA kabi yozi-
ladi va bunday o‘giladi: «<B A ning gism to'plami», «B to'plam A
ga kiradi».

Ta’rif. Agar AcB va BCA boMsa, A va B t plamlar teng de-
yiladi.

Agar A va B to'plamlar teng bo'lsa, u holda A = B kabi yozi-
ladi.

Kesishmaydigan to'plamlar umumiy nuqgtaga ega boMmagan
ikkita doira yordamida tasvirlanadi.

To'plamlar kesishmasi

Ta’rif. A va B to'plamlarning kesishmasi deb shunday to'plam-
ga aytiladiki, u fagat A va B to'plamga tegishli elementlarnigina
0'z ichiga oladi.

A va B to'plamlarning kesishmasi ATMNB kabi belgilanadi. Agar
A va B to‘plamlarni Eyler doiralari yordamida tasvirlasak, u hol-
da berilgan to'plamlarning kesishmasi shtrixlangan soha bilan
tasvirlanadi (1-chizma).

Agar A va B to‘plamning elementlari sanab k rsatilgan bo'lsa
u holda AMB ni topish uchun A va B ga tegishli boMgan element-
larni, ya’ni ularning umumiy elementlarini sanab ko'rsatish yetarli.

Endi A juft natural sonlar to'plami va B 4 ga karrali natural
sonlar to‘plamining kesishmasi ganday to'plam ekanini aniglay-
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miz. Berilgan A va B to‘plamlar cheksiz to'plamlar va B to‘plam
A to‘plamning gism to‘plami. Shuning uchun A to‘plamga va B
to'plamga tegishli clementlar B to‘plamning eiementlari boMadi.
Demak, ATB = B.

To\plamlarning birlashmasi

Ta’rif. A va B uVplamlarning birlashmasi deb shunday to'plam-
ga aytiladiki, u fagat A yoki B to‘plamning elementlarini o‘z ichi-
ga oladi.

A va B to‘plamlaming birlashmasi A B kabi belgilanadi. Agar
kesishuvchi A va B to‘plamlarni Eyler doiralari yordamida tasvir-
lasak u holda ularning birlashmasi shtrixlangan soha bilan tasvir-
lanadi (2-chizma).

Endi A juft natural sonlar to‘plami va B 4 ga karrali natural
sonlar to'plamining birlashmasi ganday to'plam ekanini aniglay-
miz.

llgarirog BnA ekani aniglangan edi. Shuning uchun AuB
to‘plamga tegishli clementlar A to‘plamning eiementlari boMadi.
Demak mazkur holda AuB = A.

To'plamlar kesishmasi va birlashm asi qonun/ari

1 Ixtiyoriy A va B to‘plamlar uchun to‘plamlar kesishmasi va
birlashmasining o‘rin almashtirish gonunini ifodalovchi AuB =
BuA, AnB = BnA tenglikning o'rinli boMishi kelib chigadi.

2 To‘plamlar birlashmasi va kesishmasi uchun gruppalash
gonuni ham o‘rinli, ixtiyoriy A, B va C to'plamlar uchun (AnB)
nC =An(BnC), (AuB)uC = A" (Bu C) tengliklar bajariladi.

Gruppalash gonunlarini Eyler doiralari yordamida ko'rgazma-
li tasavvur gilish mumkin. Masalan, to‘plamlar kesishmasining
gruppalash qgonunini ko‘rib chigaylik. A, B va C to'plamlarni
juft-jufti bilan kesishadigan uchta doira koTinishida tasvirlaymiz.

3 Tagsimot xossasi:
(AkjByn C=(AuC)n (B u C),
ArnB)u C=AuQ n (B u C)
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Qism to'planining to‘ldiruvchisi

Eyler doiralari  yordamida
mazkur vaziyat 3-chizmadagi ka-
hi tasvirlanadi, bunda A to‘plam-
dan B qgism to‘plam chiqgarib
tashlangandan keyin qolgan gism m
— bu shtrixlangan qismdir. Bu B
gism B to‘plamning A to‘plamga-
cha toMdiruvchisi deyiladi. j
Ta’rif. Bc=A boMsin. A
to‘plamning B to‘plamga tegish-
li boMmagan elementlarnigina o‘z
iciga olgan to‘plam B to'planining
A to'plamgacha toMdiruvchisi deyiladi.
B to‘plamning A to'plamgacha toMdiruvchisi (B ¢ A shart ba-
jarilganda) A\B kabi belgilanadi.
Qism to'planining toMdiruvchisini topishda foydalaniladigan
operatsiya ayirish amali deyiladi.
Agar A va B to'plamlar elementlari sanab ko'rsatilgan boMsa,
u holda A\B ni topish uchun A to'plamga tegishli boMgan va B
to‘plamga tegishli boMmagan elementlarni sanab ko‘rsatish yetarli.

B’A= A\B
A

3-chizrna

Toplamlaming dekart ko'paytm asi

To‘plam elementlarining kelish tartibi muhim boMgan hollar-
da, matematikada elementlarning tartiblangan naborlari hagida
gap boradi. Mazkur masalada biz tartiblangan juftliklar bilan ish
ko‘ramiz.

a va b elementlardan tashkil topgan tartiblangan juftlikni (a,
b) bilan belgilash gabul qilingan, bunda a element juftliklarning
birinchi koordinatasi (komponentasi), b element esa bu juftlik-
ning ikkinchi koordinatasi (komponentasi) deyiladi.
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(@, b) va (c, d) juftliklarda a = ¢ va b = d boMgan holdagina
bu juftliklar teng bo'ladi.

Ikkita turli to‘plamlar elementlaridan ham tartiblangan jut-
liklar hosil gilish mumkin. Masalan, A = {1, 2, 3t va B = {3, 5}
to'plamlarni olamiz va mumkin boMgan tartiblangan juftliklarni
shunday hosil qgilamizki, jutliklarning birinchi komponentasi
A to‘plamdan, ikkinchi komponentasi esa B t plamdan tanlab
olinsin Ushbu to'plamga ega boMamiz:

{(1,3), 1,5), (2,3), (2,5), (3,3), (3,5)/

Formal xarakterga ega boMgan ushbu masalaga konkret ma’no
berish mumkin boMgan barcha ikki xonali sonlarni shunday hosil
qilingki, bunda oMiliklar ragami 1, 2, 3 ragamlardan tanlab oli-
nadi, birliklar ragami esa 3 yoki 5 ragami boMishi mumkin.

Ta’rif. A va B to'plamlarning Dekart ko'paytmasi deb birinchi
komponentasi A to'plamga, ikkinchi komponentasi B to'plamga
tegishli boMgan juftliklar to*plamiga aytiladi, ya’ni,

N-B = {(x,y): XxeA, yeB}.

A va B to'plamlarning Dekart ko'paytmasi A*B kabi belgilanadi.

Dekart ko'paytmani topishda goMlaniladigan amal to'plam-
larning Dekart ko'pavtirish deyiladi.

Ta’rif. Ap A-,, ..., An to'plamlarning Dekart ko'paytmasi deb
uzunligi n boMgan shunday kortejlar to‘plamiga aytiladiki, bun-
da kortejning birinchi komponentasi A, to'plamga, ikkinchi kom-
ponentasi A, to'plamga,..., n—-komponentasi A nto'plamga tegish-
li bo'ladi.

Ap A2 .., An to'plamlarning Dekart ko'paytmasi A,x A7X ...
X An kabi belgilanadi.

2-8. Funksiya tushunchasi

7°. Funksiya ta'rifi, berilish usullari. E to'plamni F to'plam-
ga akslantirish
f:E-*F
ni rgangan edik.
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Endi E=F, F=R deb olamiz. Unda bar bir hagigiy x songa
biror hagiqiy y sonni mos go'yuvchi
/
fF-=R (X -*y)

akslantirishga kelamiz. Bu esa funksiya tushunchasiga olib keladi.

Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika
kursidan ma’lum. Shuni e’tiborga olib funksiya haqgidagi dastlab-
ki ma’lumotlarni gisqaroq bayon etishni lozim topdik.

Aytaylik, XaR, YczR to‘plamlar berilgan bo'lib, jcvay o'zgaruv-
chilar mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: x =X, yeY.

Ta’rif. Agar X to'plamdagi har bir x songa biror f qoidaga ko'ra
to'plamdan bitta Y son y mos go'yilgan bo'lsa, X to'plamda funk-
siya berilgan (aniglangan) deyiladi va

f:x-+y yoki y=1f(x)
kabi belgilanadi. Bunda X — funksiyaning aniqlanish to'plami
(sohasi), Y — funksiyaning o'zgarish to'plami (sohasi) deyila-
di. x —erkli o'zgaruvchi yoki funksiya argumenti, y esa erksiz
o'zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

Misollar. 1. X=(-x>,+oc)f Y=(0+x) bo'lib,/qoida

fix->y=x2+1
bo'lsin. Bu holda har bir xeX ga bitta x2+leY mos go'yilib,
y=x2+I|
funksiyaga ega bo'lamiz.

2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa O ni
mos go'yish natijasida funksiya hosil bo'ladi. Odatda, bu Dirixle
funksiyasi deyilib, u kabi belgilanadi:

/ 4 fl.auar x ratsional son bo'lsa,
D(x)=] _ _
[0 ,agar x irratsional son bo'lsa

Shunday qilib, y-f(x) funksiya uchta: X to'plam, Y to'plam va
har bir xeX ga bitta yeY ni mos qo'yuvchi f goidaning bcrilishi
bilan aniglanar ekan.
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Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya XczR to'plamda berilgan
boMsin. x0eX nugtaga mos keluvchi yo migdor y=f(x) funksiya-
ning x=xQnuqtadagi xususiy giymati deyiladi va f(x0)=y0 kabi bel-
gilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislik-
dagi (x,f(x)) nuqgtalardan iborat ushbu

{(xX,f(xX))M (xIx)\xeX, f(x)e Y}
to'plam y=f(x) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,
y=x2-1 (xe X=/~2,2))

funksiyaning grafigi 1-chizmada tasvirlangan.

Funksiya ta’rifidagi/qoida turlicha boMishi mumkin.

a) Ko'pincha xva y o’zgaruvchilar orasidagi bogManish formu-
lalar yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda be-
rilishi deyiladi.

Masalan,

funksiya analitik usulda berilgan boMib, uning aniglanish to'pla-
mi

X=fxeR\~l<x<\V=/-/,//

boMadi.
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X va y o‘zgaruvchilar orasidagi bogManish quyidagi formulalar
yordamida berilgan bo‘lsin:
f 1, agar x >0 bo'lsa,

— *) —
y=1( )_k—Lagarx<obo'lsa.

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami X=R\{()} boMib, giymat-
lar to‘plami esa Y={—1,1} bo'ladi. Odatda bu funksiya y=singx
kabi belgilanadi.

b) Ba’zi hollarda xeX, yeY o‘zgaruvchilar orasidagi bog'la-
nish jadval orgali boMishi mumkin. Masalan, kun davomida ha-
vo haroratini kuzatganimizda, t, vaqtda havo harorati T,, t2vaqt-
da havo harorati va h.k. boMsin. Natijada quyidagi jadval hosil
bo'ladi.

t—vaqt 4 h h n
T — harorat T T2 T3 T

Bu jadval t vaqt bilan havo harorati T orasidagi bogManishni
ifodalaydi, bunda t —argument, T esa t ning funksiyasi bo'ladi.

v) i va y o'zgaruvchilar orasidagi bogManish tekislikda biror
egri chiziq orgali ham ifodalanishi mumkin (2-chizma).

Masalan, 2-chizmada tasvirlangan L egri chiziqg berilgan
boMsin. Aytaylik, |a,b] segmentdagi har bir nugtadan oMkazilgan
perpendikulyar L chizigni fagat bitta nuqtada kessin. \/xe[a,b]
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miqtadan perpendikulyar chigarib, uning L chiziq bilan kesishish
nugtasini topamiz. Olingan jt nugtaga kesishish nuqtasining ordi-
natasi y ni mos qo‘yamiz. Natijada har bir xefa,bj ga bittay mos
qo'yilib, funksiya hosil boMadi. Bunda s bilan y orasidagi bog'la-
nishni berilgan L egri chiziq bajaradi.

Aytaylik, f/x) funksiya XfzR to'plamda, //jk) funksiya esa
X-pR to'plamda aniglangan boMsin.

Agar

D Xr x2

2) \/xeX,daf/x)=f/x)
bo'lsa, fj(x) hamda f2x) funksiyalar o'zaro teng deyiladi va
f/x)=f2(x) kabi belgilanadi.

2\ Funksiyaning chegaralanganligi. f(x) funksiya XczR to'plam-
da berilgan bo'lsin.

Ta’rif. Agar shunday o'zgarmas M soni topilsaki, \/xeX uchun
f(x)<M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to'plamda yuqoridan
chegaralangan deyiladi. Agar shunday o'zgarmas m soni topilsaki,
YxeX uchun f(x) -m tengsizlik bajarilsa,/fo) funksiya X to'plamda
quyidan chegaralangan deyiladi.

Ta'rif. Agar f(x) funksiya X to'plamda ham yuqgoridan, ham
quyidan chegaralangan boMsa, f(x) funksiya X to'plamda chega-
ralangan deyiladi.

1+X2
I-misol. Ushbu J W - 2~ 4 funksiyani qaraylik. Bu lunksiya

R da chegaralangan bo'ladi.

< Ravshanki, \VxeR da /(*) ==— ~>"-
\+Xx

Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, f(x) funksiya uchun

boMadi. Endi
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0<(X2-1: =M4-2X"'+1 = 2X2<Mh+l = -7— <-
4+l 2

I 3
boMishini e’tiborga olib, topamiz: ./(w) N 1+~ =—e

Bu esa f(x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini
bildiradi. Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan. »

Ta’rif. Agar har qanday A/>#son olinganda ham shunday x0e X
nugta topilsa va

f(x0O>M
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to'plamda yugoridan chegara-
lanmagan deyiladi.

3°. Davriy funksiyalar. Juft va tog funksiyalar. fix) funksiya
XczR to'plamda berilgan bo'lsin.

Ta'rif. Agar shunday o'zgarmas T(TtO) son mavjud bo'lsaki,
X xeX uchun

D x-TeX, x+TeX

2)f(x - T)= f(x)
bo'lsa, fix) davriy funksiya deyiladi, I son esa fix) funksiyaning
davri deyiladi.

Masalan, f(x)=sinx, f(x)=cosx funksiyalar davriy funksiyalar
bo'lib, ularning davri 2n ga, f(x)=tgx, f(x)=ctgx funksiyalarning
davri esa k ga teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

a) Agar fix) davriy funksiya bo'lib, uning davri T(T$O) bo'lsa,
u holda

T=Tih==1I. ,2))
sonlar ham shu funksiyaning davri bo'ladi.

b) Agar 7, va 7\ sonlar fix) funksiyaning davri bo'lsa, u hol-
da Tj+Ty~O hamda T,—T/T,®¢T"-) sonlar ham fix) funksiyaning
davri bo'ladi.

v) Agar fix) hamda g(x) lar davriy funksiyalar bo'lib, ularning
har birining davri T(TIQ) bo'lsa, u holda
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f(x)+g(x), f(x)—gx), f(x) 'g(x), (9(x)*0)
g(x)
funksiyalar ham davriy funksiyalar boMib, T son ularning ham
davri boMadi.
2-misol. Ixtiyoriy T(T®O) ratsional son Dirixle funksiyasi
1, agar x ratsional son bo'lsa,
D(x) =
0, agar jc irratsional son bo'lsa
ning davri boMishi ko‘rsatilsin.
< Aytaylik, T(T®O) ratsional son boMsin. Ravshanki, Vxe
irratsional son uchun x+T irratsional son, \/xeR ratsional son
uchun x+T ratsional son boMadi. Demak,
1, agar x ratsional son bo'lsa,

Dx+T)= ) )
0, agar x irratsional son bo'lsa

Shunday gilib, VxeR, T ratsional son boMganda
D(x+T)—D(x)
boMadi. »

MaMumki, V/x&X (X aR) uchun xeX boMsa, X to'plam O nugta-
ga nisbatan simmetrik toplam deyiladi.

Aytaylik, O nuqgtaga nisbatan simmetrik boMgan X to'plamda
f(x) funksiya berilgan boMsin.

Ta’rif. Agar \fxeX uchun f(—x)=f(x) tenglik bajarilsa, fix) juft
funksiya deyiladi. Agar VxeX uchun f(—x)=—f(x) tenglik bajaril-
sa, f(x) toq funksiya deyiladi.

Masalan, f(x)=x2+1 juft funksiya, f(x)=x3+x esa toq funksiya
boMadi. Ushbu f(x )= x2+x funksiya juft ham emas, toq ham emas.

Agar f(x) va g(x) juft funksiyalar boMsa, u holda

f(x) +g(x), fix) -g(x), fix) 9x), Q) o0;
g{x)

funksiyalar ham juft boMadi.
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Agar f(x) va g(x) tog funksiyalar bo'lsa, u holda
f(x)+g(x), f(x)-g(x)
funksiyalar toq bo'ladi,

f(x)-g(x), (9(x)tO)
«<*)
funksiyalar esa juft bo'ladi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o'giga nisbatan, toq funk-
siyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
joylashgan bo'ladi.

4\ Monoton funksiyalar. Faraz gqilaylik, f(x) funksiya Ac:R
to'plamda berilgan bo'lsin.

Ta'rif. Agar Wx/tx~eX uchun Xj<x2 bo'lganda f(x g<f(x -) teng-
sizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to'plamda o'suvchi deyiladi. Agar
Vxj,x?eX uchun xj<x, bo'lganda f(x )< f(x-) tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiya X to'plamda qat'iy o'suvchi deyiladi.

Ta’rif. Agar Vx{,x2e X uchun x{< x f ( x , ) > f ( x ~)tengsiz-
lik bajarilsa, f(x) funksiya X to'plamda kamayuvchi deyiladi. Agar
Vi ,,x 22X uchun x}<xy bo'lganda f(x{)>AOx-,) tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiya X to'plamda qatiy kamayuvchi deyiladi.

O'suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
monoton funksiyalar deyiladi.

X
3-misol. Ushbu 7 ~ —j funksiyaning X = [I—m®/to'plam-

da kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
< [ | — da ixtiyoriy xi va /% nuqtalarni olib, x,<x~, bo'lsin
deylik. Unda

Nnx,)- /(v,)=-A _ — = ~Vv-z-ML =
I+x~  1+X; @+ny)d +=x;)

_XI~¥2+ M x:(x2- V) _ U-ARA S+ 1)
@ +X,1+.v;) @+n--)(j4x;)
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boMadi. Keyingi tenglikda
X/~%x2<0, ] —xf &«-,<0
boMishini e’tiborga olib,
f(xj)- f(x2>0
ya’'ni f(Xj)>f(x2 ekanini topamiz. Demak,

X,<X2 = f(xl)¥(x2- *

Aytaylik,/” va g(x) funksiyalar XczR to'plamda o'suvchi (ka-
mayuvchi) boMib, C=const boMsin. U holda

a) f(x)+ C funksiya o'suvchi (kamayuvchi) boMadi.

b) C >0 boMganda C «f(x) o'suvchi, C<0 boMganda C'f(x) ka-
mayuvchi boMadi.

v) f(x)+ g(x) funksiya o'suvchi (kamayuvchi) boMadi.

5 . Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y—f(x) funksiy
XczR to'plamda berilgan boMib, bu funksiyaning giymatlaridan
iborat to'plam

Y ={f(x)\xeX}
boMsin.

Faraz qilaylik, biror goidaga ko'ra ¥S to'plamdan olingan har
biry ga X to'plamdagi bitta x mos go'yilgan boMsin. Bunday nios-
lik natijasida funksiya hosil boMadi. Odatda, bu funksiya y=f(x)
ga nisbatan teskarifunksiya deyiladi va x=f~I(y) kabi belgilanadi.

Masalan, y =—x+1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya

x=2y-J boMadi.

Yugorida aytilganlardan y=f(x) da x argument, y esa X ning
funksiyasi, teskari x = f',(y) funksiyada y argument, x esa y ning
funksiyasi boMishi koTinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiya argumenti ham x, uning funk-
siyasi y bilan belgilanadi: y=g(x).

y=1f(x) ga nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi f(x) funksiya
grafigini 1va ill choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylanti-
rish natijasida hosil boMadi.
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Aytaylik, ~to'plamda u=F(y) funksiya berilgan boMsin. Nati-
jada X to'plamdan olingan har bir 7 ga K to'plamda bitta y.

fix->y (y="(x)),
va Yrto'plamdagi bunday y songa bitta W\
Fiy-=>u (u—F(y))
son mos go'yiladi. Demak, X to'plamdan olingan har bir .v son-
ga bitta n son mos qo'yilib, yangi funksiya hosil bo'ladi: u=F(f(x)).
Odatda bunday funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

3-8. Elementar funksiyalar

Elementar funksiyalar kitobxonga o'rta maktab matemati-
ka kursidan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar hagidagi
asosiy ma’lumotlarni bayon etamiz.

V. Butun ratsionalfunksiyalar.

Ushbu

Y=a()+alx +a(2+-=m - IX'E1NarX"
ko'rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda
a(, a},...,an o'zgarmas sonlar, neN. Bu funksiya R=(—ao,+a0) da
aniqglangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:

a) chiziglifunksiya. Bu funksiya

y=ax”"b (@n0)
ko'rinishga ega, bunda a,b o'zgarmas sonlar.

Chizigli funksiya (—co,+t0) da aniglangan a>0 bo'lganda
o'suvchi, a<0 bo'lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to'g'ri
chizigdan iborat;

b) kvadratfunksiya. Bu funksiya

y=ax2+bx+c (arO)
ko'rinishga ega, bunda a,b,c 0'zgarmas sonlar.

Kvadrat funksiya R da aniglangan bo'lib, uning grafigi para-
bolani ifodalaydi.

Ravshanki,
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bV b2-4ac
v-at +bx+c=0 X +e
2a | 4a

3-chizma.

Parabolaning tckislikda joylashishi a hamda D=tr~4a lar-
nirig ishorasiga bog'liq boMadi. Masalan, a>0, D>0\a a<0, D<O0
boMganda uning grafigi 3-chizmada tasvirlangan parabolalar
ko'rinishida boMadi.

2°. Kasr-ratsionalfunksiyalar. Ushbu

aQ+ax +a2x~ +... +anx
Vv =
b) +/A1 +bIlx +... +hnx"
ko'rinishdagi funksiya kasr-ratsional funksiya deyiladi. Bunda a0,
a/...,anva bOb,,...bm lar o'zgarmas sonlar neN, meN. Bu funk-
siya
X—  oc,+x)\{x\bO+bA+...+bmxm=0}

to'plamda aniglangan.
Kasr-ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hoi lari:
a) teskari proporsional bog'lanish. U

a
- (E®0 0—const)
y —&

ko'rinishga ega. Bu funksiya

82



X=(~%, 9u(0+ x)=R\{0/

to'plamda aniglangan, toq funksiya, a ning ishorasiga garab funk-
siya (—m 0) va (0,+00) oraliglarning har birida kamayuvchi yoki
o‘suvchi bo'ladi (4-chizma).

4-chizma

b) kasr-chiziglifunksiya. U ushbu
aE+ b
cE+ d

ko‘rinishga ega. Bu funksiya

to'plamda aniglangan:

Ravshan ki,
aE+b be-ad 1
cE+ d E+ d c
Demak,
1 be-ad n d a
CEptt TR PToYTe



a
Uning grafigini ¥ =~ funksiya grafigi yordamida chizish

mumkin.
3 Darajalifunksiya. Ushbu
y=xa, (x=>0)
ko'rinishdagi funksiya darajalifunksiya deyiladi.

Bu funksiyaning aniglanish to'plami a ga bog'liq. Darajali
funksiya a>0, boMganda (0,—m) da o'suvchi, a<0 boMganda ka-
mayuvchi bo'ladi. y —Xi funksiya grafigi tekislikning (0,0) va (1,2
nuqtalaridan o'tadi.

4 . Ko'rsatkichlifunksiya. Ushbu

y=ax
ko'rinishdagi funksiya ko'rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda
aeR, a=0, a”l. Ko'rsatkichli funksiya (—oo,+a0) aniglangan, \/xeR
da ax=>0; a>1| boMganda o'suvchi; O<a<l| boMganda kamayuvchi
bo'ladi.

Xususan, a=e bo'lsa, matematikada muhim rol o'ynaydigan
y=ex funksiya hosil bo'ladi.

Ko'rsatkichli funksiyaning grafigi Ox o'gidan yuqorida joy-
lashgan va tekislikning (0, 1) nuqgtasidan o'tadi.

5°. Logarifm ik funksiya. Ushbu

) =Hogax
ko'rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi. Bunda
a=0, adl.

Logarifmik funksiya (0,+q4) da aniglangan, y=ax funksiyaga
nisbatan teskari; a>1| bo'lganda o'suvchi, O<a<l| boMganda ka-
mayuvchi bo'ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi Oy o'gining o'ng tomonida
joylashgan va tekislikning (0,1) nuqtasidan o'tadi.

6 . Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y=sinx, y -cosx, y=tgx, y=ctgx, y=SsecX, Yy —€0SecX
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funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.
y=sinx, y=cosx funksiyalar R=(—&>+&) da aniglangan, 2n
davrli funksiyalar VxeR da
—I<sinx<l, ~1<cosx<l
bo'ladi. Ushbu
y=tgx
funksiya

X =/N\|jcg 2Ix={2k +1)*; k=0" %1 ~ 2’ —

to'plamda aniglangan s davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx funk-
siyalar sinx, cosx,tgx lar orqgali quyidagicha ifodalanadi:

1 1
ctgx =— , SecXx =---—, Cosecx =
tgx cos.y sinx

7°. Giperbolik funksiyalar. Ko'rsatkichli y=ex funksiya yor-
damida tuzilgan ushbu

5x- rx BX+TX 5X-5x 5X+5-X
~2 ’ 2 7 BX+¥YX’ 5X-5%
funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik ko-

sinus, giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyila-
di va ular quyidagicha

belgilanadi.
8 . Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma’lumki, y=sinx funk-
siya R da aniglangan va uning giymatlari to'plami

Yj=[-U]
bo'ladi.

Agat v A bo'lsa, u holda X =\~-, — va YM-1.1J
2.2 I 2 2

to'plamlarning elementlari o'zaro bir giymatli moslikda bo'ladi.
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y=sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya
y=arcsinx
kabi belgilanadi.
Shunga o‘xshash y=cosx, y=tgx, y=ctgx funksiyalarga nisba-
tan teskari funksiyalar mos ravishda
y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx
kabi belgilanadi.

Ushbu y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx funksiyalar
teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Funksiya lim iti

Funksiya limiti oliy matematikaning muhim tushunchala-
ridan biri. Bu tushuncha yordamida matematika va uning tad-
biglarida ko‘p foydalaniladigan funksiya hosilasi tushunchasi ki-
ritiladi.

Awalo, soddalik uchun natural argumentli funksiya (sonlar
ketma-ketligi) va uning limitini keltiramiz. Keyinchalik ixtiyoriy
argumentli funksiya limitini bayon etamiz.

4-8. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi

Aytaylik, barcha natural sonlar to'plam

ning har bir n elementiga (natural songa) biror/qoidaga ko'ra bit-
ta tayin xn haqigiy son mos qo'yilgan bolsin. Bu holda argumet-
li n boMgan funksiya hosil boMadi. Uni natural argumetli funksi-
ya deyiladi. Demak,

x.=fM
Bu funksiya giymatlari
x fil) x2=1(2 xn=f(n)
dan tashkil topgan ushbu
X, X2Xp ...,xnt... (n

to'’plam sonlar ketma-ketligi deyiladi.
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(1) ketma-ketlikni tashkil ctgan
A«(n—1,2,3,...)
sonlar ketma-ketlik hadlari deyiladi: xt — birinchi had, x=>— ik-
kinchi had va hakozo, xn~n — had (yoki umumiy had). (1) ket-
ma-ketlikni gisgacha {xj kabi belgilanadi.

Ko‘pincha ketma-ketliklar umumiy hadlari orqali belgilana-
di. Masalan:

1 , 1 1
2) X"~4~n 'si2 ’sB'-
3) =(-1)" :—1+1,
Biror {*,}:

X,,X2X3,...,XN,... 1)
ketma-ketlik berilgan boisin.
Agar bu (1) ketma-ketlikning hadlari quyidagi tengsizliklarni
Xt<XEXj<..<Xn<.. (X/<X2<X] <..<Xn<..)
ganoatlantilirsa, ya’ni ixtiyoriy neN uchun
V  XnH=> (Xn<Xn+I)
bolsa, {n,} o'suvchi (qat’iy o'suvchi) ketma-ketlik deyiladi.
Agar (1) ketma-ketlikning hadlari giyidagi tengsizliklarni
XYy=>XT=4>..>Xf>... (%, >Xn>...)
ganoatlantirilsa, ya’ni ixtiyoriy neN uchun

bo'lsa, {xn) kamayuvchi (galiy kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

gat’iy o'suvchi,
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gat’iy kamayuvchi ketma-ketliklar boMadi.

0 ‘suvchi (gat’iy o'suvchi), kamayuvchi, (qat’iy kamayuvchi)
ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton ketma-ketliklar de-
yiladi.

Agar {x/} ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta o‘zgar-
mas M sondan Kichik yoki teng, ya’ni ixtiyoriy neN uchun

X<M
bo'lsa, U,) yugoridan chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,
_n2+12 5 10
n 1’4’ 9
ketma-ketlik yuqoridan chegalangan boMadi, chunki ixtiyoriy
neN uchun

X,,=—2_"§I=I+—1 <2
n—- n

boMadi.
Agar {xa} ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta o‘zgar-
mas m sonidan katta yoki teng, ya’ni ixtiyoriy neN uchun

X>m
boMsa, )xsi} quyidan chegalangan ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,
X =— 1- - -
\ 2« e’2%4°g’™
ketma-ketlik quyidan chegalangan boMadi, chunki ixtiyoriy neN
uchun

X >0

az?’
boMadi.

Agar {xa} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan che-
galangan boMsa, ya’ni ixtiyoriy neN uchun
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T<X =M
bo'lsa, {xs} chegalangan ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,
1 12 3
X' _477:5813""
ketma-ketlik chegalangan boMadi, chunki ixtiyoriy neN uchun

rFr=—"->0
4 +«—

boMadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning quyidan chegalangan-
ligini bildiradi.
MaMumki,
0<(n~2)2=n2—4n+4
boMib, undan 4n<n2\, ya’ni
n
<.
4+n 4
boMishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yuqori-
dan chegalanganligini bildiradi.
Demak, berilgan ketma-ketlik chegalangan.
2°. Ketma-Kketliklar ustida am allar.
Aytaylik, ikkita {x]j va {j*} ketma-ketliklar berilgan boMsin:

{xXj: x,,x2,x3...xn,...

{yJ:y,y2yb...yn,-

Quyidagi
XI+Yr  x2+y2,  X?+y3,...Xn+y
XI-YI> x2 Y2© X3T 7’ espAc-yH~>
XI X2'Y2  x3'Y3'-'X»'Yn'->
A, A, A, X
(),*0,«=123,.)
= \Z Y,



ketma-ketliklar mos ravishda {xj va {==} ketma-ketliklarning
yigMndisi, ayirmasi, ko'paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

X, > x> K'yJ’

kabi belgilanadi.

3°. Ketma-ketlikning lim iti.

Biror a nuqgta (haqgigiy son) hamda ixtiyoriy musbat c soni be-
rilgan boMsin. Ushbu

(a—€,a+ z)=[xeR'a—z<x<a+Zz]

interval a nuqtaning atrofi (e- atrofi) deyiladi (1-chizma)

a-e a

Ravshanki, ¢ soni turli givmatlarga teng boMganda a nuqta-
ning turli atroflari hosil boMadi.

1
Masalan, a=1 nugtaning atrofi
ani
3 3 7
intervaldan;
1
a=0 nuqtaning £ - ~ atrofi
\ 1 1°
0-—,0+—  yahni
10 10 k io’io,

intervaldan iborat boMadi.
Biror {xn}
Xj,X2,X3y...,XN,...

ketma-ketlik hamda a son (nuqta) berilgan boMsin.
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Ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy
(a—e, ate)
atrofi (e - ixtiyoriy musbat son) olinganda ham {x;} ketma-ket-

likning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrof-
ga tegish i bo'lsa, a son L %} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limxn=a

—Soc

kabi belgilanadi.
Ta’rifdagi «L[ ketma-ketlikning biror hadidan boshlab keyin-

gi barcha hadlari a nuqtaning ixtiyoriy (a—e, a+c) atrofiga tegish-
li» deyilishini quyidagicha aytish mumkin:

IXtiyoriy musbat e son olinganda ham, shunday natural nnto-
pilib, barcha n>nQuchun

a—8<xn<a+t:
yoki
—f£<xn—a<£ yahi W' a\<z

boiishi kelib chigadi. Bu mulohazalarga ko'ra {xH ketma-ketlik-
ning limitini quyidagicha ta’riflash mumkin boladi.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy z=0 son olinganda ham shunday natural
son nO topilsaki barcha n>n() uchun

tengsizlik bajarilsa, a son {xj ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Masalan,

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng boladi, chunki ixtiyoriy e>0so-

ni olib, unga ko'ra ni topib, so'ng
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deyilsa. unda barcha n>nnuchun
: 1 1 1
Pre =l <l =f

ﬂ:
n n noO

bo'ladi. Demak, Iimn——o.
Ushbu 1—1,1,—1,1—1,... ketma-ketlik limitga ega bolmaydi,
chunki har ganday a son, jumladan a ~— deyilsa, unda, ravshan-

ki berilgan ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi bar-

cha hadlari a=~ nuqtaning s —atrofiga tegish 1 bolmaydi.

Agar [x | ketma-ketlikning limiti nolga teng, nl_T:'D* =0 bo'lsa,

{x,} —cheksiz kichik migdor deyiladi.
Tasdig. {xj ketma-ketlik a limitga ega boiishi uchun

ap=X,—a
ning cheksiz kichik miqdor boiishi zarur va yetarli.
Bu tasdigning isboti yugorida keltirilgan ketma-ketlik limiti
hamda cheksiz kichik miqdor ta’riflaridan kelib chigadi.

Keltirilgan tasdigdan

X»=a+ «,,

boMishi kelib chigadi.
n 123 n

Masalan, ketma-ketlik uchun
N+1 2z 1 4 n+1
n /74-1— 1 s 1 /?
== —1 bolib, =
/74-1 /7+1 n+ 1 ; m+ 1

n
Cheksiz kichik migdor bolgani uchun limxm=Ilim-——
7+ 1

bo'ladi.
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Agar har gqanday musbat M son olinganda ham shunday nO
natural son topilsaki, barcha n>nQuchun ™\>M bo‘lsa, {x;} ket-

ma-ketlikning limiti «00» deviladi S

Aytaylik, xn=n; 1,2,3,4,..n,... boMsin. Bu ketma-ketlikning
limiti © boMadi: = limn=®

Biror {xs} x/x2,xv...txn,... ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

Bu ketma-ketlik:

1) chekli limitga ega boMishi mumkin,

2) limiti cheksiz boMishi mumkin,

3) limitga ega boMmasligi mumkin.

Agar ketma-ketlik chekli limitiga ega boMsa, u yaqinlashuvchi
ketma-ketlik deyiladi.

2) va 3) hollarda ketma-ketlik uzoqlashuvchi deyiladi.

4°. Yaqinlashuvchi ketm a-ketliklarning xossalari.

Yaqginlashuvchi ketma-ketliklar gator xossalarga ega. Ularni
kelti ramiz.

1) agar ketma-ketlik yaqinlashuvchi boMsa, uning limiti yago-
na boMadi;

2) agar ketma-ketlik yaginlashuvchi boMsa, u chegaralangan
boMadi;

3) o‘zgarmas sonning limiti ziga teng;

4) agar {aw va {y]j ketma-ketliklar yaqginlashuvchi boMib,

limxp-ay limy, =h

boMsa, u holda {C'XJ, {x+vyj, {xn'yj,

ketma-ketliklar ham yaginlashuvchi boMib,
a) lim  *YA :jli_rﬁy(nihi_n)goy =a* b,

b) limK >’»}:'||i_%’\ lim3',=a b,

pi —oo
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limjc-x\ =c-limxc a (c-const)
n—m n—%o

X x4 Cl
r=tfr =7 (**°- VY,d") bo'ladi;
., — ' b
5) agar {xj va ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lib, ixti-

yoriy n natural son uchun xn<yn(x>yn boMsa, u holda
limx, <limy, (lim*. >Umy,) bo4adi.

6) agar {xr} va £r} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi va
|Iqim X, = I[|im ¥, =a
boMib, ixtiyoriy n natural son uchun x<z<yn bo'lsa, {"/} ket-

ma-ketlik ham vaginlashuvchi va |limz, ~a boMadi.

5°. Ketma-ketlik lim ititing mavjudligi.

e_soni.

Biz yuqorida yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning gator xossa-
larini keltirdik. Bu xossalar ketma-ketliklarning chekli limitga
ega boMishi bilan bogMiq.

Ketma-ketlikning gachon chekli limitga ega boMishi hagidagi
masala limitlar nazariyasining muhim masalalaridan hisoblanadi.

Ketma-ketlik limitining mavjudligini ifodalovchi teoremalar
maxsus adabiyotlarda keltii iladi.

Biz quyida mavjudlik teoremalari ning ayrimlarini isbotsiz kel-
tiramiz.

1-teorema. Agar (xj xi,xr,x3....xn,.. ketma-ketlik o'suvchi
boMib, yuqgoridan chegaralangan boMsa {x/} ketma-ketlik chekli
limitga ega (ya’ni yaginlashuvchi) boMadi.

2-teorema. Agar {xu} x/x2xJ,....xn,... ketma-ketlik kamayu-
vchi boMib, quyidan chegalangan boMsa, {xn} ketma-ketlik chekli
limitiga ega (ya’ni yaqinlashuvchi) boMadi.

e soni. Matematikada e deb ataluvchi son muhum roM o'ynay-

di. U maxsus ketma-ketlikning limiti sifatida ta’riflanadi.
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Ma’lumki, ixtiyoriy «>—1va ixtiyoriy natural n>2sonlar uchun
(I+a)'>Il+n-a (*)
tengsizlik o‘rinli boMadi. Uni Bernulli tengsizligi deyiladi.
Endi ushbu
/ 1V f 1
X.= +— I 1+ -
n 4 27 ”
Sonlar ketma-ketligi ni garaymiz. Bu ketma-ketlikning o'suv-
chi hamda yuqoridan chegaralanganligini ko'rsatamiz.
a) ketma-ketlikning o'suvchi/igi.
Qaralayotgan

Xn- 1+*

I n)

ketma-ketlikning o'suvchi boMishini korsatish uchun uning
¢+
1+ X. =
n—

hadlarining nisbatini gqaraymiz:

/ \" 1 f..n»
+— 1+
Vo onj n—1 V n n-1
n a—
n—V /7+ 1 177 + N
I » \] n\] n I f > I 11 \]
n+10 ?- lv"™ n+\(. 1
o] M n J

Bu tenglikdagi

1+—
n

ifodaga Bernulli tengsizlikni goMlab topamiz:
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Natijada

MHlg T «r1/y 14101
n «" ) " /7 n-;

T LRt i L

boladi. Demak, >

Kevingi tengsizlikdan xn_, Kxn boMishi kelib chigadi. Bu

\%
X. = 1+ -

V nl
ketma-ketlikning o‘suvchi ekanligini bildiradi.
b) ketma-ketlikning yugoridan chegaralanganligi.

Qaratilayotgan ketma-ketlikning umumiy hadi x,,

ni baholaymiz:

’\1 1 _fn+1Y (In +2 2n+1Y

n n J \ 2/7 2/r+1]

2/1+2Y f2« +1Y _ 1 1
{2n \] \2/7+1\] ~f2/7 YIV 2/7+1V

i 2/7+13 V27+2

27+ 1 27+ 2 27 217

1+



Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:

1— = 1+— >1+fle— —— =-
2n) ~ 27 27 2 2

Natijada

2 2

bo'lib, undan {xn\ ketma-ketlikning yuqgoridan chegaralanganli-
gi kelib chigadi.
Shunday qilib

ketma-ketlik o'suvchi va yuqoridan chegaralangan.

Unda I-teoremaga ko'ra bu ketma-ketlik chekli limitga ega
bo'ladi.

Ta’rif. Ushbu

ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

Iim 1+— -e

Bunda e lotincha exponentis — «k rsatkich» s zining dast-
labki harfini ifodalaydi.

e — irratsional son bolib uning tagribiy qiymati e2,7182 ga
teng.

Odatda asosi e bolgan logorifm natural logorifm deyilib
InA=logLA kabi belgilanadi.
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5-8. Funksiya limiti

. Sonlar to'plamining lim it nuqtasi.

Aytaylik, biror haqigiy sonlar to'plami X va x() nuqta (haqiqiy
son) berilgan bo'lsin.

Ta’rif. Agar xOnugtaning ixtiyoriy (xQ—., x()+e) (r>0) atrofida
X to'plamning cheksiz ko'p nuqtalari bo'lsa, x0 nugta X to'plam-
ning limit nugtasi deyiladi.

Masalan:

1) X=|0,1] to'plamning (segmemining) har bir nuqtasi shu
to'plamning limit nuqtasi bo'ladi;

2) X=(0,1) to'plamning (intervalning) har bir nuqgtasi va x=0,
x=I nuqtalar shu to'plamning limit nuqtalari bo'ladi;

3) X=N={1,2,3,...} to‘plam limit nuqtaga ega emas.

Tasdiq. Agar X) nugta X to'plamning limit nuqgtasi bo'lsa, u
holda shunday sonlar ketma-ketligi {jon topiladiki:

1) Ixtiyoriy natural n da xneX, xrfx O,

2) =x" bo'ladi.

Shuni aytish kerakki, tasdigning shartlarini ganoatlahtiruvchi
ketma-ketliklar istalgancha bo'ladi.

2°. Funksiya limitining ta'rijlari.

Aytaylik, f(x) funksiya X to'plamda (XaR) berilgan bo'lib, x(
nugta shu to'plamning limit nuqgtasi boMsin.

Ta’rif. Agar X to'plam nugtalaridan tuzulgan va xQga inti-
luvchi (yaginlashuvchi) har ganday

=*}: ¥i'x2' X3’ =exn’(xn”  ]im xn = X0

ketma-ketlik olinganda ham funksiya giymatlaridan iborat
F(X,)I(XQI(X:), == (x J, mm

ketma-ketlik yagona A ga (chekli yoki cheksiz) intilsa shu A ga

f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi (x ning xnga intilgandagi) limiti

deviladi va Wvaf(x) =A kabi belgilanadi.
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Misol. Ushbu f(x)=2x~I funksiyaning xQ=3 nuqgtadagi limiti-
ni topamiz.

Har bir hadi 3 dan fargli bo'lgan, 3 ga intiluvchi ixtiyoriy {xw}
ketma-ketlikni olamiz: NTxa=3 (xn* 3, n- 1,23,...)-

U holda berilgan funksiyaning giymatlari f(x), n=12,..
bo'lib ulardan tuzulgan ketma-ketlik
{fxn}= {2 x -1}
bo'ladi. Bu sonlar ketma-ketligining limiti
lim 7(x,) = lim (2xn—1) =2<3-1 =5

bo'ladi. Demak, ta’rifga ko'ra f(xnN=2x~1 funksiyaning x—*3 dagi
limiti 5 ga teng bo'ladi:

lim f(x )=Ilim(2x-1) =5
X —»3 X—3

Ikkita £50 va 5>() (yetarlicha kichik) sonlarni olaylik.

Ma’lumki, x0 nuqgtaning 5 atrofi (xO~b, x(+6) intervaldan, A
sonining r atrofi (A s. A+ k) intervaldan iborat bo'ladi.

f(x) funksiya argumenti x ning x£x0bo'lib, (x0~6, x0+6) atrof-
ga tegishli ekanligini, ya’ni xe(x()~8, x0+b), b lishi quyidagicha
ifodalanadi:

XQ—8 <x<x0< 5, XPx0  O<\X~X"\j<6.

Shuningdek, f(x) funksiya mos giymatlarining (A—s, A+ s) at-
rofga tegishliligi, ya’ni

fx)e(A~r, Al 9
b lishi quyidagicha ifodalanadi:
A s<f(x)</1+8, f(x)~Al<8

U holda bu ifodalardan foydalanib, funksiya limitini quyida-
gicha ham ta’riflash mumkin.

Ta'rif. Agar ixtiyoriy s>() son olinganda ham shunday 6>() son
topilsaki, argument x ning
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0<|jt—x0\<8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida

[F)~Al<E€
tengsizlik bajarilsa, A sonf(x ) funksiyaning xQnuqgtadagi (jc-~da-
gi) limiti deyiladi va yuqoridagidek kabi belgilanadi.

Odatda, (x0— 5, x0 va (xQ x0+8) intervallar (6 >0) x( nuqgta-
ning mos ravishda chap va o'ng atrofi deyiladi.

Agar funksiya limiti ta’rifida funksiya argumenti x ning qiy-
matlari x0 nugtaning chap atrofida boMsa, funksiya limiti chap
limit deyiladi va

lim f(x) =lim f(x) =/(x0-0)
r—*ar,-0 T->0,

kabi belgilanadi.

Agar funksiya limiti ta’rifida argumenti x ning giymatlari x()
nuqgtaning o'ng atrofida boMsa, funksiyaning limiti o'ng limiti de-
yiladi va

lim f(x) =lim f(x) =f(x 0+0)
X—»X,+0 X—=t,
X>x0

kabi belgilanadi.
Funksiyaning o'ng va chap limitlari uning bir tamon/i limit-

lari deyiladi.
Masalan,
+2, agar x>0
<|
{, agar x <r(3
funksiyaning x0= 0 nugtadagi o‘ng limiti
lim f (x) - lim(.v£2) =2,
-0 r-0
=0 =0

chap limiti lim/(x) =lim.v' =0 boMadi.
x=0 X-0
x>0 V=)
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Aytaylik, y=1f(x) funksiya (—00, +00) oraligda aniglangan boMsin.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy e=0 son olinganda ham shunday M=>0
son topilsinki, \Wx\>M tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha jc lar-
da \f(x)-A\<z tengsizlik bajarilsa, A son f(x) funksiyaning x-t¢
dagi limiti deyiladi va ji™/(-v) =A kabi belgilanadi.

3°. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar.

Aytaylik, yfo) funksiya X to'plamda (X(zR) berilgan bo'lib, xn
shu to'plamning limit nuqgtasi bo'lsin.

Agar x—x0 &df(x) funksiyaning limiti cheksiz: lipi /(-*) =

bo'lsa,/fo) funksiya x-"x() cheksiz katta funksiya deyiladi.
Masalan, /( ):X—_ZO -2)

funksiya x—2 da cheksiz kata funksiya bo'ladi.
Agar x-*x0da f(x) funksiyaning limiti O ga teng lim/(jr) =0

bo'lsa, f(x) funksiya x—*x0 da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Masalan, f(x)=x2 funksiya x~O da cheksiz kichik funksiya
bo'ladi.

Tasdiq. Agar a(x) cheksiz Kkichik funksiya (a(x)fO) bo'lsa, u
holda 1 cheksiz katta funksiya bo'ladi.

a(x)
Agar p(x) funksiya cheksiz katta funksiya bo'lsa. u holda —
P(x)

cheksiz kichik funksiya bo'ladi.

Tasdiq. Agar x-+x0 da f(x) funksiyaning limiti A ga teng,
In-/(n)-~ bo'lsa, u holda f(x)=A+o0.(x) bo'ladi, bunda a(x)

cheksiz kichik funksiya (x ~ xj va aksincha.

Tasdig. Agar x-+xQda a(x) va fi(x) cheksiz kichik funksiyalar
bo'lsa, u holda

a(xj+\]1(x), a(x)~{\(x), a(x) *\\(x)
funksiyalar cheksiz kichik funksiyalar bo'ladi.
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6-8. Limitga ega boMgan funksiyaning xossalari

Chekli limitiga ega boMgan funksiyalar gator xossalarga ega.
Keyinchalik bu xossalar ko'p, aynigsa funksiyalarning limitlar-
ini hisoblashda foydalaniladi. Xossalarning asosiylarini teorema-
lar sifatida keltiramiz.

Teorema/arda ke/tiriladigan funksiyalar:

a) X to'’plamda (XczR) aniglangan, x0 nugta esa shu to‘plam-
ning limit nuqtasi;

b) x—x0da chekli limitga ega deb garaladi.

1-teorema. Ikki funksiya yigMndisining limiti bu funksiyalar
limitlarining yigMndisiga teng:

XI|_r>1.(7|’[/(A) +g(x)]= limf(x)+ )I(l_mg(x).

Xuddi shunga o'xshash
)ljggj[/(—*)—ﬁ(*)] =V|j£11f(x)~ )!IQ 9(x)
boMishi isbotlanadi.
Natija. Agar jc=jo0daf(x) funksiyaning limit A boMsa, u ya’go-
na boMadi.

2-teorema. Ikki funksiya ko'paytmasining limiti bu funksi-
yalar limitlarining ko'paytmasiga teng:

lim[/(x)-g(x)] = lim /jc) -lim g{x).

Natija. O'zgarmas (son) ko'payuvchini limit ishorasi tashqgari-
siga chigarish mumkin:

lim(c w/(x)) =c Wim f(x) m =const.
3-teorema. Ikki funksiya nisbatining limiti surat limitini max-
raj limitiga boMinganiga teng:

X=X,
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Misollar. 1 Ushbu lim(x2-5x +6x) limit hisoblansin.

N1 Yuqorida keltirilgan teoremalardan ifodalanib topamiz:

I|m|x2 5x +6) —I|mx2— I|m51*+||m6—

X >

=limV lim.v-5limx+6=1*1-5 1+6=2
A

— x—}
. 2V- L .
2. Ushbu Ilim—-—---—- limit hisoblansin.
o+21

< Ravshanki,
X~-2X-3=(x-3)(x+ 1),
X2—0X +21= (x —3)0<~7).

Unda
lim e =23 _ i 3V D
N x--10x+21 1(v 3)(.v-7)
V+1  lim(.vfl)  3+i 4
=lim-———=4d}-———m = =— =
x-1 lim(wv-7) 3-7 4
boiadi.

7-8. Muhim limitlar

Funksiyaning limitlarini hisoblashda quyidagi Kcltiriladigan
limitlardan ko'p foydalahiladi. Odatda ular muhum limitlar de-
yiladi.

1. Ushbu hr;gig—v——li munosabat o'rinli. Shuni isbotlavmiz.

Avvalo x o‘zgaruvchining o<wv<— tengsizliklarni ganoatlan-

tiruvchi giymatlarida
sinx<x<tgx (N
tengsizliklarning bajarilishini ko'rsatainiz. Buning uchun tekis-

likda markazi (();()) nugtada, radiusi R ga teng bo'lgan doirani
olamiz (1-chizma).



Bu chizmadan ko'rinadiki, NAOB yuzi S{=~r2 sin.r,
AOB sektorning yuzi
S, =—R 2sinx,
- 2
NAOC ning yuzi
S}= —R2 tgx

bo'ladi. Ravshanki, S,<S,<S;

Demak, 1r2smx<-R2 x<-R2-gx

Bu tengsizliklarning hamma tomonlarini —R 2 ga bolib topamiz:

sinx<x<tgx
keyingi tengsizliklarning hamma tomonlarini sinx ga (0<x<—)
2

bolish natijasida
1< _Z(_ < __E'_
sinx  cosx
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kelib chigadi. Bu tengsi/liklarni. avvalo
sin X
1>— >cosx

ko‘rinishida, so'ng

ko‘rinishida yozib. Agar 1-cosx =25iir»};—'<25in)i2 <2-;—=.v muno-

sin X
sabatni e’tiborga olsak, unda <M boMishi kelib chigadi.

Ixtiyoriy £5@sonni olib, unga ko'ra 6=>#sonni (uni olingan z=0

va 1L sonlardan kichik qilib) olinsa, u holda |x-0] =|x|<6 boMganda
1

SII'IX_I <X <£

i . sinx
boMadi. Bu esa I![? =1 boMishini bildiradi.

Y
2. Ushbu lim 1- “ e tenglik isbotlansin.

1+ - (n :1,2,3,...)
n

ketma-ketlik limitga ega boMib. uning limiti e soni deviladi:

U G 4 . I
ygg)— 1+- =<endi /(x)= 1+-

) 1 )
funksiyaning x>00 dagi limiti e, va’'ni

lim = 1+-
X

boMishini ko‘rsatamiz.



Aytaylik, x>1 boMsin. Agar X ning butun gismini n desak, un-

da n<x<n+I boMib, _|_<|<1 boMadi. Keyingi ikki munosabat-
n+1 A’ n
dan

\fl+1

i+ - V iv< 1m
n+1 X n—+1

boMishi kelib chigadi.

Ravshanki,
%
liml1+— =lim 1+- 1+J Y
fll M n) V. n¥l
- liml 1= —1 elim 1v---| =e<l=e
7+ \ 1>-*+«l 7+ 1
Iim 1+— =Ilm 1+- e 1+-
n— fi | n—+oo nl] \ n
- lim | 1+— elim 1+—|—e mil=c
[T\ flJ ==
Unda lm 1+“ | ~e boMadi.

Aytaylik, x<— boMsin. Agar x=—/ deyilsa, x>-—x da />+oo boMib,

lim | 1+—| —I|mf1 1 —I|m(IH——
X) x)

,,,,,

—ER[( A7) (Y

Iiml1+——1 wiml 1+

ey to

boMadi. Demak,



6-bob. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

Funksiya limiti tushunchasi bilan uzviy boglangan funksiya-
ning uzluksizligini garaymiz.

I-8. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda berilgan va x() nugta shu
intervalga tegishli nugta bo'lsin: x@(a,b).

Ta'rif. Agar x-+x0daf(x) funksiya chekli limitga ega bo'lib, bu
limit funksiyaning x=xQnuqtadagi giymati f(x( ga teng,

lim f (x) —f (x() n
X- >0
bo'lsa, f(x) funksiya x() nuqtada uzluksiz deyiladi.
Funksiya uzluksizligining bu ta’rifi quyidagi ikki shartning bir
vo'la bajarilishini tagozo etadi:
1) x=x0da f(x) funksiya limitini ng chekli bo'lishini;
2) bu limit f(x) funksiyaning x()nuqgtadagi giymati f(x f)) ga teng
bo'lishini
Masalan, f(x) =\x2+5 funksiya x0=2 nuqtada uzluksiz

bo'ladi, chunki birinchidan x*>2 da f{x)=\x2+5 funksiyaning

limiti chekli: hm/(x) =hrmix 2+5= V4 +5=3 ikkinchidan, bu
limit berilgan funksiyaning x0=2 nuqgtadagi giymatiga teng:
/(2) =V22+5 =3

Demak, 1igl/(.v) =/'(2).

Ushbu

0, agar Xx =0



funksiya xn=2 nuqtada uzluksiz boMnaydi, chunki

limf(x) =lim— =*

X =0 r->0 X 2
boMib, berilgan  funksiyaning x0=0 nuqtadagi qiymati
f(x0 =f(0)=0:

Li%f{x )* f(x 0)
Funksiya limiti ta'rifidagi  o/(w*) -J (x0) munosabatni

quyidagicha X_*)of/(x)~/(—vo)]=0 vozish mumkin.

Odatda x~x0 ayirma argument orttirmasi, f(x)-f(x( ayirma
esa x0 nuqgtadagi funksiya orttirmasi deyiladi. Ular mos ravishda
Ax va J¥kabi belgilanadi: Ax=x x0,

Af=1(x)~f(x0
keyingi tengliklardan x=x(@=Ax, \f=f(xn+ \x)~f(x() bo'lishi kelib

chigadi. Natijada JI™ f(x) =Jfxo) munosabat ushbu

Y =0 @)
ko'rinishga keladi.

Demak, (2) munosabatni funksiyaning xQnuqgtadagi uzluksiz-
ligi ta’rifi sifatida gabul qilinishi mumkin, ya’ni agar argument s
ning xQnugqtadagi orttirmasi Ax nolga intilgandaf(x) funksiyaning
orttirmasi J¥ham nolga intilsa,/fx,> funksiya x() nugtada uzluksiz
deyiladi (1-chizma).

Masalan, y=f(x)=c (c - o‘zgarmas son) funksiya ixtiyoriy
x e (- ay+ac> nuqtada uzluksiz boMadi, chunki bu funksiya uchun

A/=/x+Ax)~f(x)—~c=0
boMib lim A/’=1lim 0 =0 bo'ladi.

' At—0 A t—0

Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,b) intervalda berilgan boMsin.

los



1-chizma

Agar f(x) funksiya (a,b) intervalning har bir nuqgtasida uzluksiz
bo'lsa, funksiya (a,b) intervalda uzluksiz deyiladi.

Aytaylik, y=1(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan boMsin.

Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda uzluksiz boMib,
_rie”lo/ (X) =] (<, lim f(x) =f(b) bolean(x) funksi}/a ga,bl seg-

mentda uzluksiz deyiladi.
2-8. Funksiyaning uzilishi

Agar f(x) funksiya xQnugqgtada uzluksiz boMmasa, ya’ni funksi-
ya shu nuqgtada uzluksiz boMish shartlarini bajarmasa, funksiya x0
nugtada uziladi (uzilishga ega) deyiladi. Bunda xQfunksiyaning
uzilish nuqgtasi deyiladi.

Agar x0nugta y=f(x) funksiyaning uzilish nuqgtasi boMsa, unda
bu nuqgtada funksiya uzluksizlik ta’rifidagi shartlarni bajarmavdi.
Ular quyidagicha boMishi mumkin:

. Funksiya x( nuqtaning atrofida aniglangan bo'lib, xO
nugtaning o‘zida aniglanmagan bo'ladi.

Masalan,

y =f{x) - —
X-2
funksiya x0=2 nuqtada aniglanmagan (2-chizma).
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2°. Funksiya x() nugtada va uning atrofida aniglangan, biroq
x—x{) da f(x) funksiyaning limiti mavjud emas.

Masalan,
\x-\, agar- 1<x <2
/() =
2-X, agar 2<x<5
2-chizma 3-chizma

funksiya x0=2 nuqtada aniglangan (f(2)=0) ammo bu funksiya
x—=>x,  da limitga ega emas (3-chizma).

3. Funksiya x0 nuqgtada va uning atrofida aniglangan hamda
x—=q;da funksiya limitga ega

lim f(x)

ammo bu limit funksiyaning x0 nuqtadagi qiymatiga teng emas

lim*An/(*)*/(*<>)e
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7-bob. FUNKSIYANING HOSILA VA DIFFERENSIALI

18-Funksiya hosilasining ta’riflari. Hosilaning geometrik hamda
mexanik ma’nolari

Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya (a, b) intervalda aniglangan va
xQnugta shu intervalning biror nugtasi boMsin (xCe(a,b)).
Quyidagi amallarni bajaramiz:
1) funksiya argumenti x0 ga Ax orttirma beramiz, bunda
X(+Axe(a,b) va AxfO;
2) bu orttirmaga mos funksiya orttirmasi A/ (Ay) ni topamiz:
Ay=Af=f(x()+Ax) - f(xj;
3) funksiya orttirmaning argument orttirmasiga nisbatini ola-
miz:
Av  Af J(x +Ax)—(x)
Ax Av Ay

Ravshanki, bu nisbat muayyan f(x) va muayyan Ax ning funk-
siyasi boMadi.

Ta’rif. y=f(x) funksiya orttirmasi Ay ning argument orttirmasi
Ax ga nisbatining Ax—»-Odagi limiti

[0AX Ay
f(x) funksiyaning x™nuqtadagi hosilasi deyiladi va
df(x0)
/'(xQ),~ NS
dx

kabi belgilanadi.
Demak,

fb 0)=Vm f(X° +Ax)- f(X°) M
At N0

Agar (1) limit chekli boMsa, hosila chekli, (1) limit cheksiz
boMsa, hosila cheksiz deviladi.



Eslatma. Agar f(x ) funksiya (a,b) intervalning liar bir nuqtasi-
da chekli hosilaga ega boMsa, bu f(x) hosila jc ning funksiyasi
boMadi.

Funksiyaning tayin nuqtadagi chekli hosilasi sonni ifodalaydi.

Ta'rif. Agar f(x ) funksiya (a,b) intervalning ixtiyoriy nuqtasi-
da hosilaga ega boMsa, f(x ) funksiyaning (a,b) intervalda differen-
siallanuvi deyiladi.

Odatda funksiyaning hosilasini topish amali differensial lash
amali deyiladi.

Agar,

deyilsa. unda
t\X~X—X()
boMib,
Ax->0 da x->xQboMadi.
Natijada yuqoridagi (1) ifoda quyidagicha ifodalanadi
[im f(x ) +Ax)-7(x,) _ Jim fix)-f{x 0
Jt=0 AX x —x0

Demak, funksiya hosilasini quyidagicha ham ta’riflash mum-
kin:
Ta’rif. Ushbu
lim fix)~fix0)
X — X,

limit f(x) funksiyaning x() nugtadagi hosilasi deyiladi:

jS|iX0)|: ﬁmtl_)_().:_f_ll(g) )
X-xQ

Funksiyaning x() nugtadagi oMig va chap hosilalari quyidagicha
ta’riflanadi:



Misol. Ushbu
y=f(x)=x2
funksiyaning hosilasi topilsin.
A I) argument x ga Ax orttirma beramiz:

n+an
2) funksiyaning mos orttirmasi A3 ni topamiz:
Ay=Ffix+Ax)-fix)= (x+ Ax)2~x2=
=X242X ®AN' + AX2—X2=2X *AX +AX2;

3) -2. nisbatni tuzamiz:
Av

Av 2y <Av +Av
Av Ax

2V+Ay;

4) bu nisbatni Ax—0dagi limitini topamiz:

lim— =Ilim(2x+Av) =lim 2y+lim Av =2v+0=2v
Ar-»0 On- Aor-0 An-»0 W »0

Demak, berilgan funksiyaning hosilasi
y'=(x9=2x
boMadi. »

2-8. Hosilaning geometrik hamda niexanik ma’nolari

Aytaylik,/(XJ funksiya (a,b) da aniglangan va uzluksiz boMib,
shu interval ning x0 nuqtasida f(x () hosilaga ega boMsin.

Hosila ta’rifiga ko‘ra

/()= lim /7 ("% +Av)-/(-Vv,)
Av—=0 an

boMadi.

Aytaylik, f(x) funksiyaning grafigi I chizigni (egri chizigni)
tasvirlasin (1-chizma).



1-chizma

Endi ' chizigga uning M0O=M{¢x0, f(x()) nugtasida urinma
oMkazish masalasini qaraymiz. ' chizigda M Qnuqtasidan farqli
M =M (xO+[x,/ (x0+AX))
nugtan: olib, bu nuqgtalar orqali 1kesuvchini o‘tkazamiz. 1kesuv-
chining OX o'qgi bilan tashkil etgan burchakni <p bilan belgilay-

miz.

Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bogMiq boMadi:

O=0(AX)

Agar M nugta I' chiziqg bo‘ylab, M() ga intilganda (ya’ni Ax->()
da) kesuvchining limit holati mavjud boMsa, kesuvchining bu
limit holati I chizigga MO0 nugtada oMkazilgan urinma deyiladi.
Urinma uVg‘ri chizigdan iborat boMadi.

Demak, f(x) funksiya grafigi M Q nuqtada oMkazilgan urin-
maning mavjud boMishi uchun

lim d(AX) =a

limitning mavjud boMishini ko‘rsatish yetarli. Bunda a urinma-
ning OX o‘qgi bilan tashkil etgan burchagi.
Uchburchak MMOP dan

W AXxX)y=-ML=V =f~ + M~
MO AXx AX

va undan
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oA =arctg’* 9“2-’_30:)_:/_(5:9)

boMishini topamiz.
Funksiya uzluksizligidan foydalanib, Ax-=0 da cp(AX) ning li-
mitini topamiz:

i i gl (X0+Ar)— (x0)_
Al\lrr_rl)ep(ﬂx) Aul%arctg =

arctg AFH/(‘ kN A) VO = arctg f\x 0)

Demak,
HQ;O(D(AV)

mavjud va y
a =&210q>(Av) =arctg f\x0)

ga teng boMadi. Keyingi tenglikdan

f'(xn =tga
boMishi kelib chigadi.

Shunday qilib, f(x) funksiya x( nuqgtada f(x () hosilaga ega
boMsa, bu funksiya grafigiga M{¢x(), f(x()) nuqtada oMkazilgan
urinma mavjud.

Funksiyaning x() nuqtadagi hosilasi f(x { esa bu urinmaning
burchak koeffitsientini ifodalaydi. Urinmaning tenglamasi ushbu
=f(x() + f(xFB =(x-xQq).

Endi hosilaning mexanik ma’nosini keltiramiz.

Ataylik, moddiy nuqta to*g‘ri chiziq bo‘ylab (bu to"g‘ri chizigni
OX o‘qgi deylik) harakat qilib, M nugtaga kelganda bosib oMilgan
yoM S boMsin: OM =S (2-chizma).

o M

2 chizma
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Ravshanki, bu yo‘l vaqtga bogMiq boMib, uning funksiyasi

boMadi:
S=5(1) ()

Odatda (3) tenglama moddiy nuqgtaning harakat qonuni de-
yiladi.

Agar nugta t vaqt oraligMda S(t) masofani, r+A/vaqt oraligMda
esa S(r+At) masofani bosib o'tgan boMsa, unda At vaqt oraligMda
bosib o'tilgan yoM AS=S(t+ At)—S(t) boMib,

AS _ S(t+At)-S{t)
At At
nisbat esa moddiy nugtaning t hamda /+ At vaqt oraligMdagi o‘r-
tacha tezlikni ifodalaydi.
Agar At nolga intila borsa o'rtacha tezlik moddiy nugtaning t
paytdagi (momentdagi) oniy tezlikni anigroq ifodalay boradi. De-
mak, t paytdagi tezlik

K() =gim? (. +Af +5(/)

boMadi. Keyingi tenglikdan
V(t)=S'(t) 4)
boMishi kelib chigadi.

Shunday qilib, moddiy nuqgtaning harakat qonuni S=S(t)
boMganda funksiyaning t nuqtadagi hosilasi S'(t) uning / paytdagi
harakat (oniy) tezligini ifodalaydi.

3-8. Funksiya hosilasini hisoblash qoidalari

Aytaylik, fix) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniglangan boMib,
uiar shu intervalda f(x) va g'(x) hosilalarga ega boMsin.

I. Ikkifunksiya yig'indisi va ayirmasining hosilalari.

Teorema. Ikki fix) va g(x) funksiyalar vigMndisi va ayirmasi-
ning hosilalari bu funksiyalar hosilalarining mos ravishda yigMn-
disi va ayirmasiga teng boMadi:

116



[FO<)= g (x)I'= f.K)=g(x).
< Quyidagi belgilashni ko‘ramiz:
Fx)=f(x)xg(x),
Hosila ta’rifi va funksiya limiti hagidagi teoremalardan foyda-
lanib topamiz:

n x ):AXL_IJ*0 Flx +11>§()— F(x}-

=lim [/ (x +Ar) x£g(x +Ay)] - [/ (X) £gjx)] =

Ay
_ i J(X+AY) - J\X) + gjx +Av) - g(X)
.ﬂ"’ Ay Ay
=WUNT f(x +AX)-f(Xx) + gjx +Ax)-gjx) =
A0 fa X
=r\x)xg\x)
Demak,
F(x)=f(x)xgX)=fWxgW
Masalan,

funksiyaning hosilasi

/ =(Bc2+jc/=(x'+ (x)'=2x+/
boMadi.
Masalan,

>>=t2+]jc
funksiyaning hosilasi
N - | x Fljc—X-] 'V 2y +]
boMadi.
2°. lkkifunksiya ko'paytmasining hosilasi.
Teorema. Ikki f(x) va g(x) funksiyalar ko'paytniasining hosilasi
If(x) -g (x)I'=f(x) -g(x)+1(x) 'g'(x)



boMadi.
4 Aytaylik,
®(x)=/(x) 'g(x)

boMsin. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib topamiz.

Av
_ |[im 7 (x +Av) gjx +Av) - fjx) my(x) (5j
Av

Ma“ umki,
Af(x) =f(x +Ax) - fix),
Ag(x+Ax)=Ag(x) +g(x).
Bu munosabatlardan
fix +Ax)=Afix)+1f(x)
g(x+Ax) =Ag(x) +g(X).
boMishi kelib chigadi. Unda yuqoridagi (5) ifoda ushbu

o) xj1 li
(X) = liM === o oo oo oo oo o oo oo m o oo m oo

=.,im~™@) |jx) +f(x) mgjx) +gjx) mfjx) +Af mg - fjx)gjx) _
Av
. /. A/@) . Ag(x) Af(x)
-lim_ g(x)—-= f ——~+A
Jimy 90) === +Hix) m= oA () m

ko'rinishga keladi. Keyingi tenglikdan

O'(x) =g(x) Wim +

+/(v) lim N-L+lim Ag{x) lim~ ~ -
At=>0 AV Ar~>0 " Av—0 AV

=g (x)-f\x)+fix)-g'(x).

Demak,



®'(X)=[/(x) -g(x)I'= f(x) -g(x)+(x) 'g'(x).
3°. Ikkifunksiya nisbatining hosilasi.
Teorema. Ikki f(x) va g(x) funksiyalar (g(x)x0) nisbatining
hosilasi

fix)  Fix)gjx)-f(x)g\x)

a(x) g\x)
boMadi.
A Aytaylik,
P(x) _fix)
g(x)
boMsin.

Funksiya hosilasi ta’rifi hamda limitlar hagidagi teorema-
lardan foydalanib topamiz:

/(X+AX) fjx)

r (x)=,im =,m& +O9* W .
Av—0 Oy Ax—0 At
/(X)) +A/(jc) f(x)
= jim g-Y)+Ag(.Y) g(*) =
A=0 [x
=lim /7 (x)g(-y) +g(*) *Af jx) - f jx) |g(x) - fix ) AgU) =
A0 Ax[g(*) +Ag(*)]g(*)

At A/(A)  /fvIlAg(A)
= |im s(x) -AA.v)-/(.v) Ag(v) = |im " n

AX[92Ax) +9(x)-Ag(x)] g~(x) +gix)-Ag(x)

dIVOrr-/ St rw s«)- /(n) dQv)
g2*) +g(*)' lim Ag(:v)

Demak,



_ fix) f'(x)-g(x)-f(x)-g'(x)

g(x) g2(x)

4 . Murakkab funksiyaning hosilasi.

Aytaylik, u=y(x) va y=f(u) funksiyalar berilgan boMib, ular
yordamida

y="f((p(x))
murakkab funksiya hosil gilingan boMsin.

Teorema. Agar wn=u>(x) funksiya x nuqtada w—g¥x) hosilaga
ega bo* ib, y=f(u) funksiya u nuqtada (u= q(x)) f(u) hosilaga ega
boMsa, n holda y=f(y(x)) murakkab funksiya x nuqgtada hosilaga
ega va

y'=f(u)-u'x
ya’ni
y-f6p(x))-<p'(x)
boMadii.
< Aytaylik, ~(x)*const boMsin. Bu holda, Ax*0 boMganda
An=Ad(x)=a?(x +Ax)—p(x)roO
boMadi. Ayni paytda
Ay=Af(u)=f(u+Au)-f(u)
boMib,
Av _ Ay An
Ax An AXx

boMadi. Bu tenglikda Ax->0 da (bunda Au ham nolga intiladi)
limitga o'tib topamiz:
Av Aun

o .
lim — =lim = lim —
N«=»0 An-  A—0 An Ay At—=0n 1/

. An
lim — = f\(p(x))(p\x)

At—f) 4 x

Demak,



f'= (f(y (x)))' (X)) <p'(x).
Masalan,
y= (X2+5x+3Y
funksiya uchun
u(x) =x2+hx+3, f(u)
boMib, teoremaga ko‘ra
[f(u (x))] - F(u) ')
ya’ni
[(x 2+5x+3)3f= 3 «(x2+hx+3)2 «2a—+5;
boMadi.
5°. Teskarifunksiyaning hosilasi.
Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,b) da berilgan, qgat’iy o‘suvchi
(gat’iy kamayuvchi) vaf(x) hosilaga ega boMib, f(x )£ 0 boMsin.
Teorema. y=1f(x) funksiya x=(p(y) teskari funksiyaga ega boMib,

7 X 1
4= =7 N

boMadi.

A Aytaylik, y=1f(x) funksiyaga teskari boMgan funksiya x=y(y)
boMsin.

x=<py) funksiya argumentiga Ay(Ay®O) orttirma beramiz.
Unda x=(p(y) funksiya ham Ax orttirmaga ega boMib, y=f(x) funk-
siya gat’iy monoton boMganligi uchun AxfO boMadi. Ravshanki,

Ay _ 1
Av ~—~ Ay
Ay

Agar Ay—=0boMsa, unda Av ham nolga intiladi. Ax-*0 (funksi-
ya uzluksiz boMganligi uchun).
Ma’lum ki,

lim— =f\x) (f\x)* 0)
Ay



Bu munosabatdan foydalanib topamiz:

. Av 1 I
lim— =
A A*  jim AV f\x)
Ar—0 Ay
Demak,
<|d(w—fb)
Masalan.

y =IJX

funksiyaga teskari funksiya x=y2boMib
I I S AR
y ~ X'~ 2y~7M
boMadi.
4-8. Sodda funksivalarning hosilalari. Hosilalar jadvali

Funksiya hosilasi ta’rifi hamda hosila hisoblash qoidalaridan
foydalanib sodda funksiyalarning hosilalarini topamiz.
7°. Darajali, y —x"1(neN) funksiyaning hosilasi.
y=xfl funksiya argumenti x ga Axorttirma berib, funksiya ort-
tirmasi ni topamiz:
Ay=Tf(x+ AX)—(X)—Xx+ AxX)n—XA
Nyuton binomi formulasiga ko‘ra

Ay =(X +AX)" —X" =

X" 4+nx'-" At +— X"-2eAX- + ... +(Ar)" 4
2

=fix' ®mAr +———x"-: Mv2+.. +(An)"

boMadi.



Endi nisbatini tuzamiz:
AX

nx Ay + ——————— A +...+
Av Y 21 Y
Ay Ay
+{AX =
AX

=nx’-'+ 5 X"'-r mAX+... +(AXT'
]

So‘ng &X—+0 bu nisbatning limitini

lim — =lim m a0 0,2 a8 2. /A,
Av—>0 [ y At »0 21
«
= NK

Demak,
Yy '=(X?) ,=n «x’~I
2°. Ko‘rsatkichlifunksiya y=ax(@>=0, a fl) ning hosilasi.
Avvalo y=ex funksiyaning hosilasini topamiz. Funksiya argu-
ment x ga fa- orttirma berib funksiya orttirmasini

Ay=ev:W~ex=exe Vi),
so'ng uni Ay ga boMib, ushbu
Av  ex{e*-\)
Ay Ay
nisbatni topamiz. Endi,
lim— =lim-—-—----
a-oAy ~ A vy
limitni hisoblaymiz. Bu limitni hisoblashda \x-*0 da
tW—/-Ay
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=ex-lim —
me AX = Ac Nr-*0 Ay

Demak,

Ar0AX —e\ yahi y'=(eX=ex

Endi y=axfunksiyani garavmiz. MaMumdki,

boMadi. Murakkab funksiya hosilasi formulasidan foydalanib to-
pamiz.

(aX) '=(eXrd =exlina mx <na) '=exingIna) =(elna) x dna=ax «na.
Demak,
(aX'=ax'Ina (@=0, afl)
3°. Loganfmik funksiya y*og”~x (a>0, ad1) ning hosilasi.
Avvalo y=Inx funksiyaning hosilasini topamiz: Ravshanki,

Ay _In(x +Av) - Inx X X
Av Av
MaMumki, Ax—»0 da

boMadi. Shuni e’tiborga olib topamiz.

X
Iim— =Ilim—~— " d=|im - lim ——=—
Ax 0 & Ax >0 oy Lt;e A/ X
Demak,

y =(InXx)' =—
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Endi
y=Igax
funksiyani garaymiz. Ravshanki,

, In X
=09 :Tn_a

Unda
Inx\ 1 1 1
(logroy = —2%% =L (nxy*= -
Ina Ina Ina v
boiadi. Demak,
(\ogax)= 1
xIna

4 . Trigonometrik funksiyalar.
y=sinx, y =cosX, y=Igx, y —etgx

larni hosilalari.
Ushbu

y —sinx
funksiya argument x ga At orttirnm berib, funksiya orttirmasi
Ay—sin(x+Ax) sinx

ning Av ga nisbatini garaymiz:

- . Av (
v . 2sin — cos| XH—m
Av  sin(x +Av) —sinx 2
Av Av Av
Av

A
- s - cos (x +2

2
1

So'ng Ax-"0 da limitga o“tib, bunda

. _sina
lim— =1

a—>»0 a
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boMishidan foydalanib topamiz:

. Av
sin —
lim— =lim —2—-cos X +
—0fly At»0 AX
sin AV
. . Av
=lim———= limcos x + = 1-COS X.
AX—0 \") At—0

Demak, y'=(sinx)'=cosx boMadi.
Xuddi shunday o'xshash y=cosx funksiyaning hosilasi
y'=(cosx) '=—sinx
bo'lishi topiladi.

Endi y=tgx va y=ctgx funksiyalarning hosilalarini topamiz.
Bunda ikki funksiya nisbatining hosilasini hisoblash goidasidan
foydalanamiz:

Sin X (sin.v)' cosX--(cosx)'

y=(tgx)’
cos cos' X

COS X COS X —Sin X «{ - sin x)
COs X

cos' X=Sin x

CcoS x CcoS X
Demak,
Y =(tgx)' =
COs" X
Shuningdek,
Cos X Cos X)' «sin X - cos X <«(sin X)'
/ =(ctgxy = ( ) ) < )
sin x sin" x
—sin X sin X - cos X (cosXx)' -(sin2x+cos2x)
sin v sin X Sin“X



boMadi.
Demak,

y =(ctgx)' =—
sin X
5°. Teskari trigonometrik funksiyalar.
y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctx

ning hosilalari.
Aytaylik,
y =arcsinx

boMsin. MaMumki, bu funksiyaga nisbatan teskari funksiya

boMadi. Ravshanki, f_]L ,Hj da
272
X'=cosy (cosyf-0)
Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash goidasidan foydala-
nib topamiz:
1 1 1 1

y,:EarCSiﬁxf‘z—__:__: ) —
(siny) cosy @ -sm2y M-x2

Demak,

y =(arcsinx)' =
V12

Xuddi shunga o‘xshash
y=arc Ccosx
funksiyaning hosilasi
. 1
y - (arcsina) = --
\A\-x2
boMishi ko'rsatiladi.
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Endi
y=arctgx
funksiyaning hosilasini topamiz.
Ma’lumki, y —arctgx funksiya

f *r,
x=tgy g e _ R

funksiyaga teskari funksiya boladi.
Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydala-
nib topamiz:
y - (arctgxy =---]1-=1— — =cos2y = 1 1
OgyY 1 ! 1+tgzy \+x2'
cos2V

Demak,

v'= (arctgxy = — —
1HT
Xuddi shunga o‘xshash
y—arc ctgx

funksiyaning hosilasi

y —{arctgx) =—
1+ x2
boMishi ko‘rsatiladi.
Sodda funksiyalar hosilalari uchun topilgan formulalarni jam-
lab, ularni jadval sifatida keltiramiz (bunda u=u(x))
1 (c)—0, c=const;
2. (xa)’=a*xa 1, (ua)=adia~1-u;
3 (aX¥’=ax*1na, (au'=auTna*u;
4. (eX)'=e\ (eu) —eu*u;

5 (logx)' =---— =liogue, (log M'=— V;
xlna x nina
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6. (sin x)'=cosx, (sin u)—eosu-u;
7. (cos x)—sinx, (cos u)'=—sin u-u’;

8. (tgx)' =— , (tguy =— m\
Cos* X CoSs" un
9. (CgxY==-K -, {ctguy=--—r1*
( Sin'JC fetg sin u
10 (arcsinx)' - . , (arcsin//) = /A== u\
\\—x2 yN\-u2
11 (arccosxY = (arccos//)' =— . n/
12. (arctgx) = , (arctgu)'=-—" o/,
(arctgx) - (arctgu) Trp
13 (arcctgx)'=——, (arc =
(arcctgx) v (arcowy/) T

5-8. Funksiyaning differensiali

Differensial hisobning asosiy teorem alari

. Funksiya differensiali.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bolib, x0 nugta-
da (xCe(a,b)) differensiallanuvchi, ya’ni chekli f(x () hosilaga ega
bo‘Isin.

Hosila ta’rifiga ko‘ra

r limX +n,)-Nar,,) =|lim140
Nr—>0 a.X nt-»0  Ana

bo'ladi, bunda Ax —argument orttirmasi, Af(x() esa funksiya ort-
tirmasi.

Limitning Xxossalaridan foydalanib bu tenglikni quyidagicha
yozish mumkin:

NN :/ N + A ,
Ax An,)+a(Ax)
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bunda Ax—0da a(Ax)—= Keyingi tenglikdan
&f(xnN= f(x QAX+ a(Ax)AX 6)
boiishi kelib chigadi

Shunday qilib, f(x) funksiya x( nuqgtada f(x~ hosilaga ega
(f(x )jO ) bolsa, bu funksiyaning orttirmasi Af(x() ikki gqo'shiluv-
chidan iborat boladi.

Qo'shiluvchilardan birinchisi Ax ga nisbatan chizigli (/(x~Ax)
bo'lib, Ax— da cheksiz kichik funksiya bo'ladi, qo'shiluvchi-
lardan ikkinchisi a(Ax)Axesa, Ax—»$da yugori tartibli cheksiz ki-
chik bo'ladi.

Ta’rif. (6) ifodadagi f(x )Ax ko'paytma f(x) funksiyaning x(
nugtadagi differensiali deyiladi va df(x”~ kabi belgilanadi.

Demak, ta’rifga ko'ra

df(x0Q= f(x QAX

Eslatma. Agar f(x) funksiya (a.b) itervalning har bir x nuqtasi-

daf(x) hosilaga ega bo'lsa, unda

df(x) =f(x QAX
deb olinadi, bunda Ax funksiya argumentining ixtiyoriy x nuqtada-
gi orttirmasi.

Xususan, f(x)=x bo'lganda bu funksiyaning differensiali

df(x) =f(x )Ax=(x)'Ax =IAx =AX
bo'lib,
dx=Ax
bo'ladi. Bu hoi o'zgaruvchi (argument) x ning erkin orttirmasi Ax
ni uning differensiali dx almashtirilishi mumkinligini ko'rsatadi.
Bu esa f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensialini
df(x) =f(x)d x
ko'rinishida ifodalash mumkinligini bildiradi.

Funksiya differensialining bu ifodasi hamda hosilalar jadva-
lidan foydalanib sodda funksiyalarning differensiallari jadvalini
keltiramiz:



1 d(xa)= ax (,dx,
2. d(axX) =ax «na<dx,
3 d(exX=ex'dx,

4. <y(logu.Y) =-/08e<&,

5 <\Inx) —dx,
X

6. d(sinx)=cosxdx,

7. d(cosx)=—sinxdx,

8. c/(rgx) =—
cos'lC

9. d(ctgx) =—-j-dx,

sin v

10. J(arcsin.v) = r-L=(iY,

Wl -x2
Nled(arccos N =— y ™ dx,
ViI-n2
n d(axctgx) = —1
1+ a:

ﬁj—' </(acc7gx) =———— N
1 +x

2 Differensiallashning sodda qoidalari. Murakkab funksi-
yalarning differensiali.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar f(x) da aniglangan bo'lib, ix-
tiyoriy xe(a,b) nuqgtada differensiallanuvchi bo'lsin. Unda

1) d (c'f(x))= c'd f(x), c=const,

2) d[f(x)xg(x}=df(x)x=dg(x),

3) d[(x) 'g(x)i=g(x) -df(x)+f(x) ‘dg(x).

L
________________ s I X *
9(x) #0) 9(x)



Bu qoidalar sodda isbotlanadi. Ulardan birini masalan 2-for-
mulani isbotlaymiz.

Shartga ko‘raf(x) va g(x) funksiyalar differensiallanuvchi, ya’ni
f(x) va g'(x) hosilalarga ega.

Aytaylik, F'(x)=f(x)+g(x) boMsin. Unda

F '(x)=1If(x) +g(x)J - f'(x) +g'(x)
boMadi. Keyingi tenglikning ikki tamonini dx ga ko‘paytirib
F '(xX)dx=Ff(x)dx +g'(x)dx
ya’ni
dF(x) =df(x) +dg(x)
boMishini topamiz. Demak,
d[f(x) +g(x)]=df(x) +dg(x).

Aytaylik, y=f(u), u=y(x) funksiyalar yordamida y=f(g>(x)) mu-
rakkab funksiya hosil gilingan boMsin. Bu f(u) va (p(xj funksiyalar
hosilalarga ega deylik. Murakkab funksiyaning hosilasini topish
goidasiga ko‘ra

Y '=(f(o>(x))) (X)) =p'(x)
boMadi. Ravshanki,
Y'dx=Ff(g>(x)) =tb'(x)dx

Unda

dy="f(y(x)) dy'(x)
dy=f(u)du
boMishi kelib chigadi.

Demak, funksiya murakkab boMgan holda ham funksiya dif-
ferensiali funksiya hosilasi f(u) bilan argument differensiali
ko‘paytmasidan iborat boMadi.

Ikkala holda:

1) y=f(x),

2) y=1(u), n=u>K), ya'ni y=f(<p(u))
funksiya differensiali:

1) dy="F(x)dx,

2) dy=f(u)du
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bir xil ko'rinishga ega. Odatda, bu differensial ko‘rinishining in-
variantligi deyiladi.

3°. Funksiya differensialining geometrik ma'nosi.

Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,b) da aniglangan boMib xe(a,b)
nugtada differensiallanuvchi boMsin. Bu funksiyaning grafigi
3-chizmada ko‘rsatilgan egri chizigni tasvirlasin.

3-chizma

Endi egri chizigning (x,f(x)) va x+ajc, f(x)) nuqtalarni mos

ravishda F va B bilan belgilaymiz. Unga
FC=AX, BC=f(x +Ax)~f(x)=Ay
boMadi./fo) funksiya x<E(a,b) nuqtada differensiallanuvchi boMgani
uchun u shu nugtadaf(x ) hosilaga ega boMadi. Demak, f(x) funk-
siyaga grafigiga uning F=F(x), f(x) nuqgtasiga oMkazilgan L urin-
ma mavjud va bu urinmailing burchak koeffitsienti
tga="7(x)

boMadi.

Urinmaning BC bilan kesishgan nuqgtasini D bilan belgilaylik.

FD C uchburchakdan topamiz:

Keyingi tengliklardan
D C—tga <FC=f(x) =\x
boMishi kelib chigadi.



Demak, f(x) funksiyaning x nuqgtasidagi differensiali
dy—f'(x) 'Ax

funksiya grafigiga F=F(x,f(x)) nugtada o‘tkazilgan urinma orttir-
masi DC ni ifodalaydi.

Bu funksiya differensiallining geometrik ma’nosidir.

4°. Funksiya differensiali va taqribiy formula.

Nazariy va aynigsa amaliy masalalarni yechishda tegish-
li funksiyalarning nuqgtadagi qiymatlarini hisoblash zaruriyati
tug‘uladi. KxVpincha, bunday funksiyalar murakkab boMib, ular-
ning nuqtadagi giymatlarini topish ancha qiyin boMadi. Bu hoi
funksiyaning nuqtadagi qiymatini taqribiy hisoblash (ularni hi-
soblash uchun taqgribiy formulalar topish) masalasi yuzaga keladi.

Funksiyalarning differensiali esa taqribiy formulalarni topish
imkonini beradi.

Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,b)da aniglangan boMib, xe(a.b)
nugtada/O[, hosilaga egaf(x)£0 boMsin, u holda

Ay=Af=f(x +Ax)~f(x)
funksiya orttirmasi uchun
Ay=1f(x) =+ Ax+a(x) 'Ax=df+a(Ax) ~Ax=dy+a(Ax) 'Ax
boMadi,
Av _ fix) Ax+a(Ax) Ax _ ™ cc(x)
dy fix) Ax fix)

boMadi. bunda Ax—=0va o0.(Ax)—*0. Keyingi tenglikdan.

im A= =1
Ar .0 dy

boMishi kelib chigadi. Bu tenglik ushbu
Ay-dy
munosabatga (tagribiy tenlikka) olib keladi.
Ravshanki, Ax ning har qancha kichik boMishi bu taqribiy
tenglamaning anigligini shuncha oshiradi.



Yuqoridagi taqgribiy formulani quyidagicha
f(xX +AX)» f(x )+ f(x) *AX (7)
ko‘rinishida yozsa liam boMadi. (7) formuladan taqribiy hisob-
lashlarda foydalaniladi.

6-8. Differensial hisobning asosiy teoremalari

MaMumki, y=f(x) funksiya (a,b)da aniglangan va x&(a,b)

boMib, ixtiyoriy xe(a,b) uchun

f(x)<f(x0Q (f(x(>T(x()
boMsa,/(Xqg miqdor f(x) funksiyaning (a,b) dagi eng katta (eng ki-
chik) giymati deyiladi.

Teorema. (Ferma teoremasi). Agar y=f(x) funksiya c nugta-
da (ce(a,b)) o‘zining eng katta (eng kichik) giymatiga erishib, bu
nuqtada f(c) hosilaga ega boMsa, u holdaf(c) = 0 boMadi.

Aytaylik,/fo) funksiya x=c nugtada o‘zining eng katta giyma-
tiga erishsin:

f(x)<f(c) (8

Endi c nugtaga shunday orttirma beramizki, c+J/Ix shu (a,b)
intervalga tegishli boMsin: c+Axe(a,b) Unda (8) f(c+Ax)<f(x) boMib
Ay=f(c+Ax—f(c)<0 boMadi.

Shartga ko‘raf(x) funksiya ¢ nuqgtada f(c) hosilaga ega. Hosi-
la ta’rifiga ko‘ra

f\c)=Ilim— <O
n'-»" AX
boMadi.

Agar .Ax>0 boMsa, unda

boMib,
7(0) = iR =0 ©)
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boMeadi.
Agar &x<0 boMsa, unda

f'iC) = lim— =0 (|,0)

boMishi kelib chigadi.

Teorema. (Lagranj teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,b] seg-
mentda uzliksiz boMib, (a,b) intervalda/Ylv,) hosilaga ega boMsa, u
holda a bilan b orasida shunday ¢ nuqta (a<c<b) topiladiki,

f(b)-f(a)Ay _
b—a

boMadi.

Aytaylik, y=f(x) funksiya |a,b] segmentda uzluksiz boMib,
uning grafigi chizmada tasvirlangan AB egri chizigni ifodalasin.

A va B nuqgtalardan oluvchi to'g'ri chizigning OX o‘gining
musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni ¢ deylik. Unda
bu kvg'ri chizigning burchak koeffisienti tg(p boMadi.

AB egri chizigdan shunday C nuqgta boMishini tasavvur etish
mumkinki, egri chizigga shu nugtada oMkazilgan urinma AB
to‘g‘ri chiziqga parallel boMadi. Bu L urinmaning OX o‘gining
musbat yo'nalishi bilan tashkil etgan burchakni a deylik. Uning
ham burchak koeffitsienti tggp boMadi.

y

4-chizma
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MaMumki, y=1f(x) funksiya hosilasining geometrik ma’nosi

tg<V=f(c) (V)
boMadi, bunda C nuqta AB cgri chizigdagi C nuqtani abssissasi.
A B toMi chizig bilan bu urinma parallel boMgani uchun
rgy=tga 12)
boMadi.
Chizmada keltirilgan ADB to'g'ri burchakli uchburchakda
AD=b~a, BD=f(b)f(a), ZA=cp
Shu uchburchakdan
BD=m zJM (13)
AD b-a
boMishini topamiz.
Yuqoridagi (11), (12), (13) munosabatlardan
M zm =f{c)
b-a
boMishi kelib chigadi.
Natija. Agar f(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi hosilasi nol-
ga teng
f(x)=0, xe(a,b)
boMsa, u holda funksiya (a,b)da o‘zgarmas boMadi:
f(x)—C, C=const.
Natija. Aytaylik,y=/(~ funksiya uchun Lagranj teoremasining
shartlari bajari lib,
fa)=f(b)
kabi boMsin. U holda a va b orasida shunday c nugta (a<c<b) to-
piladi
f(c)=0
boMadi.
Endi Lagranj teoremasidan umumiyroq boMgan teoremani isbot-
siz keltiramiz.
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Teorema. (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar.
1 [a.b] segmentda uzliksiz;
2)(a.b) intervalda/”" va g'(x) hosilalarga ega;
3) (a.b) da g'(x)*0 boMsin.
U holda a bilan b orasida shunday c nuqgta (a<c<b) topiladiki,
m - f{a) =f\c)
g(b)-g(a) g\c)
boMadi.
7-8.Yugori tartibli hosilalar

V. Funksiyaning yuqori tartibli hosila tushunchasi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan boMib, uning
ixtiyoriy nuqtasida (xe(a,b), f(x)) hosilaga ega boMsin. Bu f(x) ni
(f(x) ham x o'zgaruvchining funksiyasi boMadi) g(x) orqali bel-
gilaylik:

g(x) =f(x), (xe(a,b))

Ta’rif. Agar xCe(a,b) nuqtada g(x) funksiya (x( hosilaga ega
boMsa, bu hosila f(x) funksiyaning xQ nuqtadagi ikkinchi tartibli
hosilasi deyiladi vaf"(x () kabi belgilanadi.

Demak, f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uning bi-
rinchi tartibli hosilasining hosilasi boMadi:

/W = (f(x)).

Xuddi shunga o'xshash f(x) funksiyaning 3-tartibli, f"(x)
4-tartibli f v(x) va h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.

Uniuman,/fo) funksiyaning n-tartibli hosilasi f n,(x) dan olin-
gan hosila f(x) funksiyaning (n+l)-tartibli hosilasi deyiladi va
fn+b(x) kabi belgilanadi:

fn+(x) = (F*)(X)y.
Odatda, f(x) funksiyaning
f'(x), (F(x)"INV(X)......
hosilalar uning yuqori tartibli hosilalari deyiladi.
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Eslatma. f(x) funksiyaning x nuqtada (xe(a,b)), n-tartibli hosi-
lasining mavjud boMishida bu funksiyaning shu nuqgta atrofida
1,2,...,(n—)) tartibli hosilalarining mavjud boMishi talab etiladi.

Funksiyaning yuqori tartibli, masalan n-tartibli (n>2) hosila-
sini topish uchun, hamma oldingi tartibli hosilalarini hisoblash
kerak boMadi.

Ayrim funksiyalarining yuqori tartibli hosilalarini bir yoMa to-
pish mumkin.

Misol tarigasida ba’zi bir sodda funksiyalarning «-tartibli
hosilalarini topamiz:

i\ y=x° (x>0, aeR). Bu funksiyaning hosilasini ketma-ket hi-
soblaymiz:

y'=(x?)'=a'Xni,
y"—y")'—a Xa~,)'= a'(a—l1) «xa-3,
y”" —a(a—dxu~3 =a@a)(a—=2)Xa-3
Bu funksiyaning n-tartibli hosilasi uchun ushbu
xDM)=a-(@@)(a~2)...(a—n+1) =xa-n
formula o‘rinli boMishini matematik induksiya usuli yordamida

ko‘rsatish qiyin emas.

Xususan, f\x) =- =x~' funksiyaning «-tartibli hosilasi.
Vv

W = =(-1 (-2)......... (~=fhx~In —1~ 1o '
m X +1

boMadi.
2. y=1nn (x>0) funksiyaning «-tartibli hosilasini topamiz.
Ravshanki,

Y —(InAy =—
X

Unda yuqoridagi munosabatlarga ko‘ra
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boiadi.
3 y=ax (@>0, adl) boMsa. Bu funksiyaning hosilasini k
ma-ket hisoblaymiz:
y'=axina,
Y"~(Y) 'Hax'Ina) '=ax<na <na =axa:a,
y"-(y") Haxtn2a) '=axin3a
Bu munosabatlarga garab y=avfunksiyaning «-tartibli hosila-

si uchun ushbu,

y(n) —ax ./nna

formulani yozamiz. Uning to"g‘riligi matematik induksiya usuli
yordamida isbotlanadi. Demak,

y(n)—(ax)(n)—ax ./nna

Xususan, (el (n)=exboladi.

2 Ikkinchi tartibli hosilanittg mexanik Ta \nosi.

Aytaylik, moddiy nugta M to‘g‘ri chizig bo'ylab s=f(t) gonun
bilan harakatlansin, bunda t —vaqt, 5 esa o'tilgan yo‘l.

Ma’lunki, bu harakat qonuning t vaqtdagi oniy tezligi

S'(t)= F(t)—(t)

boMadi.

Aytaylik, t vagtda moddiy nuqtaning tezligi t+At vaqtdagi tez-
lik esa

v(t)+ Av

boMsin. ya’ni moddiy nuqta tezligi At vaqt oraligMda Avga o'zgar-
sin. Unda ushbu



nisbat At vaqt oralig‘dagi o'rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu nis-
batning At —0 dagi limiti

lim —
/=0 0/

/vaqtdagi moddiy nuqgta harakatining tezlanishi deyiladi va u a
bilan belgilanadi.

. Av
lim— =a
/-0 0/
Ravshanki
lim— =v(t)
-0 At

Agar v=_S'(t) ekanligini e’tiborga olsak, unda
Vvi(t)= (S'(t))'= S"(t)
boMishini topamiz. Demak,
a=S"(t),
ya’ni S=S(t) harakat gonunining ikkinchi tartibli hosilasi hara-
katning tezlanishini ifodalaydi. Bu ikkinchi tartibli hosilaning
mexanik ma’nosidir.

3°. Sodda qoidalar. Leybnits formulasi.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b)da aniglangan boMib,
xe(a,b) nugtada «-tartibli f n)(x), g(n)(x) hosilalarga ega bo'lsin. U
holda

1 [c f(xX)](n)=c 'f n(x), c=const,

2=1f(x) \g (<)) =/n)(x) \girEx )

3. If(x) =g(x)in)- fr>(x) mg(x)++CnF " -,)(x) -g{x)+

+CnZ N2 'g"(X)+...++Cnik n~Kk)(x) -g/k,(x)+ ...+ f(x) 'g n)(x)
boMadi, bunda

k_nn-3....(n-k-13

141



8-bob. FUNKSIYA HOSILASINING TADBIQLARI

I-8. Funksiyaning monotonli oralig‘ini aniglash

Aytaylik, y=1f(x) funksiya (a,b) intcrvalda aniglangan boMsin.

Ma'lumki, ixtiyoriy Xfz(a,b) va x2e(a,b) nuqtalar uchun xj<x7
boMganda f(x I)< f(x2 f(x f< f(xj boMsa, fix) funksiya (a,b) intcrval-
da o‘suvchi (gat’iy o‘suvchi), xt<x2boMgandaf(x §> f(x23 f(x,)>f(x2
boMsa, f(x) funksiya (a,b) intervalda kamayuvchi (gat’iy kamayuv-
chi) deyiladi.

Odatda f(x) funksiya (a,b) intervalda o‘suvchi yoki kamayuv-
chi boMsa,

f(x) funksiya (a,b) intervalda monoton, (a,b) interval esa f(x)
funksiyaning monotonli intervali deyiladi.

Endi funksiyaning hosilasidan foydalanib, uning berilgan in-
tervalda o‘suvchi (kamayuvchi) boMishini topamiz.

Teorema. Agar fix) funksiya (a,b) da f(x) hosilaga ega boMib,
ixtiyoriy xe(a,b) da f(x)>0 boMsa, u holda funksiya (a,b)da o‘suv-
chi boMadi.

< Aytaylik, f(x) funksiya (a,b)da f(x) hosilaga ega boMib,
f(x)>0 boMsin.

(a,b) intervalda ixtiyoriy x, va jc, nuqtalarni olib, x7<jc7deylik.
Ravshanki, [xA .v7 sigmenti (a,b) intervalga tegishl boMadi:

A x2\e(a,b).

Bu Xj, x2\ sigmentda f(x) funksiya Lagranj teoremasining
shartlarini bajaradi. Unda shu teoremaga ko'ra shunday ¢ nuqta
(if/<c<x,) nuqgta topiladiki,

5 mw=/'(c), ya'ni f(x3f(x/)= (c)(x-,—x]j)

X

boMadi. Shartga ko'ra f(c)>0 va x-—Xj>0 unda keying tenglik-
dan fix ,) $(x~ 0, yanif(xj)<f(xd boMishi kelib chigadi. Demak,
Xj<x2 boMganda f(x j)<f(x2 boMadi. Bu esaf(x) funksiyaning (a,b)
da o‘suvchi boMishini bildiradi.
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(a,b) intervalda ixtiyoriy x nuqtani olib, unda shunday /I ort-
tirma beramizki, x+Ax nuqta ham shu (a,b)ga tegishli boMsin.
Shartga ko‘ra,f(x) funksiya (a,b)da o‘suvchi. Unda Ax>0 boMgan-
da f(x)< f(x+\x) boMib, f(x+ Ax)—f(x)<0 boMadi.
Demak,
Nx>0 da f(x+Ax)—¥fx)=>0

Ax<0 da f(x+\x)~f(x)<O.

Ikkala hoi uchun ~'Y+~ —17~1>qg boMadi.

f(x +Ax)- f(x) _
Hosila ta’riliga binoan lhrm —————— y v =)'

Keyingi ikki munosabatdan (a,b) da f(x)>0 boMishi kelib
chigadi. »

Natijada (a,b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiyaning
shu intervalda o*suvchi boMishi uchun ixtiyoriy x&(a,b) daf(x)>0
boMishi zarur va yetarli.

Yuqgorida keltirilgan teoremalarga o‘xshash quyidagi teorema-
lar ham isbotlanadi.

Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) da f(x) hosilaga ega boMib,
ixtiyoriy xe(a,b) da f(x)<0 boMsa u holda funksiya (a,b)da ka-
mayuvchi boMadi.

Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b)da f(x) hosilaga ega boMib,
funksiya (a,b) intervalda kamayuvchi boMsa, u holda ixtiyoriy
xe(a,b) nuqgtada f(x)< 0 boMadi.

Natijada, (a,b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya-
ning shu intervalda kamayuvchi boMishi uchun ixtiyoriy xe(a,b)da
f(x)< 0 boMishi zarur va yetarli.

2-8. Funksiyaning ekstremumlari

/ . Funksiya ekstremumlari tushunchalari.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b)da aniglangan x0™(a,b) va shu
nugtaning atrofi (xO~b, x()+8)={xeR:x0—b<x<x()+6} (6>0) ham
(a,b) intervalda tegishli (x0—6, x0+6)cz(a,b) boMsin.
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Berilgan f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi giymati f(x( bilan
shu funksiyaning (xg—b, x0+d) atrofdagi giymatlarini solishtirish
funksiya ekstremumi tushunchasiga olib keladi.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(x0~6, x0+8) uchun f(x)<f(x0Q tengsiz-
lik bajarilsa, f(x) funksiya x0 nuqtada lokal maksimumga erishadi
deyiladi, xOfunksiyaning maksimum nugqtasi, f(x”~ esa funksiyaning
maksimum giymati deyiladi.

Funksiyaning maksimum qiymati m ax{f(x)} kabi belgilanadi.

f(x () =max{f(x)j

Ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(x()—b, x0+8) uchun f(x)> f(x () tengsiz-
lik bajarilsa, f(x) funksiya xQ nuqtada lokal minimumga erisha-
di deyi'adi, x()funksiyaning minimum nugqtasi, f(x () esa funksiya-
ning minimum giymati deyiladi. Funksiyaning minimum qiymati
min{f(x)} kabi belgilanadi:

f(x O=m in{f(x)}

Funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari umumiy
nom bilan uning ekstremumlari deyiladi.

Eslatma. f(x) funksiya (a,b) intervalda bir nechta maksimum
va minimumlarga ega boMishi mumkin.

2°. Funksiya ekstremumga erishishining zaruriy sharti.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da aniglangan bao'lib, xe(a,b) bo'lsin.

Teorema. Agar f(x) funksiya x0 nuqtada ekstremumga erish-
sa va shu nuqtada funksiyaning hosilasi mavjud bo'lsa, u holda
f X()=0 bo'ladi.

Xuddi shunga o'xshash f(x) funksiya x0&(a,b) nuqtada mini-
mumga erishib, f(x ( mavjud bo'lganda ham f'(x (= 0 boMishi is-
botlanadi.

Eslatma. f(x) funksiyaning b'mot x*e(a,b) nuqtada hosilasi mav-
jud boMib, f(x*)=0 bo'lishidan uning x* nuqtada ekstremumiga
erishishi har doim kelib chigavermaydi.

Masalan, f('’x)=x3 funksiya uchun f'(x)=3x: va x=0 nuqtada
f(x )= 0 boMsa ham bu funksiya x=0 nuqgtada ekstremumga erish-
maydi (ma’lumki, funksiya gat’iy o'suvchi).
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Demak, yugorida keltirilgan teorema funksiya ekstremumga
erishishning zaruriy shartini ifodalaydi.

Eslatma. Hosilaga ega boimagan nuqgtada ham funksiya eks-
tremumiga erishishi mumkin. Masalan:

f(x)=\xlI
funksiya xo=0 nuqgtada hosilaga ega ernas, ammo u shu nuqtada
minimumga erishadi.

Odatda funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqtalar funk-
siyasining statsionar nuqtalar deyiladi.

f(x) funksiyaga ekstremum qiymat beradigan nugtalar:

1 Funksiyaning statsionar nuqgtalar.

2. Funksiyaning hosilasi mavjud boimagan nuqgtalar.

3°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlari.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan,uning har bir nuqgtasi-
da hosilaga ega va x(e(a,b) nuqtada funksiyaning hosilasi nolga
teng: f(x0=0 x() nuqtaning shunday (xQ—b, x()+6) atrofini ola-
mizki, (xg—b, x0+b)c:(a,b) boisin.

a) Agar ixtiyoriy xe(xQ—b,x¢ daf(x)>0, ixtiyoriy xe (x0,x0+b,)
da f(x)< 0, ya’ni f(x) hosila x0 nuqtani «o‘sishda» ishorasining
«+» dan «—» ga o‘zgartirsa, f(x) funksiya xQnuqgtada maksimum-
ga erishadi.

f(x) funksiyaning (x0—b, x( da hosilasi musbat f(x)>0.

Demak, funksiya (xO~b, x” da o‘suvchi. Unda (x(—b, x() da
f(X()> f(x) tengsizlik bajariladi.

Demak, xe(xQ—&x0+8) da f(x)<f(x0 boladi. Bu esaf(x) funk-
siya xQnugtada maksimumga erishishini bildiradi.

b) Agar ixtiyoriy xe(x()—8,x() &df(x)<(), ixtiyoriy xe(x0x()+ dj
daf(x)>0 , ya’'ni f(x) hosila xQnuqgtani «o‘sishda» ishorasini «+»
dan «—» ga o‘zgartirsa, u holda f(x) funksiya x() nugtada mini-
mumga erishadi.

f(x) funksiyaning hosilasi (xO~b,xf) da f(x)<0. Demak, funk-
siya (x0~8,Xg da kamayuvchi.

Unda (xn—8,x() daf(x)>f(x/A tengsizlik bajariladi.
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f(x) funksiyaning f(x) hosilasi (x0x0+5) da f(x)>0. Demak,
funksiya (xOx0+8) da o'suvchi. Unda fx0,xQ+6] daf(x)>J(x( teng-
lik bajariladi.

Demak, ixtiyoriy xe(xQ-8,x0+8) da f(x)>J(x( boladi. Bu esa
funksiyaning xQnugtada minimumga erishishini bildiradi.

c) Agar ixtiyoriy xe(x0~8,x() da f(x)>0, ixtiyoriy xe(xr
X0+ 8] da f(x)>0 yoki ixtiyoriy xe(x0~d,x0 da f(x)< 0, ixtiyoriy
xg(x0,x0+5) da/Y#<O0 boMsa, ya’'ni/(3c=> hosila xOnuqgtadan «o‘tish-
da» ishorasini o‘zgartirmasa, u holdaf(x) funksiya x0 nuqtada ek-
stremumiga erishmaydi. Chunki bu holda (x0—b, x*+5) da o'suv-
chi yoki kamayuvchi boMadi.

Natijada f(x) funksiya ekstremumini topishda quyidagi qoida-
ga kelamiz:

1 funksiya hosilasi f(x ) topiladi;

2) f(x)= 0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning ye-
chimlaridan biri x0 boMsinf(x)=0;

3) xQnuqtaning chap atrofi (x0~6, x0 va o'ng atrofi (x{ x0+ 8)
da f(x ) hosilaning ishorasi aniglanadi va yuqorida keltirilgan a)
va b) tasdiglar tatbiq etilib ekstremum topiladi.

f'(x0) rX(rb) f(x 0-d) f(x(
0 yoki mav- + - Maksimum
jud emas — + Minimum
O yoki mav- + + Ekstremum mavjud
jud emas — — emas

4\ Funksiya ekstremumini topishda yuqori tartibli hosilalardan
foydalanish.

Yuqgorida keltirilgan ekstremumning yetarli sharti sanaladi-
gan nugtaning oMig va chap tomonlaridagi nuqtalarida funksi-
ya hosilasi f(x) ning ishorasini aniglash bilan bog'liq. Ko'pincha
X0 nuqgtaning atrofida f(x ) ning ishorasini aniglash qiyin boMadi.

Qaralayotgan funksiya x0 nuqgtada yuqori tartibli hosilalarning
ega boMsa. hosilaning x0 nuqtadagi giymatining ishorasiga garab
funksiyaning ekstremumini aniglash mumkin.
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Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo'lib,
xe(a,b) boMsin.

Teorema. Agar f(x) funksiya xQnuqtaning (x0~6,x0+b) atrofida
{{x0~8,x0+8) c(a,b)) birinchi va ikkinchi tartibli f'(x), f'(x) hosi-
lalarga ega boMib,

If'(X0)=0;

2) XQ nugtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f'(x)
u7duksiz va/ "(x##0 boMsin, u holda

a) f"(x 0>0 boMgani f(x) funksiya x0 nugtada minimumga eri-
shadi;

b) [ X()<0 boMgani f(x) funksiya x() nugtada maksimumga eri-
shadi.

Teorema. Agar f(x) funksiya x( nuqtaning (x(—5x"+5¥e(a,b))
n-tartibli f n)(x) hosilaga ega boMib,

1 f(x~=-i), /7-v*=0,..., f n—-n(xP=0. f nix@®*\) boMganda, n juft
son boMsa funksiya ekstremumga ega boMadi vaf rsx{})>() boMgan-
da f(x) funksiya x0 nuqtada minimumaga, /~(x~kO boMganda f(x)
funksiya x0 nugtada maksimumga erishadi.

2) /r-toq son boMganda f(x) funksiya x0 nuqtada ekstremum-
ga ega boMadi.

5°. Funksiyaning [a,b ] segmentdagi eng katta va eng kichik qiy-
m atlari.

f(x) funksiya [a,b] segmentda aniglanagan va u shu segment-
da differensiallanuvchi boMsin. Ravshanki, f(x) funksiya |a,b|] da
uzluksiz boMadi. Unda ma’lum teoremaga ko‘ra funksiya |a,b] da
eng katta va eng kichik giymatlarga erishadi, ya’'ni (a,b] segment-
ning shunday giymatlari topiladiki, bu nuqtalardagi funksiyaning
giymatlari eng katta (eng kichik) boMadi.

Funksiyaning eng katta qiymati quyidagicha topi ladi:

D f(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi maksimum giymatlari
topiladi. Funksiyaning barcha maksimum qiymatlari to'plami
{max f(x)} boMsin;

2) funksiyaning |a,b] segmenti chegaralaridagi, ya’ni x=a. x=b
nuqtalardagi giymatlari f(a) vaf(b) hisoblanadi.
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So‘ngra {m axf(x)} to'plamning barcha eiementlari bilanf(a) va
f(b) lar tagqoslanadi. Bu giymatlar ichida (orasida) eng kattasi f(x)
funksiyaning [a,b] segmentdagi eng katta giymati boMadi.

Shunga o‘xshash funksiyaning |a,b] segmentdagi eng kichik
giymati topiladi.

6. Hosilaning funksiya lim itini topish tadbiglari. Lopital goi
dalari.

Biz oldingi boblarda, ma’lum shartlar bajarishganda funksi-
yalarning limitini hisoblashni bayon etdik.

Bazi hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya’ni.

1) x>x0da f(x)—*0, g(x)—*0, da Zifl ning limiti (uni £ ko‘ri-
g(x) 0
nishidagi anigmaslik deyiladi).

2) x>x() da f(x)}=+<n, gx)=+o00 da —— ning limiti (uni
g(x) @©
ko‘rinishidagi anigmaslik deyiladi).
Limitni topishda funksiyaning hosilalariga asoslangan qoida-
ga ko‘ra hisoblash mumkin boladi.
Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital qoidalari
deyiladi.
jpy n
. x-+x0daf(x)—0, g(x)—=0, da —— ning lim iti.
9(x)
Teorema. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniglangan
boMib, quyidagi shartlarni bajarsin:
) HMxMJ(x)=0, limx*g(x)=0;
2) ixtiyoriy xe(a,b) daf'(x) va g\x) hosilalari mavjud;
3) ixtiyoriy xe(a,b) da g'(x)*0\

4) ushbu 1IS) X)~"~ (4eR) mavjud. U holda
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f(x) liamda g(x) funksiyalarning x=a nuqgtadagi giymati nolga
teng, ya’nif(a)=0, g(a)=0 deb olsak, natijada lim f\x) =0 =f(a),
X—u

limg(x) =0=g(a) tengliklar o'rinli boMib, f(x) va g(xj funksi-

yalar [a,b] da uzluksiz boladi. Ixtiyoriy xe(a,b) nugta olib, [a,x|
segmentdaf(x) va g(x) funksiyalarni qaraymiz. Koshi teoremasiga
ko‘ra a bilan x orasida shunday c(a<c<x) nuqgta topiladiki

f{x)-f(a) =f\c)

g(x)-g(a) g'c)

tenglik o‘rinli boladi. Bu tenglikdan esa
/(x)_ f\c)
g(x) g'c)

boMishi kelib chigadi. Ravshanki x-"~a da n—c boMadi. Demak,

2°. x-+xnda (x)—t+cc,g(x) —«c da - ™ ning limiti.
g(x) 1
Teorema. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniglangan
boMib,quyidagi shartlarni bajarsin:
1) limx_J(x )= oo, imx ~g(X)=X,
2) ixtiyoriy xe(a,b) da, f(x) va g'(x) hosilalar mavjud va g'(x)fO

3) lim 171 =A.
g(x)

lim—
g(X) wecgic)
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9-bob. ANIQMAS INTEGRAL

Ma’lumki, harakat gonuniga ko'ra harakatdagi jismning tez-
ligini topisli masalasi hosila tushunchasiga olib keladi.

Harakatdagi jismning tezligiga ko'ra harakat gonunini topish
masalasi esa yuqgorida avtilgan masalaga nisbatan teskari masala
bo'lib, u funksiyaning anigmas integrali tushunchasiga olib keladi.

I-8. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral

f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo'lib, F(x) esa shu (a,b) berilgan
va differensiallanuvchi (ya’ni F(x) hosilaga ega), xe(a,b) boMsin.
Ta’rif. Agar F(x) funksiyaning hosilasi F'(x) berilgan f(x) funk-
siyaga teng F'(x)=f(x) yoki dF(x)=f(x)dx bo'lsa, F(x) funksiyaf(x)
funksiyaning boshlang'ich funksiyasi deyiladi.
Masalan,
f(x)=x2, (XG (-cc;+cc))

funksiyaning boshlang'ich funksiyasi

bo'ladi, chunki

bo'ladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo'lib, u shu oraliqgda
ikkita F(x) va ®(x) boshlang'ich funksiyalarga ega boMsin. Ta’rif-
ga binoan

Fi(x)—#Xx), ¢ (x)=f(x),(xe(a,b))
Keyingi tengliklardan
F'(x)= ®'(x)
boMish kelib chigadi. Unda F(x) va ®(x) funksiyalar bir-biridan
o'zgarmas songa farq qiladi;
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® (x) =F(x)+C, C=const
Demak, berilgan f(x) funksiyaning boshlangMch funksiyalari
cheksiz ko‘p bo‘lib, ular bir-biridan o'zgarmas songa farq qiladi.
Agar F(x) funksiya fix) funksiyaning boshlangMch funksiya-
si boMsa, unda fix) funksiyaning istalgan boshlangMch funksiyasi

F(x)+C, C=const

ko‘rinishida boMadi.
Ta’rif. Ushbu

F(x)+C
ifoda fix) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va Nfix)dx ka-
bi belgilanadi:

~M(x)dx =F{x)+C

bunda J integral belgisi, fix) integral ostidagi funksiya, fix)dx

integral ostidagi ifoda deyiladi.
Masalan,

szjx —x"'+C,

chunki grL-IC =§3x~=x~ boMadi.

Odatda funksiyaning anigmas integralini topish amaliga shu
funksiyani integrallash amah deyiladi.

Teorema. (a,b) da uzluksiz boMgan har ganday funksiya bosh-
langMch funksiyaga, demak anigmas integralga ega boMadi.

2-8. Anigmas integralning xossalari

Anigmas integral bir nechta xossalarga ega. Biz ularni kelti-
ramiz:

T°. fix) (unksiya anigmas integral jf(x)dx ning differensiali fix)
dx ga teng:
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d\\f{x)dx\ =f(x)dx,
V. Funksiya differensialining anigmas integarali shu funksiya
bilan o'zgarmas son yig'ndisiga teng:

\dF{x)=F(x)+C.

3°. Ushbu munosabat o‘rinli:

JK f(x)dx =k Jf(x)dx (k =const, kK ®0)

4°, Ushbu formula o‘rinli:
J[/00 £E£(*)]<&=Jtix)d x £Jg(x)dx.

Bu xossalarning isboti bevosita anigmas integral ta’rifidan ke-
lib chigadi. Biz ulardan birini, masalan, 2°-xossaning isbotini
kelti ram iz.

F(x) funksiya fix) funksiyaning biror boshlangMch funksiyasi

boMsin. Ta’rifga kolra F'(x)=f(x) bo'ladi, J f(x)dx =F(jc) +C bo'ladi.
Unda
Jf(x)dx =J FAx)dx =] dF(x)

bo'ladi. Keyingi tengliklardan
\dF{x) =F\x)+C

boMishi kelib chigadi. Bu esa 2° xossani isbotlaydi.
3-8. Asosiy integrallar jadvali

/". Sodda funksiyalarning anigmas integral/ari.

Avval sodda funksiyalarning anigmas integrallarini topamiz.
Bunda boshlangMch funksiya ta’rifidan hamda hosilalar jadvali-
dan foydalanamiz.

1) fix) =xa boMsin. 0(>0, a — haqiqgiv son, a®—1)

Unda
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bo'ladi, chunki
( a+l \

-— +Cc =(a+)
a+1 a+l

1) f(x) =— bo'lsin (x$0), unda f—dx—InLvI+C bo'ladi.

2) f(x)=ax bo'lsin (a>0, a*l). U holda

X

ff(x)dx = [a*dx hC
J! J Ina
boladi, chunki
a 1
+C m"-lna—a
Ina Ina

Xususiy, f(x)=ex bo'lsa,
ff(x)dc =fe) dx=ex+C
bo'ladi.
3) f(x)=sinx bo'ladi, unda \f(x)dx =Jsinxc& =-cos.x-+C
bo'ladi, chunki (~cosx+ C)'=——sinx)=sinx.
4) f(x)=cosx bo'lsin, u holda jf(x)d x =] cosxdk =sinx+C
bo'ladi, chunki, (sinx+C)'=cosx.

5) /(*) =— \— bo'lsin, unda ff (x)dx =f— \— dx=tex +C
COS™* X J- COS' %

bo'ladi, chunki, (tgx+C)' =
COS-Y

6) fix) - gn!x bo'lsin, u holda



[f(x)dx = f— %— dx =-ctgx +C
T sip2x

1
boMadi, chunki, {—etgx +C )" =—\ —ccmer "
N sin"x/ Sin N

7) /(xX) =—— boMsin, u holda
H-X
f f(x)cix = f— }~7dx =arctgx +C
J J I +x“
boMadi, chunki, (arctgx +C)'=— —-
1+x

8) /(-y) =n 2 boMsin, unda

I/ (x)dLv =] _ dx =arcsinx +C
VI —x
boMadi, chunki, (arcsina+C')'= 1
AV

2\ Integrallar jadvali. Yuqgorida keltirilgan formulalarni jam-
lab ushbu integrallar jadvalini hosil gilamiz:

)] JVéd _;_+_1+C {fa®-1J

2) Jf—dx:In|x|+C (n'~0)
X

x

3) \adx="—+C (a>Q,a*\)
J Ina
4) j exdx =eK+C,

5) J sinxdx =-cos X +C,



6) | cosxdx =sinx +C,
7) [—+4r-dx =-ctgx +C,
Jsin x
8) [——dx=tgx+C,
J COS' X

9) f dx =arcsin v+C,
Vv1-x2

10) h—_l_T—dx =arctgx +C.

4-8. Integrallash usullari

I . Bevosita integrallash usuli. Bu usulda integral ostidagi funk-
siyani (yoki ifodani) ayniy almashtirishlar yo‘li bilan yoki bevosi-
ta integralning xossalarini tatbiq etish yolli bilan jadval integrali-
ga keltirib hisoblanadi.

Ko‘p hollarda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

du—d(u+a), a —o'zgarmas son,

du=—d(au), a® 0 udu =Ed(u2),
a

cosu du=d(sinu), sinu du=-d(cosu),

—du =d{Inw), — du =d(tgu),

7 cos"u

umu man f'(u)du=d (f(u)).

Masalan,
Frn_=rn~=+2 =|nk+2+c
Jx+2 J x+2 1 1
f / rsinm , rd(cosx) . ,
tgxax = -———aX =- 1l-————-= =—n cosX\+C
J J cosx J CcOosx



2\ O “zgaruvchilarni almashtirib integrallash usuli.

Ushbu Jf(x)dx integralni hisoblash talab etilsin. Ba’zan x

o‘zgaruvchini boshga o‘zgaruvchiga almashtirilish natijasida beril-
gan integral soddaroq, hisoblash uchun qulayroq integralga keladi.
Aytaylik,
Jf x)dx =F(x) +C (0

bo‘lsin. Bu integralda x=q(t) almashtirish bajaramiz. (f(x), y(t)
va y'(t) — uzluksiz funksiyalar).
Unda

\ f (<KO) mp\t)dt = F(cp(t)) +C )

boMadi. Shuni isbotlavmiz.

MaMumki, F'(x)=f(x).

Unda [F(y(t)+ CI'= (F((p (1)))'= F" (@ (1)) < (t)- (" (1)) <O boMa-
di. Bu esa (2) munosabatning to‘g‘riligini bildiradi. (1 va (2)
tengliklardan topamiz:

\f{x)dx =Jf((p{t)- (p\B)dt.

Masalan J(2+3.V)Vr integralni hisoblashda 2+3x=t

t-2 1.
Almashtirish bajarilsa, unda ax--at boMib,

J2+3rf* =)v-i ~ +Cc=-1(2+3v) +C bo'ladi.

3 . Bo'laklab integrallash usuli. Aytaylik, u=u(x) va v=v(x)
funksiyalar biror oraligda aniglangan uzluksiz hamda uzluksiz
u’(xX) va v’(x) hosilalarga ega boMsin. MaMumki,

d(u «v)=udv+vdu.
Bu tenglikni integrallab topamiz:

Jdu w) =Judv +Jvdu.

156



Ravshanki, J</(m-v) =m-v
Unda u-v="udv+~vdu bo'lib, quyidagi formula
Judv =nw—J vdu 3)

hosil bo'ladi.
Odatda (3) bo'laklab integrallash formulasi deyiladi.
(3) formula judv integralni jvdu ni hisoblashga keltiradi.
1-misol. jjtcosxdx ni hisoblang:
Yechish. u=x, du=x, v=sinx, dv=cosxdx belgilashlarni kirita-
miz. U holda

J.r «cos xdx = Judv = U sv—/m = v ssin .v-

- Jsin xdx =.vsin X +cosx +C

boladi.
2-misol. Inxdx ni hisoblang:

. d .. L
Yechish. u=Inx, du :—X, v=x, dv=dx almashtirishni Kkirita-
X

miz. U holda, \Inxdx =\udv=x-\nx-~ =x-\nx-x +C bo'ladi.

Endi amaliyotda tez-tez uchrab turadigan va bo'laklab integ-
rallash usuli bilan hisoblanadigan integrallar tiplarini keltiramiz.

1 ] Pn(x)ebdx, J Pn(x)sinkxdx, J Pn(x )coskxdx ko'rinishdagi

integrallar, bu yerda Pn(x) — n-darajali ko'phad, k biror son. Bu
integrallarni hisoblash uchun u=Pn(x) deb olish va (3) formulani
n marta qo'llash yetarli.

2. j Pn(x) Inxdx, J Pn(x)an minxdx, J Pt(x)arccosxdx, j'Pi(x)arctgxdx,

jP n(x)arcctgxdx ko'rinishdagi integrallar, bu yerda ~,(xX) —n-dara-

jali ko‘phad. Bu integrallarni bo'laklab integrallash uchun P n(x)
oldidagi ko'payuvchi funksiyani u deb olish lozim.
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3. J eaxcosbxdx, bu yerda a va b lar hagiqiy sonlar. Bu integ:

rallar ikki marta boMaklab integrallash usuli bilan hisoblanadi.

3-misol. Jarcsinxdx integralni hisoblang:

Yechish. Bu integral 2-tipga kiradi, bunda PO(x)=I| va u=arc-
sinx deb olamiz. U holda

. dx
) ) n =arcsin .r, du = . xdx
jarcsin xdx = =Xaresin v- J

dv —dx, y=V vI-*

=xarcsin x +—J (1-x2) 2d{\- x:) =xarcsin x +\JI-x2 +C

bo'ladi.

4-masol. J[a rcosédx integralni hisoblang:

Yechish. Bu integral 3-tipga mansub. u sifatida dx ning ol-
didagi ko‘paytuvchilardan ixtiyoriy birini olamiz va ikki marta
boMaklab integral lashni bajaramiz. lkkinchi marta integrallaga-
nimizda avval berilgan integralni o‘z ichida saglaydigan tenglikka
ega boMamiz. Bu tenglikdan berilgan integralni topamiz:

n=e ', du - —e Xx
ie ' cos—dx -~
- ? dv =cosXdx, v=2 rcosid"()—() - 2sin=
2 17778 1o
n=e du =- e xdx
. X r . X

=2e xsin—+2\e 'sin—dx X X
! J ! 6/v =sin —dx, v=-2cos—
? ?

=2e 'sin i——4e 'cosi——4— 4J\e 'cosl—dx, Ya ni

\e cosi—dx=2e xsini—4e 'cosi——4J(e 'cosi—dx,
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bundan 5fe~' cos—dx - 2e~xsin—- 4e~'cos— YOK'
J 2 2 2

rs , 2 . X '
4" cos Lix —(e‘X sm— Ze‘rcosi).
J 2 5 2 2

Endi bo'laklab integrallash usuli yordamida ushbu

n- r_.ax_ (n=1,2,3,.....J] a—o ’zgarmas)
J(r~+a~)n

integralni (bu integraldan keyinchalik ko'p foydalaniladi)
soblaymiz.

Berilgan integralda

N=—--—-——-—, dv=dx
(x-+a-)n
deb olamiz. Unda
du={—-———  dx=f(x +a ) "1I'mix =
(x-+a-y) L J
B, FAVAFRES o IRRr2) (s ) G p— -, udX,
(x-+a'y
dv=dx
bo'lishidan esa,
V=X
boMishini topamiz.
Bo'laklab integrallash formulasiga ko'ra
dx _ 1 r( 2nx 3
(x"+a~)" (x2+cr)" 1 |l (a2+a2™1
-4 - ,,+¥2nf— V —-dx
(x'+a) J(.r+«=)"*

bo'ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidaui
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j - M\ Xdx
(x +o0)

integralni quyidagicha yozib olamiz:

foooa A Me+uy2-a2 ., f
A ) (r24/2V X_ Ifr2n.a2\n

~a'\jS+ a[T 'dX=J"-a2""

demak.

Jn=———— h2//< -2na2m
(X-+a2)n ” &

Keyingi tenglikdan J(n+1) ni topamiz:
2m' J - ':ZX % +2ne/1-N= & +(2ﬂ 1) J,

j X 2n-1
"4 2na~(x2+a2" 2na2 " N
Bu rekurrent formuladan foydalanib, J, ni bilgan holda bi

rin-ketin J2 J3... larni topish mumkin.
Ravshanki, n=I boMganda

r dx Ir la) I y
=] - 2=-1m 4 ——arctg - +C
Jx+<7 al_ fx\ o a
i+ -

boMadi.
Masalan, (4) formuladan foydalanib,
joE__ =
2 (x2+a22
integral quyidagicha hisoblanadi:
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= —- —-+— /=
J2a~ Hn" +4") 2a~
X 1 X

=n 2, 2——+ —rarctg- + C.
2a (x +a ) 1la~ a

5-8. Sodda kasrlar va ularning integrallari

Ushbu,

A A Bx +C
X —a (x—a)" X2+pXx+(q
Bx +C
(m=>1

(X+px +qg)m

ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi. Bunda A,B,C,a,p,q
o‘zgarmas haqiqgiy sonlar, m — natural son, x2+px+q — kvadrati
uch had hagiqiy ildizlarga ega emas.

1. o sodda kasrning integrali quyidagicha hisoblanadi:

[0—dx=A \-"-=A \4*~a) =A-\nN\x—a\+C
JXx—a JX-a -a

A
———a——dx(m> 1) sodda kasrning anigmas integrali.
Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

 — dx - A f—— ———=A f(x —a ) nd(x —a) =
MX—ad'f J(x—a)

=ASiz?rl+c= + +C.
-m+1 (x—a)ym-1-m)

0 r Bx+C

————— dx sodda kasrning anigmas integrali.
IX - +px+q



Avvalo sodda kasr maxrajidagi x2+px+q kvadrat uchhadni
quyidagicha yozib olamiz:

X~ +pX+g=X2+2 —X+ =i v+£

+a\ a-=q- ~

U holda
Bx +C

fo|f_e+C_Z'_ dx.\J —dx
px=+q (x +E)2+a:

bo'ladi. Keyingi integralda o'zgaruvchini almashtiramiz:

XN =1t.
2
Pavshanki,
dx—dt, x —i ——
2.
Natijada
Bli-z- I+c
Bx +C
+px + de =
X pxTq (x2+Y +a
Bt +C-~-B
d\ -
B rd(I2+a2 Bp
~, 7, .2 +C-
-2 +a~
i+
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boladi.
Bx +C

dx  (in>1) sodda kasrning integrali.
4- f@:'+px+q)

Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

B\ t-Z- +cC

~ X+C—dx dx=j- dt =
Jbr Bpx % &fjm —h t +a'
iXxX+£ ? +q-£-
2 4

dt B rd(t2+a2)
(Tr+a )

1 dt
O-Iz\b+ a2m 2 @-m)2+ady Hc-h ht +a )

. . dt . .
Bu integraldagi —— 7— anigmas integral

J(t +a")
yugorida keltirilgan rekurrent formula yordamida hisoblanadi.

6-8. Ratsional funksiyalarni integrallash

Ushbu Pnx)=a0+ak+ax2+ ..... Jrared butun ratsional funksi-
yaning integrali oson hisoblanadi:

J P,(*)dx =J[«0 +arx+aXx2+eee. . . +amkndx =

=a..x+a,)£h —H-——b MJE'+C.
0 T2 3 "n+1

Kasr ratsional funksiya



M, (X) K +Kx +brX2+es. ... +bTXT

ni integrallash birmuncha murakkab boMadi.
P . . L
Agar Q—J(X)) noto‘g‘ri kasr (h>m) boMsa, uning butun gismi
X
ajratilib, butun ratsional funksiya va to‘g‘ri kasr yigMndisi ko‘ri-
nishida yoziladi:

QIx) " QIx)

Lax=2,(nNeiv+) boMadi.

() QIx)

To‘g ri kasrni integrallash uchun, avvalo bu kasrni sodda kasr-
lar yigMndisi sifatida yozib olinadi so‘ng ularning integrallari to-
piladi.

Endi ratsional karslarni sodda kasrlarga ajratishga doir bir

nechta misollar keltiramiz:
2

X
1-misol. Ushbu —— ratsional kasrni sodda kasrlarga yoying.
X —8

Yechish. x3-8=(x—2)(x2+2x+4) boMganligi sababli (8) formu-
laga koTa

U holda J '
S«

x2 y2 A _Bx+C
AB-8 (y-2)(x +2y+4) x-2 y2+2r+4°

bu yerda A, B va C lar noma’lum koefTitsientlar. Bu tenglikning
o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz, u holda

X~ A(X: +2x+4) +(BXx +CXx-2) .

— L e ——————— bo ladi. Bundan
Y -8 (y-2)(x +2Y+4)

x2=(A+B)x2+(2A+C-2B)x +4A-2C.
Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tcng-

lashtirib, A, B, C larni topish uchun ushbu tenglamalar sistcmasi-
ga ega boMamiz:
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1=A+B,

I 2 2
0=2a+C-2B, =J1=-,£ =-,C =-.
3 3 3
0=4A-2C
Shunday qilib,
2(x+1)
X'—8 3(jc—2) 3(X2+2x+4)
2-misol. Ushbu 7x226x-9 ratsional kasrni sodda kasr-

X4+4X’ +4x2-9
larga yoying.
Yechish. Kasrning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
X4+ AX3+4X2—9 = (X 2+ 2X) 2—9= (X 2+2X~3) (X2+2x +3) =
= (X~ )X+ 3)(x2+2x+3).
sodda kasrlarga yoyish formulasidan foydalanib yoyilmani yo-
zamiz:
7X2+26%x-9 A B - Cx+D

- —— +
(x-N(x +3)(x2+2x +3) x—1 x+3 X'+2Xx +3

Tenglamaning o'ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz. U
holda
Ix1+26x—9
(x=-N(x +3)(x: +2x+3) —
_ AX +3)(x2+2x + 3) +B(X - I)(x2+2x +3) +(Cx + D) (x + 3)(x-1)
(X - D(x +3)(x2+2x +3)
bo'ladi. Bu kasrlarning suratlarini tenglashtiramiz so'ngra x oldi-
dagi koeffitsientlarni tenglashtirib quvidagiga ega boMamiz:
O0=A+B +C,
7=5A+B +2C +D,
\=>A=\B=\,C=-2,D =5
26=9A +B-3C +2D,
-9 =9A—3B-3D,
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Demak,

1

(i) (x +3)(x* +2x+3)_ x—1 Lx +3 X'+2x +3

7X2+26x-9 1 1 L -2X+5

3-misol, ﬂg-_i-_l_G:\/_—éi ni sodda kasrlarga ajratinu.

Yechish. (8) formulaga ko'ra
4x2+16Xx—8 _4x2+16x-8 A: B . C

X —4x  x(X+2)(x—2) X x+2 x-2
Ushbu tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltira-
miz va suratlarini tenglashtiramiz:
Ax~+16Xx—8=A (Xx+2)(X ~ 2)- BX(x-2) + Cx(X+2).
X ga ketma-ket x=0, x=-2 va x=2 giymatlar berib quyidagini
hosil gilamiz:

X=0 -8=-4A A=2,
X =-2 -24 =8B e—=<B=- 3
X=2 O=8C C=5

Shunday qilib,
4x2+16x-8 2 3 , 5
— (m

X(X +2)(x-2) « x+2‘x—2'

4-misol. f" + dx hisoblang.
X(.v—1)

Yechish. Integral ostidagi funksiya to'g'ri kasrdan iborat. Uni
quyidagi ko'rinishda vozib olamiz:

X3+ A B C D
X(n--1)5~ x x—1 (x-1)2 (x-1)%

Bundan x3+ I=A (x~1)3+Bx(x~ 1)2+Cx(x—1)+Dx kelib chigadi.
Endi x o'zgaruvchiga 0, 1,2 va -1 giymatlar berib, quyidagi teng-
lamalar sistemasini hosil gilamiz:
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A =1
D=2
A+277+2C +2D =9,
-8A-4B +2C-D =0.

Bundan A=-1, B=2, C=1, lN=2 ni topamiz.

Demak,
+H
_2(_3__1_rdx _r%( +2 r_gl + r__gl(_ |—+2r__q)£_r =
T —1) 1N n—1 v 1) J (-V-1)
=—n|x| +21n|.r—1|- +C.
n-1 (n-1)-
5N 4_g
5-misol. / = f— —— —<& integralni hisoblang.
J x -4x

Yechish. Integral ostidagi kasr-noto‘g‘ri kasr. Uning butun va
to'g'ri gismlarini ajratib olamiz:
X5+x4—8 4x2+16v—8

=X~ X +4+-

X'-4x X(X-2)(x +2)

To'‘g‘ri qismi —”"ni sodda kasrlarga ajratamiz (garang:
X' -4.v
N
3-misol), natijada XX o 44+ L +
X3-4x X X-+2 x-2

| o

lenglik-

ka ega boMamiz.
Bundan keyin integrallavmiz

n2+jc +4 M——2————§—— f——5 dx = — +— +4x +

n x+2 x—2 3 2

31n|x +2

+51I’1|X—2|+InC:'V_}£_ 14X + (AA 2
3 2 X+ 2)
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7

6-misol. ] —-dx integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat. Uni
sodda kasrlarga ajratishni I-misolda ko‘rgan edik. Shu yoyil-
madan foydalanib integralni hisoblaymiz:

\-N— dX=j-—mmmm e =0—
Jr-8 j (a——2)( y2+2—v+4) \ xx--2 +2X +4
A=~,
s =—[—— +- F—y————dx——lnljc 2+
3Ix-2 3Jir +2x+4 3 1
B=C-=-
3
1rd(x2+2x+4)_ —1|n ;—2:-—1|n IX’+2x +4! + 1InC =
3J n' +2jc+4 31 13 1 13

=In(C(jt-2)(.r: +2X +A)* =Inljc(x" -8).

Izoh. Integrallarni hisoblashda har doim ham tavvor sxema-
lardan foydalanishga harakat qilavermaslik kerak. Xususan,

yuqoridagi misolda x2dx ="d(x} -S) ekanligidan foydalanish
mumkin edi. U holda

f—— dx=- fJX ~--dx— In|a-3 8|+ InC =Inyjc(xi -
Jx'-2 3] jr - Y

7-8. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

Biz yuqorida ratsional funksiyalarning integrallari har doim
hisoblanishini ko'rdik. Irratsional funksiyalarning integrallarini
hisoblashda vaziyat boshqgacha, ya’ni irratsional funksiyalarning
integral lari o‘zgaruvchilarini almashtirish yordamida ratsional
funksiyaga keltirilib hisoblanadi.
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Quyida ba’zi irratsional funksiyalarning integrallanishini kel-
tirish bilan kifoyalanamiz.

1-misol. Ushbu J =[ ~ r dx integral hisoblansin.
J 1+y/x

« Bu integralda Jx =t, ya'ni x=t2 almashtirish bajaramiz.

Unda dx=2tdt bo'lib,

\ N r=dx= f-f— 2tdt =2f——dt
M +Vijc J1+/ J1+/

bo'ladi. Natijada irratsional funksiyani integrallash ratsional
funksiyani integrallanishiga keladi.

Ravshanki, —t—l—=/—1+——E bo'ladi.
1+/ /+1

+ +

Unda

= /—l+-/ N dx ——=-/+In(/ +1) +C
bo'ladi,
J =2 > 1+In/+) +C-r -2t+2In/+1)+C =
=x- 2yfx +2In(yfx +1)+C

bo'ladi. »

2-misol. j yixdx ni hisoblang.

yfx —\[x

Yechish: 1/2 va 1/3 kasrlarning eng kichik umumiy maxraji 6
ga teng bo'lganligi sababli x=t6 almashtirishni bajaramiz. U hol-
da dx=6t=l bo'ladi.

] )ﬁ)—(g—xj—— r/}—g Tdt—s6 |rt—b dt —e |f(/5+/ 1j +17 47 + 1+
V -r /—1 J
1 / n /

+-—-)dt —t6+gt5+5t4+ 2/3+3/2+6t+6\n\t \\ +C =x+ 5y [7 +
t -
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+~ S~ +2\=x +3\fx +6y[x +6In\fx —]+C

. r clx
3-misol. Ushbu ] = , = — integral hisoblansin.
Jfe-3 +1
4 Bu integralda 1/2x-3 =n Ya ml 2x~3=t3almashtirishni bs

jaramiz. U holda
2X~13=3, x:E(/’ +3), dx:—2rdt

boMadi. Demak,

dx
—_— dt =
wz»<—z;a+11%IE 751 =2k !Jf -
3r 3
=- \tdt-- \dt+\— ——r——/ +In|/+||+C——(2* 3) -
2] 21 Jr+1 4

—4(2X—3)3+In yj2x-3 +1 +C.

Endi boshga ko‘rinishidagi ba’zi irratsional funksiyalarni

integral lashga doir tushunchalarini keltiramiz:
I =\R b T ko‘rinishdagi integral.
ex+d I cx+d

Bu integralda R — o‘z argumentlarining ratsional funksiyasi,
a, b, ¢, d lar haqgiqiy sonlar va a™a,,..., _ ratsional sonlar boMib,
ularning eng kichik umumiy maxraji m va ad—be*.0 boMsin.

X +

a b
(Agar ad-bc=0 boMsa, u holda ———— =const va
cx +d

ax+bV  (ax+b\

dx ifoda x ga nisbatan ratsional funk-
cx+d , +d

siya boMadi).
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. . ax+b . n ax+b
Quvidagi t=rf----: yoki t =--—-- almashtirisnm Kkirita-
\cx +d cX +cCi

miz. U holda

a-cr i_a_—_ét’ Yy
boiadi. Natijada, berilgan integral t ga nisbatan ratsional funksi-
yani integral lashga keltiriladi, ya’ni
dt” -b m(ad -b)t™~

/:}/?(a_—c__tﬁ_____________(é_—_éﬁﬁy_ ¢ -

Bundan avval R ning argumentlari irratsional ifodalardan
tashkil bo'lsa, endi argumentlar ratsional va butun ratsional funk-
siyalarga keltirildi.

Qisqgacha qilib yozsak, | =~R,(t)dt, bunda R ,(tj — ratsional

funksiya. Avval olingan natijalarga ko'ra bunday integral elemen-
tar funksiyalar orqgali ifodalanadi.

4-misol. /=f — , integralni hisoblang.
Yechish. Integral ostidagi funksiya R(x,Jx +\'<{x+\) ko'ri-

nishdagi funksiya bo'lib, bu yerda a, =§, 3,3=—. Bu kasrlarning

eng kichik umumiy maxraji m=6. U holda fé=x+I. x=t6~1.
dx=6tdt, Jx +\~t\ yjx+l =r almashtirishlarni bajarib, quyidagi



2. / =f  P=TAxEEx | [=/.. *

vav2+/AT+c vax2 +6v+c x\lax2+bx +c
ko'rinishdagi integrallar.
I, integralni hisoblash uchun ildiz ostidagi ifodadan toMa

kvadrat ajratiladi:
| 12 |

2+h = )24+ (—— ) = ——=)2+k:).
ax2+hx +c =a((x +2a) +(a 469) a((nu 2a) +k:)

Kevin esa x+2— =//, dx=du almashtirish bajariladi. Natijada
a

integral jadvaldagi ushbu \-\~ r:+k: kurinishdagi integralga kel-
u~ 4K~
tiriladi.
12 integral suratida ildiz ostidagi ifodaning differensiali ajratib
olinadi va bu integral ikkita integral yig'indisi ko'rinishida ifo-
dalanadi.

A Ab
I _f (Ax+B)dx .2a(2w+/=)+(™ 20 \ix_ A rd(ax2+bx+c) »
J ax' +bx+c \lax~ +bx +c 2a  Vax2+bx+c
+ ( B = — \(axl+bx+c) 2d(ax2+bx+c) +(B-"-)f =
2a lal 2a
A | AA
=—slax2+bx+c+ (B-— )/,,
a 2a

bu yerda I, yugorida hisoblangan integral.

1B integralni hisoblash X=—, dx=-\du almashtirish yor-
u "

damida |, ga keltiriladi.
“misol. f %1 ax ni hisoblang.

J\IX2+2x+2
Yechish. Berilgan integral |5 ko'rinishidagi integral.
n n —2.v+2—4 ,

N fiar— —dx = —f(g: + 2x+ 2) 1d(x' m2x+2) —

[, — —d : d
\x2+2v+2 VA2V +2 2]
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d(x +1J)
yi(x +\)2+1

= +2X+2 - r+H+Va) +2v+2 +
- AIx2+2x +2 -4Inlr +L +V+)' +2v+2 +C

6-misol. f— 2 ni hisoblang.
J xyjx2+2.V-1

Yechish. Ushbu integral |, ko'rinishdagi integral.

\

o ] C  udi r du
Jx\Jx2+2x—1 N = Ci w2 \\ +2u—u2
u~- 4 U 1
) Ji(w-1) =-arcsinn  +C =arccos h—-C.
j12-(»-NH2 n v

8-8. Tirgonometrik funksiyalarni integrallash

Ma’lumki, integrallar jadvalida
y=sinx, Yy =CO0sX,
funksiyalarning integral lari ham oson hisoblanadi:
Masalan,

" ctgxdx = ' C?SX ax - rc—‘:]—'{(f'i—nl)g=Ih sinn +C.

J J sinx J seinx

Shuningdek, y=sin ax, y=cosa X, y=tgax, y=ctgax liamda
y =sin(x+a), y =cos(X +a),
y=tg(x+a), y=ctg(x+a)

funksiyalarning integral lari ham oson hisoblanadi.
Masalan,

Jsin(2x #1)dx = Jsin(2x +1d{2x + 1) =- —cos(2x + 1) +C.

Ko‘p hollarda trigonometrik funksiyalarni integrallashda
Vv
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(ba’zan sinx=t, cosx=t, tgx=t) almashtirish natijasida garalayot-

gan anigmas integral ratsional funksiyalarni integrallashga kela-
di. Bunda

X=2arctgt, dx = mit,
1+T
2sinYoos - X
SinX = . 2 2 -249 2X .
sin'i+cos£ 1+/£" — ter
2 2 2
2 £ 2A
oo X = 2 2_1-7]
1+r

. tX t X , Y
Sin"—-hCOS' — 1+/<? —
2 2 2

boMishini e’tiborga olish kerak boMadi.
dx

Masalan, J- \ . i i hi
14-5in Y 4COS x integralni hisoblashda

t X t
g—:
2
almashtirish bajarib hisoblanadi:
Ravshanki,
. 21
dx = — sinx =
1+ 1+T
COSX — ‘
! +/2
Unda
dt
r r I +r r z +T dt
1+sinx+cosx < 2/ |2 -Y+T l+r +2/+1-r
+—[+—r
IH- |+

=Inll +/1+c =In 1+Is m+C
JI+/
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boMadi. »
Ayrim trigonometrik funksiyalarni integrallashda trigono-
metriyada ma’lum boMgan ushbu

sina min P =—{[cos(a - /]) -cos(a +P)],
cosa sinp =—[sin(« -/?) +sin(a +/?)],

sina sinp =—{sin(a -/?) +sin(a +/?)], sina mosa =-—sin 2a,

L 1—cos 2a, 1+cos 2a
sin' a =————2——— cos"'a =-——-——-——

formulalardan foydalanish magsadga muofiqg boMadi.
Trigonometrik funksiyalarni integrallashga doir bir nechta mi-
sollar keltiramiz.

1-misol. f—_— ni hisoblang.

1+sin x

X _
Yechish. Bunda {g —-t almashtirishni bajaramiz. U holda

rdx ro1 2dt r 2dt r</(f+1) -2 | 2 c

mH+sint N~ [ 21 |+r H+2/+ ~M/ +])2 /-cl 4 , _ X+
1+r

boMadi.

Shuni ta kidlash kerakki, t=tg— universal almashtirish vor-
2

damida [E— ol ———— koTinishdagi integrallarni hisoblash
J cicos x +bsin x ¢
osonlashadi.
2-msol. f-—— ————— integralni hisoblang.

9+48cos.v +sinx

Yechish. £&—=/ almashtirishdan lovdalanamiz. U holda



dx ldt
I 9+ 8cosx+ sin.v r +2/+17
1+r 1+r

+C =—arctg +C
4 2 4
Ko'pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab rat-
sional funksiyalarni integrallashga olib keladi. Shuning uchun, ba’zi
hollarda boshga almashtirishlardan foydalanish ancha qulay boMadi.
a) R(sinx, -cosx)=—R(sinx, cosx) boMsa, u holda sinx=t al
mashtirish bajariladi.
Agar R(-sinx, cosx)=-R(sinx, cosx) boMsa, u holda cosx”t al-
mashtirish bajariladi. Nihoyat,
R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) boMsa, u holda tgx=t almash-
tirishdan foydalaniladi.

r dx
3-misol. 7— integralni hisoblang.
J cos x

Yechish. Bu holda integral ostidagi funksiya uchun
R(~sinx, —eo0sx)=R(sinx, cosx)

shart bajariladi, tgx=t almashtirishdan foydalanamiz. Natijada
3 . 3

1 .
f 4 =f(l +tg2)d(tgx) = [L+r)dt=t +— +C =tgx + +C
Jcos x f(l 9)d(tgx) J[( ) 3 9 3

boMadi.
b) /=Jsin"x cos"xdx integralni gqaraylik. Bunda m, n - butun

sonlar. Quyidagi uchta holni ko'ramiz:

1 m va n lardan hech boMmaganda biri tog son boMsir
Masalan, m - toq son, ya’ni m=2k+l, Kk — butun son. U hol-
da t=sinx, dt=cosxdx, cosZkx=(l-sin2x)k=(I-t:)k almashtirishlar
natijasida

| =Jsin" vecos" xdx =] sin" Xxcos2*xcos xdx =JV' Ml— )kdt
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boMadi. Demak, i ga nisbatan ratsional funksiyaning integraliga
ega boMamiz.
4-misol. J sin42n —cos32xdx integralni hisoblang.

Yechish. Jsin42x mos32xdx - Jsin42.v(l -sin22x)cos2xdx =

=—\t\\-t~)clt =— M— — +C =—sin32x——sin72x +C
2) 10 14 10 14

kelib chigadi.
2) m va n musbat juft sonlar boMsin, ya’ni 111=28, n=2k, s, K —
natural sonlar. Bu holda ushbu

l+cos2x , = Il-cos2x . .
COSX - ——————= , Sin'X =——————= , Ssin 2x =2sinxcosx
2 2

formulalardan foydalanish magsadga muvofiqdir. Bu formulalar
orgali sinx va cosx larning darajalarini pasaytirish mumkin boMadi.

5-misol. J sin4x «cos2xdx ni hisoblang.

Yechish. ] sindx mcos2xdx - J sin2x(sin xcosx)2dx =

= 5* (A cos2x)( sin 2x)2cix —}sin22xdx - —("sin22x -
2 2 8 81J

| f 1 = .
*cos2xdx - - — J(1 - cosdx)cfX- — jsin22xc/(sin 2x) =

=1y _lghax—15% ox+c.
16 6 48

3) Agar m va n lar juft sonlar boMib, ularning kamida biri
manhy boMsa, yuqorida bayon gilingan usul magsadga olib kel-
maydi. Bunda tgx=t almashtirislmi bajarish lozim boMadi.

c) y g xdx, fctgrxdx, n - natural son, n>l ko'rinishdagi integ-

rallar mos ravishda tgx=t va ctgx=t almashtirishlar yordamida
hisoblanadi.
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dt
Masalan, tgx=t, x=arctgt, dx = —— 7 almashtirishlarni bajar-
1+r

sak, [tv"xdx:\—ED— dt hosil boMadi. Demak, berilgan integral
J N ) 1+t2

ratsional funksiyani integrallashga Kkeltiriladi.

6-misoL j'tg xdx ni hisoblang.
Yechish. Yuqoridagi almashtirishlarni bajarsak,

rtg <xéx = f_1$__ét = ii/:g_/ +_?_:§ﬂt :____?_2-}-_1 @Ggi_l):
JI+t2 J t2+ 4 2 2) I +1

=—-—+-In(/2+1)+C = ~ - ~ +-In(/gx+I) +C
4 2 2( ) 4 2 2 V9 )

hosil boMadi.
d) Jsinnx cosmxdx, Jcosnxacosmxdx, Jsinnxa.Sinmxdx Ko'r

nishdagi integral larni hisoblash uchun ushbu

sin nx mos mx ="-(sin(« - m)x +sin(« +m)x),
COS NX =c0s mx = "—(cos(fz - m)x +cos(/? +m)x),

sin nx «sin mx = -(cos(/? —m)x - cos(/7 + /w)Xx),

formulalardan foydalanib, berilgan integrallarni yigMndining in-
tegraliga keltirish mumkin.

7-misol. Jsin5x cos3xdx ni hisoblang.

Yechish. Jsin5x ecos3x<ix = J(sin(5x - 3x) +sin(5x +3x))dx =

= —J[sin 2X + —("sinSxt/v =—-c0s2x — —c0s8x +C.
2 2] 4 16
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10-bob. ANIQ INTEGRAL

I-8. Aniq integral tusliunchasi

Aniqg integral matematikaning muliim tushunchalaridan hi-
soblanadi. Bu tushunchani bayon etishdan avval, unga olib kela-
digan masalalardan birini keltiramiz.

. O'tilgan yo‘l hagidagi masala.

Moddiy nuqgta to'g‘ri chiziq bo'ylab, V=V(t) tezlik bilan ha-
rakat gilsin. Uning t) momentdan T momentgacha ketgan vaqtda
bosib o'tgan yoMni topish talab etilsin.

Ma’lumki, tezlik V o‘zgarmas boMganda, oMilgan yoM

S=V-(T~tf)
boMadi.

Tezlik o'zgaruvchan boMganda, ya’ni u vaqtning funksiyasi
(V—V(t)) boMganda, ravshanki, bu formula bilan moddiy nuqta-
ning 10, T] vaqgt oraligMda bosib o'tgan yoMini aniq hisoblab
boMmaydi. OMilgan yoMni aniq hisoblash magsadida [t(), T| vaqt
oraligMni

tpri 2"m{n (10<NA2<"e =<m=T)

nuqtalar yordamida n ta boMakka boMamiz. Natijada |t(),T|
ushbu

[to, tj, ft,, tA—Jt( 1), tj=[t( ]),T]
boMaklarda ajraladi. Har bir
ftk’ Nk+/] (k=0,1,2,..... ,n~1)
da "k nugta olib, so'ng shu |tk, t(k+])] da nuqtaning te/ligi o'zgar-
mas V(£,K boMsin deb, o'tilgan yoMni
Y " (tk+) ~ Y (*k) 'Atk
(" k=1(k+D)—tK) boMishini topamiz. Bu ifoda albatta |tkt(k+1)| vaqt

oraligMda o'tilgan yoMni taqgriban ilodalaydi. Unda [tO,T| vaqt
oraligMda oMilgan yoM

~ m 0) 'ArO+y(b,) -A</+ JIY(AK) -Atkr
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+...+F@4_, )0/, ., ='=>(,*»)-0/4
*£)
bo'ladi.
Endi |tkt(k+u] (k=0,1,2,...,n=I) segmentlar uzunliklari
Atk=f(k+I)~tk
ning eng kattasini A (\= maxk{AtO,At,,...,At(n 1}}) deylik.
Unda X nolga intilganda (A.-»0)

Y23
yigMndining limiti moddiy nuqtaning |tO,T] vaqgt oraligMda bosib
oMilgan yoMni ifodalaydi.
Demak, o‘tilgan S voM n->0 da

A~
yigMndining limiti boMadi.

Umuman, ko‘p masalalarning yechimi yuqoridagi kabi yigMn-
dining limitini topish bilan hal etiladi. Bu aniq integral tushun-
chasiga olib keladi.

2 Funksiyaning integral yig'indisi.

Aytaylik, f(x) funksiya |a,b|] segmentda berilgan boMsin. |a,b|
segmentni

X0, Xj, X2,...,Xn
(a=x0<x,<x2<...<xn=b)
nuqtalar yordamida n ta boMakka boMamiz:
/XO'XiJIX i,x2 ....Tx(n/), X j

(x0=a.x,,-b)
Har bir |xkx(k+H)| (k=0,1,2,...,n=1) boMakchada ixtiyoriy ck
(xjs™(k<x(kH)) nugtani olamiz. So'ng funksiyaning shu nugtada
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qgiymati feck) ni Jlx.=xraH)—x ga ko‘paytirib quyidagi yig'indini
tuzamiz:

=/(c0)-Ax0+/(",)- A +...+ /(En) mxk
+ )_AV,,_,

Bu yigMndi fix) funksiyaning |a,b] segment bo‘yicha integral
yigMndisi deyiladi va u a orqali belgilanadi:

=X/ (") Aya

A=0
Masalan, f(x)=x2 funksiyaning |ab] segmentdagi integral
yigMndisi (yuqoridagi boMinishga nisbatan)

U=S/(<?»)AM= XA 1A
£0 AD

boMadi.
JV//#/ integral tarrifi.
fix) funksiya |a,b] segmentda berilgan boMsin.
Bu funksiyaning integral yigMndisi

ni garaymiz.
Ta’rif. Agar n->0 da (yoki n— da) fix) funksiyaning integral
yigMndisi

k=0

chekli limitga ega boMsa, bu limit /(%> funksiyaning aniq integra-
b

li deyiladi va j"./(X)c/x kabi belgilanadi.



Demak,

if(x)dx =lim  /(£,) =Avt

Bu holda f(x) funksiya |a,b] da integrallanuvchi deyiladi, a —
integralning quyi chegarasi, b integralning yuqori chegarasi, f(x)
integral ostidagi funksiya, f(x)dx integral ostidagi ifoda deyiladi.

Endi aniq integralning mavjudligini ifodalaydigan teoremani
isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Agar y=f(x) funksiya [a,b] segmentida uzluksiz
boMsa, v holda

b
\f(x)d x

a

aniq integral mavjud boMadi.

Eslatma. Funksiyaning uzluksiz boMishi sharti uning integral-
lanuvchi boMishining yetarli sharti boMadi. Agar funksiya |a,b]
segmentda chegaralangan boMib, u shu segmentning chekli son-
dagi nuqgtalarida uzilishga ega boMib, qolgan barcha nuqtalari-
da uzluksiz boMsa, u integrallanuvchi, ya’ni uning aniq integra-
li mavjud boMadi.

Eslatma. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda integrallanuvchi
boMsa,

h b b
Jf{x)dx =-J/(*)<&, \f(x)dx =0

deb qaraladi.

2-8. Aniq integralning xossalari

Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan boMib, uning
b

aniq integrali J f(x)dx mavjud boMsin.
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Funksiyaning aniq integrali gator xossalarga ega. Ularni kel-

tiramiz.
b b

V. Ushbu jc-f(x)dx =c-jf(x)dx (c-const) munosabat
o‘rinli boMadi.
2°. Agarf(x) va g(x) funksiyalar |a,b] da integrallanuvchi boMsa

u holda f(x)£g(x) funksiya ham [a,b] da integrallanuvchi va
h h b

[/ (jc) £g(x)]dx =\f(x)dx*x\g(x)dx
boMadi.
3. Agar f(x) funksiya |a.b] da integrallanuvchi boMib, ixtiyoriy

a<c<b boMsa, u holda
b c h

Jf(x)dx =Jf(x)dx +If(x)dx
boMadi.
4°, Agar/(X,) funksiya |a,b] da integrallanuvchi boMib, ixtiyoriy
b

xe[a,b| da f(xX)>0 boMsa, u holda ~(x)dx> 0 boMadi.

a

5\ Agarf(x) va g(x) funksiyalar |a,b] da integrallanuvchi boMib,

b b

ixtiyoriy X€(a,b| da f(x)< g(x) boMsa, u holda \.f(x)dx<”~g{x)dx

boMadi.
3-8. Aniq integrallarni hisoblash usullari
1°. Nyuton-Leybnits formulasi va uning yordamida aniq integ-
rallarni hisoblash. Aytaylik, y=f(x) funksiya [ab] segment-
da uzluksiz boMib, F(x) esa uning boshlangMch funksiyasi
(F’(x)=f(x)) boMsin. U bholda ushbu

Jf(x)dx =F(b) - F(a)

a
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formula o‘rinii boladi. Shuni isbotlaymiz.
< [a,b] segmentni a=x0x,,x2,....xnb (Xx0<x,<..<xr} nuqts
yordamida n ta [x0,xf],[x},x3,...,[x(n 1),xnl boMaklarga ajratamiz.
So‘ng quyidagi tenglikni garaymiz:
F(b)-F(a) =F(xJ-F(Xg) =[F (XJ~F(xX(N_N+[.F(x(nJ}) ~F(x(n2>)]+
mmHF (X2 ~F(xj)/+ [F(X]) -F(x@)J.
Mazkur kitobda Lagranj formulasi deb ataluvchi ushbu
f(b)—f(a)=/"(c)-(b-a)
formulani keltirgan edik. Shu formuladan foydalanib yuqo-
ridagi tenglikning oMig tomonidagi ayirmalarni quyidagicha
yozamiz:
F{b) —F(a) =F\t,k)(x n- xn}) +

+ /P (E,-i)(*,-. -IC, 2) +
4.+ F(E)(X2-X,)+F % )uXx, - *0) =

=£n *AOr, =£/& )= AK
=1 =1
Demak, F(b)—F(a)=Y .f Ak
A
f(x) funksiya /a,b/ segmentda uzluksiz boMgani uchun u [a,b]
da integrallanuvchi. Bunobarin \->0 da

lim = ) *A** =jf(x)d x
a

boMadi. Keyingi tenglamadan
b

F(b)—F(a) = ff(x)dx 0)

a
boMishi kelib chigadi.
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Odatda (1) Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.

Aniq integrallarni sodda, ayni paytda qulay boMgan hisoblash
yoMlaridan biri ularni Nyuton-Leybnits formulasi yordamida his-
oblashdir.

Agar quyidagi F(b) - F(a) =F(x)\h belgilash kiritilsa, unda
Nyuton-Leybnits formulasi ushbu
h
jf(x)clx =F(x) |

ko‘rinishga keladi.
Nyuton-Leybnits formulasi yordamida
b
J/ (x)dx
aniq integral quyidagicha hisoblanadi:

Avvalo f(x) funksiyaning anigmas integrali yf(x)d x topiladi.
Aytaylik, bu integral topilib, u ®(x) ga teng boMsin.
\f(x)dx =<S5XY+C

So'ng bu funksiyaning a va A nuqgtalardagi qiymatlari hi-
soblanib ¢ (b)~® (a) ayirma topiladi. Bu giymat Nyuton-Leybnits

formulasiga ko‘ra J/ {x)dx integralning giymati boMadi.

n n
Masalan, lJsinxdfr =-cosxJ=-(cosT-cos0) =2 boMadi.
o 0

2°. O ‘zgaruvchilarni amashtirish usuli.
Aytaylik, f(x) funksiya la,bl da berilgan va uzliksiz boMib,
uning aniq integrali
b
\.f(x)dx
o
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ni hisoblash talab etilsin. Bu integralda
x=<p(t)
almashtirish bajaramiz. Bunda <) funksiya quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:
1) cp(t) funksiya |a,[}|] segmentda uzluksiz;

2) cp(a)=a, (p(p)=b;
3) 9(t) funksiya {a,[3] segmentda uzluksiz ¢'(0 hosilaga ega. U
holda

b P
J/ (x)dx =jf((p (1)) {p'(t)dt (2)

bo'ladi.
M Aytaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlangMch funksiyasi
boMsin. Unda Nyuton-Leybnits formulasiga ko'ra
b
\f(x)dx =F(b)-F{a)

a

boMadi. MaMumki,
(F(a>(1))) '=F Y(0) <th(t) =fc~(0) <h(t).
Demak, F(i(1)) funksiya A (0) *¢'(0 funksiyaning boshlangMch
funksiyasi boMadi. Unda Nyuton-Leybnits formulasiga ko'ra
b
\f(<P(t))'<P'(t)dx =F((p())\v =

a

b
=F(fp(p)) - F(cp(a)) =F(b) - F(a) = \f(x)dx
boMadi. Bu (2) munosabatni isbotlaydi. »

1-misol. Ushbu
2

FVN 4 —xdx
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integral hisoblansin.
< Bu integralda x o‘zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:

X=2 sint.
Bunda dx=(2sint)’’dt=2 cost dt boMish, x=0 boMganda t=0,

x=2 boMganda, t =— boMadi. Unda (2) formuladan foydalanib
2

topamiz:

AXAl4 -x X - J4sin2/ 4vV/4—4sin2/ -2costdt.
o o

Keyingi integralni hisoblaymiz:

2 A e A
J4sin2l -v4 -4sin 2/ -2costdt = 16Jsin2/cos2tdt =

21 . 21
=16J]—sin2it dt =4J]—(1-cos4t)dt =

=2 |— sin2 =21—0 |=ji.
0 4

Demak,

2
ch2r/4— X dx =n.

2-misol. J yj\ - x2dx hisoblang.

Yechish. Bu integralda x=sint almashtirishni bajaramiz. U
holda x=sint funksiya yuqoridagi teoremadagi barcha shartlarni
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0% kesmada ganoatlantiradi va dx=costdt, a=() da a=0, b=l
L2
da p=7i/2. Demak, (3) formulaga ko‘ra
K a
1 2 2
VI —xax =}VI -sin2/ «costdt = |cos: tdt =

=l —+—cosY =I"tHTsiny
2 2 2 4

dx
3-misol. j ni hisoblang.
0 1+ \fx

Yechish. x=t2 deb o‘zgaruvchini almashtiramiz, u holda
dx=2tdt va a=0 da t}=Ja =0, b=9 da t2=Jb = 3 boladi.
(3) formulaga ko'ra

—_— _j:

[ = |"— =2[f 1--—_ dt = 2(/ —Inl| —b/)lo—"—21n4.
Fl+y/x {1 +t J[I 1+ 1 |;°

4-misol. T CQSA (jx ni hisoblang.
sin" 11
Yechish. sinx=t deb almashtirish bajaramiz. U holda
cosxdx=dt, tl=sin(n/6)=I1/2, tl=sin(n/3)=slb/2 boladi. (3) for-
mulaga asosan
f cos.r , r , 1

{ sin~x dX= ,i I 41

3 . Bo4daklab integrallash usuli.
Aytaylik, u=u(x) va v=v(x) funksiya |a,b|] segmentda aniglan-
gan, uzluksiz u'(xX) va v'(x) hosilalarga ega boMsin.



Ravshanki,
fu(x) VT=U() «()+HuX) *(X)
Demak, u(x)+v(x) funksiya
) 10 ¥

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo'ladi.
Nyuton-Leybnits fopmulasiga ko'ra
h
“v(X) +u(x) m\x)]dx =[i/(x) «(x)]|*
a

boiadi. Agar

JZ/9 MX) +u () (1< = TR 40rx)ax +

b b b
+j*2/(x) m\x)dx = |v(X) «du(x) +Jz/(X) =dv(x)

a a a

bo'lishini e’tiborga olsak, u holda

b b
I v(x) mdu(x) +J u(x) mv(x) = [r/@) *v(jo)]*

AR <) <R A - MO )

bo'lishi kelib chigadi. Bu tenglik aniq integralning bo'laklab in-
tegrallash formulasi deyiladi.

U u(X)dv(x) ni integrallashni v(x)du(x) ni integrallashga olib
keladi.

Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanish uchun integral
ostidagi ifodani u(x) va dv(x) lar ko'paytmasi ko'rinishida yozib
olinadi, bunda, albatta v(x)du ifodalarning integralini oson hi-
soblana olinishi lozimligini e’tiborda tutish kerak.
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1-misol. Ushbu
IT

J rinxdx

Integralni hisoblaymiz.
< Bu integralda u-In x, dv=x dx deyiladi. Unda

du - —dx, =\xdx =~
X

boladi. BoMaklab integrallash formulasi (3) dan foydalanib topa-
miz:

é 2
Wwnxdx =—Inx cl- f———dx=— Inx -\\xdx =
2 e J 2 X
= 4\
= I'I4 2 e e
7] (272U c -e ——+— =—3c"-\)e .

v H& 2 ” 2, J 1 Z( )
K2

2-misol. Jjccosjcdfr integralni hisoblang.

Yechish. Bunda u=x, dv=cosxdx deb olsak, du=dx, v=sinx
hosil boMadi.
Demak, (2) ga ko‘ra
n72 nil

JXcosxIx =(xsinx)|*": - j sinxdx =

=" cosx M=0__cos@=-"2-2
2
4-8. Aniq integrallarni taqgribiy hisoblash

Biz yuqgorida integral ostidagi funksiyaning boshlangMch
funksiyasi ma’lum boMsa integralni Nyuton-Leybnits formulasi
yordamida hisoblash mumkinligini ko‘rdik. Ammo boshlangMch
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funksiyani topish masalasi doim osongina hal boMavermaydi.
Agar integral ostidagi funksiya murakkab boMsa, tegish 1 aniq in-
tegralni hisoblashni taqribiy usullarini goMlash lozim boMadi.
. Tog'ri to'rtburchaklar formulasi.
f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan va uzluksiz boMsin. Bu
funksiyaning aniq integrali
b
J f{x)d x

ni taqribiy ifodalovchi formulani keltiramiz, |a,b] segmentni
a=Xx0<xl <x2<...<xIn-1 <xn=b
nuqtalar yordamida n ta teng boMakka boMamiz.
Bu holda

b-a
bxk=xu,-xt =-—-—
n

xk=a +k-—— (kO\,...,n)
n
boMadi.

Berilgan f(x) funksiyaning xk nuqtadagi qiymati f(xk) ni hi-
soblab, f(x) funksiyaning |xkx(k+1)] segment bo'yicha aniq integ-
ralini quyidagicha
a

J fx)clx =F{x K) Axt =F(x K) °
Y

taqgribiy ifodalaymiz. Bunday tagribiy formulani har bir [xkx(k+D)]
(k=0,1.2...... ,n-1) segmentga nisbatan yozib, soMig ularni hadlab
qo‘shib topamiz:

|
J £ (x)dx ~ 7@q) =
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V)<&==/(*)— =
1

Xf(x)dx~f(x,) m— -
J /7

j] f(x)dx~f(xn])” _nA_’

xn-\

X, X2
Jf(x)dx +j f{x)dx +
a x{

r3 x2
+J/ (X)dx +... +j f(x)dx ~

Xz X

=—, )/ )H/ (v~ V)]

Demak,

Jf/(*)<& = [/(*) +/(V,)+/(*,) +me+/CO ],
n

a

f{x)dx~"™r—~Y Jf{x k) 4)
n ko

Bu aniq integralni tagribiy hisoblovchi formula tolgli uVrtbur-
chaklar formulasi deyiladi.

2\ Trapetsiyalar formulasi.

f(x) funksiya |a,b] segmentda berilgan va uzluksiz boMsin |a,b|
segmentni yuqoridagidek n ta teng boMakka boiib, f(x) tunksi-
vaning fxkxk+)| segment bo'yicha olingan aniq integralini qu-
yidagicha
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e SN SR HAXKD b-a
2 * 2

J 7

tagribiy ifodalaymiz. Bunday taqribiy formulani har bir [xkx(k+1)|
(k=0,1,2,...... n-1) segmentga nisbatan yozib, soMig ularni hadlab
qo‘shib topamiz:

< -, 5 h
I/ \dx +J £ \x)dx +J Ax)dx +.. + J f(x)dx ~

o) +f (X )+ (/(*.) +F (X 9+ (/Xx2) +/(*3)) +

b, * [F(x0)+2f (x 1+ 2/ (X +e==t2/  )+/(*,)]
Demak,

\fx)dx * A

Bu aniq integralni tagribiy hisoblovchi formulaga trapetsiyalar
formulasi deyiladi.
J°. Parabolalar (Simpson) formulasi.

f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan va uzluksiz boMsin. |a,b]
segmentni

a~X0<Xl<X2<—e<X(2n-2) <X(2n-!)<X2n
nuqtalar yordamida 2n ta teng boMakka boMamiz.
f(x) funksiyaning [x2kx(@«+7)| segment bo‘yicha aniq integra-
lini quyidagicha
22 —
I f(x)dx ~— - \f(x 2 +4f(x 20 +/(xrbl,)]
XX
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taqgribiy ifodalaymiz. Bu taqribiy formulani liar bir

I x 2K x 2K+l (k=0,l,2........ n-1)
segmentga nisbatan yozib, so‘ng ularni hadlab qo‘shib topamiz:

X2 X4
~NM(x)dx + M{x)dx +
4 A

xb xal

+ I f(x)dx +—-b J / (x)dXx as
4 X 2tt-2

=~ [(/(*0) +4/ (D +F(X2) +
+ (1(-0 + 4/ (x5)+ F(XB)) H(/(-*2i»-2)) +

+4/(2«-]) +/(-*2%)] =
= NNBI:] [(/7 ('rO) + A X2,)) +4(/7 (Al)+ /7 (X3)+/(*5 ) + eee+

/(= V L))+ (/(Y2) + 7 (=*4) + ./ (X6)) H——+ (/ (V2«-2))]

Demak,
\f(x)dx ~~[(/(*<>) +/(*2,)) +

+4(/ (X1) +] (X3) + e==+ / (X2«I)) +

+2(/ (x+ /(x4) +..+ /(xZF2)] (6;

Bu (6) formula parabolalar (Simpson) formulasi deyiladi.
Misol. Ushbu

jv- n
0
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aniq integral to‘g‘ri tcVrtburchaklar, trapetsiyalar va Simpson for-
mulalari yordamida taqribiy hisoblansin.
< [0,11segmentni 5 ta teng boMakka boMamiz:

0=x0, xj=0,2, x2=0,4, x3=0,6, x4=0,8, x s=1

Bu nuqtalarda f(x)=e~xX2 funksiyaning qiymatlari quyidagicha
boMadi:
f(Xg)=1,00000, f(x,)=0,96079, f(x3 =0,85214,
f(Xj)=0,69768, f(x49=0,52729, f(x5=0,36788.
Har bir boMakning o'rtasini ifodalovchi nuqtalar quyidagicha
X, =0,1, x3=0,3, x5=0,5, x7=0,7, x9=0,9.
2 2 2 2 2

boMib, bu nuqgtalardagi qgiymatlari esa quyidagicha boMadi:

/ N r \ f \
/ A, =0,99005 f 3 =091393, / i =0,77680,
I 2] 1 2) <2)
f \ f o\
f x7 =0,61263, / x. =0,44486.
<2> <2;

a) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi (4) bo'yicha.
1

J e~xdx ~

~-(0,99005 +0,91393 +0,77680 +0,61263 +0,44486) =

= ?3,74027 =0,74805

b) trapetsiyalar formulasi (5) bo‘yicha
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Je ™ dx ~ - *00000 +°-=>6/88 +0,96079 +0,85214 +0,69768
o NV 2

+0,52729) =] (0,68394 +3,03790) =i «3,72184 » 0,74437
v) Simpson formulasi (6) bo'yicha

1 i j
\e~x dx « — [(1,00000 +0,36788) +
0] 0

+4(0,99005 +0,91393 +0,77680 +0,61263 +0,44486) +
+2(0,96079 +0,85214 +
+0,69768 +0,52729)] =

=— (1,36788 +4-3,74027 + 2 «3,03790) =
30

=— (1,36788 +6,07580 + 14,96108) «
30

~0,74682

Tagribiy formulalar yordamida hisoblab topilgan

)e-'dx
0
integralning giymatini, uning
I
je~x*dx =0,74685...

o

giymati bilan tagqgoslab, Simpson formulasi yordamida topilgan
integralning taqribiy giymati aniqroq ekanini ko‘ramiz.
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11-ob. ANIQ INTEGRALNING BA’ZI BIR TADBIQLARI

I-8. Tekis shaklning yuzini hisoblash
f(x) funksiya [a,b] segmentda aniglangan, uzliksiz hamda ix-
tiyoriy n'e|la,b] da f(x)>0 boMsin. Yuqoridan f(x) funksiya graflgi,
yon tomonlardan x=a, x=h vertikal chiziglar hamda pastdan OX
—abssissa 0'gi bilan chegaralangan shaklni garaylik (1-chizma)

1-chizma

Odatda, bunday tekis shakl egri chizigli trapetsiya deyiladi.
Uni aA Bb deylik.
Agar f(x) funksiya |a,b] segmentda o'z.garmas, ya’ni
f(x) =C.=const
bo'lsa, u holda aABb shakl to'g'ri to'rtburchak bo'lib, uning yu-
zi S=C'(b—a) boMadi.
Agar f(x) funksiya ixtiyoriy uzluksiz funksiya bo'lsa, unda
aABb shaklning yuzi quyidagicha topiladi:
la,b] segmentni
a=xg, xlj, XFFeeens ’-Vn—EL-Vn:b
(X()<x]<x2<...<xn
nuqtalar yordamida / ta boMakka bo'lamiz va har bir
IXk'xk+i/ (k=0,1,2,..., n—1)
segmentda ixtiyoriy

tk a k® K.XK_1)
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nugta olamiz.

SoMig har bir [xk, xkH| segmentda f(xK funksiyani o‘zgarmas
va uni f(\K ga teng qilib olsak, u holda xkAkBkxk+l egri chiziqli
trapetsiyaning yuzini

Ne t)"(x(k+irx*>
deb olish mumkin boMib, aABb shaklning yuzini esa
S-ICNg ‘(Xj-Xgj+lifc,) €x2~x,)+...+f(tK *Kx(k+I-xR+...+
M (r,- '(Xn~X(n-
deyish mumkin. Demalk,

(1)

k~0

bunda Axk=xk+/ ~xk.
aABb egri chiziqli trapetsiyaning yuzini ifodalovchi formula

tagribiy formuladir.

Endi |a,b] segmentning boMaklari sonini shunday orttira bo-
raylikki, bunda har bir fxk, xk+] segmentning uzunligi Axk nolga
intila borsin. U holda

Z / fe )en*4
k=Q
yigMndining migdori ham o‘zgara boradi.
Ma’lumki, bu holda

limyY 7(£,) -Axk = \f(x)dx.

boMadi.
Demak, egri chizigli trapetsiyaning yuzi
b
S =l/(")<&
a
aniq integral orgali topiladi.
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Eslatma. Agar egri chizigli trapetsiya OX o‘gidan pastda joy-
lashgan boMsa, (f(x)<O, xe[a,b]) unda bu shaklning yuzi ushbu

S =—jf(x)dx

formula yordamida topiladi.

Masalan, yuqoridan f(x)=x2 parabola, yon tomonlardan x=l,
x=3, vertikal tolg‘ri chiziglar va pastdan OX o'gi bilan chega-
ralangan shaklning yuzi yuqorida keltirilgan formulaga ko‘ra

3 1 1 26
3 3 3 3 83

boladi.
Agar tekislikdagi shakil quyidagi
Y~/f(X), Y=//X), x=a, Xx=b
(fi(x), f2(x) funksiyalar |a,b] da uzluksiz va f,(x)>0, f {x)>0,
f t(x)>f2x) chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi

e=|Uw-/2%]&

formula bilan topiladi.

Demak, manfiy boMmagan uzluksiz funksiyaning aniq integ-
ral egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng. Bu aniq integralning
geometrik ma’nosini ifodalaydi.

I-misol. y=cosx, y=0chiziglar bilan chegaralangan figuraning
yuzi hisoblansin, bunda xef0;2nj (2-chizma).

39

Yechish. 0;- va Xxe —2;2F| da cos x>0 liamda
2
Xe n 3a da cos <0 boMgani uchun
2°T

nr2 2 2n
1
S= JJcosx|c/v= jcosxdxﬂ | (-cos.v)™M\|+ J cosxdx =
ini2
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. 1A72 . rf”]%b - 2n . N .
=sinxXy + sin ~+sinx =sin---smO +
D m72 1372 2

sin—é——sini2 +sin 20— sin— =1+}M1—1—(—) =4

2-chizma

Demak, S=4.
2-misol. y=x2+1 va y=3~x chiziglar bilan chegaralangan figu-
raning yuzini hisoblang.

3-chizrna
. . . fv=X"+1 _
Yechish. Figurani yasash uchun avval ushbu J* sis-
lv=3—x

temani yechib, chiziglarning kesishish nuqtalarini topamiz
(3-chizma).
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Bu chiziglar A(~2;5) va B(l;2) nuqtalarda kesishadi.

U holda
1 I I
S J(3-*)<&- |(x: H)<iv=](2 - x-x")dx =
-2
2 a\
=12x~— —
2

2-8. Yoy uzunligi

f(x) funksiya [a,b] segmentda aniglangan va uzliksiz boMsin.
Uning grafigi tekislikning

(a, f(a)) va (b, f(b))

nuqtalari orasidagi egri chizig yoyni ifodalasin (1-chizma).

Shu yoy uzunligini topish talab etilsin.

Agar f(x) funksiya |a,b] oraligda o‘zgarmas, f(x)=c, c=cons
boMsa, bu funksiyaning grafigi tekislikda (a,b), (b,c) nugtalarni
birlashtiruvchi to‘g'ri chiziq kesmasi boMib, uning uzunligi

I'=b—a
boMadi.

-chizma

Agar f(x) funksiya |ab] oraligda chizigli funksiya, ya’ni
f(x)=kx+b (k,b —o'zgarmas sonlar) boMsa, bu funksiyaning gra-
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figi (al(a)), (bJ(b)) nugtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kes-
masi boMib, uning uzunligi

/,=l(b -a)1l+(/(*)- 7(a)) =(A-a) w1 +T2
boMadi.

Aytaylik, f(x) funksiya |a,b] oraligda aniglangan va uzluksiz
boMsin. Bu funksiyaning grafigi 2-chizmada tasvirlangan egri
chiziq yoyi boMsin.

Uni AB deb belgilaymiz. (a,b] segmentda ixtiyoriy

a=x0, X,,X2,...,xn=b (X0<x,<x2,<...<x4)
nugtalar olib, uni bu nugtalar yordamida n ta boMakchalarga

ajratamiz.
xOXN, [Xj,X3q, [xk,xkH] ..... [xn_j,Xn|

|la,bj segmentni boMuvchi nuqtalar
x0,x1,x2,...,xkxk+],...,xn_I,xn

orgali OY olgiga parallel to'g'ri chiziglar oMkazamiz. Bu tolg‘ri

chiziglarning AB voy bilan kesishgan nuqtalari
Ak(xk,f(xK) (k-0,1,2,...n)
A=A, An=B AO=A, An=B boMadi. AB yoyidagi bu nuqgtalarni
bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kesmaiari yordamida birlashtirib, Ln

siniq chizigni hosil gilamiz.I” siniq chiziq, AB yoyga chizilgan
siniq chiziq deyiladi. Bu siniq chiziq perimetri

k=0

boMadi.

Ravshanki, Inperimetr |a,b| |a,b] oraligning boMinishiga, ya’ni
Axk=xk+/ xk ga bogMiq boMadi.

Avvaldagidek, Axk=xk+IxKlaming eng kattasini X bilan belgi-
laymiz.

Ta’rif. Agar /—0 da
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K =£>/(%&, - Y +[/(**+.)-/ M
li)( [/(*+.) ]

perimetr chekli limitga ega boMsa, AB yoy uzunlikka ega deyila-
di va —I limit AB yoyining uzunligi deyiladi.

f(x) funksiya |a,b] segmentda aniglangan, uzluksiz va uzluksiz
f(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bu funksiyaning |a,b] oraligdagi grafi-
gi AB yoyni tasvirlasin.

MaMumki, AB yoyga chizilgan siniq chizigning perimetri

IN=X>M +-*Y +[f(xkD)-fW X
=3)

boMadi.
Har bir fxk,xk+]da.f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini goMlay-
miz. U holda shunday

t*a kb KXKH1)
nuqgta topiladiki,

f(Xk+H ~fIXk)+f ' (Xk+I~XK)
boMadi.
Demak,
/.=Z>/k *i +/j(&h v ,-—0 2=
*
<%, - )=Z7|+/ Ae)m
k© =]

Bu tenglikning o"ng tomonidagi yigMndi
Vi+/"w
lunksiyaning integral yigMndisini eslatadi.

Uning integral yigMndidan fargi shuki, integral yigMndidagi
nuqgta ixtiyoriy boMgan holda, yuqoridagi yigMndida esa £k nugta
Ixk'xk+il oraliqdagi tayin nuqtadir. Ammo
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vi+/'2m

funksiya integrallanuvchi boMganligi (chunki shartga ko‘ra,
uzluksiz) sababli buning ahamiyati yo'q. Demak,

K™ Vi) <o )+

Bu esa JIb yoyga chizilgan perimetri A—=0 da chekli limitga
ega boiishini va u limit
n

J M1+ £ 2{x)dx

a
integralga teng ekanini bildiradi.

Demak >*£ yoy uzunlikka ega va bu yoy uzunligi

h
Iy 2Ax)d\
¢

formula yordamida (ya’ni aniq integral yordamida) hisoblanadi.
Misol. Ushbu
3
f(x) =x2 (0<x<4)

funksiya tasvirlagan egri chizigning uzunligi topilsin.
< Avvalo berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

f'(x)—(x2y—3xi =-X2 U3
2 2
Undan

\+T\x) =\ x, /1l +/"(v) ="l +~v

boMib,
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boMadi. Bu integralda

9 9
1+—x —t, dx-—dt, I<t<l10
4 4

almashtirish bajaramiz. Natijada

9 s 4T . 8 N110
+—xdx =—\t dt=-—-—-f- , =
4 9-] 27 1

=-;I(\ﬂ000—l;)=2—7I(|o\f|'o—I)>

boMadi. Demak, yov uzunli I - ; {\o4\O-1) ga teng. »
7!

3-8. Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

. Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, to'g'ri
chizig kesmasini biror o'q atrofida aylantirishdan silindrik, konus
(kesik konus) sirtlar hosil boMadi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular
ma’lum formulalar yordamida topiladi.

Aytaylik, f(x)eC[a,bJ boMib, \/x&/a,bl da f(x)>0 boMsin. Bu

funksiya grafigi AB yoyini tasvirlasin (1-chizma).

A B yoyni Oxo'qi atrofida aylantirishdan hosil boMgan sirt ay-
lanma sirt deyiladi. Uni T devlik. |a,b] segmentni ixtiyoriy

P ={x0,Xj, ..., X] (a=x(<x,<...<xn=b)
boMaklashni olavlik. Bu boMaklashning har bir
xk(k=0,l,2,...,n)

boMuvchi nuqgtalari orgali Oy o‘qgiga parallel to“g'ri chiziglar o'tka-
zib, ularning AB vyoyi bilan kesishish nuqgtalarini Ak—AK(XK,/(xK)
bilan belgilaylik. (AO=A, An=B; k=0,1,2,...,n). Bu nuqtalarni o‘za-



ro to‘g'ri chiziqg kesmalari bilan birlashtirib, AB yoyiga L siniq
chizig chizamiz.

y

AB yoyini Ox o‘qi atrofida aylantirish bilan birga L siniq
chizigni ham shu o‘q atrofida aylantiramiz. Natijada kcsik konus
sirtlarining birlashmasidan tashkil topgan JT sirt hosil boMadi. Bu
K sirt \uzaga ega va uning yuzi

fi(K) =2n"n -+ -(*Ul*e - V)24 [/ (jtt) - 7 (V)]
=0 ~
ga teng. (Bunda kesik konusning yon sirtining yuzini topish for-
mulasidan foydalanildi.)

Ravshanki, K sirt, binobarin uning yuzi Kk(K) |Ja.b] segment-
ning bo'laklashlariga bogMiq boMadi.

1-ta=if. Agar Vs=>0 son olinganda ham shunday 5>() son topil-
saki, |a,b] segmentning diametri X <S boMgan ixtiyoriy P boMak-
lashi uchun K)—S\<z (SeR) tengsizlik bajarilsa, S son m(lO

ning \p—0dagi limiti deyiladi: —
2-ta’rif. Agar X —=0da \.i(K) yigMndi chekli S limitga ega boMsa,
T aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.
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Bunda S son T aylanma sirtning yuzi deyiladi: S=\i(T).
Demak,

M =lim AX /X<)+ /V<H) .J(x t+l-xK) 2+ [/ (.V,) -/ (jfj]~.
P ) ~

2°. Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz qilaylik, f(x)~Cfa,b]
boMib, u [a,b] segmentda uzluksiz/Y3cl) hosilaga ega boMsin.

Bu funksiya graFigi AB voyini Ox o‘qgi atrofida aylantirishdan
hosil bo'lgan T aylanma sirtning yuzini topamiz.

< la,b] segmentning ixtiyoriy P boMaklashini olib, yuqo-
ridagidek
— . "N *. *%. ~ %% _ '
1 (K) 211.*\20 Xk) \4. (X*4] ]~ **) + >/(-Y*)]

yigMndini tuzamiz.
Lagranj teoremasiga ko'ra

f(*k+H)-f(Xil)= f'(y (x kH-Xt)=Ff'(y - b x k
boMadi, bunda "«&[x,xk+/]. Natijada

L(K) -27n1 /(A= w/>» +I fe)Ar,
*=y 2

boMadi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

/i(K) = + F2ASK)AXK +1-1E£ [(/(** ) -
AD U=0
-/ 2fe)) + Mu)]ViTnijAv,} (0

f'(x)eC'[a,b\ bo'lganligi sababli /(*)\/I +f *A)e
boMadi. Demak, 4 —0da

2n-X (4 AN + /' mEF)A* > 2n- ) F{x) "V f\x)dx (2
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Ravshanki, y\+f'2Ax)e C[a,b\.
Demak, bu funksiya [a,b] da o‘zining maksimum qiymatiga

ega boiadi. Uni M deylik:
M =maxyj\+f'~(x).

a<x<h

f(x) funksiya [a,b] segmentda tekis uzluksiz. Unda Ve=>0 olingan-
£

da ham, —— —— g@ga ko‘ra shundav 8>0 son topiladiki, X <S
2M(b-a) 2 b p
boMganda
[74)-/7(]»)]<— [ /u,, )-/(«,)]<
2M (b-a) ' nl 2M(b-a)

boMadi. Shularni e’tiborga olib topamiz:
| K/K )-7(<,)+FM)-m ))ivi+/,:fe)

£I/[)|/< A)-/7(4,)|+I/(*,,)-/<5)|IV1+/':(4) -At, <
bl

f
<M + 2MNAXKk <E£.

2M(b —a) 2M(b-a) o

Bundan X —0da
n—

H (rh M Shr(/<*>-))]m Vi3 % w

boMishi kelib chigadi.
AM=0da (l) tenglikda limitga oMib, (bunda (2) va (3) munosabat
larni e’tiborga olib) aylanma sirtning yuzi uchun

b

P(M) =2xjf(x)I\ +/'2.1)<& W

boMishini topamiz. »



1-misol. Ushbu

X —X

f(X)=—(ed+e" X a>0, O<x<a

zanjir chizigini Ox olq atrofida aylantirishdan hosil boigan ay-
lanma sirtning yuzi topilsin.
1 - —
< Ravshanki, / (n) =—e" —e a) (4) formuladan foydalanib,

izlanayotgan aylanma sirtning yuzini topamiz:

f.i(T)=2nj—(ea+e “)J]l +—ea—e a)Ax =

o V 4
a X X a 2x 2x
=—-Mea+ea)2dx="-j(ea +2+e ")dx =
~ 0 0
Ix IX
na ad — a — TC(1 i
—ee +2x—e a ——(e“—e "+4) »
2 2

Aytaylik, AB egri chizig yuqori yarim tekislikda joylashgan
bolib, u ushbu

X = <p(t)
Y =¥ (0

parametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan boisin. Bunda

cpt), \\t) funksiyalari |«, p] da uzluksiz va uzluksiz <p(t), v|/({)
hosilalarga ega. Bu egri chizigni Ox o‘qgi atrofida aylantirishdan
hosil boigan aylanma sirtning yuzi

fj(T) =2K~()yl(p A1) +y/'At)c/t (5)

a

boladi.
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2-misol. Ushbu
x2+(y—2)2=1
aylanani Ox o‘gi atrofida aylantirishdan hosil boMgan aylanma
sirtning (torning) yuzi topilsin.
< Aylananing tenglamasini quyidagicha
X=(p(t)=COSt
y=\\j(t)=2+sint (O<t<2n)

parametrik ko'rinishda yozamiz.
Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi, (5) formulaga ko'ra

2
A(T)=2n1] (2 +sint)y](const)’2+ (2 +sint)'~dt =
o]
X
=2n1) {2 +smt)dt =8zr2
o]

boMadi. »
4-8. 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi

Aytaylik, biror jism OX o'gi bo‘ylab F kuch ta’sirida harakat
gilayotgan boMsin. Bunda F kuch jismning OX o‘gidagi holatiga
bogMiqg, ya’ni F=F(x) va uning yoMialishi harakat yoMialishi bilan
ustma-ust tushsin. Bu kuch ta’sirida jismni a nuqtadan b nugta-
ga oMkazish uchun bajarilgan ishni topish masalasi yuzaga keladi.

Ma’lumki, F=F(x) kuch |a,bj oraligda

F(x)=c, ¢ —const
boMsa, jismni a nuqtadan b nuqtaga oMkazish uchun bajarilgan
ish A=c*‘(b - a) formula bilan ifodalanadi.

F=F(x) kuch [a,b|] da & o'zgaruvchining ixtiyoriy uzluksiz
funksiyasi boMsin. U holda [a,b] oraligni ushbu nuqgtalar yorda-
mida a—xQx,,X2......... xn=b XQs x!<x<xAH n ta /xnx,f,
fxIfxj,...,/ xkxkH,...,/xn_ltx j boMaklarga ajratib, har bir boMak-
chada ixtiyoriy
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£k (k=0,1,2,...... , n-1) EKE [x K, xk+1J
nugta olamiz.
Agar liar bir
[xkxk+HJ (k—0,2,2... . n-1I)
oraligda jismga ta’sir etayotgan F(x) kuchni O‘zgarmas va F(£K
ga teng deb olinsa, 1 holda [*kxk+H) oraligda bajarilgan ish tax-
minan

m RK-(xkH xhb>
formula bilan, la,bj oraligda bajarilgan ish esa taxminan

NANF(E K (XM -XK)="F (N K)-\X
k=0 k=Q
formula bilan ifodalanadi.
Agar x—=0da

£r(a)-an
k=Q

yigMndi chekli songa intilsa bu sonni F(x) kuchning |a,bj oralig-
dagi bajargan islii deyilishi mumkin. Demak,
At
A =limy F (%t) <bxk

Ravshanki, garalayotgan yigMndi F=F(x) funksiyaning |a,b| ora-
lig bo‘yicha integral yigMndisi boMadi. F=F(x) funksiya esa shart-
ga ko'ra |ab| da uzluksiz. Demak, yigMndining limiti mavjud va u

b
j F(:\)dx
a

ga teng boMadi:

lim  F~k) <x;. =\f(x)dx
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Shunday qilib, o‘zgaruvchi F(x) kuchning |a,b] oraliqdagi ba-
b
jargan ishi A-"F{x)dx bo‘ladi
a
Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ik-
kinchi uchiga esa F=F(x) kuch ta’sir etib, prujina qisilgan (1-chiz-
ma).

1-chizma

Agar prujinaning qisilishi unga ta’sir etayotgan F(x) kuchga
proporsional bolsa, prujinani a birlik gisish uchun F(x) kuch-
ning bajargan ishi topilsin. < Agar F(x) kuch ta’sirida prujina-
ning qisilishi miqdorini x orgali belgilasak, u holda

F(x)=k 'X

boMadi, bunda k - proporsionallik koeffitsienti (qisilish koef-
fisienti). Yuqoridagi formuladan foydalanib bajarilgan ishni topa-
miz:

h 2 K 2
(4= \kxdx =k-— \".=—
J 21 2
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12-bob. XOSMAS INTEGRALLAR

I-8. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksiyaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasi-
ni kiritishda integrallash oraligMning chekli boMishi talab etil-
gan edi.

Endi cheksiz oraligda (]Ja,+00); (—ao.a|; (—eo+0) oraliglarda)
berilgan funksiyaning shu oraliq bo'yicha integrali tushunchasini
keltirarniz va o'rganamiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi. f(x) funksi-
ya |a,+00) oraliqda (aeR) berilgan boMib, ixtiyoriy |a,t] da (at<+00)
integrallanuvchi boMsin: f(x)eR ([a,tJ).

Ushbu

belgilashni kiritamiz.

1-ta’rif. Agar t—»+» da F(t) funksiyaning limiti mavjud boMsa,
bu limiti f(x) funksiyaning |a,+00) cheksiz oraliq bo'yicha xosmas
integrali deyiladi va

kabi belgilanadi:

Lf0)dx = lim F(t) = Jim \f()dx.

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral deb ham ynriti-
ladi.

Qulaylik uchun, bundan kevin «chegarasi cheksiz xosmas in-
tegral» deyish o'rniga «integral» deymiz.

2-ta’rif. Agar /—»+« da F(t) funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo'lsa. (1) integral yaqinlashuvchi deyiladi.
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Agar t »0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
boMmasa, (I) integral uzoglashuvchi deyiladi.
1-misol. Ushbu

j e'dx

a

integralni qaraylik. Bu holda
|

F(t) =] esdx =—e-r+1
a

boMib,
limF(t) =1
boladi.
Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va
J e'dx =1.
2-misol. Ushbu
7 dx
J — (a=0, a=0)

integral uchun

Int-Ina, agar a =1 bo'lsa

F(o=jf o
-a+l -a+

bo‘lib, t—=+0 da

(ciL>1, F(t)—+00 @<

bo'ladi.
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integral «>/bo‘lganda yaginlashuvchi, a<l1 boMganda uzoglashuv-
chi boMadi.

+00

3-misol. Ushbu Jcosndx integral uzoglashuvchi boMadi,
a

chunki t—=+o0 da
/
F(t) =Jcos xdx =sin t

funksiyaning limiti mavjud emas.
-+

4-misol. J e “ dx, a=0 ni hisoblang.
i

Yechish.
+00 f ( -ill 0
N — K "N — I - ___g__ _e
er dx _/IEEDJ[e dx _f|—|>[+noo Q 97 pym a * a
—im! 1 2712
a ae

r dx
5-misol. 7 ni yaqinlashishga tekshiring.
L £ 01 Oy yad g g

Yechish.
dx
f == lim f r =lim arctgx
X —=J1H+A —«

Demak, integral yaqginlashuvchi va



7 dx
6-misol. 7 integralni yaqginlashishga tekshiring.
J \+ X
Yechish. Biz bu integralni hisoblash uchun ikkita xosmas in-
tegrallar yigMndisi ko‘rinishida yozib olamiz va integrallarni hi-

soblavmiz, ya’ni
rdx 7 dx dx Tdx_  Vdx

r .
r= —7+ —7=Ilm ——7+Ilim -
3R VIR | T pPeR L4 e f LEX”

=lim arctgx}r+ lim arctgx 0= \im (arctgO- arctgr) +
r—y—X /-> 400 r—>a
+ lim (arctgt - circtgQ) =—k +—k =k.
Jim (arctg gQ) Skt

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi.
Xuddi shunday quyidagi integrallar ham yuqoridagidek,

Ji0ax, jB/(*)<&

xosmas integrallar va ularning yaqginlashuvchiligi, uzoglashuv-
chiligi Ta'riflanadi:

3 f\x)dx =lim J f(x)dx,

-00 /

+<» V4
froodx= tim

2°. Yaqinlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. XoOs-
mas integralning turli xossalarini f(x) funksiyaning [«,+00) ora-
lig bo‘yicha olingan

Jf [x)dx
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integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarni

Jf(x)dx, Jf(x)dx

integrallar uchun keltirishni o'quvchiga havola etamiz.

1-xossa. Agar ff (x)dx integral yaginlashuvchi bo'lsa. u hoi-
a

-fo

da j f(x)dx (ci<h) integral ham yaqinlashuvchi bo'ladi va ak-
h

sincha. Bunda
L) h >
J f\ix)dx =) f(x)dx +J f(x)dx )
h a h

tenglik bajariladi.

r h

«4 Ravshanki, J./(*)c/y =1/ (.vVy+1/(.v)™r. (a<h<t)
a a b

Aytaylik, Jf(x)dx integral yaginlashuvchi bo'lsin.

/
Demak, | mavjud va chekli bo'ladi:
a
/
limJ J\x)dx =1J f{x)dx,
4 a

(2) tenglikdan foydalanib, /->+® da
I Jfix )dx = J fix)dx — f(x)dx

-Ho

bo'lishini topamiz. Demak, \] f {x)dx integral yaginlashuvchi va
b
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Jf(x)dx = J f(x)d x - jf(x)d x
b a a

bo'ladi.

+00

Avtaylik, Jf(x)dx integral yaqinlashuvchi bo'lsin,
b

| —+b
Demak, )im \f(x)dx = \f(x)dx chekli bo'ladi.
—=-®) J
a b

(2) tenglikdan, t—+0 da

t b e
limJ f{x)dx =J f(x)dx+ J f{x)dx
a b b

boMishi kelib chigadi. Demak, Jf{x)dx integral yaqinlashuvchi
a
+00 h +00
va j f(x)dx =jf(x)dx + ] f(x)dx bo'ladi. »
a b b

2-xossa. Agar ] j{x)dx integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u hoi-

a

da J C-f(x)dx ham (C=const) yaqinlashuvchi bo'lib,

a

J cf(x)dx =c\f{x)dx

bo'ladi.
3-xossa. Agar J .1(x)dx integral yaqginlashuvchi bao'lib,
o

Vxe[a,+oc) daf(x)>() bo'lsa, u holda J i(x)dx> 0 bo'ladi.
a
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4-xossa. Agar \]f{x)dx va J g ix)dx integrallar yaginlashuv-

Ffmo

chi boMsa, u holda J(f{x)ig{x)dx integral ham yaqinlashuvchi

baiib, \(f(x)ig(x)dx: J fx)dx= J g(x)dx boMadi.

Izoli. Berilgan integral larni ng yaqinlashuvchiligi yetarli shart
boMib, funksiyalar yig‘indisining integrali yaqinlashuvchi boMishi
uchun zaruriy shart emas. Masalan,

)= == — . xq [5+)

boMsin. U holda
"7 Hy ..

j 7"iTM ||—|/| '= limIn/

dx =- lim njn+1 |=- lim[In(/ +1)- In 2]= -C
v+1

Demak, qgaralayotgan xosmas integrallar uzoqglashuvchi boMa-
di. Funksiyalar yigMndisi uchun esa

‘= lim (In/—In(/ +1) +In 2] =

=limIn-——-*Nn2=In1+In2=1In2
t+l
yaqinlashuvchi xosmas integral boMadi.
Shuni ham ta’kidlash kerakki. agar integrallardan biri yaqin-
lashuvchi boMib. ikkinchisi uzoglashuvchi boMsa, u holda



xosmas integral uzoglashuvchi boMadi. @

5-xossa. Agar Vxela,+x) da f(x)<g(x) bo'lib, Jf(x)dx va
a

Jg(x)dx integrallar  yaqinlashuvchi boMsa, u holda

-+ +00
Jfe)dx< J g(x)dx boMadi.

Misol tarigasida 5° xossani isbotini keltiramiz. Qolgan xossa-
lar bevosita xosmas integral va uning yaginlashuvchiligi ta’rifla-
ridan kelib chigadi.

5-xossaning isboti. Aniq integral xossalariga ko'ra ixtiyoriy t>a

uchun J f(x)d x <J (p(x)dx.

+00

Agar \]p(x)dx yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda

F(t) =] /(*)<& < g>(x)dx < I (p(x)dx <

munosabatlar o'rinli bo'ladi. Demak, F(t) funksiya yuqoridan
chekli son bilan chegaralangan. Shuningdek, f(x)>0 boMgani
uchun F(t) funksiya o'suvchi bo'ladi. Bulardan chekli limitning
/
/E»r};]o F(t) = /»I>I4rg?3 Jf f (x)dx
+00
mavjudligi, ya’ni J f(x)dx yaqginlashuvchiligi kelib chigadi.

n

+0a / t
Aksincha, J f(x)d x yzoglashuvchi bo'lsa, Jf(x)dx <J (p(x)dx
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tengsizligidan t—+0 da chap tomoni chegaralanmagan va bun-
dan o'ng tomonini limiti chekli emasligi, ya’ni J cp(xX)dx uzog-

lashuvchi ligi kelib chigadi.

f dx

7-misol. J | integral 1i yaqginlashishga tekshiring.
I\Ix +1

- .dx
Yechish. 5° xossadan fovdalanamiz. Berilgan integralni jk
X

integral bilan solishtiramiz, bu integral «>1 da yaqginlashuvchi
(2-misol). (I;+x) da

i L L . . T odx
-———<-7= =—v bo'lganligi sababli, —iT integral u 11z
Vx*+\ \Ix* x - I x "
r dx
yaqinlashishidan berilgan — —— integralning vaginlashishi
, Vv +1
kelib chiqgadi.

+° foo
6-xossa. Agar \]f(x) g(x)dx Va \]g(x)dx integrallar yaqin-

lashuvchi bo'lsa, u holda shunday o'zgarmas \n(T<[x<M) to-
piladiki,

—H foo
J fix) «g(x)dx = ocj g(x)dx @)
boMadi.
< Aytaylik, Vxe[a,+x) da gx)dx=>0 bo'lsin. Unda

m g (x)<f(x)g(x)<Mg(x) bo'lib,

t t r
m~gpadx < Zo0ge0dx <IMPgx\ix



bo'ladi. Bu tengsizliklardan, t—+ac da limitga o'tsak unda

wj gx)dx <] f(x)g(x)dx <M j g(x)dx
boMishi kelib chigadi.
Ravshan ki,

J g(x)dx :O

a

boMganda (3) tenglik bajariladi.
Aytaylik,

J g(X)cEr > 0

a

boMsin. Bu holda

J f(x)g (x)d x

boMadi. Agar

\f{x)g{x)dx

J g(x)dx
a

deb olinsa, unda m<\i<MboMib,

J70) g()dx =L \g(x)dx

boMadi.
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Vxe[a,+oc) da g(xX)<() boMganda (3) tcnglikning bajarilishi
yugoridagidek isbotlanadi. »
Odatda, bu xossa oMta giymat haqidagi teorema deyiladi.

3 . Xosmas integralning yaqinlashuvchiligi. Aytaylik f(x). fuuk-
siya |a, +ac) oraliqda berilgan boMsin.
MaMumki,
EXY
J f(x)dx

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi ushbu
I
F(t) =\f{x)dx (t=a)
a
funksiyaning t—-+x da chekli limitga ega boMishidan iborat.
Funksiyaning chekli lirnitiga ega boMishi haqgidagi Koshi teo-
remasi, ya’ni F(x) funksiyaning t-*+xda chekli limitga ega boMi-
shi uchun
vVt'>0, 3/()=a, V7'>/0, \/T>/( :
\F(t")-F(t)\ <£

tengsizlikning bajari lishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.
Bu tushuncha va tasdigdan

J f(x)dx 4

a

xosmas integralning yaqginlashuvchiligini ifodalaydigan quyidagi
teoremaga kelamiz.

Teorema (Koshi teoremasi). (4) integralning yaqinlashuvchi
bo lishi uchun Ve=0son olinganda ham shunday tGeR (t0>a) to-
pilib, ixtiyoriy t’>t(), t">t0 boMganda



tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-8. Manfiy bo‘lniagan funksiyaning xosmas integrallari.
Integralning absolyut yaqginlashuvchiligi

. Manfiy bo'Imaganfunksiya xosmas integralining yaqginlashuv-
chiligi.

Aytaylik,/”~ funksiya |a, +x) oraligda berilgan boMib, Vjcg[a,
+X) da f(x)>0 bo‘lsin. Bu funksiyani \a,t\ da (a<t<+oo0) integral-

t

lanuvchi deylik: f(x)*"R({a,tJ). Bu holda F(t) =~f(x)dx funksiya

a
(a,+oc) oraligda o‘suvchi boMadi.
< Haqigatan ham, a<tt<i"<+zc da
© | t 12
F(t2) =] f(x)dx =\f(x)dx Hf(x)dx =F(t])H/ (x)dx
a a / /

rz

boMib, J/(x)d/r>0 boMganligi sababli F(t2>F(tl) boMadi. Demak,

t,
V tr t?e(a,+y:) uchun
tI<t*">Ft)<F(t3. »
1-teorema. Manfiy boMmagan f(x) funksiya xosmas integrali

J f(x)dx (/(.X) >0, x>a) J)
ning yaginlashuvchi boMishi uchun F(t) funksiyaning yuqgoridan
chegaralangan, ya’ni
3C&R, \/t=alF(t)<C

boMishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaginlashuvchi boMsin.
Ta’rifga binoan

lim F(t)



mavjud va chekli boMadi. Unda, 3CeR, \/t=a:F(t)<C da F(t)<C
boMadi.

Yetarliligi. Aytaylik, F(t) funksiya (a,+x) da yuqoridagi che-
garalangan bo'lsin. Ayni paytda, F(t) o'suvchi funksiya. Demak,
(_,+oc da F(t) funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) integralni
yaqginlashuvchi boMishini bildiradi.»

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar F(t) funksiya (te(a,+x)) yuqgoridan chegaralan-
magan boMsa, u holda

J f(x)dx

a

integral uzoglashuvchi boMadi.

2°. Taqqoslash teoremalari. Ikkita funksiya maMum muno-
sabatda boMganda birining xosmas integralining yaginlashuvchi
(uzoglashuvchi) boMishidan ikkinchisining ham yaqginlashuvchi
(uzoglashuvchi) boMishini ifodalovchi teoremalarni keltiramiz.
Odatda, ular tagqoslash teoremalari deyiladi.

2-teorema. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar |a,+X) ora-
ligda berilgan boMib, Vxe|a,+ x) da

0<f(x)<g(x) (2)
boMsin.

Agar j g(x)dx yaqginlashuvchi boMsa, u holda J f(x)dx ham

yaqinlashuvchi boMadi.

+00 +»

Agar J f (X)dx uzoglashuvchi boMsa, u holda | g(x)dx ham

uzoglashuvchi boMadi.

< Aytaylik, (2) munosabat o'rinli boMib, Jg(x)dx yagin-
a
lashuvchi boMsin. Unda 1-teoremaga ko'ra
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G(t) =Jg(x)dx <C

boMadi. Avni paytda,

F(t) =\f{x)dx<G(t)

boMganligi sababli, ya’ni 1-teoremaga binoan | f{x)dx yaqin-
a

lashuvchi boMadi.

Aytaylik, (2) munosabat o'rinli boMib, J f(x)dx uzoglashuv
a

chi boMsin. Unda yuqorida kcltirilgan natija va F(t)<G(t) tengsiz-

likdan J g(x)dx integralning uzoglashuvchiligi kelib chigadi. »

3-teorema. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar |a,+x) da
f(x)>0g(x)>0 boMib,
im——=k (0O<A'<+00)
g(x)
boMsin.

Agar k<+x boMib, j g(x)dx yaqginlashuvchi boMsa, u holda
a

+1a

J f(x)dx ham yaqinlashuvchi boMadi.
-+«

Agar k>0 boMib, Jg(x)dx uzoglashuvchi boMsa, u holda

a

j f(x)dx ham uzoglashuvchi boMadi.
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M Aytaylik, Hm ( =k <-4t=bo'lib, Jg(x)dx yaginlashuv-
x_)+« @
chi boisin. Limit ta’rifiga binoan
Vz>0, 3 t0>a, Vt>t0 da

fx)<(k+2z)g(x) (©))
boladi. Yaqinlashuvchi integralning xossasiga ko‘ra

J (k+£)9(x)dx

yaqinlashuvchi boladi.

400

(3) munosabat va 2-teoremadan foydalanib, ~ f(x)dx integ-
a
raining yaginlashuvchi boiishini topamiz.
Aytaylik,

lim =k >0
g(x)

boiib, Jg(x)dx uzoglashuvchi boisin. Bu holda A, son (k>kj>0)

a

uchun shundav t'n>a topiladiki, \/x>tnda (-)— >k,, ya'ni
a(x

g(x)<—"*(x) 4)

boladi.
+0
(4) munosabat va 2-teoremadan foydalanib J f{x)dx integ-
a
raining uzoglashuvchi boiishini topamiz.»
Natija. Agar



b lib, O<k<+oo bo'lsa, u holda Jf(x)dx va Jg(x)dx integ-

rallar bir vaqtda yoki yaginlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo'ladi.
Ko'p hollarda biror xosmas integralning yaqinlashuvchiligini

yoki uzoglashuvchiligini aniglashda avvaldan yaginlashuvchiligi

yoki uzoglashuvchiligi ma’lum bo'lgan integral bilan taggqoslab

(yugorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) garalayotgan in-

tegralning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo'lishi topiladi.
Masalan,

\]f(x)dx

integralni
f-4 («=>0, «=>0)
integral bilan tagqoslab, quyidagi natijaga kelamiz.
Natija. Aytaylik, biror C(0<C<+=c) va a>0 sonlar uchun
C
jc-H-ooda f(x)— —, ya'ni
lim fiB o/ (X) =C
X—>D

—H»

bo'lsin. Unda ~J(x)dx integral a=>l bo'lganda yaqinlashuvchi,
a

a<l bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi.
1-misol. Ushbu



integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

< Agar
/U 4: E?f?: .o )/:1}__4
1+ T \+x
deyilsa, unda Yxe[0,+x>], 0<f(x)<g(x) boMadi.
Ravshan ki,
7 dx
1+X

integral yaqinlashuvchi. 2-teoremaga ko‘ra berilgan xosmas inte-
gral yaqinlashuvchi boMadi.»

+o

2-misol. Ushbu j e dx integral yaqginlashuvchilikka tek-
1

shirilsin.
< Vx>l da
f(x)=e~x2, g(xX)=e~x

funksiyalari uchun 0<f(x)<g(x) boMadi.
too

Quyidagi \]e dx integralning yaqinlashuvchiligi ravshan.
1

Demak,

4o
\] e~x dx
1

integral yaqinlashuvchi boMadi. »
3-misol. Ushbu j e & xdx integral yaqinlashuvchilikka tek-
I
shirilsin.
< Vx>| da Inx<x boMib, f(x)=e~x In x, g(x)=xe~x funksiyalar

uchun (<f(x)<g(x) boMadi. Endi
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J gx)dx =] xe dx

integralning yaginlashuvchiligini e’tiborga olib, 2-teoremadan
foydalanib, berilgan

J e 'Inxdx

integralning yaginlashuvchiligini topamiz.»
4-miisol. Ushbu

integrai yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Integral ostidagi

funksiya uchun

lim n3f(x) = lim x3——— . =lime =1
X.Sjxi +1 —

bo'ladi.
Ravshanki,

integral yaginlashuvchi. Demak, berilgan integral yaqginlashuvchi
bo'ladi. »

4 . Xosmas integralning absolyut yaqinlashuvchiligi. Aytaylik
f(x) funksiya |a,+x) oraligda berilgan bo'lsin. Bunda, \/xe[a,+zc)
uchun f(x)>0 boMishi shart cmas.

230



Ta'rif. Agar

\] \f(x)\dx

a

integral yaqinlashuvchi bolsa, J f(x)dx integral absolyut yaqin-

lashuvchi deyiladi.

o +*
Agar J / (x)dx yaginlashuvchi bo'lib, J |/(X)|tZv uzoglashuv-
a a

+00
chi bo'lsa, L holda J f(x)dx shartli yaginlashuvchi integral de-
yiladi.
4-teorema. Agar integral absolyut yaqinlashuvchi bo'lsa, u ya-
ginlashuvchi bo'ladi.
M Aytaylik,
400
J \f()\dx
integral yaginlashuvchi bo'lsin. Berilgan f(x) va \f(x)\ funksiyalar
yordamida ushbu

~U) =17 )+ (),
V() =1(=7(.v) +I/(V)])

lunksiyalarni tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, \/xe/a+x) da
1) (p(x)=0, \\ix)=0
2) <p()=<\F)I, \NiG)<[f)\
3) h)-y(x)=/(x)
bo'ladi. Yuqorida keltirilgan 2-teoremadan foydalanib, quyidagi
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J (p(x)dx, J i/ (x)dx

integral yaginlashuvchiligini topamiz.
+00

Unda J(<iF(A)_V/(A))’\ integral ham yaqinlashuvchi boMadi.

a

+00

Demak, \ f(x)dx yaqginlashuvchi boMadi. »
a

+o
Masalan, @ — —dx integralni yaqinlashishga tekshiring.
I x-

. - Tlsin*I, . . .
Yechish. Avval —---—cN\ integralni tekshiramiz. (1;+30) da

| n

40 |
Isinx I _1 va ] — dx yaqinlashuvchi boMganligi sababli, 5° xos-
X: X! 1x

+0'l e |
flsin* |

saga ko'ra J 5— integral yaginlashuvchi boMadi. Demak,
1 X

~foo - -

rsini

J —— CX integral absolyut yaginlashuvchi boMadi.

3-8. Integralning yaqinlashuvchiligi alomatlari.
Integralning bosh giymati

. Dirixle alomati. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
[a,+20) oraligda berilgan boMsin.

1-teorema (Dirixle alomati). f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1 f(x) funksiya |a,+oc) da uzluksiz va uning shu oraligdagi
boshlangMch F(x) (F'(x)=f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2 g(x) funksiya |a,+x) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega;
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3. g(x) funksiya |a,+¢) da kamayuvchi;
4. lim g(x) =0.

X—>+00

U holda

—foo
J f (x)g(x)dx
integral yaqginlashuvchi bo'ladi.
< Ravshanki,
f(x)e C[a,+k), g(x)e C[a,+cc)==>f(x)g(X)e C[a,+ &)
boMadi. Binobarin, f(x)-g(x) funksiya [a,t] (a</<+oc) oraliqda in-
tegrallanuvchi boMadi. BoMaklab integrallash formulasidan ham-
da teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib topamiz:

| | , |

J7 (x)g(x)dx =J g (x)dF(x) =g(x) F(X) -\f{x)g\x)dx. (1)

Etidi

\g(t)F(H\<Mg(t) (M=sup\F(t)\<+x)
boMishini e’tiborga olsak, undan t—=to>da
g(t)F(t)->0
boMishi kelib chigadi.

Berilishiga ko'ra, g(x) funksiya |a,+00) oraligda uzluksiz dif-
ferensial lanuvchi hamda shu oraligda kamayuvchi funksiya. De-
mak, \/xe|a,+3c) da

g'(x)<0
boMadi. Shuni e’tiborga olib topamiz:
t | |

1™ ()9 AMI[g (VY =—M j g \x)dx =
a a n

=M (g(a)-g(t)) <M g(a) {g(t) >0).
Unda yuqoridagi paragrafdagi teoremalardan foydalanib
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j F(x)g\x)dx
a
xosmas integralning yaqinlashuvchi ekanligini aniglaymiz.
(1 tenglikda t—+o00 da limitga o'tib, ushbu
/
/_!L"&ff(x)g(x)dx

a

limitning mavjud va chekli boMishini topamiz. Bu esa

+00

Jf(x)g(x)dx integralning yaginlashuvchi boMishini bildiradi.»

Misol. Ushbu

Tsinx .
J -] — —dx (a =0)

integralni yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
< Berilgan integralni quyidagicha

-+ i
J =1 sinx—2dx (a =0)
yozib, /(x)-sinx, g(x) deymiz. Bu funksiyalar yuqgorida

keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi.
1) f(x)=sinx funksiya |!,+*?) oraliqda uzluksiz va uning bosh-
langMch funksiyasi F(x)=~cosx funksiya [l,+<») da chegaralangan;

2) g(x) =— (a =>0) funksiya 11,+*) da

\X) = 2
g\Xx) = 5

hosilaga ega va u uzluksiz;

3) g(x)=—  («=>()) funksiya |l,+00) da kamayuvchi;
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4) Iinj gx)=Ilim ~=0. (a=0)

j —>400 A

Unda Dirixle alomatiga ko'ra
+00

integral yaginlashuvchi bo'ladi. »

2°. Abel alomati. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar |a,+co)
oraligda berilgan bo'lsin.

2-teorema (Abel alomati). f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi

shartlarni ganoatlantirsin:
+D

])f(x) funksiya |a,+00) da uzluksiz bo'lib, Jf{x)dx integral
yaginlashuvchi;

2) g(x) funksiya |a,+00) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega va bu
hosila [a,+00) da 0'z ishorasini saglasin;

3) g(x) funksiya la,+o0) da chegaralangan.

U holda

J f{x)g{x)d x

a

integral yaqginlashuvchi bo'ladi.

< Ravshanki, Jf(x)dx integralning yaqinlashuvchi boMishi-
a

dan f(x) funksiyaning |a,+00) oraligda chegaralangan F(x) bosh-
langMch funksiyaga ega bo'lishi kelib chigadi.
Teoremaning 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funksiya-

ning limiti hagidagi teoremadan foydalanib ushbu

limitning mavjud va chekli boMishini topamiz: ~
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Unda gj(x)=g(x)—b funksiya x—>+a0 da monoton ravishda nol-
ga intiladi:
lim g, (x) =0
X—H>
Shunday qilib f(x) va gfx) funksiyalari Dirixle alomati kel-
tirilgan barcha shartlarni ganoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra
o
\ f(x)g xqx)dx
a
integral yaginlashuvchi boMadi.
Ayni paytda, f(x)g(x) =f(x)b +f(x)gj(x) boMganligi sababli,

J f(x)g(x)dx
integral ham yaginlashuvchi boMadi. »

3°. Xosmas integralning bosh qgiymati.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya (—0+0) da berilgan boMib, bu
oraligning istalgan |t',t] (—eo<t'<t<+o00) gismida integrallanuvchi
boMsin:

/
F(t =J f(x)dx.
n

Ma’lumki, ushbu
I
lim F(t'./) = lim \f(x)d x

/->doo t*

limit f(x) funksiyaning (—+0) oraliq bo‘yicha xosmas integrali
deyilib, u chekli boMsa,

t 400
lim ~f(x)dx = J f{x)d x
1 —400 / —0

xosmas integral yaginlashuvchi deyilar edi.



Bunda t' va t o‘’zgaruvchilaming ixtiyoriy ravishda t——cot—»
+oc ga intilishi ko‘zda tutiladi.

Xususan, \]f(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi boMsa,

/ ®
IILanJf‘f(x)dx = Jff(x)olx

bo'ladi.
/

Biroq =jf(x)d x funksiya, t=—t bo‘lib, t—=+00 da chek-
r

+00

li limitga ega boMishidan \]f(x)dx xosmas integralning yaqin-

lashuvchi boMishi kelib chigavermaydi.
[

Masalan, ushbu /*(/10 = integrel uchun t=— bo'lsa,

/ t

jfsinxdx =0 (V/>=0) boMib Iing fsinxdx =Q boMadi.
> §
| -l

Biroq Jsinx”&r xosmas integral yaqginlashuvchi emas.

Ta’rif. Agar t=—t boMib, t—mD da
/
F(t\t) =\f(x)dx
-t
EL)
funksiyaning limiti mavjud va chekli boMsa, \]f(x)dx Xosmas in-

/
tegral bosh giymat ma’nosida yaqinlashuvchi devilib, 7“Jj, \]f (x)dx

-t
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limit esa \ f{x)dx xosmas integralning bosh giymati deb atala-

-

di. Odatda, Jf(x)dx xosmas integralning bosh giymati

o

v-P- J f(x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

400 /

v.p. Jf f(x)d x :,ETDJf f(x)dx.

Bunda v.p belgi fransuzcha «valeur principiale» — «bosh qiy-
mat» sozlarining dastlabki harflarini ifodalaydi.

Shunday qilib, \]f(x)dx Xosmas integral yaginlashuvchi

bo'lsa, u bosh giymat ma’nosida ham yaqinlashuvchi boMadi. Bi-
-Hx

roqg, j f(x)dx xosmas integralning bosh giymat ma’nosida ya-

a

ginlashuvchi boMishidan uning yaqinlashuvchi boMishi har doim
ham keiib chigavermaydi.

4-8. Xosmas integrallarni hisoblash

V. Nyuton-Leybnits formulasi. Ushbu

j f{x)dx
xosmas integral yaginlashuvchi bo'lib, uni hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, f(x) funksiya fa,+00) oraligda boshlangMch F(x)
funksiyaga ega va jc-"~+o0o da F(x) funksiya chekli limiti mavjud
boMsin:



lim F(X) =F(+ 00).

X-»+00

Unda
fI\Xx)dx- Iim \f(x)dx =
G a
= 1im (F(/)-F(a)) =F(+~)-f(«) =FC)I7" (1)
boMadi.

(1) formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
1-misol. Ushbu,

7 1 .1
— SIn—aX
J v \

integral hisoblansin.

1 .2
A Ravshanki, F(x) =cos— funksiya [—,-foo) oraligda
X K

/(x) =4 -sin-!- funksiyaning boshlangMch funksiyasi boMadi.
X' X
(1) formuladan foydalanib topamiz:

1 1 sin+ax -Ccos--
3X X X

2°. BoUaklab integrallash. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksi-
yalar |a,+00) oraligda uzluksiz va uzluksiz, f(x) va g’(x) hosilalar-
ga ega boMsin.

Agar

:D \]/(*)'8 x)dx (\ f'(x)g(x)dx) integral yaginlashuvchi;

a a

2) ushbu lim(/(x)g(x)) limit mavjud va chekli boMsa, u holda
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JMN)gxax  (Jrx)g (0dx)

mtegral yaqinlashuvchi bo'lib,

J/V )«g(x)dx = \im(f{x)g(x)) - j\a) g(a) - J f(x)g\x)dx (2)

J f(x)g\x)dx =Iim\(f(x)g(x))~ f (a) m{a) —J f\x)g(x)dx
boMadi.

< Ravshanki,
| t [
JRx)g(x)dx Hg{x)dfx) F(MYXV|U-I/ x)dg(x) =

(g V)-f(a)g(a)-jf(x)g\x)dx.

a

Keyingi tenglikda, /—=+&0 da limitga oMib topamiz:

+00 +o

\ f\x)g{x)dx = \\m (f(t)g (t))-f(a)g(a)- Jf(x)g\x)dx. P

(2) formula boMaklab integrallash formulasi deyiladi.
2-misol. Ushbu

\] xe~xdx
0

integral hisoblansin.
< Agar g(x)=x, f {x)=exdeb olsak, unda
g'(x)=l, f(x)=~ex
boMib, (2) formulaga ko'ra (a=0)
400

J xe~wx - lim{—te-)-0 + J e->dx =1

[+00
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boladi. »
3°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash.

Ushbu \ f(x)dx xosmas integralni gqaraymiz. Bu integralda

a

x=0>(z) almashtirishni bajaramiz. Bunda x=g>(z) funksiya quyida-
gi shartlarni ganoatlantirsin:

1) d(r) funksiya [a,+co) oraligda uzluksiz va uzluksiz ip'(2)
hosilaga ega;

2) (p(2) funksiya \a,+co) da gat’iy o‘suvchi;

3) <p(@ =a, (p(+0°)= lim <p(z) = -H».

Agar

+0

J #a>(2)-(p\2)dz

a

xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

j f(x)dx

a

integral ham yaqginlashuvchi boMib,

Jf(x)dx =] f\(p{2)) (p'(2)dz

bo'ladi.

< Ixtiyoriy z(«</<+'») ni olib, unga mos (p(z)=t nuqtani to-
pamiz.

Ravshanki, yuqoridagi shartlarda [a,t) da yuqoridagi paragraf-
dagi (2) formulaga ko‘ra

boladi.
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Keyingi tenglikda t—t@o da (bunda z=> !(t)->+00)
o‘tib topamiz:
+@D Eies)

J f(x)dx =J f(g>(2))-<p'(z)dz

Bu esa keltirilgan tasdigni isbotlaydi. »
3-misol. Ushbu

dx
| 1+V

integral hisoblansin.

limitga

M Bu integralda x =- almashtirishni bajaramiz. Natijada

0 1 1, . 7 rdt

bo‘lib,

y="'Tix 4 A
2] 1+x

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi integralda x - —-z deb, topamiz:
1r dz 1 - it%, n
2] 177 =T b'arctg7? I =2V2

Demak,
r dx _ 1A
jl+w” 22" *

4. Xosmas integrallarni taqribiy hisoblash.

Aytaylik,/fo) funksiya |a,+ «) oraligda uzluksiz bolib, ushbu
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J f{x)dx

a

xosmas integral yaginlashuvchi boMsin. Ta’rifga binoan
+00 |

Jfx)dx = limjf(x)dx,

ya'ni Vz=0, ~()>a, 1/ (x)dx " /(x)cix <£ boMadi.

Ravshanki, JJ (3dx Jj (x) - J 7 ()dx.

a n f

Demak,

j f(x)dx <&£.

Natijada ushbu

400 |

J \x)dx =Jf (x)dx (5)

a o

tagribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi

Jf(x)dx <£

t

boMadi.

4-misol. Ushbu ‘e&"'dX Xmas integral tagribiy hisoblansin.

< (5) formulaga ko'ra, berilgan integralni tagribiy hisoblash
uchun ushbu

a

J e~xdx ~J e xdx (a =0)



1
formulani hosil gilamiz. Uning xatoligi \]e dx galeng boMadi.

a

Bu xatolikni yuqgoridan baholaymiz:

fexdx< —[xe~' dx=— fexd(x2 =— (~e~x)*~=— e-a.
a at 2a a la ° 2a

Aytaylik, a=I boMsin. Bu holda

-fo 1
| e~xdx~ je~xdx
a (0]
D
boMib, bu taqgribiy formulaning xatoligi uchun f e~xdx< 0,1839
1

boMadi.

+00 2

Aytaylik, a=2 boMsin. Bu holda J e dx~je dx b04ib, bu
a 0

tagribiy formulaning xatoligi uchun J e~x<&<0,00458 boMadi.
2

3
Aytaylik, a=3 boMsin. Bu holda j e ‘dx~je 'dx boMib, bu
a 0

tagribiy formulaning xatoligi uchun J e-xdx< 0,00002 boMadi. »
i

5-8. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integraii

Aniq integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi
funksiyaning chegaralanganligi edi.

Endi f(x) funksiya [a;bj da chegaralanmagan boMsin. AnigrogM,
ixtiyoriy 8>0, (e<b-a) uchun f(x) funksiya |a;b-cj da chegaralan-
gan va integrallanuvchi boMib, b nuqtaning atrofidagina chega-
ralanmagan boMsin. Bu holda b nuqgta f(x) funksiyaning maxsus
nugtasi deb ataladi.
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Demak, ixtiyoriy t (a<t<b) uchun integral mavjud
a

bo'lib, u fagat t o'zgaruvchining funksiyasi boMadi:
/
JAX)dx =F(t), a<t<b.

a

Ta’rif. Agar t—=b—0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo'lsa,
bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning |a;b) oraligdagi xos-
b

mas integrali deyiladi va u \f(x)d x kabi belgilanadi.

a

Demak,

Agart->b-0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo'lib, u chek-
li bo'lsa, xosmas integral yaqginlashuvchi deyiladi, f(x) funksiya
esa fa;b) da integrallanuvchi funksiya deb ataladi.
o Agar t-"b—0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz bo'lsa,

xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi. Yuqorida limit
a
mavjud bo'Imagan holda ham biz xosmas integralni uzoqlashuv-
chi deymiz.

Xuddi yuqoridagidek, a nuqgta f(x) ning maxsus nuqgtasi
bo'lganda (a;b] oralig bo'yicha xosmas integral ta’riflanadi.

f(x) funksiya (a;b] oraligda berilgan bo'lib, a nuqgta shu funk-
siyaning maxsus nuqtasi bo'lsin. Bu funksiya (a;b|] ning istalgan
(t;b] (a<t<b) gismida integrallanuvchi, ya’ni ushbu

b
if(x)dx = F(t)
|
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integral mavjud bo'lsin.
Ta’rif. Agar t->a+0 da F(t) funksiyaning /Ii%F(t) limiti mav-
=3

jud bo'lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a;b] ora-
b
ligdagi xosmas integrali deb ataladi va u J'f (x)dx kabi belgila-

a

nadi. Demak,
b b

J[./ (x)dx =t_ll>g30f|t) - tIlm \f(x)dx.

a t

Agar t-=a+0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli

h
bo'lsa, Jf(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi, f(x) esa (a;b|
a

da integrallanuvchi funksiya deyiladi. Agar t~a+0 da F(t) ning
h

limiti cheksiz bo'lsa, u holda J f(x)dx xosmas integral uzog-
a
lashuvchi deyiladi. Yuqoridagi limit mavjud bo'Imagan holda
ham biz integralni uzoqglashuvchi deymiz.
Agar f(x) funksiya [a;b] kesmaning biror ichki ¢ nuqgtasida
limf(x ) =00 bo'lsa, u holda aniq integralning additivlik xossa-

X—>C "

siga ko'ra bu integralni ikkita integralning yig'indisi ko'rinishda

ifodalaymiz:
h c b I b
Jff (x)dx - Jf,f(x )dx+ Jf f(x)dx =t,I!I:I]OJf f(x)dx+ vllmaff(x)dx'

a a c a r

Agar tenglikning o'ng tomonidagi limitlar mavjud bo'lsa, u
holda xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi, aks holda uzog-
lashuvchi deyiladi.

Geometrik nuqtayi nazardan chegaralanmagan funksiyaning
xosmas integrali y=f(x) egri chiziq, x=a, x=b to'g'ri chiziglar bi-
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lan chegaralangan va x-"b-0 da (x-»a+0, x->c+0) Oy o‘gi yo'na-
lishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli yuzga ega ekanligini
anglatadi (1-rasm).

1-misol. fi”™Ini yaginlashishga tekshiring.
0
Yechish. Bunda x=0 nuqgta integral ostidagi funksiyaning
maxsus nugtasidir. Bu holda ta’rif bo‘yicha

fA-=iim fA"= iim 2ytx[|S=1im (2 - 2-3)) =.
vv -c+a Y /->0+0 I’ /-*0,0
Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi va uning qgiymati 2
ga teng.

r dx

2-misol. integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Bunda x=I nuqta integral ostidagi funksiyaning max-
sus nugqtasidir.
Bu holda



Demak, bu integral ham yaqinlashuvchi.

3-misol. FQ( i’ntegralni yaqinlashishga tekshiring.
bE
Yechish. Ta’rifga ko'ra
I
f— = Ilim f— = Ilim :l'||a||— lim (In 1- In/) =
/-S040

X t-*0+0] /-0+0
o &

ya’ni bu xosmas integral uzoglashuvchi bo'ladi.

4-misol. r d-)s——,aeR,a< b integralni yaginlashishga tek-
I(b-x)a

shiring.
Yechish. Ikki holni garaymiz. 1-hoi. a*l bo'lsin. U holda

(6500 el iy~ SR P97 -0 =

(b-x){-* .
lim lim({b—t)la-(b-a)[~°)=
e m(b—Hka- (b -a)-)
b -
( a)]ﬁ’ a<las>1
1-a
00.
2-hol. a=I bo'lsin. U holda
[——=lim [ — =-lim In|6—a ¢ =
(/)—a) i-*b-0~ (b — y) t-*b-0 a

=- Jim (In\b-t\ —4dn\b—a\) =

50
r dx . . .
Demak, ----—-- integral a<!| bo'lganda yaginlashuvchi, a>l|
U (o) *

da uzoglashuvchi bo'lar ekan.

248



6-8. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining xossalari

Quyida maxsus nugtasi b boMgan f(x) funksiyaning |a;b) ora-
h
lig f(x)dx bo‘yicha olingan xosmas integralining xossalarini

a

keltiramiz. Bu xossalarni maxsus nuqtasi a boMgan funksiyaning
(a;b] oralig bo‘yicha olingan xosmas integrallari uchun ham te-
gishlicha bayon qilish mumkin.

1-. Agar f(x) funksiyaning fa;b) dagi xosmas integrali yaqin-
lashuvchi boMsa, bu funksiyaning [c;b), (a<c<b) oraliq bo‘yicha
integrali ham yaginlashuvchi boMadi. Bunda

c h

b
\]f{x)dx :\]f(x)dx +jf(x)d x

a a

tenglik o'rinli boMadi.
b b
x integrallar yaginlashuvchi

a a

boMsa, u holda ixtiyoriy a, p sonlar uchun
b
\(oc f(x)* p(p(x))dx

a

integral ham yaqginlashuvchi boMib,
J(@a/Z(.v) £p(pX))dx =anf(x)dx Ep~(p(x)dx
tenglik o'rinli boMadi.
3. Agar Jf(x)dx integral yaginlashuvchi boMib, (a;b) da
f(x)>0 boMsa, u holda ~J(x)dx> 0O boMadi.

249



h b
4 . Agar j f(x)dx va j(p(x)dx integrallar yaginlashuvchi boMib,

a a
b b
la;b) da f(X)<<p(¥) boMsa, u holda jf(x)d x < (p{x)dx bo'ladi.
a a

5°. f(x) va >p¥) funksiyalar |a;b) da uzluksiz boMib, b esa ular-
ning ngaxsus nugtasi va 0<f(X)<y?(x), xg|a;b) boMsin. U holda

a) j(p(x)dx yaqginlashuvchi boMsa, ~f(x)d x ham yaginlashuv-

a a
chi boMadi; N
b) J f(x)dx uzoglashuvchi boMsa, jcp(x)dx ham uzoqglashuv-
n a
chi boMadi.

Misol tarigasida 3° xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan xos-
salar bevosita xosmas integral va uning yaqinlashuvchiligi ta’rif-
laridan kelib chigadi.

3’ xossaning isboti. Aniq intt;gralning Xxossalariga asosan f(x)=0
boMsa, ixtiyoriy teja;b) uchun j g v)*x>q boMadi. Bundan

a
b oy
Jf(x)d x =imJ; dx >0

ekanligi kelib chigadi.
Masalan, y_ r dx ni hisoblang.
~I(i+x)yfc
Yechish. Ushbu integralda x=</>t)=t2 almashtirishni bajara-
miz. Ravshanki, </At) funksiya (O; 11oraligda </>\t)=2tx() uzluksiz
hosilaga ega hamda </20)=0, y>(l)=I. Demalk,

-2f A_ =2arc'g,((=2/=*,
+I arcg>(< 4

/=ifF— 7=='M 4 -
j(I +x)sfx 0@ +r)t 2
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13-hob. IKKI 0‘ZGARUVCIIILI FUNKSIYALAR

1-8. Ikki o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi

Tabiatda, fan va texnikaning turli tarmoqlarida uchraydigan
ko'pchilik funksiyalar bitta o'zgaruvchiga bog'lig boMmay, ko'p
o‘zgaruvchilarga bogMiq bo'ladi.

Masalan, tomonlari x va y (x>0, y=0) ga teng boMgan to'g'ri
to‘rtburchakning yuzi

S=x-y n
boMib, u xva y o'zgaruvchilarga bog'liq bo'ladi. Bu xva y o‘zgaruv-
chilarning turli giymatlariga ko'ra (I) formula yordamida ularga
mos S ning giymati topiladi.

Barcha haqiyqiy sonlar to‘plam R ni olib, bu to'planining ixti-
yoriy ikki x va y elementlari (haqiqiy sonlar) yordamida (X,y) juft-
likni tuzamiz. Barcha shunday juftliklar to'plami

{X,y): xeR,ye R}
ni R2orqali belgilaymiz:
R2={(x,y):xeR,yeR}

Odatda, R2 to'planining elementi (juftlik) shu to'planining
nugtasi deyiladi.

Agar (X,,y,)eR2, (x2,Vt)gR2, boMib, x*x~v~y-, boMadi, (X,,
y,) va (Xx2,y2 nuqgtalar bir-biriga teng deyiladi:

(xA£Yj) (x i9

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasi OXY ni olib, OX
0'gi bo‘yicha x o'zgaruvchining giymatlarini (xeR),0Y o0'qi bo'yi-
cha y o'zgaruvchining giymatlarini (yeR) joylashtiramiz. Unda
(x,y) juftlik (x,y)eR2tekislikda bitta

M=M(x.y)
nuqtani aniqglaydi. Bunda x—M nuqgtaning birinchi koordinata-

si (abssissasi) y—M nuqgtaning ikkinchi koordinatasi (ordinata-
si) boMadi.



(Demak, barcha (x,y):xeR,yeR nugqtalar (juftliklar) to'plami
tekislikni ifodalaydi.
Aytaylik, (x,.y,)eR2 (x-,y2eR 2boMsin. maMumki ushbu

+(y2-y{)2

miqdor (x,”) va (X7,y2 nuqgtalar orasidagi masofa deyiladi. Uni
d((x,,y,),(x2,y2) kabi belgilaymiz:

d ((M,>>),(112y 2) =yj(x2- xt) 2+(y2-yx 2

Masofa quyidagi xossalarga ega:

) d((x].yd.(x2y2)=0,

2) ((x1y3,(x2y2=d((x2y2),(x1yD),

3) d((x1y),(x3y3)<d((x1yD,(x2,y2)+d((x2y2),(x3y3)

Endi R2to‘plamning (tekislikning) ba’zi-bir gism to‘plamla-
riga misollar keltiramiz.

1) R2 tekislikning (a,b) nugtasini hamda r=0 sonni olaylik.
Tekislikning shunday (x,y) nuqgtalari to'plamini garaymizki, x va
y koordinatalar ushbu

(x-a)2+(y-b)xr
tengsizlikni ganoatlantirsin. Bunday nuqtalar to‘plami yopiq
doira deyiladi va
/(x,y)eR2 (x-a)2+(y-b)<rj
kabi belgilanadi. Bunda (a,b) nuqta doira markazi, r esa radiu-
si deyiladi.

2) Tekislikning shunday (x,y) nuqtalari to'plamini garaylikchi

xva y lar ushbu
(x-a)2+(y~b)2<r2
tengsizlikni ganoarlantirsin. Bunday nugtalar to'plami ochiq
doira deyiladi va
{(x,y)e R2 (x-a)2+(y-b)2<r}
kabi belgilanadi.
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3) Ushbu
{(x,y)eR2 (x-a)2+(y-b)2=r}

to‘plam markazi (a,b) nuqtada, radiusi r ga teng aylana deyiladi.

4) Tekislikning shunday (x,y) nuqgtalar to‘plamini garaymiz-
ki, ularning x va y koordinatalari ushbu a<x<b, c<y<d (a,b,c,d-
haqiqgiy sonlar) tengsizliklarni ganoatlantirsin. Bunday nugqtalar
to‘plami to‘g‘ri to'rtburchak deyiladi va

{(x,y)eR2 a<x<b, c<y<d}
kabi belgilanadi.
5) Tekislikning shunday (x,y) nuqgtalar to'plamini qaraylikki, ul-
arni x va y koordinatalari ushbu
a<x<b, c<y<d

tengsizliklarni ganoatlantirsin. Bunday nuqtalar to'plami oehiq
to'g'ri to‘rtburchak deyiladi va

{(x,y) eR2 a<x<b, c<y<d}
kabi belgilanadi.

Tekislikda biror M to‘plam berilgan bo'lsin.

Ta'rif. Agar M to‘plamdan olingan har bir (x,y) nuqgtaga biror
qoida yoki gonunga koVa bitta haqigiy z soni mos qo'yilgan bo'lsa,
M to'plamda ikki o‘zgaruvchili funksiya berilgan deyiladi va

Z=f(x.y)
kabi yoziladi. Odatda M to‘plam funksiyaning aniglanish sohasi,
X va y (o‘zgaruvchilar) funksiya argumentlari, z esa x va y ular-
ning funksiyasi deyiladi.

Masalan, tekislikning har bir (x,y) nugtasiga shu nugta koor-
dinatalari x va y larning ko"paytmasini mos qo‘yish qoidasi be-
rilsin. Unda

Z=1f(x,y)=Xy
funksiya hosil bo'ladi.

Quyidagi funksiyalar



ikki o‘zgaruvchili funksiyalar boMadi.
Aytaylik, M (M cR 2 to'plamda biror
Z=f(x.y)
funksiya berilgan boMsin. M to’planining (x0,y0) nuqtasini olam-
iz. Funksiya shu (x0,y0 nugtaga bitta zO sonni mos qo‘yadi. Bu
z0 son

z=f(x,y)
funksiyaning (xu, yO) nuqtadagi giymati deyiladi va

Zo=f{(Xo,yo>

kabi yoziladi.

Maiumki, koordinatalari x,y,z bo'lgan (x,y,z) nuqgta fazodagi
nugtani. ifodalaydi.

Uning (x0,y0,z0) nugtasi fazo nuqtasi boMadi.

Barcha x,y,z nuqtalardan iborat (bunda (x,y)eM,z=f(x,y))
to'plam z=f(x,y) funksiyaning grafigi deyiladi.

Masalan,

funksiyaning aniqglanish sohasi
i-xt-y™0O, x2+r<l, X2+y2<J2,
ya’ni markazi (0, 0) nuqtada, radiusi 1 ga teng doiradan iborat
boMadi.
Aytaylik, z=f(x,y) funksiya M (M cR 2 to'plamda berilgan
boMib, x va y o'zgaruvchilarning har biri (a,p) integralda beril-
gan funksiyalar

x-(p(t), y=4>(1), te(a.{l)



boMsin. Bunda t o'zgaruvchi (a,p) oraligda o'zgarganda mos X va
y lardan tuzilgan (x,y) juftlik M to‘plamga tegishli boMsin. Nati-
jada ushbu
r=f(x,y) =f(<p(t), xp(t))
funksiya hosil boMadi. Bunda z finksiya t o'zgaruvchining murak-
kab funksiyasi boMadi.
2-8. Tekislik nuqtalaridan iborat ketma-ketlik va uning limiti

Har bir natural n songa tekislikda bitta (xn,yn) nugtani mos
go'yuvchi qoidaga ega boMaylik:
Bu goidaga binoan; n-»(xn,yn) (n=1,2,3,...)
(xl,yh,(x1,y2,...,(xnyn),...
to‘plamga ega boMamiz. Bu to‘plam tekislik nuqtalaridan ib-
orat ketma-ketlik deyiladi va {(xn,yn)} kabi belgilanadi. Bun-
da har bir

(X,,,Yi] (n=1,2,3,...)

nuqgta ketma-ketlikning hadi deyiladi.
Masalan,

(\ T f\ P
272 Y n>

(1.2),(1,2),....,(n),... ;
(1.1),(-1-1),(2,1),...
tekislik nuqgtalaridan iborat ketma-ketliklar boMadi.
Aytaylik, biror {(xn,yn)}:

(XrY )>(x2,y2, .. «(xnyn), ==
ketma-ketlik hamda (a,b) nugta berilgan boMsin.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢c>() son oliUganda ham shunday natural
son noO topilsa, barcha n>n0 uchun

d((xnyj.(a,b) )<z (2)
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tengsizlik bajarilsa, (a,b) nugta {(xnynf ketma-ketlikning limi-
ti deyiladi va

kabi yoziladi.
Ravshanki, bu ta’rildagi (2) tengsizlikni quyidagicha

ham yozish mumkin.
Aytaylik, {(xn,yn)}:
(xfy)rx2yd, (x nyj,..
ketma-ketlikning limiti (a,b) boMsin:

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga ko'ra ixtiyoriy e>0 son olinganda
ham shunday notural nO son topiladiki, barchan>n0 uchun

d((xn, yj,(a,b) )<e,yani
ylxn-af +{yn-b)2<c

bo'ladi.
Ravshanki, bu tengsizlikdan quyidagi
| <e, \y,-b\<s
tengsizliklar kelib chigadi. Bu esa

limx, =a, limwyn=b

boMishi ni bildiradi.

Shunday qilib, tekislik nuqgtalaridan iborat {(xn,yn}: ketma-ket-
likning limiti (a,b) bo'lsa, u holda bu ketma-ketlikning koordina-
talaridan iborat {xn} va {yn} sonlar ketma-ketliklari ham limitga
ega bo'ladi. Ularning limiti (a,b) nugtaning mos koordinatalari-
ga teng boMadi:
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%o

lim.rn=tf, limyn=b

50
Aytaylik, tekislik nugtalaridan iborat {(xnyn}: ketma-ketlik
berilgan boMib, ularning koordinatalaridan tuzilgan
(xj va{y] (n=1,2,3,...)
sonlar ketma-ketliklari mos ravishda a va b limitlarga ega
boMsin:

limx, =ay limv, =b
n— A-»*:

Sonlar ketma-ketligi limiti ta’rifiga ko'ra ixtiyoriy £>) son
olinganda ham shunday natural nO son topiladiki, barcha n>n0
uchun

X —a\<

boMadi.
Shuningdek, ixtiyoriy £50 olinganda ham shunday natural nO
son topiladiki, barcha n>n0 uchun

boMadi.
Agar nO va n()' natural sonlarning kattasini n0* deyilsa, unda
barcha n>n* uchun bir yoMa

x_—aA\<#}5., 1)’ -b\<-R=

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
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Demak,
d((x,,yJ,(a,b))=J(X"-a)2H y,-b)1< £

bundan

liM *n,yn) =(a,b)

boMishi kelib chigadi.

Shunday qilib, tekislik nuqtalaridan iborat {(xn,yn} ketma-ket-
likning koordinatalaridan tuzilgan {xn} va {yn} sonlar ketma-ket-
liklarining limiti (a,b) nugtaning mos koordinatalariga teng
boMsa, u holda {(xn,yn} ketma-ketlikning limiti (a,b) boMadi.

3-8. Ikki o‘zgaruvehili funksiyaning limiti

Aytaylik, tekislikda biror M to'plam va (x0,yO nugta berilgan
boMsin.

Ta’rif. Markazi (x0,yO nuqtada, radiusi s(s>0) ga teng boMgan
doira (ochig doira) (x0,yO nugtaning atrofi (doiraviy atrofi) de-
yiladi va Ue ((x0,y0)) kabi belgilanadi:

Uz((x0y@d)={(x.y)e RZ (x~x0Q2+(y-y0Q2<r3.

Agar (x0,y0) nuqtaning har bir atrofida M to'plamning (x0,y0)
nugtadan fargli karnida bitta nugtasi mavjud boMsa, (x0,y0) nugta
M to'planining limit nuqgtasi deyiladi.

Masalan,

M ={(x,y)eR2 x2+y2<l}
to'planining har bir nuqgtasi shu to'planining limit nuqgtasi boMa-
di.

Agar (x0,y0 nugta M to‘plamning limit nuqgtasi bo'lsa, u holda

1) (x0,yO) nuqtaning har bir atrofida M to'planining cheksiz
ko'p nuqtalari boMadi.

2) M to'planining nuqtalaridan (x(@,yO) nuqgtaga intiluvchi
{(xnyn} ketma-ketlik ((xn,yn)6M, 1=1,2,...) ajratish mumkin:

nrt(~’n) =(xo”o)
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Tekislikda biror M to‘plam berilgan bo‘lib, (x0,yO) nuqta M
to‘plamning limit nugtasi boMsin.

Shu to'plamda z=f(x,y) funksiya aniglangan deylik.

Ta’rif. Agar M to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan (x0,yO ga
intiluvchi har ganday {(xn,yn} ketma-ketlik olinganda ham mos
(f(xn,yn)} ketma-ketlik har doim bitta A songa intilsa, A son f(X,y)
funksiyaning (x0,y0) nuqtadagi limiti deyiladi va

limf(x,y) =A
Y~*¥0
kabi yoziladi.
Funksiya limitini quyidagicha ta’riflasa ham boMadi.
Ta’'rif. Agar ixtiyoriy 8=0 son olinganda ham shunday 6>0 son
d((x,y)Ix0y())<6
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha (x,y)eM nuqtalar uchun.
\f(x,y) Al<8
tengsizlik bajarilsa, A son f(x,y) funksiyaning (x0,yO ) nugtadagi
limiti deyiladi va
lim.J/(v,v) =A

X—40
Y>e

kabi belgilanadi.
Masalan, f(x,y)=x2+y2 funksiyaning (0,0) nuqgtadagi limiti O
boMishi quyidagicha ko‘rsatiladi:
(0,0) nugtaga intiluvchi {(xnyyn)} ketma-ketlikni olamiz:
lim(.Y,, v,) =(0,0)

Yuqgorida aytilganlariga ko'ra bu holda

limxn=0, limv,=0

N—a n-"o00"

bo'ladi. Berilgan funksiyaning (xnyn) dagi giymatlaridan tuzil-
gan ketma-ketlik

{f(\,yIM < x,,2+yn3|
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boMib, \n->0, yn->0 da f(xn,yn)=xmn2+yn2=0 boMadi. Demak,
g%f(x YY) :I)L (jr +v2 =0.

»
Limitga ega bo'lgan funksiyalarning ba’zi-bir xossalarini kel-
tiramiz:
1) Agar

lim f(x,v)

limit mavjud va chekli boMsa, u holda f(x,y) funksiya (x0,yO
nugtaning yetarlicha kichik atrofida chegaralangan boladi.
2) Agar
limf(x,y) =A, limg(x,y) - B
X-*X,, X->XN
S
liniitlar mavjud bo'lsa, u holda f(x,y)+g(x,y) funksiyaning limi-
ti mavjud boMib,
Iirpo[/(*,>’) +g{x,y)] =AxB
oy
boMadi.
3) Agar
lim f(x,y) =A, lim £(.*,y) =B
X->X,,

X-*x0

limitlar mavjud boMsa, u holda f(x,y) *g(x,y) funksiyaning ham

limiti mavjud va
lim [f(><,y)g(><,y)] A

boMadi.
4) Agar
limf(x,y) =A, lim g(x,y) =B
X->x0 X=*X.
-y y-M,
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bo‘lib, limg(jc,~)~0 bo‘lsa, u holda / “Ywr*_ funksiyaning li-
¥Zt g((x’)h

miti mavjud bo'lib,

Uninbl £ ==+
ByS(*y) B
bo'ladi.
4-8. |Ikki o4garuvchili funksiyaning uzluksizligi
Aytaylik z=f(x,y) funksiya M to'plamda berilgan bo'lib,
(x0,yOeM nugta M to‘plamning limit nuqgtasi bo'lsin.
Ta’rif. Agar
lim f(x ,y) =f(x O,y 0)
Y3
bo'lsa, f(x,y) funksiya (x0,yO nuqtada uzluksiz deyiladi.
Funksiya limiti ta’rifini e’tiborga olib, funksiyaning (x0,yO
nuqgtadagi uzliksizligini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.
Ta’'rif. Agar ixtiyoriy s=>0 son olinganda ham shunday 6>0 son
topilsaki, d((x,y),(x0,y0)<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
(x,y)eM nugtalar uchun
[f(x.y)-f(x0y0) |<E
tengsizlik bajarilsa, f(x,y) funksiya (xO,yn) nuqtada uzluksiz de-
yiladi.
Funksiya uzluksizligini uning orttirmasi yordamida ham
ta’riflash mumkin.
M to'plamda (x0,yO nugta bilan birga
(xO+Axty O+\y)
nugtani ham olamiz. So'ng ushbu
AF(xQy () =f(XO+AX,yO+Ay) ~f(x0,y ()
ayirmani gqaraymiz. Odatda bu ayirma, f(x,y) funksiyaning (x0,y0)
nugtadagi to'lig orttirmasi deyiladi.
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Ta’rif. Agar argument orttirmalari Ax va Ay noiga intilganda
funksiyaning to'liq orttirmasi Af(x0,yO ham nolga intilsa

;ier%A/ (x0,v0) =0
V0

f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqgtada uzluksiz deyiladi.

Agar f(x,y) funksiya M to‘plamning har bir nugtasida uzluksiz
bo‘lsa, u shu M to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Eslatma. Agar yuqoridagi

limf(x,y) =f(x0,y0)

munosabat bajarilmasa, f(x,y) funksiya (x0,yO) nuqtada uzlishga
ega deyiladi.

M to'plamda berilgan f(x,y) funksiya to'plamining bir necha
nuqgtasida yoki to'plamdagi biror chizigda uzilishga ega bo'lishi
mumkin.

End; ikki o'zgaruvchili uzluksiz funksiyaning ba’zi-bir xossa-
larini keltiramiz.

Aytaylik, f(x,y) va g(x,y) funksiyalarning har biri M to’plamda
berilgan bo'lib, M to‘plamning (xf),yQ nugtasida uzluksiz bo'lsin.

U holda:

1) f(\,y)xg(x,y) funksiya (x0,yO nuqtada uzluksiz bo'ladi;

2) f(x,y)-9(x,y) funksiya (x0,y0) nugtada uzluksiz bo'ladi;

3) N~ funksiya (g(x,y) ™0) (X0,y,) nuqgtada uzluksiz bo'ladi
g(x.y)

5-8. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari

z=f(x,y) funksiya M (MCR2 to'plamda berilgan bo'lsin. Bu
M to'plamda (x0,yO nugta birga (x0+Ax,yO nugtani olib ushbu
f(XO+\X,y ,)- 7 (x 0,y0)
ayirmani garaymiz. Odatda bu ayirma f(x,y) funksiyaning (x0,y0)
nuqtadagi x o'zgaruvchi (argument) bo'yicha Xususiy orttirmasi
deyiladi va AXf(x0,y0) kabi belgilanadi:
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A/ (XOYD> =Ax0o+AXY0)~/(XaY ()
Xuddi shunga o‘xshash
A/ (XOYO>=7AxOYo+AY)-/ (W o)
ayirma f(x,y) funksiyaning (x0,y0 nuqtadagi y o‘zgaruvchi (argu-
ment) bo‘yicha xususiy orttirmasi deyiladi.
Masalan, f(x,y)=x*y funksiyaning xususiy orttirmalari

Aj(x,y) =f(x+AXx,y)-f(X,y) =(X+AX) -y-Xy=yAX,
A/ (x,y) =f(x,y +Ay)-f(X,y) =x oy +Ay)-xy=x Ay
boladi.

M to‘plamda (xfl,y0 nuqgta bilan birga (x(J+Ax,y0) va (x0,yC+Ay)
nuqtalarni olib, funksiyaning xususiy orttirmalarini topamiz:

A/ (X0 =f(X0+AX’Yo=>~AXOY(?>

A/ (X 00 F1XOYO+AY) ~AXO>
Ta’rif. Agar Jix-*0 da

Av/(-V=0)
Av

nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit f(x,y) funksiyaning (x0,y0)
nuqgtadagi x o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi deyiladi va

N (n"To> y °k i/ x(x(),Yo)
ax
kabi belgilanadi:

NN = [ AXON)=H T™N% N =
dx AX

=ljm /K+ Ax,y0)-f(xO0,V,)
'qy_

Xuddi shunga o‘xshash Ay->0 da

Aysu (p YO)
Av
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nisbatning limiti mavjud boMsa, bu limit f(x,y) funksiyaning
(x0,yO nugtadagi y o'zgaruvchi bcVyicha xususiy hosilasi deyila-
di va

d/(Wo)
& yokify'(x0,yf)
kabi belgilanadi:
¥(Xp,Yo) . X_ /(-Vp, YO+AY)-/(-Y0, Vg
dv Jvvaysoo A0 :

Keltirilgan ta’rifdan ko‘rinadiki, z=f(x,y) funksiyaning x
o'zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasini hisoblashda bu funksiya-
ning y o‘zgaruvchini o'zgarmas, y bo‘yicha xususiy hosilasini hi-
soblashda esa x o‘zgaruvchini o‘zgarmas deb garash kerak ekan.

Demak, z=f(x,y) funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblash-
da bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilalar jadvali hamda hosila
hisoblashdagi mazkur goidalardan foydalanish mumkin boMadi.

Masalan:

D f(x,y)=x2+ y2 funksiyaning xususiy hosilalari

X(x,y)=(x2+y2);=2%, f/(X,y)=(x2+y2;=2y,

2) f(x,y)=xy, (x>0) funksiyaning xususiy hosilalari

ox I+ Yy

=— (xy) =Xy -Injc,
an  dx

6-8. Funksiyaning toMiq orttirmasi

z=f(x,y) funksiya M (M cR2 to‘plamda berilgan boMib,
to‘plamning (x(, yO) nugtasini belgilaymiz.
97 va dz xususiy hosilalar mavjud va ular (x0,yO) nugtada
I+ dy
uzluksiz boMsin.
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Endi z=f(x,y) funksiyaning (x0,yO nuqtadagi orttirmasi
Af(x0,yO ni quyidagicha yozib olamiz:
Af(x0y0= ff(x 0+Ax, y O+ Ay)-f(x0,yO+ Ay)l+
+If(*'o* YO+by)-/(x0,y0)] (3)
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
f(x O+AX, y 0+ Ay)-f(x0, y Q+Ay) =fX'(X0+QAX,yO+Ay) <AX,
f(x OyO+Ay)~JIxoYo)=fy'(xo>o+0A yJ'n=

(0<0, 0,<1). Natijada yuqoridagi (3) tenglik ushbu ko'rinishga ke-
ladi.

Af(X0, y () =fX'(x0OM) ®Ax,y()+Ay)-Ax+fy'(xOy0+Q, '‘Ay) "Ay 4)

Shartga ko"ra funksiyaning fX va fu' xususiy hosilalari (x0,y0
nugtada uzluksiz. Demalk,

Airrpe//(x0+0 m\x,y0+Av) =//(xQyO0),
0>

mmf vXxo0*yO+ B\—AY) =// (\N O)—
Ay—*
Shunday qilib,
FX(X0+Q <AX,yO+Ay) =fx¥x().y () + a,
fy ‘(XO'YO+BEY) = fy'(XOV>) +P 5>

deb yozish mumkin. Bunda a va p lar Ax va Ay larga bog'liq ham-
da Ax->0, Ay—=0 da a->0, 3—=0 (4) va (5) munosabatlardan

AK xoYo>=/f,'(xc>+a/ ‘i +
+[fy'(XOY( +p] *AY =

"Ax+1ly'(x 0’Yo) *n>+
+a -Ax+p Ay
boMishi kelib chigadi. Demak

=IX(XOY())AX+1y' X>Y>RY+a ‘AX+p <Ay (6)
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bu funksiya orttirmasining formulasi deyiladi.

Natija. Agar f(x,y) funfsiya (x0,yO) nuqtada uzluksiz fX, f ' xu-
susiy hosilalarga ega boMsa, funksiya shu (x0,yO nugtada uzluk-
siz boMadi.

7-8. Ikki 0‘zgaruvchili funksiyaning differensiali
z=f,(x,y) funksiya M (MCR2J to'plamda berilgan. Bu M

to‘plamda (X0, y() va (X0+AX, yO+Ay) nuqtalarni olib funksiya ort-
tirmasini topamiz.
Af(x0,y" =f(xQ+Ax,y0+Ay) ~f(x0y()
Ta'rif. Agar f(x,y) funksiyaning (x3,yO nuqtadagi orttirmasi
ushbu
Af(x0y() —A 'Ax+B *Ay+a *An'+P 'Ay
k rinishida ifodalansa, funksiya (x0,y0 nugtada differensial lanuv-
chi deyiladi, bunda A,B — o'zgarmas. a va p esa AxX va Ay ga
bogiig hamda Ax-»0, Ay-=0 da a va p lar ham nolga intiladi.
Aytaylik, f(x,y) funksiya (x0,yO nuqtada differensiallanuvchi
boMsin. Unda ta’rifga ko'ra

A/(XO,Y()) = A ®AX+B 'Ay+a -Ax+p A=
boMadi. Bu tenglikda Ax*0,Ay=0 deb topamiz.
Axf(x0Qy0Q=A-Ax+a 'AX
keyingi tenglikning ikki tomonini Ax ga boMib,

y.) =A+a
AX

tenglikka kelamiz. Bunda esa
gim A'/(F¥iMo) =lim(A+a) =A
=0 Av A0

boMishi kelib chigadi. Demak,

fX(x0y(d=A-
Xuddi shunga o‘xshash, (6) tenglikda Ax=0,Ay*0 deb,
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AyK xOY( ) AS+P e«

=lim(B +p) =B,
Av

i yXOYo>=8B
boMishini topamiz.

Shunday qilib, quyidagi xulosaga kelamiz. Agar f(x,y) funksi-
ya (x0,y0) nugtada differensiallanuvchi boMsa, funksiya shu nuqta-
da fX' va fJ' xususiy hosilalarga ega boMadi. Funksiya orttirma-
si esa ushbu

N/x0y{) =fx'(x0,y() =Ox+fv'(x0y() -Ay+a -Ax+p -Ay
ko‘rinishga keladi.
Aytaylik, z=f(x,y) funksiya (x0,yO nuqtada differensiallanuv-
chi boMsin. U holda

boMadi. Bu ifodadagi

yigMndi f(x,y) funksiyaning (x0,y() nugtadagi differensiali deyila-
di va df(x0,yO yoki dz kabi belgilanadi:

Demak, funksiya differensial funksiya orttirmasining Ax va
Ay ga nisbatan chizigli bosh gismi. Agar Ax=dx,Ay=dv deyilsa, u
holda funksiya differensiali ushbu koYinishni oladi:

dz=df =— dx+— dy

f(x,y) va g(x,y) funksiyalar M to'plarnda berilgan boMib, (x0,y0O
nugtada differensiallanuvchi boMsin. U holda
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fx.y)xg(x.y),

fix,y) 'g(x.y),
4 N, (9xy)r0>
g(x=¥)
funksiyalar ham shu (xO,yO) nuqgtada differensiallanuvchi va
d[f(x,y)=g(x,y) I=df(x,y)xdg(x.y),
d[f(x.y) |(x.y) 1=
=f(x,y) «df(x.y)+g(x,y) «df(x.y),

f(x,y)  g(x,y)df(x, v)- f(x,y)dg(.r,y)
g(™y) 92Ax.y)

boMadi. Shuningdek,
d[c 'f(x,y)J=c'df(x,y), c=const
boMadi.

8-8. Ikki okzgaruvchili funksiyaning yugori tartibli xususiy
hosilalari va differensiali

z=f(x,y) funksiya M (M cR2 to‘plamda berilgan boMib,
(x,y)eM nugtada differensiallanuvchi boMsin. Ravshanki, funk-
siya (X,y) nuqtada xususiy fX(x,y), fy'(x,y) hosilalariga ega boMadi.

Bu xususiy hosilalar o‘z navbatida x va y zgaruvchilarning
funksiyasi boMishi mumkin.

Ta’rif. z=f(x,y) funksiya xususiy hosilalari fX(x,y) va fy'(X,y)
larning xususiy hosilalari berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalari deyiladi va

yoKki
a~/ g-f dv ad
dx2 9n'dy pyax ay2
kabi belgilanadi. Demak,
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3 (a/ A (a/

g iy 27
<-MH«M 1*4bl
02r o~ f

Eslatma. Odatda — :— va — — Xxususiy hosilalar aralash hosi-
dxdy dydx

lalar deyiladi.

Bu aralash hosilalar (x,y) nuqtada uzluksiz bo'lsa, bir-biriga
teng bo'ladi.

Xuddi yuqoridagidek, z=f(x,y) funksiyaning uchinchi,
to‘rtinchi va hokazo tartibli xususiy hosilalari ta’riflanadi.

Masalan,

f(x,y)=x2+r+x3'2

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari quyidagicha
bo'ladi.

of OI( L+ V') = 2x +2xy!
--=— (X" +y~ +1-V')=2x +2xy",
dx dx Y Y

df d 2 ->e=
—=— (x+ y~+X"V' )—2v+2x~

dy ov
d\f~ 3 (d
(2x +2xv:) =
dx2 ~ dx ~ 5. v

=2+2/ =2(1+/),

N/ 3 TI NI
v NN T ay+2xy)=
=2+2x2=2(1 +.\2).
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22 3 (2x +8xy2')I =AW

X3y 3y

2L =2 2y +anfy) =axy
X3y X
Aytaylik, z=f(x,y) funksiya M to'plamda berilgan bo‘lib,
(X,y)eM nuqgtada differensiallanuvchi boisin. Ma’lumki. funksi-
yaning diffrensiali

df(x,y) ="f-dx +~f-dy (7)
oX av
boMadi.

Ta’rif. z=f(x,y) funksiyaning (X,y) nuqtadagi differensiali
df(x,v) ning differensiali berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli
differensiali deyiladi va d2f(x,y) kabi belgilanadi. Demak,

d2(x,y) =d(df(x,y)).

Endi f(x,y) funksiya differensialining (7) ifodasidan foydala-
nib, f(x,y) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali ifodasini to-
pamiz:

dX(x,y) =d(df(x,y)) =d
dv

df ‘df
g ¢ df

«dx + dy.
<dx ,
Agar
df K} -
g(AfF X3 4 dar
KIT> ax dv v.dx )
g 7

=— —ax —_—
ax dxdv'

y
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boMishini e’tiborga olsak, u holda

d\f(x,y) = oV + dv dx+
a.Y2 axay

292 971N
+ ox+ dv
v 3yan dy2

%2/ o + 9/ yxdv +

ax2 Xy

37 -dxdy + dy2=
Ay3ax Tooy"

3 c/x2+2 dxdy +— dv
ax2 3%y dv

boMadi.
Demak,

. A Qe
d f(x, y)qzsLt‘/rl"+23 /c/xdy' +ifr
dx" X3y "

(7\/'

Xuddi yuqoridagidek, z=f(x,y) funksiyaning uchinchi, to'r-
tinchi va hakozo tartibli diflerensiallari ta’riflanadi va ularning
ifodalari topiladi.



Ikki o‘zgaruvchi funksiya uchun Teylor formulasini yozish
mumkin. Quyida bunday formulani keltirish bilan kifoyalanamiz.
z=f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqgtaning

Uz((x0y0)= {(x.y)e R2d((x.y), (x0y¢) <5/

atrofida berilgan boMib, unda funksiya birinchi, ikkinchi va hoka-
zo (n+1) tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

f(x,y) =f(x0,y0) + (_v-An) +
dx

+l  1Yo)(y _Y0)+1 AZ(X<»Y0) \ _y oy +
dv 2 dx2

all x MA {X_xNy_yo)+ 32” vy J{y_YVij

+

dxdv oy~

<Y'f, N d"f(x-x0) ,
+— -(x-x0) +C, - —(v-.r,) (y-y,) +.+

N\ dx dx"
3"/(wo)
+ _ +R
v {y-Yovy
boMadi.

Bu formula ikki o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi de-
yiladi.
9-8. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremum giymatlari

Aytavlik, z=f(x,y) funksiya M aR 2 to'plamda berilgan boMib,

X0 Ve M boMsin.
Ta’rif. Agar (x0,yO) nuqgtaning M to‘plamga tegishli shunday

UB(x0y0)= {(x,y)eR2 d((x,y).(xQyq)<b}
atrofi topilsaki, ixtiyoriy (x,y)&U(x0,y§} uchun
f(x,y)<f(x0y()
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tengsizlik o'rinli bo'lsa, f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada lokal mak-
simumga erishadi deyiladi. (x0,yO) nuqgta funksiyaga maksimum
giymat beradigan nuqta, f(x(),yO) esa f(x,y) funksiyaning maksi-
mum giymati deyiladi. Uni
maxff(x,y)}, ((x,y)e Ub(xQy())
kabi belgilanadi. Demak
f(x0,yO0= max{f(x,y)}
Ta’rif. Agar (xO,yO nuqgtaning M to'plamga tegishli bo'lgan
shunday
nb((xoYo»= {(x,y)eR2 d((x,y),(x0,yJ)}
atrofi topilsaki, ixtiyoriy (x,y)eUgx0,y0) uchun
f(x,y)>1(x0y.))
tengsizlik o'rinli bo‘lsa, f(x,y) lunfsiya, (xO,yO nuqgtada lokal
minimumga erishadi deyiladi. (x0,yfl) nugta funksiyaga minimum
giymat beradigan nugta, f(xQy() esa funksiyaning minimum qiy-
mati deyiladi. Uni
min{f(x,y)}, ((x.y)e UE(x0y()))
kabi belgilanadi.
Demak,

f(x0.yo)= rnin{f(x,y)j
funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari umumiy nom
bilan uning ekstremumi deyiladi.

10-8. Funksiya ekstremumining zaruriy va yetarli shartlari

Z~f(x,y) funksiya M aR: to'plamda berilgan bo'lib, (x0O, y()
nuqgtada ekstremumga, aytavlik maksimumga erishsin. Unda (xQ
Yo) nugtaning shunday U6((x0y()) atrolidagi ixtiyoriy (x, y) nuqta-
lar uchun

f(x,y)<f(x0,y ()
bo'ladi. Jumladan

(x,yo)en6((xdyo))
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uchun ham
f(x,yo)=>1(Xo,y()
boMadi. Bu hoi bir o‘zgaruvchili /7 (xyj funksiyaning (bunda x
argument) x0 nuqtada o‘zining eng katta giymatiga erishishini
bildiradi.
Agar f(x,y) funfsiya, (xOyf) nuqgtada x o'zgaruvchi bo'yicha f x’
Xususiy hosilaga ega boMsa, u holda Ferma teoremasiga ko'ra

1x'(Xo,Yo>=0
boMadi.

Yuqoridagidek, (x~¥Ya) nuqgtaning U5(x0,ylJ) atrofidagi ixti-
yoriy nugtada, jumladan
(x.yreUnxnyn)
uchun

f(x,y0)<f(xQy()
boMadi. Bu esa bir o'zgaruvchili f(x0y) funksiyani (bunday argu-
ment) y 0 nugtada o‘zining eng katta giymatiga erishishini bildira-
di.

Agar f(x,y) funksiya f(x0O,y() nuqtada y bo'yicha f ' xususiy
hosilaga ega boMsa, yana Ferma teoremasiga ko'ra \.\xOyQ=0
boMadi.

Z=f(x,y) funksia (xQy( nuqtada minumumga erishganda ham
xuddi shunday hoi yuz beradi. Shunday qilib, z=f(x,y) funksiya
(x(G,~)eM nugtada ekstremumga erishsa va shu nuqtada funksiya
fX\f V' xususiy hosilalarga ega boMsa, u holda

fx'(xoYo>="- fy'(XOY0>=0
boMadi. Bu funksiya ekstremumga erishishning zaruriy shartini
ifodalaydi.

Funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar
uning stasionar (turg‘un) nuqtalari deyiladi.

z=f(x,y) funksiya M(M<zR2 to'plamda berilgan boMib, (x0,y()
nugta va uning atrofi Ug(xQy()) shu to'plamga tegishli boMsin:
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x0y()eM, u,(x0Yo™r M
Agar (x,y)™Ub((x0yJ) nuqtalarda
f(x,y)~f(x0y()>=0
boMsa, f(x,y) funksiya (xQy( nuqtada maksimumga
f(x,y)-f(x0yf)<O
boMsa, f(x,y) funksiya (x0y() nugtada maksimumga erishadi.
Demak, (xOy() nugtaning U6(x0y()) atrofidagi (x,y) nuqta-
larda
f(x,y)~f(x0y(®
ayirmaning har doim musbat yoki manfiy boMishini aniglash
kerak boMadi. Uni hal etishda f(x,y) funksiyaga maMum shartlar
qo‘yiladi z=f(x,y) funksiya uchun:
1 (x0,Yo) nugtaning U~ x~yl) atrofida//, fy*hamda/', f'xy,
f'v. xususiy hosilalar mavjud va ular uzluksiz.
2) /x(X0,Y0)=0, fy'(x0,yQ=0
Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

f(x,y)=f(x0,y0)+ (X_ x0) +
dx
oX
H—
a2 -vo

bunda ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
(x0+0,(x-n;/ y()+ 0,=(y-Yo))
nugtada hisoblangan (0<0A/ (K</).
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Natijada,

/(x,3) =/(W o)+

+2 (X~Xo)(y ~y=*+8§7 ~(y~ v

bo'ladi.
Quyidagi belgilashlarni bajaramiz:

/7" (W o) =«IP 4 (~olo)=/vV (W o )=42»/1T(Wo) =a2

Shartga kolra ikkinchi tartibli xususiy hosilalar (xOy¢& nuqta-
da uzluksiz. Demak,

f\ (X0+0, (x - x0), VO+02(y -y0)) =

—/x2(W o ) +illl~ a\l+alP
fl (xo+0i(x-x0),>0+e2 (y-yQ) =fl (x0j=0) +taR=

=al2+al2

0+B™X~X01lYo +02(Y-Y0)) =
=f\ (xO,v0)+al2=a2+a22
Bunda x—x0-+0, y—y0—=0 da an, ap, a,, laming har biri nol-
ga intiladi.
Natijada
/ ( Y)—f(xo,v0)+5r"i. O - *0)2+
420, (X - XO)(y - =0) +
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+a222(y —YOY ] +

+-[an(x-xQY +2«,2(x - xO){y - =0) +a 2(y -y()2

boMib,
fox.y)-f(x0y&
ayirmaning ishorasi
a,/x~x()2+2a,/x ~x((y ~y() +

+a2(y-Yo)
ifodaning ishorasiga bogMiq boMadi.
1) Agar a,!-a22—a2p >0 va an>0 boMsa u holda
f(x,y)-f(x0yp ()
boMib, f(x,y) funksiya (xQy( nugtada minimumga erishadi.
2) Agar aM-a*a2|2>0 va an<0 boMsa u holda
f(x,y)-f(x0,y(<O0
boMib, f(x,y) funksiya (xOy() nuqtada maksimumga erishadi.
3) Agar a,!-a5-—a2p <() boMsa, u holda
f(x,y)-f(x0y()
ayirma ishora saglamaydi. Bu holda f(x,y) funksiya (x0ya) nuqta-
da ekstremumga erishmaydi.

4) Agar a,,-a&-—a2p=0 boMsa, u holda f(x,y) funksiya (x0,y()
nugtada ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham
mumkin. Uni go'shiincha tekshirish bilan hal gilinadi.

Misol. Ushbu

=x2~2x\'+212—4x+6y+10
funksiyaning ekstremumi topilsin.

< Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

ar

=-2x +4y+6
dv
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Bu xususiy hosilalarini nolga tenglab ushbu
J2x-2v-4=0,
|2x+4y +6 =0

sistemani yechamiz. Bu sistemaning yechimi x=I, y=~J ya’ni
(1,-1) bo'ladi. Demak, (1,-1) berilgan funksiyaning statsionar
nuqgtasi bo'ladi.
Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topib, ular-
ning statsionar (1,- 1) nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:
3z 3 N

—r=— (2x-2v-4) =2,
dx~ dx

hé)l/ :dy(~2x +2Y +6) =4-

3Z =— {2x-2y-4)=-2
xgy dy
Demak.
an=2, cip=-2, all=4.

Endi ana,2—a2Zp ni hisoblaymiz:
ana2-a212=2*4-(-2)2=8-4=4
Demak, ana?2—a2p4=>0 va aM=2>0. Yuqorida aytilganiga ko'ra

berilgan funksiya (1,- 1) nuqtada minimumga erishadi.
Funksiyaning minimum giymati

minf(x,y) =min(x2~2xy +2y2~4x+6y) =5
ga teng boMadi>
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14-bob. QATORLAR

I-8. Sonli gatorlar
Biror
0j,Cl2, Qjt =82 "
sonlar ketma-ketligi berilgan boMib, uning yordamida ushbu
al+a2+al+..+at]+... (1)
ifodani hosil gilamiz
Odatda (1) ifoda sonli gator deyiladi. Bunda an(1,2,3,...) son-
lar gatorning hadlari (aj — birinchi had. a2 ~ ikkinchi had,...,
an~n — had yoki umumiy had) deyiladi.
(1 gator gisgacha

kabi yoziladi:
IFna=ax+a2+a3+—+an+—
n=1
Bu qator hadlari yordamida quydagi yigMndilarni tuzamiz:
Sl~ar
BA=0/+«-,,

S3=a,+a2+a3

Sn=a,+a2+a3+...+an

Ular (1 gatorning qismiy yigMndilari deyiladi.
Natijada, (1) gatorning qismiy vig'indilaridan iborat ushbu

*m N Sj.....V -
sonlar ketma-ketligi hosil boMadi.
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Masalan, agar an=— boMsa, u holda gator

1
— 3 1.1 ceem AT X V-~

ko'rinishda boMadi. Agar an = (—1)" 1— bolsa, u holda quyidagi
n

ko‘rinishdagi galorga ega boiamiz:

PO L
2 3 4 n t! n

Ta’rif. Agar n=>oc da (1) gatorning qismiy yig‘indilaridan ibo-
rat {SnJ sonlar ketma-ketligi chekli limitga ega,

lims =s
rt—foo
bo‘lsa. (1) qgator yaqginlashuvchi, S esa gatorning vig'indisi de-
yiladi:
S :} 'an :a’l +%H_ +an-

3
n=\

Ta’rif. Agar n-=oc da (1) gatorning gismiy vig'indilaridan ibo-
rat {Sn} sonlar ketma-ketligining limiti cheksiz yoki bu limit mav-
jud boMmasa, (1) gator uzoglashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu

1 1 1 1
— e e e +...

12 2-3 3 /7 n(n +1)
gatorning gismiy yigMndisi

5 =— +— +ewim
1-2 2-3 n(n +\)
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A .
(L 1% (1 1wt 1=

| v2 3 vr el nen
bo*lib, uning limiti
limS =Ilim
/+1

ga teng.

Demak, qaralayotgan gator yaqinlashuvchi va uning yig‘in-
disi 1ga teng.

Ushbu

Qatorning gismiy vig'indisi
, 11 agar n—toq bo'lsa
S =1-1+1-! +e=+(-171=1
0, agar n—ju ft bo'lsa
boiib, ketma-ketlik limitga ega emas.
Demak, bu qgator uzoqlasluivchi.
Yaginlashuvchi va uzoglashuvchi gatorlarga misollar koiamiz.
1-misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

1 1 1 1
+ + +

1-3 2-4 3-5 L+ 2)

Yechish. Berilgan gatorning n-xususiy vig'indisi
i 1 I

+ +o Bu yig‘indini soddalash
13 2-4 3-5 MY+ 2
tirish magqsadida gatorning n-hadini quyidagi
11 1 \yoTinishda yozib olamiz. U holda

«(/7+2) 2 L 7+ /

AU
2

2 o) 2

n
o H— +
+ A.3 5y
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1" 1" n if, 1 1
+ - 1+ -

2 n—1 /7r+1 2 /7 [7T+2 2 /7+1 [J7+2

bo'ladi. Ravshanki, {Sn} ketma-ketlik limiti mavjud va — ga teng.

Demak, berilgan gator yaqginlashuvchi bo‘lib, uni
3 1 1 1 1

R N ¢ J S —— R — be*edt ——mmmo + , o k J _ V

4 13 2-4 35 7+ 2) YK a4 man+2)

kabi yozish mumkin ekan.
2-misol. Ushbu gatorni 1+— +—+ +—4+ +—f—4 4+ va-
i/2  ifi V4 ~
ginlashishga tekshiring.
Yechish. Bu gatorning N-xususiy yig‘indisi

1 s -TA+HEA—h

5 =1+ — + H- +—va tih  <fn \fn
n /M

bo'lganligi sababli, limS™ =+<» boMadi. Demak, berilgan qator

n—x=

=~1=-n—yjn
\fn

uzoglashuvchi.
Geometrik gator. Qatorga eng sodda misol sifatida geometrik
progressiva barcha hadlarining yig‘indisini olishimiz mumkin:

a+aq+aq2+...+agn—,+... (3)

bunda a™0. Bu qator geometrik gator deyiladi. Geometrik qgator
g ning ganday qiymatlarida yaqinlashuvchi bo'lishini aniglay-
miz. Buning uchun uning n-xususiy yigindisini garaymiz. Geo-
metrik progressiva birinchi n ta hadi yig‘indisining formulasiga
ko'ra (q*1)

a—a( a q
1-¢ 1—q 1—q

o‘rinli.
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Agar |g|<l boMsa, u holda Iim~"=0 boMib, lim ~ mavjud va

/J—»00 n —>0°

/ « N

lims* - lim -—o--a--t-- @
s " s 1-q 1-q ] boiadi. Demak, |g<1 bov
ganda (3) gator yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi ——— bo'ladi.

1-q

Agar |g|>l boMsa, u holda \\mgn=o00 va limS,, —oo boMadi.

MN—eo

Demak, bu holda geometrik gator uzoglashuvchi boiadi. Agar
=—1 bo'lsa, qatorning xususiy yig‘indisi Sn="(1 +(—1)")

bo'ladi. Ravshanki (garang, 3-misol) bu holda xususiy; yigMndilar
ketma-ketligi uzoglashuvchi, demak (3) gator ham uzoglashuvchi
bo'ladi. Agar g=I bo'lsa, gatorning xususiy yigMndisi SH=a+a+...
a=na va HmS bo'ladi.

n —>00

Shunday qilib, geometrik gator |g|<1boMganda yaqginlashuvchi,

>1 boMganda uzoqlashuvchi bo'ladi. Yaqginlashuvchi boMgan
holda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiva yigMndisining
formulasi hosil boMadi:

® =a+aq+ag< +...+aq“ +..
1-q

2-8. Yaqinlashuvchi gatorlarning xossalari

Yaqginlashuvchi qgatorlar bir nechta xossalarga ega.
|-xossa. Agar

| W, =ax+a2+a}+——+at+e= (/)

n=1
gator yaginlashuvchi boMib, uning yigMndisi S ga teng bo'lsa, u

holda
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£ ¢ an=c a,+c a2+— +c an+ — (2)

n=\

gator ham yaqinlashuvi boMib, uning yigMndisi c-S ga teng bola-
di.
< Shartga ko'ra (1) gator yaqinlashuvchi va uning yigMndisi S:

limSn=Ilim(a, 4a2+m+an) =S

Unda
£c-*, =c aj4c w3 4—-he-and—
f7=1

Qator uchun

lim(c <, 4c *a, H— 4-C «an) =

17—00

=limc(a, 4 4— 4an)=
/A

—c IM((\+ H— 4an)=c=S

boMadi. Demak, (2) gator yaqginlashuvchi, uning yigMndisi c-S
boMadi.

Keyingi xossalarni isbotsiz keltiramiz.
2-xossa. Ikki

X ~a\+2+ +Han+'" (3

%:t a —=K+b2+bbt+-bM+- (3)

berilgan boMsin. Ushbu

- («I + )4-(a2+Db2) 4 (<B4by) 4— 4

+(ana-/mya--—- 4)

284



gator (1) va (3) qatorlar yig‘indisi deyiladi.
Agar (1) va (3) qatorlar yaginlashuvi boMib, ularning yig'indisi
mos ravishda S’va S" bo'lsa, u holda

\r(#(an+bn):

- ("i +K) +(@a2+b2) 4+ +(an+bnn—

gator ham yagqginlashuvi va uning yig‘indisi S'+S" ga teng bo'la-
di.
3-x0ssa. Agar

N ada=nl+a2+a3+—+a.+ —

=
gator yaginlashuvi bo'lsa, u holda n—=00 da bu gatorning umumiy
hadi an no‘lga intiladi.

Eslatma. Qatorning umumiy hadi n->eo da no'lga intilishidan
gatorning yaqinlashuvchi boiishi har doim ham kelib chigaver-
maydi.

Qatorning goldig‘i. Ushbu

ai+a2+a3+..+an+.. 1)

gator berilgan bo'lsin. Uning dastlabki n ta (tayin son) hadini
tashlab yuborish natijasida yangi gator hosil bo'ladi:

Anal a2 Jrea . (2)

(2) qator (1) gatorning n-qoldig'i deyiladi. (2) gatorning yig'indi-

sini rn orgali belgilaymiz. Demak, m= Qator va uning

goldig'i orasida quyidagi munosabat o'rinli:

Teorema. Qator va uning goldig'i bir vagtda yo yaginlashadi
yoki uzoglashadi.

Isboti. Berilgan (1) gatorning dastlabki n ta hadi yig'indisi Sn,
gator qoldig'ining, ya’ni (2) gatorning dastlabki k ta hadining
yig'indisi S'kbo'lsin. U holda, ravshanki,
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5\-anyY+an+2+—lan+k-(ala2+"'"/1 an+an+l+-—/1 a n+K)~

~(al+a2+...+an,

yoki
S\=s,ks, )]
bundan esa
Sn+k=Sn+ S\ (4)
hosil bo'ladi.
Faraz qgilaylik (1) gator yaqinlashuvchi va =S boMsin.

n—»0C
U holda {Sn} ketma-ketlikning qgisni ketma-ketligi {Sntd ham ya-
ginlashuvchi va lim S~ = S boMadi. Bu esa (3) tenglikning o'ng

tomonining limiti va, demak, chap tomonining ham limiti mav-
judligini ta’minlaydi. Shunday qilib.

Bu degani gatorning goldigM yaginlashuvchi va uning yig'in-
disi rr=S—Snga teng ekanligini bildiradi.
Endi (2) gator yaqinlashuvchi va EEQOSA "=r bo'lsin, bu ver-

da n tayin son ekanligini eslatib oMamiz. U holda (4) tenglikdan
quyidagiga ega boMamiz:
Jim S, # =Jinl(S,, +St") = limS,, +1imSt'= Sn+ ya’ni
A—>00 A— A— O A—
(1) gator xususiy yigMndilar ketma-ketligi {SnH¢ yaginlashuvchi
va limiti Sn+rnga teng. Demak, (I) gator yaqginlashuvchi va uning

yigMndisi Sn+rnga teng.
1-natija. Agar (1) gator yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda (2) ga-

torning yigMndisi n-»3ac da tiolga intiladi, ya’ni Hmr =0 bo'la-

di.
Isboti. Hagigatan ham, rr=S—Sn tenglik o‘rinli. Bundan
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Iimr =lim(S-Sn)=S-5 =0.
>° /0

Misol. » gator uchun rn ni toping va barcha n>N

= n(n +2)

larda |m|<0,0001 tengsizlik bajariladigan N ni ko‘rsating.
Yechish. Yuqgorida ko'rib o‘tgan misol iniizda

1(3 1 3 Lo ' .
va S =— ekanligini ko 'rsatgan edik.
S»=2\2 n+1 /1+2, 4

1

rr=S—Snformulaga ko‘ra r, + boMadi. Ravshan-
n+1 n+2/

Ki. r - + 4<_1 < pemak, |rj<0,0001 tengsizlik
T n+1 7+ 2 n+1

1
bajarilishi  uchun <0,0001 bajarilishi yetarli. Bundan
7+1

n+I>10000 yoki n=>9999 munosabatga ega boMamiz. Shunday
qilib, N=9999 dan boshlab barcha n lar uchun |m|<0,0001 teng-
sizlik o‘rinli boMadi.
2-natija. Agar
cij+a-t+a ... +tf/f+... (5)

b/+blrbj+...+bn+... (6)

qatorlar bir-biridan fagat chekli sondagi hadlari bilan farq qilsa,

u holda bu gatorlar bir vagtda yaqinlashadi yoki bir vaqtda uzo-
glashadi.

Isboti. Hagigatan, ham (5) va (6) qatorlar fagat chekli sonda-
gi hadlari bilan farq qilsa, u holda biror k dan boshlab, ya’ni bar-
cha n>k da ar=bn boMadi, demak, ularning qgoldiglari aynan bitta

an*l+a,~n*3 +- +an*k+- <7>
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qgatordan iborat. Shu sababli (5) va (6) gatorlar (7) qgator yaqin-
lashuvchi bo'lsa yaqinlashadi, uzoglashuvchi bo'lsa uzoqglasha-
di.

3-natija. Berilgan qgatorning chekli sondagi hadlarini tashlab
yuborish (yoki chekli sondagi yangi hadlarni qo'shish) natijasida
hosil bo'lgan qator berilgan gator bilan bir vagtda yaqinlashuvchi
yoki uzoglashuvchi bo'ladi.

Boshgacha aytganda, berilgan gatorning chekli sondagi had-
larini tashlab yuborish yoki gatorga chekli sondagi yangi hadlarni
go'shish gatorning yaqinlashish xarakteriga ta’sir etmaydi.

Shu sababli, gatorni yaqinlashishga tekshirganda uning chekli
sondagi hadlarini o'zgartirish mumkin.

3-8. Qatorning yaqinlashuvchiligi
Quyida qator yaqinlashishining zaruriy shartini keltiramiz.
Teorema. Agar
ai+a: +..+at+.. n
gator yaginlashuvchi bo'lsa, u holda uning an umumiy hadi n
cheksizga intilganda nolga intiladi, ya’'ni li_ma7=0 bo'ladi.

Isboti. Faraz gilaylik, (1) qgator yaginlashuvchi va yig'indisi S
ga ya’'ni %S", =S bo'lsin. U holda (S } ketma-ketlikning gism

ketma-ketligi {Sn ,} (n>2) ham yaqinlashuvchi va bo'ladi.

Ravshanki, an=Sn-Sn_j bundan liman mavjud va
n—d
liman=Ilim(Sw- Snt)=limSn- lim543, =S - S =0. Shunday
n—s¢ tl—=o0 n—*oo

qilib, (I) gator yaginlashuvchi boMishi uchun uning umumiy ha-
di nolga intilishi zarur ekan.

Yuqoridagi teoremadan qator uzoglashishining vetarli shar-
ti kelib chigadi.

Natija. Agar (1) gatorning an umumiy hadi n cheksizga in-
tilganda noldan fargli chekli limitga ega bo'lsa yoki limitga ega
boMmasa, u holda bu gator uzoglashuvchi bo'ladi.
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Bu natija ba’zi qatorlarning uzoglashuvchi ekanligiga oson
ishonch hosil gilishga yordam beradi.

12 3 Vg
1-misol. Ushbu £+'£ +E+——H ”+£+ gatorni yaginla-

shishga tekshiring.

n
Yechish. Qatorning umumiy liadi an:————2 ga teng va
m+
/7
lima, =lim---- =170 demak, yuqoridagi natijaga ko'ra gator
n—eo s+ 2

uzoglashuvchi.
2-niisol. Ushbu ~ (—0” ' (qgatorni yaginlashishiga tek-
=

shiring.
Yechish. Bu qgatorning umumiy hadi an=(d)m-Iti2 va
Hina, =00 Demak, berilgan qgator uzoglashuvchi.

MK

3-misol. Ushbu 2-iCOS~ qgatorni yaqginlashishiga tekshiring.
L=

o . rmm . .

Yechish. Bu qatorning a —cos— umumiy hadi n-»% da

3
limitga ega emas. Demak, gator uzoglashuvchi.
Yuqgorida isbotlangan teoremaning teskarisi, ya’'ni anmﬂ H=0

shartdan I a, qgatorning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigaver-

maydi.
Bunga misol sifatida garmonik gator deb ataluvchi ushbu ga-
torni gqaraymiz:
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Garmonik gatorning uzoglashuvchi ekanliligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun teskaridan, ya’ni garmonik qator yaqginlashuvchi

deb faraz qilamiz. U holda uning S =1+ —+—+ .. +— Xxususiy
2 3 n

yigMndisi chekli S limitga ega boMadi. Ravshanki, gatorning

¢ S IE T S T K..H--1--1_ 1 xususiv yigMn-
2 3 n WN+1 2n-\ 2n
disi ham shu limitga ega boMadi.

Bu holda
Iim(SZ‘l—Sn) =lim 821— limSn=S-S =0.

17—>00 17—>00 * n—°

Am mo
c & 11 1 -t dlx 1l g1 4
n+\ /f/+2 2/7-1 27 21 2/7
J _L- JL - |

a1 A1 AT 2
ya’ni S2n—Sn=>—t bundan {S=n—Sn[ ketma-ketlikning n—>oc da

nolga intilmasligi kelib chigadi. Bu esa garmonik qator yaqin-
lashuvchi degan farazimizga zid. Demak, garmonik gator uzoq-
lashuvchi ekan.

Izoh. (2) gatorning ikkinchi hadidan boshlab har bir hadi u
bilan qo'shni boMgan hadlarning o‘rta garmoniga teng (ikkita

musbat a va b sonlarning o‘rta garmoni deb ----—- songa aytila-
a b
di). Shu sababli bu gator garmonik gator deyiladi.



Musbat qatorlarning vyaqginlashish sharti. Agar berilgan
aj+al+a?k.+<z#+.. gatorning hadlari nomanfiy, ya’ni ci>0, neN,
bo'lsa, bu gator musbat gator (yoki musbat hadli gator) deyiladi.
Ravshanki, musbat qgatorlarning xususiy yig'indilari ketma-ketligi
kamaymaydigan ketma-ketlik bo'ladi, chunki Sn+iSn+an+l, bun-
dan Sn<Sn+r Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teore-
madan musbat gatorlar uchun quyidagi yaqinlashish sharti ke-
lib chigadi:

1-teorema. Musbat gator yaqinlashuvchi boMishi uchun uning
xususiy yigMndilaridan tuzilgan ketma-ketlikning yuqoridan che-
garalangan bo'lishi zarur va yetarli.

Bu teoremadan ko'rinadiki, musbat qatorlarni yaqin lashish-
ga tekshirish uchun uning xususiy yigMndilaridan tuzilgan {Sn}
ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligini ko'rsatish yetar-
li ekan. Quyida isbotlari shu teoremaga asoslangan musbat gator
yaqginlashishining bir nechta yetarli shartlarini ko'rib chigamiz.

Sill /7
1-misol. Y ,~ 77 qatorni yaginlashishga teksliiring.
A nn+\)

Yechish. Qatorning n-xususiy vyig'indisini yozib olamiz:

s =% _sm%_ _siwk _ 1 1 1 pdighniidi &
lKAkk +1) kk +\) kk+\) k k+1

) gin" A x—

babli ¥ ————— <> <1 munosabatlar
KAkik +1) ™A k+1/ 7+1

o'rinli. Demak, barcha 1L lar uchun S </, va’ni gatorning xususiy
yigMndilari ketma-ketligi yuqoridan chegaralangan. 1-teoremaga
k ra berilgan musbat qgator yaginlashuvchi boMadi.

Taqqoslash alomatlari.

2-teorema. Aytaylik,

ai+a-,+a ;+...+an+... (n

b, #5457 />, (2)
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musbat gatorlar berilgan bo'lsin. Biror nO nomerdan boshlab an<bn
munosabat o'rinli bo'lsa, u holda

a) (2) qator yaqinlashuvchi bo'lsa, (1) gator yaqinlashuvchi
bo’'ladi;

b) (1) gatorning uzoglashuvchi bo'lsa, (2) gatorning ham uzog-
lashuvchi bo'ladi.

n n

Isbot. Aytaylik, Sn=" al, Sn'= bL bo'lsin. Shartga
V=] kA

ko'ra an<bn munosabat o'rinli, bundan Sn<S'n tengsizlik kelib

chigadi.

a) Agar (2) qator yaginlashuvchi bo'lsa, u holda {S'n} ket-
ma-ketlik yuqoridan chegaralangan. Demak, (1) gator Xususiy
yig'indilaridan tuzilgan {Sn} ketma-ketlik ham yuqoridan chega-
ralangan. Bundan (1) gator yaqginlashuvchidir.

b) (1) gator uzoglashuvchi bo'lsin, u holda {Sn} ketma-ketlik
yugoridan chegaralanmagan. Demak, {S'n} ham yuqoridan che-

garalanmagan. Bundan limSn'="°° va gator uzoglashuvchi.

2-misol. Birinchi  taqgoslash  alomatidan  foydalanib,

2 1f2p 172’ 1
3_1—2 — +Ea — +,,,+nJ?-A +.. gatorni yaginlashishga tek-
13J ulJ

shiring.
22
Yechish. Ushbu qatorni garaymiz: 24| = +f 2t et 2T
3 Ia 13)
@Y
Ravshanki, m 3 ~b+ Maxraji (@1~ bo'lgan
(2\n
geometrik qator yaginlashuvchi, demak 1-teoremaga
/
/2V
ko'ra berilgan J, -” gator ham yagqinlashuvchi bo'ladi.
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3-misoL Birinchi tagqoslash alomatidan foydalanib

1H—l=®—tm+... u—=+... gatorning uzoglashuvchi ekanligini asos-

lang.
Yechish. Berilgan qatorning hadlari, ikkinchi hadidan boshlab
, 1 1 1 1 . . .
14—5—13 I 4 h...H--k., garnionik gatorning mos hadlaridan kat-
n

ta, garmonik gator esa uzoqlashuvchi. Demak, birinchi tagqo-
slash alomatiga ko‘ra berilgan gator uzoglashuvchi.

Yuqorida isbotlangan teoremadan bir nechta foydali natijalar
kelib chigadi. Bunda biz (2) qgator hadlarini musbat, (1) gator
hadlari ni nomanfiy deb garaymiz.

a

1-natija. Agar (1) va (2) gatorlar uchun PQWA_: k (k<x) mav-
jud bo'lsa, u holda (2) gatorning yaqginlashuvchi ekanligidan (1)
gatorning yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Isboti. Hagigatan ham, aj,%ar IimF =k mavjud bo'lsa. u hol-
n

da limitning ta’rifiga ko'ra har ganday s musbat son (masalan,

8=1) olmaylik, shunday nO nomer topilib, n>n( larda a -k <1
b

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan esa — <A+l tengsizlik hosil
hn

bo'ladi. Shartga ko'ra bn=0 bo'lganligi sababli, so'nggi tengsiz-

likni an<(k+I)bn ko'rinishda yozib olish mumkin. Endi. (2) gator

yaginlashuvchi, demak, 2-8 da isbotlangan 1-teoremaga ko'ra

umumiy hadi (k+I1)bn bo'lgan gator ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

U holda yuqorida isbotlangan taqqoslash alomatiga ko'ra (1) ga-
tor yaginlashuvchi bo'ladi.



Izoh. ar=0, bn=>0 bolganligi sababli k=0 boMadi. Natija xulosa-
si k=0 da ham o'rinli ekanligi ravshan.

2-natija. Agar (1) va (2) gatorlar uchun iLl_mi —||< (O<k<ac)

mavjud bo‘lsa, u holda (2) gatorning uzoglashuvchi ekanligidan

(1) gatorning uzoglashuvchi ekanligi kelib chigadi.
Isboti. Agar (1) qator yaginlashuvchi boMganda edi, u holda
b 1 1

lim— =— (0<—<+°°) munosabat va 1-natijaga ko‘ra (2) gator
an K K

yaqginlashuvchi bo‘lar edi. Bu esa shartga zid. Shuningdek,

a b
K =II_IiLrIrTIE]_:—mo bo‘lganda ham lim— =0 bolib, yuqoridagi
n ]

natijaga ko‘ra ziddiyatga kelamiz.
Yuqoridagi ikkita natijadan quyidagi natija kelib chigadi:

3-natija. Agar (1) va (2) gatorlar uchun Iimb— =A (0<k<x)
n

mavjud boMsa, u holda (1) va (2) gatorlar bir vaqgtda yaginlashuv-
chi yoki bir vaqtda uzoglashuvchi boMadi.

4-misol. sin | +sin5+... +sin—+... gatorni 1+- +- +—+

7] 2 3 4 n
. sin —
n
gator bilan tagqoslaymiz. . =—:— nisbatni kcVramiz. Ma’lum-
Sill — [es} ,

ki, H—)rPo)_i_ =1 Demak, berilgan J>_§|n — gator uzoglashuvchi.

_ n=\ n

=
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5-misol. sin—+sin— +...+sin— +... gatorni
2 2 2"

—— +— + gator bilan tagqgoslavmiz. Berilgan ik-
2 2 2 2"

1
kinchi qator yaginlashuvchi, chunki 4 - — boMgan chcksiz ka-

mayuvchi geometrik progressiya hadlari yig'indisidan iborat.

.1 .1
sm— s,n~ V'’ m 1
Z =— 1 va ',%T-,_ |C_)L=—=1 Shunday, qilib, A __ qator
2 2.

yaginlashuvchi.

Taqqoslash alomatidan foydalanib biror gatorning yaqinlashuv-
chi yoki uzoqlashuvchi ekanligi haqida xulosa chigarish hardoim
ham oson masala emas. Chunki bundav xulosa chigarish uchun
tadgiq etilayotgan gator bilan tagqoslanadigan yaginlashuvchi
yoki uzoglashuvchi gatorni topishning umumiy usuli yo'g. Shu
sababli gatorni yaginlashishga tekshirishda yordamchi qatordan
foydalanilmaydigan alomatlarni topish zaruriyati tug'iladi. Quyi-
da shunday alomatlarni ko'rib o'tamiz.

Dalamber alomati.

3-teorema. Agar

aj+ta-+a?t.+<aut.. J)

musbat gatorning (n+I)-hadining n-hadiga nisbati n-»x da chek-
li limitga ega, ya’ni

lim-~"H =/ “4)

bo'lsa, u holda
1) /</ da qator yaqinlashadi;
2) />/ da gator uzogqlashadi.
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Isbot. Teorema shartiga ko‘ra (4) tenglik o'rinli. Limitning
ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy s>0 son uchun shunday n() natural son to-
pilib, barcha n>n0 larda quyidagi munosabat o'rinli boladi:

l-z<am/an<!+z (5)
1) Agar K | bo'lsa, u holda shunday £>0 son topilib, q=/+z<I

bo'ladi. U holda shu e>0 songa mos nO natural son topilib, barcha
n>n() larda an+/ an<q tengsizlik o‘rinli boMadi. Bundan

a.,*l<an”. “, 0+2<an*fl<%oqg2...... anO*k<a«,*k-14<‘n / .-

Endi, |g|<l da ~ ~ 9 * qatoryaqinlashishidan = X a«

gatorning, demak, gatorning yaginlashishi kelib chigadi.
=1

2) Agar boMsa, u holda shunday c=>0 topilib, g =l—e>1bola-
di. (3) munosabatdan barcha n>n0 larda an+H/an>q tengsizlik yoki
ant>ang tengsizlik kelib chigadi. Bu esa biror haddan boshlab
gator hadlari o‘suvchi ekanligini anglatadi. Demak, gator yaqin-
lashishining zaruriy sharti bajarilmaydi. Qator uzoglashuvchi.

1=1 boMgan holda bu alomat qgatorning yaqginlashuvchi
bo'lish-boMmasligini aniglash imkonini bermaydi.

6-misoL Qatorni yaqginlashishga tekshiring:

2 22 2 2
12 2= 32 n
2 2"4
Yechish. Ravshanki, an~ ~ , a™\ ~E n2 = (4) formuladan
M- n+4y

quyidagini topamiz:

im-" =fm‘—+ N2 —m- :_—) 7 =21
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Demak, gator uzoqglashuvchi.
7-misol. Berilgan gatorni yaqinlashishga tekshiring:

1 3 5 2/7-1

N+l +1U +" '+ +"

. . 2/7-1 27+1
Yechish. Ravshanki, d =———a =-———— — . (4) formu-
(7 2 ) 7 2 )
laga ko‘ra
27+

) 1 27+1 1
I|m—l— = llm—r———— = lim———= <

277 27 N2

Demak, qator yaqginlashuvchi.
8-misol. Qatorni yaginlashishga tekshiring:

I+ J—+]—77“'°‘LI—J +.. —J—+—

V2 V3 ™M V»

Yechish. Qatorning n va n+l1 hadlarini yozib olamiz:

1 1
an~ Tri NiH = tt= - (2) lormulaga ko'ra
yjn >/f7+ 1
limfl-xL = Um j/n £ L = lim
4, 1_ *v T+
\fn

Qatorning yaginlashishi to'g'risida Dalamber alomati asosi-
da xulosa chigarish mumkin emas. Taqqgoslash alomatiga ko'ra
(masalan, garmonik qator bilan taggoslang), gatorning uzog-
lashuvchi ekanligini ko'rish mumkin.
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Koshining radikal alomati.
4-teorema. Agar
ai+a ™Ma +an+... (6)

musbat hadli gator uchun

limdan=p

X-r>oo

chekli limit mavjud bo'lsa, u holda p<I da berilgan gator yaqin-
lashuvchi, p>l da esa uzoqglashuvchi bo'ladi.
Isboti. Aytaylik p<I bo'lsin. Ushbu p<qg<I tengsizlikni ganoat-

lantiruvchi biror g sonni tanlaymiz. U holda Ihl/l_%1)inan:p <q

bo'lganligi sababli h=k nomerdan boshlab, <qg Yyoki an<gn
(n>k) tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan esa

ak<(f> ak+i<(k+> ak+2<fk+2 - (7)
munosabatlar o'rinli ekanligi kelib chigadi.
0<qg<I bo'lganligi sababli,
q+q2+ql+...+gk+gk+I1+gk+2+... (8)
geometrik gator yaginlashuvchi bo'ladi. Qaralayotgan (6) gator-
ning k-hadidan boshlab barcha hadlari ((7) munosabatga ko'ra)
(8) gatorning mos hadlaridan kichik. Demak taqgoslash aloma-
tiga ko'ra (6) gator yaqinlashuvchi bo'ladi.
Endi p>l bo'lsin. U holda | i m =p >1 bo'lganligi sababli,

biror n=k nomerdan boshlab yjan > 1 bo'ladi. Bundan a> | (n>k).

Demak (6) gatorning umumiy hadi n-»+o0 da nolga intilmaydi,
ya’ni (6) gator uzoglashuvchi bo'ladi.

1-izoh. Agar Hr;rasd an=+"° bo'lsa, (6) gator uzoglashuvchi

“adi, chunki bu holda ham biror k nomerdan boshlab >1
bo'ladi.
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2-izoh. /I/lm ipan mavjud boMmagan yoki mavjud va | ga teng
—00

boMgan holda, Koshi alomati gatorning yaqginlashuvchi yoki uzoqg-
lashuvchiligi hagidagi masalaga javob bermavdi.

N
Hagigatan ham, masalan => antor yaqinlashuvchi, lekin
n=1

limw— -1
7
1+1+ I+..+1. gator uzoglashuvchi, lekin bu gator uchun

lim =limVI =1.

9-misol. Berilgan qatorni yaginlashishga tekshiring:
1
o+——+...+
In2 In"3 In"(« +1)

Yechish. limr/T =limJ — - 1 =0<1
Y "—VIn'"(/7 +1) In/7+1
Demak, gator yaginlashuvchi.
. (N N7+ 1V
10-misol. —+ 1 + +.+ +... qatorni yaqgin-
1y v3/
lashishga tekshiring.
. . . +\Y fn +\"7
Yechish. lim AT =lim" " ~dim " e>1
v "t v on i

Qator uzoglashuvchi.
Koshining integral alomati.

5-teorema. Agar funksiya |[l;x) oraligda nomanfiy, integral-

lanuvchi, monoton kamayuvchi hamda gator hadlari uchun
/A
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f(h)=a,, f(2)=an, ... , f(n)=an, ... tengliklar o'rinli boMsa, u holda

gator va J./(onsmas integrallar bir vaqtda yagin-

n=1
lashuvchi yoki bir vagtda uzoqglashuvchi boMadi; yaqginlashuvchi
boigan holda

NM(x)dx <Y an- \.f(x)dx +a\ 9)
| <« |
munosabat o‘rinli boMadi.
Isboti. f(x) funksiya monoton kamayuvchi, demak k<x<k-+Il
tengsizliklardan f(k)>f(x)>f(k+l) kelib chigadi. Bu qo‘sh tengsiz-
likni k dan k+1 gacha integrallab,

K+ KA
I f(k)dx> ] /(x)dx =] f(k +\)dx, YGj, boMganligi
K * K
k+#

uchun ak=>]J f(x)dx>aM qo‘sh tengsizliklarga erishamiz.
K

So‘nggi tengsizliklarni k=I, 2..... , h uchun yozamiz:
)
>jf(x)dx >a
I

3
az> jf(x)dx>ait

M
\] f(x)d x> ant.

n

Bularni hadma-had qo'shib, quyidagiga ega boMamiz:
nd
Sn>j f(x)dx>SH -a, JOo)
I
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Quyidagi hollarni garaymiz.

1) \f(x)dx integral yaqginlashuvchi va 1 ga teng. U holda
1
i
I f{x)dx<l va SnH<l+a, tengsizlik barcha natural n larda
|

o'rinli. Demak, {Sn} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan, bun-

dan X*7' musbat gator yaginlashuvchi.
A=1

Va, aksincha, agar gator yaginlashuvchi bo'lsa, u holda

«=1

{S} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan, demak umumiy hadi
4

Im\z\] f(x)dx bo'lgan monoton o‘suvchi ketma-ketlik yagin-
1

lashuvchi bo'ladi, ya’ni Jf(x)dx integral yaginlashuvchi bo'ladi.
i

2) Jf{x)dx integral uzoglashuvchi bo'lsin. U holda
1

«Hl

Sn> ) f(x)dx tengsizlikdan {Sn} ketma-ketlik yugoridan chega-
I

ralanmagan, bundan Y *a, gator uzoglashuvchi ekanligi kelib
WA

chigadi. Agar ~ a, gator uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda uning
(p=1

xususiy yig‘indilaridan iborat {Sn} ketma-ketlik yugoridan chega-

n+l
ralanmagan, demak, umumiy hadi Jn =J f{x)dx bo'lgan ket-

1
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ma-ketlik ham chegaralanmagan. Bundan Jf{x)dx integralning
1

uzoglashuvchiligi kelib chigadi.
Qator yaqinlashuvchi boMgan holda (10) qo‘sh tengsizlikda
n—=o0 limitga o‘tib, S >jf(x)dx >S-a] munosabatga, bundan
1
(9) ga ega boMamiz.
11-misol. Umumlashgan garmonik gator deb ataluvchi ushbu

ARV IP: B PR HP

2p Yy 4p np

gatorni yaqin lashishga tekshiring.

Yechish. a, =/(l) =1, a2= = . an=/(/*) = - va
i n
f(x) =— ekanligi ravshan, bu yerda p-haqgiqgiy son.
Xp
Ushbu
1
f— -dx =lim [— dx = —— |Iij /+]_’L‘ ————\|m(n p-\) (p®J)

—p N 00 —_—

xosmas integral ni hisoblaymiz.

f1 = 1
Agarp>=I| boMsa, u holda =0 val p yaqin-
n— j*
lashuvchi;
Agar p<l boMsa, u holda I[m/?' = va \]nxp ~x uzogla-
shuvchi;

Agar p=I boMsa, u holda [— dx—Inx|” =< uzoglashuvchi.
I xP
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Shunday qilib, umumlashgan garmonik qator p>l bo'lsa ya-
ginlashuvchi, p<l| bo'lsa uzoqglashuvchi boMadi.
Raabe alomati

r
an
6-teorema. (1) qatorning hadlari musbat va lim/?

bo'lsin. U holda

agar r > 1bo'lsa, (1) gator yaqginlashuvchi;
agar r < | bo'lsa, (1) gator uzoglashuvchi bo'ladi.
. ~ (2/7-1)" 1 . . .
12-misol. |+ > —————- N—————- gatorni vaginlashishga tek-
h (/7 2/7+1
shiring, bu yerda (2n)!! orqgali 2n gacha bo'lgan barcha juft son-
larning, (2n-1!" orqali esa 2n-1 gacha boMgan barcha toq son-
larning ko'paytmasi belgilangan.
Yechish. Bu qator uchun Dalamber alomati natija bermaydi,
2/7-1)2
chunki lim--—-—-—-—=- =1 Raabe alomatini tatbiq etamiz:
"2/ 727+ 1)

1 (#7-D2 .  6/7-1 3
p=timz = =li =—

=1m
\ 2n(2n + 1)/ 2n2n+1) 2

Demak, r=I,5>| bo'lganligi uchun qgator yaginlashuvchi.
4-8. Hadlarining ishoralari alniashinib keladigan qatorlar.
Leybnits teoremasi

Ushbu

al—a2+a3—-a4+..+()n’an+... (6)

gator, bunda a>0 (n=1,2,3,...) hadlarining ishorasi alniashinib
keladigan qator deyiladi.

Teorema. Agar (6) qatorda
1) ai>a2=a3>...>a4>...,



boMsa, u holda (6) gator yaqginlashuvchi boMadi.
Masalan, ushbu

HESHE +(_t)"'|+

T2 374
gator uchun:
1 1 1 1
2 3 4
9 Im—=0

boMadi. Teoremaga ko'ra bu gator yaqginlashuvchi bo'ladi.
Ixtiyoriy hadli gatorlar Qatorning absolyut yaginlashuvchiligi.
Biror

Y a,=ai+a2+ai +-+ah+~

=1

qgator berilgan boMish. Bu gator hadlarining absolyut giymatlari
dan tuzilgan ushbu

X bl +HH +K| + K1+ 7)

gatorin . qaraymiz. Ravshanki, (7) musbat hadli gator boMadi.
Teorema. Agar

+a,j+ |o,| H— 4-|6r;1 H—

n=\

gator yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda

X an- a\l+ a2+ a3+ ““e+ ah+ «nm'

=1

gator ham yaqinlashuvchi bo'ladi.
Eslatma. Ushbu

Y a" =a\t+ai +ai +—+ah+—
=
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gatorning yaginlashuvchi bo'lishidan,
2 Kl+hl+h]+- +k i+-
=

gatorning yaqginlashuvchi bo'lishi har doini ham kelib chigaver-
maydi.
Ta’rif. Agar

§H+hI+KI+—+H+—

gator yaginlashuvi bo'lsa,
Y an=a, +a2+a, +e=t </ teee
=1
gator absolyut yaginlashuvchi qgator deyiladi.
5-8. Funksional gatorlar
Aytaylik X to'’plamda (XczR) aniglangan
f,(x)I2Ax)I/x),...0 n(X),...

funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketlik had-
laridan tashkil topgan ushbu

+ /3(%) +
P *)

+-+/. W+ - (8)
gator funksional gator deyiladi.

X to'plamda x0 nuqtani olib quyidagi.

X fn (Ro) =/ (*0) +1 (W0) +M x0)+

sonli gatorni garaymiz.
Agar
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£/,(*.0
£ { (*.0)
sonli gator yaqinlashuvchi boMsa, u holda
Xnco
et

funksional gator n; nuqtada yaqinlashuvchi deyiladi.
Agar

1/ . w
1= |
sonli gator uzoglashuvchi boisa, u holda

X /()

n=\

funksional gator x0 nugtada uzogqlashuvchi deyiladi.
Agar

15

funksional qator X to‘plamning har bir nugtasida yaqinlashuvchi
bo‘lsa, berilgan funksional gator X to‘plamda (sohada) yaqin-
lashuvchi deyiladi.

Ravshanki,

limSn(x) = lim[A\(X) +7,(*) +... +/ (X)]

limit olingan s ga bogMiqg boMadi. Uni S(x) bilan belgilaylik:
Sn(x) =lim[/ (x) +/2(.v) +==+/,(jc)].

Odatda S(x) qaralyotgan funksional qgatorning yigMndisi de-
yiladi.
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Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢=0 son olinganda ham shunday natural
ngson topilsaki, barcha n>n0Ova. ixtiyoriy xeA'lar uchun bir vaqtda

\Sn(x)-S(x)\<z

tengsizlik bajarilsa,
X f,(x)
n=1

funksional gator X to'plamda tckis yaqinlashuvchi deyiladi.
Veyershtrass alomati. Agar

X, 1) =FAX) +Fi () +Fi(x) +" '+ () +

funksional gatorning har birfn(x) hadi X to‘plamda ushbu
\(x)\<cn (n=1,2,3,...)
tengsizlikni ganoatlantirsa va

X E*=C>|-C|—+"' +C«+u 3
Ga

sonli gator yaqinlashuvchi boMsa, u holda

X/.w

/1=1

funksional gator X to'plada yaginlashuvchi boMadi.
Masalan, ushbu
N cos/IX cosjc cos2x  cos 3X
|, —
COS NX

n

funksional gatorning har bir hadi X=(-oof+sg to'plamda uzluk-
siz,
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(00517

=

va
TV
sonli gator yaginlashuvchi.

Demak Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator
X = (—or,+00) da tekis yaginlashuvchi.

Endi tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossalarini
keltiramiz.

1) Agar

£/ «(*)
=1
funksional qgatorning har bir fn(x) hadi X to'plamda uzluksiz
boMib, qgator X to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda
funksional gatorning yigMndisi S(x) funksiya X to'plamda uzluk-
siz boMadi.
2) Agar

X/A%)
J=F

funksional gatorning har bir fjx) hadi (n=1,2,3,...) |ab| sig-
mentda uzluksiz boMsin. Funksional qgator (a,b| da tekis yaqin-
lashuvchi boMsa, u holda gator hadlarining integrallaridan tuz-
ilgan.

b

\]f (x)dx +Jf2(x)dx +emt}./, (X)dx =

M n
= M\ fn(x)dx
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yaginlashuvchi boMib, uning yig'indisi
h
J S(x)dx

ga teng boMadi.
3) Agar

X/n*)

funksional gatorning har bir fn (xX) hadi |ab|] sigmentda fn'(x)
hosilaga ega boMib, bu hosilalardan tuzilgan

I /' W =f'M + /:« +- +/''"W +m
yi=1

funksional qator |a,b] da tekis yaqinlashuvchi boMsa, u holda
funksional qator yigMndisi S(x) funksiya |a,b] da S'(x) hosilaga
ega va

$'(*)=X L /(™=

1-misol. Z_Q—n -Lan “.‘XN gator yagqinlashish sohasi va
vigMndisini toping.

Yechish. ,(-*)-—— '——1———— 77 (n=1,2,...) funksiyalar x=—
(/7+ v)(a’?+x +1)

va x=—{(n+1) nuqtalarda aniglanmagan. Shu sababli bu gatorni
Xx*— (k<=N) boMgan nuqtalarda tekshiramiz. Qatorning umumiy

hadini un(x) = -———--—- [ deb vozib olish mumkin. Shu sa-
(n +x)(n +x+Y\)
babli
N % [ S +

Arme+n @ 0@ n) VT+n)/7 +n+1)
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1
+

1+x 2+X 2+x 3+X n+X n+xX+1

1
1+X n+X+1
Bundan

limSn(x) =lim
1+X n+x+\ 1-+HC

Demak, berilgan qator nuqtalarda yaqinlashuvchi bo'ladi va

uning vigMndisi —— ga teng.
1+x

2-misol. ¥ — cosx qgatorning vaqginlashish sohasini toping.
M N\

Yechish. x argument giymatini tayinlab olamiz va umumiy
n
hadi (\zx boigan yordamchi gatorni garaymiz. Dalamber

alomatiga ko'ra x ning har bir giymatida

R ( X X‘>}-I
lim —Ilim

=limJ—+ =0 bo'ladi, va bundan
(n :I)' n\ m~n+1
> — qatorning absolyut yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.
A N\

n
o T X
Ixtiyoriy X uchun ---cosv < —

1 1
- hvsh bolganligi sababli,
n\ /7
taggoslash teoremasiga ko'ra berilgan gator x ning ixtiyoriy qiy-
matida yaqinlashuvchi bo'ladi. Shunday qilib, gatorning yaqin-
lashish sohasi (—x;+x) oraligdan iborat.

3-misol. Umumiy hadi un(x)=n3x2 boigan qatorning vaqgin-
lashish sohasini toping.
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Yechish. x ni tayinlab olamiz, natijada umumiy hadi ur=n3x2
boMgan sonli gatorga ega boMamiz. Agar xO boMsa, u holda

limii,=.lim(n'x!) =xtimn, = bo'ladi. Demak, x*0 bo'lganda

qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi va qator uzog-
lashuvchi boMadi. Agar x=0 boMsa, u holda un(0)=0 (n=l,2,...),

SN0)=0 boMib, qator yigMndisi S(0) =Ilim (0)=Ilim0=0 ga

teng boMadi. Shunday qilib, gatorning yaqinlashish sohasi fagat
bitta, x=0 nugtadan iborat.

Agar yuqgoridagi gatorda x2 o‘rniga x2+4 ni go‘ysak, u holda
umumiy hadi un(x)=n3x2+4) gatorga ega boMar edik. Bu gator
esa hech bir nugtada yaqinlashuvchi emas. Uning yaqinlashishi
sohasi bo‘sh UVplamdan iborat.

3 I nksional
4-misol. Ushbu X unksional gatorning yaqin-
misol. Ushbu 3/7-1 1407 q g yaq
lashish sohasi 1i toping.

Yechish: x ning (x¢—1) har bir giymatida sonli qgator hosil
boMadi. Bunga Dalamber alomatini tatbiq gilamiz (absolyut ya-
ginlashishga tekshirishdagi kabi):

(-1r1 \-x . _(‘1r —x
A7+2 1+t «”( ) T37-1 1+«
3/7-1 1—x 1—x

U holda I(x) =lim lim
+ I+r I1+C

1+ <1 shartni qanoatlantiruvchi x larda berilgan gator ab-
X

solyut yaqginlashadi. I(x)>1 shartni ganoatlantiruvchi x larda gator
uzoglashadi. I(x)=1J shartni ganoatlantiradigan x larda va I(x)
aniglanmagan nuqtalarda gatorni qo‘shimcha tekshirish lozim.
Bu misolda x=%l boMib, x=—1da gator aniglanmagan, x=I da esa
qator fagat O dan iborat boMadi, absolyut yaginlashadi. I(x)<I
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tengsizlikni yechib, x>0 ni hosil gilamiz. Demak, qgator (0,+00) da
yaginlashadi. x=0 nuqtani alohida tekshirish lozim. x=0 da

1 1 1
— +————+—-+L—1)—+— boiib, bu gator shartli yaginlashadi.

2 5 7 3n-1

Shunday qilib, berilgan gatorda yaqinlashadi.

Yuqgoridagi misolni yechishda Koshining radikal aiomatidan
ham foydalanish mumkin edi.

o] n

Z X
-——— 77 qatorning yaqginlashish sohasini toping.
=1 1+ X

Yechish: Dalamber aiomatidan fovdalanamiz:
i«tio "\

/(v) =1dni P——yx@ =Iim
) KI +v-"2 | +.th

M, agar |<1]
. 1+x2'
=limlal = 1 agar [{=|,
I+.r
—, agar |d>1

I(x) uchun hosil gilingan ifodalardan [ic<lva |[x|>1 da berilgan qa-
torning yaginlashishi kelib chigadi. x=0 boMganda Dalamber aio-
matidan foydalanib boMmaydi. Ammo bu holda gatorning barcha
hadlari 0 dan iborat, gatorning yaginlashishi o‘z-o‘zidan ravshan.
I(x)-, ya’ni x=+x1 boMganda gator umumiy hadining absolyut
giymati 0,5 ga teng, demak, gator uzoglashuvchi boMadi. Shun-
day qilib, berilgan qator [jd<1, |x|= shartlarni ganoatlantiruvchi
nuqtalarda absolyut yaqinlashuvchi boMadi.

. .Y tgx . . .
6-misol. Qatorni ——— vyaginlashishga tekshiring.

Yechish: Koshining radikal aiomatidan fovdalanamiz:
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I(x)<I da, ya’ni |[/£n<lL da qator absolyut yaqinlashadi. Bu

tengsizlik yechimi (-—+;*/?,—+*n), neZ. Bu intervallarning
4 4

chap uchlarida berilgan qgator shartli yaginlashuvchi, o‘ng uchla-
rida uzoglashuvchi boMishini tekshirish giyin emas.

6-8. Darajali gatorlar

Ushbu

Y amxn=aO0+a}x +n,x1 ——— kanx" 9)
Y =3)
ko‘rinishidagi gator darajali gator deyiladi, bunda a0,ala2,...an,...
lar o'zgarmas sonlar boiib ular darajali gatorning koeffisiyent-
lari deyiladi.
Masalan,

@ n 1 2 n
X 1

X X X
— =4+ et +mm
darajali gatordir.

Har ganday darajali gator x=0 nuqtada yaqinlashuvchi boMa-
di, chunki bu holda (9) ushbu

dg+al!' O+a-, *0+...+an ‘0+...
ya’'ni
a(+0+0+...+0+...
ko'rinishdagi sonli gatorga aylanadi va
nlim SfI(0) =lim(@0+0+0H— +0) :nILnQOaO:aO

—*0o /1—00

boMadi.
Teorema (Abel teoremasi). Agar



darajali gator x ning x=x0 (x0*0) givmatida yaginlashuvchi boMsa,
X ning
A0\ (10)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida (9) gator ab-
solyut yaginlashuvchi boMadi.
Aytaylik, berilgan (9) darajali gator x=x0 da yaqinlashuvchi
boMsin. Demak,

X anX" =a0+avX+aX~+’&+anX0 + =
=

sonli gator yaginlashuvchi. Ma’lumki, bu holda

limarx =o
e

boMib, {an x0n} ketma-ketlik chegeralangan boMadi.
\an xQ\<M (n=0,1,2,...)

(M —o‘zgarmas son).
Endi berilgan gatorni quyidagicha yozib

X <V
H-—hCxXX
W Vo, vV /
uning hadlarining absolyut giymatlaridan ushbu
2
111 X 1 % X 1 X
hl+Mol — +h*oT —_ T®Meiphx|- — *=
*0 XQ *Q
gatorni tuzamiz. Soiig ushbu
2
X X X
M+Mm +M- +—+JV +
X0 A0 *0

geometrik gatorni ko‘ramiz. Bu gator



bo'lganligi sababli, yaginlashuvchi boMadi. Ayni paytda

n
X X
Ko x Bi- <M m
X0 X0
boMganligi sababli
2
X T om X room Vv
k I+ k -y- - + m" +\a,xole
o 0 0

gator yaginlashuvchi boMadi. Demak, berilgan qator x ning |x|<{x(|
tengsizlikni ganoatlantiruchi barcha giymatlarida absolyut yaqin-
lashuvchi boMadi.

Natija. Ushbu

Y'amx" - af) +avx+ax2H——f a/xnH—
no
darajali qator x=x, nuqtada esa uzoglashuvchi boMsa, bu qator
X ning [|X|=|xiLtengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
uzoglashuvchi boMadi.
Aytaylik,

Y CnXx —U{) + 6/[V+ U-X + eeet+ LinX + o=

«0
darajali gator x=x0 (x(*0) da esa yaqinlashuvchi, x=xl da esa
uzoglashuvchi boMsin. Ravshanki, pOJ<]»}| boMadi. Unda yuqorida
aytilganlarga ko‘ra x ning X<Jx)| tenglikni ganoatlantiruvchi qiy-
matlarida yaqinlashuvchi, [}=]qg| tengsizlikni ganoatlantiruvchi
giymatlarida uzoglashuvchi boMadi.

(9) darajali gatorning yaqinlashadigan nuqtalaridan iborat
to'plamni {}} deylik (ya’ni shu {X} to'plamning har bir nuqtasida
(9) qgator yaginlashuvchi). Bn {x} kVplam yuqgorida chegaralan-
gan. Uning yuqgori anig chegarasi mavjud. Uni r bilan belgilaylik.
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Ko'rsatish mumkinki, x ning |x|<r tengsizlikni ganoatlantiruvchi
giymatlarida (9) qator yaqinlashuvchi, x ning |x|>r tengsizlikni
ganoatlantiruvchi giymatlarida (9) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Odatda, (—,r) interval (9) darajali gatorning yaginlashish in-
tervali, r esa yaginlashish radiusi deyiladi.

Eslatma. Agar darajali gator x=0 nuqgtada yaqinlashuvchi
bo'lib, boshga barcha nuqgtalarda uzoglashuvchi boMsa, u holda
gatorning yagqginlashish radiusi r=0 deb olinadi. Agar darajali ga-
tor barcha nugtalarda yaqinlashuvchi bo'lsa, r=+oc deb olinadi.

Eslatma. Darajali gator x=-r,x=r nuqtalarda yaginlashuvchi
bo'lishi ham mumkin, uzoglashuvchi ham boMishi mumkin.

Ko'pincha (9) darajali gatorning yaginlashish radiusini ushbu

an

a

r —lim

formula yordamida topiladi.
Endi darajali gator xossalarini keltiramiz:

1) Agar

923

darajali gatorning yaqinlashish radiusi r boMsa, darajali qator
|-(x,a] sigmentda (O<a<r) tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
2) Agar

/7=0

darajali qgatorning yaqinlashish radiusi r boMsa, darajali qator
yigMndisi S(x):

(—r,r) integralda uzluksiz bo'ladi.
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3) Agar

/1=0

darajali gatorning yaginlashish radiusi r bo'lib,
S(x) =Y a,x" =
(x) Yo

=a0+arx+a,x~ 4——tamxn4—

bo'lsa, u holda bu qatorni |a,b|c(—,r) da hadlab integrallash,
ya’ni
b b/ \ * b
I S(x)dx =J!' Y a,x" dx=Y J<*X'dx
qyr= ) "

4) Agar
+ °s
»0
darajali gatorning yaginlashish radiusi r bolib, yigMndisi

S(*) =™\v n" =
no

=cf) 4arx 4-ci-x~ 4-md-urnx H— =

bo'lsa, u holda bu gatorni (—,r) da hadlab integrallash mumkin,
ya’'ni

/oc \
S@="'Yax" =Y{ax"'Y=ax4 V4—TFfnx"limm
V= ) /[O

bo'ladi.

¢4}

I-misol. Yi 3ri-l'r qgatorning yagqinlashish radiusi, yaqinlashish
«0 «

intervali va yaqginlashish sohasini toping.
37



Yechish. Berilgan gator uchun a, - _ .< \im"Na~\=I ni
ni

hisoblaymiz: /=1lim J)—r =~\— =->demak, qatorning va-
"-*\n3mf 3V/3 3

ginlashish radiusi r=3, yaqginlashish intervali (—3;3). Berilgan qa-

torni yaginlashish intervali uchlarida yaqinlashishga tekshiramiz:

v 3 _1v 1

a-0rt] J a=0n

x=3 da Bu esa garmonik qgator, demak berilgan

y (-3 _1

gator x=3 nugtada uzoglashuvchi. x= —3 da Zj

X’J———D— < Bu Leybnits gatori, yaqinlashuvchi.

17=0 fl

Demak, berilgan darajali gatorning yaqinlashish sohasi —3;3)
to‘plamdan iborat.

2-misol. XO/7—V gatorning yaginlashish radiusi. yaginlashish
n=l

intervali va sohasini toping.
Yechish. Ushbu misolda an=ri! va am+=(n+Il)l. Bunda

limL-'l ~i va r =- formulalardan, voki r =Ilim: formu-
\a,\ | ' med Kl

ladan fovdalanamiz. U holda /=Hm----— =lim---- =0, bun-
(/7 4" 1) + 1

dan berilgan darajali gator fagat x=0 nuqtadagina yaqinlashuvchi
ekanligi kelib chigadi.

7-8. Funksivalarni darajali gatorlarga yoyish
. Makloren qatori. Aytaylik, y=f(x) funksiya (-6,6) (6=0)

oraliga berilgan boMib, u shu oraliqda istalgan tartibdagi hosila-
ga ega boMsin. Ushbu
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darajali gatorni garaylik. Bu darajali qatorning koef litsientlari 1(x)
funksiya va bu funksiya hosilalarining x=0 nuqtadagi giymatlari
orgali ifodalangan.

Endi f(x) funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi ni vozamiz:

fix) = /'(0)+N=AX 4" = A 1 +met
1 21

(10)
+ —f—ﬂ:'\—g) x*+r (a?(
n\

bunda rn(x) qoldiq had.
(9) darajali gatorning gismiy yig'indisi

S (A) :/(0)+ A+ A2 +- +
1 2!

bo4sa, unda (10) formula ushbu f(x)=Sn(x)+rn(x) ko‘rinishiga ke
ladi.

(9) darajali gator (—r,r) da yaqinlashuvchi boMsin. Unda
ggSn(a):/(a) (ae(-r,r))
boMib,

lim [/ (a)-N"n(a)] = limr (v) =0

bolishi kelib chigadi.
Aksincha, ixtiyoriy x<e—r,r) da

limr(x) =0

bo‘lsa, ya’ni



lim Sn(r) =f(x)
boMishi, demak, (—,r) da (9) darajali gator yaqginlashuvchi, uning
yigMidisi f(x) ga teng boMishi kelib chigadi:
AX)=m+m xHm XN+...4£ N ix+.
1! 2! N
Shunday qilib, munosabatning o'rinli boMishi uchun ixtiyoriy
xg(—r,r) da

limr(x) =0

boMishi zarur va yetarli.

Agar f(x) funksiya uchun (10) munosabat o'rinli boMsa, f(x)
funksiya Makloren gatoriga yoyilgan deyiladi.

Agar rn(x) yetarli darajada kichik boMsa, I holda yuqoridagi
(20) munosabatdan ushbu

/w . /{0)+T X+ T Xr+...+ "™ x*
I! 2! vz,
tagribiy formulaga ega boMamiz.
Endi f(x)= exfunksiyani Makloren gatoriga yoyamiz.
Ma’lumki, f(xX)= ex funksiya ixtiyoriy |~r,r] sigmentda (r=0)
istalgan tartibli hosilaga ega boMib,

f r>(x)=ex (n=1,2,3,...)
boMadi. Ravshanki,
f 0)=1 (n=1,2,3,...)

Bu funksiyaning Makloren formulasi
2 n
Xy L x X X

e N+—+— temt+— 4T

12 n "

boMadi. Qoldiq esa Lagranj ko'rinishida quyidagicha boMadi.

r,M (0<e<i).

T+
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Agar ixtiyoriy xe(—r ,r) uchun

rn-E.
* Ox & m—————
M*)I= (¢7+ 1) (/7 + 1)
va n-K-c da
. r -
lim=--———=0
(/7+1)!
boMishini e’tiborga olsak, unda
X jc'
R TS }——- — i1
2 n\

boMishini topamiz. Bu f(x)= ex funksiyani Makloren qatoridir.
Xuddi shunga o4xshash

f(x)=sinx, f(xX)=cosx, f(x)=In(I+x)
funksiyaning Makloren qgatorlari topiladi.
Quyida ularni keltirish bilan kifoyalanamiz:

3 5 7 n-1
. X X X . , =N, X
sinx =,v————%————- +a( - ) - H—

3 57 (2/7-1)!

h—— - 4ot (-1)" 1o +eeel+X)* =
3 4 r

=1+—v+ X2+, +«(«=1)(«=2)...(«<=™ +0 xn+
1 21 X n\

Bu keltirilgan formulalar uchun taqgribiy formulalar quyida-
gicha boMadi:
x , X X X"
e ~1+—+— +..+—
1 2! V4
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1-misol. Ushbu /1A = 2~sv+6 funksiyaning x ning dara-

jalari bo'yicha qgatorga yoying.

Yechish: —— [—— ratsional funksiyani sodda kasrlarga ajra-
X +5x+6
] 1 1 1 . . .
tamiz: —-------=— —-———— har bir sodda kasrni x ning da-
X +5x+6 x+2 jc+3

rajalari bo'yicha gatorga yoyamiz. Bu holda ham (6) formuladan
fovdalanamiz:

1 1 1
w12 2 +E 2- v' . buchw<2-
i
| 11 - bunda M<3.
Xx+3 3 |4

n=0 J

Demak, bunda fo<2 da —--————=y ¥ (=07 14
W +5y+6 ,© T 3"
o'rinli bo‘ladi.
2-misol.  f{x) - —--—--
X~ +6x -3

bo'yicha gatorga yoying.

funksiyani (x+3) ning darajalari



1 1 1
Yechish:(6)formuladanfoydalanamiz. (x+3)2_12_ 12 (r +3)2

12

(Vv+3) 2V

= - e — ~ = N i
X(-1T n ;Ole?I' (¥ +3) bu yoyilma

(x+32
12

<1da, ya'ni |

3-misol. f(xX)=Inx funksiyani x~ 1 ning darajalari btVyicha qa-
torga yoying.
Yechish: Berilgan funksiyani f(x)=Inx=In(I+(x~1)) ko‘rinish-

da yozib olamiz va (5) formuladan foydalanarniz. U holda |[x—/]<l
‘o / 1\W

shartda f(x) =Inx =Y (H)"4——— yoyilma o‘rinli boMadi.
A n

4-inisol. f(x)=2x ni x+2 ning darajalari bo‘yicha gatorga yo-
ying.
Yechish: f(x)=2x funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

2X-2x22=—=e[n-2=L epi2r2 va (I) formuladan foydalanib,
4 4

quyidagiga ega boMamiz:
2=Lek2A2_ 1V (|n2) .ix+2Y bu formula xe(—&+se) da o‘rinli.
4 47N &V ’

5-misol. f(x) =sinZ ni X ning darajalari bo'yicha gatorga yoying.
Yechish: sin2g="-~-cos2x formuladan va (3) dan foydala-

namiz. U holda

sin2n =— —cos2.v =——
2

2 2 2 21 4 @)
222 2V " I 2h N 221
55 3w T gt D ea”

Bu formula xe(—ooac) da oiinli.
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6-misol. f(x)=— funksiyani x—9 ning darajalari bo‘yicha
\fx

gatorga yoying.

Yechish: 1- 1 -11+%2 Endi (5) formuladan foy-
\fx yjx-9+9 3

1
dalanamiz, bunda a= -—2,x o‘rniga —9— go'vamiz. U holda

/=1t K ) B ) R (X"‘:’y

n—3—.g/2n-r|
< — wW(n-9r.

= - +X(|—)
3 t! 3-2  n\

Bu vovilma *° 1shartda, ya'ni |=—9|<9 da o'rinli bo'ladi.

8-8. Darajali gatorlarning ba’zi bir tatbiglari

Darajali gatorlar yordamida taqgribiv hisoblash. Darajali qator-
lar kuchli (tagribiy) hisoblash vositasi bo'lib xizmat qiladi. Ular
yordamida funksiyalar giymatlarini taqribiy hisoblash mumkin.

1-misol. In1,2 ni 0,0001 aniglikda hisoblang.

Yechish. In(l+x) funksiyani x ning darajalari bo'yicha yoyamiz:

2 3 "
In(l +x) :x-i2 +i 1X— +.., bu gator (-11] sohada
n
yaginlashadi. Ushbu gatorda x=0,2 deb olib, In1,2 ni hisoblash
uchun

. 0T
In12=0, +-——- v (-IT I—
2 3 n

ishora navbatlashuvchi gatorga ega bo‘lamiz.
Bu gatorning birinchi k ta hadini yig‘indisini In12 ning
taqribiy giymati deb olsak, u holda xatolikning absolyut qiy-
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mati k+1 chi hadning absolyut giymatidan kichik boMadi. Qa-
tor beshinchi hadining absolyut giymati 0,000064 ga teng, ya’ni
0,0001 dan kichik. Shu sababli hisoblash uchun birinchi to'rtta

hadini olish yetarli:

bl ,2=0,2- ~ + - M ~ =0.18228.
2 4 4

2-misol. </20 ni 0,001 aniglikda tagribiy hisoblang.
Yechish. Binomial gatordan foydalanamiz. Uning uchun be-

rilgan ildizni quyidagicha ifodalab olamiz:

SD=L6+4 =F/16] 1+- |=2| 1+-

V n j
(1+-T soni (1+*)4 binomining x=~ dagi giymatiga teng.

|
/(.v) =(1 + funksiya uchun quyidagi yoyilma o'rinli:

@l+VW41+—~+— —-A"+— - —— X' .=
4 2! 3
1 1-3 2 13-7 3 13 7 11 4
= 1H---- X ——F——x H-—=j——x ————1—J1 +...
4-1! 4 -2! 4 -3 44-41

1vVv 1 13 1-3-7 13 711

—_ ) ——————— e——_——_— - e JR— —_— r —_

1H
4) 4-1wd4 A -2-4 4 -3-43 44-414

Ishora navbatlashuvchi gatorning xossasiga ko'ra, berilgan il-
diz giymatini 0,001 aniqlikda hisoblash uchun so'nggi gatorning
dastlabki to'rtta hadini olish yetarli, chunki beshinchi hadi ab-
solyut giymati bo‘yicha 0.001 dan kichik.

2R 2358 5 e a4 245 2568
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hisoblashni bajaramiz:

4\/1:2[(,-!-!———ii’?+—'ﬂ

4114 4 44~ 45-3-43y
=2,000 +0,0625 - 0,0059 +0,0009 « 2,0575
3-misol. e02 ni 0,0001 aniglikda hisoblang.
Yechish. exfunksiyaning Tevlor formulasiga ko‘ra

0,2 022 0,2" T
+...+—— +.. m baholaymiz:

®_;,02,02
1 2 -
402,02 DI, 026, 02,020, )
4 s el 56
02 02
<22q4+22,(02V, ¢ 00016 1 ;5001
4 5 5] 24} 02
5

Demak, 0,0001 aniqglikda eog—l’ 0I_2 0.2 025«1,2213.
i 2 3
Tenglamalarni yechish

1-misol. ex—ey=xy (1) tenglamani x ga nisbatan yeching (y ni x
ning darajalari bo‘yicha yoyilmasining diistlabki uchta hadini toping).

Yechish. (1) tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifa-
tida aniglaydi. Bu funksiya istalgan tartibli hosilaga ega. Bunda
y ni x orgali aniq ifodalash mumkin emas. Shu sababli yechimni
darajali gator ko‘rinishda izlaymiz.

Bunda ikki usuldan foydalanish mumkin:

a) Noma lum koeffitsientlar metodi.

Ma’lumki,

X7, X"
=\ +2 +2
il 2! n (2}

gator (—r:;+x:) da yaqinlashuvchi. Shunga o'xshash



gator ham (—sg+00™ da yaqginlashuvchi.
(2) va (2" gatorlarni (I) tenglamaga gqo‘yamiz:

y funksiyani

y =a)+a{x +ax2+... +amx" +... (4)

qator ko‘rinishda izlaymiz. (3) tenglamadagi y o‘rniga (4) qatorni
go‘yamiz:

T I\ n
+ an+a x" +... + (an_—l-_aﬁ(_j—_:.)__l_

1 2!

Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsentlarni teng-
lashtiramiz. Avval x° oldidagi, ya’ni ozod hadni topamiz. Bunda

1- 1-(a0+y +-) =0, bundan a0=0.

X ning oldidagi koeffitsientlari!i tenglashtiramiz:

|—a/—a((al+...)=a0’a0=0 ekanligini e’tiborga olib, *-a,=0
yoki a,=l ekanligini topamiz. x2oldidagi koeffitsientlarni teng-
lashtirib, aj=—1, x3 oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib a2=2
ekanligini topamiz. Shunday qilib, y ning taqribiy formulasini
y*X—X2+2x* ni topamiz.

b) Hosiladan foydalanish metodi. Bu metod y funksiyaning O
nuqtadagi hosilalarini ketma-ket topishga asoslangan.

(D tenglamani y ni x ning differensiallanuvchi funksiyasi deb
garab, x bo‘yicha differensiallaymiz:

ex—ey'y'=y+Xxy’ (6)
x=0 da eO—ey(0)'y'(0)=y(0)+0’y'(0), bu yerda y(())=() ekanligini
e’tiborga olsak, y'(0)=1 hosil boMadi. Endi y"(0) ni izlaymiz. Shu
magsadda (6) tenglamani x bo'yicha differensiallaymiz:

ex—ey(y')2—eY " =y'+y'+xy (7)
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(7) da x=0 va y(0)=0, y'(0)=I ekanligini hisobga olib,
y"(0)=-2 ekanligini topamiz. y"(0) ni topish uchun (7) ni diffe-
rensiallaymiz:
ex—ey % ‘3~3ey-y'-y"'—ey '=3y" +xy" (8)
y(0), y fO), y"(0) ning qgiymatlarini hisobga olib y"(0)=12 ekan-
ligini topamiz.
NTHT X X=HU Xk
o il 2! 3

formulaga y'(0), y"(0), y™(0) ni go'yib

V ~ X ——=X2HS- X 5=x —x 2#2x 3
! 3

ni hosil gilamiz. Ravshanki, ikkinchi usulda yechish osondir.
Darajali gatorlar yordamida integrallarni taqgribiy hisoblash

Misol. 0,0001 aniglikda integralni hisoblang.

Yechish. sinx funksiyani uning darajali gatori bilan almashti-
ramiz va hosil boMgan gatorni hadma-had integrallab quyidagiga
erishamiz:

- — + \ox=
3 9
0,125 0,03125

X X
=0, 9= ks
30! 5~5! 18 600

Natijada, ishora navbatlashuvchi qgator hosil boidi. Bunda

<0,0001 bo'lganligi sababli, talab qgilingan aniglikda hi-

soblash uchun bu qgatorning avvalgi ikkita hadi vig'indisi bilan
chegaralanish kifoya.

0.5

shunday gilib, f |, dx~0,5- —m—m-0,4931.
YAy )
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15-bob. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

1-8. Differensial tenglama tushunchasi

Erkli o‘zgaruvchi x, noma’lum funksiya y=y(x) va bu funksi-
ya hosilalarini bogMovchi tenglama differensial tenglama deyiladi.
Bunday tenglama umumiy holda quyidagi ko'rinishda boladi.
F(x,yY,...Y»)=0 (n
@ tenglamada gatnashgan noma’lum funksiya hosilasining
eng yuqgori tartibi differensial tenglamaning tartibi deyiladi.
Agar y=<p(x) funksiya va uning hosilalarini (1) tenglamaga
go‘yilganda uni ayniyatga aylantirsa, ya’ni
F(,ip(x),<p'(X) ,....(p(N)(X))=0
boMsa, y=<p(x) funksiya (1) tenglamaning yechimi deyiladi.
Differensial tenglamaning yechimi cheksiz, ko‘p bo‘ladi. Bar-
cha yechimlarni o‘z ichiga olgan yechim, differensial tenglama-
ning umumiy yechimi deyiladi.
Masalan, ushbu
y"-x=0 )
tenglama ikkinchi tartibli differensial tenglama bolib, uning ye-
chimi

(pix) =6ﬂ(* +X

bo'ladi, chunki
/1 n o1 (\ X
I —vyi+x =-x2n1 (p"{x) = —x~+1 -
u 2 v2 j
bo‘lib,
F'(X) xX=x—x%x=0
boladi.

(2) differensial tenglamaning umumiy yechimi
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f(x) - —xs +ctx+c2

bo‘ladi, bunda c,, c2 ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. (Xususan c,=lI,
c2=0 bo‘lganda umumiy yechimdan yuqoridagi yechim kelib
chiqgadi.)
2-8. Birinchi tartibli differensial tenglamalar
Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy ko‘rinishi
quydagicha
F(x.y,y)=0
bevladi. Agar bu tenglama y' ga nisbatan yechiladigan boMsa, un-
da
y'=f(x.y) (3)
tenglamaga kelamiz. Odatda, (3) tenglama hosilaga nisbatan ye-
chilgan differensial tenglama deyiladi.
Endi (3) tenglamaning xususiy hollarini garaymiz.
V. (.3) tenglamaning o‘ng tomoni fagat X o‘zgaruvchiga teng
bo'lsin:
y '—H(x) (4)
Bu tenglikni integrallab topamiz:

y - j/ {dx) +c (c-0'zgarmas son)

Demak, (4) tenglamaning umumiy yechimi
Y =1 f(dx) +c (5)
bo‘ladi. Misol, ushbu
y '=2x2
tenglama yechilsin.

< Berilgan differensial tenglamaning ycchimini (5) munosa-
batdan foydalanib topamiz:
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2
y =J 2x&x +¢c =—413+C.

2°. (J) tenglamaning o‘ng tomonifaqaty ga bog'lig bo‘lsin:

y-f(y)-
Avvalo,
,_ 0
1} dx

ekanini etiborga olib, so‘ng bu tcnglamada y ni erkli o zgaruvchi,
X ni esa y ning funksiyasi boisin deymiz. Unda

dx _ 1
K~ N N dax /()
bo‘lib, yugoridagi I -holga keladi. Keyingi tenglamaning yechimi
- [—Jd'— dy+c
)

boladi.
Misol. Ushbu

tenglama yechilsin.
< Bu tenglamani quydagicha yozib olamiz.
dx 1
dv —7y2
keyingi tenglikdan esa,
1 dy

dx = ==
1V

bo‘lishi kelib chigadi. Uni integrallab topamiz:

X=\L.x +c=L\y'dw+c=
J7 v2 71"
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1-1

— +Cc=—— bC.
Demak,
AN | 2
Y 7 c-X
Jo. tenglamaning o‘ng tomoni fagat x o'zgaruvchi ham-

da fagat y o‘zgaruvchilar funksiyalarining kopaytmasidan iborat
bo'lsin:
y=f(x)'a(y)
Odatda bu o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama
deyiladi. Uni quydagicha ham yozsa boladi:

~-=1f(x)g(x)
ax

keyingi tenglamaning ikki tomonini dx ga ko'paytirib, so'ngra
g(y) ga bo'lib, ushbu tenglamaga kelamiz:

Uni itegrallab topamiz:

Bu integrallar hisoblanib, so'ng y ni x orqali ifodalab berilgan
tenglamaning yechimiga kelamiz.
1-misol: Ushbu

y '=Xy+x+y+1
tenglama yechilsin.
A Berilgan tenglamaning o‘ng tomonini quydagicha yozib
olamiz:
Xy+X+y+I-x(y+1) + (y+I)—(x+ ) (y+1)
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Demak,

=)y +9)
dx

keying tenglikda,

N =(x +1)dx
v +1

boMishi kelib chigadi. Integrallab topamiz:

-9 = f(x +V)dx+Inc,
Jy+1

Inly+1)= + +lIngc,

2-misol. (1+x)ydx+(1—y)xdy=0 bu o'zgaruvchilari ajraladigan

tenglamadir.
Yechish. O ‘zgaruvchilarni ajratish uchun tenglamaning har bir

hadini xy*0 ga bolamiz

\+x . 1 j . . .
A X g = ld'y =0; Integrallaymiz
X y

Inbl +X+Iny —y= InC,

Xy
n c ~Y~=X * XV=Ce bu tenglamaning umu

miy yechimi.
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3-8. Bir jinsli differensial tenglamalar

Ikki o‘zgaruvchili f(x,y) funksiya uchun ixtiyoriy t da
f(tx,ty)="Ff(x,y)
tenglik bajarilsa, f(x,y) bir jinsli (aniqrog'i, nolinchi tartibli bir
jinsli) funksiya deyiladi.
Agar
y'=f(x.y) (6)
differensial tenglamaning o‘ng tomonidagi f(x,y) bir jinsli
funksiya bo‘lsa, (6) bir jinsli differensial tenglama deyiladi.
Aytaylik, f(x,y) bir jinsli funksiya bo‘lsin:
f(tx,ty)="1(x,y)

Xususan, t=- boMsa,
X

f 1 =f(x.y)
\Y

bo'ladi va (6) tenglama quvdagi ko'rinishga keladi

( V\
v=1f-g]=<pv (7
X) \ x >
(7) tenglamani yechish uchun —-w deb olamiz. Unda

X

y—ux, Yy'=(ux)'=u'x+ux'=u'x+u

boladi. Bularni (7) tenglamaga qolkyib topamiz:
u'x+u=<p(u)

u'x= (p(u)—u
chi

X-—=(p{u)-u
ax

natijada o'zgaruvchilari ajraladigan ushbu
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du dx

cp(u)—u X

tenglamaga kelamiz. Uni integrallab topamiz:

J: (p(u)—u =+t

Incr= M ~
J (p(u)-1l

I\/ﬂi Ushbu differensial tenglama yechilsin:
Yy

X+

< Bu tenglamaning o'ng tomonidagi

X+y
bir jinsli funksiya bo‘ladi, chunki

ftx ty)'= Y ty Y
tx +ty t(x+y) X+y

berilgan tenglamani quydagicha vozib

v y
V/_ y _ x _ X
X+y X+Y i+ Y

S0 ng,
\
— 1t
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deb olamiz u holda,

y=ux, y'—u'x+u
bo'lib, qgaralayotgan tenglama ushbu ko‘rinishga kelishini topa-
miz:

n , " nl
NMX+UN - —— NX —————— m- —
1+un 1+n 1+un
Natijada,
du n" ;. 1+n dx
X— =——, yam -——7-du=—
dx 1+wu 7] X

boMadi. bundan

—Inw =Inx +Inc,
n

——In—=Inx+Inc
y X
x =Yy Incy
bolishi kelib chiqadi. Bu esa berilgan differensial tenglamani
umumiy yechimi bo'ladi.
4-8. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar
Norna’lum funksiya va uning hosilalariga nisbatan chiziqgli

boMgan ushbu

Y'+p(x)y+q(x) =0 (8)
ko'rinishdagi tenglama birinchi tartibli chizigli differensial teng-

lama deyiladi, bunda p(x) va q(x) uzluksiz funksivalar. (8) teng-
lamaning yechimini
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y=n(x) 'v(x)=u =«

ko‘rinishda izlaymiz

y=U"V, y'=(u‘v)=u"'vV+U'Vv'
Unda,
u'-v+u'v'+p(x) =u'vV+q(x)=0 9)
Endi v ni shunday tanlaymizki,
V'+p «v=0
ya’ni
dv
— +p-v =0
dx
d
= =_p(x)dx
v
Inv=-] p{xX)dx
-\p(x)dx
v=e
boMsin.

Bu topilgan v ni (9) tenglamaga qo‘yib, hosil bo‘lgan tengla-
mani yechamiz:

. du I/>(}n
u e Pm g =[], ax — 4e
u=—q(x) e~q hdx+c.
Natijada,

-\g(x)dx ( Jpl)(VlX

vV~uv —e c—rq(x)eJ dx (V

boMadi. Bu berilgan tenglamaning umumiv vechimidir.
Misol. Ushbu
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y'+Xxy-x2=0
tenglama yechilsin.
A Bu tenglamaning yechimini topishda yuqorida keltirilgan
(*) formuladan foydalanamiz. Misolda berilishiga ko‘ra
P(X)=X, q(x)=~x2
boiadi. Demak,

\
-e c+x22—2e2 =c-e 2+x2—2

boiadi. »
5-8. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar
Ushbu

y"+p(x) ¥'+qa(x) -y=f(x) (10)
ko‘rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli chizigli differensial teng-
lama deyiladi, bunda p(x),q(x) va f(x) — uzluksiz funksiyalar.

Agar (10) tenglamada f(x)=0 boMsa,

y"+p(x) ¥'+q(x) -y=0
uni ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli tenglama deyiladi.

Avval chizigli erkli hamda chizigli bogliq funksiyalar tushun-
chasini keltiramiz. y,(x) va y2(x) funksiyalar |a,b] segmentga be-
rilgan bo‘lIsin.

Agar shunday o‘zgarmas a, va a2 sonlar topilsaki, ulardan
hech boMmaganda bittasi noldan fargli bo‘lib,

a/Y/(x) -y2(x)=0
bo'lsa, y,(x) va vx) funksiyalar chizigli bog'liq funksiyalar de-
yiladi.
Agar
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«/ -yl(x)+a2'yY2Ax)=0
tenglik fagat aj=a2=0 bolgandagina o'rinli bo'lsa, y,(xX) va y2x)
funksiyalar chizigli erkli funksiyalar deyiladi.
Masalan,

y,(X)"‘ | , y/X):x
funksiyalar chizigli erkli funksiyalar boladi, chunki
a/ml+a2'x—0
tenglik fagat «,=~=0 bo‘lgandagina bajariladi.
Aytaylik,
y"+p(x) ¥'+q(x) m)y=()
Ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar berilgan
boMsin.
Teorema. Agar y™x) va yOx) funksiyalar tenglamaning chiziqg-
li erkli yechimlari bo'lsa, u holda tenglamaning umumiy yechimi
y(x)=c,'y,(x)+c2-yAx)
bo‘ladi, bunda c,, c2—ixtiyoriy oV.garmas sonlar.
Ikkinchi tartibli
Y"+p(X)y'(x) +a(x)y = fix)
tenglamaning umumiy yechimi haqgida ushbu teorema o'rinli.
Teorema. Ushbu
y" +p(X)y'+a(x)y = fix)
tenglamaning umumiy yechimi shu tenglamaning xususiy yechi-
mi bilan
y"+p(X)y'+q(x)y=0
tenglamaning umumiy yechimi vigMndisiga tcng bo'ladi.
6-8. 0 ‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli
tenglamalar

Ushbu
y"+pv'+qy=0
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koTinishdagi tenglama (bunda, p va q o‘zgarmas sonlar) o‘zgar-
mas koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial
tenglamalar deyiladi.

Tenglamani yechish uchun

y=ekx

deb olamiz, bunda k nolga teng bo'lmagan o‘zgarmas son.

Ravshanki,

y'=ekx =, y" =ekx *k 2
Endi
y=ekx, y'~ken, y"=k2ekx
larni tenglamaga qo'vib
k2 +p.ekx =q
va'ni,
k2+pk+q=0

kvadrat tenglamaga kelamiz.

Ravshanki, k yuqoridagi kvadrat tenglamaning yechimi boMsa,

ekx funksiya differensial tenglamaning yechimi bo'ladi.
Odatda,

k2+pk+q=0
Kvadrat tenglama
y"+py'+qy=0
differensial tenglamaning xarakterislik tenglamasi deyiladi.
Ma’lumki,
k2+pk+q=0

kvadrat tenglamaning ildizlari.

boladi. Bunda quyidagi hollar boMishi mumkin:
1 k, va k2 hagiqiy va bir biriga teng emas: k,~k7
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2) K, va K2 haqiqgiy va bir-biriga teng: k,=k.
3) K, va K, kompleks sonlar: k,=a+ip, k?=a—ip. Har bir holni
alohida-alohida garab chigamiz.
a) Xarakteristik tenglamaning ildizlari hagiqgiy va bir-biriga
teng emas (k~k”). Bu holda
y =ekIx, y 1=ek-x

funksiyalar berilgan tenglamaning xususiy yechimlari bo'lib,
tenglamaning umumiy yechimi
y=c Ix+cEkX
ko‘rinishida bo'ladi, chunki
y'=crktekix+c ,k2ek~x

y" =ck~ekKK+cZXk\eKx

c, Alc1l+c\kln" 4
+p(clkleKx+cXx2xk') +
+q(cekx+cekx) =0
(CNRQ~&KX + pcKY'" +(qclek') +

+(clk~el' x+ pc-,kZk:1+qczkr) =0
yoki
g=< 1(k~ +pk] +q) +
+cekx(k; +pk-, +q) —0
Masalan, ushbu
y"—8y'+15y=0
differensial tenglamani xarakteristik tenglamasi
k2-8x+15=0
!



bo‘lib, yk,=5, k2=3 ildizlarga ega. Demak, berilgan tenglamaning
umumiy yechimi
y=cle5credx
bo'ladi.
b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari hagiqgiy va ular bir-bi-
riga teng (k,=k2.
Bu holda xarakteristik tenglamaning ildizlari,

K=K ="

bo'lib,
2k,=-p
yoki
2k,+p=0
bo'ladi.

Differensial tenglamaning bitta xususiy yechimi
y,=ekix
bo'ladi. Ikkinchi xususiy yechimini
yr—u(x)" Ix
ko'rinishida izlaymiz. Bunda noma’lum u=u(x) funksiyani topish
uchun y"p y"7larni topamiz.
y'  un'ekix+uk{ekix=ekIx(u'+ukj)
y " 7T=ekix(n" +2kju' +k 2,u).
Endi,
y2=ueklx, y\=ekix(u'+ukjJ
y "i=ekix(u"+2klu'+ k21u)
larni
y"+p?+qy=0
tenglamaga qo'yam iz:

342



ek (n" +2k fu '+k2}n) +pekix(u' ~k tu) +quekix]= O
ekI{n”+(2kj+p)n'+(k2,+Ktp+q)uj=0
Kk Xxarakteristik tenglamaning karrali ildizi va 2kl+p=0 boMgani
uchun
ekix=() yokj u"=0
boiishi lozim, uni integrallab topamiz:
u(x)=Ax+B
Xususiy holda, B=0, A=1 deb olsak, u(x)=x boMadi.
Shunday qilib ikkinchi xususiy yechim
y2~x ekXx
ko‘rinishda bo'ladi.
Demak, garalayotgan differensial tenglamaning umumiy ye-
chimi
y —Cj ek, x+clekix=ekix(cj+c”c)
bo‘ladi.
Masalan, ushbu
4k2-12k+9=0

bo‘lib, uning ildizlari kx:k2:i bo‘lgani uchun tenglamaning

umumiy yechimi

y ={c\ +cX)e2

boMadi.

b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo'lib,
k,=a+ip, k2=a-ip bolsin.

Bu holda qaralayotgan differensial tenglamaning xususiy ye-
chimlari

Y —e(ati?,)-X' yr~em~d).x

ko‘rinishda boMadi.

343



Isbotlanadiki, agar haqiqgiy koeffitsentli bir jinsli chizigli teng-
lamaning xususiy yechimlari kompleks sonlardan iborat boMsa,
uning haqiqiy va mavhum gismlari ham shu tenglamaning yechi-
mi bo‘ladi.

Xususiy yechim,

e (a+g)x=eaxCQSp v + jeaxsjn pa,
berlgani uchun,

e~cosfix, eMinfix

lar ham tenglamaning yechimi bo‘ladi. Shunday qilib, garalayot-
gan differensial tenglamaning umumiy yechimi

y=eax(c/ co.v(lv+ Cj sinfix)
bo‘ladi.

Masalan, ushbu
y"—4y'+7y=0

differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi k2—4k+7=0
ning ildizlari

A —2+/0 K, —2—in/3

bo‘lib, differensial tenglamaning umumiy yechimi
y =e2Xc, cos y/3 +c, sin >/3)

bo'ladi.

4. 0 ‘zgarmas koeffitsientli bir jinslimas chizigli tenglamalar.

Ushbu,

y"+py'+aqy=f(x)

ko'rinishdagi differensial tenglama ikkinchi tartibli o‘zgarmas
koeffitsientli chizigli bir jinsli boMmagan differensial tenglama
deyiladi, bunda p, g haqiqgiy sondir.

Bu differensial tenglamaning yechimini f(x) funksiyaning be-
rilishiga garab topamiz.
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r. y"+py'+qy=f(x) tenglamaning o‘ng tomoni ko‘rsatkichli
funksiya bilan ko‘phad ko‘paytmasidan
f(x)=Pm(x)eax
iborat, bunda
P jx)=a0XxT +akT~,+...aT.
Tasdiq. Agar
y"+py'+qy=0
tenglamaning umumiy yechimi v bo‘lib, u=u(x) esa
y"+py*+ay=f(x)
tenglamaning ixtiyoriy xususiy yechimi bo‘lsa, u holda tengla-
maning umumiy yechimi

y=y +u
boiadi.
Bizga bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi
k2+pk+q=0

xarakteristik tenglamaning ildizlari bilan boglab topilishi ma’lum.
Xususiy yechimni esa quyidagi hollarga muvofiq topamiz.

a) a soni k:+pk+q=() xarakteristik tenglamaning ildizi IxVIma-
gan hoi.

Bu holda xususiy yechimni
y~(@a®™ xrakm-,+...+anmeax—Qm(x)eax

ko‘rinishida izlaymiz, bunda Q m(x)—m —darajali ko’phad, u’, u"
larni topamiz:

n—{anxm-,+ajm-—)xm’ —+... _Jeax+
+(a0xT +akT ~,+...+ar) aelix.
u"=[a(m(m-—)xf~2+

+ai(m —J)(m —2)x™~3+...+am J]e (ot
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+lafxnl 1+aj(m—)xm 2+
+...+am l)Jaeoc
+[a0xm~-l +a/fim—)x m2+...+am jleax+

Jr(axmjra pm-,+...+ameaxa 2
u' va u" laming ifodalarini tenglamaga qo‘yib, so‘ng soddalash-
tirish natijasida ushbu

Q"JX +(2a+p)QIx ) +(a2+pa+q)Q Ix) =pjx)
tenglama hosil bo‘ladi, bunda Q"m—(m—2) darajali ko‘phad, Q'm—
(m—I) darajali ko‘phad.

Tenglamaning chap va o‘ng tomonlari m-darajali ko‘phad-
lardan iborat. Bir xil darajali x lar oldidagi koeffitsientlarni bir-bi-
riga tenglab, noma’lum a(),a,,...,amkoeffitsientlarni topamiz.

b) a soni k2+pk+q=0 xarakteristik tenglamaning ildizi boMgan
hoi.

Bu holda xususiy yechimi u=xQni(x)eax ko‘rinishda izlaniladi.

c) a soni xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi boTgan
hoi. Bu holda

u=x2Q Jx)enc

ko'rinishda izlanadi.
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16-bob. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATIST1KA

I-8. Ehtitnollar nazariyasining asosiy
tushunchalari va tasdiglari

. Tasodifiy hodisa tushunchasi.

Tabiatni, texnik jarayonlari kuzatganimizda turli hodisalar
yuz berishini ko'ramiz.

Masalan, Quyoshning chiqishi ba botishi, otilgan o‘gning ni-
shonga tegishi yoki tegmasligi, havo o‘zgarib, yomg‘ir yoki qor
yoglishi, tangani tashlash natijasida ragamli yoki gerbli tamoni
tushishi hodisalari misol bo'ladi.

Umuman aytganda hodisa deganda kuzatish yoki tajriba nati-
jasida kelgan dalil (fakt) tushuniladi.

Odatda, hodisalar ma’lum shartlar (shartlar majmuasi) bajaril-
ganda yoki tajriba (sinov) o'tkazish natijasida sodir bo'ladi.

Masalan, tangani tashlashdan iborat tajribani garaylik. Tan-
ganing u yoki bu tomonini tushishini tola ishonch bilan oldindan
aytib boMmaydi yoki ekilgan chigit urug‘ini unib chiqishini yoki
chigmasligini aytish giyin. Bunga o‘xshash barcha hollarda taj-
ribaning natijasi turli tasodiflarga bogliq deb hisoblanadi va uni
tasodifiy hodisa sifatida garaladi.

Tajriba natijasida (biror shartlar majmuvi bajarilganda) ro'y
bcrish ham, roly bermasligi ham mumkin boTgan hodisa tasodi-
fiy hodisa deyiladi. Masalan, tanga tashlash tajribasida gerbli to-
moni tushishi yoki ragamli tomoni tushishi hodisasi tasodifiy ho-
disa boladi.

Tajriba natijasida albatta ro‘y beradigan hodisa mugarrar ho-
disa deyiladi.

Tajriba natijasida mutlago ro‘y bcrmaydigan hodisa mumkin
bo'Imagan hodisa deyiladi.

Odatda hodisalar bosh harflar bilan belgilanadi. Mugqarrar
hodisa £/harfi, mumkin boMmagan hodisa esa V harll bilan bel-
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gilanadi. Keyinchalik, tasodifiy hodisa deyish o‘rniga hodisa deb
ketaveramiz.

Tajribaning har bir hodisasini ifodalovchi hodisa elementar
hodisa deyiladi.

Masalan, tajriba tangani ikki marta tashlashdan iborat bo‘lsin.
Bu tajribada sodir bo'ladigan elementar hodisalar quyidagicha
bo"ladi.

Agar G —tanganing gerb tomoni tushishi hodisasi, R — tan-
ganing ragam tomoni tushishi hodisasi bo‘lsa, birinchi tajribada
(G),(R), ikkinchi tajribada (G,G), (G,R), (R,G), (R,R) bo‘ladi.
Demak, tajriba natijasida to‘rtta elementar hodisalar yuzaga ke-
ladi.

2\ Hodisalar ustida amallar (Hodisalar algebrasi).

Aytaylik, tajriba natijasida A va R hodisalar sodir boMishi
mumkin deylik.

1-ta’rif. Agar A hodisa sodir boMganda hamma vaqt B hogi-
sa ham sodir bo'lsa, A hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va
AaB kabi yoziladi.

Masalan, kubikni tashlash tajribasida A — ikki ragamli to-
monini tushishi hodisasi, B esa juft ragamli tomonini tushishi
hodisasi bo‘lsa, AczB boladi.

Agar AczB, BciA bolsa, A va B teng kuchli hodisalar deyiladi
va A=B kabi yoziladi.

2-ta’rif. A va B hodisalarning hech boMmaganda bittasining
sodir boMishi natijasida sodir boMadigan C hodisa, A va B hodisa-
larning yig‘indisi deyiladi va

C=A+B
kabi yoziladi.

Huddi shunga o'xshash A A A n hodisalar yig‘indisi ta’rif-
lanadi.

Keltirilgan ta’rifdan A+B=B+A, A+A=A boMishi kelib chigadi.

3-ta’rif. A va B hodisalarning (bir vaqtda) sodir boMishi nati-
jasida sodir bo'ladigan D hodisa A va B hodisalarning ko‘paytma-
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si deyiladi. Uni D=A-B kabi yoziladi. Huddi shunga o‘xshash
Aj,A?,...,An hodisalar ko'paytmasi ta’riflanadi. Bu ta’rifdan
A'B=B'A, A'A-A boMishi kelib chigadi.

4-ta’rif. Agar A hodisaning sodir boMishi B hodisaning ham
sodir boMishini inkor etmasa, A va B birgalikda boMgan hodisa-
lar deyiladi.

Masalan, kubikni bir marta tashlash tajribasida 3 ragamli to-
mon tushishi hodisasi toq ragamli tomonini tushish hodisasi bir-
galikda bo‘lgan hodisalar bo'ladi.

5-ta’rif. Agar A hodisaning sodir boMishi B hodisaning sodir
boMishini inkor etsa, A va B birgalikda boMmagan hodisalar de-
yiladi.

3°. Hodisa ehtimolining ta'rifi.

Tajriba natijasida bir gancha hodisalar (ko'pincha ularni sa-
nash mumkin boMadi) yuzaga keladi. Bunda, ba’zan hodisalar-
ning yuzaga kelishi imkoniyati boshga hodisalarning yuzaga ke-
lishi imkoniyatidan ko‘proq yoki kamroq boMishi mumkin. Uni
xarakterlaydigan miqdorni aniglash hodisa ehtimoli tushunchasi-
ga olib keladi.

Aytaylik, tajriba natijasida bir xil imkoniyat bilan e/te2,....en
hodisalar yuzaga kelgan deylik.

6-ta’rif. Agar

0 ei+e2+..+en=U

2) e—e.=V, (i,j=1,2...,n,i*))
bo'lsa, e,e2....en hodisalar juft-jufti birgalikda boMmagan teng
imkoniyatli hodisalarning toMa gruppasini tashkil etadi deyiladi.

Masalan, kubikni tashlash tajribasida e/ - kubikning 7/
ragamli (i=1,2,3,4,5,6) tomoni tushishi hodisasi deyilsa, unda
ei’e2’e3=»4’e5’e() "ar juft-jufti bilan birgalikda boMmagan hodisa-
larning toMa gruppasini tashkil etadi. Bunda ere”eve4, e teng
imkoniyatli elementar hodisalar.

Ikki A va B hodisalarni qgaraylik.

Agar A hodisaning sodir boMishi o‘z navbatida B hodisani er-
gashtirsa, A hodisa B hodisaning sodir boMishiga qulay ik tug'di-
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ruvchi hodisa deyiladi. Masalan, A hodisa kubikni tashlash taj-
ribasida uning juft ragamli tomonini tushishidan iborat boMsin.
Bunda e2,e4,e6elementar hodisalar A hodisaning sodir bolishiga
qulaylik tug'diradi.
Aytaylik, n ta hodisaning gruppasini tashkil etuvchi
ej,e2,",en
elementar hodisalardan m tasi A hodisaning sodir boMishiga
qulaylik tugldirsin.

m
7-ta'rif. Ushbu Y son A hodisaning ehtimoli deyiladi va P(A)
kabi yoziladi:

P(A) = (M

4 . Kombinatorika elementlari.

Ehtimollar nazariyasiga doir misollarni yechishda quyidagi
kombinatorika elementlaridan foydalaniladi.

1 n ta elementdan k ta dan tuzilgan o‘rinlashtirishlar soni

Akt=n(n~1)(n-2)....[n - (k-1)]

2 n ta elementdan tuzilgan o‘rin almashtirishlar soni
Pn=n!=h2 * 3 birdan n gacha bo‘lgan sonlar ko‘paytmasiga
teng.

3. n ta elementdan k tadan tuzilgan guruhlashlar (kombinat-
siyalar) soni

Ck=A[=n(n-D{n-2)...[n-(k-\)\ n\
n P, 1-2-3..k ~ k\n-k)\

1-misol. Talaba 20 ta savoldan 2 tasiga javob berishi kerak. Bu
ikkita savolni necha xil usulda tanlash mumkin.
Yechish: n=20, k=2 deb olamiz, u holda:
4 =2009 =190
p2 1-2
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Demak, 190 usulda tanlash mumkin ekan.

2-misol. Tekshirishda aniqglandiki, liar 8 ta qorako‘lterisidan
1 donasi nostandart. Tavakkaliga olingan 3 ta qorakol terilarini
barchasini standart boMish ehtimolini toping.

m
Yechish: Ehtimolikning klassik ta’rifi ”M):F dan fov-

. N3 .8-7-6_¢" 6-5_oc
dalanamiz. Bunda fl= N --bo, m-C7-- 7

Demak,

P(A) =— =0,625
56

3-misol. Qutida 7 ta oq, 3 ta gora shar bor. Undan tavakkali-
ga olingan shaming oq boMishi ehtimolini toping.

Yechish: A tavakkaliga olingan shar oq ekanligi hodisasi
boisin. Bu tajriba 10 ta teng imkoniyatli elementar hodisalardan
iborat bo‘lib, ularning 7 tasi A hodisaning roky berishiga qulavlik

7
tugldiradi. Demak, P{A)- — =0,7.
10

4-misol. Telefon ragamini terayotgan abonent oxirgi ikki
ragamni unutib go‘yadi va fagat bu ragamlar turlicha ekanligini
eslab golgan holda ularni tavakkaliga teradi. Kerakli ragamlar
terilgan boMish ehtimolini toping.

Yechish: B —ikkita kerakli ragarn terilgan lik hodisasi boisin.
O'nta ragamni ikkitadan o‘rinlashtirib, A0 =10-9 =90 dona tur-

li ragamlarni terish mumkin. Demak, P(B) =— .
90

5-misol. Qurilma 5 ta elementdan iborat boiib, ularning 2 tasi
eskirgan. Qurilma ishga tushirilganda tasodifiy ravishda 2 ta ele-
ment ulanadi. Ishga tushirishda eskirmagan elementlar ulangan
boMishi ehtimolini toping.



Yechish: Tajribaning barcha mumkin boigan elementar ho-
disalari soni Q2. Ularning ichida C3 tasi eskirmagan elementlar
ulangan boMishi hodisasi (A) uchun qulaylik tug'diradi. Demak,
C2_3=2>3=_ 3

P(A)= =
C2 2ele5 10

2-8. Ehtimollarni go‘shish va ko‘paytirish teoremalari. ToMa
ehtimollik va Bayes formulalari

Faraz qilaylik A va B hodisalar birgalikda boMmasin va ular-
ning ehtimollari P(A) va P(B) berilgan boMsin.

Teorema. Birgalikda boMmagan ikkita A va B hodisadan ixti-
yoriy bittasining ro‘y berish ehtimoli shu hodisalar ehtimollari-
ning yigMndisiga teng.

P(A+B)=P(A)+P(B) M

Natija. Juft-jufti bilan birgalikda boMmagan bir nechta
hodisalardan ixtiyoriy birining ro‘y berish ehtimoli shu hodisalar
ehtimollari yigMndisiga teng.

P(/), +.4,+...+4)=£/u44) (2)
=

Agar bitta tajribada ikkita hodisadan birining roly berishi ik-
kinchisining ro‘y berishini inkor etmasa, bu hodisalar birgalik-
da deyiladi.

Faraz qgilaylik A va B birgalikda boMgan hodisalar boMib, P(A),
P(B) va P(AB) ehtimollar berilgan boMsin. A+B, ya’ni A va B
hodisalardan kamida bittasining ro‘y berish ehtimolini topish
talab etilsin.

Birgalikda boMgan ikkita hodisadan bittasini roly berish eh-
timoli shu hodisalarning ehtimollari yigMndisidan ularning birga-
likda ro'y berish ehtimolini ayrilganiga tengdir:

P(A +B)=P(A)+P(B)-P(A B) 33)
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ToMa gruppa tashkil ctuvchi A,,A, ...,Anhodisalar ehtimollari
yig‘indisi | ga teng.

P(Aj+A2+ ... +AJ=P(U)=1.

Agar A+B=U va AB=V boMsa, u holda A va B hodisalarni
o‘zaro garama-qarshi hodisalar deyiladi.

Agar ikkita hodisadan birining ro‘y berishi ikkinchisining ro‘y
berish yoki ro‘y bermasligiga bogMig bo‘lmasa, bu hodisalar erk-
li hodisalar deyiladi.

Agar ikki hodisadan birining ro‘y berish ehtimoli ikkinchi
hodisaning ro'y berish yoki ro‘v bermasligiga bogMiq boMsa, bu
hodisalar bogMiq deyiladi.

Faraz qgilaylik, A va B birgalikda va erkli hodisalar boMib, ular-
ning P(A) va P(B) ehtimollari berilgan boMsin.

Teorema. Ikkita A va B erkli hodisalarni birgalikda ro‘y berish
ehtimoli shu hodisalar ehtimollari ko‘paytmasiga teng.

P(AB)=P(A)P(B) 4)

Natija. Birgalikda o‘zaro bogMig boMmagan bir nechta
hodisalarning birgalikda ro‘y berish ehtimoli shu hodisalar eh-
timollari ko‘paytmasiga teng. Xususan

P(ABC) =P(A)P(B)P(C) (5)

B hodisaning A hodisa ro‘y bergan degan shartda hisob-
lanadigan ehtimoliga shartli ehtimol deyiladi va u P (B/A) yoki
PA(B) bilan belgilanadi.

Teorema. Ikkita A va B bogMiq hodisalarning birgalikda ro‘y
berish ehtimoli ulardan birining ehtimolini shu hodisa roly
bergan degan farazda hisoblanadigan ikkinchi hodisaning shartli
ehtimoli ko‘paytmasiga teng

P(AB)=P(A)P(B/A) (6)

Xususan 3 ta bogMiq hodisalarni birgalikda ro‘y berish eh-

timollari uchun ushbu formula o‘rinlidir

P(ABC)=P(A)PA(B)PAB(C) (7)
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Birgalikda bogliq bolmagan A,, A2 ...., An hodisalardan

kamida bittasini sodir boMish ehtimoli
P(A)=q,'g2'qy...-qtt

ToYa ehtimolformulasi.

A hodisa to'la gruppa tashkil etuvchi birgalikda boMmagan
B,, BT. Bn hodisalardan biri ro‘y berganda roky bersin, ya’ni
A=AB]-t-AB-,+...+ABn, P(A)=".

Talab qilingan ehtimol quyidagi tola ehtimol formulasi bilan
hisoblanadi

P(A) = P(BI)-PBi(A) + P(B2)-PJn(j4) + ...+

+P(B,)P HA) =""P(RjP(A/Bi) (8)
Ko‘pincha amaliyotda A hodisa ro‘y berganligi shartida B,, B",
Bn hodisalardan birining ro‘y berish ehtimolini topish, ya’ni
P(Bj/A) shartli ehtimollarni topish 2arur bo‘ladi. Bu ehtimollar
uchun quyidagi kurinishdagi Bayes formulasi mavjud P(A)*0O

N PW PJA)
(7= [P S Q)

1-misol. O ‘tkazilgan o‘rik va gilos ko‘chatlarini ko‘karish eh-
timoli mos ravishda 0,8 va 0,6 ga teng bo'lsa,

a) shulardan hech boMmaganda bittasini ko‘karish ehtimoli
topi Ein;

b) ikkalasini ham ko‘karish ehtimoli topilsin.

Yechish: a) P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB) kurinishdagi for-
muladan foydalanamiz. Bunda

P(A)=0,8; P(B)=0.6, P(AB)=P(A)P(B)=(),8'0,6—0,48,

U holda P(A+B)=0,8+0,6-0,48-0,92

b) P(AB)=P(A)P(B) formuladan P(AB)=0,8-0,6=0,48

2-misol. Paxta zavodiga birinchi fermer xo'jaligi 50%, ikkinchi
fermer xojaligi 20°0, uchinchi fermer xo'jaligi 30% mahsulot bera-

354



di. Undan birinchi former xofjaligi mahsulotining 70%, ikkinchi
fermer xo'jaligining 85%, uchinchi former xo'jaligining 95% bi-
rinchi nav boMsa, tavakkaliga tekshirish uchun olingan tolaning
birinchi nav boMish ehtimolini toping.

Yechish. 1 —olingan tolani birinchi nav boMish hodisasi, Bp
BT, Bn, - mos ravishda birinchi, ikkinchi va uchinchi former
xo'jaligini paxta tolasi boMish hodisalari boMsin.

Masala shartiga asosan PCB~0.6; P(BT1)=0.2; P(B?)=0.3 va
shartli ehtimollari

P(A/B,=().7, P(A/B2)=0.85;
P(A/B3)—0.95
ToMa ehtimol formulasiga asosan talab qilingan ehtimol
P(A)=P(BI)P(A/BI)+P(B2P(A/B2D +
+P(B,)P(A/B3—0.5'0.7+0.2-0.85+0.30.95=

=0.36+0.17+0.285=0.805

3-misol. Sexda bir necha stanok ishlaydi. Smona davomida bit-
ta stanokni ta’mirlash talab ctilishi ehtimoli 0,2 ga teng, ikkita
stanokni ta’mirlash talab oti lishi ehtimoli 0,13 ga teng. Smona da-
vomida ikkitadan orlig stanokni ta’mirlash talab oti lishi ehtimo-
li esa 0,07 ga teng. Smona davomida stanoklarni ta’mirlash talab
etilishi ehtimolini toping.

Yechish: Quyidagi hodisalarni garaymiz.

A={smena davomida bitta stanokni ta’mirlash talab etiladi}:

B={smena davomida ikkita stanokni ta’mirlash talab otiladi};

C={smena davomida ikkitadan ortiq stanokni ta’mirlash ta-
lab otiladi}.

A, B va C hodisalar o‘zaro birgalikda omas. Bizni qgiziqtiradi-
gan hodisa:

A+B+C - smona davomida hech boMmaganda bitta stanokni
ta’mirlash zarur boMishi hodisasining ehtimolini topamiz:

P(A+B+C)=P(B)+P(B) +P(C)=0,2+0,13+0,0 7=0,4.



4-misol. Yashikda 10 ta qizil va 6 ta kokk shar bor. Tavakkali-
ga 2 ta shar olinadi. Olingan ikkala shaming bir xil rangli boiish
ehtimolini toping.

Yechish: A — hodisa olingan ikkala shar qizil boiishi, B —
hodisa esa olingan ikkala sharnng ko‘k boiishi hodisasi boisin.
Ko'rinib turibdiki, A va B hodisalar birgalikda boimagan hodi-
salar. Demak, P(A+B)=P(A) +P(B).

A hodisaning ro‘y berishiga C,® ta elementar hodisa imkoni-

vat tug'diradi. B hodisaning ro‘y berishiga esa ta elementar
hodisa imkoniyat tug'diradi. Umumiy ro‘y berishi mumkin

boigan elementar hodisalar soni esa C{6 ga teng. U holda

c2+C2 1
P(A+B)=— m6 =-,
C 2

5-misol. Ikki ovchi bo‘riga garata bittadan o'q uzishdi. Bi-
rinchi ovchining boTiga tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisini-
ki esa 0,8 ga teng. Hech boimaganda bitta o‘gning bo'riga tegi-
shi ehtimolini toping.

Yechish: A - birinchi ovchining olgni bolriga tekkizishi ho-
disasi, B — ikkinchi ovchining o‘gni bo"riga tekkizishi hodisasi
boisin. Koi ininb turibdiki, A va B hodisalar birgalikda boigan,
ammo bir-biriga bogiiq boimagan hodisalar. U holda

P(A+B)=P(A)+P(B)~P(A B)=0,94.

6-misol. Tanga va kubik bir vaqtda tashlangan. «Gerb» tu-
shishi va «3» ochko tushishi hodisalarining birgalikda roly beri-
shi ehtimolini toping.

Yechish: A —tanganing «gerb» tomoni tushishi hodisasi, B —
kubik tashlanganda «3» ochkoning tushishi hodisasi boisin. A va
B hodisalar bogiiq boimagan hodisalar. Demak,

P(AB)= P(J1)P(B) =~ .
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7-misol. Sexda 7 ta erkak va 3 ta ayol ishchi ishlaydi. Tabel
ragamlari bo‘vicha tavakkaliga 3 kishi ajratildi. Barcha ajratib
olingan ishchilarning erkaklar boMishi ehtimolini toping.

Yechish: Hodisalarni quyidagicha belgilaymiz:

A —birinchi ajratilgan ishchining erkak kishi boMishi hodisasi;

B — ikkinchi ajratilgan ishchining erkak kishi boMishi hodi-
sasi;

C - uchinchi ajratilgan ishchining erkak kishi boMishi ho-
disasi.

Birinchi ajratilgan ishchining erkak kishi boMishi hodisasining
ehtimoli: P(A)=0,7.

Birinchi ajratilgan ishchining erkak kishi boMishi shartida ik-
kinchi ishchining erkak kishi boMishi ehtimoli, ya’ni B hodisa-

2
ning shartli ehtimoli: P4B) =—.

Oldin ajratib olinganlarning ikkalasi erkak kishi boMishi shar-
ti ostida uchinchi ajratilgan ishchining ham erkak kishi boMishi

ehtimoli, ya’ni C hodisaning shartli ehtimoli: )4 C) =-. Ajratib

o

olingan ishchilarning hammasi erkak kishilar boMishi ehtimoli:

P(ABC) =—
>4
8-misol. Ko‘prik yakson boMishi uchun bitta aviatsiya bombasi-
ning kelib tushishi kifoya. Agar ko'prikka tushish ehtimollari mos
ravishda 0,3; 0,4; 0,6; 0,7 ga teng boMgan 4 ta bomba tashlangan
boMsa, u holda kolprikning yakson boMish ehtimolini toping.
Yeshish: Demak, kamida bitta bombaning ko‘prikka tushishi,
uni yakson boMishi uchun yetarli (A hodisa). U holda izlanayot-
gan ehtimollik

P(A)=1~q,q:93g4=0,95.

9-misol. Birinchi qutida 2 ta oq , 6 ta gora, ikkinchi qutida esa
4 ta oq, 2 ta qora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga 2 ta shar
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olib, ikkinchi qutiga solindi, shundan keyin ikkinchi qutidan ta-
vakkaliga bitta shar olindi:

a) olingan shaming oq boMishi;

b) ikkinchi qutidan olingan shar oq boMib chiqdi.

Birinchi qutidan olib ikkinchi qutiga solingan 2 ta shar oq
shar bo'lishi ehtimolini toping.

Yechish: a) quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

A — ikkinchi gutidan olingan shar oq; B, —birinchi qutidan
ikkinchi qutiga 2 ta og shar solingan; B~— birinchi qutidan ik-
kinchi qutiga 2 ta turli rangdagi sharlar solingan; B3~ birinchi
qutidan ikkinchi qutiga 2 ta qora shar solingan. BpB-,, B3~ ho-
disalarning toMa guruhini tashkil etadi. Tola ehtimollik for-
mulasidan foydalanish uchun bu hodisalarning ro'y berish ehti-
molliklarini va A hodisaning B”~B”, B; shartlar bilan ro'y berish
ehtimollarini hisoblab chgamiz:

c2 1 cc1 12 c1L 15
CR 28 Q 28 c; 28

M<-4)=7"; ~(-4) =", pbM ) =\-

9
U holda: P(A) =—.
16

b) P \B,) ehtimollikni Bayes formulasidan foydalanib topamiz:

3-8. BogMig boMmagan tajribalar ketma-ketligi. Bernulli
formulasi. Muavr-Laplasning lokal va integral teoremalari.
Puasson formulasi

BogMiqg boMmagan (erkli) tajribalar ketma-ketligi o'tkazilavot-
gan boMib, tajribaning har birida A hodisa yoki A rof/ bersin.
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Har bir tajribada A hodisaning ro'y berish ehtimoli olzgarmas
P(A)=p ga, uning ro‘y bermaslik ehtimoli
P(A) =\- P{A) =\- p =q boisin. n ta erkli tajribalar ketma-ket-
ligida A hodisaning k marta ro‘y berishi ehtimoli Pn(k) Bernulli
formulasi bilan hisoblanadi

PAK) =Ckpkqg-k ()

Bu yerda k=0, 1, 2, .., n,
N kK.=v2:.,k, ol=1

Muavr-Laplasning lokal va integral teoremalari, Puasson for-

mulasi.
a) Muavr-Laplasning lokal teoremasi. n ta erkli tajribada A

hodisaning k marta ro‘y berish Pnk) ehtimolini yuqoridagi shart
np >10 bajarilganda tagriban quyidagi formula bilan hisoblani-
shi mumkin

Pn(k)~-jL="(p{x) )
yinpq
K-np
Bu yerda x - i— hCu-
yinpq \[2n

(p{x) funksiya juft funksiya boMib, uning giymatlari (0<x<4)
maxsus jadvaldan olinadi (ilovadagi 1-jadval).

b) Muavr-Laplasning integral teoremasi.

Agar har bir tajribada A hodisaning ro‘v berish ehtimoli
o‘zgarmas va p ga (O<p<1) teng boMsa, u holda n ta erkli tajribada
A hodisaning kamida k, marta va ko'pi bilan ks marta ro‘y berish
ehtimoli P [k|<k<k-¥» n katta boMib, np>10 boMganda tagriban
quyidagi formula bilan hisoblanishi mumkin

Pn(kl<k<kd"F(x3~F(x} (4)
Bu yerda
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Laplas funksiyasi F(—x)=—F(x) toq funksiya, giymatlari maxsus
jadvaldan olinadi (2-jadval, O<x<5). Agar x>5 boMsa, F(x)"0.5 deb
olish mumkin.

c) Puasson formulasi.

Tajnbalardagi n-ta erkli sinash seriyasining har birida A
hodisaning roly berish ehtimoli juda kichik, sinashlar soni n katta
va A=np=const<10 bo‘lsa, u holda n ta erkli sinashda A hodisani
K marta ro'y berish ehtimoli Pnkk) uchun quyidagi tagribiy for-
mula o rinli bo‘ladi:

Pn(k)* (lke~x/k! (5)

Bu verda k=(), 1, 2,... .

Ehtimoli (5) ifoda bilan aniglanadigan tasodifiy hodisa
Puasson gonuni bilan tagsimlangan deyiladi.

1-misol. Har bir chigitni unib chigish ehtimoli 0.9 teng bo'lsa,
4 ta ekilgan cliigitdan aniq 3 tasini unib chigish P4(3) ehtimol-
ni toping.

Yechish. Masala shartiga asosan n=4, k=3, P((J1) )=p=0.9,

P(A)=qg=I1—=0.1. Talab gilingan ehtimollik Bernulli formulasiga
asosan quyidagicha bo'ladi:
P/3)=C/(0.9y(0.1)=0.729. 0.1=24/6 0.0729=0.2916

2-misol. Agarda biror o'simlik urug'ining 80% i unib
chigadigan boMsa, ekilgan 300 dona urug‘dan unib chigganlar
soni a) 240 dona, b) 220 dan 260 ta oraligda bo‘lish ehtimol-
liklarini toping.

Yechish. Masala shartiga ko'ra 11=300, har bir urug‘ni unib
chigish ehtimoli r=0.8, chigmaslik ehtimoli g=0.2 ga teng.

a) k=240, talab qilingan P 100240)="?

Bernulli formulasi bilan P.(Q240)=(0,8)2400,2)& ehtimollikni
anig hisoblash juda giyin. Umuman n ni giymati katta boMganda



Bernulli formulasidan foydalanish giyinlashadi. Bunday hollarda,
ya’ni n-katta boiib, har bir sinashda hodisaning ro'y berish eh-
timoli o‘zgarmas, ya’ni np=>10 bo'lsa, u holda n ta erkli sinashda
A hodisaning k marta ro‘y berish ehtimoli Pnk) ni tagriban (2)
Muavr-Laplas formulasi (lokal teoremasi) yordamida hisoblash
mumkin. Bunda, agar x>4 bolsa, <p(X)<0.0001 bo'ladi.
Qaralayotgan misolda n=300, k=240, p=0.8, q=0.2 boMgan-

ligidan

k-np _ 240-300 0,8 _ 240—240_o

yfiipg  7300-0,8-0,2 748

talab gilingan ehtimol

TR0V 0

llovadagi 1-jadvaldan </>(0)=0.3989 topsak,

/~ (240) =— 0,3989 =0,0576
3

ekanligi kelib chigadi.

b) Bu holda n=300, p=0.8, q=0.2, k,=220, k2=260,
P30m(220<k<260)=? ehtimol ni hisoblashda Muavr-Laplasning (4)
ko'rinishdagi integral teoremasidan foydalanish mumkin.

Qayd etilgan misolda

r, kx-np _ 220-300-0,8 _ 220-240 _
npqg %/300M0,8<0,2 748

r2_K-np _ 220-300 0,8 _ 260-240 _ O yn
yfipg  7300-0,8-0,2 748

bo'lganligi uchun talab gilingan ehtimol (4) formulaga asosan:
p30<)(220<k<260)~F(2.89)~F(~2.89)=F(2.89) +F(2.89) =2 F(2.89)
llovadagi 2 -jadvaldan P(2.89)=0.4980 topamiz, u holda
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PYQ220<k<260bl 0.4980=0.996 boladi.

Demak, 300 ta ekilgan chigitdan unib chigqganlari soni (220;
260) oralig‘ida boiishi gariyb mugarrar hodisa ekan.

3-misol. Bitta o‘q uzilganda nishonga tegish ehtimoli 0,8 ga
teng. 100 ta o‘q uzilganda rosa 75 ta o‘gning nishonga tegish eh-
timolini toping.

Yechish: n=100; k=75; p=0,8; q=0,2. U holda,

vV W

1-ilovadagi jadvaldan <—1,25)=0,1826. Demak,
Ploo(75)=0,04565.

4-misol. Agar biror hodisaning ro‘y berish ehtimoli 0,4 ga teng
boMsa, bu hodisaning 100 ta tajribada:

a) rosa 50 marta ro‘y berish ehtimolini;

b) kami bilan 30 marta, ko‘pi bilan 45 marta roly berish ehti-
molini toping.

Yechish: a) shartga ko‘ra: n=100; p=0,4; q=0,6. Tajribalar so-
ni n katta boMganligi uchun, masalani lokal teoremaga ko‘ra ye-
chamiz:

X =ILZAE. =2,04, <p(2,04)=0,0498.
J>T4
Muavr-Laplasning lokal formulasidan foydalanib, izlanayot-
gan ehtimol ni topamiz:
P 100( 50)=0,0102.
b) Laplasning integral teoremasini qoMlaymiz. n=100; k,=30;
k2=45; p=0,4 va q=0,6. U holda

Xi=~ £ =204, x2= ~ =102
yinpq sinpq

d(x) ning qiymatlar jadvalidan: & (—2,04)=—0,4793,
®(1,02)=0,3461.
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Topilganlarni formulaga go‘vib, talab qilingan ehtimollikni
topamiz.
PA/30;45)=0,8254.
5-misol. A hodisaning 900 ta bogligmas tajribaning har birida
ro‘y berish ehtimoli p=0,8 ga teng. A hodisa 750 marta ro‘y be-
rish ehtimolini toping.
Yechish: n=900; k=750; p=0,8; q=0,2. U holda

Jadvaldan ~(2,5)=0,0175. P |@q750)=0,00146.
4-8. Tasodifiy miqdorlar va ularning turlari

Tasodifiy miqdor tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy
tushunchalaridan biridir.

Ta’rif. Tasodifiy migdor deb, avvaldan ganday giymat gabul
qilishi noma’lum boMgan va tasodifga bog‘lig holda sinov nati-
jasida gabul gilishi mumkin boMgan qgiymatlaridan bitta va fagat
bittasini gabul giluvchi migdorga aytiladi.

Tasodifiy migdorlar uch xil boMib, ulardan diskret va uzluksiz
hoiini o‘rganamiz.

Diskret tasodifiy miqgdor deb, ayrim sanogli qgiymatlarni
ma lum ehtimollar bilan gabul giluvchi migdorga aytiladi. Diskret
tasodifiy miqdorning qgabul qilishi mumkin boMgati giymatlari
soni chekli voki cheksiz bo'lishi mumkin.

Uzluksiz tasodifiy migdor deb, chekli yoki cheksiz oraligdagi
barcha giymatlarni gabul qgilishi mumkin IxVlgan miqdorga ay-
tiladi. Tasodiliy migdorlarga misollar keltiramiz.

1-misol. 100 ta ekilgan chigitdan olnib chigganlari soni tasodi-
fiy miqgdor bolib u, 0, 1 2, 3, ..., 100 giymatlardan birini gabul
giladi. Bu diskret tasodifly migdor misol bo'ladi.

2-misol. Qishloq xojalik ekinlarini vegetatsiva davrida o'sish
jarayoni tasodifiy migdordir.
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2-misolda keltirilgan tasodifiy migdor uzluksiz tasodilly mig-
dorga misol bo‘la oladi.

Odatda tasodilly miqgdorlarni X, U, Z,... bosh harflar bilan,
ularning mumkin bo‘lgan giymatlarini tegishli x, u, z kichik
harflar bilan belgilanadi.

Tasodifiy miqdorni toMa xarakterlash uchun uning qabul qgilish
mumkin bolgan giymatlari va bu giymatlarni ganday ehtimol-
liklar bilan gabul gilishni bilish lozimdir. X tasodifiy migdorning
X. giymatini gabul qilishi ehtimolini r. orqgali belgilaymiz, ya’ni
P(X=xi)=pi, (i=I, 2,..)

Diskret tasodifiy migdorning tagsimot qonuni deb, uni gabul
qgilishi mumkin bo‘lgan giymatlari bilan shu giymatlarni qabul
qgilish ehtimolliklari jadvaliga aytiladi.

Xi X1 X2 Xn

Pi Pi P: Pn

Bu yerda x, , x2..., xn X diskret tasodifiy migdorni qgabul
qgiladigan qgiymatlar i, p,+p2+....+pn=I.

Diskret tagsimot funksiyaga tipik misol sifatida Binominal,
Puassonva Geometrik tagsimotlarni keltirish mumkin.

3-misol. Talabaning yozma ish variantidagi savollarning har
biriga javob berishi ehtimoli 0,7 ga teng. Yozma ish variantida-
gi 4 ta savolga bergan javoblari sonining tagsimot gonunini tu-
zing.

Yechish: X tasodifiy migdor orqali talabaning javoblari sonini
belgilasak, uning gabul qiladigan qgiymatlari xf=0, x2=I, x3~2f
x4=3, x-=4 dan iborat bo'ladi. n=4, p=0,7; q =0,3 ekanligidan, X
ning yuqoridagi giymatlarni gabul gilish ehtimollari Bernulli for-
mulasi orgali topi ladi:

pf—P40)=0,0081; p2=P41)=0,0756; p;=P42)=0,2646;

p4=P43)=0,116; p5=P/4)=0,401
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U holda X tasodifiy miqdorning tagsimot qonuni quyidagicha
boMadi:
X 0 1 2 3 4
P 0,00csl 0,0756 0,2646 04116 0,2401

4-misol. Qurilma hir-biridan erkli ishlaydigan uchta element-
dan iborat. Har bir elementning bitta tajribada ishdan chiqishi
ehtimoli 01 ga teng. Bitta tajribada ishdan chiggan elementlar
soni ning tagsimot qonunini tuzing.

Yechish: X diskret tasodifiy miqdor orgali bitta tajribada ish-
dan chiggan elementlar sonini Xj=0, x?=1, x 1=2, x4=3 orqali bel-
gilavmiz. Bundan tashgari n=3, p=0,l, g=0,9 ekanligini hisobga

olsak, uholda P,(k) =Chpkg" k formulaga asosan p}=Pf0 )=0,729;

p2=P3(1)=0,243; p3=P32)=0,027; p4=P/3)=0,001.
U holda, tagsimot gonuni quyidagi kolrinishga ega bo'ladi:
X 0 1 2 3
P 0,729 0,243 0,027 0,001

Diskret tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalarini hisoblash va
nlaming xossalari

Bizga ma’lumki, tasodifiy miqdor o‘zining tagsimot gonuni
bilan to‘la aniglanadi.

Tasodihy migdorning muhim sonli xarakteristikalariga
matematik kutilish, dispersiya va o'rtacha kvadratik chetlanish-
lar kiradi.

a) Diskret tasodifiy miqdorning matematik kutilishi.

Ta’rif. Tasodifiy migdorning o'rtacha giymatiga matematik
kutilish deb ataladi.

X diskret tasodifiy miqdorning matematik kutilishi M (X) deb,
uning barcha mumkin boMgan qiymatlarini mos ehtimollariga
ko‘paytmalari yig‘indisiga aytiladi.

M (X )=mP] +V,p,+... +XnPn =Y ,X,P, (n



Matematik kutilishning xossalari.

1) O‘zgarmas miqdorning matematik  kutilishi  shu
o‘zgarmasning o‘ziga teng M(C)=C.

2) 0 ‘zgarmas ko'paytuvchini matematik kutilish belgisidan
tashqariga chigarib yozish mumkin

M (cX)=cM (X)

3). Ikkita erkli X va U tasodifiy miqdorlar ko‘paytmasining
matematik kutilishi ularning matematik kutilishlari ko'payt-
masiga teng.

M (XU)=M (X) M (U)

4) Ikkiga tasodifiy migdor yig'indisining matematik kutilishi

qo'shiluvchilarining matematik kutilishlari yigindisiga teng.
M(X+U)=M(X)+M (U)

b) Diskret tasodifiy migdorning dispersiyasi.

Amalivotda ko'pincha tasodifiy migdorning mumkin boMgan
giymatlarini uning o‘rtacha qiymati (matematik kutilishi) atrofida
joylashish targogligini baholash talab gilinadi. Masalan, nishonga
otilgan O‘glarning nishon atrofiga ganchalik yaqin tushishini bi-
lish muhimdir.

Diskret tasodifiy migdorning dispersiyasi deb, (X-M (X))2mig-
dorning matematik kutilishiga aytiladi va u D (X) bilan belgilana-
di,

D (X)=M(X-M (X))2=MX2- (M (X))2,
bu yerda

M X2="YjxfPi ~ X\P\ +xiPi +”"'+KPn

Dispersiyaning xossalari.
1 C o'zgarmas migdorning dispersiyasi nolga teng, ya’ni
D(C)=0, D(C)=M(C-M(C))2=0
2. X tasodifiy migdor boMib, C 0‘zgarmas son boMsa, u holda
D(CX)=C2D(X) boladi.
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3 Ikkita erkli X va Y tasodifiy miqdorlar yigMndisining dis-

persiyasi bu miqdorlar dispersiyalarining yigMndisiga teng.
D(X+Y)=D(X)+D(Y)
Diskret tasodifiy migdorning o‘rtacha kvadratik chetlanish
deb, dispersiyadan olingan kvadrat ildizga aytiladi va bilan
belgilanadi.

a(xX) =W 10

1-misol. 0 ‘yin kubogi (soqgasi) bir marta tashlandi. Chiggan
ochkolar sonini tagsimot gonunini tuzing. X-o0"yin kubogi bir
marta tashlaganda tushadigan ochkolar soni boMsin. Uni qabul
gilishi mumkin boMgan 1, 2, ..., 6 giymatlari boMib, ular teng eh-
timol lidir, ya’'ni

P(X =i)=\I6 i=16

natijada X tasodifiy miqgdorining tagsimot gonuni quyidagicha
boMadi:

X 1 1 2 J) 4 5 6

p 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

2-misol. Tangani ikki marta tashlashdan iborat tajriba
oMkazilmoqda. X gerbli tomon tushishlar sonining tagsimot go-
nuni topilsin.

Yechish: Tangani tashlaganda u yoki bu tomonini tushishi
teng ehtimolli boMib, r=q=I/2 ga teng boMadi. X gerbli tomon
tushishlari soni (Bernulli formulasiga ko'ra) mos ravishda ushbu
ehtimolliklarga ega boMadi:

PO=P(X=0)=C2 (1/2)° (1/2)2~°=1/4;
PI=P(X=1)=C3l (1/2)' (I/2)2-'=2 1/4=1/2
P2=P(X=2)=C22(1/2)2(1/2)2~2= 1/4=1/4

demak, izlanayotgan tagsimot Binomial tagsimotga ega boMadi.

X 0 1 7

p 1/4 172 1/4

367



5-8. Uzluksiz tasodifiy miqdor. Tasodifiy migdorning tagsimot
funksiyasi va uning xossalari. Sonli xarakteristikalari

Biz yuqorida o‘rgangan diskret tasodifiy miqdor chekli yoki
sanogli qiyrnatlar qgabul qiladi. Agar tasodifiy miqdor biror
oraligdagi barcha giymatlarni gabul qgilsa, uni tagsimot gonunini
diskret holdagidek jadval shaklda yozib boMmaydi.

Biz ixtiyoriy (diskret yoki uzluksiz) tasodifiy miqgdor uchun
o‘rinli bo'lgan tagsimot funksiya tushunchasini o‘rganamiz.

Faraz qilaylik A hodisa A={X<x}={-x><X<x} bo'lsin. Ravshan-
ki, A hodisaning ehtimoli x ning funksiyasidan iborat boMadi.

Ta’rif. Har bir x giymat uchun X tasodifiy migdorning x dan
kichik giymat gabul gilish ehtimolini aniglovchi F(x) funksiyaga
X tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi yoki tagsimotning in-
tegral funksiyasi deyiladi,

F(X)=P(X<Xx) 1)

Ta'rif. Agar X tasodifiy migdor tagsimotining integral funksi-
yasi F(x) uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, u holda X tasodifiy
miqdor uzluksiz tasodifiy migdor deyiladi.

Masalan, X diskret tasodifiy miqdor quyidagi tagsimot bilan

berilgan.
X 2 -1 0 1 2
p 01 02 0,2 04 01

Uning tagsimot funksiyasini toping.

Yechish: Tagsimot funksiya ta’rifidan  foydalanamiz:
F(x)=P(X<x). Har holatni alohida-alohida kolrib chigamiz:

x<~2 bo'lsin, u holda X<x hodisa mumkin boMmagan hodi-
sa boMadi, ya’ni F(x)=0. —2<x<~\ bo'lsin, u holda F(x)=P(X<x)\

—Kx<0 boMsin, u holda F(x)=P(X<0)=0,1+0,2=0,3;

O<x<l bo'lsin, u holda F(x)=P(X<I)=0,1+0,2+0,2=0,5;

Kx<2 bo'lsin, u holda F(x)=P(X<2)=0,1+0,2+0,2+0,4=0,9.

x>2 bolsin, uholda f(x)=P(X<2+r)=0,1+0,2+0,2+0,4+0,1=1.

Shunday qilib, F(x) tagsimot funksiyaning analitik ifodasini
quyidagi ko'rinishda yozamiz:

368



0, agarx<-2,

0,1 agar 2 <x<—],

0,3, agar -1 <x <Q
F(x) =

0,5 agar 0<x<2,

0.9, agar 1<.r<2,

1, agar x>2.

Tagsimot integral funksiyasining xossalari

1 Tagsimot funksiyaning giymatlari [0,1] kesmaga tegish lidir
O<F(x)<I

2. F(x) kamaymaydigan funksiyadir, ya’ni agar xj<x7 boMsa, u
holda

F(x9<F(x,)

3. Tagsimot funksiya chapdan uzluksiz bo‘lib, X tasodifiy miqg-
dorning (a; b) intervalga tegishli giymatni gabul gilish ehtimoli
integral funksiyaning shu integrvaldagi orttirmasiga teng

P(a<X<b)=F(b)~F(a) (2)

Xususan, X uzluksiz tasodifiy migdorning tayin bitta giymat
gabul qgilish ehtimoli nolga teng P(X=x[)=0

4. Agar uzluksiz tasodifiy migdorning gabul qgiladigan qiy-
matlari (—ec, +oc) bo'lsa, u holda quyidagi limitlar o'rinlidir:

lim F(x) =0, IlimF(x)=1

Ta’rif. Tagsimot funksiyaning f(x) zichlik funksiyasi deb, in-
tegral funksiyadan olingan birinchi tartibli f(x)=F'(x) hosilaga
aytiladi.

Uzluksiz tagsimot funksiyaga misol sifatida ko‘p goMlaniladigan
tekis tagsimot, kolrsatkichli tagsimot va normal tagsimot funksi-
yalarni koTsatish mumkin.

Masalan, X uzluksiz tasodifiy miqdorning
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o} agar X <o,
F(x) - sin2m, agar I)<x’<%’
] agar x >£.
4
tagsimot funksiyasi berilgan, f(x) zichlik funksiyani toping.

Yechish: Zichlik funksiya tagsimot funksiyadan olingan
rinchi tartibli hosilaga teng. U holda

0, agar x <0,

K

J (x) = 2cos 2y, agar 0<jC<Z,
K
o) agar X >—.
4

Zichlik funksiyaning xossalari:

bi-

1. Zichlik funksiya manfiy emas f(x)=0, zichlik funksiyadan

(-oc;+oc) gacha olingan xosmas interval 1 ta teng:

2) Ixtiyoriy xe[a; b] uchun P(a<x ™ b) =j f{x)d x
£

Zichlik funksiyaning ehtimoliy ma’nosi X tasodifiy miq-
dorning (X; x+Ax) oraligga tegishli giymat qgabul qilish ehtimo-
li tagriban x nuqtadagi ehtimol zichligini x interval uzunligini

ko‘paytmasiga teng.
Uzluksiz tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalari.

X uzluksiz tasodifiy migqdorning mumkin boMgan giymatlari
|lab] kesmaga tegishli boMsa, bu tasodifiy migdorni matematik

kutilishi quyidagi formula bilan hisoblanadi.

370



h
A/(1)= \xf(x)dx (1

a

X uzluksiz tasodifiy migdor dispersiyasini hisoblash formulasi
n
D(X) =\[x-M (X)f f(x)dx (2)

0 ‘rtacha kvadratik chetlanishi:
cr{x) =D (X) (3)

Eslatma. Dispersiyani ushbu formula bilan ham hisoblash
mumkin: D (X)=MX2-{M(X)|2 bu yerda
b
M (X 2) =\xZX(x)d x

a

Normal tagsimot va uning tadbiqlari.

Qishlog xofaligi, tibbiyot va boshga sohalarga doir amaliy
masalalarni yechishda keng qgoMlaniladigan muhim tagsimot
funksiyalardan biri normal tagsimotdir.

Normal tagsimlangan tasodifiy migdorning tagsimotni dif-
ferensial funksiyasi quyidagi formula bilan aniglanadi:

1 (x-ay
f(X)= f— C " I
(X) o \I2u (M

Bu yerda —x<a<+x, ()<*<+x, a va a — parametrga ega: a
- normal tagsimotning matematik kutilishi, ya’ni M(X)=a, a -
normal tagsimotning oitacha kvadratik chetlanishi.

Standart normal tagsimotni differensial funksiyasi a=0 va a=I
parametrli boladi
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Normal tagsimlangan tasodifiy migdorning (0, X) intervalga
tushish ehtimoli

1 -
O(x) =—f= \e 2dz (3)
y/2n o
(3) Laplas funksiyasini giymatlari jadvali tuzilgan.

Agar X tasodifiy migdor normal tagsimlangan boMib, uning
matematik kutilishi M(X)=a olrtacha kvadratik chetlanishi bo‘lsa,

shu tasodifiy migdorning cr =,J~D(x) oraligda yotuvchi giymat
gabul qilish ehtimoli quyidagi formula bilan topiladi:
P-a

P{a <x<P\ =0 -0
o ; @)

Bu yerda F(x) Laplas funksiyasi.

Yuqoridagi (1) tenglamadan foydalanib normal tagsimlangan
X tasodifiy migdorning matematik kutilishini a dan farqi 5 mus-
bat sondan absolyut giymat bo‘yicha kichik boMish ehtimoli

N r<s >
a6 =20 (5)

i
a, b parametrli normal tagsimlangan tasodifiy miqdorni
tagsimotni zichlik funksiyasini quyidagicha geometrik izohlash
mumkin.
1-misoi. X tasodifiy miqgdor ushbu tagsimot funksiyaga ega
bo‘lsin

0, x<-|
F(x)= Jk+-, -1<X<2

3 3

1, X>2

Sinash natijasida X tasodifiy miqgdor (0,1) intervalda yotgan
giymat qgabul gilish ehtimolini toping.

372



Yechish. Uzluksiz tasodifiy migdorni (a; b) oraligda yotuvchi

giymat gabul qgilish ehtimoli (2) formulaga asosan
P(O<X<1)=F(1)—F(0) =2/3-1/3=1/3

2-misol. Tovuqchilik fermasidan joMiatilayotgan tuxumlarning
o‘rtacha og‘irligi (a) 60 g va o'rtacha kvadratik chetlanishi (a)
5g ga teng. Tuxum ogMrligini X normal tagsimlangan tasodifiy
miqdor deb garab jo‘natilayotgan tuxumlar ichida ogMrliklari 1)
50 grammdan 70 grammgacha boMgan tuxumlar gancha foizni
tashkil qilishini; 2) tasodifiy olingan tuxum ogMrligini uning
o‘rtacha ogMrligidan absolyut giymat bo'yicha 5 g dan oshmaslik
ehtimolini hamda 3) og‘irligi 70 grammdan ortiq boMgan tuxum-
lar foizni toping.

Yechish. X tasodifiy olingan tuxum ogMrligi boMsin, masala
shartiga asosan a=M(X)=60g =yjD(x) =5g 1) a=50, (3=70
topish kerak P{50<x<70}=?

Tasodifiy migdor X-normal tagsimlanganligidan yugoridagi
(1) formulaga asosan talab qgilingan ehtimol:
TO L8 50-60 ~

5] 5)

Bu yerda F(x) toq funksiya boMganligidan, F(-x)=-F(x).
llovadagi 2-jadvaldan, Laplas funksiyasining giymatini topamiz:

F(2)=0.4772,

u holda P{50<x<70}=F(2)+F(2)=2F(2)=2*0.4772=0.9544

Demak, joMiatilayotgan tuxumlar ichida ogMrliklari 50 gramm-
dan to 70 grammgacha boMganlari umumiy tuxumlarning 95%
dan ortigrogMni tashkil qgilar ekan.

2) a=60, 5=5, a=5 g talab gilingan P{|x—60|<50}=?

Bu ehtimolini yuqoridagi (2) formula yordamida topamiz:

P{\x~60\<5}—2F(5/5)=2F(1)=
2-jadvaldan F(l)=0.3413 ekanligidan

=2'0.3412=0.6826
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3) Masala shartiga asosan a=70 va talab qilingan P{70<x}=?
Ehtimol /#£70<r} =/70<*<’0} =(h(00)-p"22_"|=0,5-0(2) =

2-jadvaldan qiymati F(x)=0.5, F(2)=0.4772, u holda talab
gilingan ehtimol
=0.5-0.4772=0.0228.

Demak, og‘irligi 70 grammdan Kkatta bolgan tuxumlar jami
fermadan jo'natilgan tuxumlarning 2% ni tashkil gilarekan.

6-8. Katta sonlar gonuni

Biz o'tgan mavzularda tasodifiy miqdor, ularning turlari,
tagsimot qonunlari, sonli xarakteristikalarni hisoblash, shuning-
dek muhim amaliy ahamiyatga ega bo‘lgan normal tagsimot tu-
shunchalarini o'rgandik.

Ma’lumki alohida tajriba (sinov) natijasida tasodifiy miqgdorni
ganday qgiymatni gabul qilishini oldindan aytib boMmaydi. Bun-
dan katta sondagi tasodifiy migdorlar yig4ndisini ganday giymat
gabul qilishini bilish mumkin emasdek ko‘rinadi. Baholanki,
ma’lum shartlar bajarilganda yetarli katta sondagi tasodifiy mi-
qdorlar yig'indisi tasodifiylik xususiyatini yo‘gotib, ma’lum qo-
nuniyatga ega boMadi. Bu shartlar katta sonlar gqonuni deb nom-
lanuvchi teoremalarda o‘z ifodasini topgan.

Chebishev tengsizligi

Chekli dispersiyaga ega bolgan X tasodifiy miqdorning
matematik kutilishidan chetlanishining absolvut giymatini mus-
bat e sonidan kichik bo'lish ehtimoli

P(IX-M(X)|<e)>1-D(X)/e2 dan kichik boMmaydi.

Teorema. Agar X,, %5, ..., Xn juft-jufti bilan erkli tasodifiy miqg-
dorlar bolib, ularni dispersiyalari D(Xj)<C<oc tekis chegaralangan
boMsa, u holda



hodisaning ehtimoli 1ga intiladi, ya’'ni
1 n 1 n
lim P( <f)=1
»,1

Katta sonlar gonunidan chekli dispersiyaga ega boMgan tasodi-
fiy miqgdorlarni o'rta arifmetik qgiymati yetarli katta n uchun
qariyb o‘zgarmas boMishi kelib chigadi, ya’ni o‘zini tasodifiylik
Xususiyatini yo‘gotadi.

Markaziy limit teorema

Bizga X,, x2, xn o0'zaro bogMig boMmagan tasodifiy mig-
dorlar ketma-ketligi berilgan boMsin. Shu tasodifiy migdorlarni
SrEXi+x2+-+xn yigMndisini garaymiz.

X,,X2, xn tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi chekli

M (x k) =ak, D(xk) =crl (k =1.2,—)

matematik kutilish va dispersiyalarga ega boMsin.

MS n=Me, +Mx2+... +Mxn=ax+a2+... +an=An
DS =Dy, +Dx2+...+Dxn=07 +cr; +...+Ccr =B;
Qanday shartda quyidagi yigMndi

+ £ (X,-a,)=b I A-
B t! B,

normal tagsimotga yaqinlashadi?

Lyapunov teoremasi. Agar o‘zaro bogMiq boMmagan X p X 2,...,Xn
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun shunday cr=0 musbat son
mavjud boMib, n— da quyidagi shart bajarilsa

in7 I =<
%
u holda barcha x uchun markaziy limit teorema o'rinli boMadi

im P (~(Sn-An<x) = \e "At=00,(v)
Bn 2n i
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Xususan agar X,, X,..... X' no‘zaro bogiiq boimagan tasodifiy
miqgdorlar ketma-ketligi bir xil tagsimotga ega bolsa chekli dis-
persiyaga ega boigan

MXk=a, DXk=%j, MS =na, DSn=nu2
bu tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun markaziy limit
teorema o‘rinli boladi.

Ehtimollar nazariyasi tadqiqotlaridan ma’lumki, bir-biridan
katta farq gilmaydigan tasodifiy miqdorlar yiglndisi yanada
umumiy shartda ham normal tagsimotga ega boladi.

Maiumki, qishloq xo'jalik ekinlari yetarli katta maydonlarda
ekilib, ular gariyb bir xil sharoitda etishtiriladi, ya’ni galinliklari
bir xil, agrotexnik ishlovlar, parvarish gilish barcha maydon uchun
bir vagtda amalga oshiriladi. Shu sababli, o‘rganilayotgan bel-
gini masalan, bir xil sharoitda yetishtirilgan g‘o‘zalarning uzun-
liklari, shoxlar soni, ko‘saklar soni, ochilgan chanoqglar soni va
boshgalarni ehtimollar nazariyasini markaziy limit teoremasiga
asosan normal tagsimlangan tasodifiy miqdor deb garashimiz
mumkin.

I-misol. Norma bo‘yicha 1 ga yerga 45 kg tuksiz chigit ekili-
shi kerak. Aslida 1ga mavdonga ketadigan chigit migdori tasodi-
fiy migdor boiib, uni o'rtacha kvadratik chetlanishi 5 kg bolsa,
xojalikni 100 ga yeriga 97% li kafolat bilan ketadigan chigit mig-
dorini toping?

Yechish. X: tasodifiy migdor bilan i ga yerga ketadigan chigit
miqgdorini belgilaymiz, masala shartiga asosan seyalka (nazariy)
har bir ga yerga 45 kg dan chigit tashlashi lozim, ya’ni ular barcha
maydon uchun bir xil tagsimlangan:

M (X i) =45kg, a =y/Dix) =5kg (/=1,100)
Agar X bilan 100 ga yerga ketadigan chigit migdorini belgilasak,
m
X —X{+X2+...+Xm =Y ,X, bo'ladi.

i=1
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Bu ycrda X,, X7, X o‘zaro bogMiq boMmagan bir xil
tagsimlangan tasodifiy miqdorlardir. Ehtimollar nazariyasini
markaziy limit teoremasi shartlari bajariladi, demak X taqgriban
normal tagsimlangan tasodifiy miqdor deb garalishi mumkin, uni

too
M(X) =Y L X,)=10045=A5LIb =4,5n
bl

40)
D(X)~ Y D(Xi) =00-52=100 25 = 2500
y=

o‘rtacha kvadratik chetlanishi
ct= 50kg=0.05t
P bilan 100 ga yerni kamida 97% ga yetadigan chigit migdorini
belgilaymiz. Masala shartiga asosan P{X<p}=0.97 n=100 yetarli
katta boMganligidan X-tasodifiy migdorni N(4.5;0.05) parametrli
normal tagsimlangan tasodifiy migdor deb hisoblaymiz. Normal
tagsimlangan X-N(a;a) migdorni (a; p) oraligda yotuvchi giymat
gabul qilish ehtimoli formulasidan
P{a <X<$}=F(($~a)/a)~F((a~a)/o0) 4)
foydalanamiz:
P{vo<X<p}=F(($-4.5)/0.05)+F(c*)=0.97bo“\g'dnl\gi&dn
F((p —45)/0.05) +F(oc) =0,97
Bu yerda F(X) giymatlari jadvallashtirilgan Laplas funksiyasi,
F(+00)=0.5; F(({\~4.5)7/0.05)=0.47

Normal tagsimot funksiya jadvalidan foydalanib, F(1.88)=0.47

boMganligidan (p—4.5)/0.05=1.88 boMadi.
P=4.5+0.05x1.88=4.594t=4594 kg.

Demak, 100 ga maydonni kamida 97% ga, ya’'’ni kamida 97 ga
yerga yetadigan chigit miqdori 4594 kg ekan.

Tukli yoki tuksiz chigitni 1ga maydonga ekish normasi ma’lum

boMganda: — MS" =1,88 (97% li kafolat bilan)
M ’
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p=MSn+l,88 DSn=na+l,88 "Jna formuladan foydalanib, xoja-

likka ekish uchun avvaldan, gancha migdorda chigit urug'ini

buyurtma berish lozimligini aniglash mumkin. Bu yerda
MSF—TAﬁna,l DSn= nv=B|-|

n—ami paxta ekiladigan yer maydoni, a=I ga maydonga norma

bo'yicha ekiladigan chigit miqdori (kg), a — o‘rta kvadratik

chetlanishi.

7-8. Matematik statistika eiementlari. Asosiy tushunchalar.
Statistik tagsimot va uni geometrik izohlash

Bir jinsli obyektlar to‘plamini uning sifat yoki son belgisiga
ko'ra o'rganish talab etilgan boMsin. Masalan, fermerni yetishtirgan
paxta hosilini sifat belgisi uning navi, tola chiqishi, tolani uzunli-
gi bo‘lsa, son belgisi uning hajmi, hosildorligi boMadi.

Matematik statistikaning birinchi vazifasi statistik ma’lumotlarni
to‘plash va gruppalash usulini ko‘rsatish boisa, uning ikkinchi
vazifasi — statistik ma’lumotlarni tahlil gilish metodlarini ishlab
chigish ular asosida ilmiy xulosalar chigarishdan iboratdir.

1-ta’rif. Tahlil qilish uchun ajratilgan bir jinsli obyektlar
to‘plami bosh to'p/am deyiladi.

Masalan, xofjalikni 1000 ga maydonda etishtirgan paxta-
si, Toshkent shahrida ta’lim olayotgan talabalar to‘plamlari bosh
uvplamga misol bo'ladi.

Bosh to'plamni o‘rganishda unga tegishli barcha obyektlarni
(ularni soni katta bo'lsa) tekshirish igtisodiy vajismonan mumkin
bolmaydi. Bunday hollarda bosh to'plamdan ma’lum bir gism
eiementlari ajratib olinib tekshiriladi.

2-ta’rif. Bosh tofplamdan tahlil gilish uchun tasodifiy ravish-
da tanlab olingan ma’lum bir elementlar to'plamiga tanlanma
to'plam deyiladi.

Xo'jalikni barcha 1000 ga yer maydonida etishtirgan paxtasi
bosh toplam, undan tahlil gilish uchun ajratilib olingan 100 tup
g'o'za tanlanma to'p/am bo'ladi.



Tanlanma to‘plamning hajmi deb shu to'plamdagi barcha
obyektlar soniga aytiladi. Masalan 10000 tup g‘o‘zadan tahlil
qilish uchun 70 dona g‘o‘za tanlab olingan. Bu misolda bosh
to‘plamni hajmi N=10000, tanlanmaning hajmi n=70.

Bosh to‘plamdan tanlanma to‘plamni shunday ajratish lozim-
ki unda bosh to‘plamning muhim, xarakterli xususiyatlari toMiq
saglasin. Bunday tanlanmani reprezentativ tanlanma to'plam
deyiladi. Aks holda barcha o‘tkazilgan statistik tadqgiqotlar no-
to‘g‘ri xulosalarga olib kelishi mumkin.

Ta’rif. Variatsion gatorning variantlari va ularga mos abso-
lyut chastotalari yoki nisbiy chastotalari ro‘yxatiga tanlanmaning
statistik tagsimoti deyiladi

xi X1 Xt x k

n, nl n. nk

Wl w1 W w k
K K

Bu yerda —n — tanlamaning hajmi, X, W, =1.
y=1 y=1

Bu statistik tagsimotni  poligon chizigMni chizamiz.
Chastotalar poligoni deb, (x,; n,), (% n2), ..., (xk; nk nuqtalarni
tutashtiruvchi sinig chizigga aytiladi. Poligonni yasash uchun
abssissalar o“giga x( variantlarni, ordinatalar o'giga esa, mos n(
chastotalarini go‘yib chiqiladi. SoMigra (xk; nK nuqtalarni to‘gki
chizig kesmalari bilan tutashtirib chiqiladi. Hosil boMgan grafik
chastotalar poligoni deyiladi.

Agar o'rganilayotgan belgi uzluksiz o‘zgaruvchan variantadan
iborat boMsa, yoki diskret boMib gabul giladigan giymatlar soni
ko'p (n>30) va ular har xil boMsa, unday holda statistik tagsimot-
ning interval 1 variatsion gatorini tuzish magsadga muvofiq boMa-
di.

Bosh to‘plamni intervalli statistik tagsimot sifatida tah-
lil gilishda tanlanma to‘plamning quyidagi Sterdjess formulasi
yordamida K ta intervallarga boMib o*rganish mumkin:
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k=1+3,322 /g n 2
Interval uzunligi

h=(Xm,x- Xm J/k <3>

formuladan topiladi. Bu yerda xmex—xmnjn variatsiya qulochi de-
yiladi, K interval sifatida fxmin+(k—)h; xmjn+kh) interval olinadi.

Xususan k=l boMganda birinchi interval §qi,; Xm*+h) bo‘ladi.

Xnmae xmin mos ravishda variatsion gatorning eng katta va eng
kichik giymatlarini bildiradi. Albatta intervallarni shunday olish
kerakki, har bir variant fagat bitta intervalga kirsin.

Uzluksiz o‘zgaruvchan variantdan iborat bo‘lgan tanlanma
to‘plamning intervalli statistik tagsimoti quyidagicha bo'ladi:

- Nisbiy
. . . Intervalga tegishli
Variant interval lari . . . chastota
variantlar soni (chastotasi)
wj=n/n
Ixmin; XxmMm+-h> ni W.
IXm,,,+h: Xmm+2h> Nn w,
IXmin~k-0Oh; Xmin+kh) n k Wk
K K
Bu yerda 4. .=«  Wt=L1
>=1 i=l
Intervalli variatsion qatorlarni gistogrammasini chizish.

Chastotalar gistogramrnasi deb, asoslari h uzunlikdagi intervallar,
balandliklari esa njh nisbatlarga (chastota zichligi) teng bolgan
to‘g‘ri  to‘rtburchaklardan iborat pog‘onaviy flguraga aytiladi.
Chastotalar gistogrammasini yasash uchun abssissalar o'giga h
uzunlikdagi gismiy intervallar, ularning ustiga esa n/h masofada
abssissalar o‘giga parallel kesmalar o'tkaziladi, i gismi to'g'ri to'rt-
burchakning yuzi hnj/h=ni ga, ya’ni intervaldagi variantalarning
chastotalari yig'indisiga teng; chastotalar gistogramrnasining yu-
zi barcha chastotalar yig'indisiga, ya’ni tanlanma hajmiga teng.
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Nugqtaviy statistik baholar. Statistik tagsimotning sonii xarak-
teristikalariga, tanlanma o‘rtacha qiymat, tanlanma dispersiya,
tanlanma o'rtacha kvadratik chetlanish, moda, mediana va variat-
siya koeffitsientlari, boshlang‘ich va markaziy empirik momentlar
kiradi.

1) Tanlanma o'rtacha qiymatlarni hisoblash. Tanlanma o‘rtacha
giymati deb, tanlanma tcVplam belgisining o‘rtacha arifmetik

giymatiga aytiladi va XT bilan belgilanadi. (Bu ehtimollar

nazariyasida o'rganilgan matematik kutilishning statistik baho-
sidir.)
Tanlanma o‘rtacha giymat quyidagi formula bilan hisoblanadi

n = n

Bu yerda n,+n2+...+nk=n tanlanmani hajmi.

Agar tagsimotning intervalli variatsion qatori berilgan boMsa,
u holda tanlanma o‘rtacha giymatini hisoblashda X, sifatida i chi
intervalning o‘rtacha qiymati olinadi.

2) Tanlanma dispersiya. Tanlanma oMtacha giymat statistik
tagsimot liagida toMa ma’lumot bermaydi. Tagsimotlari har xil,
ammo bir xil matematik kutilishga ega boMgan tasodifiy miqg-

dorlar mavjud. Amaliyotda tanlanma gqiymatlarini XT atrofida

joylashish tarqoqligini bilish lozim boMadi.
Tanlanma dispersiya DT, X belgining kuzatiladigan qiv-

matlarini ularning — xt o‘rtacha qgiymatidan chetlanishi

kvadratlarining o'rtacha arifmetik giymatiga teng.

Agar n hajmli tanlanmaning barcha x,, x2 .., xk giymatlari
mos ravishda n,, n2, nk chastotalarga ega boMsa, u holda tan-
lanma dispersiya quyidagi formula bilan topiladi:

2)
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Vugoridagi tanlanma dispersiyani hisoblash formulasini qu-
yidagicha yozish mumkin:

Or=7-p]2 (3)

Bu yerda x2=(xfn{+x*n2+... +x]nk)

Bu formuladan variantlarning qiymatlari kichik sonlar
boMganda foydalanish qulay.

st =;_r1x ('vi_-V)3'V
tuzatilgan tanlanma dispersiya deyiladi, bu siljimagan asosli statis-
tik baho boMadi. DT va ST2 orasida ST2=n/(n-1)DT bogManish
mavjud. agar n tanlanmani hajmi katta boMsa ular bir-birlaridan
kam farqg qiladi.
3) Tanlanma o'rtacha kvadratik chetlanish. Tanlanma o'rtacha
kvadratik chetlanish deb, tanlanma dispersiyasidan chigarilgan
kvadrat ildizgaaytiladi va 6T bilan belgilanadi:

Y ~yrHDr 4)

4) Eng katta chastotaga esa bo'lgan variantaning giymatiga Mn
moda deyiladi.

5) Statistik tagsimotni teng ikkiga bo'/adigan variantaning qiy-
matiga mediana deyiladi:

44 n~2k+1 bo'lsa

Me =

—(xk +xkH), n- 2k bo'lsa n

6) Variatsiya koeffitsienti. Turli tanlanmalarni giymatlarini
o rtacha qiymati atrofida joylashish targogligini taggoslashda
variatsiya koelfitsientidan foydalaniladi. Variatsiya koeffitsienti



Intervalli statistik baho

O ‘tgan mavzuda bitta son giymat bilan aniglanuvchi nuqgtaviy
statistik baholarni o‘rgandik. Agar tanlanmani hajmi kichik boMsa
nugtaviy bahoni aniqligi kamayadi. Noma’lum parametrga ikkala
tomondan yaqinlashuvchi statistik baholarni qurishni o'rganamiz.

Interval baho deb, ikkita son — intervalning uchlari bilan
aniglanadigan statistik bahoga aytiladi.

Faraz qilaylik tanlanma ma’lumotlar bo'yicha topilgan Or*
baho O noma’lum parametrning statistik bahosi boMsin. Pavshan-
ki, qurilgan baho tanlanmani funktsiyasidan iborat boMadi.

0 ning Gt baho bo‘yicha ishonchliligi deb, |0O*—O|<5 teng-
sizlikni bajarilish ehtimoli P ga aytiladi. Ishonchlilik y bilan
belgilanadi va 0,95; 0,99; 0,90 giymatlardan birini gabul qilishi
mumkin.

Bunday hoi gishlog xofaligida ko‘p uchraydi. Masalan, paxtani
biror navi bo'yicha ilmiy tajirbalar 3—5 yil oMkazilib shu asosida
uni o‘rtacha hosildorligi, sifati va boshga koTsatkichlari bo‘yicha
xulosalar chiqgariladi.

Normal tagsimotning noTa Yut parametrlari uchun intervalli
statistik baho qurish

Muhim vazifalaridan biri gishlog xo‘jalik ma’lumotlarini statis-
tik tahlil qilish asosida kelgusi yillar uchun hosildorlikni ma’lum
bir kafolat bilan bashorat qilishdir. Albatta kafolatli xulosani ay-
tish uchun oYganilayotgan X son belgini tagsimot gonuni ma’lum
boMishi kerak.

Qishloqg xo'jalik ekinlari yetarli katta maydonlarda ekilib, ular
qgariyib bir xil sharoitda yetishtiriladi, ya’ni qalinliklari bir xil,
agrotexnik ishlov, parvarish gilish barcha maydon uchun bir vaqt-
da amalga oshiriladi. Shu sababli, o‘rganilayotgan X - son belgi-
ni ehtimollar nazariyasini markaziy limit teoremasiga asosan
normal taqgsimlangan tasodifiy miqdor deb qgarashimiz mum-
kin, masalan, ma’lum bir maydonda bir xil sharoitda etishtirilgan
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g‘o‘zalarni uzunliklari, har biridagi shoxlar, ko‘saklar, ochilgan
chanoglar soni normal tagsimotga ega boMadi deb garash mum-
kin. Umuman bir-biridan katta farg gilmaydigan 30 dan ortiq
tasodifiy migdorlarning o‘rta arifmetigi taqriban normal tagsim-
langan boMadi. Bu muhim xulosa ehtimollar nazariyasining
markaziy limit teoremasining natijasidir. Bu tasdigdan barcha il-
miy tajriba natijalarini tahlil gilishda fovdalanamiz.

Normal tagsimotni noma’lum parametrlariga intervalli statistik
baho qurish

Bosh to‘plamning X son belgisi normal tagsimlangan boMsin.
adabiyotlarda M(x)=a, < ="-D(X) parametrli normal tagsim-

langan X tasodifiy miqgdor gisqgacha X~N(a; a) deb yoziladi. Odat-
da ma’lum va noma’lum hollar ayrim-ayrim tahlil gilinadi. Am-
mo amaliy masalalarni yechishda normal tagsimotning ikkala
parametri a va noma’lum boMadi. Shu sababli biz fagat ikkala
parametr ham noma’lum holni o‘rganamiz.

1) Faraz qilaylik o'rganilayotgan bosh to‘plamning X son belgi
si normal tagsimlangan va uni matematik kutilishi a va o'rtacha
kvadratik chetlanish a noma’lum boMsin. Normal tagsimotning
noma’lum matematik kutilish a ga y kafolat bilan intervalli baho
qurish talab etiladi.

Styudent (Cosset) o noma’lum boMganda, noma’lum matema-
tik kutilish a uchun y kafolat (ishonchlilik) bilan ishonchlilik
intervalini quyidagi munosabat orgali qurish mumkinligini is-
botlagan:

ST S
r—k—7m=; Xr+ t—r (|)
T
Bu yerda t =t(n, y) ni giymati berilgan n va y lar bo‘yicha
Styudent tagsimot jadvalidan olinadi.
2) Normal tagsimotning noma’lum o'rtacha kvadratik
chetlanish a uchun intervalli baho qurish. Normal tagsimotning



noma’lum o‘rtacha kvadratik chetlanish a-ni tuzatilgan o'rtacha

kvadrat chetlanish S orqali baholash talab qilinadi.
Isbotlanganki, c-ga berilgan y kafolat (ishonchlilik) bilan

qoplaydigan intervalli baliosi quyidagi munosabatlar yordamida

quriladi:
1) g<I| boiganda St(l—q)<a<St(I+q) )
2) g=| bo‘lgandaO<a<SI(I+q) ©)

8-8. Eng kichik ahamiyatli farg va uni qgishloq xofjalik
masalalarini yechishga go'llanilishi

Faraz qilaylik X, U o‘zaro erkli, normal tagsimlangan son
belgilar bo‘lsin. Hajmlari mos ravishda n va m bo‘lgan tanlanma
to‘plamlar olib, ularni o'rta giymatlarini X T, UT, hisoblaymiz va

kuzatilgan tanlanma dispersiyalarini hisoblaymiz. d=XT-YT

tanlanma o‘rta giymatlarni farqi qachon ahamiyatli yoki ahami-
yatsiz bo‘lishligini quyidagicha tekshirish mumkin.

D(d) =d (x ~€Yt) =d(Tt)+d (yt) =s+s2

bundan o'rtacha giymatlar fargini o'rtacha kvadratik chetlanishi
(xatosi)

Y t=29ts/ga, FT=32ts/ga, S; =14 "g=2

Natijada d tasodifiy migdor uchun intervalli baho d+t sd
(d—tysd; d+t ,sd) boMadi.

1) Agar d<twd bo'lsa, HOM XT=MY T=Md=0 gipotezani rad
etishga asos yo‘q.

2) Agar d>tysd bo‘lsa, H() gipoteza rad etiladi.

Tasodifiy chetlanishni limitik chegaraviy giymatiga eng kichik
ahamiyatli farq deyiladi va NCP bilan belgilanadi.

NCP= t sdgiymat orgali aniglanadi. Bu yerda tv=t(n+m—2; 0.05)
ni giymati Styudent tagsimoti jadvalidan topiladi (4-jadval).

1) Agar d>NCP boMsa =s\h gipoteza rad etiladi.
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2) Agar d<NCP bo'lsa N() gipotezani rad etishga asos yo‘q de
yiladi.

NCP dan intervalli baho qurishda va statistik gipotezalarni
tekshirishda foydalaniladi.

Bosh to'plamlarni o‘rta giymatlari orasidagi farq uchun in-
tervalli baho (d—NCP; d+NCP) munosabat yordamida quriladi.

Misol.

Y~-T=29s!ga, YT =32s/ga, SX=14 S; =2

=7°N8 ~0,88/ =n+m-2 =5+4-2 =7,

/=n+m-2=5+4-2=7

Styudent tagsimoti jadvalidan t(7; 0.05)=2,37. Bu masalaning
yanada chuqurroq tahlil gilishga keyingi Styudent Kkriteriyasi
mavzusida to‘xtalamiz.

Bosh to'plamni o'rta qiymatlari orasidagi farq uchun intervalli
bahosi d+tysd munosabatdan 3+1,85. Demak ishonchlilik interva-
li (1,15; 4,85), NCP=1,85= tsd

Bizni misolda d=3>NCP=I1,85 boiganligi uchun N( gipoteza
rad etiladi, ya’ni ikki nav paxtani olrtacha hosildorliklari har xil
bo‘lib, ularni fargi ahamiyatli ekan.

Zaruriy tanlanma hajmini aniglash

Faraz gilaylik 800 ga mavdonga kuzgi bug‘doy ekilgan. Qancha
yer maydonida kuzatishlar olib borilganda haqiqiy hosildorlikni
0,8 ts/ga dan oshmaydigan xatoda 0,954 ehtimol bilan baholash
mumkin. Agar boshlang‘ich kuzatishlarda uni o'rtacha kvadratik
chetlanishi 3,6 s/ga teng boisa.

Yechish. N=800 ga bosh to‘plam, a=3,6 ts/ga, sx=0,8 ts/ga,
p=0.954 t(n;y)=2 bo‘lganligidan, qaytarilmaydigan tanlanma
uchun zaruriy tanlanma hajmi quyidagi formula bilan topiladi
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zV/V 22-3,62-800

2,2 2\r a — i ~ : — 74
at +s-N 2' -3,6 +0,8" -800

74 ga ekanligi kelib chigadi. Demak 800 ga maydondagi
bug‘doy hosildorligini 0,954 ehtimol bilan baholash uchun 74 ga
maydonda kuzatishlar olib borish kerak ekan.

Agar 74 ga =74000 m2 ekanligini e’tiborga olsak pagonniy
metr hisobida gancha zaruriy tanlanma olinishi kerakligi kelib
chigadi. Bunda takroriy tanlanma uchun

fraz 22-362 0L
n=——=-———]—=81

£2 0,8

X
8l ga maydonda kuzatishlar olib borilishi kerakligi kelib chigadi.

Statistik gipotezalarni tekshirish. Normal tagsimlangan bosh
to'plamlarning o‘rta giymatlarini taqgoslash. Styudent kriteriyasi

Bir jinsli obyektlar to'plamining son yoki sifat belgisi tasodifiy
migdor bo‘lib, ma’lum tagsimot qonunga ega bo'ladi. Ko'pincha
amaliyotda belgining ganday tagsimot qonunga egaligi noma’lum
bo‘lib, uning biror ko‘rinishga egaligi hagida taxmin olg‘a surila-
di. Yoki tagsimot qonuni ma’lum, uning parametrlari noma’lum
boMib, ularning tayin giymatlari hagidagi taxminlarni tekshirish
talab qgilinadi.

Noma’lum taqgsimotning ko‘rinishi yoki ma’lum tagsimot-
ning parametrlari haqgidagi gipotezaga statistik gipoteza deyiladi.
Masalan, quyidagi gipotezalar statistik gipotezaga boMadi:

1) bosh to‘plam Puasson tagsimotiga ega;

2) ikkita normal UVplamning o‘rta giymatlari o‘zaro teng.

Olg‘a surilgan gipoteza nolinchi (asosiy) gipoteza deyiladi va
NQbilan belgilanadi. Nolinchi gipotezaga zid boMgan gipotezani
(konkurent) alternativ gipoteza deyiladi va u N, bilan belgilanadi.

Faqgat bitta taxminni o'z ichiga olgan statistik gipotezaga od-
diy statistik gipoteza deyiladi. Masalan, N(:a=3 ga, ya’ni normal
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tagsimotning matematik kutilishi 3 ga teng (a-ma’lum) degan
taxmin oddiy gipotezadir.

Murakkab gipoteza, chekli yoki cheksiz sondagi oddiy
gipotezalardan iborat boMadi. Masalan, NOa*3 (cr-noma’lum)
gipoteza murakkab statistik gipotezadir.

Olg‘a surilgan gipotezani to'g'ri yoki noto'g'riligini tekshirish
natijasida quyidagi ikki turdagi xatolikga yo'l go'yilishi mumkin:

Birinchi tur xatolik shundan iboratki, bunda to'g'ri gipoteza
rad gilinadi;

Ikkinchi tur xato - bunda noto‘g‘ri gipoteza gabul qilinadi.

Birinchi tur xatolikga yo‘l qo'yilish ehtimoli a bilan belgilana-
di va u giymatdorlik darajasi deyiladi. Ko'pincha a sifatida 0,05
yoki 0,01 olinadi.

Statistik kriteriy deb, nolinchi gipotezani tekshirish uchun xiz-
mat giladigan K tasodifiy migdorga aytiladi. Statistik gipotezalarni
tekshirishni eng muqobil usullarini yaratish matematik statistika
fanini asosiy vazifalaridan biridir.

Styndent Kkriteriyasi

Tajriba natijalari asosida ikki nav paxtadan qaysi biri-
ning hosildorligi yuqori ekanligini yetarli kafolat bilan aniqglab
berish muhim amaliy ham iqtisodiy ahamiyatga ega bo'lgan
masalalardan biridir. Bu savolga Styudent kriteriyasi yordamida
javob topiladi.

Faraz qilaylik, o'rganilayotgan, X va Y bosh to'plamlar normal
tagsimlangan boisin. Ma’lumki, normal tagsimot matematik ku-
tilishi a va o‘rtacha kvadratik chetlanishi a orgali to'lig aniglana-
di. Shu sababli, umumiy holda a — ma’lum va a — noma’lum
hollar o'rganiladi. Aslida har ikkala parametrlar a va a noma’lum
hoi ko'p uchraydi.

X va Y bosh to'plamlar normal tagsimlangan boMib, ularni ik-
kala parametrlari ham noma’lum boMsin. Shu bosh to'plamlardan
hajiinlari n va m ga teng boMgan tanlanma to'plamlar berilgan
bo'lsin:



X' XN, X2....%,

(N
NO:JI/(X) =M (Y)

tanlanma to'plamlar asosida asosiy gipotezani

N,:M (X)*M (Y)
shartda a giymatdorlik darajasi bilan tekshirish talab gilingan.
Biz awalo Fisher-Snedekor kriteriyasi vordamida ularni dispersi-
yalari tengligi haqgidagi statistik gipotezani tekshiramiz, aytaylik
a giymatdorlik darajasi bilan

NOD (X)=D(Y)
gabul qilinsin. Bu shartda ularni o‘rta giymatlari tengligi haqida-
gi statistik gipotezani Styudent kriteriyasi bilan tekshirish uchun
avvalo (1) tanlanmalar vordamida ularni tanlanma o‘rta qiy-

matlari xr, YT va tuzatilgan tanlanma dispersiyalarini Sx2, ™ 2
y
hisoblab, quyidagi tasodifiy miqdorni topamiz:

@

Asosiy NOM (X)=M(Y) gipoteza uvg™i boMganda, tasodifiy
miqgdor

tkw/(n+m—2; a), n+m-2 —ozodlik darajali Styudent tagsimotiga
ega bo'ladi. Styudent tagsimot jadvalidan tk=t(n+m-2; a) topib,
uni tkw/ migdor bilan tagqoslaymiz.

1) Agar tke<td. boMsa, a qgiymatdorlik darajasi bilan asosiy
gipoteza N():M(X)=M(Y) ni rad etishga asos yo‘q, ya’ni N(
gipoteza gabul qilinadi;

2) Agar tkw>tkr bo'lsa, asosiy NO gipoteza rad etilib, unga
alternativ Nj:M (X)~"M (Y) gipoteza a giymatdorlik darajasi bilan
gabul gilinadi.

Bir faktorli dispersion tahlil usuli va uni qishlog xofjalik
masalalarini yechishga qo'llanilishi.
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rganilayotgan Xp X 2, Xrbosh to‘plamlar normal tagsim-

langan, noma’lum ammo bir xil dispersiyalarga ega b Isin,
(matematik kutilishlari ham noma’lum).

Berilgan giymatdorlik darajasida barcha matematik kutilish-

lar tengligi liagidagi NOM (X 3=M (X2= ..=M(Xr1) asosiy nolinchi
gipotezani tanlanma o4tacha giymatlar bo‘yicha tekshirish talab
gilinadi.

Bir nechta o‘rta qiymatlarni taqqoslash ularni dispersiyalarini
tagqoslashga asoslanganligi uchun unga dispersion tahlil usu-
li deb yuritiladi. Amaliy masalalar yechishda dispersion tahlil
usuli rta F,, F, Fp darajaga ega bo‘lgan F sifat faktorning
o'rganilayotgan X migdorga ta’siri muhim yoki muhim emasligini
aniglash uchun goMlaniladi.

Masalan, paxtadan yugori hosil olishda olg‘itlarning qaysi bi-
rini samaraliroq ekanligini aniqglash talab qgilinsa, u holda F fak-
tor-o‘gat, lining darajalari esa o‘g"it turlari boiadi.

Dispersion tahlil usulini asosiy g'oyasi faktor ta’sirida vu-
judga keladigan «Faktor dispersiya» va tasodifiy sabablar bilan
bo‘ladigan «Qoldiq dispersiya»ni taqqoslashdan iboratdir.

Demak, berilgan a giymatdorlik darajasida bir xil dispersiya-
li normal to‘plamlarning gruppaviy o‘rtacha giymatlari tengli-
gi hagidagi

NEM(X,)=M(X2= . =M (X9,
asosiy gipotezani alternativ
NEM(XH*M (XI*...*M (X])
gipotezada tekshirish umumiy sxemasi quyidagicha:
1) kuzatish natijalariga asoslanib, S)d&& va S*M4 dispersiyalar

hisoblaniladi;

2) NO gipotezani tekshirish kriteriysining Fk qiymati,
Fkuz=sl* / sU&, toPi,adi;

3) berilgan a va ozodlik darajalari k]=r~1 va k"~=p(g—J)
bo‘yicha Fisher-Snedekor taqsimotining kritik nuqtalari jad-
validan
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Fkr(a, kf=r-1, k2=p(qg-1))

giymati aniqglanadi. Bu yerda r-faktor darajalari soni, g-har hir
darajada kuzatishlar soni;

4) agar Fk <Fk boMsa, NO gipoteza a qiymatdorlik darajasi
bilan gabul qilinadi,

5) agar Fkw/>Fkr boMsa asosiy NO gipoteza rad elilib alternativ
N, gipoteza gabul qilinadi.

1-inisol. 3 xil A, B, C arpa navlarini o'rtacha hosildor-
liklari NOCM (X)=M(X)=M (X3 teng degan asosiy gipotezani
N,:M(XD™"M (X])M(X>) ular bar xil hosildorlikka ega degan
alternativ sbartda, a=0.05 giymatdorlik darajasi bilan kuyidagi
o‘tkazilgan tajriba natijasi asosida teksliiring.

5 Tajriba natijalari (ts/ga) O'tkazilgan

§ 1 5 3 4 taJ;)l:;]ai\Iar Yig'indisi  O'rtachasi

A 246 292 268 294 4 110.0 275

B 224 273 274 233 4 100,4 251

C 213 252 245 222 4 93,2 233
2 303.6 253

Hisoblashlarni yengillashtirish magsadida dispersiyani
D (Xlg-C)=D (X9
xossasidan foydalanib, barcha tajriba natijalaridan uniumiy
o'rtacha yaqin C=25 ni ayirib, hosil bo'lgan sonlar uchun faktor
va goldiq dispersiyalarni hisoblaymiz:

[ 2 3z 4 yig'indi \]
-0,4 42 18 44 10
B -2,6 2,3 24 17 38
C -37 0,2 0,5 18 -1,2
12.6

n=4, k=3
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Q{=5X =0,16+6,76 +13,69 +17,64 +5,29 +0,04 +

+3,24 +5,76 +0,25 +19,36 +2,89 +3,24 =78,3
n
Q2=YjXf =1/4[10;r+3,82+(—1,2)2] =1/4(100 +14,44+1,44) =

i=n

=115,88/4 = 28,97

Q, =— (Y.r)- =1/12(10+3,8-1,2)2=1/12 12,6: =158,76/12 =13,23
n

177

SLi - =(78,32 -28,97)/(3«(4-1)) =49,35/9 =5,48(3)

&(/7-1)

Si, ="M I7I1. =(28,97 -13,23)/2=15,74/2 =7,87

S2
fA=~r-= 7,87/548 =1,44Ft,,, =F(2;9;0,05) =4,26
N
Demak, Fkuz<Fkr.
N Ogipoteza a=0.05 giymatdorlik darajasi bilan gabul gilina-
di, ya’ni uch xil arpa navlarini oTtacha hosildorliklari teng
ekan.

9-8. Korrelyatsiya nazariyasi clementlari. Korrelyatsiya
koeffitsientini hisoblash va uning xossalari

Ko‘pincha U tasodifiy migdorning bilta yoki bir nechta bosh-
ga miqdorlarga bogMigligini aniglash talab qgilinadi. Ikkita tasodi-
fiy miqdor funksional, statistik, xususan korrelyatsion bogMangan
boMishi mumkin.

Agar tasodifiy migdorlardan birining o‘zgarishi ikkinchisining
tagsimotini o‘zgarishiga olib kclsa, u holda bu miqdorlar statistik
bog‘lanishga ega dcyiladi.

Agar X tasodifiy miqdorning o'zgarshi, ikkinchi ¥ tasodifiy
miqdorning o'rtacha giymatini o‘zgarishiga olib kclsa, u holda bu
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X va Y tasodifiy migdorlar o'zaro korrelyatsion bogMangan deyila-
di. Masalan, daraxtning bo‘yi bilan diametri orasidagi bogManish
yoki paxtaga solingan ma’lum miqdordagi mineral o'g'it bilan
hosildorlik orasidagi bogManishlar korrelyatsion bogManishga
misol bo'ladi.

Biz korrelyatsion bogManishni bir giymatli eng sodda holati-
ni qaraymiz.

Y ning X ga korrelyatsion bog'ligligi deb, Yv sliartli o'rtacha
giymatning x ga funksional bog'ligligiga aytiladi:

Y=f(x) (M
tenglamani Y ning X ga regressiya tenglamasi deyiladi, f(x) funk-
siya Y ning X ga regressiya chizig'i deyiladi.

Korrelyatsiya nazariyasining birinchi asosiy masalasi -
korrelyatsion bog'lanish formasini aniglash, ya’ni regressiya
funksiyasining ko‘rinishini aniglashdan iboratdir. Y chizig-
li, kvadratik, ko'rsatkichli va boshgacha bog'lanishda boMishi
mum Kin.

Korrelyatsiya nazariyasining ikkinchi asosiy masalasi — kor-
relyatsion bog‘lanishning zichligini (kuchini) korrelyatsiya koef-
fitsientini aniglashdir.

Faraz qilaylik, X va Y son belgilar chizigli korrelyatsion
bog'lanish bilan bogMangan bo'lsin. Bu to'g‘ri chiziq tenglamasini
tuzish uchun n ta tajriba o‘tkazilgan bo'lsin: (X, y): (Xj), (X2y2),
o> <X N-y,)-

Tanlanma ma’lumotlariga asoslanib, Y ning X ga regressiya
to'g‘ri chizig'ining olingan noma’lum parametrlarini baholash
lozim. Noma’lum parametrlarni baholashda eng kichik kvadratlar
usuli ko‘pincha qulay va muqobil hisoblanadi.

Masalan, y=rux x+b regressiya to‘g'ri chizig'ining tanlan-
ma tenglamasini gruppalanmagan va gruppalangan ma’lumotlar
bo'yicha topish usullari mavjud (1) tenglamadagi rux koeffitsient y
ning x ga regressiya to'g‘ri chizig'ining tanlanma regressiya koef-
Fitsienti deyiladi.
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Pcgressiya to'g'ri chizig‘ining tenglamasini gruppalangan
ma’lumotlar bo'yicha ushbu tenglama vordamida topiladi

cr

Kichik hajmli tanlanmalar uchun korrelyatsiya koeffitsientini
ushbu formula bilan hisoblash mumkin.

M (X =xT)(vi-yT)

Katta hajmli tanlanma uchun, ya’ni (x}; y{) takrorlangan holda
tanlanma korrelyatsiya koeffitsientini hisoblashning to‘rt may-
don usuli mavjud. Bu hoi k plab hisoblashlarni talab gilganli-
gi sababli ushbu uslubiy qo‘llanmada keltirmaymiz. B1 mavzuni
vuqorida keltirilgan adabiyotlardan foydalanib talabalarni musta-
qil o'rganishlarini tavsiya etamiz.

Tanlanma korrelyatsiya koeffitsientining xossalari

1 Tanlanma korrelyatsiya koeffitsientini absolyut qiymati
birdan ortmaydi, ya’ni ya’ni I<rT<lL

2. Agar X va Y o‘zaro erkli tasodifiy migdor bo‘lsa, u holda
=0, aksincha hoi hamma vaqt ham to'glri bo‘lmaydi.

3. Agar rT==x| bo‘lsa, u holda belgilarning kuzatilayotgan
giymatlari chizigli funksional bog‘lanish bilan bog‘langan
boMadi.

Demak, T X va Y miqdorlar orasidagi bogManishning kuchi-
ni bildiradi. Agar rtgiymati O soniga ganchalik yaqgin boMsa, X va
Y orasidagi bogiashi shunchalik kuchsiz bo'ladi. Aksincha qiy-
mati 1 soniga ganchalik yaqin boMsa, X va Y orasidagi bog'lashi
shunchalik kuchli bo'ladi.

1-misol. Tanlanmaning quyidagi jadvali vordamida x , a4

larni toping.
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XY 4 5 6 7
1 1 - 3 7
2 - 2 4 1 7
3 5 1 5 - il
nx 4 9 4 n=25

Yechish:

-  _ 4-3+51 +6-0+7-3 _ 38
_ 4 0+5-2+6-4+71 _ 41
Xy=2~ 7 —~7

_45+51+6-5+7-0_55
n ~1n
U holda quyidagi jadval hosil boMadi:

XY 4 5 6 7 ny m
1 3 1 - 3 7 38/7
2 - 4 1 7 41/7
3 5 1 5 n 55/11
n, 4 9 4 n=25

F.ndi 1-jadvaldan foydalanib o'rtacha kvadratik chetlanishni
hisoblaymiz:

- 32+4+20+54+28 134

N P =— =536,
25 25
x.=18+10+324 +196 _ 748 _ g oo
25 25

U holda c=1,09.



2-misol. Berilgan korrelyatsion jadval bo‘yicha xy=¥x larni

hisoblang.
XY 40 50 60 70 ny
10 2 n 3 2 18
n 1 19 2 4 26
12 3 6 27 6 42
13 2 3 3 6 14
- 8 39 35 18 ok 00
Yechish:
_ 950 - 1250 - 2460 - 830
X0 = —, XvEl = , Xy=12— ——— , G=13= ———
93 - 430 - 415 - 214
>'.,.40 8 - y,—50 39 » Yy t=60 35 70 18

Bu ma’lumotlardan foydalanib quiydagi jadvalni hosil gilamiz:
X

40
v 50 60 70 ny, x,,
10 2 n 3 2 18 950/18
1 1 19 2 4 26 1250/26
12 3 6 27 6 42 2460/42
13 2 3 6 14 830718
ny 8 39 35 18 n=100
Yo 93/8  430/39  415/35  214/18

3-misol. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida Y ning X
ga to‘ghki chiziqgli regressiya tanlanma tenglamasini tuzing:

X 10 2 7 5
Y 8 2 6 4
Jadvaldan foydalanib tanlanma regressiya tenglamasini toping.

396



_ _ Uy
Yechish: Bu yerda (~r-~)=pA4x-X), PY=rT ~ va

V. XV —HX V .
————— - formulalardan toydalanamiz.

— 10+2+7+5

Y w =80+4+42+20=144, Xx=---—- 7~ =6,
- S42+46+4 N —  100+4+49+25 A
y =———-——— =5, X e —_ 4.4,5,
4 4
To= GA+4+36 416 =30 = /447536 e 2,85,
4
144-4-6-5
@ =323 =22 T 13853 o9
p =094.- =0,74, y =0,74 +0,56.

4-misol. n=50 hajmli quyidagi korrelyatsion jadval bo‘yicha Y
miqgdorning X miqdorga korrelyatsion nisbati n ni toping.

XY 10 20 30 Y
10 4 28 6 38
20 6 - 6 12
Mx 10 28 12 n=50
yx 16 10 18
Yechish: y umumiv oTtachani topamiz:
- 38-10+12-20 ,
(VA R ——— =124.
50

ayva a- larni topamiz
¥x
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Demak, bogManish egri chizigli.
5-misol. Quyidagi korrelyatsion jadvaldagi ma’lumotlar bo‘yi-

cha yx- Ax' + Bx+ C regressiya tenglamasini toping:

X

- 2 W N O

X
v 0
0 18
3 1
5 3
10
17

22

1

1
20
5

26

3 4
2 -
12 -
- 20
14 20

20
21
20
19
20

n=10()

Yechish: Yugoridagi jadval ma’lumotlari asosida quyidagi jad-
valni tuzamiz:

"Voyx
22 08
26 3,27
18 6,67
14 93
20 17
100 -

0

26
36
42
80

184

nxx:

0
26
72
126
320
544

lyr*

0

26
144
378
1280
1828

nx 4

0

26
288
1134
5120
6568

XY x XY xX
17,6 0
85,02 85,02
120,06 240,12
130 390
340 1360

692.68 2075,14

Bu jadvaldan quyidagi sistcmani hosil gilamiz:

n, Y, X2

1
85,02
480,24
1170
5440
7175,26



6568/i +18284A +544C = 7175,25;
<1828/4 + 544/? -1-184C = 2075,14;
544 A+ 184# +100C = 692,68.

Bu sistemani yechib, A=0,66; B=1,23 va C=1,07 ekanligini
topamiz. U holda

yx=0,66jc* +1,23*+1,07.

6-misol. Biror mutaxassislikka mansub ishchilarning meh-
nat unumdorligi —X, yoslii — Y va mehnat staji —Z ning o°‘zaro
bogligligini tekshirish magsadida 100 ta ishchi ajratib olindi.
Bu belgilarning juft-juft bog‘ligligi tekshirilgan boMib, quyida-
gi ma’lumotlar olingan: rxy=0,20; rx~0,41; rv=0,82. X ning Y
va Z lar bilan bog‘ligligining zichligi R.v_va xususiy korrelyatsi-
ya koeffitsientlari Fagpr T . I ni aniglang.

Yechish: Masalada X ning Kva Zlar bilan bogMigligining zich-
ligi Ryv. ni quyidagicha topamiz:

0,202-2 0,20-0,41-0,82+ 0.412
1- 0,822

R

70.225 =0,47;

Demak, ishchilarning mehnat unumdorligi bir tomondan ular-
ning yosh ko‘rsatkichlari, ikkinchi tomonidan esa mehnat stajlari
bilan sezilarii darajada bog‘lig ekan.

Endi quvidagi xususiy korrelyatsiya koeffitsientlarini baholay-
miz:

0,202-0,41 0,82

V(1-0,41r)(1-0,822)
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X\z

0,822- 0,20 0,41

Xususiy  korrelyatsiya  koeffitsientlari bo‘yicha quyidagi
xulosalarni chigarish mumkin.

Ishchilarning mehnat unumdorligi bilan ularning yosh ko‘rsat-
kichlari orasida tolg‘ri korrelyatsion bogManish mavjud r =0,2.
Agar unga uchinchi omil, ya’ni mehnat stajining bogMigli-
gi o‘rganilganda teskari korrelyatsion bogManish mavjudligini
ko'rish mumkin r =-—0,26. Buni mehnat faoliyatining ma’lum
bir davrida inson organizmining mehnatga layoqatlilik darajasi
eng yuqori boMishi bilan izohlash mumkin.

Xuddi shu kabi boshqa xususiy korrelyatsiya koeffitsientlari
hagida ham fikr bildirish mumkin.
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17-bob. MODEL VA MODELLASHTIRISH

I-§. Model va modellashtirish hagida tushuncha

Model (lot. modulus - o°‘lchov, me’yor) biror obyekt yoki
obyektlar sistemasining obrazi yoki namunasidir. Masalan, Yer-
ning modeli globus, osmon va undagi yulduzlar modeli planetariy
ekrani; odam suratini shu surat egasining modeli deyish mumkin.

Qadimdan insoniyatni yaxshi sharoitda turmush kechirish, ta-
biiy ofatlarni oldindan aniglash muammolari qiziqgtirib kelgan.
Shuning uchun insoniyat dunyoning turli hodisalarini o‘rganib
kelishi tabiiy holdir.

Anig fanlar mutaxassislari u yoki bu jarayonning fagat ularni
giziqgtirish xossalarinigina o'rganadilar. Masalan, geologlar Yerning
rivojlanish tarixini, ya’ni gachon, qayerda va qanday hayvonlar
yashagan, o‘simliklar o‘sgan, iglim ganday o‘zgarganligini o‘rga-
nadilar. Bu ularga foydali gazilmalar to‘plangan joylarni aniglash-
ga imkon beradi. Lekin ularyerda kishilik jamivatining rivojlanish
tarixini o'rganmaydilar, bu bilan tarixchilar shug4illanadilar. Shu
yerning o‘zida biz sayyoramizdagi dunyo biz sayyoramiz tarixiy
rivojlanishning tarkibiy tafsifiga ega boMamiz. Umuman, sayyo-
ramizdagi dunyoning barcha tadgiqotlari bizga toia bo‘Imagan va
juda anig boMmagan ma’lumot beradi. Lekin bu koinotga uchish,
atom yadrosi sirini bilish, jamiyat rivojlanish gonunlarini egallash
va boshqalarga xalaqit etmavdi. Tuzilish modeli o‘rganilayotgan
hodisa va jarayonni iloji boricha to‘la aks ettirishi zarur.

Modelning taqribiylik xarakteri turli ko‘rinishda namoyon
bo'lishi mumkin. Masalan, tajriba o‘tkazish maboynida foyda-
laniladigan asboblarning aniqgligi olinayotgan natijaning aniqgligi-
ga ta’sir etadi. Samalyotlarning ob-havo sharoitini hisobga olmav
tuzilgan yozgi davri uchish jadvali aeroflot ishining takribiy mo-
delini ifodalaydi va hokazo.

Modellashtirish bilan obyektlari (fizik hodisa va jarayonlar)
ni ularning modellari vordamida tadqiq gilish, mavjud narsa va
hodisalarning modellarini yasasli va o‘rganishdan iboratdir.
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Modellashtirish uslubidan hozirgi zamon fanida keng foydala-
nilmogda. U ilmiy-tadqiqot jarayonini osonlashtiradi, ba’zi hol-
larda esa murakkab obyektlarini o‘rganishning yagona vositasiga
aylanadi. Modellashtirish, aynigsa mavhum obyektlarni, olis-
olislarda joylashgan obyektlarni, juda kichik hajmli obyektlarni
o‘rganishda ahamiyati kattadir. Modellashtirish uslubidan fizik,
astronomik, biologik iqtisod uchun ham foydalaniladi.

Umuman, modellarni ularni tanlash vositalariga garab, ushbu
guruhlarga ajratish mumkin: obstrakt, fizik va biologik guruhlar
(1-rasm). Endi modellari bilan gisgacha tanishaylik.

1 Abstrakt modellar gatoriga matematik, matematik-mantiqgiv
modellar kiradi.

2. Fizik model. Tekshirilayotgan jarayonning tabiati va geo-
metrik tuzilishi asl nusxadagidek, ammo undan miqgdor (olchami,
tezligi, hajmi) jihatidan farq qiladigan modellardir. Masalan,
samolyot, kema, avtomobil, poyezd, GES va boshgalarning mo-
dellari. Fizik modellar qatoriga kichiklashtirilgan maketlar, tur-
li asbob va qurilmalar, trenajyorlar kirishi mumkin. Jumladan,
0 ‘zbekiston milliy bog'idagilar bo‘la oladi.

Model
Abstrakt Fizik Biologik
Matematik Iqtisodiy matematik
Tuzilish va obyektlari vazi- Kichiklashtirilgan makct-

Son li L o
falarining chuqurligiga garab lar

Mantigiy Rasm iylashtirishning Turli asbob va qurilma-
toMaligicha garab larda ishlaydigan modellar
Obyektlarning

Grafik bog*lanishining rasmiylashti- Trenajyorlar
rish darajasiga garab

Elektron Obyekt tuzilishining shakllari

darajasiga qgarab
3. Matematik modellar tirik sistemalarning tuzilishi, o‘za-
ro alogalari va funksivasi qonuniyatlarining matematik-man-
tigiy, matematik tavsifidan iborat bo‘lib, tajriba ma’lumotlariga
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ko'ra yoki mantiqiy asosda tuziladi, so‘ngra ular tajriba yoMi bi-
lan tekshirib ko‘riiadi. Biologik hodisalarning matematik model-
larini kompyuterlarda hisoblash ko‘pincha tekshirilayotgan bio-
logik jarayonning o°‘zgarish xususiyati avvaldan bilish imkonini
beradi. Shuni ta’kidlash o‘rinliki, tajriba yo‘li bilan bunday jara-
yonni o‘tkazish ba’zan juda giyin boMadi. Matematik va mate-
matik-mantiqiy modellar yaratilishi, takomillashtirilishi va undan
foydalanish matematik hamda nazariy biologiyaning rivojlanishi-
ga qulay sharoit yaratadi.

4. Biologik model turli tirik obyektlar va ularning gismlari
— molekula, suv — hujayra, organ — sistema organizm va shu
kabilarga xos biologik tuzilish, funksiya va jarayonlarni model-
lashtirishda goMlaniladi. Biologiyada asosan uch xil modeldan
foydalaniladi, ular biologik, fizik va matematik modellardir.

Biologik model odam va hayvonlarda uchraydigan ma’lum ho-
lat yoki kasallikni laboratoriya hayvonlarida sinab ko‘rish im-
konini beradi. Bundan shu holat yoki kasallikni kelib chigish
mexanizmi, kechishi natijasida va hokazolar tajribada o‘rganiladi.
Biologik modelda liar bir usullar genetik apparatga ta’ir qilish,
mikroblar yuqtirish, ba’zi organlarni olib tashlash yoki ular faoli-
yati mahsuli boMgan garmonlarni Kiritish va boshqga usullar qo‘lla-
niladi. Bunday modellardan genetika, fiziologiya, farmokologiya-
da foydalaniladi.

5. Fizik-kimyoviy modellar biologik tuzilish, funksiya yoki ja-
rayonlarni fizik yoki kimyoviy vositalar bilan gaytadan hosil qi-
lishdir. Dastlab, hujayra tuzilishi va ba’zi vazifalarning fizik-
kimyoviy modelini yasashga urinib ko‘rilgan. Nemis zoologi
O.Byuchli 1892-yili zaytun moyini suvda eriydigan turli moddalar
bilan aralashtirdi va bu aralashmani bir tomchi suv bilan omuxta
gilib, tashqgi ko‘rinishidan protok plazmaga o‘xshash mikroskopik
ko‘piklar hosil giladi. Keyinchalik elektrotexnika va elektronik ta-
moyillar asosida birmuncha murakkab modellar nerv hujayralari,
uning o‘simtalaridagi bioelektr potensiallarini ko'rsatuvchi mo-
del, shuningdek shartli refleks hosil bo'lishida markaziy tormozla-
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nisli jarayonini modellashtiruvchi elektron-mexanik mashinalar
yaratilgan. Bunday modellar odatda toshbaga, sichgon, it shak-
lida bo'ladi.

6. Igtisodiy modellar taxminan XV 111 asrdan qo'llana boshla-
di. F.Keninning «Iqtisodiy jadvallar»ida birinchi marta, butun ij-
timoiy takror ishlab chigarish jarayonining shakllanishini ko‘rsa-
tishga narakat gilingan.

Igtisodiy sistemalarning turli yo‘nalishlarini o‘rganish uchun
har xil modellardan foydalaniladi.

Matematik modellashtirish aniq fanlarga turli amaliy
masalalarni yechishda muvaffagiyat bilan qoMlanib kelinmoqda.
Matematik modellashtirish usuli masalani tasvirlaydigan u yoki
bu kattaliklarni migdor jihatdan ifodalash, so‘ngra esa ularning
bogMigqligini o‘rganish imkoniyatini beradi.

Bu usul asosida matematik model tushunchasi yotadi.

Matematik model deb, o‘rganilayotgan obyektning matematik
formula yoki algoritm ko‘rinishida ifodalangan xarakteristikalari
orasidagi funksional bogManishga aytiladi.

Masalan, ideal gazning matematik modeli gazning bosimi R,
egallangan hajm va temperatura orasidagi funksional bogManishi
ifodalavdigan formula (Klapeyron formulasi)dan iborat.

Matematik modellashtirishda o‘rganilayotgan llzik jara-
yonlarning matematik ifodalari modellanadi. Matematik model
olamning ma’lum hodisalari sinfining matematik belgilari bi-
lan ifodalangan tarkibiy ifodasidir. Matematik model olamni bi-
lish, shuningdek oldindan aytib berish va boshgarishning kuch-
li usulidir.

Matematik modelni tahlil gilish o‘rganilayotgan hodisaning
ichiga kirish imkonini beradi. Hodisalarni matematik model yor-
damida o‘rganish to’rt bosgichni amalga oshiriladi.

Birinchi bosgich modelning asosiy obyektlarini bogMovchi
gonunlarini ifodalashdan iborat.

Ikkinchi bosgich matematik modeldagi matematik masala-
larni tekshirishdan iborat.
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Uchunchi bosgichda gabul gilingan modelning amaliy me-
zonlarini ganoatlantirishi aniglanadi, boshgacha avtganda, kuza-
tishlar natijasi modelning nazariy natijalari bilan kuzatish aniqli-
gi chegarasida mos kelishi masalasi aniglandi.

ToTtinchi bosgichda o‘rganilayotgan hodisalar hagidagi
ma’lumotlarning yig‘ilishi munosabati bilan modelning navbat-
dagi tahlili amalga oshiriladi, takomillashtiriladi va aniqglashtiri-
ladi.

Shunday qilib, modellashtirish usulining asosiy mazmunini
obyektni dastlabki o‘rganish asosida modelni tajriba yo'li bilan
yoki nazariy tahlil qilish, natijalari hagidagi ma’lumotlar bilan
taqqoslash, modelni tuzatish (takomillashtirish) tashkil etadi va
hokazo.

2-§8. Matematik modellashtirish to‘g‘risida tushuneha

Hayotda insoniyat xotirasiga bog'liq boMmagan holda uchray-
digan usullar muvaffaqiyatli va hatto, 0‘z-o‘zini kuzatish va tajri-
balar mavjud bo‘lib, ok faolivatida har xil sohalarga mos muam-
molari yaxshi yechimini topishga harakat giladi.

Bunday yechimlarni aniglash muammosi ko'p qirrali bollib,
ularni har xil usullar bilan hal gilish kerakdir.

Kutilayotgan obyektlarni chuqur va har tomonlama o°‘rga-
nish magsadida tabiatda hamda jamiyatda ro‘y beradigan jara-
yonlarning modellari yaratiladi. Jarayon modelini tuzish mo-
dellashtirish deb ataladi. Modellashtirish metodlarini ishlab
chigish bevosita kibernetika fanining rivojlanishi bilan bog‘lig
hisoblanadi. Masalalar yechimini topishda mashinalar, inson,
murakkab holatlarda inson mashina tizimi qoM kelib, bu esa
0‘z navbatida anig yechimni topishga yo‘naltiradi. Hozirgi vaqt-
da amaliyot sohasida matematik modellardan foydalanib nati-
ja olinmoqda.

Jamiyatda uchraydigan jarayon va obyektlari miqdoriy,
bog‘lanishlarning matematik ifodasi matematik model deb ata-
ladi. Modelning hayotiyligi uning modellashtiriladigan obyektga
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ganchalik mos kelishiga bog‘lig. Bitta modelda obyektning ham-
ma tomonini aks ettirish giyin boMganligidan unda obyektning
eng xarakterli va muhim beigilarigina aks ettiriladi.

Binobarin, modelning to‘glriligi to‘plangan ma’lumotlar haj-
miga, ularning aniqglik darajasiga, tadgiqotchining malakasiga va
modellashtirish jarayonida aniqlanadigan masalaning koMamiga
bogMig. Ma’lumki, tadbig aniq va ijtimoiy fanlar takomillashuvi-
da xizmat qilib kelmoqda.

Matematika boshlang‘ich tushunchalari, fagatgina ijtimoiy ja-
rayonlarda emas, balki, mojaroli holatlar, o‘zaro kelishmovchi-
liklar, kelishuv, ijtimoiy fikrlarni aniglashda ham muhim aha-
miyatga egadir.

Matematik modellarni ishlab chigish va tahlil qilib. matema-
tik usullarga tadbiq gilinmoqgda.

Jarayonlarni tahlil qilish sohasi XV III—XIX asrlarda paydo
bo‘lib, ishni tashkil gilish va ishlab chigarishda gqoMlanila bosh-
lanib, sanoat korxonalaridagi ko‘pginaaniq masalalarni yechimini
topishda A.Smit, Charlz Bebbirt, F.Teylor, G.Gentlar ijobiy nati-
jalarga erishganlar. 1840-yilda Buyuk Britaniyada Bebbirt usuli
yordamida pochtadan yuboriladigan ma’lumotlarni gayta ishlab,
uni ajratib, tezgina iste’molchiga yuborish yoMlari yaratilgan. XX
asr boshlarida antogonik mojarolarni matematik modellashtirish
arti Ueriyalar uchun F.Lanchester usulidan, investitsiyani boshqa-
rish nazariyasi bo‘yicha F.Xarris usuli, maishiy xizmat sohasida
A.Erling usullaridan foydalanilgan.

Ikkinchi Jahon urushi davrida Angliva harbiylari tomonidan
Shimoliy Atlantikani shturm qilishda S.Blyejyet usulini qo'llagan
bo'lib, bu mashhur «Blacked’s Circus» operatsiyasi deb nomlanib,
unda matematik, fizik, biolog, geodez, astrologik hamda harbiy-
lar ishtirok gilganlar.

Keyinchalik matematik modellashtirish sohasida o‘yinlar
nazariyasi bilan D.Neyman chiziqli dasturlash sohasida D.Dan-
sik, L.V.Kantorovichlar katta sohada ilmiy izlanishlarni amalga
oshirganlar.
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Shuni ham ta’kidlab, o'tish kerakki, soddalashtirilgan matema-
tik model qo‘yilgan talablarga yaxshi javob bera olmaydi, o‘ta
murakkab model esa masalani yechish jarayonida ancha muam-
molar yaratadi.

3-8. Matematik modellashtirish usullari va
yechish bosqichlari

Matematik modellardan foydalanish usullari to'rt gismga
boMinadi:

1 Gidravlik modellar. Bunday modellashtirish asosan suyuq-
lik kuchi bilan ishlaydigan apparat (idishlar) orgali hisoblana-
di. Modellashtirishning bunday usuli suyuqliklarni o‘lchashda
goMlaniladi.

2. Elektr tasvirlash modellari. Fizika sohasida qo'llanilib,
elektr tarmogl xarakteristikasi tarzida tasvirlanadi.

3. Qurilishlarda bajariladigan ishlarning bajarilish muddatini
aniqlashga yo‘naltirilgan matematik modellar deb ataladi.

4. Xalq xofaligining turli tarmoqlaridagi bajarilayotgan ishlar
tengsizlik va tenglamalar sistemasiga mos matematik model olib
kelinib, ular iqtisodiy-matematik modellar deb yuritiladi.

Matematik modellar o‘z navbatida quyidagilardan iborat
boladi:

1 Statistik tahlil.

. Imitatsion modellashtirish.

. Tarmogli dasturlash.

. Chiziqgli dasturlash.

. Ketma-ketlik nazariyasi.

. Chizigli boMmagan dasturlash.

7. Dinamik dasturlash.

8. 0 ‘yinlar nazariyasi.

Matematik modellashtirishning nazariy asoslari besh bosqich-
ga boMinib, amalga oshiriladi.

Birinchi bosgichda - jarayon sifat jihatdan tahlil gilinib, masa-
la magsadi o‘rganilib, unga mos axborotlar to‘planadi. Jarayon-

o o A~ w N
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ning mohiyatini nazariy asosda o‘rganib, uning zarur ko‘rsat-
kichlari aniglanib, bu modellashtirish negizini tashkil etadi.

Ikkinchi bosgich —jarayonning optimallik mezoni hisoblanib,
unda hamma ishlar bir xil olchov birligiga keltiriladi hamda me-
zon matematik funksiya ko‘rinishida ifodalanib, argumentning
ma’lum giymatlarida yagona yechimga ega bo'ladi.

Uchinehi bosgichda — matematik model matematik ifoda-
lar ko‘rinishida (tenglama va tengsizliklar sistemasi) tasvirlanib,
ular chizigli, kvadrat, chiziqli boMmagan, giperbolik va boshqga
matematik ifodalarda yozilishi mumkin.

To‘rtinchi bosqichda — shakllantirilgan modelning miqdoriy
yechimini aniglaydigan usul tanlanadi. Matematik ifoda yor-
damida model bilan ifodalangan masalani yechishda matematik
modellashtirish metodlari go‘llaniladi (iqtisodiy masalalarni ye-
chishda simpleks), ehtimollarda (o'yinlar nazariyasi). Masalaning
maqgbul yechimini aniglashda matematik dasturlash yoki boshqga
usullardan foydalanish mumkin boMadi.

Matematik modellashtirishning beshinchi bosgichida masala-
ning yagona (magbul) yechimi miqgdor va sifat jihatdan tahlil
gilinib, ular olrtasidagi nisbiy holat olinadi.

Masalalarni zamonaviy axborot texnologiyalari yordamida ye-
chish yaxshi natijalarni beradi, buning uchun:

Masala magsadini Og/zaki model

aniglash
1-chizma

1) matematik modelni yechish uchun maxsus dastur ishlab
chigiladi;

2) asosan zamonaviy axborot texnologiyalarida murakkab
masalalar yechiladi.

Amaliy tajribalar shuni ko’rsatadiki, masalalarning yechimini
aniglashda quyidagi bosqichlardan foydalanishni taklif etamiz.

408



1-bosqgich —masala magsadini aniglash (1-chizma).

Bu bosgichda masala magsadini anig va to'glriligini ko‘rsat-
gan holda vaqt, tushuncha, yozuvlar orgali aniqlashga harakat
gilinadi.

2-bosqgich — masalani yechish uchun matematik model tanlash.
Bunday holda masala anig ko'rsatilsa, unda tayyor model tanla-
nadi, agarda anig model mavjud boMmasa, u holda ushbu masala-
ni yechishga mos model ishlab chigiladi.

Modellar har xil boiishi mumkin fizik, anologik, mate-
matik. Matematik modellar 3 guruhga boMinadi, determinlovchi
(aniglovchi), staxostik va o‘yinlar. Determinlovchi (aniglovchi)
modellar asosiy ko'rsatkichlarga bogliq holda aniglavdi. Masalan:
optimallashtirish masalalarida ayrim migdorlar bo‘yicha (harajat-
ni kamaytirish yoki daromadni yuksaltirish). Staxostik modellar
anig boimagan yoki ehtimolli holatlarda ishlatilgan. 0 ‘z foydasi
uchun nazariy o‘yin modellaridan foydalaniladi.

3-bosqgieh yechimni aniglashda kerakli boshlang‘ich axborot-
lar izlanadi va tayyorlanib, aniq o‘zgaruvchilar tanlanadi hamda
ogxzaki model asosida moslashadi.

4-bosqgich — yechimni testlashtirish. Bunda yechimni test-
lashtirib, testdan yaginrog yechim mos kelishi o‘rganiladi.
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Taklif gilingan

Taklifgilingan
model yeehira
Yechimni lopish
3-chizma
Taklif gilingan
S'echim Magbul yechim
Testlashtirilgan
yechim
4-chizma

5-bosgich —nazoratni tashkil gilish.

Agar aniglangan yechim mos boMsa, uning nazoratini yo‘lga
go'yishda to'g’ri modeldan foydalanish kerak, asosiy masaladagi
bunday nazariy, chegaralar tartibini sagqlashga mos modellardan
foydalanish boshlanglich axborotlar anigligi va olinadigan ye-

chimga bog‘lig hisoblanadi.

Magbul yechim Yechim texnikasi

Nazoratni tashkil
qgilish

5-chizma

6-bosgich —eng muhim va murakkab boMib, bunda inson aso-
siy rol o'ynagan holda yechimning tatbigi bilan ish yuritadi.
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Quyidagi sxemadagi nugqtali chiziglar yechimni aniglash ja-
rayonlari qismlarini ifodalab, bu masalani yechishning matema-
tik xususiyatlarini belgilashda asosiy rol o'ynaydi.

7-chizma

Bunda: MM —modellar majmuasi;

KT —ko'rsatkichlarni tayyorlash;

KO' —ko'rsatkichlarni o zgartirish;

RTQ —reklamani tashkil gilish.

Stoxostik modellashtirish.

Stoxostik (ehtimolli) modellar ayrim hollarda kolplab tatbiq
gilinib, u yoki bu faktorlar uchun xarakterli hisoblanadi. Bunday
holatlar inson faoliyatining hamma sohalarida qo‘llaniladi.
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Masalan: bir necha yildan keyingi ob-havo ma’lumoti, biror
mahsulotga boMgan talablar, mamlakatdagi siyosiy holat va bosh-
galar. Shu sababli mantiqiy mulohazalarga asoslangan axborotlar
bilan ishlashga to‘g‘ri keladi.

Ehtimol tushunchasidagi har xil fikrlar tasodifiy holat tushun-
chasi stoxostik metod va modellar yordamida o'rganiladi. Tasodi-
fiy holat tushunish asosida ayrim kuzatishlar natijasiga asoslana-
di. Kuzatishlar orqgali natijaga erishishda kuzatuvchining xizmati
muhim hisoblanib, kelajakdagi tasodifiy holatni soddagina holat
deb ataymiz.

Misollar: 1 Sinov —tangani tanlash, kuzatilayotgan holat —
gerb yoki son tomonining tushishi.

2. 12 yanvar kunining kelishi —sinov.

Kun davomida havoning ochiq kelishi — holat

3. Talabaning YaN topshirish sinovi —uni 86,0 ball olishi ho-
lat hisoblanadi.

Har ganday holat son bilan ifodalanib, u [0,1] kesmada joy-
lashib, bu berilgan holatning ehtimoli deb ataladi va ingliz tili-
dagi p harfi bilan belgilanib, biror holatda ehtimol 0 ga, aniq
ishonchli holatda 1ga teng boMadi.

Misol: o'yindagi kubikni o‘ynash holatida 1 va 6 ga bo"lgan
sonlarni tushish holati mavjud boiib, ular {1;2;3;4;5;6} to‘plamni

1
tashkil etadi va har bir sonning paydo boMish ehtimol P~_~é ga

tengdir. Har bir to'plamda qism to‘plam mavjud bo'lib,
A={1;2;3;4;5;6 }to‘plam boisa, A,={juft ochkolarni ifodalovchi}
to‘plam hisoblansa, A~={3;4;5;6} ikkidan ortig ochkolarni ifoda-
lovchi gism to'plam bo'ladi.

Sinfiv ehtimol —bu n ham mavjud bo‘lgan o‘zgarishlar, m A

holatdagi mavjud o‘zgarishlar soni bo'lsa A ehtimol P\I - m

formula bilan aniglanib, bu sinfiy ehtimol deyiladi.
Bunda
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p(n)=
0 P(A) =+ =3

r(A2)=

Geometrik ehtimol —agar tekislikda Ffigura ichida/joylash-
gan figura bolib, bir nuqta olib, ushbu figuralarga otish kerak,
agar ushbu nuqta A holatda/ga tushsa, u holda A holal ehtimoli.

p (A)S-A—7 (2) formula bilan aniglanadi, bu yerda S, va SF lar
F

figuralarning vuzalaridir.

Olz navbatida geometrik ehtimol-
larni aniglashda faqgatgina Hguralar
yuzasi emas, balki ularning uzunligi
hajnii ham hisobga olinadi.

Misol: to‘fon tufayli telefon sim-
larining 20- va 60-km lari ishdan
chiggan. Qanday ehtimolda 30- va
35-km larda telefon simlari ishdan
chigishi mumkin.

Yechish: Buyerda (.m=60-20 =40

r,=35-30=5 P(")=— =-.

40 8
Statistik ehtimol. Agarda A holat bir nechta kuzatuvlar nati-
jasida paydo bo‘Imasin, uni yana qaytadan n maria takrorlagan-
dan A holat paydo bo‘lib, bu son m ga teng boMsa; ), munosabat
kuzatishlar asosida A holatning nisbiy paydo boMish chastotasi
deyiladi. Agarda n ning ko”plab giymatlarida nishiy chastotalarni

guruhlasak ular o‘zgarmas bo‘lib, uni A holatning statistik ehtimo-
li deb ataymiz.
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P(“)~F (3) bo‘lib, bu n ning katta giymatlarida amalga

oshiriladi.

Misol: agar tangani n ta holatda tashlab va m gerb holatda

tushishini kuzatsak n ning katta giymatida ~=>05 ga yaqin
n
boMadi.

Noaniglik ehtimoli. Ko‘pgina aniq holatlarda biror holat ehti-
molini aniglash murakkab bo'lib, bundagi birinchi reja u yoki bu
holatni muhimligini belgilashi kerak bo'ladi. Shunday holatlarda
ekspertlar so‘rovi asosidagi natija suyangan holatni ehtimol no-
anig ehtimol deyiladi.

Misol: muz wustida harakat qiluvchi sportchilarni kuzatar
ekanmiz ular 2 xil holda baholanadi, birinchisi artistlik mahorati
bo'lsa, ikkinchisi texnik mahorati bolib, bunda 5 tadan ekspert-
lar (ya’ni sudyalar) tomonidan baholanib, ularning o‘rtacha ba-
hosi uning hagiqiy harakati bahosi hisoblanadi.

Artistlik mahorati 59 57 54 53 54

Texnik mahorati 91 9.6 85 8.4 8.3
P(C) =— *0.62
(©) 9.9

Dinamik modellar. Fizik modellar turiga birorta obyekt va
tizimlarni kengaytirib yoki gisqartirib yozilishiga aytiladi.

Masalan: samalyotning modeli deganda uning 1:50 proporsi-
ya sifatida gabul gilingan modul garalib, unda samalyotning 50
marta kichik holdagi maketi hisobga olinadi.

Analogik modellar deb —izlanayotgan obyekt, haqiqiy obyekt
sifatida garaladi.

Misol: 1 Talabalarni YaN topshirishlariga mos holdagi holatni
ku/atsak, unda sarflangan narsa bilan natija o‘zaro bogMiq bollib,
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bu analogik model hisoblanadi. Ya’ni, talaba YaN ga tayyorgar-
ligi uchun sartlagan vaqti, uni YaN ni topshirishdagi natijasida
ifodalanadi.

Misol: agar | ombordan 3 ta shaharga mahsulot yuborish ke-
rak boMib, bunda transport harajatlari kam boMishi e’tiborga olin-
gan. Agar yuborilgan fanerlarga qogiladigan narsalar shaharlarni
0‘zida tayyorlansa u holda omborni optimal masofaga joylashti-
rish kerak bo‘ladi.

Matematik modellar biror obyekt xarakteri va xossasiga bogliq
holda matematik ifoda va metodlar orgali yozilishiga aytiladi. Ay-
rim hollarda, formula tilida ifodalashda, murakkab gqoidalarga
duch kelinadi. Har ganday matematik modelni yaratishda formu-
lalar ishtirok etib, ular bosqgiclilarga bo‘linadi. Vaqt 0‘tishi bilan
ko‘rsatkichlar o'zgarib boradi.

Aholining o‘sish dinamikasini hisoblash modeli. Ayrim hollar-
da matematik modellar yaratish oson amalga oshiriladi. Masalan:
XVI1 asr o‘rtalarida Markaziy Yevropada cherkovlar mavjud
bo'lib, ularga uning atrofidagi qgishloq aholisi gatnaganlar. Cher-
kov ruhoniysining fikriga ko‘ra sigMnuvchilar soni oshib borgan
bolib, uning fikricha sig‘inuvchilarning soni oshishi keyincha-
lik cherkovga yana go‘shimcha xona gilish yoki yangisini qurish
kerakligini anglatib, gaysidir kelajakda cherkov qurish kerakligini
aytadi.
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Quyidagi belgilashlarni kiritamiz, n vyil oxirida cherkovga
keluvchilar sonini Xnbilan belgilasak, keyingi (n+1) yilda ular so-
ni Xk+/ boMib, u holda ular o‘rtasidagi farq \Xn=Xn+1~Xn (1) bi-
lan ifodalanadi.

Bunda ikkita holat —aholi yo‘nalishi va aholining o‘limi e’ti-
borga olinadi. Shu sababli cherkov ruhoniysi bu holatni quyida-
gicha ifodalaydi

b,...bn - aholining tug‘ilishi,

d,...dn —aholining o‘limi,

xr..xn — cherkovga gatnashganlar soni boMsa, ular o‘rtasida
munosabat quyidagicha boMadi.

Lfl K
xI’'x2
4 N jL
x\ %2 4

CTz navbatida a va [Lo‘zgarmaslarni kiritsak, n —yildagi tuglil-
ishlar soni axn n —yildagi oMimlar soni [3x/; bilan ifodalanib, ul-
ar o‘rtasidagi munosabat «x|i- (1y/j bo‘lib, natijada

&X,,=ax,,-pxn
ﬁ:x»+ax,‘,-P|_|x":xn(\ +a-B|_?

n
y=1+a-p

(model yaratildi).

Xt = YXn
Agar y >\{8 - a —ft >0 - tug'ilish ko'p)
y=\(S=a-/3=0- teng)
y<lbS=a—P <0- o'lini ko'p hisoblanadi)

Tashkiliy tizimlarni boshgarish.

Tashkiliy tizim —bu odamlar to'plami va texnikalar hisob-
lanib, ular o‘zaro funksional bogliq hisoblanadi. Misollarda oila,
firma, ta’lim muassasalari, shahar va mamlakatlar ishtirok etadi.
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Har ganday tizim elementlardan tashkil topadi. Bizga ma’lumki
bunda 2 ta holat rnavjuddir. Birinchi holatda tizim birorta aniqg
maqgsadga yo‘naltirilgan bo‘lib, ikkinchi tomondan esa tizimda
0z foydasiga yo‘naltirilib, bu o‘yinlar nazariyasiga mos keladi va
ikki oMchamli modellar orgali ifodalanadi.

Istemolchilar

Nlarkaz

/S '
:f)\ix:/) {v-)

Istemolchilar

Masalan: n iste’molchi bo‘lib, u Sn markaz talabiga ko‘ra
mahsulot yetkazish kerak bo‘ladi, agar iste’molchi R xom-ashyo
asosida mahsulot ishlab chigarsa, go‘shimcha axborot asosida /
iste’molchi tomonidan talab gilinadigan xom-ashyo *.(1 = 1n)

bilan belgilanadi.

n

< R bunda talab yuqori boMmasdan markazdagi masala-
i=I

ni yechishda S™X,, S2=X7.... $a=%4 bo‘lib, har bir iste’molchi
olz talabiga nisbatan mahsulot oladi, agarda

. > R boMsa bunda, berilgan talab asosida amalga oshiriladi.
=1

To‘g‘ri tashkil gilish mexanizmi.

Iste’molchining ustunligi, dastlab 5A4/= 1/?) talab ho‘lib,
markaz har bir iste’molchi talabini o‘rganib chigadi va uni
N,(/ = 1Ln) bilan ifodalaydi va shu asosda to'g'ri tashkil qilish
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mexanizmi ishlab chiqilib u asosida mahsulotni tagsimoti amal-
ga oshiriladi va quyidagi qoida paydo bo‘ladi:
Xj=min{Sjy,SJ=(i =i ) (1)
y - hamma iste’molchilar uchun umumiy bo‘lgan ko‘rsatkich
boMib, unda
n

AX'=R (2) shartda hamma mahsulot omborda golmasdan

tagsimlanadi. (1) formulaga asosan A,=A2=...An=1 boMsa,
X=min{Sj,y,Sj}= y*(/ =U)

Xj=Sj bolish mumkin emas, chunki tangislik holati mavjud
boMmasligi shart.

irS,=A
=
Bundan
R
r=._
1 5
H

Misol: 5 ta iste’molchi mahsulot uchun 5,8,12,7 va 8 holat-
da talabnoma bergan bo‘lib, markazda esa tagsimlash uchun 32
migdordagi mahsulot mavjud. Qanday qilib. tolg‘ri tashkil qilish
mexanizmi orgali ganday tagsimlash amalga oshiriladi.

Demak, berilganlar:

5, =5,52=8,S}=12,54=7,55=8,R= 32
5

N5, =5+8+12+7 +8=40>32 =/?
H

32
Demak, bu yerda markazda tangislik boMib AU bo‘sh,

talabnomalarni kolpaytirsak
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Xx=0,85 =4
X2=0,88 =6,4
X3=0,812=9,6
X4=0,87 =5,6
X5=0,88 =6,4
32
Bu yerda o‘z navbatida birincliidan har bir iste’molchi tala-
bidan kam mahsulot oladi. Ikkinchidan iste’molchi tanqislik ho-

latini o‘rgangan holda talabnoma bilan chigishi kerak.
Teskari tashkil gilish mexanizmL

Iste’molchi mahsulotga talabnomani kam bergan holda un-
dan foydalanish samaradorligini oshirishga harakat giladi. U hol-
da mahsulot tagsimoti quyidagi qoida asosida amalga oshiriladi.

X. =mingSny~ [«(/=\,n) 3)

bunda y orgali belgilanib, quyidagi ' = r shart amalga oshiri-
i
ladi, (3) tenglikka asosan, Sj yuqori talabnomaga ko‘ra kam
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mahsulot olish, ya’ni iste’molchi o‘zi talab gilganiga nisbatan
markazning Xt mahsulotini olish kerak bo‘ladi

i iste’molchining Sitalabnoma asosidagi mahsulotga asoslanib,
Xjdan maksimal mahsulot olishi shart. 8-chizmada tax mahsulot

S* nuqtada bo‘lib, unda tenglama

Bundan

Ochiqg boshgarish mexanizmi.

Bu mexanizmda mahsulot tagsimoti bir necha bosqgichda
atnalga oshiriladi, jumladan birinchi bochqgich iste’molchilari
R/n teng tagsimlansa, ayrimlari ko‘proq bo‘ladi, agar kam bo'lsa
R/fij va hokazo.

Misol: 8 ta iste’molchi 12,3,6,1,5,7,10,2 kabi tagsimot qilinib,
markazda R=40 migdorda mahsulot bo‘lsin, tagsimotni ochiq
boshgaruv mexanizmi asosida amalga oshiring:

5 5 5 5 5 5 5 5

Bunda, 2,4,5 va 8 iste’molchilarni ganoatlantiradi:
x2=3, x4=1,x5=5,x8=2
[?=40—3—1-5—2=29=>/, =4
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x3=6, x6=7 ni ganoatlantiradi.
X3=6x6=7
R,=29-6-1 = 16, n2—2

N =8
n2
Sx=12,S7=10 R=16
8 8
Demak, jc = 8
X7=8

Umuman olganda —x, =8

x2=3
jc3= 6
x4 =
x5=5
*6 =7
jcr—8
xg= 2
40

Ochig boshqgarish va ekspertlar so‘rovi.
n ta ekspertdan harbiri [d, D| kesmadan, S sonni tanlab, ek-
spert baholashdan keyingi yechim x boMsin. Berilgan: St larga
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nisbatan x sonni aniqlash kerak boMib, ekspertlarning fikri oxir-
gi natijaga mos kelib,

bilan hisoblanadi

Har bir ekspertning fikri r bo‘lsa, oxirgi baholash rj fikrga
to‘glri kelib, S”rj bo'lish kerak

Misol: 3 ta ekspertning fikri rf=10, /*,=/(9, r3=40, boMib, agar
har binning fikri tasdiglansa u holda

r?ga mos keladi.
Dispersiyalarni tekshirish.
Bu farazni tekshirish uchun Kochren alomati gqoMlaniladi:

1.3V

u3

So'ng 4-ilovadan n—or; Vv, /'{~ }=/r—11jadval qiymati topilib,

Gx bilan solishtiriladi. Agar Gx<Gj shart bajarilsa dispersiyalar-
ning bir jinsliligi haqidagi faraz to‘ri deb topiladi.
() ‘rtacha dispersiyani aniqlash.

0 ‘rtacha dispersiya ’S@I{K}=—I ’ {¥} k rinishdagi formula
N u-\

bo‘yicha aniglanadi. Bu dispersiyaning ozodlik darajasi soni
1{s,,,} = N(m-X) ga teng boladi.
Regression modelning ko‘rinishini aniglash

Regression modelning ko'rinishini aniglash uchun eksperi-
ment natijalari bo‘yicha ma’lumotlarning bolingan va boMinma-



gan ayirmalari hisoblanadi. Agar eksperiment o‘tkazish natijasida

(xiL,YIN.. AXy. Yy juftlik giymatlar olingan bo‘lsa,

birinchi tartibli boMingan ayirmalar quyidagicha hisoblanadi.

A -JV 2L *1 Y™ ~Yu Al :
u 8l Y y BU y yr »—~ B (N-I) v \%
2 VAR L'+l Tn N N-\

Ikkinchi tartibli boMingan ayirmalar:

an Al _al ol _ '\rel\-l—'qul'x-z
Xi~ Xl XN ~ XN-2

Birinchi tartibli boiinmagan ayirmalar:
Al = AL AL Alnnos) = Al Al

Bo‘linmagan ayirmalardan X faktor o‘zgarmas gadam bilan
0°‘zgarganda foydalaniladi.
Agar |ai,,-aL,|s2S(,{1} yoki |aim4-a L .is2S' (K}, bl2,..., N-2

shartlar bajarilsa matematik model ni

Yx=a0+a,X yoki Yx=d0o+d,{X-X).

Chizigli funksiyalar ko‘rinishida qidiriladi, bunda
~_1n
X =—Y Xu

Agar yuqoridagi shartlar bajarilmasa

k>...-A» [525,,. )}, yoKl w4825, (/= 2..V-3 .0

shartlarning bajarilishi tekshiriladi.
Agar bu shartlar bajarilsa, model

Yy=a(+a/X+a>x
Ikkinchi darajali polinom ko‘riuishida qidiriladi. Agar (*)
shartlar bajarilmasa 3-tartibli bo'lingan yoki boiinmagan ayir-
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malar hisoblanib, yana yuqoridagi tengsizliklarning bajarilishi
tekshiriladi, va hokazo.

Regressiya koeffitsientini aniglash.

Eng kichik kvadratlar usuli bo‘yicha Yx=aQtajXchizigli mo-
delning noma’lum aQva koeffitsientlari quyidagi tenglamalar

tizimidan aniglanadi:
N N

+«dYsXU=YjYu
u=1 u=1
a& Xu+axXIl=%xXLUu
\H W1 W

Bu tizimni yechish uchun quyidagi determinantlarni hisoblay-
miz:

X Vi n Vv
AY, N 1?,
o1 o1 t=l
% N A,= a A = 4 N
5 X I K | X * £ x nrlc
u=l1 L=1 o1 A Gl val

aa=",a,="-,Y x=d0+d,(x-X)

bo‘lganda noma’lum dOva dj ga nisbatan quyidagi tenglamalar
tizimini tuzamiz:

dN+d~(X-~X)=f fu
H kI

bunda

Tizimni yechib,
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1(xm-x)y,,

<t.=-zlr«d4=4- - _

larni topamiz.
Y x=a0+a]X+a2X2boMganda a0, a,, a2noma’lum koeffitsientlar

aN+arX . +ar"X" fYv
0=1 o=i 0=1

XN +aX xpHalf iXu=X 1v

0=1 0=1

tizimdan topiladi.
Bunda quyidagi asosiy va yordamchi determinantlar hisoblanadi:

N Vv v Vv
N I x u X b X A X * «
o1 o1 o1 o1 o=l
N \Y
A= 1 x v x A ,Alh= X AT 1*2
(o] o1 o1 o=1 o1 (08
Vv
+ X | frxilyu X * « t Xa
o1 o1 o1 o1 A o1
v
*
Y X?- NoOXE XN
0=1 o=1 o=1 0=1
v A " VIV £*<J1
* _ .
I XNp XA" au- XA, xa';
o=1 0=1 01 Oo:1 0=1
n A W% '
X +XI Xa, X*N
0=1 0=1 0=1 0=1 =1 0=1
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Agar 1T n —0 shart bajarilsa, a(), a,, a, koeffitsientlarni hisob-
L=l

lashda X ning kodlangan giymatlaridan foydalanish mumkin.

Bunda faktorasosiy sathning natural giymati X0 =—(Xnin+ X nax)

bolib, faktorning o‘zgarish intervali /[ =—_—— (X __-X .}

boMadi. Noma’lum modelning kodlangan giymati Y=bO+b/x+b-x2
ko‘rinishda boladi, bunda

— | X-j™Xlru;
(U= = HW {/t\

m —koeffitsientlar quyidagicha aniglanadi:
b\ bl Z K 2b2 b2

a0~ 0 A~ o Y. A0 - J g2 o0 az- j2¢

Regressiya koeffitsienti. Regressiya koeffitsientining ahamiyat-
liligini aniglash

Regressiya koeffitsientlari ning ahamiyatliligini aniglash uchun
Styudent alomatidan foydalaniladi:

LKISTIOT.('=".23),

bunda S{aJ ai — regressiya koeffitsientining o'rtacha kvadratik
oglishi. Y=a0+a/X holat uchun S2{aa/ va S2faj} quyidagi formu-
lalar bo'yicha hisoblanadi:
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2 fy 1 (w- 07Oy (" -2)7{ }.
* mN-2

[{53}=»IV-2; 55{-}= = = ]

Chizigli hoi uchun TWK=2, kvadratik hoi uchun NK=3 boMadi.
Styudent alomatining tjl—a;f=mN—2/jadval giymati 5-ilovadan
garaladi. Agar tx>tj shart bajarilsa, chizigli modelning garalayot-
gan koeffitsienti ahamiyatli bo‘ladi.

Y=a0+alx+a22 holi uchun faktorlarning kodlangan giymat-
laridan foydalaniladi.

Quyidagilar hisoblanadi:
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5-ilova btVyicha tjl—a;f=N(m—)]qgaraladi. Agar tx<tj bolsa,
u holda garalayotgan koeffitsient ahamiyatsiz bo‘ladi.

Regression model grafigini qurish.

Modelning adekvatligi Fisher alomati yordamida tekshiriladi:

57, LW s2
In=-N-4>1 y«ki F, =-71U4-!

Fisher alomatining jadval giymati /| =0.95 /{Sm}-/{s,n}]

6-ilovadan garaladi. Agar tx<tj boMsa model adekvat deb gabul
gilinadi.

1-misol. Pnevmomexanik usulda yig‘ish mashinasida len-
taning chizigli X va tishli diskretlovchi o‘g soqoli qarshiligi Y
orasidagi bog'lanish o‘rnatilsin.

1-jadvalda XU va YUVning tajribalar o‘tkazish natijasidagi
giymatlari keltirilgan, bunda N=5 va m=5.

/-jadval
YUV

uu Vv Yu sim VXUmax \V/XLmin le:

i 2 3 4 5
2 252 148 130 146 140 14,32 0,732 1,03 1545 374
4 208 216 22,8 214 22,0 21,72 0,555 1,60 1,36 3,94
6 289 300 31,2 29,2 30,8 30,00 1,040 1,29 1,29 3,77
8 36,8 378 39,0 374 38,2 37,84 0,688 1,54 1,38 3,98
10 47,2 46,6 450 46,8 46,0 46,32 0,732 1,13 0,85 3,74

O B W N

U= 1boMgan hoi uchun bu operasiyalar quyidagicha bajariladi:

= N =143
J

v=\

52{y}="-+[(15,2-14,32)2+ ...+ (14-14,32)2] = 0,732;

v =Y SY_152-1432 5 _ o0

vk S{{Y] 0,85 V5-1
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1Z W 432-13 J_ =
Yoo 5.{r} 85  V5-1

So'ngra 1-ilova bo'yicha Vj|Rd=0,95;m=5|=1,869

v Ximax<vj’ v xmi,<vj bo'lganligi tufayli Y1Vma=15,2 va
Y]Vmin= giymatlar keskin farq gilmaydi deb garaladi va ular
ma’luinotlar jadvalidan chiqgarib tashlanmaydi.

Undan so‘ng WM =~ - ni hisoblaymiz, bunda

4-N)»
K5= 15,2 > =14,8 >Y,, = 14,6 > K2=14 >YU=13.

g- va g4 ning giymatlari 2-ilovadan qaraladi.
Q,=0,6646(15,2-13)+0,2413(14,8~14)=1,655;

h*& .

A 0,732

3-ilovadan Wj[Rd=0,95; m=5]=0,762 ni topamiz WxI>Wj
boMgani uchun Yjv giymatlarini normal qonunga bo”ysunishi ha-
gidagi faraz tolg'ri deb gabul gilinadi.

U=2, 3, 4, 5 hollar uchun birinchi va ikkinchi operasiyalar
yuqoridagilarga o‘xshash bajariladi.

Uchinchi operasiyada Gx ni hisoblaymiz:

G = "~1ir | =-L51=0,279.
V.v,{>! 3-744
(=1

4-ilovadan G,[Rd=0,95; N=5; f=5-1=41=0,544 ni topamiz.
G x<Gj bo‘lgani uchun dispersiyalarning bir jinsliligi hagidagi
faraz qabul qgilinadi.

ToYtinchi operasiyada o‘rtacha dispersiyani hisoblaymiz:
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0 ‘rtachadispersiyaningerkinlikdarajasi / {S@}=5(5-1) = 20.

Beshinchi operasiyada |- va 2-tartibli boMinmagan ayirma-
larni hisoblaymiz:

ar,, =[21,72—14,32| = 7,4, [OWR=|30—21,78| = 8,28;
[VAs = 37,84 —30| = 7,84; [w14=|46,32-37,84| = 8,48;
28-7.41=0.88; A',,2=0,44; [O*w =0,64;

5,,{l'} =0,86;

Shuning uchun modelning ko‘rinishini Y=al+a,x, Yyoki

Y=d0+d, (X-A") chizigli model ko‘rinishida tanlaymiz, bunda

Oltinchi operasiyada Y=dn+d1X—6) hoi uchun d( va d, no-
ma’lum koeffisiyentlarni aniglaymiz:

15— 1
d0= -~ YU = =(14,32 + 21,74 + 30,00 + 37,84 + 46,32) = 30;
S\ 5
X', - 6)Yv
Y . 16024 _4
iix.-6)2 %
(=

Demak, izlangan model quyidagi ko‘rinishga ega bo'ladi:
Y=30+4(X~6) yoki Y=6+4X.
Bu funksiyaning grafigi 9-chizmada ko'rsatilgan.



Model adekvatligini aniqglash.
Yettinchi operasiya Model koeffitsientlarining ahamiyatli ligini
aniglash uchun Styudent alomatini hisoblaymiz:

N
S{b.}

sq/}=L.y Sf}=— =08

24

ws{/>} = 0,4;

tx{A}= =5
1J 0,4

'<{M =~ = 3/
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({6%}=, =5

n*a=n =0,62;
x0T — 0;

1
ta{bzd = b4 =3.;

5-ilovadan Styudent alomatining jadval giymaiini topamiz:
tJR D=0,95; f=8(3~1)=16/=2,12,.
tx va Tj larni solishtirib, b,, b2, b? b”3 koeffitsientlarining aha-
miyatli ekanligini topamiz. Modelning oxirgi ko‘rinishi
Y=15,5+2*/+/, 25X A2Xj-1,25x ?x3
boladi

Sakkizinchi operatsiya. Modelning adekvatliligini tekshirish
uchun Fisher alomatini hisoblaymiz:

F=M 1
"m & M
voki
F g.2.{y}
Bunda

8-3

Sf2) {K} rii hisoblash yoli 8-jadvalda keltirilgan
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&

N U WN
&

Shunday qilib,

6-ilovadan

=

Yu

BEBRBE®

16

2-jadval

Yu~Yxu (Yn-Yxn)2
0 0

0 0

0 0

0 0
0.5 0.25
0.5 0.25
0.5 0.25
0.5 0.25
S2){Y} = 1,00

s,Uur}
'I.If f=3,875

Fj[pd=0,95; /{5=,} = 16; /{S,2)}= 3] = 8,69

ni topamiz. Fx<Fj bo‘lgani uchun qurilgan modellar adekvat deb

gabul gilinadi.
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NN NN N

Smirnov-Trabs alomatining jadval giymatlari

Tajribalar %
0.99 0.95 0.90
1.414 1.412 1.406
1.723 1.689 1791
1.955 1.869 1.894
2.130 1.996 1.974
2.265 2.093 2.041
2.374 2172 2.097
2.464 2.237 2.146
2.540 2.294 2.190
2.606 2.343 2.229
2.663 2.387 2.264
2.714 2.426 2.297
2.759 2.461 2.326
2.800 2.493 2.354
2.837 2.523 2.380
2.871 2.551 2.404
2.903 2.577 2.426
2.932 2.600 2.447
2.959 2.623 2.267
2.984 2.644 2.486
3.008 3.664 3.504
3.030 3.683 3.502
3.051 3.701 3.537
3.071 3.717 3.537

m=3, 4, 18 dollar uchun tajriba natijalarning normal

gonunga bo‘ysunishini tekshirlshda gmi+ ning giymatlari

3

4

5

m
6 7

8

9

10

0.7071 0.6872 0.6646 0.6431 0.6233 0.6052 0.5888 0.5739
- 0.1677 0.2413 0.2806 0.3031 0.3164 0.3244 0.3291
0.0875 0.1401 0.1743 0.1976 0.2141
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0.6501
0.3315
0.2260
0.1429
0.0695

0.5359
0.3325
0.2412
0.1707
0.1099
0.0539

14
0.5251
0.3318
0.2460
0.1802
0.1240
0.0727
0.0240
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15
0.5150
0.3306
0.2495
0.1878
0.1353
0.0880
0.0433

0.0561

16
0.5056
0.3290
0.2521
0.1939
0.1447
0.1005
0.0593
0.0196

0.0947

w
0.4968
0.3273
0.2540
0.1988
0.1524
0.1109
0.0725
0.0359

0.1224
0.0399

0.4886
0.3253
0.2553
0.2027
0.1587
0.1197
0.0837
0.0496
0.0163
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0,95
137
1.09
0.92
0.80
0.71
0.65
0.59
0.55
0.52
0.48
0.46
0.44
0.42
0.40
0.39

Q=q(y, n) giymatlar jadvali

0,99
2.67
201
162
1.38
120
1.08
0.98
0.90
0.83
0.78
0.73
0.70
0.66
0.63
0.60

Yy
20
25
30
35
40
45
50
60
70
80
90
100
150
200
250
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0,95
0.37
0.32
0.28
0.26
0.24
0.22
0.21
0.188
0.174
0.161
0.151
0.143
0.115
0.099
0.089

0,99
0.58
0.49
0.43
0.38
0.35
0.32
0.30
0.269
0.245
0.226
0.211
0.198
0.160
0.136
0.120
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X2 tagsimotning kritik giymatlari jadvali

soni, K

0,01
6,6

9,2

11,3
13,3
151
16,8
18,5
20,1
21,7
23,2
24,7
26.2
271.7
291
30.6
32.0
33.4
34.8
36.2
37,6
38,9
40,3
41,6
43,0
443
45,6
47,0
48,3
49,6
50,9

a giytmatdorlik darajasi

0,05
3,8

6,0

78

9,5

11,1
12,6
141
15,5
16,9
18,3
19,7
21.0
22.4
23.7
25.0
26.3
27.6
28.9
30.1
31,4
32,7
33,9
35,2
36,4
37,7
38,9
40,1
41,3
42,6
43,8

0,95
0,0039
0,103
0,352
0,711
1,15
1,64
2,17
2,73
3,33
3,94
4,57
5.23
5.89
6.57
7.26
7.96
8.67
9.39
10.1
10,9
11,6
12,3
131
13,8
14,6
154
16,2
16,9
17,7
18,5

0,99
0,00016
0,020
0,115
0,297
0,554
0,872
1,24
1,65
2,09
2,56
3,05
3.57
411
4.66
5.23
5.81
6.41
7.01
7.63
8,26
8,90
9,54
10,2
10,9
11,5
12,2
12,9
13,6
14,3
15,0
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Asosiy elemental- funksiyalarning grafiklari
Chizigli funksiya y=ax+b

Kvadrat funksiya y=ax2+bx+c, a™O

Ko4rsatkichli funksiya y —ax aeR, a>0, a*Il
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Logarifmik funksiya y=logux, aeR, a>0, a*l

Trigonometrik funksiyalar
y=sinx funksiya grafigi



Teskari trigonometrik funksiyalar
y=arcsinx funksiya grafigi
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y=arccosx funksiya grafigi

y=arctgx funksiya grafigi

y=arcctgx funksiya grafigi
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