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Mehribon onamiz Xudoyberdi
gizi Bottoming yorgin xotirasiga
bag‘ishlaymiz

SO‘Z BOSHI

Ushbu o'quv qo‘llanma universitetlarning 5130100-matematika,
5130200-amaliy matematika va informatika, 5140300-mexanika,
5110100-matematika o‘gitish metodikasi ta’lim yo‘nalishidagi talabalar
uchun mo'ljallangan. Bakalavriyat talabalarining bu ta’lim yo'nalishi-
dagilar uchun o‘zbek tilida «Algebra va sonlar nazariyasi» fanidan
amaliy mashg'ulotlar (misol-masalalar yechish) uchun o'quv go'llanma
mavjud emasligi e'tiborga olinib ushbu qo'llanma yaratildi.

O'quv go'llanma universitetlarda amaldagi dastur asosida yozildi.

Bu o'quv go'llanmada «Algebra va sonlar nazariyasi» fanidagi nis-
batan murakkab bo'lgan mavzularga doir masalalarning yechimini ber-
ish magsad gilib olindi. Bunday mavzular quyidagilardan iborat: chizigli
fazolar, Evklid fazosi. chizigli operatorlar, kvadratik formalar, matritsali
ko'phadlar, Jordan matritsalari, guruhlar, ixtiyoriy vcktor fazolarda chi-
zigli operatorlar.

Bu mavzularni o'zlashtirishda ko'pchilik talabalar givinchiliklarga
duch keladi, ba’zi hollarda xato va kamchiliklarga yo'l go'yadi.

Shu nugtai nazardan bu yerda yuqorida gayd etilgan mavzularga
doir masalalarning yechimi ko'rsatildi. Mavzularni o'zlashtirish uchun
mustaqil topshiriq masalalari (javoblari va ko'rsatmalari bilan). nazorat
savollar berildi. Har bir bobga doir masalalami yechish uchun zarur
bo'lgan nazariy ma’lumotlar va ularga mos adabiyotlar ro'yxati berildi.
Kitob oxirida test savollari ham berildi. Masalalarni tanlashda 1.V.Pros-
kurvakovning «C60pHVK 3afjay no nvHelnHoi anrebpe» (Mocksa, 1978),
X.D.lkromovning «3agaun Mo nuHeliHon anrebpe» (MockBa, 1975),
A.l.Kostrikin va boshgalarning «C6opHu1K 3aga4 no anredpe» (Mocksa,
1986, 2001) kitoblaridan foydalanildi.

Mazkur go'llanma mualliflarning ko'p vyiliar davomida univer-
sitetda o'gigan ma’ruzalari va olib borgan amaliy mashg'ulotlari asosida
yaratildi.



Qo‘llanmani qo‘lyozma holatida o'qib, undagi kamchiliklarni
tuzatishda o‘z maslahatlarini bergan 0 ‘zbekiston Respublikasi Fanlar
akademiyasining Matematika va informatsion texnologiyalar institu-
tining xodimi dotsent, fizika-matematika fanlari nomzodi A.Mamatovga,
Guliston davlat universiteti dotsenti, fizika-matematika fanlari nomzodi
X.Norjigitovga va katta o‘gituvchi E.Inatovga samimiy minnatdor-
chiligimizni bildiramiz.

Qofilanmaning sifatini oshirirshda fikr-mulohazalar bergan ham-
kasb ekspertlarga samimiy minnatdorchiligimizni bildiramiz.

Ushbu go‘llanma o‘zbek tilida birinchi marta yaratilganligi uchun
ba’zi bir kamcbiliklar bo‘lishi mumkin. Kelajakda lining sifatini yanada
yaxshilash magsadida fikr-mulohazalar bildirgan hamkasblarga mual-
liflar awaldan o‘z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Mualliflar



I bob. CHIZIQLI FAZO
8§ 1.1. Asosiy tushunchalar, ta’riflar va teoremalar

Bizga analitik geometriya kursidan geometrik vektorlami go'shish
va vektorni songa ko'paytirish amallari ma’lum. Biz bu yerda ixtiyoriy
to‘plam elementlari ustida ana shunday amallami biror usul (biror qoida)
bilan gabul gilamiz. Bu to‘plamda gabul gilingan amallar xuddi geo-
metrik vektorlar ustidagi amallaming misollari kabi xossalarga ega.

Ixtiyoriy elementlardan (matritsalardan, geometrik ma’nodagi
vektorlardan, ko'phadlardan, funksiyalardan va boshgalardan) tuzilgan
R-to‘plam berilgan bo‘lsin. Bu R to‘plamning elementlarini

XY, z Uvw, ..
deb belgilaylik va
R={X,y,2z ..., uVv,w ..}
deb yozaylik .

R to‘plamning ixtiyoriy ikkita x vay elementlari ustida biror
gonun goida bilan go'shish amalini gabul gilaylik va uni x+y deb
belgilaylik.

Endi R to‘plam bilan birga biror P sonlar maydonini olaylik. P
ning elementlari

apys, ..
ya’ni
P={a, Pvy5 ..}
bo‘lsin.

P ning ixtiyoriy (masalan, a sonini) elementini R ning ixtiyoriy
(masalan x elementiga) elementiga ko‘paytirish amalini biror gonun
qoida bilan gabul qilib va uni cex yokix-adeb belgilaylik.

I-ta’rif. Agar R to‘plamning elementlari ustida gabul gilingan
X+Y yig'indisi va a-x ko‘paytmalar yana shu R to‘plamda mavjud
bo‘lib uning elementlari quyidagi shartlami ganoatlantirsa, u holda R
to‘plam P maydon ustida chizigli fazo deyiladi:

1 x+y=y+x (kommutativlik);

2. (x+y)+z=x+(y+zj (assotsiativlik);

3. Shunday OeR element mavjud bo‘lib, har ganday x element uchun
x+0=x bo‘lsin. 0 element nol element deyiladi;
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4. Har ganday x element uchun shunday x' mavjud bo‘lib x+x'=0
bo‘lsin. x'=-x elementx ga garama-garshi element deyiladi (-««);

5. a(px)=(ap)x, a,peP;

6. (a+P)x=ax+px (distributivlik);

7. a(x+y) =ax+ay;

8. I-x=x, 1eP;

Izoh. Ixtiyoriy chizigli fazo elementlarini vektorlar deb olish
(aytish) gabul gilingan. Ba’zan «vektor» termini juda tor ma’noda tushu-
niladi. Bunday holatda tushunmovchilikka olib kelmasdan, aksincha
ixtiyoriy chizigli fazoni geometrik tasviri bilan izohlashga imkon beradi.

R chizigli fazoning elementlarini «vektorlar» deb atalganda R
vektorlar fazosi ham deyiladi.

Umuman R fazo biror P maydonda qgaraladi. Biz bu R fazoni ha-
gigiy sonlar maydonida garab o‘tamiz. Agar garalayotgan fazoda may-
don gayd etilmasa, demak, fazo hagigiy sonlar maydonida garaladi,
boshga hollarda maydon gayd etiladi.

2- ta’rif. Agar R fazoning

xb x2x3 ...,X,, (1.0
vektorlari uchun hech bodmasa bittasi noldan fargli bo'lgan
aba2a3 an (1.2)
sonlar mavjud bo'lib
oyx, +ax2+...+alxk=0 (1.3)

tenglik bajarilsa, u holda (1.1) vektorlar sistemasi chizigli bog*‘langan
deyiladi. Agar (1.3) tenglik fagat

ai=0, a2=0, ..., au=0 (1.4)
bodgandagina bajarilsa, u holda (1.1) vektorlar sistemasi chizigli
bogdanmagan (voki chizigli erkli) deyiladi.

3- ta’rif. Agar R chizigli fazoda n ta vektorlardan iborat chizigli
bogdanmagan vektorlar sistemasi mavjud bodib, har bir (n+1) ta vek-
torlar sistemasi chizigli bogdangan bodsa, u holda R fazo n odchovli
fazo deyiladi va u Rn deb belgilanadi.

4- ta’rif. Rnfazoning n ta chizigli bogdanmagan har bir

exe2...,en (1.5)
vektorlar sistemasi Rji fazoning bazisi deyiladi.

1-teorema. n odchovli Rn fazoning ixtiyoriy x vektorini uning
bazisi orqgali fagat birgina

n=4g +ge, +..+ (16)
kodinishda ifodalash mumkin, bunda

0-7)



sonlar bo'lib, x vektoming
e\, e2 ... e, (1.8)
bazisdagi koordinatalari deyiladi.
5-ta’rif. Agar Rj to'plam R fazoning vektorlaridan tuzilgan bo‘lib
R fazoda aniglangan araallarga nisbatan chizigli fazoni tashkil etsa. u
holda Rt to‘plam R fazoning gism fazosi deyiladi.
Agar R fazoning

Xux2...,xk (1.9)
vektorlari uchun ixtiyoriy

AR A
sonlar sistemasidan

XX ZXZ X..+AX (1.10)

yig‘indisi tuzilsa, u holda (1.10) yig‘indi (1.9) vektorlar sistemasining
chizigli kombinatsiyasi deyiladi.
R ning (1.9) vektorlar sistemasidan tuzilgan chizigli kombinatsi-
yalar to‘plamini L deb belgilaylik.
Bunday L-to‘plam (1.9) sistemaning chizigli gqobig‘i deyiladi va u
R ning gism fazosidan iboratdir.
Faraz gilaylik R' va R» lar R fazoning gism fazolari bo‘lsin. R' va
R» gism fazolar vektorlaridan (*, sR',x2e/?"vektorlardan) hosil gilingan
*=x,+x2 xeR vektorlar to‘plamini S bilan belgilaymiz. Bu S to‘plam
R va R» gism fazolarning vyig‘indisi deyiladi va s=R%R' deb
belgilanadi. Agar S gism fazoning har bir x vektori yagona ravishda
x =, +x2 shaklida ifodalansa va nM/1"={o}, ya'ni R' va R» fagat bitta
umumiy nol elementga ega bo‘lsa, u holda S to‘plam to'g'ri yig'indi
deyiladi va S=R’®R» deb yoziladi.
R' va R» gism fazolarning umumiy elementlaridan tuzilgan D
to'plam ulaming kesishmasi deyiladi va D=RHR' deb belgilanadi.
Agar R fazoning o‘lchovi n bo‘lsa, u holda dimR=n (dimision -
o‘Ichov) va gisqacha Rndeb yozamiz.
Ushbu
dimi'< dimR, dim£<dim/t (1.11)
dim(*?n*) =dimit+dim R-dim(R+R") (1.12)
munosabatlar o'rinlidir.
Faraz gilaylik U to'plam n o'lchovli R fazoning gism fazosi va
x0=R bo'lsin. U gism fazoning ixtiyoriy y wvektori uchun z=x0+y
ko'rinishdagi vektorlar to'plamini H deb belgilaymiz.



6-ta’rif. z=xo+y yig‘indi y vektomi xOvektorga siljitish deyiladi va
x0+) to‘plam U gism fazoning x0 vektorga siljitishdan hosil bo‘lgan
chizigli ko‘pxillik deyiladi.
Chizigli ko*pxillik
H=vt0+U, JCjeR, UcR
2-teorema. H ko‘pxillik R ning gism fazosi boTishi uchun x0eU
bo'lishi zarur va kifoya.
Misol. R3 fazoda to‘g‘ri chiziq bir o‘lchovli chizigli ko‘pxillik,
tekislik ikki o'Ichovli chizigli ko‘pxillik.
Izoh. Chizigli ko‘pxillik hamma vaqt gism fazo bo‘lavermaydi.
(2-teoremaga garang).
Faraz qgilaylik n-o‘lchovli Rnfazoda
e\,e2 en 0-13)
va
el,ej r (1.14)
bazislar berilgan bo‘Isin.
Bu (1.14) bazis vektorlarning har biri (1.13) bazis orqali

eisyflade <=12..0 (1.15)

ko‘rinishda ifoda etiladi.
Bu (1.15) dan tuzilgan ushbu

™ Th e 7,)
T=H Th ma[r

n,1 N2 mlhn,
matritsa (1.13) bazisdan (1.14) bazisga o‘tish matritsasi deyiladi.

Yugoridagi (1.13), (1.14) bazislar va T matritsalar orasidagi
bogianish

e-Te (1.16)
yoki
fc) mh .. 7,)6
€ i H - Mre
m=mn, Hh n, - Mre

oYy B - m™
ko‘rinishda yoziladi.



Agar birorx vektor (1.13) va (1.14) orgali mos ravishda

H

V:ikﬁ i e\
deb ifodalansa, u holda a vektorning (1.13) va (1.14) bazisdagi
kordinatalari orasidagi bog‘lanish
(a0, ..a,,)=(@, aj,...,.aJT
matritsa ko‘rinishida ifoda etiladi.

8§ 1.2. Chizigli fazo ta’rifiga doir masalalar yechish

1- masala. Darajasi n dan oshmaydigan haqgiqiy koeffitsientli
ko‘phadlar to‘plami P hagigiy sonlar maydonida chizigli fazodan iborat
boiadimi?

Yechish: Hagiqiy koeffitsientli  darajasi n dan oshmaydigan
ko'phadlar to‘plamini R[t] deb belgilaymiz, ya’ni

X(t) =aHi’ £ +..+0,(+00
ko‘rinishdagi ko‘phadlar to‘plami, bunda a,,3,, ,,..,ala0 hagigiy sonlar.

Agar biz
y(i) =bj" +..+/)/+1) (m<n)
deb olsak, u holda
x{N-. ,vU)-(aj +i,,)+(0, +6,); +...+ (0, +hm)t" +..+aj"

yig‘indi yana R[t] to‘plam elementidan iborat bo‘ladi.
R[t] to‘planing ixtiyori Xn elementini a{aeP) songa ko‘paytmasi
ax(t) =(aan)X' +..m(aa))x +aa0
dan iborat. Demak, av(t) ko'paytma R[t] to‘plam elementidan iborat.
Endi 1-ta’rifdagi hamma shartlarning bajarilishini tekshirib ko‘rish
giyin emas. Bunda 3-shartni ko‘rsatishni nol ko‘phadni
o='+XX" +..+0
deb tasvirlaymiz. 4-shartni ko'rsatishda x=-x(t) deb olish kifoya.
Demak, R[t] to'plam P maydonda chizigli fazodan iborat.
2-masala. Darajasi 3 ga teng boigan haqgiqgiy koeffitsientli
ko'phadlar to'plami P hagigiy sonlar maydonida chizigli fazodan iborat
bodadimi?
Yechish: Masala shartidagi ko‘phadlar to‘plamini {f-Jt)} deb bel-
gilaylik. Bu to‘plamda go‘shish amalini va elementini a songa
ko‘paytirish amalini 1-masaladagidek gabul gilaylik. {f/t)} to‘plamda 3-



darajali ikkita ko‘phad yig‘indisi hamma vaqt 3-darajali ko‘phad
bo‘lavermasligini ko'ramiz.
Masalan:
x(t) =2t2+12-2 1+5
y(t) =-2d - 11+1+3
Decak, u holda
() +y(t) =-x +8
yig“indi birinchi darajali ko‘phad bo‘lib {fytj} to’plamga kirmaydi .
Demak, @o(t)} to‘plam chizigli fazo boMmaydi, ya’ni 3-darajali
ko‘phadlar to‘plami chizigli fazo bo‘Imaydi.
3-masala. A to‘plam haqigiy sonlardan tuzilgan 2-tartibli kvadrat
matritsalar to‘plami bo‘Isin.
A -to ‘plam chizigli fazo bo‘ladimi ?
Yechish. A to‘plamdax va_y element yig'indisi

2 bn) |A'EH &'
deb olamiz, x elementni a (aeR(-00,a0).) songa ko'paytmasi
aal  «l2 j
ctad aar )
deb gabul gilamiz.
Endi x+y va ax lar A to‘plamning oiementi ekanligi ko‘rinib
turibdi.
1-ta’rifdagi hamma shartlar bajariladi. Bunda 3), 4) shartlar
uchun f
0 0
“Uq
deb olish kifoya.
Demak, A to'plam chizigli fazodan iborat.
4-masala. M to'plam XOY tekislikda yotuvchi geometrik vektor-
lar to'plamidan iborat bo‘lsin. Bu M to'plam chizigli fazoni tashkil eta-
dimi?
Yechish: Geometrik vektorlarni qo‘shish va songa ko‘paytirishni
geometriya fanidagidek gabul gilamiz, ya’ni quydagicha
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Bunday amallarga nisbatan 1-ta'rif shartlari bajariladi, bunda nugta nol
vektor sifatida garaladi va x' vektomi X ning garama-garshi yo‘nalgan
vektori deb olinadi ya’ni x'=-x deb olinadi.

Demak, XOY tekislikda yotuvchi geometrik vektorlar to‘plami
chizigli fazoni tashkil etadi.

5-masala. [a,b\ kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyalar to‘plami
chizigli fazoni tashkil etadimi?

Yechish: Masala shartidagi to‘plamni C[ab] deb belgilaymiz. Bu
C[a,b] da x(t), y(t) funksiyalar ustida amallarni oddiy ma’noda x(t)+y(t),
a-x(t) deb gabul gilamiz. Matematik analiz fanidagi tasdiglarga asosan
bu yig‘indi va ko’paytma C[a,b\ ning elementlaridan iborat. 1-ta’rifdagi
hamma shartlarning bajarilishini tekshirib ko‘rish giyin emas.

Demak, [ab] kesmadagi uzluksiz funksiyalar to‘piami, C[a,b]
to‘plam chizigli fazoni tashkil etadi.

§ 1.3. Chizigli bog‘langanlik va bog‘lanmaganlikka
doir masalalar yechish

6-masala. ai=(5; 4; 3), &=(3; 3; 2), a3=(8; 1; 3) vektorlar chizigli
bogdanganligini yoki bogdanmaganligini tekshiring.
Yechish: 2-ta’rif bo‘yicha ushbu
Aat +12+Aa3=0 (1-17)
tenglamani tuzamiz va bundan Xh X2, h - noma’lum sonlarni topish
uchun

(5k,+3k2+8n3 41i+312+h, 3M+2k2+3X3)=(0; 0; 0)

tenglikdan
f55+3%+84 -0
149 +3U+X—Q (1.18)
[3j +22+3B=0
sistemani tuzamiz. Bu (1.18) sistemaning matritsasini pog‘onali
ko'rinishga keltiramiz.

3S p o7 f10 -7 o7
431 ->431 03 -27 01-9
323 w2l w2 -18 00 0
Demak. (1.18) sistema
m+7n,=0
A - 93 =0 (1.19)

sistemaga teng kuchlidir va bunda A =1 deb olib, A=-7, s, =9lami topa-
miz.
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Shunday qilib, (1.17) tenglik A, AY J1 lar noldan fargli bo‘lsa ham
o‘rinli. U holda 2-ta’rif bo‘yicha berilgan att ad a} vektorlar chizigli
bog‘langan.

7-masala. Darajasi 2 dan katta bo’Imagan ko'phadlar fazosida

f(x) =3+x+ 2jf, f1x) =-2ti- x-
ko‘phadlar vektorlar chizigli bog’langanmi?

Yechish: Masalani 6-masala kabi yechamiz.

AF(X) +7J2(x) =0 (1.20)
tenglikdan X2iami aniglaymiz, bunda 0 vector

0+0+* +0m2
ko‘rinishidagi ko‘phaddan iborat (1.20) tenglikdan
(A-2N1DHA +/B +(2A - nY =0+0e1+0e.1

tenglikni va bundan

A -2n, =0

j +7=0 (1.21)

Pn-7a=0
sistemani hosil gilamiz.

(1.21) sistemaning matritsasini pog‘onali ko’rinishga keltiramiz.

3 2 11> 1 1 ft -n
11>3-2»0-5-=0-5
2 o Uu -k 0 -3 0.
Demak, (1.21) sistema
L-1 =0
{-51=0
sistemaga teng kuchli. Bnndan At=0, /-2=0 yechimni topamiz.

Shunday qilib (1.20) tenglik fagat n,=0. a2=0 bo'lganda o‘rinli.
Demak, 2-ta’rif bo'yicha berilgan f\(x), f2x) ko’phadlar sistemasi
chizigli bog’lanmagan.

8-masala. Ushbu

n o, 23 3
A- lo o 1 of
matritsalar chizigli bog'langanmi?
Yechish:
kA +LA. +LA =m0 (1.22)

tenglikdan A A, k - noma’lum sonlarni aniglaymiz, bunda 0
matritsani
0_(0 Q
=0 g
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ko‘rinishda olamiz. (1.22) dan
k, OW2A2 3An -2k, 3, (© 0)
10 oJ+[*2 0j+12%, k,j~{0 oY
(+1k2-2A, 3A,+3A1 (0 0)
I N+2A3 K, O o o]
tenglikni hosil gilamiz va bundan
fA+2A - 2A =0
i 3A+3A=0
A +2A, =0
A =0
sistemani hosil gilamiz. Oxirgi sistema fagat A =0, A=o0, A=0 Ye-
chimga ega. Shunday qilib, (1.22) tenglik A=o0, A=0, A=0 boigan-
dagina o'rinli va bu esa 2-ta’rif bo‘yicha berilgan A\, A2 A2
matritsalarning chizigli bogManmaganligini ko ‘rsatadi.

8 1.4. Bazis va oMchovga doir inasalalar yechish

9-masala. Darajasi n dan oshmaydigan {F,,(x)"\ ko'phadlar fa-
zosida
I,X,X2...X" (1.23)
vektorlar bazisni tashkil etadimi? Fazoning o°‘lchovi nimaga teng?
Yechish: Berilgan vektorlar sistemasi chizigli bog‘lanmagan.
Hagigatan ham
N +An+'K*2+.. +JiK' =0 (1.24)
tenglik, ya'ni
T+ AXHIX2+. +AX7=0+0 X+ 0ox2+... + 0"
tenglik x ning bar ganday giymatida o'rinli boiishi uchun fagat x ning
mos koeffisientlari teng bo‘lishi shart (ikki ko‘phadning teng bo‘lish
shartiga asosan), ya'ni oxirgi tenglik

4,=04, =o,...n, =0 (1-25)
bo'lgandagina bajariladi. Bundan tashqari ixtiyoriy
f(x) ma0+a,x+arx2+...+ankm m<n (1.26)
element (/u-je L0400
I,x,x
vektorlar orgali chizigli ifoda etiladi, ya'ni
fix) a, ta,xxaX2+..+anmx" +0-x""*'+0-x""2+..+0-x". (1.27)

Hosil gilingan muhokama va bazis ta'rifiga asosan 1,x,x2..x
vektorlar sistemasi R={Fn(x)} fazoning bazisidan iboratdir.
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Bu bazis n+l ta vektordan iborat bo‘lgani uchun R fazoning
o'lchovi n+lga teng, ya'ni dimR=n+\.

10-masala. Uch o‘lchovli R3 fazoda e!=(l;1;1), e2=(l;l;2),
e3=(1;2;3) vektorlar sistemasi bazis tashkil etishligi ko’rsatilsin.

Yechish: Berilgan vektorlardan

(I
A=1 1
12
matritsani tuzamiz va uning rangini aniglaymiz.

f 31V
A>001>012
012 001
Demak, rangA=3. Bu esa eb e2, e3 vektorlarning chizigli bog‘lan-
maganligini ko‘rsatadi, ya’ni bazisni tashkil etishligini ko‘rsatadi.
11-masala. R3fazoda
at=(0; 1, n), a2=(n;0; 1), a3=(n: 1; n)
vektorlar A parametming ganday giymatlarida bazisni tashkil etadi?
Yechish: Fazoning o‘lchovi dimR;=3 bo‘lganidan berilgan 3 ta
veatoming bazisidan iborat bo‘lishi uchun
"D 1A
B=n101
A 1K
matritsaning rangi 3 ga teng bo‘lish shartidan, ya’ni rangB=3 yoki
detQf-0 shartidan foydalanamiz.
o 1n

detB= 0 1=5P+N1-A2=1*0

Demak, ng0 ixtiyoriy son bo‘lganda berilgan ab a2 a3sistema ba-
zisni tashkil etadi.
12-masala. n+1o‘Ichovli (Fn(t)} ko‘phadlar fazosida
e0=1, e,=(x-a), e2=(x-af ’ ees. e, =(x-af
vektorlar sistemasi bazis tashkil etishligi ko‘rsatilsin.
Yechish: Berilgan vektorlarning chizigli bog'lanmaganligini ko‘r-
satish kifoya. Buning uchun
A+/px-a) +HRx-aY +.. +Al(x- a)' =0 (1.28)
tenglikdan A0, Ab A2 ..., 4, larni topish kerak. Oxiri tenglikka x=a
go‘yib A0=0 ni topamiz. Endi (A) tenglikdan x ga nisbatan hosila
olamiz. U holda
O +2J2(x-a)+... +n/ir(x-ay~"' =0 (1.29)
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bo'ladi. x=a deb olib ¥=0 ni topamiz. So‘ngra (B) dan hosila olib x=a
deb k2=0 ni topamiz. Bu jarayonni davom ettirib X,,=0 ni topamiz. De-
mak, berilgan vektorlar sistemasi chizigli bog‘lanmagan, ya’ni bazisni
tashkil etadi.

8 1.5. Vektorning bazisdagi koordinatalariga doir masalalar yechish

- 13-masala. R3fazoda x=(6; 9; 14) vektorning
ei=(l; L 1), e2=(1; 1;2), e3=(l; 2; 3)
bazisdagi koordinatalarini toping.
Yechish: Masalani 1-teorema asosida yechamiz.

X ~ Z\e\ +<?2e 2 +1=3¢ej

yoki
X=@% D=, E£)E, 28)+ #,2#,3E)
tenglikdan
kf +£+<?, =6
£+6 +26=9

U+2£+36=14
sistemani hosil gilamiz. Bu sistemani yechib £=1 £2=2,6=3 lami
topamiz.
Demak, n vektorning e, <, e3 bazisdagi koordinatalari (1; 2; 3),
ya’ni
X=e,+2e2+3e3
14-masala. n+1odchovli (f,X} ko‘phadlar fazosida
f(x)= a, +(7x+ax"‘ +..+a,x
ko‘phadning (vektorning)
1, (x-a), (x-a)2 ..., (x-a)” (1.30)
bazisdagi koordinatalarini toping.
Yechish. f(x) ko‘phadni bazis orgali ifodalaymiz (1-teoremaga
garang)
f(x) =ac+ax +azxd+. .+amx" =t0+t,(x- a) +... +t,,(x-a)" (1.31)
Bunda |,,. tu t2 ..., t, (1.30) bazisdagi koordinatalar hisoblanadi.
(1.31) ga x- a giymat qo'yib,
l,,=f(a)=a,+a,a+aza2+ a,a"
topamiz. Endi (1.31) dan x ga nisbatan hosila olamiz.
f'(x)-a, + =/, +2t2(x - @) +.. +nt,,(x-a)"™"1 (1.32)



Bungax =a qo‘yib ;,=/'(«) ni topamiz. Yana (1.32) dan hosila
olib, x=a qo'yib t2=--Z-* ni topamiz va bu jarayonni davom ettirib,
nihoyat

, 1"@)
oo
topamiz.
Shunday qilib, /(x) ko‘phadning (1.30) bazisdagi koordinatalari

f@) ZM ZIM  ZZM

sonlardan iborat bo‘ladi.
8 1.6. Qism fazolarga doir masalalar vechish

15-masala, n o‘Ichovli Rn fazoda koordinatalari toq sonli o‘rinda
turuvchilari nollardan iborat bo‘lgan L vektorlar to'plami Rr ning gism
fazosi ekanligini ko‘rsating va uning bazisini hamda odchovini toping.
Yechish. Bu L vektorlar to‘plamining gism fazosini tashkil
etishligini  tekshirib ko‘rish qgiyin emas, chunki uning vektorlari
x=(0,ap0,a?:(),.) ko‘rinishdan iborat. L qism fazosining (LcRn)
bazisini topish uchun R, fazoning ushbu
e =(1; 0; 0; .m0),
e2=(0; L 0, 0),

e,=(0;0;0;. 1)

bazisini olaylik. Bu sistemadan L gism fazoga €2, e4. ... vektorlar Kirishi
ko'rinib turibdi, ya’ni juft ragamli o‘rinda turuvchi vektorlar kiradi. Ular
L gism fazoning bazisini tashkil etadi, chunki ixtiyoriy xeL vektor.r=(0,
a2 0, a4, ...) koordinatalarga ega. Shuning uchun uni
X =ax2+adkd+..
ko‘rinishda ifodalash mumkin.
L qgism fazoning oftchovini R, fazoning oMchoviga bog'liq
ravishda
dinL | n - juft bo'lganda.
ImL =
In- l, n- tog bol’ ganda

deb aniglanadi.
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16-masala. Yuqorida 3-masalada A fazodan

AN

ko‘rinishdagi matritsalardan tuzilgan L gism to‘plam A fazoning gism

fazosi ekanligi va bunda
B d -1 ]} (1.33)

vektorlar sistemasi gism fazoning bazisi ekanligi ko‘rsatilsin.
Yechish. L toplamdan

J a> or (a, 0
lo 10
elementlami olaylik. U holda
X+y = Taz 01 ax =\ 01

I 0 *M+vo2s” 10 abi
x+ye L, axeL bo‘lib, L to‘plam fazo shartlarini ganoatlantiradi
(tekshirish giyin emas).
Demak, L to‘plam A ning gism fazosidan iborat (1.33) vektorlar
sistemasi fazoning bazisi bo‘lgan
fi o) o 4 f° °) f° (1.34)
lo 0} U 0je1» Oy lo U
vektorlar sistemasining bir gismidir. Shuning uchun (1.33) chizigli
bog‘lanmagan, chunki chizigli bog‘lanmagan vektorlar sistemasining bir
gismi yana chizigli bog‘lanmagan sistemadan iborat. Shu bilan birga
ixtiyoriy a va b sonlar uchun
fa & (\ ol _.lo oP_
[0 b o 0,l+6Io l—ae,+be2
deb yoza olamiz. Bu esa ei va e2 vektorlar L gism fazosining bazisidan
iborat ekanligini ko'rsatadi.

17-masala. Rt fazoda elementlari x=(al,a2a~,a4) ko‘rinishda
bo‘lgan
(bX,x2-x3+x4=0 (1.35)
36 + 2x7-x3-x4=0
bir jinsli tenglamalar sistemasining yechimlar to‘plami L shu R4
fazoning qgism fazosi ekanligi ko‘rsatilsin va uning bazisi hamda
0 ‘Ichovi aniglansin.
Yechish. Berilgan (1.35) shakl
0‘zgartirishlar bajaramiz

Q 0iQ jf
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R CEPRIPIN ) 333 13 b % P
Shunday qilib, (1.35) sistema
Jjg +2x2- x. +x4- 0

[ 3%, +2x3- 2%, =0 (1.36)

sistemaga teng kuchli. Bu (1.36) sistemada x3=1 x4=0 deb x2=|, x=—

lami hamda x3=0, x4=1 deb x2=—, x2=- larni topamiz.

Shunday qilib, biz
va

yechimni topamiz. Bu yechimlarni

r-1 2 1 -2
= —:—;L'O) . ( —:0;1)
13 737 13 3 J

deb belgilab ularni fundamental (chizigli bog‘lanmagan) yechimlardan
iborat ekanligini aniglaymiz. L dagi ixtiyoriy x vektor
x =kla +kIfi, (kl,k2-sonlar, a,J3eb)

ko‘rinishda ifoda etiladi, ya’ni a, p bazisdan iborat.

Shu bilan birga

dimL =2

Demak, L to‘plam R4 fazoning qism fazosi (5-ta’rifga garang)

bo‘lib, bazisi

a=

vao’lchovi dimL=2 dan iborat.
18-masala, a =(i;3-i;2),a2=(—22;4;0) vektorlarga tortilgan L, gism
fazo bilan h=(2;-2:i;-i),&=(1;-9;4;l) vektorlarga tortilgan L2 gism fazolar
yig“indisi va kesishmasining odchovini toping.
Yechish. Avvalo Lxva L2 gism fazolaming o°‘Ichovini aniglaymiz.
Buning uchun mos ravishda
(\ 3-1 2 2 -2 1-)
A\~2 2 4 0" B"[l -9 4 |Ij
matritsalarning rangini topish kifoya.
rangA =2, rangB =2
Demak,



diml\ =2, dimL.} =2
L+L-, oichovi a,,a,,b,,b, vektorlardan tuzilgan matritsaning
rangiga tengdir. ya'ni

f1 31 2 =n 3 -1 2° 13 12 (@130 4
22 40,0424 02 12 40212
C=2 211470835 0-8 3-5 °0-20-1
4yl -9 4 Kk 1251, 0-125 . ¢-20-1
a | 0 43 k 1, 43 11, 44 fl 00 O
0-212 0010 0010 0010
NO-NMT026 A To00-3 000 -3
o o 0o k 00y k 00 ¢ k 00 o,
rangC =3
ditrif\ +L2)=3

Endi /, n 12kesishmaning o‘Ichovini (1.12) formula bilan topamiz.
dim(LInz,2)=2 +2- 3=
19-masala. /, va  qism fazolar quyidagi vektorlarga tortilgan:

k=(l;1;-1) =321
V ok =(2;12 V k=(2; 1,3)
U,=(-1;2;1) [A=(; -1;-2)

Z va L2 lar yig'indisir.ing va kesishmasining bazislari topilsin.
Yechish.  va L2qgism fazolar o‘lchovini mos ravishda

21 1 -13 32 1w
fl=-2 1 2 ,B=2 1 3
v-l 2 13 11 -2j

matritsalar ranglari bilan aniglaymiz.
rang.4=dirmLf =2, rangB=diml2 =2
Demak, L, ning bazisi a,,a2 vektorlardan iborat bo‘lib, L2 ning
bazisi f5.h2vektorlardan iborat.

Endi LU+b2ning bazisi a™a:,b{b2vektorlardan tuzilgan

"1 1 -V
-2 1 2
€=3 21
2 1 3,

matritsa orgali aniglanadi.
¢ da chizigli bogianmagan gatorlarni aniglaymiz.
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n 1 - ¢ 1 -B @ 1 _q r\ 1
3 0 0 -1 4 0 -1 4 0 -1 4
-> — -»
0 -1 4 0o 3 0 0 0 12 0 0 12
0 -1 5- o0 -1 5 0 0 12 (0 ° O

Bundan ko‘rinadiki, a,,a2 [, vektorlar Lx+L2 gism fazoning
bazisini tashkil etadi va o‘lchovi
dim(IL, + L2) =3
Uholda AnE, kesishmaning o'lchovini (1.12) formuiaga asosan
dirriyLr n 12)=2+2-3 =1
kesishmasining bazisini topish uchun L,nL2 da yotuvchi a vektoming
at,a2 bazisdagi va \,b 2 bazisdagi koordinatalarini topish kifoya.
Buning uchun
a=af +ax2
yoki
a=PA+Prbr
deb olib (e,.«2 A, ,/?2lar noma’lum)
+az2- A, -422=0
tenglikdan
far, - 2a2-30 -2 /42=0
ja, +a2-24 - 02=0
|-a,+2a2- 0-342=0
sistemani tuzamiz.

Yuqorida a,,a2 6, vektorlaming chizigli bog‘lanmaganligini gayd
gilgan edik (chunki ular bazis edi). Shuning uchun j32 ni o‘zgaruvchi
(parametr) deb garab oxirgi sistemani yechamiz.

Bunday holda sistema cheksiz ko‘p yechimga egadir. U

yechimlardan biri
« =(«,,a2,Px P2)

bo‘Isin. Endi
dinihxn)=1
bo'lgani uchun
a=ala]+ax2
yoki
a—[JA, + 202

vektor kesishmaning bazisidan iborat bo‘ladi.
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§ 1.7. Bir bazisdan boshqa bazisga o‘tishga doir masalalar yechish

20-masala. R3fazoda
6=@021 e2=(233). 6 =G7)

a=@14, &=@E2)) e[=(1>6)
bazisga o‘tish matritsasini toping.
Yechish: Bir bazisdan boshqga bazisga o‘tish uchun ikkinchi
bazisdagi vektorni birinchi bazis vektorlari orgali ifodalaymiz:
d =ane, +allel+a3e?

er =alzl +alrer +ane3
ej —anei +ane2+a3e3

bazisdan

Bu tengiiklardan
1 a,+2ad +343=3
28, +3ad+7a,,=1
a, +3a+a,, =4
fau+2a2+3a2=5
t2a2+312+7a2=2
| a,2+3a2+a=|
fap+2aB+3a3—1
j28,3+3a2 +7a,3=1
[aB+3a3+a,, =-6
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu 3 ta sistemani bir vaqtda
Gauss usuli bilan yechish mumkin.
123351 4 23 3 51 (¢ 2 3 3 5 1
237121-0-11-5s8-1,-0-11 -5 -8 -1

13 114 1 g 12 1 4 _, oo -1 -4 -12 -8/
12 0 -9 31 -230 (1 27 711 HAr
~0-1 0 9HD-20 9 -0 o 9 2 9
w 0 -1 -4 -12 gg 00 4 12 8j
Demak,
d =-27¢ +9e2+4€3
€2=-7 L] +20e2+12¢y,
&y=-4L] +%2+83

Endi e, e2 e} bazisdan e[, €2, e\ bazisga o‘tish matritsasi (yuqo-
ridagi (1.15) tenglikdan T matritsani tuzishga garang)
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-27 <71 -41
9 20 9
4 12 8

matritsadan iborat.

Agar biz T matritsaga teskari bo‘lgan T~ matritsani aniglasak, u
holda e[, e\, e' bazisdan ex e2, e3 bazisga o‘tish matritsasini aniglagan
bodamiz.

21-masala. Darajasi 3 dan oshmaydigan ko‘phadlarning
fazosida

a) I, x x2 x3

b) I, (x+1, (n )2 (x+)3
bazis berilgan.

Berilgan a) bazisdan b) bazisga odish matritsasi tuzilsin.

Yechish.
1= 11+ O-x + 0-x2+ 0-x3.

(x+)2=M +2-x+1-x2+0x 3,
(x+1)3=I-1+3-x+3-x2+1-x3.
Demak, o‘tish matritsasi ( yugoridagi (1.15) tenglikdan T
matritsani tuzishga garang).

11 1 n
01 23
00 12
y 00 g
22-masala. Ikkinchi tartibli kvadrat matritsalarning m2 fazosida
f] 0 01 0 0 o0

w o0J,e2 [o oj’e3d[i oy" (0 1
bazis berilgan. Bu bazis yordamida boshga bazisni toping.
Yechish. M2 fazosining o‘Ichovi

dimmM2=4
bo‘lganidan yangi

e, e2. e~ e4
bazisni topish uchun o‘tish matritsasini aniglash kerak. Bu yerda o‘tish
matritsasi sifatida determinant! noldan fargli bo‘lgan biror matritsani
olish mumkin. Masalan, o‘tish matritsasini
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@ 2 -2)
= 2 3 -1
12 4
kl 3 on
deb olaylik.
(detT =2* 0)

Endi yuqoridagi (1.16) tenglikka asosan
{e, €, €3 e)=(el e2 e
deb yozib, bundan

g'=le, +2e2 +l'€3+1'EA:g ﬁ L

@=2%| +3e2t2 %3 %4 :g 3)

er=1m +0g,legle K]

-1

2 =

uy4 0j
matritsalarni hosil gilamiz va bu matritsalar yangi bazisdir.

elk— 2 &x- le2 4 &3 +H0 %4 =

§ 1.8. | bobga doir mustaqil topshiriglar

1 XOY tekislikda koordinata boshidan chiquvchi geometrik
vektorlar to'piami chizigli fazoni tashkil etadimi?

2. Rn fazoda koordinatalari n ta butun sondan iborat bo‘lgan
vektorlar toIpiami chizigli fazo bo‘ladimi?

3. Determinanti noldan fargli bo'lgan ikkinchi tartibli matritsalar
to'plami chizigli fazo bo'ladimi?

4. segmentda haqigiy musbat funksiyalar to‘plamida amallar

f®g =f-g A®/ =/} j g=9(x)

deb aniglangan. Bunday funksiyalar to‘plami chizigli fazo bodadimi?

5. Darajasi n ga teng bo'lgan ko‘phadlar to'plami chizigli fazo
bo'ladimi? (§12 2 masalaga garang)

6 == ak 2% 3/ -VJEZH

vektorlar chizigli bog'langanmi?

7. N0 -l -,(v) mx. £3(x) =x3, /4() = 1+x +x2 chizigli bog'langan-
mi?

8. R4 fazoda
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x =(; 2 -1; -2)
X, =230 -9
x,=(;213)

x4=(l; 3; -1; 0)

vektorlar sistemasi bazis yoki bazis emasligini aniglang.
9. Darajasi 2 dan katta bo‘Imagan ko‘phadlar fazosida

U =2+3x-2x2
if2=-1+2x+xz

vektorlar sistemasi bazis yoki bazis emasligini aniglang.
10. Ikkinchi tartibli kvadrat matritsalar fazosi M2 da
_f2 (-2 3
- , a2 =\
tl ol U
vektorlar chizigli bog‘langan yoki bog‘lanmaganligini aniglang.
11.2 ning ganday giymatlarida
4=0; 2 -I; ).
x2=(5; 1,2; 1),
x3=(4; -1, 1, 0),
x4=(3; It 4;-1)
vektorlar r4 fazoda bazis bo‘ladi?
12. rR3 fazoda a =(6; 0;-5) vektoming
a,=(l; -1, 0),
a2=(i; 2; 3),
«,=(0; 1-1)
bazisdagi koordinatalarini toping.
13. Ikkinchi tartibli kvadrat matritsalar fazosi M2 dagi

a,

-G 3
vektorning
3 3 2 3 01 0
r2 1l o or o 0

bazisdagi koordinatalarini toping.
14. Uchinchi tartibli kvadrat matritsalar fazosi Mr da birorta
bazisni aniglang va bu bazisda

A =

matritsaning koordinatalarini toping.
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15. Darajasi 5 dan katta bo'lmagan ko'phadlar fazosida
f(t) =t5-t* +~ -t +\
ko'phadning
e, - L R=/+L =r +1 e4=/4+1,e4=B-f1
bazisdagi koordinatalarini toping.
16. 1, gism fazo

A=0, 11D
x2=(L 1 12,
=201
vektorlarga tortilgan va 12 gism fazo
>-.=(-11 3 2 -1),
»2 =(k 1;0; -1)
vektorlarga tortilgan. Bu /, va I, gism fazolaming yig‘indisi va

kesishmasining bazisi hamda o‘Ichovi topilsin.
17. 1, gism fazo
X=@ 10,
2- 123,
=(5 2 i)
vektorlarga tortilgan va /.. gism fazo
y, =(i; 1; 2),
N=(-1; 3 0),
w=(2; 03
vektorlarga tortilgan. Bu /. va /., gism fazolaming yig‘indisi va
kesishmasining bazisi hamda odchovi topilsin.

£t Qacfd 2

vektorlarga tortilgan gism tazoning bazisi va o'lchovi topilsin.
19. f =2x-x2, [2=-2+X.T2 [/}=4+37x vektorlarga tortilgan gism
fazoning bazisi va oichovi topilsin
20. r3 fazoda
6=(00,2=( 10.3=0; )
bazisdan
ad=( 10,
ei=(0; k O.
@=(4C )
bazisga o'tish matritsasi tuzilsin.
21. Darajasi 2 dan katta bodmagan ko‘phadlar fazosida
e, =1 e2=mv. \ =X
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bazisdan

e/.-\-x +2x|. te,=-\+‘3—x-3x2, e-—X

bazisga o‘tish matritsasi tuzilsin.
22. Ikkinchi tartibli kvadrat matritsalar fazosi M2 da

bazisdan
, 3 0) 02 0
Mo (]* 01 0
bazisga o'tish matritsasi tuzilsin.
23. a,. a2. a} bazisdagi b,, b2, b2 bazisga o'tish matritsasi
b

0
2

T

= N o

r
=0 1
W 1lg
berilgan.
a=3a, - a2+ 2a,
vektoming bt, b2, bazisdagi koordinatalar topilsin.
24. «-tartibli kvadrat matritsalaming go'shish amaliga va songa

ko'paytirish amaliga nisbatan chizigli fazoni tashkil etishligi ko'rsatilsin
va bu fazoning oichovi topilsin.

8 1.9. | bobga doir nazorat savollar va adabiyotlar

1 Chizigli fazo deb nimaga aytiladi?

2. Chizigli fazoga misollar keltiring.

3. Vektorlarning  chizigli ~ bogianganligi  va  chizigli
bog'lanmaganligini tushuntiring.

4. Chizigli fazoning o'lchovi deb nimaga aytiladi?

5. Chizigli fazoning bazisi deb nimaga aytiladi?

6. Chekli odchovli va cheksiz o'lchovli chizigli fazoga misollar
keltiring.

7. Vektoming bazisdagi koordinataiari deb nimaga aytiladi?

8. O'tish matritsasi deb nimaga aytil i.ii"

9. Chizigli fazoning gism fazosi nivra?

10. Qism fazolarga misollar keltiring.

11. Berilgan vektorlarga tortilgan gism fazo deb nimaga aytiladi?

12. Qism fazoning bazisi va o'lchovi asosiy fazo bilan ganday
munosabatda bo'ladi.
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13. Ikkita gism fazoning yig‘indisi va kesishmasi nimadan iborat?

Ularning bazisi va oMchovlari ganday bo‘ladi?
Adabiyotlar

1 Hojiev J.X., Faynlyeb A.S. Algebra va sonlar nazariyasi, -T.:
«0 ‘zbekiston», 2001 vyil, 180-194 betlar.

2. Kurosh A.G. Oliy algebra kursi, -T.: «0-‘qgituvchi», 1976-y.
196-219 betlar.

3. Gelfand .M. Chizigli algebradan leksiyalar, -T.: 0 ‘rta va oliy
maktab, 1961-y, 5-19 betlar.

4. Mpockypskos V.B. C60pHMK 3aa4 Mo NMHeHoN anreépe, -M :
«Hayka», 1978, 166-175 betlar.

5. Ikromov X.D. 3aga4yHuK no nunHeliHoi anrebpe. -M : «Hayka»,
1975, 15-31 betlar.

6. Nazarov R.N., ToshpoMatov B.T., Do‘sumbetov A.D. Algebra
va sonlar nazariyasi, I-qism,-T.: «0 ‘gituvchi», 1993, 116-139 betlar.

7. Danko P.E., Popov A.G., Kojevnikova T.V. Oliy matematika
misol va masalalarda, -T.: O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati
nashriyoti, 2007, 152-172 betlar.

8. http ://www.mcce.ru

9. http://www.lib.mexmat.ru

10. www.zivonet.uz

11. www.edu.uz

8 1.10.1 bobga doir mustaqil topshiriglar javoblari

Ha. Chizigli fazoni tashkil etadi.
Yo‘qg. Chizigli fazo boMmaydi.
Ha.

Bo‘ladi.

Yo‘q. Bo'lmavdi.

. Chizigli bog'langan.

Chizigli bogdangan. 3 tasi chizigli bog'lanmagan.
. Bazisni tashkil etadi.

. Bazisni tashkil etadi.

10. Vektorlar chizigli bog'langan.
11. N* 43

©CONONAWN R
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oladi.

12 a=4(5 10 g 23)14,QL-D={5- ¢ 2J.).

13. a- (2;0;3:- 1)

14. Ko'rsatma e =(1;0;0), e2-(0;1;0), e, =(0;0; ) hazisini oling.

5. 2. -1. -1, 1 -1. 1

16. L2c: Lx Bunda .v,.x,,x, vektorlar chizigli bog'langan.

17. Qism fazolar yig‘indisining bazisi
Kesishmasining bazisi z=(3:5;7) vektordan iborat.
vektorlar bazisni tashkil etadi. 0 ‘lehovi 2 boiadi.

vektorlar bo‘la

19- /p /1 vektorlar bazisni tashkil etadi. Odchovi 2 bodadi.

18. a,.a,
lon
20 T- 110
L1 n

"1 éL o)\

21. i'- _1 I

i ) 1:

vo -3 ot

p 0 0 T

. 1 02 01

00 - 1

0 1 2\

-2b -3h2+5b

24.
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Il bob. EVKLID FAZOSI
8 2.1. Asosiy tushunchalar va teoremalar

I-ta’rif. Haqigiy sonlar maydonida «-o'lchovli Rnfazoda ixtiyoriy
ikki x, v vektorga biror gonun yoki goida bilan ulaming skalyar
ko'paytmasi deb ataluvchi X=(x,y) haqigiy son mos keltirilgan bo‘lib, bu
skalyar ko‘paytma quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, u holda bunday Rn
fazo n-o‘Ichovli Evklid fazosi deyiladi:

1) (xy)=(y.x);

2) (x+y,2)=(x.2)*+(y.2);

3) (Xxy)= X(xy);

4) (x,x)>0 (fagatx=0 da (x,x)-0).

Evklid fazosida

son x vektoming uzunligi yoki normasi deyiladi va x| deb belgilanadi.

W =1x) 2.1
Ikkita x vay vektorlar orasidagi burchak

(2.2)
formula bilan aniglanadi.
Agar
(x.y) =0, x¢0, yPO (2.3)
bo‘lsa, u holda x vay vektorlar o‘zaro ortogonal deyiladi.
Evklid fazosida ixtiyoriy x vay vektorlar uchun
iX+y|[<ijx;+||y|! (2.4)
(xyj<\wil Ml (2.5

tengsizliklar o‘rinli. Bunda (2.5) Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi dey-
iladi.
Agar R, Evklid fazosida
6/, e2 (2.6)
bazis uchun
(&, eR=0 (kfi). (eh ej =l 2.7
tengliklar bajarilsa, u holda (2.6) ortonormal bazis deyiladi.
Teorema. Hagigiy n-o'lchovli Evklid fazosida ortonormallashgan
bazis mavjud.
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Biz quyida masalalar yechishda biror ko‘rsatma berilmagan bo‘lsa,
x=(alja2 ...,an) vektoming koordinatalarini ortonormallashgan bazisda
deb garaymiz.

Agar Evklid fazosida

x=a\B\+ax2" ... +a,8,,
y=b\e\+b2e2+... +h, e,
vektorlar berilgan bo‘lsa, u holda
{xy)=axb\ta2n2+... +a,h,, (2.8)
(xx)=af +al +..+a“ (2-9)
tengliklar o‘rinlidir.

§ 2.2. Evklid fazosiga doir doir masalalar yechish

1-masala. Darajasi (n-1) dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosi Evk-
lid fazosini tashkil etishligini ko‘rsating.

Yechish. Ixtiyoriy a va b sonlarni olib f(t) va g(t) ko‘phadning
skalyar ko ‘paytmasini

a={f,g] 2\f(Hg(t)dt (2.10)

deb aniglaymiz.
Ta’rif bo‘yicha shartlirning bajarilishini tekshiramiz:

1) Clg= =\g®{t)dt - (9)),
2) {f+<Pg=\\f{1) +p\ock =\ fha(@)ct £(H)I@) =G0 Hp.9):
3) (¥,g)= \Vb)gb)dt =x$f()g(t)dt =2(/,q).

4) (1.1) =l/(0/(O)1 =}[/(0]2N>0;

Demak, darajasi (n-1) dan oshmaydigan ko'phadlar fazosi (2.10)
skalyar ko‘paytma bo‘yicha Evklid fazosini tashkil etadi.

2-masala. n-o‘lchovli Evklid fazosi R, da kosinuslar teoremasi
o‘rinli ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Faraz gilaylik Rn Evklid fazosida a.bx vektorlar uchlari
A,B,C nugtalarda bo‘lgan uchburchakni hosil gilsin.
U holda vektorning uzunlik ta'rifiga asosan ( (2.1) tenglikka garang)

30



1B/ = ||la-6]| =" (a- b,a~b),
'""C|=|la-c| =J(a-c.a-e),
Ne11b-c/-Jib-T.b%).
Endi b-a va c-a vektorlar orasidagi burchakni qdeb olib (2.2) for-
mulaga asosan
) (b-c,c-a)
\AB\\AC\

deb yozarniz. Yuqoridagi 4 ta shartlarga asosan

|AB|2+|AC|2-2|ABI-|AC!coscp=(<2-> a-b)+(a-c,a-c)-2\AB>[\kC\- (E;-C?)

cos(p

={u,a)-2(a, b)+(b, b)+(a,a)-2(a,c)+(c, c)-2{b, c)+2(a, c)+2(a, b)-2{a, a)=
={b,b)-2(b,c)+(c,c)={b-c,b-c)=\QCJ]2
Shunday qilib,
|BC|"=|AB|2+/AC[2-2|AB|-|AC|-cos(p.
Oxirgi tenglik ixtiyoriy uchburchak uchun kosinuslar teoremasidan ibo-
rat.

§ 2.3. Ortogonal vektorlar va ortogonallashtirishga doir masalalar
yechish

3- masala. Evklid fazosida a,=(l;-2;1;3) va a2=(2;1;-3;l) vektorlar
ortogonal bo'ladimi?

Yechish. (2.8) tenglikka asosan (2.3) ni tekshiramiz

(a,,a2=1-2+(-2)-1 +1-(-3)+3-1=2-2-3+3=0
Demak, berilgan aYaz2 lar ortogonal vektorlar.

4- masala. R3 Evklid fazosida ortogonallashtirish jarayonini (prot-
sessini) tatbiglab /,=(%-2;1), /2=(0;-2;-1), /3=(0;0;-1) bazisni or-
togonallashtiring.

Yechish. Ortogonal bo‘ladigan

Ci, e2,¢c3
bazisni quyidagicha tuzamiz.
e,=/,=(1;-2;1)
deb olamiz. Endi
e-fMfi+bej, (eb e2)=0
deb olib

<e) 2
topamiz. U holda



Endi e3 vektorni
e3=/3+b\e{+bx2
deb olib, bunda bh b2sonlami (e3,e2)=0, (e3e2)=0 boiganidan

* =_ l
6"
ft, =- C/>,)_ 3
ekanini aniglaymiz. Demak,
32 2.16
B_1es21’ 84

bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan vektorlar yordamida ortogonal bo'lgan
eh e2, e3vektorlar topildi. Bu ortogonal vektorlarni

ax=ex=fx=(\-,-2-\\

a2=-2e2=(1;2;3),

a3= fe 3=(4;1;-2)

vektorlarga almashtirish ham mumkin , chunk!
(ah a2=(ab a3)=(a2 a3=0.

§ 2.4. Qism fazo va vektorning ortogonal proeksiyasiga doir
masalalar yechish

5-masala. Ushbu

a2=(1;2;2;-1).
a3=(1;0;0;3)
vektorlarga tortilgan L gism fazoda x=(4;-1 ;-3;4) vektorning ortogonal
proeksiyasi bo‘lgany vektor vax vektorning ortogonal tashkil etuvchisi
boigan z vektorlar topilsin.
Yechish. Awvalo, L gism fazoning bazisini topamiz. Buning uchun
berilgan vektorlardan

(1t 11 13
A= i 22 -1
J oo

matritsa tuzib rangA=2 ni aniglaymiz. Demak. L gism fazo bazisi ab a2
vektordan iborat deb olamiz. Ortogonal y vektorni

}~yiai+y2a2
kohinishda izlaymiz, bunday xvay 2sonlarni
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(ab7)=yj(abai)+y2(a2 w),

(a,y)=Yy(anad)+yXab a?d
sistemadan (aby)=(au x) va (a2 y)=(a2 x) tengliklarga asosan
aniglaymiz. Bularga asosan

4yi+4y2=4,
4vi+10y2-=-8.
Bundan vi-3, y2=-2. Demak, x vektoming proeksiyasi bo‘lgan vektor
g~3ar 2a2=(l;-1;-1;5).

Ortogonal proeksiyadan iborat bo‘lgan_y vektorni

>':--prL,=’(\tf "[e]+ hl-e2

formula bilan ham topish mumkiﬁ. Bunda eu e2 vektorlar sb a2 bazisga
ortogonal bo‘lgan bazis vektorlardan iborat, ya’'ni
e,=<3i=(1;1;1;1)
e2a 2 @8) eima-%iza2eri=(0 :1:1:-1).
Shunday qilib,
p:prL/:j4 er ~06e2:( 1;-1;-15;5).

Endi x vektoming ortogonal tashkil etuvchisini topamiz:
7=x-y={3;0;-2;-1).

§ 2.5. Qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisiga doir masalalar
yechish

6-masala. L gism- fazo (Rn-fazoda)
(2x{-x2+x3~x4=0
V, +2x2- x}- XA=0
tenglamalar sistemasi bilan berilgan. Uning ortogonal to‘ldiruvchisini
L* hosil giluvchi tenglamalar sistemasi topilsin.
Yechish. L gism-fazoning bazisdagi iborat bo‘lgan (2.11) siste-
maning fundamental yechimlarini aniglaymiz. Bu sistemaning umumiy
yechimi

(2.12)

X--Ixat-x4 33-Xa, x3, x4,

Bundan
a,=(-1;3;5;0), a2=(l;-3;0;5)
fundamental yechimni hosil gilamiz.
Agar
(x, a))=0, (x, a2)=0

33



bo‘lsa, n holda R4 fazodagi x=(xb x2 x3 x4) vektor L* ortogonal
to'ldiruvchiga tegishli bo'ladi, ya’ni uning koordinatalari

j (x,a,)=xt- 3jg +5x, =0

[(ca2)=x, - 3xr+5*4=0
tenglamalar sistemasini ganoatlantirishi zarur. Oxirgi sistema masalan-
ing yechimidir.

8§ 2.6. Evklid fazosida masofaga doir masalalar yechish

7-masala. Agar P=L+x0ko‘pxillik
X, +2x2+x,-x, =1
pr, +3x2+Xj -3x" =2
tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsa, a=(2;4;-4;2) vektor bilan
berilgan nugtadan P chizigli ko‘pxillikgacha bo‘lgan masofa topilsin.
Yechish. L gism fazo
| X, +2xr +xs-x A=0
+3x2+x, - 3x, =0
tenglamalar sistemasi bilan berilgan. Bu sistemaning fundamental
yechimlarini topamiz. Umumiy yechimi
X=(-X3-X4, 2x4, X3, X4), XslL
ko‘rinishdan iborat (x3, x4-lar ixtiyoriy tanlanadi).
x3=1, x4=0 va x3=0, x4=1 deb olib
a,=(-1;0;1;0), a2=(-3;2;0;l)
fundamental yechimlami aniglaymiz. Berilgan sistemani yechib P
ko“pxillikka tegishli bo‘lgan vektorning koordinatalarini topamiz. Beril-
gan sistemaning umumiy yechimi
y=(-1-x33x4, 1+2x4 x3, x4), yeP
ko‘rinishdan iborat.
L gism-fazodan topilganx0vektor
x0=y-x=(-1;1;0;0)
bo‘lib P ko‘pxillikni aniglaydi.
Endi berilgan a vektordan P ko‘pxillikkagacha bo‘lgan masofani
aniglaymiz. Bu
b=a-x0=(3;3;-4;2)
vektorning ortogonal tashkil etuvchisi bo‘lgan z vektorning uzunligidan
iborat (L gism-fazoga nisbatan). Bu vektorning ortogonal proeksiyasini
aniglash uchun
I(al,y)=(akal)y, +{a,,a2)y2
1(«2>)=(?2ai)% + , a2)y2
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sistemani tuzamiz, bunda
Y=Y\a\+Y\a2.
Yugoridagilarga asosan

J2y, + iyz=-1

Bundany®-5,22=1- U holda
b=-5(-1,0; 1,0)+(-3;2;0; 1)=(2;2;-5; 1).
Bu b vektorning ortogonal tashkil etuvchisi bo‘lgan z vektor
z=7Zby=(3;3;-4;2)-(2;2;-5;)=(L; ;1)
dan iborat. U holda
[zZ(=VI+1+ 1+ 1= 2.
Shunday qilib, a wvektor bilan aniglangan nugtadan P chizigli
ko‘pxillikgacha bo‘lgan masofa 2 ga teng.

§2.7. 1l bobga doir mustaqgil topshiriglar

1 a=(3;2;1;1;1), b=(-5;0; V4;-2S ) vektorning uzunliklarini toping.

2.x=(5;7;5;7;2),_y=(6;4:4;4;6) nugtalar orasidagi masofa topilsin.

3. a=(2;1;3;2), b=(1;2;-2;1) vektorlar orasidagi burchak topilsin.

4. Uchburchakning A,B,C uchlari a=(3;-1;3;-1), b=(4;0;2;0),
c=(3;1;3;1)

vektorlar bilan berilgan. Uchburchak tomonlari, ichki burchaklari
topilsin.

5 a va b vektorlar Evklid fazosida berilgan  |a+b|2+|a-
b|2=2(|a|2+|b[2)

o'rinli bo'ladimi?

6. Evklid fazosida |aj=jb| bo'lgan vektorlar uchun (a-b, a+b)
nimaga teng?

7. Evklid fazosida |a+b|2=|a|2+|b[2bo‘ladimi?

8. Evklid fazosida ixtiyoriy x vay vektorlar uchun

) M-M<1*+U/<M+M;

2) M-M<M

tengsizliklar o‘rinli ekanligini isbotlang.

9. Darajasi <2 bo‘lgan ko‘phadlar fazosida skalyar ko‘paytma

(1.9)= }{(X)g{X)dx
formula bilan aniglangan bo‘lsa, ft(x)=\, f2(x)=x, /3(x)=x2-~ vektorlar

0°‘zaro ortogonal bo'ladimi? Bular bazisni tashkil etadimi?
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10. a]={3;2;1}, a2={1,0;2}, <3={1;1;3} vektorlarni orthogo-
nalshtiring.

11. Evklid fazosida [-a,1] kesmada berilgan uzluksiz funksiya-
laming skalyar ko‘paytmasi

(f.9)= \H{x)g(x)dx

formula bilan aniglangan bo‘lsa,
1, sina, cosa, sin2a, cos2a,.. sinna, cosna
vektorlardan ixtiyoriy ikkitasi o‘zaro ortogonal bo* Iadlml’)

12. R4 Evklid fazosida ortogonal bo‘lgan a!=(l;-2;2;3), a2=(2;-
3;2;4) vektorlarni ortogonal bazisgacha to‘Idiring.

13. R4 Evklid fazosida

4x, - 2x2- x3- xt =0

- 2X, +X2- 2x3+xt =0

- Bjg +3jr2+ 9x3+ Axt =0
sistemaning yechimlari boMgan L gism fazoning ortogonal bazisini tuz-
ing.

14. Ushbu

2xt-X 2+5x3+7x4=0

2X, - X2- x3+5x%, =0

4x, - X 2+1x3+5r4=0
sistema yechimlari uchun ortonormallashgan fundamental sistemani
toping.

15. C kompleks sonlar fazosida

zl=al+bli, z2=a2+b2i
vektor uchun skalyar ko‘paytma
(zb z2=ala2+blb?
formula bilan aniglangan bo‘Isa,
U/=-3+4i, u2=2+3i
vektorlar sistemasini ortogonallashtiring.

16. R3fazoda 1 ning ganday giymatlarida

a,=(0;14), ax=(L;-1,1), a3(-2;-14)
vektorlar ortogonal bazisni tashkil etadi?

17. ai~(2; 1;-4), a2=(3; 5;7), a3=(4; -5; -6) vektorlar bilan hosil
gilingan L qism fazodagi u=(-12; 9; -12) vektoming ortogonal
proeksiyasi bo‘lgan a vektorni toping va uning ortogonal tashkil
etuvchisi bo'lgan b vektorni toping.

18. R4 fazoda
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2x, +x, +X, +3x, =0
<BX, +2x2+2x3- x4=0
P +2X, +2X;-9x4=0
tenglamalar sistemasi bilan aniglangan L gism fazosiga nisbatan y=(5;
2;-2;2) vektorning ortogonal proeksiyasi bo‘lgan a vektorni va ortogonal
tashkil etuvchisi bo‘lgan b vektorni toping.
19. Kompleks sonlar fazosi C da z0=2+i vektor bilan hosil gilingan
L qism fazosiga nisbatan z=3+4i vektorning ortogonal proeksiyasi
boMgan a vektorni va ortogonal tashkil etuvchisi bo‘lgan b vektorni
toping.
20. Kompleks sonlar fazosi C da z=4+12i nuqgtadan M=z0+L
ko‘pxillikgacha bo‘lgan masofani toping. Bunda z0=3+4i bo‘lib L gism
fazo y =2 + i vektor bilan hosil gilingan.

§2.8. Il bobga doir nazorat savollar va adabiyotlar

1.Evklid fazosi nima?

2.Vektor uzunligi ganday topiladi?

3.1kki vektor orasidagi burchak ganday topiladi?

4. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi nimadan iborat?

5. Ikki vektorning ortogonalligi nimadan iborat?

6. Ortogonal sistema nima?

7. Ortonormal sistema nima?

8. Ortogonal sistema chizigli bog‘langanmi?

9. Ortogonal bazis nima?

10. Bazisni ortogonallashtirish nimadan iborat?

11. Ortogonal to‘Idiruvchi nima?

12. Fundamental sistema nima?

13. Ortogonal proeksiya nima?

14. Ko‘phadlar Evklid fazosini tashkil etadimi?

15. Uzluksiz funksiyalar Evklid fazosini tashkil etadimi?

16. Kompleks sonlar to‘plami Evklid fazosini tashkil etadimi?
17. Evklid fazosida skalyar ko‘paytma fagat bir xil aniglanadimi?

Adabiyotlar

1 Hojiev J.X., Faynlyeyb A.S. Algebra va sonlar nazariyasi, -T.:
O'zbekiston, 2001 y., 217-227 betlar.
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2. Kurosh A.G. Oliy algebra kursi, -T.: «0-‘gituvchi», 1976-y,
225-232 betlar.

3. MpockypsikoB .B. C60pHMK 3a4a4 No NNHENHON anrebpe, -M.:
«Hayka», 1978, 175-186 betlar.

4. Gelfand .M. Chizigli algebradan leksiyalar, -T.: 0 ‘rta va oliy
maktab, 1961-y, 19-41 betlar.

5. Danko P.E., Popov A.G., Kojevnikova T.V. Oliy matematika
misol va masalalarda, —F.: O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati
nashriyoti, 2007, 188-198 betlar.

6. http://www.mcce.ru

7. http://www.lib.mexmat.ru

8. www.zivonet.uz

9. www.edu.uz

§2.9. 1l bobga doir mustaqil topshiriglar javoblari

. Bo'ladi.

. Nolga teng.

. Bo'ladi.

9. Ortogonal bo‘ladi. Bazisni tashkil etadi.
10. Berilgan vektorlar ortoogonal emas.
11. Ha, o‘zaro ortogonal.

~N O o0

12. Ko‘rsatma: |( “Z g sistemaning fundamental yechimidan bir-

ini ortogonallashtiring. Masalan; a, =

13. & =(1;0;2,6), ar=(20;41;-1;-3) deb olish mumkin.

4" T2(L200)

15. bi=-3+4i, b2=68+51i

16. X+l giymatda.

17.0=0; 11;-5), b=(-13;-2;-7).
18. a=(5; -5; -2; -1), b=(2; 1; 1; 3).
19. a=4+2z, b=-1+2/.

20. b
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111 bob. CHIZIQLI OPERATOR
8§ 3.1. Asosiy tushunchalar va teoremalar

Faraz gilaylik V va W lar mos ravishda n va m o‘Ichovli ixtiyoriy
chizigli fazolar bo‘Isin. Biror A akslantirish VV fazoni W fazoga akslan-
tirsin; ya’ni A akslantirish V fazoning har bir x elementiga W fazoning
biror v elementini mos keltirsin. Shunday gilib, A akslantirish V ni W ga
akslantiradi. Biz buni y=A(x) yoki y=Ax deb belgilaymiz va bu A ak-
slantiruvchini operator deb ataymiz va A.v -*w deb yozamiz.

1- ta’rif. Agar V ni W ga akslantiruvchi A operator, x\, x2G V el

mentlar va ixtiyoriy X son uchun:
1) A{x, +x2)= Axr, + Ax2;
2) NJX) =Py
shartlar bajarilsa, u holda A operator chizigli operator deyiladi.
l-eslatma: Agar W fazo V fazo bilan mos tushsa (ya’ni A operator
V ni V ga akslantirsa), u holda bunday A operator chizigli almashtirish
deyiladi.

2- eslatma: Agar A operator ixtiyoriy V fazoni hagiqiy sonlar f

zosi W ga akslantirsa, u holda bunday chizigli operator chizigli funk-
sional deyiladi.

V ni W ga akslantirishda V to‘plam A operatoming aniglanish so-
hasi deyiladi.

y=AX (3.1)

munosabat bilan aniglangan y element x elementning tasviri (obrazi)
deyiladi, x element esa tasvirning asli deyiladi, ya’niy elementning asli
deyiladi.

Tasvirlar to’plami, ya’ni y elementlar to‘plami A opertoming qiy-

matlar to‘plami deyiladi.
Operator garalayotgan fazolarga nisbatan: tasvirlash, almashtirish,

amaliyot, akslantirish deb garaladi.
Biz quyida umumiy termin operator terminini ishlatamiz.
Faraz qgilaylik «, chizigli fazoning x vektorini A operator” vektor-

ga akslantirsin va y*R,, bo‘lsin. Rufazoning ba’zisi
ey,e2,....,er (3.2)
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vektorlardan iborat bo‘lsin. (3.2) vektorga A operatomi tatbiglab hosil
bo‘lgan vektorlami (3.2) bazis orgali ifodalaymiz. U holda
A&« ~11M A~ 1272 w Anen

Ae2 —az2iel +a2e2+...+a2nen

..................................... (3.3)
Ae,, =a,,lel+a,,2e2+... +amen
tengliklarni hosil gilamiz.
(3.3) dan tuzilgan
an a,
() = (3.4)
ain = amy
matritsa A operatorining (3.2) bazisdagi matritsasi deyiladi.
Agar A operatoming
(3.5)
bazisdagi matritsasini
(tu b o
bn b2 b,

A(H=

*B bin = hn,
desak, u \xo\daA(f) va A(e) matritsalar
A(f) =C-'A(e)C (3.6)
munosabat bilan aniglanadi, bunda C-matritsa R, fazoda (3.2) bazisdan
(3.5) bazisga o‘tish matritsasidan iborat.

R, fazoda A chizigli operator tufayli nol vektorga akslanuvchi x

vektorlar to‘plami A operatoming yadrosi deyiladi, ya'ni

AXx =8 (9 - nol vektor)
tenglikni ganoatlantiruvchi x vektorlar to‘plami A operatoming yadrosi
deyiladi va kernA deb belgilanadi.

A chizigli almashtirishning tasviri gism fazoni tashkil etadi va bu
gism fazoning oMchovi A operatoming rangx deyiladi. Boshgacha qilib
aytganda A ning tasvirini TAdeb belgilasak, u holda TAgism fazo bo‘lib
uning oichovi dim(TA=rAson A chizigli almashtirishning rangx dey-
iladi (dim - o‘lchov).

A chizigli almashtirishning yadrosi gism fazoni tashkil etadi va un-
ing o‘Ichovi dim(kernA) A almashtirishning defekti deyiladi.

Rang va defekt orasida quyidagi munosabat o'rinli
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n-rA=K,
bunda n chizigli fazoning oMchovi, rAchizigli almashtirishning rangi, K
defekti.
2-ta’rif: Agar A operator uchun
AXx = Ax
tenglik bajarilsa u holda x vektor A operatorining xos (maxsus) vektori,
A son esa unga mos keluvchi xos (maxsus) son deyiladi.
I-teorema: n oMchovi R, fazodagi ixtiyoriy A chizigli operatom-
ing xos vektori mavjud.
Agar A operatorning matritsasi ((3.4) ga garang)
ai all wmm an

a 12 ° 22 — anl

ai,, ai,, A aml
dan iborat bo'lsa, u holda

a, - X au an

CZ! A a2,

D(A) = (3.7)

a N
tenglama 1 ga nisbatan A operatorining xarakteristik tenglamasi dey-
iladi va D(/.) ko‘phad xarakteristik ko‘phad deyiladi.

8§ 3.2. Chizigli operatorlarga doir masalalar yechish

1 masala. Hagiqiy R chizigli fazoni o‘zini 0‘ziga akslantiruvchi
Ax=2x operator chizigli boMadimi?
Yechish: Masala shartiga asosan xy<=R vektorlar uchun
1 Ax+y)=2(x y)=2x+2y = Ax+Ay5
2. A(AX) =2(Ax) A(2x) - lax
tengliklarni hosil gilamiz. Demak garalayotgan A operator chizigli op-

eratordan iborat.
2-masala. A operator R3 fazodagi x=(x\xr,x,) vektomi

y={x,-k.x-"k..x, -K) vektorga akslantiradi. Bunda K ixtiyoriy hagigiy son. A
operator chizigli bo'ladimi?
Yechish: Chizigli operator shartlarini tekshiramiz.
Ax ~ 17, Al JIF.X) = (X, +k,X: rk,x, - K)
bo'lganda
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A(Nx) = NAx
shartni tekshiraylik.
A(JIX) = A(AX,,AX,, AX,) = (A, + K, AX2+K, AX, -K)
AAX = ly = (A%, + Ak, Ax2+ AK,AX, -/K)
endi
AUY) I
ekanligi ko‘rinib turibdi. Demak, bunday A operator chizigli emas.

8§ 3.3. Operatorning matritsasi va boshga bazisga o‘tish
matritsasiga doir masalalar yechish

3-masala. R3 fazoda A operator x=(x,,x2x3 vektorni
y =(4x, -3x2+2x3x, +%,,3, +x3) vektorga akslantiradi. A operatoming
g=(1; O; O,
=0 1 0,
s8=0 0 J
bazisdagi matritsasi topilsin.
Yechish: Masala shartiga asosan
A=y
endi Ae, Ae2 Ae, vektorlami aniglaymiz. Berilganlarga asosan
Lo, =(4e1- 30+21+0;3u- 0)=(4, 1,3,
Ae2=(4-0-31 +2-0;0+1;3-0-0) =(-3 10,
Ae, =(4+0- 3@+241.0+0,30-1) =(2,0,-1)
yoki
Pe, =4 +2+3€},
Ae2=-3¢ +2+0-¢,.
Pe, =2, +0 e2-¢,
demak A operatoming berilgan e,e2e, bazisdagi matritsasi
A -3 2
Ae)=1 1 O
0 -u
4-masala. R, fazodagi A operatorinng
e’=(8; '61 7);
e2=(-\6; 7;-13),
<349, -3; 7)

1 - 18 15

bazisdagi matritsasi

mE)= -1 -22 20

| - 25 22
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shu operatorning

li=(l; -2; 1),
12=(3; -1; -2),
13=(2; 1; 2)

bazisdagi matritsasi topilsin.
Yechish: Awvalo. e bazasidagi {/ } bazisga o‘tish matritsasini
aniglaymiz.
Bizga ma’lum bodgan
(/,.1213=(e,£2¢e,)C

yoki
(1 3 20 <8 -16 9°
1-2 -1 1—-6 7 -3
(12 2, ¢7 -1 1)
munosabatdan

'8 -1 gypq 3 2 1T 1-8
c=-6 7 -3 -2 -1 1=12 -5
2 13 7){1 2 2 3 3 -6.
matritsani hosil gilamiz. Bu matritsa e bazisdan/ bazisga o ‘tish
matritsalardan iborat.
Endi / bazisdagi operatorning matritsasini

A(f) =C~ -A(e)-C (3.8)

formula bilan topamiz. Buning uchun C matritsaga teskari bodgan C
matritsani aniglaymiz:

3 -3 P
(ri- 1 -3 2
u -2 1

u holda (3.8) formulaga asosan
flo2 2
A(f)=3 -1 -2
2 -3 1

matritsani topamiz.

5-masala. R3 fazodagi A operator x=(xpx2x,) vektomi
V=(4x, - 3, +2x,,x +X,3%, +x,) vektorga o‘tkazadi. Shu operatorning
b =(3:23). l2=i-4:-3:-5) , b, =(5;1;-) bazisdagi matritsasi topilsin.

Yechish: A operatorning tabiiy ei=(l; 0; 0), e2=(0', 1; 0), e3=(0; 0;
1) bazisdagi matritsa (3-masalaga garang).
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(+ -3 2)
AND=1 1 O!
8 O mj
Endi A operatorining b bazisdagi matritsasini
A(b) =C~ -A(e)-C (3.9)
formula bilan aniglaymiz. Bunda, C matritsa e- bazisdan b- bazisga
o‘tish matritsadan iborat.
5
1
-1

N W

¢ =

w
o
aow N

U holda C'1 teskari bo‘lgan matritsa
2-8 29 -If]
C- 8 -7
-3
Endi formula bo‘yicha
28 @ -1, , -3 23 -4 5 17 0 12
Ap=-5 B -7 1 1 012 -3 1=2 -36 -4
vi 3 «)13 0o -ljy 5 -lj 3 7 Bl
bu topish kerak bo‘lgan matritsadan iborat.
6-masala. Chizigli R3fazoda ai=(0;0;l), a2=(0;I;)- u3=(1;1;1) va
bj=(2;3;5), B2=(1;1,0), i3=(0;l;-1) vektorlarning koordinatalari tabiiy
ex=(0;0; 1), e2=(0;\;0), e3=(0;0;I) bazisda berilgan. Bu bazisda ab a2 a3
vektorlami mos ravishda bu b2, b3, vektorlarga akslantiruvchi A opera-
toming matritsasi topilsin.
Yechish: e, e2, e3 vektorlami a, a, a vektorlar orgali

ifodalaymiz.

a, =e3, A(al) =bl ~ 2e,-"3e2+5¢},
a2=e2+e,, A(a2) =b2=et,
a, =P, +e2+e2 A(a}) =b3=e, -e},
bo‘lganidan
g =-a2+a3
e@=-alfal, (3.10)
e2=ax

tengliklarni hosil gilamiz. A operator chizigli bodganligidan (3.10)
asosan
A(e,)=A(-a2Ta,) =-A(a2)+A(a}) =-b, +b, =-e +(e, -e3)=-¢, +¢, -¢,,
A(e,) =A(—a +a,) - -A(a.) +A(a:)=-bt+b, =~(2e, +3c, +5e,) +e.=-e, +3¢, -5e,,
A(e,)=A(a,) =6, =2, +3e2+5e,.
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Bu tenglikdan

-\ -12
A= 1 3 3
-1 “5 5j

matritsa hosil kilamiz. Oxirgi matritsa izlangan matritsadan iborat.

8§ 3.4. Operatorning yadrosi, defekti, vektor tasviriga doir
masalalar yechish

7-masala. R4 fazodagi A operatorning ei=(1;0;0;0), e2=(0;I1;0;0),
€3=(0;0;1;0), e.]=(0;0;0;1) bazisdagi matritsasi

"1 0 2
01 1 -3
12 1 -1
10-1 5

dan iborat. Bu operatorning yadrosi va defekti topiisin.
Yechish. Operator yadrosi ta’rifiga asosan
Ax=0
tenglikni ganoatlantimvchi v vektorlar to'plami yadro yoki kernA dan
iborat. Demak, x=(xl, x2 x3 x4) vektor koordinatalari (eb €2 e3 e4
bazisda)
10 21y
011 -3 % o0
121 8 0
d 0-15 a0 A
shartni ganoatlantiradi. Bu esa
vV +X, +2x4=0
2+X. -3v,=0
X 2T, $80-xt =0 (3.11)
X-X% +56=0
tenglamalar sistemasiga mos keladi. Demak, operator yadrosi (3.11)
sistemaning yechimlar to'plamidan iborat. Bu to‘plam R4 ning gism
fazosi bo‘lib. ikki odchovli R3 fazodan iborat. Buni quyidagi A
matritsa rangidan ko'rish mumkin. A matritsa uchun

o4 0 2 (102 (110 0>f100¢0
01 i -3 011-3 011-5 001
0 1 ! -3"ijog 00 0 0000 20000
0-1-13 10000, OO O 000 o

shakl o'zgarish gila olamiz. Bundan
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rangA = 2
ekanligini topamiz.
Demak, operator defekti quyidagiga teng.
K=n-rangA=4-2 =2
8-masala. Ikkinchi tartibli M2matritsalar fazosida A operatorning

/, = L=f1a /=f° (3.12)
1° 0 D
bazisdagi
d 3 5 1t
2 1 31
AO=, 7 131 (3.13)
3 -1 1

matritsasi  berilgan. Bu operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi
topilsin. Shu bilan birga

T [ I T
vektorning M2ning gism fazosi kernA ga tegishli ekanligi ko‘rsatilsin.

Yechish: A operatorning giymatlar sohasi M2 fazoning tasviri
bo‘lgan A(M2) gism fazodan iborat. Bu gism fazo vektorlari Ae,, fe2,
Ae,, Aed vektorlar bilan ifodalanadi. A(e) matritsaning rangini topamiz.
d 3 5 1t d 3 5 1)

2 1 3 -1 00 0 O (3.14)
0 -5 -7 -1 0 -5 -7 -1
0 -10 -14 .2; 0o 0 0 o,
Demak, rangAe)=2. Bu esa  A(M2) gism fazoning bazis vektorlari
ikkita vektordan iborat ekanligini ko‘rsatadi. Bu bazis vektorlarni Ace)
matritsaning dastlabki ikki ustun elementlari yordamida

A(e,) =e, +2er +4e, +3e4

A(e2) = 3¢, +e2+7e3- e4d (3.15)

A(e)-

deb olish mumkin.
Endi (3.11) ga asosan (3.14) ni

Ale,) = A(e2) = (3.16)

deb yozamiz.
U holda

AM2)= x=A w, (3.17)

A - lar ixtiyoriy haqigiy sonlar.
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Shunday qilib, (3.17) to'plam A operatorning giymatlar sohasi bo‘lib
M2 fazoning gism fazosidan iborat. A operatorning yadrosi (3.14) ga
asosan

ljc+32+5\V +xt =0

\ -5@-Ix.-r.=0
sistemaning fundamental yechimlari yordamida, ya’ni

7 —(4; 750) - e, - le2+5, =f']]1 '§)|,

(3.18)
a =(-2-1:0:5) =-2¢ -e2+504=® 4

vektorlar yordamida aniglanadi.
Shunday qilib A operatorning yadrosi

n/mnrs 19
N, n, - lar ixtiyoriy hagiqiy sonlar.
Endi ySkemA ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
y--ala,+a22 (3-19)
tenglik a, *0 yoki a2z0bo‘lganda o‘rinli ekanligini ko‘rsatish
kifoya. (3.19) va (3.18) larga asosan

f-11-2) f-3 -1)YHk1lla, -3a2 -2a,-aA
II1 5)+a43 5W\J(a, +3a, 5a, +5a2J

f-11a, -3a, =-22
-23,-a2--4
a,+3a, =2
(53, +53, =10
Bu sistemani yechib a,-2. a,=0 larni topamiz.
Demak, yekemA.
9-masala. M2kvadrat matritsalar fazosidagi

{ 01 00
e'J,llor e2‘](3 olj' oll v 1

bazisda A operatorning matritsasi

Bundan

L 3 5 In
_2 13 1
A=, 7 1 3
3.1 11

M2 fazoda v ~&.-2c +e, =l]3;L ﬁ)i, x, =(-12,0;4) vektoming V,=A,
tasviri topilsin va r, vektoming to‘la asli topilsin.
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Yechish: vy, vektorning y,, y2y3y4 koordinatalarini aniglaymiz.

o) N 3 5 rrn fo-

r
£ 2 13 1 2 4
vy 4 7 B3 0 2
ay G -1 1 g 45 =
ya’ni
\O= (v, Y2.Y,,Y4) = (9:4;22:-1)
u holda
13 26
Ax0=y0=09e, +4e, + 22e3
30 2
bu vektorning tasviridan iborat. Endi uning to‘la aslini topamiz.
Koordinatalari x2,x3>4bo'lgan y,, vektorning ixtiyoriy asli
~13 5 ' gg (97
2 13 x2 4
4 713 = 22 (3.20)

Y3 11 ;07 -k

tenglamani ganoatlantiradi. Shuning uchun vy, vektorning to-la asli
(3.20) sistemaga mos bo'lgan birjinsli  tenglamalar sistemasining
yechimlari ko'pxilligiga mos tushadi.

Demak,

135 T (-0 L

2 13 1 |, 0

4 7 13 3 /1 0

u 1 1 ava
birjinsli sistemaning umumiy yechimi A operatorning yadrosidan ibo-
rat. Endi \0 vektorning to'la asli

Xo+kemAn A +A "

vektordan iborat bodadi, bunda A lar ixtiyoriy haqgigiy sonlardan
iborat.
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8 3.5. Operatorning xos soniari va xos vektorlariga doir masalalar
yechish

10-masala. R4 fazoda A operatorning tabiiy bazisdagi matritsasi
A3-i 0 0
110 O
30-5-3
,4-13 1
Bu operatorning xos soniari va xos vektorlari topilsin.
Yechish. Xarakteristik tenglamani tuzamiz.
3-4 -1 0 0
1 149 0 0

X0).

fw =w-u = o Tg - g =0
4 -1 3 14
bundan
A-4A+4 0 0
3 -5-9 -3 =(%2)3-(5+2)2=0
1+4 3 1-A
Demak,

A=2, X =2 A=-2, M=-2

tenglamaning ildizlari bo‘lib A operatorning xos soniari 2 va -2 dan
iborat. Har bir xos songa mos keluvchi xos vektorlami aniglaymiz.
A=2 bo'lganda a- ae =a-2E matritsa

(1 -1 0 o4
agao 11000
30 -7 -3
A i 3 -ij
ko‘rinishdan iborat. U holda xos vektorlaming koordinatalari
- X =0
X. - x2=0
3%, - 7x3-3x4=0

4T, - X2+ 3x3- x4=0
tenglamalar sistemasining yechimlaridan iborat bo'ladi. Bu oxirgi
sistemaning yechimlari bitta vektordan iborat. Masalan: a=(8;8;-3;l 5)
vektomi  olish ~ mumkin.  Shuning  uchun  xos  vektorlar
x-Aa=@; &: -3d: 157) ko'rinishdan iborat, bunda S-ixtiyoriy
haqiqiy sonlar.
Endi A=-2 bodganda xos vektorlami ainglaymiz.

Bu holda
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? ; g g f130 o
A~J'|E=A+2E=3 0 -3 -3 -»> 0100
4 1 3 3) to 0 1 %
Shuning uchun xos vektorlaming koordinatalari
fx, +3x, =0
Jx2=0
jX3+x4=0

tenglamalar sistemasidan aniglanadi. Oxirgi sistemaning fundamental
yechimlari bitta vektordan iborat. Masalan; 6=(0;0;-I;l) vektomi
olish mumkin. Shuning uchun n=-2 xos songa mos keluvchi xos
vektorlar

x =/?=(0;0;-1;1) = (0;0;-#/?)
ko‘rinishdan iborat, bunda p * o ixtiyoriy haqiqiy sonlardan iborat.

11-masala. Ushbu

1
[y

2
A=

0
0O —» O

2
matritsa bilan berilgan A operatoming matritsasi diagonal matritsa
ko‘rinishda bo‘ladigan bazis topilsin.

Yechish: xarakteristik tenglamani tuzamiz.

-1/ 0 0
In-nE = 1 1-0 -1 =-(4-1)(F-2)(A+D=0
0 O 2-N

Xos sonlar \ =i, » =2 1, =-I.

Demak, A operator uchta har xil xos sonlarga ega. Operator uch
odchovli ft, fazoda garalgani uchun bu xos sonlarga mos keluvchi
vektorlar chizigli bog‘lanmagan bo‘ladi, va’ni ular bazisni tashkil
etadi.

Shuning uchun operator matritsasini

A o o

02 0

[o 0 -1J
ko‘rinishga keltirish mumkin. Bazis vektorlami topish uchun
J1=1, n =2 N=-1 sonlar va
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o 2

A-NE = 1-n -1
O 2-Iy
matritsa asosida quyidagi birjinsli tenglamalar sistemasini tuzamiz.

1. n4

.=0
2. n=2
[—3T, +2x3=0
<A -xr-x =0
[Om, +Om2+0m, =O
3. N=-1
[2n, =0
X ,+2n2- x}- O
[3x =0

Har bir holatdagi sistemaning fundamental yechimlari bittadan
vektorga ega.

Masalan: 1. 2. 2=(2;-1;3) 3. a3=(2;-1;0).

Bu vektorlaming koordinatalari A operator aniglangan bazisda
aniglangan. A operator matritsasi gaysi bazisda bo‘lsa, oxirgi vektor-
lar shu bazisda aniglangan bo‘lib izlangan bazis vektorlardan iborat.
Masalan, tabiiy bazisni olish mumkin: ya’ni,e, =(NeQ), e2=(0;i;0), e, =(00;)

Eslatma: Agar xos vektorlar fazo oichoviga teng bo‘lsa ope-
rator matritsasini diagonal ko‘rinishga Kkeltirish mumkin. Agar Xxos
vektorlar soni fazo o‘lchoviga teng bo‘lmasa diagonal ko‘rinishga
keltirib bo‘Imaydi.

8§ 3.6. 111 bobga doir mustaqil topshirig masalalari

1. R3 fazoda x=(xb x2 x3 vektorni y=(xrX2+x3 x3, x2) vektorga
o‘tkazuvchi A operator chizigli bo‘ladimi?

2. [ab] kesmada aniglangan va uzluksiz f(t) funksiyalami (p(x)
funksiyaga tasvirlovchi

AF = Q= jF(t)dt

operator chizigli bo‘lishini ko‘rsating.



3. R3 fazoda x=(xh x2, x3 vektorni y=(x2+x3, 2xi+x3, 3Xr x2+x3)
vektorga tasvirlovchi A operatorning eX(1;0;0), e2=(0;l;0), e3=(0;0;l)
tabiiy bazisdagi matritsasini toping.

4. ai=(2;0;3), azZ=(4;1;5), a3=(3;l;2) vektorlami mos ravishda
Z9=(1;2;-1), b2=(4;5;-2), 43=(1;-1;1) vektorlarga akslantiruvchi A op-
eratorning tabiiy bazisdagi matritsasini tuzing.

5. M2kvadrat matritsalar fazosida x0=23  bj matritsa berilgan. Bu
fazoda A(X) =x 0-x =i deb aniglangan A operatorning e,=" °

Ej=(0 0),e3=(i bazisdagi matritsasini toping.

6. R3 Evklid fazosida a=(1;2;3), x=(x|,x2x3 vektorlar A operator
Ax=(x,@)a=(XI+22+3x,)a deb berilgan. Bu operatorning /i=(l1;0;l),
"=(2;1;-1), y3=(1;1;0) bazisdagi matritsasi tuzilsin.

7. A operator eb e2, e3 e4tabiiy bazisdagi matritsasi

4 2 10
0 112
A=110 0
4 -1 0 1j
berilgan. Bu operatoming/|=eb f 2-e x+e2, /3=e2+e3, / 3=e3+e4 bazisdagi
matritsasi tuzilsin.

8. A differensiallash operator darajasi 3 dan oshmaydigan R3(f)
ko‘phadlar fazosida berilgan. Bu operatorning ex \ , e2=t, e3=t2, e4=t ba-
zisdagi matritsasi topilsin.

9. R3fazoda Ax=2x formula bilan berilgan operatorning yadrosi va
giymatlar sohasi topilsin.

10. R3fazoda A operatorning tabiiy bazisdagi matritsasi

rl 2 0O
)= 2 3 1
2101
berilgan. Operator defekti topilsin.
11, A operatorning ai=(0;0;1), 72=(0;1;1), a3=(1;11) bazisdagi
matritsasi
2 0 -2
Ag=1-1 1
k 1 0,

bo‘lsa A'loperator mavjudmi? Agar mavjud bo‘lsa bu bazisdagi
matritsa ganday bo‘ladi?
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12, A operator 11-masaladagidek berilgan. y--a;+2a3 vektoming
toia aslini toping.

< -1 2
13. A operatoming matritsasi Ag)= 5 -3 uning xos sonlari
-1 0

va xos vektorlari topilsin.

14. Darjasi n dan oshmaydigan f(x) ko‘phadlar uchun A operator
Af=f(x) deb aniglangan. Uning xos sonlari va xos vektorlari topilsin.

15. A operator matritsasi

i 11 n
A= 11-1-1

1-1 1 -1

u -i-i 1,

berilgan. Buni diagonal ko‘rinishga keltirib bo‘ladimi? Diagonal ko‘ri-
nishga keltiriladigan bazisni toping.

16. Uchburchakli matritsaning maxsus (xos) sonlari uning
diagonallaridagi elementlardan iborat ekanligi ko ‘rsatilsin.

17. A kvadrat matritsaning maxsus (xos) sonlari noldan fargli
bo‘lishi uchun uning teskari matritsasi mavjud bo'ligi zarur va kifoya
ekanligi isbotlansin.

-1 3 -1
18. R3 fazoda A operatoming matritsasi -3 5 -1 berilgan. A’
331

operatoming xos sonlari topilsin.
19. R2 fazoda A operatoming biror bazisdagi matritsasi -II :
berilgan. Bu operatoming xos vektorlari mavjud emasligi ko ‘rsatilsin.
20. R2 fazoda A operator matritsasi berilgan. Bu operator

uchun R2ning liar bir vektori xos vektor ekanligi ko‘rsatilsin.
21. A operatoming a =(; 2), a, =(; 3 bazisdagi matritsasi

_A Y
W= 4 3
B operatoming b =(3 1), b2=(4; 2) bazisdagi matritsasi
_ri e
)

A+B operatoming b,, b2 bazisdagi matritsasi topilsin.
22. A operatoming a,=(-3; 7), a =(i; - 7) bazisdagi matritsasi
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B operatorning h=(G -7), 2=(-5; 6) bazisdagi matritsasi

A-B operatorning a,,alb],b2 vektorlaming berilgan bazisdagi
matritsasi topilsin.
23. A chizigli operatorning elte2,e3 bazisdagi matritsasi
7T 00
121

-1 0 K
Bu operatorning minimal ko ‘phadini toping.

8 3.7. 11l bobga doir nazorat savollar va adabiyotlar

. Chizigli operator nima?

. Chizigli operatorning tasviri nima?

Chizigli operatorning giymatlar sohasi.
Chizigli operator yadrosi.

Chizigli operator matritsasi.

Bazis 0‘zgarganda matritsa o‘zgarishi.
Teskari operator.

Operatorning maxsus (xos) soni va vektorlari.
. Operator defekti.

10 Vektoming tasviri vatoMa asli.

©OND A WN R

Adabiyotlar

1. Hojiev J.X,, Faynlyeyb A.S. Algebra va sonlar nazariyasi, -T.:
« 0 “zbekiston», 2001-y. 228-239 betlar.

2. Kurosh A.G. Oliy algebra kursi, -T.: «0‘gituvchi», 1976-y.
207-224 betlar.

3. Gelfand .M. Chizigli algebradan leksiyalar, -T.: O’rta va oliy
maktab, 1961, 78-100 betlar.

4. MpockypsikoB N.B. CO60pHUK 3aa4y MO NNHEIHON anrebpe, —M.:
«Hayka», 1978, 187-200 betlar.



5. Danko P.E., Popov A.G., Kojevnikova T.V. Oliy matematika
misol va masalalarda, -T.: O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati
nashriyoti, 2007, 173-188 betlar.

6. http://www.mcce.ru

7. http://www.lib.mexmat.ru

8. www.zivonet.uz

9. www.edu.uz

§ 3.8. 11l bobga doir mustaqil topshiriq masalalar javoblari

1 Ha bo‘ladi.

2. Isbotlanadi.
0 1 P

3 2 01

13 -1 p

fe 1 s
4 ' 12 13w
6 -5
O/\

Bocrm/w
oo oo
o o o
o o o

5008

~ -
codS® oo -<
BN w
coNvOo
OO R O
w o
gl—‘nb &
= 2

O OO
O o

10 ¢l
9. kernA={0}, A(R3=R3.
10. rangA-b, d=3-3=0, kernA={0}.
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2 2
11. Hamavjud. a~\P)=_ -2 -4 4
2

2N é) =7 i) a2+ a,.
13. A=l x-{(3 P, (3}
14. A=0. Xos vektorlar nol darajali ko‘phadlar to'plami, ya’ni

0‘zgarmas sonlardan iborat.
15. Hakeltirib bo'ladi. Uning ko‘rinishi

2 000
0200
0020
000 2y
bo‘lib, bazis/j=(1;1;0;0), / 2=(1;0; 1,0),/3= (I :0;0; 1) ,/4=(L-1 5-152).
f a4 4l
21- L29I 25
2~
22. 10 B
134 29

23. PIX)=<X-1)D 2)
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IV bob. EVKLID FAZOSIDA CHIZIQLI OPERATORLAR
8 4.1. Asosiy tushuncbalar va teoreraalar

Biz chizigli operatorlami (almashtirishlami) R,, chekli Evklid
fazosida (hagigiy va kompleks) ko‘rib o‘tamiz.

I-Ta’rif. Agar R, fazoda berilgan A operator uchun xyeR,,
bo‘lganda

(Ax,y) =(x,A*y) (4.1)

tenglik bajarilsa, u holda A* operator berilgan A operatorga go‘shma
operator deyiladi. Bunda (x,y) simvol * va y vektorlarning skalyar
ko‘paytmasidan iborat.

Odatda kompleks Evklid fazosi unitar fazo deyiladi, umuman
Evklid fazosi deb haqiqgiy (kompleks) fazolar tushuniladi.

Agar A operatoming Rn fazodagi ortogonal bazisidagi matritsa

bo‘isa, u holda A* operatoming shu bazisdagi matritsasi

MP*--

&? .. ar

dan iborat bo'ladi. Bunda g, sonlar a0 sonlarga go‘shma kompleks
sonlardan iborat, ya’ni a=a-+fu bo‘lsa, a=a-/3i

1- Teorema. Ixtiyoriy A chizigli operator birgina A* go‘shma op-
eratorga ega.

Qo‘shma operatorlar quyidagi xossalarga ega.

1 {a+bY =A*+B*

2. (AA*=ia*

3. (A*Y=A

4 abY-=b*a*

2- Ta’rif Agar A operator uchun
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" A=A 4.2)
tenglik bajarilsa u holda A operator 0‘z-0°ziga qo‘shma deyiladi.
3- Ta’rif. M va M* matritsalaming elementlari uchun
4.3)
tenglik bajarilsa u holda M matritsa Ermit matritsasi deyiladi va unga
mos keluvchi A operator Ermit operatori (almashtirishi) deyiladi.
Ba’zan buni simmetrik operator ham deb ataydi.
2- Teorema. Ixtiyoriy A chizigli operatomi a =a,+iA2 ko‘rinishda
tasvirlash mumkin, bunda A va a2 lar 0‘z-0‘ziga qo‘shma operator-
lardir.

3- Teorema. Agar/f va B lar 0‘z 0‘ziga qo‘shma chizigli operator-
lar bo'lsa, u holda c =AB operator 0‘z-0‘ziga qo‘shma bo‘lishi uchun
AB=BA (4.4)

tenglikning bajarilishi zarur va kifoya.
4- Teorema. Agar A operator 0‘z-0‘ziga go‘shma bo‘lsa,u holda

(Ax,x), JreR, (4.5)
skalyar ko‘paytma haqigiy sondan iborat.
5- Teorema. 0 ‘z-0‘ziga qo‘shma operatorning xos gqiymatlari

haqigiy sonlardan iborat.

6- Teorema. Agar A operator 0‘z-0‘ziga go‘shma operator bo‘lsa,
u holda uning har xil xos (maxsus) sonlarga mos keluvchi xos (maxsus)
vektorlari o ‘zaro ortogonaldir.

4- Tarif. Agar Rnfazoda u operator uchun

u=U*U =E (4.6)

tenglik bajarilsa, bunday n operator unitar operator deyiladi, bunda E
birlik operatordan iborat.

7- Teorema. U operator R,fazoda unitar operator boMishi uchun

{Ux,Uy)={xy) (4.7)
shartning bajarilishi zarur va kifoya.
8- Teorema. Unitar operatorning xos (maxsus) sonlarining moduli
1gateng.
9- Teorema u operator Evklid fazoda unitary boMishi uchun bu

operator ortogonal bazisni yana ortogonal bazisga o‘tkazishi zarur va
kifoya.
5- Ta’rif Agar chizigli A operator uchun
ARF=A*A (4.8)
shart bajarilsa, u holda bunday A operator normal operator deyiladi.



10- Teorema. A chizigli operatomi matritsasini diagonal shaklga
keltiradigan ortogonal bazisning mavjud bo‘lishi uchun A normal opera-
tor bodishi zarur va kifoya.

11- Teorema. Agar A normal operator bodsa, u holda A va A*
operatoming umumiy xos (maxsus) vektoriga mos keluvchi xos (max-
sus) kompleks sonlari 0‘zaro qo‘shma bodadi.

12- Teorema. Agar A normal operator bo‘lsa, u holda uning
ixtiyoriy ortononnal bodgan xos (maxsus) vektorlar sistemasi A*
operatoming ham ortonormal bodgan xos (maxsus) vektorlar sistemasi-
dan iborat bodadi.

6-Ta’rif. Hagiqiy Evklid fazosining A chizigli operatori uchun

AA*=E
shart bajarilsa, u holda bu operator ortogonal operator deyiladi.
13- Teorema. A simmetrik opratoming xos sonlari haqiqiydir.

14- Teorema. Simmetrik opratoming har xil xos sonlariga mos
keluvchi xos vektorlari 0‘zaro ortogonaldir.

15- Teorema. Hagqigiy Evklid fazosining A operatori ortogonal
operator bodishi uchun

(AX,AY) =(x.Y) (4.9)

tenglik bajarilishi zarur va kifoya.

16- Teorema. Ortogonal A operatoming haqigiy X xos sonlari
uchun

Ww=1

8 4.2. Qo‘shma unitar operatorlar va matritsalarga doir
masalalar yechish

1-masala. Agar R, fazoda A operatoming biror ortogonal bazis-
dagi matritsasi

fl-i 2i 3)
2+i -4 -si =M
1 5+2/ 2

ko'rinishida bodsa A* operatoming shu bazisdagi matritsasini yozing.
Yechish. Masala shartiga ko'ra M* matritsani tuzish kifoya.

(d+ 2-/ 1
M*= -2/ -4 5-2i
v 3 Si

2-masala. Ushbu



- 20
2+i -4
1 542 i
raatritsa bilan aniglanib o0‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lgan operatoming or-
tonormal bazisdagi matritsasini yozing.
Yechish: Operatorlar A=A* bo‘lganidan ulaming matritsalari
uchun
= (4N0)
tenglik kelib chigadi. Jumladan, R3 fazodagi A=A* operatoming or-
tonormal bazisning matritsasini

"2 14/ 1-3/
1- -5 -li
+3i i 1,
deb yozish mumkin.
3-masala. Ushbu
foi 1)
A= 421 42j
1~42 ~12)

matritsaning unitar ekanligi ko‘rsatilsin.
Yechish. Masalani yechish uchun

Eaa*=gk f =1 U=u ..») (4.11)
EA5 [1=0, <,
5 54=0,<*/)

shartlarni tekshirib ko'ramiz. Bizning masalamizda n=2, s-i,2, j =12
I |
li 41

| 11,
m 42 227

4 +] =i.
2 2

. i. i = 1+ =
4ivailHz y /ol
Demak A unitar matritsa
4-masala. R3 unitar fazoning e,e2e, ortogonal bazisda A chizigli

operatori



(J_ 1 i

“Mi Vi Vi
M i1+
Vi Vi Vi
Hi L !+
s V2 Vi,

matritsaga ega. Bu matritsaning unitar ekanligi tekshirilsin.
Yechish. Masalani yechish uchun (4.11) shartlami tekshirish

kerak. Bizning masalamizda n=3; s=123;j =u,3 shuning uchun
I+ i-1 _1:2 42, i
"I Vi Vi 555"

li-i 1+ X =242,1

Vi Vi Vi 555

I+inr | f i-i 2,12

+il
Vil \/ r v ! \f( Vi~
i 1+1f|+|_] 1-1 I+i i-i fI+T) I+i (T - .
VitV Vi VIV Vi ervitevideviivi T om
Demak, garalayotgan matritsa unitar. Shu sababli A unitar opera-
tor. Uning qo‘shmasi boigan A* operatoming matritsasi (qo‘shma
matritsa tuzish goidasiga asosan)

< 1 +1 i-i
« oV
Vi, Vi Vi
I+i i-1
LVi Vi Vi
Buni tekshirib ko‘rib
h oo
Mmmm*=-E=010
£ 0 Kk

tenglikni hosil gilamiz.
8 4.3. Ortogonal operatorlarga doir masalalar yechish
5-masala. R3unitar fazoning e,e2e3ortogonal bazisi orgali

X =et +ie2-1e 3,
y =ie -e2+ie.
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vektor va A operatoming shu bazisidagi m, (4 masalaga garang)
matritsasi berilgan.
(Ax,Ay) =(x.y)
tenglikning bajarilishi tekshirilib ko‘rilsin.
Yechish: Masala shartiga asosan (x,y) skalyar ko‘paytma (kom-
pleks Evklid fazosida).

M matritsa berilishiga asosan quyidagilami yozamiz.

Aet = ! +l=/"e 1+/
~Tse' Vvs i+vT?”
pez=ttl ol (4.12)
V_Tl‘fs el +7T1 2
AE}II-/ 1 _ i+/
=Vv?e ~4sel
u holda
i i 3 / 2+/
Ax =Aet+iAe2- iAe2
“7T'+75e2+vT 3
Ay =ifet- Aer +iAe3- _' ‘|/ 3+2i ’
Tr~71r2+~7re!
Endi
' iL.o0, 0. 2+(, 3+2. -3/-1-4-7
(AX,AY) =(--j=)-( ( 101,
Demak,

(Ax,Ay) =(x,y)
6-masala. Yuqoridagi 4-5 masalalardagi M, va M\ matritsalarga
mos keluvchi A va A* operatorlar va x,y vektorlar uchun
(Axy) =(x,/1*y)
tenglikning bajarilishi tekshirilsin.
Yechish. A* operatoming matritsasi Mj bo‘lgani uchun
1 1-/ i+/
A,'~ S e+77 "2+\H

Ae -th/e,+ 1/ 1 (4.13)
TT2~Vs'y
1-/ i 1-/

3= VTe +s e+ V5e’
deb yozamiz.

Endi A va A*operatorlar chizigli bo'lgani uchun
AX - Aet +iAe2- iAe2

Ay =iAe - A'e2+iAk,. (4.14)
Endi (12) va (13) lami (14) ga go‘yamiz. U holda
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, 3 i 2i
- VsMVINVs*T

i 3i 1+ 21
>=~V5e +Voe2+ \?
hosil bo'ladi.
Endi
D=y
' \? \VZZRY/
va

(FnJO-K A )+-(T5)+(°-( } g
tengliklardan

(Ax,y) =(x,A%Y)
tenglikni hosil gilamiz, ya’ni A va A" operatorlar bir-biriga go*shmadir.

8 4.4. Simmetrik, ortogonal operatorlarning xos sonlari,
operatorlarga doir masalalar yechish

7-masala. Matritsasi

I (O
M E 0 -1
lo -1 -1

bo‘lgan A simmetrik operatoming xos sonlari topilsin.
Yechish: Xarakteristik tenglamani tuzamiz.
i-n i 0
-4 -1 =0
-1 -1-9
bundan
M- 4=0, A(52-1)=0
Demak, s =g £,=1, /1,=-1, ya’ni simmetrik operatoming xos sonlari
haqigiy sonlardan iborat.
8-masala. Matritsasi
'3 4
% 3
, 5 5
bo‘lgan ortogonal A operatoming xos sonlari topilsin.
Yechish. Xarakteristik tenglama tuzamiz



5 -
4 =0.
5

2-. -1
5
3.,

5

Bundan
A0, A=1 |9— X“1,<2—im

9-masala. Matritsasi
3 4

5 5
4 3

V 5 5)
bo‘lgan A ortogonal operatoming xos sonlari topilsin.
Yechish: Xarakteristik tenglama tuzamiz.

--A 2
5 5
--J1
5 5
Bundan
59 - 60+5=0
3+4/ 3- 4/
e
bu xos sonlarning modulini hisoblaymiz:
Rl=1dsr747=1 |k |=1dsr+(-4)2=1 W=i.  *i=j 21

8 4.5. 1V bobga doir mustaqil topshiriq masalalari

1. R3 unitar fazoning e,e2e3 ortonormal bazisidoperétor
matritsasi¥
1 -i 1H
-1 2,
va
t=¢g - ie2+e,
Y~.e\+e2-«3

vektorlari berilgan.
(Axy) =(x.AY)
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tenglikning bajarilishini tekshiring.
2. R3 unitar fazoning e, e2e, ortogonal bazisida 0‘z-0‘ziga qo‘sh-
ma A operatoming matritsasi
' i 2 r

va
x=(+;> -er+ie3
y =(1- i)e, +e2+ie3
vektorlari berilgan.
(Ax,y) = (x,Ay)
tenglikning berilishini tekshiring.
3. R3 unitar fazoning A operatori

M=
i+ |+|_|

matritsaga ega. A operator nonnal ekanligi ko‘rsatilsin.
4. R3 haqiqiy Evklid fazoning ortonormal bazisida A simmetrik
operator

f5 8 1
3 3 3
s 0 7
3 3 -3
D 2 2

t 3 3 3

matritsaga ega. Bu operatoming xos vektorlari o‘zaro ortogonal ekanligi
tekshirilsin.
5. R3 haqigiy Evklid fazoning ortonarmal bazisi
M2 21
M 373" 3/
221
"33’3;

[3 33)
va N(x,x2x,) =(x, +x:,x2+x:,x. +x,) chizigli operator berilgan. Bu operator-
ning shu bazisdagi matritsasi tuzilsin.

6. Barcha « tartibli kompleks kvadrat matritsalarni go‘shish va uni
ixtiyoriy songa ko‘paytirish amaliga nisbatan nl o‘lchovli fazosini olib
garaymiz. Bu fazoga

A=(al) va B=(b,)
matritsalarinig skalyar ko ‘paytmasini
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(NB)=£ X atbt

deb gabul qilamiz. Uni unitar fazoga aylantiramiz. Bu matritsalami
chapdan bir xil ¢ matritsaga ko‘paytirish chizigli fazoni tashkil etishligi
isbotlansin.

7. 6-masala shartidagi unitar matritsaning uzunligi -Jn dan iborat
ekanligini ko‘rsating.

8. Ushbu

matritsani simmetrik matritsa bilan ortogonal matritsa ko'paytmasi
ko‘rinishda ifodalang.
9. Ushbu

matritsani simmetrik matritsa bilan ortogonal matritsa ko‘paytmasi
ko‘rinishda ifodalang.

10. Agar A va B operatorlaming har biri 0‘z-0‘ziga qo‘shma
bo‘lib A musbat aniglangan bo‘lsa, u holda AB operatoming xos (max-
sus) sonlari haqigiy ekanligi isbotlansin.

8 4.6. IV bobga doir nazorat savollari va adabiyotlar

Qo‘shma operator nima?
Qo‘shma operatorlar xossasini ayting.
Ermit operatorini ayting.
A=A]+/A2tenglikni tushuntiring.
0O‘z-o0‘ziga qo'shma operator xossalarini ayting.
Unitar operator deb nimaga aytiladi?
Operatoming unitar bo‘lish belgisini ayting.
Unitar operator xossalarini ayting.
. Normal operator nima?
10 Unitar va normal operatorlarni giyoslang.
11. Normal operator xossasini ayting.
12. Normal operatoming xos sonlari va xos vektorlari hagida
ayting.
13. Ortogonal operator nima?
14. Ortogonal operatoming xos xonlari va xos vektorlarini ayting.
15. Operatoming ortogonal bo‘lish belgisini ayting.

©CENDUTH WD
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8 4.7. IV bobga doir mustaqil topshirig masalalar javoblari

"5 8y
9 9 9

© g
Jo

9
L
9 9

10. Ko'rsatma: ¢2=5 bo‘ladigan (detc*0) ¢ matritsani toping
va c 'abc operator 0‘z-0‘ziga qo‘shma ekanligini ko‘rsating.
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V bob. KVADRATIK FORMALAR
8 5.1. Asosiy tushunchalar va teoremalar

1- ta’rif. Agar R chizigli fazoda har bir x vektorga a=f(x) son mos
keltirilgan bo‘lsa va shu bilan bu moslikda:

1) fx+y)=f(x)+(y);

2)f(foc)=Xf(x), X- o‘zgarmas son;
shartlar bajarilsa, u holda/ chizigli funksiya yoki chizigli forma dey-
iladi.

2- ta'rif. Agar x vay vektorlaming ikki argumentli A(x,y) fimksi-
yasi:

\)y ning tayin giymatida A(x,y) funksiya x ning chizigli funksiyasi
bo‘lsa,

2) X ning tayin giymatida A(x,y) funksiyay ning chizigli funksiyasi
bo‘lsa, u holda A(x,") ni x vay vektorlaming bichizigli funksiyasi
(bichizigli formasi) deyiladi.

Agar Rnfazoda x vay vektorlar

e,e2e3 e, (5.2)
bazis orqali
x=Z\e\+6e2+...+4e,,,
y=ri\ex+Tj22+...+Vnen
ko‘rinishda ifodalansa, u holda
A(x,y) = Xxﬂe,,ek)E‘T]k -£

ko‘rinishda ifoda etiladi va bunda

aik=A(eh eQ. (5.2)
Bu (5.2) sonlardan tuzilgan

‘au al: .. ad

matritsa A(x,y) bichizigli formaning (5.1) bazisdagi matritsasi deyiladi.
Rn fazoda A(x,y) bichizigli formani garaymiz, bunda x,yeRn Bu
A(x,y) ni Rnda x =y deb,
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” (5.3)

ko‘rinishda tasvirlaymiz. Bu yerda ebe2 e, bazis bo‘lib,
a,i=oft
*=fe +£22+..+£,e, (5-4)
Yugoridagi (5.3) ning o‘ng tomoni kvadratik forma deyiladi.
Ushbu:
'al aa °
M - 3.2 ‘n m

val 2 emany
matritsa (5.3) kvadratik formaning matritsasi deyiladi va uning rangi
kvadratik forma rangi deyiladi.

Agar (5.3) kvadratik forma biror maxsusmas T chizigli almashti-
rish (operator) tufayli

F= +...+X0(] (5.5)
ko‘rinishga keltirilsa, u holda (5.5) ifoda (5.3) ning sodda ko‘rinishi (ka-
nonik shakli) deyiladi. Bu (5.5) da X sonlar bo‘lib @ lar yangi
0°‘zgaruvchilar.

1- teorema: (asosiy, Logranj usuli). Ixtiyoriy (5.3) ko‘rinishdag
kvadratik formani maxsusmas chizigli operator yordamida (5.5) sodda
ko‘rinishga keltirish mumkin.

Bu teorema bilan birga yana bunday teoremani keltiramiz.

2- teorema: Rn fazoda A(x,x) kvadratik formani (5.5) ko‘rinishg:
keltiruvchif , f 2, bazisni e,, €2, ..., enbazis orqgali topish mumkin.

Endi (5.3) ni (5.5) ko‘rinishga kestiruvchi har xil bazislar mavjud
ekanligini gayd qilish zarur. Buni e’tiborga olib quyidagi teoremani
keltiramiz.

3- teorema: (inersiya qonuni) Agar A(xjo kvadratik forma ikkit
boshga-boshqga bazisda (5.5) ko‘rinishga keltirilgan bo‘lsa, u holda har
ikkala holda (usulda) ham musbat koeffisientlar soni va manfiy
koeffisientlar soni bir xil bo*ladi.

Bu teorema kvadratik formaning inersiya gonuni deyiladi.

Endi (5.3) ko‘rinishdagi A(x,x) kvadratik formaning (5.5)
ko‘rinishga keltirishni umumiy nugtai nazarda ko‘rib o‘taylik. Buning
uchun ikki xolni ko’rib o4ish kifoya.

Birinchi holda A(x,x) ning an,a2..am koeffisientlardan hech
bo'Imasa bittasi noldan fargli bodsin.

Aytaylik Mu”0, ushbu
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an (all#l +a2#2 + -- +all, y

ifoda kvadratik formadan iborat bo‘lib, uning » o‘zgaruvchili hadlari
A(x,x) formaning xuddi shunday hadlariga teng.
Shu sababli
Ax.x)-a;l (@, +alR+.. +a,if,)2=9
ayirmaga”™ kirmaydi va bu ayirma cb g2 9 o‘zgaruvchilarga
nisbatan kvadratik formani ifodalaydi va u
AxX)= (@ +ami +-+a 1y +g (5.6)
shaklda yoziladi.
Endi quydagi operatomi olamiz (chizigli almashtirishni)

Tt =y (5.7)
) f= > y=(y,n .-n)
ya’ni
N=0,1MH0,272+... +a,X
_ N =42

Bu T operator mahxsusmasdir, chunki uning determinanti

a’2 - 8'11
0 100 59)
0 0. 1

Endi (5.8) ga teskari almashtirish (ya’ni T operatorga teskari T'l
operator mavjud)
I N i R
Nglzﬁ ,Ta;ll\z-ady,,
4= (5.10)

£ =N
ko‘rinishga ega bo‘lib, bu ham maxsusmasdir. Bu T loperatorlami (5.6)
ga tatbiglab
B=a;lyf+71 (5.11)
ifodani hosil gilamiz, bunda 4 ning ifodasini lar o‘rniga
y2>Y}-y,, lami mos ravishda qo‘yish orgali topamiz. Boshgacha gilib
aytganda (5.11) ni hosil gilish uchun (5.8) ni (5.6) ga qo‘shish kifoya.



Ikkinchi hoi. A(x,x) kvadratik formaning an,a2...awW koeffisientlari
nolga teng. Lekin qolgan koeffisientlardan hyech bodmasa bittasi
noldan fargli bo‘lsin. Masalan, al?*o deylik.

Ushbu

fl=z.-z2
B=ri+2

S: 54 féf (5.12)

chizigli almashtirishni (S operatorlami) olaylik (ayf-0 bo‘lganda, ~=z-zy,
A=z(+z; qolganlami gk=zk deb almashtiramiz). Bu S operator
maxsusmas, chunki uning determinant!
1-10 .
110 .
00 1.
00O

[oNeNeNe)

000.1
S operatomi A(x, x) kvadratik formani tatbiq etishda (ikkinchi
holda), had (al2=a2i ni eslang)
~2an{zx =X~ ™)~ 2anz* —2anz2
ko‘rinishni oladi.

Demak, A(xy) kvadratik formaning yangi ®(r) shaklida birdaniga
ikkita o‘zgaruvchining kvadratlari paydo bo‘ladi (kvadratik formada
bularga o'xshash hadlar bodmagani uchun bular boshga hyech qaysi
hadlar bilan o‘zaro yo‘qotilmaydi).

Shunday qilib, bu ikkinchi holatda bitta S operator (chizigli
almashtirishlar) yordamida birinchi holatga keltiriladi.

Endi, birinchi holatdagi mulohazani &®(r) kvadratik formaga
nisbatan takrorlab, bu formani (5.11) ga o‘xshash

w= (5-13)

shaklga keltiramiz, bunda hbu=2a,. lkkala holda ham @ va U
go‘shiluvchilar (n-1) ta y2y3...y,, 0‘zgaruvchilarga nisbatan kvadratik
fmmani bildiradi.

3-ta’rif: Agar kvadratik formaning kanonik ko‘rinishida X
koeffisientlar +1 yoki 0 dan iborat bo‘lsa, u holda kvadratik forma
normal ko‘rinishda deyiladi.



4-ta’rif: Agar ikkita kvadratik formadan bittasini boshqgasiga
akslantiruvchi (o‘tkazuvchi) maxsusmas chizigli almashtirish raavjud
bo‘lsa, u holda bunday ikkita kvadratik formalar ekvivalent formalar
deyiladi.

Kvadratik formaning kanonik ko‘rinishidagi musbat (manfiy)
hadlar soni kvadratik formaning musbat (manfiy) indeksi deyiladi.

4-teorema. lkkita kvadratik formalaming bir - biriga ekvivalent
bo‘lishi uchun ulaming ranglari va musbat (manfiy) indekslari teng
bo‘lishi zarur va kifoya.

8 5.2. Kvadartik formaning matritsasiga doir masalalar yechish

1-masala. R3fazoning biror bazisda A(x, y) bichizigli forma
A(X, y)="N 1+2°2/12+ 373
ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, uning
f=( 1 ), 12=(i;is-i),  y*=(i; -I; -1)
bazisdagi matritsasi tuzilsin.

Yechish. A(x, y) bichizigli formaning bu bazisdagi matritsasini
(5.2) formula bilan tuzamiz, bunda A(x, y)=A(y, x) simmetriklikni
e’tiborga olamiz.

O i=lmlel+2" 1mi+31¢1=6,
#i2=tf2i=1"'1m+2-1+1+3m-(-1)=0,

ZZ2=] ¢1o1+2-11+3(-1)e(-1)=6,
al3=a3l=M-1+2-1-(-)+3-1-(-1)=-4,
a23=a3=1e101+2-1 o(-1)+3 (-1 )m-1)=2,
<B=111+24-1)(m1)+3-(-1 )m(-1)=6.

Bularga asosan
f6 0-A
6 2 .
2 6,

2-masala. Yugoridagi 1-masalada tuzilgan matritsadan foydalanib
A(x,y) formani x, y laming f]t f2 f3 bazisdagi koordinatalar bo‘yicha
yozing.

Yechish. jc=al/l/+a/2+al/3, y=Pifi+P /2+Pifs desak, u holda M
matritsaga asosan

Alic y)=6alpt4aip3+6a2P2+2a2p3-4a33i+2a3P2+6a3p3
deb yozamiz. Bu masala yechimidir.



8 5.3. Kvadratik formani sodda (kanonik) shaklga keltirishga doir
masalalr yechish

3-masala. /= 2 " 2#\1"3-6£,2"3 kvadratik formani sodda shaklga
keltiring.
Yechish. Bu formada o‘zgaruvchilaming kvadratlari boimagani
uchun (ikkinchi holni tatbiglaymiz) awal
[fi =Y,-Yr
S-\"=y,+y2
i B=yr
operatorni tatbiglaymiz. Buning natijasida/forma
F=2y\-4yy, - 2y] - 81y,
ko‘rinishga keladi.
Endi birinchi holni tatbiglaymiz. (5.8) ga asosan
an=0, a12=0, aj3=-2, bo‘lgani uchun
[ =b\ -2y,
T:

operatorga teskari bo‘lgan
Y,=27-2
MLy ™
V, =z,
operatorni F ga tatbiq etib
P ="r,2-222- 22\ -822z3

ifodani hosil gilamiz. Bu so‘ngi 'formani (5.11) yoki (5.13) bilan

taqgoslab
(p=-22z\ - 22\ -82z,22

ekanini ko‘ramiz chunki qga / kirmaydi. Bu yerda, @fagat z2, z3larga
nisbatan kvadratik fomiadir. Bunda 21 ning koeffisienti nol bo‘Imagani
uchun, birinchi holni yana takrorlab ushbu

operatorni (almashtirishni) olamiz. Bunga teskari bo‘lgan
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z, =/,
n- z :—2 ré-Zt,
z, =t,
operatorga ega bo‘lamiz.
Endi U'l va F operatorlarni ko‘paytiramiz  (ularni ketma-ket
bajaramiz, ya’ni tatbiglaymiz ). U holda ® ning ifodasi

w :—2t2— -21i+6I2
kanonik (sodda) ko‘rinishga keladi.
Bu yerda operatorlar uchun
®ir*=W
ko‘paytirish amali bajarildi. Boshgacha U'l ifodalar @ ifodalarga
qo‘yildi. Agar biz C, T, IT1operatorlarning ¢
il -1 o

matritsalarini ko‘paytirsak masalada berilgan /ni birdaniga W kanonik
(sodda) ko‘rinishga keltiradigan va matritsasi

1 3
2 2
1,1
2 2
0 0 1
bo‘lgan
f.=1+k +
t| 2 2 %
\Y 2—/ t, -tx
I -21 2- -
e,=h
maxsusmas chizigli operatomi (almashtirishni) hosil gilamiz.
4-masala.
[{x,xrx3}=2x] +3x2+6X; - 4x,x2- 4V,\3+ 8X,X, (5.14)
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kvadratik forma kanonik ko‘rinishga keltirilsin.
Yechish. Kvadratik formaning matritsasi.

"2 -2 -2
A= -2 3 4
-2 4 6,

an=20 bo‘lgani uchun birinchi o‘zgaruvchining to‘la kvadratini
ajratamiz. Buning uchun

,=2X, - 2X, - 2X,

2=x7 (5.15)

¥ =
deb olamiz. Bu (5.15) chizigli almashtirish maxsusmas, chunki uning
matritsasi maxsusmas, ya’ni

2 -2 .2
detB=0o | 0:;=2%0
Endi/ formadan 0 0 1

— V2=—yl| =202+ 2xX\ +2jp3- 4*,:r2- 4*|*3+4*2*,
ifodani ayirib
f'\y\ = X2 + 4X3 + 4xiX3
ekanini topamiz. (5.15) ni e’tiborga olib

f=2y YL (5.16)
tenglikni hosil gilamiz. Endi (5.16) formaning matritsasini yozamiz
(- 0q
A=10 1 21

V5

Bunda an -1/0 bo‘lishi uchun

jz2=y2+%, (5.17)
U =X

almashtirish bajaramiz. (5.17) almashtirish maxsusmas, chunki
1040
0 12=1*0
001
Endi (5.16) formadan

4~2=D=yl+4%Yb+4yl
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ifodani ayiramiz va (5.17) ni e’tiborga olamiz. U holda/'fonnaning
[ =1 * . * (5.18)

kanonik ko‘rinishini hosil gilamiz. Endi berilgan (5.14) formani (5.18)
kanonik ko'rinishga keltiruvchi chizigli almashtirishni topamiz. Buning
uchun (5.15) va (5.17) almashtirishlarga teskari almashtirishlarni
aniglaymiz.

v, !

Xr=Yr (5.19)
=V,
va
v 2l
v, =2,-223. (5.20)
1% =23
Bu (5.20) ni (5.19) ga qo‘yib
|
H=2Z+r2"-3
mx2=22-22z, (5.21)

almashtirini topamiz. Bu (5.21) izlangan chizigli almashtirish bo‘lib
uning matritsasi

<OON-J>

Or
1

RN

ko‘rinishdan iborat.

5-masala.
[ =xx2 | gy, (5.22)
kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Berilgan forma uchun au =~# o, shuning uchun

(=, ~y2
Ui=y, 2 (5.23)
I 22y,
maxsusmas chizigli almashtirishni bajaramiz. (5.23) ni (5.22) ga qo'yib
f =y; - vj+ iy, (5.24)
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tenglamani hosil gilamiz.  >2 ning koeffisienti noldan fargli bo‘lgani
uchun (5.24) formada birinchi o'zgaruvchining kvadratik ajratish
mumkin. Buning uchun

k=y,+>3
\*r=Yr (5-25)
[z3=Yr
deb olamiz.
Endi xuddi 1- masaladagidek muhokama yuritib (5.24) ni
f= +A (5.26)

kanonik ko‘rinishga keltiramiz.

Endi (5.21) formani (5.26) ko‘rinishga Kkeltiruvchi chizigli
almashtirishni aniglaymiz. Uning matritsasi (5.23) chizigli almashtirsh
matritsasi bilan (5.25) ning chizigli almashtirish matritsasining teskari
matritsasiga ko‘paytmasidan iborat, ya’ni

fl. -1 010-I f1
1 10010 =1
0 0 i ,00 1, ©
Shunday qilib, izlangan chizigli almashtirish

1 -r
1-1
0 K

f*I = '1-22-23

jx2=z,+22-7, (5.27)

ko‘rinishdan iborat.
8§ 5.4. Musbat (manfiy) kvadratik formalarga doir masalalar yechish

6- masala. f =x?+2xix1+2x1 +4xX,+5x2 kvadratik formani
s={x1=2zi-22+223,x2=22-223, x3=23}

xosmas almashtirish yordamida musbat yoki manfiy indeksligi tek-
shirilsin.

Yechish. Matrisalarni tuzib hisoblashlar olib boramiz. U holda

F=z2+z\ +z2

ko‘rinishga keltiramiz. Demak, berilgan kvadratik forma musbat indek-
sli, ya’ni musbat aniq forma.

7- masala. f =2x,x2-5x2-2x; kvadratik formani

s={xEFiziz2x2=-izk |z 3}

almashtirish yordamida tekshirilsin.
Yechish. Matrisalar tuzib hisoblashlar bajaramiz. U holda
F—A —2
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ko‘rinishni hosil gilamiz. Demak, manfiy indeksli, ya’ni manfiy aniq
forma.

8-masala. Ikkita

[ =xf +2xtx2+2xl ~2x&, va <p=X\- 2xIx1-2x1x, +xj +xj
kvadratik formalar mos ravishda
s={Xxi=zr z2-Z3, x2=z2+z3, X3=23} , U={x1=Z,+Z3, X2=722+73,x3=23}

maxsusmas almashtirishlar yordami bilan tekshirilsin.

Yechish. Har ikala s va u almashtirish yordamida berilgan/va ¢
kvadratik formalar

0 =zf+/ -/

ko‘rinishga keltiriladi. Demak, berilgan kvadratik formalar normal
ko‘rinishga keltirilgan bo‘lib, anigmas formadir, ya’ni musbat ham
emas, manfiy ham emas.

8§ 5.5. Kvadratik forma va chizigli almashtirishga doir masalalar
yechish

9-masala. Berilgan 8-masala shartlari bo‘yicha/kvadratik formani
qkvadratik formaga o ‘tkazuvchi chizigli almashtirish (chizigli operator)
topilsin.

Yechish. Avvalo s va u laming matritsalarini tuzamiz

A - -1) ‘L 0 n
A= o i 1 . fi= O a1 i
0 0 o K
Endi B ning teskari matritsasini topamiz
 o-I
B'=01-1
0 K
Demak, /ni @ga o‘tkazuvchi almashtirishning (operatorning) matritsasi
N -i -0
AB=0 1 0
/0 1,

Operatorning (almashtirishning) o‘zi esa
W=su'={Xxi=yr y2y3, x2=y2, x3=y3}.
Agar bu operatorni/ ga tatbiglasak
Y-2y,y2- %, +yl H]=p .
formani hosil gilamiz. Demak, izlangan operator
W=su*
dan iborat.
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8 5.6. V bobga doir mustaqil topshiriq masalalari

L [ =x2-3x,X,+ 72x2+473x,x2 formaga
K =2y, -y 2+Aly,
S jX2=-\V+3y2-y,
U3=v2y, +y2+5"3
chizigli operatorni tatbiglang.
2. 0 =4tf-q formaga
pi=ul-u1
U :<t2=u2+u2
Po=LLE (B
chizigli operatorni tatbiglang.
3. v =ily2+{\-i)y\ +2iy, formaga
bi =W+(2-i>2-23
W\\y2=2;z, +fe3
bl =-(1+)z22+Z23
chizigli operatorni tatbiglang.
4. | =2x2+3R+4x2-2x,x2+4xx3-3xX3 kvadratik formani kanonik
ko‘rinishga keltiring.
5. F=3x{...¥X*......2..,..... Kkvadratik formani kanonik
ko‘rinishga keltiring.
6. / =(i+)x,2-6ixIx2+(i-2;>2 kvadratik formani kanonik ko‘rinishga
keltiring.
Quyidagi kvadratik formalarni normal ko‘rinishga keltiring va
normal ko‘rinishga keltiruvchi chizigli almashtirishlami aniglang.
7. 1(X,,X2X =X2+5R-4>3+2xx, -4 >3
8. 1(X|X2X3) =4x2+X2+X2- 4 352+ Axx3- 33
9. 1(X,,X2X.,X) =X X2+X23+XIA+XxlK

10. /(X X2X3=x2- 24X, +XX3+4Q
8 5.7. V bobga doir nazorat savollar va adabiyotlar

1.Kvadratik forma deb nimaga aytiladi?

2.Kvadratik forma umumiy ko‘rinishda ganday yoziladi?

3.Kvadratik forma matritsasi

4,Bir 0‘zgaruvchidan boshga o‘zgaruvchiga o‘tish matritsasi gan-
day?



5. Kvadratik formaning kanonik ko ‘rinishi.

6. Kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltirishning asosiy usuli

nimadan iborat?
7. Kvadratik formaning normal shakli nimadan iborat?
8. Kvadratik formalar ekvivalent bo‘lish sharti nimadan iborat?

Adabiyotlar

1. Hojiev J.X., Faynlyeyb A.S. Algebra va sonlar nazariyasi, —.:
«0 “‘zbekiston», 2001 y. 199-216 betlar.
2. Kurosh A.G. Oliy algebra kursi, —F.: «O0‘gituvchi», 1976

y., 177-195 betlar.
3. Gelfand .M. Chizigli algebradan leksiyalar, -T.: 0 ‘rta va oliy

maktab, 1961., 41-63 betlar.

4. MpockypsakoB V.B. C60pHMK 3a4a4 Mo NMHeliHOI anrebpe, —M.:
«Hayka», 1978., 155-164 betlar.

5. Danko P.E., Popov A.G., Kojevnikova T.V. Oliy matematika
misol va masalalarda, -T.: O’zbekiston faylasuflari milliy jamiyati
nashriyoti, 2007, 201-210 betlar.

6. http://www.mcce.ru

7. http://www.lib.mexmat.ru

8. www.zivonet.uz

9. www.edu.uz

8 5.8. V bobga doir mustagil topshiriq masalalarining javoblari

1. F=(0+41 +8V6)yf - (25+6V2 - 8n/3 +4n/6)yty 2+ (10+9V2 - 4\V3)Y\ -
- (3+17V2 +20V3 - 4T6)y3/ 1+ (2+ 22 +20n/6)y;

2. ®=4n/ - 8u,u2- 3u\ - 2u2}- 13
3. (7=(-4 +2i)z? -(8 +2i)2,22+ (2+3/)z,z2- (4 +1)2,23+ (2+j)z2
4. F=2y\ +10v(+190 y3
5 F=3 .3 +50
& F=—y +-JE(’12 A +(1-2/)y?

H=Y[--Y i+

1 1

7-1=y, +y1¥3: *=ly3-%y3

1
A =r1Y3
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fx, :21 Y +Y2

8.7 -M+M~¥, X2=Yr+Y,
X3~~M Y
[ =>,~Yr-Y,
9 / v w '!'xr=Yr+>/r-Y, [
K =X,
K —8
X\ ZZi~ZZ
10. F
'XI~ 4+Jnh
2



VI bob. MATRITSALI KO‘PHADLAR ( X-matritsalar )
8 6.1. Asosiy tushunchalar va teoremalar

Elementlari X ga bog‘lig bo‘lgan ay(X) ko‘phadlardan iborat
bo‘lgan n tartibli
tan{n) au() .. a,,(
aaW anw mm a,(D (6.1)

a.iNe ar(Jl) ... a,,(/t),

kvadrat matritsa ko‘phadli matritsa yoki X-matritsa deb ataladi.
a,//)-laming eng yuqori darajasi a.-matritsaning darajasi deyiladi.

Agar FA) matritsa m darajali X-matritsa bo‘lsa, u holda uni

F{A) = AUTT+ AJT +... + AT J1+ Am (6-2)
ko'rinishda yozish mumkin. Bunda, A; (i=0,1,2--.m) biror b,, sonlardan
tuzilgan n-tartibli matritsalardan iborat bo‘lib, u X ga bog‘liq emas. X-
matritsalaming xususiyati bizga operatoming maxsus vektori va maxsus
sonini topishdan ma’lum. Unda biz A- AE ko‘rinishdagi matritsani
ko‘rib o‘tgan edik. Bu (6.2) ko‘phad matritsali ko‘phad deyiladi. Biz
hamma vaqt (6.1) dan (6.2) ni va (6.2) dan (6.1) hosil gilamiz.
1-ta’rif. Quyidagilar k-matritsalarda elementar almashtirish deyiladi:
1) Qatorlami mos ustunlariga almashtirish,
2) Ikkita gatomi ( ustunni) o‘zaro almashtirish,
3) Qator yoki ustunni biror songa ko‘paytirish,

4) Biror gator elementni ¢(n) ko‘phadga ko‘paytirib, boshqasiga
go ‘shish.

k-matritsalar matematikaning differensial tenglamalar sohasida
muhim ahamiyatga ega. Masalan, o'zgarmas koeffisientli chizigli bir
jinsli birinchi tartibli

L SR A=), Y=yAN) (6.3)
differensial tenglamalar sistemasining yechimi
vt =Cle" (6.4)

ko‘rinishda izlanadi. Bunda, X va Ck o'zgarmas sonlar. Bu (D2)
yechimlarini aniglash uchun uni (6.3) sistemaga qo‘yib, chizigli
tenglamalar (Cr larga nisbatan)
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IK:1=EE( Q ,i=lL2,..,n

sistemasi hosil gilinadi. Bu sistemaning matritsasi A- XE bo‘lib, bunda,
A matritsa ajk koeffisientlardan tuzilgandir. Shunday qilib, (6.3) diffe-
rensial tenglamalar sistemasini o‘rganish X ga nisbatan birinchi darajali
A- XE matritsa bilan uzviy bog‘langan. A- XE matritsa 0‘z navbatida Rn
fazodagi biror operatorini bildiradi.

Birinchi tartiblidan yugqori tartibli boigan differensial tenglamalar
sistemasini tekshirish yuqori darajali X-matritsalami tekshirishga olib
keladi.

Masaian.
Y -
2X % p - b 0
tenglamalar sistemasini tekshirish
AN2+B1+C

ko‘rinishdagi X-matritsalami tekshirishga keltiriladi. Bunda, A, B, C
matritsalar mos ravishda ajh bih  koeffisientlardan tuzilgan.

Yugoridagi (6.3) sistemani differensial tenglamalar nazariyasida
avtonom sistema deb yuritiladi

Avtonom sistemalaming fizika va texnika masalalaridan kelib
chigish ma’nosiga qarab, erkli o'zgaruvchi sifatida t-vaqt olinadi.
Bunday holatda (DI) sistema dinamik sistema deb ataladi. Juda ko‘p
amaliy masalalami yechish avtonom sistemani o'rganishga olib keladi.

2-ta’rif. Agar F(X) matritsadan elementar almashtirish bilan
boshga ®(X) matritsa hosil gilinsa, u holda ®(X) matritsa F(X) matritsaga
ekvivalent deyiladi va

FX)~ ®(X)

deb belgilanadi.

Ekvivalentlik quyidasi xossalarga ega:

1) F9) ~ F(X),

2) (FOX) ~d(X)) —=(P(X) - F(X)) simmetriklik xossa,

3) (F(X) "D (X)), (P(X) ~ 'F(X)) —=F(X) ~'F(X)) tranzitivlik xossa.

3-ta’rif. Agar Xmatritsa

'E() 0 0. 0 j
0 E2A) 0. 0 j

yo0 0 o.. E.j

diagonal shaklga ega bo‘lib, E(X) ko'phadning.bosh koeffisienti 1 ga
teng bolsa va Em\E, bo‘lsa, £ItlU)ko‘phad £,(X)ko‘phadga qoldigsiz
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bo‘linsa, u holda bunday X-matritsa normal diagonal shaklda deyiladi
yoki kanonik matritsa deyiladi.
Normal shakldan quyidagilar kelib chigadi:
1) Agar
£(A) =0
bodsa, u holda
A,4(A) = 0,£,4AA) =0.,....£,,(A) = 0
bodadi.
2) Agar
E(A)=1
bo‘lsa, u holda
Ebl(A)=1E 2A)=1 (A)=1

bodadi.

1- teorema. |Ixtiyoriy F(X) matritsani elementar almashtirish yor-
damida normal diagonal shaklga keltirish mumkin.

3- ta’rif. Agar

HA-DHA)=£ (E - birlik matritsa)
bodsa, ®(X) matritsa F(X) matritsaga teskari matritsa deyiladi va
0(A) =F-'A3
deb belgilanadi.

2- teorema. F-1(X) mavjud bodishi uchun, detF(X)*0 bodishi zarur
va kifoya.

F(X)-matritsada elementar almashtirish bajarish uchun uni ganday-
dir teskarilanuvchi X-matritsaga o‘ngdan yoki chapdan ko‘paytirish
kifoya. Bunday matritsalar unimodulyar matritsalar (yoki elementar
almashtirish matritsalar) deyiladi.

3- teorema. Har bir teskarilanuvchi matritsa unimodulyar
matritsalar ko ‘paytmasiga teng.

4- ta’rif. Agar A va B matritsalar uchun

B=C~AC
tenglik bajariladigan C-matritsa mavjud bodsa, u holda A va B
matritsalar o‘xshash deyiladi.

4- teorema. A va B matritsalar o‘xshash bodishi uchun

A-?.E~B-AA
bodishi zarur va kifoya.

Bunda, A - XE matritsa A matritsaning xarakteristik matritsasi
deyiladi.

Endi

RA)=/(A) =alX +..+at_tA+a,
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ko‘phadni kcrrib o'taylik. Bunda, X~A kvadrat matritsani olib
P,(A) =f(A) =aadAt +a,A*~' +... +at,|A +ak
matritsali ko'phadni hosil gilamiz.
5-teorema. HA) matritsada elementar almashtirishlar
Dm(X)=E,(K)EAA)...E,(K)
ko'phadlarni o‘zgartinnaydi va yana, agar
rE(A) 0 0. O
0 £A) o.. O

0 0 o.. £,
bo‘lsa, u hoida
D,M) = EXX)Er(X)..Ea(X),m=\,2,...,n
bo'ladi va shu bilan birga

DmM)
deb topiladi.
7-ta’rif. Ushbu
£,(A),£2(A),,mm#No)
ko‘phadlar F(>.) matritsaning invariant ko'paytuvchilari deyiladi.

§ 6.2. Normal diagonal shaklga keltirishga doir masalalar yechish

1-masala. Ushbu
(A-a 0 A
[ 0 A-b)
X'matritsa normal diagonal shaklga keltirilsin.

Yechish: Bu matritsa diagonal shaklga ega bo‘lsa ham, lekin nor-
mal emas. Chunki (X- b) ko‘phad (A- a) ga bo‘linmaydi. Endi ikkinchi
gatomi birinchi gatorga qo‘shamiz, u hoida

(A-a A-tnh
[ 0 A-b)
Bunda,
A-b=(A-a)+(a-b)=(,-a)+c, C=a-b
ni e tiborga olib, birinchi ustunni ikkinchi ustundan ayiramiz, u hoida

P -a c \
y 0 A-bJ



matritsa hosil boiadi. Bu matritsada birinchi ustun bilan ikkinchi
ustunni almashtirib, so'ngra birinchi gatomi coava ikkinchi ustunni c

ga ko‘paytiramiz, u holda
1 JN-a
Nn~a O
Endi birinchi ustunni (s-a) ga ko‘paytirib, ikkinchi ustunidan ayiramiz.

Nb (-0)(A-i)y™
Endi birinchi gatomi (/1-b) ga ko‘paytirib, ikkinchi gatordan ayiramiz

i 0 n

0 -(N1-a)(N1-b))
Nihoyat ikkinchi ustunni (-1) ga ko‘paytirsak, berilgan X -matritsa
normal diagonal shaklga keladi:

O (N-a)(N1-b))
2-masala. Ushbu
(n-2 -2 o
O N1-2 0
0O 0 A-2
Xmatritsa normal diagonal shaklga keltirilsin.

Yechish: Birinchi va ikkinchi ustunlami ayiramiz, so‘ngra birinchi
gatomi (X- 2) ga ko‘paytirib, ikkinchi gatorga go'shamiz. Undan so‘ng
birinchi ustunni ham (X- 2) ga ko‘paytirib, ikkinchi ustunga go‘shamiz,
u holda

h o o'
0 (A-2f -1 .
yo O A-2 7
Ikkinchi va uchinchi ustunlami almashtiramiz; ikkinchi ustunni (X- 2)"
ga ko'paytirib, uchinchi ustunga qo‘shamiz; so‘ngra ikkinchi gatorga
ko‘paytirib, uchinchi gatorga qo‘shamiz:
f -io o '
0-1 0
o 0O (A-2)3
Endi birinchi va ikkinchi ustunlami (-1) ga ko‘paytiramiz.

| 0 0
0 i 0
v O o (A-2)3,



3-masala. Ushbu

‘wun+l) o 0
0 n 0
, 0 0 (1+D3,

k-matritsa normal diagonal shaklga keltirilsin.

Yechish: bu k-matritsani birinchi va ikkinchi ustunlarni undan
keyin birinchi va ikkinchi gatorlarni almashtiramiz. Uchinchi gatomi
birinchi gatorga qo‘shamiz va

(1+h2 =1(1+2)+1
ni hosil gilamiz. So‘ngra birinchi ustunni (/.+2) ga ko‘paytirib uchinchi
ustundan ayiramiz; ikkinchi va uchinchi ustunlarni almashtiramiz;
birinchi ustunni k ga ko‘paytirib, uchinchi ustundan ayiramiz; undan
so‘ng birinchi gatomi (k+1)2ga ko‘paytirib, uchinchi gatordan ayiramiz.
Nihoyat uchinchi gatorni (-1) ga ko‘paytiramiz.
Natijada,
| 0 o |
O 11+1) 0 1
u O O I(t+))2
matritsa hosil gilinadi.

8 6.3. X matritsaning invariant ko‘paytuvchilarga doir masalalar
yechish

4-masala. Ushbu
‘n2 -1 o0~
F@= o0 f-2 -1
4yo O f1-2)
k-matritsa normal diagonal shaklga keltirilsin.
Yechish: F(k) matritsaning detenuinantini hisoblaymiz

n-2 -1 0|
detF(X)=\F\= 0 1-2 -1 =(1-2)
0 0 1-2
Demak,
A(D=(2-2)\

Ikkinchi tartibli rninorlar orasida

minor mavjud.



Shu sababli o2(n)=l, ya'ni barcha ikkinchi tartibli minorlarning eng
katta umumiy bo‘luvchisidir.
Birinchi tartibli minorlar (ayrim elementlar) orasida (-1) mavjud va
shuning uchun
ANe =i.
Endi aniglangan D3k), D2(k), D,(k) larga asosan
£0) =001 =1
-DM) -
E2() = DM% =1

_DM)
EM) =pwmy
Demak, berilgan k-matritsanining normal diagonal shakli (yugori-

dagi E(k) tuzilishiga garang)

= {X-2)\

fi 0 0
% 0 0 (ﬂ-Z)
5-masala. Ushbu
nn+) 0 0
o= 0 f 0
0 0 (F+12

k-matritsanining Dm(k) ko‘phadlari topilsin va bular yordamida matritsa
normal diagonal shaklga keltirilsin.
Yechish: Xuddi 4-masala kabi echamiz.
AM+) o 0 |
DM)=\FWA= o 9 0O =/2U1+13
O O (n+12
ikkinchi tartibli minorlar orasida noldan fargli boiganlari
AR(A+1), NN+D2, A(+\y.
Bular uchun eng katta umumiy bo‘luvchi ng+Jdir.
Demak,
02(JT) =J1(1+1).
Birinchi tartibli n1va (x-i)2minorlar o‘zaro tub. Shu sababli,
DM) =I-
Endi aniglangan u(1), DM), a(a) larga asosan

E@m=A01)=1
£ YR =),
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EJX\= = A(f +1)2.

DAY
Demak, berilgan A- matritsaning normal diagonal shakli
0 0 %

EA)= O AA+D) O
0O 0 AA+I2

8 6.4. VI bobga doir mustagil topshirig masalalari

1 Ushbu k-matritsalami ko‘phadlar shaklida yozing.
12- 5 A+2 MR- R+
F(A)=  B+7 -8 0
3A3- 452+1 4

2. Berilgan k-matritsani normal diagonal shaklga keltiring.

(x -1 o'
0 A1
M 1A+,
3. Berilgan k-matritsani normal diagonal shaklga keltiring.
(a a A3
A AA+2) A
0 0 AA+D)
4. Berilgan k-matritsani normal diagonal shaklga keltiring.
2A-2 1 0"
A2  fA+2 A+l
10 1 A+l
5. Ushbu
( 1 0 0
0 AA-)A-2) 0
0 0 AA-DA-2)
k-matritsani Dm(k) matritsalar yordamida normal diagonal shaklga
keltiring.
6. Ushbu
13A+1 A 4A-1 A+ A-2 M-2A
n= =  A-A2 > 5= 2A 2A-3 AR-2A
A2 A M+2A wy 1 g ]
matritsalar o'zaro ekvivalentmi?
7. Ushbu
f A3+2 A3+l

12A3- A2- A+3  2A3- R- A+2
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matritsaning elementar boTuvchilarini aniglang.

S.Ushbu
'3 2 -5 '6 20 -34'
A=2 6 -10 , g_ 3 32 -51
Vi 2 -3 W 20 -32,

matritsalar o ‘xshashmi?
9. Quyidagi A, B, C matritsalardan gaysi birlari bir-biriga
0‘xshash?

"4 6 -15° (1 -3 -34° 13 -70 119
A= 135  B=-2 -6 -51 (= -4 -19 34
J 2 -y y2 -4 -32j -4 20 35,
10. Ushbu
P 4+4 1+4
FX) 2+ 5+n 2+4
A 3+4 q

matritsaning teskarilanuvchi matritsa ekanligi tekshirilsin.
8 6.5. VI bobga doir nazorat savollar va adabiyotiar

1. Xmatritsa deb nimaga aytiladi?

2. Matritsali ko‘phad deb nimaga aytiladi?

3. Xmatritsalarda elementar almashtirish deb nimaga aytiladi?

4. Xmatritsalar tatbiglanishining biror sohasini ayting.

5. Ekvivalent matritsalar deb nimaga aytiladi?

6. X matritsaning normal diagonal (kanonik) shakli ganday
bo‘ladi?

7. Teskarilanuvchi X matritsa uchun teoremani keltiring.

8. Unimodulyar matritsalar nima?

9. 0 ‘xshash matritsalar nima?

10.0 ‘xshash matritsani va ulaming o'xshashlik hagidagi
teoremani ayting.

11. Invariant ko‘paytuvchilar niinadan iborat?

Adabiyotiar
1 Hojiev J.X.. Faynlyeyb A.S. Algebra va sonlar nazariyasi, -T.:

«0 ‘zbekiston», 2001 y. 240-254 betlar.
2. Iskandarov R. Oliy algebra, 2-gism, —¥.: 1966. 102-123 betlar.
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3. Gelfand I.M. Chizigli algebradan leksiyalar, -T.: 0 ‘rta va oliy
maktab, 1961. 161-177 betlar.

4. MpockypsakoB V.B. CO60pHUK 3a4a4 Mo NMHENRHOW anrebpe, —M.:
«Hayka», 1978.133-141 betlar.

5. Kurosh A.G. Oliy algebra kursi, —F.: «O'gituvchi», 1976 y.
391-407 betlar.

6. http://www.mcce.ru.

7. http://www.lib.mexmat.ru

8. www.zivonet.uz.

9. www.edu.uz

8 6.6. VI bobga doir mustaqil topshirig masalalarining javoblari

N

0oor o—~", ‘0 1 00 r-5 27

F= 10048+ © og2+ 1 0 0n+0 -8 O

A o 1-4 0 O, 0o 0._.p .1 4 0,
o o

| 0

0 0
AA+Y (0]
0] HAa+13

i H\n~2))

0 0 1

A(A-1)(5-2) o)
| O 0 S(A-1X4-2)

6. Ha, ekvivalent bo‘ladi.

7. (A+1), (3-1)2.

8. Ha, o'xshash bo'ladi.

9. A va C matritsalar o'xshash, lekin A va B matritsalar o'xshash
emas.

10. detF(a) = \F (A), - -6 .


http://www.mcce.ru
http://www.lib.mexmat.ru
http://www.zivonet.uz
http://www.edu.uz

VIl bob. JORDAN MATRITSALARI
8 7.1. Asosiy tushunchalar va teoremalar

Agar Rn fazodagi A chizigli operatorning chizigli bog‘liq bod-
magan xos (maxsus) vektorlari soni n ta bodsa, u holda A operatorining
matritsasini diagonal ko‘rinishda keltirish mumkin. A operatorning xos
sonlari har xil bo‘lsa, u holda uiarga mos keluvchi vektorlar chizigli
bog‘lanmagan bo‘lishini eslatib o‘tamiz. Agar operatorning xos sonlar
miqdori fazo o‘lchovi n dan kam bo‘lsa (xarakteristik tenglama karrali
ildizga ega bo‘lsa), u holda uiarga mos keluvchi vektorlar soni ham n
dan kam bodishi mumkin. Bu holatda A operatorining matritsasini
garalayotgan bazisda diagonal (sodda) ko‘rinishga Kkeltirilishi ham
mumkin, keltirilmasligi ham mumkin. Bunday oxirgi holatda biz Rn
fazoda A operatorning matritsasi sodda bodadigan bazisni topishimiz
mumkin. Topilgan bazisdagi matritsa Jordan matritsasi yoki Jordan
normal formasi deb ataladi.

Operatorning chizigli bogdanmagan xos vektorlar soni fazo
odchoviga teng bodgan holda Jordan normal formasi diagonal shaklning
0°zi bodadi.

Normal shaklga Kkeltirish differensial tenglamalar nazariyasida
muhim ahamiyatga ega.

Ta’rif: Rn fazoda A chizigli operator berilgan bodsin. A ning
AJ12 A xos (maxsus) sonlariga (k<n) mos chizigli bogdanmagan

ej,fi, hi (bular kta) yoki h(>(bular ham K ta)
vektorlar mavjud deb faraz kilaylik. Bu holda k guruh (seriya)

p+g+..+s=n

vektorlardan iborat bazis mavjud bodib A operator

Aei=Xieb Ae2=elrkle2 Ae3=e2+Xke3 ..., Aep=ept-klep
Afj=k2fb Af2=ei+X2f2, Af3=f2A2A3, .... Afq=fq J+k2fq
Ah]=~hb Ah2=hi+X k2, Ah3=h2tXdh3 ..., Ahsshs,+Xkhs

ko‘rinishida bodadi. Bunday operatorning matritsasi
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o
o
o
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N

0o A 1 . O Ol
0 0 0 .. oA 1
0 0 0 Ayi

ko'rinishda bo‘lishini aniglaymiz. Bunda, 1-matritsa p tartibli, 2-matritsa
q tartibli va hokazo k-nchi matritsa s tartibli kvadrat matritsalardan

iborat. Yuqoridagi matritsalami
ra 1 0 . 0 0
0o 1. 00

0 0 . A 1
0 0 0 . 0 A
deb belgilab,
(A, 0
0
A=~ A
MW 0 .. Aj

ko‘rinishda yozamiz. A matritsa n tartibli matritsa bo‘lib Jordanning
normal shakldagi matritsasi deyiladi. A, lar Jordan kataklari deyiladi.

Endi
0 0 4
0 . A2-AE2 0
A-AE =
0 0 A-"A,
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matsritsa Jordan matritsasining xarakteristikasi deyiladi. Bunda, A - A
da Ej birlik matritsa bo‘lib, tartibi A, ning tartibi bilan bir xil
Izox: Adgar

4 1 au 4
a 2l a2 * aon
41 «,,2 ' @rmYy

bo‘lsa, u holda xarakteristik matritsa

deb yozilar edi.

Ushbu
fa-n 1 00. O 01J
O n-n 10. O 0
0 0 0O0. 1
| 0 0 0O0. 0 n,-n)
p - tartibli matritsa, Jordan katagining xarakteristik matritsasi deyiladi.
fa-n 1 00. O 1
o w1 10 0 8
Endi 4,-ne=
0 0 00.. /1-a 1
[o 0 00. 0 K-n

n tartibli matritsada shakl o‘zgartirishlar qilib
0 00 .0 0
0 1 00 .0 0

0 0 00.1 0
0 00 . 0 (3-nr
ko‘rinishga keltirish mumkin ekanligini gayd qilib o‘tamiz.
Endi buni e’tiborga olib Jordan xarakteristik matritsasini



10 . 0

01 0

0 0 0 (J1-nir
10 . 0
0 1. 0
000 (n-n,)™

ko‘rinishga keltirish mumkin. Bunda, m, - sonlar J1- sonlarga mos
keluvchi A, - kataklarining tartibidan iborat, shu bilan birga

Endi oxirgi matritsadan quyidagi jadvalni tuzamiz.
(n-nr,(N-n,T,...(8-AT "

(7.1)
yr"'.(a-n,)" (0
bunda:
m >m2>... m-mt,
Thl Mc*+2 A
(7.2)
iSmr2>..
A= A= =n

Yugoridagi (7.1) jadvaldan quyidagi ko'paytmalarni tuzamiz va
belgilash gilamiz.
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(a-nT-(a-nl',.,(a-n=£,,(5)
GHH-@TLn s =4 W 73)

(A-NT (A-NT «.+(F-9,)" =4,.M (F)_
Bu (7.3) dagi har qaysi ko‘paytma (7.2) ga asosan o0‘zidan
keyingisiga goldigsiz bo‘linishini gayd etamiz. Endi bu mulohazalar
asosida oxirgi matritsada shakl almashtirishlarni bajarib uni

A

£11(A)
ko‘rinishga keltiramiz. Bu matritsa Jordan matritsasining normal dia-
gonal shakli deyiladi.

8 7.2. Jordan katagi va matritsasiga doir masalalar yechish

1- misol.
21
0 0
0 0
o 00 2
matritsa 872 songa mos bo‘lgan (A =2 ga oid) 4 - tartibli Jordan
katagidan iborat.
2 - misol.

N O O
»—\OO

;.3 -3)
matritsa A=-3 songa mos b o‘lgan 2 - tartibli Jordan katagidan iborat.
3- misol. Ushbu 6-tartibli

210 0 0
n20000
00-1 100
000 - 10
000 0 - g
000 0 0Ll



Joidan matritsasi: 2, _2ga mos bo'lgan 2-tartibli, n, =-iga mos
bo'lgan 3-tartibli, n, =8ga mos bo'lgan 1-tartibli kataklardan iborat. Bu
yugoridagi misollarda 1-2 misol 5, =2, n =-1ga mos bo'lgan bitta
katakdan tuzilgan Jordan matritsasi deyiladi. 3 misolda 3 ta katakdan
tuziigan Jordan matritsasi deyiladi.

8§ 7.3. Jordan xarakteristik matritsasiga doir masalalar yechish

4 - misol. Ushbu

4-2 1 0 0 0 o
0 4-2 0 0 o
0 0 4-2 0 0 0
0 0 0 2-2 1 o
0 o Qa_2-2 o
0 0 0 0 o

matritsadan iborat.
5-misol. Quyidagi 15-tartibli Jordanning xarakteristik matritsasi
normal diagonal shaklga keltrlsin.

2-N 1 y
0 220
0 /.
5-A
0
52 1 0
0 52
0 0 5-A
2-2 1
0 2-2
-3-71 0 0
0 -3-A 1 0
0 0 -39 1
0 0 0 -3-4
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Yechish: Normal diagonal matritsani hosil gilish uchun (1)
jadvalni tuzamiz. Berilgan matritsa kataklarining 2 ga mos bodganlar
ko‘pchilikni tashkil etadi. Bu kataklar 3, 2, I-tartibli. Undan keyingi
o‘rinda 5 ga mos kataklar turadi, ular 3, 2 tartibli. Nihoyat (-3) ga mos
bitta katak 4 tartiblidir. Demak, bu matritsa uchun (1) jadval ushbu
ko'rinishga ega

(A-2)\ (1-2)2, (A-2)

(8-5)3, (3-5)2
(+3)4.
Ustunlar buyicha keltirib, (3) ko'paytmalami tuzamiz.
E.(A) = £3(A)= (8-2)3(A-5)" (A+3)4,
A, ()= £UN)=(A-2)2(A-5)\

£,25)= £39)=4-2 .

Bunda, n=15, k=3, bodgani uchun oxirgi ko'paytma
£, 2= A,(5).

Shunday qilib, 15 - tartibli normal diagonal matritsa quyidagi

ko‘rinishda bodadi.

n 0 0 . 0 0 0
010 .. 0 0 0
00 1 . 0 0 0
0 0 0 .. EI13A) 0 0
00 0 . 0 EjA) 0
£ 00 . o o af)

8 7.4. Ixtiyoriy matritsani Jordan matritsasiga keltirishga
doir masalalar yechish

6-masala. Ushbu
Gi -0
i
matritsa Jordan matritsasiga keltirilsin.
Yechish: Xarakteristik ko'phad tuzamiz.
-9 1 -l

i i-a 1 =@-M2A2 D-1+(- 9)- @- A=(- ALE- A)
| 0 2-.
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AU) =U-D-(24)"

ikkinchi tartibli matritsalar tuzamiz.
I _ 1-N
n 20 0
Bu minorlar o'zaro tub boMgani uchun D2ZX)=1. U holda 0,00=1

Aniglangan gO), DM)MM) larga asosan
=-NQ = - (-
AN =158 = @ 902
2_’ = DM)' l
) DM)
EMM DM)= 1

-1

Bularga asosan
(A-1r,
(A-2)
jadvalni tuzamiz.
Demak, A-nE matritsa 1 ga mos boigan 2 tartibli va 2 ga mos
bo’lgan 1-tartibli kataklardan tuziladi. Shuning uchun A matritsaning
Jordan shakli

119
]o0
00
bo‘ladi.
7-masala. Ushbu
-2 n
-5
v6 -12

matritsa Jordan matritsasiga keltirilsin.
Yechish: Xarakteristik ko‘phad tuzamiz

2-n 2 1]
3 -5-1 3 A-(1-1)A12)
6 -12 7-7

Demak. Dj=(k-1 f(X-2)
Ikkinchi tartibli minorlar:

(N-1)(A+4); 120.-1); 60.-1); 3 (bl ); (/.-D0.-8); -3(A-1); O .-i); 20.-1):
0--1r lar bo‘lib, bunda D?(/.)=/.-l birinchi tartibli minorlar uchun
0,00=1.

Shunday.qilib.
£,2) DLI\/I>) (1-1)(1-2),
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A
£jW _5% =A ,,
£,No = /() =I.
Endi
(X-1), (b-1)
jadval tuzib
00
010
002

matritsani hosil gilamiz. Bu esa Jordan matritsasidir.
8 7.5. VII bobga doir mustaqil topshirig masalalari

1 Invariant ko‘payuvchilari
E 1X)=E2AX)=1,
E3A)EAX)=X-1,
ESA)EE")=(X-)(X+2)
bodgan A Jordan matritsasining A, shakllarda yozing.
(A-KE)-xarakteristik matritsasi.
2. Invariant ko ‘paytuvchilari
Ei(A)=EAX)=E3X)=1
E4(a)= "+,
ES(X)=("1)2
E6A)=(A+)’(k-5)
bodgan A Jordan matritsasini A, shakllarda yozing. Bunda A-J.E xarak-
teristik matritsa.
Quyidagi matritsalarni Jordan matritsasiga keltiring:
"o i 0
-4 40
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a4
B e
N M BN
.
N OO

J

(2 -6 -2
7. 18 -9 -3
q8 -9 -3/

N -3o03'
g -2-6 01
0-313
-1 -40 8,

9. Tartibi n bo'lgan

0 0
00 0o 0 .. 1 -1
Ww 0 0

matritsaning Jordan shakli topilsin.

10. Ushbu

N
=]
P

(1 .
0123 .. n-1
00 12 . n-2

vw 000 .a
matritsani Jordan shakliga keltiring.

8 7.6. VIl bobga doir nazorat savollar va adabiyotlar

1 Operatoming xos sonlari va xos vektorlari deb nimaga aytiladi?

2. Jordan kataklari nimalardan iborat?

3. Jordan matritsasi gaysi ko‘rinishda bo‘ladi?

4. Jordan matritsasining xarakteristik matritsasi deb nimaga ayti-
ladi?

5. Xarakteristik ko‘phad ganday tuziladi?

6. Invariant ko'paytuvchilar nima?
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7. Normal diagonal matritsa ko‘rinishi ganday bo'ladi?
8. D,,(a) determinantlar ganday aniglanadi?

Adabiyotlar

1 Hojiev J.X., Faynlyeyb A.S. Algebra va sonlar nazariyasi, -T.:
<<0'zbekiston», 2001 y. 255-264 betlar.

2. Iskandarov R. Oliy algebra, 2-qism, —F.: 1966y. 124-143 betlar.

3. Gelfand I.M. Chizigli algebradan leksiyalar. -T.: O'rta va oliy
maktab, 1961. 143-158 betlar.

4. Mpockypakos V.B. C60pHUK 3aaa4y Mo NNHEHOI anrebpe, -M.:
«Hayka», 1978.

5. http://www.mcce.nl

6. http://www.lib.mexmat.ru

7. www.zivonet.uz

8. www.edu.uz

8 7.7. V11 bobga doir mustagil topshirig masalalarining javoblari

d 000 O 0"
0 100 O 0
1 001 0 O 0
0001 O 0
00O0O0S-2 0
WOoo0o 0 o
t-1 0 0 0 O ON
0 -1 0 0 0 O
) 0 0 -1 0 0 O
0o 0o o0 -1 10
0 0 0 0 -1 0
.0 0 0 0 O 5,
e
© 0
v 0 2
/ 0 0n
4 101
o 0 -\)
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VIl bob. GURUHLAR
8 8.1. Asosiy tushunchalar va teoremalar

To‘plam elementlari deb ataluvchi qandaydir narsalar yoki
obyektlardan tashkil topgan M to‘plam berilgan bo‘lsin. M to‘plamning
ixtiyoriy a, b elementlar jufiti uchun biror gonunga asosan M to'plamga
tegishli bo‘lgan uchinchi c element bir giymatli ravishda mos go'yilgan
bo‘lsa, u holda bu to‘plamda algebraik amal aniglangan deyiladi. Bu
algebraik amalni T yoki boshqa harflar (yoki belgilar) bilan belgilaymiz.

M to'plamda ikkita a va b elementlar ustida biror algebraik T amal
bajarilib to‘plamning c elementi hosil gilinsa, u holda a va b elementlar
orasida bajarilgan algebralik T amal binar amal deyiladi va

aTh-c yoki a°b=c, a,b,ceM
deb yoziladi.

Binar amallar ®; ®; m+ ko‘rinishda belgilanishi mumkin. Biz
quyida av&b elementlar uchun binar amalni °deb olamiz, ya’ni a°b.

1- ta’rif. Agar M to‘plam elementlari ° binar amalga nisbatan
quyidagi to‘rtta shartni (aksiomani) ganoatlantirsa, u holda biinday M
to‘plam guruh (yoki gruppa) deyiladi:
la°b=c, a,b,ceM bo‘lsin;

2) (a°b) °c=a"® (b°c) bo‘lsin (assotsiativlik);

3) M to‘plamda shunday e element mavjud bo'lib, V asM uchun
a°e=e°a=a bo‘lsin. Bunday e element birlik (neytral) element deyiladi.
4) M to'plamdagi har bir a element uchun unga teskari element deb
ataluvchi a' element mavjud bo‘lib, d loa*aoal=e boMsin.

Agar o amal go‘shish (+) bo‘lib M to'plam bu go‘shish amaliga
nisbatan guruhni tashkil etsa, u holda M to‘plam additiv guruh deyiladi.

Agar o amal ko‘paytirish (+) boMib M guruhni tashkil etsa, u holda
M to‘plam multiplikativ guruh deyiladi.

M guruhda umuman a°b-£b°a. Agar a°b=b°a shart bajarilsa, u
holda M guruh kommutativ guruh yoki Abel guruhi deyiladi.

2- ta’rif. Agar P guruhning elementlaridan tuzilgan H to'plamning
0°zi shu P da gabul gilingan guruh amaliga nisbatan guruh tashkil etsa, u
holda bu H to‘plam P ning gism-guruhi yoki boMuvchisi deyiladi.
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P guruhning a elementini olamiz. Shu a elementning darajalarini

quyidagicha aniglaymiz.
a°=e, a’a=a2 a°a®a=a~\ a°‘a°..°a=an
Endi
aoa-a , (a°b) da°b, (@) =a

ekanini gayd etamiz. Bu yerda umuman olganda a°b*b°a ekanligini
eslatiblo'tamiz. Agar

a=e

bo‘lsa. u holda bu tenglikni ganoatlantiruvchi eng kichik r natural son a
elementining tartibi deyiladi.

Endi P guruhning ixtiyoriy a elementini olib, bu elementning
musbat, nol, manfiy darajalaridan

Q aza'laga', a2...}
to'plamni tuzamiz. Bu vaeP uchun gism guruh boiadi va Q tolplam
siklik guruh deyiladi.

Agar P guruhda n ta har xil elementlar bo'lsa, u holda P chekli
guruh deyiladi va uning tartibi n-ga teng deyiladi.Bu yerda P guruh
elementining tartibi bilan P guruh tartibini farglash kerak.

P guruhning (o amalga nisbatan) gism guruhi H={hb h2 ..}
bollsa, u holda Hoa to'plamni

H°a={h, oa, h2°a, ...}
deb aniglaymiz.
1-teorema: P guruhning ixtiyoriy H gism guruhi uchun
P=H+H°a+Hob+... (8.1)
yoyilma olrinli, bunda H, H°a, H°b, ... to‘plamlardan ixtiyoriy ikkitasi
umumiy elementga ega etnas va vyig'indi to‘plamlarning to‘g‘ri
yig‘indisi ma’nosida garaladi (ya'ni A va B to‘plamlar berilgan bo'lsa, u
holda A+B to'plam A va B to‘plamdagi barcha elementlardan tuziladi).

Yuqoridagi (8.1) tenglik

P=HwH~°auH®b"j... (8.2)
ko‘rinishda ham yoziladi.

Guruh yoyilmasidagi qo‘shiluvchilari qo‘shni sistemalar yoki
go‘shni sinflar deyiladi.

Agar (8.1) yoilma chekli bo'lib

P=H~Ho cjj+Ho u2+... + H°ami
ko'rinishda bo’lsa, u holda bundagi
H,Hoiil,H»al,...,Hoan_

to'plamlar soni m shu P guruhning ikdeksi deyiladi.
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2- teorema (Lagranj): Chekli P guruhning tartibi shu guruhdagi har
bir H gism-guruh tartibi bilan indeksining ko‘paytmasiga teng.

3- ta’rif. P guruhning H gism guruhi uchun

H°g=g°H, VgeP
bo‘lsa, u holda H gism-guruh P guruhning normal bo‘luvchisi yoki
invariant gism guruhi deyiladi.

3- teorema. Agar P guruh bo‘lib H gism guruh uning normal
bo‘luvchisi bo‘lsa, u holda (8.1) ning qo‘shuvchilardan tuzilgan

{H.Hoa, Hob,...} =P/H
to‘plam P dagi ° amalga nisbatan guruhni tashkil etadi (a,b,... e P.
HcP).

4- ta’rif. P/H guruh P ning faktor-guruhi deyiladi.

5- ta’rif. Pj guruhning ixtiyoriy a elementiga P2 guruhning bir
giymatli aniglangan b elementini mos qo‘yuvchi @akslantirish (g a—*b
yoki a=a'=b) berilgan bo‘lib, bu akslanishda P2 ning ixtiyoriy b
elementga P] ning biror elementining obrazi bo‘lsa va Pi guruhning
ixtiyoriy a, , & elementlari uchun (a,0a/)9=(a,)?0(a/)* bo‘lsa, u holda @
akslantirish Pt ning P2 ga gomomorf akslantirishi yoki gomomorfizmi
deyiladi. Bu yerda o amal Pi guruh amali bo‘lib, O amal P2 guruh
amalidan iborat.

6- ta’rif. Agar P, guruh va P2guruh elementlari o‘zaro bir giymatli
akslanishida bo‘lib, bu akslanish ulardagi amallarga nisbatan ham o‘rinli
bo‘lsa, u holda Pj va P2guruhlar bir-biriga izomorf akslanadi deyiladi.

7- ta’rif. Pj va P2 guruhlar gomomorf moslikda boMganda Pi
guruhning P2 dagi birlik e elementiga akslanuvchi Pi ning elementlar
to'plami gomomorfizm yadrosi deyiladi va uni H deb belgilaymiz.

4- teorema. Pi guruh P2 guruh ustiga gomomorf akslansa, u holda
PJ/H faktor-guruh P2guruhga izomorf akslanadi, bunda H gomomorfizm
yadrosi.

5- teorema. P[ va P2 guruhlar gomomorfizmining yadrosi bo‘lgan
H to‘plam Pi guruhning normal bo‘luvchisidan iborat.

§ 8.2. Guruh tushunchasi va uning xossalariga doir masalalar
yechish

1-masala. P haqigiy sonlar to’plamida ikki a va b element uchun
amal

deb aniglangan. Bu amalga nisbatan P guruh bo'ladimi?
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Yechish: Guruh shartlarining bajarilishini tekshiramiz. Guruhning
birinchi sharti bajariladi, ya’ni P da aniglangan amal bo‘yicha hosil
gilingan element yana shu P da mavjud. Ikkinchi shartni tekshirish
uchun a, b, ¢ elementlami olib

(a°b)°c=a°(b°c)
tenglikni tekshiramiz. Aniglangan amalga asosan
a+b

(aOb)OCZIZ e a+p+X

b+c

a+
a°® (boc) =

7" 2a+b+c

2 4
Demak. ikkinchi shart bajarilmaydi, ya’ni assotsiativlik gonuni o‘rinli
emas.

Shunday qilib P to‘plam qabul gilingan amalga nisbatan guruh
emas.

2-masala. M to‘plam detenninanti noldan fargli bo‘lgan nxn
tartibli matritsalar to‘plami bo‘lsin, ya’ni xosmas matritsalar to‘plami.
Bunday to'plamning matritsalami ko‘paytirish amaliga nisbatan guruh
ekanligi tekshirilsin.

Yechish: Bu yerda, ° amal sifatida matritsalami ko’paytirish
olinadi. Matrisalar ustida amallarga asosan ikki matritsa ko'paytmasi
yana matritsadan iborat va matritsalami ko‘paytirish assotsiativlik
gonuniga bo‘ysinadi. Demak, guruh ta’rifidagi birinchi va ikkinchi
shartlar bajariladi. Bu yerda, A va B (kvadrat) matritsalar uchun
detA-detB=det (A-B)y-O ekanligi e’tiborga olinadi.

ji 00.. 0

M to‘plamda 0 i0.0
E=0 01.0

0 00.1

ko'rinishdagi birlik matritsa mavjud va detE=l. Shu bilan birga
ixtiyoriy A matritsa uchun

A-E=A
bo‘lganidan guruhning uchinchi sharti bajarilishini ko’ramiz.

Endi guruhning to'rtinchi shartini tekshiramiz. M dagi ixtiyoriy A
matritsa uchun detA*0 bodgani uchun unga teskari A’1matritsa mavjud,
ya’ni

A-A"=E.
Shu bilan birga
be"A-A'b=belEyl:0, detA'rO, A"eM.
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Demak, bunday matritsalar to‘plami ko‘paytirish amaliga nisbatan
guruhni tashkil etadi.

Lekin bu yerda matritsalar uchun umuman olganda

A-B"B-A
boMganidan garalayotgan M to‘plam komutativ guruh bo‘Imaydi.

Eslatma: Agar A va B matritsalar uchun AB=BA bo‘lsa, u holda
bunday matritsalar to‘plami ko‘paytirish amaliga nisbatan komutativ
guruh deyiladi.

Bu masalada ko‘rib o‘tilgan matritsalar guruhi multiplikativ guruh
bo‘ladi.

3-masala. Ushbu

P=fp{)=xRKN)= AM=lxqt= ®= _ 0=
funksiyalar to‘plamini olaylik. Bu funksiyalar ustida o amal deb birinchi
funksiya'ni ikkinchi funksiya’ning argumenti o‘miga qo‘yishini gabul
gilamiz, (bu esa funksiyalar superpozitsiyasi deyiladi), ya’'ni

KW ]=>kW ]=ft(ftw )
P to‘plamning guruh ekanligini ko‘rsating.

Yechish: Qabul gilingan amalga nisbatan guruhning birinchi

shartining bajarilishini tekshirib ko‘rish mumkin. Jumladan:
K (I« (Fim--=— =a(4
k() k(*)I=A(*)

Xuddi shunday boshqga funksiyalami ko‘rish mumkin. Guruhning
ikkinchi sharti assosiativlikni tekshirib ko‘ramiz. Qabul gilingan amalga
asosan ixtiyoriy m, n, k lar uchun (m, n, k=1\,2,3,.....,6)

k.W<°a *]°a (*)=k K. *)]°a W =a K (a,M)J

Xuddi shunday

AM°k M°AW]J=AM°A (a W)=A (a,(a,™)

Demak, assotsiativlik bajariladi.

Guruhning uchinchi sharti uchun birlik element sifatida r=u(x)=x
ni olamiz, chunki ixtiyoriy /=1,2,3,4,5,6 uchun

aW’aW=aW

bo’ladi.

To‘rtinchi shartning bajarilishini ko‘ramiz.

AM= A(*)=xAM=1*A()=ku

elementlaming har gaysisi 0°z-0‘ziga teskari, ya’ni

AW AM=AAW)=*=AW =<
bunda k=1,2,3,5.
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bir-biriga teskari, ya’ni

X
Demak, garalayotgan P to‘plam gabul gilingan amalga nisbatan
(funksiyalar superpozitsiyasiga nisbatan ) guruhni tashkil giladi.
P guruhda hammasi boMib 6 ta har xil element mavjud. Shuning

uchun bu guruh tartibi 6 ga teng deyiladi.

8§ 8.3. Qisrn guruhlar, element tartibi, siklik guruhlarga doir
masalalar yechish

4-masala. Determinanti noldan fargli bo‘lgan ikkinchi tartibli

ko‘rinishidagi matritsalarning G multiplikativ guruhi (2-masalaga
garang) berilgan bo'lsin. Elementlari

ko‘rinishdagi M matritsalar to‘plami G ga qism-guruh ekanligi
ko'rsatilsin.
Yechish: M matritsalar to‘plamidagi

matritsa uchun detA=a2*0. Shunday qilib. M<=G birinchi shartni
tekshirish uchun M dan yana

matritsani olamiz va

ya’ni ABeM, shu bilan birga det(AB)=(a")Vo.
Ikkinchi shart bajariladi (2-masalani garang). Uchinchi shart uchun

birlik matritsani olamiz.
Endi guruhning tcdrtinchi shartini bajarilishini tekshiramiz.

109



A-matritsa uchun teskari matritsa
G o0
— a
|_\
K a)

bo‘ladi. detn4=-V*q A"leM, M to‘plam uchun guruhning hamma

shartlari bajariladi.

Demak, M to‘plam G multiplikativ guruhning gism-guruhidan
iborat.

5-masala. C={1; -1; i; -/}, 2=-1 to‘plam sonlami ko'paytirish
amaliga nisbatan 4-tartibli chekli guruhdan iborat. Uning a=i
elementining tartibini toping va shu element yordamida siklik guruh
tuzing.

Yechish: a=i ning musbat darajalarini hisoblaymiz.

i =1, a=i,,a =i =-l,a=1i,a=1,a =i, a=-1,a=a =1, ..

Demak, a— elementning tartibi 4 ga tengi Uning yordamida tuzilgan
{1,i; -1, -i}
to‘plam siklik guruhdan iborat bo‘ladi.
6-niasala. Quyidagi to‘plam guruhni tshkil etadimi?
For12 3Vl 23N 2300 23if 5 3
i12 381 3 2/[2 3 WU 1 3/13 1 2/t .
to‘plamda berilgan elementlami mos ravishda au a2 a3 a4, a5 a6 deb
belgilaymiz. Bunda ikkita o‘miga qo‘yish orasidagi o amal biinday
aniglangan: Birinchi o‘miga qo‘yishda i element k elementga almashadi
(akslanadi), ikkinchi o‘rniga go‘yishda shu k element s elementga
akslanadi, demak, natijada i element 5 elementga akslanadi. Bularni
i—&—*s deb yozamiz.
Masalan: a, “a4ni ko‘raylik.

Uit 2 3 3
bunda, 1—2—»1, 2—372, 3 1—2, demak, natijada 1—1, 2—3, 3"2.
Shu gabul gilingan ° amalga nisbatan F to‘plam guruhni tashkil
etishligi tekshirilsin.
Yechish: a,da i->2akslanadi , a da 2—lakslanadi. Natijada o
amal tufayli 1—slakslanadi. Buni 1—2—1 deb yozamiz. Xuddi
shunday 2—3—3 3—»—2 Bunday amalga nisbatan F to‘plam guruhni
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tashkil qgilishiga ishonch hosil gilamiz. Bunda birlik element a\ bo‘lib
har bir elementga teskarisi mavjud. Masalan, a3 ga teskarisi a5, chunki

ba’zilari o‘ziga o‘zi teskari bodishi mumkin. Bu F guruh o‘miga
go'yishlar guruh deyiladi va C3 deb belgilanadi (3 ta elementdan
tuzilgan).

8§ 8.4. Guruh yoyilmasi, normal bo‘luvchiga doir masalalar yechish

7-masala. Yuqoridagi 6-masaladagi o‘miga qo‘shishlar guruhi F

SUEIYELEE

gism guruh bo‘yicha yoyilsin va F ning indeksini aniglang.
Yechish: F ning & ga kirmagan elementi a2 ni olamiz. ®o0a2
to‘plamni tuzamiz.

_ g ffl 2 3)(1 2 3yl 2 3)
GOHQ ﬂ Oﬂzﬂ 9¢g,(%|/| 1113 2/(3 2 1}12 i’ajl (83)

Agar biz ® va ®oa2 to‘plamlaming to‘g‘ri yig‘indisi (bu yerda
birlashmasini) olsak, u holda F to‘plamni hosil gilgan bodamiz, ya’ni
¢ +doa2={a,,a3as}+{aj,ab,ai}={al,al,al,a4,a5}=F.

Shunday qilib,
(12 3)

F=d+d°a, -d +o\ 13 2

tenglik F guruhning @ gism-guruh bo‘yicha yoyilmasidan iborat. Yoy-
ilmada go‘shiluvchilar 2 ta, shuning uchun indeksi 2 ga F ning tartibi 6
ga ® ning tartibi 3 ga teng.

8-masala. Yuqoridagi 7-masaladagi & gism-guruh F guruhning
normal boduvchisi ekanligini ko'rsating.

Yechish: @ gism guruhining normal boduvchi ekanligini ko‘rsa-
tish uchun

thoa, =a,cd (8-4)

tenglikni tekshirish kifoya (yuqorida 88.1 dagi 3-ta'rifga qarang).
Shuning uchun a2o® to‘plamni tuzamiz.

< °a,,a20a3ia2°a5i=1|i 2 3 0 21 i)/ﬂ(; i 3) (8.5)

Endi (8.3) va (8.5) larda (8.4) ning bajarilishini ko‘ramiz.
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8 8.5. Faktor guruh, izomorfizm, gomomorfizmga doir masalalr
yechish

9-masala. Hamma a+blgO ko‘rinishdagi kompleks sonlar to‘plami
Z={ a+bl®d0} ning ko‘paytirish amaliga nisbatan guruhni tashkil
etishligi tekshirilsin va bu Z={ a+bldO} to'plamni uning

C={1;-1;/;-1} , MT=/

gism guruhi bo'yicha faktor guruhi tuzilsin.

Yechish. Z={ a+blpO} kompleks sonlar to‘plamining va C={1, -1.
i, -/} to'plamning ko‘paytirish amaliga nisbatan guruh tashkil etishligini
ko‘rsatishni o‘quvchiga topshiramiz. Bunda C gism guruh P ning gism
guruhi yoki bo'luvchisi deyiladi (88.1 dagi 2-ta'rifga garang).

Endi ixtiyoriy %I ko‘rinishdagi hagigiy sonlami olib

Z=C+h-C+frc+_+"~C +,, - O
a9 o 4K 9, 9, (8.6)
to'g'ri yig‘indini yoki
Z=Cu”~Cu”™Cu...uKkCu..
9 @2 9 8.7)
to‘plamlami birlashmasini tuzamiz, bunda

¥ 9 Y ¥ o 9j

deb tushuniladi. U holda (8.6) to‘g'ri yig'indi yoki (8.7) to'plamlar bir-
lashmasi barcha a+blpO ko‘rinishdagi kompleks sonlar to‘plamidan ibo-
ratdir. Demak. biz Z={ a+blpO} noldan fargli kompleks sonlar
to‘plamini (8.6) yoki (8.7) ko‘rinishda, yoyilma ko‘rinishda ifodaladik.

C={1: -1; /; -i} chekli to‘plam noldan fargli Z kompleks sonlar
to'plamining gism to‘plamidir, ya'ni CcZ.

Endi

, PQPIQ
SP{~my -, (8.8)

to'plamni tuzamiz. Bu to‘plam ko'paytirish amaliga nisbatan guruhni
tashkil etishligini ko‘rsatamiz.

Ushbu

so=c)
C'C={1, -1, /, -Iyo{1, -1, i, -={ L, -1, i -i}=C ,

—c .Ejc=H.B-c.c=El.c
9, 9, 9 9 9a
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tengliklarning bajarilishi ravshan. Demak, guruh ta'rifidagi (88.1 dagl 1-
ta'rifga garang) 1), 2) shartlaming bajarilishi ko‘rinib turibdi. Guruhning
3) sharti uchun garalayotgan (8.8) to‘plamda birlik element sifatida
C={1; -1; i; -i) to‘plam olinadi, chunki

A< ) f: q

Guruhning 4) shartini tekshiramiz. Bu (8.8) to‘plamda ”-c elementga
|

teskari elemet &-c elementdan iboratdir, chunki

—C —C=f—](g<c)=1C=c
i Pi (A Pi)
Demak, (y) to‘plam ko'paytirish amaliga nisbatan gurnhni tashkil
giladi (3-teoremaga garang).
Ushbu
—C=C-

tenglik bajarilganligi uchun 3—ta‘rvifga asosan C gism guruh normal
bo‘luvchidir.
Demak, (88.1 dagi 4-ta'rifga garang) 2. =(cA c/c..1gu-

L (9 Ar J

ruh P guruhning faktor-guruhidan iborat.
10-masala. Yuqoridagi 3-masaladagi
< P={v,(4 |(s Vi(4 H(s B4 oy
funksiyalarning guruhi bilan 6-masaladagi
S ={al,al ay,ai,ai,a6)
o‘rniga go‘yishlar (podstanovkalar) guruhlar izomorf moslikda ekanini
ko‘rsating.
Yechish. P va S guruhlarda 6 tadan element bo‘lgani uchun
ulaming elementlari o‘zaro bir giymatli moslikda, ya’ni
K(t) <>ad,£=123456;
Endi bu moslikning ularda aniglangan amallarga nisbatan o‘rinli
ekanligini ko‘rsatainiz, masalan,
a,cab <Hp\x)@(pt{x)
o'zaro bir giymatli moslikni ko‘rsatamiz, bunda o amal S dagi o‘rniga
go‘yishlar arnali gabul qgilinib ® amal P dagi funksiyalarning superpo-
zitsiyasi arnali gabul qgilindi.
Qabul gilingan amallami bajaramiz.

113



23 123 123
321 213 (312
va
fIW® %fa=%fafa)=, . :(=— =— =%W

Endi gbfa-o-ab(o‘zaro bir giymatli moslik) boiganidan
P)DPHX) 0°zaro bir giymatli moslikda ekanini ko ‘ramiz.
11-masala. Determinanti noldan fargli bo‘lgan nxn kvadart
matritsalar guruhi M ning (2-masalaga garang) noldan boshga (R/{0})
hagigiy sonlaming multiplikativ guruhiga gomomorf akslantiring va
gomomorfizm yadrosini aniglang.

Yechish. Matritsalaming multiplikativ M guruhidan A matritsa
olib unga /(A)=detA goida bo‘yicha determinanti detA=a”0 bo‘lgan
hagigiy sonni (asR/{0}) mos keltiramiz. Shunday qilib, har bir 2O
haqigiy songa bir nechta (cheksiz ko‘p) matritsalar mos keladi. Demak,
bunday akslantirishda R/{0} guruhning ixtiyoriy elementi bo‘sh
bodmagan toda asliga ega (cheksiz to,‘plam). U holda bunday f
akslantirish M guruhni R/{0} guruh ustiga akslantiradi. Shu bilan birga
det(A-B=(detA)-(detB)= =a-(3"0 tenglikka asosan:

AA-B)=/tAMB)
deb yozish kerak. Demak, M guruh R/{0} guruh ustiga bo‘lgan
/(A)=detA akslantirish guruhlardagi amallarga nisbatan ham o‘rinli
bodib, bu gomomorf akslantirishdan iborat. Determinanti 1 ga teng
bodgan M dagi N matritsalar to'plami gomomorfizm yadrosidan iborat,
chunki 1son R/{0} to‘plamning birlik (neytral) elementidan iborat.

8 8.6. VIII bobga doir mustaqil topshiriq masalalari

L p tartibli kvadrat matritsalar to‘plami qo‘shish va ko‘paytirish
amaliga nisbatan guruh bodadimi?
. . f1 2 3 4
2. G={P0O, Pp P2 fa} to‘plam elementlari 12 3 4

fl 23 @ At 234 0238 otrm'ga
2 34 1j° " 341, mv 123
iborat. G to‘plam o‘miga go‘yiglarni ko'paytirish amaliga nisbatan gu-
ruh ekanligi ko'rsatilsin.
3. @ sonlar ko‘paytirish amaliga nisbatan guruh bodadimi?
4. Ko‘paytirishga nisbatan musbat hagiqiy sonlar guruhi bilan
go‘shishga nisbatan haqiqgiy sonlar guruhi izomorfbodadimi?
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5. Ko‘paytirishga nisbatan musbat ratsional sonlar guruhi bilan
go'shishga nisbatan hamma ratsional sonlar guruhi izomorfbo‘ladimi?

6. Berilgan p natural songa karrali bo‘lgan to‘plam butun sonlar-
ning go‘shishga nisbatan guruhi V ga gism guruh ekanligi ko‘rsatilsin.

7. Ikkinchi tartibli maxsusmas matritsalaming ko‘paytirish
10 4 n 01

amaliga nisbatan guruhida a= 0 -iv o I 11

elementlaming
tartibini toping.
34t(|2341234f 2 3 4V1 2 3 4
8 4 G ;3411324 23 14 ]&21 K 12ap3 2 14
guruh uchun
H_ 12 3 4jr1 2 3 411 2 3 4Vv

12 3 4n2 3 laps 12 oF
to'plam, normal boiuvchi bo‘ladimi?
9. Ushbu A={e3>a a a 3 a, a, a, a'} guruhni B-{e, a2 a, a6}
gism guruh bo‘yicha yoying.

10. Ushbu A= 0

guruhini B ||10ﬂ O Ol q/\]]. gism guruh bo‘yicha yoying.
]

11, Yugoridagi 9-masaladagiga asoslanib A/B faktor guruhr

tuzing.
§8.7. VIII bobga doir nazorat savollar va adabiyotlar

Algebraik amal, binar amal nima?

Guruh ta’rifmi ayting. Qism guruhni ayting. Misollar keltiring.
Guruhning a elementi tartibi nima?

Siklik guruh ganday tuziladi?

Chekli guruh yoyilmasini yozing va uni izohlang.
Lagranj teoremasini ayting.

Guruhning normal boduvchisi deb nimaga aytiladi?
Faktor guruh nima?

9. Gomomorfmoslik deb nimaga aytiladi?

10. Gomomorfizm yadrosi nima?

11.  Guruhlaming izomorfizmini ayting.

12, Guruhlardagi izomorfizm hagidagi teoremani ayting.

©OND A WN
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Adabiyotlar

1 Hojiev J.X., Faynlyeyb A.S. Algebra va sonlar nazariyasi, —.:
«0 “‘zbekiston», 2001 y. 285-291 betlar.

2. MpockypskoB W.B. COopHMK 3aa4 No NuHeliHoW anrebpe, -M.:
«Hayka», 1978.214-226 betlar.

3. Nazarov R.N., Toshpo'latov B.T., Do‘sumbetov A.D. Algebra
va sonlar nazariyasi, 1-gism, -T.: «0 ‘gituvchi», 1993y.73-79 belar.

4. Kurosh A.G. Oliy algebra kursi, -T.: «QO'gituvchi», 1976 y. 421-
442 betlar.

5. http://www.mcce.ru

6. http://www.lib.mexmat.ru

7. www.zivonet.uz

8. www.edu.uz

8§ 8.8. VIII bobga doir mustagil topshirig masalalarining javoblari

1 Qo‘shish amaliga nisbatan guruh bo‘ladi. Ko‘paytirish amaliga
nisbatan guruh boMmaydi.

3. Guruh bo‘ladi

4. 1zomorf bo‘ladi.

5. Izomorfboimaydi.

7. Tartiblari mos ravishda 2, g, 4.

8. Ha, bo‘ladi.

9. A=B+Boa

11. AB ={B,Boa;.
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IX bob. IXTIYORIY FAZODA CHIZIQLI OPERATORLAR
8 9.1. Asosiy tushunchalar va teoremalar

Agar har bir aeV vektorga bir giymatli aniglangan ii=cp(a) vek-
tor mos qo'yilsa va quyidagi shartlar bajarilsa, V vektor fazoda chizigli
operator aniglangan deyiladi.

L d(x+y)=h(x)+i(y), Vx.yeV
2. th(kx) = nxp(x), VxeV, VXeR=(-00,c0)

Agar, A matritsa ustunlarining elementlari, {eb e2...,en} bazis-
dagi E&=(e]* = (e?),..., <=h(en) bazis vektor obrazlarining (tas-
viri) koordinatalaridan tuzilgan bo‘lsa, u holda Admatritsa ¢ chizigli
operatorning {ebe2)...e,, } bazisdagi matritsasi deyiladi.

Agar V fazoda ikkita {ebe2...en} va {fbf2...fn} bazislar be-
rilgan bo‘lib, ¢ chizigli operatorning bu bazislardagi matritsalari Adva
Bpbo'lsa, u holda bu matritsalar quyidagi formula bilan bog‘lanadi.

B C'l-ApC
Bu yerda C matritsa {ebe”.-.e,,} bazisdan {fbf2...fn} bazisga o‘tuv-
chi matritsa. V fazodagi ikkita ¢ va *P chizigli operatorlarning ¢+
yig‘indisi, ®-¢ ko‘paytmasi va a-¢p a sonining ¢ chizigli operatorga
ko‘paytmasi mos ravishda quyidagi tengliklar bilan ifodalanadi:
(@+d)(X)=th(x) +eh(x),
(h-th) (x)=ch(eh(x)).
(a- ) (x)=a(th (x))-

Agar, X son mavjud bo‘lib, x nolmas vektor uchun d(x)=kx shart
bajarilsa, x vektor V vektor fazodagi ¢ chizigli operatorning maxsus
vektori deyiladi. X son - x vektorga mos keluvchi maxsus son deyiladi.

Endi cheksiz o'lchovli fazolarni garaylik. Faraz qgilaylik R fazo
ixtiyoriy cheksiz o‘Ichovli Evklid fazosi bo‘lsin.
R cheksiz odchovli fazoda bazis tushunchasi quyidagicha Kiriti-
ladi.
Ta’rif: Agar R cheksiz oMchovli fazodagi
ehe2 ..e, .. (9.1)
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vektorlaming birortasi ham shu sistemaning chekli migdordagi boshga
vektorlarining chizigli ifodasi bo‘Imasa, u holda bunday (9.1) vektorlar
sistemasi chizigli bog‘lanmagan deyiladi va R dagi har gandav chizigli
bogdanmagan vektorlar sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi.
Endi biror cheksiz odchovli fazoning (masalan. 12ning) bazisi

J¥ ed....e(), .. (9.2)
berilgan bodsin. Bu yerda, 12- fazoning elementlari x=(ah a2 ..., ab
...) bodib

+ «
& |

gator yaginlashuvchidir. Bu sistemadan olingan chekli migdordagi ixtiy-
oriy vektorlaming chiziqgli
X S\e{+V "+l Y™ 9.3
(A*-sonlar, k=1,2,...,m)
ifodalaming to‘plamini M deb belgilaylik. Bu M to‘plam
9.9)
sistemaning chizigli qobigd deyiladi.

M chizigli qobig‘ning yopigd L to‘plam (9.2) sistemaning vektor-
lari hosil gilgan fazoning (masalan, 12 ning) gism fazosi deyiladi.
Demak, L to‘plamga (9.3) ko‘rinishdagi vektorlar va bunday vektorlar
ketma-ketliklarining limitlari kiradi.

Ta’rif: Agar (9.2) sistema bazisdan bo’lib ixtiyoriy ikkita har xil
vektorlaming skalyar ko‘paytmasi

(ewety)=0,  i*] (9.5)
bodsa, uholda (9.2) ortogonal bazis deyiladi va
(AV>) =1

bodsa ortonormal bazis deyiladi.

Ortogonal sistema uchun quyidagi xossalami keltiramiz.

Teorema 1. L gism fazo quyidagi ixtiyoriy vektorlar sistemai

y@y& (9.6)

dan hosil gilingan bo‘lib, z vektor (zel2) (6) dagi vektorlaming har biri
bilan ortogonal bodgan bodsa, u holda z vektor L dagi ixtiyoriy x vek-
torgaham ortogonal bodadi.

Teorema 2. 12dagi x vektor L fazoda yotishi uchun uning

X :2 X,y’llll
m—
ko‘rinishda ifodalanishi zarug va kifoyadir, Bunda
A
18



vektorlar L gism fazoning ortonormal bazisidan iborat va
dm=(x,y(m)), m=1,2,3,..

§ 9.2. Chizigli operator va uning matritsasiga doir masalalar
yechish

1-masala. Ushbu x=(x;,x2x3) vektorni
PR =(4xr 3x2+2x3, Xi 2 3xj-x3J
formula bilan almashtirish berilgan. Uning chizigli operator ekanligini
Ko "mating va
b=@; 2; 3),
[R=(—4-3:-5),
h =619
bazisda shu operatoming matritsasini toping.
Yechish. Chiziglilik shartlarini tekshiraylik.
a. Q(X+HY)=(4XE3X2H2x3+4y 3y 2+2y3, x,+x2+yi+y2, 3Xrx3+3yryd=
=(AXHAYr 3X2-3y24+2x3+2y3 Xi+y,+x2+y2, 3xi+3yr x3-y3)=cp(x)-Kp(y)
b. (A X)=(F,4xEAICH,2B, X Xj+7X2, A3Xi-Ax3)=Axp(X)
& operatoming (ei,e2e3d) bazisdagi Ad matritsasi quyidagi ko‘rinishga
ega

‘A -3 2
A=110
P30 -1
@ operatoming {bi,b2,b3} bazisdagi matritsasini
B=C*‘1-AhC 9.7)
fomula bilan aniglaymiz, bu yerda
A -4 5b
c=2-5 1
B -3 -g
C matritsaga teskari matritsani aniglab quyidagiga ega bodamiz.
-8 29 -lib
C 5 18 7
" -3 1
U holda
'8 29 -11' '4 -3 2''3 -4 5) 17 10 -122>
B =518 -7 110 2-4 il=-12 8 79
<pt+1~3 1, 0 -ljd -5 ,3 3 13,
2-masala.



matritsa 9 operatoming

0’ = (_Iyl)v
*=(1, 2
bazisdagi matritsasi,
5 2 1
13
matritsa esa 9 opeartorning
*1=(1_:Dy
=(l 2

bazisdagi matritsasi bo‘lsin.
9-9 chizigli operatoming {eb e2} bazisdagi matritsasi topilsin.
Yechish. Cj va C2 matritsalar {eb e2} bazisdan mos ravishda
{aba2} va {bbb2} bazislarga o‘tuvchi matritsalardir. €m va C2
matritsalarga teskari matritsalar quyidagicha bo‘ladi

1 1 ﬁ Cru f& ’2‘
Bu yerdan Ci va C2lami aniglash mumkin
c,4:jtl c=n i

9 va 9 operatorlarning {eb e2} bazisdagi matritsalarini Ecva E4 deb
belgilaymiz. U holda yuqoridagi (9.7) formulaga asosan

2,=0"4C.=j1 11

Bulardan
E-E -(* ~33'
"v~[f -176 41 -1

8 9.3. Maxsus sonlar va maxsus vektorlarga doir masalalar yechish

3-masala. Quyida matritsa ko‘rinishda berilgan 9 chizigli opera-
torning maxsus vektori va maxsus sonini toping,
f3 1b
=12 11
(D 2 01
Yechish. Xarakteristik tenglama orgali maxsus sonni topamiz.
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3-n 1 1
2 14 1
2 0 19
X36A2+1N-k=0
Bu tenglama quyidagi ildizlarga ega
Ai=l, k2=2, %=3
Har bir maxsus son uchun tenglamalar sistemasi tuziladi.
12X, +x2+x, =0
- 2x. =0

2 \xt+x2+x3=0
[ 2x{+x3=0

3] X2+ =0
[2v, - x2+x3- 0
Bu sistemalami yechib, ulaming amumiy yechimini hosil gilamiz:
Xza(o;_l;l)v y=(3(| 111_2)’ Zzy(_la_lal) (aipvy*oy a,p:yeR)
x,y,z vektorlar berilgan chizigli operatorning maxsus vektorlaridir.

8 9.4. Cheksiz o‘Ichamli vektor fazo (gism fazo)ga doir masalalar
yechish

4-masala . 12 fazodagi x vektoming L gism fazoda yotish sharti
nimadan iborat?
Yechish. Ortonormal bazis sifatida quyidagini olamiz

y(=e2=(0;1;0;0;0;0;...),
y(@=e4=(0;0;0;1;0;0,...),

Bunday bazisdan hosil bo‘lgan L gism fazo

:v=rlr5‘:I =(0,a20,24,..)
ko'rinishdagi vektoriardan iborat, ya’ni bu vektorlarning toq ragamli
koordinatalari nolga teng bo‘lib

dn (xy ) (XVAd @me
Endi x eL vektorlar uchun (x el2) bizning xulosainizga asosan

(x> =T,a
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ekanligini gayd gilamiz.
Agar xeli vektor L da yotmasa, u holda a2.i laming birortasi al-
batta noldan fargli bo'lib

(*,*)zz aL
bo‘ladi.
Demak, x el2dagi x vektor L gism fazoda yotishi uchun
*¥=IX «

bo‘lishi shartdir.
5-masala. x=(xItx2 ...,X,,,...) el2 vektor uchun Ax=y operator quyi-
dagi tenglamalar sistemasini ifodalasin
y, =anx,+a,yc2+... +a,,, X,,+".
y2=a2x,+azx2+.. +a2 x,+. .

........................................... (9.8)
yn=akix,+akXx2+... +amx,, f
bunda
X ** Q0 n=12....
£
Qanday shart bajarilganda

Zk* Q=K.

gatorlar yaginlashuvchi bo‘ladi.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra

£x;<n («/,)
=ik
A 0'zgarmas son.
Endi
g*L*c' "=12.

deb faraz qilsak, u holda KosHIi—Bunyakovskiy tengsizligiga asosan
ZKXNjIX} {Z%*} - C-A'=(CAf
Demak. agar (9.8) sistemaning koeffisientlaridan tuzilgan
b g
gatorlar yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
Exkn|<* n=\2..
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gatorlar yaginlashuvchi bo‘ladi, shu bilan birga

Y=(¥1,¥2,-,¥n,-)
uchun

lyJ<K, n=I2,..
tengsizlik bajariladi vay vektor t fazoning vektoridan iborat, yet. Bu
yerda m fazo elementlari x={xi§ bo‘lib W\<a shartni ganoatlantiradi
(k=1,2,...), ya’ni m fazo hamma chegaralangan hagiqiy sonlar ketma-
ketligidan iborat.

§9.5. IX bobga doir mustagil yechish uchun masalalar
1. x=(xb X2, je3) vektomi

(P(X)=(3Xi-X2+2x3, XLHX2-X3, 2X1 +X2-3X)
formula bilan almashtirish chizigli operator ekanligini isbotlang va

=(12;-3),
2=(-1;01),
B8=0,23
bazisda shu operatoming matritsasini toping.
2. at= matritsa @ operatoming a =(-3;l), a2=(i;i) bazisdagi
matritsasi, j] matritsa esa w operatoming i, =(3;-2), *2=(1;2)

bazisdagi matritsasi bo‘lsin. p chizigli operatoming {ebe2} bazisdagi
matritsasi topilsin.
3. Matrisa ko‘rinishda berilgan chizigli operatoming maxsus
vektori va maxsus sonini toping,
(

1 1
A=1
1

O =
NONWw

4. Ortogonal bazisni
{yt} ~{e2m3 m=I,2,3,..
deb tanlaganda 12 dagi x vektor L gism fazoda yotadimi?
5. Ax -y (xel2) operator cheksiz o‘Ichovli fazoda berilib

k-1
tenglamalar sistemaini ifodalasin va bunda
X=(XIX2...,X,,,...), Y=(Y1Y2,-,¥ n,-)
bo‘lsa, bu operatoming chizigli ekanligi tekshirilsin.
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§ 9.6. IX bobga doir nazorat savollari va adabiyotlar

1 Cheksiz o'Ichovli fazoda bazis deb nimaga aytiladi?

2. Chizigli qobig deb nimaga aytiladi?

3. 12fazoni tushuntiring.

4. Ortogonal bazis nima?

5. 12 fazoda x vektor L gism fazoda yotish sharti nimadan iborat?

Adabiyotlar

1 WnnH B.A.. Mos3Hak E.I'. NlnHeitHas anre6pa, -M.: «Hayka»
1978, 155-161 betlar.

2. Mpockypsikos V.B. C60pHMK 3aaay Mo NNHENHON anre6pe, -M.
«Hayka», 1978, 187-200 betlar.

3. http://www.mccei.ai

4. http://www.lib.mexmat.ru

5. www.zivonet.uz

6. www.edu.uz
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TEST SAVOLLARI

1. Quyida berilgan to‘plamlardan qaysi biri berilgan amal-
larda guruhni tashkil etadi?

A) (z+)

B) (zo+)

C) @-)

D) (z, »

2. Berilgan guruhning ko‘rsati!gan elementga teskari elemen-
tini toping: {o/1.-)(oN1 =fa+s/N\a,beo}) guruhning 1+7372 elemen-
tiga:

A) 2-v32

B) 4- 2w»3

C) 33

D) I-

3. Quyida berilgan to‘plamlardan qaysi biri berilgan amal-
larda monoid tashkil etadi, lekin guruh emas?

A) (c\o,+)

B) (ct)

C) (9

D) (z

4. Quyida berilgan to‘plamlardan qaysi biri berilgan amal-
larda yarimguruh tashkil etadi, lekin monoid emas?

A) (z,%)

B) (z)

C) GVm

D) (c+)

5. Quyida berilgan to‘plamlardan gaysi biri berilgan amal-
larda gruppoid bo‘ladi, lekin yarimguruh emas?

A) (Z9)

B) («)

C) (»,,’)-manfiymas hagqigiy sonlar to‘plami

D) (N-)

6. Evklid fazosining x va y vektorlari ortogonal deyiladi |,
agar:

A) (**)=0boTsa



B) (x,y)>o0bo‘lsa

C) ular orasidagi burchak 18% bo‘lsa

D) (x,y)=o0 bo‘lsa

7. L chizigli fazoning i, va L2 gism fazolari o‘lchovlari uchun
to‘g‘ri tenglikni ko'rsating:

A) dim?, +L2)+dimZ, + L)~ dim/,

B) din*+Z +dm™n/shdim”+dimt/,

C) dim(l, +12)+dimL, - .L, +dini(L, n L2)

D) dim(L, +1:)=dim(E, +L.)- dim/[ - dimLz

8. a chiziqli operator deyiladi, agar

A) AX +x)=Axt+AF va A(cx) =cAx bo'lsa

B) A(xt+x2)=A(xi)+a(x2) bo'lsa

C) Axx2=a(x,)+a(x? bo'lsa

D) a(cx)=cax bo'lsa

9. 0 ‘xshash matritsalar quyidagi xossalardan gaysi biriga ega?

A) har xil xarakteristik ildizlarga

B) bir xil xarakteristik ildizlarga

C) qo'shma xarakteristik ildizlarga

D) bosh diagonallarida bir xil elementlarga

10. Chizigli fazoning noldan farqgli x vektori A chiziqgli opera-
torning xos vektori deyiladi, agar

A) Ax=-x bo'lsa

B) Ax - Ax bo'lsa

C) Ax—x bo'lsa

D) Ax =A+x bo'lsa

11. Evklid fazosida vektorning uzunligi gaysi tenglik bilan
aniqglanishini toping:

A) X = xVx

B) lid = 2(, X)
(6) TR
D) I = (x,X)

12. Agar vektorlar sistemasi chizigli erldi bo'lsa, u holda lining
ixtiyoriy gism sistemasi:

A) ortogonal bo'ladi

B) maksimal bo'ladi

C) chizigli erkli bo'ladi

D) trivial bo'ladi
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13. Har ganday chizigli operator chizigli bog‘langan vektorlar
sistemasini

A) ortonormal vektorlar sistemasiga o ‘tkazadi

B) chizigli bogdanmagan vektorlar sistemasiga o ‘tkazadi

C) ortogonal vektorlar sistemasiga o ‘tkazadi

D) yana chizigli bogdangan vektorlar sistemasiga o ‘tkazadi

14. Chizigli operatorning haqiqiy xos giymatlari

A) xarakteristik ko‘phadning koeffitsientlaridan iborat

B) operator matritsasi xarakteristik ko‘phadining ildizlaridan iborat

C) operator matritsasining diagonalidagi elementlaridan iborat

D) operator matritsasining tub sonlaridan iborat

15. Haqiqiy kvadratik formaning normal shakli deb, koef-
fitsientlari quyidagieha bodgan o‘zgaruvehilar kvadratlarining
vig‘indisiga avtiladi:

A) +lva-1

B) -1

C) toq sonlar

D) +1

16. A- chizigli operator va f =Ae:=alpl+ae2+.+a,e,, bo‘lsin, u
holda bu operatorning matritsasining ko‘rinishi

‘ .. at, .
A " poladi
n,: ... a..
a2 «3 )
B) boMadi
gl «2 32,
‘an G\n .
9o .. o boled
10 .. 0
"a, .. y
D) ? bodadi
u» .. am
17. Har ganday bazisda chizigli operatorlar ko‘paytmasining

matritsasi
A) matritsalar yigdndisiga teng
B) har doim diagonal matritsaga teng
C) nol matritsaga teng
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D) shu bazisdagi chizigli opertorlar matritsalarining ko'paytmasiga
teng

18. Chizigli operatorning bitta xos giymatiga mos keladigan
barcha xos vektorlari to‘plami

A) butunlik halgasi tashkil etadi

B) chizigli gism fazo tashkil giladi

C) multiplikativ guruh tashkil etadi

D) maydon tashkil etadi

. . it - .
19. Matritsasi 0 1 ga teng bo‘lgan chizigli operatorning xos

giymatlarini toping:
A) ;-1
B) 1;1
C)1-1
D) 2,1

20. A, va A2 chizigli operatorlarning ko‘paytmasi quyida-

gicha aniglanadi:

A) (AiA2)x = A, (AX)

B) (An2)x = Ax(Ax)

C) (AtA2x=AX+AX

D) (AJA2x =Ax+AX

21. L chizigli fazoning har ganday R gism fazosi uchun to‘g‘ri
munosabatni ko‘rsating:

A) dimL=dimP

B) dimP <dimP

C) dimpP >dimP

D) dimP <dimL

22. Agar kvadratik forma kanonik shaklga ega bo‘lsa, u holda
uning matritsasi

A) nol matritsa bo‘ladi

B) uchburchak shaklda bo'ladi

C) ortogonal bo‘ladi

D) diagonal shaklda bo‘ladi

23. Hagqiqiy kvadratik forma inertsiyasining musbat indeksi
deb

A) uning normal shaklidagi manfiy kvadratlar soniga aytiladi

B) uning musbat koeffitsientlariga aytiladi

C) uning normal shaklidagi musbat kvadratlar soniga aytiladi
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D) uning o'zaro tub koeffitsientlariga aytiladi

24. p o'zgaruvchili kvadratik forma musbat aniglangan bo'la-
di, agar

A) uning barcha koeffitsientlari manfiy bo'lsa

B) uning barcha koeffitsientlari musbat bo'lsa

C) uning matritsasining determinanti musbat bo'lsa

D) u p ta musbat kvadratlaming yig'indisidan iborat normal
shaklga ega bo'lsa

25. Kompleks sonlar maydoni ustida quyidagi kvadratik
formalaridan gaysilari ekvivalent bo'ladi:

£, - T2+ 332- 7x,X, 5 /2= 2 + 6xx2+ 4,5x1; f, = X35 -1 Tit] + 5, x2?

A) f ea B

B) A.t\ eaj\

C) A, ea f2
D) fl ea /3

26. - 2x\ +2x, r2 kvadratik formaning signaturasini toping:

A3

B) 0

C) 1

D) 5

27. Agar kvadratik formaga xosmas chizigli almashtirishni
go'llansa, u holda uning rangi

A) kamaymaydi

B) o'zgarmaydi

C) kamayadi

D) oshmaydi

28. Juft-jufti bilan ortogonal bo'lgan nolmas vektorlar

A) proporsional bo'ladi

B) maksimal sistema bo'ladi

C) chiziqgli erkli bo'ladi

D) trivial sistemani tashkil etadi

29. Agar A- kvadratik formaning matritsasi, X — o‘zga-
ruvchilar ustuni dan iborat bo'lsa, kvadratik formaning matritsaviy
shakli quyidagicha bo'ladi:

A) f - X:AX

B) f =X-'"AX

C) f =XTAXT

D) / =XAX'



30. Agar rangi r ga teng bo‘lgan p o‘zgaruvchili kvadratik
formaning normal shakli ¢ - .; +r2+..+z2-z2¢- ... bo‘lsa, u holda

A) o<Kerit=x

B) O<k<n, I=rt-r

C) O<k<n, t=n

D) o<k<r,t<r

31. Haqiqiy kvadratik formaning signaturasi deb,

A) uning inersiyasining musbat indekslari soni bilan va manfly
indekslari sonining ayirmasiga aytiladi

B) har xil o‘zgaruvchilari ko‘paytmalarining soniga aytiladi

C) musbat va manfiy koeffitsientlarining ayirmasiga aytiladi

D) tub koeffitsientlari soniga aytiladi

I
32. le Tsj matr”~san’hb xos qiymatlaridan biri quyidagiga

teng:

A1l

B) -3

C)2

D) 4

33. Agar rangi r ga teng bo‘lgan n o‘zgaruvchili kvadratik
formaning normal shakli / = ~2+2z\ +ee+7\ - z;H...- ZB- bo‘lsa,
uning manfiy indeksini aniglang:

A) K

B) k +r

C)r-k

D) n-k

34. (-5. A4 3) vektorning uzunligini toping:

A 1l

B) 36

C) 6

D) 3

35. Quyidagi vektorlardan gaysilari o‘zaro ortogonal:

a=(111-2); a2- (L2323, a=(-22-3)?

A) az2caa,

B) & e a,

C) ortogonallari yo'q

D) hammasi juft-jufti bilan ortogonal
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36. /: -4x1 -2 xIx1 kvadratik formaning manfiy indeksini
toping:
A) 1
B) 2
Cc)o
D) -1
110 )
37. Chiziqli operator e,, e2. e, bazisda o 1 1 Matritsaga ega.
0 0 1
Uning e +€2 e~g, bazisdagi matritsasini toping:
(0 10
A 201
rl 1 Oy

38. 1 o”matritsaning xo0s giymatlarini toping:

A) 11

B) 1;-1

C) 10

D) -1;0

309. Uchlari A(2; 4; 2; 4; 2), B(6; 4; 4, 4,6), C5; 7,5, 7; 2
nugtalarda bo‘lgan ABC uchburehakning AC tomonining
uzunligini va iehki C burchakning giymatini toping:

A) WC\=6, C=60>

B) \ac\=3,¢c =30°

C) |-tc|=36, C=90"

D) [C/=1 A=90"



40. Quyidagi almamashtirishlardan gaysisi chizigli boMadi?

A) AX=(X +X X, +2X2)
B) AX =2+ I;x2;,x3)
C) AX =(X3+Xx2X, -X 2;x3)

D) = (xf- I;x,;x,)

41. | =xx; +X,X, +X;X,

kvadartik formaning ikkinchi koeffitsi-

entining kvadrati hosil bo‘lishi uchun ganday almashtirishni baja-

risfa kerak?

42. a =(100) a2=(2ll). a =(w) vektorlarga tortilgan gism fazoining

biror bazisini toping:
A) at,a2a,
B) a2
C) a3
D) a,

43. e =1, e=(-1,01), e =(o.li) vektorlar Evklid fazosining
bazisi bo‘lsa, u holda bu bazisning Gram matritsasining ko'rinishini

toping:
"2 -2 0]

A) 3 -2 0

B)
10 1 2)
(0 1 33
c) -2 2 -2
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0 -2 3

D) 1 2 -2
2 1 0]

44, Mos ravishda a, =(i,2.0l), a2=(uo,c) va b =(i,0,i,0), 62=(1,3,0,I)
vektrlarga tortilgan L ea 12 gism fazolar kesishmasi L,n,12 ning
oMchovini toping:

A1l

B) -I

C)4

D) 2

45. Agar R - ortogonal matritsa bo‘lsa, fpt=e shart quyi-
dagilardan gaysiga teng kuchli?

A) Pr=p-'

B) P=PT

C) R - ning satrlari 0'zaro ortogonal ;

D) R - ning satrlari musbat;

46. Q matritsa unitar matritsa deyiladi, agar:

A) QQ-=E bo'lsa
B) O =o. bo‘lsa
C) QO '=0ho'lsa
D) Q7 =£bo'lsa

47. Har ganday haqiqiy kvadratik formani quyidagi
almashtirishlarning qaysi biri bilan kanonik shaklga keltirish
mumkin?

A) x0s

B) ortogonal

C) simmetrik

D) skalyar

48. Qism fazolarning p-rO yig‘indisi to‘g‘ri yig‘indi bo‘lishi
uchun gaysi shartning bajarilishi zarur va etarlidir?

A) P+Q=P

B) £of =&

C) Pa@=Q

D) p+g=o

49. Ortogonal matritsaning satr va ustunlari uchun ganday
shart o‘rinli?

A) satrlari mos ustunlariga ortogonal

B) ular kompleks bo'lishi kerak
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C) nolmas bodishi kerak

D) butun

50. Simmetrik matritsaning barcha xos giymatlari ganday
bodadi?

A) teng bo‘ladi

B) manfiy bo‘ladi

C) haqgigiy bodadi

D) musbat bodadi

51. Matritsaning izi deb nimaga aytiladi?

A) Bosh diagonal elementlarining yig‘indisiga

B) Yordamchi diagonal elementlarining yig‘indisiga

C) Barcha elementlarining yig‘indisiga

D) Musbat elementlarining yigdndisiga

52. Hagigiy matritsa ortogonal bo‘lishi uchun ganday shart
bajarilishi kerak?

A) teskari matritsa transponirlangan matritsaga teng bodmasligi
kerak

B) teskari matritsa transponirlangan matritsaga teng bo'lishi kerak

C) satrlari juft-jufti bilan ortogonal bodishi kerak

D) ustunlari juft-jufti bilan ortogonal bodishi kerak

53. Ikkita haqiqiy satrlar ortogonal deyiladi, agar-...

A) mos komponentalar ko‘paytmasining yigdnidisi musbat
bodishi kerak

B) mos komponentalar ko‘paytmasining yigdnidisi nolga teng
bodishi kerak

C) mos komponentalar ko‘paytmasining yigdnidisi manfiy bodishi
kerak

D) mos komponentalar ko‘paytmasining yigdnidisi birga teng
bodishi kerak

54. Chizigli fazonining bazisi deb qanday sistemaga aytiladi?

A) shu fazoning maksimal miqgdordagi chizigli bogdanmagan
vektorlar sistemasiga

B) har ganday chizigli erkli vektorlar sistemasiga

C) har ganday vektorlar sistemasiga

D) maksimal chizigli vektorlar sistemasiga
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Test javoblari

1-A 11-C 21-D 31-A 41-B 51-A
2-B 12-C 22-D 32-D 42-A 52-B
3-D 13-D 23-C 33-C 43-C 53-B
4-C 14-B 24-D 34-C 44-D 54-A
5-C 15-A 25-A 35-B 45-A
6-D 16-A 26-B 36-A 46-D
7-B 17-D 27-B 37-D 47-B
8-A 18-B 28-C 38-B 48-B
9-B 19-C 29-A 39-A 49-A
10-B 20-A 30-A 40-C 50-C



IZOHLAR
(GLOSSARLY)

xe A -x element A to‘plamga tegishli yoki garashli.

n®s - Ava Bto‘plamlaming to‘g'ri yig'indisi.

dimR - R fazoning o‘Ichovi, dimision - o‘lchov.

Rn- n oMchobli chizigli fazo.

a’jb - A va B to‘plamlaming birlashmasi.

AVB - A to‘plamdan B to‘plamning ayirmasi.

Arne - A va B to‘plamlarning kesishmasi.

AcB - Ato‘plam b to‘plamning gism to‘plami.

0 - bo‘shto'plam.

«=1-2-3 .. « (!-faktorial)

Rang A - A matritsaning rangi.

detA - A matritsaning determinanti.

Evklid - eramizdan avval (taxminan 356-300 yillar) yashagan grek
olimi.

(% y) - x vay vektorlarning skalyar ko'paytmasi.

id=Pq - x vektoming uzunligi (normasi).

b\ - A va B nugtalar orasidagi masofa (AB - kesma uzunligi).

npoxa - a vektoming OX o‘qdagi proeksiyasi.

C - kompleks sonlar fazosi.

A’1 matritsa (yoki operator) A matritsaga (operatorga) teskari
matritsa (operator).

0 - nol vektor.

rA- A operatoming (almashtirishning) oMchovi.

kernA - A operatoming yadrosi.

N =detA - A matritsaning determinanti.

A* - A operatorga qo‘shma operator.
a - a kompleks sonning qo'shmasi.
Ermit Sh. - fransuz matematigi (1822-1901).
ji\ - X kompleks sonning moduli.
Lagranj J.L. - fransuz matematigi (1736-1813).
T:x—, . T operator x vektomi , vektorga akslantiradi.
A~B - Ava B to‘plamlar ekvivalent.
—2B - A xossadan B xossa kelib chigadi.
Jordan K. - fransuz matematigi (1838-1922).
alb - avab elementlarda T amal bajarildi.
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a°b - a va b elementlarda ° amal bajarildi.

i-+k—*s - i element k elementga, K element 5 elementga akslanadi.

Z¢ -Z guruhning C gism guruh bo‘yicha yoyilmasi.

*(m)<«, - 9,0 va ak elementlar o‘zaro bir giymatli moslikda
garaladi.

v - umumiylik kvantori.

v x - barchax elementlar uchun.

Koshi O. (1789-1857) fransuz matematigi.

Bunyakovskiy (1804-1889) ms matematigi.

* -testdagi shujavob to‘g'ri.

N - natural sonlar to'plami.

Z - butun sonlar to‘plami.

Q - ratsional sonlar to‘plami.

R - hagiqgiy sonlar to‘plami.

Gamilton U. - ingliz matematigi (1809-1865).

Keli A. - ingliz matematigi (1821-1895).
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