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ОТ АВТОРОВ

Настояшее учебное пособие «Алгебра и основь! математичес- 
кого анализа», часть I написано в соответствии с учебной програм- 
мой, утвержденной Министерсгвом вмсшего и среднего специаль- 
ного образования Ресиублики Узбекистан и Центром среднего cne- 
циального, профессиопального образования 11 августа 2000 г., и 
предназначено для организации учебного процесса в академичес- 
кпх лицеях с углубленнькм изучением математики.

Книга создана иа основе огшта преподавання математики в ака- 
демических лицеях при Ташкентском институте инженеров транс- 
порта (ТашИИТ), Ташкентском архитектурно-строительном инсти- 
туте (ТАСИ), Ташкеитском университете информационньлх техно- 
логий (ТУИТ) и является первь1м учебньш пособием по алгебре и 
осповам математического анализа, написанньш на русском язнкс и 
соответствуюшнм новой учебной программе.

Часть I состоит из 8 глав:
Глава 1. Элементь1 теории множеств и математической логики;
Глава II. Денствительнше чнсла;
Глава 111. Комплекснше числа и действия над ними;
Глава IV. Мпогочлень!;
Глава V. Алгебраические вьфажения;
Глава VI. Алгебраические уравнения и неравенства;
Глава VII. Функция и ее график;
Глава VIII. Степенная, показательная и логарифмическая функции.
Каждая глава разбита на параграфь1, параграфь1 — на пункть!. 

Наряду с пзложенмем соответствуюших определений, правил и тео- 
рсм большое внимание в каждом пункте уделено разбору приме- 
ров, иллюстрируюших содержание рассматриваемойтемь1. В конце 
каждого параграфа данм вопрось1 на повторение и упражнения. Уп- 
ражиения разделень! па две части горизонтальной чертой. Те уп- 
ражнения, которне приведень1 после горизонтальной черть!, пред- 
иазпаченм для самостоятельной работм. В конце каждой главн 
даиь1 [акже упражнемия для повторения. Упражнения повьшенной 
сложности отмечень1 звездочкой. Ответм и указания к упражнени- 
ям прнведени в комце книги.
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Авторн стремились к повьиленному уровню строгости и, в то 
же время, доступному изложению материала. При этом, несом- 
ненно, на стиль изложения и качество учебного пособия заметное 
влияние оказали признаннме учебники по алгебре и началам ана- 
лиза.

Главм I, II написань! доцентом А. Юнусовьш  (ТГПУ имени Ни- 
зами), главь1 III—V —  С. Ходжабагяном (ТУИТ), глава VI —  до- 
центом А. Амаповьш  (ТАСИ) и главм VII, VIII —  доцентом Э. Сай- 
даматовът  (УзНУ имени Мирзо Улугбека).

Авторь1 вьфажают свою искреннюю признательность за ценнью 
замечания и советь1 доктору физико-математических наук, профес- 
сору УзНУ имени М.Улугбека О. Р. Холмухамедову, кандидату фи- 
зико-математических наук, заведуюхдему кафедрой математики 
лицея при ТАСИ М. Маматкулову, заведуюшей кафедрой мате- 
матики академического лицея при ТашИИТе Н. Э. Абдурахимо- 
вой, преподавателям математики Ташкентского профессиональ- 
ного колледжа железнодорожного транспорта С. X. Н осирову и 
X. Ю. Юнусбекову.

Авторь! надеются, что данное учебное пособие послужит для 
учахдихся хорошим и удобньш средством на пути познания основ 
алгебри и математического анализа.

Mbi будем также признательнь! всем читателям, приславшим 
свои замечания.
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С П И С О К  H E K O T O P b lX  О Б О ЗН А Ч Е Н И Й  И С О К РА 1Ц ЕН И Й

Лг—  множсство натуральншх чисел 
Z  —  множсство цслмх чисел 
Q —  множсство рац1юнальнь1\  чисел 
R —  множество действитсльнмх 
чисел
0  —  пустос множество
a е  М —  элементапринадлсжит 
множеству М
{а, b, с, d } — множество, состоя- 
шсс пз ллсментов а, b, с, d

(J —  знак объсдинсния

П —  знак перссечения

A a  В —  множсство /I является
подмножсством мпожсства В
[д; /;] — замкнутьш промсжуток
(отрсзок) с началом а н концом b
(a; b) —  открьпъш иромежуток с
началом а n копцом b
[«: + 00) —  бссконсчньш промежугок
с пачалом a
A => В —  из А следует В
A <=> В —  из А слсдует В и, обратно,
из В следуетЛ
а = b —  с/равно b
а >  b —  а больше b
a < b —  a меньше h
a >  b (a < b) —  a не меньше
(не больше) b
ci* b —  а н е  равно b
A = B  —  A тождсствснноравноB
ОДЗ —  область доиустимь1хзначений
НОД («; />) —  нанбольшин обший
делнтель чиссл а и b
НОК(а\ b) —  наммсньшее обшее
кратное чиссл a 11 b
1 a I —  абсолютная величина числа a 
f«]—  цслая часть числа a
{«] — дробная часть числа a 
min («; b) —  напмспьшес из чисел 
a 11 b
max (а\ b) —  паибольшсс из чиссл 
и n b

a,a. , a,a:l —  нозиционная записьA* '  I 1 0
натурального числа

—  корень /7-й степени из числа a 
1оқ й —  логарифм числа b no осно- 
ванию a
lg b —  логарифм числа b no осно- 
ванию 10
In b —  логарифм числа b 110 осно- 
ванию е 
е = 2,87
л = 3,1415... — отношениедлиньюк- 
ружности к ее диаметру 
i —  мнимая единица ( / 2 =  -1 )
Rc z —  действительная часть ком- 
плексного числаг 
1ш z —  мнимая часть комплсксного 

числаz
j  —  число, сопряжснное числу z 
Arg z —  аргумент комплексного 
числаz
arg z —  главнос значение аргумента 
комплексного числа z 
п != 1 2 3 ... п

A," —  число размешений из п эле- 

ментов no т

С"„ —  число сочетаний из п эле- 

ментов по т
Р —  число перестановок из т эле- 
мснтов
[ —  знак совокупности 
{ —  знак системн 
1 —  знак отрицания 
v  —  знак дизъюнкции 
a  —  знак конъюнкции 
V —  квантор обшности 
3 —  квантор сушествования 
D(J) —  область определенпя функ- 
ции /
Е (/) —  область значений функции /
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Г Л А В А  I

ЭЛЕМ ЕНТМ  ТЕО РИ И М НОЖ ЕСТВ 
И М АТЕМАТИЧЕСКОЙ Л О ГИ КИ

§ 1. Э лементь1 теории множеств

1. Понятие множества. Множество является одним из на- 
чальних понятий всей математики. Оно используется для описапия 
совокупности предметов или объектов. Например, можно говорить о 
множестве всех учашихся данного учебного заведения; о множестве 
всех треугольников на плоскости. Объекть1 или предметь!, которме 
составляют множества, назмваются элемешпами множества.

Множества обьшно обозначаются заглавньши буквами A, В,
X, Если а является элементом множества А, то пишут a е A 
если же а не является элементом множества A , то пишут a ё A. 
Например, если Z —  множество всех целмх чисел, то вернь! следу- 
юхдие отношения:

3g Z , - 5 eZ ,|g Z ,V 3 « Z .

Обмчно, множество задается указанием всех элементов илм 
указанием характеристического свойства, которьш обладают все 
элементм рассматриваемого множества. Пусть множество А со- 
стоит только из элементов а, b, с. Тогда элементь>1 множества А бу- 
дем заключать в фигурнме скобки и писать^ = {а, b, с}. При этом 
порядок расположения элементов пе имсст никакош значения. 
Множество А всех элементов со свойством Р(х) обозначим через 
А = { х \ Р ( х ) } .

В большинстве случаев характеристическое свойство элемен- 
тов данного множества, т. е. Р(х) формулируется словами. Напри- 
мер, множество корней уравнения 4х2 + 6х -  8 = 0 или область onpe- 
деления функции у  = log, (.v2 -  1). Может оказаться, что множество 
определено таким свойством, которьш не обладает ни один объект. 
Например, множество рациональньос чисел, квадрат шгорь1х равен 3; 
множество действительнь!х чисел, которью являются корнями уравне- 
ниях1 + 2 = 0.

Множество, которое не содержит ни одного элемента, назьшает- 
ся пустьт множеством и обозначается через 0 .

Множество, которое содержит конечное чпсло элементов, иазь!- 
вается конечньш мпожеством.
6



Мпожество, число элементов которого не является конечнмм, 
назьшается бесконечнмм миожеством.

Если каждмй элемент множества А является элемен гом множе- 
ства В , то говорят, что множество А является подмпожеством 
множества В И этот факт обозначают в виде AczB.

Два множества A w B  назьшаются равньши, если каждьш из них 
является подмножеством другого. Из этого определения следует, 
что равнью множества состоят из одних и тех же элементов.

Если множество А равпо множеству В, то пишут А = В.
В математике очень часто приходится иметь дело с числовмми 

миожествамм, т. е. с множес гвами, элеменгами которнх являются 
числа. Для пекоторь!х из них принятм стандартнме обозначения: N —  
множество всех патуральнмх чисел; Z —  множество всех целмх 
чиссл; Q —  множество всех рациональмих чисел; R —  множество 
всех действительнь!х чисел.

В дальнейшем, через [а, b] будем обозначать промежуток (от- 
резок) на действительной прямой, определяемьш перавенствами 
a < х < b. Другимп словами, [a , b] -  множество действительнь!х 
чисел -v, удовлетворяюишх неравенствам a < х < b. Через (a , b], 
[a, b), (a, b) обозначим соответственно промежутки, определяе- 
Mbie неравенствами a < х < b \ a  < х < b; a < х <  b. Эти промежут- 
ки геометрически могут бмть изображень1 соответственно следу- 
юшим образом:

____* / / / / / / *  ъ / / / / / / £ ____^
a h a b

------{ / / / / / 4  > — u/ /  / / / / 4 ------- ^
a b a b

Рис. 1

Через {a, + cc), [a, + sc), (-cc, b), (-cc, /7] обозначим бесконечнме 
промежутки на дейстиительиой прямой, Kropbie задаются неравен- 
ствамн: х >  a , х > а, х < b , д- < b. Их геометрически можно изобра- 
зить следуюшим образом:

___ v / / / / / /  , — j / / / / / / — „
a a

»

h b 
Piic. 2

Дсйствительную прямую обозначим через ( -  оо , + со).



2. О перации над множествами. Пересечением множеств 
А и В назьтается множество, которое состоит из элементов, прн- 
надлежаших каждому из множеств А и В. Пересечение множеств 
А и В обозначается через АглВ.

П р и м е р 1. ПустъЛ = |0, 1, 3,6},  В = {3,6,7,  8}. ТогдаЛ п В  = 
= {3,6}.

П р и м е р 2. Пусть/4 —  отрезок [-3, 3], В —  промежуток (0, 6]. 
Тогда A n  В = (0, 3] (рис.З).

« ' / / / / / / / J ____ ______________ у / / / / / / /^ ___►

-3 3 0 6
-------- . / / / / / < ------ ►

0 3
Рис. 3

Пусть дань1 множества А и В. Множество, состояшее из всех 
элементов, принадлежаших множествуЛ или множеству В, назьша- 
ется объединением этих множеств и обозначается через A u  В.

П р и м е р 3. Пусть А = {5, 6, 1, 2, 3}, В = {1, 2, 12, 13}. Тогда 
Л и Д = { 5 , 6 , 1 , 2 , 3 , 1 2 , 1 3 } .

П р и м е р 4. Пусть A —  отрезок [3, 5], В —  промежуток (4, 6], 
ТогдаЛ u  В является отрезком [3, 6] (рис. 4).

-  * / / / / / / / • ------ ► -------°/ / / / / / / * -----►
3 5 4 6

Разиостью миожеств А и В назьшается множество, состояшсе 
из всех элементов множества А, которь1е не являются элементами 
множества В. Разность множеств А и В обозначается как А \ В .

П р и м е р  5. Пусть A = {а, р, у, 5}, В = {1, 2, a, Р} Тогда эле- 
менть1 у, 5 е  А и у, 5 g В. Следовательно, А \ В =  {у, 5}.

В некоторих разделах математики приходится ограничиваться 
рассмотрением некоторого множества и всевозможнмх подмно- 
жеств этого множества. Например, в планиметрии мм изучаем 
плоские фигури, которме являются подмножествами плоскости.

Если Mbi ограничиваемся рассмотрением всевозможнмх под- 
множеств некоторого множества Е, то в этом случае множество Е 
назьшают универсальньш множеством.

Пусть множество Е —  универсальное множество и множество 
A —  подмножество множества Е. Тогда множество Е \А  назьшает-
s



ся дополиеиием миожества А до множества Е или просто дополнепи- 

ем множества А и обозначается через А' или А (или же через СА).
Свойства операции над миож ествами:
1 °. A u  A = A —  и дем п отен тн ость  объединения;
2 ° . А Г ) А = А  —  идемпотентность пересечения;
3 °. A^j  В = B kj A —  коммутативность объединения;
4°. А гл В = В г \А  —  коммутативность пересечения;
5° (А B)^J С = A (В kj С) —  ассоциативность объединения;
6° (A Г \ В ) п С  = А С\ ( Вг \ С )  —  ассоциативность пересечения;
7°. А и  (В п  С) = (А и  В) п  (А и  С) —  дистрибутивность объе- 

дииения отпосительно пересечепия;
8°. А п  (В и  Q  = (A п  В) (A n C )  —  дистрибутивность пере- 

сечения относительно объедипения;

9° A v j E  = E \
> с в о й с т в а  у п и в с р с а л ь н о г о  м н о ж е с т в а ;

10° А п Е  = А}

11° A ( ] B = ^ \ J ~ b }
____  _  _  > законм дс Моргана.

12° A{ j B  = AC\B\

Доказательства этих свойств проводятся непосредственной про- 
веркой. Для примера докажем свойство 8°, т. е. свойство/4 п ( й и  
u  С) = (А п  В) u  (A n  С).

Пусть х —  любой элемент множества A r \(B  u  С). Тогда по оп- 
ределению операции пересечения множеств, х е  А и x е  (В u  С). 
Теперь, применяя опрсделение операции объединения множеств, 
имеем: х е А и .v е  В или х е  С. Отсюда х е  A п  В или х s  А п С ,  
т. е. х е  (А п  В)^> (А гл С). Следовательно,

A п ( В и  С) с: (A п  В) u  (A п  Q .

Аналогично доказьшается, что если х е  (А п  В) и  (A п  С), то 
л' g A п  (В u  Q , т. е.

(А n  В) u  (A п  Q  с  A п  (В u  Q.

Таким образом, А п  (В и  С) = (А п  В) и  (A п  С).

3. Диаграммь! Эйлера-Венна. Для графического изображе- 
пия множеств, операцмй над ними и их свойств используются диаг- 
раммь! на плоскости (диаграммь1 Эйлера —  Вснна). При этом мно- 
жсство изображается иекоторой сплошной фигурой, обь1чио кругом,
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а универсальное множество —  прямоугольником. Пересечение кру- 
гов рассматривается как пересечение множеств, объединение кру- 
гов —  как объединение множеств. Например:

PllC. 6

Рнс. 8

Рис. 9 Рис. 10
На рисупках 5 -8  п зо б р а ж ен и  объ сд и н сн и с, п ср ессч сп и с, раз- 

ность двух м нож еств. Рисунок 9 означает, чго м нож сство А явля- 
стся п одм н ож сств ом  м н ож сств а  В. У н и всрсальн ое м н ож сств о  Е 
изобр аж ается  м нож еством  точск некоторого прямоугольника. Д о-  
полнение м н о ж сств а ^  н зображ ено на рисунке 10 как заш триховап- 
ная часть прямоугольника.



1. Какос множсство назьшастся пустьш?
2. Какне множсства назьшаются равнмми?
3. Ч го назьшастся исрсссчснпем, объсдпненисм, разностью двух мно- 

жсств?
4. Псрсчислить своиства операции над множсствами.
5. Построить дпаграмму для множества A r^ (B u  С).

У  п р а ж  н е ii и я

1. Изобразитъ на координатной плоскости множество точек (х,у), 
коордииать! которь1х удовлетворяют следуюшим условиям:

a ) [ х + у  | < 1; б) | х + у  \ > 1.

2. В группе гуристов из 30 человек 20 человек знают английский 
язь1к, 8 человек —  французский, 6 человек —  оба язьжа. Сколь- 
ко турнстов ue зпают оба язь1ка?

3* Записать в виде миожества ге значения х, при котормх имеют 
смьюл вьфажения:

а) /(х) = V5 7 7  + 7 5 ^ ;  г) /(х) = logA (х2 -1);

I v- . ,  . v Д' + 6
б) . /№  = ? — d) /C v) = ----------- ■’ V H vl log3(IO-.v)

e) /(X) = V3V-5  V;

4. Привести прнмери на: a) A п  В = 0 ;  б) A и  В = N ; e) A n  В = В.

5. Пусть/1 = [2 ,4], В = (0, 5], С =  [-3 ,2). Найти множества и изоб- 
разить их на координатной прямой:

a) A u  В\  б) А слВ ; e ) ( / l u f i ) n C

6. Множества A п В являются подмножествами универсального 
множества Е. Состави гь диаграммм Эйлера-Венна для следу- 
Ю1ДИХ мпожссть:

d) Â j B\ б) А и В '  e) А п В ;  г) (А п  В^и^А п  В).

7. Найги множество всех значепий вьфажсний:

а)  / ( х ) = ------- r i  б)  / ( v) = s in х  + 3 c o s x ;  e) f ( x )  =  \ l x 2 + 1.
1 + X'
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8. Доказатьтождество: А \ В  = А глВ .
9*. Пусть A w B - — конечнью множества. Доказать, что п (Akj В) = 

= п (A ) + п (В) - п  (A n  В), где п (М) —  число элементов мно- 
жества М

10. Изобразить на координатной плоскости множество точек (.v, v), 
координа™ которь1х удовлетворяют следуюгцим условиям: 

fl)| .v|  + |>' |= 1; б) X2 -  2х + v < 0.

11*. Записать в виде множества те значения .t, при которь1х имеют 
сммсл вьфажения:

°) f (x)  = — log3: 3 ; e) f i x)  = log , 8.arccos(3A* -1) <л ~]>

б) f ( x )  = yjx2 -4 ;

12. Привести примерь! на: a) A и  В = A; б) A п  В = A и  В.

13. Пусть A = [2 ,4], В = (0, 5], С = [-3 ,2). Найти множества и 
изобразить их на координатной прямой:

a) A п  С; б ) В и  С; e ) A n B n C

14. МножестваЛ и Дявляются подмножествами универсального 
множества Е. Составить диаграммм Эйлера-Венна для следу- 
Ю1цих множеств:

a) A u  В\ б) A г,  В: e) A n  В.

15*. Найти множество значений следуюших вьфажений:

а ) f { x )  = yj2 х - х 2 -1;

б) f  (х) = a sin a  + b cos a;

e)  . /  ( v) =  ( s >n x  +  COSA-)"

16. Доказагь следуюшее тождество: B n  (A \B)  = 0

17* Доказать, что число различних подмножеств множества, со- 
стояшего из п элементов, равно 2".



§ 2 . Э л е м е н т ь 1 тео р и и  м а те м а ти ч е с к о й  
л о г и к и

1. Вь1сказь1вания и операцни над ними. Под вькжазьшани- 
ем понимают повествовательное предложение, о котором можно 
сказать точно, истинно оно или ложно. Легко понять, что следую- 
шие предложения являются вмсказьшаниями:

1. Ташкент —  сголица Республики Узбекистан.
2. Семь —  простое число.
3. Число 6 больше, чем число 8.
4. V4 = 2.
5. Число 11 —  составное число.
Ясно, что предложення 1,2,4 —  истиннме, а предложения 3,5 —  

ложнме.
Вьюказьшания могут бить образовань! посредством слов или 

символов. Восклмцательнь1е и вопросительнме предложения вмска- 
зьшаниями ме являются. Кроме того, повествовательнме предло- 
жения, о котормх не;|ьзя говорить истиннь1 они или ложнь1, также не 
являются вьюказьшаниями. Например, предложения:

1) Доброе утро, дорогие телезрители!
2) Сегодня какое число?
3) х  —  простое число, 

вмсказьшаниями не являются.
Обь1Чно вмсказивания обозначаются заглавньши буквами ла- 

тинского алфавита. Например, будем писать А++«6 < 3» , В++«5 —  
простое число». Это значит, что A —  вькжазмвание, утверждаю- 
шее, что 6 меньше чем 3 . В —  вькжазмвание, гласяхдее, что 5 —  
простое число. Эти вмсказьжания являются примерами простих 
вьюказь1ваний. С помотью логических связок «или», «и», «если ..., 
то  ...», «... тогда и только тогда, когда ...» , « н е  ...» из простмх вис- 
казьшаний А и В можно образовьшать другие сложнме вьюказьша- 
ния. Например:

1) С #  «6 < 3 или 5 —  простое число»;
2) D ^  «6 < 3 и 5 —  простое число»;
3) Е  #  «если 6 < 3 , то 5 —  простое число»;
4) Ғ  ^  «6 < 3 тогда и только тогда, когда 5 —  простое число»;
5) К  #  «5 —  не простое число».
В математической логике истинность или ложность сложнмх 

вь1сказь1ваний устанавливается независимо от сммслового содер-
13



жания npocTbix вькжазьшаний, а логическим связкам дается точ- 
ньш смьюл. Приступим к точному определению логических связок.

Пусть дань1 вмсказмвания А и В. Тогда их конъюикцией назм- 
вается вьюказьшание, которое является истинньш, когда истиннь1 
оба вь1сказь1вания А и В, и является ложнмм во всех остальнь1х 
случаях.

Конъюнкция двух висказьшаний A , В обозначается через A a  В 
или A & В и читаегся как «А и В». Значения логической операции 
«конъюнкция» можно вьфазить с помошью следуюшей таблицьқ 
где «И» —  означает «истинно», «Jl» —  означает «ложно»:

A в A a  В

II и и

И л л

Л и л

Jl л л

В дальнейшем, такие таблиць1 будем назьшать таблицами ис- 
тинности. Если в таблице истинности значение «И» заменить на 1, a 
значение «Л» на 0, то таблица истинности примет вид:

д в A a  B

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

Видно, что значение висказнвания А л В соответствуе г произ- 
ведению значений вьюказшваннй А и В. Поэтаму A л В иногда на- 
зьшают логическим умиожением (и обозначают через A В).

Дкзъюпкцией вьюказьшаний А и В назьшается вмсказьтапие. 
обозиачаемое через А v  В, которое ложно, когда оба вьюказмвания 
А и В ложнь1 и истинно во всех остальнмх случаях. Запись A v В 
читается как «А или В».

В математической литературе дизъюнкцию вьюказиваний А и В 
иногда обозначают через А + В и  назьтают логическим сложением.
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Приведем таблицу истинности для логической операции «дизъ- 
юнкцпя»:

A в А v  В

1 1 1

1 0 1

0 1 1

0 0 0

Отрицсмшем вь1сказь1вания назьшается вь1сказь1вание, которое 
licriiHHO, когда само вшсказьшание лож ное н ложно, когда исходное 
вь!сказьшапис истиино. Отрицание вь1сказь!вания А обозначается 
через 1 А н читается как «ие А».

Отрицание вь1сказьшания вьфажается в таблице истииности 
следуюшим образом:

A lA

И Л

Л и

Пусть данм вьюказьтания А n В. Импликациеи вьюказьшаний 
А п В назьтается вькжазмвание, обозпачаемое через A => В, кого- 
рое является ложним, когда А нстинно, a В ложно и истиннъш во 
всех остальнмх случаях. Прнведем таблицу истиииости для A => В:

A в A => В

1 1 1

1 0 0

0 ] 1
0 0 1

Таким образом, вмсказивание, утверждаюшее, что из лжи сле- 
дует ложь или истипа, является истиннькм вь1сказь1ванием. Но вис- 
казьшание, утвсрждаюшее, что из истинь! следуетложь, является 
ложнмм вьюказьшанием.

A => В читается как «если A , то В» или «из А следуег В».
15



Пусть дань1 вьюказьшания Л и В. Эквивспенцпей вькжазьшаний 
А п В  назьшается вшсказьшание, которое является истинньш тогда 
и только тогда, когда оба внсказмвания А и В  истиннь1 или когда 
оба вь!сказь1вания А и В  ложньь Эквиваленцию вьгсказмваний А и В 
обозначают как «А »  В» и читают «А тогда и только тогда, когда 
В». Приведем таблицу истинности для А о  В:

A в A <=> В
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

П р и м е р  1 Определить значение истинности следуюших 
вмсказьшаний:

1 ) 7  —  простое число и 9 —  простое число;
2) 7 —  простое число или 9 —  простое число;
3) если 2 2 > 4, то 9 —  простое число;
4) 2 2 < 5 тогда и только тогда, когда 9 —  нечетное число.
Р е ш е н и е :
1) «7 —  простое число» —  истинное вьюказьшание, «9 —  просгое 

число» —  ложное вьюказьтание. Поэтому в силу определения, коиъ- 
юнкдия этих вьюказьшаний является ложньш висказьтанием;

2) по определению дизъюнкции данное вмсказмвание является 
истинньш;

3) «2 2 > 4» —  ложное вмсказьшание. Следовательно, по опре- 
делению импликации, вьюказьшание является истинньш;

4) «2 • 2 < 5» —  истинное вьюказмвание и «9 —  нечетное число» —  
истинное вьюказьшание. Тогда по определению эквиваленции, вшс- 
казьшание является истинньш.

П р и м е р 2. Установить, какие парь! следуютих вьюказьшаний 
являются отрицанием друг друга:

1) 2 > 0,2 < 0;
2) 6 <10,6 > 10.
Р е ш е н и е .  1) Отрицанием вьюказьшания 2 > 0 является вьюка- 

зивание 1 (2 > 0). Это означает, что 2 не больше, чем 0, т. е. 2 < 0. 
Поэтому 2 < 0 не является отрицанием вьюказьшания 2 > 0.
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2) ]  (6 < 10) означает, что 6 не меньше, чем 10. Следовательно, 
1 (6 < 10) равносильно тому, что 6 > 10. Обратно, 1 (6 > 10) означает 
6 < 10. Поэтомуданнме вмсказьшания являются отрицаниями друг 
друга.

С помошью логических операций над вькжазьшаниями из задан- 
Hbix вькжазьшаний можно строить различнме сложнне вьюказьша- 
ния. При этом порядок вьтолнения операций указьтается скобка- 
ми. Например, с помошью вмсказьшаний А , В , С  и с помошью ло- 
гических операций можно построить следуюшие вькжазьшания:

(А л  В)  => 1 (С v  В) или A <=>] ((В л С) v  A).

Такие сложньш вьюказьшания назьшаются формулалш.
Для упротения записи формул можно ввести следуюшее согла- 

шение. Логические операции вьтолняются в следуюшем порядке: 
сначала отрицание, потом конъюнкция, после этого дизъюнкция, за- 
тем импликация и, наконец, вьшолняется эквиваленция. Лишние скоб- 
ки можно опустить согласно порядку вьшолнения операций. В связи с 
этим соглашением, последние формулм можно записать в виде:

Л л 5  => 1 (С v 5 ) или A « 1  ( B a C v A).

Вмсказмвания, которью составляют формулу, будем назьшать 
элементарньши формулами или перемеппьши въю казьш ат ш ш . 
Они принимают значения 0 или 1.

Две формулм Б и В назьшаются равносш ьньш и, если они при- 
нимают одинаковне значения истинности при любом наборе истин- 
nocTHbix значений переменних висказьшаний. Равносильность за- 
письшается как «Б = В».

П р и м е р  3.11 A = А , А  v A =А.
Для доказательства равносильности формул обично используют 

таблици истинности. Для вь!шеуказаннь1х формуп приведем табли- 
цу истинности:

A 1 A 'Па А v  A

И Л и И

Л и л Л

Формульқ Koxopbie при любом наборе истинностнмх значений 
переменнмх вькжазьшаний принимают значение «истинно» назьта- 
ются тождествешю истиннь/ми формулами или логическими 
закопами (тавтологиями).
2 Э. М. Сандамагов н др. 17



П р и м е р  4. A v  A —  этаформула при любом значении пере- 
менного вь!сказь1вания А принимает значение истинности «истин- 
но». Действительно, если _

A = 1, t o  A  v  А_=  1 v  0 = 1. Если же A  = 0, t o  A v  A =0 v  1 =  1.
Формула A v  A назьтается законом исключепия т рет ьего.
Формульх, принимаюшие значение «ложь» при любом наборе ис- 

тинностнь1х значений переменнмх вькжазьшаний, назьшаются тож-  
дест венно л о ж и ь ш 11_ипи пропт воречиями.

П р и м е р  5 . А л  A — этаформулапринимаетзначение «ложь» 
при любом значении истинности^теременного вмсказьшания А. 
Действительно, если A = 1, то А л А  = 1 a  0 = 0. Если же A = 0, то 
вновь получаем А л А  = 0 л 1 = 0.

2. П онятие предиката. Рассмотрим повествовательное пред- 
ложение, которое зависит от переменнмх. Например, «х —  простое 
число». Если вместол' подставить число 5, то получим вьлсказмва- 
ние «5 —  простое число», которое истинно. Если же вместо .v под- 
ставить число 4, то получим вьюказьшание «4 —  простое число», 
которое ложно.

Предложения, зависяшие от переменнойх и преврашдюшиеся u 
вьюказьшания при замене переменного на их конкретнме значения, 
назьшаются предикат ами  от одной переменной. Предикатм от од- 
ной переменной х обьшно обозначаются через Р(х), Q(x), Q^x), 
Q n(x) и т. д. Множество значений переменной х назьшается оолас-  
т ью  определения  предикат а.

П р и м е р 6. Пусть для любого х  из N Р(х) означает « х  > 4». 
Тогда Р(  1) = 0 ,  Р { 2 )  = 0 , Р ( 3 )  = 0 , Р ( 4 )  = 1 , Р ( 5 )  = 1 и т. д. 
Если а  натуральное число не меньшее, чем 4, то Р (a) = I.

П р и м е р 7. Пусть для любого х из N  Q(x) означает «х —  чет- 
ное число». Тогда Q{\ )  = 0, Q ( 2 )  = 1, Q(3) = 0, Q(4) = 1 и т. д. Для 
любого натурального числа k, Q(2k) = 1, Q(2k -  1) = 0.

3. К ван тор и  всеобидности и сушествования. Пусть Р(х) 
некоторьш предикат, определенньш на множестве М. Тогда через 
Vx Р{х) записьшают вьюказьшание, которое истинно, если для всех 
а  из М  вьюказмвание Р{а)  истинно, (т. е. Р(а)  = 1). В противном 
случае, когда сушествует хотя 6bi один элементх0 из множества М 
такой, что Р(х0) = 0, Vx Р(х) —  ложное внсказмвание. Vx Р(х) —  
читается как «любой х Р(х)» или «для каждого х Р(х)».

П р и м е р 8. Пусть для любого натурального числа х Р(х) —  
означает, что «х —  нечетное число». Тогда Vx Р(х) —  является 
ложньш вьюказьшанием, так как сушествует такое натуральное 
число, например, х = 2, что Р( 2) = 0.
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П р и м e p 9. Пусть Q(x) —  означает «для каждого натурально- 
ro х, 2х —  четиое число». Тогда очевидно, что Vx Q(x) =  1.

Через 3 х Ғ(х) —  обозначают висказивание, которое является 
истиннь!м, когда сушествует хотя 6bi один х0 из области определе- 
ния предиката F(x), для которого /7(х()) является истинньш вькжа- 
зьшанием. 3 х Ғ(х) является ложньш в противном случае, т. е., ког- 
да для каждого элемента а  из области определения предиката F(x),

П р и м е р 10. Пусть для каждого натурального числа х Р(х) —  
означает «х делится без остатка на 3». Тогда 3 х Р(х) = 1. Действи- 
тельно, если х = 3, то Р(х) = 1.

П р и м е р 11. Пусть предикат Р(х) означает «х —  четное про- 
стое число, отличное от 2». Поскольку все простме числа, кроме 2, 
являются нечетньши. то 3 х Р(х) = 0.

1. Что понимается иод вьюказьшанисм?
2. Дать опрсделенис конъюнкции, дизъюнкции, отрицания, имплика- 

цпм и эквивалснции вмсказьшаннй.
3. В каком порядке вьтолняются логические операции?
4. Какие формулм назьшаюгся равносильньши?
5. Что такос тавтология?
6. Что такое предикат?
7. Что означает квангор сушсствования, квантор всеобшности?

1. Сформулировать отрицание следуюших вьюказьтаний. Указать 
значепия истинности данньис вьюказьшаний и их отрицаний:
а) число 28 не делится на число 7; б) 4 < 5.

2. Установи гь, какие из вмсказьшаний в следуювдих парах являют- 
ся отрицаниями друг друга, а какие —  нет (объяснить почему):
а ) 4 < 0 и 4 > 0 ;
б) «Треугольник ABC —  прямоугольньш» и «Треугольник ABC — 
тупоугольнь! й»;
в) «Функция/ нечетна» и «Функция/ четна»;
г) «Все npocTbie числа нечетнь1» и «Сушествует простое четное 
число»; f
д) «Сушествуюг нррациональнме числа» и «Все числа рацио- 
нальнме».

F{a) = 0.

Bonpocbi ii задания

У п р а ж  н е н и я
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3. Следуюшие вьюказьшания записать без знака отрицания: 

a ) 1 {a < b)\ б) ]  {a < b).

4. Сформулировать н записать в виде конъюнкции или дизъюнк- 
ции условие истинности каждого предложения (а и b —  дей- 
ствительнме числа):
а) а b ^O;  в) | о | = 3 ;  д ) —* 0 .
б)a-  + b2 =  0; г) \а \ > 3; b

5. Определить значения истинности следуюших вькжазьтаний:
а) если 12 делится на 6, то 12 делится на 3;
б) если 11 делится на 6, то 11 делится на 3;
в) если 15 делится на 6, то 15 делится на 3;
г) если 15 делится на 3, то 15 делится на 6.

6. Доказать, что следуюшие формулм вьшолнимьг
d) l(P=>lP);
б) ( /> = > 0 = > (0 = > n
в) ( Q ^ ( P a R ) ) a 1 ( ( P v R ) ^ Q ) .

7. Составить таблиць! истинности для следуюгдих формул и ука- 
зать, какие из формул являются вьтолнимьши, какие —  тож- 
дественно истинньши (тавтологиями) и какие —  тождественно 
ложньвли (противоречиями):
а) (А o B ) o (7 a  o l 5 ) ;
б) (A => В)=> ((A => (В => Q )  => (A => С));
e) A a  (В a  (1A v  IB)).

8. Составив таблицш истинности, доказать, что слсдуюшис фир- 
мули являются тавтологиями:
а) 1(Р a Ip )  (закон отрицания противоречия);
5) 11 Р о Р  (закон двойного отрицания).

9. Составив таблиць1 истинности, доказать следуюшие равпо- 
сильности:
а) А о  В  = (А => В) a  (В => А);
6) A => В  = 1 А v  В \
e) Л(А а В ) ^ А ч ЛВ\
г) Л(А v B) = Aa  a ] 5 .

10. Сформулировать отрицание следуюших вьюказьшаний и указать 
значения истинности данньхх вьюказмваний и их отрицаний:
а) 6 > 3 ;  б) все простие числа нечетнь!.
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11. Установить, какие из вмсказьшаний в следуюших парах являют- 
ся отрицаш 1ями друг друга, а какие —  нет (объяснить почему):
а) 6 < 9 и 6 > 9;
б) «Натуральное число п четно» и «Натуральное число п не- 
четно»;
в) «Все простью числа нечетнм» и «Все простью числа четнм»;
г) «Человеку известнь! все видь1 животнмх, обитаюших на 
Земле» ii «На земле сушествует вид животнь1х, не известньш 
человеку».

12. Записать без знака отрицания следуюшие вмсказьшания:
a) 1 {a > b)\ б) 1 (a > b).

13. Сформулпровать и записать в виде конъюнкции или дизъюнк- 
ции условие истинности каждого предложения (а и b —  дей- 
ствительпью чпсла):

а) и b = 0; б) — =  в) | а \ < 3; г) а1 + b2 *  0. 
b

14. Определить значения истинности следуюших вьюказьшаний:
а) 12 делится на 6 тогда и только гогда, когда 12 делится на 3;
б) 11 делится на 6 тогда и только тогда, когда 11 делится на 3;
«) 15 делится на 6 тогда и только тогда, когда 15 делится на 3;
<’) 15 делится на 5 тогда и только тогда, когда 15 делится на 4.

15. Доказать, чго следуюшие формулн вьтолнимь1:
а)1 ( ( / » »  1 Q) v R )  a  Q ; б) ( Р л 0 = >  ((R v  Q) => (Q  л  1 Q)).

16. Составить таблиць! истинности для следуюших формул и ука- 
зать, какие из формул являются вьшолнимьши, какие —  тож- 
дественно истинньши (тавтологиями) и какие —  тождественно 
ложньши (противоречиями):
а) 1(1/1 v l £ ) = > l ( , 4  лЯ));
б) ((А ^ В ) = >  А)=> В; 
e) ((А => В) =>В)=> В.

17. Составив таблиць! истинности, доказать, что следуюшие фор- 
мулbi являются тавтологиями:
а) (Р => Q) <=> (1Q  =>1 Р) ( закон контрапозиции);
б) ( P<*Q) <z >( \ P  » 1 0  (закон противоположности).

18. Составив таблицм истинности, доказать следуюшие равно- 
сильностн:
а) А л  В = 1 ( 1А v  В); e) А л  (В v  С) = (А л  В) v  (А л  С);
б) А v  В =  1 ( \А л  \ В)\ г )  А v  (В л  Q  = (A v  В) л  (A v  Q .
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У П Р А Ж Н Е Н И Я  Д Л Я  П О В Т О Р Е Н И Я

1. Для множеств А, Bcz М =  {1, , 20} найти множества вида 
A \ В, В \ A , A u  В, A n  B, A', B \  если:
а) А = { 1,3,5},  В =  (11, 13, 15};
б) A = {2,4,6},  £={ 12 , 1 4 , 1 6 } ;  
e) A = {7, 9, 11}, 5  = {17, 19}.

2. Доказать:
d) (А \ В) \ С = (А \ С ) \ ( В  \ С)\ e) ( A \ Q \ ( B \ A ) ^ A \ C :
б) А \ ( В \ С ) ^ А и С ;  г) A \ C c  ( A \ В)  ( В \ Q .

3*. Найти множество всех значений х, при котормх имеют смь!сл 
вьфажения:

5. Доказать истинность следуюших вьюказьшаний:
и) (А => 1 В) => (В => ~)а );
б) (А => В) л  (А => С) => (А => В л  Q ; 
e) А л  (А о  В) => В;
г) (А => (В С)) => ((A => В) => (А => С)).

6. Доказать следуюшие утверждения:
а ) если Л = > 5 = 1 , т о ( 5 = > С ) = > ( / 1 = > С )  = 1.
б) если A <=> 5  = 1, to  A = В.
e) если ~\А = \ , ю А = > В = \ .
г ) для любой логической формулм сутествует эквивалентная 
ей формула, построенная только с помошью логических опера-
ЦИЙ 1, A , V .

7. Построить предикать! А(х) и В(х) такие, что:
а) А(х) v  В(х) является тождественно истинннм предикатом;
б) А(х) л  В(х) является тождественно ложнь!м предикатом.

4*. Решить следуюшие неравенства:

л , 3v“ 4 ,a) lo g ,------ <1; e) 'Jx2 -  5-v > 1;
-V+ l

б) yjЗ х - х 2 > 4 - x \ г ) n/-v2 - 3 .v < V 2 .



Г Л А В А  I I

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЬ1Е ЧИСЛА

§ 1 .  Н атуральн м е числа

1. ripocTbie ii составнме чнсла. Eme в глубокой древности чис- 
ла использовались для счета предметои и для измерения велнчин. 
Чпсла, пспользуемме для счета предметоь, назьшаются натураль- 
iibiMu числами. Таким образом, 1,2,3,  —  натуральнме числа.

Множество N = [ 1 , 2 , 3 ,  } назь1вается множеством иату- 
ральимх чисел.

Пусть a ,b  е N  Если сушествует q е N такое, что вьшолняется 
равенство а ~ b g , то говорят, что а делится на b, ипишут а b. 
При этом число b назмвается делителем числа а. Если число а не 
делится на число b , то это записмвается в виде а \  b.

П р и м е р 1 1 1 (единица имеет только один натуральньш 
делитель);2 1,2 2(число 2 имееттолькодванатуральнмхдели- 
теля). Чнсло 4 имсет три натуральнмх делителя: 1,2 и 4.

Натуральное число, которое имееттолько два различннх нату- 
ральпь1х делителя, назьтается простьш числом. Из этого опреде- 
ленмя следует, что простое число —  это натуральное число, отлич- 
пое от единицм, которое делится только на единицу и на себя.

П р и м е р 2. Числа 2, 3, 5, 7 являются простьши числами.
Натуральнме числа, имеюише не менее трех различних натураль- 

H b ix  делителей, пазьшаются составчмми числами. Из этих опреде- 
лений следует, что 1 не является простмм и не является составньш 
числом. Если число а составное , to  a 1, a а и а имеет, no 
крайней мере,е1цеодинпа'гураль|[Ь1Йделитель,отличнь1Йот 1 н от а.

П р и м е р  3 Составиь1мичисламнявляются,например,числа 
4,6,  8,9,10.

Такимобразом,любоенатуральноечисло а есть либоединица, 
либо простое число, либо составное число.

Т с о р е м а  1. Пусть a —  натуральноечисло,отличноеотеди- 
nnnbi п р  —  напменьший его делитсль, причем р >  1 Тогда р  —  
простое чнсло.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть аФ 1. Предположим, что р  —  не 
простое чмсло. Тогда р  составное число. Следовательно, р  имеет 
делитель р , сусловиямм р  *  1, р / Ф р. Поэтому а р  и р  p r
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Тогда а p l и 1 < p < p .  Это противоречиттому, что р  является 
наименьшим делнтелем числа а.

Т е о р е м а  2. Любое составное число а, имеет хотя 6bi один 
простой делитель р,  удовлетворяюший условию р <

Д о к а з а т е л ь с т в о  Поскольку а составное число, то суше- 
ствуют простое число р  (наименьший делитель) n число q такпе, 
что а =  р  q и р ф  1 , q Ф 1. Имеем р  < q Тогда р : < pq  -  a. 
Отсюда p < y f a

2. Бесконечность множ ества простм х чисел.
Т е о р е м а  3 {теорема Евклида). Множество npocTbix чисел 

является бесконечнь1м множеством.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим обратное. Пусть множесгво 

npocTbix чисел —  конечное множество, т. е. Р  = { p v р„  , р  } —  
множество всех простих чисел.

Рассмотрим число а = р ]-р2 ^ + К Ч и с л о  а Ф \ , а е Р  ч а 
не делится ни наодин из npocTbix чисел p r p „ .  , p k. Таккак a ne 
имеет npocTbix делителей, то в силутеоремм 2, a — простоечнс- 
ло. Это противоречитусловию a i  Р . Следовательно, множество про- 
CTbix чисел не можетбьпъ конечньш множеством и поэтому являет- 
ся бесконечньш.

Bonpocbi и задання

1. Дать определсние простого чмсла.
2. Какие числа назьшаются составнььмн?
3. Сформулировагь осповнью тсорсмь1 о npocibix и составнмх числах.

У п р а ж н е ii и и

1. Пусть т —  составнос чнсло и р  —  cro наименьший дслнтсль, 
больший сдиниць1. Доказать, что р  — простое число.

2. Доказать бесконечность множества простнх чиссл.
3. Написать последовательпость вссх npocTbix чисел до 110.
4. Доказать, что 103 является простмм числом.

5. Является ли 743 прости.м чнслом?
6. Доказать, что если произвсдснис двух натуральнь1х чиссл дслигся 

на простос число р , то хотя 6bi одмн из сомножнтелей дслится на р.
7. Определить, какнс из слсдуюших чиссл являются простьши, a 

какис in них — составнь1е: 397,401,403,409, 677, 679, 701.
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§ 2 . М етод м атем атической индукции

1 . П р ii н ц ii п м a r с м а т ii ч с с к о й и н д у к ц н и .
Метод рассуждений, ведутий от частннх заключений к некоторому 
обшему вьшоду, назьтается индукцией.

Рассмотрим з а д  а ч у : найти сумму внутренних углов вьшуклого 
/7-угольника.

Пусть S —  сумма внутрснних углов /j-угольника. Тогда S } = 
= 180°. S4 = 360° = 180°(4 -  2), = 540° = 180° (5 -  2) и т. д . '

Из этих частнмх заключений можно сделать обший вь!вод, что 
S(i= 180° ( п - 2 ) .

Рассмотрим другой п р и м е р Пусть дан квадратньш трехчлен 
f(x) = a-1 + д- + 41. Тогда ./(1) = 43, ./(2) = 47, ДЗ) = 53.

Полученнме числа —  просгме. Отсюда можно сделать неверное 
заключение, чтоДи) —  простое чпсло для любого натурального п. 
Действительно, если /7 = 41 , то Д41) = 412 + 4 1 + 4 1 = 4 1  43 —  
еоставное число. Из этих двух примеров видно, что один и тот же 
метод рассуждения в первом случае приводит к правильному вьшо- 
ду, а во втором случае приводит к неверному заключению. Следова- 
тельно, такой метод рассуждения не является доказательством. Но 
этот метод в большинстве случаев помогает сформулировать гипо- 
тезу, которую затем можно доказать другими способами. Посред- 
ством такого метода сделанньш вьшод получается из нескольких 
частнмх заключений и не охватьшает все случаи. Поэтому этот ме- 
тод назьшают пеполпой индукцией.

Метод рассуждения, которьш охвативает все возможнме слу- 
чам, назьшается полпой ипдукцией.

Рассмотримутверждение:суммапервь1х k нечетнмх натураль- 
Hbix чиселравна k1 Действительно, если k=  1,то 1 = I2; k = 2, to  
1 + 3 = 22; А' = 3, то 1 + 3 + 5 = 32;

Положим, что утверждение проверено для k=  50. Используя этот 
факт, зададимся вопросом: можно ли проверить справедливость наше- 
го утверждения для k = 51? Оказивается, что можно. Действительно, 
при k=50  n o предположениюимеем: 1 + 3 +  + ( 2 - 4 9 +  1) = 502.

Пусть k = 51. Тогда 1 + 3 + + (2 49 + 1) + (2 50 + 1) = 
= 502 + 2 50 + 1 = (50 + 1 )2= 512. Таким способом мш можем дока- 
загь верность утверждения для £ = 51,52,  ит. д.,тоестьдля всех 
иатуральпмх чисел.

В основе такого метода доказательства лежит следуюший прин- 
nnri, назьшаеммй принципомматемапшческой индукгппг.
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Утверждение Р(п) , зависяшее от натурального числа п, верно 
для любого п, если вьшолненм следуюшие два условия:

1) Утверждение верно для п = 1.
2) Из того, что утверждение верно для п = к следует его истин- 

ностьпри п = к + \ .
Принцип математической индукции является аксиомой аксиома- 

тической теории натуральнь1х чисел. На оспове этой аксиомь1 стро- 
нтся метод математической иидукции. Доказательство с помо- 
шью метода математической индукции состоит из трех этапов:

1-й отап (базис индукции). Проверяется истинность утвержде- 
ния для /7=1.

2-й этап (предположение индукции). Предполагается, что утвер- 
ждение верно для n = k > \

3-й этап (заключительньш). Из того, что утверждение верно для 
п = k, вмводится истинность утверждения для п = k  + 1.

Некоторь1е утверждения, зависяшие от натурального переменно- 
го п, могуг иметь смьюл, начиная с некоторого натурального числа 
р  н могут бьггь истиннь1 для всех натуральнь!х чисел, начиная с р .  
Такие утверждения также могут бмть доказань1 методом матема- 
тической индукции. В таких случаях метод математической нндук- 
ции также состоит из трех этапов:

1-ii этап (базис индукции). Проверяется истинность утвержде- 
ния для некоторого натурального числа р.

2-ti этап (предположение индукции). Предполагается, что рас- 
сматриваемое утверждение верно для n - k ,  k> p.

3-ii этап  (заключительньш). Из того, что утверждение верно для 
п = k, доказьшается истинность утверждения для n = k +  1.

П р и м е р 1. Доказать, что сумма внутренних углов вьтуклого 
/7-угольника вшчисляется по формуле S(i = 180°( п -  2).

1-й этап (базис индукции). Утверждение имеетсмь1сл, начиная 
с п = 3. S3 = 180°(3 - 2 ) .  = 180°. Действительно, сумма внутрен- 
ннх углов треугольника равна 180°

2-11 этап (предположение нндукции). Прсдположим, что утверж- 
дение верно для п = k, т. е. Sk = 180°( k -  2).

3-й этап (заключительньш). Докажем, что St , = 180°((А' + 1) -  2).
Пусть A A ... AkAb — произвольнь1Й вьшукльш {k+  1)-уголь-

ник (рис. 11).  Соеднняя А с Ak получим, что
St ^ = S k+ 180° = 180°(/г — 2) + 180° = 180°((£+ 1) — 2).
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Ak PlIC. 11
П p и m  e p 2. Доказать, что для любого натурального п верно

| r  | . , /|(и + 1)(2и + 1) 
равенство: 1- + 2- + 3 -+  + //- = --------- ----------

, 1(1 + L)(2 +1)
1.При п = 1 утверждение верно. Действительно, У -=------- --------6

или 1 = 1.
, , , к{к + 1)(2А' +1)

2.-Пусть 12 + 22+ + к 2 = - ------т ---------6
3. Докажем, что

V , , , (* + 1)((* + 1) + 1)(2(* + 1) + 1)
l 2 + 22+ +к-  + ( к+  l ) 2 = ------- —-------— — -------— -

6
В силу предположения индукции

l= + 2!+ + к '  + (к+  1); -  *' + + (£+1)д.

Тогда *<* + |> (**+■>+ ( * + ! ? -  
б

(* + 1)
f \

. . 2А'“ + к + 6к + 6 
= (к + 1) ---------------------

6

{к + 1) (2А-2 +7А- + 6)
" 6 '

Разлагая 2к2 + 7к + 6 намножители, получим:
2к2 + l k  + 6 = (k + 2) (2к +3) .

(к + 1)((А +1) + 1)(2А + 3)
Такнм образом, 12 + 22+ +lr  + ( k+ \ ) 2 = 

или 12 + 22+ .  + к2 + (к + l )2 =

6
(к + 1)((А' +1) + 1)(2(А' +1) + 1)
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В доказательстве некотормх утверждений удобно пользоваться 
следуюшей формой метода доказательства с помошью математи- 
ческой индукции:

1-й этап. Утверждение доказмвается для п = 1 (или для п = к ).
2-ii этап. Предполагается, что утверждение верно для всех нату- 

ральних чисел, меньших п.
3-й этап. Доказьшается истинность утверждения для п.
В следуюшем пункте Mbi применим такую форму доказателъства 

с помошью метода математической индукции.
2. О сновная теорем а ариф метики.
Теорема. Всякое натуральное число— это либо единица, либо про- 

стое число, либо такое число, которое с точностью до порядка сомно- 
жителей представляется единственньш образом в виде произведения 
простнх чисел.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применимметодматематическойиндук- 
ции. Пусть ci некоторое натуральное число. Если a = 1, то утверж- 
дениетеоремь! вьшолняется. Предположим, что для всех натураль- 
H b ix  чисел b, b < а теорема верна, т. е. либо 6 = 1 ,  либо b —  
простое число, либо b —  разлагается на произведение просш х чи- 
сел единственньш образом до порядка сомножителей.

Докажем теорему для натурального числа а  в предположении, 
что для всех натуральнь1х чисел меньших чем а, теорема верна. 
Если a  —  простое число, то теорема верна. Поэтому положим, 
что a —  составное число. Тогда по теореме 1 из параграфа 1, наи- 
меньший делитель р ] числа а является простьш числом. Следо- 
вательно, а = р ] b, гдeb  — некоторое натуральное число, меньшее 
чем а. По предположению индукции для чнсла b теорема верна, т. е. 
b = P 2 Ру Рк Отсюда а = р ] р 2 р к

Таким образом, любое нагуральное число а  разложимо в произве- 
дение простшх чисел.

Докажем единственность такого разложения до порядка сомно- 
жителей. Пусть a = cjt -cj2 -q другое разложение числа а  на 
произведение простшх чисел. Тогда

P r P z  Рк = Ч,'Я2 -чт- (П
Обе частн равенства делятся на p r  в частности, q ] ■ q2 

qm делится на p r Так как q r , qm —  простме числа, t o

сушествует такой q., i e  {1,2,  что qt = p v Для определеп-
ности положим, что q ] = р  . Тогда

b = P 2  P t =  д 2  - ч т  ( 2 )
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Так как b  < a , t o  no предположению индукции разложение (2 ), a 
следовательно, и разложение (1 ) единственнм с точностью до по- 
рядка сомножителей.

В том случае, когда в разложении натурального числа а  на произ- 
ведение npocTbix чисел участвуюттолько т различнмх npocTbix 
чисел, причем участвует а , раз, р 2 — а 2 раза ит. д . , р т —  
а  раз, имеем:r ’ a„, 

a = Р i Р 2 Р,„
Такое разложецие назмвается каионическимразложением на- 

турального числа.
П р и м е р З .  108 = 22 3J— каноническое разложение натураль- 

ногочисла 108.
3. П рим енение метода математической индукции к воп- 

росам делимости чисел. Рассмотрим несколько примеров на при- 
менение метода математической индукции к вопросам делимости 
чисел.

П р и м е р 4. Ч и сл а ви да и3 + 11 п дел я тся  на 6 при  л ю б о м  нату- 
ральном /7.

Р е ш е н и е . Докажем это утверждение, обозначив /73 +11/7 через 
S(n).

1. Базис индукции. 5(1) = 12  — делитсянаб.
2. Предположение индукции. Пусть S(k) = + 1 l k  делится на 6.
3. Докажем, что S(k + 1) делится на 6.
Действительно,
S {k+  1) = ( k +  \ У +  \ \ ( k +  \) = ( k + \ ) ( k 2+ 2 k +  1 + 11) =
= ( k + \ ) ( k 2+ 2 k +  12 ) = (£+ \ ) ( k 2+ 2 k ) +  12 (k + 1) =
= k>+2k2+k2+2k+ 12 {k+ 1) = k'+ llk+3k2-9k+  12 (k+ 1) = 
= (Агя+ 11 A') + 3k (k -  3) + 12(k + 1).
Первое слагаемое сумми делится на 6 no предположению индук- 

ции. Третье слагаемое тоже делится на 6. Второе слагаемое делит- 
ся на 3. Ho k (k -  3) делится на 2, так как либо k, либо (k -  3) 
четно. Поэтому и второе слагаемое суммь! делится на 6. Следова- 
тельно, S(k+  1)делится на 6.

П р и м е р 5. Доказать, что при любом натуральном п число 10” 
+ 18/7- 28 делится на 27.

Р е ш е н и е Вьфажение 10"+ 18/7 -  28 обозначим через Р(п).
1. Р( 1) = 10 + 18 -  28 = 0. Ясно, что 0 делится на 27.
2. Пусть Р  {k) 27 ,т. е. (10* + 18 k - 28) 27.

3. Докажем, что P(k+  1) j 27.
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P (* + 1)= 10*"'+ 1 8 (* + 1) -2 8 = 1 0 - 10*+ 18* + 18-28 =
= 10- 10* + 1 8 * - 1 0 =  10- (10*+ 1 8 * - 2 8 -  18* +28)  + 18A:— 10 = 

= 10- (10*+ 18Ar-28)- 180* + 280 + 18*- 10= 10 • (10*+ 1 8 * - 2 8 ) -
-  162* + 270 = 10 (10*+ 18*— 28) — 27 -(6 * - 10).

По предположению индукции, первое слагаемое делится на 27 
Так как второе слагаемое тоже делится на 27, то Р(к+  1) 27

Bonpocbi и задания

1. Какой метод рассуждений назшвается индукцией ?
2. Сформулировать принцип матсматической индукции.
3. В чем разница между полной и неполной индукциями?
4. Объяснить этапь1 доказательства мстодом индукции.
5. Сформулировагь основную теорему арифметики.
6. Рассказать о применении метода математической индукции.

У п р а ж н е н и я

1. Доказать методом математической индукции следуюшис равен- 
ства:

п(п + 1)( 2/7 + 1 )
d) Г- + 22 + 32 + + , f = —------т--------6

6 ) 1  4 + 2 7 + 3 10+ + и  (3/7 +  1) =  /7(/7 +  l ) 2

e) l 3 +  З3 + 53+ +  (2/7 -  l ) 3 =  /72(2 и2 -  1);

1 1 1  1 /7
г) 1-4 4-7  7-10 (3/7 -  2)(3/7 +1) 3/7 + 1

2. Доказать методом математической индукции следуюшие нера- 
венства:

а) Если a  > -1 , то для любого натурального n верно, что 
(1 + а ) я > 1 + / 7  а  (неравенство Бернулли);
б) Для любого натурального n , 3" > n.

3. Доказать для любого натурального n\
а) (З2"’ 3-  24 /7 + 37) 64; б) (5" + 2 3" “1 +1) 8.

4. Доказать, что сумма 2* + 1 последовательнмх натуральних чи- 
сел делится на 2* + 1, где * — натуральное число.
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5. Доказать м етодом математической индукции сл е д у ю т и е  равенства: 

a) 1 + 3 + 5 + + (2п -  1) = п2;

1 1 1  1 п----- 1-------1-------i-...ч----------- —------•
° '  1 2 2 -3 3-4 /7 ■ (/7 + 1) /7 + 1’

п(п  + 1)
e) 1+2 + 3+ +/7= -■ -

г) 2 + 4 + 6+  + 2/7 = п{п + 1).

6. Д ок азать  м ет о д о м  м атем атической  и н дук ц и и  с л ед у ю ш и е  н ер а-  
венства:

а )  для л ю б о г о  н атур ал ь и ого  п  , 2"  >  п\

j _  _1_ J_
7 1 + 7 з + - + ^

7. Д о к а за т ь д л я  л ю б о г о  н атур альпого п\

a) (/7- — /7) 5; б) п(п2 + 5) 6;  в) п(п+\){2п+\)  6.

, 1 1  1 г~
б) для любого натурального п >  1, 1 + —?= + —?= + ••. + —r = > v »

§ 3 . Н аибольш ий обший делитель и наименьш ее 
обшее кратиое натуральн м х чисел

1. Натуральнь1Й делнтель натурального числа. Пусть а, b 
некоторме натуральнме числа. Если сушествует натуральное число 
с такое, что вьшолняется равенство a = b с, то говорят, что а де- 
лится на b или b является дели гелем числа а. Напомним, что а \ b 
означает делимость числа а  на число b без остатка.

Т с о р е м а  1. Пусть а = р “' р^- , а, *0,  i = 1, к —
каноническое разложение числа а. Тогда любой натуральньш дели- 
тель числа а имеет вид pf' рЬ p f ' , где 0 < р, < а ,, / = 1, к.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть a = b ■ с,т. е. b —  делитель числа 
а  и р “' р “- р “‘ —  каноническое разложение числа а. Если b =
1,то b = р 1? р° p i  и утверждение теоремь! верно. Пусть b >
1. Имеем /»“' Р2 Рь‘ = b с. Пусть р  — простой делитель 
числа b. Тогда, поскольку а b \ i b  р , т о а  р.  Следовательно, р  
является простьш делителем числа а. Поэтому каждьш простой 
делитель р  числа b является одним из простмх чисел p t, p 2, ... , р к.
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Значит, b мож но записать в виде: b -  pf1' p l l , где

0 <P, < a , , ...,0< PA. < a k.

2. Число натуральнмх делителей натурального чнсла.
Те о р е м а 2. Если р “' р 2- р р  — каноническое разложе- 

ние натурального числа а, то число всех натуральншх делителей 
числа а вичисляется по формуле:

T(fl) = (a, + 1) (a ,+  l).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку любой натуральньш делитель 

d  числа а имеет вид:

d = Pi' Pi' p \ l , 0 )
где 0 < р, < a , , 0 < РА. < а к , то число всех делителей числа а  рав- 
но числу всех упорядоченнмх наборов Р |5 Р„ , РА., удовлетворяю- 
ших условиям формулм (1).

В силу условий формулн (1), каждое р. принимает a  + 1 значе- 
ний, а именно: р. = 0,1,  , a.. Крометого, вьлбор различнмх значе- 
ний Р р Р2, ..., РА не зависитодин отдругого. Следовательно, число 
всех упорядоченнмх наборов Р,, Р„ , РА. равно (a, + 1) • (ак + 1).

Сумма натуральнь!х делителей натурального числа п вьлчисля- 
ется по формуле:

Г ' - 1  рГ‘+'-1
Р\ - 1 р* -1

Приме р 1. Вь1числить число и сумму делителей числа 12.
Находим каноническое разложение числа 12: 12 = 2: 3. Тогда

3 2
т (12) = (2 + 1) (1 + 1) = 6, ст(12) = l l  = 28.

2 - 1  3 - 1

3. Наибольший обший делитель натуральнмх чисел. На-
туральное число т назьшается обпцим делителем натуральнмх чи- 
сел a , а2, , a , если т является делителем каждого из них. Наи- 
больший среди всех обших делителей натуральнмх чисел a , 
ак назьшается наибольшим обгцим делителем и обозначается че- 
рез НОД ( af, а„ , ак). Если НОД (а{, ci„ , ак) = 1, то числа a v

, ак назшваются взаимпо простьши числами.
Т е о р е м а  3. Наибольший обший делитель d  натуральнь1х чи- 

сел a v  а 2, , ак делится на любой их обший делителъ и обратно,
32
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если некоторьш обший делитель натуральнмх чисел a v а„  , ак 
делится на любой их обш,ий делитель, то он является наибольшим 
делителем.

Д о к а з а т е л  ь с т в о  П устьd =  НОД (ар , a k) , d ] — лю-  
бой обший делитель чисел a , а2, , ак и d x -  p[h р*- р “"' —  
каноническое разложение числа d̂  на простме множители. Ясно, 
что d  \ Р' , i =  1, , т (в противном случае d  p i является обшим 
делителем, большим чем d). Предположим, что для некоторого t,

1 < t < а, число d p ] , но d  /  p'*' Тогда числа —  и р “' взаимно
d  „ „ Pi'

простие, а число —y P i a' = d  р,а' является обшим делителем, 
Pi

большим чем d, что невозможно. Из этих рассуждений следует, 

что d : р “' для всех i = 1, , т
Следовательно, d  p\l' p\l- р “” или d : d ] Обратное утвер- 

ждение очеввдно.

Т еорем а 4. Пусть ci = p\l' р “- p “l , b = pf' р^1 pf‘ —  
канонические разложения натуральнь!х чисел a n b .  Тогда наиболь- 
ший обший делитель d этих чисел вичисляется по формуле:

J _  inin|a,,(i, I m in )a , ,p , |
u ~ P\ Pk

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть m -  p p —  любой обший 
делитель чисел а  wb.  Тогда 5 | < a ,  и5 ,  <p , ,  , 8 t < a t и 5, < Pr 
Следовательно, 5 : < min { a p (3,},...,  6t < m m {a(J PJ.

Так как число делится на т, то соглас-

нотеореме 3 имеем равенство: d  = p |mm|a' |,|i рпип(а,,р,i 

П р и м е р 2. Найти НОД (396,504).

Р е ш е н и е . 396 = 22 • З2 ■ 11, 504 = 23 З2 • 7 или 

396 = 22 • З2 • 11' 7°, 504 = 23 ■ З2 - 7' 11° Отсюда НОД (396, 504) = 

= 22 • З2 7° • 11° = 36.
4. Наименьшее обшее кратное. Если числа я и б н е  имеют 

обших делителей, кроме единиць1, т. е. НОД (a, b) = 1, то они явля- 
ются взаимно простьши числами. Например, числа 7 и 9 ,2  и 5 яв- 
ляются взаимно простьши числами. Рассмотрим свойства взаимно 
npocTbix чисел.
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1°. Любме различнне npocrbie числа являются взаимно простм- 
ми числами.

2°. Пусть p v p 2 —  различнь1е простме числа. Тогда их натураль- 
нью степени р “' и являются взаимно простьши числами.

3° Натуральнью числа a w b  —  взаимно простме тогда и только 
тогда, когда они не имеют обтего простого делителя.

4°. Пустьр  —  иекоторое простое число. и —  любое нагуральное 
число. Тогда либо а делится нар,  либо а и р  взаимно простше чис- 
ла.

Для примера докажем свойство 3° Если числа а и b взаимно про- 
CTbie, то их наибольший обший делитель 1. Поэтому они не имеют 
простого обшего делителя. Обратно, если числа а и b не имеют про- 
стого обшего делителя, то их наибольший обший делитель равен 1 
Действительно, в противном случае, если НОД (a , b) Ф 1, то наи- 
больший обший делитель имеет простой делитель, являюшийся об- 
1дим делителем чисел а и b. Следовательно, НОД (а, b) = 1 и числа 
а и b взаимно npocTbie.

Доказательство остальнмх свойств оставляем в качестве само- 
стоятельнь1х упражнений.

Т е о р е м а  5. Пусть произведение двух натуральнь1х чисел де- 
лится на простое число р.  Тогда хотя бь: один из сомножителей де- 
лится на р.

Д о к а з а г е л ь с т в о  Пусть (а • b) \p  , т. е. а b = p  с, где с —  
частное от деления a ■ b нар.  Тогда число р  участвует в каноничес- 
ком разложении хотя 6bi одного из чисел а  или b, т. е. a :р  или b \ р.

С л е д с т в и е  1. Если (а ■ b)\ р,  а и р  взаимно простме числа, 
то b\p.

С л е д с т в и е  2. Если произведение -,ап натураль-
Hbix чисел a v av  , ап делится на простое число р, то хотя 6bi 
один из сомножителей делится нар.

Т е о р е м а  6. Пусть произведение a ■ b двух натуральнмх чи- 
сел а и b делится на степеньр а, где р  —  простое число, являюгдее- 
ся взаимно простьш с одним из сомножителей. Тогда другой из со- 
множителей делится на степень р а.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть (а Ь) \ра. 7 о г д а а  b = р и с. 
Для определенности положим, что НОД(о,^>) = 1. Тогда р а —  уча- 
ствует в каноническом разложении числа b, следовательно b \pa.

Теорема 7. Если р р  р “' и cfi' -cjb -ql~ —  кано- 
нические разложения взаимно npocTbix чисел а\\Ь ,т о  каноничес- 
ким раз ложе ние м числа а b будет р^' р “2 /?“* х
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, a ■ b = р “' р “2 /?“* х 

х^}3' c/f; -gA' Кроме того, поскольку НОД (<з, 6) = 1, то, 

р"1, р “- , , р “' , qf' , , , q l” —  различнью, взаимно прос- 

Tbie числа. Отсюда следует, что р “' р “- pkl -q̂ ' -q̂ J q^  — 
каноническое разложение числа a ■ b.

Т е о р е м a 8. Пусть натуральное число а делится на степени 

p'h и р “- , где Pi и р  ̂—  различнью простме числа. Тогда число a 

делится на р “:

Д о к а з а т е л ь с т в о  Из условия теоремм следует, что а \ /?“' 

Следовательио, сушествует число q  такое, что a = р*' ■ q. Ho 
а р “- или ■ q ) \ р\1'- Применяя теорему 6, получаем, что 
q pV- Поэтому сутествует натуральное число d  такое, что 
q = р 2' ■ d  или a = p \L' ■ q = /?“' ■ (p “; • d ) = (/?“' p ^')• d. Это озна- 
чает, что a : (р ” р “- ).

Теорема 9. Если нагуральное число а  делится на натуральнме 
степени p\L' , р'у , , /?“*, где P VP V , Рк—  различнме простью 
числа, то чнсло а делится на произведение р “'

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство проведем методом мате- 
матнческой индукции по числу k, т. е. по числу простмх чиселp v p v 
... , рк. В случае, когда к =  2 теорема доказана вьше (см. теорему 8).

Предположим, что теорема верна для к = п. Значит, если 

. p\L', , а : р “", то «:(/->“' £>“")• Д окажем теорем у для слу- 
чая к = п + 1. По условию теоремь! а: р * ' , , a : /?“", a : По 
предположению индукции a : (p\l' £>“")• Тогда сушествует такое 
натуральное число q, что a = (/?“' р “- ) • q.

Ho или (/?“' Рп")'Я':Рп+i' Тогда в силу теоремм 6,

сушествует такое натуральное число q v что q = ■ qv Откуца 

а = р “' р “" K+i'•<7i- Таким образом, я :(/>“' р “" р “+ ]'). 
Это завершает доказательство нашей теоремьь

Если натуральное число с делится на каждое из натуральнмх 
чисел a r av  , ак, to oho назьтается обгцим кратнът  этих нату- 
ральних чисел. Наименьшее из всех обших кратнмх чисел a v 
ау  , ак назмвается их паименьшим обгцим кратньш.
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Наименьшее обшее кратное чисел a v , а к, обозначается 
через НОК(ар а2, , ак). В частности, через НОК(о, b) обозначим 
наименьшее обшее кратное чисел а и b.

Т е о р е м а  10. Пусть а = pk‘ , b  = pf' р\- рк‘
Тогда наименьшее ободее кратное чисел а и b вьлчисляется по фор- 
муле:

Н ОК(о, Ь)=  ^твх !«., п*»

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть т —  наименьшее обшес кратное чи- 
сел а и b. Тогда, поскольку т а и т b , то ,
т :^тах{а,,р,! у ак как ^   ̂ ^  ̂ —  простме числа, то
m ;( n -xl-'.p ., ^maxja,

Ho c другой сторонь1, число ^™x!u* ■ I’11 —  делится

на числа a и b. Поэтому p imaxfai-Pi> p™sfU| 15,1 > m. Отсюда 

следует, что д т“  !“■■&> р ™*{а ,.м  =

С л е д с т в и е .  Любое обшее кратное чисел а  и b делится на 
наименьшее обшее кратное этих чисел.

П р и м е р  3. Найти Н О К(198,252).
Р е ш е н и е . Каноническое разложение чисел 198 и 252 м ож н о  

получить с помошью следуюшей таблицьк

198 2 252 2
99 3 126 2
33 3 63 3
11 11 21 3

1 7 7
1

Следовательно, 198 = 2 З2 • 11 , 252 = 22 • 3: 7.
Отсюда НОК (198, 252) = 22 • З2 ■ 7 11 = 2772.

5. Т е о р е м а  о д е л е н и и  с о с т а т к о м .
Т е о р е м а 11. Пусть а и b — натуральньле числа. Тогда чис- 

ло а  можно представить в виде

a = b q + r, (2)
где q, r —  натуральнью числа или 0 и 0 < r < b.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  Применим метод математической ин- 
дукции. Пусть a  = 1. Рассмотрим два случая: 6 = 1 и b > 1. Если 
6 = 1 ,  то 1 = 1 1 + 0 и теорема верна. Если же 6 > 1, то 1 = 6 • 0 + 1, 
т. е. утверждение теоремь1 вьшолняется и в этом случае. Таким 
образом, для a  = 1 теорема верна.

Предположим, что теорема верна для чисел a < к. Положим a  = 
= к + 1. Так как к = 6 q + r, где 0 < r < b , to k + 1= 6 q + r + l .  
Отсюда, если r + 1 < 6, to теорема верна. Пусть r + 1 > 6. Так как 
/■ + 1 < к + 1, то в силу предположения индукции r +  1 = 6 • q { + r,, 
где 0 < r < 6. Поэтому

к + 1 = 6 q + 6 q x + /-, = b(q + q^  + /*,, 0 < r ] < b.
Следовательно, для числа a = k + 1 утверждение теоремм так- 

же вьтолняется. Это завершает доказательство теоремьк
6. Алгоритм Евклида. Пусть а  и 6 натуральньхе числа. Тогда 

в силу доказанной вшше теоремь1, сушествуют такие числа qQ и 
что вьшолняется равенство a = b ■ qQ + rv m e O < r t <6.

Пусть r > 0. Делитель 6 разделим на остаток /*,. Тогда имеет 
место представление 6 = r, q x + rv  где 0 < r, < r y Если r2 >  0, to 
теперь делитель r, разделим на остаток r2 и т. д. Тогда имеем 
представления:

а = 6 q0 + r t, 0 < r ] < 6 ,  
b = r \ Ч\ + r2, 0 < r 1< r l,

r i = r2 Я2 + rv  ° ^ 3 < 'V

r = r  , q + r ., 0 < r < r ,//—3 /i-2 -* n - 2 /I — 1 ’ /» - I «-2’
/ - ,  = /- , q . + r , 0 < r < r .,/i-2 /; - I -1 // - I /r /I /» - 1

r = r q .»1-1 // * n

По условию 6 > /• > r, > r3 > ... > r . Поэтому этот процесс деле- 
ния заканчивается после конечного числа делений. Таким образом, 
мь! имеем следуюшую цепочку делений с остатком: 

a = 6 q Q + r v 0 < r, < 6,
6 = r i ?i + rr  0 -  r i < r r  
r \ = r2 + r,, 0 < r 3 < r,,

г , = r , я , + r 0 < r < r , (3)3 n- 2 1 n-2 n- l ’ л-1 n- 2 ’ v 7
/• = / '  , c r , + r , 0 < r < r// // I J /?-1 n7 n /I - I 7

rn-i = r„ 9„’
r = 0.
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Такой процесс последовательного деления назьшается алгорит- 
мом Евклида.

П р и м е р 4. Составить алгоритм Евклида для чисел:

JI е м м a . Пусть a = b q + r, где 0 < r < b. Тогда НОД (a, b) =

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть d̂  = НОД (a, b ) n d 2 = НОД (b, r). 
Тогда a d^nb  d y Так как no условию a = b q +  r, to  из r = a -
-  b q следует, что r\ d y Тогда d̂  будет обхдим делителем b и /•, a 
значит, d2\ d v Аналогично из того, что b \ d2 , r  \ d2 n a = b q + r 
следует, что a \ d 2. Следовательно, d x d2. Отсюда d x = d̂ . Лемма 
доказана.

T e o p e м a 12. Пусть (3) —  алгоритм Евклида, составленньш 
для натуральнмх чисел а и b. Тогда последний ненулевой остаток rn 
является наибольшим обхдим делителем чисел а и b.

Д о к а з а т е л ь с т в о  В силу доказанной вмше леммьг

Но rn ] rn. Следовательно, НОД (rn , r j  = гн.

Отсюда НОД (a , b) = rn.
П р и м е р  5.
С помошью алгоритма Евклида найти НОД (1067, 582). 
Р е ш е н и е .  1067 = 582 1 +485,

582 = 485 1 +97,
485 = 97 5.

Следовательно, НОД (1067, 582) = 97.

1. Дать определенис натурального делителя натурального числа.
2. Нанисать формулу для вичисления числа лелитслей нагурального 

числа.
3. Дать определение наибольшего обшсго делитсля п наимсньшсго об- 

шего кратного двух натуральнмх чисел.

1) a = 9 , b  = l - 2) о = 22,6 = 8
Р е ш е н и е .
1) 9 = 7 1+2 ,  

7 = 2 3 + 1, 
2=1 2.

2) 22 = 8 2 + 6,
8 = 6 1+2,
6 = 2 3.

= Н О Д (6,г).

НОД (а, b) = НОД (6, r,) = НОД (r,, r2) = НОД (r2, r3) = 

= НОД (г,_3, /;_2) = НОД (г,_2, r, ,) = НОД (г_„ r„).
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4. Н а п и с а т ь  ф о р м у л у  д л я  в и ч п с л е н и я  НОД двух  п а г у р а л м ш х  чи сол .
5. П с р е ч н с л и г ь  с в о й с т в а  в з а п м н о  п р о с т м х  чнссл .
6. Н а п и с а т ь  ф о р м у л у  д л я  в м ч н с л е н п я  Н О К  д в у х  н а т у р а л ь н м х  чи ссл .
7.  С ф о р м у л и р о в а т ь  т е о р с м у  о  д с л с н н и  с о с та гк о м .
8. П у с т ь  д л я  л ю б ь 1х а, b е  ,'V, a =  b с/ + r,0<r< b. Д о к а за г ь ,  ч то  Н О Д  

(a, *)  =  Н О Д ( Ь ,  /•)•
9.  Ч т о  т а к о с  а л ш р и т м  Е вк л и д а?

10. Р а с с к а з а т ь ,  к ак  м о ж п о  н а н т и  н а и б о л ь ш и й  о б ш и й  д е л и т е л ь  д в у х  на-  

т у р а л ь н м х  чи ссл  с и о м о ш ь ю  а л г о р п т м а  Е вклид а .

У п р а ж н е н и я

1. Найти каноническое разложение чисел: 
а)160; 6)494; в) 1001.

2. Найги все простьш числа между числами: 
а ) о т 1 д о 1 0 0 ;  б) от 150 до 200.

3. Найти число н сумму патуральньис делителей следуюидих чисел: 
а) 60; 6) 100; «)360.

4. Сколько натуральннх чисел меньшнх, чем 300 имеют с числом 
300 наибольшпй обший делигель, равньш 20?

5. Найти наибольший обитй делитель следуюших чисел: 
а ) 0 и 0 ;  б ) 0 и 8 ;  в)231и546.

6. Найти наименьшее обшее кратное следуюших чисел: 
а) 3 6 0 и 504; б) 187и 533; в ) 2520и 6600.

7. Найти наибольший обший делитель следуюших чисел: 819, 702 
и 689.

8. Найти наименьшее обш,ее кратное следуюших чисел: 126,420  
и 525.

9. Доказать следуюшие утверждения
а ) два последовательнмх нечетнмх числа являются взаимно 
просшми;
б) для любого матурального числа а, числа а  и a + 1 взаимно 
npocTbie.

10. Найти каноническоеразложениечисел: а) 1009; 6)82798848.
11. Найти все простью числа между числами: а) от 1250 до 1300.

б) от 550 до 600.
12. Найти число м сумму натуральннх делителей следуюших чи- 

сел: а) 375; 6)720.
13. Найтп натуральное число п, если т (/7) = 6
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14. Найти наибольший обший делптель следуюших чисел:

а) 1001 и 6253; б) 3763 и 3337; в) 6791460 и 178500.

15. Найти наименьшее обшее кратное следуюших чисел: 

а) 252 и 468; 5) 279 и 372; e) 178 и 381.

16. Найти наибольший обший делитель следуюших чисел: 3059, 
2737и 943.

17. Найти наименьшее обшсе кратное следуюших чисел: 356. 1068 
и 1424.

18. Доказать следуюшие утверждения:
а) если а и b — взаимно простме натуральнме числа, то a - b  
и b при a > b также взаимно npocTbie числа;
б) если а и  b — взаимно простью натуральнме числа, то ci + b 
n a b  также взаимно простне числа.

§ 4 . С равнения и их свойства

1. Сравнения. Пусть а и b — целью числа (определение целих 
чисел см. в § 5) и т натуральное число, большее 1. Если a - b  де- 
лится на т, то говорят, что а сравиимо с b no модулю т и пишут 
a = b (mod т).

П р и м е р  1. а = 5 , 6 = 1 6 ,  / «=11  Тогда 5 — 16 =  —11 и —11 11. 
Поэтому можно записать соотношение 5 = 16 (mod 11). Аналогично, 
можем записать 6 = 1 7  (mod 11).

Т е о р е м a 1. Если а, b & N  ,а  = 6(mod т), то числа а и b npn 
делении на число т дают одинаковью остатки.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть для определенности a > b  Соот- 
ношение a  =  b  (mod т ) означает, что ( а  -  b )  т .  Другими словами, 
сушествует такое число q ,  что a  -  b  = т  cj. Отсюда a  =  т  q  + b.  

Пусть b  =  т  q '  + r,  где 0 < r <  т .  Тогда

a = in q + m q' + r = m (q + q') + r, где 0 < r < m.

Таким образом, числа a и b при делении на число т дают один и 
тот же остаток r.

Теорема 2. Если натуральнме числа а и b при делении на число 
т (т >  1) дают один и тот же остаток, to  a = b (mod т).
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Д о к а з а т е л ь с т в о  По условию a = т ■ q + r, где 0 < r < in и b 
= т q' + r, где 0 < r <  т. Тогда а -  b = (т q + r ) - ( m  q' + r) = m q
-  т q’ = т (q -  q').

Значит, a -  b = in (q -  q'). Отсюда a = b (mod m).
2. Свойства сравнений. Пусть m — целое число большее, чем

1. Отношение сравнения обладает следуюшими свойствами:
1 °. Для любих цель1х чисел а н т ( т >  1 ) , а  = а (mod т). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  а - я  = 0и0 : г а .  Следовательно, a = a 

(mod т)
2°. Если для цель1х чисел а и b, a = b (mod т), t o  b = a (mod m). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  a = b (mod m). Это означает, что ( a - b ) : m. 

Тогда - ( a - b )  m или (b -  a)\ m. Отсюда b = a(modm).
3" a = b (mod т)  и b = c (mod m). Тогда a = c (mod ni). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусгь a = b (mod in) и b = c (mod in). 

Тогда (a -  b) in н (b -  c) in. Отсюда ((a -  b) + ( b -  c)) in или 
(a -  c) ; in . Это означает, что a = c (mod m).

4° Сравнения можно почленно складьтать и почленно внчи- 
тать, т. е., если a = b (mod in) и с = d  (mod in), t o  a + c = b + d  (mod 
in) \ \ a - c  = b -  d  (mod m).

Д о к а з а т е л ь с т в о  По условию ( a - b )  ■ m n(c — d) \ m. Tor- 
да ((a -  b) + (c -  d)) in или ((a + c) -  (b + d)) : in. Это означает, 
что a + c = b + d  (mod in).

Вторая часть рассматриваемого свойства доказьшается анало- 
гично.

5°. Если a = b (mod т) и c = d  (mod m), t o  a c = b d  (mod m), 
t. e. сравнения можно почленно умножать.

Д о к а з а т е л ь с т в о  По условию (а -  b) \ т и (с -  d) : т. 
Имеем равенства

а с -  b d  = a с -  с b + с b — b d = с (a -  b) + b (c -  d).

Так как (a -  b) m, (c -  d) : in, t o  (c (a -  b) + b (c -  d)) \ m. 
Другими словами, (a c - b  d) in или ж е a ■ c = b ■ </(mod in).

6° Обе части сравнения можно умножать на любое целое чис- 
ло. При этом сравнепие сохранится.

Д о к а з а т е л ь с т в о  По условию a = b (mod т). В силу свой- 
ства 1° имеем с = с (mod т). Тогда в силу свойства 5° получим, что 
a c = b с (mod in).

3. П р и м с н е н и е  о т н о ш с н и н  с р а в н е н и я  к д о к а з а -  
т е л ь с т в у  п р н з н а к о в  д е л и м о с т и .  Известио, что каждое 
иатуральное число запись1вается с помоидью десяти цифр —  0, 1,
2, , 9. Например, 327 означаетЗОО + 20 + 7 или 3 100 + 2 10 + 7,
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т. e. 3 102 + 2 10 + 7. В дальнейшем, чтоби отличить натураль- 
ное число а ап _ ... а aQ, образованное с помошью цифр a , a , 
a t, а0 е  {0, 1, , 9} от произведения чисел ап, a , , a , a , будем 
записивать его в виде ... ata0 Сумма a ( 10" + flr(i_, 10n 1 + 
+... + a t 10 + a0 назмвается десятичньш разложением числа
апаи-1 а\а0

1° Признак делимости иа 2.
Т с о р е м а  3. Натуральное число а делится на 2 тогда и толь- 

ко тогда, когда оно заканчивается четной цифрой.
Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть an 10" + an . 10”-1 + +а^ 10 + 

+ aQ —  десятичное разложение числа а. Поскольку 10", 10'h l, , 10 
делятся на 2, то для делимости числа а на 2 необходимо и доста- 
точно, чтобь! а делилось на 2. Значит, последняя цифра а0 прини- 
мает значения 0,2,4,  6 или 8.

2° Признак делимости на 3.
Т е о р е м а 4. Натуральное число а делится на 3 тогда и толь- 

ко тогда, когда сумма цифр, образуюших это число, делнтся на 3.
Д о к а з а т е л ь с т в о  Рассмотримследуюшиесравнения:

1 = 1 (mod3)
10 = 1 (mod 3)

Тогда

10~ = 1 (m od 3)

10" =1 (m od 3)

а0 = an (m od 3)  

cix 10 =  й, (m od 3)

(1)

а„_, 10"- =а„_у (mod3) (2)

а„ Ю" = cin (mod3)

Складьшая почленно сравнения (2), получим: 

а 10" + о , 10"~' + +а, 10 + а,, = а + а  ,+  + a. + a. (mod 3).ii n-1 I 0 n /f-1 I 0 4 '
Левая часть полученного сравнення равно числу а, правая часть 

состоит из суммь1 цифр, образуюших число а. Тогда из теорем 1, 2 
внтекает, что a 3 тогда и только тогда, когда сумма цифр, обрачу- 
юших число а, делится на 3.

3° Признак дсмшости на 4.
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Теорема 5. Натуральное число а делится на 4 тогда и только 
тогда, когда число, образовапное последними двумя цифрами дан- 
ного чнсла, делится на 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть а п 10" + я 10',_| +  ...+ a t 10+ 
+ aQ —  десятичное разложение натурального числа а. Рассмотрим
следуюшие сравнеиня:

1 = 1 (mod 4)
10 = 10 (mod 4) 

10: = 0 (mod4) (3)

10" =0 (mod 4)

Умножая обе части этих сравнений на числа ait, ап р , а р ап, 
получим:

а0 = ап (mod 4)
<7, 10 = r/, 10 (mod 4) 
ci2 10: = 0 (mod 4)

(4)

ол_, 10" 1 = 0 (mod 4) 

а„-10" =0 (mod 4)

Складивая почленно сравнения (4), имеем 

a 10" + a . 10"' + + а ,  10 + a . s a ,  10 + on(m od4),п п-I I 0 1 0 4 п

или a = аха0 (mod 4), откуда в силу теорем 1 и 2 получаем доказа- 
тельство теоремь1 5.

4°. Признак делимости на 5.
Т е о р е м a 6. Натуральное чнсло а  делится на 5 тогда и только 

тогда, когда это число заканчивается либо цифрой пять, либо нулем.
Д о к а з а т е л ь с т в о  Рассмотрим сравнения:

an 10" + an_t 10' ' '+ + a t 10 s  0 (mod 5) и о0 = aQ (mod 5).

Почленно складьшая их, получим сравнение:

a 10"+ <7 10"' + +а.  10 +  a, = a., (mod 5).n n- I 1 0 0 v 7
Эго означает, что число делится на 5 тогда и только тогда, когда 

последняя цифра данного числа делнтся на 5. Но среди всех цифр 
только 0 и 5 делятся на 5.

5(| Признак делимости na 6.
43



Т е о р е м а  7. Если натуральное число делится на 2 и на 3, то 
оно делится на 6. Обратно, если натуральное число делится на 6, то 
оно делится на 2 и на 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть натуральное число а делится на 2 
и на 3. Тогда, поскольку 2 и 3 взаимно простме числа, то число a 
делится и на их произведение, т. е. a 6.

Обратно, если a  6, то сушествует такое целое число q , что a = 
= 6 q. Очевидно, что (6 q) 2 и (6 q) 3 Поэтому число a 
делится на 2 и на 3.

6° Призяак делимости ita 8.
Т е о р е м а  8. Натуральное число а  делится на 8 тогда и толь- 

ко тогда, когда число, образованное последними тремя цифрамн 
числа а, делится на 8.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть an 10" + а 10” 1 + ...+ 10+ 
+ aQ —  десятичное разложение натурального числа а. Рассмотрим 
сравнение 1000 = 0 (mod 8). Поэтому an 10" + a ( , 10" 1 + + 
+ a3 103 = 0 (mod 8). Отсюда получаем сравнение:

a 10"+ я . 10""'+ + a, 10 + a, = a, -102 + a. 10 + a,, (mod 8).n «-1 I 0 2 I () v '
Следовательно, a = a2axaQ (mod 8). Таким образом, число a де- 

лится на 8 тогда и только тогда, когда число а2а^а0 делится на 8.
Аналогично можно доказать следуюшие признаки делимости:
7°. Призиак делимости на 9.
Т е о р е м а  9. Натуральное число а делится на 9 тогда и только 

тогда, когда сумма цифр данного натурального числа делится на 9.
8° Признак делимости на 10.
Т е о р е м а  10. Натуральное число а делится на 10 тогда и 

только тогда, когда последняя цифра числа равна нулю.
9°. Признак делимости na 11.
Т е о р е м а  11. Натуральное число а делится на 11 тогда и 

только тогда, когда разность суммм цифр, стояших на нечетнмх 
местах и суммь1 цифр, стояших на четних местах, делится на 11.

П р и м е р 2. Число 1031305 делится на 11. Действительно, сум- 
ма цифр, стояших на нечетнмх местах, равна 1 + 3  + 3 + 5 = 1 2 .  а 
сумма цифр, стояших на четншх местах, равна 0 + 1 + 0 = 1. Их 
разность 1 2 - 1  = 11 делится на 11.

П р и м е р  3. Число 132582 делится на 3, но не делнтся па 9. 
Действительно, сумма цифр данного числа равна 1 + 3 + 2 + 5 + 8 + 
+ 2 = 21. Число 21 делится на 3, но на 9 не делится. Поэтому 
132582 делится на 3, но не делится на 9.
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I'f^P Bonpocbi и задания
“w

1. Дать определснис отношсния сравнения.
2. Перечислить свойства отношения сравнения.
3. Сформулировать признаки делимости на 2, 3 ,4 , 5, 6, 8, 9, 10, 11.
4. Рассказать о прпмененип отношения сравнения.

У п р а ж н е  н и я

1. Найти частное и остаток от деления:
а) 1207 на 151; 6) 20на20; ег)Ю0наЮ1.

2. Доказать, что если каждое из двух чисел при делении на нату- 
ральное число т дает остаток 1, то их произведение при делении 
на т также дает остаток 1.

3. Доказать верность следуюших сравнений:
а) 31 = - 9  (mod 2);
б) (к2 -  1) s  1 (mod к), где к > 1;
e) (2к + \ у  = ( 2 к -  l ) 2 (mod 2).

4. Найти последнюю цифру следуюших чисел:
a) 20320; 6) 243402.

5. Найти признаки делимости на 25,18,45.

6. Найти частное и остаток отделения:
<з) -4наЗ;  б ) -  23на6;  в ) - 1 8 на 5 .

7. Доказать верность следуюших сравнений:
а) 15 = 3 (mod 4);
б) 121 = 13145 (mod 2);
в) 121347 = 92817 (mod 5).

8. Найти последнюю цифру следуюших чисел:
а) 1812 1941 1965; б) (116 + 1717)21

9. Найти признаки делимости на 12,15.

§ 5. Р ациональнм е числа

1. Целме числа. Присоединив к множеству натуральнмх чисел 
число 0, получим множество N0 = {0, 1, 2 , которое назмвается 
множеством всех неотрицательнмх целмх чисел. Расширим мно- 
жество N0, присоединяя к нему все числа, противоположньш нату- 
ральньш числам. В результате получим множество:

{ . . . , - 3 , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , . . . } .
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Это множество назмвается множеством все.х целмх чисел и 
обозначается через Z.

Геометрически целью числа можно изобразить на прямой сле- 
дуюшим образом. На некоторой прямой / совершенно произвольно 
вшберем точку О, и назовем ее "начальной" точкой. Направление 
на прямой / вправо от точки О назовем положительньш, а направ- 
ление на прямой / влево от точки О  назовем отрицательньш. Отме- 
тим также некоторую точку А справа от точки О  и отрезок ОА на- 
зовем единичньш отрезком. Цельш числа на прямой будем обозна- 
чать следуюхцим образом: для того чтобм обозначить положитель- 
ное целое число п, отложим отрезок ОА в положительном направле- 
нии п раз от точки О. Правьш конец последнего отрезка будет со- 
ответствовать числу п. Для того чтобь! отметить число -п , отре- 
зок ОА отложим п раз в отрицательном направлении от точки О. 
Левьш конец последнего отрезка будет соответствовать числу -/?. 
Числу 0 сопоставим точку О. В итоге получим прямую, на которой 
обозначенм все целью числа:

О A
------•------ •------- •— •— •— •— •-------- >

- 3 - 2  -1 0 1 2  3

Прямая, на которой вмбранм начальная точка, положительное 
направление и единичннй отрезок, назьтается числовой прямой.

2. Рациональньге числа. Числа, которие можно представить 

в виде несократимой дроби —• где р, q —  цельле числа и q ф 0 , 

назьтаются рациоиальиьши числами. Положительное рациональ- 
ное число где т, п —  натуральнме числа, можно изобразить на 
числовой прямой точкой С, которая может бьпъ получена следую- 
шим образом: отрезок ОА разделим на п равнь1х частей, затем от- 
ложим т таких же частей от точки О в положительном направле- 
нии числовой прямой. Правьш конед последнего отрезка будет со- 
ответствовать числу — Аналогично можно изобразить отрица- 

11 ттельное рациональное число отложив т раз влево отточки U
отрезок длинь! — Например, изобразим на числовой прямой числа
4 1 "-  и — :
3 3 Л ------------- ------- ------- • • ■ ------- --- ---------------------

-1 _ I  0 I  1 4
3 3 3 3
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Таким образом, каждому рациональному числу на числовой пря- 
мой соответствует единственная точка.

Рациональнью числа -  и -  считаются равньши, если a d ~  b ■ с.
b d a a • d h ■ c c

Действительно, если a ■ d =  b ■ c, то -  = -----= ----- = —■b b ■ d b ■ d d 
Ha множестве рациональнмх чисел вьшолнимь1 операции сложе-

ния, умножения, вь1читаиия и деления (кроме деления на нуль). На-
помним, как определяются эти операции:

1. Сумма рациональннх чисел — и -  определяется по формуле:п l
т к т ■ I + п ■ к
ii I ii •/_ in к

2. Произведение рациональнмх чисел — и — определяется no

формуле:
т к т ■ к 
п I n-l

3 + 4 _  7 

12 12'
3 5 3 5 15 5

П р и м е р  2. -■-------- = — = -•
v  v  4 6 4 - 6  24 8

Операции сложения и умножения обладают следуюшими свой-
ствами:

in k k
1. — + —— _

11 1 /

2. l + -\п  1 ,' Ч

т
п

закон коммутативности сложения.

I ч
— закоп accoifuamueitocmu сложения.

in k k 111
3. — —  закоп коммутативности умиожепия.

a I I a

4. i " . i
11 /у

Л Гp 111

4 "
kL.!L
I 4.

закои ассоциативности умножения.

5.
in k — + — 
11 /

— = — • — + — — —  закон дистрибутивиости умно-
ч » ч I ч

жения относительно сложения.
Операция вичитания рациональнмх чисел определяется с помо-

т k т ■ I - п ■ k 
11 I 11 l
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Частное от деления рационального числа — на рациональное 

число -  определяется по формуле:
/

т к 
п I

m l  
п ■ к

, где к Ф 0.

П р и м е р  3.
1 4 -5

35
_9_
35’

П р и м е р  4.
15

23

7 23 

11 15

161

165’

3. Десятичнме дроби. Любая дробь вида — , q ф 0, где р  и q 
целме числа, назьшается обьгкновенной дробью. Любое число 
вида а0, аъ , где aQ, a , а2, ау  —  некоторью цифрь1, назь1- 
вается десятичнои дробью. Если в записи десятичной дроби уча- 
ствует конечное число цифр, например, 2,3454, то оно назьшается 
конечной десятичпой дробью. В ином случае, десятичная дробь 
назьшается бесконечной. Десятичная дробь, в записи которой после 
запятой некоторая цифра или группа цифр повторяется подряд беско- 
нечное число раз, назьшается периодической десятичпой дробью. 
При этом повторяюшаяся цифра или группа цифр назьшается перио- 
дом периодической десятичной дроби. Если в записи бесконечной 
десятичной дроби нет повторяюшейся подряд цифрн или rpynnbi 
цифр, то такая десятичная дробь назьшается иепериодическои.

Для представления рационального числа в виде десятичной
дроби, нужно числитель дроби разделить на знаменатель. В резуль- 
тате получим либо конечную, либо бесконечную десятичную дробь.

Рассмотрим примерь!.
П р и м е р 5. Число -  представить в виде десятичной дроби.
n 8Р е ш е н и е .

8_____5
_0_

50
48

20
J_6
40
40

0,625

0

4 8



П р и м e p 6. Числа -  и —  предсгавить в виде десятичной дроби.
5 17

5
_0_

50
49

10
7

7
0,714285714285

17
0

170
154

160
154

22
0,7727272

30 60
28. 44

20 160 
И_ J 5 4
60 60 
56_ 44

40 160
35 /5 4

50 60
49 44

10 16.. .
7
30. . .

В рассмотреннь1х примерах M bi получили вьфажения:

7  =0,625 = 0,625000...

= 0,714285714285

—  = 0,77272

В примере 5 Mbi получили конечную десятичную дробь. Отме- 
тнм, что ее можно рассматривать и как бесконечную периодичес- 
кую десятичную дробь, с периодом 0. В примере 6 мн получили 
бесконечнме периодическне десятичнме дроби с периодами, рав- 
нь1ми соответственно 714285 и 72.

Если период начинается сразу после запятой (например,
0,714285714285 ...), то такая дробь назьшается простой. В против- 
ном случае (например. 0,77272 ...) дробь назьшается смешанной.

Т е о р с м a . Пусть — —  несократимая дробь с положитель- 

HbiM знаменателем q, каноническое разложение которого состоит

4 — Э. М. Сайдаматов н др. 49



только из степеней просш х чисел 2 и 5, т. е. q = 2' • 5', где s, t е  Nf). 

Тогда можно представить в виде конечной десятичной дроби. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,

р  _ р  р  -2' ■ 5' р .  2' 5'
-  5, -  5,+s -  — конечная десятичная дробь.

При делении целого числа р  на натуральное число q , каждьш 
шаг деления приводит к своему остатку. Как 6bi различнь! ни бьти  
эти остатки, ни один из них не может бьпъ больше чем q. Поэтому, 
после некоторого шага, остатки начнут повторяться, а это приводит 
к периодичности частного. Следовательно, при делении на q мм не- 
пременно получим периодическую десятичную дробь. Таким обра- 
зом, всякое рациональное число -£• может бьггь представлено в 
виде бесконечной периодической десятичной дроби. Верно и обрат- 
ное утверждение: всякая периодическая десятичная дробь может 
бмть представлена как обьжновенная дробь, иначе говоря, всякая 
периодическая десятичная дробь является рациональнмм числом.

П р и м е р  7. Периодическую десятичную дробь 0,231231 
представить в виде обьишовенной дроби.

Р е ш е н и е Обозначим данную десятичную дробь через ,v, т. е.

х = 0,231231 (1)

Она имеет период, равньш 231. Умножая обе части равенства 
(1) на 1000, получим:

1000 JC = 231,231231 (2)

Вьшитая из равенства (2) почленно равенство (1), получнм 
231

999х = 231. Откуда х =

П р и м е р  8. Смешанную периодическую дробь 3,73232  
представить в виде обмкновенной дроби.

Р е ш е н и е .  Пустьл = 3,73232 Тогда

10 х = 37,3232... (3)

1000 х = 3732,3232... (4)

Вичитая из (4) почленно равенство (3), получим 990jc = 3695.
_ 3695 .725
Откуда х = -------= 3------ .

990 990
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Сушествуют и другие способь1 представления периодической 
десятичной дроби в виде обьнсновенной дроби.

П р и м е р 9. Представить 12,73535 в виде обьншовенной 
дроби.

1. Как опрсдслястся множсство цслих чисел?
2. Что назшвается чпсловой прямой?
3. Как пзображаются цслмс числа на числовой прямой?
4. Дать опредслсние рационального числа.
5. Как изображаются рациональнмс числа на чпсловой прямой?
6. Дать оиределенис равенства двух рациональнмх чисел.
7. Дагь опрсделсние сумми двух рациональнмх чисел.
8. Псречислить свойсгва суммь1 рацнональнмх чисел.
9. Как опредслястся опсрация вьтггания рациональнмх чисел?

10. Дать оиределсние ироизведения двух рациональних чисел.
11. Перечислить свойства ироизвсдения рациональнмх чисел.
12. Как определяется операция деления рациональннх чисел?
13. Что назьшается обмкновснной дробью, десятичной дробью?
14. Какне десятичнью дроби назьшаются периодическими, какие —  

непериоднчсскими?
15. Какие рациональние числа можно представить в виде конечной де- 

сятичной дроби?
16. Чем отличаются иростью и смешаннью дроби?

Р е ш е н и е :  12,73535...=
127,3535... 127 + 0,3535...

10 10 10
127-99 + 35 _ 12608 

990 990

У п р а ж н е н и я

1. Вьшислить значения следуюших вьфажений:

2
а) (8 -0 ,35 ): 7,65 + 9,8; б) (— +0,25): 18,33....

2. Обь1кновеннь1е дроби записать в виде бесконечной десятичной



3. Доказать, чтодробь 0,12345678910111213 , получаюшаяся 
от написания после нуля всех натуральньгх чисел, не является 
рациональньш числом.

4. Используя после запятой только цифрм 5 и 7, написать число, 
не являюшееся рациональньш числом.

5. Между даннь1ми чнслами поставить требуемь!е знаки —  нера- 
венства или равенства:

а) 4,63479... и 463497; в) -2,4833... и -2,5829...

62
б) 15,5 и — ;

6. Привести пример двух дробей, которме представими в виде 
конечнмх десятичнмх дробей, отношение котормх нельзя 
представить в виде конечной десятичной дроби.

7. Следуюшие периодические дроби представить в виде обьжно- 
венной дроби:

а) 0,(25); 6)101,8(5); в) 42,75828282....

8. Вмчислить значения следуюших вьфажений:

4 3 4- :1 ,25 + 1.4:1--------0,3- ff) 2,7—  - 2,3... + 0.11...
' \2 7 11)  ’ Ч  5 )

9. Обикновеннью дроби записать в виде бесконечной десятичной 
дроби:

3 11
я) 7 ; 6)0; в)

т т
10. Пусть — —  несократимая дробь. Если — можно представи гь

п п
в виде конечной десятичной дроби, то на какие числа можег 
делиться без остатка знаменатель /7?

11. Между данньши числами поставьте требуемие знаки —  нера- 
венства или равенства:

а ) -16,0010... и -16,0001; 6) Ои 0,000005...

12. Следуюшие периодические дроби представить в виде обь1кно- 
венной дроби:

а) 0,7272...; 6)32,030303....
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§  6 .  Д е й с г в и т е л ь н м е  ч и с л а

1. И рраци ональнм е числа. В предьшушем параграфе мь! по- 
казали, что каждому рациональному числу соответствует един- 
ственная точка на числовой прямой. Интересна обратная задача, a 
именно: соответствует ли каждой точке числовой прямой некоторое 
рациональное число. Оказьтается, что на числовой прямой сухде- 
ствуют такие точки, которме не соответствуют рациональньш чис- 
лам.

Т е о р е м a . Пусть р  — простое число. Тогда не сушествует 
рационального числа, квадрат которого равен р.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Предположим, что сухдествует рацио-

т т~
нальное число —, где НОД (т, п) = 1 , такой, что —г -  Р- Тогда т~=

п п~
= р- п2. Следовательно, rrr р. Отсюда получим, что т р.  Значит, 
сушествует такое целое число q, что т = р  q и р п1 = р 2 q2. 
Сократив обе части полученного равенства н ар, получим п2= р  ■ 

q2. Тогда п2 р, т. е. п р. Таким образом,р —  обший делитель чи- 
сел т и п. Это противоречит условию НОД (т, п)=  1.

С л е д с т в и е .  Числа вида yfp, где р  — простое число, не яв- 
ляются рациональньши числами.

Множество простих чисел бесконечно. Поэтому сушествует 
бесконечное множество чисел вида ^fp, которьхе не являются ра- 
циональньши. Геометрически отрезки длинн J p  можно изобра- 
зигь следуюшим образом. Построим на плоскости равнобедренньш 
прямоугольньш треугольник с катетами длинь1 1. Тогда длина гипо- 
тенузь! этого треугольника буцет 
р а в н а ^  Число неявляется 
рациональньш числом. Теперь 
построим прямоугольньш треу- 
гольник с катетами длини yfl и
1. Такой треугольник имеет гипо- 
тенузу, длина которой равна VJ и 
т. д. (рис. 12). Таким образом, 
для любого простого числа р  
можно построить отрезок, длина
которого равна yfp Рис. 12



Согласно рассуждениям, приведенньш в § 5, характерной чер- 
той рациональнмх чисел является то, что их можно представить в 
виде периодических десятичнмх дробей. Точкам на числовой пря- 
мой, не являюшимся изображением рационального числа, соответ- 
ствуют бесконечнью непериодические десятичнь1е дроби, назьтае- 
Mbie иррациональнимй числами. Например, непериодические деся- 
тичнью дроби \ [ l  = 1,4142..., п = 3,1415... — являются иррациональ- 
ньши числами. Множество всех рациональннх и иррациональннх 
чисел по определению образуют миожество действительнмх чи- 
сел. Таким образом, множество всех действительнмх чисел состо- 
ит из всех периодических десятичншх дробей и всех непериодичес- 
ких бесконечннх десятичннх дробей.

2. С равнение и ррац и он альн м х  чисел. Число п.
О трезокЛ5 назь1вается мерой для отрезка CD, если АВ укла- 

дьшается ровно целое число раз на отрезке CD. Отрезок АВ назьь 
вается обхцей мерой для отрезков CD и ЕҒ, если АВ является ме- 
рой ддя обоих отрезков.

П р и м е р 1. На рис. 13 изображен отрезок АВ, являюшийся об- 
шей мерой для отрезков CD и ЕҒ

A B C  D Е Ғ

Рис. 13

В примере 1 отрезок АВ примем за единицу измерения, обозна-
чим его длину через \AB\n приравняем к 1 Тогда | CD \ = 2, | Ғ.Ғ \ = ^
и отношение длин даннмх отрезков вмражается рациональньш

|£Ғ |_3 
числом iT^r— •

\CD\ 2
Отрезки, KOTOpbie имеют обьдую меру, будем назьшать соизме- 

римьши, и несоизмеримьши в противном случае.
Пусть CD и Е Ғ — соизмеримме отрезки и отрезок АВ их мера. 

Положим, что отрезок АВ укладмвается на спрезках CD и £Ғсоот- 
ветственно ровно п и т раз. Тогда отношение длин отрезков ЕҒ  и

т
CD вьфажается рациональньш числом —

п
Поэтому, отношение длин соизмеримих отрезков всегда есть ра- 

циональное число. Но не все отрезки являются соизмеримьши.
П р и м е р 2. Диагональ любого квадрата не соизмерима с его 

стороной.
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Действительно, в противном случае отно- q  ^
шенме длин отрезков АСи АВ бьию 6bi раци- 
ональньш числом (рис. 14). Но поскольку

A C 2 = 2АВ 2, то = 4 l .  Как Mbi знаем,
\АВ\

число \f2 не является рациональньш чис- а В
рис 1 Л

лом. Следовательно, отрезки А С чА В  несо- 
измеримш.

Поскольку каждое рациональпое число вьфажается периодичес- 
кой десятичной дробью, а из доказанной в пункте 1 теорелш следу- 
ет, что у/2 не является рациональньш числом, то отсюда вь1тека- 
ет, что у/2 не вьфажается периодической десятичной дробью. На 
примере числа у/2 покажем, как представлять иррациональнью 
числа в виде десятичнмх дробей.

Возьмем отрезок ОВ, с длиной равной числу 2:
О A В
• ----- »  ■■■»
0 1 2

Поскольку 12 < 2 < 2:, то 1 < V2 < 2 Следовательно, \ f l  лежит
на отрезке АВ. Отрезок АВ разделим на десять равнмх частей.
Тогда имеем (рис. 15):

A A , S , В
• ----- %— %----- • ----- • ----- 1 9----- > ♦  -- 1----- •
1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

Рис. 15

Нетрудно проверить, что 1,42 < 2 < 1,52 или 1,4 < yfl < 1,5. Зна- 
чит, точка изображаюшая число -J2 лежит на отрезке A tB̂  По- 
вторяя тем же способом деление отрезка АХВХ на равнью части, по- 
лучим:

A t A, /5, 5,
I ----- 1----- • ----- > •  •  •  t ----- 1----- • ----- 1
1,4 1,41 1,42 1,43 1,44 1,45 1,46 1,47 1,48 1,49 1,5

Продолжая дсление соответствуюших отрезков, имеем неравенства:
1,41 < 7 2  <1,42;
1,414 < <1,415;
1,4142 <  7 2  < 1 , 41 43 ;

Рис. 14
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Данньш процесс можно продолжить бесконечное число раз, так 
как в противном случае число совпало 6bi с одним из рацио- 
нальнмх чисел. В качестве приближенного значения ^2  с недо- 
статком можно взятьчисла1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142 и т. д., а с из- 
бь1тком можно взять числа 2; 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143 и т. д. Таким 
образом, число V2 = 1,4142....

Два положигельнь1х иррациональнмх числа назьшаются равньь 
ми, если их целме части и соответствукмцие десятичнью знаки пос- 
ле запятой являются одинаковьши. Очевидно, что если два иррацп- 
ональнмх числа с одинаковмми цельши частями не равнм, то одпо 
из чисел содержит десятичньш знак, не совпадаюший с соответ- 
ствуюшим десятичнмм знаком другого числа. Например, число
1.41... неравно числу 1,42....

Рассмотрим неравние, иррациональнме числа а  и р. Еслн це- 
лие части этих чисел не равнм, то большим числом считается го, 
у которого больше целая часть. Например, 2,41... > 1,41... . Если же 
целью части у них равнм, то сравнивают nepBbic десятичнме знаки 
после запятой. Большим будетто число, у которого больше первьн! 
десятичньш знак после запятой. Если же и эти знаки равнь1, то 
сравнивают следуюшие десятичньге знаки и т. д. Например,
3.7123... >3,7034...; 100,3371... > 100,3368...

Напомним, что числовой прямой назмвается произвольная пря- 
мая с вмбранньши на ней началом координат О, масштабом изме- 
рения и направлением. Аналогично случаю рациональнмх чисел, 
каждому действительному числу можно поставить в соответствие 
некоторую точку на числовой прямой. Если a  —  некоторое положн- 
тельпое действитсльпос число, то поставим сму в соотвстствпс 
точку А, лежашую справа от точки О на расстоянии в a  единиц 
длинь!, а числу- a  поставим в соответствие точку А', симметрич- 
ную точке А относительно начала координат О. Например, если a  = 
= 1,4125... —  иррациональноечисло,то 1 < a < 2 ;  l ,4 < a <  1,5; 1,41 <
< a  < 1,42 и т. д. Очевидно, что в этом случае точка А лежит пра- 
вее точек, соответствуюших числам 1; 1,4 ; 1,41; , и левее точек, 
соответствуюших числам 2; 1,5; 1,42;...

Можно убедиться, что эти условия определяют на числовой пря- 
мой единственную точку А, рассматриваемую как геометрическое 
представление действительного (иррационального) числа a  = 
= 1,4125... Следовательно, каждомудействительному числу соот- 
ветствует единственная точка на числовой прямой, а именно, его 
геометрическое представление (различньш числам соотвегствуюг
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различнью точки числовой прямой). Верно и обратное утвержде- 
пис: каждой точкс на числовой прямой соотвстствует некоторое 
действительное число. Если отрезок, представляюший эту точку, 
соизмерим с единичнмм отрезком, то этой точке соответствует ра- 
циональное число. В противном случае, точке соответствует ирра- 
циональное число.

Отметим ехде следуюшее. Известно, что отношение длинм L 
окружности к ее диаметру d  не зависит от длинм диаметра. Это 
отношение является постоянньш числом. Оно обозначается через 
к (п = 3,1415926...). Можно показать, что это число является бес- 
конечной непериодической десятичной дробью, т. е. иррациональ- 
HblM числом.

3. Ц елая и дробпая части действнтельного числа. Пусть 
a  —  некоторое действительное число. Наибольшее целое число, 
нс большее чем число a , назьтается целой частью действитель- 
ного числа a . Целая часгь числа a  обозначается через [a]. Раз- 
пость a -  [a] назмвается дробпой частью действительного числа
a . Дробная часть числа a  обозначается через {a}.

П р и м е р 3. Найти целую и дробную части числа -1,2.
Р е ш е н и е  Число -2  является наибольшим цельш числом, 

удовлетворяюшим неравенству -2  < -1,2 . Поэтому [-1,2 ] = -2. Дроб- 
иая частьданного числаравна {-1,2 } = -1 ,2 -( -2 )  = -1,2 + 2 = 0,8 .

П р и м е р 4. Найти целую и дробную части числа ,/з.
Р е ш е н и е .Т а к к а к  1 < л/з < 2 , т о [ Т з ] = 1 и { > /з } = >/3-1.
П р и м е р  5. [1,3] = 1 и {1,3} =0,3
Из определения следует, что дробная часть {a} действительно- 

го числа a  является неотрицательньш числом и a  = [a] + {a}, т. е. 
любое действительное число можно представить как сумму целой 
и дробной частей данного числа.

4. А р и ф м ети ч еск и е  о п ер ац и н  над  д е й с т в и т е л ь н и м и  
числами. Пусть a , р —  действительнью числа. Если они оба раци- 
ональние, то их сложение производится по правилу сложения рацио- 
нальннх чисел. Если одно из этих чисел (или оба числа) иррацио- 
нальное, то их суммой полагают действительное число, обозначае- 
мое как a  + р, которое больше всех сумм соответственнмх десятич- 
Hbix приближений этих чисел с недостатком, и меньше всех сумм со- 
ответственнь1х десягичнь1х приближений этих чисел с избитком.

П р и м е р 6. Найти десятичньле приближения суммь1 -  + %/3 с 
точностью до третьего знака после запятой.
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Р е ш е н и e . Вьшишем десятичнме приближения чисел -  и >/з

0,333 < - <  0,334;

0,33 < -< 0 ,3 4 ;

0,3 < - < 0 ,4 ;
1

1

1

1<V 3< 2;

1.7 <%/з < 1,8; 

1,73 < 7 3 <  1,74; 

1,732 <V 3< 1,733;

Тогда:

( 0 + l ) < ^  + V 3 < (l+ 2 ) ;
ипи

1 < 1  + л/з< 3 ;

2 <  ̂+ л/з<2,2;

2,06 < ^  + V3< 2,08; 

2,065 < j  + V3 <2,067;

(0,3 + l ,7 ) < j  + >/з <(0 ,4+  1,8);

(0,33 + 1,73) < j  + 7з < (0,34 + 1,74);

(0,333 + 1,732) < у  + V3 < (0,334 + 1,733);

Операция сложения действительнмх чисел удовлетворяет зако- 
нам коммугативности и ассоциативности:

1° Если а , р —  действительнме числа, to a  + 13 = Р + a;
2°. Если a , р, у —  действительнше числа, то (a+ Р) + у = a+  (Р+ у).
Разностью действительнмх чисел a, р назьшается такое дей- 

ствительное число у, что р + у = a. Иначе говоря, разность двух чн- 
сел a  и р —  это сумма вида a+  (-Р) и она обозначается через a -  р.

г  1
П р и м е р 7 Пусть a  = V3 , Р = — Воспользуемся десятич- 

нь!ми приближениями чисел %/з и Тогда

- 0 , 3 3 4  <  < - 0 , 3 3 3 ;

-0 ,34 < - -  < -0 ,33;

-0 ,4  < - -  < -0 ,3 ;

- 1 <  - -  <0;

1

1

1 <73 <2;

1,7 <V3 < 1,8;

1,73 < л /з<  1,74; 

1,732 <V 3<  1,733;
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Складьшая почленно соответствуюшие неравенства, имеем

Пусть а , р — дейсгвительнне чнсла. Если оба числа рацио- 
нальнме, то их произведение определяется no правилам умножения 
рациональньгх чисел.

Пусть а  и р — положительнью действительиью числа и хотя 6bi 
одно из этих чисел является иррациональнь1м числом. Тогда их про- 
изведением полагают действительное число, которое больше всех 
произведений соответственннх десятичних приближений этих чи- 
сел с недостатком, и меньше всех произведений соответственннх 
десятичнь!х приближений этих чисел с избмтком.

г  1
П р и м е р 8 Пусть a  = V3 , Р = ~ . Нетрудно убедиться, что дей-

Если хотя 6bi одно из действительнмх чисел a  или Р равно 
нулю, то a  р = 0 Если одно из этих чисел, например, a  < 0, то 
- a  > 0 и произведение - a  р — определяется как вь1ше. Тогда

ствительное число V I •— удовлетворяег следуюшим неравенствам:

0,51 < у < 0 ,7 2 ;

7з
0,5709 < у <  0,5916;

0,576756 < у <  0,578822;

a  p = - ( - a  р).
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Если оба действительнне числа а  и р отрицательньш, то произ- 
ведение a  • Р определяется как произведение положительнмх чисел 
- а и - р :

а  р = ( -а )  (-р).
Операция произведения действительнмх чисел также удовлст- 

воряет законам коммутативности и ассоциативности:
1° Если a, р —  действительньючисла, то a  Р = Р  a;
2°. Если a, Р, у —  действительнме числа, то (a  Р) у = a  х 

х (Р • 7)-
Кроме того, операция произведения действительнмх чисел относи- 

тельно операции сложения удовлетворяет закону дистрибутивноспи: 
3°. Если a, Р, у— действительнме числа, to a  • (Р + у) = aP + a  у.

Числа a  и р назьтаются взаимно обратньши, если a  Р = 1. Чис-

ло, обратное числу р, будем обозначать через Частньш a  р от 
деления действительного числа a  на действительное число Р, Р ф 0 
назьшается действительное число у, которое удовлетворяет равен-

ству р у = a . Другими словами, частное от деления a  на Р —  это
1

произведение чисел a  и

П р и м е р 9. Пусть a  = у/2 и р = у[5. Тогда:

l ,4 < a <  1,5; 2 ,2< р< 2 ,3 ;
1,41 < a <  1,42; 2,23 < р  <2,24;
1,414 < a <  1,415; 2,236 < р <2,237;

Отсюда:

1 1 1  < „ 1 1 , С 1----< —< ----- ; 1,4----- < a — <1,5------ ;
2,3 р 2,2 2,3 р 2,2

1 1 1  , 1 1 , 1•< —< ------; 1,41 ------< a - < l , 4 2 -
Z,24 р 2,23 2,24 р 2,23

1 1 1 , ллл 1 1 . 1< —< ------- : 1,414--------- < a  — <1,415--
2,237 р 2,236 2,237 р 2,236

Таким образом, 0,6320 < a  : b < 0,6328.
5. Развитие понятия числа. Понятие числа возникло из есте- 

ственннх нужд человека при работе с различньши предметами. 
Для определения количества предметов необходим бьш их счет.
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При счете предметов появились числа 1, 2, 3, 4 ,.. . ,  которме назм- 
ваются натуральньши числами. Кроме счета предметов требова-

лось еш,е и измерение. Результать1 измерений часто вмражаются
т

дробями. Так появились положительнме дроби вида —, где т,

п е  N. Например, если отрезок АВ можно разбить на т отрезков,

каждьж из которь1х равен п- й части единичного отрезка CD, то
т

длина отрезка АВ вмражается дробью —  Позднее стали появ-
п

ляться различнью потребности теоретического характера. Напри- 
мер, чтобь1 бьшо возможно вьшолнение операции вмчитания, стали 
необходимьши ноль и отрицательнь!е числа (впервьш отрицательнь1е 
числа встречаются в работах китайских математиков II в. до н. э.).

После введения отрицательнмх чисел и нуля в математике стало 
возможннм оперировать со всеми рациональнмми числами. Длину 
любого отрезка можно с любой степенью точности вмразить с по- 
мошью положительного рационального числа. Но в теоретических 
нсследованиях появляются отрезки, длинь1 котормх не вьфажаются 
рациональнь!ми числами. Например, длина диагонали квадрата со 
стороной, равной 1, не вмражается рациональньш числом. Поэтому 
возникла необходимость расширить множество рациональнь1х чи- 
сел, присоединив к нему HOBbie числа, которме назьшаются ирраци- 
ональньши: 42.  S  и т. д. Все рациональнме и иррациональнме 
числа в совокупности образуют множество действительнмх чисел.

Если N —  множество всех натуральнмх чисел, Z —  множество 
всех целих чисел, Q —  множество всех рациональних чисел, J — 
множество всех иррациональнь1Х чисел, a R — множество всех дей- 
ствительнмх чисел, то верно соотношение N f z Z c z Q a R n J c z R ,  
которое можно изобразнть с помснцью следуюшей диаграммьк
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6. М одуль денствительного  числа. Модуль (абсолютное 
значение) действительного числа а  обозначается через | a  | и опре- 
деляется следуюшим образом:

[ a, если a  > 0
I a  I = I л[ -  a. ссли a  < 0

П р и м е р 10. Модуль числа -5  равен | -5  | = -(-5 )  = 5 
Пусть на числовой прямой с началом координат О, число a  

представляется точкой А. Тогда длина отрезка ОА равна j a  |, т. е. 
геометрически | a  | — это длина отрезка с концами в начале коор- 
динат и в точке, представляюшей число a.

Свойства модуля действительного числа:
1°. Для всех действительнмх чисел a  верно неравенство | a  | > 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  Если a  = 0, то | 0 | = 0. Пусть a  > 0. Тог- 

да | a  | = a  > 0. Если же a  < 0, то | a  | = -  a . Ho поскольку a  < 0, to
-  a  > 0 Отсюда | a  | > 0. Таким образом, во всех случаях | a  | > 0.

2°. Для всех действительнмх чисел a  и р верно равенство 
| a  р | = | a  | | р |.

Д о к а з а т е л ь с т в о  . Рассмотрим следуюшие случаи:
а) Пусть (a  = 0 ) v (Р = 0). Тогда | a  P | = 0 = | a |  |Р |.
б) Пусть (a <  0) a  (Р >  0). Тогда a  Р<  0. Следовательно, | a  Р j =  

= -  ( a  р ) и | a  | |Р |  = (-a) • Р = —( сх р ). Отсюда | a  P |= | a |  |Р |.
в) Случай (a  > 0) a  (Р < 0) доказьшается аналогично случаю б).
г) Пусть (a  < 0) a  (Р < 0). Тогда a  р > 0 и | а  Р |  = а  р Кроме 

того, | а  | IP I = ( -a )  ( -p  ) = a  Отсюда | a  p | = | a | !P
Э) Пусть (a  > 0) a  (P >0). Тогда a  •P > 0. Следовательно, | a  p | = 

= a  Р и | а |  I p I = a  p. Отсюда | a  P | = | a  | | P |.
3°. Для всех действительнмх чисел a  и P верно неравенство (не- 

равенство треугольника) | a + P | < | a |  + | P |
Доказательство проводится аналогично доказательству свой- 

ства 2° Для примера приведем доказательство в случае, когда 
(a  > 0) a (Р < 0).

Пусть | a  | < | р | Тогда |a + P |  = | P ] - | a | <  |Р |+ | a |  = |a |  + 
+ I Р |. Если же | ot j > | Р | , то | a  + Р | = | a |  -  |Р  | < | a  | + | р |

7. П ропорция, производнм е пропорции. П роцент и слож-

н м е процентьь Пусть а и b некоторме действительние числа,
a

причем Ъф 0. Тогда число вида — (т. е. a : b) назмвают отношени-
b
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a c
ем чисел a и b. Равенство двух отношений a : b и с : d, т. е. — = —,

b d
a с a - к с 

назьшается пропорцией. Очевидно, если — = то -—-  = — иb d b -к dci

i=5’ где̂°- 
к

Пусть дана пропорцияа: b = c :d .  Тогдачислаa n d назьшаются 
крайпими члепами, числа b и с —  средними членами пропорции.

Основное свойство пропорции. Произведение крайних членов 
пропорции равно произведению средних членов пропорции, т. е. если 
a b = с d, t o  a d  = b c.

a c
Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть a b = c d. Тогда — = —, где

b d
b * 0 i i d * 0  (иначе это равенство не имеет сммсла). Умножая обе

Q С
части этого равенства на число b d, имеем -  (b d) = — -(b d).

b d
Откуда a d  = b c.

Верно и обратное утверждение. Действительно, если a ■ d  = b ■ c,

причем b * 0 и d Ф 0, t o  разделив последнее равенство на b d, по-
a c

лучим — = — Такимобразом,а :b = c : d тогдаитолькотогда,когда 
b d

a d  = b c.
C помошью основного свойства пропорции можно доказать следу- 

lomne пропорции, которме назьшаются производньши пропорциями.
а с

Пусть — = — Тогда вернм следуюшие пропорции: 
b d

a + b _ c  + d a - b  c - d
b d a + b  c + d ’

a -  b c - d  + nb me + nd
2 ------ ----------  4 ---------- = -----------b d ' pa + qb pc + qd

Для примера докажем 4-ю пропорцию. В силу основного свой- 
ства достаточно доказать, что (та + nb)4(pc+qd) = (pa+qb)x  
x(mc+nd). Раскрьшая скобки слева, получим:

та рс + nb рс  + та ■ qd  + nb ■ qd  = ma ■ pc + np ■ be +
+ mq ad + nb ■ qd = me ■ ap + np ■ ad  + mq ■ be + nb ■ qd  =

= me ■ (ap + qb) + nd ■ (pa + bq) = (pa + qb) • (me + nd).
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На практике часто приходится решать задачи, связаннме с no- 
нятием процента. О б т н о  такие задачи решаются посредством со- 
ставления пропорции между данньши. Задачи, связаннью с поняти- 
ем процента, относятся к текстовьш задачам, которме мм более 
подробно рассмотрим в главе VI, § 16.

Введем понятие процента и рассмотрим несколько примеров на 
вь1числение процентов.

Сотая часть числа назьтается процентом и обозначается сим-

волом %. Запись 9 % читается как "9 процентов" Например, 40 % от

числа 35 составляет ----  его частеи и, следовательно, равно
40 100

35 — = 14.
100

П р и м е р 11. Какой процент числа а равен числу 6?

Р е ш е н и е : есть 1 % числа а. Пусть .v % числа а равпо
100 b

числу b. Тогда х ■---- = b или .v = — • 100. Этот процесс можно схе-
100 a

матизировать следуюшим образом:

^ — 100% 

b — x%  

a ■х = b ■100

Откуда .y = — 100. Такая схема назьтается соапавлеппем 
a

пропорции.

П р и м е р 12. НаГгги число,р % которого равно числу b.
Р е ш е н и е: составим схему:

b — p%
A — 1 00 %

х р  = 6-100

.  6-100 
Отсюда х ~ --------.

Р
П р и м е р 13. Найти число, полученное увеличением числа a 

на р  %.
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Р е ш е н и е :
a — 100% 

х —  (100 + р)%

100 * = я (100 + /?)

а (l00 + р\ a
Следовательно, .v = — ---------- -

100
или х = a  + -----р. Отсюда х =

100
= « . 1 + —  

100
П р и м е р 14. Найти число, полученное увеличением числа а на 

р  % п раз.
Р е ш е н и е Если к числу а прибавить его р  % п раз, то полу-

чится число b = a + п —  ■р | или b = a-
I' \l + ;Lp 

100

В этом случае говорят, что число b получено по простому 
процепту.

Прибавим к числу а его р  %. Тогда получим число 

b̂  -  a + • р = a ■ ^ 1 + . Теперь к полученному числу b] приба- 

вим его р  %. П олучим b2=a-  1 + -^

b-, = a • 1 +
100

+ а 1+ - Р - 1 -Р-  
100 J 100 или

100 и т. д. Повторив этот процесс п раз, получим чис-

,±. Тло hn = a ■ ̂  1 + J B этом случае говорят, что число bn получено 

из числа а с помоьцью сложпого процента.

Bonpocbi и задания

1. Сушсствует ли рациональнос число, квадрат которого равен 3?
2. Какис члсла назмваются иррациональньши числами?
3. Объяснигь на примсрах, как можно сравнить иррациональнью числа?
4. Как прсдставляются иррациональнь1с числа на числовой прямой?
5. Опрсделить модуль действитсльного числа.
6. Сформулировать свойства модуля.
7. Объяснить сложсние, умноженис дсйствитсльних чнсел.
8. Дать опредслснис цслой и дробной частей действитсльного числа.
9. Сформулпровать основнос свойство пропорции.

10. Привссти нссколько примсров на пронзводнью пропорции.
11. Что гакое ироцсн г?
12. Объяснить простой 11 сложньп! ироцснтьк

5 — Э. М. Самдаматов ii др. gg



У п р а ж н е и и я

1. Доказать, что для любмх различннх простмх чисел р  и q чис- 

ло yjp ■ q —  иррациональное число.

2. Доказать, что сумма рационального и иррацнонального чисел 
есть иррациональное число.

3. Доказать, что произведение ненулевого рационального числа 
на иррациональное число есть иррациональное число.

4. Привести пример двух иррациональнмх чисел, произведение 
которь!х есть рациональное число. Построить точки на число- 
вой прямой, изображаюшие следуюшие нррацнональнью числа:
V 2 , 7 з , 4 1 ,  4 ё ,  4 i

5. Найти три первие десятнчнме приближения с недостатком 
числа 4 з

6. Найти с точностью до 0,001:

a) V2+V3; б) - - 4 5 .

7. Найти четьфе первьш десятичнь!е приближения с недостатком 
для следуюшего действительного числа: +  4 l

8. Найти приближеннью значения следуюших чисел с точностью 
до0,01:
а) (0,023) (0,041); e) 0,(3) Vs;

б) >/2:1,3657; г ) ( ~ 4 з ) : 4 2
9*. Доказать иррациональность следуютих чисел:

а) yf2 ! в) >[p ,rAQP — простое число; <3) lg4;

б) 4 2 + S ;  г) 7з*  + 2 , где к е N; e)lg2 + lg3.

10. Освободить знаменатель от иррациональности:

V2 л/3 2V2
а) Т з + V ? ; ^  f s - Л '  e) i + Л + Т з

11. Доказать, что для двух различньгх рациональньлх чисел а и b су- 
шествует хотябн однорациональное числол-такое, чтоа < х <  h.
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12. Привести пример двух иррациональнмх чисел, сумма которих 
есть рациональное число.

13. Найти три первьш десятичнме приближения с недостатком 
числа - V I

14. Найти сточностьюдо 0,001:

15. Найти четьфе nepBbix десятичнмх приближений с недостатком 

для следуютего действительного числа: VI -  Vv.
16. Найти приближеннме значения следуюших чисел с точностью 

до 0,01:

« )V 5 ~ ;  o ) I - V 6 ;  e) л̂ П ;  ^ V 7 - V I .
6 4  \  8

17*. Доказать иррациональность следуюших чисел:

a) V I + 1; 6 ) V I  + V5; e) V U I; г) lg 2; Э) lg 5.

18*. Освободить знаменатель от иррациональности:

V2 1 1
а) V I-V 2  ; 6 ) V2 + V4 + 1’ ^  VI + V9 + 1

19. Найти 40 % числа, если известно, что 28 % отэтого числа рав- 
но 84.

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Найти все остатки от деления нечетного натурального числа 
на 8.

2. Написать 5 последовательнмх составнмх чисел.
3. Найти несколько натуральнмх чисел п, для которих числа 

/7+10, /7+14 являются простими числами.
4. Найти простое число р такое, что 2р 1 + 1 также является про- 

CTblM числом.
5. Доказать, что если р  + 5 —  простое число, тор + 10 не может 

бь1ть простьш.
6 . Доказать методом математической индукции, что для любого 

натурального числа п число 15 " при делении на 7 дает остаток 1.

7. Доказать, что все числа вида 22" +1  (п = 2, 3 ,...) при делении 
на 10 дают остаток 7.
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8. Доказать, что НОД (2п, 2п + 2) = 2.
9. Доказать, что НОК (п, п + 1 ) = п (п + 1).

10. Найти НОД (5a + 3b, 1 Ъа + 8b), если НОД (a , b) = d.
11. Доказать, что обе части сравнения можно делить па число, 

взаимно простое с модулем.
12. Доказать, что обе части сравнения и модуль можно делмть иа 

одно и то же число.
13. Доказать, что если a = 1 (mod т), то для любого натурального 

числа п, a" = 1 (mod т).
14. Найти все значения x, если .v = 0 (mod 3).
15. Доказать, что (a -  ЬУ’ = ар - b ?  (mod р).
16*. Найти значения следуюших вьфажений:

2 -----------  ---------
л/13 — л/3 ’ г) \0  ж) у]6,3 1,8

6) -Ji + J i - J s '  д)

e) V l l - 6 7 2 ;  е) V (V 3-V 5)3

17. Найти одно рациональное число, которое лежит между числа- 
ми:

а) Л  и у[2 + 1; <0 4,63479... и 4,63497...;

б ) л /2 и Т з ;  г) 75 и V2 +1.

18. Представить следуютие периодические дробм в вндс обмкпо- 
веннойдроби:
а) 0,(32); в) 0,7(81);

б) 0,7(9); г) 0,56(3).

19. Построить точки на числовой прямой, изображаюшие следую- 
шие числа:

а ) 4 ъ - \ -  «)

б г ) 2 ^

20. Цену товара повьюили на 10 %, затем новую цену повьшили 
на 20 %. На сколько процентов в итоге повьюилась первона- 
чальная цена товара?
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Г Л А В А  III
К О М П Л Е К С Н М Е  Ч И С Л А  И  
Д Е Й С Т В И Я  Н А Д  Н И М И

§ 1 . А л г е б р а и ч е с к а я  ф о р м а  к о м п л е к с н о го  ч и с л а

Прм решении некотормх квадратньи уравнений типа х2 + а = 0 
(а > 0), Mbi сталкиваемся с извлечением квадратного корня или во- 
обше, корня четной степени из отрицательного числа. На множе- 
стве рассмотреннь1х мами действительнмх чисел это действие не- 
вьшолнимо.

Поэтому возиикает необходимость введения нового, более ши- 
рокого множества чисел. Этим множеством является множество 
комплекспмх чисел. На множестве комплекснь1х чисел любое 
квадратпос уравпенис имеет корни.

1. О пределеиие ком плексного числа. Пусть дано квадрат- 
ное уравнение

x: + 1 = 0. (1)
13удем считать. что уравнение (1) разрешнмо, но его корень яв- 

ляется не действительньш числом, а представляет собой новое 
число. Это число обозначим символом /. Таким образом, помимо 
действительньлх чисел, которме Mbi обозначали a ,b ,c  и т. д., име- 
ем новое число i.

Умножение действительного числа b на число / приводит к чис- 
лам вида bi, а сложение действительного числа а с числами вида 
bi —  к числам a + bi, где a е  R, b е  R.

Таким путем и вводились первоначально комплексние числа. 
Прн таком способе определения комплекснмх чисел возникает 
много вопросов: что же представляет собой число i, можно ли рас- 
пространять на него законь! арифметики, законно ли рассматривать 
вьфажения, содержашие вместе действительнме числа и число i и 
r. д. Если не ответить на эти вопросм, то теория комплексних чи- 
сел —  это плод чистого воображения. Таким образом, необходимо 
точное определение комплексних чисел.

Строгое обоспование комплекснмх чисел важно потому, что эти 
числа используются в ряде приложений математики. Теория функ- 
ций комплексной переменной является мошньш инструментом в 
физике (механике, электро- и радиотехнике, гидродинамике и т. д.).

Перволачальная запись комплексного числа в виде a + bi приво- 
дит к мь1сли о задании комплексного числа упорядоченной парой 
(а\ b) действительиь!х чисел.
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О п р е д е л е н и е 1  . Комплекснъш числом назьшается любая 
упорядоченная пара (о; 6) действительнмх чисел.

Множество всех комплексншх чисел буцем обозначать через С. 
О п р е д е л е н и е 2 .  Два комплекснь1х числа (cr; 6,) и (о,; 6,) 

назьшаются равньши, если о, = о, и 6, = br  В этом случае пишут 
(о,; 6,) = (о,; b2).

Комплекснме числа будем обозначать буквами а , р, у, 
О п р е д е л е н и е З  Сумма двух комплекснмх чисел a  = (о,,

6,) и р = (а2; b2) определяется равенством a  + р = (о,+ a,; 6, + 6,), 
разность определяется равенством a  -  р = (a, -  а2; b -  6,), произ-
ведение определяется равенством a  р = (а ,о, -  6,6,; a b + о,6,),

a
а частное от деления a  на р определяется равенством ~  =

о,о2 +6,6,
= о,2 + 6,2 ’ о,: + 6,2 при Условии’ что Р = (av bi) ф (°; °)- 

Например:

( -4 ; 3) + (3; -1 ) = (-1; 2),
(— 4;3) - (3; —1) = (— 4 3 - 3  ( -1 ) ;-4  (-1) + 3 3) = (-9 ; 13),
(0; 2)- (0; 2) = ( -4 ; 0).

Основнме свойства арифметических действий остаются сира- 
ведливьши и для комплекснмх чисел.

1°. a  + p = p +  a  — коммутативность сложения;
2° a  Р = р a  — коммутативность умножения;
3°. (a  Р) у = a  -г (Р + у) — асшциативность сложения;
4° (a  Р) ■ y = a  (Р у) —  ассоциативность умножения;
5°. a  ■ (Р + у) = a  Р + a  у — дистрибутивность умножения 

относительно сложения.
Покажем, например, справедливость свойства 5°
Пусть a  = (о,; 6,), Р = (о2; b2), у = (о3; 63). Тогда

a (P + У) = («,; bt) (о2 + о3; b2 + 63) = (о,(о, + о3) -  6,(6, + 6,);
о,(6, + 63) + 6,(о, + a3)) = (o,o, + a ,o3 -  6,6, -  6,63;

0,62 + 0 |63 + 6,02 + 6 |03).

Для правой части 5° имеем:
aP + (ху = -  6,6,; о,6, + о,6,) + (о,о3 -  6,63; о,6, + о36,) =

= (о,о, +o,a3 -6,6, —6,63; о,6, + о,63 + о36, + о,6,).

70



Сравнивая результаш двух вмчислений, убеждаемся в справед- 
ливости равенства а (р  + у) = ар + ау.

Рассмотрим теперь множество С*, состояшее из комплексншх 
чисел вида (я; 0). Очевидно, что С* является подмножеством мно- 
жества С, т. е. С* cz С.

Если действительному числу а сопоставить комплексное число 
(,а;0), т. е. a —» (я; 0 ) , то получим соогветствие между множеством 
действительнмх чисел R и множеством С* Очевидно, что это со- 
ответствие является взаимно однозначньш.

Если отождествить действительное число а с комплексньш 
числом (а; 0), то множество действительнмх чисел R окажется 
подмножеством множества комплекснмх чисел С. В этом сммсле 
говорят, что множество комплексньгх чисел является расширением 
множества действительнь!х чисел.

2. А лгеб р аи ч еская  форм а ком п лексн ого  числа. Среди 
комплекснь1х чисел особую роль играет число (0 ; l), которое обо- 
значают буквой i.

Прл умножении комплекснмх чисел {b ; 0) и (0 ; l) имеем:

{b ; 0 )-(0 ; l) = (0 ; б ) ,

где b —  любое действительное число. Тогда число (a ; b) можно 
записать в виде:

( а ; b) = ( a ; 0) + (0 ; b) = ( a ; 0) + ( b ; 0) • ( 0 ; l) = ( a ; 0) + (b ; О)/

Так как (а; 0) —» a , a (/?; 0 )-» /;, то получим (о ; b) = a + bi
Таким образом, Mbi пришли к представлению комплексного чис- 

ла (о ; b) в виде a + b i , которое назьтается алгебраической фор- 
m o i i  комплекспого числа. Именно это представление комплексних 
чисел приводит к (нестрогому) построению комплексннх чисел. 
Тем не менее, запись комплексних чисел в этом виде очень удобна 
для арифметических действий сложення, умножения и деления 
комплекснмх чисел. Для возведения в степень, извлечения корня и 
умножения несколькнх комплексних чиссл более удобна другая 
форма, которую Mbi рассмотрим в следуюшем параграфе.

Пусть а  и Р—  два комплекснмх числа, т. е. a  = a + b i ; р = с + di 
Тогдасуммой a  + p является число, задаваемое формулой:

(а + bi) + (с + di) -  (a + с) + (b + d)i

Разностью a ~ p  является комплексное число, задаваемое форму- 
лой: (а + bi) -  (с + di) = ( a - c )  + (b — d)i
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Произведением а  р является комплексное число, задавае- 
мое формулой (а + bi) ■ (с + di) = (ас -  bd)  + (bc + ad)i  Комплекс- 
ное число a + 0/ будем записьшать как а, а комплексное число 
0+ bi — как b i . В частности,

/' = 0 + 1/, i2 =/'• / = (0 + 1/)-(0 + 1/) = -1 + 0/ = -1

О п р е д е л е н и е  4. Если задано комплексное число a = а + hi , 
то число а назьшается действительпой частмо числа a  , а число 
b назьтается мпимой частью числа a

Действительную часть числа a  обозначают R e(a) (от фраии. 
reele — действителъньш), а мнимую часть обозначают через 
Im (a) (от франц. imaginare —  мнимьш). Например, Rc(2+5/) = 2, 
Im(2 + 5/) = 5. Если Im (a) = 0, то число a  —  действительное; ес;ш 
Re( a ) = 0, то число a  имеет вид bi и назьшается чисто мнимьш.

3. С опряж енное число.
О п р е д е л е н и е  5. Число a - b i ,  отличаюшееся от a  = 

= a + bi лишь знаком при мнимой части, назьшается сопряжеп- 
пьгм числу a  и обозначается a , т. е. а = а -  hi

Сумма и произведение сопряженнмх комплекснмх чисел явля- 
ются действительньши числами. Действительно,

a + a = (a + hi) + (a -  bi) = (a + a) + (b -  b)i = 2a > 
a • a = (a + bi) ■ (a -  bi) = (a2 + b1) + (ab -  ab)i -  a2 + b2 

Рассмотрим деление комплексннх чисел. Пусть a  = ci + bi и 
Р = с + di — два комплекснмх числа, причем (с, d) * (0, 0). Резуль-

татом деления числа a  на число р является комплекснос чнсло
a  ас + bd be -  ad .
7Г, задаваемое формулой —;---- ргч---- ;-----гг ' На практике для иа-
Р a  c + d - c ~ + d '

хождения частного ~  обьнно пользуются следуювдим правллом:

a  a  Р a -p  a + bi c - d i  ac -hdi'  + bci -  adi 
P P P p p c + di c - d i  c~ ~{di)~

(ac + bd) + (bc -  ad)i _ ac + bd bc -  ad .
— "* ғ ■> — 1 l"1 7 ^c' + d' c' + d~ c~ + d~

2 + i (2 + /Ҳ 4-3/) _ 8 + 3 + 4 / -6 /  _ 11 2 .  
П р и м е р :  4 + з/ _ ( 4 + з/)(4 _ з /) “  41- +32 ~ 25 2s ‘

З а м е ч а н и е . В  отношении комплекснмх чисел не вводнтся 
понятие «больше» или «меньше».
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у  -k

h a  =  a + biи
1 > a = i 1 1 l l

т1 
II s 0 I 2 | я x

н
l

a — 2 — /
Рнс. 16

4 .Г ео м етр и ч еск о е  изоб- 
р аж ен и е  к о м п л ек с п м х  чн-
сел. Пусгь на плоскости задана 
прямоугольная декартова систе- 
ма коордипат с осями дг и у. Тог- 
да комплексному числу 
a = a + bi на плоскости соответ- 
ствует точка с коордннатами а,
b. Эту точку будем обозначать 
гой же буквой a

При таком способе изображения комплекснмх чисел действитель- 
ному числу а, т. е. числу вида a + 0i будет соответствовать точка 
(a ; 0), которая лежит ма оси .v. Поэтому ось .y назьшают действи- 
тельпой осью. Числу же внда 0 + bi будет соответствовать точка 
(0; b) на оси v. Поэтому ось v назь1вают.и//гм/о/7 осью (рис. 16).

Наряду с изображением комплексних чисел точками на плоско- 
сти применяется способ изображения с помошью векторов на плос- 
кости (рис. 17). Числу a + bi ставится в соответствие вектор с коор- 
динатами а и b, причем этот вектор считается отложенньш от нача- 
ла координат. При таком способе изображения комплекснь1х чисел 
nx сложение осутествляется по правилу параллелограмма (рис. 18).

( 9 ^  Bonpocu и задания

1 .  О б ъ Я С Н Н Т Ь  Н С О б х О Л И М О С Т Ь  В В С Д С 1 Ш Я  K O M I l J l C K C H b l X  ч и с с л .

2. Как нводятся комплскснью числа ?
3. Какие два комплскснмх числа назьжаются равними ?
4. Как оирсдслястся сумма двух комплсксншх чнсел и произвсдение ?
5. По какому правплу складьтаются и втитаются комплексние числа?
6. Как опрсдслястся сопряжсниос чнсло ?
7. По какому прапплу производи гся дслснис комилскснмх чисел ?
8. Как изображастся комплскснос число в мрямоугольной системс коор- 

динаг?
9. Как можно сложить комплсксиь1с числа в прямоугольной системс ко- 

орлинат?

73



У п р а ж н е н и я

1. Найтидействительную часть R e(a) имнимуючасть Im (a) 
комплексного числа a :
а) a  = -3 + 7/ <?)a = -2 -5 /;  d) a  = 3/;
б) a  = 4 ~ Y j  i- г) a  = -2,7 + 3/; e) a  = 7

2. Написать комплексное число a  валгебраическойформе, если:

а) Re(a) = 4, Im (a) = -5;

б) R e(a) = -2, Im (a) = 3; 

e) R e(a) = 0, Im (a) = 8;

3. Какие комплекснью числа равньк

г) R e(a) = 7, lm (a) = 0;

д) R e(a) = 0, lm (a) = 0.

4 -3 /; 1 + 3/; ^  + i; л/Гб -  V9/; 3 + 4/; ^ 2 7 + ^ 6 4 /.

4. Написать сопряженное число а для a:

а ) a = 5 - 3 i \  г ) а =2 + 3/; ж) а = Vl6 -  V9/:

б) a  = -5 + 3/; <Э) a  = 7,2 з) a  = -2 / + (-7  + 3/) 

e) a  = 1 -  / '; e) a  = 6 / ;

5. Найти сумму:
а) (-5  + 3/)+ ( 2 - / ) ;

б) (3 + 4/) I (3 4/); 

e) (2 + 5 /)+ ( - 2 -5 /) ;

г) (2,4 — 4/) + (3,6 — 3 /) ;

6. Найти разность:

а) (3 + 4 /)- ( 4 + 2/);

б) (4 - 6 / ) - ( 3  + 2/);

в) (2+ 4 /) - ( -4 +  2/);

г) (5+ 4 / ) - ( 5 - 4 /) ;

д) (8 -3 /)+  (8 + 3/);

е) (-7  + 5/) + (7 - 5 / ) ,

ж ) 9/+ (3 -8 /) ;

з) — 17/ + (—9 +16/).

д)
2-V 3  2 -V 3 .

-(2  + 2/);

е) 7 - (8  + 5/);

•ж-) 9 -
2 - Т з  ;

з) l i  -  (6/ + 3) .
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7. Найти произведение:

а) (4 + 6/) (3 + 4/);

б ) (5 + 8 /Х З -2 /) ;

в) (6 — 4/)(3 — 6/);

8. Найти частное:

а)

б)

2 + 2 / 
1 -2  i'(

4 - 5  /

«)

г)

3 + 4/
3 - 4 /

2 + 3/
4 - 3 /3 + 2/ ’

9. Вьшолнитьдействия: 

(3 -  4/)(4 -  3/)
а)

б) 

в)

2 + /

( 4 - 0 ( 3 +  2/) 
3 -2 /  

5 -2 /

г) (—3 + 2/)(8 — 4/);

z' 1 \  /"1
—  /

—+ 4/
7

1— + i 
.2 ,

1 -2 ,-
5

d)

е)

4 - 5 /  
-2  + 3/ ’

3
5 -  2/ ’

.ж)
5 -2 /

7/ 
13 — /

г)
3 -2 /

(i + 0 ( 3 - / ) ’

3 3 - + -
2 -3 /  2 + 3 / ’

(2 + 0 ( 1 - / ) ’

10. Найти z изравенства:

а) z(2 -  /) = 3 + /;

б) z(l + 2/) = 3 -  5/;

л 2 5 <?) -----+ -
1 + / 2 + /

«) z ( l - / ) - 3 /  = 4; 

г) z(2 + /) + 5 = 2/

l/) 7 - /
5/

11. Разложить на комплексно-сопряженнме множители (а и b —дей- 
ствительнь1е числа):

а) а2+9b'\ г) 49а2 +7b2 ж) а"+11/>";

б) 4а: + 25/>2; д) Sa2 + 27bA; з)4а2+ 4 l b w

в) 16я‘ + 8/т; е) 15я4 + 31//;

12. Изобразить комплексное число а  впрямоугольной 
системе координат:
a) a  = 2 + / ;  б) a  = -2  + 3/;
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e) a = -2  -  / ;  д) a = 3/;

г ) а  = 2 - 3  /'; е ) а = 0 ,5 ;

13. Вьшолнитьдействия:

а) 5/(2 -  /) — 3/ + 4 ;

б ) 3 -  7/ + (1 + 3/')(2 - / ') ; 

«) 4/(2 + /) + 4/(5 - / ) ;

14. Вьшислить:

(3 + 2/)(2 + 3/)
а)

б) 

e)

г)

1 - /

( 2 - 0 Q - 3 / ) . 
2 + 1 

4 -3 /  
( 2 - 0 ( 3  + /)

7 5- + -
3 - 4 /  3 + 4 / ’

15. Возвести в степень:

я) ( 2 -3 /)2

б) (3 + 4/)3

в) (2 + 3/): - ( 2 - 3 / ) :

г) ( 2 - 5 /) ' +(2 + 5/)3-

16. Записать а в алгебраической форме:

ж) a  = 1 + 2/(1 — /);

з )а  = 2/ — 3/(1 + 2/).

г) 2(0,5 + 2,5/)(4 + 2 /)-6 / :

д) 3/lw -  3 + 7/;

е) /:1Ш _ /2IK,: + у201"

d)

<?)

5 - /  4 + / 
5 + / 4 ^ 7 ’

/5+ / ,n- + -
3 -2 /  4 -3 /

ж)  i- /= )

<*)

<?)

ж)

2 - /  
1 + /

/5-1
/7 +1 

г з + /7
4 -  /3

—20 + 25/ 5/ + 1
15 1-3/ б) a  = 9+7/ (/+1)2 

6/+8 + 2-i
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17. При каких действительнь1х значениях х и у  комплекснме чис- 

ла а, = 5у2 -  9 -  10х/° и а ,  = 4 v,: + 20/'" являются сопряжен-
НЬ1МИ?

18. Пусть дань1 комплекснме числа а, = a  + bi и а , = c + cli 
Показать, что если:

а) а, + а ,  = д- и а, • а ; = v , где ,v; v е R , то а, = а ; ;

б) —  + —  = A е R и —---- — = В е R , то а, = а : .
а, а ,  а, а 2

19. Найти комплексное число а изравенства:

(2/ - a ) ( l  + 2/) + (1 + /a)(3 - 4 /)  = 1 + 6/

20. Изобразить заданное комплексное число a  с помошью вектора:

2 + i .
2 - \

а) a  == 3 + 4/ 3 p II u) a  =

6) a  =II 1 R II 1 k) a  =

«) a  == -3  + 4/ ж) a  = 4 -  2 / ; л) a  =

г) a = - 3 - 4 / ; з) a  = /'5 + 3 /;

§ 2. Т р и г о н о м е т р и ч е с к а я  ф о р м а  к о м п л ек с и о го  
ч и с л а  и ее и р и м е н е н и е

Из курса средней школь! известнь1 элементь>1 тригонометрии. Учи- 
тмвая это, в настояшем параграфе Mbi приведем еше одну форму 
записи комплексного числа и рассмотрим ее применение.

1. Модуль и аргумент комплсксного чнсла. Пусть на плоско- 
сти задана прямоугольная система координат. Комплексное число 
а = a + bi в этой системе координат изображается точкой А с коор- 
динатами а и b. Дляточки А можно 
определитьтакже новью коордипать1 
(полярнме координатьО r и ср, где 
/• = \ОА\, а ф есть угол между поло- 
жительньш направлением оси Ох и 
вектором ОА (рис. 19). Для того, что- 
6bi соответствие между точками
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плоскости и ее координатами бьию взаимно однозначньш, на r и cp 
налагают офаничения, например, в виде 0 < r < +00, 0 < ф < 2я . 

Очевидно, что

r = Ĵa2 + b2 (1)

a . b
COS(p = — , 81Пф = — (2)

r r
O n p е д е л е н и е  1. Пусть a  = a + bi —  отличное от нуля ком- 

плексное число. Действительное число r , определенное равснством 
(1), назмваетсяи/одулем комплексного числа a  , а число ф , опреде- 
ляемое из (2) —  аргументом числа a

Модуль комплексного числа a  обозначается | a | , а аргумент — 
символом A r g a  . Аргуменгчисла a  имеет бесконечное множество 
значений, отличаюьдихся друг от друга слагаемьши, кратньши 2я. 
Значение аргумента, заключенное в промежутке [ 0 ; 2п) назмвают 
главнмм значепием и ero обозначают через arg a : 0 < arg a  < 271 

Формуль! (1) и (2) позволяютдля комплексного числа a  = а + bi 
находить модуль r и аргумент ф . Обратно, если задань1 два дей- 
ствительнь1х числа >' и ф,причем r>  0 , то сушествует комплекс- 
ноечисло a + bi , для которого r и ф являются соответственно мо- 
дулем и аргументом. При этом число a + bi находигся с помотью 
равенств:

a = r c o s 9 ,  6 = r s in 9  (3)

Используя формуль! (3), для комплекхного числа a  = а + bi полу- 
чим следуюшее представление:

a  = /'(coscp + / sin cp) (4)

О п р е д е л е н и е  2.  Представление комплексного числа a  в 
виде(4), где 0<г<-ю о, 0 < ф < 2тг, назьшаетсятригонометричес- 
Koii формой комплексного числа.

П р и м е р 1. Представить в тригонометрической форме комплек- 
снмечисла: a) i; б) -2/; в) -1 - /.

Р е ш е н и е .

я (  я л ^
a) Имеем r = 1, Ф = — Следовательно. / = 1 cos— н/'sin —

2 l 2 2 /

б) Здесь r = 2, Ф = ̂  Откуда -2 / = 2 Зя . . Зя
c o s—  + / sin —  

2 2
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в) Здесь r = yf2 , Ф = — ,значит — 1 — / = >/2 cos—  + /'sin—  •
4 I 4 4 )

2. Умножение и делепие ком плекснм х чисел. Тригономет- 
рическую форму комплексного числа удобно использовать при вм- 
полнении операций умножения и деления комплекснь1х чисел.

Пусть а ,  = (cosф, + / s i n ф ,) , а 2 = /^(costp, + / s i n ф2) — комп- 
лексньш числа, заданнью в тригонометрической форме. Тогда 

а ,  а ,  =  /; r2 (со5ф, + / s i n 9 , ) ( c o s 92 + / s in ф2).  

Вьтолнив умножение, получим:

а, а ,  = /; •/2[cos(9 , + ф: ) + /з т (ф | +ф: )]. (5)

Отсюда вмтекает следуюшее правило умножения двух комплекс- 
nbix чисел, заданнь1х в тригонометрической форме: при умножении
комплексншх чисел а, и ou, модули этих чисел умножаются, а аргу- 
менть1 складьшаются.

Формула(5)справедливадля любогочисла п сомножителей:

а, а 2...а„ =rt ■ r2...rn\_cos(^ + ф, +... + фи) + 1яп(ф, + ф,+... + фя)],(6)

где /- и ф( (z = l, 2, и) — соответственно модуль и аргумент чис-

ла а,
Рассмотрим теперь деление комплекснмх чисел. Пусть а, и а ,  

задань1 в тригонометрической форме, причем rx ф 0 (т. е. а, * 0 ). 
Тогда

а 2 r2 (соэфт н-/ sinф-,) r, (соБф, -н/sinф2 )(со5ф, — / sinф,)
а, Aj (cosф, -t-/ sinф,) /; (соэф, + /5 т ф 1)(созф, — /sinф,)

; v  С 0 в ( ф , - ф , )  +  / 8 т ( ф , - Ф , )  [- ,  \ . .  (
= - ----  ~ , , . 2 ^  = -1  С05(ф2- ф | ) + /51п(ф2 - ф , ) |

c o s ^ - r s i n  ф, Ii

Таким образом,

—  = —[c o s ^ ,  — ф!) -ь / sin (ф2 Ф,)] П)
а  |

a,
т. е. для нахождения часгного jr- следует модуль числа а,разде-I
лить на модуль числа a , , а из аргумента числа a ? вмчесть аргу- 
мент числа a ,
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П р и  м е р  2. а)Умножим числа а, = 3(cos20° + /sin20°) н 

а 2 = 2(cos35° + /sin35°). По указанному вьиие правилу имеем

а, а 2 = 6(cos55° + /sin55°).

б) Умножим числа а, = 2(cosl40° + /sinl40°),

а ,  =3(cosl50° + /sinl50°) и а , =5(cos70° + /sin70°). Имеем:

а , - а 2-а3 =2-3-5 [cos (l40° + 150° + 70°) + /sin (140°+ 150° +70°)] =

= 30(cos360° + / sin 360°) = 30.

Очевидно, что умножение этих чисел в алгебраической форме по- 
требовало 6bi гораздо больше вмчислений и времени.

в) Разделим число а, =6(cos50° + /sin50°) на

а 2 =2(cos25° + /sin25°) Используя формулу(7), имеем:

= |[co s(5 0 °  -  25°) + / sin (50° -  25°)] = 3(cos25° + /sin 25°)

г)Разделим a, = V3 (cos260° + /sin260°) на

a 2 =2rcos(-100°) + /sin(-100°)l 
/7

Имеем: —  = —  [cos360° + /sin360°] = —  
a 2 2 2

3. В о з в е д е н и е  в с т е п е н ь .  Пусть требуется возвести 
в квадрат комплексное число a  = /-(coscp + / sinф) . Применив фор- 
мулу (5) для произведения, получим:

a 2 = r2 (cos ф + / sin ф)(cos ср + / sin ф) = r2 (соз2ф + /sin 2ф ). 
Аналогично будем иметь:

a 3 = [г(соБф + / sin Ф)̂ j = /^(созЗф + / sin Зф).

Вообше, если имеется п сомножителей, равнь!х r (cos ф + / sin ф ), 

то применяя формулу (6), получаем:

a ” = [/-(соБф + /sin ф)] = /■" (cos/гф + /sin /7ф) (8)

и следуюшее правило:
Модуль степени комплексного числа равен той же апепени 

модуля комплексного числа, а аргумешп cinenenu раввн аргумеп- 
ту комплексного числа, умножепному на показатель степени.
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При r = 1, в частности, получаем формулу:

a" =(cosip + / sin ф)” =cos« 9  + /s in« 9 ,

назьшаемую формулой Муавра по имени французского математика 
Муавра( 1667-1754).

П р и м е р  3.

а) Возвести в куб число a  = 3(cosI5° + /'sinl5°) Имеем:

a 3 = 27 (cos45° + /'sin 45°) = + ')

1б) Возвести b 10-io степепь число a  = — + —  /
2 2

Сначала представим число a  втрнгонометрическойформе. Име-

ем: i' = J — + — = 1 , ф = — = 60° a  = 1 • (cos60° + /s in60°) Отсюда, 
V4 4 3 v '

используя формулу (8), получим:

1
a 10 = (cos 600° + / sin 600°) = cos 240° + / sin 240° = -----------/

V ’ 2 2

4. И звлечение корпя  из комплексного числа. Пусть требу- 
ется извлечь квадратньш корень из комплексного числа a  , заданно-

го в тригонометрической форме a  = /- (cos ф + i sin ф ).
Обозначим черезх ч у  соответственно модуль и аргумент иско- 

мого корня. Тогда

yJi'(cos(p + / sinф) = ,v(cosу  + / sin .

Возведя обе части в квадрат, получим:

r (cosф + / sin ф) = лг2 (cos2у  + i sin 2у ) .

По условию равенства двух комплекснмх чисел имеем: х1 -  r ,

2 v = ф + 2 7i/7, откуда х = yfr , у  = у  + к п , п е Z . Значит, корень квад- 

ратний из числа а  равен

ф + 2т1« . . ф + 2л/7
cos----------- 1- /sin----------

2 2 (9)
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Задавая п значения 0, ±1, +2 , ...,получим:
при /7 = 0

\
(32 ='fr  cos — + л + / sin — + лФ

22 U /

/  \  /  \
-r I ф I ф ■ I Ф I • ФTaKKaKcos —+ л = -c o s —, a sm  —+ л = - s in —,то

U  J 2 U  )  2

Ф • ф n cos —+ /sin— =B,
2 2 J
Ф , ■ ■ Ф

При /7 = 3 получим: p4 = p , . Очевидно, задавая n значения 4, 5,

6 , mu будем получать значения, соответственно равние р, н р, 
To же буцем иметь, задавая п отрицательнме целме значения. Таким 
образом, квадратньш корень из комплексного числа имеет только два 
различньхх значения, которью по отношению друг к другу являются 
противоположнмми числами.

П р и м е р 4. Пусть a  = 9(cos 60° + / sin 60°). Извлекая квадрат- 

ньш корень, имеем: \[а = 3[cos(30° + 180°/7) + /sin(30° + 180°/7)]

Отсюда,при /7 = 0 получим: Va = 3(cos30° + /sin30°) = — ̂ л/з + / j .

3
При /7= 1 получим: Va = 3(cos210° + / sin 210°) = ~—( Л  + ')•

Если комплексное число задано в алгебраической форме, т. е. в 
виде a  = a + b i , то извлечь из него квадратньш корень можно следу- 
Ю1цим образом. Пусть Va = £, = * + yi Тогда (x  + (у)" = a  = а + bi 
или х2 -  у 1 + 2xyi = a + bi.

Согласноопределениюравенствадвух комплекснмх чисел имеем:

(Ю)
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При a  * 0 этой системе удовлетворяют две пари чисел, причем 
ссли одна пара есть х = д0, у  = уп, то вторая х = - х 0, у = - у 0, т. е. 
yfa , имеет два значения д0 + yai и - (x n + v0/ ) , отличаюхциеся друг 
от друга множителем -1.

На практике ддя извлечения квадратного корня из числа a  = a + b i , 
удобнее предварительно записать его сначала в тригонометрической 
форме, а затем применить формулу (9).

Возможность извлечь квадратньш корень нз произвольного комп- 
лексного числа a  означает, что на множестве комплекснмх чисел 
разрешимо любое квадратное уравнение.

П р и м е р 5. Рассмотрим уравнение х2 + 2х + 3 = 0. Оно имеет

дваразличнь1хкорня: .v, = -1 + 72 i, д-, = - 1 - 7 2 /
Перейдем к обшему случаю. Пусть требуется извлечь корень 

/7-й степени из числа a  , заданного в тригонометрической форме

a  = r(cos(p + /s in ф ). Заметим, что если число a  задано в виде

a  = a + b i , то необходимо перейти к тригонометрической форме, 
так как попмтка решнть эту задачу в алгебраической форме мо- 
жет привести к чрезвмчайно сложньш вмчислениям. Итак, пусть

число a  = r(c o sф + / sinф) и 7 a  =£, = /?(cos\|/ + /sinv|>).

Тогда а = £," = р" (cos n\\i + / sin n\\i) = /-(со5ф + /51пф)

Отсюда следует, что рл = г, n\\i = ф + 2пк , к е Z •

Из первого равенства находим, что p = '4r (это арифметическое 
значение корня. Точное определение этого понятия будет дано в гла-

\7 S Т \ Ф+ 2пкве V, § 2 ), из второго равенства следует \j/ = --------- .
п

Таким образом, получаем следуюш,ее представление:
„ г (  ш + 2я к . ф + 2пк\<Ja=yjr  cos--------- + ;sin---------- I (Ц )

V « и )  ’
где к — любое целое число.

Для 7 a  имеется ровно/7 различних значений. Длятого чтобм 
получитьэтизначения,достаточновправой части формули (11) по- 
ложить к равиьш 0, 1, 2,..., /7-1

Таким образом, точки вида - 7 ^
ф + 2кк . <а + 2%к 

cos---------- +1 sin-----------
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k € Z располагаются на окружности ра- 
диуса yfr с центром в начале координат. 
При этом, если значение к изменяется

, ф + 2я к 
на 1, то угол —--------  изменяется на ве-

2л 1
, т. е. на часть полноголичину

п п
угла 2л Это означает, что точки
Е,0, ^2, делятокружностьна
п равних частей (рис. 20, п = 6).

При остальннх значениях k новме 
точки будут повторять указаннме вьпле точки. Таким образом, ко- 
реньп-ой степеии изотличногоотиуля комплексного числа а  имеет п 
различньк значений, определяемьк формулой (11). Точки, соответству- 
ю тие этим значениям, расположень! на окружности радиуса nfr с цен- 
тром в начале координат и делят окружность на п равних частей.

П р и м е р 6. Найти все значения Y-T+7

Имеем -l + i = >/2
Зл . Зл

cos-----1- / sin —
4 4

Поформуле (11) находим:

fj- 1 + / = V2 cos-
— + 2 кк — + Ink

так что r

Зл

+ zsin-

значения v -1 + i . Этими значениями являются:

при к=  0 

при к=  1 

при к = 2

Зк . . ЗлCOS---- h / Sin---
16 16

ПолагаяЛгпоследовательноравньшО, 1,2,3, найдем все четьфе 
Эти

42 '
\

4 г '
\

V2

III

11л 11л
cos—  + /sin —  

V  16 16

19л . 19л
cos------ь i sin----

16 16 j

при k = 3  
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Вопросш it задания
w

1. Как опрсдсляются модуль и аргумент комплексного числа?
2. Какой впд имеет комплсксное чисдо в тригонометрической форме?
3. Сформулнровать условие равснства двух комплекснмх чисел, заданнмх 

в тригономстрнчсской форме.
4. Сформулировать мравило умножения и деления комплекснмх чисел, 

заданнмх втригономстрической форме.
5. Сформулировать правило, по которому производится возведение в сте- 

пень комплексного числа, заданного в тригонометрической форме.
6. Сколько значсний имсет квадратньш корень из комплексного числа?
7. Как находятся корни и-ой степени из отличного от нуля комплексного 

чпсла?

У п р  а ж н ен_ия_

1. Найги модуль комплексного числа а:
и) а  = 2 + 3/;
б) a = -2 + 3/;

в) а  = 1 + 7з,-;
г) а  = yj% -  /';

д) a  = 6 - 8 i;

е) а  = 2 + 2\/Зг';

ж) а  = >/з + i ;

з) а  = 2/;

w )a = co sP -/' sinp ( Р е Л) ;  

к) а  = (3 + 2 ;)(2 -3 /) .

2. Найти аргумент arg а  комплексного числа:

л ^  1 .а) a  = —  + - / ;
2 2

-  S  Г г .б) a  = —  + — /;
2 2 

. 1 ^

л /— >/зз Vn.
г) a  = 2V2/; ж)  a  = —-------~ l ■

д) a  = 5 ;

a  = -2 /;

3. Записать комплексние числа в тригонометрической форме: 

a) a  = -2 -  2/; a  = 1 -  >/з/; ж )  a  = L̂̂ /;
2 2

a  = 2 -  2/;

ч Г  ч _ !  V 3. , _ 1 1 .
e) a  = V3 -  / ,  e ) a _ 2 2 г ’ yfl -Jl'
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4. Найти произведение чисел:

о)
Т з  (  л  . . л  а, = —  cos—+ /sin— 
2 \  4 4

/
л  . . п  

cos —+ /sin — 
6 6

\

/

б) а,
1 V

Л  . . Л
c o s —  +  / s i n  —  

9  9

\
и  а ,  = 3 ( c o s —  +  / s i n — )  • 

3 3
/ 71 Л

c o s —  +  / s i n —  
12 12

\
И  а ,  =  T 3 ( c o s H  +  / ' s i n  л ) :

/

г) а , = 2
f  л  . . п л 

c o s —  +  / s i n —  
1 8  1 8V

/
и  а 2 = -

л  . п
C O S ------ h / s m  —

2 2

\

J

5. Найти частное i^L, если: 
a .

а) a, = 72

б)

r  л  . . л ^  
COS— + /sm — ^  i Л  Л

a ,  = 2 ( c o s —  +  / s i n — ) •  
’ " 12 12 ’

/

v

Л  Л
c o s —  +  / s i n —  

4  4

a ,  = 4
л  . л

COS---h / Sin —
6 6 /

З л  . З л  л  . лв) a ,= c o s -----h/sin — ; a ,= c o s — i-/ sin — ;

г) a.
f  5 л  5 л л  

c o s —  +  i S i n —
V 3  3  ,

6 .  Возвести b  степень:

a)
f r ЛЛ5Л  Л  

C O S ------+  f S i n  —
1 5  1 5

/
6)

e)

Т з [  c o s —  +  /  s i n  —
1, 3  3

C f
I 72
v V

л  . . л  
c o s  — +  / s i n —  

7  7

/V
\ \ 6

/ /

\V

j j

2 ( 2 л  . . 2 л
a ,  = ~ H  c o s --------- 1 - / s i n  —

" T i l  3  3

/
л 71 4  c o s —

.VЛ
+  / s i n  —

4 4 j j

, л  . . л
^  c o s -------- 1- / s i n  —

;  1 1 5  1 5

10

e)
r

Л  . . Л
cos—  + /sm —  

22 22,v ■ J

7. Используя формулуМуавра, внразитьчерез cosy и siny 

a) cos3y; б) sin3y; в) cos4y; г) sin4y

86



8. Вьтолнитьдействия:

a)

б)

(1 + i f  (V2 -/') 

( 1 - / )  (1 + V2 ,-)4

0 - 0 “ и + /)3

e)
(1+ 0 I:

( , - 0 ' ° - ( i + 0
.\l<)

0  + 0 4 ’

9. Извлечь квадратньи”! корень из a  , если:

а) a  = 2 I cos-j + i - s i n j  |;

6) a
1 Л  . 71

cos —+ / sin —

Я  Я
e) a  = cos — +1 sin— • 

’ 4 4 ’
Зя . . я

г) a  = cos —  + / ■ sin —
2 4

10. Найти корни третьей и четвертой степени из числа a  , если

a  = 8
2л . 2л

cos-----1- / • sin —
v 3 3

11. Найти все значения х, удовлетворяюшие равенству 

.vf’ =3 (cos2y + i • sin 2у)

12. Найти все значеиия х, удовлетворяюшиеравенству:

а) х2 + 4ix + 8 = 0; 6) х2 -  6ix + 18 = 0 ; в) х2 -  8ix +12 = 0.

13. Найти все значсния комплексного числа a  , удовлетворяюшие 
равенству:

а) 8a3 -2 7  = 0 ; I б) a '+ 2 4 3  = 0; I e) a 4 -  12a2 +11 = 0

УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Вмчнслить:

0 - 2 0 1 .а) (3 + 4/) ( 2 - 5 / ) +  (3 -4 /)  (2 + 5/); в)

б ) (1 + 3/)' - ( 4  + /°);
1 + 3/

г) 5 - 7 /  + 8/2 - 9 /3 + iA

2. Записать a  в алгебраической форме:

а) a :
' i - Т з Г

3/ б) a  =
12-13/ (1 + 2/ )2 
8 + 6/ / + 3
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3. Используятригонометрическуюформузаписи числа, пронзвестп 
действия:

о) (1 + /)'°

'>/з+1Л'
б) l - i

в) ( 1 - / )4(-2ч/з + 2/)3 

2л/з -  2/
’) ( -(-1 + /) [yfl +yj6 /)

4. Ньйти комплексное число а ,  удовлетворяютее равенсгву
(/ + а )  (1 -2 /)  + (1 + /а) (3 + 4/) = 2+ 4/ и записать его в алгебра- 
ической и тригонометрической формах.

5. Найти действительнью и мнимме части комплексншх чисел:

a) a (2 + /)2 , 
3 - 4 /  ’

в) a  =
_ / V

1 + /

6) 3/“ ;
2/

6. Вьтолнитьдействия:
2 + 5/ 2 -5 /

^  2 - 5 / + 2 + 5 / ’

6 -8 / 1 — 2/

3 + 2/ ,7
г) a  = --------- 1

’ 1 + 4/

в) (2 — 3/)3 - ( 2  + 3/)3

г) (4 + 3/)(2 + З/)2
6 + 8/

7. Установить, при каких действительнмх значениях .y и уравнь! 
следуюшис комплекснью числа:

ci) a, = .V2 + x_v/ -  5 + / и a ,  = х/ -  у 2 + y i ;

б) a, = х 2- 3 ( 1 + /) -5 х / и a 2 =>•(! — /).

8. Установить, при каких действительнмх значениях х и у  являются 
сопряжённмми следуюшие комплекснью числа:

а) a , = 2 x 2- 2 /  + l и a , =2>’ + 2х2/ + 3 - / ;

б) a 1=( x  + /)‘ - ^ 2 и a ,  = 1 0 -2 j’/ - 2 /
9. Изобразить на координатной плоскости множество точек, для ко- 

Topbix вьшолняются условия:
а) - 2 < R c ( a ) < 3 ;  в) |ot| < 3 ; d) 1 < |a + 2| <3,5 .

б) - 2 < I m ( a ) < 2 ;  г) | a + / | >2;



10. Вьшолнитьумножеиие:

а) ( 2 - 2 / ) - 2 \ / 3 ( cos 70+ /sin70°);

/  /
б)

K
—  + / sin 

6 1 6
C O S

V v

11. Вьшолнить деление:

£  . ( Л - а ) .

a) 5^cosl00 '+/sinl00°j: S  1.----- 1— i
2 2

6) (6 + 6/):3(cos75° + /sin75°).

12. Возвести в степень:

а) (l-Тз/) в)

f Зтг • • 37TV°б) cos — + /sin —  г) (2 + 2/)

1 1 

T i + S l

13. Извлечь корни из комплекснмх чисел:

а) \ р Г П \

°) 7 б - б 7 з ; ;

14. Определить Z, и Z , , если:

e) ^8 + 8^3 / ;  

г) \J-256

а)
[ Z,+ 2Z2 = 1 + / 
[3Z, + /Z2 = 2 -  3/ ’

J 4/Z, -5 Z , = -4  + 14/ 

| 3Z. +2 / Z, =7  + 3i

15. Найти Z, если:

a) Z1 - ( 2  + / ) Z -1 + 7/ = 0; б) Z 2-4 /Z  + 6 ( 2 - 5/) = 0.

16. Проверитьсправедливостьравенств:

-i5+1
1 5 I

1 1
J

1

(N

i I

(N

i

= V3;

(sin 26° + / cos 154°) • (sin 27° + / cos 153°)3 
sin 17°- /co s  17°
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Г Л А В А  IV
М Н О Г О Ч Л Е Н Ь !

§  1 . С т е п е н ь  с и а т у р а л ь н ь ш  п о к а за т е л е м

В этон главе и далее мм будем рассматривать только депствн- 
тельнью числа. Напомним необходимме определения.

О п р е д е л е н и е  1. Степенью числа а с натуральньш показа- 
телем п, назьтается произведение п множителей, каждьш пз кото- 
pbix равен a

По определению степени:

a = а, сГ =а-а,  a1 = a ■ a ■ a,

Вообше, a" = a ■ a ■ ■ ■ a .
II p«n

Сформулируем ocuoBHbie свойства степени c натуральнь!м пока- 
зателем.

1) Для любого числа а и произвольнмх натуральншх чисел т\\п
т п т > па а = о

т. е. при умножении степеней с одинаковьши основаниями. оспова- 
ние оставляютпрежним, а показатели степеней складьтают.

П р и м е р  1. х ’ Xs = х3''5 = xs ; у 2 y U) = у  >|0 = у  i:; a2 a■ ал = 
= а 2" 5*4 = а и

2) Для любого числа a /  0 и произвольнмх натуральнмх чисел ni 
и п, т>п

a a ” = a'" ~" ,
т. е. при делении степеней с одинаковь1Ми основаниями, основапие 
остается прежним, а из показателя степени делимого вмчитают по- 
казатель степени делителя.

П р и м е р 2 .  с*: с6 = c*~f' = с2 d 9 d f' = d i

3) Так как а" : а"= 1, то полагают, что <r/° = 1 при а ф 0

4) Для любих av\bu  произвольного натурального числа и
(a-b)" = а”- b",

т. е. при возведении произведения чнселви-юстепеньумножают- 
ся /г-е степени каждого изсомножителей.
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П р и м e p 3. (2.vv)5 = 2 \\'5 v5 = 32-v5 v5
5) Для любмх a и b * 0 и произвольного нагурального числа т

6) Для любого числа а и произвольнмх натуральнмх чисел т и п

т. е. при возведении степени в другую степенъ основание остается 
прежним, а показатели степеней умножаются.

О п р  е д с л с н и е  2.При аФ 0 и т— натуральноечисло, положим

Определения 1 и 2 позволяют определить степень числа а ф 0 с 
любьш цельш показателем.

Все свойства степени с натуральньш показателем справедливь! и 
для степени с любьш целим показателем. А именно, для любмх 
а * 0, b * 0 и любих цель1х т и п имеют место равенства:

тa ) a
b ) b'"

П р и м е р  4. (/;5У = 653 = b ]S

О т пa a = сг 4) (a b)m = a m-bm\

2) a : a = a

1. Дать определсние стспсии числа с натуральннм ноказателсм.
2. Какой знак имесг:

a) стспснь положительного числа с цслшм показателем;
б) стспень огрицатсльного числа с чстньш показателем;
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в) стспень отрицательного числа с нечетньш показателсм'.’
Привести соответствуюшие примсрм.

3. Сравнить квадрат произвольного числа с числом 0.
4. Сформулировать правила умножения п деления стспеней с одинаковм- 

ми основаниями.
5. Сформулпровать правила возведения в степснь произведенпя чисел п 

возвсдения степсни в стспень.
6. Дать опредслснис стенени числа с очрицагельншм цслмм покачателсм.

У  п р  а  ж  ii е ii н я

1. Представить в виде степени произведение:

а) c V ;  e) jcV ; <*) ь ь2ь3; ж) (-6  )3(-6 / ’(-6  )ч

б) а2аь \ г) 5554 1 е) х>х4х6i
2. Представить в виде степени частное:

а) х8:х4; в) с7 :с2; д) 2|4:27; ж) (-0 ,5 ) '5 : (-0 ,5)7

б) г) а*:а*; е) (0,2)'° :(0,2)6

3. Используя правила умножения и деления степеней, упростить вьь
ражение:

Н 7 . <r\ 7 s _\ 15 5 _\ ..............V . X Xa ) х3- х8 :х7; б) х7 :х5:х в) x ^ i x 5 х г)

4. Найтизначениевмраження:

10l5 108 (0,2)н(0,2)2 516 З16 12
l9 ’ 2’ (0,2)4(0,2)3 ’ К’ ¥ И Г'2('-35-4'

Г  37-27 1 2 5

б) 7 7s ; <Э) з) ^  ;

(-3)S(-3)3 272-9a З5 ■ 1 Г° 344 -З"1
e) (_з)7 ’ 81- ^  33'" ’ 173 -65 ’

5. Возвести в степенъ произведение:

а) (fl'i)*  в) (2ос)4 д) ( -2 a )3; ж') (-3xv)

( l  V
б) (a tz )5 г) - x z  е) (-0 ,4с)2 з)—  abc

3
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6. Указать ошибки в следуюших преобразованиях:

d) 5 -5 - 5 = З5; е) 23 + 27 = 2|П;

б) (-3 )2 =- 3- 3  = 9;  ж) 23I,:2IH= 2 3;

«) 0° =1;  (2x)3=2.v3;

г) 23 -27 = 2 21; ») (а3)2 = ° 9

д) 23-27 =4' °;  ^  М М " 4)" = (" 6) ' = " 3'
7. Записать без степеней с отрицательньш показателем:

л) fa + 6 / 1 в) 5а~3с 4; д) а~2Ьгс~*;

6)(Cv->^)-2 г) 4x-*v-3 е) alb~2e~5

8. Возвести в степень:

а) (а2) 4 в) (b'2J

б) (х-)-2 г) (с>У

9. Вьшолнитьдействия:

д) (^У 3)

е) ( * У )

ж) (За2)

з) (4о 3)

f * V3 a
a)

10. Упростить:

б) -4
\У j

e)
r 2S  ҳ
v3ь- у г)

1 -э - V -3.V у

а) + b-} ) - (a-2 - b 2)~' - ( a 2 - а ' 1 -b~' + b 1)

б) {a 2b -  a b 2) ■ (« 2 + a~'b~' + b~~)

e)
( ia b  5 ( a  3 +  Й "3 j

11. Вьшислитьзначение вьфажения:

г)
[ab1- a 1b} (a 'b + ab 3)

(*J - « " Г



§ 2. О д н о ч л ен ь ! и  м н о го ч л ен ь !

1. О дночленьь В курсе средней школм изучаются различние 
вьфажения (числовью и буквеннью), образованнью из чисел и букв с 
помо1дью арифметических действий. В этом параграфе указмвают- 
ся некоторме классь1 таких вьфажений.

О п р е д е л е н и е  1. Любоечисло,буква,произведение или част- 
ное, состояшее из числового множителя (коэффициента) и однон или 
нескольких букв, взятая каждая с соответствуюидим показателем сте- 
пени назнвается одночленом.

a
П р и м е р  1. -5a2bc} , 0,17.vv, хъ, -а , - 1 ,  23, Т ~ — одночлень].bc
Если одночлен представлен в виде произведения числового мно- 

жителя, стояш.его в начале вьфажения, и степеней различнмх букв, 
то такой вид одночлена назмвают стаидартиьш видом.

П р и м е р 2. Представить одночлен 3аъ (-2 ) ■ alr в стандарт- 
ном виде.

Воспользовавшись свойствами умножения, получим одпочлсп 
-6  a4b2, записанпьш в стандартном виде.

О п р е д е л е н и е  2. Степенью одиочлена назьшается сумма 
показателей степеней входяш,их в него букв. Если одночлен не содер- 
жит букв (т. е., является числом), то его степень считают равной нулю.

П р и м е р  3. Водночлене 8а}х2у 4 суммапоказателейстепеией 
Rcex 6уквравна9. Поэтомустепеньодночлена 8o3.v2v4 естьчисло 9.

При умножении одночленов и возведении одночлена в степень 
используются правила умножения степеней с одинаковььмм осиова- 
ниями и возведения степени в степень.

П р и м е р 4.
а) Умножить одночлень! -5 crbc и 4crb1
Имеем -5a2bc -4a2b4 = -20a4b*c ;
б) Возвести в третью степень одночлен -2 a2b .
Имеем [~2a2b} = (-2 )3-(о2) -b} = - 8a('bi
2. М ногочленьь
Рассмотрим вьфажение 5.vy2 -  Ixy -  6х + 4 ^ - 2  Оно представ- 

ляет собой сумму одночленов 5ҳу2, - I x y , - 6х, 4у, -2.  Такое вьфа- 
жение назьшают многочленом.
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О п р е д е л е н и е  3 .Мпогочленомназьтаетсялюбаясуммаод- 
ночленов.

Если в многочлене два или более одночлена имеют одну и ту же 
буквенную часть, то такие одночленн назьтают подобньши.

Если многочлен не содержит подобнмх членов, и каждьш член 
многочлена является одночлеиом стандартного вида, то такие мно- 
гочленн назмваютмиогочленами стачдартиого вида.

О п р е д е л е н н е  4. Два многочлена назьтаются равними, 
если они имеютодинаковьш стандартпъш вид.

Степеиью многочлепа стапдартпого вида назьшают наиболь- 
шую из степеней входяших в него одночленов.

Например, степень многочлена lc rb  + 5be + lab  равна 3.
Многочлен Р(х)  вида а0хл+ a tx"~'+ а,х"'+■■■ + аи, где 

С 7 „ ап —  числовьюкоэффициенть!, назьтаетсямногочленом 
одной переменпой /?-го порядка. Например, при /7 = 1 получим двух- 
член первой степени а0х + at , а при /7 = 2 получим квадратньш трех- 
члси аих2 +arx + a2

Мпогочлен Р[х,у,- ■ •, z ) , состояший из буквеннь!х вьфажеиий, пе 
мепяюшийся при любой взаимной замене одних букв другими, назьь 
вается симметрическим мпогочлепом. Например, многочлень1 

.v"1 v: + .V2 v4 1 -т>’ + x z +  yz  являются симметрическими.
Легко проверить, что если в вьфажении x - y - z  заменитьх , у , z 

соответственнона ( v + /), [y + t), (z + /) и произвестиумножение, 
то получится новое вьфажение, в котором коэффициентм при степе- 
нях t являются симметрмческими многочленами. Например, для 
двух множителей имеем (t + .v)(/ + _у) = r  +(.r + y ) t  + xy

Здесь коэффициенть] x + y v \x y  при степенях /являются симмет- 
рическими многочленами. Такие многочленм назьшаются основньь 
ми симметрическими многочленами. Будем обозначать их через
а, = х + v и а 2 = ху.

Дпя трех множителей основньши симметрическими многочлена- 
ми являются: a^=x + y + z ,  а , = x y + x z  + yz и a 3 = xyz Более 
того, мпогочлень1 вида a, = х + у  +... + z , a 2 = х2 + у 1 +... + z2, 
a A = xk + y k +... + zk также являются симметрическими многочле- 
нами. Для симметрических многочленов справедливь1 следуюшие 
теоремь!.
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Т е о р е м а  1. Произвольную сумму вида Sk = хк + у к можно 
вьфазить через а, = х + у н а 2 = х у .

Д о к а з а т е л ь с т в о  Д ействительно, при к = J имеем
5, = х + у  = а , , a при к = 2 получим S2 = х2 + у 2 = |.v + i )' -  2ху -  

= a 2i -  2а, • Пусть теорема верна для S„_, и Sa. Покажем ее спра- 

ведливость для S„+l:

Sn + ] = х" *1 + v" + ' =(x" +у")(х + у ) -х " у -х у "  =

= (*" + / ' ) ( *  + v)-.vv(x"_l + / ,“') = S„a1 a ,

Такимобразом, Sn + l можновьфазитьчерез Sn и Sn_{ Носоглас- 
нонашемупредположению,теоремасправедливадля Sn и ^„^.П о- 
этому она справедлива и для S,I+I

Т е о р е м а  2 .Любойсимметрическиймногочлен P(x.y.... .z) 
может бмть вьфажен через комбинацию основнмх симметрических 
многочленов от этих же переменнмх.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим симметрический многочлен 
Р(х ,у ) ,  содержаший слагаемое ах"'ук. Если т = к, то это слагаемое 
можно представить в виде а (.vy f  или в виде a a /  • Если же к > т, то 
в силу симметричности, данньш многочлен содержит слагаемое вида 
ахк ў" и поэтому ахку т + ах"ук = а {х у )т + у к~"' j = a a2"'Sk_m

Согласно теореме 1 сумма Sk_m вьфажается через a, и a ,  По- 
этому симметрический многочлен Р^х, v) также вьфажается через
a, и a 2.

Аналогичньш образом доказьшается справедливость теоремь1 для 
многочлена от большего числа переменнмх.

П р и м е р 5. Вьфазить p{^x,y) = x3 + у 3 + xyr + ух2 через основ- 

нме симметрические многочленн a, и a 2.

Р е ш е н и е / >̂ .v,^) = (.r + ^ )3-3 .\j'(x  + >’) + .v)'(x+v) = 

= [х + y f  -  2ху(х + у)  = a ,3 - 2 a , a ,  = a , ( a ,  - 2 a , ) .

Многочлен P(x,y,--- ,z) назьшаютоднородньш, если входяшие 

в него одночленм имеют одинаковую степень. Например, многочлен 

Р(ху) = Ъх1у 2 + х2y i является однородньш.
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3. Д ействия над м ногочленами. Для сложения двух мпого- 
членов составляют их сумму, затем раскрьшают скобки и при- 
водят подобпьге члепи.

П р и м е р 6. Сложим многочлень! 4х2 + 6 х - 7  и -2х2 -  5х + 9. 
Имеем:
(4х2 + 6х -  7) + (-2.v: -  5.v + 9) = 4х2 + 6х -  7 -  2х2 -  5х + 9 = 2хг + х + 2.

Для вшчитаиия devx многочлепов составляют их разность, 
раскрмвают скобки и приводят подобние члепн.

П р и м е р 7 Найдем разность многочленов х} + 6х2 - З х  + 7 и 
А-’ + 4.v + 5 

Имеем:
(.v3 + 6.y: - Зл' + 7 ) - (д' + 4.v + 5) = л'3 + 6л'2 - 3.v+ 7 - х' - 4х- 5 - 6х2 -  7х + 2.

Таким образом, при сложении и вичитании многочленов снова 
получается многочлен.

Для умпожения одпочлепа ча многочлен нужно умножить 
omom одпочлви па каждмй член миогочлепа и получетше произ- 
ведепия сложить.

П р и м е р 8. Умножим одночлен -2 а2 на многочлен 3аъ -  2а + 3 . 
Имеем -2 а 2 ^Зal — 2а + 3) = -6 аь + 41 -  6a2

Дляумножениямиогочлеиа иамчогочлеи пужно каждьш члеи 
одиого мпогочлепа умиожить на каждьш член другого много- 
члепа ii полученише произведения сложить.

П р и м е р 9. Умножим многочлен Зх2 + ху -  у 2 на многочлен 
Ъ х-у  Имеем:
(Здг + \ у -  v2 У(Зх-у)  ~ 9х' + 3.v2у - 3.rv2 - Зх2у - ху2 + ў  = 9х} - 4 ху2 + у } 

Действия сложения, вмчитания и умножения многочленов обла- 
дают ociioeiibiMii свойствами арифметических действий.

Пусть Р(х) и D(x) —  два многочлена, причем степень многочле- 
на Р(х) не меньше степени многочлена D(x).

Если сушествует многочлен Q(x) такой, что справедливо равенство 
P ( a - )  =  Z ) ( x ) 2 ( x ) ,  ( 1 )

то говорят, что многочлен Р(х) делится (или нацело делится) на мно- 
гочлен D(x). При этом Р(х) назьшается делимьш, D(x) —  делите- 
лем, а Q(x) — частньш.
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Если такой многочлен Q(x) не сушествует, то говорят, что много- 
член Р(х) не делится на многочлен D(x), и тогдарассматривают де- 
ление с остатком.

Пусть многочлен D(x) —  степени не ниже первой.
О п р е д е л е н и е  5. Разделить многочлен Р(х) на многочлен 

D(x) с остатком означает представить многочлен Р(х) в виде:
^ ) = о д - е ( х ) + л ( л ),  (2)

где Q(x) и R(x) —  многочлени, причем степень многочлена R(x) 
меньше степени D(x).

В равенстве (2) Р(х) назьшается делимьш, D(x) — делитслем, 
Q(x) — частньш и R(x) — остатком. В частности, если R(x) =0, то 
получим формулу (1), т. е. Р(х) делится на D(x).

Справедлива следуюшая теорема, которую приведем без доказа- 
тельства.

Т е о р е м a 3. Для любнх двух многочленов Р(х) и D(x) (степснь 
Р(х) не меньше степени D(x)) всегда можно найти и притом одиознач- 
но многочлень1 Q(x) и R(x), для котормх справедливо равенство (2).

На пракгике для деления многочленов обь1чно применяется прави- 
ло "деление углом". С этой целью многочленм располагают по убьша- 
юшим степенямх и находятстарший член частного Q(x) из условпя, 
что при умножении его на старший член делителя D(x) получаегся 
старший член делимого Р(х). Затем найденньш член частного умно- 
жают на делитель и вичитают полученное произведение из делимого. 
С полученной разностью поступают аналогично— старший член раз- 
ности делят на старший член делителя D(x) и т. д. Процесс продолжа- 
ется до тех пор, пока степень новой разности не окажется меньше 
степени делителя. Эта последняя разность и будет остатком R(x).

П р и м е р 10. Разделитьмногочлен Р(х) = х4 + 2х + х2 + .v3 +1 на 
многочлен £>(*) = 1 + х2

Р е ш е н и е . Для вьшолнения деления применим правило "деле- 
ние углом". Прежде всего, расположим Р(х) и Z)(x) no убьшаюшим 
степенямх. Вьжладки производятся следуюидим образом:

х4 + х3 + х2 + 2х +1 х2 +1
4х -i-x- х2 + X

х3 + 2х +1

х3 +х
x  +  l
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Отсюда следуег, что 0(.v) = х : + .v 7?(.t) = .r +1 Следователь- 

но, -v4 + .v1 + x2 + 2x + 1 = (л': + l)(x2 + x) + x + 1.
Делениемногочлена Р(х) = а„х" + аухп~' + ... + <з„_|х + а„ (я0 *0 ) 

na двухчленх - с  можно производитьтакжепоследуюхдейсхеме, 
назьшаемой схемой Горнера.

Пусть Р (х) = ( л - с )  2 (л ) + Л , где Q(x ) = b0x"~' + btx” ~2 +...+ 
+b„_2x + Ьп_1 — частное, a R —  остаток (некоторое число) при де- 
лении многочлена Р(х) на двухчлен х — с. Схема деления такова:

С,п an I aa c

bif b { b ,cii 2 b cn I

bn b l K b , n - 1 b = Rn

Здесь коэффициен™ bk= cbk__ + ак ( к = 1, 2, п), ba = aQ, т. е. 
коэффициент bk частного Q(х) получается умножением предьшуше- 
го коэффициента bk _ на с и прибавлением соответствуюшего коэф- 
фициента ак многочлена Р(х).

П р и м е р 11. Разделить Р(х) = 2х3 -  х + 3 на х + 1.
Р е ш е н и е Имеем х + 1 = х -  (-1 ). Составим схему Горнера:

2 0 -1 3 -1
-2 2 -1

2 -2 1 2 = R

Искомое частное Q(x) = 2х2 -  2х + 1, а остаток R = 2. Следова- 

тельно, 2х} -  х + 3 = (.v + l)(2.r -  2х + 1) + 2
Следуюшая теорема позволяет найти остаток от деления Р(х) на 

х - с ,  не вьшолняя самого процесса деления.
Т е о р е м a 4 (Б е з у). Остаток от деления многочлена Р(х) на 

двухчлен х -  с равен значению многочлена Р(х) при х = с.
Д о к а з а т е л ь с т в о  Действительно, так как Р(х) = (х -  с) х 

*Q(x) + R, т ° , подставляя вм есто х число с, находим 

Р(с) = (с -  с) ■ Q{c) + R, т. е. Р(с) = R, что и требовалось доказать.
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Рассмотрим многочленм вида Р(х) = хп' + с'"
Из теоремь1 Безу вьггекает:
1. Многочлен х'" -с"' делится на двухчлен х — с прилюбом на- 

туральном т.

2. Многочлен х'" -с"  делитсяна х + с при любом четном т.

3. Многочлен л'" +с"‘ делитсяна х + с прилюбом нечетном/н. 
Докажем, папример, последнее утверждение. В самом деле, пусть

Р(х) = х"'+с"' При нечетних т имеем {-с)'“ =-с"  Отсюда 

Р(-с) = (-с)п‘ +с"' = 0. Следовательно, Р(х) делигся на .v + с.

1. Дать определение одночлена стандартного вида.
2. Как определить степень одночлена?
3. Дать определение многочлена.
4. Что такое многочлен стандартного вида?
5. Как определить степень многочлена стандартного впда’
6. Какой многочлен назьшается однородньш, симмстричсским?
7. По какому правилу складмваются и вь!читаюгся многочлень1?
8. Как умножаются два многочлена?
9. Объяснить правило "деление углом" для многочлснов.

10. Объяснить, в чем состоит схема Горнера?
11. Какиемногочлень1 назьшаютдслимь1м, делителем, частним и остатком?
12. Что можно найти с помошью теоремь! Безу и как найтн?

У п р а ж н е н и я

1. Вьшолнитьумножение:

d) Зх-5у ;  б) -7.t-5.xr2;

2. Найти произведение:

a) -9 х 2̂ 2 и 0,3.v3j  ; 

a*b2 и - а 2Ььс2!

e) 3.v2̂ ,  - х 2 и — v' 

г ) а2х^Ь2> - 0,6a2xb' и 5cib
3. Вьшолнитьумножение:

б) ab-(-7ab]y 4 a 2bi
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4. Упростить вьфажение:

в) х2у ( - х у ) ( - х у 2)-

5. Возвести в степень:

а) (Злг2) б) (-2ot462) в) (-сгбс3) г) (-<rV c)

6. Представить в виде одночлена стандартного вида:

a) (-0 .6 ш3и2) 6) ( - 2л7 3) в) ( - xyAb2) г) ( - x 2/ w )

7. Представить вьфажение в виде квадрата одночлена:

г) ЪаЬ' + 6а2Л2 -  аЬъ -  2сгЪг -  4a2b2 + 7.
10. Записать многочлен в стандартном виде:

а) 2а~х' -  ах} -  аА -  a2xs + ах3 + 2а4;

б ) 5х ■ 2у2 -  5.v • 3xv — х~у + 6.vy2

11. Найти значение многочлена:
а ) 5У’ -  3.V2 + 7 -  2xl' -  3jc6 + 4х2 при х = 10;

б) 4a2b -  ab2 -  Ъа2Ь + ab2 - a b  + b при a = 3 ,b  = 2.

d) 121 б) 0,09 / 2; e)

8. Упростить вьфажение:
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12. Расположить no убьшаюшим степеням:

а) \ l a  -Ъаъ + З а - а 3-1; б) 3 5 - c h + 5c2-c*

13. Упроститьвьфажение:

а) [а2 -0 ,45я  + 1,2) + (0,8я2 -1 ,2 о )-(1 ,6 я : -2а);

б ) (ў-  - 1,75 v -  3,2) - (0 ,3у 2 + 4) -  (2 v -  7,2); 

e) 6ху — 2х2 — (Зҳу + 4х2 + l ) - (ҳу- 2х: — 1 j;

г) - { l a b 1 -  ab + b) + 3ab2 -  Ab -{Sab -  ab1 .̂

14. Упростить вьфажение:

а) 4x(x —l ) - 2^2x2 —l); «) 5a[a2 — 3â j — 3a[a~-5 о );

б) 3m2 (w + 5и) -  2n(&m2 -  л); г) 6m2n} - n 2 [впгп + n -  l).

15. Представить вьфажение в виде многочлена стандартного вида п
указать его степень:

а) 6х ( лг - 3 ) - х ( 2 - х ) ;  в ) а х (2 х -3 а ) -х (а х  + 5а2);

б) - а 2 (За -5 )  + 4а(а2 — aj;  г) -4w2 (/г2 —»r)  + 3/r - п ~).

16. Привести по три примера на симметрические многочлень! и на 
однороднью многочлень!.

17. Преобразовать в многочлен стандартного вида:

а) ( l x 2 +3x) + (-.v + 4);

б) (b2 -b + l)-{b2 +ъ + ъ)-

e) 8л:2 + (4 ,5 -jc2)-(5 ,4 jc2- l ) ;  

г) ( l , 3 y - y 2 +4) + 0,5v2 -1 8 ,7 > -2 ,4 у 2

18. Раскрьггь скобки:

а) (25х2+10.гу + 4 /) (5 л :-2 у ) ;

б) (5 -  2а + a2 }(4а2- З я - l ) ;  

e) (7 -2а ) (4 а 2 +4а + 3);

г) ( а - 1 ) ( 2 с - 3 ) ( 4 - с 2).



19. Упростить вмражепие:

а) л- -(.v : -3.y)(.y + 3);

б) 5b3 + ( я 2 + 5 b ^ a b - b 2);

в) ( a - b ) ( a  + 2) - ( a  + b ) ( a - 2)-,

г) (,v + y)(.v -  >•) - (,v -  l ) ( x -  2).

20. Разделить многочлен P(x) на многочлен Q(x), если:

а) P(x) = x* + 4x2 + 4x + 3 , Q(x) = x2 + 3* +1;

б) P(x)= .y3 + 3.Y2 + 5.v + 4 , Q(x) = x+2 ;

e) P(x) = .vJ + 4.v2 + 5.y + 3 , Q{x) = x~ + 2x +1 ;

г) P(x) = 2x5 -  3.Y4 -  l x } + 5x2 -  3.y + 4 , Q(x) = x2 + 2x -  3 ;

d) P(x) = 8.y6 + 26.v5 -  30.v2 + 8x +10,  Q(x) = 2хъ + 8x2 -  2 ;

e) P(x) = 3*5 + 6.Y4 + 9.v3 -1  2.y2 + 20*, Q(x) = x3 + 2x;

ж) P(x) = 2.Y6 + r  -  1 O.y2 + 4x + 6 , Q(x) = x* - 2 x  + l.

21. Используя схему Горнера, разделить многочлен P(.v) на двух- 
член Q(x)\

а) Р(х) = 4х} + 3.y2 -  lx  - 30, Q(x) = x -  2;

б) Р(х) = ЪхА - 4 х 3 +5х2 + 6 х - 1 ,  Q(x) = x + 1;

в) Р(х) = 4.y4 + 6.Y1 -  4.y2 + 2.V -1, Q(x) = 2х - 1 ;

г) Р(х) = 7Xs -  8л-4 + 6.y3 -  х2 +1, Q(x) = х + 3 .

22. Найти остаток от деления многочлена Р(х) на двухчлен Q(x):

а) Р(х) = Зх3-2.y2+ 3 x - 4 ,  Q(x) = x + 2;

б) Р(х) = 2.y4 -  3.y3 + 4.y2 -  5д: + 7, Q(x) = x - 1;

в) Р(х) -  4.y5 -  5х4 + 3 r ' -  7х2 + 6, Q(x) = х -  2;

г) Р(х) = 2х' -3.Y2 +2* + 1, 6(.y) = .y + 3.
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§ 3. Ф орм ульл  с о к р а ш е н н о го  у м н о ж ен и и  
и их обобидение

Из курса средней школь! известнь1 следуюшие формулш сокра- 
тепного умножения:

(а ± b)~ = а2 ± 2ab + b", (1)

(а±Ь)~ = а } ±3a2b + 3ab~ ± b} (2)

(a + b)(a -  b) = a2 -  b~ (3)
[a + b)(ct2 - a b  + b2) = a  + b} (4)

(a - b ) [ a 2 + ab + b2) = a' -b '  (5)
B этом параграфе Mbi виведем формулу для (a  + b)", обобшаю- 

шую формулн (1) и (2), для случая произвольного натурального п.
Принахождениикоэффициентоввразложении (а + /?)4 ,(а + b j  

(a + bУ можно пользоваться таблицей, назьшаемой треугольником 
Паскаля. Эта таблица имеет следую!дий вид:

1
1 1 

1 2 1 
1 3  3 1 (/7 = 3)

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 (// = 6)

Здесь коэффициенть1 по краям таблиць! равнь! 1,а внугреннне 
коэффициенть! любой строки получаются как сумма двух соседних 
коэффициентов из предвдушей строки. Тогда, например, при /7 = 6 
получим:

(a + Ь)в = а в + 6 a*b + 15a*b2 + 20a1 b3 +15 orb1 + 6 atf + b"

Как видно из этого разложения, члень1 разложения располагаются 
по убьшаюшим показателям степени а и по возрастаюши.м моказате- 
лям степени b.

В случае, когда значение n велико, пользоваться треугольпиком 
Паскаля неуцобно. Так, например, при n = 20 необходимо последова- 
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тельно записать 19 предьшуших рядов. Поэтому, в обшем случае, уцоб- 
нее пользоваться другой формулой, назьшаемой биномом Ньютопа:

mi .. I n (n - 1) -> -.
( a + b ) = a  + na" b-\-------------- a ” ~b~+...+\ ! J 2

. И( " - 1)(Я- 2) - ( Я- ( * - 0 )  (6)н------------------------------------- a b +... + nab +b
1 2-3... k

Докажем эту формулу. Доказательство проведем методом мате- 
матической индукции. Прии=1 ил=2получаемверньюравенства:

a + b = a + b\
(a + by2 = a2 + lab  + b2.

Пусть бином Ньютона справедлив для n = т. Тогда для n = т + 1 
имеем:

(а + b)"'+' = (я + b) "' (а + b) = (а'" + ma"'~'b н-----—-—- a'"~2b2 +

т ( т  -  1 ) ( h i  -  2 ) .  . . ( т - ( к  - 1 ) )  , . .
+  .. .  +  - i -------- - --------------------- -------- ,J-am k  Ь к +... + mab"'-[ + b " ')x

1 2 ■ 3 ... - A:
f U\ m+l / i\ m l М ' (fU + 1) ni-\r2x(a + b ) - a  +(m + \)a  b-\------------- a b +...+

1-2
+ („  + ...(»■ -H -  ( t  - 1»  o„ „ , - , t . + + + 1 . .,

1 2-3... к

Следовательно, формула (6) справедлива для любого натураль- 
ного значения n.

Изформуль! (6) вьггекают следуютие следствия:
1) коэффициенть1 членов, одинаково уцаленнмх от концов разложе- 

ния, равни между собой;
2) сумма всех коэффициентов (биномиальнше коэффициенти) рав- 

на 2". Действительно, полагая в (6), что a = b=  1, получим:

, n(n-l)  n(n-  1)(и-2) ,
2" = \ + n + —----- - + —----- -------- + ... + 1-

1-2 1-2-3
3) сумма всех биномиальнмх коэффициентов, стояших на нечет- 

Hbix местах, равна сумме биномиалькмх коэффициентов, стояших на 
четннх местах.

Действительно, положим в (6), чтосг = 1, b = - l ,  получим:

о =1 _ „ + « a z l l  -  + ...+
1 2 1-2-3

Отсюда вмтекает следствие 3).
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Формупой бинома Ньютона можно пользоваться при возведенин в 
степень любого многочлена. Например,

( а  + b + с )4 = [^(я + b)  + c j  =  (я  + b f  + 4 с ( а  + h f  + 6 с 2 ( я  + b)~ + 4 с '  (а  + />) + c,J

Разложив теперь (a + b)4, (a + b ) \  (a + b)~ и, приведя подобние 
члень1, окончательно получим, что:

(a + b + c)4 =а* + 4 a b  + 6a2b2 + 4аЬ* + b4 + 4a1 с +1 la'bc  + 12 ah2c + 

+ 4 Ьг c + 6 a'c2 + 12abc2 + 6b2 c2 + 4acy + 4 bc} + cA

l?J  Bonpocbi ii задання'A'
1. По какому правилу находятся коэффициенть! втреугольнике Паскаля?
2. Указать достоинства и недостатки треугольника Паскаля?
3. Псрсчислигь свойства коэффициентов в разложении бинома Ньютона.
4. Можно ли применять бином Ньютона для любого многочлсна?

У  п  р  а  ж  i i  е н  i i  я

1. Преобразовать в многочлен:

а) {ЪаЬ-^а2)2 б) (12с4 + ^ V c )2 в) (0,2*>' + 0,5.Y2y2)2

2. Представить в виде произведения:

а) 64-a*b*\  б) \ 6b2c '2-0 ,25; в) 8 1 jcV -0 ,3 6 « :
3. Разложить на множители:

а) 49.v: -  0 ' + 8д-)2; б) (5a 3b)2 25и2, в) (~2и: + 3/;): -  4и4
4. Представить в виде суммь1 или разности кубов:

а) 125я3-6 4 6 3; б) —■ w3 + 1000 ; в) A - J + J - y *

5. Записать в виде многочлена:

а) {2а-ЪЬ)у \ б) (Зл + 26)3; в) (3x-4.v)3

6. Используя бином Ньютона, представить в виде многочлена:

а) {20 + ЪЬ)1 б) (Зх- 4у)6; e) (x + y + z)3; г) (a + b - c f

7. Найти 6-й член в разложении (5х2 + ба2)1"

8. Найти 8-й член в разложении (3a -  2)12.
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§ 4. А л г о р и г м  Е в к л и д а

В этом параграфе мм покажем, как находить наибольший обший 
делптельдвух многочленов от одной переменной.

Наибольшим обшим делителем многочленов от одной перемен- 
ной назьшается такой многочлен наибольшей степени, на которьш 
делятся без остатка заданнме многочленм. Наибольший обший де- 
литель многочленов определяется с точностью до числового множи- 
теля. Его нахождение осушествляется с помошью алгоритма Евкли- 
да. Алгоритм заключается в следуюшем. Пусть дань1 Р(х) —  мно- 
r очлен степени п и Q(x) —  многочлен степени т(т < п). Разделив 
многочлен Р(х) na Q(x), получим частное q{ (х) и остаток r, (х). Те- 
перь делитель Q(x) разделим на остаток /- (x). Тогда получим част- 
ное ( а )  и  второй остаток i\(x). Затем, разделив первьш остаток 
;; (лг) на второй остаток r2 (х), получим частное qi (х) и третий оста- 
ток rs (х). Продолжая этот процесс, получим:

P(x) = Q ( x ) q ](x) + r](x),
Q(x) = ф )  ■ q2(x) + r2(x),
>\{x) = r2( x ) q }(x) + r3(x),

>'n- i(x) = rN_](x)-qii(x) + rii(x), 

rn-i(x) = rn(x ) -q „ ](x) + ri, + l(x)

B итоге, при некотором п, последний остаток г„т| (х) станетрав- 
ньш 0. В этом случае rn (х) является наибольшим обхцим делите- 
лем многочленов Р(х) и Q(x). Если наибольшим обшим делителем 
является число, то многочлень1 Р(х) и Q(x) назьшаются взаимно про- 
cmbiMii многочлепами.

П р и м е р: Найти наибольший обший делитель многочленов 
Р(х) = х5- З х 2+ 3 x - l  и Q(x) = x2- x .

Разделим Р(х) на Q(x) no правплу "деление углом"

X1 -  Зх2 + Зх -1 •)л ' -  X
х3 -  х2 х -  2

- 2 х 2+ Зх

-2 х 2 + 2х

х -1
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Тепсрь делитель х2 -  х разделим на первьш остаток .v - 1
1х' -  х X -  1

X■ - х  X
0

Второй остаток равен 0. Значит, наибольшим обшим делителсм 
является двучлен х -1 .

1. Дать опредсление наибольшего обшего делителя многочленов?
2. Какие многочленм назьшаются взаимно простьши?
3. Описать алгоритм нахождения наибольшего обшего дслителя двух мно- 

гочленов.

У  п р а ж  ii е ii и я

1. Используя алгоритм Евклида, найти наибольший обший делитель 
многочленов:

г) х6 -  l x A + 8х3 -  lx  + 1 и Зх5 -  1х3 + Зх2 -  7

2. При каком значении а многочлен Р (х ) = 2х4 + Зх1 -  5.v: -  Ьх + a 
делшся без остатка на многочлен Q (x) = 2х2 + Зх -1  ?

3. При каких значениях а и b многочлен х* -  4х} - х 2 + a x - b  делит- 

ся без остатка на трехчлен х2 -  5х + 4 ?

Вопросм и задания

а) х5 + 2х4 -  х3 -  2х2 + х и х3 + 2х2 - 1 ;

б) х5+2х4+ х 2- х - 1  и х4 - х 3 + 4х2 - х  + 2 ;

в) х4 -  4х3 +1 и х3 -  Зх2 +1;

УПРАЖ НЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Вмчислить:



2. Вьшолнить умножение одночленов: 

а) (o,3*3y V ) ( - l ,3 . r y z 4); e)
1  ̂ 2 2 -1 —XV Z

б) —1,5/73/я4Л") ; г) 2- a ' b lc

/  V 
\ /

-  | ;

1 — ab2cl

3. Вьшолпить сложение и вьшитание многочленов:

а)
(  3 2 Л f  1— а + - b -  - а - - 6
V 2 3 V 2 3 J

( a - b );

б) (0 ,4а-1 ,46) + (2 о -6 ) - (2 ,4 о -0 ,4 6 ) ;

e) lO/?4 — Зр3 — (2р 3 — /?2) + (—5р 4 + 5 /;3);

<0 4.y2 + 4л'3 + (.v3 -  х2) -  (Зх3 + 2.t2) •
4. Вьтолнить умножение многочлена на одночлен:

а)

в) 

г)

— a2b} — — a}b* I -15<г/4/? -

,5 2 3 -|2 i t .121 — a x  -  2—ax — 12 a x 
7 5

6) - ab3 + - o 36 3 2,2 • — a o
2

Л 4 5 _ 1 23  , , 3 2- 2—x y  + 2—x y  — 11a y  
v 9 5

-I J 3 4- 2 — a x 
12

- 2 — xy 
22

5. Вьшолнить умножение многочленов:

a) I - "  + 4b a -3b

6) (0,5 -  2ш)(0,5 + 2m) ;

«) -a -  3b
yv 2

-a + ЗЛ

г) (0,3o + 0 ,4 jt)(0 ,3a-0 ,4x ); 

Э) (3 c -4 ^ )(-5 c  + 2x + 6^/); 

e) (2a -3b  + 4c) (2a-3b)

6. Представить в виде произведения:

а) бтпк2+\5т2к -1 4 п }к-35тп2; в) 5ay-3bx + a x - l 5 b y ;

б) a 2.v2 -  бд:2 + а2х -  bx + а2у - b y  ; г) 8лг + 8ху + Зх + 3 у

1. Вьшислить:
а) 135-15 + 18-135 + 15-165 + 18-165 ;
б) 14,7 13-2-14,7 + 13-5,3-2-5,3.
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8. Разложить на множители:
a) a2+3a + 2\ 6) а2- 5 а  + 6 ', в) а2 + 7<з-8; г) а2+ 9 а - \ 0 .

9. Разложить на множители:
a) х3+2х2- 3 ;  б) аъ - l a  + 6

10. Разложить на множители:
а) (a + 3b)~ -4а~ «) (За -  b)~ ~{2b + a)'

б) (2х + у ) ~ - 9 у 2; <?) ( 2 а - З Ь у -(3b-2a)~
11. Вьшислить:

ч 642 -  262
а) 38,72 -  38,6-; «) 27. _ 18: ;

51,3: - 1 1,32
б) 39,62 - 2 9 , 62; г) 113)92 _ 73;92-

12. Разложить на множители:

а) a4 -  2ai + a 2 -1 i

б )  С 8 -  С 4 -  2 с 2 -  1 ;

e) аг - b } +3b2 -3b  + \\

z) 8x3 + y3 + 6y~ +12 v + 8,

д) (a + b)(a -  b f - ( a  -  b)(a + b)'

е) (a-b)~ (a + b)~ +(a + b)~ (a -  b)'

13. Доказатъ, что + Ir + c  -  3abc , если a + b + c = 0.
14. Используя бнном Ньютона, возвести в степень:

a) ( 2 а - 3 у  б) (Здг-  v)'

15. Найти наибольший коэффициент многочлена

16. Пайти члсн разложепня (х2 + 1) , содержаший х20

17. Найти частное и остаток от деления:
а) Xs - З х 2 + 7 * - 8  н а х -  1 ;
б) х4 + 5х3 -  6х + 1 на х2 -  Зх +1;
в) 2х' -  6х4 + Зх3 -  2 на х2 -  х -  2

10 _  3/7' -16/7 + 2118. При каких натуральнмх значениях п вьфаж ение----------------
п - 3

является натуральньш числом?
,  _ _  3/7' -26/7 + 3519. При каких натуральнмх значениях п вьфажение

является целнм числом?
20. Найти а и Ъ из тождества:

1 a , b  ̂ 2
° )  (jc-5 )(jc  + 2) х - 5  -v + 2 ’ 5 ) х2- 5 х + 6
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Г Л А В А  V
А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Е  В М Р А Ж Е Н И Я

§  1 . Р а ц и о н а л ь н м е  в ь ф а ж е н и я  и д е й с тв и я  н ад  н и м и

1. А лгебраические вьф аж ен и я. Алгебраическим вмраже- 
пивм назьшается вьфажение, состояшее из букв и чисел, соединен- 
нмх знаками алгебраических действнй: сложения, вмчитания, умно- 
жения, деления, возведения в степень, извлечения корня.

Алгебраическое вьфажение, в которое входят величиньл .v, у ,• ■ ■,: 
будем запмсьшать в виде /!(.v ,vy-,z) . Предварительнодолжно бь!ть 
указапо множество, на котором рассматривается данпое алгебраи- 
ческое вьфажение, т. е. множество значений, которью могут прини- 
матьвеличмнь!— д\ >’,•••, 2 целме, действительньле или комплекс- 
Hbie и т. д.

Если специально не оговорено, в дальнейшем Mbi будем рассмат- 
ривать алгебраические вьфажения на множестве действительнмх 
чисел.

Значения величин, при которь1х в алгебраическом вьфажении 
А(х,у,■ ■■, z) вь1полнимь1 все алгебраическиедействмя, назьтаются 
допустиммми значеииями. Они образуют область допустиммх зна- 
чений (ОДЗ). Например, область допустимь!х значений в алгебраичес-

ком вьфажении — составляютпарь! .v, v е R такие, что ,v ф 0, v ф 0.

О н р е д е л с н и е  1. Равенство, верное для всех допустимшх 
значепий, входяших в него величин, назьшается тождеством и обо- 
значается символом (=).

A(x,y,--,z) = B(x,y,---,z). (1)

Например, (.v + .i’)‘ = .r +2.vv + j--: или (.v + y )(.v -у)'=х2 - у 1 являют- 
ся тождествами.

Переход от алгебраического вьфажения A(x,y,---,z) к тожде- 
ственномуалгебраическому вьфажению В(х,у,- • - ,z) назьшается тож- 
дественньш преобразовамием.

Алгебраические вьфажения разделяются на рациональнь1е и ир- 
рациональнью.

О п р е д е л е н и е  2 .Алгебраическоевьфажениеназиваетсяра- 
циональпьш отпосительпо какой-либо величшш, входяадей в это



вьфажение, если над этой величиной производятся только действия 
сложения, внчитания, умножения, деления и возведения в целую сте-

X — XV
пень. Например, а + х -  v: > —?-----г --------рациональние вмражения.

x~ -  у  + 1

О п р е д е л е н и е  3. Алгебраическое вьфажение назьтаегся 
иррациональпмм относчтельно какой-нибудь величинм, еслп оно 
содержит эту величину под знаком корня (радикала).

В этом определении подразумевается, что в иррациональиом о г- 
носительно некоторой величинь1 вьфажении эта величина остается 
под знаком корня и после возможного упрошения записи даиного b l i -  

ражения. Например, вьфажение — рациональноеотносительио 
.v, так как ifx* = £ __

Вьфажения yjx + l , y j x  + у 2 ■ yfx2 — иррациональнме относи- 
тельнох, а второе из них — рационально относительно v.

Рациональнью вьфажения разделяются на цельш и дробние.
Цельгмирациональнмми вмражениями являются многочлепш, 

рассмотреннью подробно в главе IV.
Дробпьш рациональньгм вьгражением или рациональной dpo- 

бью назьшается отношение двух многочленов:

P{x,y,---,z)

e(*,y.-,z) (2)
2. Дробнь1ерациональнм е вьфаж ения н действня над ни.ми.

Дроби вида (2) називают рационалънъти дробями. Примерамн
,v + v 3

рациональнь1х дробей служатдроби —----------- — 5---------г и т. д.
Х'—Ҳу + у  nr -  ir

В рациональной дроби допустимьши являются те значения пере- 
меннмх, при которих не обрашается в нуль знаменатель дроби.

Для рациональнмх дробей вьшолняются все свойства, сушесгву- 
юшие для обь1кновеннь1х дробей. Над рациональньши дробями про- 
изводятся такие же действия, как и для обьжновенннх дробей, т. е. 
их можно складьшать и вьлчитать, умножать и делить. Рассмотрим 
несколько примеров.

П р и м е р 1. Найти сумму —т г  + ~гггГ Г J J 4(7 Ь 6с7b
P e ш e н и e . Обшим знаменателем дробей является одночлен 

12ab* ■ Дополнительньши множителями к числителям этих дробей 
являются 3ьг и 2а1 ■
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/ лг / 5  3b'x + \0a2Имеем — — +
4 a b  6cibA 12 a}b4

П р и м е р  2. Найтиразность —г
a + 3 b - 3

a' + ab ab + b2
P e ш e h  и e . Обшим знаменателем дробей служит вмражение 

(a + b)ab. Дополнительнме множители к числителям этих дробей соот-

а + 3 b - 3
ветственно равнм b и а. П оэтому ------ ;----- ;— гт =к J а + ab ab + b'

Ь// a + 3 _ a/  b -Ъ _ ab + 3b-ab + 3a 3 (a + b) 3 
a{a + b) b(a + b) ab(a + b) ab(a + b) ab

При сложении нескольких рациональнмх дробей обший знамена- 
тель находят следуюшим образом: разлагают все знаменатели на 
множители (если это можно), вмбирают любой знаменатель и умно- 
жают его на недостаюшие множители из остальньгх знаменателей.

1 1 а г
П р и м е р  3. Найти сумму ——— + т;— + —г;— ГГ 

ғ  ғ  J J 2b-2a 2b + 2a сгЬ-Ь1
Р е ш е н и е  Разложим знаменатели на множители: 2(b -a ) ,  

2(b + a), b(a — b)(a + b). Возьмем, например, первьш знаменатель
2( b - a ) . Умножим его на (b + a) из второго знаменателя и на -b  из 
третьего  знаменателя.  Получим обш ий знаменатель вида 
2(b -  a)(b + a ) ( - b ) . Поэтому

«+*)(-/’)/_  (Ь-а)(-Ьу
1 1 a- /  1-ч----------+

2b-2a 2b + 2a a2b - b 3 2 (b-a)  2 (b + a)

^"2 - a b - b 2+ab- b2+2a2 -2b2 + 2a1a
(b - a)(a + b)(-b) 2(b-a)(b + a)(-b) - 2 (b-a)(b + a)b 

- 2 (b2- a 2) _ \

- 2b[b2- a 2) b

Умножение, деление и возведение в степень дробей производит- 
ся по тем же правилам, что и для обьишовеннмх дробей:

A C  AC ( A T  Ат п л
а) e) UJ в*°-

®  г) ( л " ) " = Г "

8 — Э. М. Сайдаматов и др. 113



1. Дать определение алгебраического вьфажсния.
2. Что такое область допустиммх значений псременнмх всличин?
3. Назвать видьг алгебраических вьфажений.
4. Назвать видн рациональншх вьфажсний.
5. Сформулировать правило нахождения обшего знаменателя нссколь- 

ких рациональних дробей.

\*)\ Bonpocbi и задания

У  п р а  ж  i i  е ii и я

1. Найти область допустиммх значений:

X VЗх -  2у
х{х + у ) ’ г) ^ 4 + 7 7 г  ж) 4 - З х: + ( х + уУ

3r Зх
б) д) 2х + 3 у -

в  ̂ X1 _ 4 V ’ 6  ̂ х3+ у } 2х + 2у '

2. Сократитьдроби:

15а2 - 9 b х2 ~ Зтх + Зх -  9т b~ + 3b
а ) ^  ; e) , , , , ,  , n„  ; д) тг

2х+ v 3 v

\Sab-3Qa1 ’ .v'+3/hly + 3.y + 9/77 ’ b" + 2 А - 3 ’

2m2 +4mn &ab + 2 a - \ 2 b - 3  4x2-9y~
^  4nm + 8n2 ’ ^  4 a b - 2 a - 6 b  + 3 ’ ^  4.v" i I2xv ^9у

3. Вьшолнить действие:

a2 6a -  9 a2 +4 4a
-j -j ’ *■) T ’a - 3 a — 3 2 - 0  2 - a

^  ° 2_______ 4  ̂ 4a2 +4a \
6) h(n-->\ h ( n - 7 \ ’ г) 1 , +:b ( a - 2) b ( a - 2 ) ’ ; i + 2o l + 2o

4. Упростить вмражение:

Ч 2 1 s a a2
a ) «)л - 9  1 + 3 ’ a - b  a -b"

5 3 * д-2
^  6w + 6 2w + 2 ’ 3 Зд: + 3y
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5. Упростить вьфажение:

ч а'~ - a b  + b2 a2+ab + b2 .a)  н------------------- ,
a - b  a + b

^  a2 + ab + b2 a2 - a b  + b2
^ ---------1---------------- r— ;a + b  a - b

6 . Вьтолнитьдействие:

а) m ~ n 2p + 2q ; 
p + q 3m -  3n

/77/7 -  n2 3q + 3 p
б)' pq + p n -  mn

x +1 X' + 3 2x-3
e ) -------------- ;------1- ------- ;

2 x - 2  2 x - - 2  jc + i

1 1 x x2+4
<?)-------1--------1------ - h— \----- .
’ x - 2  x + 2 4 - x  2jc3 - 8jc

ч a2 - b 2 a - b
®) ------------------ 2 ’x + y  x - y

X x2 + 2 xy + y 2 x + y 
a2 - b 2 a + b

7. Упростить вьфажение:

а) —

б)

a2- 9 b 2 c2- \ 6 d 2
c2 + 8cd + 16d 2 3 b - a

4 a2 12 аъ 2a2
2 a - b  4a2- b 2 6a2 -3ab  ’

8 . Упростить вьфажение:

a)
a2- b 2 a1 - b 1
a - b  a2 - b 2

6) -
X v ( x - y ) 2

4 4X - yX + y-
9. Упростить вьфажение:

а)

б) 

e)

1 + a + b 
a - b

/
2 - H -

J \  a + b

1- a + 3b 
2 a

1 1

a + 3b a - 3 b

^8 a2 + 2 a

a2 -  b2 + a + b 3a + 3b
6) x 2 - y 2 + x - y  ' 2 x - 2 y  ’

x2- x  x2+2x + l 3 x - 3
г) 2x + 2 x + 4x x2- \ 6

e)

г)

f l a - 3 b  2 а - 1Ьл 
2 a + 2b

4 ab
2cC -  3b2

\
1 --

1 -  a

2 \
1- 3 a 

1 - a

2a+ \
8a' - 1  4a2 + 2a +1

1 +
2 a + 1 4 a +10a

2 a 4 a2 + 2 a



§ 2. Степень с рациональньш  показателем

1. Арифметический корень. Пусть п —  натуральное число, 
п > 2 ■

О п р е д е л е н и е  1 . Корнем n-oii ствпвни из числа а назьша- 
ется число b, п-я степень которого равна a(h" =а)-

П р и м е р 1. Числа 2 и -2  являются корнями второй степени из 
числа 4, так как 22 = 4 и (-2 ) 2 = 4 Число -4  является корнем тре- 
тьей степени из числа -64.

О п р е д е л е н и е  2. Арифметическим корнем п -ой cmenemi 
из неотрицательного числаа назьшается неотрицательное число b , 
для которого b"= a.

Арифметический корень п-ой степени из числа а обозначается 
через 4 а  ■ Из определения следует, что ( ^ )  = а

П р и м  ер 2 . ^625 = 5 ,так к ак 5 4=625; = л/4 = 2
Значение арифметического корня не изменится, если показатель 

степени корня умножить на любое натуральное число т и одновре- 
менно подкоренное вьфажение возвести в степень с тем же показа- 
телем т, т. е.

^  = '"4^' ( а > 0 ) ( 1)
Равенство (1) является основньш свойством корня. Справедливь1 

также следуюшие свойства корней:

4 ^ - 4 b = 4 r t >  { a > Q , b > 0 )  (2 )

4~а Га
4 b ~ U  (a ^ ° ' b > 0 )- (3)

'фЦа = '"yfa ( ^ > 0 ,  т, п —  натуральнмечисла, т >2, /i> 2 )  (4)

З а м е ч а н и е  1. Для нечетньж значений п > 1 корень п-ой сте- 
пени из отрицательного числа обозначают в виде 4 - cj, а >  0. При- 
чем его можно вмразить через арифметический корень той же сте- 
пени по следую ш ей формуле = Н априм ер.
V-8  = —ч/8 = -2

2. Преобразование радикалов. Часто корни назьтаюг ради- 
калами. Далее рассмотрим преобразование радикалов.

а) Вьшесениемножителейзазнак корня. Если подкоренное bw- 
ражение можно разложить на степени (множители), показатели кото-
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pbix кратнь1 показателю степени корня, то такие множители могут 
бь1ть вьшесень! за змак корня. Например,

\fiF = sjb* ь = yfb* ■ Гь = ь2 ■ sfb >
= ijs.x1 X1 = 2x-tfx2 

б) Введечие миожителей под знак кория. Всегда можно ввес- 
ти под знак корня множители, стояшие перед ним. Для этого доста- 
точно возвести эти множители в степень, показатель которой равен 
показателю степени корня, а затем записать полученнне вмражения 
под знаком корня. Например,

b j b  =  y j ( b ) 2 - b  = y f F ~ b  = y f i f

3. v• i f x *  = y j ( 3 x ) A -jc'1 = \ l & l x 4 ■ x3 = \ J s \ x 1

e) Освобождепие подкоренного виражения om знаменателя.
I 2

Пусть необходимо освободиться отзнаменателя в вмражении л-— 7
V 3 а х

Для этого умножим числитель и знаменатель дроби на 9а 2 х . Имеем

I Зах2 V Зах2 -9a2х ^3*а*х} 3ах

Полученное подкоренное вмражение уже не содержит знаменателя. 
З а м е ч а н и е  2 .Приизвлечениикорняизалгебраическойсум- 

Mbi нельзя извлекать корни из каждого слагаемого по отдельности.

Так,например, у/9 +16 = >/25 = 5 ,тогдакак V9 + Vl6 = 3 + 4 = 7 
г) Подобпъхерадикальи Радикалм (корни), у котормх одинаковм 

показатели степеней и равнм подкореннме вьфажения, назьшаются

подобньш и радикалами. Например, радикалм 4а 2 • l ]x2y 2 и

5b~ ■ tfx-y- подобнм. Дпя того чтобь! определить, подобнм ли между 
собой даннме радикаль1, необходимо предварительно упростить их.

П р и м е р 3. Радикаль1 ф  6 ax’ и ^256 а2у '2 подобнм, так как 

после упрошения они имеют вид соответственно 2х \[2а и

2 v: • %]4а2 = 2у '  • у/2~а , т. е. имеют равнью подкореннь!е вмражения и
одинаковью показатели степеней у радикалов.
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3. Степень с рациональньш показателем. В предьвдуших 
пунктах Mbi видели, что при извлечении корня из степени данного числа 
делят показатель этой степени на показатель степени корня, если 
деление вьшолняется нацело. Например,

6   ____  21
. зy f 7  = J ( a rr = a 3 = a~1, №  = ф Ў Ў  = х*=.х>

Теперь распространим это правило и на случай, когда показатель 
степени числа не делится нацело на показатель степени корня. Пусть 
a > 0 , m  —  целое, п — натуральное число (п > 1). По определению

положим a " = yfa™ (при т < 0  считаем, что a > 0 ).
~  тТак как рациональное число r — это число вида —, где т — це

п
лое, п —  натуральное число, то из формуль! а » = Ца™ получаем,

т ^
что ar =а" -  yja"' Такимобразом, определена степень неотрица- 
тельного числа с рациональньш показателем r.

Свойство (1) можно теперь записать в виде
m

а~' =а"р = "Р4 а"'р 'Р —  натуральное число. (5)

Основьшаясь на этом свойстве, ми можем преобразовьшать дроб- 
ньш показатель степени по тем же правилам, что и для обьжновен- 
ной дроби. Именно:

1) при умножении степеней с одипаковими основаниями ах 
показатели складиваются:

(6 )ц • м — u — u

Например,

Действительно, представим степени с дробньши показателями в 
виде радикалов и произведем умножение по правилу умножения ра- 
дикалов. Тогдаимеем:

р_ Ш f) l/l If -Г ,

= a” *~l =a  ,?i/

4 i 4 22— — +— —
-a5= a3 5 = я ь

т  7 3/ 2 5/ 4 15/ 10 15/ 12 15/ 22 isa 3 a 5 = vfl "Vtf = \ a  \la = i l a  =a'-
2) При делении степеией c одинаковъши осиованиями из no- 

казателя степени делимого въшитают показатель cmeneuu де- 
лителя: т £. H-R. т-»р



3) При возведетт cmenenu в степеиь показатели степеней 
умчожаются* n

Отметим еше два свойства степеней с рациональньши показате- 
лями:

4) Пусть 0 < a < b и r —  рациональное чнсло. Тогда а' < Ъг 
если r > 0  ; а' > b' если r < 0

5) Пусть r, s —  рациональние числа и r > s. Тогда а' > a , если 
a > 1 ; a < as , если 0 < a < 1.

1. Дать опредслснис корня /;-й степсни из числа а.
2. Дать опрсделснис арифмстического корня /7-й степени из числа а.
3. Сформулировать свойства корнсй.
4. ICaKiie раднкаль! назмваются подобньши?
5. Объяснить правило введения множителей под знак радикала.
6. Сформулнровать правнло умножсния стспеней с одинаковьши осно- 

ваниями.
7. Сформулировать правило деления степеней с одинаковьши основа- 

ниями.
8. Сформулировать правнло возвсдения степсни в степень.

v_
am

a" ( 8 )

Bonpocbi ii задания

У п р а ж н е н и я

1. Вь1числить:

2. Вмчислить:

3. Вь1числить:

a) V 4-V I6; б) V27-V243; e) </2 -</Гб
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5. Извлечь корень:

а) n/8аъ -Ьь \ б) ^ 8 1 /v 12 e) 2a‘V  г) ^ V 7

6 . Упростить вьфажение:

°)  IjAa-b* ■l j2a4b2
I8a- I 2

\ Ll \ 2V o  V 0

a) , 1 ! Ш  d 2b
b V cr'c

Ч Ў № - ’
7. Упростить вьфажение:

^ V : - n / ^ V ;  e) 5 ^ L - 5 2 v
)8a': V  

^  V /  |V -V

б) ф б xsy 2 : l]2x2y 2 ; ^  V a 3 : v 862 ’

8 . Вь1числить:

I I I I
of) 812; б) 643; e) 8 3; г) 273; d) 16-075

9. Вь1числить:
2 7

cr) 2 3 2? ;

3 4
6 ) 5?-57;

2
e) 43 ;4fi; d) (6-’ p ;

г) 93 :96; <?) 2 7 i:
v y

10. Представить в виде степени с рациональньш показателем:

а) а 2 -уя;
2 2

б) ^

e) Ic~ : cJ;

11. Упростить вьфажение:

д) хи -х:i : :V-v3

г) а 4 :</я; ё) y~1J : >т'-- •



«) ( V ? 7 / 7 )'"

12. Сократить дробь: 
a - b

а)

б)

I  1 ’ 
a~ -b~
4x -y f y  .

I I 
x'1 + y 4

13. Упростить вьфажение:

г)

e)

г)

4 \ 2 a Abl
( 5 Л - £7

I ^
m 2 - n 2

m -  2-Jm-n + n
\_

x + 2-x2 +1

Vx + 1

<*)

6)

1 + 2 C - T + -
\<*J a

\  j

( i \ \  *

:[4a + 4b}

a3 - 6 3
ч . v V 6 _ 2  + V « y

14. Упростить вьфажение:
3 1

JC*

®)

г)

1 Z _i 1
a 1 - a 1 Р Т- Р ^

i 1 i  _i ’ 
a I _ a T p2 +p_i

_I .__ _I
Vft —b 2 ■ a yb2 — b 3 - a
\ - 4 P ~ a  +

а)

б)

x-y 2-x-1

+ 4 Ў ~4x X 9
- J

3 - a b - b 2 b-4b b-yfa
a - b 4a -  \[b 4a + 4b
1 4 ^ ~ 4 b

4 ^ - 4 b 2 2 • 
a3 + 4a ■ b + b3

x + y

4^ + 4Ў
2 2 

X3 -y jx-y  + y 1

15. Упростить вьфажение: 

a) (Vx) e) [ 4 a - 4 b }
V'

ж) j a - f b

6) ( V / ) ; г) [4a3 ; e)

- \ 3
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16.Вь1числить:

N 5 L 7a) \ \ 2~ ; 
V 3 \  9

1

%  f i r  •'> y n i  f ,
17. Упростить:

d)

(?)

<0 №  ,I‘, V

18. Вьшислить:
1 2

*)

<?)

yja4byc2 4  

%/ a 3£c

^/8.v2/  - ^ T "

f o x y 2

a) 55 255; 6 ) 6 3 363; e) 96; :64;

19. Вь1числить:

o) { 1 1
-0.25

r n

J 6 , , 8 ,
e) 4 5 :4 5 -  33 ■ 3

2 4 2 
3

6 ) (0,04) 1,5 -(0,125) J

20. Упростить вьфажение:

i f 2 1 "\ 
д

г)
/  2  V 7

7~7 
v у

«о

i J. 2 1 
я 36 3 - a - b 2.

б) г)



21. Упростить вьфажение:

Л + у  X -  V'

a - b a + b
6 ) 1  i 1 I

a 3 + a 3 • />3 + by aa 3 -  a 3 -/?3 + 6 3
2 1 1 2

Д' -  V’

a 3 + я 3 -6 3 +Й

§ 3 .  Действия над иррациональнь1ми 

вмражениями

Над иррационапьнь1ми вьфажениями производятся действия потем 
же правилам, что и для рациональнмх вьфажений. Рассмотрим еше 
несколько специальнь!х действий над иррациональнмми вьфажениями.

1. Освобождсние знаменателя дроби o r радикалов. При вьь
числении дробнь1х вьфажений, знаменатели которих содержаг ради- 
каль!, полезно предварительно преобразовать дробь так, чтобм ее 
знаменатель не содержал радикалов.

П р и м е р 1. Освободиться от иррациональности в знаменателе

Р е ш е н и е . Умножим числитель и знаменатель данной дроби на

В обшем случае, когда знаменатель дроби содержит вьфажение
внда у[х±у[ў , числитель и змамеиатель дроби умножают на сопря- 
женньш множитель, т. е. на множитель вида \[х + -Jy , поскольку в 
этом случае ± -Jy} ■ [yfx + J v }  = х - уэтом

123



П р и м e p 2. Освободиться от иррациональности в знаменателе

вьфажения X  -  —=— j=— [ а >  0 , b > 0 , с > 0 ).
•Ja + yjb + vc

Р е ш е н и е . Имеем:

vr _ 1 _ yfo + \ fb -yfc _

■ [yfa + \[b} -  yfc

_ 1Ja + yfb — 4c 
a + b - c  + 2yfab
Теперь умножим числитель и знаменатель последней дроби на 

(a  + b - c -  2yfab ). Тогда имеем:

( ^  + J b - ^ ) ( a  + b - c - 2 ^ b )  [4Z + 4 b - J c \ ( a  + b-c-2-Ji ib)

(a + b - c  + 24ab}{a + b - c - 2 - J a b j (a + b - c f  - 4ab

где a + b -  c + 2 'Jab ф 0 .

Если b знаменателе дроби имеется вьфажение вида A = yfx ± j f y , 

то в качестве соп ряж енного  множ ителя следует взять

М = 4 ^  + фсў + 1 [ ў ,  посколькутогдаЛ-A/ = (V*) ±{у[Ў) =-v±v. 

П р и м е р 3. Освободиться от иррациональности в знаменателе
7

дроби X  = -
v3 + у4

Р е ш е н и е . Умножим числитель и знаменатель дроби на вмра- 

жение (V3)' — -у/з-v/4 + (^4 j"• Имеем:

Для вьфажений вида A = '\fx + rfy сопряженньш множительопре- 

деляется с помошью тождеств

a2" - b 2" = (a  + b) (a2n-' -  a2n~2b +... + ab2”' 2 - b 2'"') ,  

a2" + > + b2" +1 = (a + b) (a2" -  а 2" лЬ +... -  ab2" ~' + b2")
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П р и м e p 4. Освободиться от иррациональности в знаменателе 

дроби X  = j -   ̂ г  (а > 0 , b > 0 ).
yja + yjb

Р е ш е н и е . Имеем:

Х  =

После упрошений получаем:

v  а~ yfa -  a1 yfb + a\lab2 -  ab + b \Ja*b2 -  b sfb~
a - b

где a > 0 , b > 0  , а' -  b2 Ф 0 .

2. Формула сложного квадратного радикала. Для вмражений

вида U ± 4 B  имеетместо следуюшая важная формула, назьшае- 
мая формулой сложпого квадратного радикала:

где A > 0, В > 0, A2 >В.

Вьшедем эту формулу. Рассмотрим сумму вида с = у]а + у[в + 

+ VА - у [ в  . После возведения в квадрат получим с 2 =2 А + 2\Ja2 - В  , 

откуда с = ҳ]2А + 2yJА2 -  В Следовательно,

\1а + у/ в  + 4 a - 4 b  = \JlA + 2\[а 2- В

Рассмотрим теперь разность вида (\JA + у[в -  ^A-ypB  ). Дей-

ствуя аналогично, получим 4 а  + у[в  - 4 а - у[ в  = уП А ^ П ^ В  
Складьшая, а затем вьнитая почленно последние дваравенства, 

имеем соответственно

2 4 J + 7 b  = yj2A + 2 y [ A ^ B  + y j 2 A - 2 y j A ^ B  

2 4 а - у[ в  = h A  + l i T ^  ~ у12А - 2 4 а Г^ В
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Отсюда получаем искомме формулм:

I------ — A + 4 A" — В IА— yfk' — B
4 а  + 4 в  = У-------j ------- V-------2-------

4 a - 4 b  =
\а + 4 а 2- b  \a - 4 a 2 - b

2____  V 2
П р и м е р  5. Вмчислить 4 ^ -  2%/з
Р е ш е н и е . Применим формулу сложного квадратного радика- 

ла. Тогдаимеем:

О т в е т : л/з - 1.
Рассмотрим еше несколько примеров, содержаших радикалм. При 

решении таких примеров часто допускаются ошибки вследствие не- 
правильного применения правил действий над радикалами.

П р и м е р 6 . Упростить вмражение yj{5~b)

Р е ш е н и е . Так как ^(5 - b f  —  арифметический корень, го

I-------- Т [/ ^  I и [5-6, ecjui b<5
J ( 5 - b Y  = \ 5 - b  и,следовательно, yj(5-b) = , -■

' 1 1 0 - 5, если Ъ>ъ

П р и м е р 7. Упростить вьфажение J l  + —  , если a < 0 .
ci~

Р е ш е н и е . Так как a < 0 , 4 a 2 = \а\ = - a , то имеем:

1 la2 +1 4 a2 +1 4  a2 +1
^+ 2 _ V 2 ~~a V a yja- a

П p и m e p 8 . Ввести знаменатель под знак корня в вмражении 

4~а
-^ - ,е с л и  бг>0 , b < 0 .

Р е ш е н и е . Так как b <0,то b = - 4 b 2 .Поэтому ~ ~  = = 
a

I b1
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П р и м e p 9. Вьшислить A = \[b -  \J4 -  у [Ў з -12\[б 

Р е ш е н и е . Используя формулу сложного квадратного радика-

ла, вь1числимсначала 7зЗ-12л/б . Имеем:

33 + 15 ' 33̂ = V 24-3.

Далее получим:

.  е т  -  р Ш » - J b S  .  76 - ,

Откуда Л = %/б -  (\/б -1 ) = 1.

[*^Г Bonpocbi и задания

1. Объяснить, что такос сопряжснньш множитсль?
2. Как освободиться от нррациональности в знамснатсле дроби, если зна-

менатель содержит вьфажение вида tfx + l[y ?

3. Занисать формулу сложного квадратного радикала.

У п р а ж н е н и я

1. Вичислить:

а) 7 8 + л /Г 8 -7 3 2 ; в) ^ з | - \ / 2 5 6  +V8T;

б) VT47-VT25+V27 ; г) ^ 2  + ^ 2 5 0 -^ 6 8 6 -^ 1 6

2. Вь1числить:

°)  </i 1 -V s7  -V n+V 57 e) V v ^ + f V v ^ )

6 ) V l5-V 7 -</l5 + >/7 ; г) + 2 (
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3. Вь1числить:

а) (V 9 -V 1 2 + ^Г б)(^3+ < /4 );

б) ( 4 l 5  + 4 2 0  + 4^б)(45 - 4 i ) .

4. Доказать, что

a) V7 + 4V3 + л /7 -4 Т з  = 4 ; б) ^20 + 1472 +V20-14V2 =4

5. Освободиться от иррациональности в знаменателе:

2 „ Ю  43 . 4 2
а) 3 + V2 ’ ^  ЗТ 5’ в) 7 - Т б ’ г) V2+V3

6 . Вьшислить:

1 1 1
я) 72+1 + л /з+ч/2+ " 'Т >/25+>/24;

1 1 1 1  1

^  4~5 + 4* + 4б + 4~5+ 4 l  + 4 б + 4 * + 4 l  + + 42Ъ+ 422

7. Проверить справедливость равенств:

4 b - 4 *  V7 + V? V 7 -V 6 ;

2 5 3
б) — ,=---- т= + -

4 i + 4 s  4 \ o + 4 l  VT0 -V 7 ’

4 ь4ъ 4л/з

e) V w f-V ^ f V w f+V w T

8 . Сократитьдробь:

4 a —4b^ ч + 6 
а ) И ^ Ж ’ e ) 4 Z u f b '

a3 - 7 б ^  4 а - Ъ 4 ь
] a 4 ^ - 4 b ’ '<Га-4ь

9. Упростить вьфажение:

. 4 a ~ 4 c ib  4~a -4b  <7 + 6 а - 6
°) -77=— гт=--тг=— Пт; б)

128



10. Упростить вьфажение:

a)

б)

Г а Jb
yfa -  yfb yfa + yfb

a - b  
a2 +ab'

I— I— \  /  I--  \
+1 y j c i  - 1  . г ~  a  1

T=---------Г=----+ 4^ а ■ \ |Т ---- т=y j a - l  yja + l J I V 4 y/4a

11. Упростить вьфажение:

ч а 1 1a) —р=----+ -i=---- + -

б)

«)

\[а -  1 +  1 \-yfa ] + \[а

[a + l]a2b }: + 4ab2 j - 1 j 

yfa -yfb \fb

y[a -  yfb
■sfab

a + b

г)
4аЬг - \lci3b 1 + yfab

•Ja -  \[b yfab

V2

1+r ^

12. Вьшислить:

а) 4>/32 - 7 VT8 + 0 ,5Vl28 + 2V8 ;

б ) 2 ^ 2 5 0 + 3 ^ 2 -2 ^ 1 6 + 1 ^ 6 8 6

13. Вьтислить:

a) ( j ? 7 )  +(V*v)" 6) ( j V ^ )  -

9 — Э. M. Сайдаматов и др.



14. Освободиться от иррациональности в знаменателе:

х -  v4 _ 12 10 

а> i + V 3 - 7 J ; 61 I ^ 7T V ? ; e) W 7 W ; г) Г ^ у

15. Упростить вьфажение:

а)
\[а \[b 2 yfab

4 a + 4 b  \ fa -y fb  a - b

a4a + b4b 
6j s [a+4b  ] 2 4b 4ab

a - b  Ja+>Jb a - b

16. Упростить вьфажение:

4~a-
4ab + b
4a  + 4b

a)

1----a
a 4a

6)
(л/я+л/ft) - 4 b  а + 9Ь + б4^Ь

-I * Ь-0.5 , „-0.5A + a

«)

г)

yj2(x-a) 
2 x — a

Гх
•J2x +y[a

yflx + \[a 
2 4a

_2

: (2 -.v2 — 2-s/l — Jc2 j . 

УПРАЖ НЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

(l-jc2p  + 1+-

1. Сократить дробь: 

64x3 -  27 v6
a)

6)

9 y * - \ 6 x 2 ’

a2 - o  + l 
a4 + o2 +1 ’

«) I i

2)

b1 - 2 b + 2 ’

a2 - b 1 - c 2+2bc 
b2 -  c2 -  a" + 2ac
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2. Вьшолнмтьдействие: 

4a2b 9b
a) 6)

9 v2

(2 o -3 ) ' (3 -  2a)'

3. Доказать, что при всех допустиммх значениях переменной, вмра-

3o + 2 18о 1
жение — ;— ------- ~ т— ;—-  -  -------9 о '-6 о  + 4 27+8 За + 2

4. Вьшолнить действие:

4л-2 -  6xv + 9 v2 9 v2 -  4.v2

(х -З у ) (Зу-дс)

независит ота.

о)

б)

e)

г)

2х -  Зу 8х3 + 2 7 /  ’

a1 + ab a2 - b 2 + 25 -10a
5a -  a2 + b2 -  5b a1 - b 2

21a1 -  64b1 9a2 + 12o6 + 1662 
62- 4  6: +46 + 4

x -  3x~ +1 .v 1- x -1 
X1 -  27 jc2 + 3.Y + 9

5. Доказать, что при всех допустимих значениях переменной, вн-

ражение '2 o  + 2 \ 2 ( а + 9
l - o З - о

■ + ■2 о
о + 2 о + 1 l - o

не зависит от а.

6 . Упростить вьфажение:

а)

б) 

«)

1

х2 + 2л- + 4 х3 -  8 х -  2

1 6о -  4 -  о2 
■ + -----;--------

2 - о

х - 4  2 - х

а1 + 4о2 + 8о + 8
2 - о

x - 2 v

a a " + 2o + 4

\  л:2 + /
X1 + y3 A'3 -  A'2,!' + xy2

4 — 4o + o2 -  o3 ’ 

2 v3

7. Сократитьдробь: 

J -5 A1'5O — 0

6)

b - a  
a + b

3 2 3 1 1 3JC -Jcy X +A''V + *y '+ y

Z>7 -o° '“ 
e) t ii 

a1 + b 7

I I  I 2 > 
o - o 36 3 + o36 3
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8 . Упростите вьфажение:

8 b - a
(  2 2

a3b3
2 2

а ъ -  2b1

У 2а 3 -  b 3 4а 3 + 2а lb 3 + b 3

9. Может ли вьфажение

равньш 1 ?

I 1 л
0,5а4 | (2 - а ) 4а 4

(2 - а ) 4
: ( 2a -  a

10. Упростить вьфажение:

/ i i  I

а)
а4(а4 -  b4) bA

2 2 i  I i  _i i
a 4b4 + 1 (a4 + b4)(a4b 4 + l ) - 2 a 4

(a ~ b )

(a3 +b3)
/ 2 1  I

+я"3̂

б)
a '1 + b~x -

-  2a2 b̂

11*. Упростить вьфажение:

C l  i i i Л2 
bba 6 + b3a}

i 2 i V
b6a 6 - b 3a3

a 3 —b
I \ ■ — 2« + 4<?2

a - b

12*. Упростить вьфажение:

I i 2 1 
a~9b * - a 9b>

( 1 2 1 1 'N 
a 3 - a 36 3 + b~3

( a-b)  a + b 
2 (a + b )+ 2

■ )4 O b lT b

I
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Г Л  A B  A V I
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 
И НЕРАВЕНСТВА

§ 1. Уравнение. Равносильнме уравнения

1. Уравнение. В курсе средней школм изучались различнью урав- 
нения —  линейнме, квадратнме и др. Здесь Mbi дадим в обшем 
виде определения уравнения и решения уравнения.

О п р с д е л е п и е  1. Равенство вида /(.v) = g(x), где f{x) и 
g(x) —  некоторь1е вьфажения от х , назьшается уравнением с од- 
пим пеизвестнмм.

О п р е д с л с ii ii е 2. Множество Хзначений .v, при подстанов- 
ке которь1х в уравмснис получается верное числовое равенство, на- 
змвают решепием дстпого уравнения,  а каждое такое значение х
— корпем уравнения. Если такое множество является пустьш, то 
говорят, что уравнение не имеет решения.

Решитьуравпение — значит найти все его корни или доказать, 
что уравнепие не имсет решения.

П р и м е р 1  Равенства 3x + l = .v2 - l ,  5л-2 - 2х = 0,25 и 
д-4 -  Зл: + 8  = 0 являются примерами уравнений с одним неизвест-
H b lM .

П р и м е р 2. Решить уравнения: a) х 2 + * -  20 = 0; б) |д:| +1 = дг +1;
в) X1 + .v = -3  .

Р е ш е н и е .
а) равенство х2 + х -  20  = 0 вьшолняется только в том случае, ког- 

дах принимает значения 4 и -5 . Поэтому множество {-5; 4} явля- 
ется решением уравнения, а каждое из указаннмх чисел —  корнем 
уравнения.

б) равенство |.v| + 1 = .v + 1 вьтолняется для всех х е  [0; +<»). По- 
этому множество [0 ; + 1») является решением уравнения, а каждое 
значениех изэтогомножества являетсякорнемуравнения.

«) равенство ,v2 + .v = -3  не вьшолняется при действительнмх зна- 
чениях .v, поэтому уравнение не имеет решения (на множестве дей- 
ствительних чисел).

2. Р авп оси льп м е уравн ени я.
О п р с д с л е н и е  3. Уравнения j \(x) =g!(x) и f ( x )  = £,(*) 

назьшаютсяравиоапьнммиуравнеиияии,  если каждьш корень пер-
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вого уравнения является корнем второго и обратно, каждьш корень 
второго уравнения является корнем первого уравнения, т. е., если ре- 
шения уравнений совпадают. Равносильность уравнений обозначаег- 
ся знаком <=>.

Любне два уравнения, не имеюшие решение, также считаются 
равносильнь1ми.

П р и м е р 3. Указать, какие из нижеследуюших уравнений рав- 
носильнм:

а) 3.v2 + 2 = 2х2 + 3 ; г) ,y2-1  = 0^ .ж') х: + y + I = 0
б) Зх + 5 = 8; d) 8x = 5 + 3x;

е )  -2л- + 1 = 3; е) *2+1 = 0;
Р е ш е н и е . Нетрудно проверить, что уравнения имеют следую- 

шие решения:
в ) { - \ } -  д ){ 1}; ж ) 0 .

б ){ 1}; г) {-1 ;1}; е) 0 ;

Следовательно, 3.v2 + 2 = 2х2 + 3 <=> a-2 — 1=0;  3x + 5 = 8 <=>

<=> 8л' = 5 + Зх ; x2 +1 = 0 <=> х2 + .v + 1 = 0 .
ПустьЛ'— множество, на котором определень1 вмражения /(.v) и 

g(x) (т. е. при х е  X  вьфаженияf ( x )  и g  (х) преврашаются в число- 
вью вьфажения, имеюшие действительное значение). Тогда это мно- 
жество будем назьшать областью допустиммх значепий (О Д З) 
переменной х.

О п р е д  е л е н и е 4. МножествоА', на котором определенм b l i -  

ражения f ( x )  Hg(x), назьшается ОДЗ уравнения f (x )  = g(x) .
Т е о р е м а  1. Пусть Хявляется ОДЗ уравнения f ( x )  = g  (х), a 

вьфажение ф(х) определено наэтом жемножествеА''.
Тогда/ (.v) = g  (х) <t=> / (х) +ф(х) = g(x) +ф(.т) на множестве X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть а е  X  —  кореньуравненпя

f ( x ) = g ( x ) .  ( 1)

Тогда имеет место равенство /  (a ) = g  (a ). Отсюда /  (a ) + cp (a ) =

= g (a )  + cp(a). Этоозначает, что x - a  является корнем уравнения

/ ( х )  + ф(.г) = ^ ( д )  + ф( л) .  (2)

Аналогично доказьтается обратное утверждение, т. с., что лю- 
бой корень уравнения (2) является корнем уравнения ( 1).
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Т е о р е м а  2. Пусть ^является ОДЗ уравнения /( х )  = g  (х) и 
вь1ражениеф(х)определено на множествеХ Тогда при условии 
<р(х) * 0 на этом множестве/(х) = g (х) «=> /( х )  ф(х) = g(x) ф (х ). 

Доказательство. Пусть a  е  X  — корень уравнения (1). Тогда ви-

т. е. х = а  являегся корнем уравнения /(х )-ф (х )  = £ (х )-ф (х ). 
Аналогично доказьшается обратное утверждение, т. е., что любой ко- 
реньуравпения / (.v) • ф(х) = g  (.v) • ф(х) является корнемуравнения (1).

П р и м е р 4. Напишите четмре уравнения, которь1е являются рав- 
носильньши уравнению Зх2 -5jc + 2 = 0.

Р е ш е н и е . Следуюшие уравнения являются равносильньши за- 
данному уравнению: 6х: -10х + 4 = 0; 30х2 = 50х -  20; 2 = 5х- Зх2, 
Зх2 -  5.r = -2.

полняется равенсгво f (cc)  = g (а ) .О гс ю д а /(а )  ф (а )=  £ (а ) -ф (а ) ,

Bonpocbi ii задапия

1. Чтотакоеуравненпе?
2. Дать определение решения уравнения.
3. Дать определение равносильншх уравненнй.
4. Сформулировать теоремь! о равносильних уравнениях.

У п р а ж н е н и я

1. Проверить, является ли х =  3 корнем уравнения:

а) х2 -9 х  +18 = 0;
б) 5х + 6 = 2 — х2

в) х3 + х2 = х + 33 ;
г) 15х -  1 = х + 41

2. Решигьуравнения:

а) (х -5 ) (х  + 4 ) ( х - 11) = 0 ; в) (3 x -l) (4 x  + 7)x = 0

б) (2х + 11)(х-5) = 0 ;

3. Из нижеследуютих уравнений укажите равноснльнне:

d) 10х = 8 ;

e) 6х — 4 = х;

ж) х2 + 2x + 18 = 0 ;

д + 1
б) 5 х - 4  = 0;

г) х —  (х + 1) = 0 ;
5 v '

в) (5х -4 )(х  + 1) = 0 ;

, (  4 V <ч „
з) 2х2 + 2х + 11 = 0

v /
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4. Проверить, являетсяли х = -1 корнем уравнения:
а) х2 +5х + 4 = 0; в) 1 хъ + 8х = А' 2 -16  '
б) 8х -  5 = бх ; г) 8 .y: + 9х = х3

5. Решитьуравнения:

а) (8 -х )(4 х  + 5 )(х -4 )  = 0; e) 5(2х + 1)(4х-3)х = 0
б) (7х +19)(5 -  3.y).y = 0 ;

6 . Какие из указаннь1х ниже уравнений являются равносильнь1мн:
6* + 5 .

а)  -  = 0 ; д) 12y- 9  = 1 ;
х  — 3

б) 12х = -1 0 ; е) (3x + l) (6x + l) = 0;

( ]- Л
3e) 36х: -  25 = 0 • ж)  -Y +

V

г) 6 .y -  5 =  0  ; з )  2 x  = l |

(6 .Y  + 5) = 0

§ 2. Стандартнм е способм решения уравненин

1. Решение уравнений с применением способа разложе- 
ния на множители. Из курса средней школьг известнь1 способм 
решения линейного и квадратного уравнений. Рассмотрим еице нес- 
колько способов решения уравнений с одним неизвестньш.

Т е о р е м a . Пустъ А( х) = Л,(х)' А:(х)-...- Аи(х) и Лк(х),  к = 1, 2,
3, п — вьфажения, определеннне на множествеХ Тогдалюбой 
корень х е  X  уравнения А(х) = 0 будет корнем хотя 6 bi одного мз 
уравнений Ak(x) = 0 , к - 1, 2, 3, п Обратно, если х<= V прн пе- 
котором А:является корнем уравнения Ак (.y ) = 0 , t o  х  является кор- 
нем уравнения А(х) = 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть a е X  корень уравнения Л(х) = 0 
Тогда A(a) = Al(a)-A2(a)- А1:(а) = 0. Поскольку произведение чн- 
сел равно нулютолькотогда, когда один из сомножителей равен нулю, 
то при некотором / имеемравенство А:(а) = 0.

О б р а т  н о . Пусть A,(a) = 0 при некотором /е  {1, 2, п\ Тог- 
да из равенства А(х) = At(x)-A^{:y) Д (х) Лм(х) получаем, что 
А(а) = 0.

П р  и м ер  1. Решитьуравнение (5 х -  1)(х + l)(7x + 14) = 0
Р е ш е н и е . Левая часть уравнения обрашается в нуль, если либо 

5лг — 1 = 0, либо х + 1 = 0, либо 7х + 14 = 0. Поэтому -v, = j  , х, = -1 , 
х, = - 2  есть корни данного уравнения.
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п  р и м е р 2. Решить уравнение с применением способа разло- 
жеиия на множители: 2.v2 — Зл- + 1 = 0.

Р е ш е н и е Преобразуем левую часть уравнения в виде 
2х2 -  3.v + 1 = 2jc2 — 2х -  a- +1 = —2jc(1 -  .v) + (1 — jc) = (1 — х)(-2х + 1). Зна- 
чит данное уравнение равносильно уравнеиию (1 -  .v)(-2 .v + 1) = 0 .

1
Отсюда -v, = 1 , *2 = —

2. Решенне уравнений с примеиением формул сокрашен- 
иого умноження. Часто левую часть уравнения Лп(х) = 0 можно 
разложить на множители, используя известнью формулм сокрашен- 
ного умножения:

ci1 - b '  = (сг -  b)(a + b ) ; 

a + b} = (a + b)(a2 - a b  + b2) ; 

a3 -  b} =(ct -  b)(a~ + ab + b2); 

a4 —bA = ( a -  b)(a + b)(a2 + b2) ;  

a5 - b 3 = ( a -  b)(a4 + a b  + a2b2 + ab5 + b4).
Рассмотрим один пример.
П p и м e p 3. Решить уравнение: (.v2 -  4.v): -  (x -  7) 2 = 0.
Решение. Преобразуем левую часть уравнения в виде 

(,v: -4.v) — (дг—7)“ =(.v2 -4а'+ .г-7 |(.г2 -4 .v-x+7) =

= [х2 -3 x -7 )( .v 2 — 5jc + 7^.

Отсюда следует, что либо х2 - З х  - 7  = 0 , либо х2 - 5х + 7 = 0 . 
Второе из этих уравнений не имеет решения, поскольку D2 — 
= 2 5 -  4 -1-7 = - 3 < 0  - Корнямипервогоизуравненийявляютсячисла

3±V37 „  f3 +V37 3 - л/37 1
х, 2 = — -— . Следовательно, j — -— ;— -— f — решение данно-

го уравнения.
3. Решение уравненнй методом вмделения полиого квад- 

рата. В некоторшх уравнениях удобнее сначала внделить полньш 
квадрат из данного вьфажения, а затем применить способ разложе- 
ния намножители.

П р и м е р 4. Решить уравнение: х4 -  8jc2 -  20 = 0.
Р е ш е н и е . Сначала из левой части уравнения вьшелим полньш 

квадрат, а затем разложим его на множители:
д-4 -  8 .v2 -  20 = (д-2 -  4) 2 -  20 -  16 = (.v2 -  4) 2 -  36 = (.v2 -  4) 2 -  62 =
= („Y2 -  4  -  в \ х 2 -  4 + б)= (-V2 -  Ю)(х2 + 2 ).
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Следовательно, данное уравнение равносильно совокупности

уравнении

д:, = VTo

X2 -10  = 0

х' + 2  = 0
, или равносильно

x- =10

X2 = - 2 '
, откуда х. = —\/Го ,

4. Метод неопределеннмх коэффицнентов. Этот метод 
также часто используется при решении уравнений. Сушность его зак- 
лючается в следуюшем. Предположим, что левая часть уравненпм 
Р(х) = 0, где Р(х) — многочлен некоторой степени, разложена иа 
множители, имеюшие вид линейного или квадратного многочлена с 
неизвестньши коэффициентами. Умноживэти многочлень], получа- 
ем новьш многочлен с неизвестш>1ми коэффидиентами, но тождествен- 
но равньш многочлену Р(х). Приравнивая коэффициентм при одипа- 
KOBbix степенях х у этих многочленов, получаем систему уравнений. 
из которой находим неизвестнне коэффициентм.

П р и м е р 5. Решитьуравнение: xJ + 2х: -5 х  + 2 = 0 
Р е ш е н и е . Запишем левую часть уравнения в виде 

х3 + 2х2 -  5х + 2 = (х -  a)(b\X2 + b x̂ + b, )
Тогда х3 + 2х' -  5х + 2 = 6,х3 + (b-, -  ab̂  )х : + (6, -  ab2 )х -  ab~ 
Приравнивая коэффмциен™ при одинаковмх степеняхх, получаем 

систему уравнений для нахождення неизвестннх коэффициентов
а, Қ, b2, b3: ц =1

b-, -  abx = 2  

by -  ab2 = -5 
-ab, = 2

Легко видеть, что системе удовлетворяют числа bt = 1, b, = 3 , 
b} = - 2  , a = 1 . Значит, исходноеуравнениеравносильно уравнеиию 
(х -  1)(х2 + Зх -  2) = 0. Решая последнее уравнение, легко получаем,

что х. = 1 , х, j = ■
-3± Vr7

О т в е т  : r>
-3 + Vt7 -3 -  Уг7 ]

5. Введение новой переменной. Биквадратнос уракнсннс.
Следуюшим способом решения уравнений является введение новоп 
переменной. Этотспособ часто применяется при решенни т а к  н а з ь 1- 

в а е м ь ! Х  биквадрапишхуравнетш (т. е. уравнешш вида ах4 + bx~ + с = 0, 
а ф 0 ) и уравнений, приводимь1х к квадратньш уравнениям.

П р и м е р 6 . Решить уравнение: (х2 + х + 1) -  Зх2 -  Зх -1 = 0 .
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Р е ш е н и е  О бозначим л г + х  + 1 через z. Так как 
-Зл' 2 -  Ъх -1  = -3z + 2 1 то исходное уравнение преврашается в квад- 
ратноеуравнениеz2 -3 z  + 2 = 0 Решив его, находим корни z, = 1, 
z2 = 2 . Поскольку х2 + х +1 = z , то корни исходного уравнения явля- 
ются корнями уравнения х~ + х +1 = 1 или уравнения х2 + х +1 = 2 .

J s - iРеш ая их, получаем  корни дг,=0,  .v2 = - l ,  x3 = —-— ,

1 + V5 _  L  v / 5 - l .  _ l ± A \
-V, = ----------О т в е т . 1 и’ „ r

Bonpocbi и задания

1. Сформулировать теорему, применяемую при решении уравнений с 
помошью способа разложения на множнтелн.

2. Привести иример уравнения, когорое решаегся с помошью формул 
сокрашенного умножения.

3. Привести пример уравпения, которое решается с помошью метода 
вмделенпя полного квадрата.

4. Объясннть сушность метода неопределешшх коэффициентов.
5. Какое уравнение назьшаегся биквадратншм уравненнем?

У п р а ж н е н и я

1. Решитьуравнения:

а) (х2 + 2х -  l)(x  -  3) = 0 ; в) (2х2 + Ъх -5)(5.v - 7 )  = 0 ;

б) (*- -Здг + 3)(2дг + 5) = 0 ; г) (Зх2 -4л:)(.х + 1) = 0 .

2. Решить уравнения, применяя способ разложения на миожители:
а ) Xs + 9х' + 2Ъх + 15 = 0;

б) 2.v3 - . r - 5 x - 2  = 0;

e) Зх4 + 5х3 -  х2 -  5.v -  2 = 0 ;

г) д-4 -  9лс3 + ЗО.т2 -  44.r + 24 = 0 ;

д) х ’ + 5.v4 + 3.v3 -  13-v2 -  8.v + 12 = 0

3. Решить уравнеиия, прнменяя формулм сокрашенного умиожения:

d) -vf’ -2 7  = 0 ; в ) (у - 1) 3 + (2у + З) 3 = 27j'3 + 8 ;

б ) 4.v2 -  4.v +1 = 0 ; г) (5x + 2)3-(.v +1)3 = 64.v3 + 1

139



4. Решить уравнения с помошью метода вмделения полного квад- 
рата:
а) у 4 + 6у ' - 1  =  0 ; б) y s -  8 /  = 7у

5. Решить уравнения с помошью метода неопределеннмх коэффици- 
ентов:

я) х3 - 2х2 - х - 6  = 0 ; в) х4 - х 3 +л-2 + 2 = 0

б) 2х3- х 1 + 9 х + 5 = 0 ;
6 . Решитьуравнения:

a) (х2 + 5)(2лг2 + x + ll)  = 0 ; б) (х: + l )(x2 -.v) = 0

7. Решить уравнения, применяя способ разложения на множители:

а) х6 -  2х5 -  28х4 + 54х3 + 79х2 — IOOjt — 100 = 0 ;

б) 12х4 -5 х 3-51х2+20х + 12 = 0;

в) 6х4 +5х3 -1 2 х 2 -5 х  + 6 = 0;

г) \4хА -Ъ1х3 - 1 2 х 2 - \ l x  + 4 = 0■
%. Решить уравнения, применяя формулм сокрашенного умножения:

а) (2х -  З) 3 -1  = х2 -  4х + 4 ; в) 64x3 -  8 = х3 + 6х 2 + 12х

б) 8х3 = х3 + Зх2 + Зх +1;

9. Решить уравнение с помошью метода вьшеления полпого квад-
рата: 2х5 -З 4 х 3 -  х = 0.

10. Решить уравпепия с помошью метода неопределенннх коэффи- 
циентов:

а) х4 — 2х3 — Зх2 -  4х -1  = 0 ; б) х4 -  4х3 -  7х2 + 4х +1 = 0

§ 3 . Ком плексиме корни алгебраических  
уравнений. Основная теорема алгебрьь 
Теорема Виета

1. Основная теорема алгебрьк П усть спачала 
Р(х) = а0х" + ^ х " ' 1 + ... + an_lx + an полииом (многочлен) степени п, 
коэффициенть1 полинома — действительнме чйсла и х = v, является 
корнем уравнения Р(х) = 0 . В этом случае из теореми Безу вьггека- 
ет, что Р(х)  = (х - х ,) Q(x ) ,  где Q(x) —  полином степени п - 1.
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Поэтому для нахождения других корней уравнения Р(х) — 0, доста- 
точно решить уравнение Q(x) = 0, степень левой части Q(x) кото- 

рого на единицу меньше степени Р (д ).
Пусть х = х2 — корень уравнения Q(x) = 0. Снова, применяя тео- 

рему Безу,имеем Q(x) = ( x - x2)G (x ) , где G(x) — полиномстепени 
п -  2 , откуда для нахождения оставшихся корней получим уравнение 
G(x) = 0.  Таким способом можно последовательно найти все корни 
полинома Р(х), т. е. корни уравнения Р(х) = 0.

Т е о р е м а  1.Еслиполином Р(х) имеетразличнмедействитель- 
Hbie корни jc,,*,,...,** , то он делится без остатка на

( * - * ■ ) ( ■ * - * 2  ) - (* -* *  )•
Д о к а з а т е л ь с т в о  Используя теорему Безу, имеем равен- 

ство / ’(jc) = (jc — л:,)(jc — ,v2)...(д: — ) 0 (.г),где Q(x) — полиномсте- 
пени ( n - k ) .  Отсюда очевидно, что полином Р(х) делится без ос- 
татка на (jc — jc,)(jc — х2 ) .. .(x -x t ).

Т е о р е м а  2. Полином Р(х) степени п имеет не более п 
различнмх действительнь1х корней.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим обратное, т. е. пусть раз- 
личнме и являются корнямиполинома Р(х) .Тогдаизтео-
ремь1 1 имеем Р(х) = (-v — дг, )(дг — л:2)...(лг — л:„+|) Q(x) , где Q(x) — 
полином степени (-1). Это противоречит определению полинома. 
Полученное противоречие доказьшает справедливость теореми.

Сформулируем (без доказательства) следуюшую теорему, назн- 
ваемую основной теорелюй алгебрм.

Т е о р е м а  3 (основнаятеоремаалгебрм).Любойполином Р(х) 
степени п (п > l) имеет хотя 6 bi один комплексньш корень.

Из теоремь! 3 витекает, что полином Р(х) с действительньши 
коэффициентами всегда имеет хотя 6 bi один чисто действительньш 
корень или комплексньш корень z = a  + Р ■ / ,  а , Р е  Л , Р ^ 0 .

Т е о р е м а  4 .Есликомплексноечисло z = a  + f3 i являетсякор- 
нем полинома P ( z ) , т. е. P (a  + P- / )= 0, то комплексное число 
z = a  -  Р • i также является корнем полинома P ( z ) .

Доказательствотеоремм 4 предоставляем для самостоятельной 
работьг.

Замечание. Теорему 1 можно применять и в случае комплекс- 
Hbix корней х , , . . . ,  хк.

П р и м е р 1. Задан полином Р(х) = х3 + х1 + х +1. Доказать, что 
Р(х) делится без остатка на х1 +1.
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Покажем сначала, что z  = i является корнем полинома. Действи- 
тельно, P(i) = i3+ f + i  + l = i - i2 - l  + i + l = - i - l  + i + l = 0.

Тогда из теоремь! 4 следует, что z = - i  также является корнем 
полинома.Нотаккак ( х - / ) ( х  + /) = х2 - i 2 = х2 + 1 ,тополином Р(х) 
делится без остатка на х2 + 1 .

Ниже под корнями уравнения будем подразумевать не только дей- 
ствительнме, но и комплекснме числа.

Т е о р е м а  5 (теорема Виета). Пусть полином Р(х) = at)x~ + 
+ а,х + а2, аиФ 0 имеет корни х, и х2. Тогда справедлива система:

х. + х, = — -

( 1 )

Обратно,если х, и х2 удовлетворяютсистеме(1),тоониявля- 
ются корнями уравнения а0х~ + а х̂ + а2 = 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть jc, и х2 —  корни уравнения 
а0х2 + <7,х + а2 = 0 . Тогда из теоремь1 Безу следует равенство

апх2 + a lx + a1 = fl0( x - x , ) ( x - ^ ) .

Раскрьшая скобки и приравнивая коэффициенть! при одинаковь!Х

степенях х, получаем систему
х. + х, = —

X, ■ х, = -

Обратное утверждение доказмвается аналогичньш образом. 
Т е о р е м а  6 (обобшенная теорема Виета). Пусть х, ,х,,...,х„ — 

корни алгебраического уравнения а0х" + а,х"_| +... + а ^ х  + а„ = 0 , 
а0 Ф 0. Тогда

х, + х, + ... + х„ = — -

х,х2...х„ = ( - 1  Г ^ .
(2 )

Обратно, если хи^ ,.... х„ удовлетворяют системе (2), то они яв-
ляются корнями исходного алгебраического уравнения.

С л е д с т в и е . Еслиполином Р(х) = a0xl + о,х2 + а2х + а}

имеет корни х ,, х2, х3, то
X, + X, + X, = -----



П р и м e p 2. Найти сумму корней уравнения х3 + 2х2 +1 = 0 
Р е ш е н и е . И з  обобшенной теоремм Виета легко получаем, что 

х, + х2 + дг3 = - 2  .
П р и м е р З . Н а й т и  произведение корней уравнения 

2х4 + Зх3 -  5х2 + х + 7 = 0
Р е ш е н и е  Из обобшенной теоремш Виета следует, что

xrv:x3.v4 = (-1 ) 4 -j = 3,5.

Вопросм и задания

1. Сформулировать основную теорему алгебрь!.
2. Сформулировать теорему Виета.
3. Сформулировать обобшенную теорему Виета для полинома степени 4.

У п р а ж н е н и я

1. Найти сумму корней уравнения:
а) Xs + 3х2 -5 х  + 4 = 0; г) Зх4 — 81л:3 +9х + 1 = 0;
б) х4 - Зх2 + 5jc — 7 = 0 ; д) - v 4 +5х’ - 6 .v + 71 = 0
в) 2.Х4 + 5дг2 — 7jc + 8 = 0;

2. Найти произведение корней уравнения:
а) л'3 + Зх” — Sx + 4 = 0; г) 3.v4 -81х3 + 9х + 7 = 0;
б) х4 - З х 2 + 5 х - 7 = 0 ;  f)) - х 4 + 5лг3 — бд: + 71 = 0
в) 2х4 + 5jc2 — 7jt + 8 = 0;

3. Найти .v,2 + х\  и A-3 + х32, если х̂  и х2 —  корни уравнения:

а) 2х2 - 5 х - 4  = 0 ; в) 3x2 - 5 x - S  = ,
б) х2 + х  + 2 = 0 \  г) - * 2 + 5 * -8  = 0-

4. Пусть jc, и х2 —  корни уравнения х2 + х  +1 = 0. Найти д-,5 + х2.

5. Составить приведенное квадратное уравнение, корнями которого 
являются числа:
а) 2 и -  3; в) 2 - ^ 2  и 3 + V2 i
б) - 3  и5; г) S  и V5

6 . Составить приведенное квадратное уравнение с цельши коэффи- 
циентами, один из корней которого равен:

°) з-л/7; б) -5  + >/з; e) 1-7з-
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§ 4 .  Сим м етрические и возвратнме уравнения

В этом параграфе и далее, если специально не оговорено, рассмат- 
риваются только действительнне числа.

1. Симметрические уравнения третьей степени. Уравнение 
вида

ах} + bx2 +Ьх + а = 0 > а Ф 0  ( 1)
назнвается симметрическим уравиением третьей степени.

Так как
ахJ + bx2 +bx + а = а(х3 + 1) + bx(x + 1) =

= а(х + 1)(х2 -  х + 1) 4- bx(x + 1) = (х +1 )(ах2 + ( b -  а)х + ci),
тоуравнение (1) равносильно совокупности уравнений * + 1 = 0 и 
ах2 + ( b -  а)х + a = 0

Следовательно, симметрические уравнения третьей степени все- 
гда имеют корень, равньш -1. Другие корни уравнения можно полу- 
чить, применяя теорему Безу.

П р и м е р 1. Решить уравнение Зх3 + 4х2 + 4х + 3 = 0
Р е ш е н и е  Данное уравнение равносильно уравнению 

(д- + 1)(3jc2 + д + 3) = 0 , откуда д +1 = 0 или Зд: + д: + 3 = 0 Первое из 
этих уравнений имеет корень jc = -1 . Второе уравнение не имеет 
корней (действительннх). Поэтому решением исходного уравнения 
является х = - 1.

2. Симметрические уравнения четвертой степени. Урав- 
нение вида

axi + bx' +сх + bx + и -  0 > a * 0 (2 )
назьшается симметрическим уравнением чвтвертой степепи.

Поскольку х = 0 не является корнем уравнения (2), то разделив
обе части уравнения на х2, получим равносильное уравнение

o . ~ 1ах" + bx + с + — + — = 0 . Отсюда, сделав замену v = х + —. получим 
х х х

квадратное уравнение

ау2 + by + с -  2а = 0 . (3)

Приэтом, если(3)имеетдваразличнь1хдействительнь1х корня у, 
и у 2, то исходное уравнение (2 ) равносильно совокупности уравие- 
ний х2 -  ху, +1 = 0 и х2 -  ху2 +1 = 0 .

Если (3) имеет один действительннй корень yn, то исходное урав- 
нение равносильно уравнению х2 -  ху0 +1 = 0 .
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Если же уравнение (3) не имееткорней,тоуравнение (2)также не 
имеет корней.

П р и м е р 2. Решить уравнение: х4 -  Зд:3 + 4х2 -  Зх +1 = 0.
Р е ш е н и е Разделив обе части уравнения на х2, имеем

х'
куда у х = I и у 2 =2 . Следовательно, исходноеуравнениеравносиль- 
но совокупностн уравнений:

х

Решая каждое из этих уравнений, получим единственньш корень 

.r = 1. О т  в е т : {l}

3. Возвратнме уравнения. Уравнения вида

где аФ 0 , Я * 0 , назьшаются возвратньшиуравнениями пятого и 
четвертого порядка соответственно.

Аналогично можно определить возвратнме уравнения более ви- 
соких порядков. При Я = 1 уравнения (4), (5) преврашаются в сим- 
метрические уравнения. Покажем способ решения уравнения (5). Для 
этого разделим обе его части на х 2 (так как х  = 0  не является корнем 
уравнения). Имеем

Подставляя эти вьфажения в уравнение (6 ), получим квадратное 
уравнение относительно у . Решаем последнее уравнение и находим 
у.  Дальмейшиедействия для нахождения корней уравнения (5) про- 
водятся аналогично действиям, рассмотреннмм в пункте 2 .

П р и м е р 3. Решить уравнение: Зх4 -  4* 3 -  Ъх1 -  8.t +12 = 0.
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х + -  = 2

ах' + bx4 + сх} + Хсх2 + \ 2bx + Х}а = 0 > 

ахА + bx3 + сх2 + Xbx + Х2а = 0 >

(4)

(5)

(6 )



Р е ш е н и е . Т а к к а к  х = 0 неявляетсякорнемрассматриваемого

уравнения, то разделив обе его части на х2 имеем: Зд2 -  4д- -  3 —  +
12 2 , v 

+— = 0 .Сделаемзамену у  = х + —.Тогдаполучим 3(v' - 4 ) - 4 v - 3  = 0
X' X

или 3у 2 — 4jn — 15 = 0. Решая квадратное уравнение, находим у, = 3 ,
5 2 2 5

У-, = Следовательно, д + — = 3 и х + — = - —
3 х х 3

Отсюда находим д, = 1, = 2 О т в е т {l; 2}.

Вопросм и задания

1. Какие уравнения назмваются спмметричсскймн уравненнями гре гьсй 
степенн?

2. Как решаются симме!рические уравнения четвертой степени?
3. Какие уравнения назьшаются возвратними уравнениями?
4. Как решаются возвратнме уравнения четвертой степени?

У  п р а ж  ii е н и я

1. Решить симметрическиеуравнения третьей степени:

а) 13д3-9 д 2-9 x  + 13 = 0; б) х3 - 5.v2 - 5х +1 = 0 •

2. Решить симметрические уравнения четвертой степени:

а) Зд-4 I 5д-3 -16д-2 +5д- + 3 - 0 ;  б) 2.r4 - 3 v’ + 2 v2 - 3 v + 2 = 0

3. Решить возвратнью уравнения:

а) 2д4 +Зд3 +5х2 +6д- + 8 = 0 ; в) х4 - З х 3 + 5д2 + 6х + 4 = 0 :

б) - д 4 + 2д3 + l x 2 + 4 д - 4  = 0; г) 2х4 +Зд3-1 L r - 9 д +1 8  = 0

4. Решить симметрические уравнения третьей степени:

а) -2 х 3 + 3х2 + З д - 2  = 0;  б) 4х3 + 7х2 + 7х + 4 = 0 ■

5. Решить симметрические уравнения четвертой степени:

а) -5д4 + х3 + 11д2 + д: -  5 = 0 ; б) 7х4 -  2х3 + 8д2 -  2х + 7 = 0 •
6 . Решить возвратнью уравнения:

а) x s + 2х4 + Зх3 -  6х2 + 8д -  8 = 0 ;

б) х5 + Зх4 -  д3 + 2х2 -  24д -3 2  = 0-
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1. Приведенное алгебраическое уравнение. Уравнение вида

а "  + a l.v”“l + а2х'~2 +  ... +  a )i_lA +  a , I = 0 ,  ( 1 )

где a r a2, , а н — цслнс числа, називается приведвпиьш алгеб- 
раическим уравиеиием.

Т е о р е м а  1. Если уравнение (1) имеетцельш корень (т. е. ко- 
рень, являюшийся цельш числом), то этот корень является делите- 
лем свободного члена ап ( ап ф 0 )•

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х, Ф 0 —  цельш корень уравнения

(1). Тогда -v," + atx" ' + а2х" “ +. . .+ а,,.,*, + ап = 0. Разделивобечас- 

ти этого равенства мах , получим х”_' + а^х"'2 + ... + я(1_, + — = 0 .
■*4G

Отсюда а"“' + а |х" " 2 + ... + ал_,А| + я„_, = — - .  По условиютеоре- 
Mbi левая часть последнего равенства есть целое число. Поэтому

правая часть также является цельш числом. Значит, свобод-
х\

ньш член ап делится нацело нахг

П р и м е р 1. Решить уравнение х 3 + х2 - 1 0х + 8 = 0.
Р е ш е н и е . Так как а, = 1, а2 = -10 , а} = 8 —  цельге числа, то 

корнями уравнения могут бить только делители числа 8 , т. е. 1, - 1 , 2 , 
- 2 ,4 , - 4 ,  8 , - 8 .

При х = 1 имеем 1 + 1 - 1 0  + 8 = 0. Значит, х = 1 является 
корнем уравнения, и из теоремь1 Безу внтекает, что левая часть урав- 
нения делится на двучлен (х -  1). Произведем деление:

§  5 .  Н а х о ж д е п и е  р а ц и о н а л ь н о г о  к о р н я

а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й

ху + х 2 — 1 0 а  +  8

\ 2 х - х

х — 1

х2 + 2x -  8

2х2 - 1 0 а  +  8

2х2 -  2х
—8 а  + 8
—8 х  + 8

0
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Отсюда имеем равенство х3 + х2 -1  Ox + 8 = (.v -  l)(.v: + 2х -  8). 
Далее решаем уравнение х1 + 2х -  8 = 0 . Его корнями являются 

числа - 4  и 2. Следовательно,решениемисходногоуравненияявля- 
ется множество { -4 ; 1; 2 }.

Рассмотрим теперь уравнение

а0х" + arx"~'+ а2.т" ~ 2 + + an_tx + ап = 0 , (2 )

где a0,a l,...,an — целмечисла.
Т е о р е м а  2. Если уравнение (2) имеет рациональньш коремь

л', = -^-,где HL — несократимаядробь, т —  целоеД— натуральное 
к к

число, то т является делителем ап, а к является делителем af).
т

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставляя — в (2) имеем:
к

II Л-1 /7-2т т т т
ап —  + а.---- г + я , ---- г  +... + а„ , — + а„ = 0

кп к kn~ к

Умножим обе части последнего на kn Тогда

a0mn + a^m'^'k + а1т"~2к~ +...+  aii_]mk"'1 + ank“ = 0  (3 )

Разделив теперь обе части (З)наА:, получим
n

+ а2т"~2к +...+ an_xmk”~2 + ank " ~ 1 = — (4 )
k

Так как левая часть (4) является цельш числом, то правая часть 
такжеявляется цельш. Поскольку у  несократимая дробь, то отсю- 
да следует, что aQ делится нацело на к. Значит, к является делите- 
лем aQ. Аналогично, разделив обе части (3) на т , можно убеднться, 
что т является делителем a r

П р и м е р 2. Решить уравнение 6хА + 5х3 +10x2 -  З.т -  2 = 0.
Р е ш е н и е : Так как а0 = 6 , о, = 5, а2 = 10, а3 = -3, аА = -2  , то 

рациональнью корни уравнения надо искать среди чисел:

1 -1 2 - 2  !  - I  1  - I  1  - 1  I  - i*5 1 J > 5 > 1 ’ » 1
2 2 3 3 3  3 6 6  

При х = 1 имеем 6 + 5+  1 0 - 3 - 2  ф 0; при .v = -1 имеем 6 -  5 +
+ 10 + 3 - 2  ф 0; при jc = 2 имеем 96 + 40 + 4 0 - 6 - 2  ф 0; при

1
х = - 2  имеем 96 -  40 + 40 + 6  -  2 ф 0; при х = — получим

6 — + 5- —+ 10 — - - - 2  = 0 .
16 8 4 2
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Таким образом, -v, = -  — один из корней рассматриваемош урав- 

нения. Разделим левую часть уравнения на (2x -1 ):

6 .v4 + 5.Y1 + Юх2 -  3* -  2 2x - 1

6хА -  3.Y3 Зх} + 4x2 +7x + 2

8.v3 +10.v: — 3jc — 2

Sx3 -  4x2

14х2 - З х - 2

14.y2 -  Ix
4 х - 2
4 х - 2

0

Значит, 6 .i'J + 5x +1 Ox2 - З х - 2  = (2х -  1)(3jc3 + 4х~ + l x  + 2). 
Далее, нужно решитьуравнение

3.v3 + 4х2 + 7* + 2 = 0 • (5)

Реш ение уравнения (5) ишем из оставш ихся чисел:
1 1 1 1 2  2 1 1
—. — . , — . -> —  Так как левая часть (5) содержит2 2 3 3 3 3 6 6  w  « ғ
только положительнме коэффициенть1, то досгаточно проверить только 
отрицательнью числа.  ̂ 1 1 1

Подставляязначение х = - в (5) имеем -3 - -  + 4 -----7 - -  + 2Ф0.
1 i 2 I I 8 4 2

При х = ~— получим -3  —  + 4 -----7 - -  + 2 = 0 . Следовательно,
j 3 27 9 3

х2 = является корнем уравнения (5), а значит, является корнем 
исходного уравнения.

Разделим теперь левую часть (5' на ( Зх + \

3,y3 + 4 х 2 + 1х  + 2 3x + l
~ 3 х } + х 2 х  ̂+ х + 2

Зх2 + 7х + 2
Зх2 + х

6х + 2
6х + 2
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О стается реш ить уравнение х2 + х  + 2 = 0. Так как

D = \2 -  4-1-2 = - 7 < 0 .  т 0  э т 0  уравнение не имеет корней. Таким

1. Сформулировать теорему о целом корне прмведенного алгебраичес- 
кого уравнения.

2. Сформулировать теорему о рациональном корне алгебранческого 
уравнения.

б) jc3 - 6х2 + 15jc-14 = 0 ; г) х4 +4х3 - 2х: -  12х + 9 = 0

2. Найти рациональнне корни алгебраического уравнения:

а) 6х4 - x 3 -  l x 2 + х +1 = 0 ;

б) бх6 +1 Зх5 + Зх4 + .y3 -  I x 1 - 1 2.v -  4 = 0;

в) 24х5 +1 Ол:4 -  х3 -  19х2 -  5х + 6 = 0 ;

г) 4х6 + 5х5 -  3.y4 +1 Lr' + 6х2 + 20х -  32 = 0.
3. Решитьуравнения:

а) 2х4 -  х3 + З.х2 -  х +1 = 0; в) -v3 -  5х2 -  5х + 1 = 0 ;

б) (л :-2 )4 + ( х - 3 )4 = 1 ; г) х5 - 2х4 - Зх3 - 3.v: + 2 .v + 1 = 0

4. Найти цельш корни алгебраического уравнения:

d) х3 - 4 х 2 - 4 х - 5  = 0 ; б) х4 +2х3-13х2-14х + 24 = 0.

5. Найти рациональнью корни алгебраического уравнения:

а) Зх3 + 2х2 + 2х + 3 = 0 ; б) х4 + Зх3 -4 4 х 2 + 15х + 25 = 0
6 . Решитьуравнения:

а) х4 + 4х3 -  2х2 - 1 2х + 9 = 0 ;

б) (х + 1)(х + 3)(х + 5)(х + 7) + 15 = 0.
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образом, корнями исходного уравнения являются х, = — и д- 

(*)Г Bonpocbi и задания

3

У  п р  а ж  н е ii и я

1. Найти целме корни алгебраического уравнения:

а) х3 + 2х 2 - х - 2  = 0;  в) х4 - 4 х ? +7х2-16х+12 = 0;



§  6 .  H c K O T o p b ie  и с к у с с т в е н н м е  с п о с о б м  р е ш е н и я

а л г с б р а и ч е с к и х  у р а в н с н и й

В этом параграфе будут рассмотренм некоторме нестандартнне 
способь! решения алгебраических уравнений.

1. Умноженисуравнсния на многочлен. В некотормх случаях 
процесс решения алгебраического уравнения сушественно облегча- 
ется, если умножить обе части уравнения на некоторьш многочлен 
от неизвестной. При этом следуетучесть, что возможно появление 
«посторонних» корней.

П р и м е р 1. Найдите корни уравнения .v8 -  2 .v6 + 4х4 -  8х2 +16 = 0 . 
Р е ш е н и е . Умножив обе части уравнения на многочлен ( х~ + 2), 

не имеюший корней, получим уравнение (д-: +2) (х8 -  2хь + 4.y4 -  
- 8.v: + 16) = 0. Раскрьш скобки и упростив вьфажение, получим рав- 
носильноеуравнениех10 + 32 = 0

Очевидно, что последнее уравнение не имеет корней (действи- 
тельпь1х корней). Следовательно, исходное уравнение также не име- 
ет корней.

П р и м е р  2 .Решитьуравнение:

10.v3 -  9.r2 -  48.v + 20 = 0 (1)

Р е ш е н и е . Умноживобе частиуравнения на многочлен (2х + 1), 

получим уравнение:
] 20ха - 8.v3 - 1 05-V2 - 8x + 20  = 0 • (2 )

При этом .y = , яачяюшийся корнем уравнения (2), не является

корием уравнения ( 1).
Уравнение (2) является симметрическим уравнением чегвертой 

степени. Поскольку х = 0 ие является корнем этого уравнеғ!ия, то 
разделив обе его части на .y2 , получим равносильное уравнение:

20 (  ̂ и f пЛ' н—х' + —

001

1 л" J k х )
-105 = 0.

1
Сделаем замену х + — = у  Тогда имеем уравнение:

20 v2 — 8 v — 145 = 0 (3)

29 5
Уравнение(3)имеетдвакорня: У\ и  у 2 = ~ j -  Поэтому уравне-
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Решив каждое из этих уравнений, найдем четьфе корня уравнения
2 5 1

-2 ,

ние (2 ) равносильно совокупности уравнений -v + ~  =  и *  + -  ̂= — -̂

(2 ): = | ,  д-,

Таккаккорень х4 = - — является "посторонним" для уравпения

( 1), то отсюда следует, что уравнение ( 1) имеет только трм корня:
2 5
5 ’ 'V- “  2

2. «У гадьш ание» корня уравнения. Для некотормх типов 
уравнений легко удается найти один или несколько из его корней.

П р и м е р 3. Решить уравнение 2хъ + 5* -  2 • 4J -  5 • 4 = 0 

Ре ш е н и е  . Очевидно,что* = 4являетсякорнемуравнения. Для 

нахождения остальнмх корней, преобразуем уравнение к виду 

2х3 + 5x -148 = 0 и разделим левую часть последнего на (,v -  4). 

Имеем:

2* 3 +5*-148 = 0 х - 4  

~  2х3 - 8 х 2 2х~ + 8* + 37

rlноо
1 + L/l 1 148

8 * 2 -32*
37* -148
37* -148

0

Следовательно, 2 * 3 +5.v-148= (* -4 ) (2 * 2 + 8*+ 37 )•
Далее, решаем уравнение 2*: + 8* + 37 = 0.
Так как D = 82 -  4 • 2 ■ 37 < 0 , то последнее уравнение не имеет 

решения. Отсюда вьпекает, что исходное уравнение имеетединствеп- 
ньш корень х = 4.

П р и м е р 4. Решить уравнение:
з , 1

х - i x  = ci + — , где a * 0 (4)
а'

Р е ш е н и е . Так как

« ■ ♦ 7 -
(  0 '  ,  1 f  п (

3
f  1ал— - 3 -a — a + — — a + — -3 oh—

V а ) a I a ) I a ) I a J
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т о у р а в н ен и е  (4 ) равноси льн оуравн ен и ю

-  За- = а + - - 3 a + -1
a (5)

1Ясно, что дг, = a + — является одним из корней уравнения (5), a 
a

значит, является корнем уравнения (4). Разделив многочлен
3 ,  3 1 1х - З х  -  a — -  на многочлен х - а  — , получим:

х' + х ( 0
/ n

а + — + а + —
a 1 a\ J

-3

Далее, решаем квадратное уравнение:

х' + х
1

а + — 
a

1
а + — 

a
-з=о. (6 )

Дискриминант этого уравнения имеет вид: 

D = (  0  а + —
2 /

f 0  a H—
2 \

(  Пa ----- 4 1 - - 3 = -3-
I а ) I a I a )

Следовательно, при всех a * 0 дискриминант/} < 0. Уравнение (6) 
может иметь корень только при D = 0, т. е. когда a = 1 или a = - 1 . 
Таким образом, уравнение (6 ) не имеет корней при а2 ф 1, имеет един- 
ственньш корень х = -1 при a = 1 и единсгвенньш корень х = 1 при a = - 1.

Добавляя к этим двум числам еше корень х = а + — ,а Ф  0, нахо- 
дим все корни уравнения (4). а

Bonpocbi ii задания

1. Рассказать о способе умножения уравнения на многочлен.
2. Рассказать о способе угадмвания корней уравнения.
3. Какие еше способм решения уравнений вам известнн?

1. Решить уравнения:

а) .v8 -  х6 +  хА -  х1 + 1  =  0 ;

б) 6х3 -  х2 -  20х +  1 2  =  0 ;

У п р а ж н е н и я

e) x3 + Злг - 123 -  3 • 12 = 0 ;
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г) х (*+2) + (х +2) (х+4)+(x + 4)(л'+ 6) + (х+ €)(х+ 8) + (.v + 8)(.v + 10) = 
= 2- 4 + 4-6 + 6 - 8 + 8-10-

2. Решитьуравнения:
а) A'(.v +  1)( .y + 2)(х + 3) +  ( . r  + 1) (х + 2)(д- + 3)(.т + 4) +

+(х + 2)(х + 3)(х + 4)(* + 5) + (х + 3)(.r + 4)(х + 5)(.v + 6 ) =
= 1- 2- 3- 4 + 2- 3- 4- 5 + 3- 4- 5- 6 ;

б) х(х + 1) + (.v + 1)(jc + 2) + (х + 2)(х + 3) + (jc + 3)(.v + 4) +
+(х + 4)(jc + 5) = 1 2 + 2- 3 + 3-4 + 4-5

§ 7 . Числовме неравенства и их свойства

1. Числовне неравенства. Пусть a е  R, b е  R. Введем сле- 
дуюшие определения.

О п р е д е л е н и е  1.Если a - b  положительноечнсло.тогово- 
рят, что число а  больше чем число b и соотношение между этимп 
числами обозначаютчерез a > b.

О п р е д е л е н и е  2. Если a - b  отрицательное число. то гово- 
рят, что число а меньше чем число b, и соотношение между эти.мп 
числами обозначают через a < b.

О п р е д е л е н и е  3. Если a -  b неотрицательное число, то 
говорят, что число а  больше или равно числу b и соотношение меж- 
ду этими числами обозначают через a > b

О п р е д е л е н и е  4. Если a -  b неположительное число, то 
говорят, что число а меньше или равно числу b и соотношение меж- 
ду этими числами обозначают через a < b

П р и м е р  1.
а) Так как yfl -1 положительное число, то •n/2 > 1 ;
б) Число 5 -  6,21 является отрицательньш. Поэтому 5 < 6,21.
2.С в о й с т в а  ч и с л о в м х  н е р а в е н с т в . Сформулмру- 

ем свойства числовнх неравенств. Пусгь а, b, с, d — действитель- 
Hbie числа.

1° Если a > b, to  b < a.

До к а з а т е ль с т в о . Со г л а с н о о п р е д е л е н и ю 1 число a - b  по- 
ложительное. Тогда b - a  является отрицательньш числом. Отсю- 
да и из определения 2 следует, что b < и.
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2° Если a > b, b > c, t o  a > c.
Д о к а з а т е л ь с т в о  По определению 1 числа a - b  и b - c  

положительнме. Сумма положительнмх чисел также является поло- 
жительньш числом, т. e . ( a - b ) + ( b -  с) = а - с  — положительное 
число. Отсюда и из определения 1 получаем, что a > с.

3°. Если а > Ь , т о а  + с > Ь  + с. Обратно, если a + с > b + с, то 
а >  b.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Очевидно,что (а + c ) - ( b  + с) = a + с -
-  b - c  = a - b .  Поопределению 1 число a - b  является положитель- 
ньш, поэтому (a + c ) - ( b  + c) также есть положительное число и
a + с > b + с.

Обратное утверждение доказьшается аналогичньш образом.
4 ° Если a > b и с —  положительное (отрицательное) число, то 

ас > bc (ас < bc).
Обратно, еслн а с >  bc ( a c < b c )  и с —  положительное (отрица- 

тельное)число,t o  a > b
Д о к а з а т е л ь с т в о  Так как a - b  и с —  положительние чис- 

ла, то их произведение также является положительнмм числом. По- 
этому с (а -  b) > 0. Тогда из соотношения ас -  bc = с (а -  b) и 
определения 1 получаем, что ас > bc.

Аналогично доказмвается обратньш случай и случай, когда с — 
отрицательное число.

5° Если a > b и с > d, to a + с > b + cf.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно определению 1 числа a - b  и 

c - d  являются положительньши. Поэтому число ( a - b )  + ( c - d )  = 
(a + c ) - ( b  + d) также является положительньш. Отсюда и из опре- 
деления 1 получаем a + с >  b + d.

6° Если для положительнмх чисел а, b, с, d  имеют место 
неравенства a > b и с > d, то ас > bd.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Запишемчисло а с - fo/следую ш имоб- 
разом: ac -  bd = ac -  be + be -  bd = с(а -  b) + b(c -  d).

Из определепия 1 следует, что a - b  и с -  d — положительнме 
числа. По условию b и с также положительние числа. Поэтому чис- 
ло ас -  bd  является положительньш. Отсюда и из определения 1 
получаем ас > bd.

7°. Если а, b —  положительнью числа и a > b, to  — < —. Обрат-
i i  °  b 

но, если — < — и а, b -  положительнме числа, to  a > b. 
a b
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( \ п
Доказательство. Запишем ч и с л о ------следуюшим образом:

1 1 Ь - а  ^  Ь >
~a~~b = ~ab~' Поопределению 1 число a - b  положительное. Тогда

b - a — отрицательное число. Поскольку а и b положител ьнью числа, 
b -c i

то — — является отрицательньш числом. Отсюда и из определення
,  1 12 получаем,что — < — а b

Аналогично доказьтается обратньш случай.

8°. Если а, b — положительнше числа, пе  N и a > b, to  a" > b" 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства этого свойства при- 

меним метод математической индукции. Пусть п =  1. Тогда имеем 
а > b x ■ Предположим, что при п = к верно ак > bk . Покажем, что 
тогда ак+' > bk+' . Действительно, применяя к неравенствам a > b и 
ак > b k свойство 6°,получаем а - а к > b - b k или ак+| > 6*' +1 Следо- 
вательно, неравенство а" > b" справедливо и при п = к + 1. Отсюда 
согласно принципу математической индукции неравенство a" > b" 
является справедливьш при всех натуральнмх п.

Все свойства числовьис неравенств останутся справедливьши, если 
соответствуюшие знаки неравенств поменять на противоположние. 

П р и м е р 2. Пусть а и b — положительние числа. Сравните

a + b ГТ ------  и \jab
2

Р е ш е н и е  Так как число а + ^ - J a b  = —[a + b - 2 \ [ a b }  = 

= ^ [ y f a - \ f b }  являетсянеотрицательньш,топоопределениюЗ име-

ем a+r̂ > > yjab Равенство имеет место только при a = b.

П р и м е р  3. Сравнитечисла 1 2-3-...-49 и 2549 
Р е ш е н и е . Используя результат примера 2 , имеем:

1 - 49 < 25г

^ ^ > V 2 - 4 8  2-48<252
2

илиже
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Применим к полученньш неравенствам свойство 6° Тогда име- 

ет место соотношение 1 • 2 • 3 •... • 24 • 26 •... • 49  < (252 ) 24 = 2548

Умножив теперь обе части последнего неравенства на 25, полу- 

чим неравенство 1 • 2 • 3 ■ •  48 • 49 < 2549

Bonpocbi и задания

1. Что означают соотношения a > b,a > bl
2. Что означают соотношения a < b, a < bl
3. Сформулировать свойства числовмх неравенств.

У п р а ж н е н и я

1. Сравнить числа:

13 17 3 1 1
d) — и — ; 6) 0,66 И — ; < ) ) ----- И -------- ;

’ 14 18 7 20 30

б) 1,25 и l i ;  г) 1,08 и l^ ;  е) ~  и -0,26

- l l  
3

2. Верно ли неравенство:
1 1  1 1 2 3 /

*) 0,241 • 5 > 10— + — ; ff) I  + - ~ > -

e) 0 ,2-0 ,3-(-0 ,4) >0,81: (-0 ,3);
1 1 1 1 1 1 6

г’ 1-2 + 2-3 + 3-4 + 4-5 + 5-6+ 6-7> 7 ’
1 1 1  1 1 1 1  Л \ ----- 1-------j------ 1------- 1---------1--------< — .

’ 3-5 5-7 7-9 9-11 1113 1315 3 ’
е) + л/Гз > VTT + V i 4 ;

ж) V27 +V23 > V2T+%/зо
3. Расположить в порядке возрастания числа:

а) yjl ,  -^З, ^ 4 , -\/5 ; в) 1 —, 1—, 1 —, 1— ,

б) 1,0(9), 1,100..., г) —J l ,  —n/з, - i /4 ,  -</5

4. Найтинаибольшееизчисел: —2—; —2,39(99); -2 ,399(9);-2,400.
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5. Найтинаименьшееизчисел: 34,12; 34,11(9); 34,119(99); 34,120
6. Сравнить число 44 с числом:

1 1 1
^  VT + V2 + %/2+ҳ/з + '”+ V2024+V2025 ’

2 2 2

Vi +Vs + V3 +V5 +"'+ V2023 + V2 0 2 5 ’
х 1 + 2 + 3 + .. . + 44 . 

в) ---------2---------’
г) 1- 2  + 3 - 4  + ...+ 999-1000 + 1001;
д) 1-3  + 5 - 7  + ...+ 997-999 + 1001

7. Сравнить числа:

а) V2OO4 + V2OO2 и 2-V2003 e) 55! и

б) V2004 + n/2000 и 2 V2002; г) 9 9 ! и

§  8 . Решение линейнмх и квадратнь1\  неравепств

1. Неравенства с одной неизвестной. В курсе средней i u k o - 

ль! изучались линейнне и квадратнью неравенства. В этом парагра- 
фе mu дадим в обшем виде определения неравенства с одной неиз- 
вестной и решения неравенства.

Пусть / ( .v) и g(x) — вьфажения, определенние на некотором 
числовом множестве.

О п р е д е л е н и е  1. Н еравенства вида f ( x ) > g ( x ) ,  
f ( x ) > g ( x ) ,  f ( x ) < g ( x )  или f ( x )  < g ( x ) , назьшаются iiepaeen- 
cmeaviu c одной неизвеспшой.

О п р е д е л е н и е  2. Множество Хзначений х, при подстановке 
которь1х в одно из указаннмх више неравенств получается вернос 
числовое неравенство, назьшаютреше/шем данного иеравенства. 
Если такое множество является пустьш, то говорят, что неравенство 
не имеетрешения.

Рвшить неравенство — это значит найти его решение X  илп 
доказать, что неравенство не имеетрешения.

П р и м е р 1. Решить неравенство х > 1.
Р е ш е н и е . Так как любое число, большее или равное 1, удов-

летворяет неравенству, то решением является множество [!;+«>).

2855; 

50от
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О п р е д е л е н и е  3. Если решение неравенства f x (х) > g , (.v) 
являетсятакжерешением неравенства / 2( x ) > g 2(x) иобратно, ре- 
шение неравенства f 2(x)> g 2(x) является решением неравенства 
f\ (*) > g\ (х) > т 0  такие неравенства назьшаютсяравчосильпьши и в 

этом случае пишут: f x (д) > g, (х) <=> / 2 (*) > g 2 ( х ) .
Т е о р е м а  1 .Пустьвьфажение ф(дг) определенонамножестве 

X  и это множество является решением неравенства/ (д) > g(.v) • Tor- 
да^является такжерешениемнеравенства/(д)+ф(х)>£(х) + ф(д-).

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть X  — решение неравенства 
/ ( v) > g  (-v) • Тогда согласно свойству 3° из § 7 настояшей главь! для 
каждого xg X  справедливонеравенство / ( х) + ф(х)> g (х) + ф(.г). 
Таккак ф(а ) определенотолькона^тозначения xg X  неудовлет- 
воряют последнему неравенству. Значит, множествоX  является ре- 
шением неравенства / ( х )  + ф (.г)> ^(х) + ф(.г).

Т с о р е м а  2. Пусть множество X  —  решение неравенства 
/ (д ) > g  (д ) и с —  положительное число. Тогда X  является также 
решением неравенства с- f ( x ) > c - g ( x ) .

Обратно, если X — решение неравенства с ■ f { x ) > c  ■ g(x)  и с — 
положительное число, to  X  является также решением неравенства

Д о к а з а т е л ь с т в о  Так как для каждого х е  X  по свойству 
4() из § 7 настояш ей главь! справедливо соотнош ение 
f ( x ) > g  ( x ) d c f ( x ) > c g  (д),торешениенеравенства / ( х ) > g(*)  
совпадает с решением неравенства c f ( x ) >c g ( x ) .

2. Линейнме неравенства. Пусть а, b заданнме числа и д- — 
неизвестное число. Неравенство вида a x > b  ( a x < b , a x > b  или 
a x < b )  назьшаетсяпииейньт иеравенством.

Рассмотрим следуюшие случаи:
a) a —  положительное число. Тогда, применяя теорему 4 из § 7

настояшей глави, имеем ах > b х > —. Отсюда следует, что мно-
а

r b является решением линеиного неравенства;жество

б )а  = 0. В этом случае, если b < 0 , то множество (-оо;+оо) являет- 

ся решением линейного неравенства, если же b > 0 , то решения нет;
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e) a — отрицательное число. Тогда, применяя теорему 4 из § 7
настояшей главн, имеем ах > b <=> х < — . Поэтому в этом случае

a
множество b '  —оо' —>

a
является решением линеиного неравенства.

П р и м е р  2. Решить неравенства: а) 2 х > -3 ; 6 ) . v - 2 < 6 ;

. х х 5хв) -  + - >  —  + 1.
3 2 6

Р е ш е н и е . я )  2х>-3<=>х>-1,5 О т в е т : (-1,5;+°°)
б) х - 2  < 6 <=>х < 6 + 2 <=>х < 8 . О т в е т  : (-°° ;8 ]. 

л' х 5х
в) — + — > —  + 1<=>2л: + 3.х>5х + 6 < = ^ 0 > 6 . О т в е т :  0 .

3 2 6

3. К в а д р а т н м е  н е р а в е н с т в а .  Н еравенство вида 
ах2 + bx + c> 0  ( ах2 + bx + с < 0 ,  ах~ +bx + c> 0 ,  ах2 +  bx +  с <  0 ) ,  

где a,b,c —  заданнме числа, а Ф 0 , х —  неизвестное число, назьша- 
ется квадратпъъч нераввнством.

Т е о р е м а  3 .Пустъквадратньгйтрехчлен х~ + px + q имеетдис- 
криминант D > 0, .v,, х2 —  корни уравнения .v: + рх + q = 0 и .v, < .r,

Тогда
,y е ( ;  х2) <=> х2 + px + q < 0  , 

хЕ (-oo;x1)U (x2;+0°) + px + q >  0

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть D = p : - 4 q > 0  и уравнение 
.V2 + рх I q = 0 нмест два разлнчимх корня л, и а2 , а, < л\ Тогда 
имеем:

.v2 +p x  + q = (jc- лг, )(дг — х2) ( 1)

Если x e ( .r1;.v2) ,  то хх< х < х 2 П оэтому из (1) имеем 
. r  + px + q < 0 Обратно, если х1 + рх + q = (х -  xt )(x -  х2) < 0, то 
(д: — jc,) и (a --a2) имеютразниезнаки. Отсюда,учитьтая условие 
х, < х2, получаем, что х{ < х < х, или х е (.v,; х2).

Если A- е (-oo; A,),  то х — a, < 0 и х -  х, < 0 . Поэтому из (1) име- 
ем х2 + рх + q > 0 . Аналогично, если х £ (х2 ; + «>), то х -  х, > 0 и 
x - x 2 > 0 . Поэтому из (1) имеем x 2 +px  + q >  0. Обратно, если 
х2 + px + q = ( х - х , ) ( х - х 2) > 0 , то ( х- х , )  и ( х - х 2) имеютодина- 
KOBbie знаки. Отсюда, учитнвая условие х, < х , , получаем, что либо 
х < х ,, либо х > х , .
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Т е о р е м а  4. Пусть квадратньш трехчлен д-2 + px + q имеет 
дискриминант D < 0. Тогда множество (-°°; + °°) является решени- 
ем неравенства д-2 + рх + q > 0 , а неравенство х 2 + px + q <  0 не име- 
ет решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть D < 0. Тогда с помошью метода 
вьшеления полного квадрата нетрудно проверить, что трехчлен 
д-2 + px + q принимает только положительнме значения. Поэтому 
(-оо;+оо) является решением неравенства д-2 + рх + q > 0 В то же 
время неравенство д-: + px + q <  0  не имеетрешения.

Соответствуюшую теорему для случая, когда дискриминант D = 0 
сформулируйте самостоятельно.

П р и м е р 3. Решить неравенства: a ) 2хг -  5.v + 3 > 0;
б) д: -  4.v + 3 < 0.

Р е ш е н и е  а)  Так как D = 25- 4- 2- 3  = 1 > 0 ,  то

5 ± n/T 5 ± 1 ^
д, 2 =  ̂ = ——  Отсюда .Y, = 1 и д2 =1,5 Тогда, применяя теоре-

му 3 из пункта 3, имеем хе (-°°; l)U (l,5; + °°).

б ) Имеем -v, = 1 и х, = 3. Поэтому, применяя теорему 3, получа- 
ем д-е (l;3 ).

П р и м е р 4. Решить неравенства: а) х2 + 5х +11 > 0;
б) -  д' 2 + х -1  > 0 .

Р е ш е н и е . а ) Т а к к а к  D = 25 - 4•  1 • 11 < 0 ,тоизтеорем м 4 сле- 
дует, что (-°°; + °°) является решением неравенства.

б) Умножая обе части неравенства на (-1), получаем д2 -  x +1 < 0 
Так как D = ( - 1) 2 -  4 • 1 • 1 < 0 , то из теоремм 4 следует, что неравен- 
ство д2- д  + 1<0 не имеет решения. Следовательно, неравен- 
ство -  д' 2 + х - 1  > 0 также не имеет решения.

1. Дагь определение неравенства с одной неизвестной.
2. Ч ro значит решить неравенство?
3. Дать определение равносильнмх неравенсгв.
4. Сформулировать свойства равносильнь1х неравенств.
5. Объяснить, как решаются линейнне неравенства?
6. Как решаются квадратние неравенства?
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1. Решить линейнью неравенства:
X + 1а) Зх<5; г) - ^ - > - 3 ;

2 .v -1
б) -2х  + 1 < 8 ; д)

в) - З х > - 7 ;  е)

ж)  5(x + l ) - 4 ( 2 x - 3 ) < 5 x  + 7;

з) -2 (х  + 7) + 8 (3 * -4 ) > 3jc — 5(jc- 4 ) ;
и) —2 (jc + 5) + 8 (.t — 7)<6jc + 11

2. Решить линейнме неравенства:

ч х-1 2.v-4 . 1 ч 5.V-7 .v 1 д-а)  + --------> 1-  г ) ----------- < 2 ------ ;
3 2 3 6 9 5 8

_ х - 4  х _ , 2х + 3 6х-1 х - 5  „2
б)  + - < - 1, 2 );  д) -------- + --------> --------- 2 - ;

5 7 w  5 4 3 5

в) е) - 2 .V + 8 2х + 1 .  2 r -1
8 5 6 5 8 3 4

3. Решить квадратнне неравенства:

а) Зх2 - 8х + 5 > 0 ;  д) х: - Зх +19>0;

б) - 2y2 - 8 x  + 10<0;  р) - 2 х2 8х 27 > 0 -

в) х2 - 9 х - 1 0 > 0 ;  ж ) х2 -12х + 36>0-

г ) х2 +9х + 80 < о ;

У п р а ж н е н и я

4. Решить неравенства:

а) 3 ( х - 2 ) 2 -5 (х  + 1) ( х- 3) <0;  г) 5( x- l ) ( x  + 8 ) - 2 ( x  + 7) > 2х ;

б) 2(х + 1) + 3 ( х - 4 ) ( х - 2 ) > 0 ;  д) 2(x + l)(3 -2x)< 6(x  + l ) -7x.

в) 2(x + l ) ( x - l ) - 3 ( x - 5 ) "  <0 ;

5. При каких значениях х первое вмражение будет больше второго?

. х +1 2х-1 ^  2х -1 5х + 7
а) —  и — ; S) —  „ — ;
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в) х2 -  5.r +1 и —; д) + 8 а +11 и 2х2 -  5а + 4 ;
2

г) 3* + 1 и х1 + 2 ; е) -2х2 + 9х + 7 и 6х2 -  9* + 25

§ 9. Доказательство неравенств. 
Неравенство Кош и

1. Доказательство неравенств. Пусть вьфажения f [ x )  и 
g  (a) определень1 на некотором числовом множестве X.  На практи- 
ке часто требуется "доказать" заданное неравенство вида

/ ( * ) > g ( * )  (/(■ xr)< S ‘(JC)» f ( x ) > g ( x ) t f ( x ) < g ( x ) )  ( 1)

Доказатъ неравенство (1) означает, что нужно доказать его спра- 
ведливость для каждого хе  X.

П р и м е р 1. Для х Ф 0 доказать, что х2 + > 2 .
х~

Д о к а з а т е л ь с т в о  х1 + \ - 2  =
х

х ——
X

>0 Так как

’ 1 n ’ 1х' + —  -  2 —  неотрицательное число, то х~ + —  > 2 .
х '  х~

П р и м е р  2. Доказать, что для любмх х > -1  и n e N  имеет 
место неравенство (1 + х)" > 1 + пх .

Д о к а з а т е л ъ с т в о .  Применим метод математической индук- 
ции. Пусть п =  1. Тогда 1 + х > 1 + д; верно для любого х > -1 . Пред- 
положим, что при п = т имеет место неравенство (l + х)т > 1 + тх , 
.v > -1 Так как 1 + х  > 0, то используя свойство 4° из § 7 настояшей 
глави, имеем:

(1 +  х ) ” ( а - + 1) >  (1 +  ш л ' ) (1 +  х )  =  1 +  А +  тх + тх' =  1 +  ( ш  + 1  )х + тх2 
Отсюда, учитмвая. что > 0 и т>  1 , получаем (l + a ) " ’+i > 1 + 

+ (т + 1)а . Таким образом, требуемое неравенство верно и при п = 
= т + 1, а значит, по методу математической индукции, оно верно при 
всех п G N.

2. Н е р а в е н с т в о  К о ш и .  Пусть а, , а% , —  неотрица- 
тельнме числа.

О п р е д е л е н и е  Число х-' +JC2 + -- + х” назьшается средне-
п
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арифметическим, а число ф сўх^х^  назмвается средпегеометри-

ческим чисел xlf х2,

П р и м е р 3. (Неравенство Коши). Доказать, что для пе i\r н не- 
отрицательннхчисел a-,,.y,, ...,хп имеетместо неравенство:

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Случай п = 2 доказан в примере 2 § 7 
настояшей главь!. Здесь мн ограничимся доказательством }1еравен- 
ства для случая п = 4.

1. Что означает доказать неравенство?
2. Как определяется среднеарифметическое и среднегеометрическое sa- 

данних неотрицательних чисел?
3. Написать неравенство Коши для случая п = 5.
4. Написать неравенство Кошидля случая /i = 8.

х] + х 2+ xi + х4 ^ 
4

Bonpocbi и задания

У  п р а ж  ii е н ii я

1. Доказать неравенство для п е  N:



2. Доказать неравенство:

а ) (-V + v) 2 > 4.yv;

б) а - + - ^ — > 1 ;
a +1

e) ^ - < - '
1 + л-4 2 ’

г) .V2 + v: + z 2 > .vj' 4- xz + yz  ;

д) .v2 + v2 + 1 > .v>’ + x  + v ;

е) x4 + xly  + x;v3 + /  > 0 ;

ж) {x + y  + z)~ <3(x2 + y 2 + z2);

з) x4 + v4 + z4 > xyz{x + y  + z ) ;

и) (x2 + / ) ( x 4 + / ) > ( x 3 + / ) '  

к) ( x+y + z  + u)' <4(x2 + y 2 + z2 +гг) .

3. Доказать, что для положительнмх чисел а, b, с, d  справедливо 
неравенство:

а ) ab(a + b) + bc^b + c ) + ac(a + c) > 6abc ;

б) a + b + c >  yfab + yfbc + \[ac ;

«) ^(c/ + c)(b + d )  > yfab + \[cd

J 1 1 Q
г) —  + - ^ -  + - ^ > -

a + b c + b a + c a + b + c ’

^  1 1 U  1 1 1
a b c yjbc \lac \lab

§ 1 0 . Решение неравенств в ь кш его  порядка 
методом интервалов. Решение систсм неравенств

1. М етод и н тервалов  для  реш ения неравенств. Рассмот- 
рим сначала линейное неравенство ах + b < 0. Пусть a = 0. Тогда 

решением этого неравенства является (-«=; + °°); если b < 0  и реше- 

ния нет, если b >  0 Д алее, пусть аФ 0 Тогда

ах + b < 0 <=> a < 0 . Отсюда, если a < 0 , то имеем * > — .
a

Если a > 0 , t o  .v < —  • 
a
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Рассмотрим теперь неравенство вида

(<з,х + Ьх){агх + b2 )....{апх + bn) <  0 , ( 1 )

где я,,аг,...,ап ненулевьгедействительнмечисла. Изкаждоголиней- 
ногомножителявьшесемзаскобкисоответственно ау а2,...,ап Тог-

да получим я, • я, ■ аг ■... ■ ап ■ х + -
V

Ь,х + ̂
О-,

х + - < 0

Предположим, что числа различнне. Тогда m h o -

житель х + — будет отрицательньш, если х < — - и будет положи- 
а, а,

„  b тельньш, если х > -----. Поэтому множитель х + — меняет свои знак
ai a..

только при переходе через точку с координатой — - .

b b °'Далее, точки скоординатами — L, . . — г. делятчисловую ось
а\ ая ь

на п + 1 интервалов, внутри каждого интервала х + — ,/ '= 1, . . . ,  п
aj

сохраняет свой знак. Поэтому для определения знака множителя

х + — на каждом интервале достаточно взять одну пробную точку 
а,

из этого интервала. Тем самьш можно определить знаки вьфажений

х + — ,/  = 1 на каждом интервале. Откуда легко уяснить, яв- 
ai

ляется ли взя!Ь1Й ингервал частью всего решения или не является. 

Объединение всех интервалов, координати точек котормх удовлет- 
воряют неравенству ( 1), будет решением заданного неравенства. 
Рассмотренньш метод решения неравенства (1) назьшается мето- 
дом интервалов. Он применяется также и при решении многих дру- 
гих видов неравенств.

П р и м е р  1. Решитьнеравенство (2x+3)(3-5x)(4-2t)(8x-7)>0.

Р е ш е н и е . И м е е м  2-(-5)-(-2)-8-(х + 1,5) х - -  { х - 2)
r 7л 
х —

V 8 У

> 0

или (х + 1,5) 
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ГЗ 7^ f 1 л-1 ,5 ;- 1
b :i )

> - ; 2
1 5 j l 8 )

3 л 7
Числа jc, = —1,5, y2 = 7 ’ *3  = *4  = ~  обрашают левую

J О
часть неравенства в нуль. Отмечая эти числа на числовой оси, полу-

чим следуюшие интервалм: ( - ° ° ;-1,5 ),

(2 ;+«>). Проверка знаков множителей на этих интервалах показьта- 

ет, что последнее неравенство вьтолняется только на интервалах

(  3(-оо;-1 ,5 ), н (2 ; +°°) . Поэтомурешениемисходногонеравен-
5 8 . ч

f  3 7^
стваявляется множество (-«>;-1,5) U — U (2 ;+°°).

I 5 8J

П p и м ep  2. Решитьнеравенство ( v2 - 6 х  + 9 ) ( х -  5)3 (2х + 5)< 0 .

Р е ш е н и е . Найдем числа, обрашаюшие заданнне множители в 
нуль: 1) .v2 -  6х + 9 = 0 , x, = х, = 3; 2) (д--  5) 3 = 0 , х3 = х4 = х5 = 5 ;
3) (2х + 5) = 0 , хь = -2,5 Исходное неравенство равносильно нера- 
венству 2 (,v -3 )2( x - 5 ) 1(x + 2, 5)<0 . Далее, разбиваем числовую 
осьнаинтервалм: (-«>; -2 ,5), (-2,5; 3), (3, 5), (5 ,+~). Легкопро- 
верить, что последнее неравенство вьшолняется только на интерва- 
лах (-2,5 ; 3) и (3 ; 5). Поэтому решением исходного неравенства 
является множество (-2,5 ; 3 )u (3  ; 5).

х2 - 5 х - 6
П р и м е р 3. Решить неравенство — ^ ^— < 0 .

Р е ш е н и е . Найдем числа, обрашаютие числитель и знамена- 
тельдроби внуль: 1) д-2 - 5 х - 6  = 0 , х, = 6 , = - 1 ; 2) 2x + 3 = 0, 
х3 = - 1,5 .Теперьразбиваемчисловуюосьнапромежутки: (— —1,5), 
(-1 ,5 ;-1 ], [-1 ;6 ], [6 ; + °°). Нетрудно проверить, что решением не- 
равенстваявляется множество (-°° ;-l,5 )U  [_ 1;6].

2. Реш ение систем неравенств. В курсе средней школь1 изу- 
чались системь1 неравенств и совокупности неравенств (или уравне- 
мий) с одной неизвестной. Пусть заданн неравенства вида Р{ (х)а, 0, 
Р , ( л ) а , 0 , Р„(х)а„0 содной неизвестной х(здесь а , , а 2, 
один из знаков сравнений: >, <, <, >, fj(x), Р„(х) — некоторме 
вьфажения от х). Напомним, что множество значений х, которьге 
удовлетворяют всем неравенствам, назьшают решепием систелш
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заданншх неравепств. Решить систему неравенств означает — найтм 
все значения х, для котормх каждое неравенство данной системь! 
преврашается в верное числовое неравенство, или доказать, что га- 
ких значений нет.

Множество значенийх, которью удовлетворяют хотя 6 bi одному 
из указаннмх неравенств, назьгвают решением совокупности за- 
daunbix неравенств.

Как обмчно, для записи системь1 и совокупности неравенств с 
однси неизвестной применяютобозначения { и [ соответственно.

Р е ш е н и е . Используя равносильность неравенств, имеем:

П р и м е р 4. Решить систему неравенств:

J 2х + 5 < х J 2х -  х < -5  Jx < -5 
|- 3 x -  7 > 2х ^  | - 3 x -  2х > 7 ^  |- 5 х > 7  ^

<=» х < - 5  <̂ > x g  (-oo;-5] О т в  е т  : (-°°;-5]

I
х < -5

7
х < —  

5

Bonpocbi и задания

1. В чем сушность метода интервалов?
2. Что означает решить систему неравенств?
3. Может ли система неравенств не нметь решения?

У  п р а ж  н е ii и я

1. Решить неравснство:

а) ( х - 5 ) ( 3 - 7х ) ( 2х  + 8 ) <0;
2 -  х

ж) ------ < 1
4х -1

X" -  7
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2. Реш ить си стем у  неравенств:

Зл- -  5 < 7.v
2х +1 > ~2а' + 3 5.y +1 7 л' ------------- > _

2 3 5

б)
2(jt -  5) < 4(.y + 3) 

2х -  1 > -5х

— -  —  > 3 -  
3 4 3

.  5-4* 6х2 ---------< —
2 5

3. Сколько цель1х чисел удовлетворяют неравенству:

а) 2х2 -5 х  + 3 < 0 ;

б) - х 1 -  х - 1 > 0 ;

в) Зд'2 + 7 .v -10 < 0 ;
г) - 2 х 2 -  Ъх + 5 > 0 .

4. Найти наибольшее целое число, удовлетворяюшее неравенству:

§  11 . Уравнения и иеравенства, содержаидие 
знак модуля

К У равнепия, содержаш ие зн ак  модуля.
О п р е д е л е н и е  1. Если в заданном уравнении неизвестное 

содержится под знаком модуля, то такое уравнение назьшается урав- 
непием, содержсицим зпак модуля.

Пусть fix), gfx) —  вьфажения от .v, определеннме на некотором 
числовом множестве. Рассмотрим несколько типов уравнений, со- 
держаших знак модуля.

1) Уравиения вида

Из определення модуля ясно, что уравнение (1) равносильно сово-

а) - х 2 - 7 х  + 8 > 0 ;

( 1)

купности систем
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П р и м e p 1. Решить уравнение |2х -  5| = х . 
Р е ш е н и е .

|2jr — 5| = jc <=>

2х -  5 > 0 ‘j* = 5 х = 5
2х -  5 = х [2х > 5 5

<=> fi с <=>2х -  5 < 0 Зх = 5 • ‘Y _  3
5 -  2х = х [2х<5 2х < 5

х = 5 
5

х = — 
3

О т в е т : j l~ ;  5

2) Уравиения вида |/ ( х ) | = k W l -  Пусть / ( . r )  = g(.v) Тогда 

|/ (* ) | = |g (* )|. Еслиже /  (*) = ~g  (*) , то снова |/ (x ) | = |g (x)| По- 

этому,если f ( x )  = g( x)  или / ( x )  = -g(x),T O  |/(* ) | = |g(*)|
Обратно, пусть |/(лг)| = |g(x)| и g ( x ) > 0  Тогда |/ (x ) | = g(x)  

Отсюдаполучаем / ( x )  = g(x)  или / ( x )  = -g (x ) .

Остается рассмотреть случай |/ (* ) | = |g(-r)| и ('v) < 0 Имеем 
|/ (x ) | = -g (x ) .  Отсюда получаем / ( x )  = -g (x )  или / ( x )  = g(x)  

Таким образом, уравнение |/ (х ) | = |g (х)| равносильно совокуп-

/ ( x )  = g(x)

f { x )  = ~g( x)

П р и м е р 2. Решить уравнение |.y -  3| = \2х + 5 |.

ности

Р е ш е н и е . \х -  3| = \2х + 5| <=>
х - 3 = 2 х + 5  
х -  3 = —2х -  5

х - 2х -  5 + 3 
х + 2х = 3 -  5 '

- х  = 8 

Зх = -2 <=>

х = -8  

2
х - — О т в  е т  : i —  • -  j 

3

3) Уравиения вида | / ( х )  + g(x)| = |/ (х ) | + |g (x ) |. Рассмотрнм пе- 

сколько случаев. Пусть / ( х )  > 0. Тогда при g(x) > 0 вернь! равен- 

ства | / ( х )  + g (х)| = / ( х )  + g (х) = |/ (х)| + \g (х)|
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Еслиже g ( x ) < 0 , T o | / ( x )  + g ( x ) | * / ( x ) - g ( x ) , x  e. | / ( x )  + g (x ) |*
* |/ ( х ) |  + |Я(х)|.Пусть f ( x )  < 0 . Если g(x)<0, TO / ( x )  + g ( x ) < 0 .

О тсю да имеем | / ( x )  + g(x)| = - ( / ( x )  + g(x)) = - / ( x ) - g ( x )  =

= |/ ( * ) | + |g(*)| • Если же g (jc) > 0 , to  \ f  (.v) + g( x ) | * - f ( x )  + g { x ) ,

т.е. | / ( x )  + g ( x ) |* |/ ( x ) | + |g(x)| Наконец, пусть / ( x )  = 0.  Тогда

|/ ( x )  + g(x)| = |g(jr)| = |/ ( x ) | + |g (x ) |.

Изсимметричностнуравненияотносительно f  ( x)  и g (x ) сле- 
дует, что аналогичнме результа™ будут справедливьши, если рас- 
смотреть вместо / (х )  случаи с g(x) ( > , = , <  0 ).

Таким образом, при всех х,  удовлетворяюш их условию 

/ ( x ) - g ( x ) > 0 ,  верно равенство | / ( x )  + g(x)| = |/ (x ) | + |g (x ) |. Так 

как при / ( x ) - g ( x ) < 0  равенство | / ( A') + g(x)| = |/ ( x ) | + jg(x)| не 

имеет места, то |/(-v) + g(x)| = !/(x ) | + |g(x)| <=> / ( x ) g ( x )  > 0 .

П р и м е р 3. Решить уравнение | /  _  вх + 2| = х4 + б|х| + 2 • 

Р е ш е н и е .  | /  - 6x + 2 l = x4 +б|х| + 2 о | х 4 - 6х + 2| =
= |х4 + 2 | + | - 6х| ^  - 6х(х4 + 2 ) > 0  <=> - х > 0  х < 0  <=>

<=> XG ( - о о ;  0 ] .  О  т  в е Т : (-оо; о] .

П р и м е р 4. Решить уравнение |х -  2| + |х + 3| + |х| = 7 

Р е ш е н и е . |х -  2| + |х + 3| + |х| = 7 <=>

<=>

-х  + 2 -  х - 3 -  х = 7 при xg — 3]

-х  + 2 + х + 3 - х  = 7 при х е (-3 ;0 ]

= 7 при x g ( 0 ; 2 ]

при х е ( 2 ; + о°)х - 2 + х + 3 + х = 7

-Зх = 8 

- х  = 2 

х = 2 

Зх = 6

при

при

при

при

XG (-оо;-3]

х е  (—3;0 ] 

х е ( 0 ;2 ] 

x g  ( 2 ; + о о )

О т в е т : { -2 ; 2}

<=>

,  = - 2  2 
3

х = - 2  

х = 2 

х = 2

при х е ( - ° ° ;-3 ]

при х е ( -3 ;0 ]

при х е ( 0 ; 2 ]

при х е ( 2 ; + со)

0

х = -2  

х = 2 

0
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2. Н еравенства, содерж аш ие зн ак  модуля.
О п р е д е л е н и е  2.Есливнеравенственеизвестноесодержит- 

ся под знаком модуля, то такое неравенсгво назмвается неравси- 
ством, содержацим знак модуля.

Рассмотрим несколько типов неравенств, содержаших знак модуля.
1) Неравеиства вида

|/ (* ) |> g ( .v ) . (2 )
Из определения модуля ясно, что неравенство (2) равносильно

[/■(.x:)>g(x) [ - / '(* )  >g(.v) 
совокупности систем неравенств J и r  ' '  v '

} / ( * ) >  0 [ / ( * ) <  0
П р и м е р 5. Решить неравенство |3.v -  б| > х

Зл- -  6 > 0 ’ J3.v > 6
З х - 6 >  х <=> | 2 .t > 6

З.т -  6 < 0 J 3.v < 6
- Зх  + 6 > х { 6 > 4.v

Р е ш е н и е . | 3 д - - б | > х

х > 2

* - 3 « И 3
х < 2  дг<1,5
1,5>л-

О т в е т : ( - ° ° ;  1,5] U [3; +°°).

2) Неравепства вида |/ ( л ) | > |g (л)| (нли

П р и м е р 6 . Решить неравенство \2х -  6 | < |.v|. 
Р е ш е н и е . 1-it способ: \ 2х-  б| <|*| <=>

2х + 6 < - х  при х е ( - ° ° ;0 ]

2х + 6 < х  при .te(0 ;3 ] <=>
2 х - 6 < х при (3; + °°)

-.r < - 6  при 
-3-v < - 6

.Y< 6

Е (-°°; 0] 

при ле(0;3]  

при ле(3;  + °°)

^ > 6  при л-б(-°о;0 ] 

х > 2  при .ve(0;3] <=> 

a < 6  При * е ( 3; + °°)

О т в  е т  : [2; 6 ].

0

л е [2; 3] 

xe{ 3- 6]

ХЕ [2 ;б].
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x -  2 > 0 " Jx > 2
x -  6 < 0 l x < 6 2 < x < 6

<=> L <=>
x -  2 < 0 j x  < 2 0

x - 6 > 0 [ x > 6

2 - i t  с п о с о б :  |2 x -  б| < |x| <=> ( 2 x - 6)" < x 2 <=> 4 x 2 -  2 4 x  + 36 < x 2 <=> 

3x2 - 2 4 x  + 3 6 < 0  O  jc2 - 8 j c  + 12 < 0 <=> ( x  -  2 ) ( x  -  6) < 0 <=>

<=> x e  [2 ;6 ] .

0  t  b e t  : [2 ; 6].

•>{ Bonpocbi и задания

1. Какое уравнение назьшается уравнением, содержашим знак модуля?

2. Какрешаюгся уравнения вида | / ( x ) |  = g ( x ) ?

3. Как решаются уравнения вида | / ( * ) |  = |g(jr)| ?
4. Какое неравенство назмвается неравенством, содержашим знак мо- 

дуля?
5. Какрешаются неравенства вида | / ( x ) | > g ( x ) ?

У п р а ж н е н и я

1. Решить уравнение:

а )  | х - 2 |  = 5 ;

б )  \ 2 х  + 3| = - 8 ;

в )  | 2 х -  5| = 0 ;

г )  |3х + 8| = 2 ;

Э) |х -5 |= |х  + 4|; 

ё) |бх + 7| = |7х + 9|;

ж ) | 6 а- —1| = |2jc + 3 |;

з)  |2лг + 1| = лг — 3 ;

2. Решить неравенство:

а) | х - 2 | < 5 ;  д ) |5дг — 4| > 2 ;

б)  |.r + 3| >6;  е) |2 x - l |> |x |;

в) |2jc + 3| < —3 ; ж)  |2х + 3 | > | х | - 3 ;

г) | 4 x - l | > - 2 ;  з) |5.v — 2| > л- + 3 — |.v

«) |3jc -  5| = |2jc| ; 

к) |2jc + 7| = |8jc —1| + |jc|; 

r i )  |x -  5| + |3x + 8| = |x + 4 |; 

л/) |x2 -3x+5|=x2 + 3|jcJ+5.

u) |2x + l | < | x - l | ; 

k) |x + l| + | x- l | > | x |
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3. Решить уравнение:

а) |х2 -  5x + 4| = |x2 + 6x + 5 |;

б) И + l * 2 +  x |  =  | x - l | ;

4. Решить неравенство:

а) \x — 2 |  - | j r  +  3| <  x  +  | x | ;

б) \x2- 3 x  +  2 | < j t  +  |jc|;

e) \x2 -Здг + 5| > |x 2 -5jc + 4|;

§ 1 2 . Система и совокупность уравнений. 
С истем м  линейнм х уравнений

1. Система уравнений и совокупность уравненнй. Из курса 
средней школм известнм понятия системм двух уравнений с двумя 
неизвестньши и ее решения. Дадим теперь более обшее определение 
этих понятий. Рассмотрим два уравнения с двумя неизвестньши x, v

M* >y )  = gi(x>y)  и f 1(x, y)  = g 1( x , y) ,

где f \ (x,y) ,  f 2(x,y),  g t(x, y) и g : (x,y)  —  вьфажения от х и v, 
определеннме на некотором множестве nap {(х,^)}, х,  v — дей- 
ствительнме числа.

О п р е д е л е н и е  1 .Говорят,чтозаданасистема двухуравне- 
ний с двумя неизвестньши, если поставлена задача найти все napbi 
чисел (а ,Р ) таких, чтопри х = а,  у = (3 указашше уравнения пре- 
вравдаются в вернме числовме равенства.

Систему двух уравнений с двумя неизвестньши записшвают в 
виде:

О п р е д е л е н и е  2 .  Решение.и систелш уравнетш (1) назьь 
вается множество всех пар чисел (a , Р) таких, что при ,r = а , v = Р 
уравнения системм преврашаются в вернме числовьхе равенства. 
Если решением системм уравнений является пустое множество, то 
систему назнвают несовместной.
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Аналогично можно определить решение системь1 уравнений с тре- 
мя и большим числом неизвестнмх.

О п р е д е л е н и е  3 .Двесистемнуравненийназьшаютсярав-  
nocwibHbiMu, если их решения совпадают.

О п р е д е л е н и е  4 .Еслизадань1 двесистемь1 уравненийикаж- 
дая из них является несовместной, то они считаются равносильньши 
системами уравнений.

О п р е д е л е н и е  5 .Говорят,чтозаданасовокупностьдвухурав- 
нений с двумя неизвестньши, если поставлена задача найти все парм 
чисел (а ,Р )  таких, чтопри х = а,  у = 3 хотя 6 bi одно из указаннмх 
уравнений преврашается в верное числовое равенство.

Совокупность двух уравнений с двумя неизвестньши записьшают 
в виде:

M x>y) = g i ( x’y)

_/2{Х’У) = ё г { х>У) ■ ^
О п р е д е л е н и е  6 . Решением совокуппости уравиеиий (2) 

назьтается множество всех пар чисел (ot,J3) таких, что при 
.y = a , V = Р хотя 6 bi одно из уравнений совокупности преврашает- 
ся в верное числовое равенство.

О п р е д с л е н и е  7. Двесовокупностиуравненийназьшаются 
равносильньши,  если их решения совпадают.

О п р е д с л е н и е  8 . Пусть А множество, на котором опреде- 
лень1 вмражения f x (х ,^ ) , f 2(x, y) ,  g, (х, у) ,  £ 2 (х,у).Тогдаэтомно- 
жество назьшается областью допустимълх значепий (ОДЗ) систе- 
Mbi уравнен ий ( 1) или совокупности уравнений (2).

Т е о р е м а  1 .ПустьмножествоА является ОДЗ системь1 урав- 
нений:

\ A( x , y )  = g l (x, y)

\ f i { x>y) = g i { x’y)  ^

и вьфажения Қ( х , у ) ,  h2[x, y)  определень! намножествеЛ.Тогда 
система уравнений (3) равносильна системе уравнений:

\ М х, у)  + Қ { х, у)  = g\ {x, y )  + Қ{ х , у )

1/ :  {х, у)  + К  (дс,j») -  g 2 (х, у)  + h2 (х,.у). ^
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть пара чисел (а,(3) е а  удовлетво- 
ряет системе (3). Тогда:

\f\  (а ,Р) = g, (сс,3)

| / 2(a ,p ) = g2(a ,p ).

Откуда получаем:

j / i  (a ,P ) + A, (a , p)  = g, ( a , P)  + Қ (a,P)

{/ ,  ( a , p)  + h2 (a ,P ) = g 2 ( a , P)  + A, (a, p)

Поэтому (a ,P ) удовлетворяеттакже системе (4). Значит, реше- 
ние системь! (3) является подмножеством решения системь1 (4). 
Аналогично доказьшается обратное утверждение, т. е. решение сис- 
теми (4) является подмножеством решения системь1 (3). Это озна- 
чает, что системь! (3) и (4) имеют одинаковнерешения, т. е. явля- 
ются равносильнмми.

Т е о р е м а 2. Пусть множество А является ОДЗ системм

\ f \ ( x , y ) f 2(x, y)  = 0

|//(x,.v) = 0 - (5)

Тогда система (5) равносильна совокупности систем уравнений:

\ f , { x , y )  = 0 

{h{x, y)  = 0

[у2 ( a , v) = 0 (6 )

[ h ( x , v )  =  0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть пара чисел (a ,P ) е А удовлетво- 
ряет системе (5). Тогда верно, что

| / i ( a , 3 ) - / 2 (a ,P ) = 0 

|A(a,P) = 0 .

Из / j ( a , P)  - / 2 (a,P)  = 0 следует, что либо Р) = 0 , либо 
/ ’, ( a ,P )  = 0 П оэтому (a ,P ) удовлетворяет либо системе

\ f i { x > y )  =  Q  _ j / : (* > > ’) = 0
{ . . , либо системе 1 . , N , т. е. удовлетворяетсово- 
[А(дг,д/) = 0 [A(x,j;) = 0
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купности систем (6 ). Таким образом, решение системь! (5) является 
подмножеством решения совокупности систем (6 ). Обратное утвер- 
ждение доказьтается аналогичньш образом.

2. Системь1 линейнмх уравнений. В этом пункте Mbi дадим 
понятие системь1 трех линейнмх уравпений с тремя неизвестньши.

О п р е д е л е н и е  9. Пусгь ах, я , , ау, /j, , 6,, 6,, с , , с , , с, ,d^ ,d2,d ,  
заданньючнсла и х, у, z  неизвестнью.Тогда система уравнений вида:

avх + Қу  + c,z = с/,
• а-, х + b2y  + c^z = с/, (7)
ciy\ + b}y  + CjZ = dy

пазьшается системой mpex линейишхypaeneiniii c тремя пеизвест-
llblMll.

Определение решения системь! трех линейншх уравнений с тремя 
нсизвестньши вводится аналогично определению решения системь! 
двух уравнений с двумя неизвестньши.

Аналогично можно определить системь1 двух, четьфех и более 
линейнмх уравнений с неизвестнмми. Рассмотрнм различнью спосо-
6 bi решения систем линейннх уравнений.

3. Способ подстановки. Для просготь1, сушность способа 
гюдстановки объясним в случае системьг двух линейнь1х уравнений с 
двумя неизвестньши. Способ состоит в следуюшем: одну из неизве- 
c riibix, например.г, в первом уравнении (или во втором) вьфажают 
черсз другую неизвестнуюу. Полученное вьфажение подставляют 
во второе уравнение (соответственно в первое) вместо вьфаженной 
нензвестной .v. В результатс получается уравнение, содержашее толь- 
ко одну неизвестнуюу. Эгу неизвестную легко найти, решив после- 
дмее уравнение. Загем неизвестнуюх находят из формули, по кото- 
рой она бь1ла вмражема через у  ( уже найденную).

П р и м е р 1. Решить систему J 4-v ~ ^
[х + 3 v = 5

Р е ш е н и е . Из второго уравнения вьфазим х = 5 -  Зу . Подстав- 
ляя 5 -  3у  вместод' из первого уравнения получаем 3(5 -  Зу) -  4у = 2 
нли 15 -  9у -  4у  = 2 , откуда -13у = -13 или у = 1. Возврашаясь к 
формуле х = 5 -  Зу , находим х = 5 -  3 • 1 = 2 Таким образом, пара 
.Y = 2 , у = 1 является решением системи.
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J 2x -f Зу = 1
П р и м е р 2. Решить систему 14^ + 5 v -  2

Р е ш е н и е .  Из первого уравнения находим 2х = 1 - 3 v или 
х = 0 ,5 -1 ,5у . Подставляя 0 ,5-1 ,5у  вместох, из второго уравне- 
ния получаем 4(0,5 - \ , 5 у )  + 6у  = 2 . Откуда 2 - 6 у  + 6у = 2 или
2 = 2- Последнее равснство является тождеством. Поэтому данной 
системе уравнений удовлетворяет бесконечно много пар чисел впда 
(0,5 -  1,5у; у), y e  R.

J 2х + Зу = 1
П р и м е р  3. Решить систему [ю х- + 1 5 у -4

Р еш ен и е .И зп ер во го  уравнениялегконаходим 2 .v = 1 - Зу или 
х = 0,5 -1,5 v . Подставляя 0,5 -1,5 v вместох, из второго уравнения 
получаем 10(0,5 -  1,5_у) + 15у = 4 , откудаимеем 5 — 15v +15v = 4 илн
5 = 4. Так как последнее соотношение чисел является невернмм, то 
данная система уравнений несовместна.

4. Способ алгебраического сложения. Этот способ применя- 
ется с использованием равносильности систем уравнений. Проиллю- 
стрируем его на примере.

[ Зх -  4у = 2
П р и м ер  4. Решить систему j

Р е ш е н и е Используя равносильность систем, имеем:

( З х - 4 у  = 2 |3 х - 4 у - 3 ( х  + 3у) = 2 -3 -5  f - 4 v - 9  v = -13 
jx  + 3_у = 5 ^  [х + 3у = 5 ^ { x  + 3y = 5 °

Г-13, = -13 h  = l Jx = 2
[х + Зу = 5 |х  + 3 • 1 = 5 { v = 1

Следовательно, пара х = 2 , у  = 1 является решением системм.

J 2х + 3 у  = 1
П р и м е р 5. Решить систему |  + ^ _ j

Р е ш е н и е . Используя равносильность систем, получаем:



Первое уравнение превратилось в тождество. Поэтому данная 
систем а уравнений  им еет реш ение в виде м нож ества 
{(0,5-1,5у; у), y s R }

j2* + 3y = l
П р и м е р  6 . Решитьсистему | jQjc +15 v — 4 

Р е ш е н и е . Используя равносильность систем, получаем:

2 .v + Зу = 1 J l0 .v + 15у -  5 ■ (2* + 3у) = 2 -5 -1
10 .v +15 v = 2 ^  | 2 .v + 3y = l

Откуда вьггекает, что данная система является несовместной.
5. Метод Гаусса. Суть этого метода состоит в том, что с помо- 

шью равносильнмх преобразований из системм уравнений последо- 
вательпо исключаются неизвестнме, пока одно из уравнений не пре- 
врашается в уравнение с одной неизвестной. Определив значение этой 
нензвестной, можно найти значения остальннх неизвестнмх. Проил- 
люстрируем применение метода на конкретннх примерах.

П р и м е р 7. Решить систему
* + 3_y-5z = 4 
2х + у  + z = 9 
х - у  + z = 2.

Р е ш е н и е . Из второго и третьего уравнения исключим неизвес- 
тное x. Для этого умножим обе части первого уравнения системи 
сначала на - 2  и сложим полученное уравнение (почленно) с вторнм 
уравнением, затем умножим обе части первого уравнения системь1 
на -1 и сложим полученное уравнение (почленно) с третьим уравне- 
ннем. Тогда получим:

-v + Ъу -  5z = 4 f х + Зу -  5z -  4 

2x + y  + z = 9 & - - 5 y  + l l z  = l 
x - y  + z = 2 - 4 y  + 6z = -2  .

Теперь умножим обе части второго уравнения на -  0,8 и сложим 
его с третьим уравнением. Имеем:

x + 3 y -5 z  = 4 z = 1 z = 1 z = 1

-5v  + llz  = l ^ -5 у  = -10 <=> • у  = 2 <=> ■у - 2

- 2 ,8z = - 2,8 х + 3у = 9 * + 6 = 9 х = 3
Таким образом, тройка чисел (3; 2; 1) является решением системьг.
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П р и м e p 8. Решить систему:

'.v + Зу -  5z = 4 
2х + 6 у -1 Oz = 7 
х -  у  + z = 2.

Р е ш е н и е .И з  второго н третьего уравнений исключпм нен зве- 
стноех. Для этого умножим обе части первого уравнсния иа -2  и 
сложим со вторьш уравнением. Затем умножим первое уравнсмпе 
на -1 и сложим ero с третьим уравнением. В результате получим 

x + 3 y -5 z  = 4
0 = -1 Поскольку второе уравнение вновойсис-
-4 у  + 6 z = - 2

систему

теме превратилось в неверное числовое равенство, то эта система, a 
значит и исходная система уравнений, является несовместной.

6. Понятия матриць! и определителей второго и третьего 
порядков. Прямоугольную таблицу из чисел, содержашую произ- 
вольноечисло т строкипроизвольное число п столбцов, назьшают 
матрицей. Для обозначения матрицм обьшно используют круглме 
скобки. Например,

"3 0 2 Л 
4 7 8 ^

обозначает матрицу, состояшую из двух строк и трех сголбцов. Нслп 
число строк матриць1 совпадает с числом ее столбцов, то матрица 
назьшается квадратпой. Числа, входяшие в состав матрицм, назь!- 
ваются элемешпами матрицм.

Рассмотрим квадратную матрицу, состояшую из четь[рех )ле- 
ментов:

а, b,

я, b-, (8 )

О п р е д е л е н и е  10. Определителвм второго порядка, со- 

ответствуюицим матрице (8), назьшается число, равное я Д  - a J \  п
a, b, 

b-, Итак, no определеншо
I "i

a , /ҳобозначаемое символом
= d\bz - a , b x.

Аналогично, рассмотрим квадратную матрицу, состояшую из до- 
вятиэлементов: f.“I "1 ч 

ctj b-, с 
а} Ь3 с\ (9)
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O ii р е д е л c ii и e 11. Определителем третьего порядка, co- 

ответствуюшим матрице (9), назьтается число, равное axb2cy + Қс2а} +

+с{а,1ҳ - c j \ a } -Қ а ,с ,  - ахс̂ Ь3 иобозначаемоесимволом 

Таким образом, по определению:

а\ b\ с\ 
аг b2 с:

ai Ьг съ

а\ /;i c'i 
CI-, /), с, 
а. b, с.

-  0\Ьгсъ + Қс2а} + с,о,63 -  скЬ2аъ -  Қа2с} -  atc b̂} .

Рассмотрим основнью свойства определителей второго и третье- 
го порядков. Пусть a, b, с, d, k, е, f  a^ b^ c^ a2,b2,c 2,d^, е,, 
J\, d2, e2, f 2 — действительниечисла.

Свойства определителей второго порядка:

a b a b
1° = 0 ; 2 ° = ac

a b 0 c

a b a b c d
3°

0OII —  —

0 0 c d a b

a b a b a c
= 0 ; 6 ° —

ka kb c d b d

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя определение 10, получаем:

а b 

a h

a b
0 c

a b
0 0

= ac -  0 = ac

= o - o = o ;

a b c dOOII = ad - b c  = -(be  -  ad) = -
c d a b

a c ; 5° a b
= a ■ kb -  k ■ ab = 0 ;

ka kb

a b
= ad - b c  =

a c
c d b d

Свойства определителей третьего порядка:

= adf;

a b c a b c
1° a b c = 0 ; 2 ° 0 d e

d e f 0 0 f
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а\ cl а2 d2 0

3°. 4 /i = Ь2 ei 0

0 0 0 С2 f i 0

= 0;

a b с а\ dx 0

4° ka kb kc = b\ е, 0
d в f ci ,/i о

= 0 :

a b c °\ bt c\

5° a\ ci -  - a b c

a2 C2 a2 b2 C2

Доказательство свойств определителей третьего порядка вь1те- 
кает из определения 11.

7. Метод Крамера. Метод решения систем линейнмх уравне- 
ний при помоши определителей назьшается методом Крамера. 
Пусть Mbi имеем систему линейнмх уравнений:

\atx + Қу = et 

\a^x + b,y = t \ , (Ю)

a \ b\ c | b. a | c.=
a 2 Ь2 > A; =

1 1
> =

1 1

c 2 b2 a, c\

где я,, bt, ср а2, b2, с2 — заданнне числа, х, у  — неизвестншс. 

Введем обозначения: Д, =

Т е о р е м а  3. Пусть Д, ф 0 . Тогда система (10) имеет един- 

Д, А,ственное решение .y = — , у  = —
Д, Д,

Если Д, = Д2 = Д, = 0 , то решение системь1 уравнений состопт нз 
бесконечного числа элементов. Если Д, = 0 , ио Д, ф 0 (или Д, ф 0 ), 
то система несовместна.

Д о к а з а т е л ь с т в о :  Пусть Д, ф 0 . Используя равносильность 
систем, имеем:

\alx + bxy  = c[ \aix + biy  = ci
1 < <=> 
[а2х + b2y  = с2 \~а2 (я1-г + Ь\У) + {а2х + b2y )  = - а 2с , + atc2
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f/,.Y + bx V = C,

(«,/>, -  c/zb, ) v = - л пС| + atc\

A,v = -
О̂С-у CifC I
Г7|6, -  Я,Л| 
С|й2 -  Л,с, 
я . й - ,  -  a-,b.

<=>

х = •

V' = A,

а,сч -  o,c,о.х + о,
«Д -  аЛ

= c,
12

л,с2 -  а,с,_ ‘■'I 2
д,62 - a 2/>.

Таким образом, пара 

ем ( 10).
A, Ч

является единственньш решени-

[ а.х + b.y = с.
Пусть Д, = Д, = Д, =0 Тогда mw имеем:  ̂ <=>

[a2x + b2y  = c2

<=>
\“\Х + b]y  = c]
I - а 2 («,-t + Қ у ) + ах (а2х + b2y)  = ~а2с\ + ахсг

<=Ф
\ахх + Ъ,у = сх 
0 = 0

Поскольку второе уравнение последней системм есть тождество, 
то решение этой системн, а значит и системь1 ( 10), состоит из беско- 
нсчного числа элементов (например, если я, ф 0 , то парм вида

с, />,
— -  — v; v , уе  R удовлетворяютданной системе).

При Д, = 0 , но Д, ф 0 или Д, ф 0 , применяя аналогичнме рас- 
суждения, получаем, чтосистема ( 10) несовместна.

Далее снова рассмотрим систему уравнений (7). Введем следую-
шие обозначення:

bi c , 4 b, c,

А,= ai b2 c 2 a 2 = d2 ь2 C2

ai b, <-\ dy b}

"i d, a, d l
Д, = d 2 L\ д 4 = a 2 Ь2 d2

а > d} CJ яэ by d>
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Т е о р е м а  4 П устьД^О Тогда снстема (7) имеет еднн-

Д, _~L
Д, ’

д ,
■*1 1 “ I

Если Д, = Д2 = Д3 = А4 = 0 , то решение системь! состоит нз бес- 
конечногочислаэлементов.Если Д, =0,нолибо Д, * 0. лмбо Д, * (j. 
либо Д4 * 0 , то система несовместна.

Теорема 4 доказьтается аналогично теореме 3.

П р и м е р 9. Решить систему
3.v -  4 v = 2

[х + 3 v = 5

Р е ш е н и е . Сначала вьшислим определители второго порядка:

д, =

д, =

3 -4
1 3

2 -4  
5 3

= 9 - ( - 4 )  = 13,

= 6 -  ( - 2 0 ) = 26,

Д. =
3 2 

1 5
= 15 -  2 = 13.

* « Д, 26 „Так как Д, ф 0 , то решением системн является ,v = —̂  = —  = 2 .
Д, 13

Д, 13 

О т в  е т  : (2 ; l ) .
f.v + 3 v -  5- = 4

П р и м е р 10. Решить систему: l 2х + v■ + г = 9

x - v + z = 2

Р е ш е н и е . Сначала вь1числим определители третьего порядка:

1 3 -5
= 1 + 3 + 10 + 5 - 6  + 1 = 14,Д, =

Д, =

2 1 1

1 -1  1

4 3 - 5
9 1 1
2 -1  1

= 4 + 6 +45+ 10-27 + 4 = 42,
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A, =

Л4 =

1 4 -5
2 9 1 
1 2 1

1 3 4
2 1 9 
1 -1 2

= 9 + 4 -2 0  + 4 5 - 8 - 2  = 28,

= 2 + 2 7 - 8 - 4 - 1 2  + 9 = 14.

Д,Так как Д ,= 1 4 * 0 , то реш ение системм есть v = —L = 3 ,
Д,

у = ^  = 2 , - = * « = 1
Д. Д,

О т в е т  : (3; 2 ; 1)

л' +  Зу  -  5z = 4 
П р н м е р 11. Решить систему: 2х + 6 у - 1 0z = 7

x - y  + z = 2

Р е ш е ii и е . Вмчислим определители третьего порядка:

3 -5
= 6 -3 0  + 10 + 3 0 - 1 0 - 6  = 0,д ,= 2 6 -1 0

1 -1 1

д, =

д.,=

4
2 9 
1 2

-5
-1 0

1

-5
-1 0

= 4 + 6 + 45 + 10-27  + 4 = 42,

= 24 -  60 + 35 + 60 -  21 -  40 = -2,

1 3 4
2 6 9 
1 -1 2

= 12 + 21—8 — 24 —12 + 7 = — 4.д 4 =

Поскольку Д| = 0 , а Д, z 0, то данная система несовместна.
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Bonpocbi и задания

1. Дать определение системн уравнений.
2. Дать определение совокупности уравнений.
3. Что назшвается решением системн уравнений?
4. Какие системм уравнений назьшаются равносильньши?
5. Сформулировать свойства равноснльнь1х систем уравненни.
6. Дать определение системь1 линейнмх уравнений.
7. Как решаются системм линейнмх уравнений?
8. В чем состоит метод Гаусса?
9. Дать определения матрицм и определителей второго и третьего im- 

рядков.
10. Сформулировать свойства оиределителей второго и третьего норядков.
11. Рассказать о методе Крамера.

У  п р а ж  ii е н и я

1. Проверить, является ли решением системм пара х = 3 , у = 2 ? 

|Зд--5у = -1_ . f 7.y + v = 23
я)

б)

е)

г )

х -  v = 5[2 .v+ 8 v = 22

(2.v + 7 V = 26 15.V + 4у = 23
[х -  Зу = -3  [2 .v - 5 у  = -4

2. Решить систему способом подстановки:

j 2 x - 5 y  = -8  l3.v + 8>’ = - l

°) [Зд + 7у = 17 ’ j 2х -  v = -7

3. Решить систему методом Гаусса:

а) б)
.V +  2 у  -  3 z  =  - 1  

2 л '  + Зу + z = 3  

3 . v +  v +  2 z  = 4

х + 2 у  + z = 7 
2х + у  + z = 8 ; 
х + у  + 2z  = 9

4. Решить систему способом алгебраического сложения:

j 2 x - S y  = 9  ̂ J 3.v + 4у = 0
°)  [x + 3y = - l ; ^  [2.v- 5у = 23

5. Вмчислить определители второго порядка:

3 2 2 - 5 6 -1 4 3
а) -1  4 ; б) -3  4 ; «) 4 5 ; г) 2 0
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6 . Решить систему методом Крамера:
j2 .v -3 y  = 3 j-2 x  + 3y = 7
[7х + 5 у = 26 1 71.T + 51 v = -91

l x  + Зу -  z = 24 
x - y  + z = - 2  
2л' + 3 v -  4- = 17

7. Решить систему методом Гаусса:

л' + 2у  -  z = -3 
а) ■ 2х + 3 v + z = 7 б)

- х  + 2у  - z  = - 7

8 . Решить снстему способом подстановки:
ч f Зл' + 2 v = 5 f 2x + 9 v = 15

а) \ б ) {
[2 .v -v  = 8 [7х — 8 v = 13

9. Вь1числнть определители третьего порядка:

10. Решить систему методом Крамера:

2х -  у  + z = 2 

a) • x + y - z  = 4 
Зх + 2y -  z = 7

6)

3 4 5 7 2 -5 2 0 0

а) 2 5 1 ; «) 8 4 3 ; д) 3 -1 0

0 3 2 - 14 -4 10 4 -  2 3

6 4 -1 8 7 3 2 5 -6

6) 2 5 ; г) 6 1 5 е) -3 4 9
2 0 1 1 0 0 1 2 -3

5jc + 3y + z = 4 

2 x - y - 2 z  = U 
- x  + y  + 3z = \2

§ 13 . Системь1 ислинейнь1\  уравнепий и нсравснств

1. М етод исклю чения неизвестнм х. Одним из эффективнмх 
методов решения систем нелинейнмх уравнений является метод ис- 
ключения пс1гзвестнь1х, позволяюший последовательно сводить дан- 
пую систему (или совокупность снстем) к системе, уравнения кото- 
рой содержат на одну пеизвестную меньше. Метод исключения не- 
извсс I iibix основан па равноспльности следуюших систем уравнений:



Реш ение.И зпервогоуравнениянаходим  у = 2 х - 5  Подстав- 
ляявовторомуравнениивьфажение 2.v-5 вместо у,  получаемслс- 
дуюшие равносильнме системм уравнений:

Решая второе уравнение полученной системь1, легко получаем 
.Y, = 1 , х, = 3 , откуда у, = -3 , v, = 1 • Значит, решением системм яв-

2. Способ алгебраического слож ення. Способ алгебраичес- 
кош сложения применяется и при решении систем нелинейнь1х урав- 
нений. Он основан на следуюшей теореме.

Т е о р е м a . Пусть множество А является ОДЗ системь! урав- 
нений:

и вьфажение h(x,y)  определепо на множестве^. Тогда система (1) 
равносильна системе уравнений:

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть /7,(.v,v) = 0 на множестве A н 
A, (-v,y) = h(x,y)  f t (-v,y) Тогда справедливость теореми вь1тскает 
из теоремь! 1, § 1 2 .

Р е ш е н и е . Умножим обе части второго уравнення на 3, а затем 
сложим это уравнение (почленно) с первьш уравнением. В силу форму- 
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I 2х -  у = 5,

ляется множество

/i(A, v) = 0 

/ 2{х,у)  = 0 ( 1)

(2 )

П р и м е р 2. Решить систему:



ль! (a + b f  = a3 + b3 + ЪаЬ{а + b ) , получим следуюьцие равносильнью 
системь1:

[х3 + У  = 9, W  У + V  = 6- [(х + y f  = 27,
[jr^v + jcv2 = 6  [х3 + / + 3 ( х 2>> + ду2) = 9 + 3-6 [jcy (jc + д̂ ) = 6

J(x + j>) = 3, (х + у  = 3 \у  = 3 - х  ly = 3 - х

[лт(х + _у) = 6 [x;v = 2 jx ( 3 - x )  = 2 [x: -3 x  + 2 = 0

Из вгорого уравнения последней системн находим х, = 1, х, = 2, 
откуда у, = 2 и у, = 1 Следовательно, множество {(l; 2); (2; l)] яв- 
ляется решением исходной системм.

3 .  М е т о д  з а м е н ь 1 п е р е м е н н м х .  С и м м е т р и ч н а я  с и с т е м а  

у р а в н е н п п .  Заданная система нелинейнмх уравнений часто упро- 
шается, если некоторме вмражения от используеммх переменнь1х 
(неизвестнмх) заменить на новме переменнше (неизвестнне). В ре- 
зультате получается более простая система уравнений относительно 
noBbix неизвестнмх. Решив эту систему, можно по формулам заменм 
переменнь1х найти значения исходнмх неизвестнмх.

Проиллюстрируем этот метод на примере.

[х2 + у 2 +3(х + .у) = 14
П р и м е р 3. Решить систему 1 v '

\ху = 2.

Р е ш е н и е . Воспользуемся равенством .y2 + у 2 — (х + у ) 2 -  2ху • 
Тогда левме части обоих уравнений будут вмражень! через (х + у) и 
xv'. Положим XV = i i , х + у  = v . В результате получим более простую

„ [v2 — 2и + 3v = 14 т.систему уравнении \ с неизвестньши и , v . Из полу-
[ii = 2

ченной системм следует, что v2 + 3v -  18 = 0, откуда v, = - 6  и v, = 3. 
Поскольку .v + у  = v и ху = а,  то для нахождения неизвестнмх х иу  
следует решить следуюшую совокупность систем уравнений:



Используя равносильность систем уравнений, имеем:

Х + у  = - 6  Г ( у  = - 6 - Х  П у  = - 6 - х

ХУ~2 j-x(.v + 6) = 2 {д-2+6д: + 2 = 0

y = 3 - x  [у = 3-.х

,t(3 - jt)  = 2 jx" -  Зх + 2 = 0

Из двух последних квадратнмх уравнений находим:

D2 = 9 - 4 1  2 = 1, -v34 =

Соответствуюшие значения другой неизвестной имеют внд:

нием исходной системм уравнений.
О п р е д е л е н н е  1. Если для вьфажения /(.v ,y ) на мпоже- 

ствеЛ вьшолняется равенство f ( x . у) = / ( y..v) ,то / ( x ,v )  назьта- 
ется симметричньш вмражепием.

О п р е д е л е н и е  2 .Еслилевмеиправмечастиуравнеиийза- 
данной системь1 уравнений содержат симметричнме вьфажения, то 
саму систему уравнений назмвают симметричной.

П р и м е р 4. Решить симметричную систему уравнений:

yn = - 3  + V7,  у3 =1,  >4 = 2  С ледовательно , множ ество
|( -3  - y f l  ;-3  + \ [l  ) ,(-3  + V7; -3  -% /7),(2 ; l),(l; 2 )j является реше-является реше-

Р е ш е н и е .  Воспользуемся формулой ,vJ + ў  = (х+ v)J -Здт(.г+ г).

Тогда имеем систему Положив .V + v = i i ,

ху = v и, используя равносильность систем, получаем:



Значит, для нахождения неизвестнмх х, у  следуетрешить сис- 

fx + v = 3 fx + v = 3 (v = 3 -  х
тему

i’ =  3 ■

X V  = 2
И меем

x + y  = 3 
ху = 2 r ( 3 - x )  = 2

|д-- _ з Y + 2 = 0 ’ откУда нах°дим х, = 1, у\ = 2 ; х, = 2 , у 2 = 1 . Следо-

вательно, {(l; 2 ) ,( 2 ; l)} — решение исходнойсистемь1 уравнений.

4. Графический способ решения уравнений и систем урав- 
нений. Пусть дань! два уравнения f x[x,y)  = 0 и / 2(х,>,) = 0. Пер- 
вое из этих уравнений на координатной плоскости задает некоторую 
линию 77, (т. е. множество точек (х, v) паплоскости, координатмх, у 
которь1х удовлетворяют уравнению f\ (х ,у ) = 0 ), а второе — липию 
У7, Поставим задачу: найти точки пересечения линий 77, и J12. Для 
нахождения точек пересечения этих линий, следует найти все riapu 
чисел (а; (i) такие, что при х = а  и v = Р уравнения J\ (х, v) = 0 и 
/ ,  (х,>’) = 0 преврашаются в вернме числовьге равенства. Таким об- 
разом, для нахождения точек пересечения заданнь1х линий следует 
решить систему уравнений:

f y ; ( ^ ) = o  

[ / 2 (jc;j,) = 0 ‘
Обратно, пусть парачисел (a;(3) удовлетворяет системе (3). Тог- 

да f x (a ,p ) = 0  и f 2 (a,(3) = 0 —  вернме числовме равенства и по- 
этомулинии /j (х,у) = 0 и / ,  (x ,j’) = 0 пересекаются вточке (a; Р)

Еслилинии 77, и 772 совпадают, то решение системь! уравнений 
(3) состоит из бесконечнош числа пар (a ;P ) (на координатной плос- 
кости эти napw (a ;P ) в совокупности 
образуютсаму линию 77,). Если же 77, 
и 77, ие пересекаются, то система (3) 
несовместна.

П р и м е р  5. Реш ить систем у

Р е ш е н и е . В  прямоугольной декар- 
товой системе координат построим ли- 
нии х: + = 9 н х + у  = 3 (рис. 21).



Линия х2 + у 2 = 9 является окружностью с центром в начале ко- 
ординати радиусом 3, алиння * + у = 3 — прямой, проходяшей через 
точки (0;3) и (3;0).Таккакэтилиниипересекаютсявточках (0;3) 
и (3; 0 ), то решением заданной системм является множесгво

5. Графический способ решепия неравенств n систсм пс- 
равенств с двумя неизвестньши. Пусть на координатной плоско- 
сти задана некогорая линия Л: Ғ ( х , у )  = 0 Эта линия делит плос- 
кость на несколько областей (частей). внутри каждой из которььх 
Ғ(х , у )  сохраняетзнак (т. е. для всех точек (х,у) одной взятой обла- 
сти будет вьшолняться неравенство Ғ ( х , у )  > 0 , а для всех точек 
другой области F (x ,y ) < 0). Поэтому для графического решемия 
неравенства F( x , y )  > 0 (imii Ғ(.\-,у) < 0)линию Л  : F( x , y )  = 0 нзоб- 
ражают на координатной плоскостн. Затсм определяютзпак F( x , у)  
в каждой из областей, взяв по одной «пробной» точке в каждой обла- 
сти, на которие делится плоскость. Областп, в которшх взятая "проб- 
ная" точкаудовлетворяетнеравенсгву F(x, y )  > 0 ( F( x , y )  < 0 ). в со- 
вокупностиобразуютрешениенеравенсгва I'(x, v) > 0 ( F (х. i ) < 0 ).

Отметим также, что, присоединив к полученпому решепню лишпо

Л  , мь1 получим решение неравенсгва F ( x , у ) >0  ( F ( x , y ) <  0 ).

П р и м е р 7. Решить неравенство: д-: -  6х + \ : + 2 v < 6 .

{(3;0),(0; 3)} О т в е т :  {(3; 0 ),(0 ;3)}

П р и м е р 6 . Р еш ть  уравнение: 
х3 +5х = 6 .

Р е ш е н и е . И з  равносильносги 
уравнений имеем: х3 +5х = 6 <=̂

В прямоугольной системе координат 

построимлинии у = 6 -5 х  и у  = х3 

(рис. 22). Так как линии пересека- 

ютсятолько вточке (l;l) ,то {( l ; l ) } 
есть решение исходного уравнения.

О т в е т : {( l ; l ) }. Рпс. 22

192



Р е ш е н и е  Вьш елив полнмй квадрат, получим 
(-v-3)' + (у + l ) 2 <16.  Уравнение (.v -3 )2+(>’ + l ) 2 =16 задает ок- 
ружностьсцентромвточке Л(3,-1) ирадиусом4 .Вкачестве«проб- 
ной» точки для области, находяшейся внутри окружности, можно взять 
A (3; -1 ), а дпя области, находяшейся вне окружности точку В (10; 0) 

Так как ( З - З ) 2 + (-1 + l ) 2 < 16 ,то заданное неравенство вьшол- 
няется для всех точек области, находяшейся внутри окружности. 
Поскольку (1 0 -3 ) ' +(0 + 1)' > 16,тоточкиобласти,находяшейсявне 
окружности, не удовлетворяют заданному неравенству (рис. 23).

О т в е т .  Кругс центром в точке /1(3;-1) ирадиусом 4.

Для графического решения смстемм неравенств
[F(.v,>-)>0 ,

нуж-
[ф(х, у) > 0

но последовательно определить множество А, точек плоскости, в ко- 
торшх вьтолияется первое неравенс :зо F ( . y ,  у )  >  0 , затем опреде- 
лигь множество A, точек плоскости, в котормх имеет место второе 
неравенство Ф(х,у)  > 0. Пересечение А; П А2 полученнмх множеств 
есть решение заданной системн неравенств.

\ х+  v - 2 > 0
П р и м е р 8 . Решить систему неравенств \

[*- + у -  <36
Р е ш е н и е . Запишем неравенство х + у  -  2 > 0 в виде у  > - х  + 2 .
Ясно, что это неравенство вьшолняется в точках прямой у  = - х  + 2 

и в точках, лежаших вьше этой прямой на координатной плоскости. 
Неравенство х2 + v2 <36 вьшолняется в точках окружности радиу- 
са 6 с центром в начале координат и в точках, находяшихся внутри 
этой окружности. Пересечение (обидая часть) этих множеств явля- 
ется решением заданной системь! неравенств (рис. 24).

Рнс. 23
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Вопросм и задания

1. Какие способн и методм решений систем нелинейншх уравнений Bb i  

знаете?
2. В чем заключается метод исключения неизвестьшх?
3. Рассказать о методе заменм переменнмх.
4. Какие системм назьшаются симметричньши системами уравненпй?
5. Рассказать о графическом сиособе решения уравнений и систем урав- 

нений.
6. Рассказать о графическом способе решения неравенств и систем не- 

равенств с двумя неизвестньши.

У п р а ж н е и и я

1. Решить систему уравнений методом исключения:

а)
[2дг + 5_у2 = 13 

[Зх2 - у 2 =11
о)

Х~У Aх ------ - = 4

V--

2
х + Ъу 
х + 2

= 1

2. Решить систему уравнений способом алгебраического сложения:

«> К + / : 25 Г г 5[ у - - х  = 5 [XV = 2

3. Решить систему уравнений методом замень! переменннх:

а)

- L + — = i i
jc — 1 y  + 2 6

J _____L _ , I
* - 1  y + 1 6

6)
\xy + x -  y  = 7

I A'2 ! ’ -  X }’2 =  6

4. Решить симметричную систему уравнений:

[ * 2 + у 2 = 13 (ху + 2х + 2у = 5

а) \ х 2+ у 2+ х у 2+ х2у  = 65’ 6) I .v2 + у 2 + Зх + 3 v = 1

5. Решить систему уравнений графическим способом: 

fW + |v| = l f|.r| + |v| = 3
a) [х2 + у 2 =4 ’ 6) "> 1 r\ •д- + v' = 9
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6 . Решить уравнение графическим способом:

д) д: + — = 1 ; б) х1 + х - 2 = 0 ;
х

в) х3 -  2х~ -  2х — 3 = 0 ; г) хъ — 2х2 + Зх — 6 = 0 .
7. Решить неравенство графическим способом:

а) Ъх + 4 у > \ 2 \  в) 2 х - 3 у <  6 ;

б) л' 2 + у 2 - 2у  > 1 ; г) х 1 + у  < 2  .

8 . Решить систему уравнений методом исключения:

\х2 + у 2 +6х + 2 у - 0  j x  + 2y = 6

j.v + y + 8 = 0 ^  [Зх2 - х у  + 4 у 2 =48

9. Решить систему уравнений способом алгебраического сложения:

[л'3 - у 3=7 lx2y  + xy2 = 20

а>> [ j r y - j t y 2 = 2 ’ б>> }jc3+ y = 6 5

10. Решить систему уравнений методом заменм переменнмх:

|з |х  + l| + 2 |у — 2 | = 20  j ( x  + l)(y  + l) = 10

\ х  + 2у = 4 ^  j(x  + >')(xy + l) = 25 '

11. Решить симметричную систему уравнений:

[ху -  29 = х  + у  \х2 + у 2 +5х  + 5у + Ъху = 15

°  ̂ [л': + у 2 = х  + у  + 72'  ^  \ х 2 + у 2 -  х -  у  + ху = 1

12. Решить систему уравнений графическим способом;

(х + у  = 2 i y - x 2 = - 1

а) [х4 + /  = 1 6 ’ ^  (*2 + У =1

13. Решить систему неравенств графическим способом;

l x2- 2 х  + у 2+ 2 у > 2  |3л: + 5у>15

°}  [л-2 + у 2 < 1 0  ^  b 2 + y 2 < 1 0 0 ‘
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§ 14. Уравнения и неравеиства с параметрами. 
Системь! уравнений и неравенств с параметрами

1. Алгебраические уравнения и 'перавснства с параметра-
ми. В уравнениях (неравенствах) кроме букв, обозначаюших nein- 
вестньхе, могут содержаться и другие буквм, назьшаемме парамеш- 
рами. Такие уравнения (неравенства) назьшаются уравиениялш 
(неравенствами) с параметрами. При этом бьшает, что при одннх 
значениях параметров заданное уравнение не имеет корней, при дру- 
гих —  имеет один или несколько корней, при третьих — бесконечно 
много корней.

П р и м е р  1. При каком значении параметра т уравнение 
тх + 5 = 3 не имеет корней; при каком значении параметра т это 
уравнение имееттолько один корень?

Р е ш е н и е . Имеем тх + 5 = 3 <=> тх = -2 . Ясно, что при т = 0 
уравнение не имеет корней. Если т Ф 0, то уравнение имеет еднн-

2
ственньш корень х = —т

О т в е т При т = 0 уравнение не имеет корней, а при ni Ф 0
2

уравнение имееттолько один корень дг= —

П р и м е р  2. При каких значениях параметра а, уравненпе 
д-2 -  (2ci + 4)х -  5 -  2« = 0 имеетдваразличньлх отрицательмих (дсй- 
ствительнь1х) корня?

Р е ш е н и е . Уравнение имеет два pa3jiM4Hbix корня, tcjiii днскрп- 
минант D = { la  + 4 ) 2 + 4 • 1 • (5 + 2а) > 0 По теореме Впета для кор-

Посколькукорни x, и х, отрицательнью,то j  ^  + 2 )> о  

Поэтому, для определения искоммх значений параметра а. следу-

неи .r, и х2 имеем равенства
х, + х, = 2а  + 4 

х, х, = -  (5 + 2а)

2а + 4 < 0

{2U + 4)1 +4(5 + 2а) > 0

ет решить систему неравенств < 2а + 4 < 0
-  (5 + 2а) > 0
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Имеем:

(2а + 4 ) 2 + 4(5 + 2а) > 0 

2<r/ + 4 < 0
5 + 2а < 0

<=>

сС + 4а + 4 + 2а + 5 > 0 
a < —2 <=>
а < -  2.5

(о + 2)' + 2д + 5 > 0 

а + 2 < 0  <£=>
2я < -5

а 1 + 6 а  + 9 > 0 
я < - 2  <=>
a < -2,5

(fl + 3)‘ >0 

a < —2 <=> 
a < -2,5

c/G (—°°;—3)U(-3;+°°)

д е ( - ~ ; - 2 )  «  a s  (— —3)U (—3; -2,5).

(—°°; —2,5)

О т в е  г: a e  (-°°;-3 )U (-3 ; -2 ,5).

П р и м е р  3. При каком значении параметра т уравнение 
|.v2 -  ш| = 5 имеет три корня?

Р е ш е н и е . Используя равносильность, имеем:

х' > т 

х 2 = 5 + т\х~ -  т\ -  5 <=>

Прм in + 5 < 0 уравнение х! = т + 5 не имеет корней; при т + 5 > 0 
опо имеетдвакорня х]2 =±yjm + 5 ;при т + 5 = 0 это уравнение имеет 
едимствснньш корень х = 0 .

Аналогично, при т -  5 < 0 уравнение х~ = т -  5 не имеет корней; 
при т -  5 > 0 оно имеет два корня xt 2 -  ±V /»-5  ; при т -  5 = 0 это 
уравнение имеет единственньш корень л' = 0 .

Из провсденньгх рассуждений ясно, что только при т = 5 исход- 
ное уравиение имеет ровно три корня. При т = 5 получим следую-

~x = y[\0

х 2 = 10 r = - J i oшис корпи: <=> д V1U
х 2 = 0  д- = 0

О т в е т : т = 5.
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П р и м е р  4. При каком значении параметра т уравнение 
т'х -  2 = т + 4х имеет бесконечно много корней?

Р е ш е н и е. Используя равносильность уравнений, получаем:

т2х - 2  = т + 4х <=> т2х - 4х = т + 2 <=> х[ т2 - 4 )  = т + 2 .

Ясно, чтоесли \ т  ̂ ^,тозаданноеуравнениеимеетбесконечно 
[т + 2 = 0

„ „  \т2 -  4 = 0 f m ' =4
много корнеи. Отсюда имеем I <=> < т = - 2 .

[т + 2 = 0 [w = —2

О т в е т :  т = - 2 .
2. Система уравнений и система перавенств с параметрами.
П р и м е р 5. При каких значениях параметра т системе уравне-

„ \тх + 2у  = 5
нии \ удовлетворяет только одна пара чисел (.*, у)?

[ 2 x - y  = l

Р е ш е н и е . Используя равносильность систем, имеем:

тх + 2у = 5 \ 2 x - y  = l j 2 x - y  = l
2 x - y  = l ^  \тх + 2у + 2 ( 2 х -  v) = 5 + 2 ^  [w,v + 4.v = 7 ^

Г2х - у  = 1 
^  |х (ш  + 4) = 7 '

Второеуравнение последней системм имеетединственпьт кпрень
7 7 

V ~ т + 4 ПРИ т *~^-  Подставляя ------- вместо *, в первом урав-
7 10 — /77

нении последнеи системь1 получаем v = 2 ----------1 = --------- Сле-
т + 4 //7 + 4

довательно, при т * -4  исходной системе уравнений удовлетворяет

( 7 10 -  »Г единственная пара ------ , --------
т + 4 т + 4\  /

О т в е т :  m s  ( - co;-4)U (-4;+°°).
П р и м е р 6 . При каких значениях параметра т система нера-

[2(jc + 1)<4 
венств  ̂ не имеет решения?

[ х>  т

198



P e ш e ii и e . Используя равносильносгьсистем неравенств, имеем: 

[2(дс + 1)<4 [2* + 2 < 4 ( 2 х < 2  fjt<l
\ <=> i <=> \ <=> i <=> ГП<Х<1,
[ х > т  \ х > т  |x>/w [ х> т

огкуда следует, что при т > 1 заданная система неравенств не име- 
етрешения. О т в е т :  /ие[1; -Ко).

П р и м е р 7. При каких значениях параметра т система уравне-

Г Зл' — v = 1 — т
нии \ ' имеет решение, удовлетворяюшее условиям

[ jc + у  = 2т + 1

х >1 , у < 4?
Р е ш е н и е .

2 + т
\ Ъх -  у  = 1 -  т \ 4х = 2 + т 

Имеем: < <=> { <=>
\х + у  = 2т + \ \х + у  = 2т + \

х =

У = '

4
l m + 2

4
В силу условий задачи следует решить следуюшую систему не- 

равенств:

2 + ' " > \

1,П + 2 < 4  ^  \ l m  + 2 < 16 ^  \ l m  <14 ^  U < 2  ^  т 2‘
4

О т в е т :  т = 2.

Bonpocbi и задания

1. Какие уравнения назмваются уравнениями с параметрами?
2. Какие неравенства иазьшаются неравенствами с параметрами?
3. Сформулпровать оиределение системм уравнений с параметрами.

У  i ip  а ж н  е н  и н

1. Найти значения k, при котормхуравнение Зх2 - 2 к х - к  + 6 = 0 не 
имеет корней.

2. Найти значенияр, при кеггормх уравнение (р  -  3) х2 + 2х + Ър -11 = 0 
нмеет равнме корни.
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3. Найти значения параметра к в уравнении х 2 -  2.v + A- = 0 , если 
корни уравнения д, и х̂  связань1 соотношением 2лс, + д\ = 3 .

4. При каких значениях коэффициента р  отношение корней уравне-

ния х2 + рх +1 = 0 равно 4?

5. Найти целме значения параметра т, при котормх число .v = 2

r  -  -v: „ ,v: -3
удовлетворяет неравенству

nr х' + .v + 2 nr х + in -1

6 . При каких значениях параметра к неравенство кх~ + 2кх + 4 > 0 
вьтолняется на всей числовой оси?

7. Найти значения х, при котормх неравенство (2/н-6)д" + 
+ (32 -1 0 /и )д -(8  + я/ )< 0  вьтолняется для всех т, удовлетво- 
ряюших условию 2 < т < 4.

8 . При каких значениях параметра т  неравенству 
( т - х)у/з + х - х 2 > 0  удовлетворяюттолькодвазначенняд?

о п  / “ Г Alv + 5 V = 39. При каких значениях к система уравнении  ̂ ' неиме-
[2х + у  = 4

етрешения?

10. Найти значения параметра к, при котормх система уравненим 
|.v2 + у  = 2д + к
I v 2 + _ 7х имеетрешение.

11. При каких значениях параметра к системе уравнепим 

Г л '  — ( Л'  +  l ) y  =  3

[2 r ( ^+З)  ~ к  + 5 УдовлетвоРяет бесконечпое чнсло иар 

чисел (х,у)?
12. Найти значения параметра к, при которих системс

[(* + >\Г=12

[д2 + / = 2 ( А '  + 1)

удовлетворяют ровно две парм чисел (.v, v).
13. При каких значениях парамегра т система неравеиств

\ —х2 + 12д: — т > 0
j < 2 вьшолняется хогя бь! при одном значешш д?
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\ у  > х2 + 2к

I . : вьшолняется только в однойточке (х;у)?
-V '  V +

14. При каких значениях параметра к система неравенств

§ 15. Иррациональнм е уравнения и неравенства

1. И ррациональиьле уравнения.

О п р е д е л е н и е  1. Уравнение /l(.v) = 5 ( л ) , в котором хотя 6 bi 
одно из вмражений ^(л), В(х) является иррациональнь1м и неизвест- 
нос .v находится под знаком корня, назьшается иррациоиальньии 
уравнеиием.

П р и м е р 1 .Уравнения V-v -13 + yfx + 4 = 10, \Jx2 -  5 = 4х2 +5.v + l 
являются и р р а ци о н а л ь ни м и  уравнениями.  Уравнение

\[lx4 + -ч/ГЗа' = —^j= не является иррациональньш уравнением, так

как в мем x не находится под знаком корня (это рациональное урав- 
иеиие).

Понятия корня и решения иррационального уравнения определя- 
ются аналогично алгебраическим уравнениям.

П р и м е р 2. Число 16 является корнем уравнения \lx -  7 = 3 . 
Других корней это уравнение не имеет и поэтому его решением 

является одноэлементное множество {16}.
П р и м е р 3. Решить уравнение -Jx +1 = -3 .

Р е ш е н и е . Так как V-v +1 принимаеттолько неотрицательнме

зпачения,тоуравнение л/х + 1 = -3  не имеет корней.
Т с о р е м а  1. Если п —  нечетное натуральное число, то

/l"(x) = B"(x) <=> Л(х)  -  В ( х ) . Если п четное натуральное число, 

то любой кореньуравнения А" (л ) = В" (х) удовлетворяетсовокупно-

стп уравнении
■4(л) = г ( л )

А(х)  = - В( х )
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть п = 2к к е  N  и х = а  корень 
уравненияЛ(;с) = В(х)  Лшда Л(а)  = 5 ( а )  и поэтому А" (а )  = В" (а) .  
Значит, a  — корень уравнения А" (х) -  В" ( x ) . Обратно, пусть a  — 
корень уравнения А" (х) = В" (х ) ,  т. е. А" (a ) = В" ( a ) . Так как п — 
нечетноечисло,тоизпоследнегоравенстваследует А( а)  = В(a )  
Поэтому a — корень уравнения Л(х) = 5(д:) Таким образом, прн 
нечетном п верно, что А"(х) = В"(х) <=> Л(дг) = fi(.r)

Пусть теперь п —  четное число. Если a  —  корень уравнения 
А" (х) = Вл (л-), то А" (a )  = В" ( a ) . Равенство А” (a )  = В" (a )  мо- 

жетиметьместопри Л(а)  = 5 ( а )  илипри Л(а)  = - 5 ( a ) . Следова-

А(х)  = В(х)
тельно, сс удовлетворяет совокупностиуравнений v)

Отметим, что на практике при решении иррациональнмх уравне- 
ний часто приходится производить операцию возведения обеих час- 
тей уравнения в некоторую степень. Если при этом показатель степе- 
ни возведения является четньш числом, то могут появиться «лиш- 
ние корни». Поэтому после операции возведения в степень следует 
проверять, являются ли корни последнего уравнения корнями исход- 
ногоуравнения.

Т е о р е м а  2. Пусть множество А является ОДЗ уравнения 
2ijA (.т) = 2̂ Jb (x ) , к е  N , А(х),  В(х)  — рациональнме вьфаженпя. 
Тогда на множестве А имеет место соотношение:

А(х)  = В(х)

Теорема 3. Пусть множество А является ОДЗ уравнсния 
2f]A(x) = В(х) ,  к е  N , А ( х ) ,  В ( х )  —  рациональнью вьфаженмя. 
Тогда на множестве А имеет место соотношение:

А(х)  = В * ( х )
2<[а (7) = в {х ) ^  | 5 ( y ) > 0

Доказательства теорем 2,3 проводятся аналогично доказатель- 
ству теоремн 1 и, Mbi оставляем их для самостоятельной работм. 
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П р и м e p 5. Решить уравнение х2 + 2х + yjx2 +2х  + 8 = 1 2 .

Р е ш е н и е . Положим \ jx2 + 2х + 8 = z Так как .x2 + 2х = z' -  8 , 

то данное уравнение принимает вид: z2 - 8  + z - 1 2  = 0. Корнями пос- 

леднего уравнения являются -5  и 4. Уравнение 4 х 2 + 2* + 8 = -5 не 

имеет корней. Поэтому задача сводится к решению уравнения

\ lx2 + 2х + 8 = 4 • Используя теорему 3, имеем:

yjx2 + 2 .Г + 8 = 4 <=> д:2 + 2* + 8 = 16 <=> х1 + 2* -  8 = 0 .

Корнями последнего уравнения являются числа -  4 и 2. Непос- 
редственной проверкой убеждаемся, что оба этих числа удовлетво- 
ряют исходному уравнению.

О т в е т : {-4; 2}.

П р и м ер  6 . Решитьуравнение yjx +1 + 4 х - 2  = 3 •
Р е ш е н и е Используя теоремь1 1-3 и свойства равносильнь1х 

уравнений, имеем:

<=>

х + \ + х - 2  + 2 yj(x + l)(* -  2) = 9 

х +1 > 0 <=>
х - 2 > 0

\ х > 2
х - 2  = 1 0 - 2* <=> <=>

* 2 -  * -  2 = 25 -10*  + * 2 

х > 2  <=>
5 - * > 0

О т в е т :  {3}.

2. И ррац н о п ал ьн м е неравенства.
О ii р сд  с л е ii и е 2. Неравенство А(х)  а  В( х) ,  где a  озна- 

чает один из знаков неравенств « > , < , > , < » ,  назьтается иррацио-

naibiibiMиеравечством,еслихотя6 biодноизвмражений А(х) ,  В(х)  

является иррациональнь1м и неизвестноех находится под знаком корня.
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Т е о р е м а  4. Пусть множество А является ОДЗ неравенства 

2{ а [х ) < В ( х ). Тогда на множестве А имеет место соотношение:

л(х) <*“ (*)
А( х ) >  0 

В( х ) >  0

Т е о р е м а  5. Пусть множество А является ОДЗ неравенсгва 

2̂ А ( х ) > B ( x ) . Тогда на множестве А имеет место соотношенпе:

24 А х ) > в (х ) *=>

\ B( x ) > 0

[ А ( х ) > В - ( х )

\ в ( х ) < 0

I A ( x ) > 0

Доказательство теорем 4,5 предоставляем для самостоятель- 
ной работь1.

П р и м е р 7. Решить неравенство Vx2 -З х  + 4 < х -  5 
Р е ш е н и е . Исполъзуя теорему 4 и равносильность систем не- 

равенств, имеем:
х2 -  3.Y + 4 < х2 - 1 Ox + 25 
х -  5 > 0 <=>

х2 -  Зх + 4 > 0 

х < 3 
х > 5

х2 -  Зх + 4 > 0

■Jx2 -  3 . y  +  4  < х -  5 ^

<=>
l x  < 2 1

х > 5 <=>

х2 -  Зх + 4 > 0

[ х < 3
Так как система неравенств •! не имеетрешения, то лсход-

l-Y > 5
ное неравенство такжс не имеет решения.

О т в е т  0 .
П р и м е р 8 . Решить неравенство %/х2 + 6х -  40 > х + 2 .
Р е ш е н и е . Используя теорему 5 и равносильность систем не- 

равенств, имеем:
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л/.v2 +  6x  -  4 0  >  * +  2

CN1A
l

х >  22
2х > 44

L <=> J х < - 2  <=>
Jx < - 2

[х + 10 < 0
| ( х  + 1 0 )(х  -  4 ) > 0

Jx + 2 > 0

[x 2 + 6 x  -  40 > x 2 + 4x  + 4 

fjc -f- 2 < 0 

x 2 + 6 x - 4 0 > 0

x > 22 
* < - 1 0

O t b c t : 1 0 ] U ( 2 2 ; + ° ° )

Bonpocbi ii задания

1. Сформулировать онределение иррационального уравнения.

2. Как решаются уравнения вида 2̂ / l ( x )  = 5 ( х ) ?

3. Как решаются уравнения вида 2̂ / l ( x )  = 2̂JВ (х )  ?

4. Сформулировагь определение иррационального неравенства.

5. Как решаются неравенсгва вида 2̂ /4 (х )  >  .в (х )?

6. Как решаются неравенства вида 2̂ jA(x) < # ( х )  ?

У п р а ж н е н и я

1. Решить уравнение:

а )  ( х 2 - 4 ) 7 ^ 7 1  =  0 ;

б) ( х - 4 ) 7 з  + 2х - х ; = 0 ;

«) Vv- -v2-v/io- 3.Y-.Y2 =о; 
с) 7 ^ 5 = 8 ;

е )  74 -  6 . y  -  х2 = х + 4 ; 

j/c) х  + л/2х2 -  7х + 5 = 1

d) (x2- x - 6 ) J ± j - ±  = 0;

з )  л / З х - 5 - 7 4 ^ 1  =  1;

2 / )  V l 5 - X  +  % / 3 - Х  =  6  ;

к-) 7х +1 — V 2 х — 5 = 7х  — 2
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2. Решить неравенство:

a) yjx- 1 < 3 - x i г) y/x + 7 > 7 -  2x ;

б) yflx + 3 < x ; <*) 4 x1 + Зх - 18  > 2x + 3 '

в) x -  Vз -  2 .V < o ; e) х > 4 х 2- х - п

3. Решить уравнение:

я) yjx + yfx~+11 + Vx-"Vx+TT = 4 ; г) /1 + 2 x
2* +

Vl + V^ + yj \ -yfx  = 2

e) дг + 42-1  l-v/ * 2 - x  —42 =л': >

4. Решить неравенство:

г ) ifx + yfx < 6

6) \l-25x1 + 15х-2(8л '2 - 6.t + l ) >0 ;  д) -  2 -  V-v -  3 > - sj.x -  5

§ 1 6 . Текстовь1е задачи

Текстовью задачи, как правило, решаются по следуюшей схеме:
а) неизвестнью обозначают некоторьши буквами;
б) исходя из смьюла и условий задачи, составляют уравнение (си- 

стему уравнений) или неравенство (систему неравенств), свя- 
зьшаюшее неизвестнь1е;

в) решают составленное уравнение (систему уравнений) или не- 
равенство (систему неравенств) и находят неизвестнью.

Условно, содержание текстовмх задач можно классифицировать 
по следуюшим основньш типам:

1) задачи, связаннме с понятием процента;
2) задачи, связаннме с понятием концентрации;
3) задачи, связаннне с понятием движения;
4) задачи, связаннме с понятием работи.

ч V8 -  2х -  х2  ̂ 4 s - 2 x - xв)  < -----------------
jc + 10 2х + 9
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Рассмотрим несколько примеров, соответствуюших указанньш 
типам задач:

1. Задачи, связаннме с понятием процента.
3 а д а ч a 1. Сумма двух положительннх чисел равна 170. Если 

50% большего числа на 43 больше, чем 10% другого числа, то 
найдите эти числа.

Р е ш е н и е . Обозначим неизвестнне числа через х иу ,  причем

х ■ 50% _ у - 10%
X > v По условию задачи имеем: л: + у  = 170 и

100 100
- + 43

Составим систему и решим ее:

.v + у  = \ 70 
Л' _ у  
2 ~ 10

л- v <=> = — + 43

* + у = 170

У_
5
v <=> д- = — + 86

У + 86 + > = 170
<=>

.V = — + 86
5

у + — = 84 
5

х = —+ 86

<=>

5 v + v  = 420 6у  = 420 V = 70
<=> • v <=> ■ 

.v = — + 86 
5

.v = —+ 86 ^  ' 
5

70
* =  —  + 86 = 100 

5
О т в е т  : 100 и 70

2. Задачи, связаннь1е с попятнем концентрации.
3 а д а ч a 2. Имеются растворь1 с концентрациями 10 % и 20 %. 

Сколько граммов вешества надо взять из растворов с концентрациями
10 % и 20  %, чтобь1 получить 1000 г раствора с концентрацией 18 %?

Р е ш е н и е  Возьмем х  г раствора с концентрацией 10% и 
(1000-х )  r раствора с концентрацией 20 %. В итоге получается 1000 г 
раствора с концентрацией 18 %.

Согласно условию задачи составляем уравнение: jc-10

100
- +

(1000-х)-20 1000-18 ч 10rin +А-----------L-----= ----------- , откуда имеем: л: -H 2(1000 — jc  1 = 1800 ;
100 100 

х + 2000  -  2х = 1800 ; д: = 200  -
О т в е т : 2 0 0  г из раствора с концентрацией 10 % и 800 г из 

раствора 20  %.
3. Задачи, связаннм е с понятием движения.
3 а д а ч a 3. Два поезда отправляются навстречу друг другу из 

городов А и В . Если поезд из города А отправится на 1,5 ч. раньше, 
чем поезд нз города В, то они встретятся в середине пути. Если оба
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поезда вьшдутодновременно, то через 6 ч. расстояние между ннмн 
будет составлять десятую часть первоначального расстояния. Най- 
дите скорости поездов, если расстояние между городами 480 км.

Р е ш е н и е . Обозначим расстояние между городами А и В че- 
рез 5 км (5 = 480), скорость поезда, отправляюшегося из городаЛ, 
черезх км/ч, а скорость поезда, отправляюшегося из города В, че-

5
рез> км/ч. Тогда — ч —  время, за которое первьш поезд (отправ-

2.v

ляюшийсяизгородаЛ)преодолеваетполовинупути, —  ч —  время.
2 v

за которое проходит половину пути второй поезд.

Из условия задачи получаем следуюшую систему уравнешш:

О т в е т  32 км/ч, 40 км/ч.

4. Задачи, связанньле с понятием  работьк
3 а д а ч a 4. Две бригадь! рабочих начали работу в 8 часов. Изго- 

товив вместе 72 детали, они сталн работагь раздельно. В 15 часов 
вшяснилось, что за время раздельной работм первая бригада нзгото- 
вила на 8 деталей больше, чем вторая. На другой день первая брига- 
да стала изготавливать за 1 час на одну деталь больше, а вторая за 1 
час на одну деталь меньше, чем в первьш день. Работу бригадь! 
начали вместе в 8 часов и, изготовнв 72 детали, снова стали рабо- 
тать раздельно. Теперь за время раздельной работь1 первая бригада 
изготовила на 8 деталей больше, чем вторая уже к 13 часам. Сколько 
деталей в час первоначально изготовляла каждая бригада?

6* + 6 v = 5 -  0,15 

Учитьшая, что 5 = 480, решаем полученную систему:

6х + 6 v = 0,95 [бх + 6 v = 0,9 ■ 480
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Р е ш е н и е Пусть первая бригада изготовляла х деталей в час, 
вторая бригада v деталей в час. Тогда 72 детали бригадм изготови-

ли вмсстеза
72

-V + r
часа. Поэтому в первьш день бригадм работали

раздельно 7 -
72

д-+ v
ч. За время раздельной работм первая брига-

да изготовила 7 72
v + v

•х деталеи,а вторая 72
х + v

v дета-

леп. Из условия задачи заключаем, что

( l 1 \ 
7 ------—

■V +  V '

72
X + V

V = i ( 1)

Во второй деиь первая бригадасталаизготовлять (д + 1) деталей 
в час, а вторая ( v - l )  деталей в час. Значит, 72 детали бригадм

72
изготовили вместе за —— ч. Поэтому во второй день бригадм ра-

ботали раздельпо 5 -
72

ДГ+ v
Ч И ИЗГОТОВИЛИ 5 _ 72

х  + у
(х + 1) дета-

лей — первая бригада, 5 -
72

х+  у
(у - 1) деталей —  вторая бригада.

Из условия задачи заключаем, что

5 -
72 

х + у
(дг + 1) - 72

х  + у

Отсюда получаем следуюшую систему уравнений:

(2 )

7 -
72

х  + у

72 
х + у

( х - у )  = 8  

(д;->  + 2 ) = 8

72
Положим х - у  = и , ------ = v Тогда

х  + у

14 — Э. М. Сайдаматов и др.

\ { l  -  v )u  = 8 

1(5 —v)(*/ + 2) = 8 *
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Вьфазим из первого уравнения переменную и и  подставим ее B b i -  

ражение во второе уравнение системн:

ii = -

( 5 - v )
7- i '

+ 2 = 8 '

Второе уравнение последнем снстемм приводится к виду 
v: - 1 2v + 27 =0, откуда v, = 3, v, = 9 Теперь находим соотвстству- 
юшие значения и : ut = 2 , z/, = -  4 Из условия задачи следует. ч то 
х > у  . Поэтому iiг = -  4 не удовлетворяет условию задачп. Следо-

.v- у  = 2
вательно, для определения хи  v имеем систему уравненин 72 л

.V + у
Решая ее, находим .v = 13 , у  = ] 1

О т в е т 13 деталей в час изготовляла первая бригада, 11 дета- 
лей в час изготовляла вторая брнгада.

Bonpocbi и заданмя

1. По какой прнмернон схеме решаются l eKc ioBbie залачп?
2. Какие niribi текстових задач bw знаете'.'

У п р а ж н с и и я

1. Два завода по плану должнь! бь!ли вьтустить за месяц 260 стап- 
ков. Первьш завод вьтолнил план на 112 %, а второй —  на 110 %, 
вместе заводм вьшустили за месяц 400 станков. Сколько станков 
сверх плана вьтустил кажднй завод в отдельности?

2. Для вьшечки пшеничного хлеба взято столько килограммов мую i, 
сколько процентов составляет припек на эту муку. Для вьшечкн 
ржаного хлеба взято на 10 кг муки больше, а имепно столько ки- 
лограммов, сколько процентов составляет припек на ржаную муку. 
Сколько взято той и другой муки, если вьтечено 112,5 кг хлеба?

3. Если рабочий день уменьшить с 8 до 7 ч, то на сколько процемтов 
нужно повьгсить производительность труда, чтобь1 при тех же рас- 
ценках заработная плата вьфосла на 5 %?
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4. Процент числа студентов курса, успешно сдавших все зачеть1, 
заключен в пределах от96,8 до 97,2 %. Найти минимальное чис- 
ло студентов, которме могут бь!ть на этом курсе.

5. Велосипедистдолжен бьш проехать 48 км с определенной сред- 
ней скоростью. Ho по некоторьш причинам первую половину пути 
он ехал со скоростью на 20% меньше, а вторую половину пути — 
на 2 км больше, чем ему полагалось. На весь путь велосипедист 
затратил 5 ч. Найдите предполагаемую вначале скорость.

6 . Самолет летел сначала со скоростью 220 км/ч. Когда ему оста- 
лось лететь на 385 км меньше, чем он пролетел, то скорость ero 
стала равиой 330 км/ч. Средняя скорость самолёта на всём пути 
равпа 220 км/ч. Какое расстояние пролетел самолёт?

7. Из пунктов А и В одновременно навстречу друг другу вьш ли 
два поезда. Скорость первого поезда на 10 км/ч больше скорос- 
ти второго. Поезда встретились в 28 км от серединн пути АВ. 
Если 6 bi первьш поезд отправился из А на 45 минут позже второ- 
го, то поезда встретились 6 bi в середине пути АВ. Найдите рас- 
стоямпеЛЯ и скорости обоих поездов.

8 . Два школьннка вьшли одновременно из дома в школу с одинако- 
вой скоростью. Через 3 минуть1 один изтоваршцей вспомнил, 
что забьш дома нужную книгу и побежал обратно со скоростью, 
больше первоначальной на 60 м/мин. Взяв книгу, он побежал с 
гакой же скоросгью и догнал товариша, которьш шел с постоян- 
uoii скоростью, уже у дверей школм. Найдите скорости учени- 
ков, если расстояние от школь! до дома равно 280 м.

9. Трое рабочих должнь1 изготовить 870 одинаковмх деталей. Из- 
вестно, чго все трое вместе изготавливают за 1 час 2 0  деталей. 
К работе приступил сначала первьш рабочий. Он сделал 20 де- 
талсй, запрагив на их изготовление более 3 ч. Оставшуюся часть 
вьшолммли вместе второй и третий рабочие. На всю работу ушло
8 ч. Сколько часов потребовалось 6 bi первому рабочему на изго- 
товленпе 80деталей?

10. Двое рабочих вьтолнили вместе некоторую работу за 12 ч. Если 
obi сначала первьш рабочий сделал половину этой работм, а за- 
тем другой —  остальную часть, то вся работа бьша 6 bi вьтол- 
пена за 25 ч. За какое время мог 6 bi вьтолнить эту работу каж- 
дьш рабочий в отдельности?
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11. Двоерабочих вьтолняют некоторую работу. После45 мин. со- 
вместной работм первьш рабочий бьш переведен иа лругую ра- 
боту, и второй рабочий закончил оставшуюся часть paoorbi за
2 ч 15 мин. За какое время мог 6 bi вьшолнить всю работу каж- 
дьш в отдельности, если известно, что второму на тго попадо- 
бится на 1 ч больше, чем первому?

12. Два токаря должнм бмлм мзготовить определенное чнсло дета- 
лей. После трехчасовой совместной работн работу продолжнл 
только второй токарь, которьш проработал еше 4 ч. После этого, 
задание бьшо перевьтолнено на 12,5%. За какое время мог 6 bi 
вьшолнить задание каждьш токарь в отдельности, если известно, 
что второму на это понадобится на 4 ч меньше, чем первому?

13. При смешивании 40%-ного раствора кисло™ с 10%-нь1м растно- 
ром кислоть! получили 800 г 20%-ного раствора. Сколько гра.м- 
мов каждого раствора бьгло для этого взято?

14. Имеется 735 г 16%-ного раствора йода в спирте. Нужно полу- 
чить 10%-ний раствор йода. Сколько граммов спирта для эгого 
нужно добавить к имеюшемуся раствору?

15. Имеется сталь двух сортов, один из котормх содержит 5 %, a 
другой — 10 % никеля. Сколько тонн каждого из этих сортов 
нужно взять, чтоби получить сплав, содержаший 8 % никеля, 
если во втором куске никеля на 4 тоннь1 больше, чем в первом?

16. Руда содержит 40 % примесей, а вьшлавленньш из нее ме- 
талл — 4 % примесей. Сколько получится металла из 24 т рудьГ?

У П РА Ж Н Е Н И Я  Д Л Я  П О В Т О РЕ Н И Я

Найти действительнме корни уравнения (1-19):

1 . х4 - \  = 0.

2 . х3+ х - 2 = 0 .

3. x3+ 9 ; r +23х + 15 = 0.

4. ( x - l ) 3 +(2x + 3)3=27x3+8.

5. 2х4 -21х 3 +74х2 — 105jc + 50 = 0

6 . xs -  4х4 + 4х3 -  дГ + 4х -  4 = 0 .

7. jc5 +4jc4 -6jc3-24jc2 -27д:-108 = 0 .
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8 . vJ -27.V2 -14.V + 120 = 0- 

*->• ,vJ + 2 .v:' -13.v: -3 8 .v -2 4  = 0

10. .v4 + 10.v + 37.v: + 60* + 36 = 0 •

1 1 • .V4 + -Y1 -  6 .Y' — 4.v + 8 = 0 •

12. y4 -  4л ' + 5x2 + 22.v -  24 = 0 •

13. ( .Y  + l)(.v -  2)(.y + 3)(.y -4 )  = 144

14. (,v -  3)(.y + 2)(x  -  6 )(.v +1) + 56 = 0.

15. (.y + 3)(.y-2)(.y —6 )(jc + 7) = —180

16. (л- + 6 )(.v -  7)(.y + 2)(x  -  3) +180 = 0

17. 2 .v4 + 3.v -  8 \ ; -  9.y + 6 = 0 •

18. 5.yj -3.v; -4 .y2 -3.y + 5 = 0-

19. 3.y4 -4 л -5 -7л-: + 4.y + 4 = 0-

Еслн корни кнадратногоуравнения .v, и х2, t o найти(20-21):

а )  д  - +  . y ;  ; 6 )  +  л%3 ; в )  +  * 2 .y 2 .

20. 2л: +Зл - 5  = 0 . 21. x: +x + 7 = 0.
22. Составить квадратное уравнение, если х, = 3 и х2 = -5  .
23. Сосгавить квадратное уравнение с цельиии кооффициентами, если 

один из ero корней равен 2--J5

Решить неравенство (24-32):
24. (2 -л) (3х + l)(2x - 3 )  > 0.

25. (3 .y -2 )(.y -3 )3(x + 1)3(* + 2 ) 4 < 0 .

2 6 .  д-4 + 8 г ’ +  1 2 .y 2 > 0 -

27. (16-.y2)(.y2 + 4 ) (x 2 + .y + 1)(x2 - д г - 3 ) < 0 .

.v4 -  2.v: -  8 .  3.Y-2 .
28. —;-------—< 0  29. ----- г < 3 ..V+.Y-1 2x- 5

7 л - 4  , 1 2  3 
30. ----- - ^ l  31. -----г + ---- г < ---- -.y + 2 * + 1 jc + 3 jc + 2

3 25.V-47 3
32.  — <

6 . y - - . y - 1 2  1 0 * - 1 5  Здг +  4
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Доказать неравенства (33-36):

1
33. Если аФ 2 то —г  . „ - 3 n

а '  - 4 а  + 4 a  - 8

34. a2 + b2 + с2 +3 > 2(я + b + с ) .

35. Если т, п, lc £ N , то тп + тк + пк < Зтпк

36. Если а, b, с, d —  положительнме числа, то - — j— j— j- < ijahcJ

a b e d
Решить систему неравенств (37—41):

37.

Зх + 5 10 -  3.v 2.v + 7 _ 3-------+-------- > ----------7 —
7 5 3 21

l x  1 1(jc + 1) 3*-1 13-.V 38.

2jc — 11 19-2.V _ --------+---------< 2х

2.V + 15 д -1  .V-------- > ------+ —
9 5 3

39.
\2xz +2  <Sx

I -V2 > X  .

40.

Д- + 3
д - 2  
2.Y + 3
3.Y -  2

<1

< 2

41.

(д + 2 )(д: -З х  + 8)

х -9  
1- д 2

< 0

> 0 .
L a I 2д 8

Решить уравнения, содержашие модуль (42—48):
42. |д2 -  х -  з| = - х  - 1 .  43. 2 |а'2 + 2.v -5 | = д - 1

44. | д - 2 |  + |х -3 | + |2.х-8| = 9 45. |2 .v -l |- |3 - .v | = |.v-4|

46. |д + 1|-|дг| + 3 |д -1 |- 2 |д -2 | = |д + 2 |.

, , , |.х2 -4.v| + 3
47. \ x-x~  — 1 = \ 2 x - 3 - x ' \. 48. = 1

х' + |д-э |

Решить неравенства, содержашие модуль (49-56):

49. |2д-1|<|4д- + 1| 

214

50.
-Y+ 2

< 10
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51

53

л- -  3.Y -  1 
,v: + .V + 1

| л - 3 |

< 3

> 2

52. . т  -  5 .y  +  4  

. v ’  - 4
>1.

. V  - 5 . V  +  6

55. |2 .v - |3 - .v |-2 |< 4  56.

Решить систему уравнений (57-62):

. r - L t -12  „ 54. -U----->2х
х-3

.r  -  2x +1 .v-1
,v2 -  4,v + 4 x - 2

■12 < 0 ■

4 *  -  5 >  +  6 z =  5  

57. 2.v + 7 v + 1 lz = 20 
2х -  3 v + z = 0

ху + xz = - 4  

59. - vz  + yx = - l  

xz + yz -  -9

[л- + y  + x2 + y 2 = 18 

. YV +  Л-2 +  v: =  1 9

61.

58.

60.

62.

2x + v + z = 7 
x + 2y + z = 8 

x + y  + 2z = 9

\ \5x2+ x y - 2 y 2 =0  

[7jt - 4 x y - 3 y 2 = - 32 .

x s + /  _  3 1

x 3 +  y ’  7

x2 +xy + y'  = 3. 

Решить уравнения c параметрами (63-65):

x x + 2 a 16 a 2 . , .
63. ---- -----------r -  -—;-----j- 64. x — 8дг_ +16 = 8ax + ax + 2a x -  2a 4a~ -  x

65. |* + 3a\ - | .v -  a\ = 2a

Решить неравенства c параметрами (66- 6 8 ):

6 6 . |.\j<av. 67. 3 ( 2 a - x ) < a x  + l .

a a -----+ -------< 06 8 .
.V — a Л' + a

Решить иррациональнме уравнения (69-73):

69. \j8x + 1 + л/З-v — 5 = 77A- + 4 + -J2x — 2

70. Т̂ +З + ТзТТ!-717+5=73*
71. yj] + ifx +V4-Tx =!fx .
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Рсшить иррациональнмс нсраиснства (74-77):

74.
2 v -  1 > 12

75. V.v + 5 + 2 > \jx -  3

1 1■ > —

78. Цену товара снизили на 20 %, затем новую цену снизили на 15 %; 
наконсц, послс перерасчста произвслн снижснис сшс на 10 %. 
На сколько процснтов в итогс снизилась первоначальная цсна?

79. Количсство студснтов в институте, увсличиваясь на одно и то 
жс число процснтов сжегодно. возросло за три года с 5000 до 
6555 чсловек. На сколько увсличивалось число студентов сжс- 
годно?

80. Расстояние между двумя городамп по рскс равно 80 км. Катср 
проходит это расстоянис дваждм (ввсрх и вниз) за 8 ч 20  мии. 
Определить скорость катсра в стоячей водс, ссли скорость тс- 
чсния рски равна 4 км/ч.

81. Два велосипсдиста вьюхалм одноврсменно из пунктов А и В на- 
встречу друг другу. Вслосипсдист, вьюхавший из А, прибмл в В 
через 4 ч, а вслосипедист, вьюхавший из В, прибьш в А черсз 9 ч 
после встречи. Сколько часов в иути бьш каждь1Й вслосмпсдист?

82. Бассейн заполнястся водой чсрез первую трубу на 5 ч бнстрсе, 
чем черсз вторую трубу, и на 30 ч бмстрее, чем чсрсз трстью 
трубу. Известно, что пропускная способность трстьсй трубь! в
2.5 раза меньше пропускной способности первой трубм и на 
40 м3/ч меньше пропускной способности второй трубм. Найтн 
пропускную способность первой и трстьсй труб.

83. В 500 кг рудь1 содержится некоторое количсство жслсза. Пос- 
лс удалсния из рудм 2 0 0  кг примсссн, содсржаших в среднсм
12.5 % желсза, процент содержания желсза в оставшейся рудс 
повмсился на 20 %. Сколько осталось жслеза в руде?

84. Свежие грибн содержат 90 % водьқ а сухие —  12 %. Сколько 
получится сухих грибов из 88 кг свсжих?



Г Л А В А  V I I

Ф У Н К Ц И Я  И ЕЕ Г Р А Ф И К

§  1. П опятис фупкцни

1. Опрсдсленис попнтня функцин. На практике нам часто при- 
ходшся встречаться с зависимостями между различншмн пере- 
меппмми величннами. Примерами таких вчаимосвязаннмх между 
собой величин являются: раднус п плошадь круга; вмсота местнос- 
ти и давление воздуха; масса металлпческого прсдмета и его плот- 
иость; зпачення перемепнмх величим х п v, удовлетворяюшие урав- 
непмю у - х  + 1 ii др.

Отвлечемся от копкретного сммсла перемеинмх величин и пред- 
положпм, ч год' иу  связань! таким образом, что каждому рассматри- 
васмому змаченмю величини .v соответствует одио определенное 
зиаченис величинь! у. В гаком случае говоря г, чго величинь1 .v и v 
связапь1 мсжду собой функциональной зависимостью.

После Bbi6opa единиц измерения зпачения любой переменной 
велпчннм вьфажаются числами. Поэтому, на caMOiVi деле, мь! будем 
изучатьопрсделенного вида функциональнмезависимости между 
чкслами.

О ii р с д е л с ii ii с 1 . Величина у  назьшается фупкцией пере- 
мспмой велмчшш х назаданном множествеееизменения D( xe  D), 
если no иекоторому правилу (закону)/каждому значению х из D 
иоставлено в соответствие одно определенное значение величинь! v.

При этом переменная величина х  назьшается независимой пе- 
ремеппой (аргумент), а величина у, значения которой определяют- 
ся вмбраннмми значепиями х, назьтается зависимой или же 
фуикцией от аргумеита х.

2. Область определспия и область значений функции. Функ- 
цпональнуюзависимостьвеличинь1Д' от величипь! л символически 
и сократенно записьтают в видеу = / (х ).

При этом говорят, что v естьфункция х(  читают:> равно /о т  л).
Множество D(iijih D (/)), которое пробегает переменная х, на- 

зьшается областью определеиия функции у  = f  (х).
Значениезависимой переменной^, соответствуюшее определен- 

ному значению а аргумента jc, назмвают значением функции при 
х = а и обозначают символом/(я) или у ( а )  ( и л и ж е >  | v = „)-
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Все различнне значения у,  принимаемме ею, когда аргумент д- 
пробегает область определения D, образуютмножество, назьшае- 
мое областью значений фуикции.

Область значений функции у  = f[x) будем обозначать через Е 
(или £(/)). Таким образом,

E { f )  = { f { x )  | x e D ( / ) }
Из определений понятия функции и области определения следу- 

ет, что функция считается заданной, если:
1) указана область определения D  этойфункции;
2) указано правило f  с помошью которого по каждому значе- 

нию аргумента х е  D можно найти соответствуюшее ему значение 
функции.

П р и м е р 1. Записьюу  = .r-’+l (или f(x) = х ’+ 1), -2  < .v < 2 за- 
дается функция, область определеиня которой есть огрезок 
D (/)  = [ -2 , 2]. Нетрудно проверить, что областью значений задан- 
нойфункции тожеявляется отрезок E( f )  = [\ ; 5],

Во многих случаях, когда функция задана некоторьш вьфажени- 
ем на всей области сушествования этого вьфажения, областьопре- 
деления явно не указмвают. Например, функция, вьфажаюшая завм- 
симость между радиусом окружности иее длиной, дается форму- 
лой С = 2nR Очевидно, что областью определения D  этой фупкции 
является множество всех положительнь1х чисел. В этом случае i о- 
ворят, что D  является естествеииой областью определения функ- 
ции. В дальнейшем, втех случаях, когда областьопределепия фун- 
кции явно не указана, условимся подЛ пониматьестествеиную об- 
ласть определения.

П р и м е р 2. Найдем обласгь определения (естественную об-

/v ч _ Л' + 1
ласть определения) функции ./ (-v) -

В данном примере проше сначала найти те значения, Koxopbic аргу- 
мент л' не может принимать. Очевидно, что при л' = 1 и .v = 2 зна- 
менатель дроби обрашается в нуль. Поскольку на пуль делить нельзя, 
то естественно, что числа 1 n 2 не входят в область определенпи 
D(f). При остальнмх значенмях аргумента д* можно легко вмчислить 
соответствуюшие значения функцип. Например, при х = 3

3 +  1 4 „



Таким образом, областью определения заданной функции явля- 
ется вся числовая прямая, за исключением точек дг = 1 и х = 2 , т. е. 
£ ( / )  = ( - “ ; l ) u ( i  ; 2) u ( 2 ; +~).

В дальнейшем, под значениями аргументах будем подразуме- 
вать только действительнме числа (вообше же, могут бьпъ и другие 
числа, напрпмер, комплекснме числа) и будем рассматривать лишь 
те функции, Koropbie принимаюттолько действительньш значения. 
Такие функции назьшаются действительпьши функциями дей- 
ствительного перемепиого.

3. Действия над функциями. Определим теперь понятие ра- 
венства двух функций и действия над функциями, поскольку в мате- 
матическом анализе оченьчасто приходится употреблять вьфаже- 
пия: "функцииравньГ', "суммафункций" идр.

О п р е д е л с ii и е 2. Функции f[x) и g(x) назьшаются равпи-  
ми, если:

1) у hiix одпнаковая обласгь определения;
2 ) их значения, соответствуюшие одному и тому же значению 

аргумспта из области определения, являются равнмми.

П Р и м е р 3. Пусть у  = д-2 + 1 , д-е R Тогда для этой функции 

D = R, £=[1;  +°°). Данная функция отличается отфункции из при- 
мера 1, таккакразличнь1 области определения этихфункций.

д 2 -  4 9
П р и м е р 4. Функции / (д) = --------- и g(.v) = х + 7, каждая из

х - 1
которь1х рассматривается в своей области определения, различнм, так 
как область определения f[x) есть множество ( - ° о  ; 7) u  (7 +°° ) , 
аобластью определения g(x) является вся числовая прямая.

В то же время, если обе функции считать заданньши на множе- 
стве (-«>; 7 ) u ( 7  +«>),тоонипоопределениюбудутравнь1ми.

Пусть теперь f{x) и g(x) —  две функции с областями определе- 
пия D ] ii D, Положим, D = D , n D 2 ( Z ) * 0 ) .

О п р е д е л е н и е  3. Суммой фуикций f[x) и g (j) назь!вает- 
ся функция Ғ(х), определенная на множестве D, такая, что для всех 
.V из D имеет место равенство: Ғ(х) = J'(x) + g(x)

Аиалогично определяется разность, произведение или часгное 
двух фупкций. Прп этом, определяя частное Ф(х) функций Дх) и 
g(x), Mbi должь1Ь1 считать, что областью определения Ф(х) является
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все множество Д  за исключеннем тех зпачений .v, при котормх
знаменатель "(л) дроби ф(д-) = Z i£ l обрашается в иуль.

g(x)
П р и м е р 5. Пусть f ( x ) = yfx,  g ( x )  = х -  1 Яспо, что D = 

=[0: + °°), D, = (-оо +°о) Тогда D = Z), n  D, = [0 +°о) а область

определенияфункции Ф(х) = естьмножество [0; 1)U(l. + °°).
х - 1

(*?Р Bonpocbi и задания

1. Когда зависимость одной велпчииь: отдругой назьшается функшю- 
нальной?

2. Дать определение функцни, ее области оиределения м областп 
значений.

3. Когда функцня считается заданпон
4. Что понпмают под естественной обласгью определенпя функцни'.’
5. Какие функшш назмваются равньшн?
6. Дать определение произведения двух функций.

У п р а ж н е и и я

1. Среди величин. указанних ниже, вьюрать такие, в котормх вторая 
величина функшонально зависит от первой. Определить также слу- 
чаи, когда первая величина функционально зависмтот второй:
а) длина сторонь! квадрата и его плошадь;
б) время и скорость, с которой движется человек из пуикта .4 

в пункт#;
в) масса тела и его объем;
г) температура тела человека и производительность ero труда.

2. Вь1числить / ( - 3 ) ,  /(0 ) ,  f ( a ) ,  а <  0, если f ( x )  = |.v| + .v
3. Является ли у  функцией от х, если v' = х , х > 0  ?
4. Дана функция / (x) = х* -  9x3 + х Показать, что f ( - x )  = -  f(x).

5. Дана функция f (x)  = х 2-  2х + 3. Решить уравнение:
а) ./(*) =./(0 ); д) . / ( * ) = / ( - 1)

6 . Найти область определения функцнм:

а ) f ( x )  = ^— -̂, в ) / ( х )  = — ;
X + 1 X

б) f ( x )  = J ^ 4 ; г) f ( x )  = yfx + yjx + 1 •
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7. НаГгги область зиачений функции:
1

а) у  = - х -  в ) у  = ----
х - 1  
■V - 1б) v = 2х- т  I; г) v = ------
д +1

8 . f  (л) = х: + 1 ; g(.v) = .v3 Найти вмражения для:

«) / ’M - j r M - ]; »)

п) -л _ / 2(-v)
g(*) ’ ./(.т) g(x)

9. Вмчислить / ( -2 )  + J[2), если f  (x) = x: + x + 1.

10. f(x) = x4 -  .v: + 1. Показать, что f (  -  x) -  f(x).

11. Найти областьопределения функции:

а) f (x)  = ~—т; г ) f (x)  = yjx- 1 + y j l - x
х + 5

б) /(-v)=7T^; д) /w=VHr 2
« )  f ( x )  =  .Y -  — ; е) f ( x )  = y[x + -  + - 1

v х д- -1

12 . Найти область значений функции:

а) у  = (.y - 1): ; г) у  = 4х  ;

б) У =  ~ т ; д) у  = \ х-2\  + 1;
.Y -  4

в) v = ——-  е) У = Зх2 -  Ьх + 1.
.y -3

13. f {x)  = ,y: , g(.v) = -v4 Найти вмражение для:

а) Л £ 1± 1 ; б) g ( x ) - 2 f ( x )  + \ .
g(x) ~ 1

14. Расстояние h (в метрах) от стрель1, вьшушенной вверх, до по- 
верхности земли вьфажается формулой h ( t )  = -  t 2 +10/ + 2. Че- 
рез какое время (всекундах) стрела достигнет наибольшей вьь 
соть1, и какова эта внсота?

15. Привести пример функции двух переменнмх величин.
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§ 2 . Способь! задания функцин

Закон соответствия между функцией и ее аргументом может 
задаваться различнмми способами: алалитически, таблицей, графн- 
чески и др.

1. Аналитический способ задания функцин. В математичес- 
ком анализе закон соответствия между функцией и аргументом обь1ч- 
но задается с помошью формулм. Пусть функция задана при помошп 
формулм у = f(x). Тогда правую часть равенства, т. z.f(x), назмвают 
аиалитическим виражением функции, а сам способ задания функ- 
ции при помоши формуль! назьшается аналитическим способом.

Аналитический способ задания функции состоит в том, что с по- 
мошью формуль! конкретно устанавливается алгоритм вмчислепня 
значений функции у  —f(x) для каждого из значенйй аргумента. При 
аналитическом задании функции область определения D(f) либо ука- 
зьтают, например, / ^ ^ *  +1, D(f) = [0 , 1], либо ее не указьшают, 
понимая под D(f) множество значений .v, при которьлх данная форму-

ла имеет смьюл. Например, / (д-) = V* — функция, заданная аналп- 
тически. Под областью определения этой функции понимают есге- 
ственную область определения, т. е. множество D( f )  = [0 +°°).

Иногда функцию задают различньши формулами, определеишпмн 
на разнмх множествах.

П р и м е р 1. Формулами у  = -  х: при .v < 0, v; = х: нри v > 0

аналитически задается функция на интервале (-°° , +°°) Заданную 
таким образом функцию обнчно записивают в виде:

В данном примере mw имеем не две функции, а две формугш, 
определяюшие в своей совокупности одну функцию.

Иногда функция задается различньши формулами на множествах 
более сложной структурн. Примером такой функдии может служить 
функция Дирихле

У =
- х ' , х < 0 

Д': д > 0
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2. Таблнчпьш  способ задания функции. На практике анали- 
тмческий способ задания функции часто оказьшается неудобньш из- 
за того, что он сопряжен с необходимостъю вьтолнения в каждом 
огдельиом случае многочисленнмх и громоздких вмчислений. В 
связисэтим, в практических целях заранее вмчисляются значения 
нанболее употребительнмх функций для большого числа значений 
аргумеита и составляются таблицм значений таких функций. На- 
пример, в различпь1х справочниках по математике можно встретить 
таблиць! значений часто используемь1Х функций:  
у  = х ' , v = ^/л\ v = sin * и др.

Если имеется таблица, сопоставляюшая значения аргумента х с 
соответствуюшими нмзначениями величинь! у, то тем самьш зада- 
ется некоторая функция у  o t .y . Такой способ задания функции назьь 
васгся табличнмм способом. К достолнствам табличного способа 
отпосятто, чтодля заданнмх значений аргументах изтаблиць! сра- 
зу (без дополпи гельнмх вмчислений) можно получмть соответству- 
ютисзмачения функции v.

К недостаткам такого способа относятся: отсутствие наглядпос- 
ти, т. с. трудио судить о характере изменения функции; невозмож- 
пос гь определеиня промежуточнмх значений функции по таблице.

Если функция заданааналитически, то для нее всегда можно по- 
сгроить таблицу некоторнх значений. Если же функция задана таб- 
лично, то в обшем случае найти точное аналитическое вьфажение 
функции по ее табличньш даннь1м невозможно. Кроме того, одной и 
roii же таблице значений может соответствовать несколько анали- 
тпчсских вмражений. Например, пусть заданатаблица:

А' -1 1 0

V 1 1 0

1£й соответствуют, по крайней мере, две функции v = |д| и у = х1 
Одпако, если заранее известно, какому виду функций соответствует 
задапная таблмца значений, то по этим значениям можно составить 
аналитическое вьфажение, задаюшее функцию. Например, пусть за- 
дапатаблицазначений

.V 1 2 3
-1 0 1

линейной функцин вида y  = kx + b, где к и b —  некоторме числа.
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Требуется найти точное вмражение длялинеГшой фумкции, т. е. 
надо определить значения к и Для того чтобь1 нх найти, подста- 
вим значения переменнь!х х и у, взять1х из таблицм, в формулу 
v = кх + b. Так как неизвестнмх здесь всего два, то достаточно пс- 
пользовать только два значения х и два значения v.

При х =  1, v = - l  и ,v = 3, v= 1 имеем систему уравиений:

J — 1 = A' 1 + b 
\ \ = к  Ъ + b

Решая ее , получим к = 1, b = - 2. Значит, искомая функция имеет 
вид у  — х — 2.

Аналогично потрем значениямх и v можно найти квадратичсс- 
кую функцию видау  = ах1 + bx + с ( а, b, с — числа), соогветству- 
юшую заданной таблице значений.

3. Графический способ задания фупкции. Графический спо- 

саб задания функции состоитв наглядном предсгавлении функцнн 
у  = Дх) ее графиком.

О п р е д е л е н и е .  Графиком фуикции v =.Дх), задаимой па 
множестве D, назьтается множество Г  всех точек координатной 
плоскости, имеюших вид M(x, f (x) ) ,  л е D,  т. е.

Г  = { М( х . / (х ) )  | x e D  }

Чаше всего график функции —  это некоторая линия на координат- 
ной плоскости. Если аргумент х принимает только отдельнме зма- 
чения, например, х е N, то фафиком функции является множество 
отдельнь1х (изолированних) точек.

П р и м е р 2. Графиком функцииу = if,  пе N  является множе- 
ство Г  = { М ( п ,  п2), ;/£ yvj изолированних точек координатной 
плоскости.

Следует отметить, что не каждая линия на координатной плоско- 
сти является графиком некоторой функции. Например, окружность 
не может бьггь графиком никакой функции, поскольку окружность 
может пересекаться с прямой, перпендикулярной к оси абсцисс, более 
чем в одной точке.

Линия / ’является графиком некоторой функции тогда и только 
тогда, когда каждая прямая, параллельная оси ординат, либо не пере- 
секается с этой линией, либо пересекает ее только в одной точке. 
Например, кривая линия на рис. 25 является графиком некоторой 
функции.
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Рис. 25

Для построения графика 
функции v = /(.v) из множества 
D  вмбирают несколько значе- 
ний аргумента jc,, х2, , хп, 
находят соответствуюшие зна- 
чения функции Дх,), f[x2),....,
Д.г) и строят на координатной 
плоскости точки М ](х[ ;_Дх,)),
М2(х2; J[x2)), , Мп(хп; J[x)).
Затем, соеднняя полученнше 
точки гладкой лннией, получают приближенное изображение (эскиз) 
графика функции.

П р и м е р 3. Построим фафик (эскиз)функции>=х2+1,-2<х<2.
Вшберем дляаргумента хзначения —2, -1 , 0, 1, 2.Имсоответ- 

ствуютзначения функции 5, 2, 1, 2, 5. Нанесемтеперьнакоорди- 
mvrnyio плоскостьточки М ,(-2 ;5 ), M ,( - l ;2 ), М,(0 ; 1 ), М4( 1; 2 ), 
М. (2; 5 ) и соединим их гладкой линией. Получим эскиз графика, 
изображенньш парис. 26.

He следует думать, что графики всех функций являются гладки- 
ми и состоят нз одной лишь кривой. Например, фафик функции, изоб- 
ражепнмй нарис.27,  состоитиз бесконечного числаотдельншх 
полуотрезков единичной длинм. Левнй конец отрезка принадлежит 
графику, а правь|й —  нет.

Графический способ задания функции широко распространен. На- 
пример, в метеорологии упспребляются самопишушие приборь1, вьь 
черчиваюшие кривме, которью изображаюг фафически функциональ-



ную зависимость между давлением и временем. К достоинствам 
графического способа задания функции можно отнести его нагляд- 
ность, т. е. можно получить обшее представление о ходе изменения 
рассматриваемой функции. Поскольку эскиз графика строится по 
нескольким точкам, то по графику можно лишь приближенно нахо- 
дить другие промежуточньге значения функции. Поэтому к недо- 
статкам графического способа относят его неточность.

4. Словеснмй способ задания функции. В некотормх случаях 
функцию трудно или невозможно задать одним из указаннмх вь1ше 
способов и задают ее словесньш образом. Задание функции при 
помоши словесного описания закона соответствия, позволяюшего по 
заданному значению аргумента находитьсоответствуюшеезначение 
функции, назьшается словеснмм способом задания фучкции.

П р и м е р 4. ПустьДя), пе Л^равно /7-му десятичному знаку в

разложении в бесконечную десятичную дробь. Для такой функ-

ции Д 1) = 4, _Д2) = 1, J{4) =2 и т. д., так как л/2 = 1,4142
П р и м е р 5. Пусть у  означает наибольшее целое число, не ripe- 

восходяшее данного действительного числа х. Этуфункцию обь1ч- 
но обозначаютчерез>| = [х] (читается: уравно целой части л). На- 
пример,Д1)= 1, XI , 2)= 1, Д—2) = —2, Д—2,5) = —3 ит. д. Графикэтой 
функции изображен нарис. 27.

За последние годм в связи сбурнмм развитием иприменением 
компьютерних технологий широко распространился программпмй 
способ задания функции, при котором функция задается с помо- 
шью указания программш паодпом измашшш^хязьпсои. Впасто 
яшее время разработанм и применяются стандартнью программь1, 
т. е. набор команд, задаюших функцию.

В заключение отметим, что указаннме више способн задания фун- 
кции являются наиболее употребительньши, но не исчерпьшают всех 
возможньис способов. Крометого, задание функции каким-либо спо- 
собом не исключает возможности ее задания и другими способами.

1. Как назьшается способ задания функции, при котором закон соотвег- 
ствия между функцией и аргументом задается формулой?

2. Назвать преимушества и недостатки табличного способа заданмя 
функции.

Bortpocbi и задания
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3. В какпх случаях потабличному заданию функции можно определить 
ее аналитнческое вмражение?

4. Что назмвается графиком функции?
5. Назвать преимушества и недостатки графического способа задания 

функцин.
6. Прпвести примерь! словесного задания функции.
7. Какие еше снособь! задания функции вам известнм?

У п р а ж н е н и я

1. Вьтислить значения Д -З), / - 1 ) ,  ДО), J[ ), У(2), Д  ̂ 5 ), У(3),

л' 2 +1 , .v < -2  

если / (.v) = • .Y3, -2  < д- < 2 .

1 -  х2, х > 2

2. Функция задана формулой у  = - х .  Заполнить следуюшуютаблицу:

.V -5 3 6 1,25 0

V 0 2

3. Привести пример функции, соответствуюшей таблице значений:

Л' -1 0 1 2

у -1 1 3 5

4. Найти линейную функцию, заданную таблицей:

X 5 10 15 20

У 2 4 6 8

5. Найти квадратическую функцию, заданную таблицей:

.Y - 1 1 2 - 2 0

V - 1 - 1 5 5 -3

6 . Постромть по «точкам» график функции:

а) у = л~’ - 2 ;  в)У = —; Э) v = .v + —;
X X

б ) у  = х3\ г) у  = \х-3\ ;  е) y  = ^ - L L l
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7. Построить график функции у  =  [х]+1

8 . Внчислитьзначения/(0 ) ,/(2 ) ,/(5 ) ,  f ( 4 l ) ,  если:

/w=l72’? 2[ 0 , х < 2
V 2

9. Функция задается формулой v = :-----  Заполните следуюшую
х + 3

таблицу:

X 0 1 3 12 - 4 _2

У 0 0,5 2

10. Координата х(/) точки, движушейся по прямой с постояннмм 
ускорениемя и имеюшей в начальньш момент / = 0 начальную 
координатухн и начальную скорость ў0, определяется формулой

 ̂■>
x(t) = ---- + + х0. Определить значения ускорения, начальной

координать! и начальной скорости точки, если в моменть1 вре- 
мени/  = 0 , t =  1, t = 2 координа™ точки равнь1 соответственно 
1, 3, 7.

11. Составить таблицу значений ипостроитьграфикфункцни, за- 
данной формулой у  = х2 -  4 . y ,  -3  < д- < 3. Какова область значс- 
ний этой функции?

§  3 .  Элементарное исследование ф ункций

Одной из главнмх задач математического анализа являетея изу- 
чение функций. Изучить данную функцию —  этозначит охаракте- 
ризоватьход ее измененияпри изменеиии независимой переменпой.

Средствами элементарной математики для функции /(д )  соб- 
ластью определения D  (/) в большинстве случаев можмо опреде- 
лить следуюшиехарактеристики:

1) нули изнакфункции;
2) интервали возрастания,убь1вания;
3) ограниченность или неофаниченность;
4 )  четность или нечетность;
5) периодичность.
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1. Нули фупкции и знак функции.
О п р с д е ji е ii и е 1. Значение .v0e D(f), при котором функция 

/(.v) обрашаегся в нуль, називается нулем фупкции, т. е. нули функ- 
цнп являются корнями уравнеиияу(х) = 0 .

П р и м е р 1. Рассмотрим функцию у  -  х2 -  1. Ясно, что нулями 
этой фумкцпи являются .v = - l  и х =  1.

П р и м е р 2. Рассмотрим функцию^ = х2-  1, 2 < x < 3 . В задан- 
иой области определения этой функции не имеется нулей, так как 
корпи уравнениял-’-  1 = 0 , т. е. * = ±1 не принадлежат отрезку [2 ; 3].

В иптервале, иа котором значения функции положительнь1, фафик 
функции располагается над осью OX, а в интервале, на котором 
чмачепия отрицательнм, график располагается ниже оси ОХ. Такие 
шггервалм пашваюгся промежутками зиакопостояиства фун- 
кции. В иулях фупкции график имеет обшую точку с осью ОХ. На 
рис. 28 нзображен график функции, значения которой на интервале 
(.v ; .V ) отрнцательпм, а на интервале (.г,; х,) положительнм.Число
.v = .v, являстся нулем этой функции.

2. MoiiOTOinibie функции. Пусть функция задана графичес- 
км крмвой (рис. 28).

Нз рисунка видно, что на участке от х = x0 до х =  х, кривая 
подмимается вверх, т. е. большим значениямл' соответствуют боль- 
шие значения v. В этом случае говорят, что функция возрастает. В то 
же время на участке от х = х2 до x = кривая идет вниз, так что 
большмм значениям х  соответствуют меньшие значения^. В этом 
случае функция убмвает.

Введем теперь точние определения понятий возрастания и убн- 
вания функции.
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О п р е д е л е н и е  2. Функция J(x) назьшается возрастаюи\си 
(соответственно^бмва/огг/ем) на множестве D, если для любь!х двух 
значений jr , х2 из D  из неравенства .y, < х2 следует неравенство 
Д.Г|) <J[x2) (соответственно Дл':) > Дл, ) )

Таким образом, функция Дх) возрастает на множестве D (соот- 
ветственно убьтает), если большему значению аргумента соответ- 
ствует большее (соответственно меньшее) значение функции (рис. 
29 а, б).

О п р е д е л е н и е  3. Функция Дд) назьтается нестрого воз- 
растаюгцей (соответственно нестрогоубьшаюгцей) на множестве 
D  , если из х < х2, jr ,х2е  D  следует неравенствоf lx^  < j {x J  
(соответственно f(x^) ^  / ( х 2) ).

Графики нестрого возрастаюших (нестрого убьтаюших) функций 
могут содержать как участки возрастания (убивания), так и гори- 
зонтальнме участки, т. е. линии, параллельнь1е оси абсцисс.

Функции, возрастаюшие или убьшаюшие на множестве D , назь1- 
ваются моиотоиньши на D , а функции нестрого возрастаюшие или 
нестрого убьшаюшие на множестве D, назьшаются пестрпгп мо- 
потониьши на D.

П р и м е р 3. Рассмотрим функцию v = х:\  Покажем, что она воз- 
растает на ( -  °° ; + 00). Пусть х2 > x t , x , х е  ( -  «v + оо ). Имеем:

f ( x 2) ~ / ( * ,  ) = х ] ~  х,3 = (х, -  л-, )(х; + х, • х, + х,: )

Квадратньш трехчлен х2 + х, х, + х~ = (х, + -jx,): + лу положи-

телен при любмх действительнмх значениях х и х,. Кроме того, 
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мпожите;]ьх,-х| > 0 ,так как х, >х,. Поэтому разносгь Цх^-Цх^) > 0. 
Таким образом, из х2 > х, следует Дх,) > .Дх ), что и доказмвает 
возрастание рассматриваемой функции.

Придоказательстве монотонности функций полезнм следуюшие 
обхцие утверждения:

1) Если функция / (х) возрастает (убьшает) на множестве Д  то для 
любого числа с функцияДх) + с  тоже возрастает (убмвает) на Д

2) Еслифупкция f ( x )  возрастает (убьшает) на множестве D  и 
число с > 0, то функция cf(x)  тоже возрастает (убьшает) на Д

3) Если функция/(.\') возрастает(убь1вает)намножестве Д т о  
функция - /(д ')у б ь 1вает(возрастает)на Д

4) Если функция f ( x )  возрастает (убьтает) и сохраняет знак на

мпожестве Д  тофункция —!— убивает (возрастает) на D;
/(■*)

5) Если функции J[x) и g(x) возрастают (убмвают) на множестве 
D, то их сумма f ( x )  + g (x) тоже возрастает (убьшает) на D;

6 ) Если функции/(д-) и g  (х) возрастают (убьшают) и неотрица- 
тельиь! на множестве D, то их произведениеf  (х) g  (x) тоже возра- 
стает (убьшает) на D  ;

7) Если функция f(x) возрастает (убьшает) на множестве D,  
пеотрнцательна на этом множестве и п — натуральное число, то 
фупкция/ (.v)" тоже возрастает (убьшает) на D.

Все эти утверждепия непосредственно вьггекают из свойств 
меравепств иопределения возрастания иубнвания функций.На- 
пример, докажем утверждение 4).

Пусть д-2 > х , , х2 , х, е  D, f ( x )  возрастает на множестве D  и 
/ ( х )  > 0 па D. Тогда имеем:

_ J ________ ! _  = /(-Y |)~ /(x 2) < 0

/(-vO /(A',) Лдс2) - / (х , )  ’ 
так как / ( х , ) > / ( х , ). Следовательпо, при х, > х, имеет место не-

равенство — -—  < — -—  Это означает, что функция — !—  убьта-
./(■v:) Л -v,) f ( x )

cr ма мпожестве D. Аналогично доказьшаются случаи, когда / (х )  
возрастает иа D  и /(х )  < 0 ;/(х )  убьтает на D и / ( x ) > 0 ;  / (x )  
убьшает на D  и f ( x )  < 0.



П р и м е р 4. Докажем, что функция /'(.v) = — убьшает на (0; + °°).

Действительно, в силу примера 3 функциях3 являегся возраста- 
юшей на ( -  оо; + оо). На интервале (0 ,- она также возрастает п

положительна. Тогда из утверждения 4) следует, что функцпя — 
убмвает на (0 ; + °°).

3. Ограннчеинме функции.
О п р е д с л е н и е  4. Функция v = /(x )  назьшается огри- 

ииченной на множестве Д е с л и  сушествуегтакое положительное 
число К, при котором для всех значеннй аргумента .v из D имсет 
место неравенство |/(.v)| < К

В частности, если функция ограничена в естественной областп 
определения, то говорят, что она ограничеиная функция.

ниченная функция), так как при всех дсйствительннх значенияхх

Поскольку неравенство| /(.v)| < К равносильно неравепствам

- К  < f ( x ) < K ,  то ограниченность фупкчши Дх) на множестве D 
геометрически озиачает, что точки графмка функции j ’ = /(x), соот- 
ветствуюшие всем х из D, лежат мсжду двумя пря.мьши: v = - K  
ч у  = К, параллсльнь1ми оси ОХ  (рис. 30).

Если нельзя найти такое чмсло К, чтобм иеравенство| /  (.\ )| < К 
вьтолнялось для всехх 6  D, t o  функция flx)  назь!ваегся неогра-

х

х ' ,имеетместо неравенство ——  < 1 .
.v +1

у  = К

>
.V

-К v = -К

Рис. 30
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1ШЧСШЮ17 па множестве D. B этом случае, каково 6 bi ни бьшо 
число К, всегда найдется такое значение дг, аргумента х из D,  для 
которого будет вьшолнено неравенство |/(лг, )| > К

Ддя неограниченнойфункдии несушествует ncmocbi - К  < f  (л) < К , 
внутрн которой 6 bui бьшеликомрасположенграфикэтойфункции.

Пр имер 6 . Функция/(* )  = — является иеофаниченной на(0;+°°).

Действительно, возьмем любоечисло К>0 .  Положим х, =
1

К + 1
Чпслод' примадлежит(0; + °°). Кроме того, имеет место неравен-

ство = К +1 > К. Это означает, что данная функция нео-

фанпченная.
Введем еше понятия функций, Офаниченних сверху, снизу.
О п р е д е л с ii ii е 5. Функция у  = f  (.v) назьтается ограпичен- 

iioi7 сверху (сиизу) на множестве D, если найдется такое число К, 
что для всех .v из D  вьшолняется неравенствоД;с)</С(У(л')> А!’).

Ограниченность сверху (снизу) для функции> = Да) геометри- 
ческп означает, что точки графика, соответствуюшие всем х из D , 
лежат ниже (вьше) прямой>=АГ, параллельной оси ОХ ( рис. 31 а,б).

Отметим, что функция у =J[x) является офапиченной намноже- 
стве D  тогда и только тогда, когда она офаничена на D  одновре- 
m c i i i i o  и сверху, и снизу.

Однако и среди неофаниченних функций можно указать офани- 
чеппь1е сверху (или снизу) функции. Например, функция f(x) = - x 2 
меявляется ограмнченной навсей числовой прямой (неофаничен- 
пая функция). Втожевремя онаофаничена сверху, так как дпя всех 
х вмполняется неравенство - х 2 < 1.



4. Четнме и нечетнме функции. Введем сначала понятие 
симметричного числового множества.

О п р е д  е л е н и е 6. Числовое множество D  назьшается ciim- 
метричньш относительно пачала координат, если для любого х 
из D число - х  также принадлежит множеству D.

Примерами таких множеств могут служить: множество всех це- 
лих чисел, любой отрезок [ - а , а ]  или интервал ( -  а\ а).

О п р ед е л е н и е 7. Функция / (х), определенная на симмет- 
ричном относительно начала координат множестве Д  нашвается 
четной на этом множестве, если для всех из D  имеет место равен- 
с т в о / -х) =Ах).

Таким образом, функция f (x) будст четной, если при замене значе- 
ния аргумента л на значение -v функция не меняетсвоего значеиия.

П р и м е р 7. Функцииу  = л-’, v = |x |, л' е ( -  + °°); у = Vl -  х2 
х €  ( - 1; 1 ) являются четньши.

График четной функции всегда располагается симметричпо от- 
носительно оси ОУ. Действительно, если v =/(х) —  четная функция, 
то в силу равенстваД.г) =,Я~х)  графику этой функции вместе с 
точкой М(х; f(x)) принадлежит и точка M ' ( - x :  f(x)),  симметрич- 
ная точке М  относительно оси ОУ  (рис. 32).

О п р е д е л е н и е  8. Ф ункция/(.v),заданнаянасимметрмчпом 
относительно начала координат множестве D, назмвается печет- 
noii на этом множестве, если для всех л' из D  имеетместоравен- 
ство Д - х ) =  -Д х)

Таким образом, если функция /(.v) нечетная, то при значеииях ар- 
гумента, oi-шчаюшихся юльки знаким, сошветствуюшис значення 
функции тоже будут отличаться только знаком.
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Рис. 33

П р н м е р 8 . Функции у  = х ,у  = х3, у  = .v’-x  являются нечетнн- 
мп па (-о°; +°°).

График нечетнон функции y-J(x)  всегда располагается симмет- 
ричноотносительно начала координат, так как вместе с точкой М{х\  
j \ x ) )  этого графика ему будет принадлежать и точка М (-х \  - f  (х)), 
симметричная точке М  относительно начала координат (рис. 33).

Отметим, что если нечетная функция f ( x )  определена в точке 
д' = 0, то ее значение в этой точке равно нулю. Действителъно, име- 
ем f  (0) = - f  (0), откуда следует, что /  (0) = 0. Таким образом, если 
нечетная функция /Yx,) определена при х = 0 ,тоее  графикпрохо- 
дит через начало координат (рис. 33).

He следует думать, что каждая функция есть либо четная, либо 
иечетпая. Если область определения функции является несиммет- 
ричпой относительно начала координат, то говорить о четности или 
печетности этой функции бессмьюленно. Например, функция у  = х2,
0 < д' < 1 не относится ни к четньш, ни к нечетнмм функциям.

I Ia симметричишх множествах также не каждая функция явля- 
ется четной или нечетной. Например, функция у  = 2х + 3,xe(-<»; 
+°о) це является четной и не является нечетной функцией.

Относительно четнмх и нечетньгх функций имеют место следу- 
юшие утверждения:

1) сумма илм разность двух четншх (нечетних) функций есть фун- 
кция четная(нечетная);

2) произведение двух четннх или двух нечетних функций есть 
фуикциячетная;
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3) произведение четной функции на нечетную есть функция не- 
четная.

В сформулированнь1х утверждениях имеется в виду, что функции 
рассматриваются на одном и том же симметричном относительно 
начала координат множестве.

Докажем, например, утверждение относительно произведепия 
четной и нечетной функции. Пусть Ғ(х) -f(x)-g(x),  гдеД.х) —  четная 
функция, g(x)— нечетнаяфункция, задаинь1енасимметричном отно- 
сительно начала координат множестве D. Тогда при всех .v е D 
F( -х)  =./( -х) g( -х) = /[х) ■ (-g(x)) = -J(x) g(x) = -F{x) Равенство 
F( -v )= —F(x) означает, что F(x) — нечегная функция на м ножествс D.

5. П ериодические ф ункции. В природе часто встречаются 
процесси, которью повторяются по истечепии некоторого постояп- 
ного промежутка времени.Такие процессь! назьшаются периоди- 
ческихми. Например, периодически меняются времена года. При изу- 
чении периодических процессов важнуюрольиграютпериодичес- 
кие функции. Значения этих функций повторяются через известньп"1 
промежуток изменения аргумента, которнй назьшаютпериодом.

Дадим теперь точное определение этих понятий.
О п р е д е л е н и е  9. Число Т назьшается периодом функ- 

ции Дх), если длялюбого x из области определения функции Bbi- 
полнень! равенства J{x -  Т) = j(x) = f[x + Т)

Из этого определения следует, чго если Т — период функцми 
J[x), то вместе с х области определения функции должнь1 принадле- 
жать и числа: х - Т ,  х + Т ,  x - 2 Т, х + 2 Т,

О п р е д е л е н и е  10. Функция/(.г) пазьшается периодичсс- 
кой, если она имеет период ТФ 0 .

Из определений 9 и 1 0  вмтекает, что областью определенпя 
периодической функции всегдаявляется неограниченное множество.

П р и м е р  9. В§2настояшейглавм бьшоданоопределениефуи- 
кции, назьшаемой функцией Дирихле. Эга функция является пермо- 
дической, причем любое отличное от нуля рациональное число яв- 
ляется ее периодом.

Действительно, пусть Т— произвольиоерациональное число, 7V 0 . 
Для рациональногозначенияд числа х - Т и х + Т  тожеявляются 
рациональннми. Тогдавсилуопределения фупкции Дирихле пмеют 
место равенства D(x - Т )  = D(x) = D(x + Т) = 1

Если А' —  иррациональное число, то и числа х -  Т, х  + Т будут 
иррациональнььми. Поэтому из определения функции Дирихле следу- 
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ет, что D(x -  Т) = D(x) = D(x + Т) = 0. Таким образом, для всех 
действительнмх значений х вьтолненм равенства D(x - Т )  = D(x) =
= D(x + Т)

Как видно из этого примера, у функции Дирихле имеется беско- 
нечно м н ого  различнмх, не кратнь1Х друг другу периодов. При этом  
среди ее положительншх периодов нельзя найти наименьший, так как 
среди положительнь!х рациональьшх чисел нет наименьшего.

Если некоторая периодическая функция имеет наименьший поло- 
жительньш период, то этот период назьшают осповньш.

П р и м е р 10. Покажем, что функция^.г) = х  -  [х] периодичес- 
кая и найдем ее основной период (данную функцию назьшаютдроб- 
ной частью числа л' и обозначают через {х}).

При прибавлении к л' целого числа m  имеем: [х + m \  = [x] + m.  
Поэтому /{х + m )  = {х + m )  -  [х + m]  = (х + m)  -  [д{ \ - m —x -  [x] = Дх) 
(то же самое получится, если рассматривать разность jf -  m).  
Следовательно, любое не равное нулю целое число m  является пери- 
одом данной функции. Наименьшим из положительнмх цельхх чисел 
является число 1. Покажем, что это число —  основной период функ- 
ции. Будем следовать от противного. Пусть число Т(0 < Т<  1) явля- 
ется периодом рассматриваемой функции. Тогда

Л х + Т) = (х + Т) -  [х + 7] = fix)  = х -  [x]
При х = 0 получаем, что Т -  [7] = 0 или Т=  [7]
Так как 0 < Г < 1 ,то [7] = 0, откуда Т =  0. Это противоречит 

условию Т> 0. Таким образом, у функции нет положительного периода, 
меньшего 1. Это означает, что основной период функции равен 1.

При исследовании периодических функций полезни следуюшие 
утверждения:

1) если Т — пернодфункцииУ(х),то ичисло - Т  периодэтой 
функции;

2) если Т] и Т2 — периоди для fix),  то число 7̂ + также 
период для /(х);

3) если Т — периоддля f i x ) , то при любом целом п число п -Т 
также является периодом для fix)\

4) если Т осповной период функцииУ(х),товсеостальнь1епери- 
одм этой функции будут кратнь1 числу Т.

Докажем, папример, утверждение 4). При этом будем использо- 
вать результать1 предьшуших утверждений.

В силу утверждения 1) доказательство достаточно привести 
для положительнмх периодов функции. Пусть Т — периодфунк-
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ции J[x). Тогда Т] > 0, Т{ > Т , где Т—  основной период. Очевидно, 
сушествует такое натуральное число п, что 

п - T < T t < (п + 1) Т
Из утверждений 1) -  3) вмтекает, что число -  п ■ Т , а потому и 

число Т̂  — пТ  —  периодм функции Дх). При этом
0 <  Tl - n T < T

Так как Т —  основной период, то число Т -  пТ не может бь1ть 
меньшим,чем Т положительньшпериодом. Значит, T^- nT=0 ,  от- 
куда Т] =пТ,  т. е. Т является кратньш числу Т.

График периодической функции J[x) сположительньшпернодом 
Т на всей области определения можно легко получить, если известен 
график этой функции на каком-либо промежутке [п; a + Т). Для 
этого нужно осушествить параллельнне перенось1 (определение см. 
в § 5 данной глави) этой части графика вдоль оси абсцисс на п Т 
(п е  N) единиц вправо и влево (рис. 34).

1. Назвать основнме характеристики функции.
2. Что назмвается нулем функции ?
3. Дать определение убьшаюшей функции.
4. Дать определение нестрого возрастаюшей функции.
5. Какие функции назьшаются монотонньшн ?
6. Какая функция назьшается неогранпченной ?
7. Какая функция назмвается ограниченной снизу ?
8. Дать оиределение четной, нечетной функции.
9. График какой функции всегда симметричен относительно начала ко- 

ординат ?
10. Сформулировать 0CH0BHbie утверждения относительночетнььчи не- 

четньгх функций.
11. Что назьтается периодом функции ?
12. Какая функция назьшается периодической ?
13. Что назмвают основньш периодом функции ?
14. Сформулировать основнью утверждения относительно иериодичес- 

ких функций.
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1. Найти нули функции:

а) f  (д) = д-2 - 9 ;  г) f {x )  = y jx - l ;

б) f ( x )  = x2 - 5 x  + 6\  d) f ( x )  = yjx- 1 - y j 2 x - 4 \

х2 - 4
в) / (д) = |*| -  2 ; е) f { x )  = —— — —

' 1 * - 5 х  + 6

2. Доказать, чтофункция:
а) у  -  3.v + 2 возрастаюшая на (-°°; + ° ° ) ;

б) у  = - 4х  + 3 убьтаю ш ая на (-«>; + =°);

в) v = kx + b на (-°°; + °°) возрастает, если к>0 и убьшает, если 
А' < 0  (к, b —  числа);

2
г) v'= ------  убмваюшая на (-оо; -  3);

* + 3

3
Э) v = ------  возрастаюшая на (3; -н=°);

3 - х

<?) у  = л + 2 возрастаюшая на (0 ; -н»). 
х + 5

3. Найти интерваль1 возрастания и убьшания функции:

3
а) у  = х2 -  6х + 5; в)У

х + \

6) у  = .v2 - 4.v + 4; г) у  = \х-3\  + 2 .

4. Доказать, что функция у  = — ограничена на ( -  + °°) .
1 + дг

5. Доказать, что функция у  = —^Ц- ограничена на ( -  «>; + оо).
1+ ДГ

1
6 . Доказать, что функция у -  — т в своей области определения ог- 

раничена сверху, но не ограничена снизу.

7. Доказать, что функция у  = х 2 - 8* +  7 на (-«>; + « )  ограничена 
снизу, но не офаничена сверху.



8 . Определить, какие из указаннмх ниже функций являются чег- 
ньши икакие являются нечетньши:

а) f  (х) = * 4 -  х2 + 5; г) f  (х) = ,v5 -  х1 + д-;

б)/(л-) = (л --1)2; d ) f ( x )  = x*+  д-3;

в) f (x )  -  |х| --V2 + 1; e ) f ( x )  = x + 3.

9. Доказать, что функция Дирихле (определение см. в § 2) являет- 
ся четной функцией.

10. П устьД л )—  нечетная функция и f (x) = - х 2, л > 0  Построй- 
те график функции J{x).

11. Определить, какие из указаннмх нижефункций являются пери- 
одическими:

а ) у  = х -  2; e)>  = {x} + 3; d )v  = {2„v};

б ) у  = 1; г) у  = 2 - {л'}; е) v = [.v]

3 1
12. Числа — и — являются периодами функции f(x). Доказать. что

4 6
11

число —  также является периодом для f[x)

13. Найти основной период функции:

а ) у  = {х} + 1\ = e )v  = {2 jf}; г) у  = | ^ j  + { 2 .v}.

14. Найти нули функции:

о)  f i x )  -  : r  - 8 :  «) / ( .v) =  |x - 1| -1 ;

б ) / ( . v ) = . v ! - 8 . V  +  7 ;  ' ) / W = / . ' 4t 4

15. Доказать, что функция

а) y  = -2x +1 убьшаюшая на (-«>; + ° ° ) ;
3

б) У = — —  возрастаюшая ня (-2; + « ) ;

в) y  = x2 + 4 возрастаюшая на (0 ; + °°)

16. Доказать, что функция у  = - х 2 + 9х -  8 ограничена сверху, но не 
ограничена снизу.



17. Определите, какие из указаннмх ниже функций являются чет- 
ньши и какие являются нечетнмми:

а) f ( x )  = U - ; в) f ( x )  = \х -  ] | ;
х

б) f ( x )  = (.V6 - 1)2; г) / W  = 7 7 7 -

18. Найти основной период функции:

< 7 )>  =  { 3 х } ;  в ) у  =  { х } - 1 ;

б ) у  = 5{лг}; г)У~

§ 4. П онятие сложной ф ункции. Обратная ф ункция

1. С л о ж н ая  ф у н к ц и я . В математическом анализе очень часто 
приходится из даннмх функций образовнвать новью функции более 
сложной структурь1. Одним из способов образования нових функций 
является способ композиции. Он закпючается в следуюшем. Пусть 
( = g(x) —  функция с областью определения Д а  у  =J[t) —  функ- 
цияаргумента t собластьюопределения£>|,причемзначенияфун- 
кции t = g(x) лежат в области определения D, функции^ =Д/), т. е.

E( g ) cz Dl( f ) .
В этом случае каждому значению х = х()е  D соответствует неко- 

торое значение / = /„ = g(x0) e  £*,, а значению / = г0в свою очередь 

соответствует некоторое значение у - у й -  / ( /„ )•

Если теперь значению х = х0 поставить в соответствие получен- 

ное значение у  = у„, то на множестве D  определится новая функция
o r переменной х

у  = Ғ(х) .
Такая функция назьтается сложной функцией и ее символи- 

чески записмвают в виде
y  = f ( g ( x ) )  ( и ш у  = ( f o g X x ) ) .

Если функции f ( t )  и g(x) заданн своими аналитическими вмра- 
жепнями, то для получения аналитического вмражения композиции 
f (g(x) )  этих функций нужно вместо аргумента t в вмражении 

J \ t )  подставить вмражение g(x).
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П р и м е р  1.Пусть f ( t )  = Vl -  / ,  D, = (-00  l], g ( x ) = yfx,  
D  = [0 ; 1]. Нетрудно проверить, что область значений функции g(x) 
есть множество E(g)  = [0 ; 1]. Так как E(g)  с  £>,, то функции /(/) и 
g(x) определяю т на м нож естве D сложную  функцию  вида

/ ( g O ) )  = x /b-V x
П р и м е р  2. Пусть / ( / )  = V /,g(.v) = -д-2 - 1 . Прн каждом дсн- 

ствительном значении х соответствуюшее значение t = g(.v) = -  v: - 1 < 0 . 
Ho так как для значений / < 0  функция /(/) не определена, то ни на 
каком числовом множествезаданнь!е функции неопределяютслож- 
ную функцию j{g(x)).

На практике обнчно требуется найти аналитическое вьфажение 
для композиции функций f[x) и g(x) or одного аргумента х, подра- 
зумевая при этом, что область значений фуикции^(л) лежитвобла- 
сти определения функции Дх).

П р и м е р 3. Найдем аналитическое bwражениc/(g(x)) для ком- 
позиции функций f ( x )  = х2 + х и g(x) = х -  1.

Дляэтого заменим в вьфажении -V +д- аргумент д на вьфажсние 
х -  1.Тогдаполучимновоевьфажение(д--1 ) 2 + (.v - l) ,  т.е. f (g( x) )  = 
= (х - 1)2 + х -1  = X' - X

П р  и м е р 4. П усть/ (.v) = х 2 Найдем вьфажение для / ( 2  — д ) .
В данном примере подразумевается, что кроме функции /(д ) еше 

задается функция g  (д:) = 2 -  х и требуется найти аналитическое 
вьфажение для сложной функции ./(g(.v)) - / ( 2  -.r). Заменяя в вшра- 
жении для fix)  переменнуюх  на 2 -.v получим f ( 2 - х )  = ( 2 -  .v) 2 = 
= х 1 -4дг + 4.

2. О б р а т н а я  ф у н к ц и я . В § 1 бнло отмечено, что многме 
величинь1 взаимосвязань1. Например, подлинесторонм  квадрата 
можно однозначно вь1числить его периметр и наоборот, по извест- 
ному периметру квадрата можно однозначно определить длину его 
сторонн. Такого рода зависимости величин назмваются взаимно 
обратньши. Однако не всегда для данной функциональной зависи- 
мости величин сушествует обратная функциональная зависимость.

П р и м е р  5. Пусть величинм лг и у  связань! соотношенмем 
у  = д-2 Тогда по каждому числовому значению величини х можио 
однозначно вьшислить значение величинм у.  В то же время по 
заданному числовому значению у  нельзя однозначно определить 
соответствуюшее значение х. Например, при _у = 4 переменная .v 
может бнть равна 2 или - 2 .
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Сформулируем условие, при котором зависимости величинявля- 
ются взаимио обратимми.

О п р е д с л е н и с  1. Пусть функция Дх) с областью опреде- 
ления D  такая, что для всех дг,, х2е  D из соотношения jc, ф ,y2 
следует /( .v ,)*  / ( л \ ) . Тогда функция J(x) назмвается обратимой 
па множесгве D.

П р и м с р 6 . Рассмотрим функцию / (х) = Ъх + 2, D = (-°°; + °°). 
Ссли -V,, х2е D и .v, ф  .y, , то вернь1 следуюшие соотнош ения: 
3-v, * З.г,, Зд-| + 2 ф Зх, + 2 , т. е. /( .v ,) * / ( х 2). Это означает, что дан- 
наяфумкция является обратимой.

Пусть функция f[x) обратима на D(J). Тогдадля каждогоy e  Е ( / )  
однозначпо определспо х е  D ( f )  такое, что Дх) =у.  Действитель- 
но, если предположить, что некоторому v е  E( f  ) соответствуют два 
змачепнял: м д%, причем дг, ^ х 2,то  имею тместоравенства / (jc,) = 
= v = /'(.v,), противоречашие условиюобратимостиДх) (т. е. тому, 
что /  (.v,) ф / ( .v ,)). Таким образом, если функция j[x)  обратима на 
D(f), то иа множестве E(f) может бить определена новая функция 
созначениями из D(J). Такую функцию назьшаютобратнойк функ- 
ции f{x) и обозначаютчерез / '“'(у ).В ведем теперьточноеопреде- 
лспие обратной фупкции.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть функция Дх) обратима на D(J). 
Функция f'~'(y), заданная намнож естве E(f), назьшается обрат- 
пой к /(.v), если из вьшолнения равенства Дх) = у ,  x s D ( f ) ,  
у е  E ( f )  следуетвьтолнениеравенства /  '(j;) =дг при техж езна- 
чеииях X и v. При этом J(x) и f ~ \ y )  назьшаются взаимно обрат- 
iibiMii фупкциями.

П р и м е р 7. Пус гь J  (x) = 3x + 2.  Как бьшо показано в примере 6 , 
дапнаяфункцмяобратнма на + . Найдем обратную функцию. 
Для этого замснпм Дд) иа у  Тогда получим уравнение у  = Ъх + 2.

Решая его отмосительно переменной х, находим, что х = у  2 .

Зпачит, обратная функция имеет вид /  1 (у) = ------

Следует отметить, что не каждая функция имеет обратную (на- 
пример, функция _v = ,r , хе  не имеет обратной). Номожно
указать условие (достаточное), при вьтолнении которого заданная 
функция имеет обратную. Именно, если ф ункция^ = J[x) является 
монотонной в своей области определения D(f), то сушествуетобрат- 
паякнем функцмя /  ч (у ) , определенная на множестве значений E(f).
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Действительно, пустьХ-г)— монотонная функция, x ,, х, е  D( j  ) 
и jc, Фхг (например, ^! < х2). Тогда, если j (x ) —  возрастаюшая фун- 
кция, то / ( х , ) <  f ( x 2) ,  если j {x )  —  убнваю ш ая функция, то 
/ ( х , ) > f ( x 2) .  В обоих случаях / (* ,)  * f ( x 2) . Это означает, что 

J[x) —  обратимая функция. Отсюда следует, что сушествует обрат- 
ная кней функция /~ '(v ) -

П р и м е р 8 . Функция f ( x )  = х2, х е  (0 ; +°°) является возраста- 
юшей. Поэтому сушествует обратная к ней функция. Нетрудно про- 
верить, что она имеет вид / _1 (у ) = J y ,  > е  (0  ; +»)

Пусть f ~ \ y )  —  фуикцияобратная к f(x)(т. e.y=J[x) и ,v = /" '(> ’))• 
Тогда, если точка М(х\ў) лежит награф икеф ункции/(х),тоточка 
N(y\x) будетлежать на графике функции f~'(y).  Ho посколькуэтн 
точки располагаются симметрично относительно прямой у  = х, то 
и графики функций и / " '( v )  будут симметричнььми относи- 
тельно прямой у = х .

На практике не принято обозначать аргумент функции буквой у  
а саму функцию через х. Поэтому в записи обратной к v =J{x) 
функдии аргумент, как обьтно, обозначают черезх, а саму обратную 
функцию через у,  т. е . у  = f~'(x)  — функция, обратная к y =  f(x). 
В дальнейшем мн также будем придерживаться этих обозначений. 

Нарисунке 35 изображень1 графики функции у  = 2 х - 3  и обратной 
х + 3

к ней функции у  = 2 ■
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1. При каких условиях из двух функций можно построигь одну сложную 
функцию? Ответить на этот же вопрос, если данм три функции.

2. Какая функцня назьшается обратимой ?
3. Дать оиределение обратной функции.
4. Прп каком достаточном условии функция имеет обратную?
5. Как на координатной плоскости располагаются графики взаимнс об- 

ратних функций ?

(nP  Bonpocbi ii задания

У п р а ж н е н и я

1. Пусть ./(  v)

a) f

■Y +  l

.v-1
Найти вьфажение дпя:

6)1
1

г) / ( *  + 1).

2. Пусть f ( x )  = x' g(.v) = х2 +1. Найти вьфажение для:

С'] g(x) -  1 

(7) f ( . \ )  + 3g(x) + ' i x - 2 ;

e) / ( g W ) ;  

г) g ( f ( x ) ) .

3. Пусть /(.v  + l) = .r: - l .  Н а й т и /(х ) .

4. Пусть /'(.y) + 3- / ’(—) = —■ Найти f (x) .
х х

5. Пусть функция f(x) задана на отрезке [0; 1]. Найти область опре- 
делеиия функции:

о) f ( x :); б) f ( x  +1 ) ;  e) У(Здс); г) f  И

6 . Найти обратную функцию для:

a ) f(x)  = 3.y + 3;

(P) f (x )  = x \  х е ( - ° о ;  0 ]; г) f ( x )  = х 1 - 2 х  + 2 , jce [1 ; + ~ ).

л: v /

k  jce [ -1 ;  0)
e ) / M =  , rn n[х-, хб  [0  ; 1] ;

7. Пусть /  (д) = х~ — 1 Найти вьфажение для:

а) f б) f {2x) \  в) f  (д-2 - 1); г) f ( x  + 1) -  f ( x  - 1).
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8. Пусть/(х) = *2, g(x) = x - 1 Найти вьфажение для:

9. Пусть / ( jc + 3) = a-2 -  4 . Н а й т и /(.v).

10. П у с т ь2 /(л )  + / ( —) = х Найти Дх).

11. Функция f  (х) задана наотрезке [-1; 0], Найтиобластьопреде- 
ления функции:

12. Найтиобратнуюфункциюдля:

а) f(x)  = x2 +  1 , х е  ( 0  ; + ~ )  ;

б) / ( х )  = х2 -  4х + 5, х 6  (-°® ; 2)

§  5 . Простейш ие преобразования граф иков

1. Простейшие геометрическне преобразования.
1 ) П е р е м е в д е н и е  п р я м о й .  Рассмогрим координатиую 

прямую / с началом в точке О, и пусть на эгой прямой прп некото- 
ром геометрическом преобразовании каждая точка перемацается 
на а единиц. При этом считаем, чтоточки перемешаются в поло- 
жительном на1фавлении, еслиа>  0 , перемешаются в отрицательпом 
направлении, если а <  0 и остаются на месте, если а = (). В указанншх 
случаях точка М с координатой х переходит в точку М'  с координа- 
т о й х '= х  + а(рис. 36). Такое геометрическое преобразованне назм- 
вается перемв1цением прямой на а едипиц. Координатно его мож- 
но задать по формуле: х' = х + a

2) Р а с т я ж е н и е  п р я м о й .  Рассмотрим гсомстрическое 
преобразование, при котором точка О прямой / остается непод- 
вижной, а любая другая точка М  переходит в точку М'так, что при 
к >0 точки М  и М' находятся по одну сторону от точки О. но 
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расстояние \ОМ'\ отточки О доточки Л /' получается из расстоя- 
ния \ОМ\ отточки  О доточки  М  умножением последнего на к. 
Поэтому при к > 1 это расстояние увеличивается, а при 0 < k < 1 рас- 
стояние умеиьшается (рис. 37 а, б ). Такое геометрическое преоб- 
разованме назьтается растяжепием прялюй от точки О с ко- 
эффициептом k > 0 .

О М'
ч — h -
о

м

0 < k <

о м 
Н— Н

м'

0 k > 1

a) б)
Р и с .  3 7

При k < 0 считаем, что сначала пронсходит растяжение прямой 
ог точки О с коэффнциентом |А'|, а затем симметрия относительно 
точки О (рис. 38). В частном случае, когда k = -1  точки М  и М' 
будут симметрмчнм относительно точки О. Такое геометрическое 
преобразовапис пазьшаетсярастяжепием прялюй от точки О 
с коэффициечпюм k < 0 .

М' О М
----------------1--------------------- 1-----1---------------------- ►

0 k<  0 , \k\ >1

Р и с .  3 8

В каждом нз разобранннх случаев (k > 0 и k < 0) точка М  с 
координатой х переходит в точку с координатой x ' = k  ■ х. Поэтому 
растяжепие прямой отточки О с коэффициентом k (кФ 0 ) можно 
задать координатно следуюшей формулой: х '=  к • х.

3) П а р а л л с л ь ii bi й п е р е н о с . Пусть при геометричес- 
ком преобразовапии плоскости начало системь! координатточка О 
псреходит в точку N(a\ b), 
а любая другая точка М{х\ 
v) плоскости переходит в 
точку М'{х'\ у') так, что 
паправлсннмеолрсзки (век- 
тора) параллельиь1, имеют 
одииаковую длииу и на- 
правлепие (т. е. равмм). Та- 
кос геометрическое преоб- 
разованпс плоскости иазь!- 
вают параллепьнм м  пе- 
реи осом  (рис. 39).



Из рисунка39 видно, что координать! точек/fn  /Гнаоси  абсцисс 
отличаются на а  е д и н и ц (х '-х  = а ) , а координатш точек Р и Р ' н a 
оси ординат отличаются на b единиц ( y ' - y  = b). Поэтому при парал- 
лельном переносе точка М (.v; у)  переходит в точку М' (х'\ у') = 
= М \х  + а; у  + b) и данное геометрическое преобразование коор-

4 ) Г о м о т е т и я .  Рассмотримгеометрическоепреобразование 
плоскости, при котором точка М(х,у) переходит в точку М'(х';у') , 
лежашую на луче ОМ,  причем | ОМ  '| = к ■ | ОМ | , к > 0.

При этом преобразовании обе координать1 точки А/умножаются 
на к, т. е. точка АГимеет координать1л:' = Ъ:, у'  = ку (рис. 40). Такое 
геометрическое преобразование плоскости назьшается гомотети- 
ей с центром в точке О (0 ;0 ) и коэффициеитом k > 0 .

Указаннме формульг вернь1 и для гомотетии с коэффициентом k < 0. 
В частном случае, когда k = - 1, получаются следуюшие формулм 
f х 1 = —х
i , задаюшие центральную симметрию относительно точки О.
[У' = -У

5) Р а с т я ж е н и е  п л о с к о с т и .  П усть/ —  прямаялиния, 
кф 0. Геометрическое преобразование плоскости, при котором про- 
исходит растяжение каждой прямой, перпендикулярной / ,  отточки 
пересеченияЛ этих прямь!х с коэффициентом к, назьтается растя- 
жением тоскоспш от пряиой I с коэффчциенпюм k (рпс. 41 и, 6).

Значит, при этом преобразовании каждая точка М плоскости пе- 
реходит в точку М' такую, что М  и М' лежат на одной прямой

динатно задается следуюшими формулами:

Координатное задание этого преобразования имеет вид
}

k > 1

>
*О х

Рпс. 40
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-- л/ - -  м

k > 0 к<  0

М
Q

A A

б) -L AS

I

Р и с .  4 1

перпендикулярной / и вьтолняетсяравенство|ЛА/' | = |£|-|ЛЛ/|,при- 
чем точки М  и М' находятся по одну сторону относительно /, если 
к > 0 и по разнь1е сторонм относительно /, если к < 0. В частном 
случае, когда прямая / совпадает с осью абсцисс, данное преобра-

При растяжении плоскости с коэффициентом к относительно 
прямой / , совпадаюшей с осью ординат, получаем следуюшие фор-

муль!: . Следуетзаметить, что при к = - 1 растяжение плоско-

стн от прямой / является симметрией относительно этой прямой, так 
как в этом случае точки М  и М' лежат по разнме сторонь1 от / и 
вьтолняется равенство |АМ'  | = \АМ\ . Например, растяжение плос- 
костиотоси абсцисс при к = - 1 означает симметрию относительно 
оси абсцисс иточка М(х\у) переходит в точку М'(х\ -у) .

2. П реоб разован н е  гр а ф и к о в . Рассмотренние вмше геомет- 
рические преобразования позволяют по графику заданной функции 
у  =j(x) получить (относительно одной системи координат) графики 
сходнь!хфункций одного из следуюших видов:

гдеа, b, т , к —  некоторие постояннме, т Ф 0 ,к  Ф 0 .
Т е о р с м а  1. Пусть задан график функции v =J[x). Тогда гра- 

фпк функции видаJ ( x - a )  + b получается из графика функции Дх) 
с помошью параллельного переноса, при котором начало координаг 
точка 0 (0 ; 0) переходит в точку N(a\ b).

х = х
зовапие координатно можно вмразить формулами

у' = ку

y  = f ( x - a )  + b, y  = m - f  j  ?
. л I
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Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть точка М(х{); v0) принадлежит гра- 
фику функции у  =j{x). Это означает, что y Q =.Дх0). Тогда точка М  
(х0+а; y 0+ b) будет принадлежать графику функции у  =J[x-a)  + b. 
Действительно, подставив в последнем соотношении вместо х значе- 
ние xQ + a, а вместо у  значение у 0 + b, получим верное равенство:

Уо+Ь = f ( x 0 + а — а) + b или у0 = / (х0)

Обратно, если точка М' (х + а \ у п+ b) принадлежит графику 
ф ункции у  -  f ( x  -  a ) +  b, t o  уц + b = f  (x0 + a - a )  + b .О ткуда 
Уо = / ( х 0),т. e. точка M (xn; y(|) будетпринадлежать графикуфун- 
кции у  = f(x) .

Далее, бьшо отмечено ранее, что при параллельном переносе, ко- 
торьш переводит начало координат 0 ( 0 ;  0) вточку N(a\ b ) , любая

другая точка M (x0 ; j n) переходит в гочку М'(хп + «;;•„ +b)  Зна- 
чит, притаком параллельном переносе каждая точка M ( x 0, y t)) 
графика функции у =f (x)  переходит в точку М  '(х0 + а; у„ + b) гра- 
фика функцииу» = / ( х -  а) + b, т. е. график функции у  = /(х )  пере- 
ходит в график функции у  = / ( х  -  а) + b.

П р  и м е р 1. Пусть дан график функции у  - / ( х )  (рис. 42). По- 
строим график функцииу = / ( х - 2 )  + 3. Для этого проведем через 
точку N  (а; b) = N  (2; 3) вспомогательнне оси координат NX'  п 
NV,  параллельнне соответственно осям ОХ  и ОУ  Затем ocyme- 
ствим параллельньш перенос, при котором точка О (0 ; 0 ) перейдет в 
точку N  (2; 3). Согласно теореме 1 при этом параллельном перено- 
се точки графика функции у = f  (х) перейдут в точки кривой, которая 
является графиком функции у  = f  (х -  2 ) + 3
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Теорема 2. Пусть задан график функции у =f(x).  Тогда фафик

функции вида m f , где т Ф 0 , к Ф 0 получается из графика

функции/(x )  спомошьюрастяжения огоси абсцисс с коэффициентом

т и последуюшим растяжением от оси ординат с коэффициентом к. 
Доказательство. Пустьточка М(х0-,у0) принадлежитграфику

фуикции у =/(.y), т. е .yn = /(.v0). Рассмотрим соотношение у  = mf 

и подставим вместо х значение к • x0, а вместо у  значение т у  .

С к ■ X. ^
Тогда получится верное равенство т ■ y Q = mf или>'0 = Да-0).

Обратно, если точка М'(кх(); my ) принадлежит графику функции

у = т ■ f
? х ў  

\ к j
, TO 111 ■ у 0 = mf

к-хп Откуда у () = Дл'0), т. е. точка

M(xQ\yn) прннадлежитграфику функции y = f x ) .  Посколькуточка 
M\kxQ\ ту0) получается източки M(x{t\ y a) с помошью растяжения 
от оси абсцисс с коэффициентом т и последуюшим растяжением от 
оси ординат с коэффициентом к , то при этих преобразованиях

графикфункции v =J{x) переходитвграфикфункции У ~ т ’ f

П р и м е р 2. Пусть дан график функции y=f[x)  (рис. 43). Пост- 
роим график функции>, = 3 f (2x) .  Для этой цели график функ- 
ции>’= /(л ‘) подвергнем растяжению отоси абсциссс коэффициен-
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y  = 3f(lx)

том m = 3t. Затем полученньш график подвергнем растяжению от 

оси ординат с коэффициентом k = — • В итоге получим график функ- 
цииу  = 3 / ( 2х) (рис. 44). 2

Ранее M b i  отметили, что при к = -1  растяжение от прямой есть 
симметрия относительно этой прямой. Поэтому из теоремь! 2 мож- 
но вьшести следуюшие следствия.

С л е д с т в и е  1.Графикфункции^ = - f (х) получаетсяизгра- 
фика ф у н к ц и и у ^ ^ )  с помошью симметрии относительно оси 
абсцисс.

С л е д с т в и е  2.Графикфункцииу = /( - х )  получается изгра- 
фика функции у = /(х )  с помошью симметрии относительно оси 
ординат.

С л е д с т в и е  3 .Графикфункцииу' = —f (—дг)получается изгра- 
фика функции у = /(х )  с помошью композиции симметрий относи- 
тельноосей координат (т. е. с помошью симметрии относительно 
начала координат).

Рис. 44

Bonpocbi и задания

1. Назвать известнме вам простейшие геометрпческие преобразовампя.
2. В чем заключается растяжение нрямой от некоторой точки О с кспф- 

фициентом к?
3. Какое геометрическое преобразованне плоскости назьтается парал- 

лельннм переносом?
4. Что такое гомотетия?
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5. Как координатно задается центральная симметрия относительно на- 
чала координат?

6. В чем заключается растяжение плоскости от заданной прямой с задан- 
ньш коэффициентом?

7. С помошью какого геометрического преобразования из графика фун- 
кции y = j ( x ) можно получить фафик функции у  =J[x- а)?

8. С помошью какого геометрического преобразования из графика функ-

1. При параллельном переносе начало координат переходит в точку 
Л(2; -3 ). В какие точки наплоскости при этом преобразовании 
перейдутточки M ( l ;  l ) ,N(2;0) ,  A (2; —3)?

2. При параллельном переносе точка Л( 1 ;2) переходит в точку 
В (2; 3). В какие точки на плоскости при этом преобразовании 
перейдутточки 0 (0 ; 0 ), А/ ( 1; 0 ), 7V (0 ; 1)?

является гомотетией с коэффициентом k и центром в точкеЛ(я; b).

4. Какое геометрическое преобразование плоскости задается фор- 
мулами:

ции у  =f[x) можно получить график функции у  = f  ?

У п р а ж н е н и я

3. Доказать, что геометрическое преобразование
х' = к ( х - а )  + a 

у'  = к ■ (у -  b) + b

V /

г) у  =  3 f (x) :

д ) у  =  3 f ( x )  -  2 ;
Рис. 45
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ё) у  = 2 f  (х — \) + 1; лс) >’ = Д2х) -  3; з) Д' - 2х).

6 . При параллельном переносе начало координат переходит в точ- 
ку А ( - 1; 1). Найтиточки, которью при данном преобразовании 
переходят в точки 5(2; 1), С( 1; 2), 0(0 ; 0).

7. Описать геометрическое преобразование плоскости, задаюшееся

формулами:

8 . При параллельном переносе точка А(  1; 1) переходит в точку 
5 ( -1 ; -1 ). Найти точки, которме при данном преобразовании пе- 
реходят в точки 0(0 ; 0), С(2; 3), D (- l;  1).

9. По заданному графику функции у  = /(х) (рис. 46) постройте гра- 
фики следуюших функдий:

а ) У = А х - 1 ) \  г ) у  = -А-х)\

-  f(x)
б ) У = А 2*)> д)У -  f  >

\ J )
- ■ х А Лe ) y  = -J[x)\ е ) У - 3 /  -  >

V J J

ж) v = 2/'(х) -  3;

з) У = 2 Д х -  1) + 5.

х
-1

Рис. 46
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1. Л и п е й н а я  ф у н к ц и я . Функция ви д ау  = кх + b, гдеА и b — 
некоторь1е числа, назьшаетсялинейиой. Из предьшушего парагра- 
фа можно сделать заключение, что график линейной функции полу- 
частся из графика функции>, = ^г путем сдвига на b единиц вдоль 
осиординат. Поэтому виачалерассмотрим график функцииу = Ьг.

Пусть к > 0, a / —  прямая линия, проходяшая через I и III чет- 
вертн координатной плоскости, начало координат иточку А{\ \  к) 
(рис.47). На прямой / обозначим точки Mfx^y^)  и N (х2; у2), сим- 
мс гричпь1е отпосительно пачала координат. Тогда треугольники АОВ

ii МОЕ подобмь! и пмеет место равенство

У читьтая ,что |/1В| = к, |ОЯ| = 1, IO£| = *,, получим,что
А - _ 1_

-  . , откуда v, = кх{ Такое же равенство имеет место и для 
.''i Л1
коордимат точкм N. Действительно, так как х2 = - х {, >'2 = - у , , то 

из у, = к ■ xt следует, что - у ,  = к • (~х: ) .  Отсюда у 2 = к - х 2. Следо- 
вательно, для каждон точки, лежашей на прямой / вьшолняется 
равеисгво вида>' = кх. Причем, координати х, у  любой точки, не 
лежашей на / ,  не удовлетворяютравенству у  = кх. Поэтому прямая / 
является графиком функции у  = кх.

Вслучае к <  0 рассмотрим прямую / ,  проходяшую через IIh IV  
четверти координатной плоскости,началокоординатиточку А(\ \к)

А>’

§ 6 . Простейшие функции и их графики

/

►
А'

\АВ[_\ОВ\
\м е \ \о е \

Рис. 47
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(рис. 48). Используя аналогичнме рассуждения, приведеннме в слу- 
чае к > 0 , нетрудно показать, что для каждой точки лежа-
шей на прямой / вьшолняется равенство у  = кх. В то же время, 
координатм х, у любой точки, не лежашей на / ,  не удовлетворяют 
равенству у  = кх. Поэтому данная прямая / является графиком 
функцииу =  fcc, к <  0 (см .рис. 48).

Наконец, при к = 0 прямая у  = 0, проходяшая через начало коор- 
динат и точку Л( 1; к) является графиком функции у  = кх.

Таким образом, при всех действительних значениях к фафиком 
функции у  = кх является прямая линия, проходяхцая через начало 
координат 0 (0 ; 0) и точку А(  1; к) (точек, не лежаших на этой 
прямой, график функции у = к х  не имеет, поскольку каждой точкед0 
осиабсцисс соответствует гочка Л/(хп; кх„) даннойирямой, а дру- 
гая точка координатной плоскости по определению понятия функции 
уж ене может соответствовать .v0).

График линейной функцииу = kx + b получается из графика функ- 
цииу = кх путем сдвига последнего на b единиц вдоль оси ординат. 
Поэтому графики функцийу = кх + b пу  = кх параллельни друг другу 
(вообше, графики всех линейньк функций, имеюхдих одинаковь1Й ко- 
эффициент к, параллельнь1 друг другу. Этот коэффициент можно оп- 
ределить с помошью угла между прямой, изображаюшей график и 
осью абсцисс. П оэтой причине, число к назь1ваю тугло«б/л / коэф- 
фициентом прямой).

Следует отметить, что при k > 0 прямая у  = kx + b образует 
острьш угол с осью абсцисс, а при k < 0 она образует тупой угол с 
осью абсцисс (рис. 49 ,50 ).
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Через любую точку AJ(a\ b) можно провести только одну прямую 
с угловьш коэффициентом к. Эта прямая получается из прямой 
v= кх с помотьюпараллельпого переноса, при котором начало коорди- 
нат 0 (0 ; 0) переходит в точку N{a\ b). В силу теоремь1 1 из пре- 
д ьшушего парафафа, уравнение такой прямой имеет ввд y = k (x -a )  + b.

П р и м е р 1. Найдем уравнение прямой, проходягцей через точку 
.V (l;2 ) и имеюшейугловой коэффициент/: = 3.

Уравнение искомой прямой имеет вид : у  = 3(.t -  1) + 2, откуда 
получаем у  = 3.v -  1.

П р и м е р 2. Найдем уравнение прямой, проходяшей через точки 
M ( l ;  2) и jV (— 1; —4).

Так как прямая проходит через точку М, то ее уравнение имеет 
ви д у  = к ( х -  1) + 2 .

Точка N  также принадлежитэтой прямой. Следовательно, урав- 
нение прямой можно записать еше в виде у  = к ( х+ \ ) - 4 .

\ у  = к ( х - 1) + 2
Решая систему уравнений j + , получаем равенство

- к  + 2 = к - 4 , откуда к = 3. Таким образом, уравнение искомой 
прямой есть v = 3(.v -  1) + 2 или у  = Зх -  1.

В обшем случае, угловой коэффициент /гпрямой, проходяшей 
через точки v,) и N(.v ; у^) вьфажается no формуле

к = —— — (где д-, ф х2) ,  а уравнение прямой, проходяшей через
,v: -  .Y,

этпточки, получаетсяизуравненияу  = к ( х - х , )  + у, путемзамени 

коэффициента к на ~ ^  L, т. е. оно имеет вид у  = ^ — ii. (д- -  .v, ) + >’,■ 
Л:

1 7  Э .  М .  С а п д а м а т о в  н  д р .  2 5 7



Рассмотрим теперь свойства линейной функции y  = kx + b, кФ 0.
1) Область определения функции есть интервал (-«>; + ° ° ) ;

2) Областью значений функции также является интервал ( —°°’ + °°) *
(  I. \

3) График функции пересекает ось абсцисс в точке Л - 0
к

ось ординат в точке В(0; b)\
b h

4 )П устьк > 0 .Тогдау> 0 при х > и v < 0 при X < ~ J  (Рис-49).

b b
Пусть к <  0. Тогда у  > 0 при х < —  и v < 0 при х > —  (рис.50).

к  к

5) При к >  0 функция у  = кх + b является возрастаюшей, а при 

к < 0 убьшаюшей.
Докажем, например, что при к > 0 функция у - к х  + b возраста- 

ет. Пусть.гр .г2 — произвольние значения аргумента и л% > .y . Соог- 
ветствуюшие им значения функции обозначим через у  и у 2.Тогда 
у [ = kxt + b, у 2 =кх2 + b, откуда у 2 - у х =(кх2 + b ) - ( k x i +/?) = 
= кх2 -  кх] =  к(х2 -  х ,).

Так как к > 0 и х2 -  х, > 0 , то у, -  у, > 0 , т. е. при к > 0 из .v, > .r 
следует у, > у , . Это означает, что при к > 0 функция является 
возрастаюхдей. Аналогично доказмвается, что при к < 0 функция 
у  = кх + b убмвает.

2. Квадратическая функция. Функция вида^ = cix2 + bx + с, 
где a , b , c  —  некоторме числа, a * 0 , назьшается квадратической. 
С помошью простейших геометрических преобразований график 
квадратической функции можно получить из графика функции v = х - , 
известной еше из курса средней школь.1 (рис. 51). Действительно, в 
силутеоремь! 2 из предмдухцего парафафа с помошью растяжения 
от оси абсцисс с коэффициентом а из графика функции у  = х : Mbi 
получимграфикфункции у  = ах'- (рис. 52).

1 У
у  =  а х -(а  >  1)
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Рассмотрим теперь обшую квадратическую функцию у  = ах2 
+ bx + с. Вьшелим из трехчлена ах2 + bx + с квадрат двухчлена:

п  r ' - п  п
ах" + bx + с = a (  , ь \с

/

1 + 1 + — = a
a aV J V

, „ b b2 Ь- с
X ' + 2 Х --------1------ ;--------- Г +  —

= a
/

f b Л b2 -  4 ac f b \jf + — ------------- = a a + —
2 a \ 4 a2 2 a

\ J \  J

Зиачит, v -  a
V

х + ■
2 a

b2 - 4  ac 
4 a

2 a 4 a1

b2 - 4  ac 
4 a

Тогда, используя теорему 1

из предьадушего параграфа, можно сделать заключение, что график 
функции v = ах: + bx + с получается из графика функцииу = ах2 с 
помошью пapaJ'lлeльнoгo переноса, при котором начало координат

b_ 
2 а'

b2 -  4 ас
4а

точка О (0; 0) переходит в точку N

П р и м е р 3. Построим график функции у  = Зх? + 6х -  1. Для 
этого из трехчлена 3.v2 + 6 х -  1 вьшелим полньш квадрат:

3.v2 + 6а--1  = 3(л:2 + 2jc)-1  = 3(jc + 1) 2 - 4 .
B заданной системе координат ОХУ черезточку jV (-1;-4) про- 

ведем вспомогательнью оси координат NX’ и N V  и изобразим в 
этих осях график функции у  = х2. Затем с помошью растяжения от 
оси абсцисс с коэффициентом 3 получаем в этих же осях координат 
график функции у  = Зх2. Полученная линия одновременно будетяв- 
ляться графиком функции у  = Ъх2 + 6х -  \ в заданной системе

Рис. 53
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График квадратической функции у  = ах2 + bx + с, 0 как и 
график функции у  = х2 назьшают параболой.

Сформулируем некоторью свойства квадратической функции.
1) Область определения функции есть интервал (-°°; + ° ° ) ;

2) При x = 0 получим у  = с, т. е. график функции пересекаег 

ось ординат в точке A (0; с). Если D = b2 -  4ac > 0, to  y  = 0 npn
- b ±  V d

A",, = ------------. Поэтому график пересекает ось абсцисс(при D >  0)
2t7 b 

в точках 5(;с,; 0) и С(х2; 0). Если D = 0, то v = 0 при v = и

Л « '
2 a

график пересекает ось абсцисс только в одной точке В

Если D < 0 , то график функции не пересекается с осью абсцисс и 

располагается вмш еэтойоси при a > 0 ; график функцни располага- 

ется ниже оси абсцисс при a < 0

3) В ерш ина параболь! (т. е. граф ика) находится в точке

N . При а >  0 ветви параболм направлень1 вверх.

b

2 a 4а 
при a <  0 ветви направленм вниз.

4) При a > 0 функция убьшает на промежутке

b
la

возрастает на промежутке 2и
+оо

ция возрастает на промежутке
b л

—оо ’ —

. Наоборот, при a < 0 функ- 

и убьшает на проме-
_b_ 
2  a

жутке

5) При a > 0 наименьшее значение функции равно — — 11 оно
4 a

достигается при х = ------. Наибольшего значения функция не име-
2 a

ет. При a <  0 наибольшее значение функции равно — — и оно
4 а

Ь „достигается при х = ------В этом случае функция не имеет наи-
2 a

меньшего значения.
260



6 ) Графикфункции симметричен относительно прямой * = ------
(рпс. 54—57).

P iic . 54 Р и с .  5 5

v = а г  + bx + с

3. Д роб н о-л м н ей н ая  ф у н к ц и я . Дробно-линейной функцией 
назьшается функция, являюшаяся частнмм двух линейнмх функций,

т. е. функция вида у  =
ах + b 
cx + d

, где a, b, с, d — некоторме числа. Пред-

полагаетсятакже,что c * 0 n a d - b c * 0  (вслучаес = 0  изформу-
а b

ль! получается линейная функция у  -  —х + —, которая уже изучена.
d  d  

а ь1 Ipn с-Ф 0 , no ad -  bc = 0 имеем равенство — = — = « , откуда следу-

ах + b ckx + dk k(cx + d )  , a ( d^
ст что ' —-------- —------------ -------------- — к — — хФ —

’ c.v + d cx + d  cx + d  c
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т. е. вэтомслучае получается функция вида v = — , гдех —  любое
с

число, отличное от . Графиком такой функции является прямая
с

линия, параллельная оси абсцисс и пересекаюшая ось ординат в
. л (  d  а \

, из которой исключена точка В — ; — (рис. 58))точке A 0; —
с с с

в
-► -V

Р и с .  5 8

С помошью простейших геометрических преобразований фафик 

дробно-линейной функции можно получить изграфика функции 

У~ —, известной ехце из курса средней школь1 (рис. 59). Действи- 

тельно, с помошью растяжения от оси абсцисс с коэффицнентом

кФ 0 из графика функции у  = — сначала получим график функции
к п  Ау  = — . Далее, имеет место равенство:
х bc -  ad

ax + b a c2= — +
cx + d c dx H—  

c
Следовательно, график дробно-линейной функции получается из

графика функции у  = — (где к = ^° ) с помошью параллельного 
х с'

переноса, при котором начало координатточка 6>(0 ;0 ) переходитв 

( J  - ^
точку N d а jс с
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► X

П р н м е р 4. Рассмотрим функцию у  =
2*+  5 0 3 

часть от дроби, получим ------ — = 2 + -

Р и с .  5 9

2х + 5 
x + l

Вмделив целую

+ j + j Проведем через точку

jV(— 1; 2) вспомогательниеоси координатУУЛ" и N V ,  затем постро- 

пм в этих осях сначала график функции у  = — , а потом графикфунк-
3 „  „ А'ции у  = — Следуя нашеи теории, относительно исходнои системм

координат ОХУ полученная линия будет одновременно являться

с. 60 
А у

~>х + Ъ
графиком функции v = --------  (рис. 60).

X + 1

*rX

Рис. 60
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У :

Отметим теперь некоторьхе свойства дробно-линейнон функцип

_ ax + b 
cx + d

(с Ф 0, a d - Ь с Ф О ) .

1) Область определения функции состоит из двух промежут-

ков:
d

---- ; +00
с

2) Область значений функции состоит из промежутков
r а л 

— ; +«>
с

V

3) График функции пересекает ось абсцисс в точке A' 'l 
a

0

если аФ 0 . Если a = 0, ЬФ 0 , функция не имеет нулей. С осью орди-

нат график функции пересекается в точке В , если d  Ф 0 • Еслн

d  = 0 график не имеет обших точек с осью ординат;
bc -  ctd

ax + b a 
4) Так как --------= — +

cx + d  с 

убьшает на каждом из промежутков

с , то при Л с -£ « /> 0 функция

, а прн

d-V н—  
с

d ) ' d )—OO*---- и ---- ; +°°
I с J I с J

b c - a d < 0  фумкция возрастает на каждом из этих промежутков 
(рис. 61,62).
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А У

4. Фуикции y  = |*v|, j  = [.v], j  = {д:}и ихграфики. Рассмот- 

рим фумкцию у = Lvl. По определению модуля:

-V =
х, если х > 0 

-д-, если * < 0

Отсюда следует, чго фафик функции у  = |.v| в правой полуплоско- 

сти(д > 0 ) коордииатнон плоскости совпадает с фафиком функции 

y = .v, а в левой полуплоскости (х < 0 ) совпадает с фафиком функ- 
цпиу = -л ' (рис. 63).
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Сформулируем свойстваданной функции:
1) область определения функции естьинтервал +°°);
2 ) областью значений функцииявляется полуинтервал [0 ;
3) у  = 0 при х  = 0 , т. е. график функции проходит через начало 

координат;
4) функция возрастает на промежутке [0; +°°) и убьшает на про- 

межутке (-<»; 0 ];
5) функция является четной и ее график симметричен относи- 

тельно оси ординат (рис. 63).
В § 2 (пунктм 3, 4) настояшей главь1 бьшо дано определенне

функцииу = [x] ипоказанее график (рис. 27). Отметим некоторь[е 

свойства этой функции:
1) область определения функции есть интервал ( —оо' +оо^‘
2 ) >’ = 0 при х€  [0 ; l ) ;

3) при .v > 0 функция принимает неотрицательньге значения, a ripi i 
х < 0 значения функции являются отрицательнмми;

4) на каждом из промежутков ,[ -3 ;-2 ) , [—2;— 1), [—1 ;0), [0; 1), 
[1;2), [2;3), ...функциясохраняет постоянное значение, соответствешю 
равное ... , - 3 ,  -2 , -1 , 0, 1, 2 , . . . ,  т. е. областью значений функции 
является множество всех целмх чисел;

5) функция является нестрого возрастаюхцей на(^°,- -^°°);
6 ) график функции представляет собой ступенчатую липшо, со- 

стояшую из бесконечного числа отдельних полуотрезков (без ripa- 
Bbix концов) сдиничпой длш 1Ь1, параллельпих оси абсцисс (рис. 27).

Рассмотрим еше свойства функции у  = {л},определениекото- 
рой бьшо дано в § 3 (пункт 5) настояшей главм. Там же бь1ло 
показано, что функция является периодической (по определению 
{,v} = .V -  [дг]):

1)область определения функции есть интервал (-°° .'^ 00);
2 ) областью значений функцииявляется полуинтервал [0 ; 1). По- 

этому функция является офаииченной;
3) v = 0 , если х —  целое число, а при нецелих значениях x значс- 

ния у  > 0 ;
4) функция является периодической и ее основной период равен 1.
5) график функции можно получить, рассмотрев ее сначала на 

полуинтервале [0 ; 1), а затем сдвигая полученную на [0 ; 1) часть 
графика вдоль оси абсцисс вправо и влево на 1, 2 ,3 ,... и т. д. едипнц.
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Т аккакдляхе [0; 1) имеем [дг] = 0, тона[0;1)верноравенство{.\} = х 
Зпачит, графиком функции у = {*} на промежутке [0; 1) является часть 
(кусок) биссектрисш первого координатного угла. График функ- 
ции у = {х}  во всей ее области определения состоит из бесконечно- 
го множества таких же частей (рис. 64).

Р и с .  6 4

I g f  Bonpocbi и задания

1. Назвать простейшие видм функций.
2. Сформулироиать осиовние свойства линейной функцни.
3. Какая функция назмвается квадратической? Привести примерм.
4. Сформулировагь основнме свойства квадрагической функции.
5. Какая функция назьшается дробно-линейной? Сформулировать ее 

свойства.
6. Какова обласгь значений функций у  =  |.v|, v = [.v], у  = {x} ? Указать 

иптерваль! возрастания, убьшания этих функций. Какая из указаннь1х 
функций являегся чегной, какая из них ограннчепная функция ?

У п р а ж н е н и я

1. Найти угловой коэффициент прямой, проходяшей через точки 
А( 6; -1) иВ( - 4 \ 3 ) .

2. Написать уранисиис прямон, проходяшей через начало координат 
и точку А( \ ; 0 ).

3. Написать уравненпе прямой, проходяшей через точки А(2; 1) и 
В( 0 ;-1 ).

4. Маписать уравнеиие прямой, проходяшей черезточку А(2; 3) и 
нмеюшей угловой коэффициент k = 3.
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5. Написатьуравнениепрямой, проходяшейчерезточку Л(1;4) и 
параллельной прямой>’ = 2 х -3 .

6 . Построитьфафикфункции:

а) у  = 4.v; 6) у  = -j.r -  4; е) у  = - х  +1; г) у  = 5.

7. Нагшсать уравнение параболм, проходяшей черезточкн Л, В п 
С, если:

а) A(l;  1 ),5 (-1 ; 1), С(0; 0 ); «) Л(0; -1 ), В( 1; 1), С ( - 1,1);

б) Л(1; -3 ), 5(2; -4 ), С (0;0); г) А(0:3), 5(1; 0), С (2 ;-1 )

8 . Построитьфафикфункции:

а) у = 2х2; e) у  = х2 -  4х- д) у  = 2х -  х2;

б) v = х2 -  4; г) у  = - х 2 + 5; <?) v = -  4х + 3.

9. Доказать, что при всех х значения функции:

а) у  = -V -  4х + 6 являются положительнььми;

б) у  = --V + 3.Y -  7 являются отрицательнъши;

<?) У ~ Зл " - 6 х  + 3 являются неотрицательнь1ми;

г) у  = - х 2 - 6 х - 9  являются неположительнь1ми.
10. При каком значении х ф ункцияу = х2 - 6 х  + 8 принимает свое 

наимемьшее значение? Чему равно это значенпе фумкции?

11. Построитьфафикфункции:

4 1 х 2 y +1
a) б) У = -----«) v - --------------- -; г) у  = -

.Y х - 2  х +1 .v -  2
-Y -  3

12. Функция задана формулой ./ ( y) = -------. При каких значсниях,v:

a) f (x)  = 0 ; б) f  (х) > 0 ; «) f  \х)  < 0 ; г) / ( . y) > 1

13. Построитьфафикфункции:

а) у - 2 |.v|; д) у  = \х —1| + 3; :/) у  = [д ] + 1;

б) у  -  - 3 | . y | ; е) у  = - 2 |.v - 1| + 5; к) у  = [ - . y ] ; 

e )  у '  =  | .y |  +  2 ;  ж)  , v  =  3 [ . y ] ;  л )  y  =  - 2 { , v } .  

г) v  =  | . y  — 2 | ; з ) у  =  [д- + 1]; .г/) v =  {д — 1}.
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14. Найтизначениеугловошкоэффициента^длялинейной функции, 
график которой проходит через точкуЛ(-2; 4) и начало координат.

15. Дантреугольниксвершинами вточкахЛ (-1 ;0 ),5 (1 ;0), C (l; 1). 
Написатьуравпения пряммхЛ#, ВСиЛС.

16. Функциязадапаформулой f ( x )  = ~6х + 12. При каких значснляхл-: 

a) f ( x) = о ; 6 ) / ( . v ) > 0 ; e) f ( x ) < 0 ; г ) / ( * ) > 2 .

17. Написатьуравнениепрямой,проходя1д ей черезточ ку^(-2 ; 2 ) и 
параллельной прямой у  = 2х.

18. Построитьфафикфункции:

а )v  = — х2; «) v = x2 -  2 ,v + 3;
• 2

б) у  = (л- -  3): + 4; г) У = ~х2 + 4х -  4.

19. Функция задама формулой f  (х) = х2 -  5а + 6 . При каких значе- 
ниях x:
d) f ( : v )> 0; e) f ( x )  = 6 ;

б) f ( x )  < 0 ; г) f ( x )  = - 6 .

20. При каком значспии х функция у  = - а : + 8* -  7 принимает наи- 
большее значение? Найти это значение функции.

21. П осф оитьф аф икф ункции и перечислить ее свойства:

3 4
а)у = — ; 6) v = -------

.V A -  4
22. Перечислитьосновншесвойства функции:

a ) v = -{.v}; б ) у  = - [  *].

23. Построить фафик функции:

а)у  = х - |.v|; б) у  = х + |х |.

24. Найти координаш точек пересечения фафиков функций у = - а 2 

i i  у = 5 а  - 6 . Нарисовать фафикизаданнмхфункций.

25. При каких значениях а функцияу = ах2 +1 имеетнули?
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1. a) Задать формулой плошадь правильного треугольника как функ- 
цию его cropoHbi;
б) В круг радиуса R вписан прямоугольник, одна из сторон кото- 
рого равна jt. Вьфазить периметр прямоугольника как функцию 
от x

2. Найтиобластьопределенияфункции:

х - 2  ч 1 , г
а) у  = -------; в) у ~ ~ Г ^ -----я ^ Х'х + 4 х +2.V-8

х - 2  \ х, если х > 2
б ) v = —----------- ; г) у  = \

х~+ 2х-% [-.y, если л '< 0 .

3. Найти область значений функции:

/------  - х ~ 1 .
а ) у  = у [ х - 8 ; в' ) у ~ х _ % ’

б ) у  = 4 ~ х  -  1; г ) у  = х 2 - 6 х + 5.

4. Найти промежутки знакопостоянства функции:

х -  2 ч I Iа) у  = -------; e) у  = \х ;
5х

9 - .v : ч fO, если л- < 0
б) У = ^ ~ л -----г ) У = \х ' - 4 х - 5  [х, если х > 0.

5. Доказать, что функция у  = (х - 1) 2 убмваетна (-°°  ; 1)

6 . Найти интервали возрастания и убьшания функции:

х — 3
а) у - ------ ; в) у  = х - -1 0 х  + 9;

У П Р А Ж Н Е Н И Я  Д Л Я  П О В Т О Р Е Н И Я

б ) у  = 1 + - 2 — \ г) у  =
х -1

х, если х > 2

0 , если - 2  < х < 2 

- х , если х < —2 .
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7. Привести пример монотоннмх функций на ( -  + °°), произве- 
д е н и е  которь1х не является монотонной функцией на этом ин- 
тервале.

8 . Доказать, что функция у  = —, х >  0 ограничена снизу, нонеог-
х

раничена сверху.

9. Доказать четность или нечетность функции:

х2 -1
а) у  -  х  -  4 х ; в) у  = ■ з >х

' Ч 2 /  4 n  ч U + lо) у  = х (х - 1); г) y  = L-^~.
х

10. Привести пример функции, которая:

а) не является четной и не является нечетной;

б) является четной и нечетной функцией одновременно.

11. Представить функцию в виде сумм ичетной и нечетной функ- 
ций, если:

ч . _  * + 2 . ч x 3 + х1 + ха ) y — Tjr-, в ) у  = ----- -----
\х\ х ' +  1

б) у  = х 5 - х  |А'| +1 г) у  -  f ( x ) ,  где J[x) —  произвольная 

функция, определенная на ( -  + °°).

12. Доказать, что функция у  = {5х} —  периодическая. Найти ос- 
новной период n построить фафик заданной функции.

13. Периодическая ф ункцияу = / ( х ) спериодом Т = 2  напроме- 
жутке [0;2) совпадает с функцией у  = х 2 ■ Построить график 
фуикции y  = f  ( х ) .

2 1
14. Числа — и — являются периодами функции /(х). Доказать,

•9
что число ~  также является периодом для j  (х).

15. Пусть / ( х - 2 )  = х 2 - 4 х .  Найти f (x ) .
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16. Найти вьфажение для f ( g ( x ) ) , если:

а) / ( x )  = V x , g (* ) = ^ r -
х'

х 3
б) f ( x )  = ----- -  g (x )  = x + 4.

х - 4
17. Функция f ( x )  задана наинтервале (0; 2). Найти область опре- 

деления функции:

а) f ( x 2); б) / ( 2 х); в) f ( x - 1); г) f
X

V )

18. Найтифункциюобратную для f (x )  и построить график обрат- 
ной функции, если:

а ) / ( х )  — 4х 5;

б) f ( x )  = - x 2, х е  (0 ;+°°);

в) f ( x )  = х 2 -  4х + 5, х Е (2; + °° ) ;

г) f ( x )  = у/х2 - 1  , x g  (1; +оо).

19. При параллельном переносе начало координат переходит в точ- 
ку А(2; 3). Найти точки, которью при этом преобразоваиии пере- 
ходят в точки 5(4; 5), С (2; 0) и О (0; 0).

20. Найти уравнение прямой, проходяшей черезточки /1(2; 0) п 
5(0; 2 ).

21. Найти уравнение прямой, проходяшей через точку А( 1; 3) и ria- 
раллельной прямой у  = 2х-5 .

22. Точка Л (-1 ;2 ) —  вершина параболм, являюшейся графиком 
функции v — х ' + bx + с ■ Найти значення b и с.

23. График функции у  = ах1 +bx  + c проходит через точкн А( 1; -1).
5  (2; 2), С (-1 ; 5). Найти значения а, b и с.

24. Наименьшеезначение функции у  = х 2 - 4 х  + с равно 3. Haimi 
значение с.

25. Наибольшее значение функции у  = - х 2 +bx  + 2 равно 6 . НаГгги 
значение b.
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26. Построить график функции:

а) v = Зх -  4;

б) у  = х 2 + 4х -  5; г) у  -  2х2 + 7х + 3 .

в) у _ - \ + -

27. Найтиточки пересечения графиков функций:
а) у  -  х 2 и у  = х + 2 ; 6) у  =  х4 и у = 2х2 -  1

28. Определить значения ci, при которьгх функция у  =  ах2 + 4 х + а 
не пмеетнулеп.

29. При каких значениях b графики ф ункцийу  = х 2 + Ь х - 2 и  
v =  2.V2 -  Зх + b пересекаются в одной точке. Найти координа- 

ТЬ1 этой точки.

30. Доказать, что графикн ф ункцийу = —х 2-1  и у  = х 2 + bx + b 2, 
где b — любое дейсгвительное число, не имеют обших точек 
пересечения.

31. Пусть f ( x )  = х  -  4 . Построить график функции:

а ) У = f { x )  + 4;

б) у  = f ( x  + 4);

в) у  = 3 / (х ) ;

г) У = ~ f ( x ) ;

d ) y  = f (  4х);

ж ) y  = f 2(x);

з) у  -  / 2(х) + 4 / ( х )  •
32. Построитьграфикфункции:

х —4 х

33. Функция задана формулой f ( x )  -  ------- При каких значениях

аргумента х

d) значения функции являются положительньши;
б) значения функции являются отрицательньши?

34. Построить график функции:

a) у  = х-\х\ ;
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С Т Е П Е Н Н А Я , П О К А З А Т Е Л Ь Н А Я И  
Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К А Я  Ф У Н К Ц И И

Г Л А В А  V I I I

§ 1 .  Степенная ф ункция

Функция, заданная формулой f ( х) = х 1 гдех  —  независпмая 
переменная, a  —  действительное число, назьшается степеппой.

Степенная функция определена при всех х е  (0; + «>). При некото- 
pwx значениях а  область определеиия функции может бь1ть шире, 
чем (0;+оо). Например, при a > 0 степенная функция определена и 
придг = 0 ( 0a = 0). При целнхзначениях a  формулойД.г) = .v“ степеп- 
ная функция определена и для значений х е  (-°о; 0) .

В настояшем параграфе Mbi рассмотрим основнью свойства сте- 
пенной функциидляслучая рационального показателя a .

1) Пустъ a  = n — иатуральиое число.
При n = 1 имеем f lx) = х. Свойства такой функции нам уже 

известнм. Пусть n >1. Тогда имеют место следую тие свойства 
ф ункцииу =х":

а) область определения функции есть интервал (-°°; + °° ) ,
б) у  = 0  при х = 0 , т. е. график функции проходит через начало 

координат;
в) при четном n область значений функции есть полумн гервал 

[0 ;+ °°), а при нечетном n областью зпачений функции является 
множество всех действительнь1х чисел, т.е. интервал l - 00^ 00) ,

г) При четном n график функцип располагается в 1иП  коор- 
динатнмх четвертях, а при нечетном n график функции располага- 
ется в I и III координатнмх четвертях (при четном n для всех .r Ф 0 
значения > > 0 , при нечетном/7 значения>•>(), если.г>0 и значепия 
у  < 0 , если х < 0 );

д) при четном n верно равенство ( - х  )" = x " . Поэтому при чет- 
ном n функция является четной, а ее график си.м.метричсн относп- 
тельно оси ординат. При нечетном n имеем { - х  )'' = -х"  Следо- 
вательно, при нечетном n функция является нечетной, аф аф иксим - 
метричен относительно начала коордимат;

ё) при четном n функция возрастает на [0 ;+°°) и уб ьтает  на 
( - ~  ; 0 ].
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Действительно, пусть х2 > х, > 0 . Умножив почленно п одинако- 
Bbix иеравеиств х , > х , , получим верное неравенство х2 > х” , т. е. 
в промежутке [0;+°°) функция возрастает. Пусть х2 < х, < 0 . Тогда 
- х ,  > -.v, > 0  По доказанному вмше имеем ( - x 2)” > (—jc, )" Так 
как /? —  четно, то отсюда получим неравенство х" > х " . Это озна- 
чает, что в промежутке ( -° ° ;0 ] функция убьшает.

При нечетиом п фупкция возрастает на всей области определе- 
ния (-оо;+оо) В промежутке [0;+°°) доказательство этого утвер- 
ждення проводится аналогично случаю степенной функции счет- 
libiM показателем . Рассм отрим  пром еж уток (-«»;0] П усть 
.v,, д'2 G ( -°°  ; 0] м .v: > х, Тогда 0 < - х 2 < -х , О ткуда 
(—х , )" < (—х ,)" Т аккак  п —  нечетно, то последнее неравенство 
можмо записать в виде - х 2" < -х ,"  ■ Отсюда получаем, что х, > х," 
Это означает, что функция возрастает в промежутке

Еслм X, < х, , х, Е (-оо ; 0], х2 £  [0 ; +°°) , то  х” < 0, х2' > 0 
при нечетном п. Таким образом, и вэтом случае вьшолняется нера- 
венство x," < х," • Значит, принечетном п степенная функция воз- 
растает на всем интервале (-<»;+<»).

Из прпведенньис рассуждений видно, что свойства функции у  = х ” 
прп четном п аналогичнь1 свойствам функции у  = х 2, а при 
нечетном п —  свойствам функции у  = хъ

График функции у  = х” с четньш показателем п изображен на 
рис. 65, при нечетном показателе и > 1  график показан нарис. 6 6 .

2) Пусть a  — целое отрицатепьное число, т. е. a  =  -n, где  
n — натуральное число.

P i ic . 65 Рис. 66

275



В этом случае по определению полагают (для д- ф 0 )  .v '" = — .
1 х "

Таким образом, функцию можно записать в виде у  = х " = —  
Отметим основнне свойства этойфункции.
а ) при .r = 0 вьфажение х ~" не определено. Поэтому областью 

определения функции является множество (-°°; 0 ) u  (0 ; + °°);
б) при четном п область значений функции есть множество 

(0 ; + °°), а при нечетном п областью значений является множество 
(-оо; 0 ) u  (0 ; + °о) (при четном п значения у  > 0 , а при нечетном п 
имеем у  > 0 , если х > 0 и v < 0 , если х < 0  );

в) при четном п функция является четной, а при нечетном п функ- 
ция нечетная;

г) Так как при х, > х. > 0  вернм неравенства х" > л" > 0 ,
_L _Lя < „ , тофункция убьшает впромежутке (0 ;+°°)

Аналогичньш образом можно показать, что в промежутке 
функция убивает, если п —  нечетное и возрастает, если п —  четное.

График функции у  = х~” для случаев четного и нечетного п изоб- 
ражен нарис. 67,68.

3) Пусть a  — дробное положительное рациоиальное число. 
Любоедробноеположительное рациональное числоаможетбьггь 

(и притом единственньш образом) представлено в виде частного

— , где т и n —  взаимно простме нагуральнме числа. Исходя пз
n т

этого, по определению полагают: у  = ха = .v

-1 ►
,v- 1  0 1 х 0

Рис. 67 Рпс. 68
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Прнтакомопрсделениикаждомузначениюл', при котором Цх "'
суш сствуст, сопоставляется единственное число у. Тем самъш за-
дается фумкция от .v. Ее назьшаютстепенной функцией с положи-
icjibi-ibiM рациональимм показателем.

Отметим некогормесвойствауказанной функции:
а ) при мсчетном //областью определенияфункцииявляетсяин-

тервал (-°° ;+ °°) При четмом п число т должно бь1ть нечетньш, 
1)1

ииаче дробь — окажется сократимой. Поэтому в данном случае Bbi-

ражепис имеетсмнсл только при х  > 0 • Значит, при четном п

областьюопределепия функции является множество [0 ;+°°);
о ) у  = 0 при .V = 0 , т. е. график функции проходит через начало 

коорднпат;
r>) прп четпом ii область значений функции ссть множество 

[0 ;+оо) При нсчстпом п и нечетном т обласгью чначений функ- 
цпи являстся питсрвал (-<»;+«»), а при нечетпом п и четном т 
область змаченнй фупкции есть множество [0 ;+°°);

г) при четном т функция является четной,так как тогда п должно

бь1ть 11СЧСП HbiM и вьтолняется равенство yj( - х)"' = sfx", х G (-*»; + °°) . 

Прп нечетном и нечетном п функция являетсянечетной,так

как xg +oo)

При печетном //; и четном п функция не определена для значе- 
niiii .v<0. Поэтому в этом случае нельзя ставить вопросао четности 
или печетности функции;

r)) исследуем фупкцию на монотонность. Пусть > х{ >  0 . По- 

ЛОЖИМ 2 , =  x 'i', 2, =  .V,"1 Тогда 2 , >  2, >  0  функция у  = yfz  воз- 

растает на [0;+°°) Поэтому из z 2 > z ] следует неравенство

> V_I или v д- ^  V-vi Это означает, что на промежутке 

[0 ;+°°) функцпя у  = х" возрастает.

При четпом п фупкцня определена только на [0;+°о). Следо-ni
вательно, при четном п функция у - х "  является возрастаюшей 
(во вссй области определеиия).
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При нечетном п функция определена и для значений х е  0 ]. 
Исследуем ее на монотонность в этом промежутке.

Пусть п —  нечетно и т —  нечетно. Тогда по доказанному 
вьше, функция будет нечетной и , потому должна возрастать в про- 
межутке (-<»;0 ] .

Пусть п —  нечетно и т —  четно. Тогда функция будет четной 
и , потому она убьшает в промежутке (-«»: 0 ].

На рис. 69,70 изображень1 графики функции у  = х”' для частмь1х

, 1 1 2  значении сх = 1: —; .
2 3 3

4) Пусть a  — отрицательное рациональное число.

В этом случае, под записью v = ,v“ no определению понимают

функцию v = —г г . Отметим некогорь1е свойства этой функции. Поло-
Д'1

жим lotl = — , где т и n —  взаимно простме натуральнше числа.
n

Тогда при четном n область определения фупкцииесть интервал 
(0 ;+ °°),ап р и  нечетном n областьюопределения являетсямноже- 
ство (-оо;0) u  (0 ;+ °о). Наинтервале (0;+°°) функцияубьшает. а ма 
интервале (-°°; 0 ) ( n —  нечетное) функция возрастает npi i четном 
ш и убьшает при нечетном т. При т —  четном (n —  нечетное) 
функция является четной, а при т —  нечетном (n —  нечетиое) фун-
кцня является нечетной на 0 ) u  (0 ; +оо).
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Графикфункции у  = ха = х " ддя случая нечегньгх и и и  изобра- 
жеп нарис.71.

5) Пусть, иаконец, a  = 0. В этом случае имеем функцию вида 
v’ = .v° Прн .v = 0 такая функция не определена, а для остальнь!х 

значений х значення у =  I, т. е. получается функция вида у  = 1 
(.v *  0 ). График этой функции показан на рис. 72 (точка .4(0; 1) не 
прн I тдлежит граф! i ку).

Рис. 72
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Какая функция назьшается стененноГГ?
Сформулпровать основнь!е свойства степенной функцин с цельш 
отрицательньш показателем сгепени.
Дать омределенпе стеиенной функцни с иоложптельиьш рацпональ- 
ньш иоказателем степени.
Сформулпровать некоторь[е свойства стеиенной функшш с ipima- 
тельнмм рациональньш показателем степеии.
Назвать обшие свойства степеннмх функций с натуральммм п цельш 
отрицательньш показателем степени.

У  п р а ж  ii с i i  i i  я

1. Функция задана формулой /'(* ) = х(' . Сравнить значения:

а)  / ( - 2 )  и / ( 3 ) ;  в) / ( - 2 )  и / ( 0 );

б) / ( - 3 )  и / ( 2 ); г) / ф )  и

2. Функция заданаформулой f ( x )  = х ~}. Срапни гь зиачения:

а)  f { 2) и / ( 3 ) ;  в )  / ( 1 )  и / ( - 1 ) :

б) / ( - 2 ) и / ( - 3 ) ;  г) - / ( - 5 )  и /(5 ) .

3. Функция задана формулой f ( x )  = x/:' Сравннтьзначения:

а) / ( 0 )  и / ( 1 ) ;  «) /С -П  н ./(1);

5) / ( - 2 ) и / ( - 1); г) / ( 1) и / ( - 2 ).

4. Построить фафик (эскиз) функции:

Bonpocbi i i  задания

а) у - х ^ - в) у  = .v4 3; д) У---Х ж) v = -.v '_

б) у  = х^ -V,г ) у  = х е) у  = х * 3) V’ = -yfx.

В каких координатнь1х четвер гях расиоложен графпк функцпи:

а) v = .v:h; в) v = -v:3; ii ж)  V’ = \[х~

б) v = .v":o; НII (?) V = s/x; з) у  = х / '2']

280

1.
2.

3.

4 .

5 .



6 . Функция задана формулой f ( x )  = x A Сравшпъзначепия:

а) / ( - 2 ) и / ( 3 )  ; e) / ( - 2 ) и / ( 2 );

б) / ( - 3 )  и / ( 2 ); г) / ( 2) и / ( 3 ) .

7. Функцкя задана формулой ^  Сравнить значения: 

я) / ( 0 ) и / ( I ) ;  5) / ( 1) и / ( V 2 )

8 . Фупкцпя задапа формулой у ( Y) = х~% Сравнитьзначения: 

a) / ( - 1) и / ( 1); e) / ( 1) и / ( 2);

о) / ( - 2 ) и . / ( - 1); г) / ( - 2 ) и / ( 1).

9. Построить ф аф ик (эскпз) функции:

с/) v = a-“3; «) v = Va ; d) v = .v

-  -V _ з /  j /
V = ,Y2 <’) = Л' е) У ~ Л"

Указать, какие мзперечнслешшхвмшефункцийявляются чет- 
libiMii, а какие —  нечетнмми.

10. В каких коордииатпмх чствертях расположеп график функции:

а )  v = х"; в )  у  =  х ^  d) у  = д-4; ж )  у - х ^

б) v = .v“7 г) у = х^' ё) у = д'"ь; з)
Какая из перечмслешшх вьш е функций не относится ми к чет- 
MbiM, ini к нечетнмм функциям?

§ 2 . Показатсльная ф ункция

1. Степеиь с иррациональньш  показателем. П усть 
« > 0 , аФ 1 Поставим каждому рациональному чпслу х в соот-

ветсгвие число и' Тогдаna множестве (Эрацнональнмх чисел будет 
задана фупкция вида

f ( x )  = a x,
обладаюшая всемп свойствами степенисрациональнь1м показате- 
ле.м. Дальнейшей машей целью являются определения числа аи п 
фуикции v = а'  для иррациомальнь1х значений а  и х.



Рассмотрим случай а>1.Т аккак длялю бих рациональнмх чи- 
сел r и s из неравенства r < s следует, что а' < a , то число ci’ 
естественноопределитьтак, чтобм функция v = а сохранила свой- 
ствомонотонности(возрастания).Тогдаприлюбь1храциональнь1х r и s 
таких,что r < a < s , значение аи будетудовлетворятьнеравенствам:

r <" u <" -va ^  a ^  a

Приближая вмбираемме значения r n s к значению a  (прп 
этом значения r и s приближаются друг к другу), Mbi тем самьгм 
будем приближать другкдругу соответствуюшие значения а и a 
Можно доказать, что сушествуег единствениое число v , когорое 
больше всех чисел вида d  и меньше всех чисел вида а (доказатель- 
ство этого утверждения приводшся в курсе вьюшей математики). 
Указанное число у  по определению по.шгают равнмм значению а"

В случае 0 < а <  1 число аи определяется аналогичнь1м обра- 
зом. При этом функция у  = a ' должна сохранять свойство моно- 
тонности (убьшания).

В случае a = 1, для всех значенмй a  no определению полагаюп 
la = 1, а при a = 0 полагают 0" = 0 для всех a  > 0 .

Степень с иррациональньш показателем обладаеттеми жесвой- 
ствами, что и степень с рациональньш показателем. Перечислим их:

1. ах ■ ау = я '+' ; 4 . («■ b)x = а' ■ bx;

2. а'  : а' = я ' ';  5.
/ v  Vaa

) ~ bx
3. (a')' = a " \

B этих формулах предполагается, что a > 0, b > 0, д- и v —  
действительпь1е числа.

Далее, пусть 0 < а <  b. Тогда нмеетместо следуюшее свойство:
6 . а х < bx при х > 0 ; а х > b ' при х < 0 

Пусть х < у .  Тогда верно свойство:
7. cix <а'  ПРИ о> \ ;  а' > а' при 0 < a < 1

П р и м е р  1. Сравнимзначенпя 2“^  и 3"^ Таккак 0 <  2 <  3 и 
- y j l  < 0 , то по свойству 6 имеем неравенство >

П р и м е р 2. Сравним значепия
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Поскольку 0,2 < 0,3 п о < — < 1, то используя свойство 7, получим
2

(1  V1'2 (1  Y1,3
иеравенство: — > —

V / \ J

2. П о к а за т е л ь п а я  ф у и к ц и я  и ее сво й ств а . Функция, задан- 
пая формулой f (x )  = а ' , где х —  независимая переменная, а >  0 , 
и * 1, назьшается показательпой функцией с осповаиием а.

Сформулируем основнме свойства показательной функции (их до- 
казательство приводится в курсе вмсшей математики).

1) Областью определения функции является интервал (-°°;+°°);
2) Область значеннй функции есть интервал (0;+°°);
3) При всех значениях a ( a > 0, а Ф 1) имеет место равеиство 

а" = 1 , т. е. графикфункции проходитчерезточку (0 ; 1) координат- 
пой гшоскости;

4) Пусть .V > 0. Тогда а' > 1, если a >1 и а' < 1, еслн 0 < a < 1. 
В случае х < 0  имеем а' < 1 ,если a  >1 и а' > 1 , если 0 <  a < 1;

5) При a > 1 фупкция возрастает, а при 0 < а  < 1 функция убьшает 
иа всей области определения.

П р и м е р 3. Найдсм область значений функции v = 2 ' + 1 .
Графмкзадапной фумкции получается из графика функции у  = 2 ‘ 

с помошью параллельиого переиоса, при котором начало координат 
гочка О (0; 0) переходит в точку N  (0; 1) (см. теорему 1, § 5, гл. VII). 
Областьюзначенийфункции у = 2*является интервал (0 ;+ » ).П о - 
угому область значений функции у - 2 х +1 будет совпадать синтер- 
палом (1;+°°).

Графикпоказательнойфункциидляслучаевя> 1 и 0 < я <  1 изоб- 
ражен на рис.73, 74.

/L Г

->
.V

>
0 0 .v

1’ нс. 73 Рис. 74
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1. Сформулировать основнме свойства степенисиррациональннм по- 
казателем.

2. Дать определение показательной функцпи.
3. Какова область значений показательной функцин ?
4. Сформулировать основнме свойства показательной функцип.

Bonpocbi if задания

У п р а ж н е н и я

1. Вмчпслитьзначение:

«) ((Jiff  б) (2*f
2. Сравнить числа:

в) Г 3 :3n/з . ■>:vT.

Cl) j"^  и I ’ «)
' 11

-V-!

2
и

3

6)
t j V 5

ч З ,
и 1; г) 4 - ^  и

2
V J

г) 4'^--' 1б'~;75

d) _ 3^  и - 1 .

1
e )

\ 2 j

3. Найти область значений функции:

i i + ia) v = 4s; б ) у  = 5Y- 2 ;  в ) у  = - У;

4. Перечислить свойства фуикции и построить фафнк , е с л и :

а) v = 1 0 ';  б) у  = 0 , 2 '

5. Найти фафически число корней уравмемия:

а)
( ] v'

V5 ,
=  .v; б) 2' = д- + 2 ; e) 3 '  = 10 - .v; г) 3 ' = 10 - Lvl.

6 . Упростить вьфажение:



7. Указать, какие изперечисленнмхнижефункцийявляются воз- 
растаюшими, какие из них являются убьшаюшими намноже- 
стве действительнь!х чисел:

f -тг V'7С

V 3 /

y = ( S - 1) '  v = ( V 5 - i ) " ' y = ( M - 2 ) ’

8 . Найти область значений функции:

а) у  = 2 V + I б ) у  =  3v -  3 ; e ) ^  =  | 3v -  3 | ;

9. Определить знаккорняуравнения:

а) = 5; б) 0 , 2 ' = i ;  e) 0,3Т=4;

10. Решить графически уравнение:

а) 2 ' = 3 - х ;  б) M v' 

v 5 /
= х + 1 ; e) = х + 4;

11. Упростить вьфажение:

а) e)
2v/3 2ч/2 X - j /
v! 7Г“х -  у

г) у = 2н

г) 4' = 7.

г)
v 2 y

= 4.

б) г)
( a ^ - \ ) ( a ^ + a lJ5+ a ^ )

12. Определитьзначениях, при котормх вьшолняется неравенство



1. Уравнения. Простейшим показательньш уравнением являет- 
ся уравненпе вида ах = b, где a  > 0, а Ф 1, b — действительпое число.

Известно, что показательная функция у = ау на + возра- 
стает, если a > 1 и уб ьтает на этом промежутке, если 0 < a < 1. 
Областью значений функции является множество всех положнтель- 
Hbix чисел. Поэтому при b >  0 рассматриваемое уравнение имеет 
корень. Для того чтобь! его найти, нужно число b представить в внде 
ct и тогда уравнение примет вид crx = cf , откуда получим, что число с 
есть корень исходного показательного уравиения. Но так как функ- 
ция v = ах является монотонной на (-«>; + °°) , то графики функций 
v = cr' и у  = ас —  const могут пересекаться только в одной точке. 
Следовательно, число с является единственньш корнем npocTcii- 
шего показательпого уравнения.

При b < 0 рассматриваемое уравмениене имеет решения, посколь- 
ку а'>  0 при всех х е  (- °о ;+ о о ). Рассмотрим примерм.

П р и м е р 1. Решим уравнение 3 '“' = 27 Так как 27 = З1, то урав- 
нение можно записать в виде 3 =  3’ Откуда .y  -  1 = 3 или х = 4.

П р и м е р 2. Рассмотрим уравнение 2V’“>V+9 = 8 ■ Его можно за- 
■>

писатьввиде 2v‘~5v+‘; = 2 3
Отсюда .Y2 -  5.y + 9 = 3. Решив полученное квадратное уравнение, 

получим корни .y = 3 и х = 2. Значит, исходное уравнение имеет 
двакорня: х = Ъ, х = 2.

П р и м е р 3. 4' -  3 ■ 2' -  4 = 0 . Введем новую переменную v = 2 ' 
Так как 4 ’ =(2 '  )2 = ў ~, то уравненне можно записать в виде 
у 2 -  3 • у  -  4 = 0 , откуда получим, что = -1 и у  = 4. Для того чтобь! 
найти неизвестное значениех, нужно решить уравнения 2 ' = -1  и 
2Х = 4 •

Первое уравнение не имеет решения, а корнем второго уравнеш m 
является х = 2. Таким образом, решением исходного показательпо- 
го уравнения является одноэлементное множество: { 2 }

П р и м е р  4. 2 -31+1 - 3 '  = 45 . Длятогочтобмрешитьданное урав- 

нение, вьшесем 3' за скобку. Тогда получим: 3' ■ (2 ■ 3 -  1) = 45

Отсюда 5 ■ 3‘ zz 45 или 3' = 9. Следовательно, единственнь1м кор- 
нем исходного уравнения является число х = 2.

§ 3. Показательнмс уравнения и неравенства
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\ x - y  = 1
11 p и м e p 5. Решим сисгему уравнений j . ^

Из первого уравнепия системн найдем х = у  + 1. Загем подста- 
вим вовтором  уравнении вместох вьфажение v+  1. Тогда полу- 
чимуравнение 4 '+| + 4 ' =20 Вьшесем 4 ' за скобку и после упро- 
шения получим уравнепие 4 ’ = 4, откуда у  = 1. В озвратаясь к 
формуле х = у +  1, получим значение х = 2.Такимобразом,решени- 
ем системи уравнений является пара {(2; 1)}

2. Н е р а в е н с тв а . Решение простейших показательнмх иера- 
всиств сводится к решению алгебраических неравенств, рассмот- 
репнмх в главе VI. При этом используется свойство монотоиности 
показательной функции у  = а \

П р и м е р 6 Решить неравенство 2"'+3 > — Запишем правую
О

часть неравенства в виде 2“3 Тогда имеем 22л+' >2~3
Показательная функция v = 2 r является возрасгаюшей, поскольку 

осиование a  = 2 > 1. Поэтому исходное неравенство сводится к 
равпосильмому неравенству 2х + 3 > - 3 .  Решив его, получим х > - 3  
илп х е  (-3 ;+ °°).

П р и м е р 7. 0, 24~2v < 5 • Запишем правую часть неравенства в

виде
v 5 y

- 0 ,2  1 Тогда имеем неравенство Q,2A 2х < 0,2

Показательная функция ^  = 0 ,2 ' являетсяубьтаю ш ей, посколь- 
ку вданиом случае а = 0 , 2 <  1 .Следовательно,исходноенеравен- 
ство равпосильио неравепству 4 -  Zx > -1 , откуда получим, что х < 
<2,5  или х е  ( - ° ° ;2 ,5 ) .

П р и м е р 8. 4 ' + 2 '+ | -  8 > 0 . Сделаем замену t = 2 ' Тогда 
4 ' = ( 2 J )2 = г  и данное неравенство можно записать в виде 
г  + 2/ -  8 > 0 . Решив последнее неравенство, получим / < -  4 или 
/ > 2. Отсюда, возврашаясь к сделанной ранее замене переменнмх, 
будем иметь неравенства 2' < -  4 или 2 ' > 2 . Первое из них не 
имеет решения, поскольку 2' > 0. Решением второго неравемства 
является множество чисел х, удовлетворяюших неравенству х >  1. 

Значит, решением исходного неравенства является интервал (I; +°°)
2 8 7



П р и м e p 9. 3r 4т < — . Данное неравенство можно записать в

таюшей, поэтому исходное неравенство равносильно неравен-

ству х г -  4х <  - 3 ,  откуда получим, что 1 < х < 3 или х е  (1 3)
В рассмотреш ш х примерах на решение показательпшх уравне- 

ний и неравенств намудавалось правмечасти последних предста- 
вить в виде нужной степени. Вообше, любое положительное число 
можно представить в виде необходимой степени. Например, при ре- 
шении уравнения 3V+I = 4  число4 представляется в виде Зс Ответ 
на вопрос о том, как при этом находить нужное число с, будет дап в 
следуюших параграфах, когда мм введем понятие логарифма числа.

1. Сколько корней может иметь простейшее показательное уравнение?
2. Какое свойство показательной функции позволяет утверждать, что

уравнение а ' = b, a > 0, аФ 1, b > 0 имеет единственнмй корень?
3. Какие известнме cnoco6bi решений нрименяются upn решенпи сис- 

тем иоказательнь1х уравнений?

4. Почему любое положительное число b можно представить в впде a 

где a > 0, а Ф 1 ?

27
виде з '2-4т < 3-3. Показательная функция у  = 3 r является возрас-

Bonpocbi и задания

У  ii р а ж  н е ii и я

1. Решитьуравнение:

а) 5' = 625; ё) у / Ў - 7 ^ = 2 2 5 ;

( 1Y6) -  -16 ;
V /

ж)  3 '--5v+4
9

в) 23_л = 2v"5; з)  3 ■ 5Л+3 -  2 ■ 5л+| = 73;

( з  V ' " 3  ( 2  V t _ 9

и )  4 v - i  =  9 - v - i .

2 9 256’V / V /
к) 4 V+2 + 4 t+l + 4* -  84;
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л) 4 ' + 8  = 5 - 2 ' ;

м)  2 5 ' - 4 - 5 ' - 5  = 0;

н) 3'  - 9-3~'  = 8;

2. Решить систему уравнепий:

«)
\х + V = 1 

3' - 3 '  =2

5)
14 V+'" = 64 
14ЛГ“21+3 -  1

о) 5 - 4 *  + 2- 25r = 7 - I 0 r ;

/i) 9 • 5 *  + j  ■ 4 T+2 = 4 , + :  + 5 Л+' ;

P )  2 Х+' =  1 4 - 3 . V .

«)

г)

= VT
з 2*“  = 7 з

[л --у  = 1
2л=-2,+2 _ 21,+l = 0

3. Пусть -
2Л+" ' =1

I Найти сумму л:2+ у 2
3" = ( - ) '/2

4. Рсшить неравенсгво:
/  1 V

а) <49; е ) 32.v+i _ 2 8 -3 V_1 + 1< 0;

v-V-1
6) 0 , 5 ' >4 ;

«) 7 3 ' > 27; 

г) 53-2' < 0 ,21;

j/c) f 4 ^
X

r  4Л— + —
3 3V ч /

7

з) Зт+3 + 2 • 3V_1 < 83;

и) 2 Х -  23т < 0;

б)) 4 '
j \ 4т_л

v 2 ,

—  1
к) 5Тт| > - .

5. Рсшитьграфическм неравенство:

а) 5 ' > 6 -  x; > Л' + 6.

6. Решитьуравнение:

а) Г~2 =
v 2 ,

б) 4 t- , = 5 '- ';

«) 2 ' + 2 T+I = Злч1 - 3 V;

19 — Э. М. Сайдаматов и др.

г) 4 т + 43_t -  20;

д ) 51 - 0 , 2 - т =4;

е) 4 9 ^ + 7  = 8-7 '/ТГ'
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7. Решить системууравнений:

f6v"v =36

б)

[2r + 2' =10

U*+y =8
[З-1'-2'- 2 = Г

8. Решить перавенство:

а) Т - У ' 2 >4-

б) 2 1+1 <
v 2 ,

в )  3 5 дг+ 4  >

J 9v+l =27
|4 >+,-+i _ ^j

З1' ' -27  
С> ] v -  2л- = 1.

г) 16' -  9 • 4' + 8 < 0;

V2 /
-  8' < 0;

е) 36_л- 5 - 6 " - 6 > 0 .

9. Решнть графически неравенство:

а)
' \ _ v'

v 3 y
>9л + 1; «) 4 ' > 1 8 - х

§ 4. Логариф мичсская фуикция

1. Логарнфмм ii их ocHOBiibie свойства. Пусть a > 0, а ± \ .

Как бьию отмечено ранее, простейшее показательиое уравпение «' = b 
при b > 0 имеетединственньшкорень. Показательстепенп,вкоторую 
надо возвести число а, чтобь1 при этом получить число b, назьшают 
логарифмом числа b no осиовашпо а и обозначают через log /?. 

Такимобразом, число x = \ogab — корень указанного уравненпя. 

При этом для всех а >  0, аФ 1, b >  0 имеет место формула:
loi» h jа =bi

которую назьтаю т осповпьш логарифмическим тождеством.

П р и м е р 1. Найти значение log, 27 Для того чтоби получить 
число 27, надо число 3 возвести в третью  степень. Поэтому 

logj 27 = 3 .
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П р ii м е р 2. Найти зиачениед, при котором log4 д =

Применим основное логарифмическоетождество. Тогда получим 

(для Д- > 0) .V = 4 logJ' = 42 = 7 4  = 2 .

В первом из paccMorpennbix вьиие примеров mw находили лога- 
рифм чпсла. Нахожденнс логарифма заданного вьфажения назьша- 
ii' логарифмировапием вмражения.

Во втором иримере по заданному значению логарифма некоторо- 
го числа мь| маходили само число. Такое действие назь1вают по- 
тепцированием вмражвпия.

Такнм образом, сслн а >  0, аФ 1, b >  0 ,топри  логарифмирова- 
iiiiH равснство а' =b  преобразуется квиду х = log„ b . Наоборот, при 
потеицмровании раиенства х = log(/ b получим равносильпос равен- 
ство а' =/;

Рассмотрим 0 CH0 Biibie свойства, которьши обладают логарифмьь 
При любом a > 0, иФ 1 и х > 0, у  >  0 вьтолняю тся след ую ти е  
равенства:

а ) log,, 1 = 0 , log,, a = 1. Действительно, при всех указаннмх зна- 
чениях а имеем равснства:

a = 1 и a = a
б) logn (-уу) = log,, д- + log,, v (логарифм произведения равеп сумме 

логарифмов). Для доказательстваэтого свойства запишем основ- 
ное логарифмическое тождество в следуюших видах:

х = а'°^\ у  = а'°*‘-г

Тогда х - у  = а'^’х =a'og"' + ]ô y Отсюда no определению 
логарифма получим равемство:

l°g„(xv) = log„x + logoj ;

l°g„ 7  = log,, Д- -  log,, v (логарифм частного равен разности ло- 
гарифмов). Действительно, имеет место равенство:

А = ___ = -т ” loB,r)’
V -  дк-К., .1 “

Отсюда по определению логарифма получим:

1оё „  j  = 1 ° 8 ,,х -  l ° g „  У

В частности, при д- = 1 имеем log„y  = - l og„ v
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г) Дпя любого действительного значения N  имеет место равенство: 

log„-vv = AMog„x 
(логарифм степени равен произведению показателя степени на лога- 
рифм основания этой степени).

Используя основное логарифмическоетождество, получим:
V /  l o u , . v \ . V  V  loi!х =( а  ) - a  

Отсюда no определению логарифма получим формулу:

log„ л-л = N  logo х

d) log , л' = Х , где b > 0, b Ф 1 (формула перехода от од1 юго ос- 
а

нования логарифма к другому основанию).
Для доказательства этого свойстваиспользуем доказапмое своп- 

ство г) и основное логарифмическое тождество. Имеем:

log* х = l o g = log,, x • log, a 

Отсюда log x = 106/1X •0(1 I
log/, a

Следуюшие два свойства вьггекают из свойств показагельной 
функции и основного логарифмического тождества.

Пусть М >  0 , N >  0. Тогда справедливь! следуюшие свойства: 
(?) log,, М -  log,, N тогда и только тогда, когда M = N.
Докажем это свойство. Пусть М  = N. Тогда очевидио. что 

logf, М = log,, N . Пусть logn М = log,, N Тогда имеем а'и̂  " = с/"  ̂
откуда получим, что М =  N.

ж) Прн а >  1 изО <Л /<Л гследует, что log,, М < log,, N и наоборот. 
При 0 < a <1 из 0 < М <  N  следует, что log,, М > log,, N и наоборог.

В с а мо м  д ел е , п усть  a > 1 и 0 < М  < N  Тогда 
Olog"Xl = М  < N  -  a oi",v Таккакпоказательнаяфункцпя = a 1 яв- 
ляется возрастаюшей, то отсюда получим неравенство:

log,, М < logn N
Обратно, пусть a > 1 и log,, М < log,, N  Тогда по свойству возра- 

стания показательной функции имеем а к'^‘ч < а'"̂ " v • Это очиачает, 
что M < N

Случай 0 < a < 1 доказьшается аналогичньш образом.
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Для вмчисления значений логарифмов с произвольньии основани- 
с.м а па практике часто используют таблиць! наиболее употребляе- 

ммх логармфмовпооснованию 1 0 (десятичнь1Йлогарифмlg=  log,,,)

ii поосновашпо е = 2,71828...(натуральнь1Йлогарнфм ln = log(, ).

11 р ii м е р 3. Найти значение log0 2 7

Пользуясь таблицами десятичнмх логарифмов, получим:

lg 7 = 0,84, lgO,2 = lg-j^ = I g 2 - l g l 0  = l g 2 - l  = 0 ,3 -1  = -0 ,7

Отсюда, используяформулу перехода отоснования 0,2 коснова- 
niiio 10, имсем:

lg7 0,84 , ,
logo ’ 7 = -------= -------= - 1,2 .

-  lg0,2 -0,7

Отметпм также, что целую часть десятичного логарифма от не- 
которого чпсла млшшют характеристикойлогарифма, адробную 
часть — маипшссой. Например, lgO,3 = -0 ,52 . Целая часть числа
-  0,52 равпа -1 , а дробная часть равна 0,48. Поэтому характеристи- 
ка даппого логарифма равна -1 ,  а мантисса (приближенно) равна
0,48. Для lg20 характеристика равна 1, а маитисса (приближепно) 
равна 0,3, так как lg20 = lg2 + lglO = 0,3 +1 = 1,3

3. Л о га р п ф м и ч е с к а я  ф у н к ц и я  и ее свой ства . Функция, за- 
;un 11 ia« формулой f(x) = log(j х , где.г— независимая переменная, a > 0, 
а Ф 1, назьшается логарифмической фучкцией с основанием а.

Из опрсделений обратной функции (глава VII, § 4) и логарифма 
числаясио, что логарифмическая функция является обратной кпо- 
казательпой функции с тем же основанием.

Сформулируем ocnoBHbie свойства логарифмической функции.
1) Область определения функции есть множество всех положи- 

гсльпь1х чисел,т. е. иптервал (0;+°°).
Дапное свойство логарифмической функции имеет место в силу 

гого, что только для положительного числа .v определен его лога- 
рифм по основанию a (a >0, а Ф 1).

2) Область значепий функции есть множество всех действитель- 
libix чпссл, т. с. и п т е р в а л  (-со;+оо).

Действитсльно, для каждого у 0е  (-«>;+оо) в соответствуюшей 
точкс -Y„ = o'" имест место равенство у0 = logu д0 = log„ а'“
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3) При любом a (a > 0, а Ф1) справедливо равенство logi( 1 = 0 , 
т. е. график функции проходит через точку (1 ;0) координатной плос- 
кости.

4) При a > 1 логарифмическая функция возрастает, а при 0 < a < 1 
убмвает на всей области определения.

Рассмотрим случай a > 1. Докажем указанное свойство от про- 
тивного. Пусть для некоторнх .v,, х, е(0;+°°), х, >х, вьшолняется 
неравенство logH х2 < logi( х,

Так как в рассматриваемом случае показательная функция v = cr' 
возрастает, то из последнего неравенства следует, что «loe" < с/|о° '

Используя теперь основное логарифмическое тождество, отсюда 
получим, что х2 < x , . Это противоречитусловию д-, > Л",

В случае 0 < a < 1 убьшание логарифмической функцпи в области 
определения доказьтается аналогичнмм образом.

5) При а >  1 имеют место неравенства log<; х > 0 , если х>1 п 
log„X< 0 ,  если 0 < х < 1 .

При 0 < a < 1 справедливм неравенства logi( х > 0 , еслп 0 < v < 1 
и log(j х < 0 , еслих>1

Указанное свойство вьггекает из свойств 3), 4) логармфмической 
функции.

П р и м е р  4. Сравним числа log, -  и 0. Так как 0<  — <1 11

1 2 3 2
0 < -  < 1, то по свойству 5) получаем, что log, -  > 0

3 “ 3
П р  и м е р  5. Найдемобластьопрсдслеппя фупкцнп:

/~(х) = log, ~ 5v + 6 
■ х -1

Данная функция определена для тех значений х, при котормх 

х : -  5х + 6
--------- j—  > 0 . Решая это неравенство мегодом интервалов, полу-

чим: x g  (l;2)u(3;+°o).
График функции у  = logi( х для случаев a > 1 и 0 < a < 1 мзобра- 

жеп нарис.75,76. Его проше всего получить из графика показагель- 
нойфункции v' = а' какграфик обратной функции,таккак графнкп 
показательной и логарифмической функций, имеюших одмнаковое 
основание, симметричнь! относительно прямой _у = х.
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Рнс. 75 P i ic . 76

4. Тождествеппме преобразовапия вьфажсиин, содержа- 
miix степеии ii логарнфмм. Пользуясь свойствамп логарифмов, 
рассмотрим преобразования вьфажений, содержаших сгепепи и ло- 
гармфмм.

П р и м е р 6. Сравннть числа log, 2 + log, 8 и log3(2 + 8) 
Используяспойства логармфмов, имеем:

log, 2 + log. 8 = log, (2-8) = log, 16, log3(2 + 8) = log310 

T ак как осповаиие логарифма чнсло 3 > 1, то имеет место нера- 
вепство log, 16 > log, 10. Отсюда следует, что

log, 2 + log, 8 > log3 (2 + 8).

---------- lo t : ,  4  . p .

П p ii m e p  7. Упростнть вьфажение 273 : " + 4°s< " 
Р с ш е н и е .

, , ,  , log, 125 31og, 5— log, 4 = log, 2, logK 125 = — =-----= ------ — = log, 5
2 log, 8 3

Поэтому 4 li,S'i:' = 4 |,,в:5 _ 2 2I°s-'5 = 2 loe;25 = 25.
Огсюда получим, что

1 1, j 1 , 1 -----------1о ц,  4 ------ l o y ,  2 -  . -

27'. 2 + 4 s' = 2 7 3 + 25 = 273 27 +25 =

= 3 3 " ,k,B,:+ 25 = 3 3,,’8' г + 2 5  = 3 - -  + 25 = 2 5 -



lg 54 + lg —'У
П p ii м e p 8. Найти значение вм раж ення-------------* I Г 1 “7 ̂  1 I)lg/2 -  lg8

Р е ш е ii ii е . Имеютместо следуюшие равенства:

lg54  + Ig-^ = lg 5 4 - -
2

= 1й27 = 1в33 =31й3,

Ig 7 2 - lg 8  = lg -^  = lg9 = lg3: =21g3.
О

Поэтому 'ВИ + 1В̂ 1 М Л .
lg 72 -  lg 8 21g3 2

П р и м е р  9. Найти логарифм вьфаженпя 4а' ■ 4b  rio ocnoua- 

нию 2 (a > 0, b > 0).
Используя свойства логарпфмов, получнм:

\_ \_ 
log2(4(7;: •\[b) = log,(4 -a1 ■ b 2) = log; 4 + log, a1 + log, b 2 =

= 2 + 2 log, a + log, b

П р н м е р  10. Пусть log45 = </, log4 7 = Л Вмразпть log4 700 
через a и b.

P e ш e н ii e П редставим число 700 в виде произнсдсння 

700 = 7 • 52 • 4 ■ Тогдаполучим:

logj 700 = log4(7-52 -4) = logj 7 + log4 5: + log4 4 = b + 2a + 1.

Bonpocbi д ля  повторепни

1. Что назьшают логарнфмом числа b no основашпо a!
2. Какое равенство назьшают o c i i o b h l i m  логарифмпческим тождеством'.’
3. Что понимшот под гютениироианмем вшражеиия7
4 .  Сформулпровать основиме c b o h c  i  ва логарифмов.
5. Чго назьшается характеристпкои логарифма? Чтотакое маптисса ло- 

гарпфма?
6. Какая функция називается логарпфмическоп?
7. Какая фуикция является обратноп к логарифмичсском функцип?
8. Сформулпровать осиовнме свойства ло! арифмическоп фупкцпп.
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1. Найтизначение:

a) log, 125; «) 1о§ з ^ ;

r ) log) 9;
3

1
e) log, X -  — \

6) log, 0 ,04 ;

2. Найти число x, если:

а) log: x = -5;

б) l og, x = -2 ; г) lo g ^ x  = 0;
*»

3. Сравнить числа:

а) log, 3 и log, 5;

б) l0gi  3 и IogI  5;' ■* i

«) log3 2 + log3 5 и log3(2 + 5);

4. Упростить вьфажение;

> E l . 5  2 «) 7
-2log? 6

г) Jn5-

д ) log,, ,1000;

е) 1оЕл 0,25.

d) logv 128 = 7;

e) log^ 27 = 3.

У п р а ж н е н и я

log, 3
log, 5 и 1о§Н ;

д) log, 3 н 1;

1
е) log7-  и 0.

()) з2+|ог?5

е) З3-'08354

а) 1,5

б) 23l0B25; е-

5. Упростить вьфажение:

а) log (2« \  б) log((5o '5; в) log (3 ^  г) l o g ^ a ^

6. Вь[числить:

а) log„ 2 + log,, 1 8; в) log4 7 — log4 — ; d)
1 6

, 5 , 1
б) log3 — + log3 —; г) lg25 + lg4; e)

lg 2 + lg 162 
21g3 + lg2 ’

ln 64 
ln 4 '

7. Найти логарифм вьфажения no основанию 2(a > 0; b > 0):

а У * Г -
«) 8(I2 \!b: 6) 6) тттт; г ) (4-y/er

16/r
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8. Известно, что Iog32 = <r/, log, 5 - b  Вьфазитьчерез а и Ir. 

a )  log3 20; 6 )  log, 1000; e )  log, 6 ; г )  log, 30.

9. Найги log-,,, 50 , если log, 16 = a.

10. При каких значениях a верно неравенство:

a) log, За < log2 5a 6) log0, « < 0 ;  e) logi( 6 < log , 5 ?

11. Найти область определения функции:

а)  log ,(2.v — 5); e)  lo g ^ O -x ) ;  д)  log2(.v: -2.v + 1):

б) lo g ,(4 -A : ); г) log7(.v2 -2 .V -3 ): e) l° g :—— •

12. Перечислить свойства функции и постронть ее график:

а) v = log2 .v ; 6) у = log, .v

13. Найти значеиие х, если:

a) log2 х = 2 logj 6 -  log., 18 ; 6) log, x = log,, , 8 + 3-log„,5.

14. Решить графически уравнепие:

Cl )  log, .Y =  l - . v  6 )  log , .Y  =  . Y - 4 .

15. Найти область значений функции:

а )  l ’ =  I log, .y| ; e )  v =  log2 .v -  3 ;

б) y = l o g , ( x - l ) ; г) r = log2x x >2

16. Найтн значение:

а) log„,V8; «) log Г} 27: d) 2 ”

б) log^625; г) lo g Jo g 9V3; e) 5 ~'°y"

17. Найтн чнсло x, если:

а) lo g ^ x  = -2 ; e) log, 0,09 = 2;

б) log2V5 a = -4 ; г) log ^  125 = 9.

18. Вшчислить:

a) lg 125 + 3 • lg 2; 6) Ig 5 -lg 4  + lg8;

298



lg 243 lg9 log, 36 log, 108
e) ---------- 2------; d) —--------- -- -----;

lg 72 — lg8 logi; 3 log4 3

г )  log0; 4 — 2 • log,, 10; e )  lg 5 - lg 20 + lg 2 • lg 2

19. Доказать, что:

a) з ' ° а ^_ 6lô i3 - 6) log., 12 < log, 10.

20. Найти логарифм вшражения no основанию 3 (a > 0, b >  0, c > 0):

V "  e) t)
9c ' 3yfbc

21. Известно, что log,3 = c/, log, 5 = / ; . Вьфазить через a n  b:

I— 9 , 6a) log, Vl5; 6) 1оё 2— ; e) log: j ;  г) log, 60.

22. Найти log,4 72, если log86 = « .

23. Пользуясь таблицей десятичнмх логарифмов, иайти значение

l0g(,.3 2 •

24. Найти обласгь определепия функции:

а) у  = log,(3' - 9 ) ;  б) у  = lg ( l - 2 ' )

25. Построитьграфикфункции:

a) у  = log, (д- -  1); б) у  = -  log, -v

26. Решить графпчески уравнение:

a) log, х = 6 -  д'; б) log, .v = .v -  3
*>

27. Найтп область значепий функции:

а) у  = 2log- ' б ) у  = log, x, 0 < д- < 2

28. Определитьзначения .v, прикоторь1х:

a) log, (2 -  3.v) > 0; б) log,(.v -  2) < 0.
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§ 5. Логарифмические уравнения н неравенства

1. У равнения. Простейшим логарифмическим уравнением яв- 
ляется уравнение вида

log,, Д- = h,

где a > 0, аФ 1, b —  действительпое число.
Логарифмнческая функция у  = log<( .v монотонна в своей области 

определения (0;+ °°),а  областью значений функцни являетсямно- 
жество всех действительнмх чисел. Поэтому указанное уравпспие 
всегда имееткорень. Из определения логарифма числа вьпекает, 
чточисло .v = а' естькореньданногоуравнеиия. Вследствие моно- 
тонмости логарифмической фупкцпи, графики функций у  = log,, .v и 
y  = b могут пересекаться только в одной точке. Следовательпо, чпс- 
ло cih является единственньш корнем простейшего логарифмнчес- 
кого уравнения.

П р и м е р 1. Рассмотрим уравнение log3 х = —. Его корнем ян- 

ляется число д = 3 2 =%/з

П р и м е р 2. Решим уравнение logг 16 = 2

Изопределения логарифмаполучаем равснство .r2 = 16,откуда
х = ±4 . Поскольку основание логарифма есть положительмое число, 
то едииственнь1м корнем исходного уравнения является чмслод' = 4.

П р ii м е р 3. Решим уравнение 21 ” ' = 5.
Ранее уравнения подобного вида vibi решали, представляя ripa- 

вую часть в виде соответствуюшей степени. С помошью логариф- 
мов число 5 можно записагь в виде степени с основанием 2. А имсн-

но, 5 = 2k’S;:' Тогда уравнение примет вид 23' д = 2log;5

Отсюда 3 -  д = log, 5 или д- = 3 -  log, 5

П р ii м е р 4. log, (х2 -  5.v +10) = 4 .

Даниому уравнениюудовлетворяю! толькотезначепияд-, прп ко-

Topbix вьтолняется равенство ,v: -  5д + 10 = 24
Решая полученное квадратное уравнепие, получим корнп

.v, =6, .y, = -1  Таким образом, множество {6  ; — 1 } является ре- 

шением исходного уравнения.
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П р и м е р  5. lg (2x -3 )  = lg (x - l ) .
Указаиное уравнение определено только при тех значениях х, для 

котормх вьшолняются неравенства 2дг — 3 > 0 н х -1 > 0 .Учитшвая 
этп условия, можно записать равносильное уравнеиие 2х -  3 = .v - 1 ,  
откудах = 2. Поскольку число 2 удовлетворяетобоим неравенсгвам, 
го множество {2} является искомьш решением исходного уравпепия.

П р и м е р 6. logr (д- + 2) = 2.
Данное уравнение определено для тех значений х, при котормх 

вьшолняются условия х > 0 ,  х * 1  и х + 2 > 0 .  При этих условиях 
можем записать равносильное уравнение х + 2 = х2. Решая эго квад- 
ратное уравненис, найдем двакорня х, = -1 ,  х, =2. Изнихтолько 
х = 2 удовлетворяет указаннмм условиям и поэтому является един- 
ственнмм корнем исходногоуравнения.

П р и м е р 7. log; .v -  5 log, х + 6 = 0.
Сделаем замену переменной t = log3 д . Тогда получим квадрат- 

uoe уравнение / : -  5 /+  6 = 0. Корнями этого уравнения являются 
чпсла t = 2 \\ t = 3. Возврашаясь теперь к сделанной ранее замене 
переменнмх,получпмдвауравнения log3х - 2  и log ,x = 3 Отсюда 
следует, что множество {9; 27)  — решение исходногоуравнения.

При решенни даипой системь1 уравнений надо учитьшать, что 

второе уравнение системь! определено только дпя значений х > 0,

х =  1 Ov. Подставляя х = 10^ вуравн ен и ех+ у  = 11, получим уравне- 

мие  10v + у  = 11. Значит, у  = 1. Тогда х = 10. Поскольку

х = 10 > 0, v = 1 > 0 , то системауравнений имеет решение: {(10; 1)}
2. Н еравепства . Решение простейших логарифмических нера- 

веиств, как и в случае показательних неравенств, можно свести к 
решению алгебраическпх неравенств. При этом используется свой- 
ство монотопности логарифмической функции.

П р и м е р 9. Решим неравенство log , (3 -  х) > -3
2

Сначала представим число -3  в виде log, 8 . Тогда получим 

перапеиство log, (3 -  х) > log , 8 .

П р и м е р 8. Рсшим систему уравнений
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Омо определено только для тех значений .v, при котормх 3 - х  > 0.

Так как основание логарифма, т. е. число — < 1, то из свойств лога-
2

рифмической функции следует вьшолнеиие неравеиства 3 -  х < 8 .
Таким образом, исходному логарифмическому неравенству удов- 

летворяют только те значения х, для котормх вьшолняются неравеп- 
ства 0 < 3 — .Y < 8 , откуда получим, что -5  < х < 3 Следовательно, ре- 
шением исходного неравенства является интервал (-5 ; 3)

П р  и м е р  10. Решимнеравенство lg(x + 1) < l g (2 x - 3 ) .
Для заданного неравенства можно записать равносильную ему 

систему неравенств вида:

х +1 < 2.v -  3 
х + 1 > 0 
2х - 3 > 0

или

,v>4
А->-1

3
х > —.7

Отсюда следует, что решенмем последней системьг неравенств, 
а значит и исходного логарифмического неравенства, является ini- 
тервал (4;+°°)

П р п м е р  11. log2 д-- 9 < 0  
2

Учитнвая, 4to.y> 0, сделаем замену в виде / = log, .v Тогда полу-
2

чим неравенство r  -  9 < 0. Решая его с помошью метода иптервалов, 

получим решение -3  < / < 3. Возврашаясь теперь к сделанной раиее

замене переменнмх, имеем неравенства —3 < log, .y < 3 , откуда 

}_ < < g Так как все значения .y, удовлетворяюшие этнм иеравеи-

8 "  ~ П 1ствам,являютсяположительньши,тоотрезок - ; 8  естьрешение
8

исходного неравенства.

П р и м е р  12. log . ———  >0.
' .Y + 1

Для решения заданного неравенства нужно рассмотреть следую- 
шие два случая:

1) х > 1 . Так как 0 = logv 1, то можно записать равносильное нера-
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всиство
Л- + 1

— ̂  1 Решая полученное неравенство с помошью ме-
тода ннтервалов, получмм .v < - 1 .  Ho значения х < -1 не удовлетво- 

ряют условию х > 1. Поэтому в указанном случае исходное лога- 
рпфмическое неравепство пе имеетрешения.

2) 0 < х <  1. В этом случае заданноелогарифмическое неравен-

ство равносильмо системе неравенств

Решеиием псрвого из иеравенств системн является ингервал 
(-1;+о°) Р е ш е н н е  второго  н е р а в е п с тв а  есть м н о ж е ство  
(-°°;-1) u  (0,5;+°°) Тогда рсшением системь1 неравенств будет нн- 
тервал (0,5;+«>). Н о г а к к а к О < х <  1 ,тов  рассматриваемомслучае 
решенмсм логарифмического неравенства будет ннтервал (0,5; 1). 
Окопчательно имеем, что рсшением исходного логарифмического 
перавенства является нптервал (0,5; 1).

1. Сколько Kopneii нмеет простейш ее логарифмическоеуравненне?
2. Какие известние сп особи  решений применяются цри реш ении систем  

логарифмическнх уравнений?
3. Какое свойство jioi арпфммческой функцин используется при решении 

логармфмическпх неравенств?

А' + 1

Bonpocbi ii задамия

У п р а ж ii е н u я

1. Решитьуравнение:

а) log, a-= 5;

б) log, х = -2;

е) 54_t = 6;

ж )  5Л’ =6;

г) logл 5 = 2;

д) 2' =9;

«) log, (Зх — 6) = —2;

и) lg(x2 -  6х +19) = 1; 

к) log2( x - 5 )  = log2(4A' + 1);
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л) log,(3 -2.v) = log^ x\
5

м) log,(.v + l)  + log2( 8 - x )  = 3; 

н) lg(.v2+ x - 1 0 ) - l g ( x - 3 )  = l; 

o) log;* -  log7 -V = 2;

2. Решитьсистемууравнений:

4 (2x-  v = 4
l[log: x — log2 3 v = — 1 ;

o) f - - V  + i = 0  
[logjA--log3 j» = 0 ;

3. Решить неравенство:

а) log, x > 2;

б) log8 л' < 2;

в) log± л > 1;

г) lg(3 -  2x) > 1;

d) log3 {2x -  4) < log3 (x +1);

4. Решить уравнение:

а) 'е* -
lg(3.v -  4)

б) 2 ,ё-У 
lg(5.v -  6)

e) _ L _
lg.Y-6

г) log4(2' - 7 )  = .v -3 ;

d) |3' - 4 |  = 1;

e) 3M  = 2;
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p ) logj x-2- log v xJ = -  4; 

c) x ' °^=\ 6 ;  

m) log,(5' - 4 )  = l - .v

«) | 1овзС ^-^ )  = 1
[log7x + log7 v = l + log74

,  J3-  = 1
г) 3

log, (jc + 1) + log2 (> — 1) = 1.

e) log2 x -  3 > 2 • log, x;

ж )  I log, л- -  2| <  1;

з ) log ——— > 0;
3.v + 5

и) 2A+I < 3;

x)  2 | v + l | > 3 .

il-'+'l = I .
2 ’

7iog,(-jr)  _ i

n) l ogл 3 + log,  x  =  2;

= 1; ж )

= 1; 3* log, |x| y j l '

+ ---------= 1; tl) log,(x+2) + log ,(* -2)  = log,(6x-9)
lg .Y + 4

k )  log, log,(.Y2 - 4.y + 35) = 1;

л) .r l0=3' = 3 ; 

m ) lg .y = 11 -  X.



5. Решить систему уравнений:

Jlog2x - lo g 4y = 2 

^  [ х - / + 8  = 0

б)
2 л + у

4

l g ( x + l l ) - l g ( 2 - r )  = l

2' • 3V~' =192«)
[ lo g , ( * - > ’) = 2

г ) j 2' ■ 8J' = 256

[logj (х + v) + log3 (xy) = 2 logj 4

д) j  log, |.r -  v| = 3 

[log3x - lo g ,  y  = 2

|  logj X + log, (.V + >0 = log5 y  + log5 (Зх - y)

| lo g 3(.x — ў- +3) = 1

6. Решить неравенство:

а) log7 л- < — 1; ж )  8los, ' < l ;

б) log6( l - 5 x ) > 2 ;  3) 10T < 3 - 2*;

«) log3(x +1) > log,(3* -  7); u) lgx + —  > IglOO;

1 x+ 2 Л
г)  log2[(x -4 )(x  + 3)]<3; k)  log , -------- < 0 ;

x —
3

Э) log, x + log,(x -1) > log5 6; л) yj]g(x- 2) < 1;

е) I 1 -  21gx j > 2 ; m ) lg -\/x" + x -  2 < —.

20 Э. M. Сайдаматов и др.



УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ ПОВТОР ЕНИ Я

1. Сравнить числа:
__  •»

а) </27 и 3i ;

3 3
0,25 и 0,2 5;

в) 40-5 и 4 У1

г) о"? и «'«■

d) 7-0 J и 7 3. 

<?) и 1 ;

S
2

з) 4 1 0,2 и з°': ;

к)

и) 2~s  и 2~S

1
и 3

лс) и 1 ;

2. Найти область определения функции:
_3

а) у  = х 8;

б) y  = ( . r - 2) ^

e) у  = л/4х -  X3;

1

е) j» = 5*3-';

ж )  r = ? V r ;

3) ^ = —

д) у  = 32->;

3>- _ 9

и) у = >/2Л - 1

к) у  = — —  + 3 ^  
7 5 ‘ -1

3. Найти область значений функции:

а ) у - 6х~2; в) у = -6 '; д) у  = 3 + 4д+|;

б) у  = 3-у[х; г) у  = 2"^; е) д> = 5^+1

4. Найти знак корня уравнения:

а) Т
V 9 7

= 5; б) 0 ,4 r = 0,1

5. Среди указанньгх ниже функций определите четнью и нечетнью
функции:

а) у  - 7Д + 7~r;

б) у  = 8' - 8‘ r ;

1

v 3 ,
в) У

г) v = x--v/x + x2
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6. Решитьуравнение:

a) 8' = V  г) 121v -  7 -1 Г = 5 -111 -11;

o) 0 ,5 '! + л" 3-5 =2n/2; d) 62т- 5 2гЧ = 62t“‘ + 52*;

в) 4 V+3 + 4 ' = 130; e) 1 2 5 '+ 2 0 '= 2 5v+l

7. Решить систему уравнений:

«) J * + -v = 5  ; б ) { 3' ,= 2 ,
[5 ' “ ' = 0,2 [0,1 r = 0,0 1 .

8. Определить зиачения а, при котормх:
.__ i  .2 1

a) апу<ааА\ б) \[а>у[ог\ в) a i >a0('; г) а 2 > а2
9. Решить неравенство:

а )  3 v -̂5 > _ L  . в ) 4 д . 5 ‘- ' < —  ; д )  1 6 т -  7 - 4" -  8 <  0; 
27 ’ 4  ^

tf) 4' < 3 '; г) х2 • 9Х -  32jr+2 <0; е) 6 л + 8 > 1.

10. Сравнить числа:
a) log, 3 и 2; e) log3 5 и 2 ■ log3 2;
о )  log,,, 5 и log() 2 6; г )  log4 3 и log3 4 .

11. Определить знак вьфажения:

а) log^ 2 • log, 3; 6) log32 - l o g 35; в) 3 — log, 9; г) Ig2 1g3.
3

12. Найти х, если:

a) log3 .v = log3 0,3 -  -j log3 27 + 2 log3 5; б) lg дг = ^-+-3 - lg 2 -  lg 5.

13. Найти логарнфм вьфажения no основанию 3 ( a > 0 ,  b> 0):

в ) ^ - ;  r ) ^ .

14. Найти log45 225, если log, 5 = a.

15. Найти область определения функции:

а) ^ = log, (2л- + 7); e) у  = logi ( 4 - x 2);
3

б) у  = log5(—8л); г) У = [ё~— ГX + о
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16. Построить графикфункции:

а) у  = 5'r - 2 ;  в) у  = Iog2(л: — 5) ; д) y = lg.v: ;

' П
.r

y - +  1; г) У ~ log, X
A 3

е) v = 1 0 s

17. Найти область значений функции:

а) у  = | log5 * | -  1; б) у  = lg х , х > 0,1

18. Решить уравнение:

а) l g ( j c - 9 )  +  l g ( 2 x - 1 )  =  2  ; ж) x lgv_1 =  100;

б) log, у/х-3 + log, yjx + 3 = 2; з) д-'0̂ v = 2 16х2;

lg l.v+l)

в) lg(lgx) = ~lg(3 + 21g,v);

г) x - lg2  = lg(2v +X + 5);

д) .v-lg50-.v = lg(5v+ * - 2 ) ;

u) (A--3)log, 3 = log43Vv+’; 

k) lg(5 - 2' + 9-10') = х + 1;

. 7 )  l g | * |  =  V l g ( - - V )

e) lg* + - = 20;
log v 10

19. Решить систему уравнений:

a)
J 5V v = 1

= 6 ’

6) | lo g 17(3v + 2 ')  = I 

3 ' + l - 4 •  2’ = -5  ’

e)

г)

log: .Y + 5l,,-‘ ' = 4

I A' =16 

[ lg x + lg y  =  4

<»

e)

2 ' - 5 ' = 40  

j_5'v -2 ' =250

[3v-3-' =81 

]3' - 3 '  = 24lg jc — lg v  =  6

20. Решить неравенство:

а ) log3(.v2 + х + 1)>1; d) log; (.v2 + A--6)- log ,( .v  + 3 )<  1;

б) log^(.Y2 ~x)<2; e) lg2A-<lg* 5 - 6;

«) log(V5-i)C3 -  6^) > 2; ж )  log,(4' - 5 - 2 '  +13) >2;



O T B E T b l  K  У П Р А Ж Н Е Н И Я М

ГЛ  A B  A  I 
Э Л Е М Е Н Т Б 1 Т Е О Р И И  М Н О Ж Е С Т В  И 

М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Й  Л О Г И К И

§ 1
1 . а) б)

2. 8 чсловск. 3. а) [-5; 5]; б) -1 ) u  (-1, 1) u  (1, +°°); в) 0]; 
г ) ( 1 , +«>);<)) [-6 ; 9) u  (9, 10). 4. a) А={\, 2}, 5={3, 4}; б) А={\, 2), 
В={3, 4,..}; в) А = {\  i, 1 ,2 ,3 } ,  Л = { Д , 1}. 5. a) A u  В: $ШИНИҚ ; 
6) А Г\В\ e) (А u  В )  n  С: »//////////^— •

6. а) б)

l .d )  ( - 1 , 1]; б ) [ -  VTo“, VlO- ]; e )  [l,+°° ] .  8. Пусть \ g A \ B ,  тогда 

х е Л  л  х е  В .  Слсдоватсльно, x s A  л  х £  Е \ В .  Поэтому x g A  г л В  

Такпм образом, A \ B ( z A n \ B  Аналогично доказьшается, что 
А г л В а  А \ В .  9. Если A n \ B  =  0 ,  то доказательство очсвидно.
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П у с т ь Л п # ^  0 .  Предположим, ч тоЛ  п В =  {С|,С2,...,С/} и A = 
= {а\,аъ...,ап̂ 1, c i,c2,...,c/}, В= { b\,b2,---,bk~i. с],с2, . Тогда 
A\jB={a\,a2,...,am-i, c],c2,...,cib\,b2,...,bk-i }. Откуда п (А иВ ) = 
( т -  Г) + I + (к-  !) = т  + к - 1 -  п(А) + п (В ) -  п(АглВ).

l l . o )
/  1л 

0 ;з
1 2 

u |  3 ’ 3
; б) (-о°; -2] u [2 ;  +°° ); в ) ( - ~ ; - л / 2 )

u ( - V 2 ; - l ) u ( l ; V 2 ) u ( V 2 ; + ~ ) .  12. a) A = {1, 2, 3, 4, 5},
В = {  1,2}; б)Л = {2},Я={2}. 13. а) Л п С = 0 ; 6 )B k jC :  ;
в ) Л п Я п С = 0 .

15. a){0};6) - y jа 2 + b 2 ,-Ja 2 + b 2 ; <?) [0,2 ] . 17. Пусть A

множество, состояшее ш  п элеменгов. Тогда известно, что числс 
подмножсств ш  к элеменгов равно С„к Поэтому, число вссх 
подмножеств равно С„°+ С„' + ...+  С„" = (1 + 1)" = 2".

310



1. а) число 28 дслится на 7; л; и; б) 4 > 5 ; и ; л .
2. a) 1(4 < 0) = 4 > 0, нст; б) нет, поскольку кроме тупоугольнмх 
треугольнпков, сушествуют и трсугольники с острьш углом.
3. a) a > b, б) a > b. 4. а) (а ■ b  Ф 0) = (а Ф 0)л ( b  Ф 0); 6) а ' + b 2 = 0 = 
= (a = 0)л(6=0); e) |я|=3 = (a=3)v(a— 3); г) |о|>3 = (а< -3 )v  (а>3);

<)) — Ф 0= (а Ф 0) v (b = 0). 5. a), б), в) -  истинно, г) -  ложно.
b

6. Формуль1 принимают значение 1 при следуклцих значениях 
ncpcMCHHbix: а) Р  = 1; 6) Р  = 1; в) Р  = 1, Q = 0, R  =1. 7. a), б) - 
гавтология; в )  - противоречие.

8. a)

§ 2

р Лр Pa I f 1 (Рл 1 Р)
1 0 0 1
0 1 0 1

A в A =>5 В =>А Л < = > 5 (А = >  В )л  (В =$A)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1

1 0 . a )  6 < 3; и; ji. б )  сушсствует четное простое число; л; и.
11. rt)l (6 < 9) = 6 > 9, да. 12. a )  a  < b; б) a  < h. 13. a) (a- b=0) =

= (a=0)v (6=0); 6)— =0 s  (a = 0) л  (b Ф 0); e) |a| < 3 = (a > -3 )  л

л (a < 3); г) a2+ b2 Ф 0 = (ci Ф 0) v  (b Ф 0). 14. a), б) -  истинно; в), г)
- ложно. 15. Формуль1 принимают значенис 1 при следуюших 
зиачениях переменнь1х: a) Р=\, Q =1, R = 0; б) Р  =1, Q = 0, R = 0.
16. a) -  противорсчис; б), в )  -  вьшолнимьк:.

17. б)

р Q 1 я р <=>0 1я«1 Q (Р <=> Q) <=> ( 1 Р<=>1 Q)
1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 0 0 1
0 0 1 1 1 1 1
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18. г)

A В с AvB A vC ВлС Av (Ba C) (AvB)а (  Av C)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1 I
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

О т в е т bi 
к упражнениям для повторепия

1. а) А\В = А,В\А = В, A l B  = {1, 3, 5, 11, 13, 15}, А пВ  = 0 ,  А ' = 
= {2, 4, 6, 7, 8.......  20}, В '  ={ 1,.... 10. 12, 14, 16, 17, 18, 19, 20}
2. а) Vx (де ((A\B)\Q <=>((*£ (Л\5) л  x t  Q  « ( ( * 6  А) л  (.vg В) л
л (х  g С ) ) «  (((х  gA) a  (х е С ) )  a  (x g  5 ) )  <=>((a e ( A \ Q )  a  (a  g 5 ) )

/  j---
<=>((* £(Л\С))а(х g(5\C))) <=>* e((A\Q \(B\C)). 3. a) 3 1 u

u  [2; 3] u
i + V2T

6) ( -  00; 2) u  [4; + 00); e) (1; + °°);

<?) (i; + “ )• 4 (>)

?)
3 - V l 7

;0

, I ; 6

u 3;

; 6) 0 ; «) 

3 + лЯ7

5 - V 2 9
U

■ л/29

. 5. </) (A =>1 5) =* (5 => 1 /1) =1(1 /lv

v ]  5 )  v ( ]  5  v~| A) = 1; 6) A a  (A <=>5) => B = /1 a  ( ]  A v  5) a  (.4 v  
v ]  5) =>Z? = Л a  Я => 5  s  ] (Л a  5) v 5  = "| Л v 1 5  v 5  = 1 Л v 1 = 1.
6. rt) Л=>5 = 1. Пусть 5 = 1 .  Тогда для любого С (1 => Q  => (A => С)= 
= 1. Если жс 5  = 0, то из условия A = 0. Тогда для любого С (0 => 
=> С )  => (0 => С) = l ; «) Если 1 A  = 1. го A  = 0. Тогда 0 => В  = 1.
7. Рассмотрим прсдикатм, опрсдслснншс на N \ {!}■ а) пусть .1 (a )  

означает «.v -  составнос число» и В ( х )  означаст «а -  простое 
число». Тогда А ( х )  v 5 ( a )  = 1; б) пусть А ( х )  означает «v -  четнос 
число», 5(a) означает <cr -  нсчстное число». Тогда А ( х )  л  В ( х )  = 0. 
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Г Л А В А  I I  
Д Е Й С Т В И Т Е Л Ь Н Ь 1 Е  Ч И С Л А  

§1

3.2 , 3 ,5 , 7, II , 13, 17, 19, 2 3 ,2 9 ,3 1 ,3 7 ,4 1 ,4 3 ,4 7 ,5 3 ,5 9 ,6 1 ,6 7 ,7 1 ,  
73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109. 5. Да. 7. 397, 401, 409, 677, 701
-  npocTbie, 403, 679 -  составнме.

§ 2

2. 6) Если /7 = 1, то З 1 > 1. Пусть 3* > к. Докажем утверждение 
upii п = к + 1. Имеем 3*н 1 = 3* • 3 > к У > к + 1. 5. а) Если п = 1, то
1 = 12 Пусть 1 + 3 + 5 + + (2к-  1) = к2 Докажем, что 1 + 3 + 5 + 
+ + (2(А-+1) -  I) = (A+l)2 Имеем 1 + 3  + 5 +  + (2(А + 1) -  1) = 
= к2 + 2к +1=(/г +1)2 7. ci) Если п = 1, то (1-1) 5. Пусть {k* - к) : 5. 
Докажем утверждение для п = к + 1. Имеем (к +1)5 -  (к +1) = к5 + 
+ 5А4 +10А'3+10А-2 + 5А +1 - к-\ = ((£5 -  к) + 5(/r4 + 2к} + 2к2 + А)) 5.

§ 3

1. ci) 25-5; б) 2-13-19; «) 11-91. 2. б) 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 
191, 193, 197, 199. 3. а) 12,168; б) 9, 217; в) 24, 1170. 4. 6, а именно: 
20. 40, 140, 160, 220, 260. 5. а) нет; б) 8; в) 3. 6. а) 2520; «) 138600.
7. 1.8. 223650. 10.«) 1009. 11. а) 1259, 1277, 1279, 1283, 1289, 1291, 
1297. 12. a) 8, 624; б) 30, 2418. 13. п = 20. 14. a) 1; б) 71; «) 60.
15. а) 3276; б) 1116; e) 67818. 16.23. 17. 4272.

§ 4

1. a) q = l , r =  150; б) q = 1, r = 0; в) q = 0, r =100. 4. a) 20320 s  З20 = 
= (З4)5 = 815 = l 5 = l(/»od 10). 6. a ) q  = -2, /• = 2; 6) q = -  4, /• = 1.
9. licjin число делнтся ма 3 и на 4, то такое число дели гся и на 12.

§ 5

1. t/)10,8. 2. я) 1,874999...; б) -1,(703). 5. a) 4,63479... < 463497;

б) 15,5= — ;<?) -  2,4833...> -  2,5829.... 6. Например, -= -= 17 ,333 .. .
4 0.3 3

7. а) — ; б) 101—  8. а) 84/275. 9. a) 0,4285714...; б) 0,(0); 
99 90

«) -0,3928571. 11. а) - 16,0010...< -  16,0001; б) 0 < 0,000005....

12.«) — , о ) 3 2  —  .
II  33
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5. 1,732. 6. a) 3,146; б) -1,486. 7. 4,3778. 8. a) 0,564; б) 1,04; в) 0,15; 

г) - 1 ,22. 10. a) ^  л /Қ р /б  . + 13 _ lj734i

14. a) 2,039; б )  -1,014. 15.-0,9137. 16. a )  1,4; б) -2,2; в )  2,37;

г) 0,91. 18. я) V2(V9+V6 + V 4);6 )  ^ 2 - 1 ; e) 3V J - i

О т в е т bi 
к  у п р а ж н е н и я м  д л я  п овто р ен и я

1 .1 ,3 ,  5, 7. 2. 24, 25, 26, 27, 28. 3. /; = 3, 9, 27. 4 .р  = 3. 6 . Если п  = 1, 
то 151 =15 = 7-2 + 1, r =  1. Пусть 15* = 7 т  + 1. Если п  = А' + 1, то 
15*4 = 15* 15 = (7 r n + \ )  15= 7(15 т )  + 15 = 7(15 т  + 2) + 1, /■ = I.
10. d. 14. х = Зк, Мк е Z. 15. Применить бином Ньютона. 16. а)

^ - ( V I T + V 3 ) ( V i I + 3 ) ; e ) 3 - V 2  ;г) \ - Л \ д )  S - 1 ;  е )  Л - - J s

17. о) 2; 6)1,5; г) 2,4. 18. а) 32/99; б) 0,8; e) 387/495.

Г Л А В А  I I I

К О М П Л Е К С Н Ь 1 Е  Ч И С Л А  И Д Е Й С Т В И Я  Н А Д  Н И М И

§ 1

1. а )  Re{a) = -3, Jm  (a) = 7; в ) Rc(a) = -2, Jin  (a) = -5; d ) Rc(u) = 0, 

Jm (a) = 3. 2. <7) a  = 4 -  5/; e) a = 8/;г) a = 7. 3 . 4 - 3 /  и VT6-V9/

3 + 4/ \flT  +\fbTi. 4. д) a = 5 + 3/; e) a = 1 + / , d) a = 7.2:

ж )  a = 4 + 3/. 5 .«) - 3  + 2/; e) 0; ())16;.ж) 3 + / 6. a) -1  + 2/; «)

/; .ж-) 34 + ^  + i 1. d) -1 2  + 3 4 / ; e)6 + 2/;  Э)
/  /Г\

2
j  \ J



«) 0,5+ 3,5/ 11. a)(a+  3bi)(a-3bi); e) (4a + l4 lb i) {^ a  - 2y[ibi)\ 

c)) (2л/2я + Зл/362/)(2л/2«-Зл/зЛ2/); ж )
n \( п

a 2 + -Jl~\b2i a 2 - y lU b 2i

13. a)  9 + 7 / ; e) 28 / ; <)) -  3 + 10/ 14. a) -  7,5 + 7 ,5 /; e)0,62 -  0 ,34/;

d)  —  + —  / ;  j/c) - - - /  15. a) - 5 - 1 2 / ;  e) 24/; Э) - 2 - 1 ,5 / ;  
221 221 8

ч 72 154. 1 13. 37 41 . 7 11.
j /c )----------- / 16. a) — H— / ; б ) —  +— / . 17. (—2;3), (—2;—3). 19. —I— /.

289 289 15 15 50 50 5 5

§ 2

1. ci) lot! = -Лз ; (?) lal = 2 ; <)) |a| = 10 ; ж )  loti = 2 ; n) loti = 1 ; k) loti = 13.

2 . a )  <p = - ;  
6

<))2

, 5я 
(?) cp=— ; <)) <p =  0 ; ж )  ф = 11я

a  =  l 4 l

/

cos
5тг 
—  + /

. 5я 'j 
s in —  ; e) a  = 2 •

(  11Я
C O S -------h /

. 1 1Я   ̂
s in -----

\ 4 4 J I 6 6 J
7я . InCOS--- Hsin—
4 4

; ж)  a  = VTi 1 1я . . 11яcos----+ ; s in -----
6 6

, In  . In
; w )a  = co s—  + /s in  —  

4 4

ч л/з", 5я . 5л. . 13я . 13я
4. a ) a , - a - , = — (cos —  + / s i n — ); e ) a ,  a ,  = cos-----+ ; s i n ------.

1 - 4 12 12 12 12
 ̂ л n * Я Я5. cj) —p=-(cos---- 1-1• sin— ); (?) cos—+ /-sin—. 6. a )  243-(cos—+ /-sin—);

V2 24 24 4 4 3 3

(?) 8-Jl-(cosn + i-s'mn)', d) cos^+;'-sin-^. 7. a) cos3cp = 4cos3(p -  3coscp ;

6 )  sin Зф = 3 sin ф -  4 sin 3 cp ; г) sin4(p = 4 cos3 (p ■ sin cp -4 c o sc p  ■ s in3 cp .

8. « )-4 / ;  e) 4. 9. a) a 0 = >/2(cos^ + /-sin—),a, = V2(cos—  + / sin— );
6 6 6 6

2я

ч 71 . .  71 71 71 - л -\f~(>) a ,  =cos-+/*sir>-, a, = -cos— /sin—. 10. v a  = a n =2 
8 8 8 8 ^

x 2n . . 2я л
cos---- 1- / sin—

9 9

a ,  =21
8я . 8яCOS----h /Sin---
9  9 ,

/ 8я . 8я л 
cos—+ / SI n—

12 12

, a 2 =2

a ,  = t/8

14я . 14nCOS---- + /sin-----
9 9

;^ /a=a0=t/8
n . . n

COS— h/Sin— 
6 6

14я . 14я) 5я . 5л
cos------Hsin—  ,a ,= v q  co s-+ /s in —

Ч 12 12 J ^  3 3

12. a) ,V| = —2(1-л/з ) /, ,V2 = -2 ( 1 + V3 ) /; e) jci = 4/ + 2 y f l  /,

oc, =л/8 

12.

\'2 = 4/ -  2 i; 13. «) a !.: = ± yf\l , a 3,4 = ±1.
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О т в е т  bi 
к упражненням для повторения

1. а) 52; в) - —  . 2. а) -  + — / 3. а) 32/; e) -256/. 4 . а  = 1:
2 9 9

a  = cos0 + /sin0 . 5.а) Re(a) = -7 /2 5 ,  Im(a) = 24/25 , (?) Re(a) = 0; 
42

Im(a) = -1 6. a )----- ; б) -18/. 7. a) прм ,V|=I, vi=2; *-.=2, v = l ; Ai=l,
29 '

y3 = - 2; x4 = - 2, V’4 = 1. 8. a) a'i yi=l/2; ,v2 = - y2 = 1/2; 6) a = 6,

y = 5. 10. a) 4-\/6(cos25° + /sin 25 ) 11. а) 5(cos70’ 4- /sin70~)

12. я) 16(1+ л /з/); 6 ) -1 ; e) ( j  / 13. c/)Z0= - 3 + 1/2; Z ,=

= - 3(cos5n/6 + /sin5 л /6 ) ; e) Z(, = 2(cos л / 12 + /sin л / 12), Z, = 
= 2(cos 7л/12 + /sin 7 л /1 2 ) , Zi = 2(cos 13л/12 + /sin 13 л / 12), Z; = 
= 2(cosl9n/12 + /sin 19 л / 12). 14. a) Z, = 1- /, Z2 = /; f>) Z\ =  1+ /, 
Z2 = -2/. 15. a) Z, = 3 -  /, Z2 = -1 + 2/; б) Z, = 3 + 7/, Z2 = -3  -  3/.

Г Л А В А  IV  

М Н О Г О Ч Л Е 11Ь 1

§ 1
4. a) 10 ' ;  «) - 3 ;  d) i  ; лс) 225; w) - y  8. a) <7-*; e) ZT10; d) * V ’;

j/c) 1 /8 ]а '  9. a) b / a ' : e) 4a10//’ 10. a) ; r;) b - a .

e) г) 1. 11. a )  3/16; 6) 13.
a~b~

§ 2

1. e) —crh4 <?) —6x4y 6 2 . «) За‘|_г(’: ’) - 3 я 5/га-6 3. л) 64«'"7)П

(?) — 6дй у 1 4. л )  — 0 , l , r 4y fi; e)  ,v4y 4 5. «) 27.гл \ II) I 5 15(? ) —а п с

6. d) - 0 , 2 1 6 in ’i f  (?) b*xAу и' .1. a) ( 1 1 « 3) ‘ ; « ) - Л ’
v 3 у

8. a) a: " У

(?) — 1 / 2/77S/74 10. а )  2(72а 3 + а 4 — а2х' ; <5) 16 x i '2 - 1 6 а "  г. 11. а) 107.
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12. ci) - 8a 5 + 17«4 -  a 3 + 3 a - l  13. a) 0,2a2 + 0,35a + 1,2 ; e) 2xy-4x2 
14.a)-4x+2;«) 2 a3. 15.a) 7x2 -2 0 x ;e )  ax2 - 8a 2x 17. a)2x2 + 2x + 4 ; 
«) 1,6.r2 + 5,5 . 20. a) P(x) = Q  (,v)(x + 1) + 2; e) P  (x) = Q (x)(x2- lx  +7) -
-  7x -  4; d) P(x) = <2(x)(4.v3 -  3x: +12x -  44)+ 316.v2+32.y -  7; ж)Р(х)= 
= Q(x)[lx2 + л')+ 4x3 -IGv2 +3.V+6. 21.a) 4x 2 +11* + 15; e) 2x1 + 4x2 + 1
22. a ) - 4 2 ;« )  50.

§ 3

l .e )  0,25.yV +0,2л-У+0,04a-: v2 2. в) (9.r3y-0,6a)(9x3y + 0,6a).

3. e) 3b -(3b - 4 a 2) .  4. e)
1 / ,  , , л

— x + — y 
3 5

—  X ' ------ -TJ’H------V"
9 15 25'

5. e) 27x 3-
J

- 1 08x2 y  + 144 XV2-  64y 3 6. a) 128a7 + 1344a66 + 6048a 5 b 2+ 

+ 15 120a 4 /> 3+ 22680a  V  + 20412a 2 b 5+ 10206 a 6 6+2187/>7

б)a3+3(a2b+cilT +СГС+СК? +b2c+b<?) + babe + c 3 7. a)252-305a uV °

8 . - 7 9 2 -(3a)7 25

§ 4

1. a) x + 1; в) 1. 2. a  = 2. 3. a  = 4; b = 0.

O t b e t  bi 
k упражнениям для повторения

I. «) 5; d) 2; ж ) -  2. a > - 0 ,3 9 x V z 6 в )- х 3у 5г*. 3. a) 2a;
2 4

«)5w4 + /;2 4. a) 5a6/;4 -  12a7/?5 e ) -  —  a 5x 7 + —  a 4* 3 + 29a6x <’
7 5

5. a) — a 2 - 1262 « ) - a 2 - 9 / r ;  <3)-15c2 + 38afc+бсх-ВЛх-24c/2
12 4

6.a)(2/7A' + 5w)(3/»A'-7/?2);e)(a-36)(5>, + x).7.a)9900.8.a)(a + l)(a  + 2); 

«) (a + 8) ( a - l ) .  9. a) (x- l)(x2 + Зх + з ) .10. a)3(a + b)(3b-ci);

в) (2a -  3/;)(4a + b) . 11. a) 7,73; e) 8^  12. a) (a2- a - l ) ( a 2- a  + l).

У казап и с :  a4 - 2 a 3 + a 2 -1 = a 2( a - l )2 - l 2; 6 ) {c 4 - c 2 — l)(c2 + c  + l)x

x(c2 - c  + l); 6' ) ( a - / )  + l) (a2 +b2 +ab-a-2b + \)', d) 4ab(b-a)(b +a).
13. У казаиис: возвсслн вкуб c - -(a  + b). 14. a)32a~ -24Cb4 +72(b3 -
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-1080a2 + 810^-243  15.—  16. 13 • 17 ■ 19 • 44х:н Y J.a )x 2-2x + 5
32

и R = -3; в) 2хъ - 4х2 + 3x-5 и Л = лг-12. 18. п> 4 19. n=4Jfc-l 

где к -  натуральное число, пФ1  20. а) = b =

Г Л А В А  V  

А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Е  В Б 1Р А Ж Е Н И Я

§ 1

1. а) хе R, y e  R, х ФО, х Ф - у  \ б) хе R, y e  R, |.т| Ф 2\у\ ; г) хе R. 
у€  R, х Ф 4, ,v Ф - 3 ;  д) х е  R, y e  R, у Ф 5 ; е)дге R, y e R , x ^ - y

2. а) ——; в) Х ~ Зт ; д)—  3. а ) а - 3 ;  в ) 2 - а  4 . а ) 4 _1
2 а ,v + 3w 6 - 1  д г - 9

g) , flft , 5. а ) - ^ — ; e ) 2 T̂ ^ 6. а ) ^ ;  в)(а + б)- ( * - ; - ) •  
а " - / г  f l--Zr -v+1 3

,, ч {a + 3 b \4 d  - с )  ч 2 я - 6  + 1 я /; 4а6
7* a) -------V ; ---- L\ «)------------. 8 .  а ) ----- - ; e ) 2  9. а) , ;

с +  4с/ з д-+у + 1 a + b а —b'

ч 2о-1 
2а(2а + 1)

§ 2

1.6)21. 2. а) 20; e) 2,1. 3 . 6 ) 9  4.6)108 5.a)2ab2 a) 2a V
5 I

6. a )2 a 2 b2; «) 2a; d) 2c. 7. а) a£; e) — ; Э) . 10. a) a h ; e) c-
У У

I I ,  I
d) x. 11. a) a 2 b6 ; e) xyl 12. a) a 2 + 6 2 ; e) —j----- -  13. a) —

i  i  a
m ■ - n 1-

e) a  +p. 14. a) -  x; e) — —— . 15. e) a 2 b1 d) a 2 b ; ж ) а ъ b



1. a)*j2 , e ) — 2 . а ) 4 ; в ) 2 а 2 3. a)l .  5. в)7 + *1б ; 6 .o )-6  S.a)ifa + lfb 
2

в) tfa2 - ifa tfb  + 4T2 9. a) -tfb  ; e) 1. 10. a) — 11. a) tfa2 + 2 ;
a

e) 2. 12. a) Зл/2 13. a)xy(x} + 7 3). 14. a) 2 + ,/б~-л/2;

«) if) -V 2T+ ^49" 15. a ) 4 a  + -Jb 16. a) a; в) .
a — 2x

О т в е т н  
k упражнениям для повторения

к  16a2 + 12ду2 +9у4 e ) 6 2 + 2 6  + 2 2 . a ) b ^  4 .о ) -1 ;
3 v + 4.t 2<я -  3

ч (За-4/>)(6 + 2) ,  ч 1 ч 1 -  ч a + a0'5b°-+b<?)---------- ------- - .  6. а) ------; в) -------  7. a) -------—-----—— ;
b-2 х + 2 х + у а0'5+b°->

A
• 7 _ 0.4 1

—if"— -----Г ■ 1 > m e 0 < a < 2; при a = 1 . 10. 0) a + b,
- - - 2a-cT

h" - a sb7 + a-
где a > 0, b > 0; 6) a + b, где a > 0, b > 0. 1 1 . 2(b + a), где a > 0, b > 0, 
a * b 12. a, где a > 0, b > 0.

Г Л А В А  V I

А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Е  У Р А В Н Е Н И Я  И H E P A B E H C T B A

§ 1
1. a) да; б) нст; в) да; г) да. 2. a) {—4; 5; 11}; б) {-5, 5; 5}. 3. а, б, д, е;
в, г; ж, з. 4. а) да; б) нст; в) да; г) да. 5. a ) {-1,25; 4; 8};

б) {— 0,5; 0; 0,75}. 6 . а, б ,г,д , з.

§ 2

l . o )  {-1-V2 ; - 1  + л/2;з}; б) { -  2,5}; в) {-2,5; 1; 1,4}; г) | - l ; 0 ; - j

2. a) { - 1 ; - 3 ; - 5 } ;  б) { -1 ; -0 ,5 ;2 }; в) { l ; г) {2; з};

д) { -1; - 2;-3}. З .о )  {-73;73}; б) {0,5}; e) j-0 ,5 ;3 ;-^ j;

§ 3
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г) {-0,25;-0,2;-2}. 4. d) |-VVTo-3;VVTo- з | ; б) |о^4+л/23;д/4+>/23 J .

5. a) {з}; 6) {-0,5}; e) 0 .  6. a) 0 ;  6) {0; l}. 7. a) {2; 5; — 5; — l};

6 ) | - 2 ; 2 ; ^ ; - i J ; e )  j - 1,5; -1; 1; j j  ; г) - 0 , 5 ; - 1 ; 4  . 8. a) {2}; 6){l};

e)

6)

9. 17 л/29Т 17 V29l 
*2 2 ’V 2 2 r

10. a) [з-Уз з+Уз 1 

2 ’ 2 Г

■ i - J s  - 1  + V5 5 - V 29 5 + V2 9 ]

§ 3

1. л){-3}; б) {о}; в) {о}; г) {27 }; t)){5}. 2. д){-4}; б){- 7}; e){4}; г) j y j  :

<)){-7l}. 3. о){10,25;30,625}; б){-3;5}; e) { Z L | i i }  i гН9;5} 4 '

5. a) х~ + .V - 6 = 0 ; б) - 2.V-15 = 0 , e) х~ -6х + 7 = 0 ; г) х~ - 5 = 0
6. а) х2 -вх+2 =0 ; б) .t2 +10.V+22 = 0 ; в) х2 -.v+2,75 =0

§ 4

1. a){-l}; б){-1;З-л/8; З + л/s}- 2. «)(l; 

6){l}. 3. а )0  ; б)
|1+лЯТ+^5 + 2лЯТ'

в )0 ;  г) f — 2; 1,5; 1 ^ 4. a ) { - I; 2; 0,5};

( Д 2 Г  + V0J 6 8 4 ) (7 ^ 2 7 -^ /0 ,1 6 8 4  ) ]
5. я) J 0,1 15 +

6 . o){l}; б)\ 1; 2;

J

5 ){ - |} .

6) 0

-5+-ЛТ -5-лДУ]
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.){-!; 3*272; 3 -271} ; г) J - 1; I; 4. й){5};

б){-4 ; - 2 ;  1;3}. 5. 6){l; 5}. 6. o){-3;l};

б) {- 6; -  2; -  4 -  л/б ;-4 + л/б }.

§ 6
2 3

1 . a ) 0 ;  б )\- 2 ; y ; j ) ;  e){l2}; г){-10;0} 2. л){-6;0}; 6){-5;0}.

§ 7

1 . o) меиьше; б) равно; в) больше; г) меньше; d) меньше; е) больше.

2.а) нет; б)да; е)да; г) нет;<))да;е) да;:>/с)нет.3.с7) <л/2 = а/4 <V3 ;

6 ) 1 , 0(9) =  1,1 <  — ; « ) i - L  <  l — <  1— <  1— ; г ) - ^ / з < - л / 2  =  - \ Д  < - * / ?
9 3 2 9 7

4. Все равнь1. 5. Все равньг 6. о) равно; б) меньше; в) меньше;
г) меньше; с)) меньше. 7. а) меньше; б) меньше; в) меньше;
г) меньше.

§ 8

1 .а ) 5- оо’ --
’ 3

; б) (-3,5; +°°); в) 1— оо' —
’ з

е) (-оо; - 8,2]; oic) [1,25; + °°);з) f 11
4 ,+0°

; г) (—7; + °о); д)

; 11) ( - 00; +оо). 2. о)

31

б)

<?)

133
108

1007
108

102
53

; г)

+оо 3 .  а) ( - o o ; l ] U

/
/  1212 оо* ------
v ’ 305 ,

\

11 +оо

; д)
265
94

з ;+ °°
; б) (-«>; —5)U(l; + °°);

«) ( - 00; l|U[l0; + °о); г ) 0 ;  d) 0 ;  е) 0 ;  э/с) (-<»; б)и(б; + °°).

4. а)
-1  -  Vhw

u
-1  + л/109"

б )  ( - ° о ;  + ° о ) ;
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в )  (l5 - 2л/37; 15 + 2л/37); г )
-  3 — V1089

10
U

-3 + V1089
-; + 00

d) [ - T = ° l
. 5. a )  ( - 00; 3,5); 6 )

( 23 '1
— OO*--------» , , ; e )

— 00• ■—J
3 1 1 ) 4

\  /

и
^11 + л/Го5

^)0;<3)
f  1 3 - V 197 ^

u
^13 + Vl97

; + °° — oo* ■ ; + 00
4

V /
2 i

и

; е ) 0

§ ю

1. a ) - 4; — 
7

U[5; + oo); б) 11
— ; -1 

7
U(6;+°°); (?)

г) (-°°;-0,5)и[5; + °°); <Э) (-°°;- l]U l7;+°°);  е )  ju ( 2; + °°);

л с )  (0,25; l ) ;  3) U
V /

16
23

-1+00 ») U

U

«)

^ . 1 5 ^ 2 7 ]
; к) (0; 0,5) U(l; +°°). 2. о) (0,5; + °°); б)

85
78

; г )  0  . 3. о )  1; б )  0; e) 4; г) 4. 4. я) 0; б )  0; «) -4 ;  г) 0; с)) 1. 

§ 11

1 . я ) { - 3 ; 7 } ;  6 ) 0 ; (?){2,5}; г ) | - у ; - 2 | ;  r»{0.5}; e) | - 2: - - ^ J

л с ){ -0 ,2 5 ;1 } ;  з ) 0 ;  i/){l;5}; , c ) { - A ; i } ;  r' ) 0 ;  -'/)(— ;0].

2. о )[-3 ;7 ] ;  6 ) ( - ~ ; - 9 ) U ( 3 ;  + ~ ) ;  r?)0 ; г) (-«»; + 00); ,))(-«,; 0,4]U

U[l,2; + 00) ;  e ) — OO' —
’ 3

1л oo*---
v ’ 1 J

U(l; + 00); a )  (-  2 ; O); k)(-k>; +  oo]. 3 . a )

7

1 - 3

U

1 1 1 ' I 2 2

e )  { - 2 ;  0; 2;4}; г ) 0  4. a )  [ -0 ,5;  + <«); 6 )

e) (0,5;+°°); *)(-oo;-8]U[lO; + o o ) ;d )0 .
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§ 12

1. а) да; б) нет; в) нет; г) да. 2. a ) (l;2); б) (-3;l). 3. a) (2; 1; 3);
б) (2СН). 4. a) ( 2 ; - l ) ;  б) fc-3). 5. a) 14; б) 25; e) 34; г) -6 ;  д) 0;

е) -14; ж )  0; з) 0. 6. а) (3;l); б) (-^l). 7. d) (2 ;-1 ;3 );  6 ) (2 ;3 ;- l ) .
8 .« ) (3 ;-2 ) ;б )  (3 ;-1).9 .а)35;б)^;в)0;г)32; d)-6;e)0. Ю .а)(2;-1;3).

§ 13

1. а) {(2; l), (2; - 1), (-2; - l) ,  ( -2 ;  l)}; б){(5; 3 )  (2 ; 6 )}
2. «){(4; З), (4; -З), (-5; 0)}; б) {(2; l), (l; 2), (— 2; — 1), (— 1; — 2)} 3. а){2;3}; 

б) | з ; 2), (2; 3), (VlO + 3; -Ло - з) (Л О -3 ;  З + л/Ш)}. 4. а) {(3; 2), (2; З)} 
б) (1; 1). 5. я ) 0  ; 6){(0;3)l (3 ;0),(0 ;-3),(-3 ;0)} . 6. а )0  ; 6){l}; в){з}; 
i1) {2}. 7. а) точки, лежашие вьше прямой, проходяшей через точки 

(4;0) и (0;3); 6) точкп, лежашие вне окружностис радиусом л[2 
и центром в точке (0; l ) ; в) точки, лежашие ниже прямой, 

проходяшей через точки (3;0) и ( 0 ; - 2 ) ;  г) точки, лежашие ниже

параболь! у  =  -х1 +  2  . & а )  {(- 6; -  2 \  ( -  4; -  4)}; б )  J (4; 1),
2 10

9- о){(2; 1 } , ( - 1 ; - 2)}; б ){(4; 1); (l;4)}. 10. a)

б) {(l; 4), (4; 1)}. 11. а) |б; 7), (7; б), ( -5 + -/б; - 5  —/б][ (-5 —/б; -  5+л/б)}; 
б)( 1; 1). 12. о){(0; l\  (0; -2 ) ,  (2;0), ( -2 ;  0)}; 6){(l; 0),(-1;0),(0; - l)}

§ 14

1. ( - 6 ; 3 ) . 2 . f 4 ; - 1 . 3 . 1 . 4 . { ~ ; — j . 5 . { - 2 ;  1 } . 6 . [ 0 ; 4 ) . 7 . |_2 — л / Т 0 ;  1 J l j

_5; 2 + л/То _. 8. 1-л/Гз— СО' --------- .9 . 10. 10. f -  2;—1 . 11. 1. 12. 2
2

V J
4V -1

u

13. ( - 00; 2 0 ] . 14. - .
8
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1.о){-1;2}; б) {- 1; З}; e) {- - J l ; 2}; г) {69}; d){- 1; 1; З}; е) {- l}; лс){l}.
5){з}; " ){- l}; *■■) {з}. 2 . a) [l; 2); б) [3; + °°); e ) ( - ~ ;  l ) ; г) [2; + °°);

а)(-°°; -  б]; е) [4; + °°). 3. а) {5}; 6) {б4}; в) {- 6; 7}; г) ( -  -1

§ 15

д) {0}. 4. а)(-  1,5; 0,5); 6)

д) [5; + “»).
5 4

U f j ) ;«) [ 4; 1 ]U {2}; г) [0:16 ]:

§ 16

1. 24 и 16. 2. 3,5 кг шиеничнон и 4,5 кг ржаной муки. 3. На 20 %. 
4. 32 чел. 5. 10 км/ч. 6. 1375 км. 7. 840 км, 80 км/ч. 8. 40 м/мин. 9. 16 ч.
10. За 20 ч и за 30 ч. 11. За 3 ч и за 4 ч. 12. За 12 ч и за 6 ч. 13. 300 r 
и 500 г. 14.441 r. 15. 4 0 т и 6 0 т .  16. 15 т.

О т в е т bi 
к упражненням для повторения

1.{-1;1}. 2.{l}. 3 .{ - 1 ; - 3 ; - 5 } .  4. | - 1 ;  -  3 J . 5 . | l ; 2 ; 5 ; | } .

6.{l; 2}. 7 .{ 3 ; -3 ; -4 } .  8 .{ -4 ; -3 ;  2; 5}. 9 .{ -3; -  2; -1; 4}. Ю .{-3 ;-2} .

11.{-2; 1; 2}. 12.{-2; l}. 13.{4;5}. 14.{- 1; 5; 2 - 2л/2; 2 + 2^2}.

16.

17. J-2; 18. {l}. H . j - 1 ; 1; 2j . 20. » )” , й)-
1 17 
8

в) - -  21. o)-13; 5) 20; в) -7. 22. .v2 + 2.V-15 = 0 .23.д: - 4 . v - 1 = 0
2

24. (0;l)U(l; + ~ )  25. - 2 ) U  ( - 2 ; - l )  U 

U [-2; + “ ). 27. ( - » ; - 4 ] и Г‘ ‘ 'Л’

- ; 3  
v 3 ,

. 28.

. 26. ( -« > ;-б ]и

- I - S



38. (2,7; 6) 39.fl; 2). 40.
(  i \  /7  \2

— оо' — U 4 1 .( -4 ; -3 ) U [ - 2 ; - l ] U [ l ;2 ) .

42. {- л/2; 1 - л/5}.43. j —^ - p ^ J . 4 4 .  {l; 5,5}.45. {l,5 } .4 6 . ( - ~ ; - 2 ] U

U[2; + « ) .  47. | ~ 1+4— 48.  | - | ; i ; 2 j  49. (-oo;-l)U

U(0;+°°). 50. ( - o e ; - 5 ) U ( - l ; l ) U ( l ; + ~ ) .  51. (-<**-2]ll[-l;+~)- 
52. ( - oo; -  2)U ( -  2; o]U [l,6; 2)U (2; 2,5]. 53. [l,5;2). 54. ( - ~ ;3 ) .

55
Г1 „1

. 56. (j —оа —U -;+°°
_3 1 ' 4J l 2 ,

57.(1; 1; l). 58. (l; 2; 3). 59. {(-2;-l;3), 

(2;1;-3)| 60. -J (l; 3),(-  1; -  3), Ф ~ 2% ̂ \
61.{(2;3),(3:2),(-2 + V 7 ; - 2 - V 7 ) ,  (- 2 -  V7; -  2 + -Jl)}.
6 2 .{ ( 2 ; - l ) , ( - 2 ; - l ) , ( l ; - 2 ) , ( - l ; 2 ) } .  63. Ес.пи a = 0 , to  (-°°;0)U  
U(0; + °°); ссли аФ  0 ,  to  0 .  64. Ecjiii o e ( - ° ° ; 0 ) ,  to

!-  2 -  V - a ; -  2 + V~ o }; если a = 0 , to  {- 2; 2}; ссли a e (O; + °°), to

2 + Vo; 2 -V o} . 65. Если о е ( - ° ° ; 0 ) , т о  „г = - 2 о ;е с л и  о = 0 , т о  
,v6 (-<»; + «>); ссли о е (0 ;  + «>),то .r = 0 66. Если о е  (-°°; - 1), то 
ve (-o o ;0 ) ;  ссли o e [ - l ; l ] ,  то x e 0 ;  ссли o e ( l ;  + °°), то

— оо*.ve(0; + °°). 67. Если о е ( - ° о ; - 3 ) ,  то лге 

£/ =  - 3 ,  t o  .re (-«>; + «>); если о е ( - 3 ; + ° ° ) ,  то д е  

68. Если о б  {l; 4}, т о д е 0 ;  ссли o e ( l ; 4 ) ,  то ,ve 

ссли ое(-«> ; l)U(4; + °°), то хе

6 a -  1
если

6 a - 1  

ci + 3
-;+oo

12- З 0

12- З я\

69. {З}. 70. {2}.

71. {27} 72. {1,2; 2}. 73. {-45; 20}. 74. (-<*»;- 2 ) U  [205,5;+ ~ ) .  

75. (-°o; + oo). 76. [—2; 0)U(0; 2]. 77. (5; + °°). 78. Ha 38,8 %. 79. Ha

10 %. 80. 20 км/ч. 81. 15 ч и 10 ч. ®2. 60 м3/ч и 24 м3/ч . 83. 187,5 кг. 
84. 10 кг.
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Г Л А В А  V I I  

Ф У Н К Ц И Я  И Е Е  Г Р А Ф И К

§ 1
5 .о)0 ,2 ;  о) — 1,3. 6. e) ( -° ° ;0 )u (0 ;+ °° ) ;  г)[0; + °°) 7.

б) [1; + °°); (?) (-°°, 0)u(0, +°°); )̂ (-°°; 1) u ( l ;  + °°) 8. с/)3х4 + 3.V;
2 -

б) A + . 11. б) (-°°; - 3 )  u  (-3; 3) u  (3; + °°); г) {l}; t ) ) ( - ° ° ; - 2 ] u
,Y

u [ 2 ;  + °°); e ) ( 0 ;  l ) u ( l ;  + °°). 1 2 .  в )  (-°°; 1) u ( l ;  + °°); б))[1; + °°);

e ) [ -2 ;  + °°). 13. б) ( x 2 - l )2 14. /=  5 c, h = 27 м.

§ 2

3. >’ = 2.v+l. 4. y = —x. 5. y  = 2x2 -3 .  10. a = 2, x() = 1, i9(1 =1

11. [-4; 21],

§ з

l .e ) -2 ,  2; д) 3; e) -2. 3. a) убьтасг па (-°o;3), возрастастна (3; + °=).

в)убьтастна(-‘»; -  1) и на (-1; + ° ° )  13. a) 1; б) 2; «) —; г) 2.

I4 .c i)- fe  л/в,б) 1,7; e)0,2;,?)-2. 17. четпью-и), нечстнмс -  ci).

г). 18. а) б) 1, в) 1; г) 4.

§ 4

1 . 6 ) i ± £ l ; г ) ^ - .  2. б) (х + 1)1; г) .vft + 1. 3. /'(.v) = х 2 -  2 х . 
l - . v  .v

4 . / ( х )  = - х - — . 5. a) [-1; 1]; б) [-1; 0]; «)
8 8.v

0; -  
3

; г) (0 ;+ °°).

6. б) v = —Ух; г) у  = Vx - 1 + 1. 7. в) х 4 -  2 х ' ; г) 4х. 8. а) х~ - 

- 2х+  1; б) ,v: -1 . 9. Д х )  = х2 - 6 х  + 5. 10. / ( .v) = i . v_ - L
3 3.Y

11. a) [-1; 1]; б ) [ - 2 ; - 1 ] ;  <?)[-2;0]; ^ ( — ,0). 12. б) v= 2 - л /х Ч .

§ 5

1. Точка Л/( 1; 1) псрейдст в точку Л/'(3; -2 ).  точка Л;(2: 0) nc- 
рендст в точку N ' (4; -3 ) ,  точка А (2; -3 )  псрейдсч в точку
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A  (4, -6 ) .  6. Прп дамном прсобразованин точка В '  (3; 0) персходит  
в точку 5(2; 1), точка С ' ( 2; 1) псрсходит в точку C ( l ;2 ) ,  точка 
О '  (1. - I ) псрсходнт в иачало координат 0(0; 0). 8. При данном прс- 
обрачовании точка О' (2; 2) псрсходит в точку 0(0;0), точка С ' (4; 5) 
псрсходит в точку С(2; 3), точка D '  (1; 3) персходит в точку D ( - l ; 1).

§ 6

v = 0. 3. v = .v - 1. 4. r =  3.v- 3. 5.j' =  2y+2.7. б) y  =  x2 -4 .v ;

г)  y  = x 2 -  4 x  +  3. 10. .v =  3.y  =  - 1 .  12. б) x <  2 imn x  >  3; г)  1 <  .v <  2.

14. -2. 16. б)х  < 2; г) x < 1 ў  17. y  = 2r+ 6. 19. б) 2 < .v <3; «) д- =■ 0,

.v = 5. 20. д- = 4, v = 9. 25. a < 0.

О т в е т н  
к уиражпепиям для повторепия

2. п )  (—оо; — 4) u  (-4; 2) u  (2; + ° ° ) ;  e )  [0; 2) (2; + °°); ^) (—1° ° ; 0 ) u  

\j [2; + oo). 3. б) [ -  1; + °° ); e) (-°°; 1) и  (1; + °°); г) [ - 4 ;  + ).
4 .(7 )( -о о ;-3 ) ,  (-3; — 1). (-1; 3), (3; 5), (5; + оо); г)  (0; + ~ ) .  6. б )  убм- 

васт па (-oo; 1) ii па (1; + оо); г )  убмваст на -  2 ) ,  возрастаст na

(2; + оо) 15. f ( x )  =  x 2 - 4 .  16. а )  17. б )  (0; 1); r )  (0; + ~ )
IA1

19. Прп данном п рсобраю в апии  точка В '  (2; 2) псрсходнт в точ- 
ку В ( 4; 5). гочка С' (0; -3 )  псрсходит в точку С(2; 0), точка 0 ' ( - 2; -3)  
псрсходит в начало координат 0(0; 0). 20. v = - х  +  2 .  22. b  =  2 ,  с  = 3.
23. a  =  2 ,  h  =  -3 ,  с  =  0. 24. с  = 7. 25. b  =  ± 4. 27. б )  ( -1 ;  1), (1; 1). 
28. a  <  - 2  или a  > 2 .  29. b  = -1 .  Точка персссчения имест коорднна- 
t l i  д = 1, у  = -2 .  33. б )  2  <  х <  3.

Г Л А В А  V I I I  
С Т Е М Е Н И Д Я , П О К А З А Т Е Л Ь П А Я  И 

Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К А Я  Ф У М К Ц И И

§ 1
5 . ft) \ ii II; <’) 1 н III; ()) I; е)  I н III; ж)  l u l l ;  з )  I. 10 . .’) I четвсрть. 
Д аппая фумкцпя ие являегся четпой  и пе являстся  иечетно|”|.
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1 .а ) 3 ; б ) 4 ;  «)1; г)4. 3. 6) ( - 2; + »); г)(-о°;1). 5. a) 1; б) 2; в) 2;
о

г) 3. 6. б)а~\ г) xsi е) х 1 - r  8. а) (0; + °°); 6)(-3; + °°);
в )  [0; +  °о); г)[1:+оо). 10. б) 0; « )  — 1; i ) —2. 11. б )а :г )  1. 12. л <  1.5.

§ 2

§ з
1 .6)-4; г)2; е)А\ з)-1; и) 1; л) нет решенип; //) 2; о)0, 1;/;) — 1 ; 2 .
2. б)(1;2);  г) (2; 1), (3; 2). 3. 1 + 2^2. 4. 6) (-<~;-2]; г ) [ 3 ; + ~ ) ;
д) (-3;!); е) (-2; 1); ж )  0); z/)(0; + °°); к) (-<*>;-1)и(0; + °°)

5 . 6 ) ( - ~ ; - 2 ] .  6. б )1;г)1 ,2 ; е )1 ,2  7. 6) ; г ) (2 ;5 ) ,( -4 ;-7 ) .

8. 6) (-1; 0]; г) 0; — 1
; (?) (—°о; — 1). 9. 6)[2; + оо);

§ 4

1. д) -3; е) -4. 2. d) 2; е) 9. 4. «) — : е) - .  5. а) 6) -1; «) ,’) - .
36 2 2 6 3

6.6') 2; д) 2; е) 3. 8. а) 2a + Ь\ б) 3a + 3b\ «) a +1; г) a + b + 1. 9 . - ^ - .
2 a + 4

10. a )« > 0 ;  6)a>  1; e ) 0 < « < l .  11. 6) (-2; 2); г)(-°°; -  1) u  (3; + oo);
Э) (-«l)u(l;+o°); <?) (-ccr-2)u(l;+°°). 13.6)27. 14. 6) 3. 15. w) [0; + - ) ;

■> o
6) (—oo; + oo); «) (-oo; + oo); г) [I; + oo). 16. ci) —; г) —1; r)) —. 17. «) 0. 3;

8 3

г) 5. 18. 6) 1; t)) 2; e) 1. 21. ci) ------ ; 6) 2a-2b\ e)ci — b+ 1 ;•.’)« -  b~2.-)

22 .--------. 24. ci) (2; + °o); 6) (—°°; 0). 26.6) 2. 27. ci) (0; + oo); a) (-oo; 1).
3« + 2

28. a) x < —; 6) 2 < л- < 3 .
3

§ 5

1.г) d) log 29; ж )  ± ^log , 6; v) пст решемин; г/) 3; -/) ~- I;

/0 4,5; o ) I ,  49; /;) 3; /7)9; с) I .  4; „?) 1. 2. 6 ) f i ; i ] .  г)(1;2).
7 4 V2 2 ;
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3. 6) (0; 64); в)
( \ \ 
0;

v
{

; д) (2;5); е)
'  1л 

0; -
V  3 У

u(27; + ~); ж )  (3; 27);

з) нст рсшсний; и) log, — 
" 2 ; к) ■ °0; iog2 — 

6
U log-, - ;  +со 

'  2
1 24. {7)2, 3; г) 3, log2 56; е) log-,— , log3—; ж )  нетрешений; з ) -125;

18 9

к) 1,3; л) 1  3; м) 10. 5.6) (-3,1; 1,1), (-1; -1); г)(2;2), 1+V37;
7 — л/з7

е) (1; 1). 6. б) (-«- -7); <’) (-4; -  3) u  (4; 5); е)

з) (-оо; log53); к) 1
3

; л) [3; 12); м) [-4; -  2) u  (1; 3],

О т в е т  bi 
к упражнепням для повторения

2 .6) (—oor 2)u(2; +°°); г)(-1;+ °°); - l ] u [ l ;  + °°); з)(-°°;— -\/2)u

u ( - V 2 ;  V 2 )u (V 2 ;  + °o); к) [-1; 0 ) u ( 0 ; + «). 3. б) (— ; 3]; г)(0;1];
f) [2; + оо). 6. (5) 1,-2; <■) 0, 1; е) 0. 7. б)(1;0). 8. 6)0<а<\-

г) 0 < а <\. 9. 6) (-со ;0]; г) (-3; 3); е) ( - ~ - 8 ) u [ 3 ,  + ~). 12. 6)
V10

14. 2а+\ 
(1+1

,15. 6) (-<~;0); г )(-« .-8 )и (3 ;+ ~) .  17. о) [-!; + «»);

6) (-!;+«)• 18. 6)5; .’) -5 ;  ё) 100; з) 216; к) 1. 19. б)(2;3);
6

r)) (3; 1); е)(3; 1). 20. б) (-1; 0 ) u ( l ;  2); г) (3; 5); е) (100; 1000);
з) ( - 7  + log52; + co)
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