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С УЗ в о ш и

Ушбу китоб «Узбекистон» пашриётида чоп этилган «Олий 
математика аеослари», 1-томининг давоми булиб, олий матема- 
гпканинг аиикмае ва аник иитеграллар, куп узгарувчили функ- 
циялар ва уларнинг дифференциал хисоби, сонли ва функционал 
каторлар мавзуларини хамда оддий дифференциал тенгламалар 
курении уз ичига олади.

Бу китобни ёзишда хам а с оси й тушунчалар хамда тасдикларни 
содда, равон баён этил и ши га, айни пайтда математик катъийликни 
саклашга эътиборни каратдик.

Куп узгарувчили функцияларга дойр бобларни ёзишда, даст- 
аввал икки узгарувчили функциялар келтирилди. Унда бир уз­
гарувчили функциялардаги мос маълумотлардан фойдаланиш 
билан бир каторда улар орасидаги ухшашлик ва тафовутлар 
курсатила борилди.

Маълумки, назарий маълумотларни уздаштиришда намуна 
сифатида келтириладиган мисол ва масалаларнинг аха мияти катта. 
Дйникса бу хол оддий дифференциал тенгламалар иазариясида 
яккол куринади.

Укувчи дифференциал тенгламалар курси баёнида хар бир 
мавзу мисол ва масалалар билан та ьминланганлигини кузатади. 
Мисол ва масалаларни келтиришда хамда уларни ечиш усулларини 
курсатишда, а ввал содда, куникма хосил килгач мураккаброк 
мисолларга утиш принцииига амал килдик.

Муаллифлар китоб кулёзмасини укиб унинг сифатини янада 
яхшпда1и бораепдаги фикр ва мулохазалари учун Узбекистон 
Фанлар Академиясининг мухбир аьзоларн, профессорлар III. О. Али­
мов, Н. Ю. Сатпмовларга уз миннатдорчиликларини изхор киладилар 
ва китобнинг камчиликларини бартараф этишга оид таклифлари учуй 
китобхоиларга аввалдаи ташаккур билдирадилар.
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1-Б О Б 

А Н И К М Д С  И Н Т Е Г Р А Л

Куп  холларда функциянинг хосиласига кура шу функцияни 
топиш масаласини хал килиш л озим булади. Бу эса функцияларни 
интеграллаш тушунчасига олиб келади.

Ушбу бобда функциянинг аникмас ннтегралн, унинг хоссалари, 
интеграллаш усуллари хамда интегралларни хисоблаш билан 
шугулланамиз.

1-§. Б О Ш Л А Н Г И Ч  Ф У Н К Ц И Я .  А Н И К М А С  И Н Т Е ГР А Л  
Т УШ У Н Ч А С И

у =  / (х ) функция (а, Ь) интервалда берилган булсин.
1- та  ъ р и  ф. Агар (а, Ь) интервалда дифференциалланувчи F (х) 

функциянинг ,\осилиси берилган f (x ) га тенг булса, яъни
F '(x )  = Ц х )

булса, у уилда F (х) функция (а, Ь) интервалда f ix)  нинг бошлангич 
функцияси дейилади.

М и  со л  л а р. 1. f ( x ) =  х~ функциянинг ( — оо , +  оо ) даги 
бошлангич функцияси

f w = 4 -

булади, чункн

F ' (x )  К) .V -/(.V, .

2. /(.V) =  cos.v функциянинг бошлангич функцияси F (х) =  sin.v 
булади, чунки

F '  ( .V) =  (s inx )' =  cosx =  /(x ).

3. /(х) — y j l — x функциянинг [ — 1, 1] ораликдаги бошлангич 
функцияси

F ix )  =  — ^ д /(1 — х )

булади, чунки

_3_,
= -- |- • у (  1 — X) 2 • ( — 1 ) =  л/1 — X =  fix ) .
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Arap F (x )  функция (a . b ) интервалда Цх)  н и н г  бошлангич функцияси 
булса, у холда F {x )  -f С хам Цх) функциянинг бошлангич функцияси 
булади, бунда С — узгармас сон. Х,акикатан хам,

F ’ (x) = / (-v)
булишидан фойдаланиб

' ifiA-t +  q ^ P f . v )  = / (* ) ,
/'(Л-) -j- с  функция Цх) пинг бошлангич функцияси эканини топамиз.

Л е м  ма. Агар F (х ) ва Ф (х ) функциялар (а, Ь) интервалда Цх) 
функциянинг бошлангич функцияси булса, бу F  (х) ва Ф (х ) 
функциялар бир-биридан узгармас сонга фарк; к,илади.

И с б о т .  F {x )  ва Ф (х )  функцияларнинг хар бири f(x)  нинг 
бошлангич функцияси булсин:

F ' (x )  = / (А ),
< I)' (-V) = f ( x ) .

Б у тенгликлардан
F'  (х ) =  Ф ' ( х)

булиши келиб чикади.
Ерла мчи

,р (.V) = Ф (А ') — F (x )  (1)

функцияни караймиз. Равшанки, бу функция (а, b ) интервалда 
берилган булиб, V x £ (a , b) да унинг хоспласн

(j (л) =  [Ф (х ) — F  (х)} '  =  Ф '  (х) — F ' (x )  = 0  (2)
булади.

(а, /;) интервалда ихтиёрий .v ва тайинланган хо нукталарни олиб,
I Ail, .v) ёки [д-, А|,|, сегментни караймиз. Бу <р(х) функция Лагранж 
теоремаси ни и г барча шартлариии каноатлантиради. Лагранж  теоре- 
масига кура

<| ( X  ) —  (| ( А' 0 ) =  <| ' ( С  ) ( А' —  А'о ) ( А'о <  С  <  А  )

булади. (2 ) тенгликдан фойдаланиб
<( (А') — (f(А'п) =0,

яъни
•| (А-) =  Ср(л'о)

булишини топамиз. Энди <p(jco) = С  деб оламиз. Унда (1) тенгликка 
биноан Ф (х )  — F (x )  = С  булади. Бундан

Ф  (А) =  F (х) + С
булиши келиб чикади. Бу эса леммани исботлайди.

Юкорида айтилганлардан:
1) (и, Ь) интервалда берилган Цх) функциянинг бошлангич 

функциялари чексиз куп булиши,
2) Цх)  функциянинг ихтиёрий иккита бошлангич функцияси бир- 

биридан узгармас сонга фарк килиши келиб чикади.
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Демак, F (x )  фукнция /(.v) пинг (и, Л) интервалдагн бошлангич 
функцияси булса, / '(л ')+ С  (бунда С -ихтиёрий узгармас сон) 
куринишндаги хар бир функция хам /(х) нинг бошлангич функцияси 
булиб, улар (/•'(*) + С } туплам ни ташкил этади.

2-т а ъ р и ф. Цх)  функциянинг (и, Ь) интервилдаги барча 
бошлангич фунщияларидин. иборат туплам унинг анищмас инТегра-
ли дейилади ва f̂ {x) i lx каби бслгиланиб,

(x)dx =  F (x )  +  С( (С  — const)
куринишда ёзилади. Бунда $ интеграл белгиси, f (х) интеграл 
остидаги функция, f (x)dx эса интеграл остидаги ифода дейилади.

ДА и с о л л а р. 1 Ушб\

S x ' " d x

аникмас интегра.мни топииг. Бу аникмас интеграл шундай функция- 
ки (аиикр.01 и шундай функциялар тупламики) бу функциянинг 
хосиласи (тупламдаги хар бир функциянинг хосиласи) интеграл 
остидаги функция .vlu га тенг. Равшанки, агар

булса, \;нда

булади. Демак, аникмас интеграл таърифига кура 

\х dx -)-С, ( С — const) .
2. Ушбу

y 'd x

аникмас интеграл ни топинг. Куйидаги Р ( х ) = ^ е и функция учун

F ' (л ) = (  з еЯх\  — ^ е:'л ■ 3 =  <••*' булади. Демак,

5 e \ ix =  ' с,3л С .

Кейинчалик, аникмас интеграл ибораси урнига, кнекача, интеграл 
сузинн хам ишлатампз.

Купинча F (.v) функция/(х) нинг бошлангич функциясибуладиган 
(и, Ь) интервал курсатилмайди. Бундай холда орал и к сифатида Цх) 
функциянинг аникланиш сохаси тушунилади.

Одатда, функциянинг хосиласига кура унинг узини топиш, яъни 
функциянинг аникмас интогралини топиш интеграллаш дейилади.

Демак, функцияларни интеграллаш амали дифференциаллаш 
амалига нисбатан тескари амал экан.

fi



АНИК.МАС И Н Т Е Г Р А Л Н И Н Г  АСОСИЙ 
Х О С С А Л А РИ

Куйида аникмас интегралнинг хоссаларини келтирамиз.
I 3. / (х) функциянинг аникмас интеграли \f(x)dx нинг хосиласи 

f (x)  га, дифференциали эса f (x )dx га тенг:

( ^f (x )dx) '  =  f {x ) ,  d( ^f (x)dx) = f ( x ) d x  

функцияf(x)

F ’ (x) = f ( x ) .

И с б о т .  Айтайлик, F  (x) функция f (x)  нинг бошлангич функцияси 
булсин:

У холда
[ f (x ) d x  =  F (x )  + С  (С  — const)

булади. Шуни эътиборга олиб топамиз:
( ^ f (x )d x ) '=  ( F (x )  -\-C)' =  F ' (x )  = f ( x )  ,

d( y ( x ) d x )  = d [ F (x )  +  C] =  dF {x )  = F '  (x)dx =  f (x )dx .

Бу эса 1°- хоссани исботлайди.
2°. Функция дифференциалининг аникмас интеграли шу функ­

ция билан узгармас сон йигиндисига тенг:

^dF(x)  = F ( x )  +  С .

И с б о т .  F (х) функция f {x)  нинг бошлангич функцияси булсин: 
F ' (x )  =  /(х). У холда.

\ f ( x ) d x = F ( x ) + C  (3)

булади. Агар j f (x )dx =  J F '  (x) d x =  J dF (x )  (4)

эканини эътиборга олсак, (3) ва (4) тенгликлардан

J d F ( x ) = F ( x )  + С

булиши келиб чикади.
3°. Узгармас сонни интеграл белгиси остидан чикариш мумкин:

 ̂ kf (x)dx =  k  ̂ f (x )dx  (k — узгармас сон, 1гф0).
И с б о т .  Фараз килайлик, F ix )  функция f ix)  нинг бошлангич 

функцияси булсин: F ' (x )  = f ( x ) .  Унда

 ̂ f (x )dx =  F ( x ) +  С
булиб,

k  ̂ f ix )dx =  kF ix )  -f-Ci (C\ =  kC) (5)

булади. Равшанки, kF (x )  функция kf(x) нинг бошлангич функцияси 
булади, чунки

(kF (x )  ) '  =  kF ' ( x )  = k f (x ) .



Демак,
 ̂ kf (x)dx =  kF (x )  + C i . (6 )

Натижада. (5) ва (6 ) муносабатларга кура
\ kf (x)dx =  k \ / (х ) dx

булишини топамиз.
4°. Икки функция алгебраик йигиндисининг аникмас нитегралн 

шу функциялар аникмас интегралларининг алгебраик йигиндисига 
тенг:

 ̂ [/ (х ) ±  g (х ) }dx =   ̂ / (X ) dx ±   ̂ g (A') dx .

И с б о т .  Айтайлик, F  (а) функция/(а) нинг, G ( x ) функция эса g(x)  
нинг бошлангич функцияси булсин:

Г { А )  = /( A ) .  G ' ( x ) =  g(x ) .
Унда

 ̂ f (x)dx =  F (x )  + C i,   ̂ g (x )dx  =  G(x )  +  C2
булиб,

\ f ( x ) d x ±  [ g (x )dx  =  \F{x) ±  G ( a ) ] +  (Ci ±  C2) (7)
булади.

Равшанки, f ( x ) + G ( i )  функция f ( x ) ± g ( x )  нинг бошлангич 
функцияси булади, чунки

[F (х) ±  G ( а ) ]' =  F '  ( а ) ±  G ' (а ) =  / (х) zt g (х ).
Демак,

 ̂ [/(х) ± g (x ) ]d x = F (x )  ± G ( а) + С .  (8 )

(7) ва (8 ) муносабатлардан
§[/(х) ± g ( х ) ]dх =  ^ f (x )  dx ±   ̂g ( a ) dx

булиши келиб чикади.
М и  с о л. Ушбу J (За2 + - V х) (7а

и н те г р а л н и ,\ и с об л а н г.
Ннтегралнннг 3"- ва 411- хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

J (За-2+  2e3x)dx =  J 3x2dx +  J 2e3xdx =

=  3 \ x2dx +  25 eixdx =  3 ■ 4- 2 • e3x • -f С =  a 3 4- -| +  С .

3-§. А Н И К М А С  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р  Ж А Д В А Л И .
М И С О Л Л А Р .

Ушбу параграфда кейинчалик куп фойдаланиладиган интеграл­
ларни келтирамиз.

^0-dx =  C, С — const 

 ̂1 -dx=  ̂dx =  а



3".  ̂х "dx =  — - —(- С ( |я ф  — 1) ;
J !1 + 1

4". \-;dx= ^  =  ln |x l+ C  (хф О )  ;

--.-dx =  \— —=a r c t g . v +C ;
Х~ J  1 -f- X

61'. \ ■ =  dx • \ =  arcsin.v +  С ;
V I — л'~ V 1 — -г>

7".  ̂a Xdx =  -j— а л +  С (а > 0 , а=?М) ;

8U. \sin.Yf/л' =  — cos.v +  С ;

9V. ^cos.vJ.v =  sin.v +  С ;

10.и \ \  -dx =  \ -:-г =  ~  ctg.v +  С ; 
j  sin\r J  sirr.v

1 . Г d x  ,—Г (/V - \ - „ ' ЦW

12U.  ̂shxdx =  ch.v +  С ; 

13°.  ̂chxdx =  sh.v +  С ;

14". { dx=  \-,'<X - =  7 arctg-- +  С ( а ф О )
j  x  -\-a~ J  л '4 - а  a

15" [ - =  --=  aresin■— +  С
i /' j ■> uJ у a“ — v"

By интеграллардан бирининг, масалан

; /v =  ' arctg ’ +  С (9)
.г + и~ a a

ни н г т\трилигини курсатамиз. Бунинг учун тенгликнинг унг 
томонидаги функциянинг хосиласини хисоблаймиз:

(I ardg|+c) = (iarctg"a) =

■ +

1 С2_ I _  1
-V у  V а / и х2 _j_ (j-. а х-

Натижада (9) тенгликнинг чап томонидаги интеграл остидаги 
функция хосил булди. Демак, (9) тенглик уринли.

Юкорида келтирилгаи 1° — 15' формулалар жадвал интегралла- 
ри дейилади.



Аникмас интегралнинг 3 — 4"- хоссаларидан хамда интеграл- 
лар жадвалндан фойдаланиб, интегралларни бевосита хисоблаш 
му м кин.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

 ̂ (1 —)— s i п .V —|— 2л) dx

интегрални хисобланг.

 ̂ ( I +  sinx+  2X) d x =   ̂ 1 -dx-\- ^sinxdx-t-

+   ̂ 2 'c/,v =  .\' — cosx +  C .

2. Ушбу
* 2 + * + 1 dx

\!x

интегрални хисобланг. Интеграл остидаги функцияни
.< I

X — А' —(— 1 . Т .- ----- = х - + х 2+ х

куринишда ёзиб оламиз. Натижада:

J * L ± ^ ± d x =  \ (.V -i X  t-.V )dx =

=   ̂ X 'dx +   ̂X ‘dx +   ̂х dx =  -3----f  -у-  - н---------- 1- С =

=  2f  +  Ц -  +  2 • х7 +  С =  2 д/х ( ~  +  ~ + \ ) + С

3. Ушбу

S :J  Sin  X  ■ COS X

и и те гр а л н и х и с об л а н г. 
Интеграл остидаги

I

функцияни sin~’x +  cos2x =  1 айниятдан фойдаланиб

i   s in “ jc +  cos“ jr __  1 . I
• 2 2 • 2 2 2 ' • 2 s in  X-COS X S in  X  • С OS X COS A' s in  X

куринишда ёзиб оламиз. Натижада:
л /71'

-=tgx — ctgx-f СС d x Г d x , (" d x
\ 2 ------ 2 ==J  sm  X  ■ COS X j  COS”  Л'

- +  '
j  s ir r . r

Ю



4. Ушбу

S'- !х dxV
интсгрални хисобланг.

Интеграл остидаги функцияни

.V д/-V =  .V • л" =  л- " = х  ' 

куринишда ёзиб, сунг 3' - формуладан фойдаланиб гопамиз:

J r  i  , ^ + С  =
П

п ' | п  п I п г  . ,,=  - д- 4- С =  л'- \/.\ -4- (, .
2л +  2п  f  V

4-§. И Н Т Е Г Р А Л Л Л Ш  У С У Л Л Л Р И

Берилган функциянинг бошлангич функциясинп гопишда, яъни 
аникмас интегралини хнсоблашда турли усуллар мавжуд. Куйида 
узгарувчини алмаштириш хамда булаклаб интеграл,шш усулларн- 
нн кслтирамиз.

I й. У з г а р у в ч и н и а л м а ш т и р и ш  v с у ли.  F (.г) функция 
f ix)  нинг бошлангич функцияси булсин:

F ( . v ) = / ( x ) .  ( Ю )
Унда

5/ (-v) dx =  ! I х ) +  С 
булади. Энди А' узгарувчи

А = ( |  ( / )

муносабат ёрдамида / узгарувчи билан богланган булсин, бунда i| I/) 
узлуксиз <|' ( I ) хосилага зга булган функция.

J  i е м м а. Ушбу

^/(<1 (/)) -i i ' { i )di  =  F m  (/))  - и :

муносабат уринли.
И с б о т .  Бу генI ликнинг унг томонпда турган / (<((/) ) —(- С 

функциянинг хосиласнни гопамиз:

( F  (<| (/))  +  С) '  =  (/'(«[ (П  ) '  =  / ' ' (ч (!) ) •'!'(/)■
( 10) тенгликка кура

F '  ((((/) ) - <|' ( /) =  /(<|(/)) " | ' (П  ■
Демак, /•'((((/)) функция / ( (| (/))■ i| ' ( /) пинг бошлангич функцияси 

булади:
W(<| (n  ) *|' (/)£//' =  /•'(q (/) ) + С  .

Лемма исбот булди.
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Леммага кура ) f (x )  dx интеграл ни хисоблаш \ f ( y ' ( t ) )<(/(/)dt и нтег- 
рални хисоблашга келар экан:

 ̂ j (х) dx =  ^/(<{'(0 )ф ’ (t)dt ( I I )

( 11) формула аникмас интегралда узгарувчини алмаштириш 
формуласи дейилади.

М и  с о л  л а р. 1. Ушбу

S 12+30
'00dx

интеграл ни ,\исобланг.
Бу интегралда узгарувчн д- ни 2 +  Зд' =  / тарзида алмаштирамиз.

Бунда х =  - ~  булиб, d x=  --dt булади. Натижада:

$ (2 + За-)...V/.v =  \t... • \ d i =  \ Y " "d t  =

I /|Ш I
=  ----- h C =  (2 +  3.v) 101 +  C3 101 303 '

2. Ушбу.
f dx 
\ — ===== ( « > 0 )

v  u-.v-

интегрални хисобланг.
Бу интегралда х =  y a t  алмаштириш бажариб, уни хисоблаймиз. 

Равшанки, dx =  sjadt. Натижада

a dt Г \/7Г ilt
[ ! ,Х =  [ ' ' adl ' -  [

V а — х1  ̂ ( \[‘> I )2 \/и \] \ — Г

=  [ —~ J = =  arcsin/ +  С =  arcsin — С . 
J  ч/ 1 _ . ^

3. Ушбу
Г ипки dx 
\ е "

интеграл ни хисобланг.
Бу интегралда arctgx =  / алмаштириш бажарамиз. Унда

d (arctgx) = d t  =>— —— dx =  dt
1 -f- X

булиб, натижада

4. Ушбу
dx

—d x=   ̂ e:dt =  е '+  С =  е -)- С

\ - гJ  COS А

интегрални хисобланг.
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Аввало ■ - =  1 -f tg2.v эканини эътиборга олиб, берилган интег-
COS X

рал ни
с dx с 1 dx с . j | , •> ч dx 
\ --- Г  —  \ --- 2 --- — —  \ ( 1 + t S - VJ  COS X j  COS X COS X  J

куринишда ёзиб оламиз. Сунг tgx =  t алмаштириш бажарамиз.
Натижада •— l— dx =  dt б\либ.

( ( l + t g 2* ) ^ - =  \ (1 + t 2) d t =  \d t+  \r\
j  COS X J  J  J

dx
9

COS X

■I H—у  +  c =  tgA,' -

-dt =

булади. Демак,

2". Б у л а к л а б и н т е г р а  л л а ш у е у л и.
Фараз килайлик, и =  и(х) ва v =  v(x) функциялар берилган 

булиб, улар узлуксиз и' (х)  ва и' (х) хосилаларга эга булсин. Икки 
функция купайтмасищшг дифференциалини тониш коидасига кура

d ( и • и ) =  и • d с1 ~)~ v • d и
булади. Кейинги тенгликдан

и ■ dv =  d [и ■ v ) — и -du
булиши келиб чикади. Равшанки, .

 ̂ и ■ dv =  J fd (u-v )  — v-du\ .

Аникмас интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

 ̂ u -d v=   ̂ [d ( и ■ v ) — vdu] =   ̂ d ( и ■ и ) —  ̂ vdu =

=  и -v—  ̂ v-du .
Натижада ушбу

 ̂ udv =  uv — [ vdu ( 12)

формулага келамиз. ( 12) формула булаклаб интеграллаш формула­
си дейилади.

Булаклаб интеграллаш формуласи \udv интегрални хнеоблашнн 
\vdu интегрални хисоблашга келтиради. Бу формуладан фойдала- 
ниш учун интеграл остидаги ифода и хамда dv лар купайтмаси 
кури ни пш да ёзиб олинади.

М  и с о л л ар. 1. Ушбу
 ̂ xexdx .

интегрални хисобланг.
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Интеграл остидаги ифода хех ни и = х ,  dv — exdx лар купайтмаси 
деб оламиз. У холда du =  dx, v =  \exd x = e x булади. Булаклаб 
интеграллаш формуласидан фойдаланиб топамиз:

 ̂ xexdx =  хе* — [ exdx =  хех - е х-\-С— (х — 1) ех +  С .
Э  с л а т м а. Агар  ̂ xe'dx интегралда и =  ех, dv =  xdx деб олинаднган булса, унда 

х"
d u = e  dx, с>=—  булиб, булаклаб интеграллаш формуласига кура

2 j 
J xexdx— Х— ех — —■  ̂ x'e'dx

булади. В унда и куринадики, каралаётган интегрални хиеоблаш ундан мураккаброк 
 ̂ x'~exdx интегрални хисоб.ташга келади.

Демак, булаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланишда и ва dv ларни 
танлаш мухимдир.

2. Ушбу
XSinXt/.V

интегрални хисобланг.
Бу холда и =  х, dv =  smxdx деб оламиз. Натижада

du =  dx, v =   ̂ sinxdx =  — cosx
булиб, ( 12) формулага кура:

 ̂ xsinxcfx= — xcosx-)-  ̂ cosxdx=  — xcosx-)-sinx-(- С

3. Ушбу

интегрални хисобланг.
Бу интегралда н =  1пх, dv =  x2dx деб оламиз. У холда

1 -•>du =  —dx, v =  -'\ булиб, ( 12) формулага кураX О

x2\nxdx= • In л*—  ̂ у  • — d x=  \пх — у х'-\-с
;л , л ,л 1 , л , 1п хах=  “  • I п л*— \

4. Ушбу 

интегрални хисобланг

t Sу xdx

Агар M =  arctgx, dv =  dx дейилса, унда d u =  dx

6 у л и б ,

( arct gxdx =  ха ret gx -- I x--- 
J  J  l +  x

/ л а д и .  = x -  a r c t g x —  \  ( / , L + i 2  = x a r c t g x  —  4  I n  (1  + X 2) -f- С
J  2 ( 1 +  x " ) 2

5 -,p

оулади. =  

5. Ушбу

интегрални хисобланг

dx (n= 1, 2, 3,...» 
( д- -)- сГ) ( о Ф  0) .

V  =  X



А в в а л о « = 1  булган качни карайлик. Бу холда

1 ,/,
г dx __ г dx __ I г а __

' .v2+ « - ~  ' , / / ' V . Л ~  а ' I

| + с 1
булади. Демак,

/|=S ?Ь=!гагс|к^+с-х" + а~
Энди берилган J  =  \ - -,-Л - интегралда и =  - - 1 -- , dv —  d xдеб

J ( r + U')"  (лг+и2)"
оламиз. Унда

rf“ = < ^ b ? ) = < , [ | x 4 “ ! r 1 =

=  — п (.г +  сг) - "~ 1 ■ 2х ■ dx =  —  - 2—- - t/A',
(.V + U  )

У =  .V
булиб, (12) формулага кура

J  „ =  - х- +  2 п ( - - - - dx
(.r + u-)" j (х -\-а )"

(13)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални куйидагича ёзиб 
оламиз:

2 , 2  2 х + а  — а ,
- - . ,ТТ I d x : (х и )S ' ■ J x ~  S

S v + t ! );+ ,‘' x _  $ ( , ч « , 1*+| ' 'л "  b r '+ « ' i - ‘/v '
i

(.r’ + u2 )л
Унда (13) тенглик ушбу

J n=  X „ +2н/„ — 2na'2- J„.} ,
(дГ+tT)

тенгликка келади. Бу теигликдан эса

А . . - , '  ■ • , v  + V  ' - т ^ .  <| 4 >2ли (л -\-а I - 1 и
келиб чикади. (14) тенглик реккурент формула дейилади. Маъ- 
лумки, п =  \ да

/ ,=  1 a r c t g * + Cа
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(14) формула ва J\ нинг бу кийматидан фойдаланиб /2 топилади.
(14) формула ва Jo нинг кийматидан фойдаланиб Уз топилади ва х. к. 
Масалан,

, _  г ______ _ L  . ____ I___ L . j  =
2 J  ( /  +  a 2) 2 2u2 X2 +  a2 2 a 2 '

1 jf . I , X=  —  • 7, - +  —г arctg —
2 a 1 x ‘  +  a  2a' u

Э с л а т м а. Ушбу
 ̂ x"lnxdx,  ̂ x^arcsirurrfx,  ̂ x"arccosx(/A'

 ̂ x"arctgxdi\  ̂ x "(arctgx )2dx,  ̂ jr''sirurt/л:

 ̂ x"cosxdx,  ̂ x"exdx,  ̂ ^ “cosbxdx

 ̂ eaxs\nbxdx,  ̂ sin (\nx)dx,  ̂ cos(lru ) dx

каби интеграллар булаклаб интеграллаш формуласи ёрдамида хисобланиб, 
уларнинг баъзилари учун бу формула бир неча марта кулланиши мумкин.

5- §. СОДДА К А С Р Л А Р  ВА У Л А РН И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш

Ушбу
А А Вх~\-С Вх-\-С

х ~ а (х — а ) т  x2 +  px +  q (x2 +  p x + q )" ‘

куринишдаги функциялар содда касрлар дейилади. Бу ерда А, В, С, 
р, q — узгармас сонлар, x2-\-px-\-q квадрат учх,ад эса хакикий 
илдизга эга эмас, яъни

~ ~ Ч <  0. . (15)

Содда касрларнинг аникмас интегралларини хисоблаймиз.
1и- ■— содда касриинг аникмас интеграли  ̂ - —- d x  ни хисоб­

лаш учун х — a =  t алмаштириш бажарамиз. Унда dx =  dt булиб, 

5 ^ 4 ^  d x = \ ~  =  A-\n\t\ + С , =  Л • In Г д - а 1 + С ,

булади.
2°. — '— - содда касриинг аникмас интеграли куйидагича

(х — а ) '
хисобланади:

\ . А dx =  A \ = А  \ (х — а) ~"'d(x — a) =
J  (х — а) J  (х — а)" ' J(х — a) J (х-и) '

А 1
• - '«  ( х - а ) т

16

7 , +  С2 ( т ф  1 ) .



3°. Энди
Вх+С 

X2 +  Р* +  Ч

содда касрнинг аникмас интегралини хисоблаймиз.
Аввало касрнинг махражидаги x2-\-px-{-q квадрат учхаднинг 

куринишини узгартириб ёзамиз:

x2 +  px +  q = x 2+ 2 ^ x +  p- + q — =  ( х + | )  +  q — .

2
(15) шартга кура q — ~ > 0. Уни а~ оркали белгилаймиз: а =

2
=  q — -у Демак, каралаётган содда касрнинг интеграли учун

Л ' ' - '  d x = \х Г+ р х+ q  J
Вх +  С dx

булади. Кейинги интегралда * +  у  =t алмаштириш бажарамиз. 

Унда x — t — ~ ва dx =  dt булиб,

S Вх +  С
dx —

+  U"

) +  С

/2 + а2И )
-°№-74c-Z)h

г—  dt =

116)
dt 
+ ti-

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграллар куйидагича 
хисобланади:

\т*т =1S «7#  = т +с,-J г+а 2 J Г+а 2

=  i ln f Ч ~~ т ) + С| — 2 'п ч) +  I,

\ - г ^ ~ Т ~ ~  arctg -  +  С 2=J ;2 + а2 а а

*+-

(каралсин — 4- §, 5- м'исол)

2—690

arctg

V- т  V'-<
( I B)
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(16), (17) ва (18) муиосабатлардан фойдаланиб топамиз:

л: + -f-

+  :>Г , - • arctg ----- £. +  С* (16)

2 V-f V
(бунда С* узгармас сон). 

4° Ушбу е.г f с— г,------- (m >  1)(jr + рдг + q)т
содда касриинг интеграли

1 - , й-Л + С rfxJ (x2 +  px +  q )"'

ни хисоблашда 3°- холдаги каби белгилаш ва алмаштиришлар 
бажарамиз. Натижада:

Г в_х±£ , [ Ш + 
) (х2 + рх + а)т аХ J

( с - »
dt =

(x* +  px +  q )m "  J { i2 +  a2) m
(19)

_ o f ___uu
- a U < 2 + a2)m^ \  2 J )  (t2 + a2)m'

Равшанки,

\ ,,tdt 2 = 4  \ = 4  ( ( /2 +  a2> ~"W(/2+ a 2) =J (Г  + 0) ' "  2 J (t2 + a2)"‘ 2 j '

2 i- m  ,/2 + a2)" '- 1^  '

(19) тенгликнинг унг томонидаги [ - --- интеграл эса 4-§ да
3 (Г + u*)"'

келтирилган 5- мисолдаги реккурент формула оркали хисобланади.

6-§. РА Ц И О Н А Л  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш

Рационал фуикцияларпи интеграллашни баён этишдан аввал, 
рационал функциялар гугрисида баъзи бир ма ълумотларни, 
шунингдек алгебранинг купхад ва унинг илдизларига оид теорема- 
ларини исботснз келтирамиз.

1". Р  а ц и о н а л ф у н к ц и я л а р . У шоу
Р п (л') = а „  +  а\х-\-а-2Х2-\- ... -\-апх" (20)

функция бутун рационал функция (купхад) деб аталар эди.
(Каралснн [1], 1-боб). Бунда а<>, а .... . ап — узгармас хакикий
сонлар, п натурал сон булиб, у (20) купхаднинг даражасидир. 

Иккига
Р п (х) — ou,7f  а |.V +  а-:х2 +  .. .+ а пх"

18
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хамда
Qm (х) — b»-\~b\x-\~Ьъх24~ ... -f-bmx "

бутун рационал функциялар нисбати
/’„ ( . г )  _  o0 +  Q|A +  a 2-v2 +  ... +  g „x '1

Qm(*) bt) + +  ЬЧХ'2 +  ... -(-Ьт хт

каср рационал функция деб аталар эди. (К,аралсин [ l j ,  1 - б об).
Бунда an, щ ....а„\ /л,, Ь\.....Ь„, -узгармас хакикий сонлар, n^N, m£N.

Агар (21) касрда суратдаги купхаднинг да ражаси махраждаги 
куихадиинг даражасидан кичик булмаса, яъни п ^ т  булса, v холла 
(21) тугри каср дейилади.

Агар (21) касрда суратдаги купхаднинг даражаси махраждаги 
куихадиинг даражасидан кичик булса, яъни п ^  т  булса, у холда 
(21) нотугри каср дейилади.

2°. К у и ха  л н и и л л и з л а р и ор к а  л и и ф о л а  л а ш. 
Айтайлик,

Q т (х ) =  Ьо b ] х -)- b чх -)- ... -)- b тх (22)
куп хал берилган булсин. Алгебрани нг асосий теоремасига кура бу 
купхад т  та илдизга эга.

1 ) Агар at, o-j....  о,,, сонлар (22) купхаднинг хакикий илдизлари
булса. у холда бу купхад

Q,„ (х) = Ь т (х — а \) (х — а->)...(х — а т У
куринишда ифодаланали.

2 ) Агар па, o-j....  а, сонлар (22) купхаднинг мос равишда k\,
k:__ k, каррали хакикий илдизлари булса, у холда

Q,„ Iх) = Ь т (х — а\ ) к,(х — о :) *-... (х — a s) ks
( k\ 4- k > - f ... 4- к, =  m ) булади.

3) Агар a =  a4~ ((э комплекс сон Q,„(x) купхаднинг илдизи булса, 
у холда а — а — 'ф (комплекс сонга кушма булган комплекс сон) хам 
111 \ купхаднинг илдизи булади. Бу холла (),„ (х) -купхад пфодасида 
(х — а) (х — а) купайтунчи' ушбу

(л — а) (л- - а) — !х -  (<х4~г'Р ) I Iх — ( а  — Ф* 1 =
- х ■ — 2ох +  о 1 fi" =  х2 4- рх -|- q 

ip-— — 2a, </ =  a 24_ P“>)

куринишда кат иашади.
4) Агар a =  aH-/p комплекс сои Qm(x) купхаднинг к каррали 

илдизи булса, a =  a  — ф хам шу купхаднинг к каррали илдизи булиб, 
Qm(x) нинг пфодасида (х1 -\-px-\- q )k кунайтувчи катиашади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
3,г2 4- Зх — 6

купхад o i — l, а ч= — 2 илдизларга эга булганлиги сабабли:

За-2 4- Зг — 6 =  3 (.v — I ) (х +  2).
19
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2. Ушбу
хл — Зх +  2

купхад учун осt =  1 икки каррали илдиз ва а г =  — 2 булганлигидан:
3. Ушбу ^  3x4-2= (х 1 ) 2 - (х +  2)

X4 4- X3 — X — 1
купхаднинг илдизлари xi =  l, Х 2 =  — 1, 

булиб, у
х -  - 4 - - & i  г -  1 ^3 ;Х 3—  о о 4 ---- о -----

х4 +  х3— X — 1 =  (х — 1) ( х + 1) [ х - ( - ^ 4- ^ Ц ] х  

Х [ х  ( ~ ~ 2  2~~0 J = ^  ^  1 )
куринишда булади.

Фараз килайлик,
Qm (х) =  Ьо 4" b IX 4“ ЬчХ2 4" ... 4" ЬтХГП, (Ьщф 0)

купхад берилган булиб, а\, аг,..., а*,... лар унинг мос равишда A,i, А,г,..., 
Я* каррали хакикий илдизлари, А,, Аг,..., As (А/ =  с/4-гс?/, /=1,2,...
5) лар эса Q т (х) купхаднинг мос равишда yi, Yz.-.Y* каррали 
илдизлари булсин.

1-т е о р е м  а. У ш б у  Q ,„ (x )  к у щ а д

Q m (x )=  b j x -  a , ) " ' ( x - a 2) 4 . . . ( x - a S b X  

X  ( j t+  p, x+ </, ) y' ■ ( x-2+  p2x+ q2p  -  (x>+ p5 x+ qs >Ts

куринишда ифодаланади, бунда
Я /4’^2+ •••+Я*4_ 2(V /+ 7 2+  ■••+Y s)= т

булиб, хг 4- Pi х+ qj =  0 (j= l,2 ,...,s ) квадрат тенгламалар ^а^щий 
илдизга эга эмас.

3°. Т у г р и к а с р л а р н и  с о д д а  к а с р л а р о р к а л и и ф о - 
д а л  a in. Ушбу пунктда тутри касрларнинг содда касрлар оркали 
ифодаланишини курсатадиган теоремани исботсиз келтирамиз. 

Фараз килайлик,
Р п(х) _  а0 +  а,дс +  а2х2 + . . .+  апхп

Q m (x ) 6 |Х  +  Ь 2Х2 + •■ •+  bmX m

тугри каср (n £ N , m £N , n< im ) берилган булиб, унинг махражидаги 
Qm(x) купхад илдизлари оркали (2"- пунктдаги сингари)

Q m  ( х )  =  b m ( х  о с | )  ( х  — а г ) . . .  • ( х  —  a k ) ' ' k X

X  (x 24-p,x +  ^i) v.. [x 2-\-p&-\-q2) у*-.■■ ■ (x'2-\-psx + q s) *  
ифодалансин.
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2-т е о р е м  а. Ушбу
? „ ( * )
Q J *)

тугри каср содда касрлар йигиндиси оркали куйидагича ифодала- 
нади:

Р (х) А(, "  Ai,'1 л1'/
.. — I j +  ••■+ — +

Х а / ( X - Ъ , ) '  ( X  I , ) '

л<2> а </>
4_ +  .1 .  - +  . . .+  -- +

л ъ -2 (л а , Г  (x—a 2) J

+- • • • .........................................................+

<> А<*> ,
■+•— +  “ --- 2 "4“  • "+  —  7 +

Л ( х ~ ^ к У  (х — а к)  к

В<'>х+С<'> В{'>х+С{'> В</ ,>х+ СУ/
+  —  +  - '  f ... i ----  - +

x + p /x + q , (x~+ p,x+ q,) (х2+ р ,х + q , ? '

В '2>х+ €<->■ В<22>х+ С<22> Sv 4 +  Cy ?
Н 2 _  +  „ •> I  >2 +  •■•+ ~ ~  у ,+X + р2х+ Я> (х + Р2Х+ Я>) (х -\- Р2х-Г я>) ' '

+ .......................... ..............................Н~

в\"х+с\'>  в ^ х + с ^  « ' ; ’* !  с !:}
+  “ , --  4“  - ■> -- 2 - "“ I- , ' “  ~  1Л • р х  ■ </. (x~+psx+ qs)- (x~+pxx + q j "

Бу орда А V ....А В ' ......В'У: С 1, " ......С '*’ узгармас сонлар (к о
эффиииентлар).

(23) тенгликдаги узгармас сонлар (номаълум коэффициентлар) 
куйидагича топилади.

(23) тенгликнинг унг томонидаги содда касрлар йигиндиси 
умумий махра ж га келтирилади. Натижада

Р „ (х ) _  qn(x)

Q J У) ~  7 ., 'V ,

тенглик хосил булади. Бундай
Р „ ( х) = q n(x) '

тенгликка келамиз. Бу тенглик барча х лар учун уринли булганлиги- 
дан унинг хар икки томонидаги х нинг бир хил даражалари 
олдидаги коэффициентларини тенглаштириб, номаълум коэффици- 
ентларни топиш учун тенгламалар системаси хосил килииади.

2 !
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Нихоят, шу системадан номаьлум коэффициентлар топилади. 
;\ \ и с < хт л а р караймиз.

1. Ушбу
5 — 7х 

х3 — 2х'—х + 2

т р и  касрни содда касрлар оркали ифодаланг.
Днвало берилган касрнинг махражини купайтувчиларга ажра- 

гамиз:
х'] — 2х~ — x-j- 2 =  х2(х — 2) — (х — 2) =

=  (х — 2) (х~ 1) =  (х 1) (jc+ 1 ) (.V — 2).
Унда

5 — 1 х __ 5 — 1х
х 3 —  2х 2 — х  +  2 U — i )  ( * + U  (х —  2)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги тугри каср 2-теоремага 
к у ра

5 — Тх  __  А  . В  С
(.с— I) (лг+1) (х—2) л' — 1 jc_(_ 1 ' х — 2

охлади. Уни куйидагича
5 — 7х А В  С

Тх i I (.V • i I i.v 2 ) —  х  —  1 Г  ,v , I г 2 =

_ _  А ( х - Ь П  ( х  —  2 ) + В ( х — \ )  ( х  — 2 ) + С ( х — \ )  ( х + 1 )
(х  —  1 ) (ЛГ+ 1) (.V — 2)

куринишда ёзиб оламиз. Натижада
Ь - 7 х  =  А { х + \ )  ( х - 2 ) + В ( х - \ )  (х — 2) +  С (х— 1) ( х + \ )  =

=  (А-\-В -\- С)х~ — {А + З В ) х  — 2А + 2 В  — С 
булади. Икки купхаднинг тенглигидан

А + В + С =О 
А +  3 В  =  7 !

- 2 А + 2 В - С  =  5

келиб чикади. Бу системами ечиб А =  1, В  =  2, С = — 3 эканини 
гопамиз. Шундай килиб, берилган тугри каср учун:

.5-7л- _  1 2 3
~ / ^ 2 ?- х  + 2 ~  1 * + 1 '' ' ' '

6v.ia.ui.
2. Ушбу

1

X 1 — I

I \ гри касрни содда касрлар оркали ифодаланг.
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Равшанки,
х4 — 1 =  (х2 — 1) (x2- f l )  =  (x — 1) ( х + 1) (х2+ 1).

Унда 2-теоремага кура:
1___   1 _  .4 В С х + р

х4— \ (х — 1) (х +  1) (х2+  I ) -t ~ 1 х +   ̂ х2+1

Бу тенгликни к,уйидагича ёзиб оламиз:
1 =  А  ( х + 1 )  ( х 2+ 1 )  + В ( х - 1 )  ( х2 + 1 ) +  ( Сх  +  Р )  ( * 2 - 1 )  

х 4— \ (л — 1) (х + 1 )  (х 2 +  1 )
У холда
1 = 4  (х + 1 ) (x2+ l ) + f i ( x - l )  (x2+ l )  +  (Cx +  D)  (х2 — 1) , 

яъни
1 =  (Л +  В  +  С )х 3 +  ( Л - В  +  / ))х2 +  (А +  В  — С ) х +  (А — В  — D) . 

Натижада А, В , С, D ларни топиш учун

' А +  В  +  С =  О 
А — В  +  /) =  0 
А + В - С  =  0  
А — В — D = 1

системага келамиз. Бу системами ечиб, А =  \ , В = -- 7-4 4

С =  0, D — — j  булишини топамиз. Демак,
__1 _  1 _ 1 _  1 1 _  1 I
х4- \  4 X — 1 4 х + !  2 х2 1

3 Ушбу s + l
х ( х -  I ) 3

тутри касрни содда касрлар оркали ифодаланг.
Юкорида келтирилган 2-теоремаг а кура:

х3+ 1 — А \ I  £______j D_
х ( х  — I ) 3 *  * — > (л 1 )2 ( .V —  1)3 ■

Бу тенгликни
хл +  1 _  А ( х — 1)3 +  В х (х — 1)2+  Сх (х— 1) + Р х  

х (х — 1)3 х (х — Г)'1

куринишда ёзиб оламиз. У холда
х3 +  1 = А  (х — 1 ) 3 +  Вх (х — 1 ) 2+ С х  (х — 1) +  Dx

яъни
х3 +  1 — (Л +  f i )x 3 — (ЗА +  2В — С) х2 +  (3 A +  B  — C +  D )x  — A.
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Натижада А, В , С, D ларни топиш учун
.4 +  В  =  1 
— ЗА — 2В +  С =  0 

З Л + В  — С +  £> =  0 
. — Л =  1

системага келамиз. Бу системани ечиб Л =  — 1, В  =  2, С = 1 , 
Z) =  2 булишини топамиз. Демак,

f 14-1 1 2 1 '•>_ f _ r _ L  =  __ Ц ---— |----- L ----1----
А' ( .Г —  1 ) 3 X  Х — \ ( .Г —  1 ) ’ ( . Г —  1 ) J

Энди бутун хамда каср рационал функцияларни интеграллашни 
караймиз.

4и. Б у т у н р а ц и о н а  л ф у н к ц и я н и  и н т е г р а л л а ш . 
Аникмас интегралнинг содда коидаларидан хамда интеграллар 
жа д ва л и д а н ф ой дал а н и б

Р „ (  X ) =  Q i ) Q \ X Q ‘>X О пХ  '

бутун рационал функциянинг интегралини топамиз:

 ̂P n(x )dx  =  \j (а(I а \ х а > х 2 + ... -f-а„хп) dx —

=   ̂ aodx-\-\ a\xdx =  \> a.2x2dx +  ••• +  J anxndx =

== a tyx  —|— a  | —  - \ - a 2 - f -  . . .  a  „ —  С

, p  (x )
5 . T v г p и к а с р  л a p н и и н т е г р а л л а ш. Ушбу

' Q m l x )

г г РЛ Х) ,тугри каср берилган булио, унинг аникмас интеграли \ ----- dx
~ ‘ J  Q m { x )

ни хисоблаш талаб этилсин. Бу интегрални хисоблаш учун 
Р „ (х )
— тугри касрни (юкорида курсатилган усул билан) соддаW т v )
касрлар йигиндиси сифатида ифодалаб олинади. Натижада тугри 
касрни интеграллаш содда касрларни интеграллашга келади. 
Содда касрларни интеграллаш эса 5-§ да батафсил баён этилди. 

М и с о л л а р .  1. Ушбу

\_______
J  (x-j 2) (л -— 1) (.v — 3)

аникмас интегрални хисобланг.
Аввало интеграл остидаги тугри к а с р -------- --------  ни сод-

(х +  2) (х — 1) (х — 3)
да касрлар оркали ифодалаймиз:

__________ —  Л .  +  _ * _
(х +  2) (*  — !) (х — 3) х +  2 т х — I х — 3 
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Бу тенгликнииг унг томонидаги касрларни умумий махражга 
келтириб, сунг суратдаги купхадларни тенглаштириб

\ = А ( х — \) (х — 3) + В ( х  +  2) ( x - З )  +  С(а' +  2) ( х - 1 ) ,

яъни
1 =  (,4 +  8 +  С) а-2— (4 А +  В  — С ) х +  ( З Л - 6 В - 2 С )

тенгликка келамиз.
Натижада Л, В, С ларни топиш учун ушбу

Л + в + С = 0
— 4Л — В  +  С =  0 

ЗЛ — ЬВ  — 2 С =  1

система га келамиз. Бу система ни ечиб, Л =  В — — 1, С — ■■ -15 () ‘ 10
булишини топамиз.

Шундай килиб,
1 _  _ _ 1 _____1 1 I 1 I

U  +  2) ( л —  1) (л; — 3) 1 5 ’ х  +  2  б ‘ х - Г +  10 л - 3

булиб,
С ___  dx __  1 г rlx 1 г dx
)  ( х  +  2) (.г —  I ) (.V — 3) ~  1 о J  х  +  2 i f  J  v 1

+  nV ln U  +  2 I - | |л U - H  +

1 I | q I | y-> 1 l ( x  -}- 2 ) " •! x  —  3 1 I s~s
+  - l n ! , - 3 | + C  =  - l n  — +  c .

2. Ушбу

h d x  

x'1 + 1

интегрални хисооланг.

Интеграл остидаги -1- тугри касрни, .v’+ 1 =  ( .v + 1) X
х  + 1

X  (а'2 — х +  1) эканини эътиборга олиб, куйидагича ёзиб оламиз:
1 __  Л { .V — х +  1) +  ( И х  +  С ) ( х  +  1)

-г1 +  I (л +  1) (х 2 —  х +  1)

Унда
1 === Л л' Л х +  Л +  Вх +  Сх +  Вх +  С,

яъни
1 =  (Л +  В ) х2 +  (В  +  С — Л ) х +  Л
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Натижада А, В , С ларга нисбатан
,4 + 5  =  0

■ В  +  С — .4= 0 
.А  +  С =  1

система хосил булади. Бу системани ечиб топамиз: 
А =  ±  В = - ± С =  f  Демак.

х3 +  1 3 х +  1 3 х 2 _  jf _|_ 1

Шундай килиб

М азкур бобнинг 5-§ да - - —  содда касрнинг аникмас интег-
х +  px+ q

рали топилган эди. Уша (16) формуладан фойдаланиб ( В =  1, 
С =  — 2, р =  — 1, <7=1) топамиз:

Равшанки,

JC-
f  с=

^ ln  I А' 2 — 1 | — ■--= arctg 2х + С ,.г уз  -у J

Демак,

+  arctg 24 ^ -  +  С* =  
уз  V 3

=  ± 1П ..<*+'1 
6 1х2- *  +|х2- х + 1 |

6°. Н о т у f р и к а с р л а р н и  и н т е г р а л л а ш .  Айта йли к,
Р п(х) ^  a0 +  a ix +  a2x2+ . . .+ a nxn

Qm(x) bg -|- b iX -)- &2а’2 +  ... +  bmx'n 

26

(24)



функция нотугри каср (суратдаги купхаднинг даражаси махражда 
ги купхаднинг даражасидан катта ёки тенг, яъни п ^ т )  булсин. In  
холда суратдаги купхадни махраждаги купхадга булиб (купхадни 
купхадга булиш коидасидан фойдаланиб) берилган нотугри касрни 
бутун рационал функция хамда тугри каср йигиндиси куринншида 
куйидаги ча

Р„{х)  S k (х)

У к < т
,4

ифодалаб олинади. Масалан, бизга —------ нотугри каср бери л •
Х~ —  X +  1

тан булсин. Бу касрнинг су рати х4 ни махражи х2 — х-\-\ га булиб 
топамиз:

х 4 xL — х +  1

Х 2 +  Х

х — X 

х:! — х2 +  х

Демак,
х 2 I * ----  '- X  ‘ X ---

X — Л‘ + I X — х -f-1

Шундай килиб, (24) нотугри касрни интеграллаш бутун ра­
циона/i (фикция хамда г угри касрни интеграллашга келади:

J dx =  \ q (x )d x + \  Qn{x) dx.

Бутун рационал функция хамда тугри касрни интеграллаш 
юкоридаги 4й ва 5° пунктларда келтирилган эди.

М и с о л .  Ушбу

\ * 4 : 1 * 1 ,/х
J  х- +  1

интегрални хисобланг.
. .. х ' + х + \Аввало интеграл остидаги нотугри каср - J ,— —- ниш сура ти п

махражига булами.ч:
_хл+ х + \
х ' + Х

х +  1
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Натижада х ^ —  булиб, 
*2+1 х -J- 1 ■

] - $ X+ V  dx =  \ (Л ' ~ ^ i ) dx== 7 л'" +  arctgx +  C

7- §. Б А Ъ З И  И Р Р А Ц И О Н А Л  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш

Биз 6-§ да рационал функцияларнинг интегралланишини 
курдик. Иррационал функцияларни интеграллашда эса вазият 
бирмунча мураккаб булади.

Ушбу параграфда баъзи иррационал функцияларни интеграл­
лаш билан шугулланамиз. Бунда асосан иррационал’функцияларни 
интеграллаш мос алмаштиришлар ёрдамида рационал функция­
ларни интеграллашга келтирилади.

1°. Фараз килайлик, f(x)  функция х ва унинг турли каср 
даражалари (рационал даражалари) устида арифметик амаллар 
бажарилишидан юза га келган функция булсин. Масалан,

1) f ix)  — | - j ;

2) / »  =

3) f (x)  =-

1 + лрс

\Jx (1 + yfx )

Равшанки,  ̂ f (x )dx  интеграл иррационал функциянинг интеграли 
булади. Бу холда, аввало/(х ) ифодасидаги х ларнинг даражаларида 
катнашган касрлар махражларининг энг кичик умумий булинувчи- 
сини топамиз. Айтайлик, у а булсин. Агар \ f (x )dx  интегралда x =  tn 
алмаштириш бажарилса, у холда иррационал функцияни интеграл­
лаш рационал функцияни интеграллашга келади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
г dx

( 1 +  V А- )

интегрални хисоблайлик.
Интеграл остидаги функция

( 1 + v"A' ) У *  ( 1 + хз )

ифодасидаги х нинг даражалари 4  ва * булиб, бу каср махраж- 

лари 2 ва 3 нинг энг кичик умумий булинувчиси 6 га тенг булади.
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Агар каралаётган интегралда х =  /6 алмаштириш бажарклса, унда 
dx =  f>t5dt булиб,

Г dx С dx Г 6/э

(1 -f \J х ) х (1 +  * ' /л)х 1/г J  (1 + 12) t3
dt

булади. Натижада иррационал функцияни интеграллаш рационал 
функцияни интеграллашга келади.

Равшанки,

— d t  =

Демак,
=6^ dt —  ̂ + г ]  =  6< — 6arctg' ' С-

\ , - 6 ^ — 6 arc! 8 ^  +  С.
J  (1 +  <Jx ) V  

2. Ушбу г ( x - l ) d xS
( v *  + )*

интегрални хисобланг.
Бу интегралда -фс— t алмаштириш бажарамиз. Унда x =  t6,

^ Jx ~ t3, = / 4, dx =  6t5dt булиб,

( х — 1 )rfJC Г 6(/6— 1) -/Зл
,3 ,

<V* + V ?> *  ( / + /  

;6- 1  

4 ( 1 + 0

г / — 1 г t5 — t'+ t3 — t2 +  t — 1 ,,
3 \ т----- dt =  \------------------ dt-J /4( 1+П J г

= 6 (4 _ (+lnl(l+± _ _ L + _L_)+c=

2°. Фараз килайлик, f (x ) функция ах-\~Ь иккивдднинг (а, b — 
узгармас сонлар) турли каср даражалари устида арифметик 
амаллар бажаришидан \осил булган функция булсин. Масалан,

11 / w =  w t t t :

2| I M -  -  _____
I +  л] х -\-1

1 -  . 

+- у т + т

У  2л: —  5
3) /(*) = ____

1 +  V  2 х - 5
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Бу холда хам \ f (x )d x  интегрални хисоблаш учун аввало f(x)  
ифодасидаги ах-\-Ь ларнинг даражаларида катнашган касрлар 
махражларининг энг кичик умумий булинувчиси топилади. Айтай­
лик, у сг га тенг булсин. Агар \ f (x )dx  интегралда ax-\-b =  t" 
алмаштириш бажарилса, иррационал функцияниш интегралини 
хисоблаш рационал функциянинг интегралини хисоблашга келади.

М и  сол.  Ушбу
dx

Зх+ :

интегрални хисобла иг.
Бу интегралда З х + 1 = + ’ алмаштиришни бажарамиз. Унда

булиб.
dx

V

j ( 73л-+1 - 1) V 3-v+l

2 { t -

$7

И(

t’dt
' \ ~ f .

t —  t

1 dt =  2

<+l

2 ( {/37+ I -  ' In V
(j.-—

(t2- 1 )/■

г dt
_ ' + з  /F  г

-- 1 1п 1 t+_
2 1 i-

- Г + 1 \ ,
ь Г -1 )+

+  C=

c.

3°. Фараз килайлик, f (x)  функция * нинг (a, b, с, с1 —

узгармас сонлар, ad=£bc) турли каср даражалари устида арифме­
тик амаллар бажарилишидан хосил булган функция булсин. 
Масалан,

f ix)

’) f ix )

l+.v.

(2 +  х)-- (3 — х)

з ,  f W = T — t •
X

.. a x  +  bБу холда хам, — —  ларнинг даражаларида кати а u i га и каср-
СХ +  d

лар махражларининг энг кичик умумий булинувчиси а дейилса, унда
ушбу ---“Ь-- =  t п алмаштириш натижасида иррационал функцияни 

сх  +  d

интеграллаш рационал функциями интеграллашга келади.
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М и с о л  л а р .  1. Ушбу

интегрални хисобланг.
В Уl ±±dx

Бу интегралда * \ ~  =  t2 алмаштириш бажарамиз. У холда

1 -)- Л' j 2 i——  — / х =  2---

, 2 tdtах = ----г--- 2
(/ — 1)

булиб,

=  - 2 \- J?— d t = - 2 t -  In I -J—  I +  C =J / — I i (+ I i

=-2VI? - |ni4Vi:? - |)'i+c
2. Ушбу

i Vi
интегрални хисобланг.

Бу интегралда д / у ^ г  — t алмаштириш бажарамиз. Унда

I , 4 tdtX =  - , «Л' =  — --- 7,
Г +1 ( Г + 1)2

булиб,
:dtW + 1

булади. Равшанки,

=  / — arctg/ +  C.
r + i

Демак,

S УШ' Т ^  =  2 ( '- a r d g O + C .

= 2(Vr+7- arc,« VrS )̂ C'
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4°. Фараз килайлик, f (x)  функция х ва д/ах2+  bx +  с лар усти- 
да арифметик амаллар бажарилишидан хосил булган функция 
булсин. Масалан, L

>) /(-'I . ' ;
д/ х +  6* +  5

2) / (x )= ^ + i ± L ^ l ;
jt у  x” —  x +  1

.3) / '(A ) — ' .
(2.Г +  1) \ V  +  4

Равшанки, бу холда \f(x)dx интеграл иррационал функциянинг 
интеграли булади. Куйидаги уч холни караймиз.

Б и р и н ч и  х о л .  Агар а > 0 булса, каралаётган интегралда

л ]а х 2-\- Ьх-\- с —  х д/а =  t (25)

алмаштириш бажарилса, иррационал функцияни интеграллаш 
рацион,чл функцияни интеграллашга келади.

М и с о л . Ушбу

f dx

J  л ]х 2 б.г -|- 5

интегрални хисобланг.
Бу интегралда, а = 1 > 0  булганлиги учун (25) каби

д/х2+ 6х +  5 — x =  t

алмаштиришни бажарамиз. Натижада

д / У -f 6х +  5 — x =  t ^ x 2+ 6x  +  5 =  x2+ 2tx  +  t2=>x =

бул и б,

6-2 Г

\/х2 +  6х +  5 J  — /2 +  6/ — 5 ( 6 - 2 0 2

Г 2 dt
6 - 21
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Демак,
[ “ ' - =  —  In 13 +  л: —  д/х2 +  6.v +  5 ! +  с.
J  У * 2 +  6л.- +  5

И к к и н ч и  к о д .  Агар с > 0  булса, каралаётган интегралда

у сIX2 -)- bx -f- с =  xt -j- д/с (26)

алмаштириш бажарилса, иррационал функцияни интеграллаш 
рационал функцияни интеграллашга келади.

М и с о л .  Ушбу
dx

У - * 2- 3 *  +  4

и нтегра л ни хи с обл а н г.
Бу интегралда с =  4 > 0  булганлиги учун (26) алмаштиришдан 

фойдаланамиз

д/ — х1 — Зх +  4 =  xt +  2.

Натижада

~\] — х2 — Зх +  4 =xt-\- 2=>— х2 — Зх +  4 = x 2t2-}

■> , , 4/ + 3 =>- — х — 3 =  хг ‘ 4 - 4t=>x = ----- q ,
1 +  t2

n 2/2 4  3/ — 2 ,,
с/х =  2- ,---- j- d / .

i r  +  i ) 2

2/2 + 3/-2V - x 2- 3 x  +  4 =
r  4

булиб,

5-
Ja =  ... \ -  - ^ t-1---2 2‘2t 3t~ f  dt =

V - / - 3 *  +  4 •' 2 / Ч З / - 2  ( r + D -

=  — f =  — 2arctg/ +  c.
J r  4  1

Демак,

\ =  -= =  — 2arctg 
J V — X2 — 3x + 4

dx 0 , V —Зл+4 —2
- C.
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У ч IIII ч и х о . 1 . Агар Ь2— 4 а г> 0  булса, у холда 

ах2-}- bх -{- с =  а (х — а ) (х — р) = 0

квадрат тенглама а ва |3 илдизларга эга ва каралаётган интегралда

д/ ах2 +  Ьх +  с =  t (х — а ) (27)

алмаштириш бажарилса, иррационал функцияни интеграллаш 
раиионал функцияни интеграллашга келади.

М и  с о л .  Ушбу

S dx

\j -  х1 +  4 .с - - 3

интеграл ни хисобланг.
Бу холда

Ь1 — 4 ас =  42 — 4 • 1 • 3 =  4 >  0,
— л-’ +  4-v — 3 =  (х — 1) (3 — х)

булади. Берилган интегралда

д/ л • ! \ 3 =  у/(х — 1) (3 — х) -- (х — 1 )t

алмаштириш бажарамиз. Унда

д/(х— 1) (3 — х) =  (х — 1 )/=>(х— 1) (3 — х ) =  (х — 1) 2/2= 
= > (3-х ) =  (х — 1 )/2=^(/24-1 )х  =  /2 +  3=>

(<- VEf)-
d x = ( - ^ - \ d t = -  Л - dt.

r + 1 / r + 1
/ 2 I 1 n 21V  — .V + 4x  — 3 = - r— - 

/-+i
булиб.

f dx ,  f r ' + l
( -  41 \

' V -Г  I I f — 3 ' 2/ V ( Г  +  2 ) 2 /
:

2 i -f-- — — 2arctgZ +  c =
J Г -+-1

■■a'4 -”  y "  ;



8-§. ГРИГОНОМГ.ТРИК ФУНК II ИЯ ЛАРНИ  ИНТНГРАЛЛАШ

<l>ciраз килайлик, /(.v) <}>\икипя sinx хамда cosx функциялар
ч'стида аналитик амаллар бажарнлишидан хосил булган функция * 
булсин M av -.i шп.

-* / < V i  ■ , , :

■> ) ' I A ! -

Ь \ п д а и  /( v I ' t > ч i! к ; n i ч 11)! i; i и н п т р а л и  \/l.vi</.v пи ‘xncon. i a in y i v n

t g  — / ( x  =  ‘J c i r d C i  i a '! :111 n p n n i  б а ж а р н л а д и .  N и л а  s in . v  х а м д а

COSX ,'Itlp ! Op к а Л i i K.Y!!! М.:! i li 4.'i
,, ■ -V VJ  -;i: CO> ')t

2 ? ■ >!SIIIA" " r— " “  ;
• ii “ X 1 - x  j |_ | f2 x  I r  '

c o s x  —  j  J  , 1 ,

и ф о д а .  i а и ш  >, i p п n  hi o.vte i p 11 к ф у н к и н я л а р н и  ш п ч  r p a . i . i a m  р . ш м о  
н а л  ф у н к п . п и л л р п п  им  i c i  p a  \.та л и  а  к . л а д и .

ч  II i  ( i . l  .'I ;i [) . ! . ,\ i и v

!! нтсгралhii \,иi. <)бланг.
Ь\ и и i f! pa i.xa t jr - = / алмаштириш бажарамиз. Унда

sin.v =  , •» с ~  , </.v — " (II 6 v  л и б.

' . I s i I 1 V  I J  Г ( ,s I “ • \

I : • I t Г

' , = 2 ^  "
• W  !-. 4 I ! - I - f 5 ( 1 -f- Г )  J r  ~i- I'll -

\ a  . 3) i l l  l I -ii -- j- .



2. Ушбу
dx

sirur

интегрални хисобланг.
Б\ интегралда хам tg--=/ алмаштириш бажарамиз. На т ижа ­

да :

4 ^ =  \ ' t f d l =  \ d '= U V  t \ + C  =
iln.v J  2 i J  /

:|П tg-| + C

Э  c .1 a г M a . Айрим холларла i ригонометрик функцияларни инте! раллаш 
/ =  si их, / =  с os .V. / =  t£.v a.iMa niTnpniii.iap  кулай булади.

М и с о л л а р . 1. Ушбу

cos xdx 
siir.v

и н те г pa.i ни хисобланг.
Бу интегралда / =  sin.v алмаштириш бажарамиз. Унда 

dt=cosxdx булиб.

Г eos\xdx Г eos\v • c o s .v J a* f (1 — sin-jfjcos xdx jГ ( 1 — Г ) dt
J  s in ‘a J sin'.v J sin'V \ ~ T

2. Ушбу

-  ' ., f  : Г +  Г  — г~  - 4 sin ,v - sin i

dx
co>'x

Ингетрални хисобланг.
Бу интегралда / — tg.v алмаштириш бажарамиз. Унда

dt =  1, dx булиб,
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dx
. OS A' J  COS X COS A J

=■  ̂ ( I +  t~) 'dt =   ̂ (1 +  2/-+ /')<// =

; /-+- ~ t *+  !-/’-)-< - t g.v -f- " !  g ’x -f- 11 g -V ~\~ C.

. Y[[:m\  ̂ sjn///v ■ co sn x ilx .  ̂ COS//VV ■ c o sn x d x .  ̂ Sin/71A' • sin/7X^A' К у p II ■

- (oi 4  jJt )

(a + (5) f  i-os(a —

I (ОС-f |i I + -sin (^ — |J>)

ф ор м  v . i;i. ici p;ui ii <p o h . i :i . i а I m ill м а к с и  n .i м у в о ф и к  б у л а д и .

М и с о л .  Ушбу

\sin.v- sin3 xdx

ипгетра,iни хисобланг.
Равшанки,

siii.v-sin3.v --- | (cos2.v — cos4.v).

11а гпжада :

sin-V ■ sin3.v</.v ’. X I I X 'A xdx =
I 1 X +  С



2 - I. О Б  

А Н И К  ИНТЕ Н*ЛJ1

1-§. А Н И К  И Н Т Е ГР А Л  Г .V11J У Н ЧАС И

Функцияниш аник пнтегралини таърифлашдан аввал бу 
тушуича билап боглик б\л ган эгри чизикли трапепиянинг юзи ни 
топиш масаласиии келтирамиз.

1. Э  г р и ч п < и к л и г р а п с и и я ни hi ю и. f (a)  <ji\n к ни и 
[о, b | сегментда аникланган, у з л у к с и з  хамда V.v 6 |а, /;] да 
f (x)  ^ 0  булсин. Юкоридан f ix)  функция графиги, ен то.монларидан 
х =  а, х =  Ь вертикал чизиклар хамда настдан Ох -■ абсцисса 
уки билан чегараланган шаклни карайлик ( I -чизма). Одагда бундай 
шаклни эгри чизикли трапеция лоб аталади. Биз кейинги бобда 
текис шаклннинг, жу.младан эгри чизикли трапепиянинг юзи 
тулпунчаси ва у билан боглик булган масалаларни батафеил 
ургапамиз.

Агар f ix)  функция \а, Ь\ сегментда узгармас, яъни 
f ix )  =  С — с 01 ist

булса. у холда аЛВЬ  шакл гугри гуртбурчак булиб, унинг юзи
S  =  С ■ ib — a )

формула билан аниклапалн.
Агар f ix)  функция учун / (х) -ф C =  const булса, у холда аА ВЬ  

шаклнинг юзини топиш у ч у н  (а, Ь\ сегментнн

а — л’.., .V . v.>, . . X; . х:, =  Ь (.v,, <  .V, ■ . . <; а„ )

нукталар билан п та булакка буламиз ва хар бир [хк, Xk-\ i] (/? =  (),!....
п -- I) сегментда nxi иёрий g* (Н/, 6 [v*, нукта оламиз. Хар бир
[л'.;. Хк . ! | (к — 0,1, 2 ....п — 1 ) сегментда f ix)  функцияни узгармас ва

уни /(;/,) га генг килиб ш сак, у холда а* .1* Bt< Хк+\ эгри чизикли 
трапепиянинг юзи

f ib  ) • (ач 4 : -Хк)

га я кип булиб, аАВЬ шаклннш юзи 6' эса

/ ( “..) ( .V | — A",,) j-f i l i  I (.Vj — Vi I f- . . .-)- 
+  / ( h i) ( Xt . I —  Xк ) +  . . .  +  / ( In ! ) ( xn — Xn I )

га яки н микдор билан аникланади. Лем а к,

-S' 1  fi l  ) \ v , (1 )



бунда Д Xk =  Xk + 1— Xl. Равшанки, aABb эгри чизикли трапециянинг 
юзи ни ифодаловчи (1) формула такрибий формуладир. Энди 
\i, b] сегментни булувчи нукталари сонини шундай орттириб 

борайликки, бунда хар бир сегмент узунлиги \хк иол га и н тл а
ч - I

борсин. У холда 2 /( ; , )• Ах,, йигиндиниш микдори хам узгара

боради ва бу микдорлар боргаи сари иАВЬ эг[)и чизикли трапеция­
нинг юзи ни аникрок ифодалайди. Умуман, жуда кун масалаларнииг 
ечими юкоридаги ( Иг а  ухшаш йигинднларнинг лимитини топиш 
билан хал килинади. Бундай йигиндиларнинг лимити математик 
анализнинг асосий тушунчаларидан бири — аник интеграл ту- 
шунчасига олиб келади.

2. [а, Ь\ с е г м е н т и и н г б у л и н и ш и . Ма ьл\ мки, (а, b] сегмент 
ушбу

[u, b\ =  {x f R . a ^ i x ^ b }
хакикий сонлар тунламидан иборат. У геомегрик нуктаи-иазардан 
гугри чизикда (сонлар укида) учлари а ва Ь иукталарда булган 
кесмани ифодалайди (2-чизма).

[а, b] сегментда
А'и.Х 1,A"‘j, . . . ,Хп 

(Хп <. X | <  А':> <  . . . <Л'„, Ха =  а. Хп — Ь)
нукталар оламиз. Бу нукталар системасиии [а, Ь\ сегментнинг 
булиниши деб атаймиз ва уни

Р  =  \Х(),Х\ ,Х2, . . . ,А'„}
каби белгилаймиз.Равшанки, [а, Ь] сегментнинг Р  булиниши _\ ни п га

[a'm.Y 11, [.V], А'2 |.........  \Xk, А'*+ |], . . . , [х„ -I, х„\

булакларгп ажратади.
Хар бир Xk (k =  0,1. 2....... п) нукта Р булинишнинг булувчи

нуктаси, [хк, Хк+1] сегмент (k =  0, I __  п — 1) эса Р  булинишнинг
бумаги (булакчаси) дейилади.

Р  булиниш булаклари узупликлари

Axk =  xk + 1 —  хк ( k —  О, I ....... п —  1)

нинг энг каттаси, яъни ушбу
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>. == m ax {Лх*}== max (A.v Л л ...... A x n- i}
k

микдор унинг диаметры дейилади. Бу ). микдор Р  га боглик булади 
(Х — Хр) . Хусусан, \а. Ь] сегмснтни п та тенг пулам-а булншдан хосил 
килинга^ ушбу

Г) I I  ̂ ^ i г» ^ Ь —  (I . ,Р  =  \х0= а , х х =  а-\- —  . х ,=  а4-2 — ........ хп =  а-\-п- - -=Ь\П - II п

бул и ни 1и нииг ди а метр и

/> — и 
п

булади.
[а,/;] сегмент берилган холда у ни hi тур.ти ycwi.iap билан 

исталган сондаги булинишларини г\лиш .м ум кии Б\ булинишлар 
дан иборат туплам &  булсин:

. / ’ • : Р  j.

3. И н т е г р а л  й и I' и и д и . f (x)  функции [a, b J сегментда 
аникланган ва чегараланган булсин, [ а .Ь\ сегментнинг ихтиёрий 
Р  булинишини карайлик; (а < .Ь ) Ь\ б\ шиишга мос келувчи хар бир 
\Xk, Xk+1] (k — 0, t l— 1) ораликда ихтиёрий £; (Ь, r ,. i jj нукта
олиб, куйидаги йигиндини тузамиз:

o =  f ( l  и) \xn-\-fd\) \ л , -f . . . -(-/(;/,! \ л ,+  . . . 4 /(f.v- i \.v,,. (2 )

бунда

Лл'0 =  л'| — Л'п, \л ' |  =  Х2 —  Л I, . . . .  \хь —  .V, , 1  — л:.;, . . .
\ л \  =  Л п —  х I т  | .

Одатда (2) йигинди f(x) функциянинг ингеггрил йигиндиси дейилади. 
Уни йигинди белгиси 1 оркали ми кича куйидагича

хам ёзиш мумкин.
Интеграл йигинди о пинг тузилишидан куринадики, у f (x)  

функцияга, [а, Ь] сегментнинг булинишига хамда хар бир 
[xk, x*+i] (к =  0, п — 1) булакчадан олинган с,., нукталарга боглик 
булади.

4. А и и к и н т е г р а л т а ь р н ф и . { ( л ) функция [о, Ь\ сегментда 
аникланган ва чегараланган булсин.

[а, /;| сегментнинг шундай

Pi, Р 2, Рл, ■ . .7  Pm, .. (3 )
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( Pm 6 m =  1, 2, . . .) булинишларини караймизки, уларнинг мос
диаметр,ларидан ташки,л топган

кр , кр , кр , . . . , кр , . . .

кетма-кетлик нолга интилсин; кр —*-О
Бундай Р,п [п'г~ |, 2,...) булинишларга нисбатан f (х) функциянинг 

интеграл йигипдилариии тузамиз. Натижада

(ТI, (т., <т(, . . . , csm, . . .  (4 )

кетма-кетлик хосил булади.
1 - I а ъ р и ф . Агар |<7, b | сегментнинг хар к,андай булинишлари 

кетма-кетлиги \Рт \ олинганда хам унга мос интеграл йигинди 
щийматларидан иборат {a,„j кетма-кетлик g/; ну^таларнинг танлаб 
олинишига боглик булмаган у олс)а .\амма ващт яг она I  сонга 
интилса, бу I сон о йигиндининг лимиты <)еб аталади ва

lima =  lim X  /'(£*) \xk— l (5)

каби бе. 1гил анади.
(2') йигинди лимигини куйидагича хам таърифлаш мумкин.
2- т а ь р и ф. Агар V g > 0  сон берилганда хам шундай 6 — 6 ( f ) >  

"> 0 сон мавжуд булсаки, />] сегментнинг диаметра ).р <  6 
булгани .уар >\андай Р  С>улиниши учун тузилган о йигинди ихтиерий 
нукталарда

[<т - / ] С  е

тенгсизликни к^аноатлантирса, у х,олда 1 сон а йигиндининг 
Хр-*-0 диги лимиги деб аталади ва у ющоридагидек ( (5)  га каранг) 
белгиланади.

,‘i -т а ь р и ф . Агар Хр->~ 0 да f (х) функциянинг интеграл йипшди- 
си ( 2')  чекли лимитга зга булса, у холда / (х) функция [а, Ь\ сег­
ментда интегралланувчи (Ри.маи маъносида интегралланувчи) 
дейилади, о йигиндининг чекли лимити I эса j (х) функциянинг 
[и., Ь) сегментдаги аник интеграли ёки Риман интеграли деб аталади 
в а у

{ I (л ) dx

каби белгиланади.
Дем а к,

I I i .V ) tlx - ---- ! illlil —:



Бунда а сон интегралнинг к,уйи чегараси, Ь сон эса интегралнинг 
юк,ори чегараси, \а. b] сегмент интеграллаш оралиги деб аталади.

М и с о л л а р . 1. Ушбу

f(x)  — с (с =  const)

функцияни | а ,Ь\ сегментда карайлик, |л, h] сегментникг ихтиёрий

Р  =  {хо, Х|, х-2, ■ • • , х„\ (Хо<Zх ] < x 2<  . . . < х п, хо =  а, хп =  Ь)

булинишини олиб, берилган функциянинг интеграл йигиндисини 
тучамиз:

гг= X  i { l k) Ax.k

Хар доим
f ( b ) = c

булгани сабабли

п — I
о =  V с - А х к = с  ■ \.\-„+(-• \ х , . . . -f- с - А х „ _ 1 =

А’ = {)
=  6'- [(Х| -Х п )  4- (х -2 — X,) -)-. . .  4- ( Х п --Х „  - |)] =

=  с • (хп — Хп) =  с ■ (Ь — а)

б V,чади.
Кейинги тенгликда л—<-0 да (>. =  тах\\хп}) лимитга утиб топамиз: 

lim  а  =  lim  с  ■ ( Ь  —  а) =  с ( Ь  —  а ) .

Демак, f ( x ) — c функция [а, Ь \  сегментда интегралланувчи ва

ь
\с dx =  c(b — a).

Хусусан, /'(лг) =  1 булса, унда

ь ь
 ̂ I . dx =■  ̂dx =  b —a

а  а

булади.
2. Ушбу

f ( V) =  X

42



функциями ja, h\ сегментда карайлик. \а, b] сегментнинг ихтиёрий
Р  — {л"о, л-! , ........*«| (.Уц<л'| < л '2<  • ■ ■ < х „ ,  х„ =  а, х„ =  b ) булинншнни
олайлик. Унинг диаметри

/. -•= тах\ \а,.} | к ==<). г, - - 1)

ov.tchh. 1 j v булиниш нинг чар бир |лч, л* ; : | бума гида ихтиёрий 
н\ к га ни олио. берилган функциянинг интеграл нигнпдисинп гулами:».
b\'i h Ш cl i ! К И , OV \ ( ) , I .U i  I  { ZL?) —  O V .il iO .

fT=  2  / ( ;  . I \x ,.= X  \\ : (<))

булади, бунда \л> =  .v«. . i --л-..
Энди (б) йигинднни клйидагича одами:

\хк - _  ., “Н 9 ) ‘ \-v ;:

\ /,• +  Г̂~ '

OY il.Ul

( 7 ) т е н г .  I и к н  и h i  v m  г о м о н и д а г и  б и р и н ч и  х а д и п и  х н е о б л а й м п :

2  \  ’ • \ .  2  ( -V , , Г X , )  I X  , |---V —

V (Л/ | —  .Vj.I —  л ) ( v —  , v ,

4 (x i —  xj ) | * ( v: — л ::) --- Ь / ' . I *  I

.-Шдн (/) тенглнкнинг у т  гомонидаги иккинчи хадипи ба.чоланмп: 
Лгар

къ ; , 1' - -6 К ,- х>,

к =  m ax(л',„ : — л',.1 (/: =  (),/; — ! )



б у л и ш и н и  э ъ т и б о р г а  о л с а к ,  у н л а

а |  = i: (г,- xk +  xk +
9 )• ^ <  V | ̂  V 1\ / “

\ а

<  X  m a x ( х к . — .V.,.) \ а , , =  /. X  \ х к= / . ( Ь  —  а )  

э к а н и н и  т о н а м и -?. Д е м а к ,

I а| ^ / . ( b — и ) . ( 9 )

( 7 ) ,  ( 8 ) ,  ( 9 )  м у н о с н б а т л а р д а н  /.—>() да <т и н г и и д н н и п г  л и м и т и

ft- —а- . , ,
o w i n i i i i u i n  к\ p a м и i. Ь \  э с а  т а  ьрп< >га к у р а

xdx = b~ —

э к а н и н и  о и л д и р а д и .

2-§. А Н И К  И Н Т Е Г Р А Л Н И Н Г  М А В Ж У Д Л И Г И

f ( x )  ф у н к ц и я  [и , Ь\  с е г м е н т д а  а н н к л а н г а н  па ч е г а р а л а н г а н
б у л с и н .  \а,  Ь\  с е г м с н т н и н г  и х т и ё р и й  Р  =  {а„ , X i .............. ,r„j б у л и н и ш и и н
о л а й л и к .  Х а р  б и р  [а /0, а * т i | о р а л и к д а  и х т и ё р и й  н у к т а  о л и б ,  / ( а ) 
ф у н к ц и я н и н г  и н т е г р а л  й и п ш д и с и п н  т у ч а м и : ? :

о = Х  f ( h , )  ■ \ . v ..

Б е р н л и п ш г а  к у р а  / ( а )  ( |> уикиня  [а ,  Ь\  д а  ч е г а р а л а н г а н :

т  ^ / ( а )  +  М  ( V a  6 | и,  Ь  ]) ( 1 0 )

Д е м а к ,  у  х а р  б и р  [ а «, а ; | д а  х а м  ч е г а р а л а н г а н .  N н д а  / ( а ) 
ф у н к ц и я н и н г  [ а *, а * + | |  Да а н и к  ч е г а р а л а р и

т к  =  i n f j/ ( а  ) !, а  £ | ах . .V .. 1 ], I к  =  0. п  —  I ) ( I I )

A f*  =  sup ( / (А ) } .  А 6 I Ад,. Аа . 1 ], ( к  =  0.  П —  I ) (12)

м а в ж у д  б у л а д и .  Б у  с о н л а р д а н  ф о й д а л а н и б  кл й и д а !  и

<>• =  т  и Да,,-}- т  \ а  , -)- . . .  -г- m , ,  , \ а „  , =  X  т к А х , ,  (13)



S  =  /VI„ Дх,,-j-/И ,• Ax , -f- . . . +  M „_ |■ Ax„ _ | =  2  л/ • \Л , (14)
к -ii

йигиндиларни тузамиз. Одатда бу йигиндилар мос равишда f (х) 
функциянинг Р  булинишга иисбатан куйи хамда юкори интеграл 
йигиндилари дейилади. Равшанки,

.ч < 5 .

Юкоридаги (10), (11) ва (12) муносабатлардан барча k(k =  0, 1, 
2, . . . , п — 1) учун

m^rrik, M k ^ M

хамда
П — I ri —  I

л- — 2 т  к Ах ,+г т  2  А* ,.= т  ■ (Ь — а ) ,

п  - - I /1 - 1

5 =  2 .11 \ v М 2  \хк= М  (Ь — а)
к =  0 к =  0

булиши келиб чикади. Демак,

т-  (Ь — а) s ^ s ^ S ^ M ( b - a ) .  (15)

1 - л е м м а .  Агар f (х) функция [а, Ь\ сегментда аникланган ва
чегараланган булиб, Р  =  jxo, Х\........  х„( эса [а, Ь\ нинг ихтиёрий
булиниши булса, у уолда шу булинишга нисбатан f (х) функциянинг 
цуйи, ющори %амда интеграл йигиндилари учун

s 5̂  а ^  S

тенгсизликлар уринли булади.
И с б о т .  ( 11) ва ( 12) муносабатлардан фойдаланиб V 

Хк | I ] да

^  Мк

булишини топамиз. Бу тенгсизликларни \хк га купайтирсак, 
( Ах к —- Xk -f 1 — Xk> 0 ) унда

HI к А X к ■ \хя <  М к ■ Ах к

келиб чикади. Кейинги тенгсизликларни k нинг к =  0, 1, 2 , . . . ,  
п — 1 кийматлари учун ёзиб, сунг уларни хадлаб кушиб топамиз:

5  / (6*)А х ,<  2  М в \х, 
к = () * = (> £ = 0
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Де мак,
.s' 5- Ca S

Фараз килайлик,

P\ =  {.Vo. x j, ха, . . . x,,} (xo<x,i С  . . < x „, Xi) =  a, x„ =  b)

[a, b | сггментнинг бирор булишини булсин. f>v булиншш'ииг 
булувчи и укта л ар и ка гори: а битта х* и\кта (х * 6 [а, Ь]) кУшиб, [а, Ь\ 
пинг 6oiiJKa Р- булннишинн хосил килайлик. Анпклик учун бу х"* 
нукта Хк ха мл а Хк ■. . лар ораспда жойлашгап булсин.

Р> = \х II, Х | ......... Хк. X*, Хк 4 I. . • , Х„),

(х „<  х, <  . . .  с  Ха •< х* <  х* -1 С  . ■< хп',Х(>— а, х,, =  Ь).

2 -л е м м а . |а, Ь\ сегментди аникланган на чегараланган f (х) 
функциянинг Р х хамда 1\ пулиниилларга нисбатан тузилган к;уйи 
интеграл йигиндилари s \, ,v.> па юк^ори интеграл йигиндилари 
S., S , лар учун

S , 5С- л ■>■ >
,ч . s

тенгсизликлар уринли булади.
И с б о т .  / (х ) функциянинг Р\ \амда Р  ■ булинишларига нисбатан 

юкори интеграл йигиндпларини ёзамип:

.S', =  Af,i \x,i +  М , \.v; + . . . !- W \л. Д +.V!,. \.v, _ I. 
s. =  .vi„\x„+ w ,\x .+  . . .  -f (A?; \x;. t- лк.лх-о +  . . .  +  

+ Л1, • \r..

бун ui

V I. -~_sup|/'(.\)[, .1 

M'k =  stip{/1 x ) I, .V
ва \xl ■:* v , Vi

S i хамда S 2 йнгипдилар бир-биридаи битта хадга фарк килиб, 
S i да Mi, Ах к кушилувчи булган холда S 2 ta унга мос кушилувчи

M l - \х!, f М к \ V;'

ифодадан иборатдир.
Равшанки,

! v X* I с  (х 

[ х* , х { . ]<= [л



Унда M 'k ^ M k, М Ь '^ М ь булишини эътиборга олсак, у холда

M'k-bx,k +  M ZAxg=M ,£ (x * - x l') +  Щ ( х к f l — х*) <

<  М  k- [(х* -  л- *) +  л-, _u -  .v*) | =  М к- \ х ,

булади. Бундан эса

5, > S 2

тенгсизлик келиб чикади. Худди шунга ухшаш

булиши курсатилади. Лемма исбот булди.
Энди функция аник интеграли мавжудлигиниш зарур ва егарли 

шартини келтирамиз. Делида функциянинг интегралланувчи були­
ши ёки булмаслигини таъриф ёрдамида текшириш мумкин. Лекин 
купчилик холларда интеграл йигиндининг чекли лимитга эга 
булишини курсатиш ж  уда мураккаб булади.

f(x) функция [а , Ь] ораликда аникланган ва чегараланган булсин.
1- т е о р е м а .  f (x )  функция \а,Ь\ ораликда интегралланувчи 

булиши учун V e > () олинганда х,ам шундай 6 =  6 (е ) > 0  сон 
топилиб, [ а, b] оралицнинг диаметри 6 булган д:ар цандай 
Р  булиншиига нисбатан

S — s <  е (16)
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Агар f (x)  функциянинг [xk,Xk+\\ (к =  0. п — 1) ораликда: и геб-
ранишини ш* оркали белгиласак. =  — /и*), у холда I 16) тенг­
сизлик

2 W ,, \х £, 0  (И) ' )
к — и

куринишга эга булади. Купчилик холларда теореманипг (16'1 кури­
нишдаги шарти ишлатилади.

2 - т е о р е м  a.  f (x )  функция | а, Ь\ ораликда узлуксиз булса, у шу 
ораликда интегралланувчи булади.

И с б о т .  f (x)  функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булган.ип идан 
Вейерштрасс теоремасига кура у чегараланган булади Иккинчи 
томондан Кантор теоремасига биноан у шу сегментда текис узлуксиз 
булади. Унда V e > 0  сон олинганда хам шундай б > 0 со н  топиладики, 
[а, Ь\ еегментни узунликлари 6 дан кичик булган булакларга 
ажратилганда функциянинг хар бир булагидаги гсбранишп учун

Wk <  е
булади. Демак, [а, Ь\ ораликнинг диаметрлари >.,,«<6 булган хар 
кандай Р  булинишида
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S  — s =  Z  w k-Axk<ie 2  Ax к= е  {b — a)
k=G k = 0

п— 1 п — 1

булади. Бу эса (16') га кура [а, Ь\ ораликда f (x)  функциянинг 
интегралланувчи эканини билдиради.

3 - т е о р е м а . Агар f (x )  функция [ а, Ь\ ораликда чегараланган 
ва монотон булса, функция шу ораликда интегралланувчи булади.

4 - т е о р е м а .  Агар f (x )  функция ( а, /;] ораликда чегараланган 
ва бу оралик;нинг чекли сондаги нуцталарида узилишга эга булиб, 
долган барча нуцталчрида узлуксиз булса, функция шу ораликда 
интегралланувчи булади.

ДА а с а л а н .
/ (.v) = sgn  l.v (1 — х2) j

функция [— 2,3] сегментда интегралланувчи булади, чунки у шу 
сегментнинг х =  — 1, х =  0, х — 1 нукталарида узилишга эга булиб, 
колган барча нукталарда узлуксиз булади (3-чизма).

Юкорида келтирилган теоре- 
мадан куринадики Цх) функция 
интегралланувчи булса, у холда 
интеграл йигиндининг лимити 
[а, b] сегментнинг булиниш усули- 
га хам, хар бир булакдан олинган 
£* нукталарга хам боглик бул май, 
Хр->~0 да ягона

ь

га (сонга) интилди. Демак, интегралланувчи функция учун унинг 
интегралини топишда хисоблаш учун кулай булган бирор!а 
булиниш хамда топилган ck ларга нисбатан интеграл йигиндининг 
лимитини хисоблаш етарли булади.

ь
ДАасалан, бизга маълум ^xdx интегрални карайлик. \а. Ь\ сег­

ментда Ц х) = х  функция узлуксиз булгани сабабли у 2-теоремага 
кура интегралланувчи. Каралаётган интегрални хисоблаш учун 
|а, Ь\ сегментнинг

п  I I b —  a . Ь — а Ь — а . ,Р  =  \хп= а , х, =  ан----  ,..., х, =  а +  к ---- ,..., х.=а-\-п----=  »П к ■ п п

булинишини (бунда л =  b ---) хамда с» =  а н и  оламиз.п п
Унда Ц х) = х  функциянинг интеграл йигиндиси

3- чизма
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b — a \ b — a
-I Л— I

'=  H  f(lk ) • A x k=  2  (a  +  k-a -
!? =  () k =  0

П

6 = 0
b — a

n ĵ /2 • О —f-- —— ( 1+ 2 +  . . .  +Ai — 1) j

b — a Г . ft— a n l n  — I )  “1 6 — a 2 b — a .

“ Г в + ~ -------- “ J " — -------- ' *
9 9

булиб,

lim a =  lim
/.-*■0 /.—0

ft" — a~ 
9

булади. Демак,
b

 ̂xdx -

3-§. А Н И К  И Н Т Е Г РА Л  Н И Н Г  ХОСС.А.Г1 АРИ

Энди f'(x) функция аник интегралининг хоссаларини урганамиз 
ва улардан баъзиларининг исботини хам келтирамиз.

Г .  Агар / (х ) функция [а, Ь] орали^да интегралланувчи булса, 
у исталган [ос, fijcz [а, b] орали^да .\ам интегралланувчи булади.

2°. Агар f (х) функция [а, Ь\ да интегралланувчи булса, у \олда 
c-f(x) функция .уам интегралланувчи ва

ь ь
[с  ■ f (х) dx — с (х) • dx (с =  const)

тенглик уринли.
И с б о т .  c-f(x) хамда f ( x ) функцияларнинг VP булинишга 

нисбатан интеграл йигиндиларини ёзамиз:

а * =  2  c - f ( i k)-Axh а =  2  f ( l k) ■ Axk.

Унда

<т*= 2  c f { l J - A x k=c- 2  f ( l k)-i\x, =  c-
k = О * = о

4 690 19



булиб,

lim о* =  lim с- ст =  с - lim о — с - \ / (x)dx
О /.—О О J

булади.
Агар

п — I
lim (7* =  lim 2  с/ (с /;) ■ \х ,=  \c-f (x)dx
А-»-0  Л-М) к _  A  J/г — и ^

эканлигини эътиборга олсак,

6 ь
^c-f (х) dx =  c • (x)dx

булишини топамиз.
3°, Лгар /(x) ва g M  функциялар [а, 6] оралицда интегралла- 

нувчи булса, у х,олда / (х) ± g (x )  функция х;ам шу оралик^да 
интегралланувчи булади ва

ь ь ь
 ̂ [/ (л:) dzg [ x ) ] d x =  ^/’ (x )dx± : (х) dx

а а а

тенглик уринли булади.
И с б о т .  f (x)  ва g(x )  функциялар [а, Ь] ораликда интегралла­

нувчи булганлиги учун
г,- I b

iim a ,=  lim 2  f ( l k)A x k=  (x)dx,
о >.-~и ,, ,, jk = {)

-1
lim а.2=  lim 2  g ( l k)A xk=  \g (x) dx
;.~o ;.-ot_ 0 J

булади.
Энди f ( x ) z t g ( x )  функциянинг \a, b] ораликдаги мос интеграл 

й и г и н д и с и н и ёз а м из:

п - I
0 =  2  l f ( t k ) ± g ( l k) J-Ax,—

п —  ! п -  1

=  2  / (s,,)Ax/;±  2  g (1ь)Аx k= 0 i± 0 .;
•fi — O k~0
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Кейинги тенгликдан к—»-0 да

ь ь
lim о =  lim о ,±  lim а.,= \ / (л) dx +  \ g (х ) dx

фпимхлага -л а бу.кшнз. By 3 -хоссанинг уринлилигини курсатади.
II ,1 т и ж а . Агар /, ( х ) , f j ( x ) ........ fn(x) функциялар [а, Ь\ оралик

да иптогралланувчи булса, у холда

Cifi ( V ) -\-C’f>(x) +  . . . -f Cnfn(x) ( C i—  const, i=  i, n )

функция хам шу ораликда интегралланувчи булади ва

^f^x)dx +  c2^ f j x ) d x + ' .  . . -{-cn^f„(x)dx

формула уринли булади.
13у натнжанинг исботи кжоридагн 2°, 3°- хоссалардан келиб

Г . А,'ар f ix)  ча g{x) функциялар |а, Ь] оралищда ингегрилла-
и iiii'iu бн/лса // .\(’Лди f (x )-g (x )  функция х;ам шу ораликда 
интегралланувчи булади.

■ > A. ‘a p f (x )  функция [о, с].\имди [с, Ь\оралик,лирди интегралла­
нувчи булса, у холда функция [и, £>] ораликда х;ам интеграллаиувчи
булади ва цшбу

 ̂f (л-) • ах ■— ^/ (х ) dx +  U  (х ) dx

формула уринли булади.
Агип ft х) функция \а, Ь\ оральщди интегралланувчи булиб, 

V.; h, Ь] лар учун f ix)  ^ 0  булса, у ,\олда
h
 ̂/ (х ) dx ̂  0 (a c b )

’ !  ̂ б о г .  V.v Ч (а, />| лар учун / (х ) ^ 0  булганлпгидан 

ст= Z  f ( ld-\xд.>()

*
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ва

lim ry  =  lim  У, f ( l k) \ x k^ Q

>.-о >■-<> к = "
булади. Демак,

Н а т и ж а .  Агар f (x)  ва g(x )  функциялар [а, Ь] ораликда 
интегралланувчи булиб, V.i'6 [a, ft] учун f ( x ) ^ g ( x )  тенгсизлик 
уринли булса, у холда

тенгсизлик хам уринли булади.
7°. Агар f (x)  функция [а, Ь ] ораликда интегралланувчи булса, 

у х,олда | / (х) | функция .\ам т у  оралик^да интегралланувчи булади ва

тенгсизлик уринли булади.
8°. Агар f (x)  функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булса, у х;олда 

шундай g (а < £ < й )  нук,та топиладики

ь
f ( l ) = T ^ \ f ( x ) d x

а

булади.
И с б о т .  f (x)  функциянинг [а, Ь] сегментда узлуксиз булганлиги- 

дан унинг т у  сегментда чегараланганлиги келиб чикади. Демак, 
шундай узгармас m ва М  сонлар мавжудки, V .vG [a , b] учун

m ^ f ( x )  ^  М

булади. Кейинги тенгсизликларни интеграллаб топамиз:

Ь ь ь

 ̂tndx<^  ̂f (x )dx  ^   ̂М dx=>
а а а

Ь

=>m (b — а ) ^  [ f  ( x ) d x ^ M ( b  — a ).
а
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Б у тенгсизлнкларни b — и га булсак, ушбу

—- [ f ( x ) d x ^ M'  b ~ a  J'

тенгсизлик, iap хосил булади. Демак,

~ ГГа \ПХи1У

микдор [а, Ь\ сегментда узлуксиз булган j (х) функциянинг энг кичик 
киймати т  хамда эш кат та киймати М  лар орасида экан. Узлуксиз 
функциянинг хосса,сига кура [а, Ь\ сегментда шундай £ нукта

ь
f t t ) =  b: S a \ f i x ) dx

булади.
Одатда

ь

b —- a S j ( X ) d X  
а

микдор f(x)  функциянинг [а, Ь] сегмент лаги урта киймати, 8Ь- хосса 
эса урта киймати хакндагн теорема деб юритилади.

Энди |а, Ь\ сегментда узлуксиз f (х) функцияни карай.лик. У холда 
бу функция [а, Ь\ сегментиинг истаган |а, ,г] кисмида ( а ^ х ^ . Ь )  хам 
узлуксиз булади. Бинобарип, функция [а, х\ да интегралланувчи.

Равшанки, бу интеграл х га боглик булиб, б из уни F  (х) оркали 
белгилайлпк:

F ( x ) = \ f ( t ) d t .  (17)

Бу ( l / i  интеграл юкори чегарасн цзгарувчи аник, интеграл дейилади. 
9,:. F (x )  функция [а, Ь\ сегментва уисилага эга ва

ой лад и.
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И с б о т .  [а ,b) сегментда ихтиёрий х„ ички нукта олиб, \F (хо) ни 
топамиз:

Д  F  ( х„) =  F  (Л') — F  (л'п) =  (/) d t— [ f ( l )  dt —

=  J/ (/) d t +  \ j ( I ) d t— J/' 17) dtr=>

F (.v) — F  (x.,i [ r
p- .......  =  \ / (/ )  d t  i 18)

X — Xt) A Vjt J

(18) тенгликнинг унг томонидаги интеграл га урта кий мат хакидаги 
теоремани куллаб гонамиз:

F(x )  — F  (х„)
- -----  = /  ( I ) ,  ( A : , < g < A )  .х — х{)

Равшанки, х->-х{1 та булиб, Ц х) функциянинг \ злукеизлнгндан
g-к*о да / ( ; ) —>-/(хи) эканлигини гопамиз. Демак, (18) тенгликда 
х—*х" лимит га утсак,

' (-V I ) =  / (Хм)

булади.
Хо нукта [а, b | сегментнинг ихтиёрий нуктаеи булганлигидан 

F ' ( x ) = f ( x )  (х 6 К  ft])

булади.
Н а т и /К а . Агар fix)  функция [a, ft] да узлуксиз булса, у холда бу 

функция [a, ft] сегментда бошлангич функцияга эга булади.
Хакикатан хам, /(х) функция [a , ft] сегментда узлуксиз булса, 

9 °-хоссага кура

F (x )  =  $/(/)<//

функция учун F ' (х) =  / (х ) булади. Ьу эса /г(х) функция / (х) учун 
бошлангич функция эканини билдиради. ■

/ (х) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булсин. Унда бу функция 
[а, 1> ] нинг ихтиёрий ]х, ft] кием и да (a sC х < ft) хам \ >,л уксиз булиб,

\f ( t )dt
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интеграл мавжуд булади. Уни

op кал и бел гила мл и к. B v  куйи чегараен уз 
интегралдир.

10е. Ф (х )  функция f a ,/Л ссгм снтиа v f iu .u

<|)'(.v) =  — f ix  i

формула уринли.
И с б о т .  Аник интегралнипг Б'-хоссаендан ц

^f ( t ) d t — ^f(t)dt-\- у ( i )dt  =  F [х

оундан

булиб.

Ф ( х )  =  \/( /)('// ■Fix)

Ф '(л ') =  ( \ f { i )d t  Y — F ' ix )

4 -§. А Н И К  ИМТГГРАЛЛЛРНЧ X.!

f ix)  функция [а ,Ь\ сегментда пери.и; 
Равшанки, функциянинг аник шпчмрали

ь
 ̂f (х ) d х

мавжуд. Б у  интегрални хпешлаш
1 °. Н ь ю т о  н -Л е й о н и ц ф о р а; у 

формулага кура

F ( x ) =  [ f  ( l ) d i
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функции f(x) нинг \и, /’ ] да бошлангич функиняеи булади. Маълумки, 
f(x) функциянинг ихтиёрий бошлангич функцияси Ф( х ) . у ч ун

Ф(дг) = Г ( х )

булади, б\ида с — ихтиёрий узгармас сон. Демак,

Ф (х )  =  y ( t ) d t  +  с.

Б у теигликла х — а деб олиб

Ф  ( а ) =   ̂/ (/) dt с =  0 с =  с,

сущ  х — Ь леб олиб,

<1) ( Ъ) =• ^f(x) dx +  г

булишини топамиз. Кейинги икки тенгликдан

[/ (.г)dx =  Ф (Ь) — <1>(а) (19)
а

б\'.чшин кс."!по чикали. Демак.

 ̂f (X )dx

интеграл бошлангич функция Ф  (л ) нинг х =  Ь нуктадаги кийматидан 
х =  а нуктадаги кийматининг айирмасига тенг экан.

( 19) формула Ньютон Лейбии ёки интеграл хисобнинг асосий
формуласн деб юритилади. Одатда Ф(£>)— Ф (а )  айирмани ф (.г) j '' 

каби ёзилади:
ф  (b) — <D(а) = Ф (х )  I .I а

У нда

^f(x)dx =  <b(x) \ ^

(Л ) 'i 1 и

ijfi



М и с о л л а р .  1. Ушбу

\xdx

аник интегрални хисобланг.
Равшанки, f ( x ) = x  нинг бошлангич функцияси Ф ( х )  — ' х2 

булади. Унда Ньютон Лейбниц формуласидан фойдаланиб i оиамиз

S
2. Ушбу

с "dx

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги f(x) =  л',' функциянинг бошлангич функнияси- 

ни топиш учун \xnclx аникмас интегрални х,исобдаймн.;: \xndx —у

=  --— . Лемак, бошлангич функция -— булади. Ньютон-Лейбниц 
/1 -1 - 1  п !

формуласига кура.

\xndX =  ̂  -1 =} п + 1 ‘ " ‘I ,

3. Ушбу

\ /  :’ v <Q > 0 )  J  и -I- У.а -\-х

и н тс г р а, j н и х и с об л а н \.
Давало интеграл остидаги функциянинг бошлангич функиияаш 

топамиз:
з' rx  ) i ,_гГ x-dx __ 1_Г d (a  + х

3 а> +  / ~  3 J  а 34-х3

Унда ( 19) фор мул а га кура

■У-1—  =- д In ( а 3+ * 3) ( а ’ +  а
а ’ -j- х 0

-- In 2а — — In



Ф у н к ц и я л  а р

ан л узгару; 
; - г е о р с м а

P i

о

в ч и и п  а л м а ш т и р и ш у с у  ли б п л а н  а ^ и к
р и и \ и с о б л a m.
и и н I ан.и\ интегралларини узгарувчиларини алмаш- 
)да.мида хам хпооблаш мумкин. f (x)  функциянинг

[ f (x )d x  ни хнсоблаш максадида ,г =  ср(/) муносабат 

зчини алмаштйрамиз.
. , f ( х) функция \а,'о\ сегментда, х=  ( f ( t )  функция 
i'iJu  аникланган, узлуксиз булиб, t узгарувчи [а, р]<?а 

(>) нинг кийматлари [а, Ь\ ни ташкил зтсин.
ункц!:я К. ji] da узлуксиз cp'(t) уосилага эга булиб,
= Ь булса, у уолда

\ j(x )d х =  J 1(ц.( ! ) )  ■ Ф'( t )d t  (20)

х) функция [а, Ь] да узлуксиз. Бинобарин, 
а. Уни Ф (л ') бидан белгилайлик:

ф ' (х )  = f { x ) .

(b) — Ф ( а ) .

■! ,<■(/)) м\раккаб функцияни карайлик. 
пункция [а. |-)| да узлуксиз булиб, унинг хосиласи

[ Ф (<1 (/) ) ■' =  ( | ) ' ( ф ( / ) ) • ( ) ' (/ )

I'iM'i in  I Г=-/(ф(П ) -ф'( 0

ЛИЗ. Ь\ -jc  1 [ л р| да <|)(f| ( / ) )  функция / ( ф( 0 )  -ф '(0
ошлангнч функциясн эканднгини билдиради. Яна
ц формуласндан фойдаланиб топамиз:

f ( ф ( t ) )  • ф'(  п Л  -=■ Ф  (if ( р ) )  — Ф  ( ф ( а ) ) .

is



Юартга кура ф ( а ) = а , ф(р)= 6  булганлигндан

р
(ф (0  ) ■<{' (t )dt =  Ф ( Ь )  — Ф (а )  (2! )

булади. (19) ва (21) муносабатлардан

р
[ j ( . x ) d x =  [ Ц ц >(/ ) )  .([/ (/ )d /

оулиши келнб чикади Бу эса георемани исбот.пайди.
М и с о л л а р . 1. Ушбу

\х у 11 -j- х 2 dx

ингегрални хисобланг.
Бу интегралда л' =  лУ/“ — 1 алмаштириш бажарамиз. Унда 

а' =  0 да х =  \ да х — д/2 булиб, каралаётган алмаштириш
|1. у2]сегментни [0, 1| сегмситга утказади. Равшанки,

I i и idtdx- - - 2tdt =
2 \ Г  \ у/'2” 1

булади. (20) формуладан фойдаланиб топамиз:

j S''1"-

,:i г 2 — 1 =  2-v' 5 ~—
3 I 3 3 '  ' 3 ■

2. \ iuov

 ̂x 2 y 1 a 2 — x 2 dx ( a >  0)

интогрални хисобланг.
Бу иитегралда ,v =  asin/ алмаштириш бажарамиз. Натижада,

(20) формулага кура:
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[ х 2 д/ а '  — x2dx =   ̂ cr-sin2/- а'2 — a'2s\n2t ■acostdt- 
о о

— а '  ̂ sin2/ • cos2tdt.

Б  у теигликнинг унг томонидаги интегрални хиеобланмиз:

\sin"7 • cos’t ■ dt ■■ 4 f 2sin/ • cos/) 2dt =

4 S
sirr’2/ • dt = S '

S,

г Г 1 , ! ■’ ’2 s i! 14 / I Л
И -_ о

\ cos4tdt - « И •1 1 " i=

Демак,

\ x \ -x2dx= 16

3°. Б v л а к л а б и и i e г p а л i a hi  у с у л и б и л а и а и и к 
и и г е г р а л л а р и и \ и с о б . i а ш .

6 - т е о р е м а .  Агар U (x )  ва \’(х ) функциялар нинг х;ар бири 
| а , Ь\ сегментда аницланган ва узлуксиз булиб, шу сегментда 
узлуксиз W (x )  х;амда V (х ) .\осшюларга эга булса, у уолда

^ U (x )d V (x ) =  U (x )  V (x ) | ‘ — \) V (x )d U (x )

тенглик уринли булади.
И е б о т .  Равшанки,

[U (x ) • V (х ) }' =  U ' (x )  ■ Г  (л ) +  U (х ) • Г ' ( а ) .

Демак, (а, Ь]  сегментда U (х) ■V{x) функция U'(x)  ■ I ' ( а )  -)- U(x) ■ V'(x) 
функциянинг бошлангич функцияси булади. Ньютон-, Чейбниц 
формуласидан фойдаланиб топамиз:

ь ь
 ̂ \U'(х) • V (х) +  U ( а ) • I "  (х ) }dx — U ( а ) • V (х) |

а и
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Кейинги теигликдан

ь ь ь
^U ' (x )  V(x )dx  +  ^U (x )  • V ' { x ) d x = U ( x )  -V(x) | =
a a a

b h b 

=>■  ̂V(x) -dU(x) +  ^U(x )  ■d V ( x ) =  U (x )  ■ V(x) | =
a a a

b b b 

=>-  ̂U (x) • dV (x )  =  U  (x) ■ V(x ) | —  ̂V (x) • dU  (x)
a a

келиб чикади. Бу эса теоремани исботлайди. 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

^xcosx dx

интегрални хисобланг.
Бу интегралда U { x ) = x ,  d V (х) =  cosx деб олиб, d U { x ) = d x ,  

V ( х ) =  siпл' булишини топамиз. Унда (22) формулага кура:

^xcosxdx =  x-sinx j — ^sinjccfjc =  0 — ( — cosx) | =  — 2.
II 0 0 о

Демак,

\xcos xdx=  — 2.

.Ушбу

интегрални хисобланг.
Бу интегралда U (х) =  arctgx, d V ( x ) = d x  деб олиб, d U (x )  =

=  — -dx, V (х) — х булишини топамиз. Унда (22) формулага
I -|- х-

кура:
1 I ! I
Jarctgxdx =  x- arctgx | — — -i- I n(1 + x 2) | = ^ — In д/2.

0



Демак,

^arctgxc/x =   ̂ — In y '2
0

3. Уш бу

 ̂ (A' - 1 П Л ) 'dx

интегрални хисобланг.
Б у  интегралда г/ =  lir.v, dv — xldx деб аш н са , унда du

— 2\пх- • dx. v — булади. ( 22) формуладан фойиаляниб кшX 3 I | - т
м и з :

 ̂ (х-\пх) 'dx =  ~  Irr.v | — -■ t jr  •\nxdx.
;

Бу  генгликнинг унг томонидаги yx2\nxdx интегралда и — 

dv — x'dx деб, сунг унга яна ( 22 ) формулами куллаб  топамиз: 

^x2\nxdx — --\пх | — j ^x2dx =

Н атиж ад а

булади.

I • I |
Д * (У!> j J
9 i 3 9 9 9 У ’

V x -lnx) 2dx =  i — l ( ~  + 0 = , Д 7

5- §. АНИК ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАКРИБ ИЙ ХИСОБЛАШ

Фаннинг турли со\аларида, айиикса, физика ва техника.!;) 
учрайдиган масалаларни хал килиш  купиича аник интегралларни 
Хисоблаш билан боглик булади. Агар интеграл остидаги функция 
мураккаб булса, равшанки, интегралларни хисоблаш кийин булади. 
Бундай холларда уларни такрибий хисоблашга тугри келади. Аник 
интегралларни такрибий хисоблайдиган бир канча у су  мар 
мавжуд. У ш б у  нараграфда улардан учтасинн; тугри туртбурчаклар, 
транеииялар хамда иараболалар (Симпсон) усулларини колтпра- 
миз.

1. Т у г р и т у р т б у р ч а к л а р у с у л и. 
f (x )  функция [а, Ь \ сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. Б\
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функциянинг аник интеграли ^f(x )dx  ни такрибий хисоблаймиз.
а

[a, b\ сегментни
а = х о, Xi, х2, ... , хп- 1, хп — Ь

(х о С х , < . . .  < х „ )  нукталар ёрдамида п та тенг булакка буламиз. 
Унда аник интегралнинг хоссасига кура:

Ь х\ х2 Хп **+1
^f (x )d x — ^f(x)dx-\~  ̂f(x ) dx-\~  ̂ f {x )d x — 2   ̂ f(x )dx.

Хар  бир  ̂ f(x )d x  (£ =  0,1,2, ... , п — 1) интегралга урта кий.мат
хк

хакидаги теоремами куллаб топамиз: 
xk + 1

 ̂ f(x )d x  =  f (x k)- {x k+]— xk) = f ( т*)-Дх* (х * < т * < х * + | )
хь

Равш анки,
, Ь — а . п Ь — а . , Ь  — ах 0= а ,  х| =  а -f--- -— , х3= а  +  2 - -— , ... , хк=а-\-к— -— , , хп—

I й — а ,=  а- |-я----- = о ,

Дх*.— х*+1 — хк — а +  (/?+  1) —  ^а +  /г — —  ̂—

Энди

ха + *а + 1 , /, , 1 \ £> — а
** =  —  2 = “ п ~  ( X , < X , < X , + |)

деб олиб, /(т*) • Д х * (х *< т *< х *+ |) ифодани куйидагича
/ (тк) • Дх* =  [f(xk) +  (/ (т*) — /_(х*) ]• Дх* =

=  / (х*) • Дх* +  [/ (т*) — / (х*) ] • Дх*

ёзиб оламиз. Агар Ц х) > 0  булса, у холда /(х*) • Дх* микдор асоси (х*, 
Хк+1] баландлиги /(х*) булган тугри туртбурчакнинг юзини ифода- 
лайди. Н атиж ад а

 ̂ f(x )d x  =  f (x k)- Д х*+  [/ ( т *) / (х*) ]•Дх,

булиб,
ь
\f (x )d x =  2  / (* * )• Д х*+  2  [/(т*) — /(**) ] -Дх*=— 2  / (**) +  # „
J  * — о *—f *=о

4 л—I п — 1 I, " " 1о — а
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булади. Бу  теигликдаги

R „ =  2  [/ ( т д.) — f ( x k) ]-Ax* {xk< T k < .X k + \), 
к = 0

f (x ) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз. Д емак, у шу сегментда текис 
узлуксиз. Унда е > 0  сон олинганда хам шундай б > 0  топиладики, 
[a, ft] сегментни узунликларн 6 дан кичик булган [ а i J булаклар- 
га ажратилганда хар бир х' £ [**, Xk+\], х "  6 [хь, Xk+\) да

I f (x ' )  — f ( x " )  | < е 

булади. Унда л < 6  булганда (/ .=  т а х |

|/(т«г) — f(Xk) I < е  
тенгсизлик бажарилади. Демак,

н — I _ п — I
i # „ i <  2  \f(Tb) — f ( x k) \A x k< e  S  A X ( = e ( i - a ) .

* = 0 k — О

Ьунлап lim R ,=  0 булиши келиб чикали. Бу  эса
/.—О

i f ( x ) d x x - h~n “ 2  f ( x b)
i  к=п

деб олиш имконини беради.
Ш ундай килиб, берилган аник интегрални хисоблаш учун уш бу

/)
\ f ( x )  dx да [/ (Хо) -|- / ( х \ ( х и ) + . . .  +  / [ хп — |) ] (23)
и

(хк =  а  г  (  *- к ) ~ „ * • к =  0, 1,2, ... , п — 1) такрибий формулага ке­

ламиз. (23) формула тугри туртбурчаклар  формуласи дейилади.
Э  с л а т м ;i Агар f (х) функция [з, Ь\ сегментда аниклаш ан, узлуксиз булиб, у шу 

сегментда узлуксиз хосилага эга булса, у холда
ь
\ i ( x ) d x =  ----- (/(*„) + f ( i l ) + -  +  H i k ) + -  +  f ( x „ - ] ) ] + R „
(I

буди б.

(b — a I 1
Я„ = -- o f (с) <a< c < b )

24 n-

булади (каралсии, [7|, 11-боб).

M  И С 0 . 1. Уш бу

\ г ~ Ч ,
О
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интегрални тугри туртбурчаклар формуласи ёрдамида такрибий 
хисобланг.

[О, 1] ораликни 5 та тенг:

КИ-НН-НН-НН*']
булакка буламиз. Бу  холда хар бир булакнипг узунлиги га тенг 

булиб,

хо =  0,1, xi = 0 ,3 , .vo =  0,5, *з =  0,7, *4 =  0,9
булади.

f ( x )= e ~ x~ функциянинг * 0, *|, * 2 ,  * 3 ,  *4 нукталардаги киймати 
куйидагича булади:

/(хо) =0,99005,
/ (* , )  =0,91393, 
f (x 2) =0,77680, 
f (x  3)  =0,61263,
/ (х 4) =0,44486.

(23) формуладан фойдаланиб топамиз:
I
J е -X'dx ftf ̂ -(0,99005 +  0,91393 +  0,77680 +  0,61263 +
о

+  0,44486) = - ‘-3,74027 «0,74805.

Демак, I
[e ~ ^ d x x  0,74805.
о

2. Т р а п е ц н я л а р  у с у л и .  f(x ) функция [а, Ь] сегментда 
аникланган ва узлуксиз булсин. Берилган функциянинг аник 
интегралини такрибий хисоблаш учун, бу холда хам [а, Ь\ сегментни 
п та тенг булакка буламиз. Сунг

ь п -  1 х*.+1

\f (x )d x =  2   ̂ f (* )  dx 
« *=° i  

деб ёзиб оламиз. Хар бир
xk+i

J f(x )d x  (*  =  0, 1,2......  п — 1 )
xh

иитегралга яна урта киймат хакидаги теоремани куллаб топамиз:
Xk-t I

 ̂ f (x )d x = f {хк) ■ {хк+] — хк) = / ( хк) -Ахк, ( * * < ! * < * , ; + 1) .
xk
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i (xk) + / (xk+1 * ■ Ax„

Энди / (Tk)-Axk ифодани куйидагича

t ,  \ Л f(*k)+f  f ^ + l )  л ,-Дх4=  ------- A** +

f (x,) + i(Xk , I )
ёзиб оламиз. (Агар  /(.v) > 0  булса. у холда ------ ---- -—  • Ах,

микдор асослари [х,, f ix , ) ) ва [avm , f{xk+\) J, баландлиги эса Ах, 
булган трапеция юзини ифодалайди.) Н атиж ад а

f(x„)+ f{xk + ])
2

f(xk) +  /( **+, )
•Ax,

булиб,

■ Axk-\-R„

булади, бунда

Rn=  2 /  ( T fe)

f (x,) + f(xk+l)
}

f {x )  функциянинг |o, b\да текис узлуксиз булишидан фойдалана- 
миз. V p > 0  сон олинганда хам шундай f i> 0  топиладики, / .< 6

булганда А ,=  тах )Д х <,}=  ^

I/(т*) — f(Xk) I < е, |/ (т*) — / (л:*+1 ) I < е
булади. Унда

f(xk)+ f (  х, + х)
■Ахь\ <

"V‘ I f/  v /(A*) +/(A*t.,) 
2  | М т д.)-------- ~9— • А х ь

<с (т*) - fix ,:I I +  |/(т*) / ( V, . :) I \v,.<

С у  2-е- 2  А х ,= г . (Ь — а)
k = о

булиб, lim R ,,= 0 булади. Н атиж ад а уш бу

^ f {x )d x ^  2
2

* Ах и

№



такрибий формулага келамиз. Бу  муносабатни куйидагича хам 
ёзиш мумкин:

ь
Ь — а 

п
l (x0) + f ( x n)
---- 2------W ( *  i) +  / ( * 2 )  +  •■• +\j f(x)dx ',

+  /(■**) +■■■+/( * n- i) ] (24)

(xk=  a +  k • — , £ =  0, 1,2, ... , n ) .

(24) формула трапециялар формуласи дейилади.
Э  с .1 с) т м а. Агар fix ) функция | а, b | сегментда аникланган, узлуксиз булиб, у 

шу сегментда узлуксиз f " ( x )  хосилага эга булса, у холда
ь

Ь — а
И

f(x0) + f ( x n) -]
~2---- + / (* |)+•••+/(**) + ...+/(•«„_,) +/?„

булиб,
\3

/?„= — (a c c c b )
12/г

булади (каралсин, [7J, 11-боб). 

М  и с о л. Уш бу

И dx

интегрални трапециялар формуласи ёрдамида такрибий хисобланг.
[О 1) сегментни 5 та тенг булакка буламиз.

К Ш 4 Ш 4 }  [ 4 . 4 ]-  [ 4 - > ]

Равш анки, хар бир булакнипг узунлиги — га тенг булади. Интег-

_  2 1 2  3рал остидаги f(x ) = е  х функциянинг x0= 0, х, =  --, х 2= —, л:3= —  ,

4 . „ -..л:4 =  —, х5=  1 нукталардаги кииматлари куйидагича булади:

f (x  о) = / ( 0 ) = 1,00000,

/ (* ,)  = f ( j ) =  0,96079,

f (x 2) = f (  | J= 0 ,8 5 2 1 4 .

f (x 3) = f ( j ) = 0,69768,

f (x 4) = f ( ~ )  =0,52729, 

f (x 5) = f (  1) =0,36788.
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(24) фopмуладар  фойдаланиб топамиз:

S'-1— к1 / 1,00000 +  0,36788
2

+  0,96079 +  0,85214 +  0,69768 +  0,52729 )  

=  1 -3,72184 «0,74437.

Демак,

\e~ l'd x w  0,74437

3. И а р а б о л а л а р ( С и м п с о н )  у с у л  и. f ix )  функция 
[а, Ь | сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. Б у  ф ункция­
нинг аник иптеграли

ни такрибий хисоблаш учун аввало [а, Ь] ни

11 =  Х н , X  | , Х->........... Х->к, -Vs* + I , -Vs* + 2, X-J; 2 .
X j „  I , A'2„ =  Ь ( Хп <  X I <  ... <  Xjn, )

нукталар ёрдамида 2n та тенг булакка буламиз ва интегрални ушбу

интегралда f (x ) функция учта

А к ( A- 2k - •_»./(-V _•■)). fi* ( -V 2k - h  f (X 2k- ! ) ) •

Dk(X-2k, fix2k) )
нукталардан утувчи a . r -(-[iv +  у квадрат учхад (парабола) билан 
такрибан а.лмаштирилади:

куринишда ёзиб оламиз. Сунг хар бир

f {x ) « a A -  +  |iA' +  Y ■
Унда

такрибий формула хосил булади. Бу  формуладаги
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(а х 2- х-\-y)clx

ггегрални хисоблаймиз:

 ̂ ( a x 2+ | iv  +  y) dx =  a--̂  j +  Р \ +  у-А'

x.,h — x.,h_ ,  х.,к- 
— а ■ - - . Г 1 - + [ i -3

—  л'., 

(>

' +У(х>к— х 2к- J  =

>'X(X::r-rX.,l,-X,i. I-X2,,. ._,) -f

-f-Зр (.V , — - V _,) -f-Ну | =  — \(a • x i, 2”b У 

+  P 'X-2k-2+  (V ) + 4 Vх
A'.,,. ’ A'.) A’.w, A‘o 

- 1 j • " о "  +  У ] +

+  ( a ■ x ik-\- |5x у )

A.w, — A'.,,
Г)

A'., i, ., +  A'o
/ Uy, :•> +  Б  ( -- 9 -- )+ /  (A'vt )

Н атиж ад а берилган аник иитегрални такрибий ифодалайдиган 
куйидаги формула хосил булади:

i(x.,lt _2) , I/
'' А' ,,, о + X.,

(Х2к)

Агар

= a +  ( 2/? — 1) ft —a

, /> — a ft — ax.,, =  a -j- 2/г • , .v-ь— Хпь ■> =n - II

(k = \ ,  2, 3, .... n) булишини эътиборга олеак, унда такрибий 
формулани куйидагича ёзиш мумкин:

ft — а (Хц) + /  ( а  1 ) + 4  (/ ( А | )  -(-/ ( х 3) -)- ...[f(x)d.\
J  bn

+  f (х,„ ,) ) + 2 (/ (а .,)  -• / (А,) { . . . [ /  (А-,., , ) ) ]  (25)

Ьу (25) (формула параболалир (Симпсон) формуласи дейилади.



Э  с л а т м а. Агар f(x) функция (я, /;] сегментда аникланган, узлуксиз булиб, у шу 
сегментда узлуксиз /,IV| (х) хосилага эга булса, у холда

ь
 ̂[ {x )dxя?—б7т~ ^ / (х2п) ) ~\~^(f(x \) “Ь f (*3) "Ь ••• "Ь

а

■+■ f (х2п — I ) ) "Н 2 ( Дх2) +  / (*4) +•••+/ (*2л — 2  ̂И “

булиб,

J i r f J i , , . » ,
2880-гг

булади (каралсин, [7], 11-боб). 

М  и С О Л. Уш бу

V " dx

интегрални параболалар формуласи ёрдамида такрибий хисобланг.

[0, 1] сегментни хп =  0, х 1= - ~ , х 2=  * з = - ^ .  x < = fo '
__ 5 __  6 _ __ 7 __ 8 __  9 __ .

* 5~  То’ Хб— Т о ’ А 7 Т о ’ Х8— Т о ’ * 'J~~To’ *  1,1— 1

нукталар ёрдамида 10 та тенг булакка буламиз. Бунда х,ар бир
Iакнинг узунлиги —

Интеграл остидаги

булакнинг узунлиги га тенг булади.

f ( x )= e  х~

У_>п1\циппмп! Xi, (/ =  0,1............. 10) нукталардаги кийматлари
куйидагича булади:

f (x 0) = / ( 0) =  1,00000, 

f ( x 1) = / ( т о ) = 0,99005,

/ ( * 2) = / ( - ^ )  =  0,96079, 

/(^з) = / ( “ “ ) = О,91393,

f ( xi) = / ( т о )  =  0,85214,

f ( x-J = / (  f0-) =  0,77680,

/(*е) = / ( у 0 )  =  0,69768,
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/ (xs) = f (- Jo )=  0,52729,

/ (- 9 )= / - (to ) =  0’44486’ 
f (x  10) = / (1 )  =0,36788.

(25) формуладан фойдаланиб топамиз:
i
J  e -X'dx  да - Д- [(1,00000 +  0,36788) +  4 (0,99005 +
и
+  0,91393 +  0,77680 +  0,61263 +  0,44486) +
+  2(0,96079 +  0,85214 +  0,69768 +  0,52729) ] =

=  ^( ) ( 1,36788 +  6,07580+ 14,96108) «  0,74682.

I
Демак, dx'x,0,74682.

и
Ш ундай килиб,

I
J =  \e~x dx

о

интегрални тугри туртбурчаклар формуласи ёрдамида хисоблаб 
/=0,74805, трапециялар формуласи ёрдамида хисоблаб / =  0,74437, 
параболалар формуласи ёппамила хисоблаб .1 =0.74682 булишини 
топднк.

f ( x 7) = f ( j o ) =  0,61263,



3- Б О Б

А Н И К  И Н Т Е Г Р А Л Н Н Н Г  БАЪЗИ Т А Т Б И К Л А Р И

Аник интегралнинг татбик доираси кенгдир. Ж ум лад ан  ёй 
узунлигини, текис шаклнинг юзини, узгарувчн кучнинг бажарган 
ишини, айланма жисмнинг ён сиртини, жисмнинг огирлик маркази- 
ни ва хоказоларни тоншн масалалари аник интеграл ёрдамида хал 
этилади.

1-§. ЕЙ УЗУНЛИГИ ВД УНИ X, И С О Ь Л A LLI

Ф ар аз  килайлик, f (х) функция [а, Ь\ сегментда аникланган ва 
узлуксиз булиб, бу функция графиги 4- чизмада курсатилган эгри 
чизик ёйини тасвирласин. Уни А В  деб белгилайлик.

[а, Ь\ сегментнинг бирор Р  =  {хо, х ,.........х„) (а =  хрс х i < лг2<
< ...< .Хп  =  Ь) булииишини олиб, унинг булувчи Xk(k =  0 ,n ) нукта- 
лари оркали О,, укига параллел тугри чизиклар утказамиз.

Уларнцнг А В  ёйи билан кесишган нукталари

А к=  (хк, f (x k) )
(Л 0=  (a, f (х ) ), А п =  В  — (Ь, / (/?)), к =  1, // — 1 ) булсин.

А В  ёид аги  А к ( k —-o, п)  н у к т а л а р н и  

бир-бири билан тугри чизик кесмалари 
ёрдамида бирлаштириб А В  ёйига чизил-
I ан синик чизикни хосил киламиз. Б у  
синик чизик нериметрини L билан белги­
лайлик. Унда текисликда икки нукта 
орасидаги масофа формуласидан фойдала­
ниб, А к=  (хк,}(хк) ) ва Ak+\ =  (хх+и f(xk+,) )  

нукта .lap орасидаги масофа

\Ак — А к+,! =  л/ (х к+]— хк) 2+  (/ (* *+ 1) — f(x h) ) 2 

ва L  синик чизик периметри

L =  -  л/ (хкт1— хк) : +  ( f (x k+l) — i ( x k) ) L’ ( i !
k=<)

булишини топамиз.



Равш анки , синик чизик периметри f(x ) функцияга хамда [а, Ь\ 
сегментнинг булинишига боглик булади:

L =  L p(f).
Р  булинишнииг булувчи нукталар сонини орттириб борилса, 

А В  ёйига синик чизиклар шу А В  ёйига якинлаш а боради.
1- т а ъ  р и ф. Агар А В  ёйига чизилган синик чизик ( [a. b\ ора- 

ликнинг ихтиёрий Р  булинишида) периметри

/ .,=  2  ^  (xk+i— xk) 2+  ( f (x k+l) — f (x k) ) 2

ХР->-0 ,ia чек.in лимитга эга булса, у холда А В  ёй узунликка эга 
деб аталади ва уш бу

lim Lp=  /

А В  ёйнинг узунлиги дейилади.
Каралаётган  /'(л) функция [и, /;] сегментда узлуксиз булиши 

билан бирга у шу сегментда \ злукспз f '(x )  хосилага хам эга булсин. 
Юкоридагидек, [а, /;| сегментнинг ихтиёрий Р  булинишини олиб,

А В  ёйига чизилган унга мос синик чизикни хосил киламиз. Б\ синик 
чизик периметри ( 1) формулага кура

L P=  2  д/ (хк . , — ( f (x k+l) — ( f (x k) ) 2

булади.
/(.vi функция [и, /;| сегментда Л агран ж  теоремасининг шартлари- 

нн каноатлантиради. Унда бу георемага к\'ра шундай 
Тк (хк ^  т* Хк + 1) нукта топиладики,

f (x k+1) — f(x k) =  f' (тк) (.Vy.r | — Хк) 
булади. Н атиж ад а

L r=  2  л / (  xi+l — xk) '’ +  i ' (т к) (хк+1 — хк) 2 =

=  2  Л ] \ + Г ( т к) [xk + - x k) =  Z  л ] \ + Г ( т к) Axk (2)

тенгликка келамиз.

Равш анки, ~\]\ -\-f (x) функция [а. Ь) да узлуксиз. Бинобарин, у 
шу сегментда интегралланувчи. Бу  функциянинг интеграл йнгин- 
диси



k = 0 Vi1 + Г ( 1*) ■ Ax*.

булиб, унинг лимити [л>, Xk +1] ораликлардан олинган нукталарга 
боглик эмас, Демак, %к =  т* ларда

lim " s '  V 1 +  П * * )  -Д **=  1 V l  +  П * )  ^  (3)
V*«*=o ц

булади.
( 2 ) ва (3 ) муносабатлардан

lim L f,=   ̂ д /l + Г (х )  dx

булиши келиб чикади. Б у  эса А В  ёйининг узунликка эга ва у

2
L=  \ V 1 +  / '( * )  dx (3 ')

булишини билдиради.
М  и с о л л а р .  1. Уш бу

3
f ( x )= x J  ( 0 < х <  4)

функция тасвирлаган эгри чизик ёйининг узунлигини топинг. 
А ввало  берилган функциянинг хосиласини хисоблаймиз:

3 I
f '(x )  =  (хт ) ' =  -^хт  .

Унда
9

1 + Р (* ) =  1 V i + P W  = Д Д + 1

булиб, (3 ') формулага биноан

/ =
4 ______

91 -\- —х dx
о

9булади. Кейинги интегралда \-\-—x = t  алмаштириш бажарамиз.4
9̂ 
4'

4
Унда dx — —dt 1 10 булиб,

HI I 3 ю

1 • ] X d X  9 \ t d ’ -  :» V ' !

= -^( д/1000 - 1 ) = у (  10 V10 - 1 )
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булади. Демак,
/ = “ (10 У 1 0 - 1).

2. Уш бу

f ( x ) = ^  ( Р > 0 )

параболанинг [0, а] ораликдаги ( а > 0) кисмининг узунлигини топинг. 
Авнало f (x ) функциянинг хосиласини хисоблаб, -\j \-\-f'2{x) ни то- 
па.миз:

Г ( х ) = ~  1 • / :<-v) -  . V 1 - / \ V  +р р р 

(3 ') формулага кура каралаётган эгри чизикнинг узунлиги
а

/== ~р \ л/х2+ р ~йх
О

булади. Энди уш бу ____
 ̂ д/x2+ p 2dx

аникмас интегрални хисоблаймиз. Агар

и =  }Jx '2-\-p2, dv =  dx

дейилса, унда
, xdxаи =  — - м ,  и =  х

Д1х2 +  р 2

булиб,

5 ^ x 2+ p 2dx =  x \ Jx 2+ p 2 -  v =  =
J  J  V *  + P “

булади. Б у  тенгликнинг унг томонидаги интеграл куйидагича 
хисобланади:

Г .’Trf.v (
: x2+p2- p- d x -  \ _*_+?_ dx — p 2 \

 ̂ л )  х2 +  р'2
I „  2“Х Р

> v^+p * "V^+7
=  \ x jx2+ p 2dx — p2\n\x +  д/х2+ / г  |.

Л /х 2 +  р 2 J  

Демак,

 ̂ -\Jx2 +  p2dx =  x- д/х2 +  р2 —  ̂ ^Jx2 +  p2dx +  p2-\n\x +  д/х2 +  /г |. 

Б у тенгликдан

2 -  ̂ ■yjx2+ p 2dx =  x -\Jx2 +  p- - f/ r ln |x - f  д/*2+ / г  |
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булиб,

5 \ А'. - Р  ,/л ", \!х- - р 2 +  у !п |л - +  Д/х2 +  р-\

оулшии кол и о чикали.
Н атиж ада

а г .у
/=  ~   ̂ ^]х- +  р2(1х= у  ~ \ х 2 +  р 2 +  v - ln U +  д/х2+ р 2

О

=  --а д/ V  +  p 2 + п|а +  д/а2+ р 2 — ̂ 1пр

булади.

Ф ар аз  килайлик, А В  ёй ( ъ»гри чизик)

I х=ц {1 ) ,
I у =  '!■(/1

тенгламалар системаси, билли яъни параметрик холда берилган б у ­
либ, д- =  (j (/ ), у =  \\- (/) функция, lap [а, р|да аникланган, узлуксиз ва

ф '(/ ), ф '(/ ) узлуксиз хосилаларга эга булсин. Бунда А В  ёйи узун- 
ликка эга булиб, унинг узунлиги

/=  J д/Ч (О  +  Ф -’(/) dt (4)

формула ёрдамида топилади.
(4 ) тенгликнинг уринлилнгини (3 ') формула ёрдамида хамда 

аник интегралда узгарувчини алмаш тириш  формуласидан фойдала­
ниб келтириб чикариш  м у м к и н .

Л\ и с о . 1. Ушб\'

Г<( (/) = а  ■ (/ — sin/),
I , (О ̂  / ^  Л ){ ||: (/) = а  ■ ( 1 — cos/)

тенгламалар системаси билан аникланган эгри чизикнинг (цикло- 
иданинг) узунлигипи топинг.

(| (/) = а  (/ — s in/ ), ф (/) =  а ( 1 cos/) функциялар нинг хосилалари- 
нп хпсоблаймиз:

(j ' (/) = а  ( 1 — cos/), 
i|-' (/ ) =  а ■ sin/.

Уп м

+  ф'"’ ( 1 > =  и~ (1 ~  С()< ’ 12 +  a J sin2/ =  а2 • 2 • ( 1 — cos/)

Д/<(! J ( / )+  ф , =  а \'2 ( I — cos/)
6 '
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(4 ) формулага кура эгри чизикнинг узунлиги

2 л

/ =   ̂а у 2 (1 — cos/) dt
п

булади. Б у  тенгликнинг унг гомонидаги интегрални хисоблаймиз:

 ̂ a 2(1 — cos/) dt =  а  ̂ д  /4 • sin ' dt —
О О

2л 2л  2л

=  2а  ̂ sin^t// =  4«  ̂ sin~-d^-0 =  — 4a-cos^ | = 8a .
I) О "

Демак,
/ =  8 а

Ф ар аз килайлик, А В  эгри чизик к\тб координата системасида

<> =  (>(()) (a  ̂  0^(3) (5)
тенглик билан берилган булсин. Бунда р =  р (0 ) функция [a, |i] да 
узлуксиз ва узлуксиз р '( 0 ) хосилага эга.

А ввало  (4) муносабат билан бери/пан эгри чизик тенгламасини 
параметрик куринишда ифодалаб оламиз:

( ф(0 ) =  р (0 ) • cos0, 
1Ч"( в ) = (> (0 ) -siл 0

Сунг (4) формуладан фойдаланиб А В  эгри чизик ёйининг узунли- 
гини топамиз:

I-; _ _______ р _______________________
1=  ̂ У ф  “ (0 ) +  Н12(0) ^ ) =   ̂ д/(f)(0 ) -COS0) L’-f (р (0) • sinO) ’d() =

'Х п

=   ̂ л/ (р '(0 ) -cosO — р (0) • COS0) -+ (р '(0 ) -sin0 +  (.0-cos0) 2d0 =

V

=   ̂ У р  - ( 0 )  + р “0) d 0.

Демак, (5) муносабат билан берилган эгри чизик ёйининг узунлиги
г-

/=  \ д/р-!0 | + р - (0 ) do (6 )

б у л а д и .
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М  и с о л. Уш бу
р =  2а (  1 + c o s 0 ) ( 0 ^ 0 ^  2л )

эгри чизик (кардиода) ёйининг узунлигини топинг.
Б у  ёпик чизик булиб, кутб укига нисбатан симметрик жойлаш ган 

(5 - чизм а). Ш унинг учун эгри чизикппнг узунлиги, унинг кутб 
укининг юкорисида жойлаш ган кисми узунлигининг иккиланганига 
тенг булади. (6 ) формуладан фойдаланиб топамиз:

1°. М аълум ки  китобхон текис шакллар — учбурчак, тутрн 
туртбурчак ва хоказоларнинг юзи туш унчаси билан мактаб математи­
ка курсидан таниш. Уш бу параграфда текисликда чегараланган' 
шаклнинг юзи туш унчаси ва уни интеграл оркали нфодаланиши 
билан ш угулланамиз.

Текисликда бирор чегараланган (р ) шаклни карайлик ( 6- чиз­
м а ). Бу  ш аклнинг ичига купбурчак чизамиз. Бундай купбурчаклар 
чексиз кун булиб, улар таш кил топган тупламни (А )  оркали 
белгилаймиз. Худди шунга ухш аш  (р ) шаклни уз ичига олувчи 
купбурчак караймиз. Бундай купбурчаклар хам чексиз куп булиб, 
улардан таш кил топган туплам ( В )  булсин.

(А )  купбурчакларнинг юзини S А билан, ( В )  купбурчакларнинг 
юзи ни S  а билан белгилаш натижасида (р ) ш аклга ички чизилган

л

1 =  2 J  V p '2(0 ) + P 2(0 ) dQ =
0

л __________________________________________________________________

2  ̂ д/ ( 2а (  1 + c o s 0 ) ) 2-f- (2а (1 + c o s 0 ) ) 2
о

л л

2- 2а  ̂ д/s in20-|- (1 +  cos0) 2rf0 =  4 д/2 а  ̂ д/1 + cos0
о о

л

о

Демак, кардоида ёйининг узунлиги

у

о х
э- чизма 6- чизма

2-§. ш а к л н и н г  ю з и  в а  у н и  х,и с о б л а ш
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купбурчак юзаларидан нборат {S.,} туплам, {р) шаклни уз ичига 
олган купбурчак юзаларидан пборат jS fl} туплам хосил булади. 
Равш анки , {S.,} туплам кжоридан, {S B( туплам эса куйидан 
чегараланган. Ш унинг учун jS J  туплам аник юкори чегарага, ) S /() 
туплам эса аник куии чегарага эришади.

s u p {S J =  P , in f|S,j =  Р
2- т а ъ  р и ф. Агар р =  р, яъни

sup)SJ=  inf{5 J
тенглик уринли булса, у холда ( Р )  шакл юзага эга дейилади ва 
Р = Р  =  Р  микдор (1) шаклнинг юзи дейилади.

2°. Энди (р ) шакл сифатида кжоридан узлуксиз f(x ) 
(f(x ) ^ 0 ) функция графиги, ён томондан х — а , х =  Ь вертикал 
чизиклар хамда настлан Ох уки билан чегараланган эгри 
чизикли трапецияни карайлик (7- чизм а). Б у  эгри чизикли трапеция 
юзага эга эканини ,ва у аник интеграл оркали ифодаланишини 
ку рсатамиз.

[а, Ь\ ораликпинг бирор Р  =  {х:0, Х\, ... , хп} (а —  хn < x i< x 2<i 
...<;д-,, =  Ь) булинишини олайлик. f(x ) функция [а, b] ораликда 
узлуксиз булгани учун бу ораликда чегараланган ва

ini j f ( x )\ =  m k, 
sup j f {x )} =  Mk

(x 6 (v«., Xk- i], £ =  0,1....... n — 1) лар мавжуд. (Каралсии, [7], II-  боб.)
Куйидаги йигиндиларни тузамиз.

п— 1 п—1
5 =  2  m,r\xh 5 =  2  М к- Ахк

А’ = 0 k = \)

Бу йигиндилардан биринчиси аЛВЬ  эгри чизикли грапециянинг 
ичига чизилган купбурчак —  тугри туртбурчаклар юзалари йигин- 
дисидаи,иккинчиси эса бу эгри чизикли трапецияни уз ичига олган 
купбурчак — тугри туртбурчаклар юзалари йигиндисидан ибо- 
ратдир.

Равш анки , бу купбурчаклар юзалари f(x ) функцияга хамда 
[a, ft] ораликнинг булинишларига боглик булади:

s = s p( f ), S  =  S p(f).
[о, /;] орали кн и и г турли булинипыари олинса, уларга нисбатан 

аАВЬ  эгри чизикли трапециянинг ичига чизилган хамда бу эгри 
чнзикли трапецияни уз ичига олган турли купбурчаклар хосил 
булади. Н атиж ад а бу купбурчаклар юзаларидан иборат куйидаги 
{sP(f) j, {Sp(f)\ тупламлар хосил булади. Бунда \sp(f )}  туплам 
юкоридан {Sp(f)} туплам эса куйидан чегараланган булади. Демак, 
бу тупламларнинг

Slip {Sp(f)) inf \Sp(f)} 
аник чегаралари мавжуд.
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Ш артга кура f (x )  функция [а, Ь\ ораликда узлуксиз. У холда 
Кантор теоремасининг натижасига кура V fc '> 0  сон олинганда хам 
шундай 6 > 0  сон топиладики, [а, Ь\ ораликнинг диаметрлари Яр< б  
булган ихтиёрий булинишлари Р  учун хар бир + ораликда
функциянинг тебраниши

е
Ь — аМ к— т к<

булади. Унда
inf{Sp(/)} — sup {sp (f)\^ Sp(f) — sp(f ) =

=  2  (M k— mk) Axb< -h-_u 2  Axk= e.
k=0 k=0

Демак, [a, b\ ораликнинг диаметри ap*<6 булган хар кандай 
булиниши олинганда хам бу булинишга мос аА ВЬ  эгри чизикли 
трапециянинг ичига чизилган хамда бу трапецияни уз ичига олган 
купбурчак юзалари учун хар доим

О ^ inf \Sp( f ) }— sup jsp(/ ) }< e
тенгсизлик уринли булади. Бундан эса

inf{5p(/)} =  sup{sp(/)} (7)
тенглик келиб чикади.

(7) тенглик аА ВЬ  эгри чизикли трапециянинг юзага эга булишини 
билдиради.

3°. Энди бу трапеция юзининг интеграл оркали ифодаланиши- 
ни курсатамиз. М аълум ки , f (x ) функция [а, Ь] ораликда узлуксиз

булиб, унинг интеграл йигиндпси о 1  f ( l k)A x k учун 
* = 0

s р Op <d S  р
тенгсизликлар уринли. кр—►() да sp-+I, S p-+I булишини эътиборга 
олсак, у холда Лр—>-0 да оР—>~1 эканлиги келиб чикади. Ш ундай 
килиб аА ВЬ  эгри чизикли трапеция юзи f (x )  функциянинг 
[a, b ] ораликдаги интегралига тенг экан. Демак,

S  = \j f(x )dx. (8 )
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1 - э с л а т м а .  Агар / ;* ) функция [а, b| ораликда узлуксиз булиб, унда ишора 
сакламаса (8) формуладаги интеграл эгри чизикли трапециялар юзаларининг 
йигиндисидан иборат булади. Бунда Ох укининг кжорисидаги юза мусбат ишора 
билан, Ох укининг пастидаги юза манфий ишора билан олинади (8 чиз.ма).

2-э с л а т м а. Агар f i (x ) ,  f i (x )  функциялар (а, Ь \да аникланган ва узлуксиз ва 
V* ( [о, Ь\ ларда f, (jc) ^ 0  булса, юкоридан f i ( x ) .  пастдан f s ( x )  функциялар 
графиги, ён томонларидан х =  а, х =  Ь вертикал чизиклар билан чегараланган 
шаклнинг юзи

ь
5 = ^  l f { ( x ) - f 2(x)]dx (9)

а
формула оркали ифодаланади (9- чизма).

М  и с о л. Уш бу
4у =  8х — х'2, 4у =  х +  6 

чизиклар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.

Бу чизиклардан бири парабола, иккинчиси тугри чизик булиб, 
улар бир-бири билан а ( \ ; ва В (6 ;3 )  нукталарда кесишади

(10-чизм а). (9 ) формулага кура
6 6 

*5 =  -̂ - [ [(8х — х2) — (х +  6) ]dx =  ~   ̂(7х — х2— 6 )dx —
1 1

=1(̂ 2-4-6-)1=51кв-6ир
4°. Энди кутб координаталари системасида уш бу р =  р (0 )

( а ^ б ^ Р )  функция тасвирлаган А В  ёй хамда ОА ва ОВ  радиус — 
векторлар билан чегараланган шакл —  эгри чизикли секторни 
карайлик (11- чизм а). Ю коридагига ухш аш  бу эгри чизикли сектор 
хам юзага эга эканлиги курсатилади ва у уш бу

р
S  =  | J p 2(0 )d0  (10)

формула оркали хисобланади.
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М и с о/1. У in б \
л

(0 < ф

чизик, оилан чсгаралантан шаклнинг юзини топинг.
Каралаетган шаклнинг юзини ( 10) фор.муладан фойдаланиб 

топамиз:

S  =  — 3acos<fSin ср
Ч !)"<(' 'j- COS

d(р =

' ' '  '( ’S i l l  ф ,
(/,f •

( S in  (f' +  COS <(.)

Энди бу тенглнкнинг унг томонидаги интегрални хисоблаймиз: 

( sin'3(j.i-(-cos 'ч )~ ' J  ( l+ tg 3tp)2 cos2cp

\ ( I - M g 'if  I ~-d ( 1 +  tg 3cp) =

; 1 4- ter a - 1
з

Д емак

I 3 a--= —- кв.бир.

__ .jacosq ■ smtp /„ л \
7|[Л- Д л  \ ^  / чизик Декарт япроги дейила

ыан чегараланган шакл 12- чизмада тасвир-



3-§. АЙЛАНМА СИРТ ЮЗИ ВА УНИ Х,ИСОБЛАШ

y =  f (x ) функция [о, Ь\ сегментда аникланган, узлуксиз булиб, 
V x E [u , Ь\ учун / (х ) ^ 0  булсин (13- чи зм а). f(x ) функция графиги- 
нннг Ох у к и атрофида айлаитиришдан айланма сирт хосил булади 
(14- чизм а).

Б у  сирт юзасининг аник интеграл оркали ифодаланишини 
курсатамиз. [а, Ь\ ораликнинг ихтиёрий Р  =  {jcq, Х\, ... , хп] 
(а =  хо<х\ С - .. <Lx„ =  b) булинишини олайлик. Р  булинишнинг хар 
бир Xk(k =  0,1, ... , п) булувчи нукталари оркали Оу укига параллел

тугри чизиклар утказиб, уларни А В  ёй билан кесишган нукталари- 
ни Ak(xk, f (x k) )  билан белгилайлик. Бу Ak(xk, f (x k) ) ( *  =  0,1, ... , я ) ,

А о —— А , А„ =  В
нукталарни узаро тугри чизик кесмалари билан бирлаштириб

А В  ёйга L синик чизик чизамиз. А В  ёйни ва L  чизикни Ох уки ат ­
рофида айлантирамиз. Н атиж ада L  нинг айланишидан кесик конус
сиртларидан ташкил топган сирт хосил булади. Б у  сиртнинг юзи 
уш бу

формула билан ифодаланади.

Р  булинишнинг диаметри Хр—к0 да А В  ёйига чизилган L синик

чизик периметри А В  ёйи узунлигига интилади. Демак, А,р—► 0 да 
L синик чизикни Ох уки атрофида айлантиришдан хосил булган 
сиртнинг юзаси Q нинг лимити биз караётган айланма сиртнинг 
юзасини аниклайди. Бу  юзанинг аник интеграл оркали ифодасини 
топамиз.

Бунинг учун f (x )  функция [а, Ь] да узлуксиз f ' (х) хосил а га эга деб 
одам из.

f (x ) функция [а, b ] ораликда узлуксиз булгани учун [xk, 
а* + 1 ] ораликда шундай нукта топиладики,

в

/

Z
13- чизма 14- чизма

— / (?* ). '£>h£.[X b Xk+ l]
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тенглик уринли булади. Иккинчи томондан, Л агр а н ж  теоремасига 
кура [.V*, Xk + \\ ораликда шундай т* нукта топиладики

f ( x k +  l )  — f i x k ) ~ f  ( ) (• **  +  I — X k )  , Т/, 6  [x/t ,  X b + i ]  

тенглик хам уринли булади. Н атиж ад а ( I I )  муносабат уш бу

гг — I -------1-----------------------
<? =  2л 2  f ( l k) }/ {Х1; — тк) {xk+l — xk) 2 =

6 = 0

=  2.1 2  /(£„) д/l +  f'2(r*) -\xfc ( 12)
к = 0

куринишни олади. Бу тенгликнинг унг томонидаги

2  / (!* ) д/ 1 + / '2(т*) Ах*
6 = 0

йигинди
f (x ) • д/ l +  /'2(х ) ( 12')

функциянинг интеграл йигиндисини эслатади. ( 12')  функция 
интегралланувчи булганлиги сабабли g* нукта сифатида т* ни олиш 
мумкин.

кр-+-0 да ( 12) теигликдан топамиз:
.*

1 irnQ =  1 iт 2 л  2  / ( тк) ■ -\j 1 -f- f  2(т>,) ■ \ x >г =

Ь
=  2л W' (-v) д /1 +  /'2( х t с/л-.

Ш ундай килиб, айланма сиртнинг юзи учун уш бу 

5 =  2л ^f(x ) д/ 1 + /  ;>U )  г/х

формула уринли.

4- §. УЗГАРУВЧИ  КУЧНИНГ БАЖЛРГАН ИШИ ВА УНИ Х.ИСОСЛАШ

Ф ар аз  килайлик, бирор жисм Ох уки буйлаб F  куч таъсири 
остида харакат килаёгган булсин. Бунда F  куч жисмнинг Ох 
укидаги холатпга боглик. Ш у  F = F ( x )  кучпинг йуналиши ва 
харакат йуналиши устма-уст тушсин. Б у  куч таъсирида жисмни 
а нуктадан b нуктага утказиш да бажарилган шини то п и т  масаласи 
юзага келади. М аълум ки , F = F ( x )  куч \г Ь | ораликда F ix )  — с 
(c = c o n s t )  булса, жисмни а нуктад, ч Ь нуктага утказиш да 
бажарган  иш А = с (Ь  — а) формула билач ифодаланади.
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F  =  F (x )  куч [a, b\ ораликда x узгарувчининг узлуксиз функцияси 
булсин. [a, Ь\ ораликнинг ихтиёрий

Р  =  {хо, х,, ... , хп\ (a  =  x0< x i < . . .  < х „ =  Ь)

булинишини олиб, бу булинишнинг хар бир \хк, xk+i\ (k =  0, 1, 2, ... ,
1) оралигида ихтиерий С%к ^[хк, Xk+\]) нукта оламиз.

Агар хар бир [хк, хк+\] ораликда жисмга таъсир этаётган F  (х) 
кучни узгармас F Цк) га тенг деб олсак, у холда [хк, хк+\] ораликда 
бажарилгаи иш тахминан F (\ k) (хк+\— хк) формула билан, [а, 
b | о р а л и тд а  бажарилгаи иш эса тахминан

Y ^ S * )  (xk + - x k) =  n2 F ( t k) Ахк (13)
£ — О k — 0

формула билан ифодаланади. Б у  формула такрнбий булиб,
п— !
2  F(b,k)A xk йигинди F  =  F (x )  функция билан бир каторда (з,

/; = О
Ь | ораликнинг булинишига хамда \хк, х*+ |] ораликдан олинган 
нукталарга богликдир. Р  булиниш диаметри Хр-+0 да (13) йигинди 
киймати изланаётган иш микдорини тобора аникрок ифодалайди.

0 да (13) йигинди \а, Ь] ораликнинг булиниш усулига хамда 1к 
нукталарни тан.лаб олишга боглик булмаган холда чекли А сонга 
интилса, бу Л сон узгарувчи F (х) кучнинг [а, Ь\оралнкдаги бажарган 
и in и деб аталади.

Демак,

А =  lim 2 F ( i k)A x k.
А,,~° к = о

F {x )  функция [о, Ь\ ораликда узлуксиз эканлигини эътиборга 
олсак,

ь
А =  ^F(x )dx

а

формулага эга буламиз.
Ш ундай килиб, узгарувчи F (х) кучнинг [а, Ь ] ораликда б а ж а р ­

ган мши

h
А =  ^F (x )d x

а

формула би пн ифодаланади.
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5- §. ГЕО М ЕТ РИ К  Ш А КЛ Л А РН И Н Г СТАТИК МОМЕНТЛАРИ 
ВА О ГИ РЛ И К  МАРКАЗИНИ ТОПИШ

Агар геометрик шакл кжоридан у =  у (х )  пастдан Ох уки, ён 
томонидан х =  а, х =  Ь вертикал чизиклар билан чегараланган 
булса, бундай фигуранинг Ох ва Оу укларига нисбатан статик 
моментлари

ь ь
M x= — ^y2{x)dx, М у=  \jx-y(x )dx

а а

формулалар ёрдамида, огирлик маркази эса

формула топилади, бунда S = \ y (x )d x —> геометрик шаклнинг юзи.



4- Б О Б 

К А Т О РЛ А Р

1-§. СОНЛИ КАТОР ТУШУНЧАСИ. СОДДА ТЕОРЕМ АЛАР

Бирор {а,,}:
а,, а>, а 3, ... , а„, ...

хакикий сонлар кетма-кетлиги берилган булсин.
1- т а ъ р и ф .  j а,,} кетма-кетликнинг уадларидан ташкил топган■ 

ушбу
Ч I -|- а  9 -|- <3.3 CLn ■ ■ •

ифода сонли к,агор (к,иск,ача к,атор) дейилади, у 2  а„ каби ёзи- 

лади:

2  а „ = а 1 +  а 2+ а 3+ ...  +  а „ + ... ( 1)
п= I

а,, а 2, а 3, ... сонлар ( 1) каторнинг х,адлари, а„ эса каторнинг умумий 
%ади дейилади.

М асалан,

1 Н---'— ь —  +  . . . + -  - - +  . • ■1-2 2-3 ' (п — \)п '

« , 1 1каторда хар бир 1, у 9, y j ,  ■■■ сонлар шу каторнинг хадлари

--- ——  эса унинг умумий хади булади.
( п — \)п

( 1) катор хадлари ёрдамида куйидаги

А \— а х,
А 2 =  а\ -\-аг,
А 3=а,\ -f- а-2 аз,

А п — а| -)- а 2 +  ... +  а„,

йигиндиларнн тузамиз. Б у  (1 ) каторнинг кисмий йигиндилари 
дейилади.
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Н атиж ад а ( i ) к а ю р  берилган холда бу каторнинг кисмии
йигиндиларидан иборат \А„\:

.4,, А г, А 3............. Ап, ■ ■ ■
сонлар кетма-кетлиги хосил булади.

2- т а ъ  р и ф. Агар п-^оо да \Ап\ кетма-кетликнинг лимити 
мавжуд ва чекли булиб,

МтА „ =  А

булса, ( 1 ) кагор якинлашувчи дейилади. Б\' муносабатдаги А сон 
каторнинг йигиндиси дейилади:

оо
2  а п= а , +  а 2+  ■ • ■ +  а г., +  ■■■ =  А .

3- т а ъ  р и ф. Агар п—>~оо да {А,,} кетма-кетликнинг лимити 
чексиз еки лимити мавжуд булмаса, ( 1) к,атор узо^лашувчи 
дейилади.

М  и с о л л а р. 1. Уш бу

1 +  "П~2 +  2~з + - +  + Г-1 Уп + -  

катории карайлик. Б у  каторнинг кисмий йигиндиси

А ” =  1 +  I '■ 2 +  Т ! 3 +  • •' +  й Т Т и  ~  
ни КУЙидагича см и б олампз:

, 4 + 1 , + - +  „ V . - ' + ( ' - ?

- '- ) +  ■■■ +  ( Ц -  ' ) =  1 +  1 — - = 2 —3/ \ я — 1 п )  п п
Сунг п-+- оо да лимитга утамиз:

lim,4 =  lim f 2 — -Л =  2.
п -  ». П-^00\ П )

Демак, берилган катор якинлаш увчи , унинг йигиндиси 2 га тенг.
2. Уш бу

1 + 2  +  3 +  ... +  « +  ...
кагорни карайлик. Арифметик прогрессиянинг дастлабки п та 
хадининг йигиндисини топиш формуласидан фойдаланиб берилган 
каторнинг кисмий йигиндиси

А „  =  1 +  2 +  3 +  ... +  гг == п {п +- 1) 

булишини топамиз. Равш анки ,

Н т Л „  =  lim ' м 1-1- — +  оо
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Демак, берилган катор узоклаш увчи .
3. Уш бу

- 1  +  1 - 1  +  1- . . . +  ( - ! ) "  +  ...
каторни карайлик. Б у  каторнинг кисмий йигиндиси

( 0, агар п — ж уф т сон булса, 
Л „=  1 +  1 — 1 +  1 — .. +  ( — 1) '=  | ,I 1. агар п — ток сон оулса

булиб, п-+-оо да унинг лимити мавж уд  эмас. Демак. берилган кагор 
узоклаш увчи .

4. Уш бу
a-j-aq+ aq2-\-... +  a q "- '+  ...

каторни карайлик. Б у  каторнинг хадлари геометрик прогрессияни 
таш кил этгани учун уни геометрик катор дейилади. Каралаётган  
каторнинг кисмий йигиндиси

A , =  a +  a q + a q 2+ ... +  aq "~ ]=  {q¥=\)

булиб, |<?|<1 булган да

Ппъ4„=  !1гм ", ^
п-+ ос ' !-<? I- '/

булади. Демак, геометрик катор 1 <71 с  I булганда якинлаш увчи  
булади. Геометрии катор \q\~^\ булганда узоклаш увчи  булади.

5. Уш бу

1 +  —Ц Н---77, +  ■■• Н---7-- +У 2 V3 V я
кагор узоклаш увчи  булади, чунки унинг кисмий йигиндиси учун

/I 1 I 1 I 1 I I 1 - 1 I I 1 1— 1 Н---Н----- щ +  ••• +  • +  +  ••• +  -- - = п  • —j= =  у
у  2 у  3 у  л у  п. л/п У п

булиб,
lim А ,,= оо

булади.
Энди катор хакидаги еодда теоремаларни келтирамиз
1 - т е о р е  м а. Агар

оо
2  Cl п =1= СХ | -\~  CL 9 *+ Ci 3 —j- ... +■ C l.. +  . .

катор якинлаш увчи булиб, унинг иигиндиси А га тенг оулса, у холда

2  С(2, =  СС11 -+ СCL о "j- С(X : +- ... ■+ СО.. +

катор хам якинлаш увчи  ва унинг йигиндиси с-А га тенг булади (с 
узгармас сон).
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И с б о т .  2  а„ катор якинлаш увчи  булиб, унинг йигиндиси

А булсин. Унда бу каторнинг кисмий йигиндиси 
А „ =  С1\ @п

учун
lirn А = А

булади. Агар 2  са„ каторнинг кисмий йигиндисини А'п билан
п =  I

белгиласак, у холда
Ап =  со. 1 -)- са.2 CQn =: с ( а\ 0 ,2 ап) =  сАп

булиб, ундан
П т А'„ =  \\тсАп= с  И т А п =  сА

П—+- ОС n-f- ОО Г1-+- оо

оо

булиши келиб чикади. Бу  эса 2  сап каторнинг якинлашувчили-
п = ]

гинм хамда унинг йигиндиси с-А булишини билдиради. Теорема
исбот булди.

2- т е о р е м а. Агар

—. а „ — а I 4“ ^ L? ~I- О:)-!- ... 4~ а „~\-
п — I

— b „ =  b I +  b 2 -(- b з 4-... +  b „ 4-...
п= 1

цаторлар якинлашувчи булиб, уларнинг йигиндиси мос равишда
оо

А ва В  га тенг булса, у х;олда 2  (а п-\-Ьп) цатор %ам яцинла-
п = 1

шувчи ва унинг йигиндиси А-\-В га тенг булади.
оо ос

И с б о г .  2  а п ва 2  Ь„ каторлар якинлаш увчи  булиб, улар-
/I =  ] п =  I

нинг йигиндиси мос равишда А ва В  булсин. Унда бу каторларнинг 
кисмий йигиндилари

А п =  й\ 4~ а2 4" ■.. 4~ ,
В п =  b 1 4~ b 2 4" ■.. 4" Ьп

учун
lim А „ = А ,  lim В, — В

П-*- оо rl—f  оо

булади.

2 (а п-\-Ь„) каторнинг кисмий йигиндисини Сп билан белгилай-
п= !

лик. Унда
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С „ =  (<2| -f- Ь\  )  -)- (<22 —)— Ь  2 ) —|— - - - (Of, — £>«) =
— (a \ ~\~a2~\~ ■■■ &n) (b\ b{2-\~ ■■■-\~ bn) = A n-\~Bn

булиб,
lim C „=  lim (Л B „ )  =  ПтЛ„-|- ПгпВ„ =  Л + й

- 00 n-*- 00

булади. Б у  эса 2  каторнинг якинлаш увчи  ва унинг
п =  I

йигиндиси Л -j-fi эканини билдиради. Теорема исбот булди.

3- т е о р е м а. Агар
оо

2  a „ = a | +  а 2+ ...+ а „- |- ...
л = I

цатор якинлашувчи булса, у х,олда

lim a„ =  0
/г-*- оо

булади.

И с б о т .  2  а„ катор якинлаш увчи  булсин. Унда бу каторнинг
п =  1

кисмий йигиндиларидан иборат {А п} кетма-кетлик учуй 
\imAn =  A (А — чекли сон)

П-*- оо

булади. Равш анки ,

А п =  а [ а2~\~ ■■■ А~ап — I ~Ь Ял =  А п — 1 -)- ап.

Бундан эса
а.п — А п А п — I

булиб,

lim а =  lim (Л „ — Л „ _ , )  =  lim А п— П т Л п_ , =  Л — Л =  0
П-*-оо п—+- оо Л—► ОО 11—*■ оо

булади. Б у  эса теоремани исботлайди.

Э с л а т м а .  Бирор каторнинг умумий .чади я-<-оо да нолга интилишидан унинг 
якинлашувчи булиши, хар доим келиб чикмайди. Масалан,

каторнинг умумий хади а = — булиб, п-<- оо да нолга интилади. Бирок бу катор
V"

узоклашуачидир. Демак, 3- теорема катор якинлашишининг зарурий шартини 
мфодалар экан. Ш
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2- §. МУСБАТ \АДЛ И К.АТОРЛАР. СОЛ И ШТИР И Ш ТЕОРЕ МАЛАРИ

Бирор
оо

2  Оп =  <2| +  ^2+  ■ ■■ ап~\~ ■■■ 
п =  I

катор берилган булсин. Агар бу каторда
<2л^ 0  {п =  1,2,3, ...)

булса, у мусбат хадли катор, кискача  мусбат катор дейилади.
4- т е о р е м а. Мусбат

оо

2  а „ =  а , +  ... +  a„-f-... ( 2 )
п — 1

цаторнинг якинлашувчи булиши учун унинг цисмий йигиндилари 
кет ма-кет лиги [Ап\ нинг юкоридан чегараланган булиши зарур ва 
етарли.

И с б о т .  Зарурлиги. (2 ) катор якинлаш увчи  булсин. Унда
lim А ,= А

ri—f  оо

булади. Чекли лимитга эга булган кетма-кетлик.'тарниш чегара­
ланган булиши маълум. Ш унинг учун {А„) юкоридан чегараланган 
булади.

Е  т а р л и л и г и. (2) каторнинг кисмий йигиндиларидан иборат 
[Ап) кетма-кетлик юкоридан чегараланган булсин. Равш анки ,

А п + 1  =  cl | -)- а > -|-... -\- йп а.п + 1 =  А п -(- ап + 1 ^  А „

(чунки, ап^ 0 ) .  Б у  эса {Л,,} нинг усувчи кетма-кетлик эканини 
билдиради. Демак, {А„\ кетма-кетлик усувчи ва юкоридан чегара­
ланган. Унда монотон кетма-кетликнинг лимити хакидаги георемага 
кура, {Ап} кетма-кетлик «-►оо да чекли лимитга эга булади. Бу  эса
(2 ) каторнинг якинлаш увчи  булишини билдиради. Теорема исбот 
будд и.

Н а т и ж  а. М усбат каторнинг кисмий йигиндиларидан иборат 
кетма-кетлик юкоридан чегараланмаган булса, у холда катор 
узоклаш увчи  булади.

Энди 4-теоремадан фойдаланиб куиида келтириладиган теоре- 
маларни исботлаймиз.

5- т е о р е м а. Фараз цилайлик,
оо оо

2  a„ =  a, +  a 2+ . . .- f  а „+ .. . ,  2  Ьп= Ь х-\-Ь., +  ... + Ь „+  ...
п = I /1 = 1

мусбат цаторлар берилган булсин. Агар бу к;аторларда
an^ b n  (п =  1, 2, 3, ...) (3 )

булса, у х;олда
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1) 21 Ьп к,а гор якинлашувчи булса, 2  <з„ цатор уам яцинла-
п — 1 /г — I

шувчи булади,

2) 2  а„ щатор узоклашувчи булса, 2  Ь„ к,атор %ам узоцла- 

шувчи булади.

И с б о т .  2  а п ва 2  Ьп каю рнинг кисмий йип-шдилари

А „  =  а\ -j- 0-2 -f- • ■ ■ " Ь 0-п, B n  =  b I -|- Ь 2 -\~... b п 

учун (3) шартдан фойдаланиб
А „ ^ В п (4)

булишини гопамиз.
ос

Айтайлик, 2  Ьп катор якинлаш увчи  булсин. Унда бу каторнинг

кисмий йигиндиларндан иборат {Вп} кетма-кетлик чегараланган, 
жумладан дакоридан чегараланган булади. (4 ) тенгсизликдан {А„ } 
кетма-кетликнинг хам юкоридан чегараланган булиши келиб

со

чикади. 4- теоремага мувофик 2  а п катор якинлаш увчи  булади
п = 1

со

Энди 2  а п катор узоклаш увчи  булсин. Унда {Ап\ кетма-кетлик
п = \

юкоридан чегараланмаган булади. (4) тенгсизликдан эса {Вп} кетма- 
кетликнинг хам юкоридан чегараланмаганлиги келиб чикади.

Н атиж ага  биноан 1] Ьп катор узоклаш увчи  булади. Теорема исбот
п = I

булди.
Худди шунга ухш аш  куйидаги теорема хам исботланади.
6- т е о р е м а. Фараз цилайлик,

оо со

2  а„ =  а, -)-а2+ ... +  а „ + ... 2  Ьп =  +  ... +  Ьп-\-...
■1=1 /1=1

мусбат щаторлар берилган булсин. Агар бу каторларда
аг ' I  ЬП I

(л =  1,2,3, ...)
ап Ьп

булса , у уолда:

1) 2  Ь „ цат ер якинлашувчи булса, 2  а„ цатор х;ам ящинла-
11 — 1 п = I

шувчи булади,
оо оо

2 ) 2  ап к;атор узоклашувчи булса, 2  Ьп к;атор %ам узоцла-
п= I /1=1

шувчи булади.



Одатда 5- ва 6- теоремалар солиштириш теоремалари дейилади. 
Энди мусбат каторнинг якинлаш увчи  ёки узоклаш увчи  булиш и­

ни аниклаш да куп фойдаланиладиган Кош и хамда Даламбер 
аломатларини келтирамиз.

К о ш и  а л о м а т и. Агар

оо

2  а п — а 1 -f-a2+  +  а п+
л =  I

мусбат к,аторнинг умумий .\ади а„ учун

< ? <  1 (п — 1,2, ...)

оо

булса, у х,олда 2  а„ к,атор якинлашувчи булади,
п — !

>  1 ( « = 1,2, ...)
оо

булса, 2  а п ^атор узоклашувчи булади.
п =  I

оо

И с б о т .  2  мусбат катор учун
п =  I

д/о;, <   ̂<  1

булсин. Б у  тенгсизликдан
а„ <. qn

оо

тенгсизлик келиб чикади. 2  q n геометрик каторнинг якинлаш увчи
п =  I

эканини эътиборга олиб, 5- теоремадан фойдаланиб берилган
оо

2  а„ каторнинг якинлаш увчи  булишини топамиз.
п = 1

Агар

булса, унда ап ^  1 булиб, «-*-0 да а„ нинг лимити нолга тенг 
булмайди. Катор  якинлаш ишининг зарурий шарти бажарилмайди. 
Д емак, бу холда катор узоклаш увчи . Кош и аломати исбот булди.

Б у  аломатнинг куйидаги куринишидан амалиётда кенг фойдала- 
нилади.

оо

Агар 2  а„ мусбат катор учун
п =  1
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iim -Jan = q

булса, q <z 1 булганда У  а„ катор якинлаш увчи , q
п = I

эса катор узоклаш увчи  булади.

Л  а л а м б е р а л о м а т п. Л г ар У  а —

мусбат к,аторнинг а„ ва а„+\ уаОлара ( / г = ! , 2 ,  . . . )  у .

ar j

---- <<,

оулса, у холда 2  а, к,атор я^инлси

Ч

оулса, 2  а„ к^атор узоклашувчи булиб
■1 I

И с б о т .  Берилган 2  а„ мусбат катор \ i п

а

булсин. Б\ тенгсизликни куйидагича

а п + 1  < _ ч': ' 1 , ^ .
а,. цп

ёзиш мумкин. Равш анки, Ц q" геометрик катор i ) якин ­

лаш увчи . Nil да (Г>) муносабатни эътиборга олиб, 6- теоремадан 

фойдаланиб берилган 2  а„ каторнинг якинлаш увчи  булишини

топа миз.
Агар

а
чг

булса, унда an+ i^ a „  булиб, я-voo да а„ нинг лимити нолга тенг 
булмайди. Бу  холда катор узоклаш увчи булади. Д ала  м бе р - а л ом а т и 
исбот ОУЛДИ.
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Б у  аломатнинг куйидаги куринишидан амалиётда кенг фойдала- 
нилади:

сс
Агар Z  а„ мусбат катор учун

lim ^ -  =  qп 'П— ОО Г1
оо

булса, q<C 1 булганда У. а п катор якинлаш увчи , q > \  булганда
п = 1

эса катор узоклаш увчи  булади.
М  и с о л л а р . 1. Уш бу

„ = 1  п 2 3 п

катории солиштириш теоремаларидан фойдаланиб якинлашувчи- 
ликка текширинг.

Каралаётган  каторда а „ = —-.

Равш анки,

2 - ^ = ^ + ^ - +  +  - +
2 ' 2 22 2 "

геометрик катор булиб, у якинлаш увчидир. Б у  катор учун
1

2" '
3 лар учун

(2п Ь п
ОО

эканлигини эътиборга олсак, 5-теоремага кура 2  —  каторнинг
п =  1 ^

оо

якинлаш увчилигидан 2  —  каторнинг хам якинлаш увчилиги ке-
„=1 п "

либ чикади.
Д емак, берилган катор якинлаш увчи .
2. Уш бу

оо

2  -  "  In пп = 2

каторни солиштириш теоремаларидан фойдаланиб якинлашувчи- 
ликка текширинг.

Берилган каторнинг барча хадлари а учун —— ;> — тенг-
In П 1 П/7 П

ОО

сизлик уринли булиб, 2  — катор узоклашувчидир.

Ь, 1
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5- теоремага кура £  — катор хам узоклаш увчи  булади.
п =  2 п

Демак, каралаётган катор узоклаш увчи.
3. Уш бу

1

п ( |+ 7
каторни Коши аломатидан фойдаланиб якинлаш увчиликка текши- 
ринг.

I
Каралаётган  каторнинг умумий хади а п =  —---‘ 2 учун

lim -Ja„ =  lim
rl—► ОО /I—*■ оо

=  lim
n —f  оо l +

b— n
I

1 \" e

булади. — <  1 булгани учун Кош и аломатига кура берилган катор

якинлаш увчи .
4. Уш бу

■VV

п=  I п

каторни Даламбер аломатидан фойдаланиб якинлаш увчиликка 
текширинг.

Бу катор учун

_  5V  _  5Л+ 1 (rt +  1)!
а '1~  п” ' ° я + ' ~  (п +  1)(Л + Г|

эканлигини эътиборга олиб нисбатни хнсоблаймиз:а„

5л + 1(п +  1)' _ _  _  5

’ (n + l)" + 1 ’ 5"я! “  (п+1)" ~  (\ + ± \п
п

Равш анки ,

,■ ап +1 ,■ 5 5lim -----=  l im ----- ,—  =  —1 \ п еп—► оо п п—►ос
1 + П

5 е> 1  булгани учун Даламбер аломатига кура берилган кагор 
узоклаш увчи.
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Биз 2- § да мусбат хадли каторларни карадик. Энди ихтиёрий 
хадли сонли (хадларинииг ишораси ихтиёрий булган ) каторларни 
караймиз. А ввало  бундай каторларнинг якинлашишини ифодалай- 
диган теоремани исботсиз келтирамиз.

Ф ар аз  килайлик
сю

2  а„ =  а| +  а 2 -)- ... +  о.п -)- ... ( 6 )
п — 1

ихтиёрий хадли сонли катор булсин.
7-т е о р е м  а. (6 ) щаторнинг якинлашувчи булиши учун Vg >  0 сон 

олинганда %ам шундай п, f N сон топилиб, барча п\ ва m = 1, 2, 3, 
... ларда j а „ + 1 +  а„ + 2 + ... -)- а„ , ,,, | <  г тенгсизликнинг бажарилиши 
зарур ва етарли.

Энди ( 6 ) ихтиёрий хадли кагор хадларинииг абсолют кийматидан 
уш бу

оо

I^ 11 4~ | а 2\ 4~ 4~ IclJ  4- ... =  2  |а„| (6')
п — I

каторни тузамиз. Равш анки , бу мусбат хадли катор булади.
оо

8- т е о р е м а. Агар 2 \ап\ цатор якинлашувчи булса, у %олда
п — I

оо

2  а п цатор уам якинлашувчи булади.
п = 1

оо

И с б о т .  Ш артга кура 2  \ап\ катор якинлаш увчи . Унда 7-
п = I

теоремага биноан, V t- > 0  сон олинганда хам шундай rio^N 
топиладики, барча п > п о  ва m =  1, 2, ... булганда

I о.п-)-1 1 -|“  I а п + 2 1 -)- ... -)- I й п-|_от | < е

тенгсизлик бажарилади. Абсолют киймат хоссасидан фойдаланиб,

2  ап каторнинг хадлари учун
п = I

I &п + I 4~ О.П+ 2 4“  • ■ • 4“  CLn -|- m I С  I Q-n + 1 I “ I”  I + 2 I 4“  ■ ■ • 4“  I Qr\ -f- m I 
булишини топамиз. Демак, 

I а л+ 1 4 -я«  + 2 4 " 4-Gn + m I <  е .

оо

7- теоремага асосан 2  ап катор якинлаш увчи  булади.
п = I

Э с л а т м а .  2  ап ихтиёрий хадли каторнинг якинлашувчи булишидан
п = 1

оо

2 I ап I каториинг якинлашувчи булиши хар доим келиб чикмайди.
п = I

3-§. ИХТИЁРИЙ KAT0PJ1AP. Л ЕЙ БН И Ц  ТЕОРЕМ АСИ
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4- т а ъ  р и ф. Агар 2  \а,,\ к,тор якинлашувчи булса, У а п
ч—! Л=1

I\атор абсолют якинлашувчи дейилади.

5-т а ъ  р и ф. Лгар 2  |а„| к,атор узоклашувчи булиб, 2  u„
л=1 /. = i

к;атор якинлашувчи булса, 2  а,, шартли якинлашувчи к^атор де­

йилади.
Энди ихтиёрий хадли каторларнинг битта мухим хусусий 

холинн — хадларинипг ишоралари навбат билан узгариб келадиган 
каторларни караймиз.

Уш бу

С 1 — Ci-\-(.:s — С 4 —)— - -. —(— ( — 1)" 'С,,-)- . . .  (7)

катор хадларинипг ишоралари навбат билан узгариб келадиган 
катор дейилади, бунда

J1 е й б н и ц т е о р е м а с и .  Агар ( 7) щторда С„ + 1 <  С„ ( п=  1, 2, 
...) булиб,

lim С „= 0
п —► оо

булса, (7 ) катор якинлашувчи булади.
И с б о т. Берилган (7) каторнинг 2п хадидан иборат йигиндиси

A v„ =  С 1 — С 2 ф- С t — С | Con - I — С'2п
ни олайлик. Теореманинг Сп + \ < С „(п  =  1, 2, ...) шартидан.фойдала­
ниб (Л2/1| кегма-кетликнипг'усувчн хамда юкоридан чегараланганли- 
гнни топамиз.

А ввало

А 2 /| ■ ь 2 =  Л 2/1 +  ( С in 4- 1 - С in 2 ) А 2/1 (tl =  1 , 2, ... )
булишидан (/Ьп) нинг усувчи экани келиб чикади. Сунг

А 2/1 =  С 1 —  С 2 С Л —  С 1 -f- ... -ф С 2/1 — I - С 2/г —

=  С; -  ( С 2 — C i ) -  (С , — С-,) - . . . -  ( С in — 2 С in- 1) — с 2„ <  С,

булишидан эса нипг юкоридан чегараланганлиги келиб чикади. 
Ш ундай килиб \А>,,} кетма-кетлик усувчн хамда юкоридан чегара­
ланган. Демак, б\ кетма-кетлик чекли лимитга эга:

lim А ,П =  А . ( 8 )
П—*• ТО

Энди берилган каторнинг 2пф-1 та хадидан иборат кисмий 
йигиндиси

А 2п + 1 — С 1 — С 2 ф- Сз — С 4 — .. - — С 2/1 ф- Cin +1 
ни олайлик. Равш анки ,
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А  >П + I — А  2п “Ь С ‘2п + 1
булади. Теореманинг

lirn С„ =  0

шартидан хамда (8 ) муносабатдан фойдаланиб топамиз: 

lim Л 2„ + | =  lim (.42„ +  C 2n+i) =  lim А 2„  +
П -*  >Х> /(—- то п—► оо

+  lim С 2„ + | =  Л -f-0 =  Л .

Ш ундай килиб, берилган каторнинг кисмий йипшдиларидан 
иборат кетма-кетлик /г—► оо  да чекли лимитга эга булишини 
курсатдик. Б у  эса каторнинг якинлаш увчилигипи билдиради. 
Теорема исбот булди.

М  и с о л л а p. I . Уш бу

, |
2  ( - 1 ) " +14 =

„ = 1 V "

каторни абсолют ёки шартли якинлаш увчиликка текширинг.
Равш анки , бу катор шиораси навбат билан узгариб келадиган 

катор булиб, у Лейбниц георемасининг шартларинп каноатланти- 
ради:

1) С „=  —. , С , | =  ' лар учун Сп~ | < С .,.V п у " + 1
2 ) lim С „=  lim 1 =  0 .

—  ОО V "

Демак, катор якинлаш увчи .
Энди каторни абсолют ёки шартли якинлаш увчиликка текшира- 

миз.

а „=  ( — I ) ' 1’ 1 учун |а„| =  1 булиб, ^  1 кагор, узок-
v " ‘ v ,! | V я

лаш увчи  экани маълум ( Б  § га каралсин). Бундан берилган каторни 
шартли якинлаш увчи  эканлиги келиб чикади.

о V / 1 , п - I Sin/!/. 2j ( — I )  т .  каторни аосолют якинлаш увчиликка
,, =  i /Л« + 1)

текширинг.
г - / 1 \ „ + 1 s'rmbv каторниш ' умумии хади а ,— ( — 1 —  учун

II ( П  1)

I I I 1 \«+1 s'llfl I ^   ̂
а '1 I / 1 ( / ! - ( - 1 ) 1 ^ ' Л ( П + 1 )

тенгсизлик уринли булиб, 2  ,Г(7Г Г  катоР якинлаш увчидир ( 1-§

га каралсин ). Демак, берилган катор абсолют якинлаш увчи .
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4-§. ФУНКЦИОНАЛ КЕТМ А-КЕТЛИК ВА КАТОРЛАР

1. Ф  v н к ц и о н а .1 к с г м a -к е т л и к т у ш у и ч а с и.
Н атурал сонлар туплами N  ва бирор X  сохада (X c z R )

аникланган функция.iap туплами F  берилган булсин. .\ар бир 
натурал п 6 /V сонга F  тупламдагм битта функцияни мос куйиш

п—*-ип (X )
натижасида хосил булган

И\ (х ), u i(x ),  ..., и„ (х ) , ... (9)

туплам функционал кетма-кетлик дейилади ва [и „(х )} к-аби 
белгиланади. Одатда и„(х ) функция (9) функционал кетма- 
кетликнинг умумий хади дейилади.

М  и с о л л а p. I. Хар  бир натурал п сонга — — - ф ункцияни
п + х

мос куйиш натижасида ( — оо; -J- оо ) да берилган

1 1 _  L  J
\2 + х4’ 2“ + .v4’ 3- + Х4...... п2 + х4’" '

функционал кетма-кетлик хосил булади.
2. Хар  бир натурал п сонга nsin-- функцияни мос куйиш  нати­

жасида ( — оо, +  оо ) да берилган уш бу

sin л-, 2sin 4-, 3s in - .....nsin-',...2 Л n

функционал кетма-кетликка келамиз.
Ф ар аз  килайлик, ,Y тупламда (X c z R )  бирор

и 1 ( л ) ,  и2 ( а ) ,  ил (х) ..... и,, (х ),  ...
функционал кетма-кетлик берилган булсин. X  тупламда хо нуктани 
олиб, берилган функционал кетма-кетликнинг хар бир хадинипг шу 
нуктадагн кпйматлариии карайлик. Улар

U | ( Х и  ) , и> ( Х п ) , и Л ( Х о ) .....  и„ (Х о )  .... (9 ')

сонлар кетма-кетлигини ташки.] этади.
6- т а ь р и ф. Агар (9 ') сонлар кетма-кетлиги якинлашувчи 

(узоклаш увчи) булса, у %олда \и„(х)\ функционал кетма-кетлик 
Хп нуктада якинлашувчи (узоклаш увчи) дейилади, хп нук,та эса 
якинлашиш (узо^лашиш) нук,таси дейилади.

(«,,( х ) } функционал кетма-кетликнинг барча якинлаш иш  (узокла- 
шиш) нукталаридан иборат туплам, унинг якинлаш иш  (узоклаш иш ) 
сохаси дейилади.

Айтайлик, М  туплам (M c z R ) \ип (х ) } функционал кетма-кетлик­
нинг якинлаш иш  сохаси булсин. Унда М  тупламдан олинган хар бир
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х нуктада функционал кетма-кетлик сонлар кетма-кетлигига 
айланиб, у якинлаш увчи , яъни чекли лимит

lirn и„(х )

га эга булади. М  тупламдан олинган \ар бир х га унга мос келади га н 
сонли кетма-кетликнинг чекли лимитини мос куйсак, унда функция- 
га эга буламиз. Уни jип(х )} функционал кетма-кетликнинг лимит 
функцияси дейилади:

lim и „ (х ) =  / (х ) .
/г-*- оо

Бу  холда { « „ ( * ) }  функционал кетма-кетлик М  сохада (М  соханинг хар 
бир нуктасида) f (х) га якинлаш ади дейилади. Бо ш кача  килиб 
айтганда, хар кандай 8 > 0  сон хамда хар кандай х (х £ М )  нукта 
олинганда хам шундай п натурал сон п (у олинган е ва х ларга 
боглик) топиладики. барча « > л о  учун

! и„{х ) — f(x )  | < е
тенгеизлик бажарилади.

7- т а ъ  р и ф. Агар V k> 0  с о н  олинганда ,\ам, фак,ат е га боглик, 
шундай по натурал сон топилсаки, парна п > пи  учун

| и„(х ) — f{x )  ! < Е
тенгсизлик бажарилса, \и„ (л-)} функционал кетма-кетлик М  туплам­
да f (х) га текис якинлашади дейилади.

М  и с о л л а p. I . Уш бу

1 1 1 1
I +  х ' 2 +  х ' 3 -)-х п +  х

функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси f (x )= 0  булади, 
чу нки

lim и Ах) =  lim -— = 0  .
■ П -  ОО ,1 - 0 0  П  +  Х

2. Уш бу

sin.x, 2sin 4 , 3sin 4- ,..., ns iri—,...2 3 n

функционал кетма-кетлик ихтиёрий x (x £R) нуктада якинлаш увчи  
булиб, унинг лимит функцияси f (x ) =  х булади. Х аки катан  хам,

. X Ч1П—
lim и,.(х) =  lirn nsin л- =  lim — — • x =

Я - О О  „ _ о о  П „ - ^ o o  £

n
. Xsin-

=  .v lim " =  x • 1 =  x .
!!—+■ 00 X

n

102



2°. Ф  у н к ц и о н а  л к а т о р  т у ш у н ч а с и.
Энди функционал катор туш унчаси билан танишамиз.
Бирор .V тупламда (X c z R )

и | (л ) , u- i(x )  и „ ( х ) , (9)
функционал кетма-кетлик берилган булсин.

8-т а ь р и ф. (9 ) к е т м а - к е т л и к  .уа д л а р и д а н  г а ш к и . т  т о п г а н

и \ ( х )  -\- u i ( x )  +  . . .+  и „ ( х ) +  ...
оо

и ф о д а  ф у н к ц и о н а л  щ а то р  д е й и л а д и .  Упи кискача 2  и п ( х ) каби
п= ]

хам ёзилади: 1

2  и  „ ( .V ) =  и  1 ( х ) +  и 2 ( X ) +  ... +  и п ( X ) +  ... (10)
/1 - I

и \ ( х ) ,  и->(х), ... функциялар ( 10) каторнинг х ,а д л а р и ,  и „ ( х )  эса унинг 
у м у м и й  .\ади  дейилади.

( 10) функционал катор хадлари ёрдамида куйидаги

S\ ( х )  —  и \ (х ),
s 2 (х)  = и  i (х )  +  и > (х ) ,
s 3 ( x )  =  и | ( х )  +  и > (х )  -+ и.) ( Х ) ,

S n ( x )  =  U I ( X  ) -\- и >( х )  +  ... +  и п ( X )

йигиндиларни тузамиз. Улар (10) функционал каторнинг кисмий 
й и г и н д и л а р и дейилади.

Н атиж ад а ( 10) функционал катор берилган холда бу каторнинг 
кисмий йигиндиларидан иборат js„(x )}:

Sl (х ) ,  S->(x ) , ..., S „  (х)  , ... (11)
функционал кетма-кетлик хосил булади.

9- т а ъ  р и ф. Агар п-*- оо да {s„ (х )} функционал кетма-кетлик
оо

хп нуктада (х»£Х ) якинлашувчи (узоклаш увчи) булса, 2  и „ (х )
п= 1

функционал к,атор хо нуктада якинлашувчи (узоклаш увчи) дейила­
ди.

js„(.v)j функционал кетма-кетликнинг якинлаш иш  сохаси мос
оо

2  ип(х) каторнинг якинлашиш сохаси дейилади. jsn(x )} нинг лимит

функцияси s (x ) :
1 lim s„(x ) =  s (x)

2  un(x) функционал каторнинг йигиндиси дейилади.
п = I
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М  и с о л. Уш бу
оо
V  х '- '= 1  + х + х -  +  .. .+ х "- '+ .. .

Г!= I

функционал (геометрик) катории карайлик. Бу каторнинг хар бир 
ип(х) = х " ~1 хади ( — оо ; -)-оо ) да аникланган функциядир.

Геометрик прогрессия хадлари йигиндисини топиш формуласи- 
дан фойдаланиб берилган функционал каторнинг кисмий йигинди­
сини топамиз:

—  - , агар х ф \  булса, 

< п , а гар лс =  1 булса.
п (х ) — I X X ~ X " 1 =

Унда V.v 6 ( — 1. I )  да

lim S „ (x )  =  lim - =  lim l---- lim — =  - 1 ■
n—► OO ,1 —► ОС ‘ X n—* x  1 %  n—*- cc  ̂ X  1 X

Берилган функционал катор ( — 1; 1) да якинлаш увчи  булиб, 
унинг йигиндиси S {x )  =  - - — булади.

Агар х >  1 булса,
с I \ 1- хП
-V ! v ' =  Т - Т

булиб.

бул ади.
Агар х =  1 булса.

булиб,

булади.
Агар х sC — 1 булса.

lim S „(x ) =  оо

S „(x ) — п 

lim 5 , (х )  =  оо
гг-*- оо

булиб, п-+- оо да S „ (x )  ьмшг лимити м авж уд  булмайди.
Ш ундай килиб, берилган геометрик катор ] х ! < 1  булганда 

якинлаш увчи, |х| >  1 ва х =  ±  1 булганда эса узоклаш увчи булади. 
Ф ар аз  килайлик, М  тупламда (M c z R )  бирор

— и п ( х )  =  м ! (х ) -)- и . , ( х )  -f- ...-)- и „  (х) 4- ... ( 10)
п = I
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функционал катор берилган ва шу тупламда якинлаш увчи  булиб, 
унинг йигиндиси S ( x )  булсин:

lim S „ (x )  = S {x )  .
И—*- оо

10- т а ъ  р и ф. Агар { 10) функционал каторнинг кисмий йигинди- 
ларидан иборат jS „(.v )( кетма-кетлик М  тупламда S (x )  га текис 
якинлаш увчи булса, ( 10) функционал катор М  да текис якинлашувчи 
дейилади.

9 - т е о р е м а .  ^ и „(х ) функционал цатор М  тупламда S ( x )  га
п —  I

текис якинлашинш учун
lim su p |S „ (x )  — S (x )  | = 0

Л -► X. V г V/

булиши зарур ва етарли.
оо

И с б о т .  Зарурлиги. М  тупламда 2  и„(х ) функционал катор
п =-- I

текис якинлаш увчи  булсин. Унда бу каторнинг кисмий йигиндила- 
ридан иборат {S „ (x ) j  кетма-кетлик S (x )  га текис якинлашади. 
Таърифга кура, V k > 0  сон ш инганда хам шундай лоб N  топиладики, 
п > по булганда N1 тупламнинг барча х нукталари учун

\S„{x ) — S (x )  ! < е
булади. Бундан эса барча п > п а  лар учун

sup !S „{x )  — S (х) j ^ е
х г м

булиши келиб чикади. Демак,

sup |S„(.v ) — S (x )  | .
V:  M

Втарлилиги. ( 10) функционал каторнингкисмий йигиндиларидан 
иборат {S,,(•'")} функционал кетма-кетлик М  тупламда лимит функция 
S (х ) га эга булиб,

lim sup 15 „(х ) — S (х) | = 0
■ - X. х£М

булсин. Лимит таърифига биноан, V e > 0  сон олинганда хам 
шундай лго6 Л/ топиладики, барча n> rin  учун

sup | S,,(x ) — 5( х )  | < е
к м

булади. Равш анки,

|5 „(х ) — S (x )  \ < s u p |S „ (x )  — S (x )  | (х £ М ) .
X ( м

Кейинги тенгликлардан эса V x (;A f учун

|S „ (x )  — S (x )  | < е
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булиши келиб чикади. Бу  эса (10) функционал каторнинг S (x )  га 
текис якинлаш ишини билдиради. Теорема исбот булди.

Куйида функционал каторнинг текис якинлаш ишини таъминлай- 
диган, айни пайтда масалаларни ечишда кенг фойдаланиладиган 
аломатни исботсиз келтирамиз.

В  е й е р ш т р а с с а л о м а т и. Агар

У u jx )  = h , U )  +  «■_>(*) + ...  -+«г!(х ) +■■•

функционал каторнинг хар бир хади M(MczR)  тупламда 

! и„ (х) I <  С„ ( п =  1, 2, 3, ...) 
тенгсизликни каноатлантирса, ва

i  сп=с, + с2+... + ся+...
п = I

оо

сонлн катор якинлаш увчи  булса, у холда 2  ип{х) функционал
н = 1

катор М  тупламда текис якинлаш увчи  булади.

5-$. ТЕКИС ЯКИ Н Л АШ УВЧИ  ФУНКЦИОНАЛ КАТО РЛАРН ИНГ 
ХОССАЛАРИ

Ф ар аз  килайлик, |и, Ь\ сегментда бирор якинлаш увчи
.х>

2  U „ ( X ) = « , (  А') + 1 1 ,(X) +  ... + И „ (х )  + ...
п = I

функционал кагор берилган булиб, унинг хусусий йигиндиси 
S,, (х ) =  «] (х ) -(-... +  и„ ( х ) , йигиндиси эса S  (х) булсин.

1-х о с  с а. Агар 2  и„(х ) функционал к^аторнинг х,ар бир уади
п = !

ип(х ) (/г =  1, 2, ...) [а, Ь\ сегментда узлуксиз булиб, щатор шу 
сегментда текис якинлашувчи булса, у .уолди функционал к,атор 
йигиндиси S (x )  функция (а, Ь\ сегментда узлуксиз булади.

И с б о т .  А ввало  [а. Ь\ сегментда ихтиёрий хп нукта оламиз.
оо

Ш артга кура 2  и„(х ) катор \а, b} да текис якинлаш увчи . Унда
п = I

V e > 0  сон олинганда хам шундай п„ 0 V топиладики, V/ / > « 0 ва 
Vx g [а, Ь\ учун

15 „ (х ) — 5 (х) | < - |  ( 12)

тенгсизлик бажарилади. Ж ум лад ан  х =  хо да хам
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\S„(xn) — S (x 0) I ( 12')

булади. Равш анки,

Sn (x ) = U  \ (x) -j- U'l (x) -|-... -f - u„ (x)

функция [a, b] сегментда узлуксиз. Демак, у х =  хи нуктада хам 
узлуксиз. Унда таърифга биноан, юкоридаги V e> 0  учун шундай 
6 > 0  топиладики, |х — хп| < б  булганда

' \S„(x) — S „ (jc 0) I <  -J (1 2 ")

булади.
( 12), ( 12') ва ( 12" )  муносабаглардан фойдаланиб топамиз:

| S (x )  — Sn(x<>) | =  |S (x )  — S n(x) +  5 n(x) — S „ (x o) +
-j- S„ (xo) — S (x n) <  | S  (x) — S „(x )  ] +  ! S„ (x) —
— S n (xo) | -j- | S n (xo) — 5 ( xq ) j <C — -(-  ̂-j- =  e .

Демак, V? > 0  олинганда хам, шундай б > 0  топиладики, \х — хо| < 6  
булганда

I S  (АГ) —  S (Xn )  | < 8

булади. Таърифга кура S (x )  функция хо нуктада узлуксиз. 1-хосса 
исбот булди.

оо

2- х о с с а .  Агар 2  и п(х) каторнинг х;ар пир .уиди и „{х ) (п =  
/1=1

=  1,2,...) [a, ft] да узлуксиз булиб, клитор шу сегментда S  (х ) га текис 
якинлашувчи булса, у х,олда

А оо „  h
\ 2  u „(x )dx  =  2  \ u jx )d x
а " =1 п = I ,,

булади.

И с б о т .  Берилган 2  и„(х ) функционал катор [a, ft] да S (x )  га
н= I

'ХЗ

текис якиилаш син: S ( x )=  Ц U ,,{х ). Унда таърифга биноан,
/1 ■= I

V e > 0  сон олинганда хам шундай по GV топиладики, V « > / ;п ва 
Vx g [a, ft ] учун

|S „ (x )  — S (x )  | < f  (13)
тенгсизлик бажарилади, бунда

S „ (x )  =  и i (x ) - f « j (x )  + ... +  Un(x).
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Ш артга кура хар бир ип(х) {п =  1, 2, ...) функция [о, b| да узлуксиз. 
Демак,

хам мавжуд. 
Энди

^u „{x )dx  (п =  1, 2, ...)

\ и „ (х ) dx

каторнинг кисмии йигиндиси
ь ь
\) U \(x )dx+  ^u.2(x)dx • .. • ^u„(x)dx =
а а а
Ь Ь

—  ̂ Iй 1 (х ) +  и 2 (х ) “Ь ■ ■ • +  ип (х ) \dx =   ̂5,, (х ) dx
а а

Ь ^ b Ь Ь

 ̂ 2  u jx )d x — ^S „ {x )d x =  (х )dx — ^S jx jd x

айирмани караймиз. Аник ннтегралнннг хоссасидан хамда ( 13) му- 
носабатдан фонда. lamm топамиз:

ни олиб

(• г'
Ц 2  un(x )dx—  }S „ (x )d x  <   ̂ | S (x )  — S n(x )\ d x < e  ^dx =  e(b — a) 

Бундан эса

 ̂ 2  u „(x )d x — ^S„(x )dxlim

' h  x> /  h Ь \  •

lim  ̂ 2  uri(x) dx  ̂  ̂и | (x ) dx -}- ... -j-  ̂иn(x) dx j =  0 ,
U n = 1 \ и a /  .

яъни

5 2 u n(x )d x =  2 [u „(x )d x

экани келиб чикади. 2- хосса исбот булди.
Одатда бу хоссани функционал каторнинг хадлаб интеграл.]; 

хоссаси дейилади.
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3 -х о с с а. 2  и„(х) функционал t^arop \i, b\ да якинлашувчи
п = I

булиб, унинг йигиндиси S (x ) булсин:

S (x )  =  2  и„(х) .
п = I

Лгар 2  и „(-V) каторнинг хар бир хи<)и и,,(х) ( « = 1 , 2 ,  ...» [а, Ь] да

узлуксиз и'п(х) ( « =  1, 2, ...) .уосилига эга булиб,

V и (х) = и \(х ) + и 2(х ) —(— ... —(— ы„ ( х) +  ... 

функционал к,атор ja, Ь ] да текис якинлашувчи булса, ц ,\'олда

2  и „ (х ) )  =  2  и„ (х )

булади.

И с б о т .  IL Iaprra кл'ра 2  и„(х ) катор [а, b ] сегментда текис 

якинлаш увчи . Унинг йигиндисини S* (х) дейлик:

S  (х) =  2  и,Ах) . ( |4 >
п= 1

Унда 2- хоссага к\'ра 6v каторни [а, л'| сегмент ( а <  х ̂  6 ) буйича 
Хадлаб интеграллаш мумкнн

[ S  ( t )d t=  \ 2  u „(t )d t=  2  \un(t)dt.
i i

Равш анки,

2  [ и , {t )d t=  1 и „(I)  = 2  « „ ( .v )— 2  u „(a ) =
J „  ̂ --1 «- 1'1 1 £J ‘

=  S (x )  — S (a )  .

Демак,

S {x )  — S ( a )  =  ^5 (/ )dt .

A rap

‘ S  (t)d t \ =  S  (x)
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эканини эътиборга  олсак  (2 - боб, 3-§ га к а р а л с и н ), унда

[ S (х) — 5 ( а ) ]' =  П  S  ( I ) dt j  =  S  (х)

булиб,
S '( .v )  = S , {x) (14'

булади. Унда (14) на (14') муносабатлардан

1  и,Ах) =  1  и,, (х )
■I = I / п = I

булишини топамиз. Хосса исбот булди.
Б у  х'оссани функционал каторнинг хадлаб дифференциаллаш 

хоссаси дейилади.

в-§. Д А Р А Ж А Л И  К А Т О Р Л А Р

1. Д  а р а ж  а л и к а т о р т \ ш у и ч а с и. Уш бу

2  а„х" =  a 0+ a lx +  a 2x2+ ...  +  a ,^ 'i+ ...  (15)
п — О

куринишдаги катор даражали к,атор дейилади, бунда an, a, .... a„,... 
узгармас хакикий сонлар. Улар ( 15) даражали каторнинг коэффици­
ент лар и дейилади.

М асалан ,

2  -V" =  1 + .v+ A --+ ...+ A ''!+ ...  ,

V  :Г" =  | +  £ ± Л  + Х" +
1 2!

даражали катсрлартир.
Д ар аж али  каторлар 5- §. да урганилган функционал каторлар ­

нинг хусусий, яъни

и,{х) = а „х п
булган х o.i иди р.

10-т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а  с и) .  Агар

 ̂ а г!х — а /)—|— й л'-f-... -{~ a rrx —j— ...

даражали к,атор х=  *,(д5,^=0 ) нуктада якинлашувчи булса, у уолда 
х нинг

| A'j <  ] Хп

тенгсизликни к;аноатлантирувчи барча ну^таларида даражали 
к,атор абсолют якинлашувчи булади.

1 ю



И с б о т .  Модомики даражали катор х =  хо (хофО) нуктада 
якинлаш увчи  экан, унда

оо

2  а Х о = а 0 +  а 1х(1-\-а,2х1+.- +  а Х о + ■■■
п =  О

сонли катор якинлаш увчи  булади. К,атор якинлашишининг зарурий 
шартидан эса

lim а пхо =  0
П—► оо

булиши келиб чикади. Демак, {апхо) кетма-кетлик чегараланган, 
яъни шундай узгармас /И> 0  сон мавжуд  булиб,

!апх81 < A f (VnE/V) 
тенгсизлик бажарилади. Б у  тенгсизликдан фойдаланиб топамиз:

\ а Х  | п *
• — =  |а х ; |  . 4 - < A f  . - f  ' (16)

Равш анки , |х |< |* о |  тенгсизликдан —  < 1  булиши келиб чика-I хп |
ди. Демак, уш бу

ОО . |  | |  1 1 2  I I п

2 М ■ —  =  /W +  Af —  \ + М  —  Г + . . .  +  М —  +...
п=0 I хп I I *о I I хо I 1 1

геометрик катор якинлаш увчи. Унда (16) муносабатдан х,амда 2-§ 
даги теоремадан фойдаланиб

оо

2 \а„хп\ =  | а н| -)- | а ,х | -|- | а^х | -)-... -|- \а„хп\ -|- ...
// = О

каторнинг якинлаш увчи  булишини топамиз. Б у  эса берилган

2  а„х" даражали каторнинг абсолют якинлаш увчилигини билдира-
п —  0

ди. Теорема исбот булди.

Бу  теорема 2 а^с" даражали катор хо(хофО) нуктада якинла- 
/1 = 0

шувчи булса, у ( — \хо I, |*o l) интервалда абсолют якинлаш увчи  
булишини ифодалайди (15-чизм а).

11- т е о р е м а .  Агар
оо

2 а пхп=  a0-f- a tx-\- а^х2-\-... +  апхп-{-...
п =  0

даражали цатор х =  х\ нуктада узоклашувчи булса, у х;олда х нинг-

1*1 >  |*i  |
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тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида узоклашувчи 
булади.

И с б о т .  Тескарисини фараз килайлик. Берилган даражали 
катор х | нуктада узоклаш увчи  булса хам | jc| >  | jci ]. тенгсизликни 
каноатлантирувчи бирор х* нуктада ( | x * | > | x i | )  якинлаш увчи  
булсин. У холда Абель теоремасига кура бу катор |х |< |х * |  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча л: нукталарда якинлаш увчи  
булади. Ж ум лад ан  юкоридаги х\ нуктада хам якинлаш увчи  булиб 
колади. Б у  эса каторнинг х\ нуктада узоклаш увчи  булиши шартига 
зиддир. Демак, каралаётган даражали катор х нинг | x | > | x i |  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида узоклаш увчи  
булади.

Теорема исбот булди.

Бу  теорема 2  а„хп даражали катор xi нуктада узоклаш увчи
п — О

булса, у ( — оо; — U i | ) U ( U i | ,  + 00) тупламда х,ам узоклаш увчи  
булишини ифодалайди (16- чизм а).

15- чизма 16-чизма

2. Д а р а ж а л и  к а т о р н и н г  я к и н л а ш и ш  р а д и у е и  в а  
я к и н л а ш и ш и н т е р в а л и. Бирор

оо

2  а ггх =  <2(| —f— й [X-)- Q —)— ... а„хп-)-... (15)
п = I)

даражали катор берилган булсин. Айтайлик, бу катор хо(хо=т^=0) 
нуктада якинлаш увчи , xt нуктада узоклаш увчи  булсин. Унда 
(15) даражали катор 10-георемаларга мувофик х нинг

I х | < |  хо I
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида якинлаш увчи,

| X | >  | X II
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида узоклаш увчи  
булади. Равш анки , бунда |x n |< |x i|  булади. Агар (15) даражали 
катор яна бирор х* нуктада якинлаш увчи  булса, унда

IХо| <  [ х*| <  |xi | (17)
тенгсизлик бажарилади. Берилган даражали каторнинг яки н ла ­
шувчи буладиган нукталар тупламини {|х |} билан белгилайлик. 
(17) муносабатдан {| х |} тупламнинг юкоридан чегараланган 
булишини топамиз. М аълум ки , бундай тупламнинг аник юкори 
чегараси мавж уд  булади. Уни г билан белгилайлик:

sup { I X I ( =  л. ( 18)
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Энди X нинг

I х | <  г
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида (15) даража- 
ли каторнииг якинлаш увчи булишини курсатамиз.

(17) тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий х олингаида хам, 
аник юкори чегара таърифига кура шундай х* топиладики, | х | <  
С  |х*| < г булиб, х* нуктада катор якинлаш увчи  булади. Унда Абель 
теоремасига кура х нуктада даражали катор абсолют якинлаш увчи 
булади.

Худди шунга ухшаш х нинг

I х | >  г
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида (15) д ар аж а ­
ли катор узоклаш увчи  булиши курсатилади.

Н атиж ада, шундай г ( л > 0) сон топиладики, (15) даражали катор 
х нинг |х| < г тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида 
абсолют якинлаш увчи , |х| > г  тенгсизликни каноатлантирувчи 
кийматларида эса узоклаш увчи  булади.

11- т а ъ  р и ф. (18) муносабат билан ашщланган г сони
оо

2  а„хп даражали к^аторнинг якинлашиш радиуси дейилади.
п — 0

( — г, г) интервал шу даражали каторнинг якинлашиш. интервали 
дейилади.

(15) даражали катор х = ± г  нуктада якинлаш увчи  хам булиши 
мумкин, узоклаш увчи  хам булиши мумкин.

М  и с о л л а р. 1. Уш бу

1 х х~ ... —[— —1— ...
даражали катор (геометрик катор)иинг якинлаш иш  радиуси r =  1, 
якинлаш иш  интервали ( — 1, 1) булади. Бу  катор r = ±  1 нуктада 
узоклаш увчи , чунки

сонли каторлар узоклашувчидир.
2. Уш бу

X х2 х3 х"
2 2 3 п

даражали каторнинг якинлаш иш  радиуси r =  1, якинлаш иш  интерва­
ли эса ( — 1, + 1 )  булади. Бу  катор r = ±  1 нуктада якинлаш увчи 
булади. Чунки,

' + - Т +  ? + • ■ ■ + 7 +  •
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каторлар якинлаш увчидир. Демак, берилган даражали каторнинг 
якинлаш иш  со.\аси [— 1, 1] сегментдан иборат.

Энди даражали каторнинг якинлаш иш  радиусини топиш 
имконини берадиган теоремаларни келтирамиз.

12- т е о р е м а. Бирор
оо

2  4ba X = a n+ a sx + a ixil+ . . .+  а^с"+...
,1 =  1)

даражали цатор берилган булсин. Агар бу цаторда

lim д/|а„1 =  I
п + ос

'JO
лимит мавжуд булиб, 1ф О булса, у \олда 2  а„х" даражали

п и
цаторнинг якинлашиш радиусы

I
Г ~  I

булади.
И с б о т .  Айтайлик

lim yj\a„\ =  /, / ф  О
П-*- (X-

булсин. Бу  тенгликдан фойдаланпб топамиз:

lim \J\a,rx:'\ =  lim y ' i a j  • 1х |= /  • |x|.
П —► OO ri-*- DO

Кош и аломатига кура

/ • |x \ <  1, яъни |x| <; -y

булганда 2  a„x" кагор якинлаш увчи ,
n =  о

/• I JC I >  1, Я ЫШ | JC I >  -

булганда эса катор узоклаш увчи  булади.
Демак, берилган даражали каторнинг якинлаш иш  радиуси

г =  у  га тенг булар экан. Теорема исбот булди.

1 3 - т е о р е  м а. Агар

2  а„х"= Оо+ а<х+  а2хг+ . . .+  а Х + -  
/1=0

даражали цаторда



лимит мавжуд булиб, 1 Ф  0 булсин, у уолда даражали к,аторнинг 
якинлашиш радиуси

Г = = Т
булади.

И с б о т .  Айтайлик, 2  а,рс" даражали каторда

lirn 1 + 1 =  /, 1 ф  О,

булсин. Б у  теш ликдан фойдаланиб топамиз:
п  -V- !а х_ ,х а г ,-J 1

lirn =  1 im п 1
-ос а хп ■» . а п

| .V I =  / • \х |

Даламбер аломатнга кура

/• Sх | <  1, яъни Iх | <

булганда ^  а„х" кагор якинлаш увчи ,

/ 1 I 1 I I  1/■\х\ >  1, яъни \х\ >  —

булганда эса катор узоклаш увчи  булади. Демак, берилган
1 тдаражали каторнинг якинлаш иш  радиуси г — —- га тенг экан. 1ео-

рема исбот булди.
Э  с . I а т м а. Ю корн tai n 12 на 13- теоремаларда 1 =  0 булса, унда 

даражали каторниш якинлаш иш  радиуси г — оо булади.
М  и с о л л а р .  I . Уш бу

V ± r^ L _ _ xn
■ I 3я - ' V »

даражали каторниш якинлаш иш  радиуси хамда якинлаш иш  
интервалини топинг.

,'рилган даражали кагор учун

а„- 1)_
з" - 1 у«

а ■1) п +  I

ап , 

а„

п +  \

( - 1)"
3 "  V  п +  Г

ОУЛИО,

!im

, _  | I

з" v « + l  зп~'~1 v  л

I

1 Г п
з V « + i  

i
~3

; n + i
ап ■

1 im 3 \ п + \
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булади. Демак. каралаётган даражали каторнинг якинлаш иш  
радиуеи г — 3, якинлаш иш  интервали эса ( — 3, 3) булади.

2.' Уш бу

даражали каторнинг якинлаш иш  радиуеи хамда якинлаш иш  
интервалини топинг.

Берилган катор учун

1 Iа„ =  -, д а.,\ =  ---O': V ' 'I ~п • 2

булиб,
lirn \/|o,;i =  lim

булади. Демак, каралаётган каторнинг якинлаш иш  радиуеи 2, 
якинлаш иш  интервали эса ( — 2, 2 ) булади.

3. Д  а р а ж  а л и к а г о р н и н г х о с с а л а р и 
Бир ор

X  ... ... (15)

даражали кагор берилган булсин.
1-х о с  с а. Агар (15) даражали к^аторнинг якинлашиш радиусы 

г (/ "> 0 ) булса, у xi/лда бу кагор [— Хм, Хц] сегментди (0 <<хо<г) текис 
якинлашувчи булади.

И с б о т. х»6 ( — г, г) булганлиги сабабли
ОС'

V- ! ап\ ■ Xq=  | а,,| -f i а , ! ■ х 0-)- | а.,\ -xl~\~... т}- i а п\ х Щ - ... (19)

сонли катор яки н лаш унчи. Равш анки. Ух 6 [— Хи, х] учун

' | а„х ; <1 | а„ | • хп (19')

булади. Унда (19/) муносабатдаи хамда (19) каторнинг якинлаш увчи 
булишидан (Вейерш трасс аломатига кура) берилган (15) даражали 
каторнинг [— хп, хо] да текис якинлаш увчи  булишини топамиз. Хосса 
исбот булди.

2- х о с с а .  Агар (15)диражали каторнинг якинлашиш радиуеи
> оо

г ( г > 0 )  булса, у холда бу каторнинг йигиндиси S  (х ) =  2  a trx"

{ — г, г) да узлуксиз функция булади.
И с б о т .  Берилган даражали каторнинг якинлаш иш  интервали 

( — г, г) га тегишли булган ихтиёрий Хп нуктани олайлик. Равш анки , 
IХо| < г булади. Унда |хоI < с < г  тенгсизликни каноатлантирувчи

i и;



с сони учун [— с, г ] с  ( — г, г) булиб, 1- х осе а га кура 2  а„х" да-
п — О

. ражали каю р  [— с, г] да текис якинлаш увчи  булади. Текис 
якинлаш увчи  функционал каторларнинг 1- хоссасидан фойдаланиб, 
бери,п аи кагор йигиндиси S ix )  нинг |— с, г] да узлуксиз, жумладан 
Хи иуктада узлуксиз будпшини топамиз. хо нукта ( — г, г ) га тегишли 
ихтиёрий нукта булганлигидаи катор йигиндиси S ( a') нинг ( — г , 
г) интервалда узлуксиз экани келиб чикади. Хосса исбот булди.

Текис якинлаш увчи  функционал каторларнинг хадлаб интеграл- 
чаш хамда хадлаб дифференциаллаш хоссаларидан фойдаланиб 
даражали каторларниш' куйидаги хоссалари хам исботланади.

3-х ос с а. Агар (15) даражали каторнинг якинлашиш радиусы 
г ( г >  0 ) булса, бу к,аторни [u, Ь | ( \а, b]cz ( — г. г) ) сегментда хадлаб 
интеграллаш мумкин.

4-х о с с а .  Агар (15) даражали каторнинг якинлаш иш  радиуси 
г ( г > 0 ) булса, ( — г, г) да бу катории хадлаб дифференциаллаш 
мумкин.

4. Ф у н к  ц и я н и д а р а ж а л и к а т о р г а ё й и ш. М аълум ки ,
f(x ) функция лг =  0 нуктанииг ( — 6, 6 ) атрофида ( б > 0) f ' , f " ......f {n)
тартибли хосп.таларга эга булса, у холда

f(x ) = / ( 0 ) +  ~ }-х +  1 ^  х2+  ... +  ? ^ Ж хя +  га(х) ( 20)

Тейлор формуласи урнили булар эди, бунда г„(х ) колдик хад.
Ф ар аз  килайлик, f ix ) функция ( — 6, 6 ) да исталган тартибдаги 

хосил ага эга булсин. 1>у хол

п 0 )  +  r- f  x  +  г а  Х Ч . . . +  ^ '  х-

йигинди хадлари сопини хар камча катта килиб ш и ш  имкомини 
бериб, куГшдаги

/■(О) +  t l " ± x + r m . x * + „ ' + f ! ^ L x a+  ~ ~ 1 х '1+] +  ... ( 2 0 ')

даражали катории хосил килиш мумкин булади.
Одатда (20') даражали кагор /(.х) функциянинг Тейлор катори 

дейилади.
14- т е о р е м a. f (х) функция ( — г, г ) интервалда ( г > 0 )  исталган 

тартибдаги хосилага эга булсин. Б у  функциянинг Тейлор катори

якинлаш увчи  булиб, йигиндиси f (х) га тенг булиши учун унинг 
Тейлор формуласн

f (х) = / (  0) +  Г{1 гх +  ^ - х ' '  +  гп(х)

лаги гп(х) колдик х а д н —»-оо да иолга интилиши зарур ва етарли.



И с б о т .  Зарурлиги. (20 ') к,атор якинлаш увчи  булиб, йигиндиси 
f(x )  га тенг булсин:

f (x ) = f (  0) +  Ф - Х +  ' | V + . . . +  + l +

Б у  тенгликни куйидагича

f (x )= S n (x )+ r „ (x )  (21)
ёзиш мумкин, бунда

s , w - / ( o  ) +  ' m x + £ a , 4 . . .+  q a . , .

(20 ') каторнинг кисмий йигиндиси, л«(х) — колдик хад. Равш анки , 
Vx £( — г, г) да

■im 5 „ (х ) =  /(х )
/г-*- оо

булиб, ундан

lirn r n(x) =  lirn [f(x ) — S „ ( x ) J  =  0
И—► с» *- оо

булиши келиб чикади.
Етарлилиги. Энди

lirn г ,,(.v) =  U ( Vx £( — г, г ) )

булсин. Унда (21) муносабатга кура

r „( х) = f (x )  — S n(x)
булиб,

1 im [/(х ) — S n(x) J =  0 ,
l l—► оо

яъни

lim S „(.v ) =  / (х )
п—► оо

булади. Б у  эса (20 ') каторнинг йигиндиси / (х ) га тенг эканини 
билдиради. Теорема исбот булди.

Демак, / (х ) функция ( — г, г) да ( г > 0) 14-теореманинг 
шартларини каноатлантирганда

/(х)  = / (0 )  +  ™ А - +  П ^ Х 2+ - ..+  ~  .V

булади. Бу холда f(x ) функция даражали каторга ёйилган дейилади.
Энди баъзи элементар функцияларнинг Тейлор каторларини 

келтирамиз.
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а ) f ( x )=  ех ф у н к ц и я н и н i I с и л о [) к ;i г о р и. 
f ( x )= e x функция ихтиёрий |— а, о) да ( а > 0 ) исталган 
Хосилага эга булиб, унинг Тейлор формуласи

е г= 1  +  ... + ^ т  +  ' (V)

булади. Бунда колдик хал Л агр ан ж  куриниши i.a куй

r j x )  =  е"л ( О с  0 С  I )(п + I )!

булади (каралсин, [ 1], 20- боб) Ихтиёрий I а, а

булишини эътиборга олиб топамиз:

I , . I I ,с'‘ * II,- I I ЛГ I '■ I, . а
| r » (A' ) l  =  I "77Г+ТУ! е I =  „  +  1Т- "  -  и  Й ,

Бундан эса

lim r„(x ) — 0

булиши келиб чикади. Д е м а к ,) (х) = е х ф\ нкциянинг Тей.

ех= \  +  г, +  +  -  +  С  +  -.

булади.
б) f(x ) =  sinx ф у н к н и я н и н I Г е й л о р к а т о р 

функция ихтиёрий [— и, а] да ( а > 0 | исталгап тартибд 
эга булиб, унинг Тейлор формуласи

s in x - д—  >: ~  £-■■■ + ( - ' > "  1 ,;L

булади. Б у  формуладаги колдик чал гь,(х) пинг , 
нишидан фойдаланиб

I '-wi < i^ri,!
булишини топамиз. Бундам эса

lim r in(x) = 0

булиши келиб чикади. Демак, f ( x )=  sin.v фуш 
катори

sinx =  х — ^  — ...+  ( — 1 ) "

булади.
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в ) f (х ) =  cosx ф у н к  ц и я и п н г Т е й л о р  к а т о р  и. б) холдаги 
каби f (х) =  cosx фуикциянинг Тейлор катори

c o s ^ . - ^  +  l T -  • + ( - 1) " - g n + ...

булиши келиб чикади.
■ Фуикцияларпи даражали каторларга ёйишнииг бошка усуллари 

хам мавжуд. Куйида бундай усуллардан бирини келтирамиз. 
Айтайлик, f (x ) =  In (1 + х )  функциями даражали каторга ёйиш лозим 
булсин. Бунинг учун, аввало, уш бу

.1 — x-j-x2 — х3 4 - ... 
каторни караймиз. Бу геометрик катор булиб, ( — !, 1) да текис 
якинлаш увчи . Унинг йигиндиси j~_~■- га тенг [ q = — х, каралеин, 

[ 1 ], 20- б о б ). Демак,
1

l+.v

Кейинги тенгликии [0, х] оралик буйича хадлаб интеграллаб
X X X X X

dx

1 - х  +  х 2- х 34 „ .  ( —  1 < х <  1)

 ̂ -у--— =  ^dx— jxrfx-f- \^x'dx— ^x3dx-

1 n (1 4 x) =  x — ~  4  -y- — +  •• ■ (22)

булишини топамиз. Равш анки , х = \  булганда (22) тенгликнинг унг 
томонидаги катор

1— 1 4  ' ~  1 4 -2 3 4

куринишдаги сонли катор булиб, у Лейбниц теоремасига кура 
якинлаш увчи  булади. Демак,

In (1 4 х ) = х — у  4  |  -  Т  + -

катор ( — 1, 1] да якинлаш увчи  булар экан.
М  и с о л. Уш бу

I
\ е~ хdx

интегрални такрибий хисобланг.
F (x )= -ех фуикциянинг даражали каторга ёйилмаси

X X2 X3
в> =  1 4 у г  +  у т  4  у г  4
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дан фойдаланиб

булишини топамиз. 
Равш анки , уш бу

1 — - -  +  ---- —  +  . . .1! ^  2! 3! ~

— X 1 2 I л л  . л л | л
е «  1 - А +  1 Г  “  3! +  ~  5- +  “ 6Г

г а к р и б и й ф о р м у л а д а н
:

е Xdx «  ^ 1  - х - +  •- -  —  +  —  +  -бГ ) dx
о

келиб чикади. Бу  такрибий теигликнинг унг томонидаги интегра. 
хисоблаймиз:

4 6 8 10 .12 \
2 1 *  X  , -V X  . X  \  ,- х  +  2, -  Зт +  ~ - ~  +  ~ ) d x  =

0
/  3 5 7 9 I I  13 \  j I
(\  1 +  -Л________ +  А____________' +  . • I =

V' 3 ' 2!-5 3!-7 т  4!-9 5!- I I  ' 61-13/ I о

=  1 +  П) _  ~ к  +  г!б ”  i k o  +  ЭД60 ~  0,7469 ' 

Демак,

$ e '^ d x  ж  0,7468 .

ЛИИ
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5- Б О Б

К У П  У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Л А Р ,  У Л А РН И Н Г  Л И М И ТИ  
В А У З Л У К С И З Л И Г И

Биз «Олий математика асослари»нинг I - томида y =  f (x ) функция 
туш ун часи билан таннпгш к ва уни батафеил ургандик. Бунда 
функция битта эркли узгарувчи х гагина б о т и к  эди. Ш унинг 
учун уни бир узгарувчили (бир арг\ ментли) функция дейилган эди.

Табиатда, тох'ппкада учрайдиган кунгина микдорлар бир неча 
эркли узгарувчиларга б орлик булади. М асалан , томонлари х ва 
у булган гутри гуртбурчакнинг юзи

S  =  x- у
булиб, у икки .V па у узгарувчига борлик.

Ер юзннннг хар бир нуктасидаги хаво харорати учта узга ­
рувчи -- и!\ п\ к1 ани аникловчи иараллел, меридиан хамда вактга 
6орлик булади.

Ш унга ухш аш  мисоллар жуда куплаб учрайди. 
эир неча узгарувчига боглпк булган микдорларни урганиш куп 

узгарувчили функция тушунчаеини киритилишини хамда уни
V р Г а  Н И ii 1 Ы ' i Т с; к о з  о  э т а  Д \ \ .

Соддалик учун икки узгарувчили функцияларни караймиз.
А ввало  R ' фазо туш унчаси билан танишамиз.

1-§. /V ФАЗО ВА УНДАГИ БАЪЗИ БИР ТУПЛАМЛАР

Икки ;с ва у узгарувчи микдорлар (x^R , y £ R ) берилган булиб, 
ийматларидан (х, у ) жуф тликларни хосил киламиз.

Букдай жуфтликлардан ташкил топган

{(х, у ):  x tR ,  y tR \  (1)

амнн караймиз. ( 1 ) гупламнинг эл е м е н т  нукта дейилади ва уни
битта харф билан, масалан, М  харфи билан белгиланади:

М =  (х, у),
Гекисликда Д екарт координаталар системасмни сшиб, абсцисса 

укида х узгарувчининг кийматларини, ордината укида эса 
у узгарувчининг кийматларини жойлаш тирамиз. У холда (х, 
у) жуф тлик, гекисликда координаталари х ва у булган М  нуктани 
ифодалайди ( 17- чи зм а ).

Уш бу {(х, у ) :л'6  R, г/6 R) тупламда ихтиёрий икки (х\,у\) хамда (х>, 
г/г) нукталарни олайлик. Равш анки , бу нукталар текисликда

122



1 7- чизма 18- чизма

координаталари х\ ва у\ булган М\ нуктани, координаталари хг, у -2 

булган М> нуктани ифодалайди. Аналитик геометрияда келтирилган 
формулага кура бу нукталар орасидаги масофа

р (М Ь М 2) =  д / (х 2— х У  +  (уг — у , ) 2

булади. Б у  масофа куйидаги хоссаларга эга:
1°. Хар  доим р (Л Ь , /Из) ^ 0  булиб, р (М |, М 2 ) — 0 да х\ = Х 2 , у\ — у 2 

на аксинча х\= х2, у \ = у -2 булганда р(М\, М 2) = 0  булади.
2°. р (уИ|, М 2) =  р (М 2, М \ ).
3°. p (M i, M i ) < p ( M i ,  М 2 ) +  р (М 2, Мл)

(бунда Мл — координаталари хл -хамда ул булган нукта ).
Одатда

{(х, y ):x £ R , y£ R ]
туплам R 2 фазо (икки узгарувчили Евклид фазоси) дейилади.

Ю корида айтилганлардан R 2 фазонинг геометрик тасвири 
текисликдан иборат булишини курамиз.

Энди R 2 фазодаги (текисликдаги) баъзи бир тупламларга 
мисоллар келтирамиз.

1. (a, b) ( iR ’~ нукта хамда бирор узгармас мусбат г сон берилган 
булсин. Уш бу

{(х, у) 6R 2- (х — а ) 2+  (у — Ь )2^ г 2} (2)
({(* . у) 6/?2: (х — а ) 2+  (у — Ь ) ‘2< г 2})

туплам R 2 фазода ёпик, дойра (очик, дойра) дейилади. Бунда (а,
Ь) нукта дойра маркази, г эса дойра радиуси дейилади (18- чи зм а ). 

Куйидаги

[(х, у ) 6 R 2- (х — а )2+ ( у  — Ь)'2 =  г2}

туплам айлана дейилади. У (2) доиранинг чегараси булади.
2. Айтайлик, а, Ь, с, d —  узгармас хакикий сонлар булиб, a<zb\ 

c< id  булсин. Уш бу

\(х, у) £ R 2: a ^ x ^ b ,  c ^ L y ^ d )
(\(х, y ) iR ~ ' а < .х < Ь , c < y < d \ )

туплам R~ фазода ёпик, тугри туртбурчак (очик, турри туртбурчак) 
дейилади (19- чизм а).



3. Уш бу

{(a-, y ) £ R 2: х > у ,  О, x +  y t^h ]
туплам /?" фазола симплекс дейилали, бунда /г мусбат сон. 
Симплекс (sim plex) лотинча суз булиб, у содда деган маыюпи 
англатади ( 20- чизм а).

2- §. /? ФАЗОДА ОЧИК. \АМДЛ ЁГ1ИК, ТУПЛАМЛАР

R 2 фазода бирор Л =  (а, Ь) нукта хамда е мусбат сонни апайлик.
1 - т а ъ  р и ф. Уш бу

{ (А-, у) 6 R  (а — а ) '+ (/ /  — b) <  eJ }

очик, дойра А нук^танинг атрофи ( е-атрофи) дейилади ва уни U  (А , е) 
каби белгиланади:

И (А, е) =  { (а, у) £ R 2: (х — a ) L’ +  (у  — Ь ) 2 <  е2} .

/?■ фазода бирор G туплам- берилган булсин.
2- т а ъ  р и ф. Агар G тупламнинг А =  (а, Ь) нуктаси узининг бирор 

U {А, е) атрофи билан бирга шу тупламга тегишли, яъни
А =  (а, b)£G=>- 3 е > 0 , U (A , e )cz G

булса, у урлда А нук,та G тупламнинг ички нуктаси дейилади.
3- т а ъ  р и ф. Фак;ат\цчки нук,талардан ташкил топган туплам 

очик, туплам дейилади. М асалан , R~ фазода очик дойра очик туплам 
булади.

4- т а ъ  р и ф. Агар А =  (а, Ь) нук,танинг исталган U (А, е) атрофида 
( V e > 0 )  G тупламнинг А ну^тадан фар\ли камида битта нук,гаси 
булса, А нук,та G тупламнинг лимит нуктаси дейилади.

Равш анки , А нукта G тупламнинг лимит нуктаси булса. 
А нуктанинг ихтиёрий атрофида G тупламнинг чексиз куп нукталарн 
булади.

R~ фазодаги куйидаги

{ (А,  у) 6 R 2- (А — а ) - +  (у — Ь )2^ г 2}

ёпик доиранинг хар бир нуктаси шу тупламнинг лимит нуктаси 
булади.
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R" фазодаги

{ (x, у) 6 /?L’: (x — a ) 2+ { y  — b) ' c r }  (3)

очик дойра

{ ( .V, у ) £R2: (x —- a ) 2 -f (y — b) r2}

т у п л а м н и н г  хар  бир  н у к т а с и  л и м и т  h v k t h c h  б у л а д и .
Келтирилган мисоллардан куриыадикн, тупламнинг лимит 

нуктаси шу туп,тамга тегишли булиши хам мумкин, тегишли 
булмасдан колиши хам мумкин экан.

5- т а ъ  р и ф. Агар F  тупламнинг ( F  cz R 2) дарча лимит ну^талари 
шу тупламга тегишли булса, F  ёпик, туплам дейилади.

М асалан, R 2 фазода ёпик дойра ёпик туплам булади. R 2 фазода 
бирор М  туплампи олайлик, Унда

R 2\M

туплам М  ни R 2 га тулдирувчи туплам дейилади.
Агар А =  (а, b ) 6 R 2 нуктанинг ихтиёрий U (А , t:) атрофида 

( V e> 0 )yV f тупламнинг хам, R~\M  тупламнинг хам нукталари булса, 
.-1 нукта М  тупламнинг чегаравий нуктаси дейилади. М  тупламнинг 
барча чегаравий нукталари унинг чегарасинп ташкил этади. Одатда 
М  тупламнинг чегараси д (М ) каби ёзилади.

6- т а ь р и ф. Агар R 2 фазода шундай

U п = { (х, у) 6 R 2- лr ’ +  t / < r ' }  

очик дойра топилсаки,

М U ,

булса, М чегараланган туплам дейилади.
Чегараланган ёпик туплам компакт туплам (ёки компакт) 

дейилади.
R 2 фазонипг (а, у ):

х =  а ! / +  j! i , ( Г| <  / <  с ,)
у =  СЫ -f р!,

(бунда а\, Pi, аг, р2 - узгармас сонлар) нукталаридан ташкил топган 

{ ( a ,  y ) t R 2'- A =  a i /  +  P ' ,  у  =  a i t

туплам равшанки. тугри чизик таш кил кил ад и. R 2 фазода ихтиёрий 
( а |, b i) ва (а>, Ь>) нукталарни олайлик. Унда уш бу

{ ( а ,  у )  £R2: (х =  а\ + t(b\ — а\) , y =  a2 +  t(b-> — a->)} 
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туплам (ct],b\) хамда (аг, Ьч) нукталарни бирлаштирувчи тугри чизик 
кесмаси булади. Чекли сондаги тукри чизик кесмаларини бирлашти- 
ришдан таш кил тоиган чизик синик, чизик, дейилади.

7-т а ъ  р и ф. R 2 фазода М  тупламни карай.гик. Агар М  туплам- 
нинг ихтиёрий икки нук,тасини т у  тупламга тегшили булган синик, 
чизик, билан бирлаштириш. мумкин булса, М  богламли туплам 
дейилади.

8- т а ъ  р и ф. R 2 фазода очик, ва богламли булган туплам соуа деб 
аталади.

М асалан , R 2 фазодаги очик. дойра соха булади.

3-§. ИККИ УЗГАРУВЧИ ЛИ  Ф У Н К Ц И Я Л А Р

Ф ар аз  килайлик, R 2 фазода бирор М  туп л а м -берилган булсин.
9 - т а ъ р и ф .  Агар М  тупламдаги .\ар бир (х, у )  нуктага бирор 

коида ёки конунга кура битта хакикий и сони [u £ R )  мос куйнлган 
булса, М  тупламда икки узгарувчили (функция берилган (аник- 
ланган) деб аталади ва уни

u — f(x, у)

каби белгиланади. Бунда М  ■ функциянинг аникланиш  туплами, 
х ва у эркли узгарувчилар функция аргументлари, и эса х ва 
у узгарувчиларнинг функцияси дейилади.

М  и с о л л а р. 1. R  фазонииг хар бир (х, у) нукта с и га х~ +  i f  соини 
мос куйиб, уш бу

и =  х1 -j- If
функцияга эга буламиз. Бу  функциянинг аникланиш  туплами 
R 2 булади.

2. R- фазода М  =  { (.v, y ) f R х~ +  у 2^  1} тупламни олиб, унинг 

хар бир (х, у) нуктасига д/1 — х2 — у'2 сонни мос куйиш натижасида

«= V1 —х2—у2
функция хосил булади. Бу  функциянинг аникланиш  туплами 
маркази ( 0 , 0 ) нуктада, радиуеи I га теиг булган ёпик дойра
М =  {(х , y ) d R 2-. х2-\~у2^  1} дан иборат.

Айтайлик, и =  ((х , у) функция М  тупламда (M c z R )  берилган 
булсин. (х, у ) нукта М  тупламда узгарганда функция кийматлари 
хакикий сонлар туплам и да узгариб, уш бу

{/'(*, У ) : (х, у )  е М }

Хакикий сонлар тупламини хосил килади. Б у  функциянинг 
к,ийматлари туплами ёки функциянинг узгариш со^аси ( туплами) 
дейилади.
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М асалан, и = х 2~\-у2 фуикциянинг кийматлари гуплами [О, 
-f- оо ) ярим интервалдан, и =  1— х 2— у 1 фуикциянинг кийм атла­
ри туплами эса (0, 11 сегментда и иборат булади.

Одатда уш бу

и =  Р  п(х, у) =  Соо “Н Ciqx -)- С о 1 у-\- C‘2t>x~ -|- С\ \ху -(-
~t“ Со2У~ -j- СпоХП +  ... +  Со,ill"

функция п- тартибли ку/цад  дейилади, бунда ош, с ....... —
узгармас хакикий сонлар. Бу  фуикциянинг аникланнш туплами 
R ' фазодан (бутун текисликдан) иборат.

Икки Р п(х, у) хамда Qm(x, у) купхадлар нисбатидан ташкил 
топган

U =  р" [х’у)
Qm(x-y)

функция рационал функция дейилади. Унинг апнкланиш туплами

{ (,v, у) £ R 2: Qm (х, у ) ф О )

булади.
М аълум ки , бир узгарувчили фуикциянинг геометрик тасвири 

(графиги) текисликда, умуман айтганда эгри чизикдан иборат 
булади.

Бир узгарувчили функциялар каби икки узгарувчили функция- 
ларни хам геометрик тасвирлаш  мумкин. Икки узгарувчили 
функцияларнинг геометрик тасвирлари (графиклари) умуман 
айтганда сиртлар булади.

Айтайлик, u =  f ( х, у) функция М  тупламда {M<zzR2) берилган 
булсин. М  тунламдан (хо, у о) пуктани олиб, фуикциянинг шу 
нуктадаги киймати ua =  f (x  о, у о) ни топамиз. Н атиж ад а координата- 
лари хп, уо, ио булган (хп, уо, ио) нуктага эга буламиз. Бу эса фазода 
нуктани тасвирлайди (21- чизма) .

Фазода (х, у, и) нукталарнинг уш бу

{ (х,  у, и): (х , у ) еМ , u =  f (х, у ) }

туплами u =  f (x , 1у) фуикциянинг графиги дейилади.
М асалан, и =  х2-\~у2 фуикциянинг графиги 22- чизмада тасвир- 

ланган параболоидни ифодалайди.
М азкур  параграфнинг пировардида R 2 фазо нукталари кетма- 

кетлиги туш унчасини келтирамиз.
Ф ар аз килайлик, хар бир натурал и гонга R 2 фазонинг битта (хп, 

уп) нуктани мос куювчп кои да берилган булсин:
п (хп, уп)- 

Бу мослик R 2 фазо нукталаридап иборат уш бу 
(а'1, у |), (а'2, У 2 ) ,..., (Хп, Уп),-■•
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кетма-кетликни хосил килади. Уни {(* „, уп) ) каби белгиланади. 
Равш анки , {(хп, уп)\ нукталар кетма-кетлигининг координаталари- 
дан таш кил топган {хп} ва {уп) кетма-кетликлар сонлар кетма- 
кетликлари булади.

М асалан,

( U ) ,  ( | | ) , . . „  ( I I ) , . . ,

(1.0). ( |  о ) ( | о ) ,...,

( 1,1), ( - 1, - 1) .....( ( - 1Г Л  ( - 1Г +1) ,

кетма-кетликлар R 2 фазо нукталаридан иборат кетма-кетликлар- 
дир.

4- §. ИККИ УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯ л и м и т и

1°. К  с т м а -к е т л и к л и  м и т и. А ввало  R 2 фазода кетма-кетлик 
лимити туш унчаси  билан танишамиз.

Айтайлик, R 2 фазода бирор
(X\, t / l ) ,  (х2, г/2) ,... , [х „, Уп) ,...

кетма-кетлик хамда (а, b) нукта ( (a ,  b )(zR 2) берилган булсин.
1 0 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон олинганда х,ам шундай натурал 

по сон топилсаки, У п > п о учун

р ((хп, у п), (а, Ь) ) < е

тенгсизлик бажарилса, (а, Ь) ну^та { (хп, г/л)} кетма-кетликнинг 
лимити дейилади ва

lim (хп, у„) =  (а, Ь)

каби белейj г анади.
Бу холда {(хп, уп) } кетма-кетлик (а, Ь) нуктага интилади деб хам 

айтилади.
М асалан , (0,0) нукта | ( | ,  | )  J кетма-кетликнинг лимити була ­

ди:
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1 - т е о р е м а .  Фараз цилайлик, R 2 фазода {(хп, у,,)} кетма- 
кетлик (а , Ь ) лимитга эга булсин:

lim (х „  у п)  =  (а, Ь).
П-*- оо

У уолда бу {(х„,Уп)} кетма-кетлик координаталаридан ташкил 
топган {*„} ва {уп\ сонлар кетма-кетликлари лимитга эга булиб, улар 
мос равишда (а, Ь ) ну^танинг координаталарига тенг булади:

lim *„= a , limy n= b .
л-*- оо п—*- оо

И с б о т .  Ш артга кура

Пп1(а'л, у,,) =  (а, b ).
П-+- ОО

Кетма-кетлик ли^иити таърифига биноан, V e > 0  сон олинганда хам 
шундай натурал по сон топиладики, у п > п о  учун

р ( (* „ ,  уп), (а , Ь) ) < е

тенгсизлик уринли булади. Равш анки,

Р { ( х п, Уп), (а, Ь) ) =  л/(лг„— а ) 2+  ( у п— Ь ) 2 .

Унда

д/(хп —  а ) 2+  (у, — Ь ) 2 < е

булиб, кейинги тенгсизликдан

\хп — а \ <  к,
\уп — Ь\ < е

келиб чикади. Сонлар кетма-кетлигининг лимити таърифидан 
фойдаланиб,

limx„ =  a, lim y „= b
П-*- оо п-*- оо

булишини топамиз. Теорема исбот булди.
2-т е о р е м а .  Фараз цилайлик, R  фазода {(хп, уп) } кетма-кетлик 

координаталаридан иборат {х„} ва \уп) сонлар кетма-кетликлари 
лимитга эга булиб, улар (а, Ь ) ну^танинг мос координаталарига 
тенг булсин:

limх „= а , lim y n= b .
Л-*- оо П-*- ОО

У  х1олда {(дin, Уп)) кетма-кетлик лимитга эга булиб, у (а, Ь ) га тенг 
булади:

lim ( х „ Уп) =  (а , Ь).
Л-*- оо
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И с б о т .  Теореманинг шартига кура

lim хп= а ,  lim у п= Ь  .

Сонлар кетма-кетлиги лимити таърифига биноан, V e > 0  сон 
олинганда ха

V/г >  п'о учун

олинганда хам — — сонга к\ ра шундай натурал п0 сон топиладики,
V 2

\хп а | <  т=- (4)
V 2

тенгсизлик бажарилади.
Шунингдек, Ve > 0  сон олинганда хам, — сонга кура шундай

V 2
натурал п'о сон топиладики, У п > п ”  учун

I у я- Ь \ < - ± =  (4 ')
V

тенгсизлик бажарилади.
Айтайлик, max {«о, по}=по  булсин. У холда V/z>/20 у ч у н  бир 

вактда (4) ,  (4' )  тенгсизликлар бажарилади. Ш уни эътиборга олиб 
топамиз:

р ((х„, у „), (а, Ь ) ) =  д/ (хп — а ) 2+  (y rl — b ) 2 <

Б\ эса
lim (х„, у „) =  (а, Ь)

П-*- оо

эканини билдиради. Теорема исбот булди.
Келтирилган теоремалардан ушбу

lim хп =  а,
1 • \ j I \ п~*~00lim (хп, у„) =  (а, Ь) о  \
п—+ оо 11 m у п — и

_ гг—► оо

муносабат келиб чикади.
Демак, R 2 фазода кетма-кетликни урганиш сонлар кетма- 

кетлигининг лимитини урганишга келар экан.
Айтайлик, R 2 фазода М  туплам берилган булиб, (хо, г/о) нукта ( (дсо, 

y n )d R 2) шу М  нинг лимит нуктаси булсин. Унда М  туплам 
нукталаридан тузилган хамда нуктага интилувчи {(хп, Уп) } кетма- 
кетлик ( (хп, Уп) 6 Af, п — 1,2,...) мавж уд  булади. Бундай кетма-кетлик 
чексиз куп булади. Б у  холда 1-теоремага кура {хп} сонлар кетма- 
кетлиги хп га, {у„} сонлар кетма-кетлиги эса г/о га интилади.

2°. Ф у н к ц и я  л и м и т и .  М  тупламда u =  f (x , у) функция 
берилган булсин.
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1 1 - т а ь р н ф .  Агар М  туплам нукталаридан тузилган, (хо, 
уп) нуктага интилувчи ,\ар к,андай \(хп, у „) \ кетма-кетлик ( (хп, у„) ф  
ф  (хп, уп ), п =  1.2,...) олинганда хам мос: { /(„*,,, у „ ) j кетма-кетлик ,уар 
доим яг она / га интилса, у .\олди I f(x, у) функциянинг (хп, 
уп) нук^тадаги лимити дейилади ва уни

lim j (х, у ) =  I ёки lim f ( x , y ) = l

каби делгиланади.
Функции лп.митига к у iii!даг'ича хам таъриф бериш мумкин:
12-т а  ь р и ф. Агар ViO>0 сон олинганда .\ам шундай 6 l> 0  сон 

топчлсаки, 0 < р ((л\ у ), (х<>, у») ) < 6  тенгсизликни каноатлантирувчи 
дарча (х, и )£ М  пукталарда

/ (.v, у) — 1\ < е

тенгсизлик бижарилса, I гон f (x , у) функциянинг (лгп, уп) ну^тадаги 
лимити дейилади.

Функции лимитининг бу гаьрифлари узаро эквивалент таъ- 
рифлардир.

М  и с о л  л а р. 1. Уш бу

[(х , у) =  х ' -f- ху -j- у~
функциянинг ( 1, 1) нукгадаги лнмитини тонинг.

R~ нинг нукталаридан тузилган ва (1, 1) нуктага интилувчи 
ихтиёрий {(*„, у „ ) } кётма-кетликнн ( (х„, уп) Ф  ( I . 1), «= 1 ,2 ,... ) оламиз.

Унда
| / ( Х п  , У п  ) } =  I*/-, +  Х „  ■ У п  +  У п  }

булиб,
lim fix ., у ,) — lim (х: +  х „■ у :,+ у :)  = 3

<*„.!/„I - U . I )  <, -I

булади. Демак,
lim (х~-{-ху-\-у~) = 3 .

2. Уш бу
fix . //) =  х~_- х +  у

функцияни карайлик. Б у  функция М  =  {(х, у ) £/?J : х-\-уф0} 
тупламда аникланган. Берилган функция (0,0) нуктада лимитга эга 
булмайди, чунки (0,0 ) нуктага интилувчи

{(»Н(°-;)!
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кетма-кетликлар учун

булиб, уларнинг лимити 1 ва — 1, яъии бир-бирига тенг эмас.
3°. Л  и м и т г а э г а  б у л г а и ф у н к ц и я л а р  н и н г х о с с а л а ■

р и.
Ф ар аз  килайлик, а(х , у) функция М  тупламда аникланган булиб, 

(хо, уп) эса М  нинг лимит нуктаси булсин.
Агар

I im а  (л\ у) = 0

булса, у холда а (х , у) функция (х, у)->-(хо, у  о) да чексиз кичик 
функция дейилади.

3-т е о р е м  а. М  тупламда берилган f(x , у )  функциянинг (х, 
у)->~(хп, уп) да чекли I лимитга эга булиши учун

а ( х ,  у) = f (х, у ) — /

нинг чексиз кичик функция булиши зарур ва етарли.
Бу теореманинг исботи функция лимити таърифидан бевосита 

келиб чикади.
Биз [ 1| нинг 18-бобида чекли лимитга эга булган ф ункция­

ларнинг хоссаларини келтирган эдик. Чекли лимитга эга булган 
икки узгарувчили функциялар хам мос хоссаларга эга булади. 
Куйида лимитга эга булган икки узгарувчили функциянинг хоссала­
рини келтирамиз.

/(х, у) ва g (x h у) функциялар М  тупламда (M c z R -) берилган 
булиб, (хо, //о)6 /? эса М  тупламнинг лимит нуктаси булсин.

1°. А гар / (х , у) функция (хо, уо) нуктада чекли лимитга эга булса, 
шу (хо, г/о) нуктанинг етарли кичик атрофида чегараланган булади.

2°. Агар /(х, у) ва g (x , у) функциялар (хо, уп) нуктада чекли 
лимитга эга булиб, шу нуктанинг U  ( (хо, г/о), б )  атрофидаги барча 
нукталарида

/(*- У) у)
булса, у холда

lim /(х, у) <  lim g(x, у)
У~У0 ч~1/0

б у л а д и .
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3°. Агар /(.v, у) ва g(x, у) функциялар (хо, г/о)• нуктада лимитга 
эга булса, у холда f(x, у) ± g (x , у) функция хам лимитга эга ва

lim [/(.v, у) ± g (x , у) ]=  lim f(x, у) ±  lim g(x, у)

булади.
4". Агар f(x, у ) ва g (x ,y )  функциялар (хо, г/о) нуктада лимитга эга 

булса, v холда fix. y )-g (x , у ) функция хам лимитга эга ва

lim [f (х, у ) ■ g(x , у) ]=  lim /(х, у) ■ lim g(x, у ) .

булади.
5 . Агар fix , у) ва g(x, у) функциялар (хм, г/о) нуктада лимитга 

эга булиб, lim g(x, у) Ф О  булса, v холда LfsbMl функция хам ли-
~ ‘ ' SiX. У) Т -

митга эга ва
lim Цх.у)

,. fix. У)lim - =  —
x̂ xt S ix . у) lim g(x, у)

булади.
4". К, а р р а л и в а  г а к р о р и й л и м и т л а р н и  с о л и ш т и -  

р и т .  Ю корида кел i прилган икки узгарувчили функциянинг (хо, 
г/п) нуктадаги лимити унинг каррали лимиты дейилади.

Икки узгарувчили функцияга нисбатан каррали лимитдан 
бош кача .лимит туш унчаси хам киритилади.

Ф ар аз  килайлик, f(x, у) функция R ’ фазонинг
M =  { { x , y ) £ R 2: \х — х о |< а , \у — у»\< Ь )

туп .ia мида берилган булсин.
fix , у) да у  узгарувчини тайинласак (хозирча узгармас 

хисоб.ласак), натижада у ф акат х гагина боглик булган функцияга 
айланади.

х-4-хо да б\ функциянинг лимити lim f (x ,y )  м авж уд  булсин дей-

лик. Равш анки, бу лимит тайинлаиган у нинг кийматига боглик, 
бинобарии у нинг функцияси булади:

lim fix , у ) = ф ( у ) .

Энди г/—<-г/ч да ф (у ) функциянинг лимитинн караймиз. Ф ар аз  
килайлик, г/— да <( (у) функциянинг лимити

lim ф (у)
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мавжуд  булсин. Н атиж ад а f (x , у) функциянинг аввал х-+~хо да, с унг 
у—>~у о да лимити

lim limf{x ,y )

га эга буламиз. f>\ лимит Цх. у) функциянинг такрорий лимити 
дейилади.

Ю корида келтирилган мулохаза юригиш билан f(x, у) функцпя- 
нинг аввал у—>~уо да, суш  ,v— чаги

lim l im f{x, у)
X —■ А | //-— (/,,

гакрорий лимитига келамиз.
Ш ундай килиб, /'(.г, у ) функция (хп, уп) нуктада битта

lim fix , у)

каррали лимитга, иккига
lim lim f (х, у ) , 

lirn lim fix , у)

такрорий лимитга эга булиши мумкин экан.
М и с о л л а р .  I. Уш бу

I V V 'j f ’ а1а|' х +  3 у ф 0  булса,

О, агар х +  3у =  0 булса

функциянинг ( 0, 0 ) нуктада такрорий лимитларини топинг.
Бу  функциянинг такрорий лимитларини топамиз:

lim/ (а-, у) =  lim "’д ?/ —х~О Х—П х + Зу ->у 3

lirnlim/(.v, у) =  lim ("— ! ) = —
!/—»-() Л—-0 у —-0 \  ■> /

lim/ (а, и) =  lim -!1 — “л = 2,Л'+3(/ А'

lim !im/ (.г, /у) =  1 im 2 =  2.

Демак, берилган функцияниш гакрорий лимитлари 

lim 1 im/'( .г, у) =  — - , lim litn/(x , у) = 2
V—О (/--И ' л—*-1) /у—О

б у л а д и .
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2. Уш бу
(x-|-y-sin —, агар хф О  булса, 

f ( x , y ) = i  -х
( 0 , агар х =  0 булса

функциянинг (О, 0 ) нуктадаги каррали ва такрорий лимитларини 
тоиинг.

Равш анки,
lim f(x , у) = х, lim lim /(x , у) = 0
у-~0 л-*-0 у-*0

булади. Бирок х—>-0 да sin ' функция лимитга эга булмаганлиги

сабабли берилган функциянинг
lim lim /fx , у)
A_v0 у-*~ О

такрорий лимити мавжуд  ьмас.
Энди уш бу »

: / (А', у) - 0 |

а й и р м а н и бах ол а й м из:

I f (х, у ) — 0 | =  | х -\-у ■ sin-- | < | x t  -\-\y\, хфО.

Б у  тенгсизликдан эса х—уО,у—>-0 да f ( x , y )->-0 булишини кур ам и з.
Ш ундай килиб, берилган функциянинг (0, 0) нуктада бигта 

такрорий хамда каррали лимити мавжуд  булиб, улар иолга тенг 
булар экан.

Энди f(x, у) функциянинг такрорий хамда каррали лимитлари 
орасидаги муносабатни ифодаловчи теоремаларни келтирамиз.

4 - т е о р е м а .  Агар (х, у)-+(хн, у») да f(x , у ) функциянинг 
каррали лимити

lim f ( x , y ) = l
х0 

у- у о

мавжуд булиб, х)ар бир тайинланган х да
lim f(x , y )  =  if(x )
lJ~Uo

лимит мавжуд булса, у х1олда ушбу
lim iim/(x, у )
х~*0 Ц-Уо

такрорий лимит мавжуд ва

lim lim / (х, у ) =  1
х̂ х„ у-+у0

булади.

135



И с б о т .  Ш артга  кура (х, у)-+ (х  о, у о) да f(x, у) функциянинг 
каррали лимити

Пгл/(л\ у)  =/

мавжуд. Л им ит таърифига кура, V g > 0  сон олинганда хам шундай 
6 > 0  сон топиладики, l.v — jco| с бч Iу — г/оi <Сб тенгсизликларни ка- 
ноатлантирувчи барча (х, у) нукталари учун

I f(x , у ) — I | < е  (5)
тенгсизлик бажарилади.

Энди
lim f(x , у ) = ф (х )

лимитнинг мавжудлигини аътиборга ш иб , (о) тенгсизликда у—>~уо 
да лимитга утиб топамиз:

! ф ( А-) -  Л < 8

Б  у эса
lim ф (х) =  /

эканини билдиради. Демак,

lim lim f(x, у ) =1.

Теорема исбот булди.
Худди шунга ухш аш  куйидаги теорема исботланади.
5-те о р е м  а. Агар (х, у)->~(х», у») да f(x , у )  функциянинг 

каррали лимити

lim f(x , у )=  I

мавжуд булиб, х,ар бир тайинланган у да
lim f(x, у ) =  ЧГ(у )

х~+х„

лимит мавжуд булса, у х,олда ушбу

lim lim f(x , у )
У~~Уо х~~хо

такрорий лимит мавжуд ва

lim lim f(x, у )  =  I
У-+УО *-*0

булади.
Энди и — f (х, у ) функциянинг лимити (каррали лимити) мавжуд- 

лиги хакидаги теоремани исботсиз келтирамиз.
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Ф ар аз  килайлик, u =  f (x , у) функция М  тупламда ( М е й ' )  бе­
рилган булиб, (хо, t/o) эса Л1 нинг лимит нуктаси булсин.

6-т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  f(x , у )  функциянинг (хп, 
у,,) нуктада чекли лимитга эга булиши учун, Vg > 0  сон берилганда 
х,ам шундай Ь > 0  сон топилиб, 0<ц>((х, у ), (хо, уп) 0 < ip ((x , 
у ), ( Хп, тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий (х,
у )£ М , (х, у )  £М  ларда

\f(*> У) ~ f (x ,  у ) I < е  
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

5- §. ИККИ УЗГАРУВЧИЛИ ФУН КЦ И ЯН И Н Г УЗЛ УКСИЗЛИГИ

и =  / (х, у) функция М  тупламда (M c z R 1) берилган. (хо, t/o) нукта 
М  тупламнинг лимит нуктаси булиб, тупламга теги шли булсин.

13- т а ъ р п ф. Агар (х, у)->~ (хо, уп) да f{x, у ) функциянинг лимити 
мавжуд ва чекли булиб,

lim f{x , у) = f  (x ft у 0) (6 )

булса, fix , у) функция ixn, уп) нуктада узлуксиз деб аталади.
М асалан , fix , у ) =  x‘ +  t/2 функция ихтиёрий (хо, у о) (I R 2 нуктада 

узлуксиздир, чунки

lim fix , у) =  lim ( x ’+ t/2) = x 20+ y l= f  (x t> y 0) .

Энди M  тупламдаги (хо, у») нуктанинг координаталарига мос 
равишда Ах ва \у орттирмалар берамизки, (хо +  Лх, уо-\-Ау)£М 
булсин. Агар

хо +  Лх =  х? 
уп +  Ау =  у

дейилса, у холда fix , у) = f ix о +  Лх, уо-\-Ау) булади.
Уш бу

A f{xо, у») — f(xo +  Ах, yo +  A y )— f(xo, уп)
айирма fix , у) функциянинг (хо, t/o) нуктадаги тулик орттирмаси 
дейилади.

х—«-хо да Дх—>-0 ва у-+уо да Ау—>-0 

булишини эътиборга олиб, (6) тенгликдан топамиз:

lim f{x , у) == / (хо, y lt)=> lim f/(x, у) — fix ,, у 0) ] = 0=ф-

=>- lim \/-(х о, у о) = 0.
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Б у эса
Iiin Л/ (л'о г/0) =  О

булганда /(х, у) функция (хо, уп) нуктада узлуксиз дейилади деб 
караш  мумкинлигини курсатади.

Функциянинг (хо, г/о) нуктадаги узлуксизлигини куйидагича хам 
таъриф лаш  мумкин.

14- т а ь р н ф. ,4га/; .1/ тупламнинг нукталаридан тузилган ва (х», 
уп) нуктага интилувчи ,\ар к,андай \(хп, уп)\ кетма-кетлик ( (хп, уп) 6-W, 
л = 1 ,2 ,3 ,...) олинганда хам. мос \ f{xn, у,,)} кетма-кетлик х;ар доим 
f(x  о, у о) га интилса, f(x, у) функция (хп, у<>) нущтада узлуксиз 
дейилади.

1 5 - т а ъ р и ф .  Агар Ve>>0 сон олинганда хам шундай б > 0  сон 
топилсаки, р ((х , у ), (хч, у о ) )  < 6  тенгсизликни к^аноатлантирувчи 
барча (х, у )£ М  нущталарда

I / (х , у) — / (Хм, у о) I <  е

тенгсизлик бажарилса, /(х, у) функция (хо, у») нуктада узлуксиз 
дейилади.

1 6 - т а ъ р и ф .  Агар /(х, у) функция М тупламнинг х,ар бир 
нук,тасида узлуксиз булса, функция М  тупламда узлуксиз дейилади.

Б из ю к. ори да f(x, у) функциянинг (хо, г/о) нуктада узлуксизлиги 
таърифларини келтирдик. Бу таърифлар узаро эквивалент таъ- 
рифлар.

17- т а ъ  р и ф. Агар (х, у)-*- (Хо ,  г/о) да / (х, у) функциянинг лимити 
мавжуд булмаса, ёки

lim / (х, у) =  оо

булса, ёки
lim /(х, у) = 1 ф ( {х „  у ,,)

булса, у ,\олда /(х, у) функция (хо, г/о) нуктада узилишга эга 
дейилади.

М  и с о л л ар . 1. Уш бу

-- — , агар х +  г/ ^ 0  булса,
/(X, у) =  х+У

( 1, агар х-)-г/ =  0 булса

функция ( 0, 0 ) нуктада узилишга эга булади, чунки (х, г/)—к ( 0 , 0 ) да 
бу функциянинг лимити мавж уд  эмас.

2. Уш бу
Г sm(x_+|__)  ̂ а гар (л-5 ^ ^  ( 0, 0> булса,

/ (х, у ) =  j Х~ + у~
( 0, агар ( х , //) =  ((>, 0 ) булса
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функция (О, 0 ) нуктада узилишга эга булади, чумки

с/ , I- s in (лг +  u ) , lim / (х, у) =  lim .г ~ = 1

булиб, у /(.V, у) функциянинг (0, (I) и v к г а с и д а г и кийматига (/(0,
0 ) =  0 ) теш эмас.

Ф ар аз  килайлик, /(.v. у) ва g (л , у) функциялар А/ тупламда 
берилган булиб, (ay, //,,) £A f  нуктада узлуксиз булсин. У холда

/ ( а , у )  ( х ,  у ) ,  / ( а ,  г/) ( а ,  </), -7 ^ 7 - ( g  ( х ,  /у) -т^О)

функциялар хам (хп, i/о) нуктада узлуксиз булади.
Б у  тасднклардан бириии, масалан икки (функция йигиндисининг 

узлу кс из лиги и с богини к ел ти рами з.
/"(х, у) ва g (x .y )  функциялар |Хп,;/<>) нуктада узлуксиз булган.чнги- 

дан таърифга бииоан V :■>() сон олинганда хам шундай й > 0  сон 
топиладики, р( ( х,  у),  (х.,, i / o ) )  < 6  тенгсизлпкни каноаглантирувчи 
парча ( а , у )  t- Af нукталарда

/ ( А ,  у )  —  / ( Х о ,  i/o) | <  у ,

!g (x , //) — g(xo, //п) I <  у

генгсизликлар бажарилади Бу тснгсизликлардан фойдаланиб 
I опампз:

I [/(х, у) + g  (x, у) J — |/(Хп, уп) +  g (x n, t/„) |j 

—  I I / у )  — /(Х. | ,  //-,) | +  [ ,Ч' (А,  //) —  g ( X t „  уп ) ] | ^

<  | / (X , у) / ( Ап, У‘ I) i +  |g (X , £/) — g(Xo, i/o) I <
I- , I-

+  2'==(г'-

1 Пунда и килиб,
| [ / ( х ,  /у) - f # ( x ,  у )  |—  [/'(хп, уп) 4 - » ( а п ,  г/n) j| < к

тенгсизликка келамиз.
Б\ эса /(a, iy )+ g (x ,  у )  функциянинг (хо, уп) нуктада узлуксиз 

булишини билдирачи.

У З Л У К С И З  Ф У Н К Ц И Я ./ А Р М  И Н Г  Х О С С А Л А РИ

У чу кс из функциялар катор хосса.чарга эга. Одатда улар 
Iеоремалар оркалн ифодадападплар.

I Б о л ь ц  а н о - К о ш и г е о р е м а с и .  Агар f(x , у )  функция 
D сохада ( D a  R ) аникланган ва узлуксиз булио, uiy со^адаги



иккита турли (x lt у\) ва (х>, у>) нуцталарда х,ар хил ишорали 
цийматларга эга булса, у х,олда D да шундай i|) нуцта
топиладики5

f ( l  ц )  =  о
булади.

И с б о т .  Аниклик учун f(x , у) функциянинг (,vi, у i) нуктадаги 
киймати f (x |, г/ i) манфий ишорали: f(x  1, г/i) < 0, (х>, г/а) нуктадаги 
киймати / (x L>, г/2) мусбат ишорали: [  (х->, г/2) > 0  деб оламиз.

Z) соха, яъни богламли очиктунлам  булганлигидан (х\,у\), (х*,у<) 
нукталарни би'рлаштирувчи хамда Z) га тегишли булган Р  еиник 
чизик мавж уд  булади.

Бу Р  сини к чизикнинг учлари (о ,  d 1), ( r L>, d-i) ..... (cn, булсин.
Уш бу икки холдан биттаси албатта бажарилади:

1) бирорта ( Ci, d,) нуктада / (с,, d, ) = 0  булади (бу холда теорема 
исбот булади),

2) барча (с,, d,) (/= 1 ,2 ,3 .....п) нукталар учун /'(с,, с/,) =^0 булиб,
бунда синик чизикнинг шундай (с/, dj), (c j+ 1, d/ + i) учлари мавжуд 
буладики,

/ (с „  rf/) < 0, /(с, , 1, dj+ 1) > 0
булади.

Энди (с,, dj) ва (с, + 1, d/+i) нукталарни бирлаш тирувчи синик 
чизик кесмасини караймиз. Б у  кесманинг параметрик тенгламаси 
куйидагича

X =  Cj +  t (C,+ | - C /),  ( ( ) < / <  I )

У ~~ d 1 —) / (fi, + 1 — dj)
булади.

Берилган f(x , у) функпияни т у  кесмада карасак, унда I1*,!! ора- 
ликда берилган уш бу

Ф (t) =  f (Cj -\-1 ( с j + 1 — Cj), dj -f- / (dj 4. 1 — dj) ) ( 7)

функция хосил булади. Б у  функция [0, 11 сегментда узлуксиз булиб,

Ф (0 ) = f ( c h dj) < 0,
Ф ( 1) = f (c i + i. di+ ,) > 0

булади. Унда (1] нинг 19-бобида келтирилган теоремага кура, 
шундай to нукга (/и6 [0, 1|) топиладики,

ф(/п) = 0

булади. (7) тенгликдан фойдаланиб топамиз:

/ (Cj to (с/4-1 — Cj) , dj -f- /и (dj+\ d j ) ) — 0.

Энди
|  =  c/ +  /o ( t',4 1 — Cj), i] =  d, +  /0 (d j4-1 d j)

деб оламиз. Равш анки , (£, i]) f D ,
Щ ,  *]) = 0.
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Бу эса теоремани исботлайди. Узлуксиз функция кейинги хоссалари- 
ни ифодаловчи теоремаларни исботсиз келтирамиз.

2°. В е й е р ш т р а с с и и н г  б и р и н ч и т е о р е м а с и .  Агар f(x, 
у ) функция М  компакт тупламда (M c z R 2) аникланган ва узлуксиз 
булса, функция М  да чегаралаиган булади.

3°. В  е й е р ш т р а с с н и н г и к к и н ч и т е о р е м а  с и. Агар f(x, 
у) функция М  компакт тупламда (M<^R~) аникланган ва узлуксиз 
булса, функция М  да узининг аник юкори хамда аник куйи 
чегараларига эришади, яъни М  тупламда шундай (хо, уп), (* i.  
у i) нукталар топиладики,

f(xn , у„) = su p  (f (x , у)), 
f (x i, у |) =  inf {f(x. y)\

булади.
1 8 - т а ъ р и ф .  Агар V t- > 0  сон олинганда %ам шундай 6 > 0  сон 

топилсаки, М  тупламнинг (M c z R 2) р ( (х', у ') ,  (х " ,  у " ) )  < 6  
тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий (х', у ')£ М ,  (х ", у ” ) £М  
нукталарида

I / ( * ' ,  у ') — Д а-" ,  у " )  | <  е

тенгсизлик бажарилса, / (х, у) функция М  тупламда текис узлуксиз 
дейилади.

7-т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар f(x , у )  функция 
компакт М (М  c^R ')  тупламда аникланган ва узлуксиз булса, 
функция шу тупламда текис узлуксиз булади.



(i- Б О Ь

И К К И  .У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Х .О С И Л А  В А  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

1-§. Ф УН КЦ И ЯН И Н Г ХУСУСИЙ Х.ОСИ.1АЛАРИ

u = f(x , у )  функция М  тупламда ( М с / ? ; ) берилган булиб, ( а л ,  
у о) нукта шу М  тупламга тепплли булсин. Бу (хп, у  о) нуктанинг 
биринчи коордииатаси ал  га шундай Л л орттирма берайликки. 
(л'м +  Лл', у „ )£ М  булсин. Н атиж ад а f {x , у) функция х узгарувчиси 
буйича

Лд/(Хи, IJn) — f(xu +  \x, y n )— f(Xn, (/,,)

орттирмага эга булади.
I - т а  ь р и ф. Агар \х~>-0 да

V/ //,,>
\х«

нисбатнинг лимита мавжуд ва чекли булса. бу лимит / (л\ у) функция­
нинг (л'о, уч) нуктада х узгарувчиси буйича хусусий ,\осиласа 
дейилади ва

<5/(-v,,, у,,) .. д/ ..
- - , еки - . еки /, ( v,„ г/,,)ОХ ОХ

каби белгиланади. Демак,
<?/ . \ /  <vu, у0) f  (хп+\х, у0) —f {х0, у0)

-g-- =  f x ( x 0’ Уи) =  I 'm  - Ni l im  ~

Худдп шунга vxinanr f(x, у ) функциянинг (лл, у„) нуктада 
у  узгарувчиси буйича х у с у с и й  хосиласи таърифланади:

л  = / ; ( , „  y,S =  lim V ' V W  _  l im I ! i t s +
(̂ У V/--H V'/ \v—(i \ty

M  и с о л л a p.
!. Уш бу

fix , y)
функциянинг ( I . I ) нуктадаги f'x, f'„ x\суспй хосила.тарини хиербланг. 

Таьриф га кура:

"/ 'll.li ,■ / I 1 + Л.г. 1) — /“( 1.1 ) o/d, ll ,. / (1,14- Лгу) — /(1.1)=  lirn ■ . — - =  11111 — ...... ■—
ос \v_.o 'Л ay  V/_,> \i /
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булиб,

lim
Ajc—►О

/ (1 + А л , 1) — /(1,1) 
Дх

■ lim
Ax-*-0 ;Sx

e(e — 1)=  lim --- -— - — e.
Лг_n Ax

Худди шунга ухш аш:

lim
At/—О

/ (1,1 + Ду) — / (1,1)

Демак,

2. Уш бу

by

<5/(U)
дх

. e '+ ^ - e  : lim— ---- =е.
Ду—►о

<70 J 1  
ду =  е.

f(x , У) =  ^ х 3 +  у :>

функциянинг (О, 0 ) нуктадаги f'x, f'y хусусий хосилаларини хисобланг. 
Таърифга кура

dj( 0,0) 
дх

31(0,0)
ду

■■ lim
Ах-*-О

=  lim
\у-*0

/(0 + А.у, 0) - / (0,0) 
Дх

/(о,о +  Ду) — /(0,0)
by

булиб,

н т  н °+
\г-»П АХ

7(0.0)

ljm /(0.0 + Ду) — /(0,0)
\у-*-0 b y

=  lim
Дх-н-0

lim
Aj/̂ O

VA jc

Ax

V At/3
Ay

=  1,

=  1.

Демак,
■5/(0,0) _  . <5/(0,0)

dx ° y

Демак, f(x , у) функциянинг x узгарувчиси буйича хусусий 
хосиласи таърифланганда у ни узгармас, у узгарувчиси буйича 
хусусий хосиласи таърифланганда х ни узгармас деб хисобланар 
экан. Б у  хат 1-том, 20- боб, 4-§ да келтирилган бир узгарувчили 
функциянинг хосиласини хисоблашда маълум булган коида ва 
жадваллардан тулик  фойдаланиш мумкинлигини курсатади.

М  и с о л л а р. 1. Уш бу

« =  / (* .* ,)  =

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.



Берилган функциянинг х узгарувчиси буйича хусусий хосиласи- 
ни хисоблашда у  ни узгармас деб топамиз:

f'Ax, У) -  7 —
у_
.2  '

Худди ту н га  ухш аш, функциянинг у узгарувчиси буйича хусусий 
хосиласини хисоблашда х ни узгармас деб топамиз:

/>', у ) “ 7 +7 '
2. Уш бу

и — х -1 п —X
функция куйидаги

*  . +  У -~ =  Uдх ду

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.
Берилган функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

ди
дх = ^ (х-[п i)=~h M in y - in x ) i=  

=  1 Any — Inx — Х- — =1п — — 1,

ди d i i  i t  i—- =  —- bflnw — Х1ПХ = Х - — : ду dy J у

Унда

ди | ди /, у . \ . х , и . . их —— \-у —-  =  х( In ——  1 )+ «•  — = х- 1п -•— хА-х=х-  In — =  идх ду \ х / У х 1 jt

булади. Б у  эса берилган функция тенгламани каноатлантиришини 
билдиради.

А й тайли к,/ (х , у) функция М  тупламда (M a R ~ )  берилган булсин. 
Б у  М  тупламда (хо, уо) хамда (хо +  Ах, уо +  Аг/) нукталарни олиб 
функциянинг тулик  орттирмаси

А /(х0, уо) = / (х о  +  Ах, уо + А у ) — f(x о, у0)
ни караймиз.

2 - т а ъ р и ф .  Агар /(х, у) функциянинг (хо, уо) нуктадаги 
орттирмаси А/(хо, уо) ни

А/(хо, уо) = Л А х  +  В А у  +  аА х  +  рА(/ ( I )

куринишда ифодалаш мумкин булса, f (х, у) функция (хо, у  о) нуктада 
дифференциалланувчи деб аталади, бунда А, В  —  узгармас, а , (3 
лар эса Дх ва А у ларга боглик ва Ах—*-0, Ау—̂ 0 да а-*-0, (3—»-0.

144

С



Агар f(x , у ) функция М  тупламнинг хар бир нуктасида 
дифференциалланувчи булса, f(x, у ) функция М  тупламда диффе­
ренциалланувчи дейилади.

М  и с о л. Ушбу
f(x, у) = х 2 +  у-+ ху

функцияни V (x 0, у  о) ER  Да дифференциалланувчи булишини 
курсатинг.

Берилган функциянинг (хо, уп) нуктадаги орттирмасини топамиз:

Д/(хо, y o )= f (x  о +  Дх, г/о +  Дг/)— f(x  о, у а) =
=  (х0 +  Д х )2 +  (г/о +  Дг/)2 +  (хо +  Дх) (г/о +  Аг/) — Хо — г/о — х0г/ 0  =

=  (2хо + (/о)Ах-f (2уо +  хо)Аг/+ (Ах +Аг/)Дх +Аг/Аг/.
Агар Л =  2хо+ у о, В  =  2уо +  хо, а  =  Дх +  Д у, fi =  A у дейилса,

Af(xo, г/о) =  А Ах -f- ВАу  -f- осАх -f- (ЗДг/

булади. Бу эса берилган функциянинг V(xo, у о) 6Л*2 нукгада 
дифференциалланувчи эканини билдиради.

1 - т е о р е м а .  Лгар f(x , у ) функция (хо, уо )^ М  нуктада 
дифференциалланувчи булса, у х;олда бу функция шу нуктада 
узлуксиз булади.

И с б о т .  f(x , у) функция (хо, г/о) нуктада дифференциалланувчи 
булсин. Таърифга кура

Д/(хо, г/о) = Л А х  +  ВАг/-(-аАх +  рАг/
булади. Бу тенгликдан

ПптДДхо, у 0) =  lim(y4Ax +  fiAt/ +  aAx +  pAy) = 0Ах-*-0 Аж-Ч)
\i/—0 \у-*-0

булиши келиб чикади. Демак, /(х, г/) функция (хо, г/о) нуктада 
узлуксиз. Теорема исбот булди.

2 - т е о р е м а .  Агар f(x , у )  функция (хо, уо )^ М  нуктада 
дифференциалланувчи булса, функция шу нуктада fx(x о, уо) f'y(x о, 
у о) хусусий х,осилаларга эга ва

f'x(x о, у о )= А , f'y(x о, у о )= В
булади.

И с б о т .  /(х, г/) функция (хо, г/о) нуктада дифференциалланувчи 
булсин. Таърифга кура

А/(хо, г/о) = Л А х  +  5Аг/-)-аАх +  рАг/
булади. Бу тенгликда, аввал Ах^=0, Ау =  0 деб

Axf(xo, уо) = f(xo  +  Ах, у о) — /(хо, г/о) =  А Ах -f- аАх, (2)
сунг Дх =  0, А у ф О  деб

Аг//(х0, г/о) =  /(х0, г/о +  Дг/) — /(х0, г/о) =ВАг/ -ЬфАг/ (3)
булишини топамиз.

*
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Ю коридаги (2) ва (3 ) тенгликларнинг хар икки томонини мос 
равишда Дх хамда А у ларга булиб, Дх—>-0 да хамда Ау—*~ 0 да 
лимитга утсак, унда

.. &xf(x0,y q) f(x0 +  bx ,y0) - f ( x 0,y 0) , 
lim --- ----*— =  l i m --------- ---------- =  lim (A-\- a )  = A ,

Ax-*0 Дх-*-0 Лдг-*-0

byf(x0,y 0) f(x 0,y 0+ A y ) - f ( x 0,y 0) 
lim ----t---- =  lim --------- -----------=  lim B  +  B = B

Д*-0 Ay Ay~*-0 by Ay_ 0
булади. Демак,

f'x(xо, t/o) = Л ,  %(xo, Уо) = B .
Теорема исбот булди.

Э с л а т м а .  f(x, у) функциянинг бирор (хо, уп)£М  нуктада f'x(xо, уо), (лго, t/o) 
хусусий хосилаларининг мавжуд булишидан, функциянинг шу нуктада дифференци- 
алланувчн булиши хар доим келиб чикавермайди.

М  и с о л. Уш бу

f(x ,y\  =  д/х3+ у 3

функцияни (0, 0 ) нуктада дифференциалланувчанликка текширинг. 
М аълум ки  бу функция (.0, 0) нуктада -J-, — хусусий хосила-

ларга эга булиб, улар 1 га тенг (2 - мисолга каранг). Функциянинг 
( 0,0 ) нуктадаги орттирмасини топамиз:

Д/(0,0) =  /(0  +  Дх, 0 +  Ду) — / (0,0) =  /(Ах, Ay) =  у Д х 3+ Д у 3 . -

Ф ар аз  килайлик берилган функция (0, 0) нуктада дифференци­
алланувчи булсин. Унда Д/(0,0) =  f'x(0, 0 )A*-j-/^(0,0)Ду +  очДх +  агДу 
булиб, Дх->-0, Ау-*-0 да ai-»-0, аг—>-0.

f t ( 0,0) =  1, f'y (0,0 ) =  1 булишини эътиборга олсак,

А/(0,0) =  Дх-)-Ау +  оцАх +  агДу 

келиб чикади. Н атиж ада уш бу

■у Ах3 +  Дг/3 =  Дх +  А у +  a , Ах +  а  Л у

тенгликка келамиз. Кейинги тенгликдан Дх =  Ду булганда
3 /—Дх у  2 = 2 Д х +  (a ,  +  a 2) Дх,

яъни
^ 2  — 2 =  a ,- |-a2

булиши келиб чикади. Бу  эса Дх—<-0, Ау-*~0 да a i—к0, аг-^0 були- 
шига зиддир. Зиддиятнинг келиб чикишига сабаб, функциянинг
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(О, 0) нуктада дифференциалланувчи булсин деб каралишидир. Демак, 
каралаётган функция (0, 0 ) нуктада дифференциалланувчи эмас.

Энди f(x, у ) функциянинг (дго, у о ) 6М  нуктада дифференцпалла- 
цувчи булишининг етарли шартини ифодаловчи теоремани нсбогсиз 
келтирамиз.

3-т е о р е м а. Агар f(x, у ) функция (Хо, у о) ну^танинг бирор 
атрофида (бу атроф М  тупламга тегишли) f'x(x, у ), f'y(x, у )  хусусий 
хосилаларга эга булиб, бу хусусий уосилалар (хо, у<>_) нуктада 
узлуксиз булса, f(x, у ) функция (хо, у и) нуктада дифференциалла­
нувчи булади.

Энди мураккаб функциянинг хусусий хосилаларини келтирамиз. 
Ф ар аз килайлик, F  =  f (u , и) функция (н о , Vo) 6 R 2 нуктанинг бирор 

U (и», Уо) атрофида аникланган ва узлуксиз булсин. и хамда 
v узгарувчиларпинг хар бири уз навбатида х ва у ларнинг 
функцияси

и =  <р(х, у ),  У =  ф (* , у)

булиб, ш\ =  ц>(хо, у о), ь»о =  г|> ( jco, уп) булсин. Б у  функциялар ёрдамида 
куйидаги

/Г =  /( ф(*. У ) . У ) )  — F (x ,  У)

мураккаб функция тузилган булсин.
Агар ф (х, у ) ,  \J: (х, у) хамда / (« , и) функциялар узлуксиз хусусий 

хосилаларга эга булса, у холда мураккаб функция хам хусусий 
хосилаларга эга булади. Б у  хусусий хосилаларни куйидагича 
топамиз:

х узгарувчига \х орттирма берсак, унда и =  ф (лг, у ),  о =  ф (лг, у)
функциялар

Ахи =  ф (х  +  Дл:, у ) — ц(х, у ),
Axv =  ф (х +  А*, у) — ф (х, у) 

орттйрмаларга, F  =  f (u , v) функция эса

AxF  =  f{u-\-Axu, v-\-Axv) — f(u , и)

орттирмага эга булади. Bv AXF  нинг ифодасини куйидаги куринишда 
ёзиб оламиз:

AXF  — |/ (и-\-Ахи, v-\-Axv ) — f {u , c’-(-A,vU) )-(- 
-f [/ (и, и + A,u) — /(и, v) ].

Урта киймат хакидаги теоремадан (каралсин, 1-том,  20- боб. 7- §) 
фойдаланиб топамиз:

f(u  +  Axu, v +  Axv ) - f ( u ,  v +  b xV)= f 'tt(u +  0ibxu, v +  A Xv )- A xu,
f (u iv  +  Axv ) — f(u , v )= f 'v(u, v +  Q ,.Axv )A xv

( 0 <  01, 02 <  1 ) .
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Н атиж ад а
AXF  =  f',t ( и +  01A xu,v +  Л.xv ) ■ Ахи +  /И и, и +  02 • Axv ) Axv 

булади. Б у  тенгликиинг хар икки томонини Дх га булиб,

— j,\u  “Ь 0 1 • А хи, c'-f-A/)) • ^  -\~f-Au, v 4~ 0 А Р ) •

суп г \.v—*-0 да лимитга утсак,
AXF  Ахи

lim — =  lim f j  и +  0 , ■ А хи, и +  А хи) • lim -— |-
Ах—+0 Ь х  \x-*-Q \х-*-0 Ь х

Л xv
4 - lim /.,(и, y +  0jA vu) • lim . - =

Дх-»-0 Лх—*-0

=  /„(«-  V ) ■ lim
U'^0 л* +

Axv
/ (и, и ) • lim  ——

Дх—►()

тади. Агар
л /  dF 

lim  —  —  -т— , lim
\хи ди I ■ bxv gv i m ___  — ___

Д.г̂ О ^А’ 6-V дх Ax_0 dx
тишини эътиборга ш сак , кейинги те и гл и к д а н

dF
дх да

ди .
дх

л  я
dv

dv
dx

тиши келиб чикади.
Худди юкоридагидек

dF _  
ду

°-L.
ди

ди
ду

<V
dv

dv
dy

лиши топилади.
Ш ундай килиб, (4) ва (4' ) формулалар

(4)

<4')

F  (х, у) = /  (и, v ) = f  (ф (х, у ),  ф (х, у)
^ , „ OF 0Fмураккао функциянинг хусусии хосилаларн — —— ларни то п и т' ' дх ду

формулалари булар экан.
М и г  ол. Уш бу

F =  (х +  1 )»+ '

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.
Бу  функция

F  =  uv, и — х-(-1, v =  у 4-1

функциялардан тузилган мураккаб функциядир. (4) ва (4' )  
форм у л а лардан фойдаланиб топамиз:
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и!
дх

д/
ду

д F д и , д Г 
ди dv дх

=  v ■ и : 1 • 1 +  иЧгш • 0 =

д Г 
д и

о и 
ду

= {у A  U  (л'+  1 ) !/- 

д1' = 1 . . 0  +  н ‘-.1п « . Ь -д V ду

: ; ! ) " 4 ' * I п ( v i  I ).

2-§. ЙУНАЛИШ БУЙИЧА Х.ОСИЛА

/'(.V, у) функция М  тупламда (М с / ? ~ )  берилган булсин. Бу 
тупламда ихтиёрий Ло =  (л>. У») нуктани олиб, у оркали тугри чизик 
утказамиз ва ундаги икки йуиалишдан бирини мусбат йуналиш, 
икки нч иси ни мапфий йуналиш деб кабул кил а ми з. Йуналган бу 
тугри чизикпи I дейлик. / нинг мусбат 
йуиалиши билан Ох укнинг мусбат йуна- 
.цини орасидаги бурчак а, Оу укнинг 
мусбат йуНалиши орасидаги бурчак эса 0 
булсин (23- чизм а).

Дгар Ао=  (хи, Ун) хамда А = (х ,  у) d J 
нукталар орасидаги масофани р десак, 
унда тугри бурчакли учбурбурчак AiAB  дан

У — Уп
= созгх, - c o s p

оу л иши келио чика;и
Л- т а  ъ риф.  Агар А н.ук,та I тугри чизик, 

ингилганда (А —* А а) цшбу
буйлаб Л» нук,тага

/(-■1) -/'(-У 
1 > (.-У .1)

fix, у) — f(xn, у0) 
(|((Х 0, у „), [х, у) I

нисоатнинг л и м и т  мавжуд булги, бу лимит f(x, у) = } '{А ) функция­
нинг /1,1=  (.V,I, уп) нущтадаги I йуналиш буйича хоеиласи деб аталади 
в а

<У(х0. уп)
М ~га еки

каби белгиланади. Демак,

д/ (л,, 
дГ lim

л -л,
1' (А)-ЦА0) 

f’ ('1. Ап)

Кх , у) функциянинг / йуналиш буйича хосиласииинг мавжудлигинн
Ofix, у)

~д~1хамда • ни тп и ш н и  куйидаги теорема пфодалайди. Б у  теоре­
ма ни исботсиз келтирамиз.
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4-те  op ем а. Агар f(x , у )  функция Ап= (хо, у<) нуктада 
дифференциалланувчи булса, у х,олда функция шу нуктада 
у,ар цандай I йуналиш буйича х^осилага эга ва

df(A  о) д Н х .у ) д [(хп,у 0) дЦхф у0)
=  с os а » — cos:>дI д1 дх ду

булади.
М н е  о.л. Уш бу

/ (х , (/) =  arctg у

функциянинг ( 1, 1) нуктадаги (0, 0 ) нукталан ( 1, 1) нуктага караб 
йуналган / чизик буйича хосиласини топинг.

Равш анки , берилган функция Л о = ( 1, 1) нуктада дифференци­
ал л ануич и. Унда 4-теорем ага кура

д Ц \Л )_=  ,;/(1.1) cos л »/<!.:, со5 л 
<11 дх 1 ' ду -I

булади. „
Энди

o i(i,i) __ ( \ г* л \  I __ У
х2 4-1}1

=  (arctg

df( 1, i ) 
di/ : (a rc tg  J ) J

cos 4 =

булишини эътиборга олиб,

д_/(l.i) _  у " 2
01 ~  2

эканини топамиз.

- = о

3-§. Ф УН КЦ И ЯН И Н Г Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л И

f(x. у) функция М  тупламда (M c z R J ) берилган булиб., (л,,, ум) £М 
нуктада дифференциалланувчи булсин. Унда функциянинг диффе­
ренциалланувчи булиши таърифига кура /(х, у) функциянинг (хо, 
уп) нуктадаги орттирмаси

Л/(Хм, у о )= / (х м + А х , уп +  \ у ) — /(хо, у»)

учун

"/Км Ум) . . "f «/„) . . , . ,, .
А/ ( х ( /м)  =  ,;V -Vv-r -Гп1 \у +  a V v  +  fiAy

булади, бунда Ах->-0, \у-+0 да a-»0. (i—►().
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4 r a I, j) и ф. / ( v, у ) функция орттирмаси Л Д х 0, у о) нинг Ах химОи
Ау лар-'а нисбатан чизикли бош к^исми

<>fixo,Уц) , . df(x0, у0)
....., ---- \х +  ■--- Аудх ду

fix, I/) функциянинг (х», уо) нуктадагн дифференциали (тулик,
дифференциал) деб аталади ва

df ёки df (хп, уо)
каби белгиланади. Демак,

,, ,,,■ , оЦх0,у0) дЦх„,у0)
df =  df (х 0, у 0) =  \х - Ау .дх ду J

df(x0, ijf.) dfixO’ Уо)
Ода',;:а Лх, ----- - Aii' ..чар f ix , у) функцмямиш (хо,дх ду

ум) нуктадагн хусусий дпфференциал.чарн дейилади ва улар мос 
равишда d J ,  dyf каби белгиланади:

, , дЦх0,у{)) дЦх„.1/„)
d j  =  - ---— Ах, d 4f =  — w  Ау.

М и  с о л. Уш бу
f(x. у )= х " ' +  Ьху- — у*

функциянинг (х, y )C R 2 нуктадагн дифференциалини топииг. 
Берилган функциянинг (х, у ) нуктадагн хусусий хосилаларн

Г  =  f  ( х 2+ 5 х у 2— у 3)'х= 2х  +  5у2,ГУ их

(х‘ +  5ху2— у 3) '  = \  Оху — З у 2a if а у J

булиб, унинг дифференциали

d f— \х +  "■ \у =  (2х +  5у2) \х +  ( Ю ху — Зу2)Д у

булади.
Агар Ах за \и ларни мос равишда dx ва dy га алмаштирсак, унда 

fix , у | функциянинг дифференциали куйидаги

t?/ '(-VV  , , дНхо'Уи) .df (х,„ уп) =  - --- dx  -j- ---—  dy (•))ox dy J

к^ринишга келади.
Ф ар аз килайлик, F =  f(u , v) функциянинг и ва v узгарувнилари

уз навбатида х за у ларнинг функпияси
и — '■ X, у ' V — Ф(X.  у) 

булиб, улар ердамида кд’йида!и

151



F  =  f ( ф(дс, у ),  ф(х, y ) ) = F ( x ,  у)
мураккаб функция тузилган булсин.

Агар и — ц> (х, у ),  v =  ф (х, у) функциялар (хо, уо) нуктада 
дифференциалланувчи булиб, F  =  f(u , v) функция мос («о, vo) н укта ­
да (ы0 =  ф (хо, уо), Уо =  '15 (хп, уо)) дифференциалланувчи булса, 
у халда

d F  =  d f=-~- du +  ~  dv ( 6 )О и OV

булади. Ш уни исботлаймиз.
F  =  F (x , у ) функциянинг дифференциали

ft F  dFd F= A f-d x  +  ~ d y  (7)дх ду

булади. М ур аккаб  функциянинг хусусий хосиласини топиш форму- 
лаларидан фойдалансак, унда

(8 ) 

(8')

хосил булади. Н атиж ад а ( 6), ( 8) ва ( 8' )  муносабатлардан

д F  __  dF ди I dF dv = -°L du 1 <5/ dv
дх ~ д и дх Т dv du dx dv dx ’

dF д F ди
+  -

dF dv _ df du
4~ <5/ dv

~ д у ~ ди ду dv ' dy '  du ~dy dv d y '

"-<ч- (1-1+11)̂ + (£-£■+-£ Ч;

булиши келиб чикади. Демак,

df =  ~  d u -\-~  dv . (9)ди ди у '

( 6 ) хамда (9) муносабатларни сатиштириб, функция мураккаб 
булган холда хам унинг дифференциалининг куриниши (6 ) дагидек 
булишини аниклаймиз. Одатда бу хосса дифференциал шаклининг 
инвариантлиги деб аталади.

Ф ар аз  килайлик, f (x , у) функция М  тупламда (M c z R J ) берилган 
булиб, (хо, уо) 6М  нуктада дифференциалланувчи булсин. У холда 

A f (хо,Уо) = /  (хо +  Ах, уо +  Ау) — / (х0 у  о) =
=  fx(x0,yo) Ах +  f'y (хо ,у0) • Ау +  а  Ах +  р Ау

d f (x о, yo )= f'x (x o , yo )A x  +  f'y(xo, У о )-А у

булади. Агар
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булишини эътиборга олсак, унда

Ш*о.Уо)
~7П--- \4,-0 Щ(Х0,уп) im fx (х0,у0) + /у < *0.1/0) “  4* + РДу 

^ (х0,(/0)А-«:-|-/у(%'/о)АУ

булиб, уш бу

A f(x0, I/o) x d f (x о, t/o).
яъни

/ (х 0 +  Дх, (/о + Д у )  « / (Х о , г/0)+ / И * о , г/о)Ах +  %(хо, г/о)Ду (10) 

такрибий тенгликка келамиз.

М и  с о л .  Уш бу 1,083,96 микдорни такрибий хисобланг.
Куйидаги

функциями карайлик. Б у  функция учун (хо, г/о) нуктада (10) формула­
ми ёзамиз:

(1 + 0 ,0 8 )4- °'04« 1  -±у-ху~ [\ -0,08 +  x M n x l „ , . (  — 0,04) =

f(x , у) функция М  тупламда (М  £R2) берилган булиб, V (x , у) £М 
нуктада f'x(x, y ), f 'y(x, у) хусусий хосилаларга эга булсин. Равш анки, 
бу хусусий хосилалар х ва у узгарувчиларга боглик булади.

5 - т а ъ  р и ф. /(х, у) функция х,осилалари f'x(x , у ) , f'y(x, у ) ларнинг 
хусусий уосилалари берилган функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий уосиласи дейилади.

f'x(x, у ) нинг х узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

/ (х, у) = х у

(х0 +  Д х )у"+Ау х  Хо° +  у ■ Х у •Дх +  х^пх | х=х -Ау.
У~У0

Агар
х0 =  1, г/о =  4, Дх =  0,08, Ау = — 0,04

деиилса, у холда

=  1 + 4 - 0 ,0 8 =  1,32 .
булади. Демак,

1,083'9е«  1,32.

4- §. ФУНКЦИЯНИНГ ЮК.ОРИ ТАРТИБЛИ Х.ОСИЛА ВА 
Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л Л А РИ
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каби белгиланади. Демак,

г,(*.и) - ил*. «>>,. Щ "! У1 д х 2 <1 х  V /

fx{x,y) HI1HI у узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

с" / \ •• d~f(x,u)Х11(х ,у )  еки ' .охоу
каби белгиланади. Демак,

иш-(Глч,)Уг %f=~TO-
i\ ix ,y ) функциянинг х узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

г" / ч д 1 (х.1,)
Ы Х.У) екн 

каби белгиланади. Демак,

п л * .« )  =  и > . « ) ) : .

f jx , y )  функциянинг у  узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

с" , \ ■■ д f(x .у)l . lx j i )  еки .
<5(у“

каби белгиланади. Демак,

г ^ . ^ Я й А ) .

Одатда иккинчи тартибли хусусий хосилалар

d2i(x ,y ) d2t ( x,y) 
дхду ' дудх

га аралаш  хосилалар дейилади.
Худди юкоридагидек, f(x ,y ) функцияниш  учинчи, гуртинчи ва 

хоказо тартибдаги хусусий хосилаларн таърифланади.
М  и с с) л. Уш бу

f (x ,y ) = х 4 +  4лг  у 3 +  7 ху +  ! 
функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини топинг. 

А ввало  берилган функциянинг хусусий хосилаларинн топамиз:

jL .= - !L (x*+ 4 XY + 7 x y +  1) =4лг3+ 8  ху3+ 7у, 

jL = :- l . (x 4 +  4x2y 3+ 7 x y +  1) =  12аУ  f  7х
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- % =  г ( т ) =  Г  (4х3+ 8 х у :1+ 7 у ) =  12лг +  8у\  дх2 <’Х V Я* / ПХ

( 4* 3+ 8 х у 3+ 7 у )  = 2 4 ху"+ 7.

'' I =  '' ( "J )=  ( 1 2 x 'V + 7 x ) =  24ху2+ 7 ,оугъх dx \ а у 1 ох

(  ( \2х2у2+ 7х) = 2 4 х2у.
\ о у / ту

Энди 5- таърифдан фойдаланиб функциянинг иккинчи тартибли
х у суси й х ос и л а л а р и и и топамиз:

,Г1 _  " (  д1 j L  I л ^  
дхду ду \ дх )  ду

а"/ <1 / о/
,!ц-; (5.У \ / '-УУ

5- т е о р е м  а. /( х, у )  функция М  тупламда (М еН)берилганбулиб, 
у шу тупламда /,, /(( д,амда уосилаларга эга булсин. Агар

аралаш \<>силалар (хп, уп) 6 М нуктада узлуксиз булса, 
ц :\олда

f j x  . у ) I J x  . у )

булади.
И с б о т .  ( а' о , у») нуктанинг координаталарига мос равишда 

шундай А х > 0, \ у > 0 орттирмалар берайликки,
(х0 +  Ах. у  о ~f- Ау) 6 М

булсин. ('ун г  ушбу

u =  /(xo-f- \х,г/п+ V./* — /(xn +  Ax,y,i) — /(Хп,уо+ Ау) +  /(хо.уо) 
пфодани караймиз. Агар

<{ (х ) =/(х,г/(,+  \/у) — /(хд/о),
ф (У ) =  /(x0-j-\х,у) — /'(хп, у ) <1 ! '

деб олинса, \нда юкорндаги ифода учун

М =  ф (Хо+ \х) — ф(Хп) ,
ы = ф (у0 + Л/у) — Ф (У о)

булади.
Л агран ж  теорем.мсидан фойдаланиб топамиз:

(j (Хп +  Ах) — ф (Хо) =  </ (Хп +  01 Ах ) • Ах, 
ф (уо+ \у) — ф(у«) = ф /(у1| +  02Ау)Ау,

(О < 0 ,,О ,<  1).

Иккинчи гоминдан ( I I )  муносабатдан <{ (х) хамда ф( у )  функция- 
ларнинг хоеплаларини топиб, сунг Л агр ан ж  теоремасини кулласак, 
унда

(| (X) =/д(х,у(|+  \у) — /v(л ,у,,) = / ,„ (х ,у (1+ 0 :Ду) • Ау,

Ф (у ) =  /,,(х А х , у ) — / „( х,„ у)  = / „,(A '(1+ 0  ,-Ах,у) \х
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булиши келиб чикади ( 0 < 03, ( ) , < | ) .  Н атиж ада

и — ф(хо-)- Дх) — ф(Хи) =  / , ,<л', О , ■ \х,у(1-f- О t\y) ■ \х\у, 

и =  ф (у  а +  Л у ) — ф (у0) — f ”,. (Л',, +  0 , \х,у 0•+- 0 Л у ) АхАу 
булади. Бунда эса уш бу

/„ ,(* о + 0  А * , Уи+У-Ау) =  /,« 1а-(|+ 04Лл', //о+О.Л//) ( 12)

тенглик хосил булади.
Ш артга кура / / аралаш  хосилалар (Хп ,  у м) нуктада узлуксиз. 

Унда Ах—*-0, Ау-*-() да

/ « ( * » + 0 |-Лх, (/„ +  03Лг/) —► /” ,(X ,h(/g) ,

/ ,« (*«+  0 1• У'-'- Уп+ 0/ V'/) <*.<-Уч)

булади. (12) тенгликда Ах-*-О, \у-+0 ди лимитга утиб,

/ ,„ (* 0’У») =  / ,Лхи,Уи)

булишини топамиз. Бу  тенглик теоремани исботлайди.
Ф ар аз  килайлик, /(х, у) функция М  тупламда берилган булиб, 

•унинг хар бир (х, у) нуктаеида дифференциалланувчи булсин.
M a i >л\'мки, бу функциянинг дифференциали

J S ,  \ о /  ( х , у )  ,  . d j ( x , i ) )  , . . . .d (х, ;/) =  -- с/х -h - - dy (1.3)ох (,У '

булади (бунда dx, dy лир x ва у узгарувчиларпинг Ах хамда Ay 
орттирмаларидир).

6- г а ъ  р и ф. f (x ,y ) функциянинг (х,у) нуктадаги дифференциа­
ли df(x ,y) нинг дифференциали берилган \ (х ,у ) функциянинг иккинчи 
тартибли ‘дифференциали деб аталади на d 'f (х,у) капп белгиланади:

d 'f (х,у) =  d {d fix .y ) ).

(13) тепгликни эътиборга олиб топамиз:

d2f (х,у) = d (d f (x ,y ) )  = (/| - ■  dx+

=  dx ,,:'l , x  !n dxi- ° :' ' x; J ''d u
дх2 дхдУ

+  dy '’4ly-!°d x - v  д- щ и у
дудх

L»> dx- .-2 °- J^ y ld x d y +  "  /!A:,?/I d y  . 
дх- дх,1У ' dir

Ш ундай килиб, / (x, у) функциянинг иккинчи тартибли дифференциа­
ли унинг иккинчи тартибли хусусий хосилалари оркали куйидагича
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j 2c / v дгНх,у) л 2 I о d2f(x,ii) . . , d2f(x,y) , о d 2f (x ,u )=  : tlx t-2 1 dxdy+  - ~ - ~ d y  
ox дх°У dy

ифодаланар экап.
Функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказо тартибли дифферент! 

аллари хам худди юкоридагидек таърифланади.
Функциянинг кейинги тартибли дифференциалларнни унинг 

хусусий хосилаларн оркали ифодалаш борган сари муракк„.блгшшб 
боради. Ю кори тартибли дифференциалларни си м ва ш к  равишда 
ифодалаш кулай булади.

[ (х, у) функциянинг дифференциали

df = ° £ dX+ J y dy
ни симвш ш к равишда (/ ни кавсдан таш карига ч и к а р и б )  куйндагича 
ёзамиз:

df = { dd^ x + i y dy ) f ’

d2f={i?lx̂ i^dy)f 
деб караш  мумкин. Б у  ерда кавс ичидаги йигинди квадратга 
кутарилиб, сунг f га «купайтирнлади». Кейин ва ~  ларнинг

д араж а курсаткичлари хусусий хосилалар тартиби деб караладп.
Ш ундай йул билан киритилган символик ифодалаш f(x, у) 

функциянинг п- тартибли дифференциалини

daf=(-hdx+-hd!')af
каби ёзиш имконини беради.

Энди мураккаб функциянинг юкори тартибли дифференциалла- 
рини топамиз.

Айтайлик, F  =  f (u , и) функциянинг и ва v узгарувчилари 
уз навбатида х ва у  ларнинг функцияси

и =  ф(х, у ), V — (х, у)

булиб, улар ёрдамида куйидаги

F  =  f ( ф(х, у ), ф(х, у ) )
мураккаб функция тузилган булсин.

и =  ф(х, у ), v =  \|)(х , у) функциялар (х, у) нуктада узлуксиз 
иккинчи тартибли барча хусусий хосилаларга, F  =  f(u , и) функция 
эса мос (и, и) нуктада барча иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
хосилаларга эга булсин. Ш уни эътиборга олиб топамиз:



d4 =  d (d f )= d ( jU u + jL d v ) = d u . d ( j t ) + - £ - d { d u )  +

f  dv . d ^ v ) + j U ( d v ) = d (  2  )  du +  d(-f£-) dv +  'U - u  +

+ ̂ lv==t{udu+-kdv)2f+ ■

H Jy йул билан берилган мураккаб функциянинг кейинги тартиб- 
даги дифференциаллари тониладн.

5-§. УРТА КИЙМАТ Х.АКИДА ТЕОРЕМА

/(.V, у) функция М  тупламда берилган булсин. Бу М  тупламда 
(а\.Ь\) хамда (а 2, Ь>) нукталарни оламизкн, бу нукталарни 
бирлаштирувчи тугри чизик кесмаси

l =  \(x,y) dR2 ■x =  a l -\-t(bt— a [), y =  a 2 +  / (b2 — а 2)}.

0 < / <  1 каралаётган туиламга тегишли булсин.
6-те о р е  м а. Агар f(x , у ) функция I кесманинг ( a i, Ь\) уамда 

( 0 2  у Ь>) нукталарида узлуксиз булиб, кесманинг Дагган барча 
нукталарида дифференциалланувчи булса, у уолда I кесмада 
шундай (С\, с .) пункта топиладики,

f ( a 2,b2) — f ( a „ b j = f x( c l,c2) - ( a 2— a l) + f y( c l,c2) ( b , — b t)  

булади.
И с б о т .  f(x , у) функцияни / кесмада караймиз. Унда 

/ U ,  у) = f(a\-\-t{b\— a ]), a 2 +  t (b 2 — a2) ) 
булиб, у [О, 11 сегментда берилган F  ( I)  функцияга айланади:

F ( t )  =  f (a i + t(b\ — а \), a-2 +  t (b 2 — a2 ) ).
Бу  F  (t)  функция (0, 1) да хосилага эга булади.

М ур аккаб  функциянинг хосиласини топиш коидасидан фойдала­
ниб хисоблаймиз:

F '( t )  =f'x(ai +  t(bi — a i ) ,  а2 +  Ц Ь2 — a2) ) • (b\ — a\) +  f'y(at + t(b\  - a n , 
a 2 +  /(/?2 — a2) ) ■ [b 2 — CI2 ) . /14)

Ш ундай килиб, [0, 1] сегментда берилган F ( t )  функция Л агр ан ж  
теоремасининг шартларини баж арар  экан. Л агран ж  теоремасига 
кура (О, I ) интервалда шундай /0 нукта топиладики,

F ( \ ) - F ( Q ) = F ' ( t o ) - ( \ - 0 )  (15)
булади.

Равш анки ,

F ( 0 ) =  /'(a 1, a 2) , /■'( 1) = f (b i, b2) .
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F ' ( t o )  =  f'x(ci\ to(b \ —  й \ ) , а-2-\- to(b2  —  a i ) )  ( b\  —  a i )  -f- 

-\-fy(ai to(b\  —  a i ) ,  a2 +  to ( b 2 —  a 2 ) )  ( b 2 —  a2) =

= f'x (c i, c2) • (b\ — a i) -\-fy(ci, C2) (b2 — a2).
Бу ерда

C\=a\-{-to (b 1— <21),
C2 =  02-)-̂ o (b2 — Ог)

деб белгиладик.
Н атиж ад а (15) тенглик уш бу

f (a 2yb2) f (а.|, 6 |) =  fх(с\,с2) • (а 2 — a i)  -f~/^(ci,c2) • (b2 — Ь\) 
тенгликка келади ( (c i ,  с2) (;/). Б у  эса теоремани исботлайди.

6-§. Ф УН КЦ И ЯН И Н Г ТЕЙЛОР ФОРМУЛАСИ

/(х, у ) функция М  сохада ( M c R 2) берилган булиб, (х0, у 0) ЕМ 
булсин. Б у  (х0, г/о) нуктанинг (/в (х0, у 0) атрофини (U 6(х0, у0) czM ) 
олиб, унда шундай (х, у ) нуктани караймизки, уш бу

/ =  ( ( х /, г/') 6 /?2:х ' =  х 0 +  ^ ( х - х 0 ) ,  у '  =  г/о + 1( у  —  г/о)|

кесма Ua(x0, уо) га тегишли булсин ( 0 < / <  1).
Ф ар аз  килайлик, f(x, у ) функция U б(хо, уо) да барча биринчи, 

иккинчи ва хоказо (п + 1)- тартибли хусусий хосилаларга эга 
булиб, бу хусусий хосилалар узлуксиз булсин.

Агар f(x, у ) функцияни / кесмада карайдиган булсак, унда 
/ (х, у) = f(xo  +  t(x  —  Хо), yo +  / (y  — Уо)) ( 0 < / < 1 )

булиб, у t узгарувчининг функциясига айланади:
F ( t ) = f ( x 0 +  t ( x - x 0), yo +  t (y ~ y o ) )  ( 0 < / < 1 ) .

Бу функциянинг хосилаларини хисоблаймиз:
F '( t )  —  fx (хо + 1 (х — х0) , Уо +  /(У — Уо)) • (х — хо) +

+  f'y (xo +  t(x  — хо), Уо +  ^(У — Уо))  (У — Уо),

^ " ( 0  = / } ( х о  +  ^(х —  Хо),уо +  ^ ( у —  У о ) ) (х  — Хо )2 +

-f- 2/^(хо +  / (х  — х0) ,у 0+ ^ (у  — уо ) )  (х — хо) (у  — уо) +
+  /"2(хо +  /(х — х0), yo +  ^(y — Уо))  ( у — уо )2, (16)

умуман,

р(к)̂  = (x~x̂ iy  (у~у^к
(/г = 1,2, 3, ..., п + 1)

Равш анки ,
f  (0) =  / (хо, уо), ^(1.) =  / (* ,  у ) ,

^ 1(i,( 0) =  ( - А ( х - х 0) + ^ ( у - у о ) ) * (16 ')

Юкоридаги (14) теигликдан фойдаланиб топамиз:
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булади. Б у  тенгликдаги f(x , у ) функциянинг барча хусусий 
хосилалари (дг0, у 0) нуктада хисобланган.

Бундай F ( t )  функция учун 1-том, 20-боб, 8-§ да келтирилган 
уш бу

F ( t )  = F ( t 0) + F ' ( t 0) ( t - t 0) +  F- ^  { t - t 0) 2+ .. .+

+  J_  F w {t0) ( t - t 0) n +  R n(t) (17)

Тейлор формуласи уринли булар эди, бунда R „ (t )  — колдик 
хад. Унинг Л агранж  куринишдаги ифодаси

R j o = /г(я+1>(; ;+; |(; ^ ) ( о < © < п

булади. Хусусан, /= 1 , to — О булганда

F { l ) = F ( 0 ) +  + Г ( 0 ) -  ~ + . . .  +  | Я " > ( 0 ) + / ? „ ( ! )

булади. Ю коридаги (16 ), (16 ') ва (17) муносабатлардан фойдаланиб 
топамиз:

г/ ч , а Н * о - У о )  , ч . а К х о-Уо) , . , , f(x ,y ) = f (x  о, г/ о) н----~дх (х — х0) Н-----——  (у — у о) +

, 1 Г д f{x0,y0) 2 о 1(Х0,У0)
—I— I -----9— (х — *„)  + 2  ( *  х0) (у у 0) -|-

Г д‘2Цх0,

• L «?̂ 2

Ьd2f(x n,y0) 2
— ~2 ( у — у о) !+••• +

ду

Л+С" (Х_Х0) П“ '(У_У0 )+■••+

<5 / (*о .Уо) , , л l i
_)------- — ( у — у„) Н-

<5;/ J
I Г ^ + '/ К + б ^ - ^ - У о + О ^ - У о ) )  , чя+ , ,

+ («- D- |. ; (Х~ Х{)) + - +
, + '/(Xo + lM.v —,vn) ,у0Ч-1)(у — Уо)) w<+l 1+..-..— ----J

^ 4 Г Й й; ™ и. 53ГаруВЧИЛ"  !<*■ »  Функциянинг T V * * *

г . ч й : " ; Умке;™ - ,аш лар  ёрдамида « * ■ »
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+ Ы ~к  (x“ xo) + iy - y 0) ) f + -  +

+  i  {тх  iX ~  X,,) +  Ту (y ~  Уо) )  / +  A’ "’ ( 18 (
бунда функциянинг барча хусусий хосилаларн (хо, уо) нуктада 
хисобланган, колдик хад эса

п I / д , , д , , \" + ' г
R г

f ix ,у )  =  / ( x n,y 0) • (x — xn) + - ~ ( У  —  Уо.

(п + 1)
/ д . | д , . \" + 'г

булиб, барча (п +  1 )-тартибли хусусий хосилалар (дг0 +  0(дг — Хо ), 
у о +  0 ( у — У о ) )  нукгада хисобланган ( О < 0 < 1 ) .
(18) формулада х0 =  0, уо =  0 дейилса, унда

f(x ,у) = / ( 0,0) +  -J, ( j--x  +  j- y  )/ +  - ! ( ,Э_Х +  1 . .у  )/ +  ...+

+M-ir'x + -ry)nf+R“п: \ ал а// /
булиб,

^  (7Г+1У' (v j i  ‘ v +  ̂  * -у )  /_

булади. Бунда барча (п +  1) -тартибли хусусий хосилалар (0х, 0у) 
нуктада хисобланган ( О < 0 < 1).

7- §. ФУН КЦ И ЯН И Н Г ЭКСТРЕМУМ КИЙМАТЛАРИ

Ф ар аз  килайлик, f (х, у) функция М  (M c z R 2) тупламда берилган 
булиб, (лг„, уо) Е М  булсин.

М аълум ки , уш бу

(7б (хо.уо) =  { ( -v,у ) E R 2: у  (х — х 0) 2+  (у — у„) '< Ь\

( 6 > 0 ) туплам (хи, уп) нуктанинг итрофи деб аталар эди.
7- г а ь р и ф. Агар (хо, у о) нуктанинг М  туп тамги тегишли Uf,(x о, 

у 0) атрофи топилсаки, V (x ,y ) 6£Д(хо, уп) учун
f(x, у ) < / (х 0, уо) (/(х, у ) < / (х „ ,  у,;)) 

тенгсизлик бажарилса, f(x, у) функция (хо, уп) нуктада максимумга 
(катъий максимумга) эришади деб аталади, f (x о, уо) к^иймат эса f(x, 
у) функциянинг максимум (катъий максимум) циймати дейилади. 

Функциянинг максимум киймати

f (x о, у 0) =  тах(/'(х, у ) )  ( (х, y )£ U t,(x 0, у 0) )
каби белгиланади.

8- т а ъ  р и ф. /4га/? (хо, уо) нуктанинг М  тупламга тегишли Ub(xo, уп) 
атрофи топилсаки, V (x ,y ) dUn(xо, уо) у^ум

/ (х, у ) > / (хо , Уо) (/(х, у ) > / (х 0, Уо) ) 
тенгсизлик бажарилса, Дх, у)  функция (хп, уо) нуктада минимумга
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(!\атъий минимумга) эриишди деб аталади, /(хо, г/о) к,иймат эса /(х, 
у) функциянинг минимум (к,атъий минимум) циймати дейилади. 

Функциянинг минимум киймати

/'(.Го, у о) =  min|/ (Л-, у) \ ( (х, y )E U t ,(x  о, у 0) )
каби белгиланади.

/(.V, у) функциянинг максимум хамда минимуми умумий ном 
билан унинг экстрему ми дейилади.

7-хамда 8- таърнфлардаги (хо, г/о) нукта мос равишда f ( x , y ) 
функцияга максимум, минимум киймат берадиган нукта дейилади.

7- т е о р е м  а. Агир f(x, у ) функция (х^у^.) нуктада экстремум- 
га эришса ва шу нуктада f'x(xn, у j (х  , у.,) хусусий х^осилалар 
мавжуд булса, у х;олда

fx(Xn, «/'.)= 0. / (х  , у к) =  0

булади.
И с б о т .  Айтайлик. /(.г, у) функция (хо,г/о) нуктада максимумга 

эришиб, шу нуктада f'x, f'u хусусий хосилаларга эга булсин. Унда 
таърифга кура (хп, уп) иуктанннг £Д(хо, г/,.) czM  атрофи топиладики, 
V (x, у) £Ut-(xо, г/о) учун

•/(д-, г/) < / ( Хо, у 0)
жумладаи

/(х, г/о) < /(хо , г/о)

булади. Б  у эса /(х, г/о) — бир узгарувчили (х — узгарувчили ) 
функциянинг Uf,(xo, г/и) да энг катта ки й м ати / (х 0. г/о) га эришишини 
билдиради. Унда 1-том, 20-боб. 7-§ да келтирилган Ферма 
тсоремасига биноан

fx (Хо, у о) = 0
булади.

Худди шунга ухшаш

Гу U'o, г/о) = 0

булиши курсатилади. Теорема исбот булди.
Э с л  а т м а. Цх, у) функциянинг бирор (х* , у* ) нуктада /', f ' хусусий хосила­

ларга эга ва /; ( .v* . у* ) =0, \'у(х* , у* ) = 0  булишидан унинг (х* , у* ) нуктада 
экстремум га Э1 а булиши хар доим келиб чикавермайди. Масалан.

f(x, у) = х-у
функциянинг хусусий хосилалари

[х(х, у) = у. Г,Ах. у) = х  
(0,0) нуктада нолга айланади:

/•'Л0, 0 )= 0 , / '(0 ,0 )  = 0 .

Бирок бу функция (0,0) нуктада эксгремумга эга ?мас. (Буии функция графиги- 
[ иперболик параболоидншм i асвиридан курпш мумкин. ( Каралсин [ I ] ,15- боб, 4- §.)

Ш ундай килиб, 7- теорема икки узгарувчили /(х, у) функция 
экстремумга эришишининг зарурий шартини ифодалар экан.



fix , у ) функция хусусий хосилалари f'x, f'„ ларни нолга айлантира- 
диган нукталар унинг стационар нукталари дейилади.

Энди икки узгарувчили функция экстремумга эришишнинг 
старли шартини топиш билан шугулланамиз.

■ Ф а  раз килайлик, / (х, у) функция /(х о, у„) нуктанинг бирор U,sf(x ч, у0) 
атрофида берилган булсин.

Агар V lx , у) £Ut,(xo, у»)
\ — f |х, у) — / (хи, уп) >  О 

булса, у холда f(x.,-y) функция (х,,. у о) нуктада минимум: а эга булади. 
Д[ ар А ( х, у ) г 1',;\-Гп1уп) учун

\ =  /'( х , у )  — / ( х о, (/'.) ^ 0

булса, > холда f(x ,y) функция (xtJ, /у о,) нуктада макс им ум га эга булади.
Демак, Дх, у ) функциянинг (х», г/о) нуктада экстремумга 

эришишнни аниклаш  Л айирманинг (Д  (х (), у (>) да шпора саклаш ини 
к у рсатишдан иборал экан.

А нт а или к, f(x, у ) функция U& (хо, Уп) да узлуксиз f'x, f'y хамда 
Пт П  узлуксиз хусусий хосилаларга эга булиб,

/Дхо, у») = 0 , /'у( x,,.f/.,) = 0  ( 19)
булсин.

6-§ да келтирилган Тейлор формул а с и дан фойдаланиб, (19) му- 
носабатларни хисобга олиб гонамиз:

f(x,y\ - = /(л'„,г/„) +  ‘ Г/ Д х0+  0Л х ,у „+  ()..\(/) • \х~’Д-

+  2/ " ,U „+  0 V/> V/ +  / O A . v ,  //„+0 W)  \// ]

бум Ui
\ x  —  л —  хо, \ y  =  у  — уо, 0  <  1.

У ил a

\ =  Г/  ( X ,  4 - ' l  \ Х , / / , : + ( '  \ / / )  - \ Х  Д -

+  2/ v„(x„-|- о \х,у„+  НАу) \х • \у Д- / . (х 0 \х, у „+  0 \у) At/"] (20) 

+  2/,.,(x„H- 0 \л,</„+ 0 \и) \х ■ \ у -f- f j  (л'0—(— 0 \х, у „+ 9  \г/)АуД 

булади.
К улзилик учуй куйидаги бе.чги.лашларнн килам из:

а. —Д  (а ,„ (/,,),

a ]2 — fxll (х,„ у Д , 

а . (х„, у „ ) ,
\ айирманинг ишораси

а и • а 22 — а т,

микдорнинг ишораснга боглик булади.
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1 . о и -а22— a i2> 0  булсин. Бу  холда Д нинг ишорасини аниклаш  
учун уни куйидагича

1 1
2 M . v „  +  0- \х,уп -)- О Л г/)

Д — — • — ( jCq—)— 0Да, У(,-\- ОД у) ■ Да -|-

+  f"xy (*о+ 0 Д л\  у „ + 0 Л у )  -Ду) 2+  ( / " , (х (1+ 0 Д А ,у о+ 0 Д у )  •

■ f/ X n + Q  Ах, у о+ 0 Д  у) - f t ( x n+  Ах-в, y n+ Q A y ) ) -Ау'2] (21 )

ёзиб оламиз.
Айтайлик,

^  (x tt,yп) = а п > 0

булсин. Унда иккинчи тартибли хусусий хосилаларнинг узлуксиз 
булишидаи

П т /"2 ( а 0+ О Л а ,  y 0+ Q Ay) =  а и > О ,
У/-*-О

шум и н где к

П т  ( Г 2( а о+ 0Д а , г/м+0А;/) •/' ,(-^п+0Ла, у (|+ 0 Д у ) —
\л—О V * У
\у-

—  * 0+ОДл\ у 0+  ОДу) ) = а п -а22— а ?2> 0

к е л и б  ч и к а л и .
Да  хамда Ду лар етарлича кичик булганда (21) муносабатдан 

Д ^ О  булишини топамиз.
Демак,

а u jL,> 0  ва а ,, > 0  булганда

А =  [(х ,у ) — / (Ао, (/о) > 0 ,
яъни

f(x ,y ) > / ( Ао, Уо)
булади. Бу холда / (а ,  у )  функция (х»,уп) нуктада минимумга 
зришади.

Худди шунга ухш аш  курсатиш  мумкинки, а , , • а 22— а ]2>  0 ва 
а п > 0  булганда

A =  f(x ,y ) — /(Ао, Уо) < 0 ,
яъни

/ ' ( * , у Х / ( Ао, Уо)
булади. Бу  холда / (а ,  у )  функция (ао, уо) нуктада максимумга 
эришади.

2°. а м-а22— а [2< 0  булсин. Уш бу



квадрат учхаднинг дискриминанти

D 1. 1 — 4 о ии.,.,= — А (а па.а — af, ) > 0

булганлиги сабабли \ aiinpMa шпора сакламайди, яъни шундай cti, 
а -2 кийматлар топиладики,

a 2.,а f -f- 2а , ,/х, +  а ,, >  0 , 

а у а  г! -)- 2а 12а  о+ a I, <; 0

булади. А ввал о
а « а , +  2 а 12а , +  а ,, >  0

булган холни караймиз.
Иккинчи тартиб хусусий хосила.тарнинг узлуксизлигидан фойда- 

ланиб гопамиз:
l im  [/ , ( а (+ ( )  Y v ,у , +  0 \ // )а  1 +  2/, , ( а , + OA.v, у , +  0 \ у )  а  , +

+  / I .v л - \х(), (/,+- 0 \ у ) ] =  a.,,- <х? +  2а 12а , +  а , , >  0.

Унда (д'п, уи) нуктанинг шундай L\(Xn,yо) атрофи топиладики, 
( .Vi; +  Ax.i/h +  Л//) a  U e(xr„y<>) булганда

Г -(а  ,+  (•) Vv,//,,+ 0Л//)ау +  /',„(л'|+  0 \л',//,+ Н\ у ) а , +

+  /’’.,(л*, +  0 \л',/ /1 + 1) \у) > 0  ( 22)

бу. 1 а д и.
Энди (л'п, i/o) нуктанинг етар.’шча кичик U r (x0,y0) атрофини 

олайлик. Унда шундай кичик р соп топиш мумкиики, (х0 +  р, t/o +  p a i)  
нукга хам U г(хи, уп ), \ ам U , (хи,уп) ачрофга тсгишли булади. Агар

\х =  (», \у — <>ai
дейилса, ( 20) хамда ( 22) муиосабатлардан

\=-/ (А-, I \v.// +  \ у ) ..-/(А-,„//„) =  [/ ( а о+ 0 \ а ,  (/,+  ОЛу) +

4- 2/,.,,( а  ,+  -Vv •(),//,+  () \ у ) а  | +  /ц- (ап +  0Ла',//11+  0 \ у )  ■ а , ] >  0 

бу. шли.
Ш ундай килиб), (Ам, у») нуктанинг атрофида шундай (хо +  Лх, 

Уо +  Лг/) нукта топиладики,
А > 0

булади.
Ш у ш а  ухш аш

а 22а  9+ 2а ! 2а  2+ а 11 <С 0

булган холда ( а ,(, уп) нуктанинг атрофида шундай нукта ( ао  +  Д а , 
у о+  \у) тони.чиши курсатиладики,

\ = / ( А ц + ; \ А ,  /  /  с) —)— \ i j  ) — j  ( А ч , У п )  < С  0
б у л а д и .
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Д емак, (хо, у о) нуктанинг атрофида \ айирма ишора сакламайдн. 
Б у  холда f(x, у) функциянинг (хо, Уп) нуктада экстремум и булмайди.

3 °. а п-а32— 0 ,2= 0 булсин. Бу  холда f (х, у) функция (хп, Уп) 
нуктада экстремумга эришнши хам мумкин, эришмасдан кол и ш и 
хам мумкин. Уни к у т и  мча текши риш ёрдамида аникланади.

М  и с о л. Уш бу
f (х, у ) = х  '--\- ху +  у 2 — 2х — 3 у

функциянинг экстре мумии и гои и и г.
Берилган функциянинг х у с vcn й ̂ о с  и л а л а р и н и хисоблаймиз:

/'<• ( .V. у ) =  (л"' +  ху +  у2 — 2х — 3у ) ; — 2х 4- у — 2 , 
f'Ax, у ) =  ( .V" +  ху 4- /Г — 2х — З у ) — х -f 2у — 3.

Б у  хусусий хосилаларни но.н а  тенглаб,
[ 2х у  — 2 =  0,
\ х +  2 у — 3 =  0

система ни хосил килами:* в а уни ечиб,
1

А" =  .Г У

булишини топамиз. Демак, Г*-, нукта функциянинг стационар 

нуктаси.
Берилган функциянинг иккинчи гартибли хусусий хосилаларини 

хисоблаб, уларнинг стационар нуктадагн кийматларини топамиз:

С  (А • У ) =  (2.v 4- у — 2 ) л =  2,

f,„ I а', у ) - (2х 4- у  — 2 ) „=  1,

f\ (х, у ) =  (-г 4- 2у — 3 ) ,, =  2,

а ц = 2, « 12=  1, uL>l> =  2.
Энди а\\а>2 — ait  Микдорпи топамиз:

ам - 0 2 2  — а{> =  2-2— 1 = 3 .

Дема к , . o i — aj-j>0  на an  = 2 > 0 .  Берилган функция ( *, Л ^

нуктада миннмумга эришади. Функциянинг минимум киймати
— - га Тенг: min f(x , у) — — .

Ф ар аз  килайлик, f(x , у) функция чегараланган ёпик 
D (D c z R 2) сохада бери.пан булсин. Равш ан ки ,

D  =  D IJ dD.
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Каралаётган функция D  да узлуксиз булсин. Унда Вейерштрасс 
теоремасига биноан /(х, у) функция D да узининг энг катта хамда 
энг кичик кийматларига эга булади. Функциянинг D даги энг катта 
(энг кичик) киймати куйидагича топилади:

1) f(x, у) функциянинг D  сохадаги максимум (минимум) 
кийматлари топилади,

2) / ( .V ,  у) функциянинг д О  даги максимум 
(минимум) кмйматлари топилади.

I)  ва 2 ) холлардаги топилган максимум 
(минимум) кийматлар таккосланиб, улар ора- 
сидаги энг каттасн (эн гк и ч и ги ) аникланади.
Б у  f(x, у ) (функциянинг D даги энг катта (энг 
кичик) киймати булади.

М и  с о л .  Уш бу

f (х, у ) =  х2 +  2ху — Зу- +  у
функциянинг

Z) =  {( х, у) (; R 2. О ^ х ^  1, 1, О ^ х  +  у ^  1)
даги энг катта ва энг кичик кийматларини топинг (24-чизм а). 

Равш анки,
D  =  D \ J d D ,

бунда D  =  {(х, у )  0 < х <  1, 0 <  (/< 1, 0 < х  + у <  1},
дГ) =  ОЛ U А В  (J О В

Берилган функциянинг стационар нукталарини топамиз: 

f'x (X, у ) =  2л- +  2у =  2( X +  у ), f'y (х, у ) =  2х — 6у +  1,
( х +  У -= 0 _  _  1 _  I
{ 2х — 6у —[— 1 =  О « ’ У ~  8 '

Демак, ( — I D  нукта функциянинг стационар нуктаеи. Бирок

бу нукта D  соха га тегишлп булмаганн учун уни карамаймиз.
Энди функцняни D соханинг чегараси dD  да караймиз.
а) (х, у) 6 ОВ  булсин. Бунда О ^ х ^  1, у — 0 булиб, берилган f(x, у) 

функция куйидаги

/(х, у) =  х2
куринишга эга булади. Равш анки , бу функциянинг ОВ  даги энг 
кичик киймати f\ ( 0, 0) = 0, энг катта киймати /о( 1, 0 ) =  1 булади.

б) (х, у) 6 ОЛ булсин. Бунда х == 0, О^г/^С 1 булиб, берилган /(х, у) 
функция куйидаги

/ (х, у) =  — 3у 2 +  у 
куринишга эга булади. Ь\ (функциянинг [0, 1] даги экстремумини 
топамиз:

} ' = — 6у + 1; — 6у +  1 = 0=>- у =  |
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Демак, (Ь, стационар нукта. / " = — 6, демак ( 0, 1 )  н укта ­

да f(x, у) максимумга эришиб, унинг максимум киймати f J О, —  ̂ =
I

—  булади.

в) (х, у ) Е А В  булсин. Бунда х-\-у=  1 1, Г) б ула ­
ди. у = 1— х булишини эътиборга олиб гопа.миз:

f{x , у) = f (x ,  1 — х) =  Л-2 +  2 V I 1 — .V) — а ( ! — л ) ‘ +  (1 — X) =
=  — \х~ -)-1 х — 2.

Б у  функциянинг экстремумини топамиз:

I  ' =  —8л--j- 7; — 8.т I 7 ■ > \ =

У  =  1 —  Л'-'- 1 -  ' : =  1

Д емак, стационар нукта. f " — 8 булганлиги сабабли

функция нуктада максимумга эришади на унинг максимум

киимати

булади.
Ю корида келтирнлган мулохазаларда А — А ( 0.1)  нукта эъти-

б орда и четда колди. Ш у  сабабли берилган /( х, у) функциянинг (0, 1) 
нуктадагн киймати

/V, ( 0 . 1  ) =  — 2

,\ам хисобга олиниши лозим.
Функциянинг /1, f2, fз, /4, /5 кийматларини солиштириб, берилган

функция  ̂нуктада эш катта кий мат 1 га, (0, 1) нукга-г - V 8 8 / 1ь -
да энг кичик киймат — 2 га тенг булишини топамиз.

8-5). ОШКОРМАС Ф УНКЦ И ЯЛ АР

Икки А' ва у у згар увчиларни богловчи ушбу

F ( x , y ) = 0  (23)
теигламани карайлик.

х узгарувчининг бирор х =  хо кийматини олиб, уни (23) тенглама 
даги х ниш урнига к у я м и з .  Н атиж ад а у  ни топиш у ч у н

F (хо, у ) =  0 (2 3 ')
т е н г л а м а  хосил  б у л а д и .
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Айтайлик, (23') тенглама ягона у0 ечнмга эга булсин. Унда, 
равшанки,

F (хо, уп) = 0
булади.

Энди X (X c z R )  туплам х узгарувчининг кийматларидан иборат 
шундай туплам булсинки, бу тупламдан олинган хар бир х (х £Х) 
кийматда

F(x , у) -= 0
тенглама ягона у ечимга эга булсин.

X  тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, б у сонга F (x , у ) = 0  тенгла­
манинг ягона ечими булган у сонни мос куямиз. Н атиж ад а 
X  тупламдан олинган хар бир х га курсатилган коидага кура битта 
у  ни мое куядиган у =  [(х )  функция хосил булади. Одатда бундай 
аникланган функция ошкормас функция дейилади.

Демак. ошкормас функция F  (х, у) =  0 тенглама ёрдамида аник- 
ланар экан.

М  и с о л л а р I . Уш бу

F(x , у) у \/ 1 — х 2 — 2 =  0 (24)

тенглама ошкормас функцияни аниклайдими?
Агар х узгарувчининг (0, 1 ) интервалдаги ихтиёрий хо кийматнга 

у узгарувчининг

V  1 - 4
кийматини мос куйсак, унда

F  (х„, /у,,} =  у и : д/' I — хг' — 2 =  - —=  • У  1 — xf, — 2 = 0
V ' - 4

булишини топамиз. Демак. (24) тенглама ошкормас функцияни 
а ии кл а йди.

2. Уш бу
F  (х у ) =  х2 +  у ' + 1 = 0  

тенглама ошкормас функцияни аниклайдими?
Б у тенглама х узгарувчининг ( — сю, -J- оо ) ораликдан олинган 

хеч бир кийматида ечимга эга эмас. Демак, берилган тенглама 
ош к ор м а с фу н к ци я н и а и и кл а м а й д и.

Келтири.;)ган мисоллардан куринадики, F ( x , y ) =  0 тенглама хар 
доим хам ошкормас функцияни аниклайвермас экан.

Куйида F ix , у) функция кандан шартларни бажарганда
f (x ,  у ) = 0

тенглама ошкормас функцияни аниклашини, яъни ошкормас 
функциянинг мавжуд булишини ифодаловчи теоремани исботсиз 
KCJI Г И j.)ci М i ili ■
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8- т е о р е м a. F (x , у ) функция (хп , у и)  нуктанинг ( (хо ,  уо )  £ & )  
бирор /7л (дсп, у о) атрофида (б > 0 )  аникланган, узлуксиз уамда 
узлуксиз F 'x(x, у ), F 'u(x, у) хусусий уосилаларго эга булсин. 
Агар (леи, у и) нуктада

1) F (x  о, у и )= 0 ,
2) F у (хп, уп ) ф О

булса, у х,олда Хп, у,, ну^таларнинг шундай £ЛП(.V„), Uf,0{yo) 
атрофлари (б о > 0 ) топиладики, У х fU.\ (х„) учун F (x , у )=  
=  0 тенглама ягона у £U,\ (у  ■ ) ( у =  f ( x ) ) ечимга яга ва

1) f (xn)=y< I
2) f (x )  функция Ut)U(x c ) да узлуксиз jfосилага 3ZCL ОН

F  ( х. } ( х ) )
f ' ( x ) = -  ( x i  ( х п  (*)

1 ,,(Х, Их))

булади.
Одатда бу теорема ошкормас-функцнянпнг мавжудлиги хакида- 

ги теорема дейилади.
М  и с о л л а р. 1. Уш бу

F  (х. у ) =  х у +  л- +  у — 1
функциями карайлнк.

Бу  функция, масалан, х0= 2 , у „ = — яъни (2, — )  нукта ­

нинг i l l 2, —»  ̂ атрофида узлуксиз хамла узлуксиз

F'x ( ,v, у ) =  у +  1, F'y (.V, у ) =  х +  1 
хусусий хосилаларга эга булиб,

( 2, - i ) = 2 . ( - | ) ? 2  +  ( - 1 ) - | = 0 ,

/=■;(2, -  1 ) = 2 + 1 = 3  ф  0

булади. Д емак, берилган функция [2, — - \ нуктанинг атрофида

8 - теореманинг барча шартларини каноатлантиради. Унда hi  у 
теоремага кура

F  (х, у) =  х у -+-х -(-г/— 1 = 0
тенглама (2 — б», 2 -)— бо) атрофда ошкормас функцияни аниклайди.

2. Уш бу
F (х.у) = х  — у -f- sin;/

функцияни карайлик. Бу  функция (0,0)  нуктанинг i /ь (0, 0) атрофида 
( 6 > 0 ) узлуксиз, узлуксиз

F Х(х, ;/) =  !, F u(x ,y )  =  - ! - ) -  - cosу

F

170



хусусий коси./! а л ар г а эга булиб,
Г  (0, 0) = 0 ,

/'-(О, 0) =  — 1 +  =  — 1  ф  о

булади. Демак, берилган функции (0, 0) нуктанинг атрофида 
X-теореманииг барча шартларини капоатлантиради. Унда т у  
георемага кура

1(х, у) = х — у +  sin у -  0

тенглама ( — би, б») атрофда (б о > 0 ) ошкормас функцияни аниклай- 
ди.

3. У UJ б \'

F(x , у) =  vJ +  у2 — 1 = 0
генглама би лан ' а никла надиган ошкормае функциянинг хосиласини 
топиш

F(x , у ) =x~-j-t/ — 1 функциянинг хусусий хосилаларини хисоб- 
Iайми t:

/' I у) — Ix[-\-tr - 11; - '2\.
FI, (л , у) =  I х~ -\ - у~ — \)'ч~  2у.

Унда (* )  тенгликка кура ошкормас функциянинг хосиласи

Xи =  — У
булади.

4. Уш бу
F(x , у ) =  х-:еу -\~уёх — 2 =  0

тенгла ма билан л никла надигнн^ш кормас функциянинг хосиласини 
топинг.

А ввало  F (x  у) = хе !,-\-уех — 2 функциянинг хусусий хосилалари- 
нн топамиз:

Fx (х, у ) -= (хеу -)-уе' 2 ); =  е- -)-уех.
F U * . У) — ixe!, +  y e '— 2)у — хе:‘-\-е'.

Ошкормас функциянинг хосиласи

, F jx .y ) ^  tj>+ уе*
Гч(х,у) хе-1' -\-ех

булади.
Агар F  (х, у ) =  0 тенглама г/ =  / (х) ошкормас функцияни 

аниклаб. функция барча иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
Хосилаларга эга булса. унда ошкормас функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини хам хисоблаш мумкин.

Иккинчи гаргиблн хосила та'ьрифига биноан

у "  =  (у ') '



булади. М ураккаб  функциянинг хосиласини хисоблаш коидасидан 
фойдаланиб топамиз:

(
/'. (А. у) \  / F ( X .  I / )  I

~  г -
Fy(x.y) J  у  Fu(x,y)

F  (х, у )  \  F u(x,i/\ ■ F A x . i i ) — F Х(х,у) ■ F XJ(x ,y )

Fy(x, У ) у ч ^ Г
Fу(x. у ) • Fxy(x .y ) — F J x . y ) ■ F _,[x.y) / F a x . у) 

t,Fy(x, yi ) '~ \ Fy(x.y)

( F y(x ,y ) )" • /; Ax.y) — 2FXf/(x, у) ■ F x(x.i/) ■ F  {x. y) + ( F r{x, y ) ) ’ ■ F r.,(x,y)

I F lt \ x, у  l ) '

Демак,

( Fy(x, y ) ) ‘ ■ F  2 (л', y )  — 2 F X (x, y ) ■ F . Ix. y )  ■ F  {x, y )  +  ( F\ ( x. у )  ) Г  Ax. y)

I /'„l-v. //I i '
I "■

M  и с о л. Уш бу

F (x , у ) =х~-\-ху +  у 2 — 3 =  О
тенглама билап аникланадиган ошкормас функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини гонинг.

А ввало  ошкормас функциянинг биринчи тартибли хосиласини 
хисоблаймиз:

F x(x, у )= 2 х - \ ~ у .  Fy (x .  у )  =  д" —(— 2//,
, _  ! \ ( х , у )  _  ^  2х +  у 

У F 4(x, у) х Ь 2У

Равш анки ,
F  -,(х,у) =2, F ч =  1, 1; ,(х . у )  —  2 .

Унда ( ** )  формуладап фойдаланиб топамиз:

, ,  ___ (х  +  2_1/)2-2 —  2- 1 • (2х-\-у) {х-\-2у) +  (2 .v +  £/)“ • 2

^ U  + 2 у )3
2х“ 8лгг/ -j- 8/у“ — 4л" — 2л'(/ — 8лч/ — 4/у“ 8л'“ +  8ху 4- 2 у"

(х +  2 у )3
6х' +  6ху +  6у  6 (х +  ху +  If ) __ 6-3 __  18

I х +  2 у ) ' (х +  2 у ) л ! х +  2 у ) "  I х f  2 у ) '

Демак,
18

У — — - 1 ■(х + 2у)



7- Б О Б

т  У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Л А Р

«Олий математика асослари»нинг 1- томила бир узгарувчили 
функция, мазкур китобнинг 5, 6- бобларида эса икки узгарувчили 
функциялар батафсил урганилди.

Ф ан  ва техниканинг турли сохаларида учрайдиган купгина 
масалалар эркли узгарувчиларнинг сони иккидан ортик булган 
функция.1чарга боглик булиши хам мумкин. Б у  эса уз навбатида 
т  узгарувчили ( т > 2 ) фуикцияларпи урганишни та к о ю  этади.

т  узгарувчили функциялар (т~>  2 ) билан боглик туш унча ва 
тасдиклар икки узгарувчили функциялардаги каби булишини 
назарда тутиб ушбу бобда т  узгарувчили функциялар билан боглик 
булган асосий туш унчаларни таърифлаб, тасдикларни эса исботсиз 
келтириш билан кифояланамиз.

тупламни караймиз. Б у  тупламнинг элементи (х\, х-2.......  хт ) шу
гуплам нуктаси дейилади ва у одатда битта харф билан белгилана- 
ди:

Бунда xi, х-2, хт сонлар х нуктанинг мос равишда биринчи, иккинчи 
ва хоказо т-  координаталарч дейилади.

( I ) тупламда ихтиёрий

l-§. R"' ФАЗО ВА УНИНГ МУХ.ИМ ТУПЛАМЛАРИ

Уш бу
)(Х|, х->,..., хт ) : Х\ 6/?, x>£R, ..., XmdR) ( 1)

Х =  (Х\, Х-2...... х, „ ) .

Х=(Х\ ,  х-2, ..., Х т ), у =  (у  I, у-2, .... У т) 
нукталарни оламиз. Куйидаги

Р (х,у) - л] (у  1— ~\~(Ут-Хп,)

микдор х ва у нукталар орасидаги масофа дейилади. 
М асоф а куйидаги хоссаларга эга:
1°. р(х, у) ^ 0 ва р(х, у ) = 0  о  х =  у,
2". р(х, у ) =  р (у, х );
3". ()(Х, Z) <  р(Х, У) + Р (У ,  Z ), ( z = ( z , ,  Z-2 , ..., zn) )■
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Одатда ( ! )  туплам R 'n фазо деб аталади.
Бирор а =  (а\, а-2 , .... am)(zR"‘ нукта ва г >  0 сон пи одамиз.
Куйидаги

j.v t  R"‘ : р (.v, а ) ■< г].
\х R"' : (> (л, а) у  г)

тупламдар мос равишда очик, шар хамда ё тщ  шар дейилади. Бунда 
а нукта шар маркази, г эса шар радиуси дейилади.

Ушбу

{ (xi ,  XI, .... Х т )  6 R ”' : a \ < X \ < b \ ,  a > < x i< b : ......  ат < х т < Ь т },
\(х\, х2 ......  х,„) £ R"1 : а\^ .х \^.Ь\, а->̂ .х-2 ^ Ь 2 ......  ат ^ х т ^ Ь т }.

(а !, а>, ..., ат ; Ь\, Ь>, ..., Ьт — хакикий сонлар) тупламлар мос равишда 
ти к , параллелепипед хамда ёпик параллелепипед дейилади.

Айтайлик, бирор х"=  (х1!, xi, .... х ‘т ) 6 Rm хамда мусбат е сон 
берилган булсин.

!- т а ъ р и ф. Маркази х'1 нук,тада, радиуси в га тенг булган очик, 
шар х нуктанинг атрофи (е атрофи) дейилади за U f ( x )  каби 
белгиланади:

U t (x") - {.г 6 R'" '■ <»( а .. хп) < е }.
R" фазода бирор G туплам берилган булсин: <7с zRm
2- т а ъ  р и ф. Агар х "£ 0  нуктанинг бирор атрофи U t ( x " ) a G  

булса, у холда х" нук,та и тупламнинг ички нуктаси дейилади.
3- т а ъ  р и ф. G тупламнинг хар бир ну к, гаси унинг ички нуктаси 

булса. бундай туплам очик гуплам дейилади.
Масалан, очик шар очик туплам булади.
4- т а ъ  р и ф. Агар х" £/?'" нуктанинг хар к,андай U, (х") атрофида 

F  тупламнинг ( F a  R '“ ) х' дон фаркли камида битта нуктаси булса, х' 
нук,та F  тупламнинг лимш ну к, тис и дейилади.

5- т а ъ р и ф. F  тупламнинг ( F a R m) барча лимш нук,талари шу 
тупламга теги шли булса. /■ ёпик, туплам дейилади.

2- §. m У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я  ВА УН И II Г Л И М И Т И

R ' фазода с;:рор М  туплам берилган булсин:

д; / V .
6- т а ъ р и ф .  Агар М  тугкшм<)аги хар бир х =  (.vi, х-2 , .... х,п) 

нуктага оирор к,оиди еки конунга купа битта ,\ак,ик,ий у сон (y £ R ) 
мос к,уйилган булса, у холда М  тупламда m узгарувчили функция 
аникланган (берилган) дейилади ва t/ни

У — f (X], Х-2, ... Хщ) 
каби белгиланади. Бунда М  гуплам фуикциянинг аникланиш туп-
лами, xi, х-2......  хт - функция аргументлари, у эса х\, х -2......  х,„ лар-
нинг фунщ ияси  дейилади.

Масалан, / R ”' фазодаги хар бир х — (х>„ х-2, .... хт ) нуктага шу 
нукта координаталари квадратларинииг йигиндисини мос куювчи 
коида булсин. Бу холда

у =  х Т +  Х2 +  ... +  x i



функцияга эга буламиз. Функциянинг аникланиш  туплами M  =  R m 
дан иборат.

y =  f (x  1, Х2 , .... хт ) функциянинг аникланиш туплами М  дан 
олинган х "=  (х?, а'2, хат ) нуктага мос келувчи уп сон y =  j (x  1, Х2, 
xm) функциянинг (х\, х", .... л'ш) нуктадаги киймати дейилади:

y„ =  j(xu x'i ..., X1,!,).

М асалан , юкорида келтирилган у  =  хт +  х ! +  ... +  х;„ функциянинг 
( 1.1......  1) нуктадаги киймати

У =  / ( 1.1......  1) =  1 +  1 +  ... +  1= ш
булади.

y =  f (x i,x 2, ..., хт ) функция М  (M c z R m, Х=  (Х|, Х2..... хт ) ) гуиламда
берилган булиб, а =  (a i, a-j, ... a m) нукта V! тупламнинг лимит 
нуктаеи булсин.

7- т а л, р и (j). Агар V e > 0  сон олинганда -\ам шундай й > 0  сон 
топилсаки. ушбу р(х, о) < 8  тенгсизликни к,иноатлантирувчи парча 
х 6 /И ну^таларда

I Д  X |, X 2, ..., х,„) — Ь| < Е

тенгсизлик бажарилса, Ь сон Д х i, х :>..... х „,) функциянинг а нуктадаги
лимиты дейилади ва

lim Д х,, х „ ..., х,„) = 6  

л',*-—► а,„
каби белгиланади.

I - те  о р е м а  ( К о ш  и те  о р е м  а с и ) .  л . •••» * функци­
янинг а=  (а  I, а _, а п)  нуктада чекли лимит г а эга булиши учун 
Vf >  0 олинганда х̂ ам шундай (S 0 row топилиб, 0<Ср (X, а) < 6 ,
О <  (> ( (х, а ) <Г <S тенгсизликларни цаноатлантирувчи ихтиёрий х f  М, 
х £ М (х =  х<, х 2 , ..., х„, ), х =  fx i, X . х. ) )  нукталарда

|/(x i, х2, х„: ) — j(x\. Х2, ... х , „ ) |< е

тенгсизликнинг уринли булиши зарур ва етпрли.
Энди куп узгарувчили функциялар учун такрорий лимит 

тушунчасини кир игам из.
Дх'|, Х2.......... хт ) функциянинг х| аргумент a i га интилгандаги

лимити (б\нда Xj, Хл.........хт тайинланган деб каралади)

lim Д х,, x.j........хт )
Xi — Й,

ни карайлик. Бу  лимит xL>, х-л, ..., х,„ узгарувчиларга боглик функция 
булади:

lim /'( х х . „  ..., х,„) =  (| , (х j, х,, .... х,,).
А : — U|
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Сунг ф| (х'2, Хз, хт ) функциянинг X2 аргументи ач га интилганда- 
ги (бунда хз, Х4, ..., хт тайинланган деб каралади)

lim ф ,(х 2, х3, .... x j  = ф 2(х 3, х4......хт)
х?—*-а,

ни карайлик.
Ю коридагидек бирин-кетин хз-+а.\, х ^ а ^  ..., хт-+ат да 

лимитга утиб
lim lim . , . lim f (x u x2......x j

*m̂ am “m_| «I

ни хосил килам из. Бу  лимит f (х\, Х2, ..., хт ) функциянинг такрорий 
лимити дейилади.

3-§. т  УЗГАРУВЧИЛИ Ф У Н КЦ И ЯН И Н Г УЗЛУ КС ИЗЛ ИГ И

f (x |, х-i, ..., х,„) функция Л1 с—R m тупламда берилган булиб, а =  (а\,
0 2 , ..., а„) Е М  нукта эса М  нинг лимит нуктаси булсин.

8- т а ь р и ф. Агар Vt > 0  сон олинганда %ам шундай 6 > 0  сон 
топилсаки, ушбу р (х, а) < 6  тенгсизликни к,иношлантирувчи барча 
х = (х \ , Х2, хт ) Е М  нук^таларда

|/(xi, хз, ..., xm) f (а\, а,, ..., а ш| < 8
тенгсизлик бажарилса, f (x i, ..., xm) функция (а |, а 2, .... ат ) нуктада 
узлуксиз деб аталади.

Агар Д х|, л'2, ..., А'т ) функция М  тупламнинг (М  czR"1) хар бир 
нуктасида узлуксиз булса, функция iiiv М  тупламда узлуксиз 
дейилади.

m узгарувчили функциялар учун хам икки узгарувчили 
функциялар каби Вейерштрасс хамда Больцано-Коши теоремалари 
уринли булади.

9- т а ъ р и ф. Агар V4\> 0 сон олинганда х,ам шундай 6 > 0  сон 
топилсаки, М  тупламнинг р(х', х” ) <  Ь тенгсизликни к^аноатланти- 
рувчи ихтиёрий х '= (х \ , х-2, ..., х'П1)Е М , х "= (х \ ',  х'2 , х'т ')  Е М  
нук^таларда

I f (x'l, х-2, .... x'm) — f(xV , Х2' , ..., х'т ')\  < 8
тенгсизлик бажарилса, f{x\, х-......  хт ) функция М  тупламда текис
узлуксиз функция деб аталади.

2- т е о р е м а ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар f(x  1, Х2, ..., xm) 
функция чегараланган ёпик; М  тупламда (M c z R m) аникланган ва 
узлуксиз булса, функция шу тупламда текис узлуксиз булади.

4- §. m УЗГАРУВЧИЛИ Ф У Н КЦ И ЯН И Н Г ХУСУСИЙ 
Х,ОСИЛАЛАРИ

f(x \ ,x i, ..., х,п) функция М  ( M c z R "’ ) тупламда берилган булсин. Бу 
тупламда ( ,vV, Х2, ...,x°m) нукта билап бирга (дс?4-kx, х%, х°т ) нуктани 
олиб, уш бу

^X,f =  f ( x ,4- \-V|, x'l ..., х°т ) — f(x°t, х% .... х°т )
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айирмани караймиз. Уни f (х i, ха, хт ) функциянинг (х?, ха,
хт ) нуктадаги х\ аргумент» буйича хусусий орттирмаси дейилади.

10- т а ъ  р и ф. Агар Axi->-0 да
A x J
Л*,

нисбатнинг лимити мавжуд ва чекли булса, бу лимит f (х i, хг, хт ) 
функциянинг (х'1, x'J, х^) нуктадаги х\ аргументы буйича хусусий 
х,осиласи деб аталади ва

, о г- о, < 5 / (4 4 .... 0A < -v.. л .,....... V,) еки ------------

каби белгиланади. Демак,

fx (х,, х “ , х “ ) =  lim
V*,—О

Худди шунга ухш аш  / (х\, хг, ■■■, хт ) функциянинг хч, хз ва х,оказо хт 
аргументлари буйича хусусий хосилалари таърифланади.

Энди М  тупламда (х\\ х§, х°т ) нукта билан бирга (x r+ A x i, 
Х2 +  ДХ2, Хт-\-Ахт ) нуктани олиб, уш бу Af =  f(x'i +  Axi, х'г +  Ахг,
Xm +  Axm) — f(x l, x'l, хит ) айирмани караймиз. Одатда бу ; шрма 
функциянинг тулик орттирмаси дейилади.

11- т а ъ  р и ф. Агар функциянинг тулик, орттирмаси Af ни

Д/ =  А | Ах I А 2Ах2 -{-■■■ АгпАхщ осi Ах\ агДх2 -\- <xmAxm (2)

куринишда ифодалаш мумкин булса, f(x\, xl>, хш) функция (jcV, хг, 
.... х^) нущтада дифференциалланувчи деб аталади, бунда А\, Лг,
А,п узгармас сонлар, a i,  аа, а т лар эса Axi, Ах2, Дхт  ларга боглик 
ва Ax i—>-0, Ах2—*“0......  Дхт —>-0 да а\—<-0, сса—>-0, ..., а,„—>-0.

Агар f (х 1, Хч, ..., х,„) функция М  тупламнинг х,ар бир нуктасида 
дифференциалланувчи булса, функция М  тупламда дифференци­
алланувчи дейилади.

3- т е о р е м а. Агар f (x i, х2, xm) функция (х?, х“, х°т ) нуцтада 
дифференциалланувчи булса, у %олда бу функция шу нук;тада 
узлуксиз булади.

4 - т е о р е м а .  Агар f(x\, х>, хт ) функция (х?, х2, х ' т )  нуцтада 
дифференциалланувчи булса, у х;олда бу функциянинг шу нуцтада 
барча хусусий х1осилалари f  f  fx мавжуд ва улар мос ра-
вишда (2 ) муносабатдаги А\, А>, А т ларга тенг булади:

f х, ( x i, х 2, х°т)  = А , ,

L ( x ° „  х% х°т)  = А 2,

fx jx °„ х% ..., х°т) = А т .



5-т е о р е м а  ( ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  
б у л и ш и н и н г  е т а р л и ш а р т и ) .  Агар f(x  i, Х2, хт ) функция 
(х?, х'1, Хт) нуцтанинг бирор атрофида барча аргументлари буйича 
хусусий д:осилаларга эга булиб, бу хусусий х;осилалар (х\, х'>, ....
хт ) нуцтада узлуксиз булса, /(Х \, х >, ..., хш) функция (л", х” .......
Хт) нук;тада дифференциалланувчи булади.

5- §. m УЗГАРУВЧИ ЛИ  Ф УИ КЦ И ЯН И Н Г 
Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А Л  И

Ф ар аз  килайлик, х_>, ..., л,,,) функция M (M c z R m) тупламда
берилган булиб, (x'l, х2, ...... v'm)€Af нуктада дифференциалланувчи
булсин. Унда шу иуктадаги фуикциянинг тулик орттирмаси
Af А |AXl —|— ̂ 4 2 АХ2~\~ —|— Л \ X ,ri -f-rx \Х I —|— С6 ̂   ̂—(— ... -j~otm‘ Ax,n (2 ) 
булади.

12- т а ъ р и ф. У шоу
А I \х 1 -)- А j-\x2 ... -\-А,„\хгп

ифода f {x |, Х2 , .... хт ) фуикциянинг (x'l, х!>, ..., Хт) нуктадаги 
дифференциала дев аталади ва dfix'l, x'l, .... х!|,) кади белгиланади:

df(x\, x-j, ..., Xm) ==/4iAxi I ^4.\-Vj  ... -f-A nlAxm.
Axi, Ax2 , ..., Axm орттирмаларни мое равшнда уларнинг дифференци- 
аллари dx i, dx->, .... dx,„ билан алмаштириб, сунг 8- теоремани 
эътиборга олиб, / (х  \, ..., х,„) фуикциянинг дифференциалини 
куйидагича

df(x °, x 'l,---v' : ) =  /\ (л'1,’ x l  ---xl'm)d xx-{-

+  fx2(x I  x l  ..., x °Jdx.2+  ... + f ‘Xm(x'l, x°2, ..., x°m) • dxm (3)
ёзиш мумкинлигини курамиз.

Равш анки , f (x i, x_>......  xrn) фуикциянинг (x'l, x'l, .., x"m) нуктадаги
тулик орттирмаси A/(xУ, x‘j ......x'm) хам, niy фуикциянинг каралаётган
нуктадаги дифференциали df {x'l. x l..... x'm) хам аргумент орттирмала-
ри Axi, Axl>, .... Axm ларга боглик.

Бир томондан фуикциянинг дифференциали \xi, Ах2 , Ахт 
ларга содда, яъни чизикли боглик булиши, иккинчи томондан эса 

Axi-*-0, Адг2-»-0, ..., Axm-*-0 да
а\Ах\ + а „Л л '- +  Ахт

ифоданинг юкори тартибли чексиз кичик микдор булиши уш бу 

A/(jc'i, дг§, ......-v",) «  d f(x i, x'l, ..., x'm)

такрибий формулани ёзишгп имкон беради.
Демак,

f(x't-{-Ax\, xs +  Ax;-, ..., x?„-)-Axm) « / ( * ? .  x l  ..., x"m) +
+  fx, (x'l, xS, .... x ’’,) \x, +  /, (X|, x'l......x'ln) A x2-+- ... +

-\~fxm(x b a’j. .....x\n) Axm ■
Б у  формуладан такрибий хисоблашларда кенг фойдаланилади.
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Р-§. т  УЗ Г А Р У В Ч И Л И ФУН КЦ И ЯН И Н Г ЮК.ОРИ ТАРТИБЛИ 
Х.ОСИЛА ВА Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л Л А РИ

/ (,vj, х;......  х,„) функция М  (М  сиR " ') тупламда берилган булиб,
у н и н г  .чар б и р  (ал, х2, ......v ,„ )  нуктасила fx, f v  ..., f' хусусий хоси-

лаларга эта булсин. Бу хусусий хосилалар х\, х>, ..., хт  узгарувчи- 
ларга борлик булиб, уз навбатида уларнинг хусусий хосилаларини 
караш  мумкин.

13-т а-ь р и ф .  /(.vi, х->.......  хт ) функция хусусий .у осилалари
j\ (x  |, .V , .... .V,,,). fr,(x  |, -Vo, . . . , х /1 (-v,, ларнинг xk(k =  1, 2,

3, ... w ) узгарувчиси буйича хусусий .'(осилалари берилган 
функциянинг иккинчи тартибли хусусий .уосилалари дейилади ва

/ w  / м ,,  ■■■. Ггх „ ( * = Н ,  2 - 3 .......  "О

CKII
й2± _ д2)

6 л | (У х 1,1 rtx^ax^' ' дхт д>
(к =  1, 2, ..., ш )

белгиланади. Демак,

<57 _  <5 *L\
d x j

д-f =  <5 / »/
дх1дхк дхк у (?.v2

Тур .in узгарувчилар буйича олинган иккинчи тартибли

t j -  (‘ ф к )дх/Охк

хусусий хосилалар аралаш  хосилалар дейилади.
Худди шунга у.хшаш f (x i, xi, ..., .vm) функциянинг учинчи, туртипчи 

ва хоказо тартибдаги хусусий хосилалари таърифланади.
М аълум ки , f (x I, Х2, .... лгт ) функция (a ' i ,  Х:>, ..., хт )^ М  нуктада 

дифференциалланувчи булса, унда бу функциянинг диффереициали

!i f  — /д. • dx, +  • <ix2 -f- .... 4- /д. • dxm

булади.
I 1 г а ъ  р и ф. f(x\, х-2, ..., хт ) функция дифференциали df (х\, х-2, 

хт ) нинг дифференциала берилган f ix i, хо, ..., .vm) функциянинг 
иккинчи тар/ноли дифференциала дейилади ва d2f каби белгилана­
ди:

d2f ----- d id f ) .
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Ф ар аз  килайлик, f (x i, х->......хт ) хамда g (* i ,  х->.......хт ) функциялар
(А'1, хо, Хт) d M  нуктала дифференциалланувчи булсин. .У холда

1) d (fz tg ) = d f '± d g ,
2) d (f-g ) =  f-dg +  g-df,
з l i f i j . i t s  ( g # 0 )

булади. Б у  коидалардан кейинчалик фойдаланамиз.
Энди функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини унинг 

иккинчи тартибли хусусий хосилалари оркали ифодаланишини 
курсатамиз.

Таъриф га биноан

d~f =  d (d f ) =  d (fV| • j / ,dx ■ ■ ■ -)- fxni ■ „,)

булади. Бунда биринчи тартибли хусусий хосилалар (xi, х>, .... хт ) 
н уклада х и с об л а н г а и.

dx 1, dx->, ..., dxm —  ихтиёрий орттирмалар булиб, xi, х_\ ..., хт 
узгарувчиларга боглик эмаслигини эътиборга олиб топамиз:

d (I Xdx |-\-fx dx2+ ...  +  /д- dx ,„) = d x  p df V| +  d xL,- df x>-f-... +  dx m- d) , =  

=  (/xj • dxt-\-fXr  ̂ ■ dx.,-{- ... + / A|.,m • dx,„) *dX| +

+  </,,,, ‘ dx | -(- / r--dx.,-\- ... f x , ■ dxm) ■ d~-\-

+ ........................... ........................... " ......................... +

+  (fxmxdx\ • dxL,-f- ... + / д.2 • d x j  • dxm=

=  f t2 • dx]-\-f^ ■ d x ... -\~fxm ■ dx2m +

~r^fxlx2 ■ • ^x 2+ 2/.(|l) • rfx, • dx3-|- ... +  2/ *^  ■ dxx ■ dxm +

+  2fx2xi • d x ^ X j—)— ... -)-2f ■ dx2 • dxm-\- ... -)-

+  2/"m_ |Xm ■ dxm̂ l • dxm .

/ (x i, X2, ..., xm) фукциянинг (xi, Х2 , xm) £ M  нуктадаги учинчи, 
туртинчи ва хоказо тартибли дифференциаллари хам худди 
юкоридагидек таърифланади.

1
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ОДДИ Й Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Дифференциал тенгламалар олий математикаминг мухим, айни 
найтда фан ва техпнканиш турлн сохаларнда кенг фойдаланилади- 
ган булимларидан бири.

Табнат ва техникада юз бераётган жараёнларни кузатишда бу 
жараёнларни нфодаловчи микдорларнинг бнр-бири билан турлича 
бокланганлигинн курами:*. М аеалан, 7'°С хароратли ( Г > 0) жисм- 
нпнг пакт утиши билан совуши T it)  Ньютон конунига биноан

(к — узгармас мусбат сон) тенглама билан богланган булиб, у т у  
теш 'ламадан г онилади.

(1) тешмамада номаьлум T (t) функция билан бирга унинг

Умуман, номаьлум функция ва унинг хосилалари катнаш ган 
тенгламаларга келадиган масалалар жуда кун. Куйида улардан 
баъзиларини келтирамнз.

1 - м а е  а л а. Пдишда 140 л аралаш ма булиб, унинг таркибида 
14 кг гуз бор. Бу идншга нккита кувур уланган. Биринчи кувурдан 
кар м и н у Iда таркибида I кг туз булган 7 ,i аралаш ма узлуксиз 
равишда куйнлади, иккинчи кувурдан эса шу гезлик билан 
аралаш ма окизиладн. Вир соатдан сунг идишдаги аралаш ма 
таркибида канча туз булади?

/ в а кт ни эркли узгарувчи сифагида кабул кнламиз. Равш анки , 
аралаш мадаги тузнинг микдори / га боглик булади. Уни у(1) дейлик. 
Унда / Д— \/ пай г да аралашмадаги туз микдори y{t-\-\t) булиб, At 
вакт оралигида гуз микдори y(l-\~.\t)— y ( t ) га узгаради.

М асаланинг шартига биноан At вакт нчида идигига 1-А/ кг туз 
тушади ва

<//’(/)
lit к ■ T (t) ( 1)

\()С И.1 <) С {! хам Кг) ГИД !I!г дидир.

т\д чмкиб кетади. Уларппнг фарки. эса

булади. Хар онда идишдаги ара.чашма таркибида туз микдори 
узга{)иб турган ,!иги сабабли



Агар Л; нолга интила б о р са ,(2) такрибий тенглик катъий тенг- 
ликка айлаиа боради. Бииобарии,

булади. гк; гижада

тенгламага келамиз.
Ш ундай килиб, идишдаги аралаш ма таркибидаги туз микдорини 

топиш — номаълум функция y (t )  ва уни и г хоеиласи ty'(t) катнашгпн 
тенгламани ечишга келар экан.

2- м а с а л а. М ассаси т  га тенг булган, огирлик кучи 
таъсирида маълум баландликдан туш аётгаи жисмнинг харакаг 
конуни топ илс ин.

Ж нем  вертикал укнинг О нуктасидан бошлаб пастга караб 
тушишида унинг босиб утган нули S  - вактнинг функцияси булади.

Айтайлик, S ( t ) жисмнинг t вакт ичида босиб утган йулини, v ( i )  
тезлигини, a (t )  эса тезланишини аникласин.

Фуикциянинг биринчи ва , иккинчи тартибли хосилаларииинг 
механик маъноларини эътиборга олиб топамиз:

( а > 0  — иропорционаллик коэффициеити).
Ньютоннинг иккинчи конунига асосан, жисмга таъсир этувчи 

кучларнинг тенг таъсир этувчиси F (/) учун

Ш ундай килиб, жисмнинг харакаг конуни S ( t )  ни топиш номаьлум 
функция S ( i )  нинг биринчи ва иккинчи тартибли хосила.чари 
катнаш ган тенгламаларни ечишга келар экан.

y(t)
20

S '( t )  =  u ( t ),
S " ( t )  =  сип.

М асаланинг шартига кура, жисмга таъсир этувчи кучлар
1) пастга караб йуналган огирлик кучи

Р  =  т  ■ g
(g — эркин туш иш  тезланиши, g « 9 8 1  см /с"),

2 ) юкорига караб йуналган кар ш илик кучи

Q =  —  а  ■ v { t )

(4)

/•'(/) =  m -a(t)

муносабат уринли. Демак,

т  ■ a (t) =  т  ■ g — а  ■ и ( t ) . 

(4) муносабагларни эътиборга ал иб топамиз: 

т  ■ S " { t )  =  т  • g — ос. ■ S '( t ) .
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Умуман, жуда куп масалалар юкоридагига vxiuaiu номаълум 
функция ва унинг турли тартибдаги хосилаларн катнаш ган 
тенгламаларга келадн. Улар эса дифференциал тенгламалар 
туш унчасига олиб келадн.

Битта эркли узгарувчн, номаьлум функция ва унинг турли 
тартибдаги хосилаларн катнаш ган генглама оддий дифференциал 
тенгл им а леи и л а д и.

М асалан, юкоридаги (3) ва (5) тенгламалар оддий дифференциал 
тенгламалардир.

Айтайлик, .V —  эркли узгарувчн, г/ уннш функцинси (ц =  и (х ) ) ,  
у ' =  у '(х ) ,  .... y w  =  y w (x )  .лар эса шу функциянинг хосилаларн 
булсин.

Бу  х, у, у', у " ,  .... у 1"-1 .ларни богловчи уш бу

Ф (х ,  у, у', у " ,  у (’•') = 0  ( 6 )

тенглик дифференциал тенгламанинг умумий куринишини ифода- 
лайди.

(б ) тенгламада катнаш ган нома л >л у м функция хоенлаеннинг 
юкори тартиби (6 ) дифференциал л еш ламанииг тартиби дени, шди. 

М асалан,

у ' =  5 V  у, у ' +  у ■ tg.v =  cos’x

биринчи тартибли дифференциал тенгламалар, 

у "  =  arcsinx, у"-\-Ау'-{-Ау =  0

иккинчи гартнбли дифференциал тенгламалар,

г» C ()SX  ■-) "  I о  / »у 2 . у — Зг/ -)- Зу — у  — О
s in  V

учинчи тартибли дифференциал тенгламалардир.
Ф ар аз  килайлик, <f(x) функция (а, Ь) да аниклапган, узлуксиз 

булиб, у шу ораликда узлукси i ф' (v  >. <с"(.г). .... 1 ' (л') х осп,л ал ар га Э1 а 
булсин.

Агар (6 ) тенгламадаги у  нинг урнига q (л ), у ' пинг урнига <( ' ( л_), 
у "  нинг урнига <р"(х), ..., у ' "  нинг урнига 1'"1 (л') кумплганда \ 
айниятга айланса:

Ф (Х ,  ф(х) ,  (| (-V) , .... (( ' '" (X ) )

I v I функция ( 6 ) дифференциал тенгламанинг ечими дейилади. 
М асалан , ушбу

у ' — д/ 1 — у 2 

дифференциал тенгламанинг ечими
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})
айниятга айлантиради.

Дифференциал тенг, чамаларнинг ечимини топиш масаласини 
дифференциал тенгламаларни интеграллаш масаласи хам деб 
юр и г мл ад и.

Виз, аслида содда дифференциал тенгламалар ва уларнн ечиш 
билан аввалрок, функция интеграли тушунчаеини урганишда дуч 
келгаимкз. (Каралсин, fl|, 1 - боб, 1 - §.) Берилган узлуксиз f(x) 
фуикциянинг бошлангич функцияси. у =  у(х) ни топиш

дифференциал тенгламани ечиш демакдир. Маълумки, бу тенглама­
нинг ечими

булади. Демак, (7) дифференциал тенглама чексиз куп ечимларга 
эга. Узгармас С нинг турли кийматларида (7) тенгламанинг турли 
ечимлари хосил булаверади.

Одатда (8 ) ечим

дифференциал тенгламанинг умумий ечими дейилади. Узгармас 
С нинг тайин бир кийматидаги ечим эса (7) дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечими дейилади.

Дифференциал тенгламалар назариясннииг асосий масалалари- 
дан бирн тенглама ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги булса, 
иккиичиеи тенгламаларни еч,иш, яъни дифференциал тенглама- 
,ларнинг ечимини топишдан иборат.

у '(  X) = f (x )

(В)

(х)
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6'- Б О Б

БИ РИ Н ЧИ  ТА РТИ БЛ И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

Виз ушбу бобда биринчи тартибли оддий дифференциал 
те игл а' аларни урганамиз.

Маълумки, биринчи тартибли дифференциал тенглама, умумий 
' олда

Ф(а\ у , у') — 0 ( 1)
куринишда булади. Бу ерда х — эркли узгарувчи, у — у(х) — номаь- 
лум функция, у' эса у =  у(х) функциянинг хоеиласи.

Фараз килайлик, (1) тенглама у' га нисбатан ечнлган булсин:
у' =  f(x, у). (2)

Одатда (2 ) тенглама, хосилага нисбатан счилган дпфф*.у енциал 
тенглама дейилади.

(2 ) тенглама у =  у(х) функция хоеиласи у '(х ) п:, (х г (а, Ь ) ) 
текисликдаги оиpop D сохада берилган f(x, у) функция билан 
богловчи тенгликдир. Равшанки, бу тенглик маънога э\ а булиши 
учун хар бир х£(а, Ь) да (х, у) — (х, y ( x ) ) i D  булиши лозим. 
Кейинчалик бу шарт хар доим бажарилган деб к.ар*и’*м*. i.

Arapqj(.v) функция (а, Ь) да аникланган, узлукеиз хамда узлуксиз 
хосилага эга булиб, ихтиерий х£ (а, Ь) да (х, <p(x))£D ва

,р'(Х) =  /(х, (р(х))
булса, яъни (2 ) тенглама у — ср(х), у' — (р'(х) ларда айниятга айланса, 
<р(х) функция (2 ) тенгламанинг сними дейилади.

Айтайлик, у =  <р( v) функция (2 ) дифференциал тенгламанинг 
ечими булсин. Бу функция графиги, умуман айтганда, эгри чизикни 
ифодалайди. Шунинг учун уни (2 ) дифференциал iенгламанннг 
интеграл эгри чизиги дам дейилади.

Биринчи тартибли
у' — f (х, у) (2 )

дифференциал тенглама чеке из куп ечимларга эга булиб, улар 
тенгламанинг ечимлар и туиламини ташкил этади.

Кун холда (2 ) дифференциал тенгламанинг б арча ечимларини, 
битта ихтиёрий узгармас С га боглик булгаи

у — ф(х, С) ёки F(x, у, С )= 0
муносабат билан умумий куринишда ифодалаш мумкин. Уни 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими дейилади. Бунда,
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узгармас С нинг хар бир гайин кийматнда х ва унга мос у лар учун 
(х, y )£ D  булиши керак. Узгармас С нинг хар бир кийматида унга 
мос ечим хосил булади. Бундай ечим берилган дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечими дейилади.

Масалаи,
у' =  ех — у (3)

дифференциал тенглама ни ка райли к, бунда
f(x, у) — ех—у

булиб, у текисликнииг барча нукталарида аникланган. Куйидаги

ч ц( х ) =  — ех (х £ ( —  оо , -)- оо ) )

функция берилган дифференциал тенгламанинг ечими булади, 
чунки (3) тенгламадаги у нинг урнига фп(х )= — ех ни, у' нинг

урнига ф0(А') =  ( \ е>с\  =  -j ех ни куйсак, у айниятга айланади:

Шунингдек,
Ф,(х ) =  е А +  — ех, 

=  2е~х +

функциялариинг хар бири (3) тенгламанинг ечими булади. Бу 
берилган дифференциал тенгламанинг хусусий ечимларидир.

(3) тенгламанинг умумий ечими

Ф(а-) =  С ■ в х +  ~ е х

куринишда булиб, бунда С - ихтиёрий узгармас сон.
Айтайлик,

У' =  f ix , У) 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у ф(х, С)
булсин. Бу ечимдан тенгламанинг хусусий ечимини келтириб 
чикариш учуй изланаётган у =  у(х) функция аргументи х нинг бирор 
хп кийматида функция у о кийматни (уо=у(х  о)) кабул килишини 
билиш етарлидир. Одатда, хч аргументнинг, yt, эса изланаётган 
фуикциянинг бошлангич кийматлари дейилади. х =  Хо да излана­
ётган фуикциянинг киймати ytl га тенг булсин, деган шарт бошлангич 
шарт дейилиб, куйидагича

У I =  У о
ёзилади.
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(/и =  ф (А'п, С)
генгламага келампз. Ундан эса С топилади. Топилган С пинг 
кий мат и Ci I га тенг булса. берилган дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимй

// =  н (-V. С.,)
га тенг Оулади.

Биринчи тартибли
у' — I (х, у)

дифферен пиал тенгламалар иаза риясининг асоеи и масалаларидан 
бири бошлангич шарт

Ц\ =  У и

ни каноат-лантирувчи ечимни топ и ш дан иборат. Б у м аса л а Киша 
масаласи дейилади.

Ьиринчи гартибли
у' — / (х, у)

дифференциал тенглама ва унинг ечими содда геометрик маънога 
эга. Тенгламадаги f(x, у) функция текисликдаги D сохада 
а н нк.! а не и н. Бпнобарин, бу соханинг хар бир (а-, у) нуктасида тайин 
кийматга эга. Масалан. 1ли, у») 6 D нуктада f(x, у) функциянинг 
киймати

/ (х,|, у и) — к„
булсин. Унда (2) га кура

у'(х„) =  кп
булади. Демак, kn у — у(х) эгри чизикка (.v,., у о) нуктада 
утказилган урин.манннг бурчак коэффиниенти.

Ма ь л у .м к и , урниманинг бурчак коэффициент тугри чизнк 
йуиалншинп ифодалайдп Демак, П соханинг (ал, г/о) нуктасида 
йуналиш аникланар экан.

Шундай килиб
у' =  /(х, у)

дифферепцна.[1 тенгламаншп берилиши бнлан D соханинг хар бир 
нуктасида йуналиш аникланади. Бу йуналпшлар биргаликда 
йуналиш лар майдони дейилади.

Демак, (2) дифференциал тенглама йуналпшлар майдонини 
аниклайди.

Энди (2) шфферешш. : генглама ечпмининг геометрик маъноси- 
нн келтирамиз. Маълумкп. D сохадагн у =  у(х ) эгри чизнк учун

ф'(.с) - /(.V, ф (А) ) 
булса, \;нда ф(х) функция (2 ) тенгламанинг ечими булар эди.

Бо ш . I и m u ч ш а р т д а н  ф о й д а л а н и б
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Демак, (2) тенгламанинг ечими D  сохада шундай у =  ц ( х )  эгри 
чизикки, бу чизикка, унинг ихтиёрий {х, у ) иуктасида узказилган 
уринма йуналиши D сохаиинг шу нуктадаги майдон-йуналиши 
билан бир хил булади.

|-§. y '= f ( x, у ) Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  ТЕНГЛАМА ЕЧИМИНИН Г 
М А В Ж У Д Л И Г И  ВА Я ГОН АЛ И I И

Ушбу параррафда биринчи тартибли дифференциал тенглама
у' — f (х, у)

ечимининг мавжудлиги ва ягоиалиги масаласи билан шугуллана- 
миз.

Аввало баъзи тушунча ва тасдикларни келтирамиз.
Фараз килайлик, f ( x,  у)  функция икки узгарувчининг функцияси 

сифатида фазодаги ёиик тугри туртбурчак
D  =  {{x,  у)  E R 2: \х —  А'п| \у — у о \ ^ Ь }  =

=  {(л\ y)£R~- v a- v : ; 'v • a y<> — b^.y^Lyo +  b)
да берилган булсин.

1- т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас мусбат k сон мавжуд  
булсаки, f ( x,  у)  функции х аргументнинг \х  — хоI тенгсизликни 
цаноатлантирувчи ихтиёрий к,ийматларида, у аргументнинг 
|у  — уо\ Ь тенгсизликни щиноатлантирувчи ихтиёрий у ва у 
к,ийматларида

| f ( x,  У) — f ( x,  у ) : ,Ck- \У - у  I (4 )

тенгсизлик уринли булса, f ( x,  у)  функция иккинчи аргумента 
у буйича Л и п ш и ц  шартини бажаради дейилади.

Агар f i x,  у)  функция D да учлуксиз булса, у шу сохада чегара- 
ланган, яъни шундай узгармас мусбат М сон мавжудки, Vf.v, у)  £D 
учун

/ (а\ у) I 'С М 15)

булади (каралсин, 5-боб, 5- §).
I - т е о р е м а. Агар

У = f (x ,  у )  (2)
тенгламада f(x, у ) функция

D (х. у ) R х — хн и, \у — у,< \ ■ г Ь\
да узлуксиз булиб, иккинчи аргумент буйича Липшиц шартини 
бажарса, у х1олда (2 ) дифференциал тенгламанинг \х<> — /г, xu-\-h\
сегментда (ft =  min(a; Ь~ )) бошлангич

У . . У

шартни каноатлантирадиган ечими мавжуд булиб, у яг он а булади.



И с б о т . Аввало
y' =  f(x , у)

ген гс из, 1 н кн и нг хар икки томонини ft о, лг] оралик буйича интеграл- 
лайм из:

\j y ' ( t )d t=  ^f ( t , y ( t ) ) d t .

Бошлангич шартни хисобга олиб топамиз:
х *
 ̂у ' (t)dt =  y(x) — y (x Q) = у (х )  —у,,.

Натижада берилган (2) дифференциал тенгламага эквивалент 
булган ушбу х

у(х) = у 0+  \j f { t , y { t ) )d t  (2')
*о

тенгламага келамиз. (Номаьлум у(х) функция интеграл белгиси 
остида булганлиги сабабли (2') тенглама интеграл тенглама 
дейилади.)

Демак, берилган дифференциал тенглама ечимининг мавжудли- 
ги ва ягоналигини курсатиш учун (2') тенглама ечимининг 
мавжудлиги ва ягоналигнни курсатиш етарли булади.

(2') тенглама ечимининг мавжудлигини исботлашда кетма-кет 
якинлашиш усулидан фойдаланамиз. Берилган бошлангич киймат 
уо ни олиб, /(х, у о) ни караймиз. f(x, уи) функция [ко— /г, хп +  /г] да 
узлуксиз булганлиги сабабли

Л'
\ f ( t , y 0)dt

интеграл мавжуд ва у .v нинг функцияси сифатида [хо— h, Хо +  h | да 
узлуксиз. Бу функция ёрдамида у\(х) функцияни куйидагича 
тузамиз:

У\{х) =Уо+ \ У<)dt . [2")

Равшанки, у\ (х) функция [хп — /г, .vu —|-/?j да узлуксиз ва х =  хо да 
y ]= y tl булади.

(27/) тешл икдан, х 6 [хп— /г, х„-\-h\ эканпни эьтиборга олиб 
топамиз:

у ,(х) — 11,,=  ̂/(/. У о) dt => \ у 1 (х ) —у,!) I <

< 1  ^ \f(t, Уо) \d t\ =>\уЛх) ~Уп\ I \ dt\ =>

=> | г/i (х ) — г/ill <А1-|х — хо I =>- \у\(х) — г/о || <М-/г.
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А булганлиги учун кейинги тенгсизликдан м - ■
\У\(х) — 1/01 <  Ь

эканлиги келиб чикади. Бу эса х£[хи — A, Хп +  А] да у\(х) функция­
нинг кийматлари [уп— Ь, г/п +  А] га тегишли булишини курсатади.

Шундай килиб, у | (л) функция [хо — А, хо-fA] да аниклангаи ва 
узлуксиз булиб, V.v 6 [хо— A, хо +  А] учун (х, у\(х)) fD  булади.

Энди маълум булган бу у\ (х) функция ёрдамида y-j(x) функцияни 
куйидагича тузамиз:

у2 ( х ) = у 0+  ^f ( t ,y , ( t ) )d t  . (6)

х0

Бу у о (х) функция хам [х()— A, х0+А] да аникланган, узлуксиз ва 
х =  х» да у >=уо булади. (б) тенгликдан топамиз:

.V

у, (х) у ,(О ) d1 => Iг/2 (х) — г/0| =

-V X

=  \ $/(Л y^t) )dt\ => \у2 {х) — г/„| < A f l  \^dtК
*0 А'о

^ М  ■ \х — хп\ =>- | i/а (х) — г/о| ^ .М  ■ И =>■ \у> (х) —у,> | Ь.

Бу эса Хо f  [хо — А, х» +  А]да г/2 (х) функциянинг кийматлари [</.. — А, 
г/o-f-A) га тегишли эканини билдиради.

Шундай килиб у> (х) функция [хо — A, xo-f-A) да аникланган ва 
узлуксиз булиб, V x 6 [xo — А, Хо +  А] учун (х. у> (х) ) булади.

Бу жараённи давом эттирабориб, п та кадамдан кейин |хп — А, 
Хо +  А) аникланган, узлуксиз ва х =  х» да уп =  у„ бошлангнч шартни 
каноатлантирувчи

,v

Уп(х)=Уо+ \ (б7)

функцияни хосил киламиз. Бу функция учун

IУ„(х) — Уо\ <  I $ 1/(/, Уп-1(0 ) \dt I </И- Iх х„| <А
•Ч> ♦

булади.
Шундай килиб, у„(х ) функция [хи — А, хи +  А) да аникланган ва 

узлуксиз булиб, Vx 6 (хи — А, хо +  А] учун (х, у „(х ))  fD  булади.
Бу жараённи чексиз давом эттириш натижасида

у», у I (X ) , у 2 (X) ,.... у„ (X) .... (7)
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функционал кетма-кетлик хосил булиб, унинг хар бир хади [ко— h, 
хо +  h] да узлуксиз, х 6 [to — h, хо +  А]учун (х, у „ [х ] ) £ D, (п =  0,1,2,... ) 
ва х=хо да у „ = у о ( « = 0,1,2,... ) булади.

(7) функционал кегма-кетлик хадлари ёрдамида ушбу
г/о +  [г/i (л:) —£/"] +  [i/г (.v) — г/:(х)] +  [уз (x) — y? (x) ) +  ...+

+  [Уп (x) — Уп~ ](*)]+••• ( 7')
функционал каторни хосил кнламиз. Бу функционал каторнинг 
дастлабки п +  1 га хадидан иборат хусусий йигиндиси:

5 „+| (х) = уо+  [у I (х) — г/п]+ [г/г (х) — у, (х)] +
+  [г/з (-v) — г/2 (л-) ] +  ...+ [//« (х ) — уп^ \ (х ) ]= у п (х ) .

Энди (7') функционал каторнинг хадларини бахолаймиз. 
Равшанки,

\У\(Х) — Уп! =  1 ^/’U, y0)d/| < А Ь  |х — х0| . (8 )

Каторнинг кейинги хадларини бахолашда f(x, у) функциянинг 
иккинчи аргументи буйича Липшиц шартининг бажарилишидан
фойдаланамиз:

х
\у2(х) — y t(x) I <   ̂ !/(/, (/,(/)) — /(7 , г/0) |d/| <:

*0

</г|  ̂ | г/,(/) —  y 0|d/1 \ | | / —  х 0|d t \ ^ .k  - М ---- (8 ')
-*0 х1)

|г/3(х) у о (х ) | <  |  ̂ |/(/, у о (/)) — /(/, г/, (г1) ) |d/| <

</г| j | г/2(0  — г/, (/) \ dt | <  I  ̂ |/ — x(,|2d/| <  k2-M • — —  . 

Умуман, 

l y .W  - у .  -.(1)1 <1 \ 4(1.У . - Л 1 ) у , - А > ) )1Л1 <

и ~ ;в1'  (8-) /г!

булади. (Кейинги тенгсизлик математик индукция усули ёрдамида 
исботланади.)

Энди | х — Хп j г̂ /г булишидан фойдалансак, унда юкоридаги (8 ), 
(87) ва (8" )  муносабатлар куйидаги

191



Iy\ (x ) —  г/о| ^ M - h ,  

IУ2 (х) — ij\ (x) j

jyAx) — y>(x) \ (9)

I y n(x) — y n._ ,(A') I < A f • —

куриншига келадп. 
Ушбу

M ■ h +  М k-'jf- +  М ■ - ~ Л + . . .+  М п' + ( 1 0 )

сонли каторни карайлик. Даламбер аломатидан фойдаланиб,

( 10) каторнииг якинлашувчи эканини топамиз.
Демак, (7') функционал каторнииг \ар бир хадининг абсолют 

киймати, (9) муиосабатга кура якинлашувчи (10) сонли каторнииг 
мос хадидан катта эмас. Вейерштрасс аломатига биноан (7') 
функционал катор [х'п — /г, лто —(— /г] да текис якинлашувчи. Демак, (7') 
функционал каторнииг кисмий йигиндилари кетма-кетлиги п-*~ оо 
да у (х) лимитга эга ва бу лимит функция узлуксиз булади.

М --------—

п
П.\

булади.
Энди топилган у (х) функция

у(х) = у 0+  \ fit, У (t ))d t

тенгламанинг ечими булишини курсатамиз.
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Уп (X) =Уо+ ^f(t, у „ - 1  (0 )  dt
х0

тенгликнинг унг томонига
х
\ f { t j ( t ) ) d t
*0

ни хам кушамиз, хам айирамиз. Унда
X X

У п (х )= у 0+  J [ f ( t , y « - A t )- f ( t ,  J ( t ) }d t+  \j f ( t , J ( t ) ) d t  (10')
Х () Ао

булади. Бу тенгликдаги
х

хо
интегрални Липшиц шартидан фойдаланиб бахолаймиз:

А'

. I  ̂ I Уп-A t) ) — f(t, J\t))]dt\ <
* х

<1 S \f(t, Уп- A t ) ) - f { t ,  J ( t ) \ d t \ ^ k -1 J \yn_ l ( t )- j ( t ) \ d t \ .  (11)
xn Xf,

*
j yn(x)} функционал кетма-кетлик [xa— h, x0+h\ да J  (x) га текис 
якинлашганлигидан, V f > 0  сон олинганда хам шундай натурал 
по сон топиладики, У п > п п ва Va'6 [x0— /г, хп +Л] учун

\Уп-Лх) — J(x )  | <  ~  ( 12)

тенгсизлик уринли булади.
(11) ва (12) муносабатлардан

А" Х

I \ [ f ( t , y „ - A t ) ) - f ( t J { t ) ) } d t ^ k -  -Д- I \d t I <

<-^ U  — х0| <  ^-к  =  г

булиши келиб чикади. Бу эса

lim { [/ (# ,* / „_ - , (/ ) )- / (/ ,/ (0 )^  =  0

Юкоридаги (6 ')
X

эканини билдиради.
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( 10') тенгликда, п—>~ оо да лимитга утиб топамиз:

1 i гп у„(х) =  Urn { у 0+  ( [ f ( t , y ( t ) ) ) — f ( t , J ( t ) ) ]d t  +

+  \ f ( t , J ( t ) )d t }  =  y 0+  lim \ [ f ( t , y n-\{t)) —J П-*- oo J

— f(t, J ( t ) ) ] d t +  ^ f ( t , J  ( t ) )d t =  y n+  ^f ( t , J ( t ) ) d t .
*0

Демак,
Jt

J (x )  = y 0+  ^f ( t , J ( t ) ) d t
X0

ва x =  xo да J(xo)=yo.
Шундай киЛиб, /(x) функция (2') тенгламанинг ечими, айни 

пайтда
y' =  f(x, у)

дифференциал тенгламанинг хам ечими эканлиги исботланди. Бу 
ечим бошлангич шартни каноатлантиради.

Энди топилган J (х) ечимнинг ягоналигини исботлаймиз. Теска- 
рисини фараз килайлик, (2') дифференциал тенгламанинг y =  J(x )  
ечими билан бир каторда, бошлангич шартни каноатлантирадиган 
иккинчи у - О (х )  ечими хам мавжуд булсин. (х £\хп— /г, xQ-\-h\ х =  хо 
да U (Х[)) — уо, J  (х) Ф  U ( х ) ) .

J  (х\ ва U (х) функциялар [хо — /г, х()+/г] да узлуксиз булганлиги 
сабабли \ ] (х )— U (х) | функция хам шу сегментда узлуксиз булади. 
Узлуксиз функцияларнинг хоссаларига кура [хо— h, xo-\-h] да 
шундай я'* нукта топиладики,

\J (х*) — U (х*) | =max|/(,v) — U (х) | = Л  (13)

булади.
Иккинчи томондан J  (х) ва U (х) функциялар (2') тенгламанинг 

ечимлари булганлиги учун
X  X

J  (X) =Уп+ \ f ( t j ( t ) ) d t ,  U ( x ) = y 0+  \ f ( t ,U ( t ) )d t
хо х0

булиб,

\ J ( x ) - U ( x ) \ ^ \  ^f(t, j ( t ) ) — f(t, U ( t )\ d t\ ^
xn

X

< k-\ J I/(/) - U ( t )  \dt\ ^ k - A \ x - x 0\^k-A-h
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viua
к-Л- h c A

0УЛНО ,
У (л ) — U'(x) | < А  ( Vv 6 [л-„ — /г, л'„+/г|

булади. Б\ эса (13) муносабатга знлдир.
13\ зиддиятнинг келиб чикишига сабаб ( 2 ) тенгламанинг ечими 

иккига буленн деб оликишидир. Лемак, .1 (х) функция (2 ) диффе­
ренциал тенгламанинг ягона ечими.

Теорема тулик исбот булди.
Исбот эти.п ан 1 еорема. I) нинг \ар бир ички (хи, у») нуктаеидан 

£/■' — / (х, у) тенгламаннш ягона интеграл эгри чизиги утншини 
и())очала иди.

Мазкур бобнинг кейинги параграфларида турли хилда!и (турли 
тиндагиI биринчи тартибли дифференциал тенгламалар ва уларни 
очиш билан шугулланамиз.

2- §. У31ЛРУВЧИЛАРИ А Ж  РАЛ  ЛД И ГАН Д И Ф Ф ЕР ЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМАЛАР

куринишдаги тенглама узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенглама дейилади. Бунда/| (х) функция (а, Ь) да,/- (у) функция эса 
(г. d) ораликда аникланган узлуксиз функциялардир.

Аввало (14) тенгламанинг баъзи холларини караймиз.
Г . (14) тенгламада f-2 (у) =  1 булсин. Б\ холда (14) тенглама

куринишда охлади. Равшанки, (14') тенгламанинг умумий ечими
y =  \f I (-V) dx -f С =  F (х ) + С

булади, бунда С ихтиерий узгармас сон, / (д ) эса fi(x) функция- 
нинг бирор бошлангич функцняси: F ' ( x ) = j  i(x ).

Агар (14') дифференциал генгламани

Ушбу
y' =  f I (х) ■ f'j (у) ( 14)

y' =  f\ (.V) (14')

бошлангич шартда карайдиган оулсак, унта
уп= I' (л'с) +  С,

яъни
С =  у и -- F ( A11 )

б\л иб,

у — F (А) +  уп — F (Хп) — у,| +  [F (А') — F (Ао) I =  Уп+  ̂/1 (х ) dx

б\. 1МДИ.
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Шундай килиб, берилган (14') дифференциал тенгламанинг 
бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими (хусусий ечими)

У =  У о+  \fi(x)dx

булар экан.
2°. (14) тенгламада [ , (х )  =  1 булсин. Бу холда (14) тенглама

y' =  h ( y )  (14")
куринишга эга булади. (14") тенгликда f2 (у) ф 0 булсин деб 
караймиз.

Агар
, dy

У = ~dx

эканини эътиборга олсак, унда (14") тенгликдан

^  Ы
ва ундан эса

dx -  1̂2(у)

булиши келиб чикади. Кейинги тенгликнинг хар икки томонини 
интеграллаб топамиз:

t cix= [ .du => х =  [ --- 1-С.3 3 /2 (у) 3 /, (у) ^

Демак,
y' =  h  (У)

дифференциал тенгламанинг умумий ечими
dyН/&+с

булади.
М и с о л . Ушбу

у' =  5 л/у
дифференциал тенгламанинг

у U = o =  25
бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими тогшлсиш 

Берилган тенгламани

1  =  4  у
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куринишда ёзиб им им из. Койингн тенгликдан

%  . dx
5 V У

булиши келиб чикади. Бу тенгликнинг хар икки томонини 
интеграллаб топамиз:

S ‘d« = x + c =-

=>- jr VУ =х + с  =>у= ~  (х + С)-’.

Ломак,
У=  г  u  +  c r '

каралаётган дифференциал тенгламанинг умумий ечими булади. 
Бошлангич шартга биноан х= 0  да у =  25. Шунга кура

2 5 = -f (0 +  С )2=ф-С =  2

булади.
Ломак, тенгламанинг бошлангич шартни каноатлантирувчи 

хусусий ечими

У =  f  ix +  2 )2

булади.
3е. Э н ;

У' — f | U ) -f‘2 (У ) 
дифференциал тенгламани караймиз. Уни куйидагича

U ) -fo (у)их

ёзиб оламиз. Бу тенгликдан, /■_, (у) Ф О  булганда

-d~  =/, (х) - dx !Лу) 1 1

булиши келиб чикади. Кейинги тенгликнинг хар икки томонини 
интеграллаб топамиз:

dy

Бу теиглик каралаётган
y' =  f I (х) ■f2(y ) 

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини беради.
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М п с о л. Ушбу
у' =  ху +  X +  у +  1

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини гоиинг.
Берилган П'пгламани куйидагича

- ^ = (х + Г )  ( V + l )  их

ёзиб оламиз. Бу узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенгламадир. Уни у Ф  — 1 деб ечамиз:

dlJ =  (х -f- I ) dx  ̂  ̂ (х !) dx -f- I ri С=> I п j у 4-11=-у-\

v -f 1 ) . , . . 1-j- I n L  =>- (у 4- 1 ) ■ e

=>- у 4-1 =  С ■ e - => у — С -e ' — 1.

Шундай килиб, бери.пан дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими

у =  С - е " 1 — 1

булади.
4 . Энди узгарувчилари ажраладиган генгламаларга келадиган 

баъзи дифференциал тенгламаларни караймиз.
Фа раз кил а йл и к,

у '= /(х, у) (2 )
дифференциал тенглама берилган булиб, бунда г и f(x, у) функция 
учун

/(/X, ty) =/(х, у) (15)
булсин. (Бу холда fix,у ) нол улчовли бир жинсли функция, 
(2 ) тенглама зса бир жинсли дифференциал тенглама1 дейилади.)

(15) тенгликда

t=  ' (хфО)X

дейилеа, у холда

/(.V,//)=/( I.

1 Дифференциал тенгламанинг бир жинсли деб аталиши /(х, у) нинг бир жинсли 
функция "эканлнгидандир.
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б у л и б , f  (х, у )  ф у н к ц и я  эса  —  нинг ф у н к ц и я с и  б у л и б  к о л а д и :

f(x, у ) =  ф

Натижада (2 ) дифференциал тенглама

(16)

куринишга келади. Бу тенгламани ечиш учун

--=и (и =  и(х))(и =  и(х))

деб оламиз. Унда
у =  и-х

я ьни
du . duу =и +х- - = и ~\-Х ■- гdx dx

эканлигини эътиборга олиб, сунг уни (16) тенгликка куйиб, ушбу

Кейинги тенгликнинг иккала томонини интеграллаб топамиз:

Бу тенглик берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечимини 
беради.

М и со л . Ушбу
, *2 + У2и = -- -—

ху

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини тоиинг.
Берилган тенгламада

тенгламага келамиз. Равшанки,
ц + х . . _ = ф  (и) = Ф (и) -«=►

x-du =  1ф(ы) -u] -dx=>- =  -7 - (ф(«) Ф и)■
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ntXt ty) =  ( M i t i M i  =  =  Z + J L = f{x, y)
1 V (/Jf) (ty) (2*t/ *«/

булади. Демак, каралаётган тенглама бир жинсли дифференциал 
тенглама экан. Куйидаги

у =  и-х (и =  и (х ) )

алмаштиришни бажарамиз. Унда
и '=  и-\~х-и'

б у л и б , ун и н г  у ч у н

булиб, берилган дифференциал тенглама ушбу

яъни

2 | 2 2 ' , , , X + и Xх ■ и (х ) -4- и = — 1---- .Л' • их

du 1
X -7- =  — dx и

куринишга келади. Бу узгарувчилари ажраладиган тенгламадир. 
Уни ечамиз:

du 1 . dxх —— =  — => и-du =  —  =>-ах и х

=>  ̂ udu =   ̂ => ^-=  In U ! +  1пС=>-

=>и2 — 21п|х- С |.

Бу тенгликдаги и нинг урнига — ни к\'йиб топамиз:X ~

\=2\п\х-С\ =>X
=>у2 =  2х2\п\х • С !.

Демак, берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими
у=\х\ ■ д/21п|JC-С |

булади.

3-§. ЧИ ЗИ КЛИ  Д И Ф Ф ЕР ЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР

Номаълум функция у =  у(х ) ва унинг у '= у ' (х )  хосиласига 
нисбатан чизикли булган

у' +  р(х) -y =  q(x) (17)

200



тенглама биринчи тартибли чизикли дифференциал тенглама 
дейилади. Бунда р = р (х ) ва q — q(x) лар (a, b)<ziR да аникланган 
ва узлуксиз функциялардир.

1°. Аввало (17) да q(x) =  0 булган хусусий холни караймиз. Бу 
хатда (17) тенглама ушбу

у' +  р(х)-у =  0 (17')
куринишга эга булиб, уни бир жинсли чизикли дифференциал 
тенглама дейилади (берилган (17) тенгламани эса бир жинссиз 
чизикли дифференциал тенглама дейилади). (17') тенглама узга- 
рувчилари ажраладиган дифференциал тенгламадир. Уни ечамиз:

У' +  Р (х) ■У =  0=>~/х =  — Р ( * ) -y=>df =  — Р (x)dx^- 

=>- In |у \ =  —  ̂ р (x)dx-\-\n\C\ =Ип| г/| — in | С| =

- \ Pi*)dx
=  —  ̂ p (x)dx=>- In \ J L \ = - \ p ( x )  dx=> y =  C-e S 

Демак, бир жинсли (17') тенгламанинг умумий ечими
— V р(х)(1х

у =  С-е з (17")

булади, бунда С — ихтиёрий узгармас сон.
2°. Энди

У' +  Р (х) ■y =  q (х )

тенгламанинг умумий ечимини топиш билан шугулланамиз. Бу 
тенгламанинг умумий ечимини топишда

У ~ С - е. А
p (x )d x

ифодадаги С ни а: нинг дифференциалланувчи функцияси С — С (х ) 
булсин деб караб, (17) тенгламанинг умумий ечимини

— \ p (x )d x
у =  С (х )■е 3 (18)

куринишда излаймиз. Равшанки,
— \ p (x )d x  -  \ p(x )dx

у ' =  С '(х)-е 3 — р(х)-С(х)-е J
Бу у ва у' ларнинг ифодасини (17) тенгламадаги у ва у' ларнинг 
урнига куямиз:

Sp (x )d x  — I p (x )d x  — V p (x )d x
- р (х )- С (х )- е  J +р (х ) -С(х) -е J — q{x).
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Натижада, С (х) ни топиш учун

У I  г )  • р J
яъни

p (x )d x
С'(х) -е J = q (x ) ,

* £ L _ , W . , S №№

дифференциал тенгламага келамиз. Унинг ечими

S \ р\Л .) ил.

q (х) • в J ' dx-\-C
p (x )d x

булади, бунда С\ — ихтиёрий узгармас сон. Топилган С (х) ни 
(18) тенгликдаги С (х) нинг урнига куямиз. Натижада,

-  \ p ( x ) d x (  \ p (x )d x  \
у =  е J +  C , J  (18')

булади. Бу (17) дифференциал тенгламанинг умумий ечими булади.
М и с о л л а р. 1. Ушбу

/ I 1У +~~У =  х

чизикли дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Аввало бу тенгламага мос бир жинсли тенглама

У ' + ~ У = о
ни ечамиз:

X

, I I „  dy . и » dy у du dxУ Н---У —  0=>—~  +  — =  0=^-- =  —  ----- =>■х dx х dx х у  х

=>-  ̂ д ~ =  ~   ̂ -̂ -=̂  In |у| =  — 1п|х| +  1пС=>- у- х = С  => у С

Демак, бир жинсли тенгламанинг умумий ечими
С

булади.
Энди бу тенгликда С = С (х )  деб

_  С (*) С '(х ) -х — С (х)
х ’ у  —  х2

ларни берилган тенгламадаги у ва у' ларнинг урнига куямиз: 
С ' ( х ) - х — С (х )  . ! С (лг) _

_  С ’ (х) _  С Ц 1 + С(х)_ ^ Х^ С ' ( Х )  = Х 2.
X X X
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С (х) — ^x~dx-f- С | =  "Ь С ,,

бунда С ! ихтиёрий узгармас сон. Демак, берилган. чизикл 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими

К е й и н ги  те н гл и к д а н  го п ам и з:

У ■
С (.г)

А' А \  3

бу. ■ : l.i!
2. Ушбу

у' -\- у =  ех 
чизикли дифференциал тенгламанинг

У  | jr = о =  I

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини топинг. 
Виз юкорида

У' +  Р(х)  — Ч (х )
тенгламанинг у м у м и й  ечими

ц- \ I г \.-«- dx

булишини курдик. Берилган дифференциал тенглама учун
р (х ) =  1, q (х ) =  ех

б у л и б ,

 ̂ р (л )dx - ] 

булади. Демак,
У +  У =  е

тенгламанинг уму ми и ечими

у =  е- ' [С ,+  ’ <■ ' |

булади.
Энди бошлангич шартдан фой шланнб, узгармас С\ ни топамиз:

I =  е " ( с  1 -)- -  е ' j  I — ту-

Демак, берилган генгламанинг бошлангич шартни каноатланти­
рувчи ечими

у =  е +  е 'h.v

б у л а д и



Ушбу
у' + Р ( х ) -y =  q {x )-ут ( 19 )

куринишдаги биринчи тартибли дифференциал тенглама Бернулли 
тенгламаси дейилади. Бунда р(х) ва q (х) — (а, Ь) да аникланган на 
узлуксиз функциялар, гп эса узгармас сон.

Равшанки, т  =  0 бу.п анда
у' +  р(х) ■ y =  q (х)

булиб, чизикли бир жинссиз дифференциал тенгламага, 
т =  1 булган да

у '+  \р(х) — q(x) \у =  0
булиб, чизикли бир жинсли дифференциал тенгламага келамиз.

Куйида т ф 0, т ф  1 деб караймиз. ( 19)  тенгламанинг хар икки 
томонини ут га ( у ф  0 деб) булиб топамиз:

~  +  Р(х)- У;- =  Ч (А) ,у у

яъни
у ~ ту' +  р(х) ■у 1 m =  q(x). ( 19 ' )

Кейинги тенгламада

4- §. Б Е Р Н У Л Л И  Т ЕН ГЛ А М А С И

алмаштириш бажарамиз. Унда
и ' = ( \ — т ) - у  "'у',

яъни

булади. Натижада (19') тенглама

~  +  ( \ — m )- p (x )- u = (\ — m )q (x )  ( 19")

куринишга келадн. Бу эса чизикли бир жинссиз дифференциал 
тенгламадир.

Шундай килиб. Бернулли тенгламаси (*) алмаштириш ёрдамида 
чизикли тенгламага келар экан.

Маълумки,
у' +  р(х) • у =  q (х) 

дифференциал тенгламанинг умумий ечими



булар эди. Шунга кура (19") тенгламанинг умумий ечими

-Л (i — m )p (x )d x \ (1— т)р(х)<1х
u =  e J  ̂ (1 — m)q(x) -е J + С

булади. и =  у 1 эканини эътиборга олиб топамиз:

J  (1 — т )  -q (x )•е
( I — т ) р { х ) dx +  С]Г

Бу берилган Бернулли тенгламасининг умумий ечимидир. 
М и с о л. Ушбу

У -~у- - х У

дифференциал тенгламани ечинг. Бу ап =2 булган Бернулли 
тенгламасидир. Берилган тенгламанинг ,\ар икки томонини — у2 га 
булиб топамиз:

-у ■У '+ ~ - У  = х

Кейинги тенгламада
и = у

алмаштириш бажарамиз. Унда
и ' = —у 2-у'

оулио, тенглама куиидаги

( 2 0 )

куринишга келади. Шундай килиб, Бернулли тенгламасини ечиш
(20) чизикли тенгламани ечишга келди. (20) чизикли тенгламанинг 
умумий ечими (18') формулага кура

и= е

=1*1 ~:i [с+ j
булади. Демак,

S J х '• с  ̂ X“'dx +  C [ с +  J x3e3'n,x'dx]

3dx]=\x\ - 3 [с  +  - ^  +  с ] = 4 +

4 Г  X  ̂I
V + —7 иг

Бундан

У =
7\х\

7 С, +х*\х\-

булиши келиб чикади. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечимидир.
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I Б и р и н ч и  тартибли ушбу
у' — f (х, у).

яъни

ъ Н 1х'У)
дифференциал тенгл.ама берилган булсин. Бу тенгламаии

— fix, у )dx +  dy =  ()
куринишда хам ёзиш мумкин. Бу хач умумийрок

Mix, у) dx -j— .V (х, у) dy =  О (21)
дифференциал тенгламаии карат масаласини юзага келтиради. 

Агар (21) тенгламанинг чаи томонидаги
М (.V, у ) dx +  ,\ ( .V, у ) dy

ифода бирор и(х, у) фуикциянинг тулик дифференциали, яъни
duix, у ) = М ( х , y)dx-\- N (х, y)dy

булса, у холда (21) тулик, дифференциал тенглама дейилади.
Айтайлик, (21) тулик дифференциал тенглама булсин. Унда

(21 ) тенглама -ушбу
du(x, у) =  О

куринишда ёзилади. Бундам эса
и (х. у) — С

булиши келиб чикади (С узгармас сон). Бу тулик дифференциал
(2 1 ) тенгламанинг умумий ечими булади.

Тулик дифференциал тенгламалар мавзусини урганишда, 
биринчидан гешламанинг чап томонидаги

/VI (л', у) tlx +  /V (х, у ) dy
ифода бирор и(х, у) фуикциянинг тулик дифференциал булишини 
аниклаш, иккинчидан ш\ и(х, у) функцияни топиш мухимдир.

2°. Айтайлик,
М (.V, у ) dx -f~ /V (х, у) dy =  О

тенглама берилган булиб, М(х, у) ва N (х, у) функцнялар D сохада 
(D czR 2) аннкланган, узлукеиз хамда узлуксиз

tlM I А\ // ) дМ (X. II)
(•у их

хусусий хосила.lapra -jvа булсин 
Агар D сохада

д М  (.V, у  >

О у

5-§. Т У Л И К  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т ЕН ГЛ А М А

дХ (.V, у) 
дх
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булса, у холда
М(х, y)dx-\- N (х, у) dy

ифода бирор и(х, у) функциянинг тулик дифференциали булади ва 
аксинча (бу тасдик кейинчалик, Грин формуласи ва унинг 
татбиклари баёнида келтирилади).

3°. Фараз килайлик,
М (х, y)dx-\- N (х, у) dy =  6

тенгламанинг чап томонидаги ифода бирор функциянинг тулик 
дифференциали, яъни М (х, у) хамда N (х, у) функциялар учун
(22) шарт бажарилган булсин. Энди масала шу функцияни 
топишдан иборат.

Изланаётган функция и(х, у) булсин. Унда бир томондаи
du(x, у )= М (х ,  y)dx-\- N (х, y )dy t

иккинчи томондан эса икки узгарувчили функциянинг тулик 
дифференциали таърифига кура

, . . д и (х ,у ) , ди (х, у) , 
dU {Х' У) =  ЛхЛ--- ду dy»

булади. Бу икки теигликдан
ди(х, у) . . .  . ди(х, у) . . .  

дх = М (Х’ У ) ’ ду =  N (х, у)

бу$ иши келиб чикадй 
Энди

ди(х, у) , ,  ,- ± Ж = М (х, у)

тенгликда у ни узгармас хисоблаб, унинг хар икки томонини 
л: буйича интеграллаймиз. Натижада,

и (х, у) = \М (х , y)dx-{-C(y) (23)
булади, бунда С (у) — ихтиёрий дифференциалланувчи функция. 
Сунг кейинги тенгликнинг иккала томонини у буйича дифференци- 
аллаймиз:

aJ 4 ? d ! L = j L  [J M (x ,y )dx  +  C { y ) ) = j -  ( \j M (x ,y )d x )+ C ' (y ) .  

Агар
ди(х, и) ,,  . ,V  л (Л\ //)

эканини эътиборга олсак, унда ушбу

С '(у ) + ~  (  ̂ М (х, у) dx) = N (x , у)
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тенглама хосил булади. Бу тенгламадан С (у) ни ант.'лаш 
натижасида каралаётган тулик дифференииал тенгламанинг ечими 
и(х, у) топилади.

4°. М и с о л л а р. 1. Ушбу
(2 ху +  Зу2) dx (х2 +  6 ху — 3y2)dy =  0

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу тенгламада

М(х, у) =  (2ху +  3у2), N(x, у) = х 2 +  6ху — 3у2
булиб,

— =-£- (х2+6ху — Зу2) =2х +  бу,

<2ХУ +  ЪУ2) = 2х +  6у

булади. Демак,
дМ(х, у) __ d N (х, у)

д у дх

Бу эса берилган тенгламанинг чап томонидаги ифода бирор 
функциянинг тулик дифференциали булишини билдиради: *

du(x, у) =  (2xy +  3y2)dx+  (х2 +  6ху — 3y2)dy.

Равшанки, ф

3̂  =  2xy + Zy\

iujt.ll) ^ x !+ es j)_ Зу» («*>

Энди
ди(х, у) „  , о 2—у х̂ - =  2ху +  3у2 

тенгликнинг хар икки томонини х буйича интегралл-аб топамиз: 

“ (х,у) =   ̂ (2xy +  3y2)dx =  2y -у + 3 у 2х +  С (у ) =

= х 2у-\-Зху2 С (у).
Бу тенгликдаги С (у) ни топиш учун

и(х, у ) = х 2у +  Зху2+ С  (у) (***)
ни у буйича дифференциаллаймиз:

(x2y +  W + c  (У ) )= х 2 +  Ьху +  С' (у).
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Демак, (**) муносабатга кура
х2 -\-Ь ху-\-С' (у) — х2 +  6ху — 3у2,

яъни
С '(у ) =  - 3 у 2

булади. Бу узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенглама- 
дир. Уни ечамиз:

С '(у ) =  — 3у 2̂  - j ^  =  - 3 y 2̂ d C (y )  =  - 3 y ady=>

=>C(y) =  - y 3+ C i.
Бунда C i — ихтиёрий узгармас сон. Топилган С (у ) ни (***) 
тенгликдаги С (у) урнига куйсак, унда

и(х, у) = x 2y +  3xy2 — y i +  C l
эканлиги келиб чикади.

Шундай килиб, берилган тенгламанинг ечими
и(х, у) =  х2у +  3ху2 — у3 +  С\=С,

яъни
х2 У-\-Зху2— у 3 — С*

булади. Бунда С* — узгармас сон.
2. Ушбу

2х (f тJx '2— y ) dx— -\Jх'2— у dy =  0

тенгламани ечинг.
Бу тенгламада

М(х, у) =2х(\ +  ^/х2— у ) ,  N (x ,y ) =  — ~\J х2— у

булиб,

ду ду V у

(х, у ) _  д 
дх дх

х2 У

л/х2- у

Демак,
д М (х ,у ) d N (x ,y )

ду дх

Бинобарин, берилган тенглама тулик дифференциал тенглама экан:

du(x, у) — 2х (1 +  ~\Jх'2 — у )dx— л/х2— у dy. 
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Иккинчи томондан
, , > д и ( х , у ) ,  . ди(х,ц ) , du (X, у) =  dx -f--- dy.

Бу тенгликлардан

^  =  2, ( |  +  у : ^ ) .

ди(х ,у ) 2

^ Г  =  - Ч Х - У

булиши келиб чикади.
Энди

^ _ 2* ( l  +  V ? ^ )

тенгликнинг х,ар икки томонини х буйича интеграллаймиз:

и (х ,у) =  \ [2х( \ +  л]х-+у ) ] dx =  \ (2x-\~2x~\Jх г— у )dx —

=  х2+ \ { х 2- у ) 3' 2+ С (у ) .

Бу тенгликдаги С (у) ни топиш учун
3

и(х, у) =  х2+ ~ ( х 2— у ) 2 +  С(у) 

ни у буйича дифференциаллаймиз:

д~'% У) =  1 ^ ( * 2+Т  (х2— у)'2+ С ( у ) ) =  — д/х2— у + С ' ( у ) .  

Иккинчи томондан
ди(х, у) I о
~A a T ~ = ~ S ^ ~ y '

Демак,

— л1*2 — у + С ' (у ) = — У *2—у.
Кейинги тенгликдан

С '(у ) =  О, С {у) — С\ — const

булиши келиб чикади.
Шундай килиб, берилган тенгламанинг ечими

3
и (Л-, у) =  х2+ ~  ( х 2 —  у )  2 +  С =  С ь  
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яъни
9

с*2 +  3 (Х‘ — У)

булади. Бунда С — узгармас сои.
5°. Урганилаётган дифференциал тенглама

М(х, у) dx-\-N(x, у) dy — О (21)

куринишда булиб, унинг- чаи томонидаги ифода бирор функциянинг 
тулик. дифференциали булмасин. Баъзи холларда шундай р(х, у) 
(функциями гопиш мумкин буладики, (21 ) тенгламани шу функцняга
купайтпришдан хосил булган

тенгламанинг чаи томоми бирор функциянинг тулик дифференциа­
ции а айланади:

du {х , у) — и (л-, у) -М (х , у) Лс +  ц (х, у) •/V (а , у) dy.

Одатда бундай ц (х, у) функция интегралловчи купайтувчи
дейилади.

Модомики.
(I (лг, у) •М (х, у) Лс +  р (х, у) •/V (х, у) dy

ифода бирор функциянинг тулик дифференциали экан, унда
(22 ) шартга кура.

it (х, у) ■ М (х, у) dx +  р (х, у) •/V (х, у) dy =  О

~~ [ц(х, у)-М(х, у) 1 =  -^ [и(*. У) ■ N (х, у)\

булади. Равшанки,

Унда

Я’ЬНИ

булади.
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Кейинги тенгликнинг хар икки томонини p(x, у) га булиб,
у) с?ц(лг. у)

М  (х, у ) ---^ ---- N(x, у) у)- -  ,\х(х,у) ц(лг, /у) с? х <?(/

су Н Г

диТх, У) дц(х, у)
ду __ <51пц (х ,у ) дх __  о 1 п (.1 (лг, у)

и (х ,у ) ду ' ц (х. у) дх

эканини эътиборга атиб, ушбу

М ( х  и ) d ln l*U . у ) ___N i x  и ) =  дА/(*.у) дМ (х ,у )  24
ду дх дх ду

тенгламага келамиз.
Шундай килиб, (21) тенгламаии тула дифференциал тенгламага 

айлантирадиган интегралловчи купайтувчи (л(х, у) (24) тенгламадан 
топилар экан. Бу тенгламаии ечиш анча машаккатли ишдир. 

К,уйида битта содда ходни караш билан кифояланамиз. 
Айтайлик, топиладиган интегралловчи купайтувчи факат х гагн- 

на боглик булсин: |я =  р(х).
Унда

булиб, (24) тенглама

д.М (х.у) d N (x ,y )
d 1п|.1 ( х ) __ ду дх

dx N (x ,y )

куринишга келади. Бу тенгламадан р(д-) ни топамиз:

д М (х ,у ) d N (x ,y )

d 1пц (х) =  — ——--- дх—  •dx=>
Л и, у)

д М (х ,у ) d N (x .y ) 

дМ (х ,у ) dN (х ,у )

ип " ,; 1 _ \ Vi / Л dx ->с  J  N (х, у)

>а(х) ~  С • е
■i V (

212



Хусусан, С =  1 булганда битта

,п (л) _ . 5

интегралловчи купайтувчига эга буламиз.
Ми с о л .  Ушбу

(х j- i f ) dx — 2xydy -= (l 

тенгламанн ечинг. Бу тенгламада

М(х, у ) — х-\-у', М(х, у) =  2 x1/

булиб,

<1 М ( х , ц I , <?/V(.v, Ч ) ,,
А„ = 2У'

булади:
д М (х ,у ) d,V (x,y) 

ду д»

Берилган тенглама тула дифференциал iciii.ia\i;i >.’;н 
ловчи купайтувчини топамиз. Аввало

д М (х ,у )  r/YV (.v, i/) 
ду дх

N(x, у)

х,и соблаимиз:

д.М(х, у) dN (x ,y )
ду дх 2у < 2 у)

N (x .y )  - 2x1/

Унда
<Лпц(л) _____ 2

dx \

булиб,
1пи(х) =  — 21 п | д'|, ji (л )

бу л а д и .
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Берилган тенгламани ii(x) =  -- га купайтиреак, у тула л
Х~

рен ни ал тен г л а м а га а йл a 11 а ли:

- !± £ d x - ^ - d y  =  0.
А- Л-

Бу тенгламанинг чан томонидаги ифода учун

х +  у . 2ху , I , ‘2xydit — i f  dx — - -dx —  -\-dil= - -«A---- 1 - =
Л*' V ' ' . r

=  d I n j a j — d =  d (hi | x | — j  

булади. Унда тенглама vlu6y

d ^1п | л'| — -- ̂  =  0 

куринишга келади. Бу тенгламанинг ечими

In |jc| -  —- =  1пС,X

яъни

А- =  С ■ е т
булади.

6-§. Д И Ф Ф ЕР ЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АНИ НГ МАХСУС ЕЧИМЛАРИ

1°. Б из мазкур бобнинг 2-§ иди

у' =  /(х, у)

дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги хамда яroi 
хакида теорема келтирган эдик. Бу теоремага кура, D =  {(.i 
6/?2: U  — хо\ ^ а ,  \у — уо\^Ь\ да:

1) у) фу.нкция узлуксиз,
2) иккинчи аргумент буйича Липшиц ш артни бажарса,

(2 ) тенгламанинг (хо, уо) нуктадан утувчи ягона интеграл эгри ч 
(ечими) мавжуд булади.

f(x, у) функция шу inapi ларниш бирини екн нккал 
бажармаса, унда (2 ) тенглама ечимга эга булиши мумкинми 
сана! тугилади. Мисоллар келтирайлик.

иффе-

( 2 ) 

1.1 и г и
■ у) 6

унда 
пзи г и

асини
деган
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I. Ушбу

дифференциал теигламани карай.чик. Бу тенгламада f(x , у ) —
— х- булиб, у (0, 0 ) нуктада узлуксиз эмас ( 1- шарт бажарилмайди).

Равшанки, V(x, у) £R2, (х, у) Ф  (х, 0) да

у' =  ~  => f x =  -у =►;ydy =  Xdx =м/2 =  х2 +  С

булади.
Демак, у2 =  х2 +  С тенгламанинг умумий ечимидир. Айни пайтда 

бер и л га'н те н г л а м а н и н г
у |,=о =  0

шартни каноатлантирадиган, яъни (0 . 0 ) нуктадан утадиган 
ечимлари мавжуд булиб, улар иккита:

у =  х, у =  — х

булади.
2. Ушбу

У '=  л/У

дифференциал теигламани карайлик. Бу тенгламада f(x, у) =
2

=  д/у булиб, f'y(x, у) — -у 3 булади. Ох укдаги нукталарда
(у — 0 булади) бу хосила чексизга айланади. Бинобарин, бундай 
(х, 0) нукталарда функция Липшиц шартини бажармайди. Берилган 
тенгламанинг V(x, у) £R2, (х, у) Ф  (х, 0 ) булган нукталардаги 
умумий ечимини топамиз:

1 _1_
У '— {jy=^-^=y '=>y dy =  dx=>~y '' = х  - С.

К,унидаги
у\х=с= О

шартни каноатлантирадиган, яъни (С, 0) нуктадан утадиган 
ечимлар ,\ам мавжуд булиб, улар
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3. Ушбу
у ' =  х +  \}у

дифференциал тенгламаии карайлик. Бу тенгламада f (x ,y )  =
з_

=  х-\- -\Jy булиб, Ох укининг нукталарида у иккинчи аргументи
буйича Липшиц шартини бажармайди.

Юкорида келтирилган мисаллардан куринадики, y ' =  f(x, у) 
тенглама ечимининг мавжудлиги хамда ягоналиги хакидаги 
теореманинг шартлари бажарилмаган нукталарда шу дифференци­
ал тенгламанинг ё ечими мавжуд булмайди, ёки бундай нукталар 
оркали тенгламанинг икки ва ундан ортик интеграл эгри чизиклари 
(ечимлари) утади.

Одатда дифференциал тенгламанинг бундай ечими унинг махсус 
ечими дейилади.

Демак, берилган (2) дифференциал тенгламанинг махсус ечими 
шундай эгри чизик эканки, у биринчидан (2 ) тенгламанинг интеграл 
эгри чизиги булади, иккинчидан эса бу чизикнинг хар бир нуктасида 
мавжудлик теоремасининг шартлари бажарилмайди.

Фараз килайлик,
y '= f (x , у) 

дифференциал тенглама берилган булиб,

F(x, у, С) = 0  (25)
унинг умумий ечими,

У =  Ч’(х)
эса топилиши лозим булган махсус ечими булсин.

Унда хар бир (*о, уо) £ D нуктадан (бунда //0 =  ф(дго)) (2) тенглама­
нинг хеч булмаганда битта интеграл эгри чизиги утади. Шунинг
учун

F (x о, г/о, С) = 0

булади. Бу муносабатдаги С олинган ха га боглик: С — С(х0). 
Умуман, х0 ни ихтиёрий х дейилса (хо =  х), унда

F(x, у, С (х) ) = 0
булади. Ошкормас функция хосиласини хисоблаш коидасидан
фойдаланиб топамиз:

F'x +  F'y.y ' +  F ' . C  =  0. (26)

Иккинчи томондан (2 ) тенгламанинг умумий ечими

F(x, у , С) = 0
ни дифференциалласак,

F'x +  F'y-y' =  0 (27)
б у л а д и .
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(26) ва (27) муносабатлардан

F'c =  О

булиши келиб чикади. Бу тенглама (2) дифференциал тенглама 
махсус ечимидаги нукталар учун уринли булади.

Шундай килиб,
Г F (x , у, С) =  0,
1 f;.= o

тенгламалардан С ни йукотиш натижасида берилган тенгламанинг 
махсус ечими келиб чикади.

М и с о л. Ушбу
у' =  ал/1 — у2

дифференциал тенгламанинг махсус ечимларини топинг.
Бу тенгламада

f(x, у) =  х^\ — у1

булиб, (л;, — 1) хамда (х, 1) нукталарда Липшиц шарти бажарил- 
майди.

=  {(дс, y ) d R 2:(x, у ) Ф ( х ,  — 1), {х, у ) Ф ( х ,  1)} да берилган 
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топамиз:

У' =  * V 1 — У7 х л/1 — у2

=>- =  xdx=^arcs\ny=^— С =>- у — sin С )

Демак,
у =  s in (^ - C )

тенгламанинг умумий ечими.
Берилган тенгламанинг махсус ечимларини топиш учун, унинг 

умумий ечими

F(x, у, С) = у  — s i n ^ — с )= 0  

да С =  С (х ) деб(С буйича хосиласини хисоблаймиз:

Fc =  (у — sin (■j  — С ) )  =  cos( y  — С )  =  °-
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F(x, у, С) = у  — sin (~  — су= 0 .
Э н д и

F ;- c o s ( ~ - C  Ь О

дан С ни йукотамиз.
Агар _________

sin( | 2_ C)=± д/Г- cos2 (f-  С ) = ± 1
булишини эътиборга олсак, унда

У = ±  1
эканини топамиз.

Демак, у =  — 1, у =  1 берилган тенгламанинг махсус ечимлари
экан.

7- §. Х.ОС ИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИЛМАГАН БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 
Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР

Маълумки, биринчи тартибли дифференциал тенглама умумий 
куриниши

Ф ( х , у , у ' ) =  0 (28)
булади.

Мазкур бобнинг аввалги параграфларида хосила у ' га нисбатан 
ечилган

y' =  f(x, У)

тенгламани карадик ва ургандик. Шуни айтина керакки, купинча 
кейинги тенгламанинг ечими ошкормас функция куринишцда 
топилди. Бундай вазият (28) тенгламага нисбатан хам руй беради. 

Ушбу параграфда
Ф  (х, у , у') = О

тенгламани урганар эканмиз, аввало унинг ошкормас хамда 
параметрик куринишдаги ечимлари тушунчасини эслатиб утамиз. 

Агар
F (х, у) =  О

тенглама у ни х нинг функцияси сифатида аникласа ва бу функция 
(28) тенгламанинг ечими булса, у холда

F (х, у ) =  О

(28) тенгламанинг ошкормас куринишдаги ечими булади.
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A ' rip.v =  «,• '(/).//=((•(/) функции.lap (а ,  Р ) да аникланган, узлуксиз 
хамда узлуксиз <(>'(/), ^ '(/) хосилаларга эга булиб,

оулсл

(28)
К;

до б,
Ч'(«,

Р

IIJ у н 1

Кейн;

du

Б\ 
Ш 

нисба 
цна.1

Э|

те игл

ф (.р « > . ♦ « ) .  % ) - »

\ холда
А' =  ф ( / ) , 
у =  ф(/)

генгмаманнмг параметрик куринишдаги ечими булади. 
[ралаётган тенгламада

■V =  Ч ( «, V), 
у =  \р(и, V),
у' =  X (и, V)

уни параметрик куринишда ифодалаймиз, бунда ц{и, и),
о) хамда х(«, t1) дифференциалланувчи функциялар.
: шпанки,

djK= y '  =>- dy — y'-dx.

I эътиборга олиб топамиз:
du — y'-dx =Ф- (7|||(//, у )] =  х(н, С1 ) -d |ф(«, см] =>

+  ; ' .dv =  t ( u , v ) .  № ± » l d u + * } i ^ v ] ^  
о и и v ' 1_ ди dv J
(Ь[{ы,и) , o»|-(w, :') dv _ Гг?ф(м, t1) . n^ iu.v) dv "I> - _ --у (//, 'J ) . -- - ---j----- ------- —

(/// r/e.' du |_ du ov du J

dvif TcMuviпкдмн ни тонами:*:
du

' - / (« ,  о  • ]= x(u , v ) .
/>v v r>t' J * <iu о  и

(h\-[u,v) d\\i(u,v)
/ Л и ,  c’ ) * ; - •-«С _ <}U OU

du (h\Uu,v) du>(u,v)— /An, v )---
(> V (> V

хосилага нисбатан ечилгаи дифференциал теигламадир. 
ундай килиб, (28) дифференциал теигламани ечиш хосилага 
тан еч и.1 гм н генгламапи ечиш га келар экан. (28) дифферен- 
тенглама хар доим хам ос он ечилавермайди.
!дн баъзи хусусий холларни караймиз.

Айтайлик,
' 1 > (А", у, у') = 0  

пмани х га нисбатан ечиш мумкин булсин:

x =  f ( y , y ' ) .  (2 9 )
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Г)у хо.-! ча и ва v мараметрлар сифатида у ва у' =  р (и = у , v = y ' )  
олнпади I. \ in dy =  y'dx генгликдан фойдаланиб топамиз:

dy =  pd |/</у. р) I •> d y - p  [~ l(gyP) dy *

I < V (! I■ Р )  J  1 1 _  d j ( y , p )  d f ( y , p )  d p

|ip  I p  d y  d p  d y '

\.i ' 11-1 л; .mi дмфферешш.ал тенгламани ечамиз. Фараз килай- 
лнк, . 1 i,. : ■ Vi. 11111111 ечими /-'(у, p, c) = 0  булсин. Унда

F{y, p, с ) = 0 , x =  f ( y , p)

лар i.i•: . пи йукогиб, каралаётган дифференциал тенгламанинг
ечи "■ ii i . i ■;' ! I . 1  ii i.

Э < ! , \i i (29) U'litviiiMHHHHi хар икки томонини у буйича дифферемциаллаш
HriTH Ж .I- ! 1,1.;i

1 'Vly-P) _J_ dj(y-P) dp
P 'hi dp dy

Г ' i l l  " , i  к 11 I f '\ v i;i  U l.

, , I f .  , d f iy . S )  d f (y .y ')  ,' -' I :/ '/■ i - tlx — (/ I/ (//, /у ) I u.v =  -- ----- dy-1------- ----at/ =>-Of/ • rty

>U, tl , r r  " h ! L I " d ; :dy ' dp

dy — y'dx =>■ dy — p 'dx

i . '</!//. /') _j_ '>/<;/, p] dp 
/' ,3P dy

M  и г i ) . i .Ушбу

л - ln ^  = 0У
. I si фф( ■ j и ’ i 11 i! i; i.i генгламанп ечинг. 

ii\ i -mi ламала
Ф (х , /у, г/7) =дг — In—= 0

- ~ // 

м а м а  л- i а нисбатан ечилади:

* =  ln^. </
К ей I! 111 i гепгла.мада i f  =  p Деб,

x =  I n - =  I n | p i — 1 n I у I
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булишини топамиз. ЕЗу тенгликнинг хар икки томонини дифференци- 
аллаб,

dx =  -dp-- [-di/Р у
с унг

dy =  y'dx =  p-dx

эканини хисобга олиб, du =  p(--dp-- 1 du яъни —  1-р=\ тенг-\р у J  /> dy у г

лама га келамиз. Бу биржинсли булмаган чизикли тенгламадир. 
Унинг умумий ечими (18') формулага кура

dy],р = е  

р =  е

[ с  +  $е

dy

яъни
р =  \у\ (С+\п\у\)

булади. Энди

р =  \у\ (С+ \п\у\), 
х = 1п|р| — \n\y\

муносабатлардан р ни йукотиб (бунда In j р\ =  In ! у \ +  In | с +  In \у | | 
эканини эътиборга оламиз),

х — In |с-(- In | у \| ёки ех =  |с+  In \у \ I

булишини топамиз. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечимидир.

2°. Айтайлик, Ф (х , у, у') =  0 тенгламаии у га ниебатан ечиш 
мумкин булсин:

y — f (x> У')- (30)

Бу холда и ва v параметрлар сифатида х ва у' =  р (и — х, v =  y ') 
оли над и. Сунг

У =  [(х, Р) 

ни дифференциаллаб топамиз:

y =  f{x, р) =>dy =  d [f (x , p)]=>dy =
dx± V S b P ]-dp.

dx dp
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Кейинги тенгликдан

d y __ ОЦх.р) , д Ц х .р ) dp
dx 0 х ilp dx '

ЯЪНИ

_  дЦ х , р) . дЦ х .р ) dp
Р  дх dp dx

о vл 11111 и келиб чикади.
Фараз килайлик, (30') дифференциал тенгламанинг ечими 

F (x , р, с ) — 0 булсин. Унда

F(x, р, с) =  0 , y =  f (x , р)
лардаи р ни йукотиб, каралаётган дифференциал тенгламанинг 
ечимига келамиз.

М и  сол.  Ушбу
У,' - У ' - х - у + ~  =  0

дифференциал тенгламаии ечинг.
Бу тенгламада

Ф {х, у , у ' ) =  у '1 — у '■ X — у +  х- =  0 

булиб, у тенглама у га нисбатан ечилади:

/2 / I ^У =  У - У  -Х+

Кейинги тенгламада у' — р деб, унинг х,ар икки томонини диффе­
ренциал лай миз:

У =  Р 2 — р х + Хг

dy =  d(p2 — рх- \ - j  =  2pdр — A-t/р — pdx + xdx =

- ( 2р — x)dp— (p-x )dx .
Энди dy=y'-dx — p-dx булишини эътиборга олиб топамиз:

pdx= (2р — x)dp— (р — x)dx => р — (2р — х) ~р~ — р +  х =>

=> ( 2р - х )-  ~р- =  2р — х £ = 1  (2р — х ф 0 ).

Равшанки,
dp _  | 
dx

тенгламанинг ечими р =  х +  С булади.
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Юкоридаги у =  р2-рх-\-~  хамда р = х + с  тенгликлардан р ни 

йукотиб топамиз:

у =  (х-\-с) 2— (х-\-с)х-\-— =  — Сх-\- С2.

Бу берилган тенгламанинг умумий ечими булади.

8- §. Л А ГР А Н Ж  ТЕНГЛАМАСИ

Ушбу
у =  (р ( у ' )-х +  ^ (у ')  (31 )

куринишдаги дифференциал тенглама Лагранж тенгламаси дейила­
ди, бунда ф ва ф лар дифференциалланувчи функциялар.

Бу тенгламада у' =  р деб, сунг унинг хар икки томонини х буйича 
дифференциал л аймиз:

у=<р(р) -х +  ц>(р), 
dy =  dfo(p) -х +  ф(р)] =  ф(р) -dx +  x-d(p(p) +dty(p) =  

=  ф (р )  ■dx +  x-4>'(p)dp +  y'(p)dp.

Натижада

^ = ^ p ) + X -4>'(P ) - ~ + V ( p ) ^ ,

яъни

р =  ф(р) +  [х-ф'(р) +  V (p ) ' ]  ^

тенгламага келамиз. Бу тенгламада х ни номаълум функция, р ни 
эса унинг аргументи сифатида караб, уни куйидагича ёзиб оламиз:

dx _  х-ф'(р) + Ц '(р ) dx у '(р )  ф'(р )
dp р — ф(р) dp ф ( р )— р р — ф (р )' ^

Шундай килиб, Лагранж тенгламасини ечиш

( у ( р ) - р ф 0 )
dp ф { р )- р  Р - Ф ( Р )

чизикли теигламани ечишга келади. Айтайлик, бу чизикли 
тенгламанинг ечими F(x, р, с) = 0  булсин. Унда

( F(x, р, с) =  0

1 У =  Щ { Р ) + Ц (Р )
система Лагранж тенгламасининг параметрик куринишдаги ечими­
ни беради.
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М и с о л. Ушбу

у =  2ху' +  \пу'

дифференциал тенгламаии ечинг. Бу Лагранж тенгламасидир. 
Берилган тенгламада у ' =  р деб, уни куйидагича

у — 2хр-\-\пр (32)
ёзиб оламиз. Кейинги тенгламанинг хар икки томонини дифференци- 
аллаймиз:

dy =  d(2xp-\-\np) => у '• dx =  2pdx +  2xdp +  -^dp =>- 

=> p-dx =  2pdx-\-2xdp-\-~<lp.

Натижада,
n dx___n ___ j_ d̂ ____ a *_____L_

dp p ’ dp p p2

тенгламага келамиз. Бу x га нисбатан чизикли дифференциал 
тенгламадир. (18') формуладан фойдаланиб чизикли тенгламанинг 
ечимини топамиз:

х =  е ' [с  + ’ ’ "dp e*"'dp )=

Топилган х ни (32) даги х пинг урнига куямиз:

«/=2Р ( ^ — i } f i n P = in / > + ^ - 2.

Натижада, берилган дифференциал тенгламанинг

_  С___1
~  Р2 Р ’

У =  1пр +  у  — 2 

параметрик куринишдаги ечими келиб чикади.

9- §. К Л ЕРО  ТЕНГЛАМАСИ

Ушбу
у= х -у ' +  у (у ')  (33)

куринишдаги дифференциал тенглама Клеро тенгламаси дейилади, 
бунда ty(y') дифференциалланувчи функция.
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Клеро тенгламаси Лагранж тенгламасининг ср( у ' ) — у' булган
хусусий холидир.

(33) тенгламада у' =  р деб оламиз. Унда (33) тенглама
y — px-\-ty(p) (33')

куринишга келади. Бу тенгликнинг хар икки томонини дифференци- 
аллаб топамиз:

У =  Р-х +  Ц(р) =>- dy =  d(px +  tyiP) ) =►
=> у '-dx =  x • dp pdx-\-ty'(p)dp =>
=*- р -dx=x-dp- \ - p d x (р) dp =>

=>■ x-dp-j-\p'(p)dp =  0 => fc +  ̂ 'Cp) ]dp =  0.
1) dp =  0 булсин. У холда p =  C — const булади. Бу топилган 

р нинг кийматини (33') тенгликдаги р нинг урнига куйиб, Клеро 
тенгламасининг умумий ечимини топамиз:

у =  С-х +  ф(С) .
(33) ва (33') муносабатларни солиштириб, (33) тенгламадаги у ' нинг 
урнига ихтиёрий узгармас С ни куйиш натижасида Клеро 
тенгламасининг умумий ечими хосил булишини курамиз.

2) х +  \|/(р) = 0  булсин. Бу тенгликдан х =  — гр'(р) булиши келиб 
чикади. Топилган х нинг бу кийматини (33) даги х нинг урнига 
куямиз:

у = ( — г|/(р)) -р +  у (р ) =  — рЦ'(р) +  гр(р).
Натижада берилган дифференциал тенгламанинг

'х =  — г|/(Р). 
y = — p-V (p )  + Ф (р )

параметрик куринишдаги ечими келиб чикади.
М и с о л. Ушбу

У= *У ' +  ~

дифференциал тенгламани ечинг. Бу Клеро тенгламасидир. Унинг 
умумий ечимини тенгламадаги у' нинг урнига ихтиёрий узгармас 
с ни куйиш билан топилади:

y=zC‘x +  l t c '
Берилган тенгламада г|з(у ') =  - Jr  булиб, г|/(р) = ----- булади. Шу2 р
сабабли

ЛГ= — \J/(p)
тенглик

1
2 Р2

куринишга келади.
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Унда
х =  — j

2 р-

y = p x + ip
берилган тенгламанинг параметрик куринишдаги ечими (махсус 
ечими) булади.

10- §. ОШКОРМАС КУРИ НИ Ш Д АГИ  БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 
АЙРИМ Д И Ф Ф ЕР ЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР

Энди
Ф ( х , у , у ' ) = 0  (34)

дифференциал тенгламанинг чап томонидаги Ф (х , у, у') функцияда 
айрим аргументларнинг ошкор куринишда катнашмаган холларини 
караймиз.

1 °. (34) т е н г л а м а д а  х в а у  л а р  к а т н а ш м а с и н .  Бундай 
холда (34) тенглама куйидаги

ф ( у ' ) = 0  (34')
куринишга эга булади. Айтайлик,

у' =  а {a — const) (34")
булсин.

Унда (34") тенгламанинг ечими ах + с га тенг:
у =  ах -f- с.

Бу тенгликдан эса а =  - — - булиши келиб чикади. Демак,

ф (у') = 0  тенгламанинг умумий ечими ф^ у  ̂с J = 0  булади.
М и с о л. Ушбу

(у ' )6- 3 ( у ' ) 3 +  у '2+ у ' - 7  =  0 
дифференциал тенгламаии ечинг. Бу тенгламада

ф (У') =  (У' ) 6- 3 (У ')3+ (У ') 2 +  У' ~ 7 
булади. Юкорида айтилганга кура берилган тенгламанинг ечими

1

Ф
яъни

(» = £ )• - з ( ^ £ ; + ( ^ ) ч ^ - 7 = о
булади.

2°. (34) т е н г л а м а д а  у к а т н а ш м а с и н .  Бундай холда
(34) тенглама куйидаги

ф(х, у') = 0
куринишга эга булади. Бу тенгламаии t параметр киритиш билан

х =  ф (0 , у' =  у  (t)
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иккита тенгламага алмаштирилади. Бунда dy =  y'dx эканини 
эътиборга олиб топамиз:

dy =  y'-dx=>dy =  \|з ( t)-d (ф(/))=>- 
=>dy =  ф (/) -ф'(0 -dt=>y=\ty ( t ) -ф'(О dt-\-C.

Натижада,
/л- =  ф (О ,

1 у =  5̂  (О • ф7 (0  ^  +  С
системага келамиз. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 
параметрик куринишдаги ечими булади.

М и с о л .  Ушбу

[у') —у' — х — 1 = 0  (35)
дифференциал теигламани ечинг.

Бу тенгламада у узгарувчн катнашмайди. Агар параметр 
t сифатида у ' олинса,

t= y '.
унда бир томондан (35) тенгламага кура

x =  t3 — t — 1,
иккинчи томондан эса

dy =  y'dx=>dy =  t ■ d (t3 — / -
3,4 I

; и i=?-y =

булишини топамиз. Натижада
=>dy =  t { ‘i t 2— 1) dt=>y =  —tA— -/L’+ C

fx — t3— / -

V-l'1- i'!+c
система хосил булади. Бу берилган тенгламанинг параметрик 
куринишдаги ечимидир.

3°. (34) т е н г л а м а д а  х к а т н а ш м а с и н .  Бундай холда
(34) тенглама куйидаги

Ф  (у, у') = 0
куринишга эга булади. Юкоридаги 2°- холга ухшаш, бу тенглама- 
ни / параметр киритиш билам

у =  ф (/), =  (/) 
иккита тенгламага айлаитирилади. Бу холда Хам

dy— y'dx 
эканини эътиборга олиб топамиз:

y'dx И*■ — riv— liti.и *



Натижада,

(*= Sfsf"+C
1у= ф (/)

системага келамиз. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 
параметрик куринишдаги ечими булади.

М и с о л. Ушбу
(у ')5+ ( у ' ) 3 +  у '- у  +  5 =  0

дифференциал тенгламани ечинг. Бу тенгламада х узгарувчи 
катнашмайди. Агар параметр t сифатида у ' олинса:

t= y \  
y = f + t 3+ t + 5

булиб,

dy — y'dx=>dx — — ■ => dx =  --  ^ 1 + r>) =>. 
у t

=>dx =  (bt ĵdt =►

=^x =  - / 4-|--/■-)-In | /1 -f-C 

булиши топилади. Натижада

p  =  ̂ 4H-~^,-f-ln UI +  с,

(y =  /5+ / ;,+  / +  5
система хосил булади. Бу берилган тенгламанинг параметрик 
куринишдаги ечимидир.



9- Б О Б

И ККИ Н Ч И  Т А РТИ БЛ И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

1-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АНИ НГ 
УМУМИЙ КУРИ НИ Ш И

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумий курини- 
ши куйидагича

Ф (* . у, у', у " ) = 0  (1)
булади. Бунда х — эркли узгарувчи, у =  у(х) — номаълум функция, у' 
ва у "  лар эса номаълум фуикциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 
хосилалари.

Масалан, ушбу
1) У У " - У ' 2= О,
2 ) У " =  ~X
3) х2- у - у "= (у  — ху ')2,
4) у " - 3 у ' - 2 у  =  4х2

тенгламалар иккинчи тартибли дифференциал тенгламалардир.
( 1) тенгламанинг баъзи хусусий холларинн караймиз.
1°. Ф а р а з  к и л а й л и к ,  ( 1 )  т е н г л а м а д а  у к а т н а ш ­

м а с и н :
Ф(х, у', у " )= 0 .  (2)

Бу холда у' — р алмаштириш натижасида у "  =  р' булиб, (2) тенгла­
ма Ф (х , р, р') ==0 — биринчи тартибли дифференциал тенгламага 
келади.

М и с о л. Ушбу
у " - ± у '  =  0

дифференциал тенгламаии ечинг.
Бу тенгламада у' =  р деб оламиз. Унда у "  =  р' булиб, берилган

/ 1 Л dP I Г\тенглама куйидаги р — —р =  0 , яъни — ---—р =  0 тенгламага ке­

лади. Уни ечамиз:

= ^  =  ̂ = И п |р |  = ln|x| + ln C f * p  =  Ci-x.
dx х р х

х2
Демак, р =  у' =  С\-х. Кейинги тенгламанинг ечими у =  С г~-+ С 2 

булади.
Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг умумий 

ечими:

У — С —(- С 2- 
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2°. Ф  а р а з к и л а й л и к ,  ( I ) т ен г- л а м а д а х у з г а р у в ч  и 
к а т и а ш м а с и н :

Ф  (у, у', у " )  =  0.
Бу холда у' =  р алмаштириш бажариб, р ни у нинг функцияси 
сифатида каралса, унда

„// _  _  Ае  _  А ч . A l  — A lL. и' — п ■
dx dx dy dx dy dy

булиб, берилган дифференциал тенглама куйидаги

Ф(У'Р'^)=°
биринчи тартибли дифференциал тенгламага келади.

М и с о л. Ушбу
У - У "- У ,2 =  0 

дифференциал теигламани ечинг.
Бу тенгламада и' =  -,-- =  р дейилса, унда и " — р ■--- булиб, бе-dx r dy

рилган тенглама куйидаги У щР ~ ^ — р2 =  0 куринишга келади. Ке-
йинги теигламани ечамиз:

dp ■> „  dp duу-р-~- — р~= о, = --- > -  —
“ У  (Р ф  о) Р  У

=Ип | р \ =  In | у\ +  lnCi=s-p =  С| • у.
Энди р =  у' эканини эътиборга олеак, унда

у '— С 1 •у
тенглама хосил булади. Уни ечамиз:

у ' =  С , ■ у=►- f '  =  С , • =  С , • d х=>V 1 J  dx У

=>!п | у\ — С, -х-\-1 пС 1 п | | =  С, -х=>у =  С2-е

Шундай килиб, берилган тенгламанинг ечими

У =  Со-е
булади.

2- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ Х.ОСИЛАГА НИСБАТАН 
ЕЧИЛГАН ТЕНГЛАМ АЛАР

Айрим х,олларда
Ф (х , у, у', у " )  =  0 

теигламани у "  га нисбатан ечиш мумкин булади:
y "  =  f (* . У, У')- (3)

Одатда (3) тенглама иккинчи тартибли уосилага нисбатан ечилган 
дифференциал тенглама дейилади.

С, X
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( 1), (3) дифференциал тенгламаларнинг ечими тушунчалари 
аввалдагидек киритилади.

Фараз килайлик, (3) тенгламадаги f(x, у , у') функция (учта 
узгарувчининг функцияси сифатида) R 3 фазодаги бирор D сохада 
аникланган ва узлуксиз булсин.

1- т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас мусбат N сони мавжуд 
булсаки, ихтиёрий (х, у, y ')^ D ,  (х, у , у7) € D нук,талар учун 

|f(x, у , y ' ) — f(x, у, y>) \ ^ N ( \ y  — y\ +  \y' — y>\)
тенгсизлик бажарилса, у холда f(x, у, у') функция D сох,ада у ва у' 
узгарувчилари буйича Липшиц шартини бажаради дейилади.

(3 ) дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги хамда 
ягоналиги хакидаги теоремани исботсиз келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Агар
y "  =  f ( х, у, у ')  

тенгламада f(x, у, у ')  функция
/) =  {( х, у, y ')£ R 3:\x — дс01 \у~Уо\^Ь ,  \y' — yb\<ib) 

да узлуксиз булиб, у ва у ' аргументлари буйича Липшиц шартини 
бажарса, у холда (3 ) дифференциал тенгламанинг [ — h, хь -(- Л] да
(  h— mill (а, —, M  — maxf(x, у, (/)) бошлангич

У \ Х = Х0== Уо> у !дг = дг0:= 1/0 

шартларни цаноатлантирадиган ечими мавжуд булиб, у ягона 
булади.

Энди (3) дифференциал тенгламанинг баъзи хусусий холларини 
караймиз.

1°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  унг  т о м о н и д а г и  
ф у н к ц и я  фа к а т  х га б о f л и к б у л с и н :

У" — f (х ) ■ (4)
Агар у "  — эканини эътиборга олсак, унда (4) тенглама у' га

нисбатан биринчи тартибли ушбу

тенгламага келади. Равшанки, бу тенгламанинг ечими

у '=  ^f(x) dx +  C ,
булади.

Кейинги тенгламадан топамиз:

dy=  ( ^f(x)dx +  C l)dx=>y =   ̂( \j f(x)dx +  C l)dx-\- 

+  С 2=> (/ =   ̂  ̂/ (х) dx) dx +  С ̂ dx  -f- С 2=>-

=>-у — (x)dx)dx-\- C,x-f- С г, 
бу ерда С |, Сг — ихтиёрий узгармас сонлар.
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Шундай килиб, y "  =  f{x) дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими:

у =   ̂ ( (х) dx) dx-f-С |Х-f- С2.

М и с о л. Ушбу
у "  =  хех

тенгламаии ечинг. Бу тенглама куйидагича ечилади:

ц" — хел=ф- — х-е,:=>dи' =  хе ‘dx =>J  dx v

=>y' =   ̂ +  С  f ^ y '  =  x e x—  e'-f- С  =>- 

=>-dj-  =  xex— e '+  С j=>dy= (xex- e x-\-C\)dx =>

= > y =   ̂ (x e x—  ex-|-C,)rfA +  C 2= ^ y=  ( *  — 2 ) ^ + C , x +  C 2.

2°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у нг  т о м о н и д а г и  
ф у н к ц и я  ф а к а т  у га б о г л и к  б у л с и н :

у " — f ( y)  - (30
Бу тенгламаии ечиш учун унинг хар икки томонини 2y'dx га 
купайтирамиз:

2y'-y"dx =  2y'-f(y)dx.
Агар 2у' • y"dx =  d ( y ' )2, y'dx =  dy булишини эътиборга олсак, унда 
кейинги тенглик ушбу

d (y '2)= 2 f (y )d y  
куринишга келади. Бу тенгликнинг хар икки томонини интеграллаб

У 1= 2 ^  (У) d y + C t ,
ЯЪНИ

У ' = ^ \  f(y )dy  +  C t

булишини топамиз. Натижада, узгарувчилари ажраладиган диффе­
ренциал тенглама хосил булади. Уни ечамиз:

dy
dx~ =  ~dy +  C l=>dy =  л/ 2  ̂ f (У) dy-\- С idx=>

=>-- -j ■ dy =■ dx =>- ( —  “''?i -----=  x +  С 2-
- \ j2 ^ f  (y )  dy +  C l ^ j ^ f ( y ) d y + C x

Демак, (3') тенгламанинг ечими

\~rT^L==~ =x+° 2Д/2  ̂ f (у) dy+ct
булади.
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М и с о л. Ушбу
У" — У

дифференциал тенгламанинг
Уо1̂ =о= 1> Уо1̂ =о= 0

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.
Берилган тенгламанинг хар икки томонини 2y'dx га купайти- 

рамиз:
2 y'y"dx =  2 у y'dx.

Равшанки,
2у' -y"dx =  d (y '2) , y'dx =  dy.

Унда кейинги тенглама d (y '2)~ 2 y d y  куринишга келади. Бу 
тенгликнинг хар икки томонини интеграллаб топамиз:

у'~ = 2-тр+С1 = у2-\-С1.

Бошлангич шартга биноан 0=  1 +  С\, яъни С\ =  — 1 булади. Демак,
У'2 =  У2- 1. (5)

Энди (5) дифференциал теигламани ечамиз:

У'2
+ л/у2- 1

_=Ип|у +  л] у 2— 1 | =  ± х  +  С2.

Яна бошлангич шартга кура In | 1 +  д/1 — Г| = 0 +  С2, яъни С2 =  0
булади. Демак, 1 n |у-\- \jу 2— 1 I =  ч-х. Бу тенгликдан

у-\-л1у2— \ — е ±х ва ундан ---- - = =  е+х булиши келиб чика-
у+ л! у2-\

ди. Махражда иррационалликдан кутулиш натижасида

У

\j у 2— 1 = е^х хосил булади. Натижада у-\- д/у2— 1 = е ±х, 

~\Jy2 — 1 = е ^ х булиб, улардан у — --у— булишини топамиз.2
Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг бош­

лангич шартни каноатлантирадиган ечими
ех +  е ~ х

У=  2
булади.

3°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у нг  т о м о н и д а г и  
ф у н к ц и я  ф а к а т у ' га б о г л и к б у л с и н :

y"=f(y')- (6)
Бу холда у’ — г деб белгиласак, унда у "  =  г’ булиб, z' =  f(z) булади.
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Равшанки,
dz
dx ’ ><-z )4 k ~ d^ \ T V ) = x +  c >-

Фараз килайлик, кейинги тенгликдан z ни топиш м у м к и н  булсин, 
яъни

2 =  Ср(х, С,).
Унда

2 =  г/' =  ~  =  Ф(х, C ,)= > dy =  ср(х, С ,)dx=p~

>У=  ^ф(х, C ,)d x + C 2

булади. Бу эса (6 ) дифференциал тенгламанинг ечимидир. 
М и с о л. Ушбу 3

у " = ( \ + у ' У
тенгламани ечинг.

Бу тенгламада
У' =  г

деб сшамиз. Унда
у "  =  г’

булиб, 3
z ' = ( \ + zy  

булади. Кейинги тенгламани ечамиз:
3

dz / 1  , 2 чУ  dz ,
^ = ( 1+ г ) =*---------

d +^2) 2

Демак,

х-\-С |

Бу тенгликдан эса
х С j

У' = ----т— ----= (7)
±

булиши келиб чикади. (7) тенглама куйидагича ечилади:
dy x +  Cf х +  С |

—  =>dy = ----- dx >dx ± ~\J 1— (*+C"i)2 ± aJ  1 — (*+ C\)*
=>y +  C2= ± AJ \ - ( x  +  C i) 2=>(x +  C l) 2+ ( y  +  C 2) 2=\. 

Бу берилган тенгламанинг ечимидир.
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4°. А й г а й л и к ,  ( 3 ) г е н г л а м а и и н г у н г т о м о н и д а г  и 
ф у н к ц II я у х а м д а  у ' л а р г а б от л и к б у л с и н :

y "  =  f ( y , у '). (8)
Бу тенгламада у' — р алмаштиришни бажарамиз. Унда

dj\ _  dp dy_
У dx dy ' dx dy ' '  

булиб, (8 ) тенглама куйидаги

p - jPy = f ( y ,p)
биринчи тартибли дифференциал тенгламага келади.

М и с о л. Ушбу
у » = - ±

У
дифференциал тенгламаии ечинг.

Бу тенгламада у' =  р алмаштириш бажарамиз. Унда
и”  =  р • -j- булиб, берилган тенглама у-р’~ ~ + р 2-\- 1 = 0, яъни

- р dp— — тенгламага келади. Уни интеграллаб топамиз:
Р2 f  I У

dp =  — =>■ ~ 1п (р '+  1) =  — 1п|у| +  1пС, 
J  р~ -f- I J  У

=^(р2+ 1) . у 2=С?.
9 9 •> Л/ С2 _  У2Демак, (у7--)- 1) -у =  Су. Кейинги тенгликдан у '— ±  ~  —  були­

ши келиб чикади. Бу узгарувчилари ажраладиган геигламадир. Уни 
ечамиз:

- f  =  y ^ dy=dx^ +  \
V е?- " L> 3 V c ? - r

=  д/ Су— у 2 =  x +  С .?^(x +  C2)~ +  у2 =  С].
Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг ечими:

(х -(- Сг) “ -)- у  =  Cf
5°. А й г а й л ик, ( 3 ) те и г л а м а н и н г у н г т о м о н и д а г  и 

ф v н к ц и я х X а м да у '  л а р г а б о г л и к б у л с и н :
y "  =  f(x , у').

Бу тенгламада у' =  р алмаштириш бажарамиз. Унда у "  =  
булиб, берилган тенглама куйидаги

биринчи тартибли дифференциал тенгламага келади.
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М и с о л. Ушбу 

дифференциал тенгламани ечинг.

,, 1 — 2 х3у'
У —---

Бу тенгламада у' =  р алмаштириш бажарамиз. Унда у "  =  

булиб, берилган тенглама куйидаги —  =  1 ~ 2* р, яъни —  + —р =
dx dx х г

— —  чизикли тенгламага келади. 8-боб, 3-§ да келтирилганлг
(18') формулага кура

булади. Бундан

С j с 
демак, P — —Z----V Бу тенгламанинг ечими гу =  ——--- - + С , була-х* хл ' X X
ди.

3-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИ ЗИ КЛ И  Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А Л  
ТЕНГЛАМ АЛАР

1. Ч и з и к л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  г у ш у н ч а с и .  
Номаълум функция у =  у(х) ва унинг у\ у "  хосилалари биринчи 

даражада катнашган

У" +  Р\ (х) -у' +  р2(х) .y =  q(x) (9)

тенглама иккинчи тартибли чизикли тенглама дейилади. Бу ерда 
р i(x ), Рг(х) тенгламанинг коэффициент лари, q(x) эса озод %ад 
дейилиб, улар бирор (а, Ь) ораликда аникланган функциялардир.

(9) тенглама иккиичи тартибли чизикли бир жинссиз диффе­
ренциал тенглама хам деб юритилади.

Агар (9) тенгламада q(x) = 0  булса, яъни тенглама ушбу

y'' +  р ^ х ) -у'-\-р2(х)-у =  0 ( 10)
куринишга эга булса, уни иккинчи тартибли чизикли бир жинсли 
дифференциал тенглама дейилади.

Масалан,
у "  -\-ху' +  (х +  1 )у  — cosx, 

у " - 4 Ху '+ (4Х* - 1 ) у = - 3 . е г2
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тенгламалар бир жинссиз дифференциал тенгламалар,

у "  — -j-y'— xy=0,

У " — А ^ 'У '+  (* +  y jx )-y =  О
тенгламалар эса бир жинсли дифференциал тенгламалар булади.

Энди чизикли дифференциал тенгламаларнинг иккита хоссасини 
келтирамиз.

1°. (9) тенгламада
x =  q> U)

(ср(0 икки марта дифференциалланувчи функция) алмаштириш 
бажарилса у яна чизикли тенгламага айланади.

И с б о т .  (9) тенгламада *  =  <р(/) алмаштирщи бажарамиз. 
Равшанки,

dy _ . dy dt _ dy 1 _ аУ 1
dx ' dt dx dt ' dx

~dt
dt <f'(0 ’ .

dy\ d2y 1 dy Ф"(/)
dx \ dx ) dt2 dt ’ Ф ,3(/) ■

(ф '(О ^ О )

Натижада (9) тенглама ушбу 

яъни

у" —(  ^ тту- - р (ф (0 )ф '(0 ) -y'+Pi (q> (0 )-y= q(v(t))
тенгламага келади. Бу иккинчи тартибли чизикли тенгламадир.

2°. (9) тенгламада номаълум функция
у =  и(х ) -z +  v(x) ( z = z (x ) )

чизикли алмаштириш натижасида (и (х ), v(x) икки марта диффе­
ренциалланувчи функциялар) яна чизикли тенгламага айланади. 

И с б о т .  (9) тенгламада
у = и ( х ) -z +  v(x)

алмаштириш бажарамиз. Равшанки,

^ '=  •* + » (* ) ]= “  ( х ) -z' +  u'(x) -z +  v '(x),

y"=-—d7 = “^  -z' +  u 'ix ) -z +  v ' ( x ) ]=

=  u-z" +  2u'-z' +  u"-z +  v".
Натижада (9) тенглама ушбу

u-z" +  2u'z' +  u"z + v "  +  p, (x) [u • z' +  u'z +
+  v'] +  p2(x) [u-z +  v\=q(x),
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яъни

z "  +  \ { 2 u' +  p,(jc) -ы) -z' +  +  -u' +  p2{ x ) -и) -z =

=  — [<7 (x) — u" — p,(a-) -v' — p-, (x) -v\ 
и

тенгламага келади. Бу иккинчи тар гибли чизикли дифференциал 
тенгламадир.

Э с л а т м а .  (10) бир жинсли тенгламада у= и (х ) -г алмаштириш бажарилса, 
тенглама яна бир жинсли тенгламага айланадн.

Энди (9) дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги хамда 
ягоналиГи хакидаги теоремани исботсиз келтирамиз.

2- т е о р е м а. Агар
У "  +  Р \ ( х )  - у '  +  р2( х ) -y  =  q ( x )  (9)

тенгламада р\(х), р_>(х) х,амда q (x) функциялар X  тупламда 
(X c r R )  узлуксиз булса, у х,олда X  да (9) тенгламанинг

У\х~х0 =  Уо, у'\х=х0 =  у'о
бошлангич шартларни к;аноатлантирадиган ечими мавжуд ва 
у ягона булади.

4- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ БИР Ж И НСЛИ  ЧИ ЗИКЛИ 
Д И Ф Ф ЕР ЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР

1°. У ш б у  параграфда

у "  +  Р\(х) -у' +  ро(х) -у =  0 (10)
бир жинсли чизикли дифференциал тенглама ва унинг умумий 
ечимини топиш билан шугулланамиз.

Аввало баъзи тасдиклар ва тушунчаларни келтирамиз.
3- т е о р е м а. Агар у\ = у^(х) функция (10) тенгламанинг ечими 

булса, С-у] х,ам (С  — ихтиёрий узгармас сон) игу тенгламанинг 
ечими булади.

И с б о т. Шаргга кура у\ функция ( 10) тенгламанинг ечими. 
Демак,

у "+ Р\  (х) ■у\ +  р2(х )у1 = 0. (11)
Энди

(С-у, ) "  +  р\ (х) -{С-у\) ' +  р>(х) -С-г/i
ифодани караймиз. Равшанки,

(С-у\)”  =  С-у", 
(С-ух) '  =  С-у\

Шу тенгликларни хамда ( 11) муносабатни эътиборга олиб, топамиз:

(С-у1) "  +  р 1(х) ■ (С -у ,) ’ +  рЛх) -С-у\ =  С-уГ+рх(х)-С-у\ +
+  р2 (х) •С-у\ =  С(у{'-\-р\ (х ) -у\ + р 2(х) •£/,)= С-0 =  0.
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Бу эса С - у | функция берилган (10) дифференциал тенгламанинг 
ечими эканини билдиради. Теорема исбот булди.

4- т е о р е м а. Агар у\= у\(х) х;амда у2 =  у2(х ) функцияларнинг 
х,ар бири ( 10) тенгламанинг ечимлари булса, t/i+ {/2  функция %ам 
шу тенгламанинг ечими булади.

И с б о т .  Шартга кура у\ хамда у2 функцнялар (10) тенпвманинг 
ечимлари. Демак,

у " + Р  1 (*) -!/\ + Р 2 ( х ) * у  1 = 0 ,
У2 + р \ ( х )  -J/2 +  /M * ) -У2 =  0 . (12)

Энди
{у\ + У 2 ) "  +  Р\ (х)  { у \ - \ - у 2 ) ' + р 2 { х )  ( У 1 У 2 ) 

ифодани караймиз. Равшанки,
(У1+У2)" =  У?+У'1
(у I +У2> ' =  у\ Аг У'2-

Ш у тенгликларни хамда (12) муносабатларни эътиборга олиб, 
топамиз:

(У\ + У г ) "  ~\~р\ (х)  (у\ ' ~\~Р2 (а) {у\ + у г )  =
=  У” + У 2  +  Р\ (х)  - у \ + Р \  ( х)  -у'2 +  Р2(х) -у\ + р 2 (х)  - У2 =

=  {у'\'+Р\ (х) -У1 + Р 2 (х) -у\) +  (У2 +  р\ (х) -У2 +  Р 2(х) ■У2 ) =0.
Бу эса y i+ t/2 функция берилган (10) дифференциал тенгламанинг 
ечими эканини билдиради. Теорема исбот булди.

1 - н а т и ж а .  Агар у\ хамда у 2 функциялар  (10) тенгламанинг 
ечимлари булса, у уолда С\у\  + С 2У2 функция .\ам (Ci, С2 — ихтиёрий 
узгармас сонлар) шу тенгламанинг ечими булади.

Бу натижанинг исботи юкорида келтирилган теоремалардан 
келиб чикади.

2°. Шундай килиб, у \ = у \ ( х ) хамда у 2 =  у2^х)  функциялар
( 10) тенгламанинг ечимлари булса, у холда

у =  С 1 ■ у 1 +  С2-у2
функция хам ( 10) тенгламанинг ечими булар экан.

Табиий равишда, бу ечим берилган (10) дифференциал тенглама­
нинг умумий ечими буладими деган савол тугилади. Бу саволни хал 
килиш функцияларнинг чизикли эркли хамда чизикли боглик 
булиши тушунчаларини киритишни такозо килади.

Фараз килайлик, (а, b ) интервалда ф|(х) ва ф2(х) функциялар 
берилган булсин.

2-т а ъ р и ф. Агар, шундай а\ х,амда а. 2 сонлар топилсаки, 
уларнинг камида биттаси нолдан фарк,ли булиб, уш бу

сс 1 ф| (х) + а 2-фг(х) = 0
тенглик бажарилса, ф| (х) ,\амда фг(х) функциялар  (а, Ь) да чизикли  
боглик, дейилади.

3- т а ъ р и ф. Агар  ф) (х) %амда ф2(х) функциялар учун

а\ -ф: (х) +сс2-ф2(х) ==0
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W(x) =

тенглик фак,ат a i = 0, аг =  0 булгандагина бажарилса, <pi (х) ва 
ф2(х) лар (а, Ь) да чизикли эркли функциялар дейилади.

3°. Фараз килайлик, у\(х) хамда у2(х) функциялар
у "  +  р\ (* ) •у' +  р2 (х) -у =  О

дифференциал тенгламанинг ечимлари булсин.
Ушбу

У .(*) у2(х) 
у\(х) у 2{х)

функционал детерминант Вронский детерминанти дейилади.
5-т е о р е м а. Агар (10) тенгламанинг ,у\(х) jfawda у2(х ) 

ечимлари (а, Ь ) да чизикли боглиц булса, у холда Vx£(a ,  Ь) да
W (x ) =  0

булади.
И с б о т .  у\(х) хамда у2(х) ечимлар (а, Ь) да чизикли боглик 

булсин. Унда
а, • г/i (х) +  а 2-у2{х) = 0

булиб, а: хамда а 2 сонларнинг камида биттаси нолдан фаркли. 
Кейинги тенгликнинг хар икки томонини дифференциаллаб^ а\ 
хамда 0 .2 ларга нисбатан ушбу

a И\{х) +  а у 2(х) = 0, 
а,-У,(х) + а .г у 2(х) = 0

системани хосил киламиз. у\(х) хамда у2(х) лар чизикли боглик 
булганлиги сабабли бу система тривиал булмаган ечимга эга. 
Бинобарин, системанинг детерминанти

=  0 ( V*€( a ,  Ь))
у Ах) у2(х)
у Ах) у'2(х) 

булади (1-том, 7-боб, 3-§). Демак, (а, Ь) да
W(x) = 0.

Теорема исбот булди.
4°. Энди W (x )= 0  булишидан у\(х) хамда у2{х) ечимларнинг 

чизикли боглик булишини ифодалайдиган, шунингдек Вронский 
детерминантини тенгламанинг коэффициенти оркали ёзилишини 
курсатадиган теоремаларни исботсиз келтирамиз.

6-те орем  а. Агар бирор х0£(а, Ь) нуцтада W (x 0)  =  0 булса, 
у холда у\(х) хамда у2(х ) ечимлар чизикли б от лиц булади.

7- т е о р е м а. Ушбу
х

-  Jp, U)dt

W (x ) =  W (x  0) . е  (13)

формула уринлидир, бунда хов (а, Ь).
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Одатда (13) Лиувилл (Остроградский — Лиувилл) формуласи 
дейилади.

Юкорида келтирилган теоремалардан куйидаги хулосалар келиб 
чикади:

1) Лиувилл формуласи у { (х) хамда у2(х) ечимларнинг Вронский 
детерминанти (а, Ь) да айнан нолга тенг ёки (а, Ь) нинг бирор 
нуктасида нолга айланмаслигини курсатади.

2) Агар Вронский детерминанти UP(jr)=0 булса, у холда y i(x ) 
хамда у2(х) ечимлар чизикли боглик булади ва аксинча.

3) Агар Вронский детерминанти W(x)=£0 булса, у холда г/1 (лг) 
хамда у2{х) ечимлар чизикли эркли булади.

5°. 4- т а ь р и ф. Иккинчи тартибли бир жинсли чизикли 
дифференциал тенгламанинг у\(х) х,амда у2(х) ечимлари чизикли 
эркли булса, улар тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси 
дейилади.

8- т е о р е м а. Иккинчи тартибли бир жинсли чизикли диффе­
ренциал тенглама фундаментал ечимлар системасига зга.

И с б от. Маълумки,
y "  +  p i (x )- y '+ p 2(x) -у =  О

тенглама (бунда р\ (х) ва р2(х) лар (а, Ь) да узлуксиз функциялар), 
бошлангич шартларни каноатлангирадиган ягона ечимга эга.

Иккита турли бошлангич шартларни караймиз:

1 1 JC =  ̂' У I Л =: Л,, О»

Уг 1,=,„ =  0. t/2L= ^=  1-

Бу шартларни каноатлантирувчи у\— у\(х), у2 =  у2 {х) ечимлар 
мавжуд. Дифференциал тенглама ечимларининг х0 нуктадаги 
Вронский детерминанти

О
W (x0) =

О 1

булади. Бинобар-ин, у, (х) ва у2{х) лар берилган тенгламанинг 
чизикли эркли ечимлари, ягона фундаментал ечимлар системаси 
булади.-Теорема исбот булди.

9- т е о р е м а. Агар у\(х) х,амда у2(х ) лар (а, Ь)да
У "+  Р\(х)- </ +  p i(x )- у= 0  (10)

тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси булса, бу тенглама­
нинг умумий ечими

y =  C t-yt(x ) +  C2-y2(x )
куринишда булади, бунда С\, С2 — ихтиёрий узгармас сонлар.

И с б о т .  i/i (х) хамда у2(х) лар (а, Ь) да (10) тенгламанинг 
фундаментал ечимлар системаси булсин. Унда 8-теоремага кура

У\(х) У Ах)
У2 (х) у'г(х)

W (x) = ¥=0 (x£ {a ,b ) )
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булади. 1-натижага кура у =  С\-у\(х) -\-С2У2 (х) хам (10) тенглама- 
нинг ечими булади.

(а, Ь) да ихтиёрий хп нукта олиб, бошлангич шартларни 
куйидагича

у\\х=х0= у\(х0),

У2\х=хк) — УЛхо) > х=х„ — У2(хо)

аниклаймиз. Равшанки,
| С\УЛ*о) +С&2(Хо) =Уо,
1 с гУ\(х0) +  С2-у2(х0) = у 0

система, ^(лго) ^=0_ булганлиги сабабли ягона С\, С2 ечимга эга. 
Демак, С\'У\{х) -\-С2 'У 2 {х) ечим ихтиёрий бошлангич шартни кано- 
атлантирадиган ечим булганлигидан

у =  С\-у\(х) + С 2 -у2(х)
нинг берилган (10) тенгламанинг умумий ечими эканлиги келиб 
чикади. Теорема исбот булади.

М и с о л .  Ушбу

. #  +  - ! — .у =* о ( х ф \ )17 х — 1 *  ' х — 1

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Аввало у \ (х )= е х, у2( х ) = х  функциялар берилган тенгламанинг 

ечимлари булишини курсатамиз:
у у( х ) = е х, у \ (х )= ех, у'{ (jc) = eJC;
у2(х )= х ,  у'2{х) =  1, у'{ (х )=0,

, 1  •'.*/, * , 1
X -~  '<ех= е х( \ --- -------Ц -)= 0,С— I X — 1 \ X — 1 х — \ /

0 ---—-р' 1 'j---——*.£ =  0 .X— I X— 1

Б у  У I (х ) — е*. Уя(х ) — х ечимлар берилган тенгламанинг фундаментал 
ечимлар системасини ташкил этади, чунки

W(x)
е х
ех 1

, =  ех{ \ - х )

булиб, 1Р(0) =  1=^0. Демак, 9-теоремага кура берилган теорема- 
нинг умумий ечими

у =  С\-ех-\-С2-х
булади, бунда С i, С2 — ихтиёрий узгармас сонлар.

6°. Агар
y "  +  pi (x)-y '  +  p2(x)-y =  0 (10)

тенгламанинг битта ечими маълум булса, унда (10) тенгламани 
биринчи тартибли дифференциал тенгламага келтириш, шунингдек
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бу ечим билан чизикли боглик булмаган иккинчи ечимни х,ам топиш 
мумкинлиги хакидаги теоремаларни келтирамиз.

10-т е о р е м  а. Агар у2(х ) функция (10) дифференциал тенгла- 
манинг битта ечими булса, у уолда (10) тенгламани ечиш биринчи 
тартибли чизикли дифференциал тенгламани ечишга келади.

И с б о т. Шартга кура у\{х) функция ( 10) тенгламанинг ечими. 
Бинобарин,

у "+ р I {х) •у\+ р2{х) -у| = 0 .
Куйидаги

y =  y\-z (z =  z{x))
алмаштиришни бажарамиз. Унда

y '= y\ .z  +  y\-z', 
y "=y '{-z  +  2y',-z'+yi-z"

булади. Бу у , у у "  ларнинг кийматларини (10) тенгламадаги у, у', 
у "  лар урнига куйиб, у\ функция ( 10) тенгламанинг ечими эканини
эътиборга олиб гопамиз:

у”  -г +  2 у 1 - г '+ у 1 -г" +  р\ (х) ■ (у\- z +  y,-z') + р 2(х) -y\-z =  0 => 
=>(у"-\-р| (л:)у\ -\-р2(х) - у |) • z+  (2у\ +  р\ (х) -у\) -z' у \ -z" =  0 =>- 

=м/,.г" +  (2у'\+р\{х) -у,) -z' =  0, 
кейинги тенгламада z' =  u (и =  и(х) )  деб олинса, натижада ушбу

у\-и'+ (2у\+р\(х)-у\)-и =  0 (14)
биринчи тартибли дифференциал тенглама х,осил булади.

Шундай килиб, (10) тенгламани ечиш (14) тенгламани ечишга 
келди. Теорема исбот булди.

7°. Агар
у =  у\ • z ва z' =  u (и =  и(х))

м\носабатлардан f
y =  y [-\u{x)dx (15)

булншини эътиборга олсак, унда (10) тенгламада (15) муносабат 
билан алмаштириш бажарилса, ( 10) тенглама биринчи тартибли 
дифференциал тенгламага келишини курамиз.

11-т еорема .  Агар у\(х) функция (10) тенгламанинг ечими 
булса, у х;олда шу ечим билан чизщли эркли булган иккинчи ечим 
ишби с- \ Р] {x)dx

г=У 2< х)= Уг \ ---- ----dx
J У1

У 2 =

булс!ш-б0Т Айтайлик’ У '= У' ( Х) функция (10) тенгламанинг ечими
формула билан топилади.

ТИК, У\ :

У "+ р 1 (х) у [+ р 2 {х) ■ t/| = 0.
(10) тенгламада

У ~ У \  j  udx (16 )
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алмаштириш бажарамиз:
у'=у\- $udx +  y,-u,

У " —У \ \j udx +  2y\u+y г и'.

Бу у, у', у "  ларнинг кийматларини (10) тенгламадаги у , у', у "  лар 
урнига куйиб топамиз:

у г ^udx +  2y\u+ yr u' +  p t{x) [у\- ^udx +  y r u] +  p 2(x) -y^udx =

=  0 =*-(y'i'+pi(x)y't+ p 2 (x)yi)- ^udx +  y tu '+  [2y\+pt(x)y, ]u =

=  0=>у,u '+  (2y't+pi (x) -yi)u =  0.
Кейинги тенглама узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенгламадир. Уни ечамиз:

У\-и '+ {2у\+ р1(х) - у t) и =  0=>у,• ddj=  — (2у\ +  р,(х) •«/,)«=►

da 2У\+Р\(х)-У\ , . , , Г %У\+ Р\(Х )У\ .=►-— = — ---- dx=Hn|u| =  — \-------- ах=^
"  У I J  У\

=>!п|м| =  — 2 ^Р|(*)^х=Ип|ы| =

- 5
=  — 2ln|y,| — ^p,(jc)d;t=*-«= е

(15) муносабатдан фойдаланиб

— V р, uw*
У = У г  \ 1--- 2---

J г/|
булишини топамиз. Ьу эса теоремани исботлайди. Келтирилган 
теоремадан миссллар ечишда куп фойдаланилади.

М н с о л. Агар ,, . 2 , , „У + - У + У  =  о

тенгламанинг битта ечими
sinx

у .= —

I Р |  (дг)</дг

у]

оулса, унинг умумии ечимини топинг.
Берилган тенгламада

У =  У\ $u(x)dx
алмаштиришни бажарамиз, бунда и — номаълум функция. Равшан-
К И ’ ,  x c o s jc  — s in jc  Г  , . s in x

у  ~ ----7 — \udx+ — u>
,, — jc2sinjc — 2 jccos jc2 s in jr С , , 0 xcosx — sin* . sin*-u 4---- и
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Бу кийматларни берилган тенгламадаги у, у', у"  ларнинг урнига 
к,уйиб топамиз:

sinx Г , ~ COSX Г , . „  sinx Г . , п С OS А' sinJC----—  ^udx —  2— —  ^ыадг-(- 2 — -- ум1х-\-2 ~ и  — 2——и

, sinjc , , „  cosx f  , . г, siru- n sinx f  , . sinx r , „T ----и -f- 2— — \ udx +  2— ~ и — 2 — \ udx -f---- \ udx =  0.
x X  j  X  X  j  X J

Бундан эса
„  COSX . sinx , „2---- и A----- и =  0X X

тенглама хосил булади. Тенгламани ечамиз:
du г. cosx , Г du „ Г  eosxdx -

s m x
iu= -  2 C!* x-dx =>{ du- = - 2  [ "  
w sin* J  u J  sn

=>ln| u \ =  — 21 n | sinjc! -)- inci=^u =
sin x

Энди y=-^^~^udx эканлигини эътиборга олсак,

sin x f  C| s jnA; -  cosx , _  sinx
= —7-  \ — i-rf-« =  C r — ( —  c tg *  +  C 2) =  —  С ,——- +  C 2——

X  J  s i n  X  *  x  A
У

булади.
Демак,

„  cosx , „  sinxУ — — С,----ь с.,---.
X  X

5-§. БИР Ж ИНССИ З ЧИЗИК.ЛИ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  
ТЕНГЛАМ АЛАР

Г .  Ушбу параграфда иккинчи тартибли бир жинссиз чизикли
y "+ p \ (x )y '+ p 2(x)y =  q(x ) (9 )

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топит билан шугул- 
ланамиз. Бунда (9) тенгламага мос булган

У " +  Р\ (х )у ' +  P i(x )y  =  0

бир жинсли чизикли тенглама хакидаги маълумотлардан фойдала- 
намиз.

Маьлумки, (9) тенгламадаги р\(х ) , р2 (х) ва q (x ) функцляларнинг 
хар бири (а, Ь) да узлуксиз булса, у холда (9) тенгламанинг

У\х = х,=Уо> У'\х = х = У ' о

бошланкич шартларни каноатлантнрадиган ечими мавжуд иа бу 
ечим ягона булади.
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12-т е о р е м а .  Бир жинссиз чизицли дифференциал тенглама 

У" 4-Pi(x) y '+ p i(x )  y =  q(x)

нинг умумий ечими шу тенгламанинг бирор хусусий ечими ва бир 
жинсли чизицли тенглама

у " + р 1(х )- у '+ р 2(х )- у  =  0 ( 1 0 )

нинг умумий ечими йигиндисидан иборат булади.
И с б от . Фараз кил а йл и к, ср(х) функция (а, Ь) да (9) тенгламанинг 

хусусий ечими, и (х ) функция эса ( 10) тенгламанинг умумий ечими 
булсин. Унда

<р"(х) + р , (х) ■у '( х ) +  р2(х) -ф(х) = q  (х ), 
и " (х ) + р \ (х ) -и '(х) +  р2(х) -и (х) = 0

булади. Бу тенгликларни халлаб кушиб топамиз:
и "(х ) +  ф " М  + p i(x )  -и'(х) + р\(х ) -ф'(дг) +

+  р2(х) -и(х) +  р2(х) -ф(х) = q (x )= > (U (х) +ф(л-) ) "  +
+  р ,(х ) (U (x ) + ф (х ) ) '  +  р2(х) (и (х ) + ф (л ')) = ч (х ) .

Демак,

У  — и(х) +  ф М

функция (9) тенгламанинг ечими булар экан.
Маълумки, бир жинсли (10) тенгламанинг умумий ечими

и (х ) =С| -у\(х) +  с2-у2(х)

куринишда булиб, бунда у\(х ), у2(х ) фундаментал ечимлар система- 
си, с | ва с2 лар эса ихтиёрий узгармас сонлар булади. Демак,

y =  c t- y\ (x )+ с 2-у2(х)+<р{х). (17)

Энди (17) тенгликнинг хар икки томонипи дифференциаллаб 
топамиз:

У' =  с,-у\(х) +  с2-у2'(х ) +ц>'(х).

Натижада, ушбу
с ^ ,  +  с2у ,=  у — ф (х).

(18)
С\У\ +  с 2у 2= у  — ф (х)

система хосил булади. Бу системада у\ (х ), у2(х) лар (10) тенглама­
нинг фундаментал ечимлар системаси. Бинобарин, (а, Ь) да

У \(х) у 2(х)
W (x ) =

У\(х) у 2(х)
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/U-Mil к, Ух,, fi<i. b) да хамда и < х„ » =  у , и'(Хо) — </'> ва цч> — ф(л:о)
. I .ч pi I н 111 хар ка нда Й кп ii vi а 1арида ( ! 8 ) с.. ■' :ма с i хамда с-> ларга 
нисбатан ечимга л а. Бу хол

У — и (х ) Ь'(-(А) — Cl -у I (А) | «' • I X) +<|>(Л')

пинг (91 бир жинссиз дифференциал тенг мма умумий ечим эканиии 
билдиради. Теорема исбиг булди.

2". Энди (9) бир жинссиз тонгламаииш хус\ <• мii ечпмнни тониш 
усулларилан бирини келтирам из.

Фа раз килайлик,

у "  Л~Р\ (х) -у' -( г ( И и -;/ (а )

бир ж и нес из к'нглама бери.-i rati буленн !>\ m i iламида р { (.г). 
P i(x ). q{x)  лар ( а ,  Ь )  да бернлган узл ук ет  фуикипялар.

Тенглама! а мое бир жинсли

y "  +  P I ( А I Ч -\-р ( 1 ■ 11

гепгламани кара им из. Аитайлпк, in - ih f v) a ■ y-> - //2 ( ' ) ”>\ тенглама­
нинг фундаментал ечимлар eneiемаеи 6\ ichh. V <• .4.« < 10) генглама- 
нинг умумий ечими

’I < (//1 4 Ci[h

булади. Бу ерда с >, с-> нм иёрий vai армае сопла р. Албагта, 
у = С \ у \ -\-с-2У '1 функция бир жннсенз (9| -юнгламасниг ечими 
булма иди.

у  =  С||/| - (-а у ч  даги с ,  на с- л арии х  у.згаруьчинин- шупдай 
функцияси буленн деб каранмизкн,

!■’ с ,(;г1 - »/, {■/■('.)■(/ ( Ж ' )

функция (9) бир жписсн I I еш .1 амаи и нi ечими буленн. Масала 
шуидай с, (х) хамда г- (л ) .парии гопншдаи иборат. Illy максадни 
кузлаб (18') тенгликпнш \ар пкки  гомонннн дифференциаллаймп i:

у '  =  с I (А-) -y'l+  <-■>( V) - I/  ̂+  c W a  I .//, -)- f . ( » ) -и.

Каралаё гган с, (л ) . r :: (г ) л; р \ \\ и

Hi С | {А)  | ■ ц >с'>( А ) - О

оуленн деб карай.миз. Иатнжада

у ' == с | (х ) ■ у\ f- г . ( \) • /;'■ (19)

о\лади.
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(19) тенгликнинг жар икки томонини дифференциаллаймиз:

У " =  с1(х) -с2(х) - г/2 + с',(х ) -у\ +  с'2(х) •у'ъ (20)

Энди (18), (19 )з|а  (20) муносабатларда ифодаланган у, у', у" 
ларни (9) тенгламадаги у , у ', у'' лар урнига куйиб топамиз:

c i ( x )-у'{ +  с2(х) -у’{  +у\с\{х) +у'2-с'2(х) +

р ,(х ) ■ (c,(-<c)-у\ +  с2(х) -у'2) + р 2(х) • (с ,(х ) с2(х)£/2) =  ?(*)=>-

=^с, (х ) ( y "+ y ' i- p i  (* )  + р 2(х ) у) +  с2(дс) ( у "  +  Pi (jc) -J/2 +

+  Р2 (х )у2) + y 'rc\ (x ) +  у'2-с'2(х) = q (x ).
Агар

у '\+ Р\ (х ) ■у\ +  р2(х ) -у,= 0 ,

У2 + Р I ( * )  -У2+ Р 2 (х) -/у2 =  0 
булишини эътиборга олсак, унда кейинги тенглама ушбу 

у\-с\(х) - f  у'2-с'2(х) =  q (х)

куринишга келади.
Натижада с\(х) хамда с2(х) ларни топиш учун куйидаги

Угс\(х) +У-2 -с'2(х ) = 0 , 
у\-с\(х) +  у 2-с2(х) = q (x )

( 21)

W (x ) =

системага келамиз. Бу система коэффициентларидан тузилган 
Вронский детерминанти

У Л х ) у 2(х)

У\(х) у 2(х)
V x6  {а, Ь) да нолдан, фармидир. Демак, система ягона ечимга 
' г̂а. (21) системани ечишда 1-том, 7-боб, 3-§ да келтирилган 
формуладан фойдаланамиз:

0 у2

С Ах) =

с2(х)

</(*) У-2

W(x )

У\ 0 

У\ Ч(х)

—у2я(х)
т х Г

У \ 'Я ( Х )

W(x )  W(x)

Шундай килиб С\(х) хамда с2(х ) ларни топиш учун ушбу



узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламалар х,осил 
булди. Уларни ечамиз: j ^

' (  \ _  У г Я (х) dct (x) _  у-уЩх)
С|{Х) — ЩхТ ̂  ~ а Г  — ~  V u T  =>

, , > ~ У 2-Я(х) С y2-q(x) -
^ d c x( x ) = - ^ w - d x ^ c [{x) =  -  \ wJx) dx +  c ,  

y iq (x ) dc2(x) y r q(x)
c2(x) =

W (x) dx W{x)
У\-Я(х) г y r q(x), . , У\-я(х) , , , r yx-q(x) , , - 

=**с*<х) =  -Щ хr dx=*c2 (x ) =  \ r ( v l  dx +  c ,
Топ ил гаи C| ( jc )  хамда c2(x) ларнинг бу кийматларини (18) ифода- 

даги С\(х) х,амда с2(х) ларнинг урнига куямиз:

»-[- ИЙ^+г.>.+(5^+г.)»-
// 4 ' . 6 2 Iу — - у  +  у — х 1

Бу (9) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
булади. Кейинги тенгликдан куринадики; (9) бир, жинссиз тенглама­
нинг хусусий ечими V 5'

, , Г У\Я(*) , Г УгЯ(х) , ,00.Ч (х )= У г \  -¥ { -} dx — у ^  - - - d x  (22)

булади.
Хусусий ечимни топишдаги бу усул Лагранж усули деб 

аталади.
М  и с о л . Ушбу

// 4 - . 6 2 1 у  — - у -1-- - у  =  Х 2—  1X
бир жинссиз тенглама берилган. Агар бу тенгламага мос бир 
жинсли

// 4 ' , 6 /\
У — -У  Ч— 2 У =  0* X

тенгламанинг битта ечими г/,=х2 булса, бм|илган бир жинссиз 
тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Аввало бир жинсли
// 4 ' , 6 А Ч.*1

« / — - * н — -гА дг
тенгламаниг умумий ечимини топамиз. Шартга кура бу тенглама­
нинг битта у \ = х 2 ечими берилган. Унинг иккинчи ечимини ушбу 
бобшфг 3-§ да келитирилган

— J Р, (x)dx

У'2~У\' \ е--- 2--- dXJ У\

формуладан фойдаланиб топамиз.
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П\ .1110 р ,г’"л ,С J - I ‘

Равшапки, i> Да') \ II 1.1  ̂/? (л | //л - -  ̂ | tix =  4 In |х | =  lrix4

\ V h' ‘

1. 1111/К. i i; i :

л v л

15 у у j =  x' , //v> v' . i <ч |) onp /i\ ii fir. i и гепг. ;|;ьмаиинг фундаментал
ечпмлар спетeu; 
ечими

.'Mil К И. i мМИ u a  тенгламанинг ум ум и и

Оуладн.
Эптп бери.пап Ом j) жппгеп л ими маманпнг хуеусий ечими cp(jc) ни 

топами 5. Хуеуеип ечимнп iu im inia ('2~) формула
\ //; •■'/( V) 1 Ч у Ч ( х )

’* M i "  \ U ,л , 1Г (л I dX

дан фонда. I ап а м а > 
Дг;ф

и к ’: !/.,= - v (/(.VI v ’— ! ,
Х.ИМЛЯ

u m
У i у \ ' X ' I
// У-i 2х U ' 1

= 3х4--2х4 =  х4

оулишини тьтиборга ол

(I ( .V) .- i \ ' "./л v \ ' , v :  " d x =  

-. .v \ ( i v i ,7л — v' \ (х - - | 1(/л ==

=л-‘ (л —Ink! )• =

V ( Л - V ' [- Л' 1П j Л') --- ^.v'-f-.v' -j~.v’ln jx|

эканини топам из. Дгм.тч бор>!Л! ан о up жинссиз дифференциал 
тенгламанинг у му мин е ш\> i

у =  у +-<| (х) =  < v ‘4  л л ч-д-- \-х~ 1п|х| =

- ( с  ; | ■ Т 'i l l Л i j X f -■ |' Л ’ ~f - X  1
булади.



1 0 -Б О Б

И К К И Н Ч И  ТАРТИ БЛ И  Ч И З И К Л И  У ЗГА РМ А С  
К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

Ушбу бобда куйидаги

y "  +  a ty ' +  a2y =  q (x ), ( 1)
y "  +  a iy ' +  a2y =  0 (2 )

иккинчи тартибли чизикли дифференциал теигламаларни ургана- 
миз. Бу ерда а\, а2— узгармас хакикий сонлар, q(x) эса узлуксиз 
функция.

Одатда, (1) тенглама бир жинссиз чизикли узгармас коэффици- 
ентли дифференциал тенглама, (2 ) тенглама эса бир жинсли чизикли 
узгармас коэффициентли дифференциал тенглама дейилади. Маса- 
л а н:

у”  — 3 у ' +  2 у — sinx, 
у "  +  2 у '- 3 у  =  х2ех

тенгламалар бир жинссиз узгармас коэффициентли тенгламалар,

у '' +  у '- 2 у  =  0, 
у " - 2 у '  +  у = 0

тенгламалар эса бир жинсли узгармас коэффициентли дифферен­
циал тенгламалар булади.

1-§. ВИР Ж И Н С ЛИ  УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕН ТЛИ 
Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР

Маълумки, иккинчи тартибли бир жинсли
у "  +  а ,у ' +  а2у =  0 (2 )

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топиш учун унинг 
фундаментал ечимлар системаси у\(х) х,амда у2(х) ларни топиш 
етарлидир. Шуни эьтиборга олиб, аввало (2) тенгламанинг хусусий 
ечимларини топамиз. (2 ) тенгламанинг хусусий ечимларини

У  =  е кх

куринишда излаймиз, бунда k — узгармас номаълум сон.
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Г вшанки,
y ' =  k-ek\ y '' =  k2ekx

булади. Бу у , у ' хамда у "  ларнинг кийматларини (2) тенгламадаги
У- У\ У" ларнинг урнига куйиб топамиз:

яъни
k2ekx+ k - a lekx+ a 2-ekx= О, 

екх ■ (/г +  а,-/г -\-а2) =0.

Хар доим еь > 0  булганлиги сабабли

k2-\- a tk +  а.2= 0  (3)
булади.

1’1ундай килиб, ( 2 ) дифференциал тенгламанинг хусусий ечими
буладиган

У =  екх

ифодадаги к (3) квадрат тенгламанинг илдизи булиши керак экан.
Одатда

k “ CL | k CZ ̂  =  0

тенглама (2 ) дифференциал тенгламанинг характеристик тенглама-
си дейилади.

Демак, характеристик тенгламанинг илдизларига кура (2) диф­
ференциал тенгламанинг хусусий ечимлари топилар экан.

Маълумки, (3) квадрат тенглама нккита турли хакикий 
илдизларга, ёки бир-бирига тенг булган битта каррали хакикий 
илдизга ёки комплекс илдизларга эга булиши мумкин. Бу холларга 
караб дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари турлича 
булади. Бу холларни алохида караймиз.

1 °. (3 ) х а р а к т е р и с т и к т е н г л а м а н и н г и л д и з л а р и 
х а к и к и й  в а х а р х и л б у л с и п :

Бу холда
к, х k.,x

У \ =  е , у 2= е  -

фун :циялар берилган ( 2 ) бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимлари булади. Улар (2) тенгламанинг фундаментал
ечимлар системасини ташкил этади. Чунки, бу системанинг 
Вронский детерминанти

W (x ) =

к.,х

булиб, k\ =£k-> булганлиги сабабли W (x ) Ф 0  булади.
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Демак,
к, х tuxу , =  e , y 2 =  e

функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими

/-» X . ^ k.>Xу  =  С ,е -{-С2-е

булади.
М и с о л . Ушбу

у " - З у '  +  2 = 0

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Аввало берилган дифференциал тенгламанинг характеристик 

тенгламасини тузамиз. У
k2 — 3 fe+ 2= 0

булади. Равшанки, бу квадрат тенгламанинг илдизлари k t =  \, 
k ‘2 =  2 булади. Дсмак, берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

у =  С,ех+ С ./ 2х

булади.
2°. (3) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а б и р -б и р и г а т о н г 

б у л г а н к а р р а л и  и л д и з г а э г а  б у л с и и: к , =  k-г =  к
а,

(k\ = ---—). Бу холда
к (У\ =  е

функция (2) дифференциал тенгламанинг бнтта хусусий ечими 
булади.

Берилган дифференциал тенгламанинг иккинчи хусусий ечимини 
9- бобнинг 3-§ нда келтирнлган

h = V ,\ dx
УI

формуладан фойдаланиб топамиз.
Агар

y t =  ek\ р , (х) =  а , =  — 2/е ( к =  — 

эканини эътиборга олсак, унда

-  V (- 2 k)dx

y 2= ek*.^-— — --- J x  =  ek*. ^-^ldx =  ekx^d x = ekx.x

булишини топамиз.
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Демак, (2) тенгламанинг иккинчи хусусий ечими
у,,= х-екх

булади.
Бу у , — ек\ у 2= х е кх ечимлар (2) дифференциал тенгламанинг

фундаментал ечимлар системасини ташкил этади. Чунки, бу 
системанинг Вронский детерминанти

W (x )
екх хекх
kekx (\ + k x )e k

=  екх-екх
k ( l+ k x )

= е • (1 -f кх— kx) = e2

булиб, хар доим е2кх> 0  булганлиги сабабли W (x ) Ф 0 булади. 
Демак,

У \ =  екх У-2 =  екх-х

функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у =  С г ек' +  С 2-х-екх

булади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

у " - 2 у '  +  у =  0

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Бу дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

к2- 2 к + \  = 0

булади. Квадрат тенгламанинг илдизлари k\ =  k2= \ . Унда бе- 
рилган дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари

У\ =  ех, у 2= хе

у =  С\вх+  С 2-х-ех
булиб, умумий ечими эса

булади.
2. Ушбу

у "  +  4у' +  4у =  0 

дифференциал тенгламанинг

y o = y U = 2 = 4  «/о=‘/, 1х(,-2=0

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.
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Берилган дифференциал тенгламанинг характеристик тенглама- 
сини тузамиз:

£2 +  4fc +  4 =  0.
Бу квадрат тенгламанинг илдизлари fc|=£2= — 2 булади. Демак, 
дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари

— 2х — 2ху, =  е " ,  у 2= х-е

булиб, умумий ечими эса
y  — c te^ 2x-\-c.2-x-e~2x (4)

га тенг.
Энди бошлангич шартлардан фойдаланиб, С\ хамда Сч ларнн

топамиз.
хп =  2 да (/о =  4 булишидан

С г е ~ 2'2-\-с2-е~2'2-2 =  4,

Хо =  2 да у'о— 0 булишидан

■ (c,e~2x+ c r x-e-2x) U  2=
=  с г е ~ 2х- ( — 2) + с г е - 2х— с # - е - 2х- ( — 2 ) ) 1=2—

= - 2 c ]-e~i-\-c#~A+c.2-2- ( — 2) •е-4= е _4( —2с,—Зс2) =*0

булиши келиб чикади. Натижада с\ хамда с2 ларни топиш учун ушбу

( с г е ~ 4-\-2с.,-е~4= 4,
[ ( — 2с , — З с2)е  ~4= 0,

яъни
(C t +  2c2= 4 e \
\ 2 с | -f- Зс2= 0

система хосил булади. Бу системани ечиб
С ;=  — 12е4, г2= 8 е 4

булишини топамиз. с\ ва с2 ларнинг кийматини (4) муносабатдагн С\ 
ва с2 лар урнига куямиз:

у =  — \ 2е' ■ е~ 2х 8е* • х ■ е ~ 2х=

=  _  [2е4- 2х+ 8 х -е '~ 2х= е 4-2х(8 х -  12) .

Демак, берилган дифференциал тенгламанинг изланаётган
ечими

у =  4е4~2х(2 х - 3 )
булади.



3°. (3) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
к о м п л е к с  с о п л  ар  б у л с и н :  k\=a-\-i$, 62 =  а — /р, 0 ^=0 .

Характеристик тенгламанинг бу илдизларига (2) дифференциал 
тенгламанинг ушбу

ф,(лг) =  е |а+'ри, ф2(х) = е {а-ф)х

хусусий ечимлари тугри келади.
9-бобнинг 3-§ ида келтирилган теоремаларга кура

У 1= -у[ф |(* ) +  Фа(*)].

Ф |(дг) — ф2(^) ]

функцнялар хам ( 2 ) дифференциал тенгламанинг ечимлари булади. 
Энди куйидаги

e'T=cosY +  /sinY

Эйлер формуласидан (каралсин, | 1] )  фойдаланиб топамиз:

У| =  у (ф |(^ ) +  ф2(-0 ) = - ^ (е (а+ф)х-\-е{а~ф)х) =

=-~еах(е фх-\-е~фх) =

=  -i-eaj!(cos|l»c -f- «sinpx +  cospx — j'sinfLt) =  eax-cospx,

= Y i(e **'e*X~  е*х%е~‘х*) = ^ ах(е‘('х— е ~фх) =

=  ± ( e^ . ev*— eax.e ~ ixp) = j^ eax — e~ фх) ~

==i ;e« ( Cospx +  /sinpx — cospx-fi'sinpx) =  <?“ • s in p * .

Шундай килиб, берилган (2) бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечимлари

у, — ea*cospx, (/2= e aA-sinp*

куринишда булар экан.
Бу ij\ хамда ечимлар (2) дифференциал тенгламанинг 

фундаментал ечимлар системасини ташкил этади. Чунки, бу 
системанинг Вронский детерминанти
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W(x) = eax-cos$x eaxsmfix
ae^cospx +  e0̂ — sinpx)p aea'sinp.*: +pe^cosp

=  e~ cos^x sinpx
acos(3x — psinpx asinpx +  pcospx

=  e2a't^os|3x(asinpx +  (3cospx) — sinpx(acos(3x — (3sin(Злг) ] =

=  e2atp- (cos2px +  sin2px) = fi-e2ax

булиб, х,ар доим e2av> 0  ва P ^ O  булганлиги сабабли W (х) ф О
булади.

Демак,
у х =  еах-cos^x, У2 — еах-sin^x

функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий 

ечими
у =  с {е ахсos рх с 2 • е ах ■ s i п рх =  е ах( с , • cosр* +  с .р iп (Зх)

булади.
М  и с о л . Ушбу

У "+ У ' +  У =  о
■дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Берилган дифференциал тенгламанинг характеристик тенглама- 
сини тузамиз:

k2 +  k +  1= 0;
Бу квадрат тенгламанинг илдизлари

ь _  1 I Уз,- а ______ 1 Уз .
2 2 2 2 ‘

булади. Демак, а  =

Берилган дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари

-т* V 3 • V3у х — е ~ • cos— х, у-г— е - -sin-— х

булиб, умумий ечими
~ х УЗ , ~тх ■ У3 y =  c r e -cos-^-х-\-с2-е - sin ^  х =

— е 2 (с, • cos ~ х  +  с.2 • sin “ * )

булади.
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2- §. ЬИР Ж ИНСЛИ БУЛМАГАН УЗГАРМАС КОЭФФИ ЦИ ЕН ТЛИ  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И АЛ ТЕН Г Л AM АЛ А Р

М азкур китобнинг 9- боб, 5- § ;ш иккинчи тартибли бир жинсли 
булмаган' чизикли дифференциал тенгламалар ва уларни ечиш 
батафеил баён этн.ин. У ерда дифференциал тенгламанинг коэффи- 
циенглари р\(х) ва р->{х) лар х \ згарувчининг функциялари эди.

Ушбу параграфда, хусусий хал р\{х) хамда р>(х) лар узгармас 
сон,чар булган хал ни караймиз.

Фара )  кил а йл и к,

у "  +  ии/' +  а'У =  q (х) ( 1)
дифференциал тенглама берилган булепн, бунда a i, а> -- узгармас 
Хакикий сон lap, q(x) эса узлуксиз функция.

Алба! га, укувчи бундай тенгламани ечиш масаласиии 9-боб, 
5-§ да келтирилган усул билан, ял,ни:

1) ( 1) дифференциал тенглама!'а мос

у "  +  С1 \у' +  а-,у =  0 (2 )
бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини (бундай тенгламанинг 
умумий ечимини тпниш 1-§ да урганилди) топиш,

2) Лагранж  усул и билан ( 1 ) генгламанииг битта хусусий ечимини 
топиш,

3) ( 2 ) тенгламанинг умумий ечими билан ( 1) тенгламанинг 
хусусий ечими йигиндисини топиш билан хал кила олиши мумкин. 
Бирок, бунда (1) тенгламанинг хусусий ечимини топишда анча 
кийинчиликлар содир булади.

Айрим холларда, яъни (1) тенгламанинг унг томонидаги q(x) 
функция маълум куринишга эга булгаи холда ( 1) тенгламанинг 
хусусий ечими бирмунча соддарок йул билан топилиши мумкин. 
Куйида шу масалалар билан шугулланамиз.

1 . А й I а й . I и к,
у "  +  (Х\ ■ у ' +  U2 ■ у =  q(x ) ( 1 )

т е н г л а м а н и и г у и г т о м о н и д а г и q(x) ф у н к ц и я  « -да  р а- 
ж а л и к у н х а д б у л с и и:

q(x) =  bnx" -|- Ь\Х" 1 -)- bjx' ~ -j- ... -)- bn—\X-\-bn-
Икки хал ни алохида-алохида караймиз.

а) (1) тенгламада а->ф0 булсин. Бу холда (1) тенгламанинг 
хусусий ечимини куйидаги

с (л') =  Ачх" -f- А\х" 1 -)- А> • х" 2 ... А, 1 — \х -j- Ап (4)
куринишда пзлаймиз. Бунда Ап, А\, Ач......  А„ номаълум узгармас
с он,лар.

v (x ) функциянинг биринчи хамда иккинчи тартибли хосилалари- 
нп хисоблаймиз:

v ' (х) =  п ■ Аи ■ х" 1 -)- (п — 1) - А , ■ хп ~ ■■■ 2А„- 2Х-\-Ап — \, 
и " (х ) =  и ( II — 1) Ait • х" ~ -j- (п — 1) ( !i — 2) • А \ • х" 1 ... 2 • I ■ А п — 2-
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Бу с (л'). c '( .v ) , ./"( п  чамда с/1 v) ларнинг нфодаларини мое равишда 
( I )  тенгламадаги у. у', у "  хамда q(x ) ларнинг урнига куямиз:

tun ! I 1 v -+[п  1) (// — 2)1 к"- :,+  ... +  2.4,, - +  (п-Аох"~ 1 +

+  </г— l)/l,-.v" -+ ... + 2А„ . v }-.1 ,) +a,(Anx" +  Aix'‘ '+■■■ +
-f-.'l,, . IЛ- -f .4 „) =  b„x f bix" 1 b,t ix-\-b„.

Кен и н rii тснгликда x тип  мое даражалари олдидаги коэффициент- 
ларни тенглапггирилса, \нда А ,, А |, /1 ■, А„ ларни топиш учун ушбу 

Д./К = Ь„.
а\пАи и ■ 1! — b .

2.1 , :! -1 и ■ А ; +а^ \„ =  Ь„ 
системага келамиз.

Б у системани ечиб, гопилган A d, А\, А >.......А„ ларни (4) ифодадагм
/4.1, А 1, А-, .... А п лар урнига куйиб, берилган (1) дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечимини топамиз.

М и  с о л. Ушбу

у "  — 7у ' -)- 12у — х
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Аввало бир жинсли
у "  -  7у ' +  12у =  О

тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Равшанки, бу ифференци- 
ал тенгламанинг характеристик тенгламаси

/г — 7к +  12 =  0
булади. Бу квадрат тенгламанинг илдизлари /еi =  3, k> =  4 булганли- 
ги учун бир жинсли дифференциал генгламанинг умумий ечими

С I е3х +  С>е4х
булади._

Энди бери,п ан бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимини топамиз. Генг.гаманинг унг томонидаги функция 
q(x) = х  биринчи даражали купчая хамда а->— 12 ф  0 булганлиги 
учун хусусий ечимии

V ( x )  =  1 v +  А
куринишда нзлаймиз. Бу функцияпинг биринчи хамда иккинчи 
гартибли хосилалари

\"(х ) =  Л„,
V " (x ). =  0

пи бергглган тенгламага куйиб топамиз:
— 7 • Ач 12 (A i\X -)" А |) =  х.
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(  — 7A0+12A , =  0 
булиши келиб чикади. Бундам

а _ _!_ л __
Л °  ~  12’ А > ~  144

булишини топамиз. Шундай килиб, хусусий ечим

= 1 2 Х +  1X4-
булади. Унда берилган бир жинссиз дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

у - С,е3х +  ^  ^

булади.
б) (1) тенгламада аг =  0 булсин. Бу холда (1) .тенгламага мос бир 

жинсли тенглама куйидагича

У " +  «I • У' =  0 
булиб, унинг характеристик тенгламаси

k2 +  a\k =  О
булади. Равш анки , бу квадрат тенгламанинг битта илдизи нолга 
тенг: k \= 0 ,

Бу холда ( 1 ) дифференциал тенгламанинг хусусий ечимини

V (х ) =  х (At)Xn -{- A ix ‘ 1 -)- ... -)- А п \ Х А п) (5)
куринишда излаймиз.

Юкорида келтирилган а) холдагидек, бу V {х ) функциянинг 
биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари топилади, сунг уларни 
(1) тенгламага куйилади. Х,осил булган тенгликда х нинг мос 
даражалари олдидаги коэффициентлар тенглаштирилиб, А о, At,
А п лар, демак, берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенгла­
манинг хусусий ечими (5) топилади.

М и  сол .  Ушбу
у " + у ' = х - 2

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама

У "  +  У' =  о 
булиб, характеристик тенглама эса

k2 +  k =  0
куринишда булади. Равшанки, k\ = 0 , kz= — 1. Демак, бир жинсли 
тенгламанинг умумий ечими

С. - s

Bv тенгликдан
|  12A o= 1,

булади.
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Энди берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимини топамиз. Тенгламанинг унг томонидаги функция 
q (x ) = х  — 2 — биринчи даражали купхад хамда а-у =  0 булганлиги 
учун хусусий ечимни

V (х) =  х(АоХ +  At)
куринишда излаймиз. Бу функциянинг биринчи хамда иккинчи 
тартибли хосилалари

V' (х ) =  2 А ох -)- А I,
V " (x )  =  2А0

ни берилган тенгламага куйиб топамиз:

2Ао +  2Аох +  А\ =  х — 2.
Кейинги тенгликдан эса

(2 А и=  1,
1 2Ап -(- А 1= — 2 

булиб, ундан А 0 =  А, =  — 3 булиши ни топамиз.

Шундай килиб, хусусий ечим V (х ) =  х ( ~ х — 3^ булади. Унда 

берилган бир жинссиз дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
У =  С\ -f С >е~х +  х(̂ -- х — 3 )

булади.
2е'. А й г а й л и к,

у "  -\-a\y' -\-a-iy =  q (x ) ( 1)
д и ф ф е р е н ц и  а л т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  q (х) 
ф у н к ц и я у ш б у

q(x ) — еах(box'1 Ь\хп~ 1 ■-)- ... +  Ьп-\Х-\-Ьп)
к у р и н и ш га  ъ г а б у л с и н:

у ”  -(- й I у ' й>у =  еах ( btix" Ь\Х1 1 Ьп — \Х -\- Ьп) ■ (6)
(6 ) тенгламада

у =  еахи ( и =  и (х ) )  
алмашгириш бажарамиз. Унда

у '=  а  ■ еахи -)- еах ■ и' =  еах(оси +  и' ) , 
у "  =  я е ах(аи  и') -\-е,хх(а  ■ и ' и " )  =  егхх ( а ’и -\-2<хи' +  и " ) 

булиб,
еах(а 2и-\-2аи' +  и " )  + a i • еах (аи  +  и ') +

—|— £22 • еах • и — вах (box'1 -)- Ь\хл 1 Ь,, — \Х -)- b n )  ,
яъни

и " +  (2а +  o i ) и' -\- ( a ‘ +  a i“  +  a 2) и =
=  bi)Xn -)- b\хп 1 -|- Ьп — \х -f- Ьп

б у л а д и .
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Агар 2-а-\-а\ = d i, a J -\-u\<z-\-а-.> — d-> дейилса, кейинги тенглама 1" 
пунктда урганилган

и " -\-d\u' +  d >u =  Ьпхп -f- Ь\х” 1 -f-... 4~ bn - ix-\-bn (7)
куринишдаги тенгламага келади. Равшанки, бундай тенгламада

а) d->Ф 0 булганда, (7) тенгламанинг хусусий ечими

V\(x) =Аих" -(- А\х" -\-А „ - ]Х-\-Ап
куринишда,

б) d-i — 0 булганда, (7) генгламанинг хусусий ечими

V \ {х) — х (А{\Х А\х 1 -(-Ли I х -f- А г, j
куринишда изланиларди ва топи.тарди.

Агар d2ф 0 булганда, к =  а  сон
/г" -f a\k -f- а > — О

характеристик тенгламанинг илдизи булмас.чигини, dj_ — 0 булганда 
эса, k =  a  сон шу характеристик тенгламанинг илдизи булишини 
х,амда у =  епхи экаиини эыиборга олсак, унда (6 ) дифференциал 
тенглама учуй:

а) k — a  сон характеристик тенгламанинг илдизи булмагаида 
хусусий ечим

V (x )= e ax(A axn +  A ixn" '  +  ... +  A „ - lx +  A n)
куринишда,

б) k =  a  сон характеристик тенгламанинг илдизи булганда 
хусусий ечим

V (x )= x e ax(A „xn +  A lx" 1 +  ... 4 А„ - ,х + А „ )

куринишда изланади ва 1° д а т  каби i они. чади.
Э с л а т м а. Агар к=а. сон характеристик геш. ia манммг карра.ти илдизи ov.ica, 

хусусий ечим
Г (- г ) = х ! е°х (.1 ил*” -|~у4ia-" 1-f ... j .1- ].V-f-.4„ I

курииишда пз.танади.
М  и с о л л а р . 1 .  Ушбу

у " - 2 у '  +  *у =  е*х(х +  2)

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топиш.
Аввало бу тенгламага мос бир жинсли

у "  -  2у' +  4у =  О
тенгламанинг умумий ечимини тонамиз. Характеристик теш лама

Л- — 2* +  4 =  0

нинг илдизлари fei =  1+УЗ/, /г > =  1— -уЗ/ булади. Унда бир жинсли 
тенгламанинг умумий ечими

cie*cas-\f3x +  C2ex ■ sin \/3.c

б у л а д и .
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Энди берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг' 
хусусий ечимини топамиз.•

Дифференциал тенгламанинг унг'томонидаги функция q (x ) =  
=  е3х(х +  2) хамда а  =  3 сон характеристик тенгламанинг нлдизи 
булмагани учун хусусий ечимни

V (х) =  еЛх (Аох-\-А I )
куринишда излаймиз. Равшанки,

V' (х) =  c ix (ЗАох —|— ̂ 4о —|— 3А !),
V " (x )  = е 'и (9Ло.г +  6/1() +  9Л|).

Бу кийматларни берилган тенгламага куйиб

e3jr(9/4nx +  6i4o +  9/4i) — 2 • е'*(ЗАох +  А» +  З А \ )+
-\-4е3х (Аих +  А I ) =  е3х\x-\-2),

яъни

7A qx-\-4Ao~\~ 7 А ] =  х -j~ 2 
булишини топамиз. Кейинги тенгликдан эса

л _  1 л -  J 0
—  7 ’ 49

булиши келиб ч и кади. Демак, хусусий ечим

V M  =

бу.Iно, берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими 

y  =  C]excos~\/3x-\-Ciex ■ эт-\/Зл'4 - |!| )

булади.
2. Ушбу

у "  — у — ех{х2— I )
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Берилган тенгламага мос бир жинсли тенглама у "  — у =  О, 
характеристик тенглама эса к — 1=0 булади. Характеристик 
тенгламанинг илдизлари к\ =  \, к->= — \ булганлиги сабабли бир 
жинсли тенгламанинг умумий ечими

с\ех -f- С‘>е~1
булади.

Энди бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топамиз. 
Тенгламанинг унг томонидаги функция q (x )= e x(x~— 1) хамда 
а =  1 сон характеристик тенгламанинг нлдизи булганлиги учун 
хусусий ечимни

V (х ) — хех (А м 1 -\-А \x~\~ А -i)
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куринишда излаймиз. Бу функциянинг биринчи хамда иккинчи 
тартибли хосилаларини хисоблаймиз:

. V ' (х) = е х(А <>Г! +  Л \х 2+А-2х ) +  ех(ЗАох'-\-2А \X-\-A 2) =
=  вх (А цх *-)- ( ЗА o-f- А [) х 2 {2А\-\~А))х А >),

V' (х) =  ех [ А (>х -)- (ЗА «j —(— А |) х~-\- (2A i -f~ А 2) х -)- А 2] -|- 
е* [ЗЛ ох ~ -j- 2 ( ЗЛ о -)- Л |) х -)- 2A i -)- А ■>]=

=  вх [ А ох5-)- (6,4 и —(— А |) х ~ (6/4 и-)- 4Л i Л 2) л: -|- 2Л i -)- 2А 2].
Бу кийматларни берилган тенгламага куйиб

ех [А ох ‘ -f- (6Л о+ Л ,)х-+  (6Л (i-j-4Л А •>)х 2А 1 -f-2Л 2] —
— ех (Л [)Хл-\- А \х2-\- А 2х) = е х(х 2— 1),

яъни

6Л \Х"-\- ( 6Л о 4Л |) х -j-2 (Л 1 -j-Л 2) =  х" — 1 
булишини топамиз. Демак,

6Л „=  1,
■ 6Л 0+ 4Л  , =  О,

2Л, +  2Л2=  — 1.

Бу системадан

эканини топамиз.
Шундай килиб, хусусий ечим

V M  =  * • -  7 *  -  т )

булиб, берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими 

у =  с 1ех+ с 2е~ х +  л- • ех(~ х 2

булади.
3°. А й т а й л и к.

у "  +  а\ ■ у ' +  а2у =  q (x ) ( 1)
д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  
q(x) ф у н к ц и я

q(x ) =  eaxcospx(Ьчхп +  bixn~ 1 +  ... bn-\X +  bn)

q (x ) = e aj;sinpx(b(ixn +  /?ix"_ l  -f-... +  bn- i* +  bn) 
к у р и н и ш д а  б у л с и н. Бу холда:

а) агар /г =  а  +  г(3 сон
fe2 +  ai/? +  a 2 =  0 
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характеристик тенгламанинг илдизи булмаса, у холда I 1) тенглама­
нинг хусусий ечими

V (х) =  вах [cosfSx (А i\xn А \х" 1 А п — \X-\- А „) 4~
-)- s i п |3х (А 'ох'1 -(- А\ хп 1 -)“ .•• ~\~ А'п —\ Х А  п) \

куринишда,
б) агар k =  a +  /р сон

k -J- а | k —j— ci ■> =  0
характеристик тенгламанинг илдизи булса, у холда ( 1) тенглама­
нинг хусусий ечимп

V (x )— x ■ еах [cospxMnx'' +  А\хп~ 1 - f ... +  Л „_ |Х  +  Л „ ) -f 
—|— sin fix (А [)Хп -f- А \х" 1 -)-... -(- Ап — I х -(- А ) ]

куринишда изланади ва аввалги холлардагидек топилади.
М  и с о л л а p. I . Ушбу

у "  — 4у' +  Зу =  2<?*cos3x
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Аввало бир жинсли
у " - 4 у '  +  3у =  0

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Бу генгла­
манинг характеристик тенгламаси

/Г — 4/г +  3 =  0
булиб, унинг илдизлари k\ — \, ki — 3 булади.

Демак, бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
С\ех-\-cieAx булади.

Энди берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимини топамиз. Тенгламанинг унг томонидаги функция 
q (x )=  2etcos3x хамда а-)- (р= 1+ 3/ сон характеристик тенглама­
нинг илдизи булмаганлиги сабабли хусусий ечимни

V (х) = e jr(y4ocos3x-(-/16sin3x)
куринишда излаймиз. Бу функциянинг биринчи ва иккинчи 
тартибли хосилаларини хисоблаймиз:

V '(х ) = e x(^ocos3x-f ЛбэтЗх) -\-ех( — ЛоэтЗх-З-Ь 
-(-ЛбсоэЗх • 3 =  е|Г[(Ло +  ЗЛ6)созЗх-)-- 

+  (Л 6 — ЗЛо) • sin3x],
V " (x )  = е х [(/4n-f-3/46)cos3x+ (А'о — ЗЛо) sin3x] +
+  ех [— 3(Ло +  ЗЛо) sin3x-f-3M6 — ЗЛ0) cos3x]=

=  ех [(6/4о — 8Л о) сos3x — (6/1 п +  8/16) sin3x].
V (x ), V '(x ), V " (х ) нинг ифодаларини берилган тенгламага куйсак,

[(Л 66 -  8Л 0) cos3x-  (6Л 0 +  8Л 6) s in3x j-
— 4ех [(Ло +  ЗЛб)соэЗх+  (Л 6 — ЗЛо) sin3x]-|- 

+  Зе* (ЛоСовЗх -j- A 6sin3x) =  2excos3x,
яъни

( — 9Л0 — 6Л 6)со зЗх+  (6Ло — 9Л6) sin3x =  2cos3x 
тенгликка келамиз. Бу тенгликдан
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{  6 A о— 9 Л 0= 0  

келиб чикади. By  системанинг ечими
/1 — ___ ?_ /1' _______ i_

булади.
Шундай килиб, берилган бир жинсли булмаган дифференциал 

тенгламанинг хусусий ечими

V (x ) = е*(у— 73- cos3x---—  sin3x^

булиб, унинг умумий ечими
/ 2  4 \y =  c lex-j-c2e3x~l-eJ‘( — —  cos3x---— sin3xj

булади.
2. Ушбу

у"-\-у =  3sinx
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама у"-\-у =  0 нинг 
характеристик тенгламаси k + 1 = 0  булиб, унинг илдизлари k\ =г, 
Й2=  — г булади.

Демак, бир жинсли тенгламанинг умумий ечими
C|COSX +  C2sinx

булади.
Берилган бир жисли булмаган дифференциал тенгламанинг унг 

томонидаги функция q(x) =  3sinx хамда а +  гр =  г сон характеристик 
тенгламанинг илдизи булганлиги сабабли хусусий ечимни 

V (х ) =  х (Лосоэх +  Лбэтх) 
куринишда излаймиз. Равшанки,

V' (х) =y4ocosx +  y46sinx +  x ( — /losinx + Лбсоэх)
V "  (х) =  — /4osinx +/16cosx+ ( — Лоэтх +Лбсоэх) +

+  х ( — Лосоэх — Лоэтх).
Бу V (x ), V '(x ), V " (х ) нинг кийматларини берилган тенгламага куйиб

— 2Ло5Шх +  2Л 6со5х +  х( — Лосоэх — Ловтх) +
+ х(Лосо5х +  Л 6з т х )  =3sinx, 

яъни — 2Лозтх +  2ЛпСОБх =  35т х  тенгликка келамиз. Кейинги
з

тенгликдан эса Л „ = — —, Л „= 0  булиши келиб чикади.

Шундай килиб, берилган бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечими

V (х) =  — 2XC0SX 
булиб, унинг умумий ечими

у =  c,cosx +  c2sinx— |xcosx

j  — 9Л0— 6Л0= 2 ,

булади.
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4 . Кл'йида келтириладиган гебремад-ан бир жинсли булмаган диф- 
ференциа. i iенгла 'ланинг хусусий i чи мини л опишда фойдаланила ди.

1- т е о р е м а Агар V\ {х) ва V _: {х) функциялар мос равишда

у "  \ u\if' 4 <i"U =  q\ (х ) , (8 )
у "  +  а | у ' +  а 2>у =  «/■;( х ) (9)

тенгламаларнинг хусусий ечимлари булса, у х;олда
V\(x) +  VAx)

функция
у "  -(- а \у' \~aiy =  q \(х) f  q i(x ) (Ю )

тенгламанинг хусусий ечими булади.
И с б о т .  Шартга к-'па 1 — Г (х) функция (8 ) тенгламанинг, 

I ’•»-- V-,(x) функция (9) генгламанинг ечими. Демак,

V ■ +  а п V I =  <7, (д ) ,

V , -)— о. 11 .. 4’  ̂- V ■ ч (х ) .

In  тенг.жклардан

I | -)- V cl | (1 ] -f I ) -)— и ( V | -)- I L.) =  q | (х ) -4- у (.v1) 

булиши келиб чикали. Агар

l - Г ' • Г '.
(1 , +  v/2) /'= H  + V Y

булишиии эътиборга олсак, унта кейинги генглик ушбу

( I I -(- I  ?} -f- а ! ( I7j f V :4 -j- ci:i{ I't 4  V _>) q\ (х) 4~ q2 (х)
куринишга ке.пди. Бу эса V7! +  l'”-* функция (10) тенгламаниш ечими 
эканини курсатади. Теорема исбот булди.

М и с о л .  Ушбу
у ’' — 2//' — 2х 4 - е'ь ( 11)

дифференциал теш ламанинг уму мин ечимини топинг. Бу тенглама- 
! а мос бир жинсли у "  — 2у' =  () тенгламанинг характеристик 
тенгла маем k~ — 2k =  0 булиб, у ни иг ил;ип три k\ = 0, fo =  2 булади.

Демак, бир жинсли тенгламаниш умумий ечими C i+ t'aeA 
булади.

Энди берилган бир жинелп булмаган дифференциал тенгламанинг 
х\‘-УсIг I ечимини топамиз.

Буниш ч чун к\ пил И'п иккита

у "  2у' — 2х, ( 12)
у ‘ ' —- 2 у — еЛх (13)

бир жинсли булмаган шфференннал генгламаларнинг хар бнринииг
■ \гу( ии 1'чим lapmiH топамнз.

( 12) тенгламанинг унг онидаги функция q (x )= 2 x  хамда 
/г — 0 характерно: пч 1ем : д нлдизи булганпиги учун (12) 
тенг л о мамин г х усчеии ::м и м и и г:



V\ (.x ) =x(Aox-\- A I ) 
куринишда излаймиз. Равшанки,

V\ (x) = 2 Anx +  A u 
V Y (x ) =2A(>.

Бу кийматларни (12) тенгламага куйиб

2Ао — 2(2Аих +  А ,) =2х,
яъни

— 4Аох -j- (2 А о — 2А\) =  2х 

тенгликка келамиз. Кейинги тенгликдан

булиши келиб чикади. Демак, (12) тенгламанинг хусусий ечими 

V M  = x ( ~ J x - t ) =  ~ ~ ( х 2+ х )

булади.
Энди (13) тенгламанинг хусусий ечимини топамиз.
(13) тенгламанинг унг томонидаги функция q (x )= e 3x хамда

3 сони характеристик тенгламанинг илдизи булмаганлиги сабабли 
хусусий ечимни

V2(x )= e 3x- A 0

куринишда излаймиз. Бу функциянинг биринчи хамда иккинчи 
тартибли хосилалари

V'z(x) = З Л „е :и,
V¥(x )  = 9 Л 0 • 

ни (13) тенгламага куйиб

9А0е3х — 2 • 3Ао ■ е3х =  е3х, 

яъни ЗАое3х =  е3х тенгликка келамиз. Бунда А 0= ~  булиши келиб

чикади. Демак, (13) тенгламанинг хусусий ечими V 2(x) =  -у е3х

булади.
Юкорида 1-теоремага кура

V A X ) +  V 2(x) =  — -^(х '2+ х ) + ^ е 3х

функция ( 11) дифференциал тенгламанинг хусусий ечими булади.
Шундай килиб берилган (11) бир жинссиз тенгламанинг умумий 

ечими
У =  с 1 +  с.£3х — ~ ( х 2 +  х) +  ~ е 3х

булади.
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11- Б О Б

Л-ТАРТИБЛИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

Мазкур китобнинг 1— 3- бобларида биринчи ва иккинчи тартиб­
ли дифференциал тенгламалар батафсил урганилди.

Фаннинг турли тармокларида, айникеа техникада тартиби 
иккидан кжори булган дифференциал тенгламалар билан боглик 
масалаларга дуч келамиз. Бинобарин, уларни — «-тартибли (п >  
> 2 ) дифференциал тенгламаларни урганиш вазифаси юзага 
келади.

п- тартибли тенгламалар назариясида хам, биринчи ва иккинчи 
тартибли дифференциал тенгламалардагидек, дифференциал тенг­
ламалар ечимининг мавжудлиги, тенгламаларни ечиш усуллари 
каралади. Келтириладиган тасдикларнинг исботланиши деярли 
аввалдагидек мулохаза юритиш асосида олиб борилишини эъти- 
борга олиб, куйида тасдикларни исботсиз келтирамиз.

1-§. Я  ТАРТИБЛИ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АНИ НГ 
УМУМИЙ КУРИНИШ И

п- тартибли дифференциал тенгламанинг умумий куриниши 
куйидагича

Ф  (х, у , у', у " ,  ..., у м )  =  0 (1)
булади. Бунда х — эркли узгарувчи, у =  у (х ) — номаълум функция, у\ 
у " , .... у<«> лар эса номаълум функциянинг биринчи, иккинчи ва х. к., 
п- тартибли хосилалари.

( 1) дифференциал тенгламанинг баьзи мухим хусусий холларини 
караймиз.

1°. ( 1) дифференциал тенглама ушбу

У {п] =  f ix ) (2)
куринишга эга булсин. Бу холда t/ («> ни кетма-кет п марта 
интеграллаб, (2 ) тенгламанинг умумий ечими топилади.

М и с о л .  Ушбу

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
у " '  функцияни кетма-кет уч марта интеграллаб топамиз:
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У"'1 “ 5 > - И" ! с ■
=  In X i +  С !.

^y"cJx =   ̂ (1 п | л' | =  ^ IILV t lx f  С 'л---; A'hi v ! — л' -f- С  |Л' -j- (

у '  =  A III ! V - v {  С I A' -f С  ,
[y 'd x  —  ̂ t a 11! v | — x j- С ,.c 4- C-_) dx —

=   ̂A'lll | A'| (/a — j  ^’ i t  l ' in | A-1 .. - A"

- ‘ л-ч С ;  t <'■ -v-t r:..

y =  \  in ia-i - a - t c .  !, f c . v  -f~ c ,

2 . ( I )  дифференциа.1 icin ламада номаьлум функция ва у нинг 
дастлабки бир нечта тартибдаги хосилалари к,атнатмасин:

«I» (а , у " '1, у {к ' 1....у ' " )  -=п. (3|

Б у  холда y tk) =  р =  р (а ) алмаштмрши наш ж асид а (3 ) дифференци- 
i\:\ гонг.Iамаии11 г тартиби паслйиб ушбу

Ф  (-V. р .  р ' ......р { ’ ) —  О

куринишга келадп.
М и  сол.  Ушбу

х ул — у 11 '=< >

дифференциал тепгламани ечиш .
Гзv генгламада

У |\ = Jl =  p (x )

алмаиггириш бажарамиз. Унда у — р' { А') =  yv булиб, берилган 

тенглама х с-~ — р =  0 куриниона келадп.dx
Равшанки,

х — р = 0 =>- — = 'Л --̂1п I /■>' = In! a'! -f In ! С - i => p — С iX.
dx r  /) v

Энди
Р = ’ = C,A'

тенгламанинг ечимини кетма-ке1 интеграллаш билан гопами.»: 

y " '  =  C t ~ + С 2,

У " =  С г ~  + 0 --HC*
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син:
3°. ( I )  дифференциал тенгламада эркли узгарувчи х катнашма-

Ф  (у, у', у",..., у м )  =  0.

Бу холда у ' =  р =  р (х ) алмаштириш билан дифференциал тенглама­
нинг тартиби бир бирликка пасаяди. Бунда

, dy

и " — dp — dp dy — D dp dx d y d x  dy ’

U ' " = —  (p  ■ - t ) = - L  ( p . i L )
dx V dy J  dy v dy J  dx j y2 \  dy

булиши эътиборга олинади.
М и с о л .  Ушбу

у '- у " ' — 3у'2 =  0

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Бу тенгламада

у ' =  р =  р (х ) 

алмаштириш бажарамиз. Унда

булиб, берилган дифференциал тенглама куйидаги

куринишга келади.
Шундай килиб, берилган учинчи тартибли дифференциал 

тенглама у ' =  р (х ) алмаштириш натижасида иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламага келди. (4) тенгламани ечиш учун



алмаштириш киламиз. Унда — булиб,  p-z —  — 2 z 2 =  0,
dy2 dp dp

яъни ------2—  =  0 булади. Равшанки,2 p

In 1 г | — ln/r =  In | Ci | =>- 2 =  C ip2

Натижада,

^  =  — -= С fdy =>-
аУ p

=> — =  С \У +  С 2 =>- ---=  С ]£/ +  С 2 =>-

dx

^  — % = С , у + С 2= > х = ~ С г ^ - С 2у +  С 3

булади.
4°. (1) дифференциал тенгламада Ф (х , у , у', у",..., у<">) функция у, 

у', у",..., у ("> ларга нисбатан /г-тартибли бир жинсли функция,
яъни

Ф (х , ty , ty\ ty",..., t y w ) =  /*Ф(х, у , у', у " , . . . , у ^ )

булсян.
Бу холда

у =  f?^d*, (z =  2 (х) )

алмаштириш билан ( 1) дифференциал тенгламани тартиби бир 
бирликка камайган дифференциал тенгламага келтирилади. 

М и с о л .  Ушбу
х2у - у "=  ( у - х - у ' ) 2

дифференциал тенгламани ечинг. Бу тенгламада
Ф (х , у , у', у " ) = х 2- у - у "— (у — х у ')2

функция учун

Ф  (A', ty, t y t y " )  = X 2(ty ) ■ ( t y " )  — (ty — x { t y ' ) ) 2 =

=  l Ix2y - y "  — i 2(y  — xy,) 2 =  t2\cly y " — (y — x y ') l ] =  t2Ф  (x, y, y '( y " )

булади.
Каралаётган дифференциал тенгламада:

y =  (2 =  2 (х) ) .
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Унда

f \ zdx . .  , \ zdx . ч * \ zdx о . \ zdx , , > , 9\ \ zdxУ=е>  -г, у = ( е J •z ' ) = e J -z‘ + e J  -z '=(z  +  z 2) e J 

булиб, берилган тенглама куйидаги

2/ ' I 2\ ‘Л  zdx , \ \ zdx ч оa t (z  + z  )е  J =  (<?J -x -ze } )

куринишга келади. Кейинги тенгликнинг хар икки томонини

e2̂ zdx га булиб, x2(z' +  z2) =  (1 — zx )2, яъни x~z' 1 +  2xz =  1 булишини 
топамиз. Агар x2z' + 2 xz— (x2-z)' эканини эътиборга олсак, унда

тенглама хосил булади. Равшанки, x2z — x-\~C\. Бу тенгликдан 
1 c iz = — I-- - булиши келиб чикади. Натижада,
* X2

Г U  • ■ )  „ . . - Х м  С.! —
y  =  e J dx= e ' ~  х~ '  — е ’ " = С 2л'£> '

булади. Бу берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечи- 
мидир.

2- §. Я-ТАРТИБЛИ Д И Ф Ф Е РЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМА 
ЕЧИМ ИНИН Г М А ВЖ УДЛИ ГИ

Айтайлик, бирор я-тартибли дифференциал тенглама 
Ф (х , у , у', у у м )  = 0

берилган булсин. Баъзан бу тенгламани у<"> га нисбатан ечиш 
мумкин булади:

y in)~ f (x ,  У, у', у " .... У 1"-11) • (5)

Одатда (5) тенглама п- тартибли цосилага нисбатан ечилган 
дифференциал тенглама дейилади.

Фараз килайлик, (5) тенгламадаги f(x, у, у функция 
(п + 1  та узгарувчининг функцияси еифатида) R n + i фазодаги бирор 
D еохада аникланган ва узлуксиз булсин.

1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас мусбат N  сони мавжуд

булсаки, ихтиёрий (х, у, у',..., y in~ ^ )^ D , (х, у , у ',..., y ' " ~ " ) £ D  

нукталар учун | f(x , у, у',..., + — f(x, у , у 

У (г,~ п) I \у — у | +  | у ' — у "  | + ... +  | у («-и — у ("->) |) тенгсизлик
18—690 273



бажарилса, у холда f(x , у, у',..., у*'1- " )  функция D соуада у, у', у",..., 
у ("-и  узгарувчилари буйичаЛипшиц шартини бажаради дейилади.

1- т е о р е м а .  Агар
y<"> =  f(x , у, у', у " , . . . ^ ^ )

тенгламада f(x , у, у', у",..-, у <1,~ 1>)  функция
D = { ( x ,  у,!/,..., у ,п- ’>) £ R n+ I *0| <  а, \ у -  у„\ <  Ь,

\ у ' — Уо\^Ь,... ,\уп 1  —  у <ьп~ ') \<кЬ, да узлуксиз булиб, уо, у \

у(“ -п аргументлари буйича Липшиц шартини бажарса, у %олда 
(5 ) дифференциал тенгламанинг \х — h, X)-\-h\ да
( h ^ m i n ( a ,

у I х=хп= у „ у' \х=х<= у ' , у ' " ~ "  11г-г||= !/(( Г 1)

шартларни каноатлантирадиган ечими мавжуд ва у ягона булади.
Одатда

У\*-Ь=У1Ъ У ' \ < = , = У ъ - , У {п- 1)\ * = , = У [Г ]) 
шартлар бошлангич шартлар дейилади.

(5) дифференциал тенгламанинг бошлангич шартларни к,ано- 
атлангирадиган ечимини топиш масаласига Коши масаласи 
дейилади.

М  и с о л. Ушбу
/// 1гис

у
дифференциал тенгламанинг куйидаги

y |x = i= 0, у ' |x=i =  l, у ”  |x=i= 2

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.
Аввало берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечимини 

топамиз. Бунинг учун у ' "  функцияни кетма-кет уч марта интеграл- 
лаймиз.

\ y '"d x =  \ d x=  \пх. \ ( - ! ) ■  j  dx =

______ 1пх г dx__ I пх 1 _
_  x ~  ~x 7 ' 1 •

Демак,

y " = - J r - i + c l

Иккинчи марта интеграллаймиз:

\ y "d x  =  \ ( — ^  +  —  I l n 2x - ln U |  + C ,x  +  C.>
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Демак,

У = Iп2х — In | х | +  С,х +  С ,

Учинчи марта интеграллаймиз:

 ̂у 'dx =   ̂ 1п х — 1 п | х \ +  С ,х +  C- ĵdx =

=  — у  1 п 2х +  С , ~  +  С.х 4- С , .

•' Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими 

У — — Г) 111 "х 4~ С | ,у Ч- С оХ +  С (6 )

С,
■ О шартдаи фойдаланиб —- + С 2+ С 3= 0  булиши-

оулади.

Энди у \ х =
ни, у' |л 1 =  1 шаргдан фойдаланиб C i + C :>=1 булишини, 
у " \ х=]— 2 шартдаи фойдаланиб — 1+ C i = 2  булишини топамиз. 
Натижада С i, Cv, Сз ларни аниклаш учун

С 3 =  О,

С ,+  С ,=  1,
— 1 +  С | =  2

система хосил булади. Уни ечиб топамиз:

с ,  =  3, С - 2 . C i= ~

Буларнинг кийматини (6 ) муносабатдаги С i, Ci, С з лариинг урнига 
куямиз. Натижада, изланаётган ечим

У =  — 4 1ггх + ■ 2х -

булиши келиб чикади.

3-§. Л-ТАРТИБЛИ ЧИ ЗИКЛИ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР

Номаълум функция у =  у (х ) ва унинг у', у у [п' хосилалари 
биринчи даражада катпашган
у и,) +  Р\{х) у {п~ и +  р2{х ) y {n~ 2) +  ... +  p „- i(x ) у ' +  рп (х) y — q(x) (7)

тенглама п- тартибли чизикли дифференциал тенглама дейилади. Бу
ерда р i (х ) , р> (х ) ....р„ (х) - тенгламанинг коэффициентлари, q(x) уса
озод щ д  дейилади. Улар бирор (а, b ) орали^да берилган функция- 
лардир.
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(7) гишлама n- тартибли чизикли бир жинссиз дифференциал 
тенглама ,\ам деб юритилади.

Хусусан, (7) да <7 =  0 булса, яъни тенглама ушбу

У " "  +  P i  ( х )У и' Ч ~ Р Л Х ) У ° '  “Ь “Ь Р -1 ( х )У '  Рп (х )У  =  0 (8)

куринишга эГа булса, уни п- тартибли чизикли бир жинсли 
дифференциал генглама дейилади.

2- т е о р е м а .  Агар (7 ) тенгламадаги р ( х), р2 (х),..., р„ (х ) х;ам- 
да q (x )  функциялар X  тупламда (X 'c / ? J  узлуксиз булса, у %олда 
X  да (7 ) тенгламанинг

У | *=*и=Уо, У’ | х=х„— Уп> У"  \ х=х=Уо,-, У{п^ П | х=х0= Уо "~ '’

бошлангич шартларни /jаноатлантирадиган ечими мавжуд ва 
у ягона булади.

Г .  « - т а р  т и б л п ч и з и к л и б и р ж и н с л и д и ф ф е р е н ц и - 
ал т е н г л а м а л ар .

Энди

У'"' A-Pi(x) y '" ~ "  +  P A x ) y {"~ 2, +  -  +  Pn - i(x)y ' +  P „ (x )y  =  0 (8 )

дифференциал тенглама тугрисидаги маълумотларни келтирамиз.
3- т е о р е м а .  Агар y i = y , ( x )  функция (8 ) тенгламанинг ечими 

булса, с у  1 функция х̂ ам (С  — ихтиёрий узгармас сон)  шу 
тенгламанинг ечими булади.

4-т е о р е м а .  Агар у\ уамда у> функциялар (8 ) тенгламанинг 
ечимлари булса, у х;олда C\y\ -\-C2y 2 функция уам (с\, с -2 — ихтиёрий 
узгармас сонлар) tuy тенгламанинг ечими булади.

(7) дифференциал тенгламанинг умумий ечимини аниклашда 
функцияларнинг чизикли эркли хамда чизикли богликлик тушунча- 
.Iари мухимдир. Купила уларни келтирамиз.

Фа раз килайлик, {а , Ь ) интервалда ф, (х ), фг(х), фз(х),..., ф„(х) 
функциялар берилган булсин.

2- т а ъ р п ф. Агар шундай а\, « 2,..., а„ сонлар топилсаки, уларнинг 
камида биттаси нолдан фарщли булиб, ушбу

а|ф :(х ) + а 2ф2(х) + ... +  а пф„(х) = 0

тенглик баж ар и лса . ф|(х), ф _>(х ),..., ф „(х ) ф ункц иялар  (а, Ь ) да чизикли  
боглик, дей и гад и.

3- т а ' ь р иф.  Агар cf i (х) ,<| L>(x) ,...,ф„ (х) функциялар учун

а:ф| (х) + а 2фг(х) + ... +  а„ф„ (х) = 0

тенглик ф ак,ат « 1= 0 , и -j —  0 , . . . ,  а п =  0 булган д аги н а  б а ж а р и л са , ф| (х ) ,
ф2(х ) ....  фл(х ) функциялар (а, Ь) да чизикли эркли функциялар
дейилади.

Фараз килайлик, у \ (х ), у-> (х ) ..... у „ (х) функциялар

У 1"' + P , (x ) y ," - " + P 2 (x ) y {"~ 2) +  ---+P„-i(x)y ' +  Pn (х )у  =  0 
дифференциал тенгламанинг ечимлари булсин.
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У ш б \
IJ , (л ) у.,(х) ...у,,(х)

W {x ) =
(х) у ,(х ) ... у (х }

у\" "(.V) уУ" "(А') ... у,1," 1 ’(Л-)

функционал детерминант Вронский детерминанты леб аталади.
5- т е о р е м а .  Агар (8 ) тенгламанинг у\(х),..., у (х ) ечимлари 

(а, Ь ) да чизикли бог лик булса, у уолда V.v ■' ( а, Ь ) да

булса, у уолда у | ( л ) , у- ( л )__  у„ (л) ечимлар чизикли б от ли к, булади.
7-т е о р е м а .  Ушбу

формула уринлидир, бунда х ,f (а, Ь).
(9) формула .7 иувилл (Остроградский-Л иувилл) формуласи 

дейилади.
4- г а ъ р и ф. Агар у\ (х ) , у> (х),..., у.., (х) функцнялар (8 ) тенглама­

нинг ечимлари булиб, чизикли эркли функцнялар булса. улар
(8 ) тенгламанинг фундамента i ечимлар системаси дейилади.

8- т е о р е м а .  Агар у i(x ). у (х ),..., у „ (х ) Лар (а, Ь ) да 
y<'OJr p l (x)y<" '> +  Р ’(х)у<"-2>+... f  р„ ь (х )у ' рп(х )у  =  0 диффе­
ренциал тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси булса, бу 
тенгламанинг умумий ечими

функцнялар бирор учинчи тартибли чизикли бир жинсли диффе­
ренциал тенгламанинг фундаментал ечимлар системаеини ташкил 
этишини курсатинг ва шу дифференциал тенгламани гузинг.

Берилган у\= х , у-, =  х2, ул =  е* функцияларницг Вронский 
дете рм и н а нт и н и топамиз:

W ( x ) = W ( x J e (1*)

y — C\y\ [х)-\-с>У ’ (х ) -f спу п (л )

булади, бунда с\, с->....  с„ - ихтиёрий узгармас сонлар.
М и с о л .  Ушбу

у | (х) —х, у> (а) —-х2, у л (х) = е х

х х ' е
W (x )=  1 2х ех

0 2 ех
х • 2 ■ х ■ е 1 -)- х 2 • е ’ • () -)- I - 2-е ' —

— О • 2х ■ ех — х ■ 2 ■ ех — 1 • х1 • ех — ех (х2 — 2х +  2 ) — е' [(х — 1)2 1 ]



Равшанки, Vx fR  учун

/1.емак, у\(х) =  х, у-Лх) =  дг\ у А х ) = е х фуикциялар б и pop учинчи 
тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг фунда­
ментал ечимлар системаеини гашкил этар экан. Айтайлик, бундай 
дифференциал тенглама

у'"-\-а\(х )у"-\-а> (х)у'-\-а-.\ (х )у  — 0 ( 10)
булсин.

Энди бу тенгламадаги номаьлум а\ (х ), <х>(х) хамда аз(х ) 
функцияларни топамиз. Ьунинг учун у i (х) = х , y-i(x) =  х ' хамда 
ул(х) — ех ларни ( 10) тенгламага куямиз:

у'\" 4  a; (x )yY  4  а.'{х )у\ 4  а ,( v)/уi = 0  =>
=>• 0 4  а | (х) • 0 ф-а-_>(х) ■ 1 4 аз(х ) • х =  0, 
у !>" 4  oci (л-)у-/ 4  осг{х)</2 4  а , (x)y-j — 0 =>

=>■ 0 4 ^ 1  (х) • 2 4 (х) ■ 2x 4  а з (х) • х" =  0, 
у я ' 4  а  I (х ) У ■' 4  а  Л X) У з - ь аз (х ) г/з =  0 
=> е ' 4  а ; (х > 4  « 4 х ) <4 4  аз (х ) ех =  0.

Натижада, a i ( x ) ,  cc-j(x), а<(х) ларни топиш учун ушбу
О-ai (х) 4  l a  4 0  4xa .s (x ) = 0,

2 • а I (х ) 4  2xa_• (х ) 4  х'а.ч (х ) =  О, 
еха, (х) 4 <’la 4 x) i <''a.(x) =  — ех

еистемага келамиз. By' системами Крамер коидасидан фойдаланиб 
ечамиз:

W(x)  Ф  0.

О I
9 9X х
е с с

- е ' ( х2- 2х 4 2 ) =  — ех[(х-  1) Ч  1 ],

\

О i х
2 2х х- : А' е ,

\ .=

0 0 X
■= 2 0 X

/>

S о 1

<

0
\ j 2 2х 0

i V V1 с с — е1

9 г

= 9 ,
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а . , _Xi __ eV _______ jC___
е' (л'2 — 2лг +  2) х2 — 2х 2

, , V' — 2хех 2х
ОС х )  = -  =  - - -  -- — —  --  -  =  -— ---------------,

\ --с' (.г — 2.V +  2) х~ — 2х +  2

( \ Кл 2еХ 2
'  — ех (х — 2х +  2) х" — 2х +  2

Бу топил г an а, (х ) , ccj(x), а ,(х ) ларни (10) га куйсак, унда 
(х~ — 2х +  2 ) • у ' "  — х ’у "  +  2ху' — 2у =  0

дифференциал генгламага келамнз. Бу изланаётган учинчи тартиб­
ли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламадир.

2 . п- I а р т и Г, ли ч и з и к л и би р  ж и н с с и з  д и ф ф е р е н - 
ц и а л г е и г л а м а л а р.

Ушбу нунктда «-тартибли чизикли бир жинссиз дифференциал 
те h i лама
у ' ” ' +  Р\(х) у ' " ~ " + р ; ( х ) у ' " +  + p „ _ t(x) у ' +  Рп (х) y =  q (х) (7)

пинг умумий ечимини гопиш билан шутулланамиз. Бунда (7) тенгла­
мага мое булган

y {")+ P M y i"~ ' )+ p 2(x )y i”~'’) +  -  +  Pn-i{x)y '  +  Pn(x)y =  0 ( 8 )

бир жинсли тенглама хакидаги маълумотлардан фойдаланамиз.
Фараз килайлик, (7) тенгламада р\ (х ) , р2 ( х ) р п(х) хамда q (х) 

функиинларнинг хар бири (а, Ь) да узлуксиз булсин. Унда
(7) тенгламанин! ечими мавжуд булади.

9-те о р е м  а. п- тартибли чизикли бир жинссиз дифференциал 
тенглама (7 ) нинг умумий ечими у (х )  uiy тенгламанинг бирор 
хусусий ечими ц (х ) ва мос бир жинсли дифференциал тенглама
( 8 ) нинг умумий ечими и (х ) ларнинг йшиндиси

у ( х) =  и (х ) <р(х)

дан иборат булади.
Энди (7) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг хусусий 

ечимини топиш усулларидан бирини келтирамиз.
Лйтайлик, у\ (.V). у-> (х ) , . . . ,у п (х ) лар (8 ) тенгламанинг фундаментал 

ечимлар системасини ташкил этсин. Унда (8 ) тенгламанинг умумий 
ечими

у = С\у I + c 2t/2 — — Н- с „у п
булади. Бу орда сi, о,..., с„ -- ихтиёрий узгармас сонлар. Равшанки, 
у  =  С\у\ \-c2y 2 -\~ +  cnijn функция бир жинссиз (7) тенгламанинг 
ечими булмайди.

Энди y =  c iy i+  с»у- > +  с„у„ даги с 1, с2.... с„ ларни х узгарувчи-
нинг шундай функцияси деб караймизки, натижада
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у =  Cl (х) у I -(- С2 (х) у 2 ... -f- Сп (х) уп (11)
функция (7) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг ечими 
булсин.

Бундай Ci (х ), со (х ) ....  с„ (х) ларни топиш учун аввало
' С \ ( X ) у | +  с 2 (X ) у 2 +  ... +  С „ (X ) у „ =  0,

с 1 (X ) у ] +  С 2 (X ) у 2 +  ... +  С (X ) у „ =  0 ,

.....................................................................................  ( 12 )

с\ (х )у< Г2) +  с2(х )у [Г 2)+ - + с 'л(х )у {Г 2) =  О,
с\ (х )у<? - "  +  с ,(х )у  2 +  + С ,(х )у  (" “ "  =  q(x)

системадан с\ (х ), Сг(х),..., с'„(х) ларни топиб оламиз. (Б у  система 
коэффициентларидан тузнлган детерминант Вронский детерми- 
нанти булиб, у нолдан фарклидир, чунки у\, г/2,..., у„ (7) тенгламанинг 
фундаментал ечимлар системасини ташки,т этади.)

Айтайлик,
с'(х ) =  а ,(х ) (г =1,2,3....  п )

булсин. Унда
С] (х) =  J а\ (х) dx-)— с", 
с 2 (х) =   ̂о.! (х) dx-\-cl,

сп (х ) =  5 а „  (х )  dx +  Сп

булади. Бу ерда с*, cl,..., сп — ихтиёрий узгармас сонлар.
Бу ci(x ), с2 (х )....  сп(х) нинг кийматлариии (11) теигликдаги а , сг,...,

Сп ларнинг урнига куйиб, (7) бир жинссиз тенгламанинг хусусий 
ечими

ф(х) =  [$ а \ [x)dx-\-c[]y\ +  l\ a ,(x )d x  +  c>2ly2 +  ...+
+  [J (Хп (х )  dx  ~\~ Сп ]уп =  С\ у\ —(— С 2/У 2 —|— - -. с пу  П-\- У \\ <Х| (х) dx -)- 

+  у2$ а 2 (X ) dx + ... +  г/„а„ (х ) dx
булишини топамиз.

Унда 9-теоремага кура (7) бир жинссиз тенгламанинг умумий 
ечими: п

у =  С\у\-\-C2t/2 + ... +  спуп +  С\у\ + С 2г/2 + ... +  спуп-|- £  i/,J а , (х )dx =
: -- !

=  c i£/i +  С2У2“Ь ] Г  y^ a ,(x )d x  

(a  =  Ci-\-Ci, i=  1,2,3,..., п).
М  и с о л. Ушбу

У ” ' ~ У ”  +  ”  т*/7 — —  у  —  — —' г ( х ф  0 )х X ,v д/ х +1
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
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Бу тенгламага мое бир жинсли тенглама

У у =  О

куринишда булади. Бевосита текшириб куриш мумкинки,
у \=х, у -2 — х2, у .( =  х‘!

функцнялар шу бир жинсли тенгламанинг ечимлари булади. Бу 
ечимлардан тузилган Вронский детерминанти

=  2х ф О

булганлиги сабабли у и у2, уз лар фундаментал ечимлар системасини 
ташкил этади. Демак, бир жинсли

У\ У> Уз х х~ х3
W (x ) = У \ У> Уз = 1 2х Зх2

у"\ У 2 Уз 0 2 6х

У " '-  7  У'
6 , 6  „ 

у -
Х~ X

те н г л а м а н и н г у м у м и и е ч и м и:

и (X) =С\у\ + С 2У-2 +  СЗУЗ-

Энди бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечимини топамиз. 
Хусусий ечимни

ф (х ) =  с | (х )у\-\-c-2 (х) г/2 +  Сз (х) уз
куринишда и зл а й м и з.

Бу холда (12) система ^уйидаги
' 6’I (Л')х  +  с.,(х)х~ +  Сз(Л') х3= О

с\(х) ■ 1 + t 2(.v) •2x-j-c'3(x ) ■3х2= 0

с,(х ) -0 -\-с2(х) - 2 —)— сз(а:) -6л: =

куринишга эга булади. Уии ечиб топамиз:

- , , ! х2
с < W  , .

С2 (X) =  

С л (-V) =

Натижада:



—  Iп (■л/х—  1) +  Си С2 (х ) =  _   ̂—  7| ^  +  г ': = — |  \ jх3 Н- х — 2 д/х f

+  21П ( д/х +  1 ) +  С2, C.j(x) -  ̂ ■ “ - +  V х — ( V х ~М ) +  с ъ

бунда, си  Со, сз —  ихтиёрий узгар м ас  сон.Iар.
Д е м а к , бир ж и и сси з тенглам анинг хусусий ечими:

ф (х ) = C \ (x)t/[ + С 2 (х )у 2 +  С<(х) 1/3 =

=[I V*5 - ! х"+{  Vх ■ - j +  Vх - 1п ( Vх + 11 ]•х+
+  [ ■— |  Vх! + -v - 2 V х + 21 п < V х + 1) ]  ■■л'2+

+  [ д/х 1 п ( д/х -f 1) ]x 3+c*x +  cjx2+ 4 v3.

Ш ун д а й  килиб, берилган диф ф еренциал тенглам анинг ум ум ий  
ечими:

У =  и (х) +  (( (X )  = П Х 4 -  С2Х- +  С;ЗХ > +

t V х — 4 х"+  {  V х ' — I х +  V х |п 1 Vх + 1 * Iх +

+  [ — з V х ' + х ~ 2 v x + 21п ( V х + 1) } г ’+

4 - [ V х — 1,1 ( V х * * I ' с,=  с -j- с' , /= 1,2,3.

4-§. Л-ТАРТИБЛИ ЧИ ЗИ КЛ И  УЗГАРМАС КО -> Ф Ф И Ц И I Н Г J1 И 
Д И Ф Ф ЕР ЕН Ц И А Л  Г Е Н Г J1А М A J1А Р

Ушбу параграфда куйидаги
y ln' +  a xy ' n~ u -\-a.jy'n +  ... +  а „...,// +  и .у  =  у ( х ) , (13 )

£/|" |-)-а|у (" _1Ч - а 2£/'"_ “ ' +  ...-|-о., Iу' +  сг,,г/ =  0 ( 14)

п- тартибли  чи зи кли  диф ф еренциал генглам аларни  ургапами.». 
Бу ерда дифференциал тен глам ал ар н и ш  коэф ф ициептлари  ф,. >.>_•. 
аз,..., а „ узгармас хакикий сонлар, q (х ) эса узл укеи з  ф ункц ия.

Одатда, (13) тенглама чизикли бир жинссиз, узгармас коэффици­
ентли диф ф еренциал тенглама, (14) генглама эса чизикли бир 
ж и н сл и  у зга р м а с  коэффициентли дифференциал тенглама д ей и ла ­
ди.

1 °. л - т а р т и б  л и ч и з и к л и б и р ж  и н с л и у з г а р м а с 
к о э ф ф и ц и е н т . . !  и д и ф ф е р о и ц и а л т е н г ,ч а м а л а р

Фараз килайлик,
у +  a ty'"~ 11 -)— a.jy' ~ —j— и„ ,у'-\-а,у =  0 (14)



дифференциал тенглама берилган булсин. Унннг хусусий ечимлари- 
нн

кху  =  е

куринишда излаймиз, бунда к - номаълум узгармас сон. Равшанки, 

y ' =  kek\ у "  =  к~екх.... у 1 "  =  у ы' =  к"екх

булади. 1 >у у, у\ у ” ,..., и,г' ларнинг кнйм.тгларни ( 14 ) генгламадаги у , 
г/', у",..., у'"> лар урнига куйиб топамиз:

/г"4-а,£"“ | +  =  (15)

Бу (14) диф(()еренциал тенгламанинг характеристик тенгламаси 
дейилади.

Демак, характеристик тенгламанинг илднзларига кура (14) диф­
ференциал тенгламанинг хусусий ечимлари тон ил ар :-жан.

1) (15) характеристик тенгламанинг нлднзлари к i. к->....  к„
хакнкий булиб, улар турлича булсин. Бу холда

к,Л к ,л к х к X
</] =  <? ' , //о== е - ,..., у,, ., =  е 1 1 , у„ — е ‘

функциялар (14) дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари 
булади. Улар фундаментал ечимлар систсмасини ташки,i этадн. 

Демак, бу хичда (14) дифференциал генгламанинг умумий ечими:

у — СуС ' -f С./"-' -f- ... ~f-c„ - 

М  и с о л. Ушбу
у ' "  —- 2 у '  — Л у ■ =  О

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топипг.
Бу дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

к ’ — 2к~ — Лк =  ()
булади. Унинг нлдизларнни гонамиз:

/?! — 2к2 — 3/е =  0 =>к(к-\- I ) (к — ’A) — ()=*►£ i = 0 , к-. -— — I, кл =  3.
Демак, характеристик тенгламанинг нлдизлари ,\акикий ва 

турлича. Унда берилган дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими

у =  ( ,<? 1 -)- с.,е ' -}- <: — ( | +  L'of ’ г <
булади.

2) (15) характеристик тенгламанинг нлднзлари /г,,к>....  к„ ха-
кикий булиб, улар орасида карралилари буленн. Масалан, к\ =  
=  к ’ — ... — кт =  к. я hiIи к — (15) тенгламанин! т  карра.ти нлдизи, 
кол гаи п — т  та к (,й,„+:!,..../г,; нлдизи турлича булсин. Бу холда
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у | =  е*х, у 2=  хек\ ...у, = х " ‘ ' <? ' у . ,— е ' 1'.... у . =  е*"'

функция.!ар (14) дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари 
булади. У .чар фундамента.! ечим.тар системасини гашки.т эгади. 

Демак, бу холда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у = с  |в’ с ухе + CiXC +  ... +  r„rv >1 + г с ■-{ ... +  с ,.с

М и с о л Ушбу
у " '  +  2у" + у ' =  0

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Бу дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

кл +  2к2 + 6 =  0
булади. Унинг илди «.тарини топамиз: k ! + 2k2 k =  0=k~k\ =k>— — 1. 
к я =  0. Демак, характеристик тенгламанинг илдизларн хакикий ва

1 и к к и карра.ти и.тдпз. Унда берилган дифференциал тенглама­
нинг умумий ечими:

y  =  c te ' -)- с jce сле" ' =  с 1е 1 -|- с$ке —(— с

3) (15) характеристик тенгламанинг-ил.дизлари орасида комплекс 
и.тдпз.тар булсин. Маеалан. k \= a - { /|1 k-> =  rx — i\i, k? ,~ у +76,
fe i =  y  — if) булиб, ко. п ан барча kr„ k,.....  k„ илдизлар хакикий ва
Турлича булсин. Б\ холда

//, =  e'^cosfi-v. у с “ sinp.v, //.,= eY'cos6.v,

у (=  6,v'siii(Vv, у -, =  с .у „= е  .....у . = е  ”х

функция.тар (14) дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари 
булади. Улар фундаментал ечимлар системасини гашки.т этади. 

Демак, бу холла (14) дифференциал тенгламанинг' умумий ечими:

у  =  6’ I<?a'cos|3.v +  с ,е "sinp.v +  с ,<?'■''с os fix +

-)- с ,е' 'simVv +  c ,e ' -)- c,.e " +  ... +  (•„<? ' .

M и с о л . Ушбу
у '"  +  4 у "+  13</ =  1)

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини гопинг.
Бу дифференциал тешламаниш характеристик тенгламаси

/г3 +  4/г +  13/е =  0 

булади. Унинг илдизларини топамиз:

к >-j—1 к +  1 Зк =  0 =>- к ( к -|—1 к + 13) =  ()

= ^ , =  0, к '+ 4 к  f  13 --- () -=>к | =  0, к .,= -- 2 — 3/. к ,=  - 2  +  3/.
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Демак, характеристик тенглама битта хакикий, иккига комплекс 
илдизларга эга экан. Унда берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

у =  с ! —(— с .,е ~2vc os3x +  с ле ~2's i п Зх

булади.
М  и с о л. Ушбу

' уОУ>-4у'" +  5 у " - 4 у ' +  у =  П 
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини гонинг.

Бу дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

k ' — 4k'+5k- — 4 к +  1 = 0

булади. Унинг илдизларини топамиз:

/г4— 4/?3-f 5/г-— 4к +  I = 0 ^ 2+  -1- — 4 (k +  j, )+5==0=>-

* [ ( * + 1 У 1 К 4
к Н"  ̂=  I =>к~— к -j- 1 = 0  =>к |=  — -)— i, к ,= — \} /,

к +  ‘ =  3 =>k2— 3k +  1 =  0 =►* ,=  -3^ -  Г’ , к , =  1 V S .

Демак, характеристик тенглама иккига комплекс хамдп иккига 
ту рл и хакикий илдизларга эга. Унда берилган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими:

у =  схе~ cos-^--|- с.,е : sin > ’* +  2 +  с -г

4) (15) характеристик тенгламанинг плдизлари орасида комплекс 
плдизлар булиб, улар каррали илдизлар булсин. Маеалан, 
k\ =  a-\-iр илдпз т  каррали булсин. Унда к.,= а /р илдиз хам т

каррали булади (гп ^  'j Кол га н к L,. k„ плдизлар хаки-

кии булсин.
Бу холда

у | =  e^cosfix, //.,= t?aAsinpx, у i)=xp'Ivcospx.

у \ — хеахs i п рх, у - =  х V хх с os рх, у ,, =  х 'е''1 s i п р х....

у 2т , =  х " '“ 't^ 'eospx, у.,т = х " '~  ' f 1'sinp.v.

у2т \ ~ е '• У2т ■ ~ е •• ■-У =  ^

функцнялар (14) дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари 
булади. Улар фундаментал ечимлар системасини ташки.\ этади.
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Демак, бу халда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:
// =  г ,ea4:os[iv-f f ;?̂ ,siri|lv +  £\ f̂>'*'cos|lx- +  г ,A4^'sin|lv-t- ... +

с cosp* +  с2тх в s i n f i J C - f - , |с -j-... с.,с ' .

М  п с о л . У шбу
у  I V )  —  у  "  V I  _ | _  у ’ "  у "  —  у '  _ ) _  у  =  О

дифференциал тенгламанинг умумий  ечимини топинг.
13у дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

k — k'-+k ; +  к — к +  1 = 0  

булади. Унинг илдизларини топамиз:

k :'— k '  +  k '  +  k-'— k +  I их/,-  ■ k \  — (b'  +  к) +

-f (к '+  1) = 0 = И 6 ’+  1) ( k ’— k +  1) =  ()=>

=>(k+ 1) ( к1— k I ) L’ =  0 ; k +  I = ()^ / г ,=  -  1,

(fe“ — /г+ 1) "=()=^/г, =  /г:! =  у +  /,

k\ =  k -. =  \ -  V  '■

Демак, характеристик тенглама битта хакикий хамда иккита 
икки каррали комплекс илдизларга эга экан. Унда берилган 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

v I * уз , ' ■ \ з , Т уЗ . : . уЗ у  =  с хе -J-c^'cos - А' +  с,р sin х с }хс ■ с os \—x-\-crpce-sin--,----x.

2 . /I - т а  p i  и б ли  ч п з и к л и б и р ж  и и с с и з у з г а р м а с 
к о н ф ф и ц и е н г л и д и ф ф е р е н ц и а л г е н г а м а л  а р .

Ф ар аз  килайлик,

у '" '-\-aty '"  и -\-а у " ' - fa ,. ,;/ -\-a„y=q(x) (16)

тенглама берилган булсин.
М аълумки , бу бир жинссиз дифференциал тенгламанинг умумий 

ечими унга мос б и | > жинсли

у 1'1' а  ,у'" 1 ’ +  a j j + ... +  а.. + а „у  =  0 (16')

дифференциал тенгламанинг умумий ечими билап каралаётган 
(КЗ) тенгламанинг хусусий ечими йигиндисидан иборат булади.

Ушбу нараграфнинг 1°- бандида бир жппсли дифференциал 
гешмама (16') нинг умумий ечимини-характеристик тенглама

к"-\-ajz" '-\-u,k ' -f-... -(- и .. ,к \~ «„ =  () (16")
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нинг илдизларига караб топилишини курдик. Демак, (16) тенглама­
нинг умумий ечимини топиш масаласи унинг хусусий ечимини 
тони шга келади.

Умуман, бир жинссиз дифференциал тенглама (16) нинг хусусий 
ечимини 3- § да келтирилган усул билан топиш мумкин.

Куйида (16) тенгламанинг хусусий ечимини топишнинг амалий 
жихатдан кулай булган усуЛини келтирамиз.

Бу усул берилган (16) тенгламанинг унг томонидаги q(x) 
функциянинг куринишига караб хусусий ечимни маълум куринишда 
изланишига а сослан га иди р.

I ) (16) т с н г л а м а н и и г у и г т о м о н и д a г и ф у н к и и я т  - 
д а р а ж а л  и к у п х  а д б у л с ин :

q(x) = Р т (х ),

Бу х,олда (16) тенгламанинг хусусий ечими:
а) 6 =  0 сон (16 ") характеристик тенгламанинг илдизи булма- 

ганда

ф ( * )  = Р , „ ( Х ) ,
б) £ =  0 сон (16 ") характеристик тенгламанинг s каррали илдизи 

булганда
ф (х )  =  xs-Pm(x)

куринишида изланади. Бунда Р т (х) — т- даражали купхад.
М и с о л. Ушбу.

у " ' - у "  +  у ' - у = х 2+ х

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Аввало бу тенгламага мос бир жинсли

У " ' - У "  +  У ' - У  =  О

тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Равшанки, унинг характе­
ристик тенгламаси k 1— k ’-j-k— 1=0  булади. Бу тенгламанинг 
илдизларини топамиз:

k:i — k'2 + k— 1 = 0^ (/г-1) (/г-+1) ==0=>/г, = 1, kz = —i, h  = i.

Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими у =  с\ех-\-c2c 0 sx-\- 
-)-C3sinx булади.

Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги 
функция 2-даражали купхад хамда k =  0 сон характеристик 
тенгламанинг илдизи булмаганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг 
хусусий ечимини ушбу

Ф (х ) =  А х̂~ А ‘̂ х А з
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куринишда излаймиз. Номаълум Л 1Л 2 . Л 3  сонларни топиш учун

Ф (х) =  Л \Х2 -)- А 2х 4~ Лз, 
ф7 (х) = '2 А\х-\-А2 

ф "  (X )  =  2 Л ,. 
ф '" (х) = 0

ларни берилган тенгламадаги у , у', у " ,  у ' "  ларнинг урнига куямиз. 
Натижада

— 4̂ j дг2 —j— (2 АI — А 2 ) х -(" (Л 2 — 2Л ] — А 3) =  х2 -j- х 
булади. Бундан эса

' Л , =  - 1,
. 2А , — А ,,= 1,

Л о — 2Л j — А з =  0

булади. Бу системада А\ =  — 1, Л 2=  — 3, Л з=  — 1 булиши келиб 
чикади. Демак, бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечими 
Ф (х ) =  — х2 — Зх — 1 булади.

Шундай килиб, берилган тенгламанинг умумий ечими:

У умумий =  с1е* +  C2COSX-)- c3sinx — х2 — Зх — I .
М  и с о л. Ушбу

у ' "  — у "= 1 2 х *  +  6х
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама
у " ' - у "  =  О

булиб, унинг характеристик тенгламаси /г3— k2 =  0 булади. Равшан- 
ки,

kA— k2= 0 ^ k 2(k — \) =0=>ki =  k2= 0 , k3=  1.

Демак} бир жинсли тенгламанинг умумий ечими
y  =  Ci-\-c2x +  c3ex

булади.
Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги функ­

ция 2- даражали купхад хамда /? =  0 сон характеристик тенглама­
нинг икки каррали илдизи булганлиги учун бир жинссиз тенглама­
нинг хусусий ечимини ушбу

ф (х) =  х2(Л ]Х2 +  А 2х -\-Аз)
куринишда излаймиз.

Номаълум Л I , Л 2, Л 3 сонларни топиш учун
ф (х) =  х2 (Л \Х"-j-Л 2х -J-Л 3 )  

ф' (х) = 4 Л  1Х3 +  ЗЛ 2х2 +  2ЛзХ, 
ф " (х) =  12Л,х2 +  6Л 2х +  2Лз 

ф "' (х) =  24Л,х +  6Л 2
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лардан ср'" (х) хамда <р"(х) ларнинг кипматларини бе1 члган 
тенгламадаги у " ',  у "  ларнинг урнига куямиз. Натижь а,

— 12/4 ,лг2+  (24Л ,— 6Л 2)л: +  ( 6Л 2— 2Л3) =  12л: 4-6л: 

булиб, ундан
' — 12Л , =  12,

• 24Л, — 6Л , =  6,
6Л 2— 2Л3= 0

системага келамиз. Бу системанинг ечими

Л | =  — 1, Л 2=  — 5, Л :!=  — 15

булади. ДемаК, бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечими

Ф  (jc) - — х4— 5 г !— 15л:2

булади.
Шундай килиб, берилган тенгламанинг умумий ечими 

г/умум1,й=С| + c 2x-j-c3ex — х4 — 5х3— 15х2
булади.

2 ) (16) т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ф у н к ц и я  у ш -
бу

q (х ) = Р т (х )е*х

к у р и н и ш д а  б у л с и н .  Бу холда (16) тенгламанинг хусусий 
ечими:

а) k =  a  сон ’(16") характеристик тенгламанинг илдизи булма­
ган да

ф(х) = Р т (х )еах,

б) k =  a  сон (16") характеристик тенгламанинг 5 каррали иллизи 
булганда

Ф  (л-) = x sP m(x )e*x

куринишда изланади.
М  и с о л. Ушбу

у " '  +  у "  =  Зхе*
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама

у ' "  +  у "  =  О
булиб, унинг характеристик тенгламаси

jfc3 +  ft2=*0
19 690 2Ы)
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булади. Равшанки,

к ^ к 2=0=>к'2(к +  1) =  Q=>k, =  k.,= 0 , кл=  — I.

Унда бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

y =  c l +  c.ix +  c # - x

булади.
Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томоиидаги 

функция
q(x) =  3хех

куринишда хамда а = 1  сон характеристик тенгламанинг илдизи 
булмаганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечимини

ф (*) =  М  \* +  Л 2) ех 

куринишда излаймиз. Равшанки,

{х) =  ех(А { А -2 А \х),

(р" (х) =  ех (2Л | -)- А 2 -)- А\х) , 

ф' "  (* ) = ^ (2 Л |+ 2 Л 2 +  Л ,х ).
Буларни берилган тенгламага куйиб

едг(4 Л | +  ЗЛ 2) -(— 2у4 lxejr= 3xejr,

яъни
4 Л | -{~ ЗЛ 2 ~j~ 2Л |Х =  Зх 

булишини топамиз. Бундам эса

4Л | -j- ЗЛ 2=  О,
2Л | =  3

булиб,
Л, =  | ,  А,

келиб чикади. Демак, бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечими:

ф (*) =  (-§* — 2 )<?х.

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими

Уумумий =  с I +  с +  сле х -)- ( ~ х  — 2 ) ех

булади.
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М и с о л. Ушбу
у " '- 3 у "  +  3 у '- у  =  е2х

дифференциал тенгламанинг хусусий ечими кандай куринишда 
изланади?

Бу тенгламага мое бир жинсли тенглама у ' "  — З у "  +  Зу' — у — О 
булиб, унинг характеристик тенгламаси /г'1 — 3k' +  3k— 1=0 булади. 
Равшанки,

кл — 3k' +  3k— 1 =0=Mfe — 1) (k — 2)- =  Q=>k\=k-> =  2, kл =  1.
Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги функция 
q (x )=  е~х куринишда хамда а = 2  сон характеристик тенгламанинг 
икки карралн илдизи булганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг 
хусусий ечимини

Ф (х) =  Лх2ё2х
куринишда изланади.

3) (16) г е н г л а м а ни н г у и г т о м о н и д а г и ф v н к ц и я

q (x ) = Р т (х) с os fix +  Q„(x)sinfix

к у р и и и ш да б уд с и п , бунда Р ,„(х ) хамда Q„(-v) л ар мос равшпда 
т  на п- даражали купхад.

Бу холда (16) тенгламанинг хусусий ечими:
a ) k = ± if i  сон (16") характеристик тенгламанинг илдизи 

булганда

<f (.V) =  Р; (л) cosfLv-f- Q. (х) sin fix ,

б) k = ± if i  сон (16") характеристик тенгламанинг s карралн
илдизи булгаида

(( (х ) = х '( Р , (х )  с os fix Q (х ) si n fix)

куринишда изланади, бунда A,= max{/n, п).
\\ п с о л. Ушбу

у ' 1 v 1 4у ' ' +  4у =  as in2х
дифференциал тенгламанинг хусусий ечими кандай куринишда 
изланади?

Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама 1 -\-4у" -\-4у =  0 
булиб. унинг характеристик тенгламаси 6 4-|-4Аг+ 4 =  0 булади. 
Равшанки,

& '-т- 4 / г +  4 =  0 = > ( & 2- f- 2 ) 2 =  0 = ^/г, =  /г2= /  у/2 ,

/г . =  £ ,=  — г д/2.

Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги функция

q (х) — х ■ siп2,v
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куринишда хамда / г = ± 2i сон характеристик тенгламанинг илдизи 
булганлиги учун бир жинссиз дифференциал тенгламанинг хусусий 
ечими

ф (х) =  {A ,x +  .42)s in2x+  (Л :)х +  Л 4) cos2x

куринишда изланади.
4) (16) т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ф у н к ц и я

q (х )= е ах p m (x )cosp x+ Q „U )s inp x ]

к у р и н и ш д а  б у л с и н .
Бу холда (16) тенгламанинг хусусий ечими:
а) £ =  а± г'Р сон (16") характеристик тенгламанинг илдизи 

булмаганда

Ф (х )= е ах Р  ,(x )cospx+ Q^(x)sinpx],

б) /г = а±/р сон (16") характеристик тенгламанинг s каррали 
илдизи булганда

ф(х) = x s-eâ p x(x )cospx+  Q ,(x)sinpx]

куринишда изланади.
М  и с о л. Ушбу

у ' "  -)- у ' =  ех ( c ° s2x -f- sin2x)
дифференциал тенгламанинг хусусий ечими кандай куринишда 
изланади?

Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама у'"-\-у' =  0 булиб, 
унинг характеристик тенгламаси 63 +  & =  0 булади. Равшанки,

k3 +  k =  0=>k(k2+ \ )  ^ - O ^ k ^ O , k2= i,  /г3=  ~ i  ■

Каралаётган дифференциал тенгламанинг унг томонидаги функ­
ция

q(x) =  e*(cos2x-|-sin2x)

куринишда хамда k =  \ ± 2 i сон характеристик тенгламанинг илдизи 
булмаганлиги учун бир жинссиз дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечими

Ф (х) = А  ■ ex{cos,2x-\- sin2x) 

куринишда изланади.
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12- Б О Б

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ
1-§. Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР СИСТЕМАСИ ЕЧИМ ИНИН Г 

М АВЖ УДЛ И ГИ ВА ЯГОНАЛИГИ

Фараз килайлик
y \ = f  I (х, /у|, у 2,...,уп), г/2 = /2 (х, у\, у2,...,уп), ..., у'п — In (х, у,, у-2,...,уп)
н та дифференциал тенгламалар берилган булиб, улардан та ш к ил 
топган

y\ =  fi U . У\, у 2.... У„)
у 2 =  1'., (х, г/i, г/.,.... г/ ) ,

уп = }„ (х, у |, г/2,---,

система ни караилпк. Бунда х - эркли узгарувчи, У\ =  У\(х), у  2=
= у.2{х )... У п  = У п ( х )  — номаълум функцнялар, у I, у’>,...,у'п -тар эса
т у  функция,!арнинг хосилалари.

Одатда (1) система диф ф еренциал тенглам алар  систем аси  
чейилади.

Масалан,

г/, =  1/2+ 1, |  'У\ =  У1 +  У>-У\-У I  |

У 2 =  У 1+1 (’ У 2 ---= — У\ — У г +  ;л • У 2 J 
y', =  y 2sinx, )
У2 =  У ^ ™  J

дифференциал iенгламалар сисгемаларидир.
Фараз килайлик, ф(лг), ф г(х )..... ф„(х ) функцияларнинг хар бири

(а , Ь ) интервалда аникланган. узлукенз хамда узлуксиз <pf(дс), 
ф2(х) ,...,ф,',(х) хосилаларга эга булсин.

Агар (1) системадаги у и г/2__ у„ ларнинг урнига ф |(х), ф2(х ),...)
фя(х) лар, г/i, г/'>г/,' , ларнинг урнига эса ф !(х ), фа(х) ,...,ф',(х) лар 
куйилганда ундаги тенгламалар айниятга айланса:

ф'1 =  /|(Х,ф|,ф2,...,ф„),
ф2 =  /,(х,ф„ф2,-,ф „),

фп =  /| (^,ф,,ф2,-.,ф„) ,
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у холда ф2(х ),....фД*) функциялар ( I )  дифференциал
тенгламалар системасининг ечими дейилади.

Масалан,
У ! =  | 
У '-2— ~ У  \ I

системанинг ечими

ф! (х) =  Cicos (х — С >),
(С | C i =  const) 

ф2 (х) =  — С |sin (х — С2) ,
булади, чунки

ф| = ф 1 (х) =  CiCOs(x — С ? ) , <( | =  ф,(х) =  — C,sin (x — С.) ,  
ф2 =  ф2(х) =  — C|Sin(jr — С:-), ф2= ф 1,(х) =  — C,cos (х — С.)

лар учун
ф ,(х ) ==ф.,(х), 

ф2(х ) =  — ф ,(х)

булади.
Дифференциал тенгламалар сиетемасини ечиш усулларини оаеп 

■*тншдан аввал ( 1) система ечимининг мавжудлиги хамда ягоналиги 
чакидаги теоремани исботсиз келтирамиз.

Дйтайлик, /1 (х, у |, i/з,—  «/„), /2(JC, У\.У2, --, уп) ....  fn(x, у\,у2....  Уп)
функцияларнинг чар бири а; -)- 1 узгарувчипинг функцияси сифатида 
/?',+ | фазодаги

D =  {(x, t/!, г/2,..., Уп)  f  R" + \х — х : | <  а,
|г/|— t/V|<fci, \У‘2 — г/21 ..., |у„ —

ёпик «тугри туртбурчак»да берилган булсин. (а, /), /;2....
узгармас мусбат сонлар, х», у°, i/г,---, Уп) €/?" г '•)

1- т а ъ р и ф .  Лгор шундай узгармас мусбат к сон мавжуд 
булсаки, /, (х, у |, г/2,-• , Уп)  функция (7=1,2, .... /г) х аргументнинг 
|х— х ° | ^ а  тенгсизликни к,аноатлантирадиган ихтиёрий к,ийматла- 
рида, у |, г/2....  Уп аргумент ларнинг

Iг/i — г/i I < 61, I г/a— г/21 </>2.... |г/„ — г/,4

тенгсизликларни к,аноатлантира<)иган ихтиёрий у t, у , ......  уп хамда
г/1, г/2......Уп кийматлари учун

I fi(x,y\, г/2,..., уп) — fi(x,y\, г/2.... г/„) J <
< & ( | г/ — у\ | 4 -1 г/г — г/21 4~---+ I г/« — г/n I )

(/=1,2,3, ..., я ) тенгеизлик уринли ni/лси, /, (.v, г/i, //2......... г/«),
/2(х, г/i, г/г, ... , у „ ), ... , fn(x, у ,, у2, ... , у „) функциялар у и у.,...... у„ лар
буйича Липшиц мартини бажаради дейилади.
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i - г е о р е м  а. Агир
у\ — f . (х. у !. I/o, у„), 
у2— 1 >Л t/l. М2, ... , Мп),

у', — f. IX, у,, у2, ... , (/„) 
дифференциал тенгламалар t игтемас иди /, (л:, у \, у* , » Уп ), f> (х, у i ,
у ........у п (х.  у у , ... . // ) функцияларнинг х1ар бири О д а
уилуксиз булиб, у | у , ,  у аргументлари буйича Липшиц шартини 
бажарса, у х,олда ( ! )  дифференциал тенгламалар системасининг

h I Ь
h. у ! : г;м('Н'д,; ( '• m in (at ^ ),!//| < М , i=  1 , п )

• ш//< и ч
о „ I О I о

У: г ,, "  ■ Ч • “ Mj....."  . ,, .«•
шартни к,аноатлантирувчи ечими мавжуд ва у ягона булади.

«• Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  1 I Hi Л \М \. ! \Р ( ИО Г ЕМ А С И II И ЕЧИШ УСУЛЛАРИ
I 11 Ф ф ■' Р о |j м а л v* , • ! а м а л а р с и с т е м а с и н и

0 н г i  a Ki к о р и  I ■; } и б | п : и ф ф с р е и ц и а л т е н г л а м а г а
КС 11 И Р И б 0 М И IU

1,;'фф.ч><‘к ! 111;>.I 1 (чл тамалап снетемасини ечишнинг турли 
vey мари мавжлл Шулар. ш бирн маьлум шартлар ба ж ари л-
1 аила чифференииа I ".ли (лмл. >; р системасини битта юкори
I артибли дифференциал iciii лама! а келтириб ечиш усул иди р. Бу  
vc-улла ( I ) сисгем'п а кир а и и-нгламалар билан бирга, шу 
лн п. Vi а I а кир! ан hi i а м ; 1арми диффереициаллашдан хосил

I > у nail rein . I а м ал ар 6npi ч кара ia ш. (.унг топилган функция 
\iи и. I,., к 1 рнна: \ рнш а к\Тшш in:: • билап битта номаълум функция-

I нисба I ап юкори т a j.- лб и лкрферснциал тенглама хосил
Н И la III

г о'!лалик \ ч\-ч Hi- <н номаълум функция ва уларнинг хоснлалари 
I' I ■ а и ф 1 -ипча I тенгламадан иборат

у\ - - / I ( Г, у I, и ■) , 
м' — / ’ [г. у и •) (2 )

". , via л: к ара ими >. г \ i ;ч i >манинг 6i ринчи тенгламаси

и' - /• < V. у<, у _•_) (3)
in "  Ь'Ьер'Т'ниич ч а б  i i iavа

"I* . " I I , ’’/1 ,;./ -■ f • // . •;/•■•т  • ■■■(/.,
1>у тош лчкдч' •• t/l, i/> . 1 а р; и: ■ ■ у pin (2 ) системадаги унинг
j,:!I if м • | ■ [р (и|! I ’■ \ п i . м' \ | 1а

(1 )

//



(3) тенгламадан у о ни топиб (бу у 2 функция х, у |, у\ лар оркали 
ифодаланади) уни (4) тенгликдаги у2 нинг урнига куйсак, натижада

у "= ф (х ,  у и у\)
иккинчи тартибли дифференциал тенгламага келамиз.

М  и с о л л ар. 1. Ушбу

у\ =  у'ъ I 
У2= —У 1 J

системани ечинг.
Бу системанинг биринчи тенгламасининг хар икки томонини 

дифференциаллаймиз:

У"=У2
Сунг у 2 нинг урнига (берилган системанинг иккинчи тенгламаси- 
га кура) — г/i ни куйиб куйидаги

уГ+ у ,  = 0

иккинчи тартибли дифференциал тенгламага келамиз. Бу тенглама­
нинг умумий ечими

у  1 =  C|Cosx +  C 2sinx

булади.
Берилган системанинг биринчи тенгламасидан фойдаланиб 

у2 =  (CiCOsx+ C 2sim') '=  — C isinx+  Сг cosx

булишини топамиз.
Демак, системанинг ечими

у, =  С 1 с osat -)— Casinx, 
у 2 =  — Ci sin.v -)- Cacosx

булади.
2 . Ушбу

У\= У\+  sin.r, ’

системани ечинг.
Бу системанинг биринчи тенгламасининг хар икки томонини 

дифференциаллаймиз:

у " — 2у2-у2-\-СО$Х.

Берилган системанинг иккинчи тенгламасидан

2у2-у2=у\

296



булиши! i топамиз. Кейинги икки тенгликдан

у "— у 1 =  COSX

булиши келиб чикади. Бу чизикли бир жинссиз тенгламанинг 
умумий ечими

у ,=  C iex-\-C2e~x— -у cosx

булади.
Сунг

у! =(/a +  sinx,
I

у , =  С ,£>' +  С,<? ' — — COSX

тенгликлардан
у '1= С tex— С р  — - sinx

булиши келиб чикади.
Демак, берилган системанинг ечими

у | =  С ]СЛ +  С е ~х — сosx , 

у 2=  (с  (- С с. ' — sinx V

булади.
2°. Д  и ф ф е р е н ц и а л т е н г л а м а л а р с и с т е м а с и н и и н - 

т е г р а л л а н у в ч и к о м б и н а ц и  я л а р н и то п  иш б и л а н
о ч и ш.

Дифференциал тенгламалар еистемасини ечишниш бу усулида, 
системага кирган тенгламалар устида арифметик амаллар бажа- 
риш натижасида интегралланувчи комбинация хосил кнлинади, 
яъни амаллар натижасида х, у |, уг,---, Уп ларга боглик шундай 
иомаълум

и =  и(х, у I, у2,...,уп)
функция ва унинг хосилалари богланган тенглама топиладики, 
у енгил интегралланувчи булади.

М  и с о л л а р. 1. Ушбу

системами ечинг.
Аввало системага кирган тенгламаларми ,\адлаб кушамиз:

у'] +  у 2 =  ~(У\ +  у 2)= ^(у! +  У2) '  =  — ~ (У  ] +  Уг) •
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Равшанки.
d (у, +Уо)

Ч Г  -  У | 1 ,.

-In|y t-\-y2\ -  In V -( !, ( . I -г' I,

Сунг системага ки 

У'\— [) 2 =

Равшанки,

ап геш лама lapim кал. iao а и i 

(У. У ‘j — 1 у у.

d ( y ,— y„) j |
, ’ ([i // !dx x ' у у v

=>-ln |y, — y 2| =  In |x\ 4  In | С | =>У\-
Натижада

(.
У i +  У. - л

У \— У ■=

система хосил булади. Бу системадан

У\ =  2 ( V t- С х )

1 / <:У ,=  2 ( 1 W
булиши келиб чикали. Бу берилкт дифферента, 
системасининг ечими 6y.ia.ui.

2. Ушбу
У'\ — У V У-I* j 

У2~: 'j / 2 I
системани ечинг.

Берилган системадаги биринчи 1<?нгламани у, 
тенгламани эса у\ га купайтириб хосил булган 
хадлаб кушамиз:

У\-У-2 +  У2-У\ =  у\-*Алг .' • 1/; У'\\-У У'
Агар

i/2 - i/i +у\ -у'.-— iy  I -у.) '  
булишини эыиборга олсак. унда кеймш и гсш. lavia ь

С,
А'

i j) Я м И 3. 

>)•

I тонт 1 'V :  :;Ч!

га, иккинчи 
теш Л  И М'|.!ЯрИИ

/V 1 // ;

;уйи 1 л ' и

(У, // ) - v »tJ. • !У )
куринишга келади.

2НМ



Равшанки,
d(y{-y-i) 1 , ч d{yr y2) dx 

(У г У -i)--'dx x у \ • у2 x

=>\n\yr y 2\ =  In |лг| +  In| С \\=>yу 2= x • С , . 5

Dy тенгликни эътиборга олиб, берилган системанинг биринчи
тенгламаси y \ = y i- y 2 ни ушбу

у\= у\ 'С \-х  (6 )
куринишда ёзпб оламиз. Энди (6 ) тенгламани ечамиз:

dt/, du,
- — С i-x-у ,=>--- =  С | • х - dx=> 1 п | у , | —
dx У\ -

2 х~
== С г у  +  In | С 2\ =>у | == С 2'в  ' L’

(5) тепгликдан фойдаланиб топамиз:

«■у—  С, - с , ~
y r y.,=CtX=>y,-C2-e = С ]х=>у2= -~ х-е  ' (С 2ф 0) •

Шундай килиб,

У \ =  С,-е ' -

с \ - с ,4
У -  с / х ' е

берилган дифференциал тенгламалар системасининг ечими булади.
3. Ушбу

у\ =  З у , +  5у.ъ 
у 2 =  — 2у1 — 8у2 

дифференциал тенгламалар системасининг

У l l ,  = o = 2> У 2U = 0 = 5

шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.
Системадаги биринчи тенгламани 2 га купайтириб, уни иккинчи 

тенглама билан хадлаб кушиб топамиз:

2у I +  у 2 =  2 (Зу | +  5у-2) +  ( — 2у | — 8у 2) =>- (2у \ +  у 2 ) '  =  2 (2 у , +  у2) .
Кейинги тенгламани ечамиз:

'/(2у,+ у.,) d (2y ] +y,,)
=  2 (2у , +  «/.,)=*- —- , — =2dx=> dx J 2y] +-y.,

=Ип I2// , +  y J  = 2 x +  In | С 11 =>2(/ , +  '/2=  С ,e‘2x=>-y .2=  С te'2x— 2 y ,. (7
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Агар у 2 нинг бу ифодасини берилган системадаги биринчи 
тенгламада катнашган уL> нинг урнига куйсак, унда

У\ =  З у ] +  5 {С ,е2х— 2 у ,)1

яъни
у\ =  — 7yt +  5C r e2x

чизикли дифференциал тенглама .косил булади. Бу чизикли 
дифференциал тенгламани 8-боб, 3-§ да урганилган усул билан 
ечиб, унинг ечими

У\ =  С 2е~ Тх+  I  С г е-Х

б у л и шин и топамиз.
Юкоридаги (7) тенгликдан фойдаланиб,

Уп= С ] • е~х — 2 ( ОчС ' '-j—-- С ) , яъни 1 - у 1

у , = — -С,е~х — 2 С ,- в~ ‘хJ  - 9

булишини топамиз.
Ш у ндай килиб,берилган дифференциал тенгламалар сисгемаси- 

иинг ечими:
У\ — С g  —С,-в"1,

у ,=  — у С ,е2х — 2С ,е ~1х. (8 )

Энди y 1l.t = o=2, у.,\ С1_(|=  5

шартларни эътиборга олиб, (8 ) тенгликлардаги х нинг урнига О ни, у \ 
.камда у 2 ларнинг урнига эса мос равишда 2 ва 5 ларни куямиз.
Натижада

2 =  С 2+ | С „  

5 = - | с , - 2 С ,
(9)

булади. (9) системани ечиб
С, = 9, С2 =  — 3

булишини топамиз.
Демак, берилган дифференциал тенгламалар системасининг 

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечими

у ,=  ( — 3) -е 1 х —е ■ 9 =  5е~х— Зе 

у — -(у 9еъ — 2 ( — 3) е ~7х =  — eL’' +  6<? ~7'

булади.
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