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SO*‘Z BOSHI

Oliy o'quv yurtlarida oliy matematika, yo‘nalishlarga garab
u yoki bu hajmda o‘gitiladi. Oliy matematikani o°qitishdan
ko‘zlangan asosily magsad: bir tomondan shu fanning asosiy
tushunchalari, tasdiglari, turli usullari hamda, boshqa matematik
ma’lumotlar bilan tanishtirish bo‘lsa, ikkinchi tomondan amaliy
masalalarni matematik usullar yordamida yechishga o‘rgatishdan
iborat. Ayni paytda talabalarni mantiqgiy fikrlashga o‘rgatish ham
oliy matematikaning vazifalaridan biri hisoblanadi.

O‘zbekistonda kadrlar tayyorlash tizimini tubdan isloh
gilish jarayonida talabalarni o*quv materiallari bilan, aynigsa darslik
va o‘quv qo‘llanmalari bilan ta’minlash muhim ahamiyatga ega.

Oliy matematika kursi bo‘yicha turli darajada yozilgan va
magsad hamda yo‘nalishlari xilma-xil bo‘lgan qator darslik va
o‘quv qo‘llanmalari mavjud. Ammo davlat ta’lim standartlari o‘quv
dasturlarini zamon talablariga moslashtirishni va qayta ko‘rib
chigishni taqozo etadi.

Mazkur qo‘llanma davlat ta’lim standartlari asosida
yozilgan bo‘lib, u ma’lum tartibda ma’ruza va paragraflarga ajratilib
bayon etilgan.

Oliy matematikada o‘rganiladigan mavzularni hajmi katta
bo‘lmagan ma’ruza va paragraflar bo‘yicha yozilishi talabalarga
mavzu mazmuni va mohiyatini chuqurroq anglashga yordam beradi
deb o°ylaymiz.

Ushbu go‘llanma 53 ta ma’ruzadan iborat bo‘lib, ularda
sonlar 0°qi, Dekart va qutb koordinatalari sistemasi, determinantlar
va matritsalar, ular yordamida tenglamalar sistemasini yechish,
vektorlar va kompleks sonlar, tekislikda to‘g‘ri chiziq va uning turli
ko‘rinishdagi tenglamalari, ikkinchi tartibli egri chiziglar, bir
o‘zgaruvchili funksiya, uning hosila va differensiallari, Teylor
formulasi, differensial hisobning tatbiglari, funksiyaning aniqmas
va aniq integrallari, aniq integralning tatbiglari, qatorlar, fazoda
koordinatalar sistemasi, fazoda tekislik va to‘g‘ri chizig, ikkinchi
tartibli sirtlar, fazoda vektorlar va ularning ba’zi tatbiqlari, vektorlar
analizining elementlari, ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti,
uzluksizligi, hosila va differensiallari, karrali integrallar, birinchi
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tartibli va ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar, egri
chizigli integrallar, sirt integrallari, maydonlar nazariyasining
elementlari, matematik fizikaning ba’zi bir tenglamalari, ehtimollar
nazariyasining asoslari mavzulari bayon etilgan.

Dastlabki ma’ruzalarda haqiqiy sonlar, tenglamalar va
tengsizliklar haqida qisqacha ma’lumotlar keltirildi. Ular,
fikrimizcha “elementar matematika”dan oliy matematikaga o‘tishda
“ko*prik” vazifasini bajaradi.

Qo‘llanmani yozishda biz quyidagilarga:

1) har bir mavzuning ravon, ixcham, matematik qat’iylik
bilan bayon etilishiga;

2) mavzularning bir-biriga uzviy bog‘liklikda, ma’lum
ketma-ketlikda, kerakli isbotlar bilan yoritilishiga;

3) turli amaliy masalalami yechishda matematik usullarning
tatbiglariga e’tiborni qaratdik. :

Ma’'lumki, oliy matematikaning turli sohalarga tatbiq
doirasi nihoyatda keng. Aynigsa, fizika, mexanika masalalarini,
shuningdek texnik hamda iqtisod masalalarini yechishda matematik
usullardan har doim foydalaniladi.

Kitobda oliy matematikaning tatbiglariga misol va
masalalar gisman keltirilgan bo‘lib, mualliflarning rejalariga ko‘ra
yoziladigan «Oliy matematikadan masalalar to‘plami» da kengroq
va batafsil to‘xtab o‘tilish ko‘zda tutilgan. Shuni ham aytish
kerakki, ko‘p yillar davomida mualliflarning mazkur kurs bo‘yicha
0‘gigan ma’ruzalari kitobni yozish jarayonida katta yordam berdi.

Kitob qo‘lyozmasini sinchiklab o‘qib, uni ilmiy va uslubiy
jihatdan yaxshilanishiga o‘z hissasini qo‘shgan O‘zbekiston Milliy
universiteti Mexanika-matematika fakulteti “Matematik analiz”
kafedrasi professori X.T.Mansurovga mualliflar tashakkur izhor
etadilar.

Mualliflar



1-MA’RUZA

Hagqiqiy sonlar
Haqiqgiy sonlar to‘plami.
Haqiqiy sonning absolyut qiymati

Son tushunchasi matematikaning muhim tushunchalaridan
biri. Ular
1) natural sonlar (1,2,3,...),
2) butun sonlar (..., -2, -1,0, 1, 2,...),
3) ratsional sonlar (oddiy va o°nli kasrlar),
4) irratsional sonlar '
bo‘lishi mumkin. Bunday sonlar, ular ustida bajariladigan amallar,
amallarning bajarilish goidalari o‘quvchiga maktab, kollej va
litseylarda o*gitiladigan matematika fanidan ma’lum.
Oliy matematika kursi davomida ko‘p hollarda haqiqiy
sonlarga duch kelamiz. Shuning uchun haqigiy sonlar haqgidagi
asosiy ma’lumotlarni gisqacha bayon etamiz.

1.1. Ratsional va irratsional sonlar

Ma’lumki, £ ko‘rinishida ifodalaniladigan son ratsional
q
son deyiladi, bunda p - butun son, g-esa natural son bo‘lib, ular
o‘zaro tub, ya'ni (p,g)=I. Ravshanki, oddiy kasrlar ratsional son
bo‘ladi.

Agar £ kasrning maxraji 10, 100, umuman 10 ning natural

darajalari (10" bo‘lsa, bunday oddiy kasr o‘nli kasr deyiladi.
Masalan,

—3— ; L 2—3- ——8— - oddiy kasrlar,

27177117 9

—7—~07 L12‘11,._, 2 =(,23 - o‘nli kasrlar bo‘ladi.
10 10 100



£ ratsional son — oddiy kasr berilgan bo‘lsin. Bo‘lish
q
qoidasidan foydalanib p butun sonni g natural songa bo‘lamiz.

Agar bo‘lish jarayonida biror qadamdan keyin qoldig nolga teng

bo‘lsa, u holda bo‘lish jarayoni to‘xtab, P kasr o‘nli kasrga
q

aylanadi. Odatda, bunday o*nli kasr chekli o‘nli kasr deyiladi.

p ni g ga bo'lish jarayoni cheksiz davom etib, ma’lum
qadamdan keyin yuqorida aytilgan qoldiglardan biri yana bir marta
uchrashi, so‘ng undan oldingi ragamlar mos ravishda takrorlanishi
mumkin. Odatda, bunday o‘nli kasr cheksiz davriy o‘nli kasr
deyiladi. Takrorlanadigan ragamlar (ragamlar birlashmasi) o‘nli
kasrning davri deyiladi.

53
Masalan, 57 ratsional son 1,4722..=1,47(2) o'nli
kasrga keladi. Bu cheksiz davriy o‘nli kasr bo‘lib, uning davri 2 ga

53
teng: — =1,47(2).
e 36 )

Demak, har qanday 2 ratsional son chekli o‘nli kasr yoki

cheksiz davriy o‘nli kasr orqali ifodalanadi.
Aksincha, har ganday chekli o‘nli kasrni yoki cheksiz

davriy o‘nli kasrni £ ko‘rinishida ifodalash mumkin.

q
Masalan,
103=1—_ 103
’ 100 100°
3
0,(3)=0,3333.. =04 by >y =10 _3 10 1
10 10 10 L1009 3
10

(bunda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yig‘indisini
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topish formulasidan foydalanildi) bo*ladi.

Demak, har qanday chekli yoki cheksiz davriy o'nli kasr
ratsional son orqali ifodalaniladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy ratsional son chekli yoki cheksiz
davriy o‘nli kasr orqali va aksincha, ixtiyoriy chekli yoki cheksiz
davriy o‘nli kasr ratsional son orqali ifodalanadi.

Ammo cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasrlar ham mavjud.
Masalan,

1,1010010001..., 1,4142135..., 2,7182818...

sonlar cheksiz davriy bo‘lmagan o'nli kasrlar bo’ladi (bu sonlardan

ikkinchisi \/_2- ni, uchinchisi esa e sonini ifodalaydi). Ravshanki,
bu sonlar ratsional sonlar bo‘Imaydi.
 Ta’rif. Cheksiz davriy bo ‘Imagan o ‘nli kasr irratsional son
deyiladi. Masalan,
1,4142135...:\/5, 3,141583...=x, 2,71828l..=¢

sonlar irratsional sonlardir.

1.2. Hagqigiy son. Haqigiy sonlar to‘plami va
uning xossalari

Ta’vif. Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan
hagqiqiv sonlar deyiladi.
Masalan,

2, 7%, -3, \/E,n,

sonlar haqiqiy sonlardir.

Odatda, matematikada turli matematik obyektlarni,
jumladan haqiqiy sonlarni, alohida-alohida o‘rganilmasdan,
ularning bir nechtasini birgalikda o‘rganiladi. Bu to‘plam
tushunchasiga olib keladi.

To‘plam matematikaning boshlang‘ich tushunchalaridan
bo‘lib, uni narsalarning ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, 2, 4, 6 sonlardan tashkil
topgan to‘plam, bir nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglardan tashkil
topgan to‘plam deyilishi mumkin. To‘plamni tashkil etgan
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narsalarni uning elementlari deyiladi.

Biz haqiqiy sonlardan tashkil topgan to*plamlami qaraymiz.
Ular sonli to*plamlar deyiladi. Bundan keyin sonli to‘plam deyish
o‘rniga qisqacha to‘plam deb atayveramiz.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan uning
elementlari esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, 4,5 ,...

to‘plamlar, a,b,... to‘plam elementlari.

Agar a biror A to‘plamning elementi bo‘lsa, a € 4 kabi
yoziladi va «a element A to‘plamga tegishli» deb o*qiladi. Agar
a shu A to‘plamga tegishli bo‘lmasa, uni a ¢ A kabi yoziladi va
«a element A to‘plamga tegishli emas» deb o*qgiladi.

Odatda, barcha natural sonlardan iborat to‘plamni N harfi:

N = {1,2,3,...},
barcha butun sonlardan iborat to‘plamni Z harfi:
V] ={...,—2,—l,0,1,2,...},

barcha ratsional sonlardan iborat to‘plamni Q harfi:

Q={£Zp€2,q€N,(p,q)=l},
q

barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plamni R harfi bilan
belgilanadi.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo*lsa,
u chekli to*plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi.

Masalan,

A= {2,4,6,8,10,12,14}
chekli to*plam,
N= {1,2,3,...,n,...}

cheksiz to‘plam bo*ladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, to‘plamni tashkil etgan elementlar
orasida aynan bir-biriga teng bo‘lgan elementlar to‘plamning
elementi sifatida faqat bir martagina olinadi.

Aytaylik, ikki £ va F to‘plamlari berilgan bo‘lsin. Agar
E to*plamning barcha elementlari F to‘plamga tegishli bo'lsa, £
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to‘plam F to‘plamning gismi deyiladi va £ < F' kabi yoziladi.
Masalan,

: NocZcQcR

bo‘ladi. :

Agar Ec F va F < E bo'lsa, I va [ bir-biriga teng
to‘plamlar deyiladi va £ = F kabi yoziladi.

E va F to‘plamlarning barcha elementlaridan tashkil
topgan to‘plam, bu to‘plamlar yig*indisi (birlashmasi) deyiladi va
E U F kabi belgilanadi. £ va F to’plamlarning barcha umumiy
elementlaridan tashkil topgan to‘plam, bu to‘plamlarning kopayt-
masi (kesishmasi) deyiladi va E N F kabi yoziladi. E to‘plam-
ning F to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan tashkil
topgan to‘plam £ to'plamdan F to‘plamning ayirmasi deyiladi va
E\ F kabi yoziladi.

Masalan,
A=1{1,2,5,8,11,13}
B={2,4,6,8,10,12}
to‘plamlar uchun
AU B ={1,2,4,5,6,8,10,11,12,13},
ANB={2,8},

A\B=1{1,5,11,13},
B\ A={4,6,10,12},

shuningdek,

NuZ=Z,NnZ=N,Z\N={.-3,-2,-1,0|
bo‘ladi.

Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo'sh
to‘plam deyiladi va & kabi belgilanadi.

Odatda, chekli 4 to‘plam elementlari soni m(A) orqali

belgilanadi. '
1-misol. Dunyo okeanida 19 ta suvosti chuqurliklari
ma'lum, ularning chuqurligi 7 km. dan oshadi. Ulardan 16 tasi
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Tinch va Hind okeanlarida, 4 tasi Hind va Atlantika okeaniarida.
Har bir okeanda nechtadan suvosti chuquriiklari bor?

Yechilishi. 4 to‘plam bilan Tinch va Hind okeanlaridagi
suvosti chuqurliklarini, B to‘plam bilan Hind va Atlantika
okeanlaridagi suvosti chuqurliklarini belgilaymiz. Masala shartiga
ko'ra  m(A4)=16, m(B)=4 bo‘ladi. Ayni paytda
m(A uB) =19 ckanligi ma’lum. Ravshanki Hind okeanidagi

suvosti chuqurligi AN B to'plamni tashkil etadi. Bu to*plamning
elementlari quyidagicha topiladi:

m(ANB)=m(A)+m(B)-m(AUB)=16+4-19=1.
Shunday qilib, Hind okeanida 1 ta, Tinch okeanida 15 ta, Atlantika
okeanida 3 ta suvosti chuqurliklari bor ekan.

Endi barcha haqigiy sonlardan iborat bo‘lgan R
to‘plamning xossalarini keltiramiz:

1) R to'plamda (to'plam elementlari orasida) qo'shish,
ayirish, ko paytirish, bo‘lish, darajaga ko 'tarish, ildiz chigarish
amallari kiritilgan bo ‘lib, bu amallarning bajarilish qoidalari ham
o ‘rinli bo ‘ladi,

2) R to'plamda (1o 'plam elementlari orasida) ieng, katta,
kichik tushunchalari kiritilgan. Ixtivoriy ac R, be R, ceR
haqiqiy sonlar uchun

a=b,yoki a>b, yoki a<b
bo'lib, a<b, b<c bo'lishidan a < c bo lishi kelib chigadi;

3) R zich to'plam bo‘ladi, ya'ni ixtiyoriy a€ R, be R
hagqiqiy sonlar uchun a #b bo ‘lsa, u holda a va b sonlar orasida
istalgancha haqiqiy son bo ‘ladi.

2 —misol. Agar - ratsional, « - irratsional son bolsa,
¥+ a sonning irratsional son bo ‘lishi isbotlansin.

Yechilishi. Berilgan r va « sonlarning yig'indisini /3
deylik: f=r+a. Ravshanki, bu tenglikdan « = f—r bo‘lishi
kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, £ ratsional son bo‘lsin. Unda £ -7 soni.
ikki ratsional son ayirmasi yana ratsional son bo‘lganligi uchun
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ratsional son bo‘ladi: f—r=a ratsional son. Bu esa berilishiga
ko‘ra « ning irratsional son bo‘lishiga ziddir. Ziddiyatning kelib
chigishiga £ ning ratsional son bo‘lsin deyilishi sabab bo‘ldi.

Demak, f irratsional son.

1.3. Sonlar o‘gi. Sonlarni geometrik tasvirlash

To‘g ri chiziq va bu to‘g'ri chiziqda biror nuqta olib, uni O
harfi bilan belgilaymiz (1-chizma).

- | -+ f »>
@ 0 o
1-chizma

Bu O nugta nol sonining geometrik tasviri deyiladi. O
nuqta to‘g‘ri chizigni ikki nurga ajratadi. O nuqtadan o‘ng
tomondagi nurning yo‘nalishini musbat, chap tomondagi nurning
yo‘nalishini manfiy deb garaymiz. So‘ng o‘Ichov birligi (uzunligi 1
ga teng kesma) ni olamiz.

Natijada yo*nalishga ega bo‘lgan to‘g‘ri chizig, O nuqta va
o‘lchov birliklaridan iborat sistema hosil bo‘ladi. Uni sonlar o‘qgi
deyiladi.

O‘Ichov birligi deb gabul qilingan @ kesmani O nuqtadan
boshlab, sonlar o‘qining 0‘ng tomoniga joylashtira boramiz. Uni bir
marta joylashtirganda bir uchi O nuqtada bo‘lib, ikkinchi uchi
aniqlagan nuqgta 1 sonining geometrik tasviri bo‘ladi. Shu tarzda
birlik kesmani ikki marta, uch marta va hk. marta joylashtirib
sonlar o‘qida 2, 3 va h.k. sonlarning geometrik tasvirlari topiladi.

Xuddi shunday usul bilan birlik kesmani O nuqtadan chap
tomondagi nurga joylashtira borib -1, -2, -3, va h.k. sonlarning
geometrik tasvirlari aniglanadi (2-chizma).

! i | i L ' \ \

-3 -2 -1 0 1 82 3

v

o

2-chizma
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Aytaylik, garalayotgan son ratsional son bo‘lsin: masalan,
S

5" Bu sonni tasvirlovchi nugqtani topish uchun avval o‘lchov

birligini O nuqtadan o‘ng tomonga ikki marta joylashtirib, ikki
sonni tasvirlovchi nuqa topiladi, so‘ngra bu nugtadan boshlab

1
o‘lchov  birligining 7 gismini  qo‘yib,

= sonni geometrik
ifodalovchi nugta topiladi (2-chizma).

Umuman ratsional sonlar to‘plami () dan olingan har bir
ratsional songa to‘g‘ri chiziqda bitta nuqta mos keladi. Biroq, sonlar
o‘qida shunday nuqtalar borki, ular birorta ham ratsional sonning
tasviri bo‘lmaydi. Masalan, /10 sonini olaylik (bu son irratsional
son bo‘ladi). Tomonlari 3 va 1 ga teng bo‘lgan to‘g'ri
to‘rtburchakni qaraymiz (3-chizma).

v

3-chizma

Bu to‘g'ri to‘rtburchakning OB diagonali, Pifagor teoremasiga
ko‘ra OB =0C* + BC? bo‘lib,

OB =\OC? + BC? =J9+1 =10 bo'ladi. Sirkulning uchini O

nuqtaga qo'yib, radiusi OB ga teng bo‘lgan aylana chizilsa, bu
aylana sonlar o‘qini ) nuqtada kesadi. Ravshanki, OB = OD .

Demak, \/ﬁ soni geometrik tasvirlovchi nugta D nugta
bo‘ladi.

Sonlar o‘gida shu kabi nuqtalar cheksiz ko‘p bo‘lib, ular
irratsional sonlarning geometrik tasvirlari bo‘ladi. Ma’lumki. barcha
ratsional hamda barcha irratsional sonlardan tashkil topgan to‘plam
haqiqiy sonlar to‘plami bo‘lib, u R harfi bilan belgilangan edi.

Ko‘rsatish mumkinki, (u maxsus adabiyotlarda, masalan [2]
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da isbotlangan) har bir haqigiy songa sonlar o‘gida bitta nugta va
aksincha, sonlar o‘gidagi har bir nuqtaga bitta haqiqiy son mos
keladi. Bu hagigiy sonlar to‘plami R bilan sonlar ¢°qining
nuqtalari to‘plami orasida o‘zaro bir giymatli moslikda ekanligini
bildiradi.

Kelgusida to‘g‘ri chizigning nuqtasi deganda hagiqiy sonni,
hagiqiy son deganda to"g‘ri chizigning nuqtasini tushunamiz.

Endi ba'zi-bir sonlar to‘plamlarini keltiramiz, ulardan,
kelgusida ko‘p foydalaniladi.

Aytaylik, ae R, beR sonlar berilgan bo'lib, a<b
bo‘lsin.

a,b va ular orasidagi barcha haqiqiy sonlardan tashkil

topgan to‘plam segment deyiladi va [a,b] kabi belgilanadi:
[a.b]={xeR:a<x<b}
Xuddi shunga o*xshash ushbu (a,b), (a,b], [a,b),
to‘plamlar quyidagicha ta’riflanadi:
(a,b)={xeR:a<x<b} -interval,

[a,b) = {x eR:asx< b} - yarim interval,

(a.b]={xe R:a<x<b} - yarim interval.
Bunda @ va b sonlar [a,b] , (a,b), [a,b) va (a,b]

to‘plamlarning chegaralari deyiladi. Shuningdek
[a,+0)={xeR:x2af,

(-»,a)={xeR:x<a},
(1) =R
deb qaraymiz.

1.4. Sonning absolyut giymati va uning xossalari

Biror x hagqigiy sonni (xeR) garaylik. Bu son musbat
(x >0), manfiy (x < O) yoki x =0 bo‘lishi mumkin.
13



Agar x>0 bo‘lganda shu x ga teng, x <0 bo‘lganda shu
songa qarama-qarshi —x ga, x=0 bo‘lganda 0 ga teng
bo‘ladigan son x ning absolyut giymati deyiladi va ‘)\I kabi
belgilanadi. Demak,

| x, agar x>0,
o=
[——x, agar x<0.

Masalan, '7, = I—ZI = —(—~2) =2, ll —\/5' = \/E— | il
Sonning absolyut giymati quyidagi xossalarga ega:
1) Ixtiyoriy x haqiqiy son uchun
lleO, lxlzl—x|, x_<_|x], —xSlxl
munosabatlar o‘rinli,
2) Agar x haqigiy son
|x|<a (a>0)
tengsizlikni ganoatlantirsa, u
_ “a<X=%aqa
tengsizliklarni ham qanoatlantiradi va aksincha.
3) Agar x hagiqiy son
x> a
tengsizlik qanoatlantirsa, u
xX>a, x<-a

tengsizliklarni ham ganoatlantiradi va aksincha.
4) Ikki x va y hagqiqiy sonlar uchun

a) ,x+y|£lx’+|y| ;
b) Jx=y]2 [y,
@) e = ||y,
[+

1|=— (v#0)
vl b

€)

bo‘ladi.
5) Ushbu
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munosabat o°rinli.
3-Misol Agar a,b.c haqigiy sonlar uchun a>b>c¢
bo ‘Isa,
la —b|+|c—a|—|b—cl

topilsin.
: Yechilishi. Ravshanki, @ > bo‘lgani uchun a-»b> 0
bo‘lib,

la ~bl=a-b
bo‘ladi, @ > ¢ bolgani uchun ¢—a < 0 bo‘lib,

lc-a‘ =—(c—a)=a-c¢

bo‘ladi, b > ¢ bo‘lgani uchun b-c >0 bo‘lib

lb = c| =b—e
bo‘ladi. Demak,

|a—b|+|c—a\—lb—c| —a-b+a—c—(b-c)= 2(a—b).

1.5. Matematik belgilar

Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z va so‘z birikmalari
o‘rnida maxsus belgilar ishlatiladi:

1) «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi iborasi «=>» belgi
orqali yoziladi;

2) ikki fikming ekvivalentligi ushbu «<=» belgi orqali
yoziladi;

3) «har qanday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari
o‘rniga « ¥ » belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘rniga «3» belgi
ishlatiladi.

Shuningdek, tasdiglaming isboti boshlanganligi « €» belgi,
tugaganligi esa «® » belgi orgali ifodalanadi.

15



Mashglar

1. 80 ta matematika olimpiada qatnashchilardan 60 tasi
shaxmat ishqibozi, 50 tasi shashka ishqibozi va 40 tasi shashka va
shaxmat ishqibozlari. Olimpiada qatnashchilarning ganchasi bu
o‘yinlarga befarq emas.

2. Ma’lumki, ikki radiusdan tashkil topgan a markaziy
burchak tortib turgan yoyning uzunligi /=Ra (« radian
o‘lchovda) bo‘ladi. Yer sharining ekvatorida 1° burchak tortib
turgan yoy uzunligi topilsin (yer sharining ekvator radiusi
R =6300 km deb olinadi).

3. Biologiyada o‘rganiladigan bir hujayrali hayvonlar har
minutda har biri ikkiga bo‘linib ko‘payadi. Agar bitta olingan
bunday hayvon 100 minutda ko‘payib, ularning soni » taga yetsa,
dastlab olingan ikkita hayvonning ko‘payib, ularning soni ham »n
taga yetishi uchun gancha vaqt kerak bo*ladi?

4. 4 to‘plam 3 ga bo‘linuvchi barcha natural sonlar
to‘plami, B esa 5 ga bo‘linuvchi barcha natural sonlar to‘plami
bo‘lsa, AN B to‘plam qanday bo‘ladi?

5.A={xeN|2<x<6]}, B={xeN[i<x<4|} va
C={xeN|¥’ -4=0]} bo'lsa,
) BUC 2) AnBNC 3) AUBUC 4) (ANB)U(BUC)

to‘plamlar topilsin.

16



2-MA'RUZA
‘Tenglamalar va tengsizliklar

Oliy matematikaning turli sohalaridagi masalalari, ko‘p
hollarda tenglama va tengsizliklarni yechish bilan hal qgilinadi.

Odatda, berilgan tenglama va tengsizliklar, ularga teng
kuchli, ayni paytda soddaroq bo‘lgan tenglama va tengsizhiklar bilan
almashtiriladi. Ularni yechib, berilgan tenglama va tengsizliklarning
yechimlari topiladi.

2.1. Chizigli va kvadrat tenglamalar

Ma’lumki, noma’lumga nisbatan birinchi darajada bo*lgan
tenglama chizigli tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda
ushbu

ax+b =0 (1)
ko‘rinishda bo‘ladi, bunda @ va b berilgan sonlar.
(1) tenglama:

b :
1) a # 0 bo‘lganda yagona x = —— yechimga ega bo‘ladi,
a

2) a=0, b=0 bo‘lganda yechimlari cheksiz ko'p
(ixtiyoriy son tenglamaning yechimi) bo*ladi.
3) a=0, b#0 bo‘lganda yechimga ega bo‘lmaydi.
1-misol. Ushbu
2x-5 2x+1 be

+ ~-+x=—+2
4 3 4

tenglama yechilsin.
«Bu tenglamaning har ikki tomonini 4 va 3 sonlarining
eng kichik umumiy karralisi 12 ga ko*paytirib,

Y oy 2
12-~A4 = +12-“\+

L r2x=12:%424
4

ya’'ni
3(2x—5)+4(2x+1)+12x =3x+24

17 Nizomiy nomli

9?)0895 TDPU

kutubxonasi

e R ——




bo‘lishini topamiz. |
Soddalashtirish natijasida keyingi tenglik quyidagi |
6x—15+8x+4+12x=3x+24,
ya’'ni
23x=35
ko‘rinishga keladi. Ravshanki, bu tenglama berilgan tenglamaga

33
teng kuchli bo‘lib, uning yechimi x = 7—3— bo‘ladi. b

“~

Ma’lumki, noma’lumga nisbatan ikkinchi darajada bo‘lgan
tenglama kvadrat tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda
ushbu

ax’+bx+c=0 (a#0) (2
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda a,b,c berilgan sonlar bo‘lib, kvadrat
tenglamaning koeffitsiyentlari deyiladi.(2) tenglamaning yechimi,
uning diskriminanti
D=b%-4qc

ga bog‘liq:

1) agar D>0 bo‘lsa, (2) tenglama ikkita haqiqiy

yechimga ega bo‘lib,
L ~b+4/D L -

2

' 2a Y 24
bo‘ladi;
2) agar D =0 bo‘lsa, (2) tenglama bitta haqiqiy vechimga
ega bo‘lib,
ey = 5
] =y 2
bo‘ladi;
3) agar D <0 bo‘lsa, (2) tenglama hagigiy yechimga ega
bo‘lmaydi.
2-misol. Ushbu
2x 27 6
1+ Feciey =
x+4 2x°+7x-4 2x-1
tenglama yechilsin.

18



<qRavsharnki, 2x’ +7x—4=(x+4)2x-1). Berilgan
1
tenglamaning har ikki tomonini (x # -4, x# -7—) (x + 4)(21‘ -1)

ga ko*paytirib topamiz:

: 2%
cC+7x—4 (x+4)(2x-1)+
2x +7x +x+4 (x+4)(2x~1)
27(2x +7x-4) 6
= c+4)(2x—1).
2x* +7x—4 ?.x—l(J\ )(A )
Natijada
: 2x* +7x—4+4x" =2x+27=6x+24
bo'‘lib,

6x° —x—1=0
bo‘ladi. Bu tenglamani yechib

1+41+24 _liS

Xo = = )

12 12
1 1 : ; 1

X, ==, X,=-— bo'lishini topamiz. Birogq, x=-— da

z 3 2

garalayotgan tenglama ma’noga ega emas. Demak, berilgan

1
tenglamaning yechimi x = —; bo‘ladi.

2.2. Determinantlar va ularning xossalari

Matematikaning gator masalalarini yechishda ma’lum
xossalarga ega bo‘lgan ifodalardan foydalaniladi. Bunday maxsus
ifodalardan biri determinantlardir.

Aytaylik, 4 ta a,b,c,d haqigly sonlar berilgan bo‘lsin.
Ushbu ad —bc ayirma (son)ni berilgan sonlarni yo‘l va ustun
ko‘rinishida joylashtirib, quyidagicha
ab

cd

19



ifodalaymiz. Demak,

ab

=ad —be. 3

< (Z'
(3) ifoda 2-tartibli determinant deyiladi. Bunda a.,b.c.d -
determinantning elementlari, @,b va c¢,d sonlar mos ravishda
determinantning birinchi va ikkinchi yo‘llari, a,¢ va b,d sonlar
determinantining mos ravishda birinchi va ikkinchi ustunlari, a,d
sonlar determinantning bosh diagonali, b,¢ sonlar determinantning
yordamchi diagonali deyiladi.

Odatda determinantning elementlarini  ikkita indeks
qo‘yilgan harflar bilan belgilanadi. Bunda birinchi indeks yo‘ini,
ikkinchisi esa ustunni bildiradi. Masalan, a,, son determinantning
ikkinchi yo*l birinchi ustunida turgan element bo*ladi.

Ikkinchi tartibli determinant ta’rifiga ko‘ra

5
=-3.2-5.7=-6-35=-4]1,
7 2

sinx cosx| ) - -
:smx-smx—cosx-(—cosx):sm x+cos x=1

—CcOoSXx Ssinx
bo‘ladi.
Endi ikkinchi tartibli determinant
a, 4a,
a; 4y

ning asosiy xossalarini keltiramiz:
1) Determinant yo'li ustuni bilan almashtirilsa, shuningdek
ustunini yo'li  bilan  almashtirilsa, uning  giymati
0 zgarmaydi.
Bu xossaning isboti determinant ta’rifidan kelib chiqadi.
2) Determinantning  yo'lini  o'zaro almashtirilsa, uning
ishorasi o ‘zgaradi:



ok 4Ravshanki,

a“ al‘)

| = aya, —apay = (apay —ayan)=—| - >
i 1 On Gy i
3) Determinantning biror yo'lida turgan barcha elementlarni
piror o'zgarmas k songa ko paytirilsa, determinantning qiymati
ham k ga ko ‘payadi:
kay,  kay,| I

a,  dy

a, 4,

dy Ay
<4Haqiqatdan ham,

ka, ka, &y Gy
¢ ’| = kaya,, —kay,a,, =k(a,a, - ~a,a, ) =k j

! 9 @y Ay
bo‘ladi. P

4) Determinantning bir yo lidagi elementlari ikkinchi yo lidagi
elementlariga proporsional bo ‘lsa, determinant 0 ga teng bo ladi:
ay Gy _
ka, ka,
<4 Bu tenglik determinant ta’rifidan kelib chigadi. P
5) Determinantning bir yo'lidagi elementlarni biror songa

ko ‘paytirib, ikkinchi yo‘lidagi mos elementlarga  qo ‘shilsa,
determinantning qiymati o ‘zgarmaydi:

a, tka, a,+kay,| |a a,
a axn @y Ay
<4Determinant ta’rifidan foydalanib topamiz:

+ka i) k 2 7
a, i A TGy =agz(au+ka21)_azl(a12+kq22)=

) ay

i i k _ {4 >
= a0y, + Ky - Oy — Ay A1y ~ KAy Gy =8y =8y 4y = .
n An

Endi uchinchi tartibli determinant tushunchasini keltiramiz.
Aytaylik, 9 ta @,y ,0;55 0,0y, 0y3, 0550y, Gy, SONIAT
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berilgan bo‘lsin. Bu sonlarni uchta yo'l, uchta ustun tarzida
Joylashtirib yozilishidan hosil bo‘lgan ushbu

a4y ay  ay
Gy By Qg
@y Gy ay

ifoda uchinchi tartibli determinant deyiladi. Uchinchi tartibli
determinant son bo‘lib, uning qiymati

ay 4y dy Ay a, 4,
a, ap, 1
a3, Ay a3 Ay a3y
ga teng bo*ladi. Demak,
a4, a, aj I
Ay, Ay ) Qy a4y dy
a4 4, axn|=aq) ap, ta, -(3)
) 4y, Ay ay dy, a4y ay
4y 4y day
Masalan, ushbu
1 2 3
d=12 3 4
3 45
uchinchi tartibli determinant ta’rifiga binoan
3 4 2 4 2.3
d=1- -2 +3 =1-(—l)—2(—2)+3-(-—1)=0
4 5 3 5 34
ga teng bo‘ladi.

Uchinchi  tartibli determinantlarda ham  determinant
elementlari, yo‘llari, ustunlari, bosh va yordamchi diagonallari
tushunchalari xuddi ikkinchi tartibli determinantlardagi kabi
kiritiladi. Shuningdek, uchinchi tartibli determinant ham, ikkinchi
tartibli determinant singari xossalarga ega bo‘ladi.

Faraz gilaylik, biror

4, ap a;

Ay Gy Gy, 4



uchinchi tartibli determinant berilgan bo‘lsin. Bu determinantning
biror a; (i=1,23, k= 1,2,3) elementini olib, shu element
joylashgan yo‘lni hamda ustunni o‘chiramiz. Ravshanki, golgan
‘glgmentlari ikkinchi tartibli determinantni hosil giladi. Bu
\determinantga @, elementning minori deyiladi va u M, kabi
‘belgilanadi.

Masalan, (4) determinantning ¢y, element turgan yo‘lni
hamda ustunni o‘chirish
IL'{H dy, s
"1‘:1 .y
B ld?T‘_‘“‘T}_“";:
natijasida ikkinchi tartibli ushbu

TH

$ia a
d A/[“:

2 4y

Gy Oxn
determinant hosil bo‘ladi. Bu (4) determinantning «,, elementi

minori bo‘ladi. Ravshanki, (4) determinant 9 ta minorga ega.
Ushbu

(-1)"-M,
miqdor (4) determinant @, elementining algebraik to‘ldiruvchisi
deyiladi. U 4, orqali belgilanadi. Demak,

k

A =(-1)"-M,.
Masalan,
| 2 0 3
1 20
30 1

determinantning @, =3 elementining algebraik to*ldiruvchisi
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1 2
30

o

3)=-6

A, :(—1)"‘,

-0

bo‘ladi.

1-Teorema. Determinantning biror yo'lida Joylashgan
barcha elementlarning ularga mos algebraik 1o Idiruvchilari bilan
ko ‘paytmasidan tashkil topgan yig'indi shu determinantning
qiymatiga teng bo ‘ladi.

<€Bu teoremani

4y 43 Ay

determinantning  birinchi yo‘lida  joylashgan a,,,4a,,,a;,
elementlaridan foydalanib isbotlaymiz.

Ravshanki, bu a,,q,,4q, elementlarning  algebraik
to‘ldiruvchilari

141 a4y, a,
A“=(—l) M, =l ,
a4y, Qg
142 a4, ay
Alzz(—l) 'Mlzz_ ’
a3 Gy
143 a4, ay,
Am:(‘]) My =1- ’
a4y ay
bo‘ladi. Unda
a, a a, a a
2 Oy 2 Ay 0 Ay
a, -4, +a,4, ta,4; =a, —ap +ag
32 Oy a;, ay a4,  a

bo’lib, bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda (3) ga ko‘ra uchinchi
tartibli determinant teng ekanini topamiz. Demak,

4, 4, a,

_ % Gy ay  ay

@G Gy ap[=ay,

a;, Qg 2 G i 3
a4y Gy, ay




Eslatma. Biz vuqorida ikkinchi va uchinchi  tartibli
orminantlar bilan tanishdik va ularning xossalarini bavon eidik

Xuddi shunga o'xshash n-— tartibli (n > 3)

ay 4y e 4y,
dij @y = @y,
anl anZ e alll}
inant  tushunchasi  kiritiladi ~ va  ularning xossalari

oaniladi.

2.3. Determinantlarni hisoblash

4,
Ay 4y ay;  Qn ay a4y
x| =dy —a) +a,
Qy a4y jty Ui dy Oy
2 4 :
di. Bu tenglikda gatnashgan ikkinchi tartibli determinantlarni
blab topamiz:
a, G ®

Qyy Ay =4ay, (azz T3y Ty dy ) —ap (au TQyy — Ay 4y, ) t
a3, Ay '
3(“21 "y —ly, ) =)y Ay AUy + Ay, Ay — (5)

182383, — A0y Q33 — U3ty Uy,
~ Demak, uchinchi tartibli determinant 6 ta had yig‘indisidan
orat bo‘lib, ularning uchtasi musbat ishorali, uchtasi manfiy
1orali bo‘ladi.
Musbat va manfiy ishorali hadlarni yozishda quyidagi
svirlangan sxemalardan foydalanish qulay bo‘ladi:
25



’\‘. f‘)(/ ,’ Q‘\“\.A_{f\ /,"J'
SN\
*i’%{,_ 7§> ‘3\ ,>\“tr
-\)\ A % \
¥y & Y™

+ s

Agar uchinchi tartibli determinantni quyidagi ko‘rinishda yozib
olsak

anapa;sa,,a,,
a510,5,0,3a,,a,,
ay,a5,0,,a,,a;,

determinantning qiymatini Sarryus usuli deb ataluvchi usul bilan
ham hisoblash mumkin:

.. - LY . . ® ¥ » i  J
-
G . e
N, i ' 7 P
p R \-\ W 0 »7 5 7 - .
N % 5 P
™~ ‘\\ N 4 ~ &
i £ " 8 N « 2% v - .
s 2=

3-Misol. Ushbu

&
ST )

3 7
4 1
8 9

determinant hisoblansin.

<4Bu determinantni hisoblashda (5) formula va keltirilgan
sxemadan foydalanamiz;

> 4 7
5 4 11=2-4943.1-647-5-8-7.4.6-3.5.9-2.1.8 =
6 8 9

i

=72+18+280-168~135-16=51.p»
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‘Determinantni (ayniqgsa, yuqori tartibli determinantlarni)
ashda determinantning xossalari va yuqorida keltirilgan
nadan  foydalaniladi. Misol tariqasida bitta  4-tartibli
inantning hisoblanishini ko‘rsatamiz. Aytaylik, ushbu

I 2 3 4
0 2 5 9
A=
6 0 3 7
-2 -4 -6 1

antni hisoblash lozim bolsin. Avvalo determinantning
yo‘lini 2 ga ko‘paytirib 4-yo‘liga qo‘shamiz. Natijada 5-
ko‘ra

S O =
S NN

3
5
3

AR B =N Y

0 0 0

Keyingi determinantning birinchi yo‘lini birinchi ustun

‘almashtiramiz. Unda 1-xossaga ko‘ra
fbes

0 0 0

1
2 3 9
3 3 7
4+ 0 9

S O o

- Endi keltirilgan teoremadan foydalanib (determinantning
chi yo‘lda joylashgan elementlari bo'yicha) topamiz: :

100 0
22509 :
A=3 0 3 7=l~A,,+O-A,2+O-A,3+()-AM=
400 9
, 2 59
=14, =(-1)"|0 3 7|=544+0+0-0-0-0=54.
009
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2.4. Chizigli tenglamalar sistemasi. Kramer usuli

IkKita chizigli tenglamalardan iborat ushbu
a,x+a,y=b, ,
(6)
a,X+a,y=b,
sistema ikki x va y noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi, bunda «,,q,,,a,,,4,, sonlar tenglamalar sistemasining
koeffitsiyentlari, b va b, sonlar 0zod hadlar deyiladi.
(6) sistemaning koeffitsiyentlaridan ushbu

a,, a
i 12
A=

a4y ay

determinantni, so‘ng bu determinantning birinchi ustunidagi

elementlarni 0zod hadlar bilan almashtirib

b a

AV\, - 1 12
b, a,

determinantni, ikkinchi ustundagi elementlarni ozod hadlar bilan

almashtirib

A, =
' a>| ba

determinantlar hosil gilamiz.
Demak, (6) sistema berilgan holda har doim A, A,A,

determinantlarga ega bo‘lamiz.
2-Teorema. Ayiaylik, ushbu

{ ay x+ay y=b,
dyX+ay y=b, (7
tenglamalar sistemasi berilgan bo ‘Isin. Agar

1) A0 bo'lsa, u holda (7) sistema yagona (x, ,V)
vechimga ega bo ‘lib,

28



nA =0 bolib, A, #0, A #0bo'lsa, u holda (7)
chimga ega bo Imaydi;

a bo ‘ladi.

a0, x+a,,a,,y = ab,,

—05,0,X — 4,30 )Y = —a;b,

gi tenglikdan
A-x=A_,
A X
x=—=
A

ingdek, (7) sistemaning birinchi tenglamasini - a,, ga,

i tenglamasini ¢, ga ko‘paytirib, so‘ng ulami hadlab

—a,,ay X —apay Y = -ba,,,
a,,a,x+a,a,y =ba,
"(auazz — a4, )y =a,b, —a,b,.

tenglikdan
Ay=A,,

29



ya’'ni

bo'lishi kelib chigadi.
Shunday qilib berilgan tenglamalar sistemasi quyidagi
fA X=A
1A " = A_l
ko‘rinishga kelib, sistema A # 0 bo‘lganda yagona yechimga ega
bo‘lib,

bo‘ladi.
Shunga o‘xshash A =0 bo‘lganda sistema yechimga ega
bo‘lmasligi, A=A = A, =0 bo‘lganda sistema cheksiz ko‘p

yechimga ega bo‘lishi ko‘rsatiladi. B
4-misol. Ushbu

{2x+3y =1
(3x+5y=4
sistema yechilsin.
<€ Bu sistema uchun A,AV‘.,A) larni topamiz:
2 3 1 3
A= =10-9=], A = =5-12=-7,
3 35 T4 5
2 1
A = =8-3=5
13 4
Demak,
A - A
x:_‘=_7.=_7, y:-—‘.:ézs
A 1 A 1
bo'ladi. B

S-misol. Ushbu
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5x-2y=4,
0,35x-0,14y =2

2]
0,14

ak, berilgan sistema yechimga ega emas. b
ta chizigli tenglamalardan iborat ushbu

ey x+apy+apz= b,,

=4-(-0,14)-2-(-2)=-0,56+4=3,44 0

Ay X+a,y+a,z=b,, (&)
B |ay x+ ay,y +a,z2=b,,
chta x,y va z noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi
bunda @,,,d,,,d,:, 0y, Ay Gss, Gy, Gy, Oy SODlAr tengla-
masining koeffitsiyentlari, b,,b, va b, sonlar ozod
yiladi.
8) sistemaning koeffitsiyentlaridan quyidagi

a,  ap am‘
A=la, ay, ay

Ay Gy Gy

tartibli determinantni hosil gilamiz. So‘ng bu deter-
ng birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarini mos ravishda
lar bilan almashtirib quyidagi determinantlarni tuzamiz:

a,, a, b a, a, a, b I
ayl, A =lay b, ayl, A =|ay - ay b,|.
Ay Oy a, by ay a, a, b

Demak, (8) sistema berilgan holda har doim A,A A LA,
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determinantlarga ega bo*lamiz.
3-Teorema. Faraz gilaviik,
auX+a,y+a,z=b,
a,x+a,y+a,z=»b,
ayXx+a,y+a,z=5,
tenglamalar sistemasi berilgan bo ‘Isin. Agar
1) A#0 boIsa, u holda (8) sistema yagona (x, ¥, 3)
yechimga ega bo ‘lib,

- 5 - Az
5 Fo=—=, &= X
bho ‘ladi;
2) A=0 bo'lib, A, #0, A, #0, A, #0bo'lsa, u holda
(8) sistema yechimga ega bo ‘Imaydi;
3) A=A = Ay =A, =0 bo'lsa, u holda (8) sistema
cheksiz ko 'p yechimga ega bo ‘ladi.

4Bu teoremaning isboti 2-teoremaning isboti kabidir. p
6-misol. Ushbu

2x+3y—z =35,
x+y+2z=17,
2x—y+z=1

tenglamalar sistemasi yechilsin.

<Avvalo sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan A deter-
minantni hisoblaymiz:

2 3 -1
A=|]1 1 2 =2+12+1-(-2)-(-4)-3=18.
2 =1 1

Demak, berilgan sistema yagona yechimga ega. Endi
AA ,»A. determinantlarni hisoblaymiz;
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R
1 2|=5+6+7-(-1)-(~10)-21=8,
| -1 1
25 -l
_l1 7 2l=14+20-1-(-14)-4-5=38,
AT
23
li 1 7|=2+42-5-10-(-14)-3=40.
1o |
A8 4
A 18 9
A, 3819
YEANTI8 9
A, 4020
TAI8 9

Yuqorida keltirilgan tenglamalar sistemasining Ycéhimini
i Kramer usuli deyiladi.
usul bilan 7 ta chizigli tenglamalardan tuzilgan n ta

¢, noma’lumli tenglamalar sistemasi
ax; +apXy +oo+ 0,5, T b,
Ay Xy + Uy Xy + 0o+ Gy Xy = by,
anl'xl ta x?. +oeet annxu, = bn’

n2

echish mumkin.
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2.5. Chiziqli va kvadrat tengsizliklar

Ma’lumki, ushbu ax+b->0, ax+b20, ax+b<0,
ax+b <0 ko‘rinishdagi tengsizliklar sodda chizigli tengsizliklar
deyiladi, bunda a,b berilgan sonlar, x esa no*malum.

Chiziqli tengsizlik

ax+b20 9)
ni yechish usuli:
ax+b20,
ax 2 —b.

Keyingi tengsizlikning yechimi @ ning ishorasiga bog‘lig
bo‘ladi: ,
a) Aytaylik, @ >0 bo‘lsin. Bu holda tengsizlikning ikki
tomonini @ ga bolsak, tengsizlik ishorasi o‘zgarmaydi va

XL~
a
bo‘ladi. Demak, bu holda tengsizlik yechimlari cheksiz ko*p bo‘lib,

b .
ular [——»-,-whoo) to*plamni (yechimlar to‘plamini) hosil giladi.
a
b) Aytaylik, @ <0 bo‘lsin. Bu holda tengsizlikning har ikki
tomonini a ga bo‘lsak, tengsizlik ishorasi qarama-qarshisiga
o‘zgaradi va

Xisy <
a

bo‘ladi. Demak, bu holda ham tengsizlik yechimlari cheksiz ko'p
b

bo‘lib, ular (—oo,——} to‘plamni (yechimlar to‘plamini) hosil
a

qiladi.

d) Aytaylik, ¢ =0 bo'lsin. U holda >0 tengsizlik hosil
bo‘ladi. Bu tengsizlik bajarilgan, yoki bajarilmagan bo‘lishi
mumkin. Birinchi holda ixtiyoriy son berilgan tengsizlikni yechimi
bo‘ladi. Ikkinchi holda esa hech ganday son yechim bo‘la olmaydi.
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pechilsin.
Berilgan tengsizlikning ikki tomonini 12 ga ko‘paytirib

12x-6(x—1)>3(x~3)-4(x~2)

i d2x—6x+6>3x—-9—-4x+8.

iada 7x>-7 bo‘lib, undan x> -1 bo‘lishi kelib
Demak, berilgan tengsizlikning yechimlar to‘plami
bo‘ladi. P

‘ ’luihki, ushbu

ax’ +bx+c¢>0, ax’+bx+c20,

ot +bx+c<0, ax’+bx+c<0.
kvadrat tengsizliklar deyiladi, bunda a,b,c berilgan

» , X noma’lum.
Kvadrat tengsizliklarni yechishda

a hamda D =b" —4ac
ing ishoralari muhim.

ax’+bx+c>0
a>0,D>0 bo‘lsin. Ravshanki, bu holda

x+c =0 kvadrat tenglama ikkita x, va x, ildizlarga ega
o 2

B ax’ +bx+c=a(x—x)(x-x,)
alayotgan tengsizlik ushbu
. a(x-x)(x-x,)>0
fkki tomonini @ ga bo‘lish natijasida

(x=x)(x-x)>0

ga keladi. Bu tengsizlik intervallar usuli yordamida
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yechimi  x € (—%0,x, )U(x,,+®)

Aytaylik, x, <x, bo‘lsin. Unda, berilgan tengsizliknin;

(=00, x, ) i(x,,+00) bo'ladi.

Endi

kvadrat

tengsizliklar
ko‘rsatuvchi jadvalni keltiramiz:

bo‘lib, yechimlar

10" plamj

va ularning yechiminj

Tengsizliklar a D Yechimlari
lax* +bx+¢>0{a>0 | D>0 | (~o0;x, ) U(ax,;+x)
2 lax’ +bx+c20[a>0 | D>0 | (—o0;x JU[x,:40)
3la +bx+¢>0|a>0|D=0 (~OC.__1_’_\U(__17_.+%)
" 2a) 2a’
4lax* +bx+c20|a>0 D=0 (o0, +0)
> lax’ +bx+c¢>0[a>0 | D<0 (-0, +m0)
ax’ +bx+¢>0
6lax’ +bx+c¢>0[a<0{D>0|(x,x,)
7Tlax* +bx+c20|a<0|D>0 [Xl,xg]
8 lax’ +bx+¢>0]a<0|D=0|QD
9lax* +bx+c20|a<0|D=0 x____b_
2a
10| g +bx+c<0|a<0|D>0 (—oo;xl)u(xz;+oo)
Wlgx? +bx+¢<0|a<0|D>0 (=03 x, ] U[xy5+00)
12 ax2+bx+c<0 d <0 | 1¥=10 ( b) ([ b j
—00; —— || ——; 400
2a k 2a
Blax? +bx+c¢<0(a>0 (D=0 x————b—
2a
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c<0[a<0|D<0(—c0,+00)

‘ ¢<0|a>0|D<0|D

p<0|a>0|D=0]__ b

+c<0 a>0{D>0 (anz)
e <0 a>0{D>0 [x“_xz]

+¢>0a<0|D<0 D

8-misol: Ushbu
: 2x(x+2)2x(7x+10)+1

hilsin.

dalashtirish natijasida

2x’ +4x>7x" +10x+1,

5% +6x+1<0

ngi kvadrat tengsizlik uchun

=5>0, D=36-4-5-1=16>0

" 6:JD  —6+4 1
= = 5 xl :—1, b

2a 10
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Mashgqlar

Ushbu tenglamalar vechilsin:
1. (p-Dx+2=p+1

2. mx® — (m+n)x+n
Ushbu chizigli tenglamalar sistemasi yechilsin:

3x+y+z=5, [5x+8.v—::7,
3.4 x-4y-2z=-3, 3

4.42x-3y+2z=9

_3X‘+SVV+6527 ‘[ A—}-Z}/‘-{-—}: ::I_

Ushbu tengsizliklar yechilsin:

8. ¥2x-1) s (x~2)% .

~

6. (x° —2x) <i.
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3-MA’RUZA

' ‘:!\ 'kda Dekart va qutb koordmatalarl snstemasl
B0

. 3.1. Dekart koordinatalari sistemasi -

ikda ikkita o°zaro perpendikulyar OX" va OY to'g'ri
(o‘qlarni, ularning musbat yo'nalishlari 1-chizmada
) olaylik. ,

lik, OX o°qi gorizontal, OY o'qi vertikal joylashsin

4

1-chizma

va OY to‘g'ri chiziglar koordinata o‘qlari (OX -
r 0'qi, OY - ordinatalar o°qi), ular kesishgan O nugqta
‘béshldeylladl

kala 0‘q uchun bir xil bo‘lgan o‘lchov birligi-masshtab
,' l ga teng kesma) ni olamiz. Nau_]ada OX oY

A

| —— -
0 4 x
2-chizma
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Mashglar

Ushbu tenglamalar yechilsin:

L(p-Dx+2=p+1 2. mx* —(m+n)x+n=(
Ushbu chizigli tenglamalar sistemasi yechilsin:
3x+y+z=5, Sx+8y-z=7,
3.9x-4y-2z=-3 4. 92x-3y+2z=9,
-3x+S5y+6z=17.

X+2y+3z=1.
Ushbu tengsizliklar yechilsin:

5. M2x-1)> (x=2)? . 6. (x2—2x)<i-.
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3-MA’RUZA
Tekislikda Dekart va qutb koordinatalari sistemasi
i ~ 3.1. Dekart koordinatalari sistemasi

. Tekislikda ikkita o°zaro perpendikulyar OX va OY to'g‘ri
phlznqlarm (o‘glarni, ularning musbat yo'nalishlari 1-chizmada
ko rsatilgan) olaylik.

Aytaylik, OX o°qi gorizontal, OY o°qi vertikal joylashsin
(1-chizma).

4

ot

4] v

1-chizma

OX va OY to‘gri chiziglar koordinata o‘glari (OX -
abssissalar o°qi, OY - ordinatalar o°qi), ular kesishgan O nugqta
koordinata boshi deyiladi.

Bu ikkala o°q uchun bir xil bo‘lgan o‘lchov birligi-masshtab
birligi (uzunligi 1 ga teng kesma) ni olamiz. Natijada, OX , OY
koordinata o*qlari va ularda tayinlagan masshtab birligidan iborat
sistema hosil bo‘ladi. Bu sistema tekislikda Dekart koordinatalari
sistemasi deyiladi.

Endi tekislikda ixtiyoriy. M nugqtani olaylik (2-chizma).

v
d 3

Br '''''' 1:-

2-chizma
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M nuqtadan abssissa o'qi OX ga M4, ordinata o°qi O
ga MB perpendikulyar tushiramiz. Bu perpendikulyar OX o‘qi
04, OY o‘qidan OB kesmalarni ajratadi. Hosil bo‘lgan O4 vy
OB kesmalarning uzunliklarini ganday ishora bilan olinishi
quyidagi goida aniqlab beradi:

1) agar A nuqta OX o‘qida O nugtadan o‘ng tomon
joylashsa, unda OA kesmaning uzunligi "+" ishora bilan, O nug
tadan chapda joylashsa, unda OA kesmaning uzunligi "-" ishor
bilan olinadi.

2) agar B nugta OY o'qida O nugtadan yuqorida joylash
sa, unda OB kesmaning uzunligi "+" ishora bilan, O nugqta
pastda joylashsa, unda OB kesmaning uzunligi "-" ishora bilan
olinadi. 7

Ishoralari keltirilgan qoidaga ko‘ra olingan O4 va OB
kesmalarning uzunliklarini mos ravishda x va y orqali
belgilaymiz:

x=04, y=0B.,

Odatda, x ga M nuqtaning abssissasi, y gaesa M nug-
taning ordinatasi, umuman x va y ga M nuqtaning koordinatalari
deyiladi. M nuqta koordinatalar orqali M (x, y) kabi yoziladi.

Demak, tekislikdagi ixtiyoriy nuqta o‘zining koordinatalari
x va y lardan tuzilgan (x, y) juftlik bilan to‘la aniglanadi.

Aytaylik, x va y haqiqiy sonlar berilgan bo'lsin,
Tekislikda koordinatalari shu x va y bo‘lgan nuqta quyidagicha
topiladi: OX o‘qida x haqiqiy son, OY o‘qida y haqigiy son
joylashtirilib, shu nuqtalardan mos ravishda OX va OY o‘glariga
perpendikulyar o‘tkaziladi. Bu perpendikulyarning kesishish nuqtasi
izlanayotgan nuqtani aniglaydi.

Masalan,

A(3,2), B(-13), C(-1-1)

nuqtalarning tekislikdagi tasvirlari 3-chizmada ko‘rsatilgan.
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v
.
Piy

3-chizma

Abssissa o'qida joylashgan barcha nugtalarning
ordinata o'gida joylashgan barcha nuqtalarning
n0l bo'ladi. Koordinatalar boshining koordinatalari

: 0(0,0). ‘
nda aytilganlardan quyidagi xulosa kellb ch1qad1
xtiyoriy nuqtaga x va ) haqiqiy sonlardan tuzilgan

juftlik mos keladi. Aksincha, ixtiyoriy x va y haqiqiy
ilgan (x, ) jufilik tekislikda bitta nuqtani ifodalaydi.

~ 3.2. Qutb koordinatalari sistemasi

slikda tayin O nuqta va bu nuqtadan chiqqan tayin
(sonlar o‘qini) olamiz. So‘ng masshtab birligini

, O nuqta qutb, OP nur esa qutb o°qi deyiladi (4-

0 F

4-chizma

ekislikda ixtiyoriy M nuqtani (O nuqtadan fargli)
nuqta bilan M nuqtani tutashtirib, OM kesmani hosil
OM ning uzunligini p, qutb o'qi OP bilan OM
kil etgan burchakni ¢ deymiz (5-chizma).
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iy

5-chizma

Bunda p qutb radiusi, ¢ esa qutb burchagi deyiladi. Bu p va ¢
lar tekislikdagi nuqtaning holatini aniqlaydi. Ular M nugqtaning
qutb koordinatalari deyiladi. M nuqta qutb koordinatalari orqali |
quyidagicha yoziladi:

M (p,p).Odatda, 0< p<+o, 0< ¢ <27 deb olinadi.

Bu holda tekislik nuqtalari bilan, uning qutb koordinatalari
orasida (O nuqtadan tashqari, O nuqta uchun p =0 bo‘lib, ¢ -
aniq emas) o‘zaro bir giymatli moslikda bo‘ladi. Bunday sistema
qutb koordinatalar sistemasi deyiladi. Tekislikdagi har bir nugta
(nugtaning holati O nuqtadan tashqari) bu sistema yordamida to‘li
aniqlanadi.

Shunday qilib, tekislikda nuqtaning holati Dekart

koordinatalar sistemasida (x, y) bilan, qutb koordinatalari

sistemasida esa ( p,(o) bilan aniglanadi. Nuqtaning Dekart va qutb

koordinatalari orasida bog*‘lanish mavjud.

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasini olib, qutbni O
nuqtaga, OP qutb o‘qini esa OX o‘giga joylashtiramiz
(6-chizma):

Ty

6-chizma
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Tekislikda biror M nugtani olaylik. Uning Dekart koordinatalari
(x.’y) (M(x,y)), qutb koordinatalari (p,¢) (M(p,go)) bo*1-
sin. 6-chizmadan ko‘rinadiki AOBM to‘g‘ri burchakli uchburchak
bo'lib, OB=x, MB=y, OM=p, <BOM=¢ bo'ladi.

AOBM dan topamiz:
& xX=pcosep, y=psing (1

Bu formulalar M nuqtaning Dekart koordinatalarini uning

qutb koordinatalari orqali ifodalanishini ko‘rsatadi.
Shuningdek AOBM dan topamiz:

¥ Y V
p=Ax+y, tggo-—-;;. (2)

Bu formulalar M nuqtaning qutb koordinatalarini uning
Dekart koordinitalari orqali ifodalanishini ko‘rsatadi.
Masalan, C nuqtaning ~ Dekart koordinatalari

x=1 y= JE bo‘lsa, (C(l,\[g)) uning qutb koordinatalari (2 )
formulaga ko‘ra
J3

Vs
r=1+3=2, ftgp=—, @==
/ Ep=—Ts P=3

. . g 2 T
bo‘ladi. Agar D nuqtaning qutb koordinatalari p =3, g0=—2—

bo‘lsa, ( D(3, %D uning Dekart koordinatalari (1 ) formulaga ko‘ra

&~

x=3-08%=0, p=3snZ=3
3 2

bo‘ladi.

3.3. Ikki nuqta orasidagi masofa.
Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

1" .Ikki nuqta orasidagi masofa. Tekislikda ikki 4 va B
nuqtalar berilgan bo‘lib, uning koordinatalari mos ravishda (xl g yl)
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va (x,,¥,) bo'lsin: A4 (x.,y,). B (x,.»,). Bu nugtalarni to*g'ri

chiziq bilan birlashtirish natijasida 4B kesma hosil bo‘ladi. Bu
kesmaning uzunligi 4 va B nuqtalar orasidagi masofani
ifodalaydi. Masofani @ bilan belgilaylik (7-chizma).

7-chizma

Berilgan nuqtalarning koordinatalariga ko‘ra d ni topamiz.
Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki, AABC -to* g‘ri burchakli
uchburchak  bo‘lib, A4C =y, -x, BC=y,-y, AB=d
bo‘ladi. Pifagor teoremasiga ko'ra

d* =(x,-x, )2 +(», -y, )2
ya’'ni

2 2
dz\/(xz—-x,} +(}’2—'y1) 3)
bo*ladi. Bu ikki nuqta orasidagi masofani ifodalovchi formuladir.
Xususan, koordinatalar boshi 0(0, 0) bilan A(x, y) nuqta

orasidagi masofa
O4 =[x +y*
bo‘ladi.

Masalan, tekislikda A(I,Z) va B(4,6) nuqtalar berilgan
bo‘lsin. Bu nugtalar uchun x, =1, n=2 x,=4, y,=6

bo*lishini e’tiborga olib, 4 va B nuqtalar orasidagi masofani (3)
formuladan foydalanib topamiz:
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d= \f4—1)+o =9 +16=5.

Misol. Qutb koordinatalarida berilgan M (p,,(pl) va

M, ( 2 ,q):) nugtalar orasidagi masofu topilsin.
dAytaylik, bu nuqtalar tekislikda $-chizmada
Kko‘rsatilgandek tasvirlansin:

Ay
a_.,' / %
g el % ’> .‘.’1‘{ 1

\\'
AN

X

v

8-chizma
Keltirilgan chizmadan
MM, =d, OM, = p,, < POM, = ¢,
OM, = p,, < POM, =
<MOM,=¢,—¢

bo‘lishini aniglaymiz.
Endi M,OM, uchburchakni qaraylik.  Kosinuslar

teoremasiga ko‘ra
2 2 2 , .
d’=p +pP=2PPs cos(g, -¢))

~ ya'ni

L A d=ypl+ P =2P.P; COS(@: “‘Pl)

- bo'ladi. P

2 2 Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish. Tekislikda ikkita
s A(xl,y,) va B(xz,y,) nugtalar berilgan bo‘lib, ularni to'g'ri
.‘ chizig bilan birlashtirish natijasida 4B kesma hosil qilingan.
-' Shuningdek, biror musbat A son ham berilgan (4> 0).
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AB  kesmada shunday C nuqtani  (nuqtanin
koordinatalarini) topish kerakki,
AC
BC
bo‘lsin. Bu jarayon 4B kesmani berilgan nisbatda bo‘lish deyiladi.
[zlanayotgan C nuqtaning koordinatalarini x va y deylik
(9-chizma):

4)

9-chizma

Ravshanki,
AD=x-x, CE=x2 -X
hamda, AACD va ACBE lar o‘xshash. Binobarin

AD AC
CE CB
bo‘ladi. Demak,
X=x _ P)
Xy =X .
Keyingi tenglikda
X=x, =Ax, - Ax
bo‘lib, undan
= X +Ax,
X=——s
1+4
bo*lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o‘xshash
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=y,+/'ty2
1+4

Ji topiladi.
unday qilib, berilgan 4 (xl, y,) va B(x,, yz) nuqtalarni

dan hosil bo’lgan kesmani berilgan A son (/1>0)

luvehi C (x,y) nuqtaning koordinatalari
X, +Ax; - ¥ AP,
1+4 ~ 7 1+4

ER

ususan, C(x, y) nugta AB kesmani teng ikkiga

nugta bo‘lsa, (ya'ni 4C=CB)y holda
. AC
oy —=A=1
. . CB
b, C(x,y) nuqtaning koordinatalari
PR, L. § 3= nty
2 2

,- ~ Masalan, A(2,9) va B(—4,3) nugtalarni birlashtiruvchi
‘ 3 7 ! .
esmani A = — nisbatda (ﬁg— == A= Z bo‘luvchi C(x, y)
3 CB 5
ing koordinatalari
7
2+ 2:(-4) _25+7-(4) _ 3

X =

h

147 12 2
5
7
y_9+§'3 95437 11
1 12 2
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Mashglar
1. Uchlari A(—S; 3), B(Z; —4) nuqtalarda bo'lgan 4B
1
kesma berilgan. C'(x; y) nuqta kesmani Z nisbatda bo‘ladi.

C(x; y) nugta koordinatalari bilan 4B kesma uzunligi topilsin.

2. Bir uchi (8;2) nuqtada, o‘rtasi (4,-12) nuqtada

bo‘lgan kesmaning ikkinchi uchi koordinatalari topilsin.

3. Tekislikda diagonallari koordinata o‘qlari bo‘yicha
Joylashgan, ularning kesishgan nugtasi koordinatalar boshida
bo*lgan kvadrat berilgan bo‘lsin. Agar kvadratning diagonali 5 ga
teng bo‘lsa, uning uchlarining koordinatalari topilsin.

4. Tekislikda M(2;6) nugta berilgan. Abssissa o‘qida bu
nuqtadan d =10 ga teng masofada joylashgan nugqta topilsin.

5. Agar A nuqtaning Dekart koordinatalari x=1, y=1 bo‘lsa,
uning qutb koordinatalari - p, @ lar topilsin.
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4-MA’RUZA
Vektorlar

4.1. Vektor tushunchasi va vektorlar ustida amallar

Tabiatda, texnikada va fanning turli sohalarida uchraydigan
migdorlar turlicha bo‘ladi. Ulardan biri faqat son giymati bilan
aniglansa, (masalan, uzunlik, og'irlik, hajm va h.k) ikkinchisi esa
son gqiymati bilan birga yo‘nalishi ma’lum bo‘lgandagina
aniglangan (masalan, tezlik, kuch va h.k) hisoblanadi. Odatda,
birinchi holdagi miqdorlar skalyar miqdorlar, ikkinchi holdagi
miqdorlar esa vektor miqdorlar deyiladi. v

Yo‘nalishga ega bo‘lgan to‘g‘ri chiziq kesmasi vektor
deyiladi. U 1-chizmada ko' rsatilgandek tasvirlanadi:

B
P - /
1-chizma

A nugta vektorning boshi, B nugta vektorning oxiri deyiladi, vek-
torning o‘zi esa AB kabi belgilanadi. Vektorlarni bitta harf bilan
ham belgilanadi, bunda harf ustiga strelka qo*yiladi, masalan, a.

Kesmaning uzunligi vektorning uzunligi deyilib, uni AB| (yoki

.Zil) kabi belgilanadi. Agar a vektorning uzunligi 1 ga teng, |£i| =1

bo‘lsa, u birlik vektor deyiladi.
Agar vektorning boshi va oxiri ustma-ust tushsa, u nol

=0 bo‘lib,

vektor deyiladi: 0.Bu vektorning uzunligi 0 ga teng l()
uning yo‘nalishi aniq emas.
. Ikki @ va b vektorlar berilgan bo‘lsin. Agar:
1) bu vektorlarning vzunliklari bir-biriga teng: |a| = |b| :

2) ular bir to‘g'ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda
joylashgan,
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3) yo'nalishi bir tomonga qaragan bo‘lsa, bu vektorlar bir-
biriga teng deyiladi va a = b kabi yoziladi.

2-chizma
Keltirilgan ta’rifdan, har qanday @ vektorni parallel ravishda

vektor  boshini tekislikning ixtiyorly nuqtasiga ko‘chirish
mumkinligi kelib chigadi (2-chizma).

Ikki ¢ va b berilgan bo*lsin (3-chizma):

S i N /
a (&
A T

3-chizma
Bu vektorlarning boshlari 4 va C larni bir nu

AB

qta O ga
keltirib, tomonlari || =

va ’b‘ ='@l bo‘lgan parallelogramm
yasaymiz (4-chizma).

4-chizma
O nuqtadan £ nuqtaga qarab yo‘nalgan, uzunligi OF -
diagonalning uzunligiga teng bo‘lgan OF vektor g va b vektorlar
yig‘indisi deyiladi va a+b kabj yoziladi.
Keltirilgan ta’rifdan
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i}
+
Oy
1]
L= !
+
QU

{ishi kelib chigadi.
Har ganday a=AB vekior uchun unga qarama-garshi

‘ :4’5 vektor mavjud bo‘lib, ular bir xil uzunlikka ega,
lishi garama-qarshi tomonga yo'nalgan bo‘ladi (5-chizma).

5-chizma

Ravshanki,

&+(-5)=6. )

Ikki @ va b berilgan bo'lsin. d vektordan b vektorni

masi deb, shunday ¢ vektorga aytamizki,

e
"ladl Vektorlar ayirmasi ¢ = a—b kabi yoziladi.
Yugqoridagidek, tomonlari |a| va ‘b| bo‘lgan paralielogramm

=a

saymiz (6-chizma):

6-chizma

lumki, AB vektor a va b vektorlar yig‘indisi bo‘lar edi. Bu

llelogrammning ikkinchi dxagonah CD vektor G va b

vektorlar ayirmasi bo*ladi: CD=a-b.
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Ravshanki,
a-b=a+(-b).
Biror a vektor va k£ son berilgan bo‘lsin.

Uzunligi 'k”;' ga teng, yo‘nalishi esa & > 0 bo'lganda a

vektorning yo‘nalishi bilan bir xil, k<0 bo‘lganda a ning

yo'nalishiga qarama-qarshi bo‘lgan vektor %k son bilan g
vektorning ko‘paytmasi deyiladi va & -a kabi yoziladi.
Masalan, ;1, 2;1, (—3)21 vektorlar  7-chizmada
tasvirlangan:
S

35 ——p.

A

(-3)a
7-chizma
Odatda (~1)a vektor —a kabi yoziladi. Ravshanki,
—~BA=AB
bo‘ladi.
Aytaylik, @ nol vektor bo‘Imasin.

Bu vektorni uning uzunligi ,[i' ga bo‘lib, (ya’ni vektorni

—1— ga ko‘paytirib) ushbu

a
gei (i)
d
birlik vektorga kelamiz. Keyingi tenglikdan
d=|d|-¢ (1)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu hol har qanday vektor uning uzunligi
bilan birlik vektor ko‘paytmasi sifatida ifodalanishini ko‘rsatadi.
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4.2. Vektorlarning skalyar ko* paytmasi va vektorlarning
koordinatalari

Ikkita @ va b vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu vektorlarning
poshlarini bir nuqtaga keltirib ular orasidagi burchakni ¢ deylik.

ﬁ/

b

A
P a

8-chizma

(8-chizma)

Ushbu
|&'Hb—l-cosq)
miqdor 4 va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deyiladi va
(@,b) kabi belgilanadi:
(&,5)=\5|~‘5I-cos¢ (2)

Vektorlarning skalyar ko*paytmasi quyidagi xossalarga ega:

i) (d.b)=(b,d)

2)a, b va ¢ vektorlar uchun (5+5,E)=(&',E)+(5,5)
bo‘ladi. '

3) (d,d)=|a| bo'lib, || = (@, @) bo'ladi

4) A sonuchun (Aa, b)=(a, Ab) = Aa, b) bo‘ladi.

5) a va b vektorlar orasidagi ¢ burchak uchun

a B)
cosp = bo‘ladi.
1A
Ravshanki, (p—% bo‘lsa, a va b vektorlarning skalyar
ko‘paytmasi

(a.6)=0
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bo‘lib, bu vektorlar o*zaro perpendikulyar bo*ladi.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va a = AB
vektorni olamiz (9-chizma).

9-chizma

A va B nuqtalardan OX o‘giga perpendikulyariar
tushiramiz. Ularning OX o‘qidagi asoslari 4’, B’ bolsin.

Shuningdek 4 va B nugqtalardan OY o°qiga perpendikul-
yarlar tushiramiz. Ularning QY o*qidagi asoslari 4", B" bo‘lsin.
A'B' kesma a vektomning OX o‘qidagi proyeksiyasi, A"B”
kesma esa a vektorning OY o*qidagi proyeksiyasi deyiladi.

Ular
a =AB, a =A"B"
kabi belgilanadi.

Agar @-o‘tkir burchak (9-chizma) bo‘lsa, proyeksiya
musbat ishora bilan, ¢ -o0‘tmas burchak bo‘lsa, proyeksiya manfiy
ishora bilan olinadi.

Odatda a, va a, lar @ vektorning koordinatalari deyiladi.

a vektor koordinatalari orqali quyidagicha
d(a,,a,) yoki @ ={a,,a |
yoziladi.
Agar OX o'qdagi birlik vektor i, OY o‘gidagi birlik
vektor } deyilsa, u holda
Zz=ax';+a_r-;' 3)
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bo‘ladi. Demak, har ganday vektor birlik vektorlar i va J orqali

(3) formula bo'yicha ifodalanadi.
Yugorida keltirilgan chizmadan ko'rinadiki, d vektorning

M = jai +4a,
bo‘ladi.

Endi koordinatalari orqali berilgan vektorlarning yig‘indist,
ayirmasi, songa ko'paytirish va skalyar ko‘paytmalarining
ifodalarini keltiramiz: ,

Aytaylik, @ va b vektorlar koordinatalari orqali berilgan

uzunligi

bo‘lsin.
d={a,a,), b={b.b,}
U holda
G+b ={a_‘+b,, a, +b;}
Ad={4a,,a,|
bo‘ladi.
Shuningdek,

(;t,l;) =ab +ab,

~ 6yu0,
; ab +ab,

COSQ =
¢) 2 3 21 b2 +b2
a, a} X v

Keyingi tenglikdan a ={a_‘,a_\,}, b ={bx,b_v} vektorlar-

, ning perpendikulyar bo‘lishi uchun
' ab +ab, =0

o

~ bo‘ladi.

 bo‘lishi zarur va yetarli ekanini topamiz.
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Aytaylik, a = {a_\_,a\,} vektorning QX va QY koordinata
o'qlari bilan tashkil etgan burchaklar mos ravishda « va yas
bo‘lsin. b vektorni b = {1,0} deb olib, (4) formuladan foydalanib

a.
COSQ = —mmtees (3)
a. +a;
bo*lishini topamiz.
Shuningdek, b vektorni b={0, 1} deb olib, yana (4)

formuladan foydalanib

o8 ff = ==t (6)
a +a
bo*lishini topamiz.
Odatda, cosa va cosf sonlar a vektorning
yo*naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
(5) va (6 ) tengliklardan
a: a;
cos’ a + cos’ f=— —
a + a a, +d;

bo*lishi kelib chigadi.
Mashqlar
L. ZJ(O; —2) va Z’(—3;4) vektorlar berilgan bo'lsa,
a=3b-2c vektorning koordinatalari topilsin.

21(7;3) va 5(5;2) vektorlar  berilgan. ,a+5'

hisoblansin.
) ,ZI‘ ,bl (a ) 30° bo‘lsa, ¢ =3a+2b

vektorning uzunligi topilsin.
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5-MA’RUZA

Kompleks sonlar
Kompleks son tushunchasi

Aytaylik, @ va b haqigiy sonlar bo*Isin. Ushbu
a~+bi
ifoda kompleks son deyiladi. Bunda i———\/:—l bo‘lib, u mavhum
birlik deyiladi. :
Kompleks sonlar bitta harf, ko'pincha Z harfi bilan
belgilanadi:
z=a+bi.
Demak, kompleks son ikki ava bi qismlardan iborat bo‘ladi.
Odatda. @ son z kompleks sonning haqigly gismi deyiladi va
Rez kabi belgilanadi:
a=Rez.
b son esa z kompleks sonning mavhum qismi deyiladi va [mz
kabi belgilanadi:
b=Imz.
Masalan, z=2+3i kompleks son uchun Rez=2,
Imz =3 bo‘ladi.
z=a+bi kompleks sonning mavhum gismining ishorasi bilan farq
giluvchi a —bi kompleks son Z ning qo‘shmasi deyiladi va z
kabi belgilanadi:
z=a-bi.
Ikki z =a +bi, z,=a,+byi komplecks sonlar
berilgan bo‘lsin. Agar
a,=a,, b=Db,
bo‘lsa, z, va'z, kompleks sonlar teng deyiladi va z, =z, kabi
yoziladi.

5.1. Kompleks sonlar ustida amallar

Ikkita
z, =a,+b i, 2 = Ayl
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kompleks sonlar berilgan bolsin.
Ushbu

(a,+a,)+( +b,)-i
kompleks son z, va z, kompleks sonlarning yig*indisi deyiladi va
z, + z, kabi belgilanadi:
+z,=(a,+a,)+(b+b,)i.
Ma’lumki,
z=Rez+Imz-i
Demak,
Re(z, +z,)=Rez, +Rez,,
Im(z, +z,)= Imz, + Imz,.
Yugqorida keltirilgan qoidadan foydalanib topamiz:
z+z=(a+bi)+(a-bi)=(a+a) +(b+(-b))i=2a.
Ushbu
(a,—a,)+(b-b,)-i
kompleks son z, kompleks sondan z, kompleks sonning ayirmasi
deyiladi va z; — z, kabi belgilanadi:
z,~z, =(a—a,)+(b,—b,)i.
Demak,
Re(z, —z,)=Rez, -Rez,,
Im(z, -z, )= Imz, - Imz,.
Ravshanki,
z-z=(a+bi)~(a-bi)=(a-a)+(b—(-b))i=2bi
bo‘ladi.
Ushbu ,
(@a, —bb,)+(ab, +ab,)-i
kompleks son z, va z, kompleks sonlarning ko‘paytmasi deyiladi

va z, -z, kabi belgilanadi.
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o z, 2, =4, ~bb,)+(ab, +ab )i
Eslatma. Ushbu

: a+0-i=a - hagiqgiy son

O+ b-i=bi -sof mavhum son

3 - 0+i=i, O0-i=—

', munosabatlarni kelishuv sifatida qaraymiz.

P =iei=(0+1:8)(0+1-7) ==1+0-i=~1
: bi=(b+0-i)(0+1-i)=0+bi=bi
 bo'ladi. Umuman

.3
P =i d=—=li=—-i,

.................................

d k el 4nsd T
4n :1 l4n+l = i nt =__1, i n+ =i,

-natural son) bo‘ladi.
Ravshanki,

z—(a+bz (a-bi)= (a a-b-(- b))+
E +(a(—b)+a-b)1=(a +b')+0-t=a +b*
Jemak, kompleks son o‘zining qo‘shmasiga ko‘payganda

0'paytma haqiqgiy son bo‘lar ekan.
: Ushbu

a,a, +bb, . a,b, —ab
: a; +b: a: +b;
kompleks son z, va z, (z, # 0) kompleks sonlarning nisbati yoki

bo‘linmasi deyiladi va —- kabi belgilanadi:

=2

z _aa +b,b, P b, — i (z,#0) (1)
Zy al +b; a; +b_
£ : z;
Amaliyotda z, va z, kompleks sonlarning nisbati e
; ) z;
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kasming surat va maxrajini maxrajda turgan kompleks sonning
qo‘shmasiga ko‘paytirish bilan topiladi:
z, a+bi (a+bi)(a,-bi) aa,+bb, " ayb; — by y

a, +byi (a, +bii)(a, ~byi) a; +b; a; +b;
Masalan,
3+2i _ (3+2i)(4-5i) 27 22 7.
4+5i (4+5i)(4-5i) 41 41 41
Yugqorida kiritilgan qo*shish, ayirish, ko*paytirish va bo‘lish
amallari uchun amallarning bajarilish qoidalari o‘rinli bo*ladi:
z40=2z, g1 +z, =% +g, (2,+2,)+2,=2+(z,+2,),

5.2. Kompleks sonni geometrik tasvirlash

Aytaylik, tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va
z = a+bi kompleks son berilgan bo‘lsin (1-chizma).

'
A
e Lz =a+ib
1
|
i
: —p
0 s
1-chizma

Ravshanki, koordinatalari ¢ va b bo‘lgan (a,b) juftlik
tekislikda bitta nuqtani ifodalaydi. Uni M deylik: M (a,b). Bu

nuqta z = a+ bi kompleks sonning geometrik tasviri deyiladi.
Demak, har bir kompleks songa tekislikda bitta nuqta va

aksincha, tekislikdagi har bir nuqtaga bitta komplleks son mos

qo‘yiladi. Bu kompleks sonlar to‘plami bilan tekislik nuqtalari
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to‘plami orasida o*zaro bir giymatli moslik mavjudligini bildiradi.
Shuni nazarda tutib XOY tekislikni kompleks tekislik deb ham

: yuritiladi.

OX o‘gida hagigly sonlar joylashadii z=a+0i=a.
Shuning uchun OX o‘qni haqigiy o'q deyiladi. OY oqida sof
mavhum sonlar joylashadi: z =0+bi=bi. Shuning uchun oY
o‘qni mavhum o‘q deyiladi.

' d
B mmmmmmmm e v 2= +ib
/3
/ .
t
1
b el i -
S b2
0 . =

2-chizma

Kompleks sonlarning yig'indisi va ayirmasini sodda
geometrik talgin etish mumkin.
Ravshanki, har ganday z=a+bi kompleks son uchun

07 vektorning OX va OY o'glardagi proyéksiyalari mos
ravishda a va b bo‘ladi (2-chizma)
Aytaylik,
z,=a,+bji, z,=a,+b)j
bo‘lsin. Ma’lumki, z, =z, +z, uchun
| zy=(a,+a,)+(b +b,)-i
bo‘ladi (3-chizma).

3-chizma
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[ ‘
Bundan ko‘rinadiki, oz, vektorning koordinata o‘glaridagj

— L {
proyeksiyalari oz, va 0z, vektorlarning shu o‘glardagi mos
proyeksiyalari yig‘indisidan iborat bo‘ladi. Demak,

0z; =oz +oz,
%, va z, vektorlar ayirmasi z, =z -z, =z +(—22) 4-chizmada
geometrik talgin etilgan.

4-chizma

5.3. Kompleks sonning trigonometrik shakli (ko‘rinishi).
Kompleks sonning moduli va argumenti

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasini olamiz.
Biror
z=a+bi
kompleks sonni qaraymiz. Ravshanki, bu son tekislikda nuqtani
tasvirlaydi (5-chizma):

s’

o
I

i

[}

]

i

1

I

1

i

]

1

1

!

]

|

1
\
|~ TR
S
Il
w
x
&

S-chizma
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0z vektorning uzunligi, ya'ni 0 nuqtadan Z nuqtagacha bo‘lgan
masofa z kompleks sonning moduli deyiladi va || kabi

belgilanadi.
Ravshanki, z =@+ bi kompleks sonning moduli

]zl =a’ +b’

~ po‘ladi. (Pifagor teoremasidan foydalanildi). o0z vektor bilan OX
. o'qi orasidagi ¢ burchak z kompleks sonning argumenti deyiladi
va arg z kabi yozilad:

Q=argz
Kompleks sonning argumenti 2kz (k= 0,140,
~ aniglikda (z =0 dan tashqari) bo‘lib, uni ushbu
: O<Largz<2rm
B munosabatda qaraymiz. '
W Yugqorida keltirilgan 5-chizmadan ko* nnadlkl

cos¢=£, sm(p=2, tg<p=£! (2)
r ¥ a

i bo'lib, bu formulalar yordamida kompleks sonning argumenti
- topiladi. A
{ Masalan, z =1+ kompleks sonning moduli

| IZ|=}‘=\“2+12 =\/-2—.

tgp=1, @=45, argz=45

- argumenti esa

bo‘ladi.
(2) tengliklardan topamiz:
a=rcosp, b=rsing
Demak,
i z=a+bi
- kompleks sonni ushbu
=rcos@+rsing-i=r(cosg+ising)
~ ko‘rinishda yoz1sh mumkin. Kompleks sonning bu ko*rinishi uning
~ trigonometrik ko‘rinishi (shakli) deyiladi. Kompleks sonning bu
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ko‘rinishi ko‘p masalalarni hal etishda qulaylik tug‘diradi.
Ikki
z,=#r(cosg +ising ), z,=r(cosp, +ising,)
kompleks sonlarni qaraymiz. Ularning ko‘paytmasi
2,2, =11, (cosg, -cosp, —sing, -sing, ) +

+i(sin ¢, cos ¢, + cos g, sin g, ):] -

= [cos((o, +@,)+isin(p, +¢2)]
bo‘ladi. Bu tenglikdan

=’i'r2=lzll'

|z, -z, z,
arg(z,-z,)=¢ +¢, =argz, +argz,

bo‘lishi kelib chigadi.

Shunday qilib, ikkita kompleks sonlar ko‘paytirilganda
ko‘paytmaning moduli modullar ko‘paytmasiga argumenti esa
argumentlar yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Endi z, va z, kompleks sonlarning nisbatini qaraymiz.
ri(cosg +ising) 1 (cosg +ising,)(cosp, ~isin ?)
r,(cosg, +ising,) r,(cosg, +ising,)(cosp, ~isingp, )

i [(cosqp, cos @, +sing, sing, ) +i(sin g, cosp, —cos g, sin g, )]

2 22
rz(cos @, +sin ¢2)

b

N ln

2

= i‘—[cos((p, -, )+isin ((p, — 9, )]
Bu tenglikdan

~
I
~
¥4

2

z
arg—=¢,~¢, =argz, —argz,
2
bo'lishi kelib chigadi.
Shunday qilib ikki kompleks sonning nisbati olinganda
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ket o e e T S e U B

nisbatning moduli surat moduli bo‘lingan mahraj moduliga teng,
pisbatning argumenti surat argumentidan mahraj argumentini
ayirganiga teng bo‘ladi. '

Endi z= r(cos @ +isin gp) kompleks sonning darajasini
garaymiz.

Bu sonning n-darajasi (n-natural son) yuqorida aytilganiga
ko‘ra

|r 1

z" :5—'—34'—5:(—""“""’ cos(¢ p+--+@)tisin(p+o+--+9)|

n ma n mua L W noma
ya'ni

z" =" (cosngp +isinng) 3)

bo‘ladi. Bu tenglik Muavr formulasi deyiladi.

Masalan,

T
z=1+i (r=\/§, ¢=Zj

kompleks sonning 10-darajasi

107

(1+i)" :(\/5)”’(cos%’fnsinTJ-_-_zz(on) =32

bo‘ladi.
Aytaylik, z kompleks son va n -natural son berilgan
bo‘lsin. n -darajasi shu z songa teng bo‘lgan w kompleks son,

W =2, €))
z kompleks sondan olingan # -darajali ildiz deyiladi va Q/; kabi

belgilanadi:
Faraz qilaylik,

z=r(cosp+ising), w=p(cos?¥ +isin'¥)
bo‘lsin. U holda Muavr formulasidan foydalanib, (4) tenglikni
quyidagicha
p" (cosn¥ +isinn'¥) =r(cosp+isin )
yozamiz. Keyingi tenglikdan
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n

Pl =r,

n=p+2%nr (k =0,11,%2,...)
ya’'ni
/)zw,
w - p+2kr

7
bo*lishini topamiz. Demak,

=1z =-’{/;(cos¢+2k”+isin(p+2kﬂ) (k=0,il,i2,...) (5)
n :

n
(5) ko‘rinishdagi sonlar orasida fagat n tasigina turlicha bo*lishini
ko‘rsatish mumkin. Ular & ning
k=0,1,2,...n-1
qiymatlarida hosil bo‘ladi.
Shunday qilib, z kompleks sondan olingan n -darajali
ildizning n ta qiymati bo* lib, ular

)
Yz =45 | cos 27 l\”+zsm A”) (k=0,l,...n—l) (6)
,l 7

n

fonnuladan topiladi.
Misol. Ushbu

w=/~1+;

ildizning giymatlari topilsin.
<4Ravshanki,

=T4i= \/—(cc>s3—”+15m3—7Z
4 4
bo*ladi. (5 ) formuladan foydalanib topamiz:

3z
w= \/\/— cos

“+2k7r 31+2k7r
+17sIin

—\/—[cos(z 2/;”)+isintg+2/‘lﬂ. (k=0,l,2)

3
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i T T
W, =2/5Lcosz+isin.? -t

w =42 cos(£+.~z£}+ism aeale
4 3 4 3

7/

= \"[i(cosllir+isin—l—l—7r),
12 12

w,=3/—2— cos(£+iz)+isin(£+ﬂ] =
. 4 3 4 3 o

=9/§(cos1—9-7r+isin12ﬂ)
12 12

Mashglar
1.Quyidagi kompleks sonlamning moduli va argumenti
a) iz = =714}
b) z= -—cos—’i+isin£;
5 5

2.Ushbu kompleks sonlar trigonometrik ko‘rinishda

&)~z A
b) ~2+in2.
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6-MA’RUZA
Yugqori darajali tenglamalar

Chizigli va kvadrat tenglamalar birinchi va ikkinchi darajali
tenglamalar bo‘lib, ularni yechish o‘quvchiga ma’lum. Endi yuqori
darajali tenglamalarni qaraymiz.

Quyidagi

a”xn_*_a”_lxn—l +..-+a1x+a0 =0 (1)
tenglama 7 -darajali tenglama deyiladi, bunda @y, q,,...a, berilgan
sonlar (haqiqiy yoki kompleks), x noma’lum son, 7 -natural son,
a, #0.

Aytaylik, x, haqiqiy yoki kompleks son bo‘lsin. Agar

a,xi+a, . x," ++ax,+a,=0
bo‘lsa, x; son (1) tenglamanix}g yechimi deyiladi. (1) tenglamaning
barcha yechimlarini topish bilan u yechiladi.

6.1. Ko‘phadlar va algebraning asosiy teoremasi

Ushbu
ax"+a, X"+ +ax+a,
ifoda ko‘phad deyiladi, bunda a,,q,,...a, sonlar ko*phadning
koeffitsiyentlari, » esa ko‘phadning darajasi. Ravshanki,
qaralayotgan ko‘phad x ga (x o'zgaruvchiga) bog‘lig. Uni f(x)
kabi belgilash mumkin:
f(x) =a,x"+a, X"+ +ax+ a,
Agar x" son uchun
f ( x‘) =)

bo‘lsa, x" son f (x) ko‘phadning ildizi deyiladi.

Faraz qilaylik,

f(x) =ax"+a, x" +otax+a,,
p(x)=bx"+b_x""+-.. +bx+b,
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ko phadlar berilgan bo‘lsin. Agar

| 4, =b, (k=012,.,n)

bo‘lsa, bu ko phadlar teng deyiladi va b (x) = @(x) kabi yoziladi.
3 Ravshanki, _f(x) va (o( ) ko‘phadlarning yig indisi

£(x)+o(x), ayirmasi f(x)=@(x), ko'payumasi f(x)-0(x)
yana ko‘phadlar bo*ladi.
; Aytaylik, [ (,\) hamda g(x) ko‘phadlar berilgan bo*lsin.
l f(x) ko*phadni g(x) ko*phadga bo*lamiz:
" ~/"(x)=g(x)~q(x)+r(x). ()
4 Odatda, g(x) bo‘linma, r(x) esa qoldiq deyiladi. Bunda
3 r(x) ko‘phadning darajasi g(x) ko‘phadning darajasidan kichik
- bo‘ladi.
: Agar (2) tenglikda r(x)=0 bo‘lsa, [ (x) ko‘phad 2(x)
ko‘phadga bo‘linadi deyiladi. (g(x) ni f (x) ning bo‘luvchisi
~ ham deb yuritiladi). "
E Aytaylik, f(x) ko‘phad berilgan bo‘lib, uni x-a ga
bo‘lganda bo‘linma q(x), goldiq esa r(x) bo‘lsin:
f(x)=(x-a)-q(x)+r(x).

Ravshanki, bu holda qoldiq r(x) o‘zgarmas songa teng

bo ladi: r(x) ¢. Demak,

f¥)=(x-a)-qx)+c.
Keyingi tenglikda x = a deyilsa,

, /(a)=
] bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) ko‘phadni x--a ga bo‘lishdan
* hosil bo‘lgan qoldiq, f(x) ko‘phadning x =a dagi qiymatiga“
teng bo‘lishini bildiradi.
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Demak, x =a son f(x) ko*phad ildizi bo‘lishi uchun f(x) ning

X —a ga qoldigsiz bo‘linishi zarur va yetarli bo*ladi.
Odatda, bu tasdiq Bezu teoremasi deyiladi.

Agar f(x) ko‘phad (x—a)k ga bo‘linsa (kZl), a son
f(x) ning karrali ildizi deyiladi. Ayni paytda, f(x) ko‘phad

(x-a)“l ga bo‘linmasa, a son f(A) ko‘phadning & karrali
ildizi deyiiadi. Bu holda

f(x)=(x=a) p(x)
bo‘lib, ¢(x) ko‘phad x—a ga bo‘linmaydi.

Quyidagi tasdiqni isbotsiz keltiramiz.

Tasdiq. Darajasi birdan kichik bo ‘Imagan har qanday
ko'phad kamida bitta ildizga ega bo'‘ladi (bu ildiz kompleks son
bo ‘lishi ham mumkin).

Aytaylik, » -darajali

filx)=a5" 4a, " +-4 a,x+a,

ko*phad berilgan bo‘lsin. Bu ko‘phad yuqorida keltirilgan tasdiqqa
ko‘ra kamida bitta ¢, ildizga ega: f (al ) =0.

Shuning uchun

f(x)=(x-a)-¢,()

bo‘ladi, bunda ¢, (x) ko*phad bo‘lib, uning darajasi n—1 ga teng.

Agar n>1 bo‘lsa, unda ¢, ( x) ko‘phad ham tasdigqa
ko‘ra kamida bitta @, ildizga ega. Demak,

¢ (x)=(x=a)-9,(x), @,(x)-ko'phad.
Natijada f (x) ko‘phad ushbu
S(¥)=(x-a)(x-a,)-0,(x)

ko‘rinishni oladi. Bu jarayonni davom ettirish bilan

f(x)=a"(x-a,)(x—az)...(x—a"‘
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tenglikka kelamiz. Keyingi tenglikda «,a,,..., sonlar orasida
: (;‘zaro bir-biriga tenglari bo*lishi mumkin. Demak,

Flx) :an(x—al)k’ (x—az)k’ ...(x—as)k'

~ bo'lib,
S k,+k,+-+k =n, i#j da
a2d, (L =52.5).
Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
Teorema (algebraning asosiy teoremasi). Har qanday n -

 darajali (n Zl) ko'phad n ta ildizga ega (har bir ildiz necha

" karrali bo ‘Isa, shuncha marta hisoblanadi).
6.2. Yuqori darajali tenglamalarni yechish

Algebraning asosiy teoremasi
ax"+a, X' ++ax +a,=0 3)
 tenglamaning 1 ta yechimi mavjudligini ifodalasa ham, umumiy
~ holda bu yechimlarni topish algoritmlarini aniglab bermaydi. (3)
~ tenglamani yechish masalasi hozirga qadar katta muammo bo‘lib, u
~ ayrim xususiy hollardagina hal etilgan.
y (3) tenglamaning yechimi tenglama koeffitsiyentlari ustida
~ go‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish va ildiz chiqarish amallarini
~ bajarishdan hosil bo‘lgan ifoda bilan aniglansa, (3) tenglama
- radikallarda yechiladi deyiladi.
' Eslatma. Agar a =a+bi kompleks son (3) tenglamaning
- yechimi bo'lsa, a sonning qo ‘shmasi a =a—bi kompleks son
ham (3) tenglamaning yechimi bo ‘ladi.

Endi (3) tenglama radikallarda yechiladigan ba’zi hollarini
qaraymiz.

Ravshanki, n =2 bo‘lganda (3) tenglama avval o‘rganilgan
kvadrat tenglamaga keladi:

ax’ +bx+c=0.
Bu tenglama har doim ikkita ildizga ega:

~b+b' —4ac . _ —b—\b’ —4ac

X = > 2

2a & 2a
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(diskriminant 5° —4ac > 0 bo‘lganda, x, va x, lar haqiqiy va turli
sonlar; b°~4ac=0 bo'lganda X, =x, bo'lib, ildiz karrali
b’ —4ac <0 bo‘lganda x, va X, lar bir-biriga qo*shma kompleks
sonlar bo‘ladi).

Endi (3) tenglamaning keyingi xususiy hollarini qaraymiz.

a) n =3 bo‘lsin. Bu holda (3) tenglama

ax +a,x" +ax+a, =0

ko‘rinishga keladi. Qulaylik magsadida keyingi tenglamani
quyidagicha

4y +ax’ +ax+a, =0 (a, #0) (4)
yozib olamiz. (4) tenglama quyidagicha yechiladi:
1) (4) tenglamaning ikki tomonini ¢, ga bo‘lib, topamiz:

Xt +bx +he+d =0, 5

bunda b, .. 3 (k=l,2,3).
a

0
b
2) (5)tenglamada x = );-_B)L

almashtirish bajaramiz. Unda (5) tenglamaning chap tomoni ushbu

oY b h
(\y—?‘) +b1(y—-3‘-) +bz(y——3'-)+b;=

2
:y}”'[bz "b:;_}y"'(bz—blbz +"'2"b13]

3 27
ko‘rinishga kelib, quyidagi
b’ bb, 2

b——LY=p, b-124"p=
2 3 p 23 3 27 1 q
almashtirishdan so‘ng ( 5) tenglama
Y+ py+q=0 (6)

ko‘rinishni oladi.
3) (6) tenglamaning yechimini
y=u+v (7
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E
&

B
{E‘ ' ko‘rinishda izlaymiz, bunda 1 va v lar ushbu

4 P
i UV =—— 8

~ shartni ganoatlantirishi talab etiladi.
: Ravshanki, (7) va (8) munosabatlardan garalayotgan u va

F v lar quyidagi

2 14

r—yt-=—=0
~3

~ kvadrat tenglamaning ildizlari ekanligi kelib chiqadi (Viyet

~ teoremasi).
4) y=u+ v ni(6) tenglamadagi y ning o‘rniga qo'yamiz:

(u+v)}+p(u+v)+q=0.

Natijada .
w3V +v + pu+ pv+q =0,

(u3 +v' +q)+(3uv+ p)(u+v)=0 9)

Ma’lumki, #-v=-—-—. Unda 3uv+p=0 bo'lib, (9)

w |

WV +g=0,ya'ni ' +v' =—q
 ko‘rinishga keladi. Demak,

y' +py+q=0
glamani yechish ushbu
(.3 3
u+v' =—q
: ? (10)
u" . \1" = ._.1_9.._
27

sistemani yechishga keladi.
5) (10) tengliklardan ko‘rinadiki, 1" va v' lar ushbu
‘;
3 4
t"+gl——=0
L
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kvadrat tenglamaning yechimlari bo‘ladi. Bu kvadrat tenglamani
yechib topamiz:

T VS SRS A o
2 4 27 2 Y4 27
Demak,
q. ¢ p'
3’— S e —— —
u =t = 2+ 4+27, a1
g |9 p
Vel w2 gL 12
2 Na 27 (12)

6) (11)va(12) tengliklardan

2 3
\/fz ¢ p

2 Va4 27

2 3
2 4 27

bo‘lishini topamiz. Demak, (6) tenglamaning yechimi

(13)

2 3 2 3
) NI IR P
2 4 27 2 4 27

bo‘ladi.
(14) tenglik Kardano formulasi deyiladi. Bu formula
Uu+v
yig'indidan iborat bo‘lib, har bir « va v lar uchtadan qiymatga ega.
Unda u+v yig‘indining giymatlari 9 ta bo‘ladi. Bu qiymatlar
ichida uchtasigina (6) tenglamaning yechimi bo‘lib, bunday u va v
ning qiymatlari ushbu

munosabatda bo‘ladi.
7) Aytaylik, u va v ning (13) tengliklarning

qiymatlaridan biri », va v, bo‘lsin. Unda
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' 8) (6) tenglamaning yechimlari

N =”1+V1’

Fa'= ( \/— l( )’ (15)
1 ~/§-'

)’32”'2'(“1+V1)‘ 5 l(“l’"vl)

ib, berilgan tenglamaning yechimlari -
h, b,

l-mlsol Ushbu
¥ =9x* +21x- 5= 0

tenglama yechilsin.
<4Berilgan tenglamada
=p+3

ashtirish bajaramiz. Unda
(y+3) ~9(y+3) +21(y+3)-5=0

y —6y+4=0
boladi. (14) formuladan foydalanib topamiz.

u—ﬁ+4 8 =3-2+2i

Ravshanki, bu kub ildizning qumatlarldan biri _
u, =1+i

‘ladi. Unda o




bo‘lib, (15) formulaga ko‘ra

y}=2a y2=—l—\/§, }"3:—1""/5
bo*ladi. Demak, berilgan tenglamaning yechimlari

X =3 =x =2—\/3_, A =2+4/3
bo‘ladi. b f
b) n =4 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama

a,x" +ax’ +a2x2+a,x+a0 =0 (16)
ko‘rinishga keladi.

(16) tenglama radikallarda yechiladi. Uning yechish
algoritmi mavjud (qaralsin, [1]).

Eslatma. n>5 bo'lgan holda (3) tenglamaning
radikallarda yechilishi masalasi hagida ko'p izlanishlar olzb
borilgan. Natijada quyidagi xulosaga kelingan. ‘

Agar (3) tenglamaning darajasi besh va undan katta bo ‘Isa,
(3) tenglama umumiy holda radikallarda yechilmaydi.

Endi  yuqori darajali tenglamalarning  radikallarda
yechiladigan yana ayrim xususiy hollarini keltiramiz. ]

d) Ikki hadli tenglamalar.

Ushbu

ax"+b=0 (a#0) (17
ko‘rinishdagi tenglama ikki hadli tenglama deyiladi. Bu

tenglamaning yechimi
f b
x = N ———
a

¥ +32=0

bo‘ladi.
2-misol. Ushbu

tenglama yechilsin.
<4Ravshanki,

V-32.

Endi - 32 sonni kompleks son sifatida qarab 5-ma’ruzada
keltirilgan formuladan foydalanib topamiz:

-32=32(cosz +isin 7).
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Kompleks sondan ildiz chigarish qoidasiga ko‘ra

832 = {ﬁZ (cosz+isin )=

( n+2knr . 7Z+2kﬂ')
=2 cos———g—-ﬂsm————

(k=0,1,2,3,4)

i. Demak,

( .. 72’) 7( 3z . 3%)
B x =2| cos—+isin— |, x =2} cos—+isin—-|,
5 5 5 5

% =2(cos7—”—+isinj£\, X, = 2(cos%+isin-9-£) 8 4
R 5 5) 5 5

3 ;é) Uch hadli tenglamalar.
. Ushbu
k| ax +bx" +¢=0 (a#0)
nishdagi tenglama uch hadli tenglama deyiladi.
Berilgan tenglamada

1 =i

shtirish bajaramiz. Natijada berilgan tenglama
. at> +bt+c=0

drat tenglamaga keladi va uning yechimlari

_ =h Vb —4dac

ha=

2a
N —b+\b’ —4ac
2a '
\/—bi\/bz_ —4ac
x=21 (1 8)
2a Al
1 topamiz.
- 3-misol. Ushbu
' x*=3x'-2=0

yechilsin.
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< (18 ) formuladan foydalanib topamiz:

_ 308 331
: .

x
9
Demak,
MU/ C I 3
Ravshanki,
( 2k . 2k
=3 =1-(cos———3ﬂ+ism*—3”) (k=0,1,2).
Bundan, A
0 (1) 27 .. 2« 0 dr . 4n
X =1, %" =cos—+isin—, x," =cos— +isin—
3 3 3
bo‘lishi kelib chigadi.
Shuningdek,

5 2k . 2k
Pl :i/i:%/'f-[cos—g—ﬂ—ﬂsmz—éﬁj (k=0,1,2)
bo‘lib, undan

0 ) 2r .. 2w
=2, xD=3n. COS—+isin— |,
0 1 3 3

> (4 4r
xz(') =32. Lcos—;— +isin T) bo*lishini topamiz.

Shunday qilib, berilgan tenglamaning yechimlari
4

T .. 2r 4 . 3
x =1, x,=cos—=—+isin—, Xy =COS—+isin—, x, =/2,
- 3 3 : 3

2
X5 = ﬁ(cosgzﬂ'sin :EJ X, = %/E(cos4—”+isin i’{]
' 3 3 3 3
bo*ladi. b
Mashqlar
Quyidagi tenglamalar yechilsin:
1. 2x’ =5x" +8x-3=0

2. x*+1=0
3.6x  +19x° —=7x* —26x+12=0
4. x* -5x*+28=0
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7-MA’RUZA

Tekislikda to‘g‘ri chiziq va uning
turli tenglamalari

4 Tekislikda to'g'ri chiziq sodda, ayni paytda muhim
~ geomelrik tushunchalardan biri. Uni tekislikdagi nugqtalar to*plami
~ (nuqialarning geometrik o'mi) sifatida tushuniladi.

E s Ma’lumki, tekislikdagi nuqta o‘zining x va y
~ koordinatalari bilan to‘liq aniqlanadi. Bu x va 'y sonlar turli
~ giymatlarni qabul gilganda (x, y) juftliklar turlicha bo‘lib, ular turli
~ npuqtalarni tasvirlaydi. Odatda, bunday nugtalar o‘zgaruvchi nuqta
b }aeyiladi. Agar o‘zgaruvchi nugtaning koordinatalari x va y lar
 biror bog‘lanishda bo'lsa, u holda bunday nugqtalar to‘plami
~ (geometrik o‘rni) biror geometrik shaklni ifodalashi mumkin.
~ Bog‘lanish esa geometrik shaklning tenglamasi deyiladi.

7.1. To‘g ri chizigning umumiy tenglamasi

; Faraz qilaylik, tekislikda ikkita tayin M (x,y) va
'.! ,(x,,»,) nugtalar berilgan bo‘lsin. Bu nuqtalardan baravar
uzoglikda turgan nugtalar biror to‘g‘ri chiziqda bo*lishini, bunday
‘nuqtalar to‘plami (geometrik o‘rni) to‘g‘ri chizigni ifodalashim
vvur qilish mumkin. Shu xususiyatdan foydalanib undagi
zgaruvchi P(x,y) nugta koordinatalari orasidagi bog‘lanishni

opamiz ( 1-chizma).

TPreg)

.. Y N,




Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra

M,P=\/(x—x, ) +(y—y,)2.

M,P = \/(x'"d"_z .)2 +(y - )2

bo*lib,

V=) +(r=n) =\(x=x) +(r=r.)
bo‘ladi. Bu tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ng
qisqa ko‘paytirish formulasidan foydalanib topamiz:
X =2xx+x +y° =2y y+y =x —2x,x4 X+ Y’ =2y, y+yl.
Keyingi tenglikdan
2(% =% ) x+2(y,=3)- y+(x + 31 -x3 -3 )=0
bo‘lishi kelib chiqadi. Agar
4= 2(,\'2 —xl),
B = 2(.V2 "yu)~
C=x +p ~-x; ~ y;
deyilsa, unda
Ax+By+C=0 (1)
bo‘ladi.
Demak, to‘g'ri chiziqdagi ixtiyoriy P(x, y) nuqtaning x va
» koordinatalari (1) tenglama bilan bog‘langan. Binobarin, bu
tenglamani to‘g‘ri chizigning tenglamasi bo‘ladi.
Odatda (1) tenglama to‘g'ri chizigning umumiy tenglamasi
deyiladi.
Eslatma. Agar tekislikdagi A(x,,y,) nugtaning x,,y,
koordinatalari (1) tenglamani qanoatlantirsa, ya 'ni
Axy+By,+C=0
bo‘lsa, A nugta to'g'ri chizigda yotadi, tenglamani qanoatlan-
tirmasa, ya'ni
Ax, +By, +C#0
bo'lsa, A nugta to°gri chizigda yotmaydi.
1-misol. Ushbu
3x-2y-8=0 (2)
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.‘ ma bilan berilgan to'g'vi chizig tekislikda yasalsin.
4Ma'lumki, ikki nuqta to‘g‘ri chiziquing tekislikdagi

to‘liq aniglaydi.
‘Aytayhk, x =0 bo‘lsin. Unda (2) tenglikka ko‘ra

3-0-2y-8=0, 2y=-8, y=-4
Demak, (0, -4) nuqta to‘g‘ri chizigda yotadi.
_ Aytaylik, y =0 bo'lsin. Unda (2) tenglikka ko‘ra

8 2
3x-2:-0-8=0, 3x=8, x=—=2—
3 3
N
. Demak, (Zé,OJ nuqta to‘g'ri chizigda yotadi. Bu

(2%— 0) nuqtalarni tekislikda yasab, ular orgali tof g'ri

‘;fi ziq otkazamiz (2-chizma).
A YA

(o —4;//
2-chizm_a

§ Tenglamasi 3x—2y—8=0 bo‘lgan to‘g‘ri chizigning

ekislikda joylashishi 2-chizmada tasvirlangan. »

1 Ravshanki, (1) tenglama bilan berilgan to‘g'ri chizigning

tekislikdagi holati (vaziyati) tenglamadagi 4, B,C sonlarga bog‘liq

bo‘ladi.

' 1) (1) tenglamada C =0 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama
Ax+ By =0

ko*rinishga kelib, bu to*g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o*tadi.

2) (1)tenglamada A =0 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama
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By+C =0, ya’ni y=~% (B#0)

ko*rinishga kelib, bu to‘g‘ri chizig OX o*qiga parallel bo*ladi.
3) (1) tenglamada B =0 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama

Ax+C =0, ya’ni x=~%

ko‘rinishiga kelib, bu to‘g‘ri chiziq QY o‘qiga parallel bo‘ladi.

4) (1) tenglamada A=C=0 bo‘lsin. Bu holda (1)

tenglama
By=0,yani y=0

ko‘rinishiga kelib, bu to‘g‘ri chiziqg OX o*qini ifodalaydi.

5) (1) tenglamada B=C=0 bo‘lsin. Bu holda (1)

tenglama -
Ax=0,ya'ni x=0

ko‘rinishga kelib, bu to‘g‘ri chiziq OY o‘gini ifodalaydi.

Demak, to*g‘ri chizigning umumiy tenglamasi

Ax+By+C=0

da A#0, B#0, C=#0 bo'lsa, u holda bu to‘g'ri chiziq
koordinatalar boshidan ham o‘tmaydi, koordinata o‘qlariga parallel
ham bo‘lmaydi.

1°. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi.
Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror ( to‘g‘ri chizig-
ni olaylik. Bu to‘g‘ri chiziq OX o‘giga parallel bo‘Imasin. Binoba-
rin, { to'g'ri chiziq OX o‘qini kesib o‘tadi. To'g'ri chiziqning
OY o'qi bilan kesishgan nuqtani B, OX o'gining musbat
yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni @ deylik (3-chizma).

3-chizma
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" Ravshanki, B=B(0;b) bo'lib, b esa OB kesmaning
gzunligi.
To'g'ri chiziqda ixtiyoriy M =M (x.y) nugqtani olamiz.
Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki, BMC - to‘g'ri burchakli
uchburchak, < CBM =a, BC=x, MC=y-b.

¢ BMC uchburchakdan

y-b

1ga =
2

‘lishini topamiz. Bu miqdor to‘g‘ri chizigning burchak

koeffitsiyenti deyiladi va k bilan belgilanadi:

, R =100

' Natijada

k=2

bo‘lib, undan
X

y=kx+b 3)

bo‘lishi kelib chigadi.

& Demak, to‘g‘ri chiziqdagi ixtiyoriy M (x, y) nuqtaning x
va y koordinatalari (3) tenglama bilan bog*langan.

Ushbu

3 y=kx+b

ten glama to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
iladi.

(3) tenglama k va b larga bog‘liq bo‘lib, to‘g"ri chiziqning
likdagi vaziyati shu k va b lar bilan to‘lig aniqlanadi.

Masalan, @ = %, b =2 bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi
y=x+2

B .. . /4

bo‘ladi, chunki k& = th =1,

Eslatma. Agar to ‘g 'ri chizigning umumiy tenglamasi
Ax+By+C=0 (4)
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da B#0 bo'lsa, uni to'g'ri chizigning burchak koeffitsiventl;
tenglamasiga keltivish mumkin.
Hagiqatdan ham, (4) tenglamani y ga nisbatan yechib,

A, &
YRR
so‘ng
i e €
B B
deyilsa, unda (4) tenglama ushbu
y=kx+b

ko‘rinishga keladi. Bu to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli
tenglamasidir.
2°, To'g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi,
Aytaylik, tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror
to‘g’ri chiziq berilgan bo‘lsin. Bu ¢ to‘g‘ri chiziq koordinatalar
boshidan o‘tmasin va u OX o‘qidan @ =04 kesmani. OY
o‘qidan esa b = OB kesmani ajratsin (4-chizma).

4-chizma

Qaralayotgan to‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy M =M (x, _v)
nuqtani olamiz. Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki:
OAB, CAM uchburchaklar to‘g‘ri burchakli uchburchaklar,
OC=x, MC=y,. CA=a-x, OB=b, OA=a

Endi AOA4B va ACAM uchburchaklarning
o‘xshashligidan foydalanib topamiz:

MC. CA ,. Y a-x
—=—, ya'ni == :
OB 04 b a
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Keyingi tenglikdan

LAY (5)
4 v

Demak, to*g'ri chiziqdagi ixtiyoriy M (x, y) nuqtaning X
va y koordinatalari (5) tenglama bilan bog'langan.

Ushbu .
iC_ +.:)i =1
a b

englama to‘g'ri chizigning kesmalar bo*yicha tenglamasi deyiladi.

» (5) tenglama a va b larga bog'liq bo‘lib, to‘g‘ri chizigning
islikdagi holati shu a va b lar bilan to‘liq aniqlanadi.

Masalan, OX o‘qidan 2 birlik (a=2), OY o‘gidan 3

birlik (b = 3) kesma ajratadigan to*g'ri chiziq tenglamasi

_x. + ;y_ =]
: 2 3
bo‘ladi.
j Eslatma. Agar to ‘g 'ri chizigning umumiy tenglamasi
Ax+By+C=0
C#0, A#0, B#0 bo'lsa wuni to'g'ri chizigning
malar bo'yicha tenglamasiga keltirish mumkin.
Hagiqatan ham, (4) tenglamaning ikki tomonini - ga

A B
—x+—y=1,

- -C
Xy

SO TN A —

- -C
4 B
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B .

IS}
Il

deyilsa, unda (4) tenglama ushbu
Xy
—_—t =1
a b

ko‘rinishga keladi. Bu to'g'ri chizigning kesmalar bo*yicha

tenglamasidir.

7.2. To‘g‘ri chiziqqa oid masalalar

1°. Ikki to‘g‘ri chiziq orasida burchak. Ikki to‘g‘ri
chizigning parallellik hamda perpendikulyarlik shartlari,
Tekislikda ikkita £, va (, to‘g'ri chiziglarni qaraylik, (), to'gri
chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
y=kx+b ,
¢, to‘g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi esa
y=kx+b,
bo‘lsin. Bunda
k =tga,, k,=1ga,

(5-chizma).
¥
2 & ‘/?V‘
& _~
. o) {.’{..@L---
y X
2
“0 s

5-chizma

{, to‘gri chizigni M nuqta atrofida soat strelkasiga teskari
tomonga uni {, to‘g‘ri chiziq bilan ustma-ust tushguncha burish

natijasida hosil bo‘lgan ¢ burchak (0<p<x), ikki ¢, va ¢,
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fi chiziglar orasidagi burchak deyiladi.
~ Yugqorida keltirilgan 5-chizmadan ko‘rinadiki, ¢ burchak

p=a,-aq
Ma’lumki,
teq, — 18X

top =1t o = = e SO0 .

gp=1g(a-a) 1+1ga, -1gq,
Demak,

1gp= _l\_%_j‘_ (6)
14K =k;

u ikki to*g‘ri chiziq orasidagi burchakning tangensini aniglab

B Masalan, ushbu

1 3
=——x+2, =—x+3
peart®,  Feg |

chiziglar uchun
k = _.1., k,= ¥
7 4

»‘lib, ular orasidagi & burchakning tangensi (6) formulaga ko‘ra

3_(_1
4\ 7) _21+4

ga= — =
3 ( 1) 2823

1+ =+ ==
4\ 7

ladi. Demak, berilgan to*g‘ri chiziqlar orasidqgi burchak
' a =45

C Aytaylik, ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak a =0
Isin. Ravshanki, bu holda to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘ladi. Ayni

kz "k\

—2——=0 ot
1+k -k, -

g0 =
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k, =k, (7)
bo‘ladi. (7) munosabat ikki to'g‘ri chizigning parallellik shartinj
ifodalaydi.

Aytaylik, ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak (IZ%

bo‘lsin. Ravshanki, bu holda to‘g'ri chiziglar perpendikulyar
bo‘ladi. Ayni paytda

e k—k

tg.__.:._‘____

2 l+k -k,
bo‘lib,
1+k -k, =0, ya’ni
it fomt) o
k, k)

bo‘ladi. (8) munosabat ikki to‘g‘ri chizigning perpendikulyarlik
shartini ifodalaydi.
Eslatma. Aytaylik, ikki to'g ri chiziq umumiy ko ‘rinishdagi
tenglamalari
Ax+By+C =0, Ax+B,y+C,=0

bilan berilgan bo ‘lsin. Bu to ‘g 'ri chiziglarning parallellik sharti
L
Bl

’

IF I

perpendikulyarlik sharti esa
A~ A+-B B, =0

bo ‘ladi.

2°. Bir va ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamalari. Tekislikda tayin M, =M, (x,, ;) nuqta berilgan
bo‘lsin. Shu nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni (to‘g‘ri chiziq
tenglamasini) topamiz. To‘g‘ri  chizigni, uning burchak
koeffitsiyentli tenglamasi

v=kx+b ©)

ko‘rinishida izlaymiz. Bu to‘g‘ri chiziq berilgan M , nuqta orqali

o‘tishi lozim. Binobarin, M, nuqtaning koordinatalari X, va y, lar
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9) “tenglamani ganoatlantiradi.

y, =kx, +b (10)
a (10) tengliklarni hadlab ayirib
| y—y =hke+b—(kx +b),

, y=y, =k(x—x) (1)

yo‘lishini topamiz.

Bu (11) tenglama berilgan M, (xl, y,) nugtadan o‘tuvchi
l-"“g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi.

Agar (11) tenglamadagi k tayin son bo'lsa, u holda (11)
,lama (x,, y() nuqtadan o‘tuvchi tayin bitta to‘g'ri chiziq

. Agar (11) tenglamadagi & turli giymatlarni qabul qgiluvchi
o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda (11) tenglama (xl, yl) nuqtadan
o‘tuvchi to*g'ri chiziglar dastasining tenglamasi bo‘ladi.

Misol. P (3,2) nuqtadan o ‘tuvchi, ushbu

4 -
y=—x-17 (12)

10'g ri chizigga parallel bo'‘lgan to g ri chiziq tenglamasi topilsin.

_.’ _ <1zlanayotgan to‘gri chiziq (12) to‘g'ri chiziqqa parallel

bo‘lishi kerakligidan, ularning burchak koeffitsiyentlari bir xil
‘lib,

4
= ='3"(x—x1)

bo‘ladi. Bu to‘g'ri chizig P (3,2) nuqtadan o‘tadi. Demak,
g .
y= 2= '3—'(x == 3)
) ,;ya’ni
" L3 = i‘x )
" Bt

bo‘ladi. Bu izlanayotgan to‘g‘ri chizigdir. P
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Aytaylik, tekislikda ikkita M, (x,, ). M, (x,,y,)
nuqtalar berilgan bo‘lsin. Bu nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig
tenglamasini topish uchun, avvalo M, (,\',,y,) nuqtadan o‘tuvchj
to*g'ri chiziq tenglamasini (11) formulaga ko‘ra yozib olamiz:

Y=y =k(x-x).
Bu tw'g'ri chiziq M, ( X,,¥,) nuqtadan o‘tishi kerak,
Demak,
Yo =y =k(x, - )
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
) Y= )
X=X

k ning bu giymatini (11) tenglamadagi & ning o‘rniga qo‘ysak,
unda

V)'_‘
F=Y= .x-__-il (x_xl)
27X

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
FH XX
Vo=h X% —x
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu berilgan M (X p) va M, (X2, %)
nuqtalardan o‘tuvchi tog'ri chiziq tenglamasi bo*ladi.
Masalan, M, (2,3) . M, (4,5) nuqtalardan o‘tuvchi to*g‘ri
chiziq tenglamasi

(13)

.
5-3 4-2’
ya’'ni
y=x+I1
bo‘ladi.

: Berilgan nuqtadan berilgan to‘g‘ri chizigqacha
bo‘lgan masofa. Tekislikda ushbu

Ax+By+C=0
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englama bilan berilgan { to‘g'ri chizig va M 1(’51: yl) nuqtani

araylik.
M, nugtadan  {  to'g’ ri  chizigga  tushirilgan

‘ri chiziqqacha

perpendikulyarning uzunligi M, nugtadan  to‘g
masofa deyiladi {6-chizma).

L

Iy

5\ d

6-chizma

Perpendikulyamning  {  chiziq bilan kesishish nugqtasi

M, (x,, y,) bo'lsin. Demak, nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha masofa
Ml M, kesmaning uzunligi bo‘ladi. Uni d bilan belgilaymiz.
Ushbu

Ax+By+C=0,
i Bx— Ay + Cl =0
‘to‘g‘ri chiziglar o°zaro perpendikulyar bo‘ladi, chunki bu to*g‘ri
chiziglar uchun perpendikulyarlik sharti bajariladi:
A-B+B-(—A)=AB—AB=0.

Unda perpendikulyar to'g'ri chizigning M,(xl,yl)

gbo‘lishini topamiz. Ayni paytda, bu to'gri chiziq M, (x2 . yz)
- nugtadan ham o‘tadi. Demak,
1 B-(xz—x,)-A(yz——y,):O

- boladi. Keyingi tenglikdan
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B-(x, -x)= /-'()'z '“.Vl)

ya’'ni
=&  B=Y
A B
bo*lishi kelib chiqadi. Agar bu nisbatlarni 7 bilan belgilasak,
o % _HTh .,
A B
unda
X, =X =At, x,=x+At,
=n=Bt, y,=y+Bt
bo‘ladi.

Ravshanki,
d:‘/(xz"-"1)2"'()’2_}’1)2 = VA2+BZ'III (14)

Endi M, (x,,y,) nuqta qaralayotgan Ax+By+C =0

to*g'ri chizigda yotishini ¢’tiborga olib topamiz:
Ax, + By, +C = A(x, + At)+ B(y, + Bt)+ C =
=(Ax, + By, +C)+t(A* + B*) =0
Keyingi tenglikdan
_Ax,+ By, +C
A’ + B’
bo*lishi kelib chigadi.
Demak, ( 14) va (15 ) tengliklardan
e Ax, + By, +C
d=~4*+B* - =———-——| By + C| (16)
VA + B’
bo*ladi. Bu berilgan nuqtadan berilgan to* g'rni chiziqqacha bo‘lgan
masofani topib beradigan formuladir.
Masalan, M, (3,~4) nuqtadan
6x—-8y+31=0
to*g'ri chiziqqacha bo‘lgan masofa (16) formulaga ko‘ra

t= (15)
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|63 8+( +31| 18432 +31

\/6 +( 10

Mashglar

=§,1

1. Ushbu

i s 7 y
2x-5y-16=0, b) y 3x+3, d) 3+2

chiziglar tekislikda tasvirlansin.

2. Ushbu 10x+5y+12=0 to‘g'ri chizigning burchak

its.iyenti topilsin.

3. 2x+5y-15=0 to‘g'ri chiziq bo'ylab yorug'lik nuri

ypaltirilgan, u abssissalar o‘gigacha borib, undan qaytadi

Jaytgan nurning tenglamasi yozilsin.

4. Rombning diagonallari 8 va 3 birlikka teng. Agar
ombning katta diagonalini OX o°q uchun, kichgina diagonalini
)Y o‘q deb gabul gilsak, romb tomonlarining tenglamasi yozilsin.
5. Ushbu 3x+y-2=0, x-3y+1=0 to‘g'ri chiziglar

rasidagi burchak topilsin.

_ 6. Ushbu 2x-y-3=0, x-3y-4=0 to'gri
tiziglarning kesishish nugtasidan o‘tuvchi hamda x+ y =1 to*g‘ri
1izigqa parallel bo*lgan tog ri chiziq tenglamasi topilsin.

7. Uchlari 4(12;0), B(1;8), C(0;5) nugtalarda bo‘lgan
hburchakning B nugtasidan AC tomongacha bo‘lgan masofa
sin.

b 8. Yorug'lik nuri OX o‘giga qanday burchak ostida
yo‘naltirilganda qaytgan nur A(_z;ﬁ) Ba B(_3; 545 ) nugtalardan
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8-MA’RUZA

Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziglar
Biz sodda ikkinchi tartibli egri chiziglar- aylana, ellips,

giperbola, parabola va ularming xossalarini keltiramiz.

8.1. Aylana

Ma’lumki, tekislikda berilgan (tayin) nuqtadan baravar
uzoqlikda joylashgan nugtalar (tekislik nuqtalari) to‘plami aylana,
berilgan nuqta esa aylana markazi deyiladi.

Endi aylananing tenglamasini keltirib chigarish magsadida

tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini va M, = M, (x,,y,)

nugtani olamiz. Ravshanki, bu nuqtadan » masofada (r > O) joy-
lashgan nugtalar (bunday nugtalar to‘plami aylana bo‘ladi) 0‘zga-
ruvchi nuqtalar bo‘ladi. Bunday nuqtalardan birini M = M (x, y)

deylik. M, (xo, yo) va M (x, y) nuqtalar orasidagi masofa
MM =\/()c—x0)2 +(y—y0)2

bo‘ladi.
Keyingi tenglikdan
2 2 3
(x=%) +(y-5) =+ (1)
bo‘lishi kelib chiqadi.

B
Y

Yot--

v

“a
1-chizma
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~_ Shunday gilib, aylanada joylashgan o‘zgaruvehi M (x,)
gtaning koordinatalari x va y lamni bog‘lovchi tenglamaga
JJdik. Bu (1) tenglama aylananing sodda tenglamasi deyiladi, r
2 aylana radiusi deyiladi.

Demak, aylananing tenglamasi markaz deb atalgan
(xo, y,) nuqtaga hamda r radiusga bog'liq bo'lib, ular
yordamida aylananing tekislikdagi holati to‘liq aniglanadi.

b Xususan, markazi koordinatalar boshida bo‘lgan aylana
englamasi quyidagicha
it x2 + y?_ =
bo‘ladi.

: Masalan, markazi (-1,2), radiusi 5 ga teng bo‘lgan
aylananing tenglamasi

3 (x+1)2+(y—2)2=25

0°ladi.
Aylana bilan umumiy bitta M (xl, yl) nuqtaga ega bo‘lgan
0‘g'ri chiziq aylanaga o‘tkazilgan urinma deyiladi.

Ushbu

xZ o y2 i r2
aning (xl, y,) nuqtasiga o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi
1dagi
xx+yy—-r:=0 )
<0‘rinishga ega.
Masalan, ushbu x* + y2 =8 aylananing (2,-2) nuqtasidan
tuvchi urinmaning tenglamasi
2x+(-2)y—-8=0,yani x-y-4=0

8.2. Ellips
Tekislikda ikkita tayin nuqtalarni olaylik. Tekislikning bu

'ﬁ'r* qtalargacha bo‘lgan masofalari yig‘indisi o‘zgarmas songa teng
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bo‘ladigan nugtalari to‘plami (nugtalarning geometrik o‘rni) ellips
deyiladi.

Endi ellipsning tenglamasini keltirib chiqaramiz. Ta’rifda
keltirilgan tayin nugqtalardan birini £}, ikkinchisini £, orqali
belgilaymiz. .

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha
quramiz:

F va F, nuqtalardan o‘tuvchi to'g'ri chizigni abssissa o'qi (OX

o'qi), F F, kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi hamda abssissa o'qiga

perpendikulyar bo‘lgan to*g‘ri chizigni ordinata o*qi (OY 0°qi) deb
olamiz (2-chizma).

s
=

47 AT NN

&_1‘\_‘ i '.v/ X
o

1
<
R5 ]

2-chizma

Aytaylik, F va F, nuqtalar orasidagi masofa 2¢ ga
(c > O) teng bo‘lsin. U holda bu nuqtalarning koordinatalari mos
ravishda (—c,()) va (C,O) bo‘ladi:

F(-e0).  F(c0).

Odatda, | va F, nuqtalar ellipsning fokuslari deyiladi.

Ellipsda ixtiyoriy M(x, y) nuqtani olaylik. Unda ellips
ta’rifiga binoan FM va F,M masofalar yig'indisi o‘zgarmas
songa teng bo*ladi. Bu o‘zgarmas sonni 2a deylik (a > 0).

Demalk,
F[M+F2M =2a. (3)
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Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan foydalanib

FM = \/7 —c 2 ——()) \[(x+c)2+yz,
EM =\/(x—c)' +(y~0)2 =\/(_x—c)2 &

/" Unda (3) ga ko‘ra
\[(?+c)z +y° +\[(x+c)2 9 =2

Bu tenglikni quyidagicha

\/(x+ c)2 +y’ =2a ——J(x —c)2 +y
yzib, uning ikki tomonini kvadratga ko' tarsak, unda
(x+c)l +y' =4a’ —4(1\/Z;—C)2 +y’ +(x—c)2 +y’

@adi. Bunda esa

P .
B x* +2cx+c’ =4a2+4a\/(x—c) + ¥ +x =2ex+c
F

4ex—4a” =—4a|(x—-c) +y°,

a’ —cx—a,’ x—c) +y°

¢lishi kelib chiqadi. Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga
‘tarish natijasida

(a —-cx)2 =¥ ((Jc—c)2 +y2),

sladi.

&2

(@ - +a’yr =d*(a’ =)
sil bo*ladi.
‘. Ravshanki 2a>2c¢ yani a>c bo'lganligi uchun

? > 0 bo'ladi. Uni »” bilan Delglla)’mlz
b =a-c
Natijada
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X -b*+yia’ = a*b?
bo‘lib, undan

— =] 4)
a

bo‘lishi kelib chigadi.

Shunday qilib ellipsdagi o‘zgaruvchi M (x, y) nuqtaning
koordinatalari x va y larni bog‘lovchi tenglama hosil bo‘ldi. By
(4) tenglama ellipsning sodda tenglamasi deyiladi. '

Ellips tenglamasi (4) da x ni -x ga, y ni ~y ga
almashtirilganda (4) tenglama o‘zgarmaydi. Demak, ellips (yopiq
egri chiziq) koordinata o°qlariga nisbat simmetrik joylashgan.

Agar ( 4) tenglamada y =0 deyilsa, unda

x*=a’, x=ta
boladi. Demak, ellips OX oqini ikki 4(-a,0), C(a,0)
nuqtalarda kesadi.

Agar ( 4) tenglamada x =0 deyilsa, unda

yV =b y=zb
bo‘ladi. Demak, ellips OY o‘qini ikki B(O,b), D(0, —b)
nuqtalarda kesadi.

Odatda, A4(-a,0), B(0,b), C(a,0), D(0,-b) nugtalar
ellipsning uchlari deyiladi. AC «xecma ellipsning katta o'qi, BD
kesma ellipsning kichik o‘qi deyiladi.

Ravshanki, AC kesmaning uzunligi 2a, BD kesmaning
uzunligi esa 2b ga teng. Demak, (4) tenglamada a ellips katta
yarim o‘qi, b esa kichik yarim o°qi bo‘ladi.

Ushbu

2

=1

xZ
.—2+

%<

a
tenglama bilan berilgan ellipsni garaylik. Bu ellipsning fokuslari
orasidagi masofa 2¢ ga teng.

Ushbu
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& = 2¢ : G 5)

2a ua =
i dor ecllipsning ekssentrisiteti deyiladi. Ma’'lumki, a>c.
‘Demak., ellipsning ekssentrisiteti uchun
A 0<e<l 7
:;adi. (agar £=0 bo‘lsa, ¢=0 bo‘lib, ellips aylana bo’lib

qoladi).

Ellipsning ekssentrisiteti ellipsning siqilish ~darajasini
hildiradi. Hagiqatdan ham, (4) munosabatdan, b =a® =
o‘lishini e’tiborga olib topamiz:

b
Bu tenglikdan ko‘rinadiki, £ ning ortib borishi bilan —
a

nisbat kamaya boradi, binobarin, ellips tortila boradi.
' 1-Misol. Katta o'qi 10 ga, ekssentrisiteti 0,8 ga teng
bo ‘Igan ellipsning tenglamasi topilsin.
. «Shartga ko'ra 2a=10. Demak, a= 5. Ma’lumki
ekssentrisitet
é
E=—, C¢=a-€.
a
nda ¢ =5-0,8 =4 bo‘ladi. > = ¢’ = ¢ bo'lishidan
P b*=25-16=9, b=3
ekanligi kelib chiqadi. Izlanayotgan ellipsning tenglamasi
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8.3. Giperbola

Tekislikda ikkita tayin nuqtalarni olaylik. Tekislikning by
nuqtalargacha bo‘lgan masofalari ayirmasi o‘zgarmas songa teng
bo‘ladigan nugqtalar to‘plami (nugtalarning geometrik 0‘rni)
giperbola deyiladi.

Endi giperbolaning tenglamasini keltirib chiqaramiz,
Ta’rifda keltirilgan nuqtalarni /| va F, orqali belgilaymiz.

F\ va F, nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa
o'qi, FF, kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi hamda abssissa o‘qiga
perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizigni ordinata o‘qi  deb,
koordinatalar sistemasini quramiz (3-chizma).

Y&
\ » % .
——
E % F, X
yd N
3-chizma

Agar F| va F, nuqtalar orasidagi masofani 2¢ (c>0)
deyilsa, unda bu nuqtalarning koordinatalari mos ravishda (——C,O)
va (c, O) bo‘ladi:

E(-0).  F£(c0).

Bu F| va F, nuqtalar giperbolaning fokuslari deyiladi.

Giperbolada ixtiyoriy M (x, y) nuqtani olaylik. Unda
giperbola ta’rifiga binoan FM va F,M masofalar ayirmasi
o‘zgarmas songa (uni 2a deyilsa) teng bo‘lib, EM - FEM =24
F,M - FM =-2a, umuman
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FM-FM=%2a

| po‘ladi. Ravshanki,

EM =,/(x+c)2 +y', EM= (ch)2 +y°.
Demak,

\/(x+c)2 +y° —\[(x—c)2 + p° =424,
Endi

\[(x+c)2 +y° —\Kx—c)2 +y* =12a

tenglikni (xuddi ellipsning tenglamasini keltirib chlqarlshdagx
gilingan ishlar kabi) ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ng lozim
bo‘lgan soddalashtirishlarni bajarib, natijada

A (6)

; :;;) glamaga kelamiz, bunda b =c*-a’, (a < c) .
Shunday qilib, giperboladagi o‘zgaruvchi M (x,y)

ngtaning koordinatalari x va y larni boglovehi tenglama hosil

bo‘ldi. Bu (6) tenglama giperbolaning sodda tenglamasi deyiladi.

"~ Giperbola ham koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik
joylashgan, u 3-chizmada tasvirlangan. Giperbola ikki qismdan
borat bo‘lib, bu gismlar uning shoxchalari deyiladi.

Agar ( 6) tenglamada y =0 deyilsa, unda

: Xl = az, x==xa
bo‘ladi. Demak, giperbola OX o°qini A(—a,()) va B(a,O)
uqtalarda kesadi. Bu nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi.

Giperbola QY o‘qi bilan kesishmaydi.
Ushbu

qdor giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.
Agar b’ =¢* —a” bo'lishini e’tiborga olsak, unda
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bo'lib,
b .
~=N& =]
a
bo‘ladi.

Giperbolaning  ekssentrisiteti  ham uning

xarakterlaydigan miqdordir.
Giperbola tenglamasi

2 )

]

a’ b
ni y ga nisbatan yechib

y =i£\/x2 ~-a’

a
uni quyidagicha yozamiz:

b .2

p=t—xfi-2

a V¥
Bu tenglikdan ko‘rinadiki, x yetarlicha katta bo‘lganda,
0 ga yaqin bo‘lib,

-

pr

miqdor 1 ga yaqin bo‘ladi.
Natijada ushbu

b a’
y=t—xl-—=x+—x
a x a

munosabat hosil bo‘ladi.

Demak, x yetarlicha Kkatta bo‘lganda
nuqtalarining ordinatalari ushbu

o

9

b
y=t—x
a

102

shaklini

5

a .
— nisbat

giperbola



to‘g'ri chiziglar nuqtalarining ordinatalariga yetarlicha yaqin
bo‘ladi. Bu

b
y=t—x
a
to‘g ri chiziglar giperbolaning asimptotalari deyiladi (3-chizma).
2-Misol. Ushbu
16x* —25y* =400
giperbolaning fokuslari, ekssentrisiteti va asimptotalari topilsin.
< Agar tenglamaning ikki tomonini 400 ga bo‘lsak, unda
giperbolaning tenglamasi quyidagi

2

. e
25 16
ko‘rinishga keladi.
Demak,
a’ =25, =16, c=\/a2+b2 =/25+16 :\/’ZI,

(AT F= R (JFTO)
i

B
& =—=
a 5
asimptotalari esa
5 4
==X, Jp=—-=X
5 5

bo‘ladi. B
8.4. Parabola

Tekislikda tayin ( to‘g‘ri chiziq va bu to‘g‘ri chizigda
yotmagan tayin F nugqtani olaylik. Tekislikning ( to‘g'ri chiziq
hamda F nugtadan baravar uzoglikda bo‘lgan nugtalari to‘plami
(nugtalarning geometrik o‘rni) parabola deyiladi.

Endi parabolaning tenglamasini keltirib chigaramiz.

F nuqtadan o‘tuvchi va £ to‘g‘ri chizigqa perpendikulyar
bo‘lgan to'g‘ri chizigni abssissa o‘qi (OX o‘qi), F' nuqta va (
to‘g‘ri chiziq orasidagi kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi va abssissa
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o'qiga perpendikulyar bo‘lgan to‘gri chizigni ordinata o‘qi
(OY o'qi) deb, koordinatalar sistemasini quramiz (4-chizma).

YT
N

¢

-39 *NelBo %

3 (x,5)

4-chizma
F' nuqta bilan ( to‘g'ri chiziq orasidagi masofani P

deylik. Unda F' nugtaning koordinatasi (%,0)

F?=F(£,O)
")

bo‘lib, { to‘g‘ri chiziqning tenglamasi
P

xX=—-=
2

bo‘ladi.

Bu F(%,O) nugta parabolaning fokusi, ¢ to‘g'ri chiziq
esa parabolaning direktrisasi deyiladi.
Parabolada ixtiyoriy A (x,y) nugtani olaylik. Unda
parabola ta’rifiga binoan
NM = FM
bo‘ladi. Ravshanki,

2
NM=x+~§—, FM = [x—ﬁj +y?

Demak,
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Bu tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ng
lozim bo‘lgan soddalashtirishlarni bajarib
¥ =2px (7)

~ bo‘lishini topamiz.

Shunday qilib, paraboladagi o‘zgaruvehi M (x,y)
nuqtaning koordinatalari x va y lami bog‘lovchi tenglama hosil

bo‘ladi. Bu (7) tenglama parabolaning sodda tenglamasi deyiladi.
Ravshanki, x=0 da y=0 bo‘ladi. Demak, parabola

koordinata boshidan o‘tadi. Ayni paytda, uning tenglamasida y
kvadratda qatnashgani uchun parabola OX 0‘qiga nisbatan
simmetrik, x esa har doim musbat bo‘lgani uchun parabola oY
~ o‘qining o'ng tomonida joylashgan bo‘ladi (4-chizma).
. 3-Misol. Ushbu A(1,2) nugtadan o ‘tuvchi parabola
~ tenglamasi topilsin.

<«Modomiki, izlanayotgan parabola y* =2px A(I,Z)
nuqgtadan o‘tishi lozim ekan, unda bu nugqtaning koordinatalari
parabola tenglamasini qanoatlantiradi:

2% = Jpl
Bu tenglamadan p =2 ekani kelib chiqadi. Demak,
yi=4x.»

8.5. Ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy tenglamasi

Aytaylik, ushbu
i Ax* + Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F =0 (8)
. tenglik tekislikdagi o‘zgaruvchi N (x, y) nugtaning* x va y

~ koordinatalari orasidagi bog*lanishni ifodalasin. Bunday nuqtalar
- to‘plami (nuqtalarning geometrik o‘rni) umuman aytganda egri
- chiziq bo‘ladi. U ikkinchi tartibli egri chizig, (8) tenglama esa
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ikkinchi tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.

Yugorida keltirilgan ta’rifda “umuman aytganda” degan
ibora ishlatildi. Bunday deyilishining boisi, (8) tenglamaga har
doim ham tekislikda geometrik shakl mos kelavermasligida.

Masalan,

25 +9_V2 +10=0,
ya’'ni
2x*+9y* =-10

tenglama tekislikda hech ganday shaklni ifodalamaydi.

Shunga o‘xshash

2% +9y* =0

tenglama tekislikda egri chizigni emas, balki nuqtani ifodalaydi.

Endi (8) tenglama ba’zi ko rinishlarida egri chizigni
ifodalashiga misollar keltiramiz.

4-misol. Ushbu

5x° +Tx=1ly+6=0

tenglamani qaraylik.

<4Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning

A=5, B=0, C=0, D=7, E=-11, F=6
bo‘lgan xususiy holi. Uni quyidagicha
11y =5x* +7x+86,
ya'ni
5 5 7 6
y=—Xx +—x+—
11 11 11

ko‘rinishda yozib olamiz.

Ravshanki,

5(2 7 6) 5( 7)2 519 5( 7)2 19
y=—|x +t—=x+—|=—| x+—-| —— ——="Z| x4+—| ——
11 57 5) 1" s) 1195 1il7 s} s

koordinatalar sistemasidagi koordinatalar boshini ko*chirish
natijasidan keyingi tenglama quyidagi

Vi =px;
ko‘rinishga keladi. Bu paraboladir. »
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s.misol. Ushbu
4x* +5y" +20x-30y+8=0

e glamani qaraylik. :
: qRavshanki, bu tenglama (8) tenglamaning
i4=4, B=0, C=5, D=20, E=-30, [F=8

gan xususiy holi. Berilgan tenglamani quyidagicha yozib

4(x2 +5x+2—45~)+5(y2 —6y+9)=25+45—8,

5Y 2
4(x+-;) +5(y-3) =62

=

Agar koordinatalar sistemasini parallel ko‘chirish bilan

ning koordinatalar  boshini (—-—;—; 3) nugtaga ko‘chirilsa

o8

d sy

Y

-------- S

=

0

v

5-chizma

da yangi X,0,Y, sistemada qaralayotgan tenglama ushbu

E 4xl2 ¥ 5y = 62 |

'i‘shga keladi. Keyingi tenglikni ikki tomonini 62 ga bo‘lib

amiz: ;

‘ 4x> 5y;
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Demak,

=1.

S l L_fl__ s

.L
2
5

Bu ellipisdir. >
6-misol. Ushbu
2x* =3y +4x+12y-16=0

tenglamani qaraylik.

<4Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning

A=2, B=0, C=-3, D=4, E=12, F=-16

bo‘lgan xususiy holi. Berilgan tenglamani quyidagicha yozib
olamiz:

2(J~-Z+2x+1)~3(y2 ~4y+4)-6=0,

2(x+1)" =3(y-2) =6. ©) |
Yugoridagidek, koordinatalar boshini (—l, 2) nuqtaga,

koordinatalar o‘qlarini esa parallel ko‘chirish natijasida hosil
bo‘lgan yangi X0, Y, koordinatalar sistemasida (9) tenglama ushbu
2x .2 -3 )’]2 sl
ko‘rinishga keladi. Keyingi tenz,hknmg ikki tomonini 6 ga bo‘lib
topamiz:
5_W
3 2
Bu tenglama giperbolani ifodalaydi. »

Yugqorida keltirilgan ma’lumot va misollardan ko* rinadiki,
ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi

Ax’ + Bxy + Cy* +Dx+Ey+F =0

qanday egri chizigni ifodalashi (8) tenglamaning koeffitsiyentlariga
bog‘liq bo‘ladi. -
(8) tenglamadan bir muncha soddaroq bo‘lgan

Ax2+Cy2+Dx+Ey+F=O (10)
tenglamani garaylik.

=1.
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Quyidagi tasdiq o'rinli bo*ladu:

agar (10) tenglamada
i AC =0
“Isa, (10) tenglama parabolani ifodalaydi;
agar (10) tenglamada

AC>0

a, (10) tenglama ellipsni ifodalaydi;
"\ agar (10) tenglamada
Pt AC <0
‘sa, (10) tenglama giperbolani ifodalaydi.
'\ Bu tasdiq yuqoridagi misollarda qo‘llanilgan usul bilan
> (8) tenglama koordinatalar sistemasini tanlash yo‘li bilan,
u sistemada qaralayotgan quyidagi kanonik ko‘rinishlardan
tasiga keltiriladi. '

2 2
xt oy .
1) —+=— =1 (ellips)
a’ b
2
2) Xy L=y (mavhum ellips)
at b’

3) ¢’x’ +c¢’y’ =0 (ikki mavhum kesishuvchi chiziglar)
g T
"

5) a’x’ —c’p* =0 (ikki kesishuvehi chiziglar)

6) y2 = 2 px (parabola)
7) y? —a® =0 (ikki parallel chiziglar)
8) y’ + a® = () (ikki parallel mavhum chiziglar)

9) y2 = () (ikki o‘zaro ustma-ust tushuvchi chiziglar)
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Mashqlar

L.Ellipsning ekssentrisiteti 0,8 ga, uning nugtalaridan
birining fokal radiuslari 2 va 3 ga teng, ellipsning Katta o'qi
absissalar o‘qi bilan, uning markazi esa koordinatalar boshi bilan
mos keladi deb olib, shu ellipsning tenglamasi tuzilsin.

2.9x* ~16y* =144 giperbolada  shunday  nugqtalar
topilsinki, bu nuqtalar bilan giperbolaning chap fokusi orasidagi
masofa ularning o‘ng fokusigacha bo‘lgan masofasidan ikki marta
kichik bo'Isin.

3.Giperbolaning fokuslari F,(ﬁ ; 0) Ba Fz(—\ﬁ , 0)

nuqtalarda joylashgan. Giperbola A(2;O) nuqtadan o‘tadi. Uning

asimptotalarining tenglamasi va ular orasidagi burchak topilsin. W‘
4.Fokus 4x—-3y—-4=0 to'g‘ri chiziq va OX o‘qi bilan
kesishish nuqtasida yotgan parabola tenglamasi tuzilsin. ‘
5.4x+3y+10=0 to‘g'ri chiziqdan 2 birlik uzoqlikda

yotgan y* =32x parabolaga tegishli nuqta topilsin.
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9-MA’RUZA

Funksiya tushunchasi

: Tabiat va texnik jarayonlarda, shuningdek fanning barcha
sohalarxda har hil miqdorlar qatnashadi. Bunda ayrim miqdorlar tur-
4;1 son giymatlarni qabul gilsa, aynmlarx esa faqat bitta son qiymatga
~teng bo‘lib qolaveradi. Birinchi holdagi miqdorlar o‘zgaruvchi mig-
' dorlar, ikkinchi holdagi miqdorlar esa o*zgarmas miqdorlar deyiladi.
A Masalan, yuqoriga otilgan jismning tezligi o‘zgaruvchi
j huqdor bo‘ladi, chunki uning tezligi avval kamaya boradi, so‘ng
olga aylanadl va yernmg tortish qonumga ko ra tezhk orta borad1

yig‘indisi 180° ga teng.

E O¢zgaruvchi migdorlar x,y,z va h.k. harflar bilan belgila-
nadi va ularning qabul giladigan giymatlari hagiqiy sonlar bo*ladi.

\ Odatda, o‘zgaruvchi migdorning qabul giladigan giymatlari
to‘plami (haqigiy sonlardan iborat to‘plam) ma’lum bo‘lsa,
0‘zgaruvchi berilgan hisoblanadi.

‘Masalan, o‘zgaruvchi sifatida aylana radiusi olinadigan bo* Isa, bu
_' aruvchining qabul giladigan q1ymat1ar1 to plam1 barcha musbat
sonlardan iborat to‘plam bo‘ladi.

Ba'zan, x o‘zgaruvchining qabul qiladigan giymatlari

to‘plami £ (E < R) bo'lsin deyish o'rniga x o‘zgaruvchi £ < R

f- ‘plamda o°zgaradi deymiz.
' Matematikada bir gancha o‘zgaruvchilar va ular orasidagi
‘bog"‘lanishlar o‘rganiladi.

9.1. Funksiya ta’rifi. Funksiyaning aniglanish va
o‘zgarish sohalari (to‘plamlari)

Aytaylik, x va y o‘zgaruvchilar mos ravishda E(E < R)

hamda F(F < R) haqiqiy sonlar to‘plamlarida o‘zgarsin:

XeE, yeF.
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I-Ta'rif. Agar E 1o'plamdan olingan har bir x songg

biror [ qoidaga (yoki qonunga) ko‘ra F to ‘plamning bitia la m‘
J dq q P g Y

Y soni mos qo'yilgan bo'lsa, E to'‘plamda funksiva amqlanoan

dcyllmll g
Bunda: |

E to*plam funksiyaning aniglanish (berilish) sohasi, i

lV =f (x): xe E1 = [ to‘plam funksiyaning o‘zgarish !,

sohasi, !
x - erkli o*zgaruvchi, funksiya argumenti, !

Y - erksiz o‘zgaruvchi, x ning funksiyasi |
deyiladi. !
Ta'rifdagi x,y va f lami birlashtirib, y o‘zgaruvchi x

ning funksiyasi deyilishini |

y=f(x) 1)
kabi yoziladi va "igrek teng ef iks" deb o*qiladi. |
- Ravshanki, har bir x ga boshqa qoidaga ko‘ra bitta tayin y

mos qo‘yiladigan bo‘lsa, unda boshga funksiya hosil bo‘ladi. U,
masalan, y :go( x) kabi yozilishi mumkin. |
 Eslatma. Funksiya ta’rifida E va F to ‘plamlarning

berilishi aytilgan  bo ‘Isada, amaliyotda bu  to ‘plamlar (1)
munosabatdan foydalanib topiladi. Jumladan,

y=/(x)
Junksiyaning aniglanish sohasi (to plami) argument x ning
shunday giymatlaridan iborat to‘plam bo lishi ker akki, bu

to’plamdan olingan har bir x ning giymatida y=f (x)
munosabat ma’noga ega bo ‘Isin. Masalan,
y=v4-x*
da, uning ma’noga ega bo‘lishi uchun 4—x> >0 bo‘lishi kerak.
Keyingi tengsizlikni yechamiz:
4-x"20,x-4<0, (x-2)(x+2)<0,~2<x<2.
Demak, qaralayotgan funksiyaning aniqlanish sohasi
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(w‘plam) E =[—2,2] bo‘ladi. Bu funksiyaning o‘zgarish sohasi

'~ esa F =[0,2] bo‘ladi.
Funksiya ta’rifidagi mos qo‘yuvchi qoida turlicha usul-
nalitik, jadval, grafik va boshqa usullarda bo‘lishi mumkin.
3 a) Analitik usul. Bu usulda x o‘zgaruvchining har bir
"ju iymatiga ko‘ra unga mos keladigan y ning qiymati x ustida
analitik amallar (qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish va boshqa
amallar) bajarilishi natijasida topiladi, ya’ni x va y o‘zgaruvchilar
orasidagi bog‘lanish formulalar bilan ifodalanadi.
Masalan,
2 1
y=x"+x+l, y=—2—T, y=lgx.

: Funksiyaning analitik usulda berilishida funksiya bir nechta
‘ormulalar yordamida ham aniqlanishi mumkin. Masalan,

x+1, agar x20
F=]

x +1, agar x<0.
y b) Jadval usul. Bu usulda x va y o‘zgaruvchilar orasidagi
‘bog*lanish jadval ko‘rinishida bo*ladi. Bu holda funksiya argumenti
X ning bir nechta tayin
f B -
iymatlanga mos keladigan y ning qumatlan
Vs Vares Y

' jadval tarzida ifodalanadi.
E Funksiyaning jadval usulida berilishidan turli kuzatishlar va

Atajribalarda keng foydalaniladi.

- d) Grafik usul. Buusulda x va y o ‘zgaruvchilar orasidagi
bog‘lanishni egri chiziq (grafik) amalga oshiradi. Funksiyaning
grafik usulidan ko‘pincha tajriba bilan bog‘liq ishlarda, aynigsa,
‘zi  yozar apparatlardan foydalanishda qo‘llaniladi. Bunda,
bog‘lanishni ifodalovchi egri chizigdan x ning kerakli qiymatidagi
funksiya qiymati ko*chirib olinadi.
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9.2. Funksiya grafigi

Faraz qgilaylik,
y=, (\)

funksiya /2 to‘plamda aniglangan bo‘lsin. £ to‘plamga tegishlj
bo‘lgan biror x, nuqtani olaylik. Ravshanki bu nugtaga y
o‘zgaruvchivning biror qiymati mos keladi. Uni y, deylik. Bu y,
son _/'(x) funksiyaning x, nuqtadagi xususiy qiymati deyiladi va
uni f(x, )=y, kabi yoziladi.

Masalan,

f(x)=p=5x"-3

funksiyaning x =1 nuqtadagi xususiy qiymati f(l) =51-
bo‘ladi.

Shuni aytish kerakki, x=x;, va y=_/'(x) funksiyaning

=2

W

shu nuqtadagi giymati ( Vo = f(xo)) sonlar birgalikda,(x(,, yo)
Juftlikni tashkil etib, u tekislikda nuqtani tasvirlaydi.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz.

Aytaylik, y= f (x) funksiya E£ to‘plamda berilgan bo‘lib,
argument x ning £ to‘plamdan olingan har bir giymatiga
funksiyaning mos qiymati y ( F 3 (\) = y) bo‘lsin. Natijada, (x, y)
juftliklardan tuzilgan ushbu

F:{(x,y):er,y=f(x)} ()

to‘plam hosil bo‘ladi.

Odatda, (2) to*plam (tekislik nugtalarining geometrik o‘rni)
y=F (x) funksiya grafigi deyiladi.

Funksiya grafigining tasviri uning xususiyatlarini chuqurroq
tasavvur ctishga yordam beradi. |

Dastavval berilgan funksiya grafigini "nuqtalar" be‘yicha
tasvirlashni keltiramiz. Keyinchalik funksiya grafigini batafsil
o‘rganamiz.
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p=[ ()&) funksiyaning aniglanish sohasi £ to‘plamdan
- x argumentning bir nechta bir-biriga yaqinroq bo'lgan
g TG TR

R
o n”

: Hiymatlarini olib, bu nuqtalardagi funksiya qiymatlarini topamiz.
b’ Aytaylik, ular

N Vysees Yy
in. (y‘ =Jlm b= P ey, = f(x")) . Natijada

% ® Xy %, W - -

Z

b yl y2 y3 yn

val hosil bo‘ladi. Bu jadvaldan foydalanib

) (xl’)ﬁ)’(xz.v.V2)’(xs’)’.z)’---(xnayu)
juftliklarni tuzamiz. So‘ng, bu juftliklarni tekislikda tasvirlaymiz

7
_— (%0 04)
"

0 X

1-chizma

Bu nuqtalarni o‘zaro tutashtirishda hosil bo‘lgan chiziq
f(x) funksiyaning grafigi bo‘ladi (taxminiy grafigi bo‘ladi).

9.3. Chegaralangan va monoton funksiyalar

Faraz qilaylik, f(x) funksiya £ to‘plamda (E < R)

_fqlangan bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar shunday o ‘zgarmas M son (m son) topilsaki,
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Vxe E uchun
f(x)sM (/(x)=m)
tengsizlik  bajarilsa, [ (x) funksiva E  to'plamda yugoridan
(quyidan) chegaralangan deyiladi. '
Agar f (x) funksiya E to‘plamda ham yuqoridan, ham

quyidan chegaralangan bo‘lsa, u £ to‘plamda chegaralangan
deyiladi.
Ravshanki, agar Vx € £ uchun

'f(x)i < p ( p -musbat son)
tengsizlik bajarilsa, /f (x) funksiya £ to‘plamda chegaralangan

bo‘ladi.
1-misol. Ushbu
X

f(x)=—25
‘ ( ) 1+x°
funksiyaning E ==[O, +oo) to'‘plamda  chegaralangan  bo ‘lishi
isbotlansin. '
<4Ravshanki, Vx € E uchun
i
x)= =20
f( ) 1+x°

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya £ da quyidan chegaralangan.
Ma’lumki, ixtiyoriy x uchun

OS(x—])Z =x? =2x41,

2x €14 x%;
X : Sl
1™ 2 A
bo‘ladi. Demék, Vx € E uchun
. x 1
X)= - < —.
f( ) 1+x° 2

Bu esa berilgan funksiyaning £ da yuqoridan
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Uhe garalanganligini bildiradi.
Shunday qilib berilgan funksiya £ = [O +oo da ham

L yldan, ham yuqoridan chegaralangan, binobarin funksiya £ da
chegaralangan bo‘ladi.p

: Eslatma. Chegaralangan funksiyaning grafigi OX o‘qiga
sarallel bo ‘lgan ikki to°g ri chizig orasida joylashgan bo ‘ladi.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya E to‘plamda berilgan
o' Isin.

3-ta’rif. Agar funksiya argumenti X ning ixtiyoriy X, va
X, giymatlari uchun x, < x, bo'lganda

SO/ (%) (fO)<f(x))

b gsizlik bajarilsa, ( ) funksiya E to’‘plamda o ‘suvchi (qat’iy
‘suvchi) deyiladi.

‘ 4-ta’rif. Agar funksiya argumenti x ning ixtiyoriy X, va

t, giymatlari uchun x, < x, bo‘lganda

fx)2 f(x) (fG)> £ (x))
izlik bajarilsa, f (x) funksiya E to'plamda kamayuvchi

iy kamayuvchi) deyiladi.
O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
nonoton funksiyalar deyiladi.
‘ 2-misol. Ushbu
[(x)=

ksiya monotonlikka tekshirilsin.

. 4Bu funksiyaning aniglanish sohasi £ =(—c0,+x)

s0'ladi. E to‘plamdan ixtiyoriy x, va X, nuqtalarni olib,

] & <X,

0°sin deylik. So‘ng ushbu
(%)= f(x)=x-x

ani qaraymiz. Uni quyidagicha yozamiz:
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7% )"f(M ) :'(.\’3 =X )(’\22 XX +xf)=

. o N |
= ,\g+2-~—,\'3xl+x,"+Zx,'—Zx,‘ : |

2
[ 2
- - « )‘) 3 2
PR \')KW?] *Z“‘}
Ravshanki,
%l . 3 5
X% % 54, K =1 +=u >0
) LT 3 4
Demak,

S (%)= (x)>0, yai f(x,)> f(x,)
bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan funksiya wuchun ixtiyoriy
x €k, x,eE va x, <x, bo‘lganda f(x;)< f(x,) bolar ekan. |
Bu esa f(x) =x" funksiyaning E = (—oo, +oo) da qat’iy o‘suvchi -
ekanini bildiradi. P

Sodda tasdiglarni keltiramiz:

a) Agar f (A) Sfunksiya  E to‘plamda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo'lib, C' o ‘zgarmas son bo‘lsa, u holda [ (A) +C
Sunksiya ham E to ‘plamda o ‘suvchi (kamayuvchi) bo ‘ladi.

b) Agar f (,\) Sunksiya E  to‘plamda o 'suvchi bolib,
¢>0 bo'lsa, u holda Cf().) funksiva E da o‘suvchi, ¢ <0
bo‘lsa, c;f(,\‘)ﬁmksiya E to'plamda kamayuvchi bo ‘ladi.

d) Agar f (\) va g(x) Junksiyalar E  to ‘plamda
o ‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa, u holda f(x)+ g(x) funksiya E
da o 'suvchi (kamayuvchi) bo ‘ladi. .

Masalan, biz  yuqorida f (x) =x'  funksiyaning

E =(——oo,+oo) da o‘suvchi ekanini isbotlagan edik. Keltirilgan
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e kora  p(x)=—x' funksiya E=(—0,40) da
yuvchi bo*ladi.

9.4 Juft, toq va davriy funksiyalar

1°. Juft va toq funksiyalar
~ Aytaylik, E koordinata boshi O nuqtaga nisbatan
ametrik to‘plam, ya’ni Vxe€FE uchun, —xe€ k£ bo'lsin.

lan, [—2,2], (—4,4) - simmetrik to‘plamlar bo*ladi).
. BuE to'plamda f (x) funksiya aniglangan.
5-ta’rif. Agar ixtiyoriy x € E uchun
| f(=x)=1(x)
ik bajarilsa, | (x) Juft funksiya,
| F(=x)==1(%)
fik bajarilsa, f (x) toq funksiya deyiladi.

Masalan,

b (

) B 1
J (3)=2, 8=
siyalar juft funksiyalar bo‘ladi, chunki
2 1 1
()= () == (). 8=y =7 =e0)

Ushbu

p(x)=x"+x
nksiya esa toq funksiya bo‘ladi, chunki
- 3
L o(—x)=(-x) +(-x)=—x"-x= —(Jc3 +x) =—p(x).
' ~ Juft funksiyaning grafigi OY o‘giga nisbatan simmetrik
- Shuning uchun funksiya grafigini x 20 bo‘lgan hol uchun
‘h yetarli bo‘ladi. Uni OY o‘qiga nisbatan simmetrik
7:*: irish bilan berilgan funksiyaning grafigi topiladi (2-chizma).
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2-chizma

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan
simmetrik bo‘ladi. Shuning uchun funksiya grafigini x 2 0 bo‘lgan
hol uchun chizish yetarli bo‘ladi. Uni QY o°qgi atrofida o‘ng
tomonga 180" ga burish bilan funksiya grafigi topiladi (3-chizma),

s

3-chizma

2°. Davriy funksiyalar

Faraz qilaylik, f (x) funksiya £ to‘plamda berilg_;
bo*Isin. ‘

6-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T son (T # 01,
topilsaki, ixtiyoriy X € E uchun

1) x~TeE, x+TeE,

2) f(x)=f(x+T)= f(x-T)
shartlar bajarilsa, [ (x) davriy funksiva, T son esa uning davn
deyiladi. : _

Agar T son (T;tO) /(x) funksiyaning davri bo‘lsa,;
holda
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n-T (n=%1,42,..)

sonlar ham funksiyaning davri bo‘ladi.

Demak, davriy funksiyaning davrlari ko‘p bo‘ladi. Ular
ichida eng kichik musbat bo'lgani (agar u mavijud bo‘lsa)
siyaning asosiy davri deyiladi.

Aytaylik, f (x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri
T(T ¢0) bo‘lsin. Bu funksiyaning grafigi, uzunligi 7 ga teng
gan oraliqdagi (masalan, [a,a+T]) grafigini davriy davom
tirish bilan topiladi.

& Ma’lumki, x haqiqiy sonning butun gismi (x dan katta
;knagan eng katta butun son) x ning funksiyasi bo‘lib, uni [x]

4-chizma
alayotgan funksiya davriy funksiya bo‘lib, uning davri 7 =1

Hagiqatdan ham,
(2 +)=x+1-[x+1]=x+1-[x]-1=x—[x].
~ Bu davriy funksiyaning grafigi 5-chizmada tasvirlangan:
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=2 - 0 1 2y

pa s -k

—

5-chizma
9.5. Murakkab va teskari funksiyalar

1". Murakkab funksiya _
Aytaylik, y=f(x) funksiya E to‘plamda berilga
bo‘lsin. Har bir x € £ uchun berilgan funksiyaning qiymati y nj
topib. bunday qiymatlardan |
F(f)={_v=f(x):er} |

to*plamni hosil qilamiz. Ravshanki, bu funksiya giymatlari to*plami
bo‘ladi. ‘

Shu f(x) to‘plamda o‘z navbatida Uzgo(y) funksiy
berilgan deylik. Natijada E to‘plamdan olingan har bir x ga bitta
v son ( f —qoidaga ko‘ra) va F (f ) to‘plamdagi bunday »
songa bitta U son (¢ — qoidaga ko‘ra) mos qo‘yilib, £ to‘plamda
funksiya aniglanadi. Uni murakkab funksiya deyilib

v=p(1(x))
kabi belgilanadi. ’
(3) murakkab funksiya y =f(x) hamda U =(o(y) funksiyalar

yordamida hosil gilinadi.
Masalan,

U= +1
murakkab funksiya bo‘lib, bu funksiya
U= \/—}7 ' y=x" +]
tunksiyalar yordamida hosil bo*lgan.
2". Teskari funksiya

y=r (x) funksiya £ to‘plamda berilgan bo‘lib, ixtiyoriy
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xeE  x,€E vax#x uchun f(x)# f(x,) bolsin. U
holda berilgan funksiyaning qiymatlari to‘plami F (/) dan olingan
har bir v ga E to'plamda shunday xe £ nuqta topiladiki,
f(;) =y bo‘ladi.

F( /) to‘plamdan olingan har bir y ga E to‘plamda
shunday x € E mos qo‘yilsaki, f(x):zy bo‘lsa, unda F(f)
to‘plamda aniqlangan funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya berilgan
=/ (x) funksiyaga nisbatan teskari funksiya deyilib, uni
x=f""(y) kabi belgilanadi.

Demak, x = [ ( y) shunday funksiyaki,

I W) =11 (x)=x
bo‘ladi.
3-misol. Ushbu
y=f(x)=2x+1
funksiyani E =[0,1] da qaraylik. Bu funksiyaga teskari funksiya
topilsin.

<4Bu funksiyaning giymatlari to‘plami F (f) =[1,3]
bo‘ladi. [1,3] da aniglangan

-1

PN =

funksiya berilgan y = f(x)=2x+1 funksiyaga nisbatan teskari
funksiya bo*ladi, chunki

7 (y)=r"(2x+1)

Eslatma. Ma lumki, y = f (x) Sfunksiyada x -argument, y
esa uning funksiyasi. Bu funksiyaga nisbatan teskari funksiya
= [ "[( y) da Y -argument, x esa uning funksiyasi. Demak,

:gitl;lzx’

leskari funksiya grafigini yasashda abssissa o ‘qi sifatida OY o ‘gni,
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ordinata o gi sifatida OX o 'gni olish kerak bo ladi. Bu hol ma 'lum
nogqulayliklar tug'diradi. Qulaylik magsadida teskari funksivaning
m'gumentini ham x, uning funksivasini 'V kabi belgilanib,
quyidagicha
y=g(x)

kabi yoziladi.

y=f(x) ga nisbatan teskari bo'lgan y = g(x) funksiya
grafigi y = f'(x) funksiya grafigi Y = X to'g'ri chiziqqa nisbatan
simmetrik ko*chirishdan hosil bo‘ladi (6-chizma).

¥ a

3

Gy e
v

/
,»"
——r P o
>

6-chizma

Mashqlar
2x+1

1. Ushbu f(x)= funksiyaning x=-1, x=0,

x+
x =1, x=2 nuqtalardagi giymatlari topilsin.

2. Ushbu
3x-1 _S—Nx—2

a) e b
¥ X =3x+2 )y v5—-x

funksiyalarning aniqlanish sohalari topilsin.
3. Quyidagi funksiyalar juft yoki toqlikka tekshirilsin.

a) f(x)=x’-cosx, b) f(x)zlg(lx+\/1+x3).

4. Quyidagi funksiyalar davriylikka tekshirilsin, davriy
bo*lsa, eng kichik musbat davri topilsin.

a) f(x)=sin’x, b) f(x)=cos4x.
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10-MA’RUZA

Sodda funksiyalar va ularning grafiklari

1 Sodda funksiyalar va ularning grafiklari o‘quvchiga umu-
~ miy holda ma’lum bo‘lsada, bu funksiyalarning oliy matematikada
muhimligini e’tiborga olib, ular hagidagi ma’lumotlarni gisqacha
~ bayon etamiz.

10.1. Butun ratsional funksiya

Ushbu
! y=ax"+ax"" +.. .+a, x+a, (1)
 ko'rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi, bunda

siyaning aniqglanish to‘plami (sohasi) £ = R = (=0, +o0) bo‘ladi.
Butun ratsional funksiyaning ba’zi muhim xususiy hollarini

~qaraymiz.
1°. Chizigli funksiya. Bu funksiya quyidagi ko‘rinishga ega

y=ax+b, 2)

‘kamayuvchi funksiya bo‘ladi.

} Hagiqatdan ham, a>o bo‘lib, ixtiyoriy
. x, € E, x, <x, uchun

‘ f(x)=f(x,)=ax,+b—ax,-b=a(x,—x,)<0

bo‘ladi. Bundan f(x,)< f(x,) bo‘lishi kelib chigadi. Xuddi
unga o‘xshash @ <o bo‘lganda chizigli funksiyaning
kamayuvchi bo‘lishi ko‘rsatiladi.

Biz 7-ma’ruzada to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli
lenglamasini bayon etgan edik. Demak, chizigli funksiyaning
grafigi burchak koeffitsiyenti @ ga (a =tga) va OY o‘gidan b
kesma ajratuvchi to*g ri chizigdan iborat bo‘ladi .

- 2’. Kvadrat funksiya. Bu funksiya quyidagi ko‘rinishga
°ga bo‘ladi:
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y=ax’ +bx+c (3)
bunda @, b, ¢ o‘zgarmas sonlar. Kvadrat funksiya £ = (o0, +00)
to‘plamda aniglangan.

Xususan, a =1, b=c=0 bo‘lganda

F =R
funksiyaga ega bo‘lamiz. Biz 8-ma’ruzada
¥ =2px

parabola va uning tekislikdagi tasvirini ko‘rgan edik. Xuddi shunga v
o‘xshash y = x funksiya grafigi paraboladan iborat bo‘lishini
aniqlash qiyin emas.

Umuman, y =ax’ +bx+c funksiyaning grafigi parabola
bo‘lib, uning tekislikdagi tasviri @ hamda D =" —4ac (kvadrat

uchhadning dxskrlmmantl) larning ishoralariga bog‘liq boladi (1-
chizma): i

a> a>0
\E‘>I’I/ \/D=0
ol z
o/ ¥ a <0 Y a<:0
a <0 — -
D>0 -
AN, VAN
7\ F
1-chizma

Quyida ushbu y=x>-2x+2=x"-2x+1+1=(x-1)* +1
funksiya grafigini chizish jarayoni ko‘rsatilgan:
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=
e
-,
\H_"’-
.r"""
-
P
%
-~
>
f"/

Y YYr=ir-1) Vot
1 ; y =17 +1
n, s ' 2R Z
Y g M / b T
\ / > \‘\ 1/ g ! l e
O I }{ D < ﬂ 1 .

2-chizma

10.2. Kasr ratsional funksiya

Ushbu
a X" +ax"" +...+a,_x+a,
n =1 2
‘ bx" +bx"" +...+b,_x+b_
ko‘rinishidagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi, bunda
a,,4,,...,a, hamda b,b,,...,b, o'zgarmas hagiqiy sonlar, n va

" m esa natural sonlar. Bu funksiya x o‘zgaruvchini kasr maxrajini
nolga aylantiradigan qiymatlaridan boshga barcha qiymatlarida
‘aniglangan, ya’ni ushbu

"\ E=(-o0,40)\{x:hx" +bx"" 4.+ b, x+b, =0)

- to‘plamda aniglangan.

: Kasr ratsional funksiyaning ba’zi muhim xususiy hollarini
- garaymiz

1°. Teskari proporsional bog‘lanish. Bu funksiya quyidagi
- ko‘rinishga ega bo‘ladi:

' a

b: _V -

,. i x

 bunda @ o‘zgarmas son (a # 0). Bu funksiyaning aniqlanish sohasi
 E =(-,0)U(0,+%0) bo‘ladi. Qaralayotgan funksiyaning grafigi

ga bog‘liq bo‘lib, @ >0 bo‘lganda 3, -chizmada tasvirlangan

‘egri chiziq (teng yonli giperbola), a<o bo‘lganda esa 3, -
chizmada tasvirlangan egri chiziq bo‘ladi:
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_ /4;).*
&’0 J a <l
_,/’ .

- ool 8

a) / b)

3-chizma

tf
Loy

—\0
Eslatma. Yugoridagi v =— funksiyaning grafigiga ko 'ra
X

a
x+b
Jfunksiyaning grafigini chizish mumkin.
Masalan,

funksiyaning grafigiga ko‘ra
1

x+1
funksiyaning grafigini chizish jarayoni 4-chizmada ko‘rsatilgan:

conssanunThannonaor s
/ —~
<
1}
3
4 -
o

4-chizma

2". Kasr chiziqli funksiya. Bu funksiya quyidagi
ko‘rinishga ega bo‘ladi:
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_ax+b

: ex+d’
punda a,b,c,d - o‘zgarmas hagiqiy sonlar, (¢ # 0). Kasr ehizigli

funksiya £ = (-, —i)U (—i,+oo) to‘plamda aniglangan.
3 c e

Bu funksiyaning grafigi y=—‘i funksiya grafigi OX va
X

0Y o‘qlari bo“yicha parallel ko*chirish bilan yasaladi.
‘ Aytaylik, a # 0 bo‘lsin. Bu holda

b d. b d bc—ad
45 a(x+-) (x+—=)+——-— "
y=ax+ _ a _a. e @ e B, ¢
ex+d c(x+£) ¢ pal e x+i
c c ¢
B Lo 2o B g deilsn, unda
b ¢ c 3

k

y= +p
Es: X+a
bo‘ladi. Agar @ =0 bo‘lsa, u holda

k
X+

bo*ladi.
‘ Misol. Ushbu
_Jx+4

x--1

funksiya grafigi chizilsin.
: <4Ravshanki, bu funksiyaning aniqlanish sohasi
£ =(~0,1) U(l,4) bo‘ladi. Berilgan funksiyani quyidagicha
yozib olamiz:

4 7

X4~ X-1l+— 7
= 1 3 i l =3+——_
¥-1 =1 {x=D &l
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N T
Shunday qilib, berilgan funksiyaning grafigi ——1~ funksiya
x.—
_grafigini ordinata 0°qi bo‘yicha yuqgoeriga 3 birlikka ko‘tarish bilan
“topiladi (5-chizma). B

! )
{5 ! 2 2
Ya w= 54—
] Fomi]
i
_______ I~
'\ 50
!
i
B
o Y:1 X
)

5-chizma

3°. Darajali funksiya. Ushbu
_V = x}l

ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi, bunda # - butun
son. Bu funksiya n>0 bo‘lganda FE =(—0,+w0) to‘plamda,
n <0 bo‘lganda F = (—o0,0) U(0,+x) to‘plamda aniqlangan.
Agar n>0 bo‘lsa, masalan, n=0, n=1I, n=2, n=3 bo'lsa,
darajali funksiya grafigi y=1, y=x to'g'ri chiziglar, y=x" parabola
hamda y=x" egri chiziq (kubik parabola) lardan iborat bo‘ladi (6-
chizma).

\n:;’fy‘ n=1 Wn:ﬂ

NI,

1 0 1 X i

6-chizma
Agar n<0 bo‘lsa, masalan, n=-/, n=-2 bo‘lsa, darajali
funksiya grafigi y=% giperbola, yle—2 egri chiziq (ikkinchi |
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tartibli giperbola) lardan iborat bo‘ladi (7-chizma).

A ‘1 0 1 Vx
7-chizma
3 1
A Eslatma. Agar darajali funksiyada daraja ko ‘rsatkich —
n

: 1
‘ga (neN) teng bo'lsa, bu holda funksiya ushbu v =x" =4x
ko ‘rinishga ega bo'ladi. Bu funksiyaning aniglanish sohasi n - juft
jon  bo'lganda  E =[O, +00) to'plam, n- tog son bo'lganda
= (-0, +) to ‘plam bo ‘ladi. Ravshanki,

=3,

Demak, y= Yx funksiya darajali funksiyaga nisbatan
teskari funksiya bo‘ladi. Binobarin, qaralayotgan funksiyaning
grafigini darajali funksiya grafigiga ko‘ra topish mumkin.

; 4°. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu

1 y=a'

ko‘rinishdagi funksiya ko‘rsatkichli funksiya deyiladi, bunda a > o
vaa#l.

| Bu funksiyaning aniqlanish sohasi £ =(—0,+c0) bo‘lib,
a>1 bo‘lganda funksiya o‘suvchi, O0<a<1 bo‘lganda esa
&amayuvchi bo‘ladi. Ko‘rsatkichli funksiyaning qiymati har doim
musbat, grafigi OX o‘qidan yuqorida joylashgan (8-chizma).
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8-chizma

5°, Logarifmik funksiya. Ushbu
y=log, x
ko‘rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi, bunda @ >o,
a#El.

Bu funksiyaning aniglanish sohasi E =(0,+00) to‘plam
bo‘ladi. Ravshanki x =a” .

Demak, logarifmik funksiya ko‘rsatkichli funksiyaga
nisbatan teskari funksiya bo‘ladi. Binobarin, logarifmik
funksiyaning grafigini ko‘rsatkichli funksiya grafigiga ko'ra topish
mumkin (9-chizma).

Ya

9-chizma
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10.3. Trigonometrik funksiyalar

Trigonometrik funksiya
sina, cosa, Ilgo, clga

haqidagi dastlabki ma’lumotlar o‘quvchiga ma’lum. Unda
argument @ graduslarda yoki radianlarda hisoblangan burchak
deyilgan. Oliy matematikada bu funksiyalarning argumenti x ni
son deyilib, y x radianga teng deb qaraladi:
i y=sinx, y=cosx, y=Igx, y=cigx.
1) y =sin x funksiyasi.
Bu funksiya £ =(—o,+0) to‘plamda aniqlangan,
iymatlari to‘plami esa F'(y) = [-—1, l] bo‘ladi:
' —-1<sinx <1, x € (—00,+00).
p=sinx toq, I'=2x davrli funksiya bo‘lib, grafigi 10-chizmada
svirlangan.

10-chizma

2) y =cos x funksiyasi.

Bu funksiya FE =(-o0,+0) to‘plamda aniglangan,
ymatlari to‘plami esa F'(y) = [—1, 1] bo‘ladi:

) —1<cosx <1, x € (—00,+0) .

=Cos x juft, 7' =27z davrli funksiya bo‘lib, grafigi 11-chizmada
virlangan.
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11-chizma
3) y =igx funksiyasi.
Bu funksiya x ning ushbu x=(2k+1)-% (k=0,11,%2;..4 l
giymatlaridan boshqa barcha qiymatlarida, ya’ni
E = (-, +00)\{x:x=(2k +1)f k=0, il,i’?_,...}

13

to’plamda aniqlangan. y =1/gx toq, T 7 davrli funksiya bo* hb
grafigi 12 chizmada tasvirlangan. ‘

P
- 5 Z
= 2K T x L
2 2 2 2
12-chizma

4) y = cigx funksiyasi.
Bu funksiya x ning ushbu x=kz (k=0,%1,%2,...
qiymatlaridan boshqa barcha qiymatlarida, ya’ni -
E = (—00, +o0)\ {x vk =2k, Lk =0,ELED,.. } to‘plam.
aniglangan. ; ‘
. . y=cigx. toq, T =7 davrli funksiya bo‘lib, grafigi
13-chizmada tasviriangan. -'
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13-chizma

10.4. Teskari trigonometrik funksiyalar

Ma’lumki, y=sinx funksiya uchun xe [——;ﬁ,%:l =X

0‘lsa, ye[—1,1]=F bo‘lib, X va F to‘plamlar o‘zaro bir
jymatli moslikda bo‘ladi. y=sinx funksiyaga nisbatan teskari
o‘lgan funksiya y =arc sinx kabi yoziladi. Bu funksiya [-1,1]
a aniglangan bo*lib, o*zgarish sohasi [-%-’ﬂ boladi

Kuddi shunga o‘xshash y =cosx, y=1gx, y=cfgx funksiya-

rga nisbatan teskari bo‘lgan funksiyalar mos ravishda
arccos x, y=arclgx, y =arccigx kabi belgilanadi.

ddatda bu funksiyalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

.~ Endi teskari trigonometrik funksiyalarmning xossalarini
eltiramiz.

~ y = arcsin x funksiyaning xossalari:

1) aniglanish sohasi [-—1,1].
- 2) o‘zgarish sohasi [_ﬁ’f_:l :
2 2 2

- 3) toq funksiya arcsin(—x)=—arcsinx,

- 4) monoton o‘suvchi.
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v = arccos x funksiyaning xossalari:
1) aniglanish sohasi [—1,1],
2) o' zgarish sohasi [(),/z],
3) quyidagi munosabat o‘rinli arccos(—x) =7z —arccos.x,
4) monoton kamayuvchi.
y =arctgx funksiyaning xossalari:
1) aniglanish sohasi (—o0,+0),
. | Tz
2) o'zgarish sohasi | ——,— |,
.
3) toq funksiya arctg(—x)=—arcrgx,

4) monoton o‘suvchi.
y =arcctgxy funksiyaning xossalari:

1) - aniqlanish sohasi (—o0,+w),

2) o‘zgarish sohasi [O,zz‘],

3) quyidagi munosabat o‘rinli arcc tg( —x) = 7 —arccigx,
4) monoton kamayuvchi

Mashglar
Quyidagi funksiyalarning grafiklari yasalsin.
y FEE 1 ,
3 s o) 4, p=32"
x=2

5. y =arcesin(3x-1)
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11-MA’RUZA

Natural argumentli funksiya (sonlar ketma-Ketligi)
va uning limiti

11.1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi

~ Aytaylik, biror qoidaga ko‘ra har bir natural n songa
N) bitta x, haqiqiy son mos qo‘yilgan bo‘lsin (f :n—> x,).
yshanki, bu holda argumenti n bo‘lgan funksiyaga ega bo*lamiz.
y funksiya natural argumentli funksiya deyiladi:
x, = f(n).
Bu funksiya qiymatlaridan iborat ushbu
A T A 1 -

lam sonlar ketma-ketligi deyiladi va {x,,} kabi belgilanadi .

. sonlar (1) ketma-ketlikning hadlari, x, esa (1) ketma-
likning umumiy yoki # -hadi deyiladi.

. 1 . .
Masalan, har bir natural » songa — sonni mos qo‘yish

it n
& 1
an (n — —) ushbu
7' n
1

(os o
P! N 2 3 n
tma-ketlik hosil bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning umumiy hadi

5 l bo‘ladi.

n

_ Odatda, ketma-ketlik, uning umumiy hadi orqali
lgilanadi.

Masalan,

n+l 2 34 n+1

1) X, = 5 Pog e S ) EXERE)
n 1°2°3
1 1 1



1 2 n-1

B x,=ag ; GAGAG 5O .
Ay =8 5,559
5 x,=CD"; L-LL-L..(-D",... - ketma-:
ketliklar bo‘ladi.
Ketma-ketlikning har bir x, (n=1,2,3,...) hadi sonlar‘
o‘gida bitta nuqtani tasvirlaydi.
Biror {x"} s
X Ky Ky sms By 000 (1)
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
Agar (1) ketma- ketlikning hadlari uchun
Xy X S Tl B (2858 < €8, % )
ya’'ni
VneN uchun x,<x,, (VneN uchun x,<x,,,)
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) deyiladi.
Agar (1) ketma-ketlikning hadlari uchun
Ee S M Ao N - ST ¢ e R SR e R 8
ya'ni
Vne N uchun x,2x,
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik kamayuvchi (gat’iy kamayuvchi) deviladi.
O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom
bilan monoton ketma-ketliklar deyiladi.

1-misol. Ushbu

(Vne N uchun x,>x, )

. n _1_ 2 3 n

" p+l T 273747 Tn+l’T

ketma-ketlik monotonlikka tekshirilsin.
<«{Berilgan ketma-ketlikning

. = _ n+l  m+l

TS " nal+l n+2
hadlarini olamiz. Bu hadlar uchun

n+1 n _n2+2n+1~n2—2n_ 1

X

n+l

TNWT U2 nrl (meln+2) | (n+D)n+2)
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B¢

ladi. Ma’lumki, Vn € N uchun
1

—_— 0
E (n+1)(n+2)
po‘ladi. Demak,
i‘ x:nl —xn > 0
bo‘lib, undan Vne N uchun
A xn < xn+l
ho‘lishi kelib chigadi. Berilgan ketma-ketlik qat’iy o‘suvchi. B
Agar (1) ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta
‘zgarmas M sonidan kichik yoki teng, ya'ni

Vne N uchun x, <M
,_‘lsa, (1) ketma-ketlik yugoridan chegaralangan deyiladi.
Agar (1) ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta
o‘zgarmas m sonidan katta yoki teng, ya'ni
] Vne N uchun x, 2m
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.
_ Agar (1) ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan
shegaralangan bo‘lsa, (1) ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Masalan,
2 2
b =2l ¢ g8i0 =T
3 n 4 9 n
ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘ladi, chunki
i 2
Vn e N uchun x”=n j1=1+L2S2
n n
__l n+l 1 __1 n+l
x"=( Z : 1,——,1,——-1-,...,( )2 -
n 49 16 n

S
>
|
Ja—
(98
(o]
S
1%}
|
—

— : i e
a-ketlik chegaralangan bo‘ladi, chunki
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Vne N uchun 0<x, <1,
bo*ladi.
11.2. Sonlar ketma-ketligining limiti
Biror |x,}:
Hiso N e ey ()
ketma-ketlik va @ soni berilgan bo*lsin. Ushbu
(a-¢,a+e)=U_(a)

interval (sonlar to‘plami) a nuqtaning atrofi (& -atrofi) deyiladi,
bunda & -ixtiyorty musbat son (1-chizma).

1-chizma

1-Ta’rif. Agar a nuqtaning ixtivoriy U _(a) atrofi
olinganda ham (1) ketma-ketlikning biror hadidan boshlab keyingi
barcha hadlari shu atrofga tegishli bo'lsa, a son x, ketma-
ketlikning limiti deyiladi va
limx, =a yoki n—>w da x,6—a

kabi yoziladi.

Ta’rifdagi "biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadidan"
iborasi "shunday natural 5, topilib, Vn > n; uchun" deb aytilishini
bildiradi.

Demak, Vn>n, uchun x eU (a)=(a-¢, a+¢)
bo*lishi bunday hadlarning ushbu

d~E<X, <a+8, =B<X —a%§E
ya’'ni
|x, —d|<e
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\tengsmhkmr\g bajarilishini keltirib chigaradi.

Unda yuqorida keltirilgan ta’rifni quyidagicha ham aytsa
po‘ladi: agar ixtiyoriy & >0 son olinganda ham shunday natural n,
. topilib, barcha n > n, uchun lx" —a{ < & tengsizlik bajarilsa,
, son x, ketma-ketlikning limiti deyiladi.

2-misol: Ushbu

1
xll =—:
n
1’-1-’1'. 513
23 n

tma-ketlikning limiti 0 bo ‘'lishi ishotlansin.
g <“lxtiyoriy £ >0 sonni olamiz. Ravshanki berilgan ketma-
ke 1kmng limiti O bo*lishi uchun

|x —O| ——0 <& 2)

engsizlikning 7 ning biror qumatldan boshlab o‘rinli bo‘lishini
co‘rsatish yetarli. Keyingi tengsizlik

1

a3 3)

§ n

i yechib,

N3 =
&

i 1
0°lishini topamiz. Agar n, sifatida [—} ([a]—a soninig a dan
' &

1
a bo‘Imagan butun gismi) olinsa, n, = {—} unda barcha n > n,
&

da (3) demak, (2) tengsizlik bajariladi. Ta’rifga binoan

0'ladi. >
| 3-misol. Ushbu x, = (-1)":
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-1,1,-L1,...,(=1)",...
ketma-ketlikning limitga ega emasligi ko ‘rsatilsin.
<« Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni ketma-ketlik limitga ega
bo‘lib, u a ga teng bo‘lsin. Unda, ta’rifga ko‘'ra, Ve >0 uchun, -

1 "
xususan & =— son uchun shunday natural n, son topiladiki,

Vn>n, da
ya'ni

bo‘ladi. Ravshanki, n>n, va n=2k (ke N) bo‘lganda x, =1,
n>n, va n=2k-1 (ke N) bo‘lganda esa x, =-1 bo'ladi.

Unda bir vaqtda

|a—(-l)|<%, |1—a|<%

tengsizliklar bajariladi.
Ayni paytda

2=|(1-a)+(a+1)|<

bo‘lishidan, ma’noga ega bo‘lmagan 2 <1 tengsizlik kelib chiqadi.
Bu qilingan farazni, ya’ni x, = (—l)n ketma-ketlikning limitiga ega
bo‘lsin deyilishi natijasida sodir bo‘ladi. Demak, gqaralayotgan 7
ketma-ketlik limitga ega emas. B
Agar {an} ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lsa, bu
ketma-ketlik cheksiz kichik migdor deyiladi. ‘
Masalan, «, =~1— ketma-ketlik cheksiz kichik miqdor |

n
bo‘ladi, chunki
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lime, =1iml=0.

n-—w =y n

Aytaylik, { x"} ketma-ketlikning limiti a@ ga teng bo‘lsin:

limx, =a.

‘ Uholda @, =x,—a  dan Ianl <& bo'lib, u cheksiz
"chik miqdor bo‘ladi. Natijada
; x,=a+a,

| 1
bo‘ladi. Masalan, x, = : ketma-ketlik uchun x, =1 +—1- bo‘lib,
‘ n : n

a,

x| =

cheksiz kichik migdor bo‘lganligidan

limx, = lim ™ =

n—w s p
bo‘lishi kelib chigadi.
Biror {x"} :

ST S TR O
cetma-ketlik berilgan bo‘lsin.

A Agar har qanday musbat M son olinganda ham, ketma-
cetlikning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari uchun
"]>M bo‘lsa, x, ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va

Imx, =co kabi yoziladi.

1—>00

Masalan,
x,=(=1)"n:

~1,2,-3,4..,
etma-ketlikning limiti o bo‘ladi, chunki




Agar {x"} ketma-ketlikning limiti cheksiz,

limx, =

=L
bo‘Isa, {xn} cheksiz katta migdor deyiladi.
Masalan, x, = n:
[ i 5
ketma-ketlik cheksiz katta migdor bo‘ladi, chunki limn =oc0.

H—»C

11.3. Ketma-Kketliklar ustida amallar.
Cheksiz kichik migdorlar hagida lemmalar

Ikkita {x"} {

S RO

|
!
va {y,}
VisVarVarers Yrees
ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin. Ushbu
X4V Xyt VXt Vysees Xyt Vysenes
X =W Xy = Vs X3 ™ Vasrees Xy T Vpanees
1
|

X Vs x2-yz,x3-}'3,...,x,,'yn,...,

L N - SO S N T R
yl y?, y} yn
ketma-ketliklar mos ravishda {xn} va {y,,} ketma-ketliklarning

yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi va
xn i
{'x"+y"}’ {xn —.yn}f‘ {xu 'yn}’ {_} ‘.

7
-) n

A E

)

kabi belgilanadi. 1
Endi cheksiz kichik miqdorlar haqgidagi lemmalarni
keltiramiz.
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: 1-lemma. [kki cheksiz kichik migdorlar yig‘indisi cheksiz
i kichik migdor bo ‘ladi.
] <Aytaylik, a, va f,- cheksiz kichik miqdorlar bo‘lsin.

s Unda ta'rifga ko‘ra V& >0 uchun » ning biror giymatidan
poshlab

bo‘ladi.
Ravshanki,

s

lan+ﬁn|‘<' +|IBM|'

Demak, 7 ning biror giymatidan boshlab

all

£ &
an+ﬂ"|<—2-+7)—=s

‘ladi. Bu esa «,+f, ning cheksiz kichik miqdor ekanini
bildiradi. b

! 2-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik
migdor ko ‘paytmasi cheksiz kichik migdor bo ‘ladi.

: ] <4Aytaylik, x, -chegaralangan ketma-ketlik @, esa cheksiz
kichik miqdor bo‘lsin. Unda Vne N uchun |x,[|<M borladi,
da M tayin o‘zgarmas son.

Modomiki, a, cheksiz miqdor ekan, # ning biror giymatidan
boshlab,

bo'lib, undan
' limx, -a, =0

n—»oc

bo*lishi kelib chigadi. Demak, x, - &, -cheksiz kichik miqdor. b

g
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11.4. Yaqginlashuvchi ketma-ketliklar va ularning xossalari

Biror {x,}:

s TR N0 R -
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik:
1) chekli limitga ega bo*lishi mumkin,
2) limiti cheksiz bo‘lishi mumkin,
3) limitga ega boImasligi mumkin.

Birinchi holda {x"} yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Ikkinchi va uchinchi hollarda {x, } uzoqlashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

n+l1
Masalan, X, = yaginlashuvchi  ketma-ketlik,
n

n

=(-1)"" hamda x, =n ketma-ketliklar esa uzoglashuvchi
ketma-ketliklar bo*lad.
Endi  yaqinlashuvchi  ketma-ketliklarning  xossalarini
keltiramiz. -
1-xossa. Agar {x”} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, u
chegaralangan bo'‘ladi.
2-xossa.  Agar {.x”} va {yﬂ} ketma-ketliklar
yaginlashuvchi bo ‘lib,
limx, =a, limy =b

i
H—C n—

bo ‘Isa, u holda
a) ime-x, =c-a, ya'ni limc-x, =c-limx, (c=const),

H—>M n—>a0
AW

b) 11m(1n+y”) =a+b, ya'ni hm()« +y,)=lm x, +11my

n—>%

n?

¢) him(x, -y, )=ab, ya'ni hm(a ")=11'm x,-limy

n?

N=—>% n—>o0
% di o lim x,
d) im—==— (b#0), ya'ni lm—=* =22%— poladi.
n—w Y, h n—r® v, Iim v,
>0
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Bu xossalardan b) holining isbotini keltiramiz. Modomiki,
limx =a, limy =b

" , unda

x’l=a+all. yll=b+ﬂﬂ

bo‘ladi, bunda @, va f5, - cheksiz kichik miqdorlar. Shularni

rﬁ; da 1-lemmani e’tiborga olib topamiz:

X, Y, =a+a, +b+ B, =(a+b)+(a, + ) =(a+b)+7,,

da y, - cheksiz kichik miqdor. Keyingi tenglikdan

‘ lim(x, +y,)=a+b

24 N—»00

bo*lishi kelib chigadi. B

4 3-xossa. Agar { xn} va { y"} ketma-ketliklar

yaginlashuvchi bo ‘lib,

£ 1) limx =a, limy =b

N0 H—L

2)E Sy (n=12,..)
o lsa, u holda a<b, ya'ni limx, < limy, bo'ladi.

11.5. Ketma-Kketlik limitining mavjudligi

Ketma-ketlik limitining mavjudligini ifodalaydigan
alarni keltiramiz.
1-teorema. Agar {x } { yn} va {z,,} ketma-ketliklar

erilgan bo ‘lib,

1) x,<y,<z, (n=123,.-)
2) imx,=a, limz =a
n—0 n—w

a, u holda {y,,} ketma-ketlik limitga ega bo ‘lib,

: limy, =a
ladi
<«Shartga ko‘ra
limx, =a.
n->w
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Unda ta’rifga binoan, ixtiyoriy &€ >0 uchun z ning biror '
giymatidan boshlab

|.\'H -(l| < &, ya’ni ad— & < x” & £ (4)
bo‘ladi.
Shuningdek
limz, =a
n—oo
dan
Iz“—a|<£, ya'mi @—€<z, <a+& (5)

bo*lishi kelib chigadi.
Teoremaning 1-sharti va (4), (5) munosabatlardan ixtiyoriy
& >0 uchun, n ning biror qiymatiaridan boshlab

a-&<y,<a+ég, yani |yn —a| <&
bo‘lishini topamiz. Demak -{y,,} ketma-ketlikning limiti mavjud va

limy, =a

e’

bo‘ladi. B ‘
1zoh. I-tcorema “ikki mirshab hagidagi teorema’ deb ham
ataladi.
2-teorema. Agar {xu } ketma-ketlik:

1) o'suvchi,
2) yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega
bo ‘ladi.

3-teorema. Agar {x, | ketma-ketlik:

n

1) kamayuvchi,

2) quyidan chegaralangan
bo‘lsa, u chekli limitga ega bo ‘ladi.

Eslatma. Ketma-ketlikning chekli limitga ega bo lishi
hagida umumiyroq teorema mavjud. Bu va yuqoridagi 2-va 3-
teoremalarning isboti maxsus adabiyotlarda keltirilgan ([2]).
osn

C ]
4-misol. Ushbu y, = ketma-ketlikning limiti topilsin.
n

<4Ma’lumki,
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—-1<cosn<l.

Bu tengsizliklarning barcha tomonlarini — ga ko‘paytirib
n

n vvll S Z

"

~ va ikkinchi tomondan esa

limx, = lim(—l) =0, limz, = liml =0

‘ n—w n—w n -0 n—>® p
- bo‘lgani uchun 1-teoremaga ko‘ra

P : . cosn

limy, =lim =0

N> n—w0 n

11.6. Muhim limit (e - soni) va ketma-ketlik
limitini hisoblash

Oliy matematikada e deb ataluvchi son muhim rol
0'ynaydi. U maxsus ketma-ketlikning limiti orqali ta’riflanadi.
Bunday ketma-ketlik va uning limitining mavjudligini ko‘rsatishdan
avval bitta tengsizlikni keltiramiz.

1 Bernulli tengsizligi. Ixtiyoriy a > -1 va ixtiyoriy natural
122 uchun ushbu

(I+a)" >1+na (6)

tengsizlik o ‘rinli bo ‘ladi.

1 4(6) tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida

18botlaymiz. (6) tengsizlik n =2 bo‘lganda o*rinli boladi:

3 (I+a) =1+2a+a’*>1+2a.

Aytaylik, (6) tengsizlik n =k bo*lganda o‘rinli bo‘lsin:
(I+a) > +ka.

tengsizlikni n=4k+1 uchun o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz.
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Keyingi tengsizlikni ikki tomonini 1+« ga ko*paytirib (1+«a >0)
topamiz:
(1+a) -(1+a)>(+a)-(1+ka),
A+a)"' >l+ka+a+ka’ >1+(k+)a
Unda matematik induksiya usuliga binoan (6) tengsizlik

barcha # = 2 uchun o‘rinli bo‘ladi. »
(6) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.

Quyidagi
1 9 64 1
x"=(1+=)" : 2=—,.. o (1+ )
( n) 4 27 ( n)
ketma- ketlikni garaylik. Bu ketma-ketlikning
n n +1 n l n— n it
) —( ) xll—|=(1+ ) |:( ) I
n-—1 n-1

| hadlarining msban
- _(M+1)“(r1—ljnl n+1 ) _n+l ]_)"—'
" n n n:
dagi L
1 -1
& ( =
n n

ga Bernulli tengsizligini qo‘llaymiz

n-l
(1+-_—21) >1+ n 1 [—-—1—) ——+—-.
n n

Natijada

_’i_>-——”+1(1—l+—]2-)=(l+l)(l-—l+—1,—j:l+—2->1
X n n n n n n n

n-1

bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda x, , <x, bo‘lishi kelib chigadi.

1 n
Demak, x, = (1 +—) ketma-ketlik o‘suvchi.
n

Endi x, =(1+l] ni baholaymiz:
n.
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3 _(m—l\J"_(2n+2)"[2n+1)"_ 1 L
T . 28 ¢ \2n+]; ( 2n ) el
: 2n+1 (2n+2J

1 1
i

T (] D
2n+1 2n+2 . 2n 2n

Bernulli tengsizligiga ko‘ra

(1_J_J =(1+;‘) >1+n.(;‘)=1_l=i
2n 2n 2n 2 2

bo‘ladi. Natijada

x<l 4

n

1
2
'[‘lib, undan x, ketma-ketlikning yugoridan chegaralanganligi
kelib chigadi.

o | —

1 n
Shunday qilib x, = (1 +—) ketma-ketlikning o‘suvchi va
n P

yugoridan chegaralangan ekanligi isbotlandi. Unda 2-teoremaga
ko‘ra bu ketma-ketlik chekli limitga ega bo*ladi.
, 2-Ta’rif. Ushbu

X =(l +—1-) R =1,2.3...)

n
etma-ketlikning limiti ¢ soni deyiladi:

lim(1+1] =e,
n—on n

e irratsional son bo'lib, uning giymati e=2,718281...ga teng
0 ladi. Odatda asosi e bo lgan logarifm natural logarifm deyilib,
N A kabi belgilanadi.

Endi ketma-ketliklarning limitini hisoblashga misollar
eltiramiz.
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5-misol.

1+_% lim(l+gj

) 9, n n-»0 n
lim 3.=11m T - =1.
S J lim(l ;j

n n=>m n

6-misol

l_i+-2. lim l_L_}_Nz_j
. -n+2 a2 me\n oW 0
lim————=1lim = o
nro p’ 41 n—> 1 . 1) 1

l+— lim l+—~iJ
n n—y n
7-misol.
lim(—17+-%+i,+...+'ﬁ—,—l)=lim—17(1+2+3+...+(n—1))‘
n— n“ n n’ n” u—»vmn"
—1
=lim 1 (n ) n-—lim'l‘ (l”l)—l.
n—w p 24 n—w ) n 2
8-misol.

\/n+1—\/r_z \/n+l+\/;
lim(\/n+ —JZ)=lim( )( )-.
=B ] \/n+1 +\/-

= lim Lhal =lim
e Jn +1+n "*@\/n+1+\/—
Mashgqlar
Quyidagi ketma-ketlikiar limiti hisoblansin.

1 Tim 2n+5 5 i 2n+5 _
et —20n o fp? 200
n+2n+4 . Nlen* +5

3. i —s—gme—s 4. lim

] s —9
n-—rw n —8 n-»o0 ’4’12_20”

5. lim(l +Lj )
n—0 2n
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12-MA’RUZA
Funksiya limiti.

12.1. Funksiya limiti ta’rifi

: Aytaylik, f(x) funksiya E(E c R) to‘plamda berilgan
o‘lib, @ nuqtaning ixtiyoriy atrofida to‘plamning cheksiz ko‘p
ugtalari bo‘lIsin. Ushbu

_ X X5 s Xipesng Hprn (1)

ketma-ketlik quyidagi ikki shartni qanoatlantirsin:

1) (1) ketma-ketlikning barcha hadlari f(x) funksiyaning
~ aniqlanish sohasi £ ga tegishli va Vn € N uchun x, # a
'2) limx, =a mavjud.

1 Bu ikki shartni qanoatlantiruvchi ketma-ketliklar cheksiz
0'p bo‘ladi. '
Modomiki, x, € £ (n=1,2,3,...) ekan, bu nuqtalarda
‘_',,x) funksiya tayin f(x,) qiymatlarga ega bo‘lib, ular

f‘(x] )’ ‘f(xz )’ f(x”{ )"".f(x" ),--- (2)
-ketlikni (sonlar ketma-ketligini) hosil giladi. Ravshanki,

3 Ta’rif: Agar ikkala shartni qanoatlantiruvchi har qanday
) ketma-ketlik uchun, funksiya giymatlaridan iborat (2) ketma-

,, ik har doim bitta A limitga ega bo‘lsa, A f(x) funksiyaning
= a dagi limiti deyiladi va

lrig} Jlx)y= A

1bi belgilanadi.

 Ta'rifdagi @ va A lar chekli yoki cheksiz bo‘lishi mumkin.
gar 4 chekli son bo‘lsa, funksiya limiti chekli deyiladi.

Demak,

limx, =a

n—>0

153



lim f(x,)=4

bolishi kelib chigsa, unda 4 f(x) funksiyaning x — a dagi
limiti bo*ladi.
[-misol. Ushbu

lim——
2 4]
Limit topilsin.
< Ravshanki,
1
f(x)=—o

l1+x ;

funksiya E = (~o0,~1)U(~1,+%0) to‘plamda aniglangan. Har bir

hadi shu to‘plamga tegishli bo‘lgan va 2 ga intiluvchi (limiti
bo*lgan) ixtiyoriy X, :

oo oy Kooy Boyons, I, =y S, 952

ketma ketlikni olamiz. Unda mos funksiya ¢iymatlaridan iborat
ketma-ketlik 1
1 1 1 1

‘ i e i
£+l 5 ¥l X +1] X 41

bo‘ladi. Ketma ketlik limitini hisoblash qoidalaridan foydalanib
topamiz:

lim ey A R
ooy, +1 lim(x, +1) limx, +1 2+1 3
Demak,

. 1 1
lim =lim——=—.
X2 f(X) ¥ k] B

2-misol. Ushbu

B

f(x)=sinx
Sfunksiyaning x — o dagi limiti mavjud emasligi ko ‘rsatilsin. ‘
<4Ravshanki, bu funksiva E =(-00,-+00) da aniqlang"'
Har bir had shu £ to‘plamga tegishli bo‘lgan va o ga intiluve i
2 ta turli: '
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\ x =anim,2n,37;,..nx,..., limx =limaz=o0,
n n

n—>0 H—%
i T T 74 w LT
Y —2nm+—:27+=, dm+—, 6r+—,..., 2nr+—,...
Y
n 2 2 2 . - e

. /4
" limy, =lim2nr+—) =
‘ N> n—yon D)
etma-ketliklarni olamiz. Unda mos funksiya giymatlaridan iborat
etma-ketliklar
j i‘xn) =sinx, =sinnr =0:0,0,0,...,0,... limsinx, =0,

n—o

‘y") =siny, = sin(Zn;z+§)= LL L., 1. Lo p =1,

R0

yladi. Demak, o0 ga intiluvchi turli x, va p, ketma-ketliklar

lim f(x" )=0, lim f(y” ) = |
¥ladi. Bu limitlar bir xil bo‘Imagani uchun berilgan funksiya
mitga ega bo‘lmaydi. »
~ Funksiya limiti ta’rifidan quyidagilar kelib chiqadi:
1) Ixtiyoriy @ (chekli yoki cheksiz) uchun limx=a
bo‘ladi,
2) Agar barcha x larda f(x)=c=const bo‘lsa,
ixtiyoriy a (chekli yoki cheksiz) uchun
limf(x)=c

- Aytaylik, a@ wva A lar chekli bo‘lsin. Unda
~>a da f(x)—> 4

ini quyidagicha ham ta’riflasa bo‘ladi:

ar ixtiyoriy £ >0 son olinganda ham shunday & >0 son
Dilsaki,

0<h—d<§

gsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x € £ uchun
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Né

|f(1)— A

tengsizlik bajarilsa, 4 son ,/'(.\‘) funksiyaning x — ¢ dagi limit

deyiladi.

Ravshanki, |x—- a| <& tengsizlik a-0<x<a+0 @
ekvivalent, ya'ni bir yo'la a-o0<x<a va a<x<a+§ |
bajariladi. 4
Agar a—0 < x <a bo‘lganda ]f(A) - A' <& bo'lsa, A{

son /(A) funksiyaning x — a dagi chap limiti deyiladi va
f(a-0)= rl,?,},lo/ ()= &
kabi belgilanadi. :
Agar a<x<a+o bo'lganda I/(A) - AI <& bo'lsa, 4
son f()u) funksiyaning x — a dagi o‘ng limiti deyiladi va
f(a+0)= 'limo J(xy=4
kabi belgilanadi.
Eslatma. Funksiyaning o'ng f(a + O), chap f(a —0)4

gAY e IR g ~J . T S

limitlari bir-biriga teng bo 'lishi ham mumkin, teng bo ‘lmasligi hamj
mumkin. [ (a+ O) = _f'(a —0) bo‘lgan holda f(A) ﬁmk‘\-iya;!

X = a da limitga ega bo 'ladi.
12.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar

Agar
lima(x)=0

|
]
!
1
|

X—a q
bo'lsa, & (x) funksiya x — a da cheksiz kichik funksiya deyiladi.l‘

Masalan, a(x)= x funksiya x — O da cheksiz kichik
funksiya bo‘ladi.
Aytaylik,
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lim /(x) = 4
3 bo‘lsin. U holda
» @) =A4=a(x)

.funkS1ya X —> a da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi va aksincha.
. Keyingi tenglikdan topamiz:

f(x)=A+a(x).
Demak, x = a da f (x) funksiya A limitga ega bo‘lishi

f(x)= A+a(x)

Cheksiz  kichik funksxyalar cheksiz kichik miqdorlar
xossalari kabi xossalarga ega (qaralsin, 11-ma’ruza).
Agar

lim A(x) = o0
ﬂr ‘Isa, (},) funksiya x — a da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, f(x)=1gx funksiya x——)% da cheksiz katta

funksiya bo‘ladi, chunki
lim#gx =o0.

s
T2

b Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar orasida
bog‘lanish mavjud:

1) agar a(x) funksiya x —> @ da cheksiz kichik funksiya
(a(x) # 0) bo‘lsa,
1 holda
plx) =
(X)
siya x —> a da cheksiz katta funksiya bo‘ladi;
2)agar f3 (x) funksiya x —a da cheksiz katta funksiya
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bo‘lsa,
u holda

i
|
|
|
|
|

1
a(x)=
B(x)
funksiya x — @ da cheksiz kichik funksiya bo*ladi.

12.3. Chekli limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari

Chekli limitga ega bo‘lgan funksiyalar ham yaqinlashuvch
ketma-ketliklar, ya'ni chekli limitga ega bo‘lgan ketmas
ketliklarning xossalari singari xossalarga ega bo‘ladi. Quyida b
- xossalarni bayon etamiz va ulardan birining isbotini keltiramiz.

Aytaylik, /'(x) va g(x) funksiyalar £ to‘plam
berilgan bo‘lib, ¢ nugta £ to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin
1-xossa. Agar
lim f(x) = A4, limg(x)=AB
r—a xX—a
bo‘Isa, u holda x — a da f (x) T g(x) Sfunksiya ham limitga ega
bo ‘lib,
Jim(f(x)+g(x))=A4%B,
va 'ni
lim( f(x) £ g(x)) =lim f(x) £1im g(x)
bo ‘ladi.
«Shartgako‘ra x —>a da f(x)—> 4, g(x)— B.Unda
f(_x)=A+a(x). g(x)=B+p(x)
bo‘lib, a(x) va ,B(x) lar x — a da cheksiz kichik funksiyalar
bo‘ladi. Keyingi tengliklardan topamiz: ,
f(x)+g(x)=(4+B)+(a(x)+B(x))=(4+B)+y(x),
bunda 7(x) funksiya x — a da cheksiz kichik funksiya.

Demak, ey !
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im(f(x)+g(x))=A+B.»

Natija. Agar x—>a da f(x)—> A bo'lsa, A yagona
o ‘ladi.
<« Teskarisini faraz gilaylik

lim f(x) =4, lim f(x)=A4*

o‘lsin. U holda bir tomondan
i im( (1)~ / (x)) = 4- 4*
kinchi tomondan esa,

(/) £ () =0

X—a

ladi. Keyingi tengliklardan 4 = 4" bo‘lishi kelib chigadi.»
‘ 2-xossa. Agar

lim f(x)=4, limg(x)=28
lwa, u holda x —>a f(x)-g(x)  funksiya ham limitga ega

Natija. O‘zgarmas sonni limit belgisi tashqarisiga
igarish mumbkin.
<«Ravshanki, ixtiyoriy ¢ = const uchun

lim(c-f(x)) =lime-lim /' (x) =c-lim f/(x)

x—a x—a x—a’

i 3-xossa. Agar

limf(x)=4, limg(x)=8

lib, B# 0 bolsa, u holda

' _ lim f(x
lim[——-f(x)lzg, ya'ni lim(f(x)j= £28 ()

g(x) — lim g (x)
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4-xossa. 4gar
lim f(x)=4, limg(x)=2~8

v i—a
bo'iib, ixtivoriy x € E uchun
J(x)=g(x)
bo‘lsa, 1 holda
A<B, ya'ni limf(x)<limg(x)

Y—a X—a

boladi.
12.4. Funksiya limitining mavjudligi

Funksiya limitga ega bo*lishi hagidagi teoremalarni
keltiramiz.
l-teorema. Faraz qilaylik,  f(x), g(x) va o(x)
Sfunksiyalar E < R to'plamda berilgan bo‘lib, a nuqia
to ‘plamning limit nuqtasi bo ‘Isin. Agar bu funksiyalar uchun: :
) f(x)<g(x)<p(x), xe(a-5,a+6)
2) lim f(x)= A, limp(x)=4
bo'lsa, u holda g(x) funksiya x — a dua limitga ega bo ‘lib,
limg (A) = A

X=>a

bo'ladi. t
4Shartga ko'ra lim f(x)= A4, lime(x)= 4

Unda ta’rifga binoan har ganday & >0 olinganda ha
shunday d>0 topiladiki, |x - al <o tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha x € £ uchun

A-e< f(x), o(x)<d+e
bo‘ladi. Teoremaning birinchi shartidan foydalanib topamiz:
' A-e<g(x)<A+e.
Demak, -
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limg(x)=A4.»

2-teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiya E to'plamda
perilgan bo'lib, (a —a,a) c E (@ > 0) bo'lsin. Agar

: 1) f(x) funksiya E to'plamda o ‘suvchi,

2) f(x) funksiva E to‘plamda yuqoridan chegaralangan
"1lsa, u holda x —>a—0 da f(x) funksivaning limiti mavjud

_ 3-teorema. Faraz gilaylik, [(x) funksiya E to'plamda
j[gan bolib, (a,a + a) ek (a > O) bo ‘Isin. Agar

1) f(x) funksiva E da kamayuvchi,

: 2) f(x) funksiva E to'plamda quyidan chegaralangan

0 °lsa, u holda x —a+0 da f(x) funksivaning limiti mavjud
Tadi.

12.5. Muhim limitlar va funksiya limitini hisoblash
1) Ushbu

sin x
=

limsinx=0, limcosx=1, lim
x—=0

1 x—0 =0 x
imitlar isbotlansin.
<4Radiusi OB =1 bo‘lgan aylana chizamiz:

o i )
&

£ 04 2
1-chizma

Trigonometrik  funksiyalar:  sinx,cosx,izgx  larning
'riflariga binoan
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AC =|sin xl,
OA= Icos xl,
BD = ltgxl,

bo‘ladi. Aytaylik, ——%<x<—72£ bo‘lsin, unda  BC yoyi BC

vatardan kichik bo‘lmaganligi va o‘z navbatida vatar AC dan
kichik bo‘lmaganligi uchun
|sin x| < || (3
bo‘ladi. Shuningdek, OCA uchburchakda uning bir tomoni qolgan
ikki tomonlari ayirmasidan kichik emasligi haqidagi tasdigqa ko‘ra
cosxz1- |sin x| (4)
bo‘ladi.
Ravshanki, (3) tengsizlikdan
—-|x| <sinx < le

bo*lishi kelib chigadi. Ayni paytda, x = 0 da

—|x] =0, |x| =0
bo‘lganligi uchun 1-teoremaga ko‘ra
lirrg sinx=0
X

bo‘ladi.
Ravshanki, cos x <1. Unda (4) munosabatga muvoliq
1 —|sin x| <cosx<l1
bo‘lib, 1-teoremaga ko‘ra
limcosx =1

x—0

bo‘ladi.
1 .
Ma’lumki, AOAC ning yuzi Ecosx~|sm x|

1
OBC sektorning yuzi —2|x|
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AOBD ning yuzi % [rgx|

~ bo'lib, ular uchun

; %cos X- ,sm x‘ —M = —'tox{
tengsizliklar bajariladi. By tengslzhklardan

&-IS"}.}] T
B = —1

1
et ,
Sinx  cosx

cosx <

bo'lishini topamiz. Ma’lumki,

. . |
limcosx =1, lim =],
10 X0 cOSXN
Unda 1-teoremaga ko‘ra

. Sinx
lim =
x>0 X

lim(l +l) =e
N=—>0 x

) l n

lim (l +-) =g,
Il‘.—)m n

Aytaylik, x>1 bo‘lsin. A
esak, unda n < x < 5 +1 bo‘lib,

‘. n+l x n
0‘ladi. Bu munosabatlardan

imit isbotlansin.
Ma’lumki,

gar Xx ning butun qismini »
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- n / Az 7 n+l
L1+—]——j <Ll+l] <Ll+l]
n+1 x : B

bo‘lishi kelib chiqadi.

Ravshanki,

» 1 n . 1 n+l 1 -1
lim(1+—)" =lim(1+—)"" -(1+ )y =
nso g e ] n+1

=lim(1 -*——l——)'”l Jim(1 +—1—)"l =e-1=e,

e g oo p4]

n—%

. 1
lim(1 + l)”*' = lim(1+ -1—)" (I+=)=e-l1=e
n n—>r«©0 n n

Unda 1-teoremaga ko‘ra

. 1%

hrn(1+—) =

X—0 x
bo‘ladi.

Aytaylik, x < —1 bo‘lsin. Agar x =~ deyilsa, u holda
lim []4‘-]—) :111‘1’1(1—1) :l]mkl.{.-._l_j =
X0 x. {0 t : t—roe [ __1
-1
=llm(l +—!——\) -(1«}-———1——):(]'1 =@
t w0 t—l t—l

bo‘ladi. Demak,
, 1Y
lim|1+—| =e.
X—® X

Keyingi muhim limitlarni keltirish bilan kifoyalanamiz.

3)Ushbu
1 |
limwzlogae, (a>0,a=1)
x—0 X
Xususan,
lim}n(l - x) _
x—0 b

164



~ munosabat o‘rinli.
4) Ushbu

b

lim < _1=lna (a>0)
G v =0 X
~ tenglik orinli.
5) Ushbu
1+x)* -1
hm.(___i)___ =
L x—0 x
tenglik o*rinli.
1 6) Ushbu
lim[U(x)]" =c
a) agar
limU (x) = 4, imV (x)=B  bo'lsa,
C=A4%  bo'ladi
b) agar
imU(x)=4#1, lim¥ (x) =400
bo‘lsa, qaralayotgan limit bevosita hisoblanadi.
d) agar
limU (x) =1, limV (x) =0

‘Isa, u holda
lim[U(x)-1]p(x)

= g’
00‘ladi. B
? Funksiya limiti haqidagi ma’lumotlardan, shuningdek
im limitlardan foydalanib funksiyalarning limitini hisoblaymiz.
1-Misol Ushbu

. X+x+x -3
lim———-—
' x>l 5 |
imit hisoblansin.
<4 Bu limit quyidagicha hisoblanadi:
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y2teyi-3 . f-l4r -lag -1 B

lim =lim
x—l X - ] Al X — l
x4+ =Dx+D+(x =D +x+1)
= lim =
v =]
T -0 +x+1+x +x+1) ~
vl x—1
=lim3+21inl1x+lixr11x"‘ =3+241=6. »
x> X—> X—3

2-Misol. Ushbu

. SInSx
hm —
=0 8in10x
limit hisoblansin.
< Bu limitni hisoblashda
. sinx
lim =4
x>0 x
dan foydalanamiz.
sin Sx . sinSx
’ —5x lim 1
fhia sin Sx o S5x __l“ =0 §x __-l._l_:_ > i
x—0 g > . 1 q
0 sin10x 0sm10x_ oy 2 lm_s.nlg)_x_ 21 2
10x =0 10x
3-Misol. Ushbu
.27 -1
lim —
x—0 SIN X

limit hisoblansin.
<«4Bu limitni hisoblashda
lim 22 =1, -
x=0  x x—0 3
lardan foydalanamiz. i
Avvalo berilgan limit ostidagi kasrning surat va maxrajini
X ga bo‘lamiz, so‘ng limitni hisoblaymiz: |

=lna
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" " lm—_—
X
20— 3 . =0 . In2
lim—— =1lim Sig =X = ] =In2.p»
=0 §In x>0 X . Sinx
— —=== m
X 30 X

4-Misol. Ushbu

] N2¥
lim (1 - —-)
X—w X
hisoblansin.

<4Bu limit quyidagicha hisoblanadi:

lim(1+l] =lim(1+l) -(1+—]—J =
Y= x X=—>o0 x x

= lim(1+ l)-“ -lim(1 +l)-' =ec-e=¢". P
X0 _x

X0 x
5-Misol. Ushbu

limit hisoblansin.

1 <4Avvalo quyidagi x =¢° almashtirishni bajaramiz. Bunda
x—1 da t — 1. Natijada

bo‘ladi. Keyingi limitni hisoblaymiz:

- . (l-t)(l*'t‘”z) . l+t+2* 3

- = lim = lim ==,

U= =t (1=0)(1+1) =1 140 2
Demak,

~ 6-Misol. Ushbu
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X

COS—

lim e
x—l 1 - X

limit hisoblansin.
4Bu limitni hisoblash uchun I-—x=t almashtirish

| bajaramiz.
Unda x—>1 da t-—0 bo'lib,
T T
I S
) ; 2 2
lim £ = |lim————m =
x>l —-X 10 {
f.m
sin —7—1 . sin—t = "
=lim = =—lim A B 4
1->0 t 2 -0 T p 2 2
2
bo‘ladi. B

7-Misol. Ushbu

. ( x—1 jx
lim
xool x4 1
limit hisoblansin.

<4 Bu limitni hisoblashda
im[U ()] =C

xX—a

dagi d) holidan foydalanamiz. Ravshanki,

x—1
bils) =2, V(x)=>
(=2 v(x)=
bo‘lib, ‘
x—1 ]_l
lim—— = lim—% =1, limx =0

S X0 l

x+1 {
X
bo‘ladi. Demak,
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00 x+
hm(——_l—l)x=h i 1_x~1x=
el x4 ] X0 x+1

X0 Aok X0 1 1
X
Shunday gilib
lim (—)f——l) =g
V= 2 |

0°ladi. B
Mashgqlar

Fuksiyalarning limiti hisoblansin.

\/1+2x 3 J— 9
x_,q, \/— 2 -x—)lé\/— 4

. l+cos3x - . 1-=sin2x
g, B g, ==
% gin- 1% C (- 4x)
. :
iy D
3. -l ]nx
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13-MA’RUZA
Funksiyaning uzluksizligi. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

Funksiva limiti tushunchasi bilan bog'liq ayni paytda oliy
matematikada muhim bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi tushuncha-
sini, uzluksiz funksiyalarning xossalarini keltiramiz.

13.1. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

Aytaylik, y= f(x) funksiya E to'plamda (E = R)
berilgan bo'lib, x; € E bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar

limf(x):f(xo) (hH

bo'lsa, [ (\) Sunksiva x, nugtada uzluksiz deyiladi.
Masalan
y=flx)=x
funksiya ixtiyorly X, € (—00, +o0) da uzluksiz bo*ladi, chunki
lim f(x)= lim X =lim(x-x)=xp %, =X = f(%)
: ./;,‘gar xax, -
f(x+0)= limof(x) = 1(%)

bo‘lsa, f (x) funksiya x,nuqtada o‘ngdan,
agar

f(x%-0)= \leo f(x)=1(%)

bo‘lsa, _/‘(x) funksiya x, nuqtada chapdan uzluksiz deyiladi.
Masalan
. _ 2, agar x<2
S(x)=y 277 7
e agar x>?2
funksiya uchun



i/ (0)= i34 |22 10).
lim f(x)= lim x=2# f(2)

4 x=2+0 x—2+0

- bo‘ladi. Demak berilgan funksiya x, = 2 nuqtada chapdan

- uzluksiz.

' y=f (A) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi sharti
lim /£(x) = £(x,)

ni quyidagicha yozish mumkin:

1 hm[f )-f(%)]=0.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
Ax=x-x,,  Ay=AM(x)=f(x)-f(x) (2)
Odatda, Ax argument orttirmasi , Ay esa funksiya
orttirmasi deyiladi.
' (2) munosabatlardan topamiz:
x=x+tAx,  Ay=Af(x)=f(x+Ax)-f(x).
va Ay larning geometrik ma’nolari 1- chizmada keltirilgan.

.
v

Ya

="

Xy Xt+hx X
1-chizma

(1) va (2) munosabatlardan
lim Ay = lim Af (x%)=0 (3)

, hshx kelib chiqadi.
Demak, (3) munosabat f(x) funksiyaning x, nuqtada
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uzluksizligi ta'rifi sifatida garalishi mumkin.
Masalan, F (x) = ¢ = const funksiya IXt1yoriy
¥, € (o0, +2) nuqtada uzluksiz bo*ladi, chunki
. ol o N e o A e Y1 " o
.1‘111)10A/ (%)= Hr_rgﬂ[/ (x +Ax)=f(x)|= PTO(C &Y= i,
2-ta’rif. Agar /(\) Junksiva E  to'plamning har bir
nuqtasida vzluksiz bo ‘Isa, funksiya E to 'plamda uzluksiz deyiladi.

13.2. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar

Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar £ to‘plamda
berilgan bo*lsin.

1-teorema. Agar _f(.x\) va g(x) Sunksiyalar x; € E
nuqtada uzluksiz bo ‘Isa, u holda

e 1(x) (e=const). [(x)£2(x), /(x)(x).

f(\) o % ) &
g(¥) (2(x)=0)

Sfunksiyalar ham x, nugtada uzluksiz bo ‘ladi.

<4Shartga ko‘ra f (,\) va g(x) funksiyalar x, nuqtada
uzluksiz. Unda

lim f(x)= /(x,). ll_En g(x)=g(x)

Y%

bo‘ladi. Funksiya limiti xossalaridan foydalanib topamiz:
lime- £ (x)=c-lim f(x)=c £ (x,).
lim [ (x)+g(x)] = lim £ (x)+ lim g(x) = / (%) £ ()
lim | f(x)-g(x)]=lim f(x)-lim g (x) =/ (x)-g (%),
i L) _ RS r(x)
X, g(x) slll:ig(x) g(x(,)
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Keyingi munosabatlardan

e-f(x),  f(x)xg(x),  f(x)-g(x), géii

fﬁ;nksiyalaming X, nuqtada uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi. »

2-teorema. Agar y = f(x) funksiva x, nugtada uzluksiz
bo'lib, u= (p( y) Junksiya y, nugtada (y,=f (x0 ) ) uzluksiz
bo'lsa, u holda u= (p(f (x)) murakkab funksiya x, nugtada
uzluksiz bo ‘ladi.
‘: <« Shartga kora y= f (r) funksiya x, nuqtada uzluksiz.
Unda

lim £(x) = /(%)) = s

-y,

bo‘ladi. Shuningdek, u :(p(y) funksiya y, nuqtada uzluksiz.

lim o(y) =9 (y,)

:i o‘ladi. Demak,

lim ¢(f(x)) = }T},(P(y) =p(¥)= (D(f(xo))'

XX,

Bu esa (/)(f (A)) murakkab funksiyaning x; nuqtada
uzluksiz bo‘lishini bildiradi. B
Uzluksiz sodda funksiyalarni keltiramiz.

Df(x)=c=const, f(x)=x funksiyalarning
'» tiyoriy x € (—oo, +oo) da uzluksiz bo‘lishi paBwan.

2) f(x) =x" (m - natural son) bo‘lsin. Bu funksiya m ta
funksiyalarning  ko‘paytmasi  sifatida  ixtiyoriy

3N f(x)=a, +ax+a,x*+...+a x" bo‘lsin,  bunda
0 1 2 n

4y,q,,...a, o‘zgarmas sonlar. Bu funksiya ham 1-teoremaga ko‘ra
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ixtiyorly x € (~00, +00) da uzluksiz bo‘ladi.

4) Aytaylik,
2 n
fla)= ay +ax+ax + et 4,
‘ by +bx+bx” + .4, x"
bo'lsin, bunda a,,a,,...a, va by,b,...b, o‘zgarmas sonlar.
Bu funksiyaning ixtiyoriy
xeE= (—oo,+oo)\{x:b0 +bx+..+b,x" = O}
da uzluksiz bo‘lishi 1-teoremadan kelib chiqadi.
5) f(x) =sin x bo‘lsin. Ixtiyoriy x € (—oo, +oo) uchun
Af (x) = sin(x + Ax) —sin x
bo*ladi. Trigonometriyadan ma’lum bo‘lgan ushbu
S cosZ +p
2 2

sina —sin £ = 2sin
tenglikdan foydalanib topamiz:

Af (x)= 2sin%cos(x+é’\2—:) .

Ravshanki,
( Ax
CcoS| x+—
2

va Ax > 0 da sinézx——) 0. Demak,

<1

lim Af (x)=0.
Buesa f(x)=sinx funksiyaning ixtiyoriy x & (o0, +o0)
da uzluksiz ekanini bildiradi.
6) f(x) = cosx bo‘lsin. Ixtiyoriy x € (—oo, +oo) uchun
Af (x) = cos(x+Ax)-cosx
bo‘ladi. Ma’lum
4= sinZ i L :
2 2

cosa—cos ff=-2sin

174



Bu formuladan foydalanib topamiz:

AF %)= —ZSin%—x—sin(xﬂL%{).

s

Ravshanki,
Sin(x + ﬂ) |
2
va Ax — 0 da Sin% — 0. Demak,
Ao () =0

L 7) Ushbu f(x)=1gx, [ (x)=ctgx funksiyalarning
:,‘ uksizligi sinx,cosx funksiyalarning uzluksizligi hamda
-teoremadan kelib chiqadi.

3 f (x) =tgx funksiya ixtiyoriy

e(—oo +oo)\{x X ——+k7r k=0%1,12,.. } da uzluksiz

8) f(x)=a", f(x)=log,x, f(x)=arcsin x,
x)=arccosx, f(x)=arctgx, f(x)=arcctgx  funksiya-

o'z aniqlanish sohalarida uzluksiz bo‘lishi yuqoridagidek
o‘rsatiladi.

Demak, barcha sodda funksiyalar o‘z aniglanish sohalarida
Zluksiz bo*ladi.

13.3. Funksiyaning uzilishi va uzilishning turlari

Ma’lumki,
lim f(x)= 1 (x)

X=X,

¥lsa, f (x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi. f (x)
nksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo*lishi ushbu
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1) lim _/'(X) = A ning mavjudligi ,

2) A= f(x,) bo‘lishi
shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Agar

lim /(x)= /(%)

munosabat bajarilmasa, | ( ) funksiya uzilishga ega, X, nugqta esa
uzilish nugtasi deyiladi.
Ma'lumki, f(x) funksiyaning x, nuqtadagi /(x,+0)
o‘ng limiti, f()c0 —0) chap limiti mavjud bo‘lib,
F(x+0)= [(x -0)
bo‘lsa, yoki bu limitlardan hech bo‘lmaganda biri mavjud bo‘lmasa,
f(x) funksiyaning limiti mavjud bo‘lmaydi. Binobarin, bu holda

f(x) funksiya x, nuqtada uzilishga ega boladi.
Macana,
-1, agar x<0 bo'lsa,
f(x)=40, agar x=0 bo'lsa,
1, agar x>0 bo'lsa
funksiya uchun
f(0+0): lim f(x): Hin 1=,

x0+0

f(0- 0)- hm f(x)-hm( 1)=-1

-0-0
bo‘lib, x =0 nuqtada funkswanm;, o'ng va chap limitlari bir-biriga
teng bo‘lmaydi. Demak, berilgan funksiya uzilishga ega va x = 0

nuqtada uning uzilish nugtasi bo*ladi.
Ushbu

sinl, agar x>0 bo'lsa,
S(x)=1" x

-x, agar x<0 bo'lsa,
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| funksiya uchun

7(0+0)= ‘lxg}“ fla)= vI_H)n sm—i— - mavjud emas,

F(0-0)= i /(x)= Jim () -0
bo‘ladi. Demak, bu funksiya x =0 nugtada uziladi.
Ushbu
X', agar x#0 bo'lsa,
)=y
1, agar x=0 bo'lsa,
uchun

. lim /(x)=limx* =0
x—=0 ) x—=0
- bo'lib, u berilgan funksiyaning x =0 nuqtadagi qiymatiga teng
- emas: j(O) # (. Demak, funksiya x = 0 nugtada uziladi.
‘ Funksiyaning uzilish nuqtalari qatoriga uning aniglanish
- sohasiga tegishli bo‘lmagan, sohaning chegaraviy nuqtalari ham
kiritiladi.
Xususan, funksiyaning aniglanish sohasi intervaldan iborat

‘Isa, intervalning chegaraviy nuqtalari uzilish nuqtalari bo‘lishi
mumkin.

Masalan, f(x)= 24 funksiya £ =(—0,0)\(0,+o)da
= :

"iqlangan bo‘lib, x =10 nuqta (ravshanki, bu nuqta funksiyaning

aniglanish sohasiga tegishli emas va u oraliqning chegarasi) uzilish
'») qta bo*ladi.
: Shunday qilib,

1) x, nugta funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli va

lim f(x)= f(x)

XXy
bajarilmaganda,

2) x,nuqta aniglanish sohasiga tegishli bo‘lmasdan, uning
egaraviy nuqtasi bo‘lsa, u holda x, funksiyaning uzilish nuqtasi
" ladi.
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f(/\) funksiyaning x, nuqtadagi o'ng va chap limitlarj
mavjud bo'lib,
f(x%+0)# f(x,-0)
bo‘lganda, uning x, nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilish deyiladi,
Ushbu '
(% +0)=f(x-0)
miqdor funksiyéning X, nuqtadagi sakrashi deyiladi.
Masalan, ushbu
-1, agar x<0 bo'lsa,
f{x)=40, agar x=0 bo'lsa,
11, agar x>0 bo'lsa,
funksiyaning x =0 nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilishi bo‘lib,
uning x = 0 nuqtadagi sakrashi 2 ga teng bo‘ladi (2-chizma):

= ~» X
0
—— 1
2-chizma

f(x) funksiyaning X, nuqtadagi boshqa  uzilishlari
(lim f(x) =A, A# f(xo) holdan tashqari ) ikkinchi tur uzilishi

XX,
deyiladi.
Masalan,

1

—, agar x>0 bo'lsa,
f(x)=1x

xZ

, agar x=0 bo'lsa
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: 1
lim f(x)= lim —=a
=040 v—0+0 x ;

.\‘lvi{)r}()f (X) - _\'1—1}1(‘)120 = 0
po‘lib, bu funksiyaning x =0 nuqtadagi uzilishi ikkinchi tur uzilish
"r A‘ladl

13.4. Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalar
haqida teoremalar

Agar f ()L) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan bo‘lib,
},b) itervalda uzluksiz hamda a nuqtada o‘ngdan, b nuqtada

sa chapdan uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x) funksiya [a,b]
esmada uzluksiz deb ataladi.
Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalar haqida bir nechta

as0siy teoremalarni (isbotsiz) keltiramiz.

b 1-teorema. Agar f (x) Sfunksiya [a,b] segmentda uzluksiz
‘Isa, u shu segmentda chegaralangan bo ‘ladi.

Bu holda shunday ikkita m va M sonlari (m <M )
opiladiki, funksiya grafigi y=m va y=M parallel to'g'ri
hiziglar orasida joylashadi.

2-teorema. Agar [ ( x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz
0 'lib, segmentning chetki nuqtalarida turli ishorali giymatlarga
8 bo 'Isa,
,, (a)>0, f(b)<0 yoki [ (a)<0, f(b)>0) v
olda a bilan b orasida hech bo ‘Imaganda bitta shunday C nugta
a<c<b)tpiladiki, f(c)=0boladi.

Bu holda f (A) funksiyaning grafigi OX o‘qini hech

0‘maganda bitta nuqtada kesadi .
Bu teorema
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f(x)=0 |

tenglamaning yechimi mavjudligini ko'rsatish bilan birga upj
taqribiy hisoblash imkonini ham beradi. ;
3-teorema. Agar [ ().) Sfunksiva [a,b] segmentda uzluksiz

bo ‘Isa, u holda funksiya [q,b] segmentda o ‘zining eng kalia va eng

kichik givmatiga erishadi, ya'ni shunday X, € [a,b] nuqte

topiladiki, ixtiyoriy x e[a,b], uchun |
S (x)<f(x),

shunday ¥ [a,b] nugta topiladiki, ixtiyoriy x € [a,b] uchun

f(x)zf(x).

bo ‘ladi.
Mashglar
Quyidagi funksiyalarni uzluksiz ekani ko*rsatilsin.
1. y=x-2x. 2. y=cos3x . 3 yp=¢"
Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalari topilsin.
1 . 1
4. y= v Oy P,
e Y= ax+3
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14-MA’RUZA

Funksiyaning hosilasi.
Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

14.1. Funksiya hosilasi tushunchasi

| Aytaylik, y= f(x) funksiya (a,b) intervalda berilgan

Ay =Af(x,) = /(% +Ax) = f(x,)
aga ega bo‘ladi. Ravshanki,
Ay _ A (%)) f(x+Ax)=f(x,)

Ax A Ax

sbat muayyan f(x) va tayin x, da Ax ning funksiyasiga
lanadi. Ax—0 da bu nisbat limiti funksiya hosilasi
hunchasiga olib keladi.

Ta’rif. Agar

. A ) X+ 8K )~ T'{x
lim 2 - jjg £ (308%) =/ (%) (1)
] Ax—-0 Ax Ax--0 AKX
it mavjud bo ‘Isa, bu limit y = f (x) Sfunksiyaning x, nuqtadagi

§ df (x,

silasi deyiladi va f'(x,)  yoki f—‘gx-g)— yoki  y._.
bi belgilanadi.

~Agar (1) limit chekli bo‘lsa, hosila chekli deyiladi, (1) limit
€ksiz bo‘lsa, hosila cheksiz deyiladi.

Eslatma. Funksiyaning tayin nuqtadagi chekli hosilasi
nni ifodalaydi.

Agar (a,b) oraligning har bir x nugqtasida funksiyaning
li hosilasi mavjud bo‘lsa, unda hosila x ning funksiyasiga
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aylanadi.
Funksiyaning o'ng va chap limitlari singari funksiyaning

o'ng va chap hosilalari ta riflanadi. Ushbu '
f (3 +8x) - f(x) £ (% +Ax)= £ (%)
Av->+0 Ax: Ax—-0 ’ Ax

lim ; lim
limitlar mavjud bo‘lsa, ular mos ravishda funksiyaning x;
nuqtadagi o'ng va chap hosilalari deyiladi va
(% + 0), f'(x,—0) kabi belgilanadi:
f(-’:o +AX)—f(x0)

f'(x+0)= lim - T "
-

Xususan, [a b] segmentda berilgan f( ) funksiyaning @

nuqtadagi hosilasi deganda uning shu nuqtadan o'ng hosilasi, b
nuqtadagi hosilasi deganda uning shu nuqtadagi chap homl

tushiniladi.
1-misol. Ushbu

Flej=x

funksivaning x, = 2 nuqtadagi hosilasi topilsin.
dTarifdan foydalanib topamiz. Ravshanki, berilgar
funksiyaning x, = 2 nuqtadagi orttirmasi ‘
AF(2)= £ (2+8x) = £(2) =(2+ Ax) ~2* =4+ 8Ax+ AF ~ 4 = 4Ax + 8
bo‘ladi. Unda o
Af(2)  4Ax+AX

cAx

=4+ Ax

bo‘lib,
AF
lim—[—@— hm(4+Ax)_—_4

a0 Ax Ax—0

bo‘ladi. Demak,
¥ (2) =4p
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2-misol. y=¢ (c =const) bo‘lsin. Bu holda ixtiyoriy
x uchun

‘ Ay=c-c=0
bo‘ladi. Demak,
k. A .
e , lm——=9
Ax Ax—0 Ay

3-misol. y = x. Ixtiyoriy x da Ay =x+Ax—x=Ax

-A—y-=£=l, limﬂzl
Ax Ax Ax—0 Ay

pre,

4-misol. y = — Ixtiyoriy x # 0 uchun
X

1 _1__ Ax Ay___ 1
X+Ax x x(x+Ax)’ Ax x(x+Ax)

o AB 1 1
lim — = Jim | - = -
A A0 Ay Ar—0 x(x+Ax) X
ladi. Demak,

P gench

Wi,
x2
2x 4]

S-misol. y =
* 3x+1

. Bu funksiyaning hosilasini ta’rifga
1a hisoblaymiz:
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Ay:2,(x,+Ax)+1_2x+1:_ Ax
3(x+Ax)+1 3x+l (3(x+Ax)+1)(3x+1)

Ay !

Ax  (3(x+Ax)+1)(3x+1)

liméy—=lim - ] == :
moo Ay a0l (3(x+Ax)+1)(Bx+1) | (Bx+1)
Demak,
S
- (3x+1)2.

14.2. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya (a,b) da berilgan
bo‘lib, xe(a,b) nuqtada f'(x) hosilaga ega bo'lsin. B

funksiyaning grafigini 1- chizmada keltirilgan egri chiz
tasvirlasin. '

b7 P ()
i /
."/’;:" :
A _’__-___:'C
/ / i i i
/\W z“‘\a { H o
i ‘ -
0 x Ax  x+Ax
1-chizma

AB kesuvchining OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hos
qilgan burchakni ¢, egri chizigga 4 nugqtada o‘tkazilg
urinmaning OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil qilg
burchakni @ deylik.
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A
¥ AABC dan topamiz: -A—;i =1gP

Agar Ax —> 0 sa, ya’ni B nuqta egri chiziq bo‘ylab A
' pugtaga intilsa, u holda @ burchak & burchakka intilib

; gp —>iga
‘bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan
A
fim = = lga
" A0 Ay
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
f f'(x)=1ga

‘ Shunday qilib, y=f(x) funksiya xe(a,b) nugtada
f’(x) hosilaga ega bo‘lsa, bu funksiya grafigiga A(x,y) nuqtada
‘tkazilgan urinma mavjud. Funksiyaning x nuqtadagi hosilasi
(x) esa bu urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi.
rinmaning tenglamasi esa ushbu
V=S () (X -x) =y £(5) (X )
‘rinishda  bo‘ladi, bunda (X,Y) urinmadagi o‘zgaruvchi
gtaning koordinatasi.
Endi hosilaning mexanik ma’nosini keltiramiz. Faraz
aylik, moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab (bu to‘g‘ri chizigni
X' 0°qi deylik) harakat qilib, M nuqtaga kelganda bosib o‘tilgan
"3 S bolsin: OM = § (2-chizma).
0 ) M,
S ' 3 b =
2-chizma

71 g ™

Ravshanki, bu yo‘l vaqtga bog‘liq bo‘lib, uning funksiyasi

§=5(1) _ @
Odatda, (2) tenglama moddiy nuqta harakat qonuni deyiladi.
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Agar nuqta ¢ vaqt oraligida S (1) masofani, 7+ At Vaq.,
oraligida esa S(z+Ar) masofani bosib o*tgan bo'lsa, unda Az
vaqt oralig'ida o'tilgan yo'l

AS(1)=S(@+Ar)-S(t)
bo"lib, ,
As _ S(t+Ar)=5(1) ¥
A At |
nisbat esa moddiy nuqtaning ¢ dan ¢+ Af gacha vaqt oralig* 1da

o'rtacha tezligini ifodalaydi.
Agar At nolga iutila borsa o‘rtacha tezlik moddiy

¢ paytdagi tezlik

V =lm A% d
A0 At
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
¥ =58(7)
bo*lishi kelib chigadi.
Shunday qilib, moddiy nuqtaning harakat qonuni S = S{¢

S

bo‘lganda funksiyaning ¢ nuqtadagi hosilasi S'(f) harakat tezligis
ifodalaydi. ‘

14.3. Hosila hisoblash qoidalari

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da berilga
bo'lib, x €(a,b) nuqtada f'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo‘lsit
U holda:

1) ixtiyoriy o‘zgarmas ¢ da y =c- f(x) funksiya hosilag
ega bo'lib, j

=(c- /(D) =¢- f'(x)
bo ‘ladi;
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2)  funksivalar yigiindisi  y = / (X) + g(x) Junksiva
hosilaga ega bo ‘[ib,

Y=(10)+g(x)) = f10)+g(x)
bo ladi;

3) funksivalar ko paytmasi  y = f ( x)- g( x) Junksiya
osilaga ega bo ‘lib,

V=(/@-2()) = 1)-g(x)+ () '(x)
bo ‘ladi;

4) funksiyvalar nisbagi b= f(( x)) Sunksiya ( g( x) # 0)
g{x

‘silaga ega bo ‘[ib,

’

- [ .f'(x)) L) g(0) - f(x)-2'(0)
F = 2
g(x) g’ (x)

Bu tasdiglarning  birini,
eltiramiz.

<«Shartga ko‘ra f(x) va g(x) funksiyalar f’(x) va
2'(x) hosilalarga ega. Unda ta’rifga binoan
(x) = lim f(x+Ax)—f(x)’ g'(x)=lim g(x+Ax)—g(x)
Axr—0 Ax Ax—0 Ax

masalan 2)-sining  isbotinj

S

0°ladi. Ravshanki, y = f (x)+g (x) funksiyaning orttirmasi
: Ay=[f(x+Ax)+g(x+Ax)]—[f(x)+g(x)]=

=L/ ()] (4 ) )
‘lib,

&y _Sc+Ax)-f(x) g(x+ax)-g(x)
Ax Ax Ax
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bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:

f(x+A\')f(x)+g(x+Ax)-—g(x)}

lim _L}_v_ = |lim

Av->0 Ax Ax—0 Ax Ax

o f(x+ax)-f(x) . g(x+Ax)-g(x , ,

- i LT, iy () i) +e(a
Demak,

¥ =(f(x)+g(x))' = fi(x)+g'(x).»

3 3 3 3

6-misol. ==x bo'lsa, y=|=x|==(x)==—1==
y=or oY (2 j 5 (%) =3

bo‘ladi

1
7-misol. y=x+— bo'lsa,
X

y':(x-}-l] :(x)'+(l) =1—"'1'.,‘ bo‘ladi.
X X X"

2x+1

8-misol. y = bo‘lsa,
x+1
,_(zx;l)' (2x+1) -(3x#1)=(2x+1)-(3x+1)
3x+1 (.’>x+l)2
_2-(3x+l)—3(2x+1)__ 1
(3x+1)2 (3x+1)2
bo‘ladi.

5) Murakkab  funksiyaning hosilasi. Ayraylik,
u=p(x) va y=f(u) bolib,  uar  yordamida

y=f ((p(A)) murakkab funksiya tuzilgan bo ‘lsin. ‘
Agar u=@(x) funksiya x nuqtada u' = ¢@'(x) hosilaga

ega bo'lib, y =f(u) funksiya u nuqtada (u =¢)(x)) f'(u
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ilaga ega bo‘lsa, u holda y =f((o(x)) murakkab funksiya x
wgtada hosilaga ega va

b f'(u)-u':., ya'ni y! =f'(;o(x))-(p’(x)

<4Ravshanki, Ax # 0 bo‘lganda
Au=Ap(x)= P(x+Ax)-p(x)#0

p‘ladi. Ayni paytda

Ay = Af(u) =f(u +Au)~f(u)

0 ‘ladi.

0‘lib,
| Ay &y du

Ax  Au Ax
p‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:

lim 22 = Jim (ﬁﬂ‘-) = lim 2. jjm 8%
A0 Ax Ax0 Au Ax A0 Ay Ax->0 Ax

Ay ol Y ot
b g, tm = =7 (p(x) o ()
avshanki, Ax >0 da  Au—0). Demak,

V=l (e ()] = 7' (0(x)-¢'(x)>

14.4. Teskari funksiyaning hosilasi

Aytaylik, y = f ( ) funksiya (a,b) da berilgan bo'lib, u
' Rri x = (o( ) Junksiyaga ega bo ‘Isin. Agar y=f (x) Sfunksiya

€(a,b) nuqtada f'(x) hosilaga ega bo'lib, f'(x)#0 bo'lsa,
,,, Junksiya @(y) ham V nugtada ( = ( ,\)) hosilaga ega




4 x va y o‘zgaruvchilarning orttirmalari Ax va Av lar

uchun ; e
Ax 1 ]
—_—— Ay =0
Ay Ay (4y#0) 3
P i

bo'ladi. Ayni payida Ay=0 da  Ax#0  bo'lib,
Ay =0 da  Ax—0.Keyingi tenglikdan topamiz:

Ax 1
hm —=—m—,
a0 Ay lim —
Av—-0 Ax
Ay ;
e
Demak,
1
o'(y)=——= P

14.5. Funksiya hosilalarini hisoblash

Funksiya hosilasi hosila ta’rifi hamda hosila hisoblas
qoidalaridan foydalamb hisoblanadi. '

1) y=x° (.X = 0) bo*lsin. Bu funksiyaning orttirmasi -‘
2 Ax «
Ay =(x+Ax) —x* =x" \:(l +-——) —IJ
' X
bo’lib,
x? (1+5‘£) w1 (“f_x}‘_') -1
ﬂ = K t G xa—l I x_'
Ax Ax Ax
X

bo*ladi.

Keyingi tenglikda Ax — 0 da limitga o'tib, 12-ma’
keltirilgan (5 ) muhim limitdan foydalanib topamiz:
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" [I+A—\\J =] [1+~A—KJ |
B . J’__ . a-1 X = & g o X - a-|
e S &= lim ax
" X o

:=(xa)' =a.xa—l
Agar y=u®,  u=u(x)bo'lsa, y =au"" u' bo'ladi.

2) y=a* (a >0,a # l) bo'lsin. Bu funksiyaning

]

A'V = ax+A\‘ _ax za.\‘(aA.\' __1)

Ay - ax(aA,\'_l)
0‘ladi. Bu tenglikda Ax— 0 da limitga o‘tib, 12-ma’ruzada
eltirilgan (4) muhim limitdan foydalanib topamiz:

X Ax
ala™ -1 A
lim£=lim ( =a’ lima l=a"-lna.
A0 Ay A0 Ax A0 Ax
Demak,

4

y= (a“') =a"-Ina.
Xususan, y =e" bo‘lsa, y' = (e" )' =¢" bo‘ladi. ‘
Agar y=a", u=u(x) bo‘lsa,

( 4" ) =a"-Ina-u' bo‘ladi.

3) y=log, x (a>0, ol x>0) bo‘lsin.
I funksiyaning orttirmasi
Ay =log, (x+Ax)-log, x = log, (1 +£)
X

lib,
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log {1 AX) ‘
al B— ) ; ) £
oy Lzl.il()gll(]+@_jzlloga(l+g)m

Ax Ax ® A% X X X
bo'ladi. Keyingi tenglikda Ax — 0 da limitga o'tib, 12-ma’ruza
keltirilgan (3) muhim limitdan foydalanib topamiz:

lim P lim llogn (HA{JM = -l—log” e.
S X

A0 Ay A0
Demak,
o1
y' =(log, x) =—log,e
x
Xususan, v =Inx bo‘lsa,
1
y' =(nx)' =—
x
bo*ladi.
Agar y=log, u, ~ u=u(x) bo'lsa,
: e
y' =(log,u) =—log, e-u
u

bo*ladi.
4) y =sinx bo‘lsin. Bu funksiyaning orttirmasi

L

Ay =sin(x+Ax)—sinx = 23m—7—cos(x+%)

bo‘lib,

)
Ax Ax Ax
2
bo‘ladi. Bu tenglikda Ax — 0 da limitga o‘tib, 12-ma’ru
keltirilgan muhim limitdan foydalanib topamiz:

Pt | b sin &%
2 2 2 ( Ax)
= -cos| X +—
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sin g
lim—Alzlim 2 cos(x+£}=
A0 Ay Ar=s0  Ax y)
)
A
~sin > .
= lim -lim cos| x+ == =1-cosx =cosyx.
A0 Ax Av—0 )
2

Demak,

¥ =(sinx)' =COSX.

Agar y=sinu, y= u(x) bo'lsa,

V' =(sinu) =cosu-u’

0*ladi.
; Xuddi yugoridagidek ko*rsatish mumkinki, y =cosx

0'lsa,

| y’=(cosx)' =—sinx

)‘ladi.

Agar y=cosu, wu=gy (x) bo‘lsa,
¥y = (cosu)’ =—sinu-u'

) ladi.

‘ 5) y =tgx bo‘lsin. Ma’lumki,

sin x
igx =

Cos x

Kasrning hosilasini hisoblash  goidasidan foydalanib

1Z:

' . ’ . P
;y,_(tgx)'_(sinx) _(sinx) cosx—sinx-(cosx)

- “lcosx) cos’ x B
_cos’x+sin’x |

cos’ x cos’ x
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Agar y =Igu, U= u(x) bo*lsa,

' 1
v =(tgu) =———-ut'
" (é' ) Cos™ U
bo‘ladi.
Xuddi shunga o*xshash y = cigx bo‘lsa,
' 1
'=(ctgx) =——
# ( g) sin” x
bo‘ladi.
Agar y=cigu, u=u(x) bo'lsa,
' -1
"=(ctgu) = ‘u'
y'=(cteu) sin’ u
bo‘ladi.
6)

y=arcsinx, y=arccosx, y=arcigx, y=arc ctgx
berilgan bo‘lsin. Ravshanki bu funksiyalar mos ravishda
x=siny, x=cosy, X=Igy, X=cligy
funksiyalarga nisbatan teskari funksiyalardir.
Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasi

foydalanib topamiz:

y' =(arcsin x)’ = v 1 ! | ,
(siny) cosy fi-sin’y 1
y' =(arccosx) = -y .1 o ! o 1 ,
(cosy)  siny \ﬁ —cos’ y J1-2
' i1 > 1 1
i =_(E)—’)—'= 1’ =,c ’ =l+tgzy=l+x2"
cos’ y
y' = (arcctgx) = = =-sin’y=— 1 —_ 13
(ctgyy 1 l+ctg’y 1+x°
- sin® y ‘
Agar

y= arcsiny, Yy =arccosu, Y =arcigu, y = arccigu
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¢lib, u = u(x) bo‘lsa, u holda

(arcsinu) =_1'T""’ (arccosu) = - : =-u',
=R P=qr
S F 1,
(arcrgu) = Lt (arccrgu) p——

7) y=[u(x)]v(x) (u(x)>0) bo‘lib, u(x) va v(x)

ganfm ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyani quyxdaglcha
B = [u ]v(x) - eln ()] (r)lnu( x)

yozib olamiz. So‘ng hosila hisoblash va murakkab funksiyaning
- silasini hisoblash qoidalaridan foydalanib topamiz:

) ] e o] -

ev(_‘),n,‘(,)_[v,(x).lnu(x)+v(x>.u(lx).u'<x)]=

-"[u ‘(\'- v( x)-Inu(x)+ vx) u'(x) |

1 u(x)

. Hosilalar jadvali. Yuqorida funksiya hosilalari uchun
opilgan formulalamx jamlab, ulam1 Jadval ko‘rinishida yozamiz:

(x") =X, ( ) = qu®
(

) =a" - lna-u'

log, x) =lloga e, (log,u) = llogn e
X Uu
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5)  (Inx) =l, (Inu) =i-u’
X

u
6) (sinx) =cosx, (sin u)' =cosu-u'
7)  (cosx) =-sinx, (cosu) =—sinu-u'
8) (rgx) = 1, ; (1gu) = 13 u’
Cos™ x ‘ cos™ u
¢ 1 . 1
9) tgx) = ———o, ! =
' (cg).) sin” x (cgu) sin” u !
e 1 " 5 A 1 ,
10) (arcsinx) = 3 arcsiny ) = —m=——-1u
( ) — ( ) N
’ 1 ! l
11 arccosx) =-— : arccosu) =— ‘u'
S e e A
' i ' 1 .
12)  (arcrgx) = (arcrgu) =¥,
13) (arcctgx)' = ——1—;1-;2- . (arcctgu’)l = +1u2 u'

Endi hosilalar jadvali hamda hosila hisoblash qoidalaridan
foydalanib funksiyalarning hosilalarini topamiz:

9-misol. y = 2" bo'lsin. Bu funksiyaning hosilasi

y! gy ’ 1 zlgxlnz
= (2%) =27 In2-(tgx) =2% In2-—5—=
* ( ) 2| g . cos’x cos’x

bo*ladi.
10-misol. y = x” +sine’ bo'lsin.
= (x2 +sine*') =2x+cose’-e'.
11-misol. y =Intgx bo‘lsin.
1 1

' 1 '
- ] { -__——-——(t s X
¥=(Inigs) tgx (1g) tgx cos’ x
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12-misol. y =In°sinx bo'lsin.

y'=6In’ sin x-—— - cosx.
sin x
2 ‘F
13-misol. y = — bo*lsin.
arcsin x
1 5
2lnx-—-arcsinx—In* x- :
' X 1-x

y == 3 -

arcsin’ x

14-misol. y = /sin(Inx) bo‘lsin.

‘ 1 1
Y' =—p——cos(lnx) —.
2,/sin(In x) x
Mashglar

Berilgan funksiyaning hosilasi topilsin.

_x -8 @x* —x-1)

T2 -4 SR v

3.y:(l~&~x8)\/1+x8‘ 4.y=__)fj____
12 241+ 3x"

5.y =(sinx)* 6. y = (cos 5x)°

1LY
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15-MA’RUZA

Funksiyaning differensiali.
Tagqribiy formulalar

_/'(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lsin. Agar funksiya
xe(a,b) nuqtada chekli hosilaga ega bo*lsa, uni shu nuqt
differensiallanuvehi  deyiladi.  Funksiya (a,b) ning har
nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lsa, u (a,b) da differensial

lanuvchi deyiladi.
Odatda funksiyaning hosilasini topish uni differensiallas

deyiladi.
15.1. Funksiya differensiali tushunchasi
Faraz qilaylik, y= f(x) funksiya (a,b) da beril "

bo‘lib, xe(a,b) nuqtada differensiallanuvehi bo‘lsin. Ta’

binoan
. A
lim =% = Y
A0 Ax
bo‘lib,
Ay ;
—=y'+a
bo‘ladi, bunda o -cheksiz kichik funksi

(Ax > 0da a=« (Ar) —0). Keyingi tenglikning

tomonini Ax ga ko‘paytirib topamiz:

Ay=y -Ax+a-Ax= f'(x)Ax+a-Ax 1)
Yugqoridagi (1) tenglikdan, y" hosila chekli bo*lganda |
lim Ay =0
A0

1
&

bolishi kelib chigadi. Demak, y = f(x) funksiya x nudt
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chekli hosilaga ega bo‘lsa, u shu nuqtada uzluksiz bo*ladi.

Biroq, funksiya biror nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u shu nuqtada
hosilaga ega bo‘lmasligi mumkin.

Masalan, y =|xl funksiya x =0 nuqtada uzluksiz, biroq u
shu nuqtada hosilaga ega emas, chunki

. ]imﬂ:limwzlim'—l}i’

A0 Ax Avs0 Ax A0 Ay

imit mavjud emas.

Funksiya  orttirmasi Ay = S (x+Ax)- F(x)  ni
fodalovchi (1) tenglikning o'ng tomoni ikki qo‘shiluvchi y'- Ax

lamda « - Ax lardan iborat. Birinchi qo*shiluvchi uchun V=0
o‘lganda

- f(x) A
A=/ ()0
0'lib, undan Ax va ' Ax larning nolga intilish tartiblari bir xil
anligi kelib chigadi. Ikkinchi qo‘shiluvchi uchun

_ Demak, Ax >0 da Ax—0 nj y'-Ax  go‘shiluvchi
iglaydi. Shuning uchun V'-Ax qo‘shiluvchi funksiya orttirmasi
) ning bosh qismi deyiladi.

Ta’rif. Funksiva orttirmasining (1 ) ifodasidagi  y'- Ax
Shiluvchi y = f (A) Junksiyaning differensiali deyiladi va dy
.' df (x) kabi belgilanadi.
~ Demak,

=y A (df(x)=f(x)-A%).
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15.2. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi

Aytaylik, _v:.f(x) funksiya (a.b) da berilgan bo‘lib,
xe(a,b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu fuhksiyaning
grafigi 1-chizmada ko‘rsatilgan egri chizigni tasvirlasin. :

J(x)

A"t

[

il

Ul x x+he X

1-chizma

urinma o‘tkazib, uning OX o'gining musbat yo‘nalishi bilar
tashkil etgan burchakni @ aefinuk. Unda, ma’lumki, j
iga = f'(x)
bo‘ladi.
Ravshanki, AFDC' dan

FC

bo*lishini topamiz. Keyingi tenglikdan

DC =tga - FC
ya’'ni

DC = f'(x)-Ax
bo*lishi kelib chiqadi. Ayni paytda f"(x)-Ax =df (x)

Demak,
DC =df(x),

ya'ni f(x) funksiyaning x nugtadagi differensiali funksiya grafig

P (x, f (x)) nugtada o°tkazilgan urinma orttirmasi DC
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ifodalaydi.

dy=y'dx = f'(x)dx

if V'daga kelamiz.
Shunday qilib, funksiyaning differensiali funksiya hosilasi

pilan argument differensiali ko*paytmasiga teng.

Xususan, y=x bo‘lganda dy = V' Ax = Ax, ya’ni
Ax = dx bo'lib, funksiya differensiali uchun quyidagi

,. Endi funksiya hosilalari jadvalidan fo
differensiallari jadvalini keltiramiz:

1) d(x*) = ax”dx,
2) d(a")= a'-Ina dx,
3) d(e"') =e'dx,

4) d(log, x)= lloga edx ,
&

2,
o
w
=
e
i
|
z.
=
=
&

11) d (arccosx) = -

12) d (arcigx) =
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l,clx.

13) d (arccigx) = T
+x

Masalan, y = eVores funksiyaning differensiali

dy :d(e\’r‘""‘Tg")= (eJa_fT?X )' e = eV 1 ] E

2\arcigx 1+ x

bo‘ladi.

15.3. Yig‘indi, ko‘paytma va nisbatning differensiali.
Murakkab funksiyaning differensiali

Ikki funksiya yig'indisi, ko‘paytmasi va nisbatining
hosilalari  hagidagi ma’lumotlardan  foydalanib,  ularning
differensiallarini topamiz.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da berilgan

bo‘lib, x € (a,b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Unda shy
nuqtada y = f(x) + g(x) funksiya hosilaga ega bo‘lib,

y'=1'(x)+g'(x)
bo‘ladi. Bu tenglikning ikki tomonini dx ga kopaytirib

y'dx = f'(x)dx+g'(x)dx

ya’'ni

dy =df (x)+dg(x)
bo*lishini topamiz. Demak,

d(f (x)+ g(x)) =dr (x) +dg (x).
Xuddi yuqoridagidek

dc- f(x))=c-df(x), (c=const)

d(f(x)-g(x)) = g(x)-df (x) + [ (x)-dg(x),

[0, 8@ @)= S (o a0)
g(x) g (x) "
bo‘lishi isbotlanadi.

d(
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Biz yuqorida _vzf(x) funksiya xe(a,b) nuqtada
jifferensiallanuvchi bo‘lsa, uning differensiali

J dy = f'(x)dx

o‘'lishini, ya'ni funksiya differensiali funksiya hosilasi bilan
rgument differensiali ko*paytmasiga teng bo*lishini ko*rdik.

Endi y=f(u), u=¢(x) bo'lib, ular yzf'((o(x))

ab funksiyani hosil qilsin, bunda [ (u) funksiya
¢ (x) funksiya ¢'(x) hosilalarga ega.

Ravshanki, murakkab funksiyaning hosilasi

| v'=1(0(x)-¢'(x)

y'ladi. Keyingi tenglikdan

- =) e@a o
o‘lishi kelib chigadi. Agar
: y'dx =dy, @' (x)dx =dp(x)=du

:?lishini ¢’tiborga olsak, unda (3) tenglik ushbu
‘ dy=["(p(x))-do(x)

dy = f"(u)du 4

7 Demak, funksiya murakkab bo‘lgan holda ham funksiya
rensiali funksiya hosilasi f’(u) bilan argument differensiali

u ko‘paytmasidan iborat.
Ikkala holda ham

;-f(x)); v=f(u), u=9¢(x) hollarda ) funksiya

ensiali bir xil ko‘rinishga ega bo‘ladi. (Qaralsin (2) va (4)).
atda bu xossa differensial ko*rinishining invariantligi deyiladi.
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15.4. Taqribiy formulalar

O'rganiladigan ko‘p jarayonlar funksiyalar bilan, aniqrogj
funksiyalarning nuqtadagi qiymatini hisoblash bilan bog‘lig,
Funksiyalarning murakkab bo‘lishi. ularning nuqtadagi qiymating
topishni ancha qiyinlashtiradi. Natijada funksiyalaming nuqtadagy
giymatini taqribiy hisoblash zaruriyati yuzaga keladi. v

Funksiyaning differensiali esa taqribiy formulalami topish
imkonini beradi. 5

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib

€ (a,b) nugtada f'(x) # O hosilaga ega bo‘lsin. U holda
Ay = _f(x+ AX) - f(X)
funksiya orttirmasi uchun

Ay=["(x) Ax+a Ax (f'(x)-Ax=dy)
bo‘lib,
Ay f’(x)~Ax+a-Ax a
s =1+
dy ['(x)-Ax J'(x)

bo*ladi, bunda Ax > 0 da @ —> 0.
Keyingi tenglikdan

bo“lishi kelib chiqadi.
Bu hol ushbu
~dy (5)
munosabatga (taqribiy tenglikga) olib keladi. i
Ravshanki, Ax ning har qancha kichik bo‘lishi bu taqri
tenglikning anigligini shuncha oshiradi. v
Funksiya differensialining tuzilishi funksiya orttirma
nisbatan ancha sodda bo‘lishi (5) taqribiy formuladan *a.
hisoblashlarda keng foydalanishga olib keladi.
(5) formulani quyidagicha

f(x+Ax)= f(x)+ f'(x)- Ax
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- ham yozsa bo‘ladi.
‘ Misol. Ushby

igdor tagribiy hisoblansin.
' 9Quyidagi

44 x'l
0°ladi.
Endi x=16, Ax=] deb topamiz:
N7 246 + =32 4 ]7=
416’ 432" e
=2+L=z+i=2~l—=2,o3125
4.8 32 32
Mashglar

Differensial yordamida taqribiy hisoblansin,

.,,f"X, x=7,76 2. y=Rx’+7x, x=1012

J=arcsin, x=0,08 4. y=Y3x+cosx, x=0,01
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16-MA’RUZA
Yugqori tartibli hosila va differensiallar
16.1. Yuqori tartibli hosilalar
Aytaylik, v = f(x) funksiya (a,b) da beriigan bo'lil
uning ixtiyoriy x€(a,b) nuqtasida y'= /'(x) hosilaga ¢
be lsin. Ravshanki, f'(x) ham x ning funksiyasi bo'lib, u
hosilaga ega bo‘lishi mumkin.
f'(x) ning hosilasi berilgan f'(x) funksiyaning ikking
tartibli hosilasi deyiladi va i

"

2
V', voki _f"'(.\') yoki d—%}—
*

kabi belgilanadi. Demak,

=), S(x)=((x)
f”(x) ning hosilasi berilgan .,/'(x) funksiyaning uchinchi tarti
hosilasi deyiladi va

"

V", yoki  f"(x)  yoki —
kabi belgilanadi. ,
Xuddi shunga o‘xshash [ (A) funksiyaning to‘rtinchi

h.k., »-tartibli hosilalari ta’riflanadi va bu yuqori tartibli hosi

quyidagicha
fIV (x),. ' .,f(") (X)
belgilanadi.
Masalan, y=2x'—-5x"+1 funksiyaning yuqori tan
hosilalan

Yy =6x>-10x, y"=12x-10, y"=12,

)y _ )

yl=..=
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boladi.
' Funksiyaning yuqori tartibli hosilalarinj topish uchun,

umuman aytganda, uning hamma avvalgi tartibli hosilalarini

hisoblash  kerak bo‘ladi. Ayrim ﬁmksiyalaming yuqori tartibli
i:. silalarini bir yo‘la hisoblash mumkin.

I-misol. p =" Junksivaning yugori tartibli

hosilalarini
~ topamiz:

Y'=a‘lna,

V" =(a" In a)’ =a'-(In a)2

2-misol. y =In x Junksiyaning yuqori tartibli hosilalarini

‘(u) =(_1)n-l ) (n“l)'




3-misol. V= gin x funksiyaning yugori tartibli hosilalarini
topamiz:

; /4
y'=cosx = sin(x+—=)s

2

" :—(y')' =—§inx =sin(x+rr) =s"m(x+2-—,-[-).

2
. N n
y"':[-—smx] =-—cosx=sm(x+3-——),
2

-

..........................................................................

y = sin(x +n -Z)
) 2

Xuddi shunga o*xshash, agar y =COSX bo‘lsa, u holda

) = cos(x +n l)
2

Eslatma. Yuqorida keltirilgan ‘ﬁmksiyalarning n-tarti
hosilalarini ifodalovchi formulalar induksiya usuli yordami
ishotlanadi.

bo*ladi.

3

Masalan, Yy =¢ +4x fynksiyaning yugori tartibli hosilal

quyidagicha bo‘ladi:
y = S .4,
Y= L
" VLS

.......................

y(n) = e3+4.\' v

16.2; Sodda goidalar. Leybnits formulasi

Aytaylik, [ (x) va g(x) funksiyalar (a,b) da be i

bo‘lib, xe(a,b) nuqtada f"(x) va g"(x) hosilalarga"{
208



bo‘lsin:
1) (c-f(x))(") =c¢. f (x), c=const,

. ‘(”) n) [ n
‘ 2) (_/(x)+g(x)) = i )(x)+g( )(x)
‘bo‘ladi. Bu tengliklarning o‘rinli bo‘lishi hosila hisoblash
goidalardan kelib chiqadi.

Endi f(x)vag(x) funksiyalar ko*paytmasi
?y e f ( x) : g(x) ning yuqori tartibli hosilalarini topamiz:
V=1(x)g(x)+g'(x) f (%),

Y= (x) &(x)+ 1 (x)- &' () + £ (x) & (x) + & (x)- £"(x) =
B -g+2f"g'+f g,

=S g g2 2 g f g g

B g +3f"g'+3f"-g"+ f-g",

“iIV) =f(IV) _g+4fnp'gl+6fu'gl/+4.fr.gur+f.g(/’-’)

’

L'uman,
—n) - f(n) g +Clllf(u—l)g,_!_ij.(n_z) .gu+.__ +f’g(") (l)
0‘ladi, bunda

! n(n—])...(n—k+l)

C =
, eyingi tenglikning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli
yordamida ko‘rsatiladi.

(1) formula Leybnits formulasi deyiladi.

4-Misol. Ushbu y =x-e" funksivaning n -tartibli hosilasi
ilsin.

<4Bu tenglikda

ik Ravshanki,

[
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700 (x) =(e* )“" ~ e [ =1;2,3%..

g(x)=1, g'(x)=g"(x)=—=g"(x)=0
Unda Leybnits formulasiga ko‘ra
Y(") = (e“' -x)(") =e"-x+n-e
bo‘ladi. B
16.3. Yuqori tartibli differensiallar

Ma’lumki, y = f (x) funksiyaning differensiali
dy = _f"(x)dx

da f '(x) ko‘payuvchi x ning funksiyasi,
o'lib, x ga bog'lig bolmaydi. Demak, dy x

dx esa X ni’
orttirmasi Ax b in
funksiyasi bo‘ladi.

Ta’rif. y=/ (x) funksiya differensialining dz,'[ferens"

berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d?

yoki d* f (.X) kabi belgilanadi.
Demak,
i f(x)=d(@r(x)  (@y=dd).
Funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali  d y
funksiyasi bo‘lishi mumkin. Bu differensialni

navbatida X ning
x) funksiyaning uchinchi tartibli differenst

differensiali y = f'(
ad'y yoki d * £(x) kabi belgilanadi. Demak,

P rw=d(df(x)  (dv=d(dY))
Umuman V= f (x) funksiyaning n-tartibli differens

deyiladi v

d"y quyidagicha i
dry=d(d@y)  (d/(x)= d(d”' £ (x)))
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ta’riflanadi.
Shuni yana bir bor ta’kidlaymizki, yuqoridagi funksiya
differensiallarida argument x ning differensiali dx (dx=Ax)

o‘zgarmas sifatida qaraladi. Shu holatdan foydalanib yuqori tartibli

lifferensiallarning  yuqori tartibli hosilalar orqali ifodalarini
iz:

=d(dy)=d(y'-dx)=dx-dy' =dx-y"-dx = y"dx’,

3y=d(d2y)=d(y”-dx2)=dx2 -dy"=dx2 'ym'dx:ym.dx.’v
man, ‘

d“y =_V(”) 'd.x".
Keyingi tenglik matematik induksiya usuli yordamida

otlanadi.
Masalan, y =sin x funksiyaning 8-tartibli differensiali
d'y=y®.ax* = sin(x+8 --g)dxs = sin xdx*
Mashgqlar
Berilgan funksiyalarning 7 — tartibli hosilasi hisoblansin.
L y=+x 2. y=sin2x+cos(x+1)

\A? 8y =4/ 4. y=lg(5x+2)
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17-MA’RUZA

Differensiallanuvchi funksiyalarning xossalari.
Teylor formulasi

Biror oraligda differensiallanuvchi  bo‘lgan funksiyal
ma’lum xossalarga ega bo‘ladi. Odatda, ular teoremaiar orqali
ifodalanadi. Xossalardan ba’zilarini keltiramiz.

17.1. Differensiallanuvchi funksiyalarning xossalari

Aytaylik, y = f(x) funksiya (a.b) da berilgan bo'lib,
o € (a,b) bo‘lsin. Ma’lumki, ixtiyoriy X € (a,b) uchun
F<f(x) ()2 (x%)
bo‘lsa, [ (xo) miqdor f (x) funksiyaning (a,b) dagi eng katt
giymati (eng kichik qiymati) deyiladi.
1-Teorema (Ferma). Agar y= [ (A) funksiya ¢ nuqt
(ce(a,b)) o0'zining eng katta (eng kichik) qiymatiga eris '
funksiya ¢ nuqtada hosilaga ega bo lsa, u holda
f'(e)=0
bo 'ladi.
< Aytaylik, ./'(x) funksiya ¢ nuqtada (c € (a,E
o'zining eng katta giymatiga erishsin:
f(x)< f(e) (xe(a,b)) (1)
¢ nuqtaga Ax orttirma beramizki ¢+ Ax € (a,b) bo‘lsin.
Unda (1) kora f(c+Ax)< f(c) boladi

tengsizlikdan

2

Ay = _/'(C+Ax)-f(c) <0
bo‘lishi kelib chigadi.
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Shartga ko'ra f(x) funksiya ¢ nuqtada f'(¢) hosilaga
 ega.
Ta’rifga binoan

Iley= lim-éz.

Ar—0 Ax
Agar Ax > 0 bo‘lsa, unda
D,
'. Ax
bo'lib,
r ; . Ay ,
= —
S'(e)=lim == <0 @)

bo‘ladi.
: Agar Ax < 0 bo‘lsa, unda

LA

£(e)=1m >0 3)

)*‘lishi kelib chiqadi. »
- 2-Teorema. (Lagranj). Agar y = f(x) funksiya [a,b]
gmentda uzluksiz bo ‘lib, (a,b) intervalda hosilaga ega bo ‘Isa, u
.-' a bilan b orasida shunday ¢ nugta (a <c< b) topiladiki,
f(b)-f(a) = 7'(c)

b-a

4Aytaylik, y = f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz
D, uning grafigi 1-chizmada tasvirlangan 4B egri chizigni
lasin,
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o

1-chizma

AB vatarning OX o‘gining musbat yo'nalishi bllan
tashkil etgan burchakni ¢ deylik. Unda bu vatar (to° gn

chizig)ning burchak koeffitsiyenti £g¢ bo*ladi.

AB egri chiziqda shunday C nuqta bo‘lishini tasavvug‘
etish mumkinki, egri chiziqqa shu nuqtada o‘tkazilgan urinma AB
vatarga parallel bo‘ladi. Bu L urinmaning OX o'qining musbat
yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni & deylik. Ravshanki, uri ;
ma to‘g‘ri chiziq bo‘lib, uning burchak koeffitsiyenti /ga bo‘ladi, ‘!

Ayni paytda y=f ( ) funksiya hosilasining geomet '
ma’nosiga ko‘ra
tga = f'(c) (4)
bo*ladi, bunda ¢ nuqta AB egri chizigdagi C ning absissasi.
Modomiki, vatar bilan urinma parallel ekan, unda
1gp =1ga 5)
bo‘ladi. ‘
1-chizma keltirilgan ADB to*g‘ri burchakli uchburchakda
AD=b-a, BD=f(b)—f(a), <A=¢."8
Unda shu uchburchakdan
BD f(b)-f(a)

1gp= = 6
S UD b-a ©
bo*lishini topamiz.
(4), (5), va (6) munosabatlardan
f(b)-fla)

b—a
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bo‘lishi kelib chiqadi. &

Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

L-natija. Agar (a,b) intervalda f '(x) =0 bo Isa, u holda
i ﬁmk.s‘zya (a,b) da o ‘zgarmas bo ‘ladi.
<4 (a,b) intervalda tayin X, va ixtiyoriy X nugqtalarni olamiz.
- So‘ng [,\‘O,x] kesma(_voki[x, xo]) ga Lagranj teoremasini
“ go‘llaymiz:
F ) -0
Bundan

S (x)=f(x)=const

bolishi kelib chiqadi.

2-natija. y = f ()L) Sfunksiya uchun Lagranj teoremasining

f(a)=71(b)

bo'lsin. U holda ava b orasida shunday ¢ nugta (a<c<b)

flep=0

’ladi.
<4 Bu natijaning isboti f(a) & _/'(b) shartda (7) tenglikdan
elib chiqadi.p

‘ Endi Lagranj teoremasidan umumiyroq bo‘lgan teoremani
sbotsiz keltiramiz.

: 3-teorema. (Koshi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
1) [a,b] segmentda uzluksiz,

2) (a,b) intervalda f '(x), g'(x) hosilalarga ega,

3) (a,b) da g'(x) #0 bo'lsin. U holda a bilan b orasida
shunday ¢ (a < c <b) topiladiki,
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bo ‘ladi.
Xususan, g(x):x bo‘lganda Koshi teoremasidan Lagranj

teoremasi kelib chigadi.
17.2. Teylor formulasi

Faraz qilaylik, f ( x) funksiya x, nuqtaning biror atrofi
(x,~8,x,+5)da (6 >0)
L) LS @ S (), £ ()

hosilalarga ega bo‘lsin. Berilgan funksiya va uning hosilalarining
x, nuqtadagi qiymatlaridan foydalanib ushbu

L = T (n)
f(xo)+—————f E?O)(,\' - x0)+———‘/ 2(:0 ) (x—x5) +- +:_f___('x0)(x_% ) (8)
. { 17 2
ko*phad (butun ratsional funksiya) ni hosil qilamiz.
Bu ko‘phadni f ( x) funksiyaga qanchalik yaqinligini

aniqlash magsadida
f(x
R (9= ()L () + L)
' (9)
[ (x 2 f(") X n
+———2(!—0—)-(x—x0) +...+._n(!ﬁ(x-xo) ]
ayirmani qaraymiz. Keyingi tenglikdan topamiz:
[} x " x
v f(x )=f(xo)+f E'O)(x‘xo)+f 2(10)("—"0)2 +
SO (x ’
+---+—-—;!—-°—)-(x—x0) +R, (x) (10)

(10) formula f(x) funksiyaning Teylor formulasi deyiladi, R, (x)
ga esa Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi.
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Qoldiq had R, (,\) ning (9) formula bilan ifodalanishi (8)
1 ko‘phadning £ (x) ga yaqin bo‘lishi haqida xulosa chigarishga
gi:mkon bermaydi. Agar R, (A) ni n va x laming giymatlari
bo‘yicha baholay olsak va uning nolga intilishini ko‘rsata olsak, u
holda f (x) funksiya (8) ko‘phadga yaqgin deya olamiz.

X o‘zgaruvchini tayinlab, ¢ ni o‘zgaruvchi sifatida garab

gL
P(0)= 1) 1()-LW e
' (1)
" (n)
| _fz(!z)(x_t)2+ “+:f—n¥2(x"'t)"
yordamchi funksiyani
1[x0,x] c(x,—-8,x,+5) (yoki[x,x,] < (x, = &, x,+5))

da qaraymiz. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:

=10 S-0- 0]

I

E f';gt) (x=1)" - f’;gt) (x")]‘"'
(n+1) (n (n+1)
Demak,
F'(,«)__f(":)'(t)(x-t)". (12)
Endi ushbu .
)= (x-1)" P

inksiyani qaraylik. Bu funksiya ham [xo,x] da uzluksiz va
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¢'(t)=~(n+l)(.\'—t)" (14)
hosilaga ega. ;

Shunday qilib F (l) va ¢(l) funksiyalar uchun
[.\‘O,x] da Koshi teoremasining shartlari bajariladi. Unda Koshi

teoremasiga ko‘ra

FO)-F(s)_Fe) "

p(x)-d(x) ()
bo‘ladi, bunda ¢ nuqta x, va x nugqtalar orasida joylashgan.
(1), (12), (13) va (14) munosabatiardan foydalanib
topamiz:

F(x)=0. F(x)=R,(x), F(e)=- |
¢(l)=0’ ¢(x0)___(x_x0)ml’ ¢'(¢')=—(i1+1)(_\’—c)q

Natijada (15) tenglik ushbu
f(n 1) ( ,) §
-.Rn(x) n! (l"C)

(uet)
—f—~—n—'(——2(r ~c)’

—(x—x(,)“l - ~(n+1)(x-¢)’
ko‘rinishga keladi. Bu tenglikdan
f(nH) ¢ i T n+l f\n+l ¢
)= L gy Ty
n! (n+l)(x—c) (n+1).

R

bo*lishi kelib chigadi.
(10) munosabatdan foydalanib topamiz:

f(}‘)=f(xo)+AIHIETO)(X_XO)‘*‘]M(Z);O) (lx—x0)2+
" (%)

n!

(n+1)
C‘ n+
f. ( )(x—xo) L
(n+1)!
(16) formula Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor form
deyiladi.

4ot (x=x,) +*
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Xususiy holda, x, =0 bo‘lganda

X+
1! 21 )
/'(11)(0) /~(_n+]) (C) (16)
+4 - : x"+- x»nl
n! (n+1)!

- bo'lib, uni Makloren formulasi deb yuritiladi.

Agar (16) va (16") formulalarda qoldiq had yetarlicha
1k1ch1k bo‘lsa, u holda

J(x)= f(x)+—=~ S °)(x X5 )+
+~f§':co (x—x0)2+ f”( 0)(.X'” )n,
f(X) e /‘(0)+ f(O) fz(,o) 2 e [’;1('0) X”

aqriblty  formulalar hosx] bo‘lib, ulardan funksiyalarning
jiymatlarini taqribiy hisoblashda foydalaniladi. Agar Teylor
ormulasida x, =0 bo‘lsa, unda hosil bo‘lgan formulani Makloren
ormulasi deyiladi.

4 7.3. Ba’zi funksiyalar uchun Teylor (Makloren) formulalari.
Taqribiy formulalar

1) Aytaylik, v=¢" bo‘lsin. Ma’lumki, y(") =¢". Unda

1’,0)=1, yH(0)=1 (k=12,..,n+1) bo‘lib, bu funksiyaning
akloren formulasi

" ‘ XZ x" xn+1 "
e =l+x+—++—+ e
2! n! (n+1)!

di. n— oo da qoldiq had nolga intiladi. Natijada
¥ o L e
2! n!
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taqribiy formulaga ega bo‘lamiz. i
2)  Aytaylik, y=sinx bo‘Isin. Ma’tumki,

e sin(x +n .ﬁ)
2

Ravshanki, y(0)=0 va
{ 0, agar n juft bo'lsa,

Y (0)= sin . =

n-1.
2 |(-1)7, wagar n loq ho'lsa

bo‘ladi. Bu funksiyaning Makloren formulasi (n = Zm)

> 5 7
: ¥ X
sinx=x——+———++
3! 5 7

2m--1 2nm+l

) —1 m-1 X 1 m
+(=1) (2m—l)!+( )(2m+1)!
bo'lib, undan ushbu
3 S 7 2m-1

sinxzx—————'+—-————+~-+(—l)m—l(—2—’—71—_—1-)—'

COSC

taqribiy formula kelib chiqadi.
3)  Aytaylik, y =cosx bo‘lsin. Bu funksiyaning #—

tartibli hosilasi "' = cos( x+n %)

po‘ladi. Ravshanki, y(0)=1

(n) nr o, agar n log bo'lsa.
Y (0)=cos—=
2|

n

-1)2, agar n juft bo'lsa

2

botladi. Bu funksiyaning Makloren formulasi (n=2m)
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cosy=1- 4% %
21 41 6!
m X7m i x2m+2
o -1
: ( ) (2”1)' ( ) (2m+2) Ccosc
;-“_ bo‘lib, undan ushbu
¥ . 6 2m
COS.X'zl—x_+'_'§__i_+._'+(w1)m X
217 41 6 (2m)]

‘tagribiy formula kelib chiqadi.
3 4) Aytaylik, y= (1 + x)" bo‘lsin. Bunda » — natural son
Bu funksiyaning hosilalari

y'=n(l +x)"~l .

V'=n(n-1)(1 +x)"_2 .

M =n(n=1)(n=2)...(n=k+1)(1+2)",

.......................................................

r dan yuqori bo* lgan barcha tartibdagi hosilalar 0 ga teng bo‘ladi:
ku+l) (n+’) - 0) bo‘lib

J’(O)=1, V'(0)=n, y"(0)=n(n-1),..,
y(k’(0)=n(n-1)...(n+k+l)

S =1
L Unda y=(1+x)" funksiya uchun (16') formula
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n(n—l) JF e

(1+x) =1+nx+

n(n—l) (n~k+1) £
k!

Bu Nyuton binomi formulasidir.

+...+x"

Mashqlar

1. y =x" egri chizig'ida shunday nuqtani topingki, b
nuqtada unga o‘tkazilgan urinma A( -1, —1) va B (2 8) nuqtalami

tutashtiruvchi vatarga parallel bo'Isin.
2. Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklami
isbotlang:

a) |sinx —sin y| <[x-|;
b) |arciga —arctgh| < la—b|;

de' >l+x, xekR.

3. Quyidagi funksiyalar uchun Makloren formulasi yozilsin:

a) f(x)=In(1-2x); b) f(x)=¢
d) f(x)=

1-x°"
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18-MA’RUZA

Hosilalar yordamida funksiyalarning o‘suvchiligi,
kamayuvchiligi hamda ekstremumlarini aniglash

18.1. Funksiyaning o‘suvchi hamda kamayuvchiligi

y:f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lsin. Ma’lumki,

X, <x, bo‘lganda f(x,)< f(x,) bolsa,
f(x) funksiya (a,b) da o‘suvchi,

x, < x, bo‘lganda f(x,)Z f(xz) bo‘lsa,
(x) funksiya (a,b) da kamayuvchi deyiladi.

Funksiyaning hosilalari yordamida uning o‘suvchiligini
hamda kamayuvchiligini aniglash (o‘suvchi hamda kamayuvchi
bo‘ladigan oraliglarni aniglash) mumkin.

| I-teorema. Agar f(x) funksiva (a,b) da f'(x)
hosilaga ega bo ‘lib,

‘ f'(x)20 (xe(a,b))

‘Isa, u holda funksiya (a,b) da o ‘suvchi bo ‘ladi.

| dAytaylik, f(x) funksiya (@,b) da f'(x) hosilaga ega

o,

I

bo‘lib, /'(x)=0 bo'lsin. (a,b) intervalda ixtiyoriy X, va X,
ugtalarni (ular uchun x, < x, bo‘lsin) olib, [.x,,xz] segmentni
aymiz. Ravshanki, [x,x,]c(a,b). Bu segmentda f(x)

unksiya Lagranj teoremasining shartlarini bajaradi. Unda Lagranj
eoremasiga ko‘ra shunday ¢ nugta, x, < ¢ < x, topiladiki,

f(x%)-f(x) = '(c),

Xy =X
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ya’'ni
f (%)= 1 (x)=r"(c)(x < |
bo‘ladi. ' ‘
Keyingi tenglikda
Fle)=t, .| 5~%>0

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,
x, <x, bo‘lganda f'(x,)< f(x,) bo'ladi.

f(A) funksiya (a,b) da o‘suvchi.p
2-teorema. Agar j(x) funksiva (a.b) da f '(X)q
hosilaga ega bo 'lib, funksiya (a,b) da o ‘suvchi bo ‘Isa, u holda

f(x)20 (x e (a.b))

bo ‘ladi.
(a b) intervalda ixtiyoriy x nuqta hamda x+Ax

nuqtalarni olaylik (xe(a,b),x+m e(a,b)). f(x) funksi L

(a b) da o*suvchi bo‘lgani uchun .»s

Ax > 0 bo‘lganda f(x )<f(x+Ax) ya’'ni
F(x+Ax)-f(x)2

Ax <0 bo‘lganda f'(x)2 f(x+Ax), ya'ni
f(x+Ax)-f(x)<0

bo‘lib, ikkala holda ham

f(x+Ax)-f(x) % ey
e >

bo‘ladi. Shartga ko‘ra f (x) funksiya (a,b) da f'(x)
ega. Unda
£(x) = tim LX)/ (5)

Ax—>0 Ax

224




po'lib. (1) munosabatga binoan _f"(x) > () bo‘ladi. B

Xuddi shunga o“xshash quyidagi teoremalar isbotlanadi.
 3-teorema. Agar f(x) funksiva (a,b) da ['(x)
_ hosilaga ega bo ‘lib,
! /'(x)<0 (xe(a,b))

0 Isa, u holda funksiya (a,b)da kamayuvchi bo ladi.

4-teorema. Agar [(x) funksiya (a,b) da f'(x)
';; silaga ega bo'lib, funksiya (a,b) da kamayuvchi bo ‘lsa, u holda

f'(x) <0 (x e(a,b))

w ‘ladi.
E 4-misol. Ushbu
y=f(x)= ln(l—xz)
funksiyaning o‘sish hamda kamayish oraliglari topilsin.
<4 Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi,

1-x*>0, (x-1)(x+1)<0, -l1<x<l
E =(-1,1) bo‘ladi. Endi funksiyaning hosilasini topamiz:
-2x

—'l—xz'

'

¥

So‘ng ¥’ 20, yani >0 tengsizlikni yechamiz:

avshanki, ‘ L

2x1 >0, x(x=-1)(x+1)=0.

2
X -

Demak, —1<x<0 bo‘lib, bu (—1,0) oraligda berilgan
unksiya o'suvchi bo*ladi. :

Yuqoridagidek ko‘rsatiladiki, berilgan funksiya 0,1)
yraligda kamayuvchi bo‘ladi.» -
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18.2. Funksiya ekstremumi. Funksiyaning ekstremumga
erishishining zaruriy va yetarli shartlari

f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, x, nuqt;;l
o'zining atrofi Uy (x,)=(x, —,x,+J) bilan (5> 0) (a,b)

intervalga tegishli bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar ixtiyoriy x € (xo —0,x,+ (5) uchun
f(x)< /(%)
bo'lsa, f (A) Sunksiya x, nuqtada maksimumga erishadi deyiladi,
X, funksiyaning maksimum nugqtasi, f(xo) ga funksiyaning
maksimum giymati deyiladi va max f (x) kabi belgilanadi
(1-chizma):
£ (3) = max £ (x)

maxf(x)

\\

Yh

N

| |
Olx, =38 x, x,+6

g

1-chizma

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x € (xo — O X+ 5) uchun
f(x)=f(x)
bo lsa, f (JL) Sfunksiya x, nugtada minimumga erishadi deyiladi
X, funksiyaning minimum nuqtasi, f (xo) ga ﬁmkw’yaning},r
minimum qiymati deyiladi va min f (x) kabi belgilanaa’{j
(2-chizma): f(xo) =min f(x)
226



.,\'H
\‘-,.
s an ()
[ S >

Of x =& ¥ x+¢

2-chizma

Funksiyaning maksimum va minimumlari uning ekstremumlari
deyiladi.

Masala- funksiyaga ekstremum qiymat beradigan nuqtalarni
hamda funksiyaning ekstremum qiymatlarini topishdan iborat. Bu
‘masala funksiyaning hosilalaridan foydalanib hal etilishi mumkin.

S-teorema. Agar f (A) funksiva  x, e(a,b) nuqtada

4
tremumga erishsa va bu nuqtada funksiyaning hosilasi mavjud
0 ‘Isa, u holda

! f'(%)=0
bo ‘ladi.
, <Aytaylik, /(x) funksiya x, nuqtada maksimumga ega
bolib, f'(x,) hosila mavjud bo‘lsin. U holda ta’rifga ko‘ra
xe(x,~8;x,+8) da  f(x)<f(x,) tengsizlik
Ayni paytda, f ( xo) qaralayotgan funksiyaning
3x0 -4, xo+§) dagi eng Kkatta gqiymati bo‘ladi. Ferma
oremasidan foydalanib [ '(xo) =0 bo‘lishini topamiz. -

Xuddi shunga o°xshash /(A) funksiya x, nuqtada
minimumga ega bo‘lib, f '(xo) hosila mavjud bo‘lganda ham
teorema isbotlanadi. B>

Eslatma. /(x) funksivaning biror x' €(a,b) nugtada
¥ '(x') hosilaga ega va f'(x')= 0 bo lishidan uning x' nugtada
ekstremumga ega bo 'lishi har doim ham kelib chiqavermaydi.
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Masalan, y =x" funksiyaning hosilasi y=38x" x=0da y'= =0
bo’ladi, birog bu funksiva x =0 nugtada ekstremumga ega emag
(3-chizmay). -

y h_
/ f
!

. 3-chizma

Demak, S5-teorema funkSIya ekstremumga erlshmhnm
zaruriy shartini ifodalaydi.
Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlari v
keltiramiz: :

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da hosilaga ega bo‘lib,
€(a,b) nugtada u nolga aylansin.

f'(%)=0,
(demak, funksiya ekstremumga erishishining zaruriy  sharti
bajarildi). Quyidagi savol tug‘iladi: X, nuqtada funksiya
ckstremumga erishadimi? Erishsa, qaysi biriga- maksmumgarmi

minimumgami? IAI funksiya x=0 nuqgtada minimumga
l 2
erishadi, lekin y (0) mavjud emas.
Bu savollarning javobi funksiya ekstremumga enshlshmmg !
yetarli shartlarini ifodalaydi.

X, nugtaning (x, — &, x, + 8)c (a,b) atrofini olamiz. S

a) Agar g
ixtiyoriy xe( -0, xo) da f( ) ¢
ixtiyoriy x € (x,,x+5) da f’(x)<0, )
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~ya'ni f'(x) hosila x, nuqtadan o‘tishda ishorasini "+" dan "-" ga
~ o‘zgartirsa, u holda f ( x) funksiya x, nuqtada maksimumga

~ erishadi (4-chizma).

#
Ed

a0 Frixi=0
/ T\

comnelfis
:u—é % x°+c5

4-chizma

Hagiqatdan ham, f(x) funksiya (x, —&8,x,] da o*suvchi
- bo‘lib, _/(x)<f(x0), [xo,x+¢5) da kamayuvchi bo‘lib,
~ f(x)> f(x) bo'ladi.
‘ Demak, ixtiyoriy x & (x,—J,x,+ 5) da f(x)< f(x)
~ bo‘ladi. Bu esa funksiyaning x, nuqtada maksimumga erishishini
 bildiradi.
j b) Agar

ixtiyoriy x € (x, —&,%,) da f'(x)<0

ixtiyoriy x € (x,,x+3) da f'(x)>0
ya'ni f'(x) hosila x, nuqtadan o‘tishda ishorasini "-" dan "+" ga
g o‘zgartirsa, u holda f (x) funksiya x, nugtada minimumga
erishadi (5-chizma).

fo)cﬂlf’[x):aUﬂ

-8 T4 x+d

5-chizma
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Hagiqatan ham, f(x) funksiya (x,—0,x,)
kamayuvchi bo'lib, /(\) > f (x(.,) . [x(,,x+5) da osuvchi bo‘lib,
/(1) 5 j"(xo) bo*ladi. Demak, ixtiyorly x € (x, =&, x, + d) da

f(x)> f(x)
bo‘ladi. Bu esa funksiyaning X, nuqtada minimumga erishishi
bildiradi.

d) Agar

ixtiyoriy x € (x, —&,x,) da S (x)>0,

ixtiyoriy x € (x,,x+6) da f'(x)>0
yoki

ixtiyorly x € (x, —&,x,) da Sf'(x)<o0,

ixtiyoriy x € (x,,x+J) da f'(x)<0
ya'ni f'(x) hosila x, nuqtadan o‘tishda ishorasini 0‘zgartirmasa,
u holda f(x) funksiya x; nuqtada ekstremumga erishmaydi. Bu
holda  f(x) funksiya (x,—38,x,+6 ) da o‘suvchi yoki
kamayuvchi bo‘ladi.

Natijada /(x) funksiya ekstremumini topishning quyidagi
qoidasiga kelamiz:

1) funksiya hosilasi f*(x) topiladi;

2) _f"(x) =0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglama
yechimlaridan biri xoi bo‘lsin: f'(x,)=0;

3) x, nuqtaning chap atrofi (x(, -9, xo) va o‘ng atrofi

(x),x+5) da S'(x)

hosilaning ishorasi aniglanadi va yuqorida keltirilgan a), b) qoidalar |
tatbiq etilib, ekstremum qiymati topiladi. ‘
2-misol. Ushbu
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f{x)= X =3x+2

' funkmya ekstremumga tekshirilsin.
< Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz:

f (,\) 3x2-3.
So‘ng uni nolga tenglab, f"(x) =0 tenglamani yechamiz:
3x° =3=0, 3(x-1)(x+1)=0,
x ==1, x =+
Funksiya hosilasi

Fle)=3x"-3=3(x— 1)(x+1)

= -1 va x, =1 nuqtalar atrofida ishorasini aniglaymiz.

x, =—1 nuqtaning (—l—5,—1+5) atrofini (O<5<—1-j
2,

Ixtiyoriy x € (—1 —5,—-1) da f'(x) = 3(x —1)(x+ 1) >0
‘ladi, chunki bunday nuqtalarda x—1<0,  x +1<0.

Ixtiyoriy x € (=1,~1+8) da f'(x)= 3(x=1)(x+1)<0
bo‘ladi.. chunki bunday nuqtalarda x —1<0,  x+1>0.
Shunday qilib, [ '(x) hosila x, =—1 nuqtadan o'tishda

‘ishorasini "t dan "-" ga o‘zgartiradi. Demak, berilgan funksiya
- x,=-1 nuqtada maksimumga erishadi va uning maksimum

' qiymati
max f(x)=f(-1)=4
- bo‘ladi.
: x, =1 nuqtaning (1-4,1 +5) atrofini (0 <d< —15)
olamiz

Ixtiyoriy xe(1-8,1) da FH{x) =3{x ~1)(x+1)<0
'~ bo'ladi, chunki, bunday nuqtalarda x=1<0, x+1>0,
' 231



Ixtiyoriy xe€(1,1+6) da 'f'(x)=3(x—1)(x+l)>gj
bo‘ladi, chunki, bunday nuqtalarda x —=1>0, x+1>0. '
Shunday qilib, f '(x) hosila x, =1 nuqtadan o‘tish

ishorasini "-" dan "+" ga o‘zgartiradi. Demak, berilgan funksj
X, =1 nuqtada minimumga erishadi va uning minimum qiymati

min f(x)= f(1)=0
bo*ladi.p A
Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo'lj
x, €(a,b) bo'lsin,
~ 6-teorema. Agar f (x) funksiya x, nuqtanin
(%) =8.% +8) = (a,b) atrofida birinchi va ikkinchi tartiblj
f'(x), /"(x) hosilalarga ega bo‘lib,
1 (% )=0,
2) x, nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi S (=
uzluksizva f"(x,)# 0 bo‘lsa, u holda |
f"(x4)>0
bo‘lganda f (x) funksiya x, nuqtada minimumga erishadi;
. S(x0)<0
bo‘lganda f (x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishadi.
4 Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

1) = LG )+ Loy,

1!
c=x0+9(x-x0),0<¢9<1.
Shartga ko‘ra f”(x,)=0. Unda
f(x)‘f(xo)= fz(IC)(x‘xo )2
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-' ‘ladi.
Aytaylik, f"(x,)<0 bo‘lsin. Unda ikkinchi tartibli

Pl e <0

2!

f(x)~f(xo)<0

7(x)<f(x)
bo‘ladi. Bu esa £ (x) funksiyaning x, nuqtada maksimumga
erishishini bildiradi.
Xuddi shunga o‘xshash, /"(x,)>0 bo‘lganda 7 (%)
siyaning x, nuqtada minimumga erishishi ko‘rsatiladi. B
3-misol. Ushbu
Flx) = ~12%

siya ekstremumga tekshirilsin. _
<qRavsharki, f'(x) =3x> =12 bo‘ladi. 3x*-12=0

tenglamaning yechimlari x, =-2, X, =2 bo'ladi. Demak,
(-2)=0, f'(2)=0. |
' Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f "(x) =0X

_/’"(—2):6(—2):——12<O, f”(2)=6-2=12>0
bo ‘ladi. Demak, berilgan funksiya x=-2 da maksimumga,
'x =2 daminimumga ega bo‘lib,

max f(x) = f(-2) =16, .minf(x):f(2)=—16
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bo*ladi. b |
Eslatma. Agar f'(x,)=0 bo'lsa. u holda f (x)
Sfunksiyaning X, nuqtada ekstremumga erishishi ham mumkm*‘

erishmasligii ham mumkin. Bu holda qo'shimcha tekshirish bllan
aniglanadi. !

18.3. Funksiyaning [a,b] segmentdagi eng katta va
eng kichik giymatlari

Ma’lumki, f (x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz
bo‘lsa, unda uzluksiz funksiyalaring xossasiga ko‘ra bu funksiy
[a,b] da eng katta va eng kichik qiymatlarga erishadi. Bu
qiymatlar quyidagicha topiladi:

1) f(x) funksiyaning hosilasi f "(x) topilib, u nolga
tenglanadi: /”(x)=0. “

2) /'(x)=0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning;.
yechimlari x,,x,,x; bo‘lsin. |

3) f(x) funksiyaning x,x,,x, nuqtalardagi qiymatlari

topiladi. }
Aytaylik, ular

F(x) (). 7 (%) o
bo‘lsin. |

4) f (x) funksiyaning [a,b] segmentning chekkalari a v’av‘
b nuqtalardagi qiymatlari topiladi:
£(a).f(b). f
Natijada,

f(xl)uf(xz)’f(x;), f(a),f(b) %

qiymatlar hosil bo‘ladi. Bu qiymatlar orasidagi kattasi f (X)
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:_ﬁmksiyaning [a,b] dagi eng katta giymati, kichigi esa f (x)
' funksiyaning [a,b] dagi eng kichik giymati boladi.
4-misol. Ushbu

f(x) = xzcl" _
funksiyaning [—1,3] segmentdagi eng Kkatta .va eng kichik

' giymatlari topilsin.
<4 Bu funksiyaning hosilasi

1 f1(x)=2xe" = Xt = (2x -x* )e—x
bori, /'(x) =0 ya'i
g (2X - x2 )e__\. =

englamaning yechimlari x, =0, x, =2 bo'ladi.

Endi berilgan funksiyaning bu x, =0, x,=2

nugtalardagi  hamda [——1,3] segmentning chetki nuqtalari
x,=-1, x, =3 dagi qiymatlarini topamiz:

f(x)=7(0)=0,  f(x)=s(-1)=e

f(x)=7(2)=4" f(x)=r(3)=9%"
Demak, berilgan funksiyaning [——1,3] segmentdagi katta
giymati ¢, eng kichik qiymati 0 bo‘ladi. P

Mashqglar

9 Hosilalar yordamida quyidagi funksiyalaming osishini,
kamayishini va ekstremum nuqtalarini aniqlang.
1y=2x"-9x" +12x-9 2 y=35~&

B X -9x?

,Lyzxz(x—Z)z 4.y +6x-9
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19-MA’RUZA

Funksiya grafigining qavariqligi, botiqligi,
egilish nuqtasi va asimptotasi

19.1. Funksiya grafigining qavariqligi va botigligi

Faraz qilaylik, /(x) funksiya (a,b) da bcrilgan,j
X, €(a,b) va bu nuqtaning (x, ~&,x, +5) atrofi (6>0) shu
(@,b) intervalga tegishli bo*lsin. |

Berilgan f(x) funksiya grafigi — egri chiziqni I, ungal
xe(x, -8, x, +0 ) nuqtasida o‘tkazilgan urinmani L deylik.

Agar (x,-8,x, +06) da I egri chiziq L urinmadan
pastda joylashgan bo‘lsa, /’(x) funksiya grafigi (x(, ~ 0%, 5)J
da qavariq deyiladi (1-chizma).

.
2N L LY A
4 X, S &
RN 1
H L N
! ! ¥
i " ; >
o L 1lx. -8 -
al W0 & ft+d X 0fx,-d x 2 +8 %
1-chizma 2-chizma

_ Agar (X, —6,x,+3 ) da I' egri chiziq L urinmadan
yuqorida  joylashgan  bo‘lsa,  f ( x) funksiya  grafigi
(%, = &,x, + ) da botiq deyiladi (2-chizma).

Funksiya hosilalari yordamida uning grafigini qavarigligini,
botigligini aniqlash mumkin.

Aytaylik, f(x) funksiya (x, ~&,x, +8) da ikkinchi
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tartibli uzluksiz /"(x) hosilaga ega bo'lsin.
i-teorema. Agar x € (x,~&,x,+5) da

£7(x)<0
b0 Isa. u holda f ( ) funksiva grafigi ( te oeb i o ci) da gavarig
Iadz. agar
F "(x) >0
‘Isa, u holdu _/'(x) Jfunksiya grafigi ( ¢, —0,X, + ) da botig
- | - | -
b <4 Aytaylik, abssissasi x bo‘lgan urinma nuqtasining
yrdinatasi y bo‘lsin. Unda -
f(x)-—v<0(xe(x0—5,x0+5))
! “lganda funksiya grafigi qavariq bo*ladi;
' flx)-y20
‘\‘lganda esa funksiya grafigi botiq bo‘ladi (3-chizma).

._.-"f‘::‘

o
e

i)
)

-
B B
’ i

v

3-chizma
Teylor formulasidan foydalanib (n =2 bo‘lgan hol uchun)
xX-x,)
"»,(x)—f(xo)=f'(xo)(x—x0)+f”(c).(__2_‘°l_, (N
¢ nuqta x, va x nugtalar orasida.

. Ayni paytda, f(x) funksiya grafigiga (xo,_f'(xo))
uqtada o‘tkazilgan urinma (yuqorida aytilgan urinma) tenglamasi
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y=r(%)=1"(x)(x-x) )
bo‘ladi. (1) tenglikdan (2) tenglikni hadlab ayirib topamiz:
f(x)=y=/1"(c)

(x—x5)
Ravshanki, x = x, da ¢ —x, bo‘ladi. Ikkinchi tartibj;

2! &

hosila x, nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun
f'(e) = f"(x,)

bo‘ladi. 1

Aytaylik, f"(x)<0 bo'lsin. Bu holda (x, —&,x, +8)

da f"(c)<0 bo'lib, (3) tenglikka ko‘ra '

Vi (x) -y<0

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya grafigi (x, —&,x, +J) da

qavariq bo‘ladi. ]
Avtaylik, j'n(x) > (0 bo‘lsin. Bu holda (xo ~-38,x, +0)

da f"(c)20 bo‘lib, (3) tenglikka ko‘ra
& ( x) ~y20
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya grafigi ( Xy =0,x,+0 ) da botiq
bo‘ladi.p
19.2. Funksiya grafigining egilish nuqtasi

Agar ixtiyoriy xe(xo—é',xo) da funksiya grafigi I
urinma L dan yuqorida (pastda) joylashgan bo‘lib, ixtiyori‘
xe(xo,xo+5) da funksiya grafigi I urinma L dan pas '
(yugorida) joylashgan bo‘lsa, x, nuqta f (x) funksiya grafigining
egilish nuqtasi deyiladi. :

Boshqacha qilib aytganda, /(x) funksiya grafigi
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ixo ~8,%,) da botiq (qavariq) bolib, (x,,% +8) da qavariq
(botiq) bo‘lsa, X, nuqta I/ (r) funksiya grafigining egilish nuqtasi
‘deyiladi. '
p Funksiya hosilalari yordamida uning grafigining egilish
ni topish mumkin.

E’ Yugorida keltirilgan 1-teorema va funksiya grafigining
egilish nugtasi ta’rifidan quyidagi natija kelib chiqadi.

Natija. [ (A) funksiya grafigining egilish nugialarini

T uqtasi

ikkinchi tartibli f”(x) ni nolga aylantiradigan nugtalar orasidan
(f "(x) =0 tenglamaning yechimlari orasidan) qidirish kerak.
2-teorema. Aytaylik, [ (x) Sfunksiya (xo ~8,x,+08) da
ikkinchi tartibli f ”(x) hosilaga ega bo ‘lsin.

Agar [ "(x) hosila X, nugtadan o'tishda ishorasini
0 zgartirsa, u holda x, nuqta f (JL) funksiya grafigining egilish
wugtasi bo ‘ladi.

: 1-misol. Ushbu _

v Flx)=o" -35" 41

funksiyaning qavariq va botiglikka tekshirilsin, egilish nuqtasi
topilsin.

<« Berilgan funksiya uchun

f'(x)=3x"-6x, ~ F(x)=6x—B

Ravshanki, f"(x)=6x-6<0, x-1<0, x< 1.
Demak, berilgan funksiya grafigi (—oc,1) da qavariq bo*ladi.

Shuningdek,
f"(x)=6x-6>0, x-1>0, x>1.

Demak, berilgan funksiya grafigi (1,+00) da botiq bo‘ladi. x =1
nugta  f (x) funksiya grafigining egilish nuqtasi bo*ladi
(4-chizma).»
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‘1 - o
\,f’ P
4-chizma

19.3. Funksiya grafigining asimptotalari

Aytaylik, f(x) funksiya @€ R nugtaning -~.
(a -0, a+ 5) atrofida (5 > O) berilgan bo*lsin. '
Agar ushbu
.\'1—1}{?20 f( x) ’ .\'1—1}(;[—1-0 / (x)
limitlardan biri yoki ikkalasi cheksiz bo*lsa,
x=q
to*g'ri chiziq f (A) funksiya vertikal asimptotasi deyiladi.

Masalan, x = 0 to‘g‘ri chiziq (ordinatalar o*qi)

1
x
funksiyaning vertikal asimptotasi bo‘ladi, chunki
.1 ;
lim — =400, lim —=-c0.
Y—>+0 x x>0 x

Faraz qilaylik, ](x) funksiya (a, +00) , ( —00,,
oraliqda aniqlangan bo‘Isin. ' ,
Agar x — +0 da (x = —o0 da) f(x) funksiya ushbu

f(x)=hke+e+a(x)
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o rinishda ifodalansa, bunda K va s lar o*zgarmas sonlar va

" lim a(x)= 0 ( lim a(x)= O)
y=kx+8 (1)

wo'ri chiziq /(}.) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi

Xususan, (1) da k£ =0 bo‘lsa,
y¥=8

¢g'ri chiziq [ (A) funksiya grafigining gorizontal asimptotasi
syiladi.
y Masalan,

y=x-4
)'g‘ri chiziq
) x -3x-2
flx)ps———
( ) x+1
mksiyaning og'ma asimptotasi bo*ladi, chunki
X =3x-2 ‘
x)=———=x-4+ =x-4+alx
f ) Kl x+1 ( )

lim a(x) = lim > =0

b s o x4 1
'v-‘ladi. (bunda k =1, 6 = —4).
' 2-misol. Ushbu

nksiya grafigining asimptotalari topilsin.
<4Bu funksiya x =1 nugtadan boshga barcha nuqtalarda
liglangan va uzluksiz.

Ravshanki,
2
.X —2x . X 2%
i =400, lim =~
=10 x — =0 x — 1



bo‘ladi. Demak, x =1 to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya graﬁg':'
vertikal asimptotasi bo‘ladi.
Berilgan funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

_xz— X——lz-—]
f(x)= 2x=( ) . 1

x—1 x+1 x-1

1
Agar a(x)= - deyilsa, unda
-x

lima(x)=1im—1—=0

X-00 x—sw] —x
bo‘lib, y = x—1 to‘g'ri chiziq f(x) funksiyaning og‘ma

asimptotasi ekanini topamiz (5-chizma).

Sa il
e

st
-y
L)

2

5-chizma

Shuni aytish kerakki, y=hkx+6 to‘g'ri chiziq
funksiyaning og‘ma asimptotasi bo‘lishi uchun

k_hmf() b=lim [ f(x)-kx] ) ri

X340 X—>+00
tengliklarning o‘rinli bo lishi zarur va yetarli. r
Bundan f ( x) funksiya grafigining og‘ma asimptots

topish uchun (2) limitlarni hisoblash yetarli bo‘ladi. » '
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19.4. Funksiya grafigini yasash

Endi funksiya grafigini yasashga o‘tish mumkin.U quyidagi
xema asosida bajariladi:

) Funksiyaning aniglanish sohasini topish;

) Funksiyani juft-toglikka tekshirish:

) Funksiyani davriylikka tekshirish;

) Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini topish:
) Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishish
gtalarini topish:

 Monotonlik oraliglarini aniqlash;

Ekstremumga tekshirish;

Botiq va qavariqlikka tekshirish;

Funksiyaning asimptotalarini topish;

) Funksiya grafigini chizish.

' 2x-1

x=1)

3-misol. y = funksiyani to'liq tekshiring va
zgini chizing.

1. Funksiya x =1 nuqtadan tashqari sonlar o"qining barcha
gtalarida aniglangan.

2. f(=x)=———==f(x) B2 [f(=X)=-f(%),

, funksiya toq ham emas, juft ham emas.
3. Funksiya davriy emas.
4. x =1 nuqtada [I-tur uzilishga ega:

lim f( ¥ )= im

=110 =10 (x__l)

3 =0,

a nuqtalarda funksiya uzluksiz.

wl—a

. 5.Agar x=0 bo'lsa,uholday =~1va y=0da x=

an kelib chiqadiki, (0;—1) va (-;—, 0) nugtalar funksiya

ining koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari.
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Y g ]
6. _V'=—( - )‘y funksiya aniqlanish sohasini quyidagj
-1y ’

oraliglarga bo*lamiz: (~c0; 0), (0, 1), (I + )

(—oo; O) oraliglarda funksiya kamayadi. (0,‘;1) oraliqj

esa funksiya o*sadi. (1; + 00) oraliqda funksiya kamayadi. i

7. »'(x) hosila ishorasini x=0 nuqtani o‘tish:
manfiydan musbatga o*zgartiradi. Demak, berilgan funksiya x = (.
nuqtada minimumga erishadi va .. = y(0) = -1 boladi.

o

8. Funksiya botiq va qavarigligini tekshirish uchun ikkin i
2x + ]
. 4

(x-1)

sohasini quyidagi oraliglarga ajratamiz.

—o0; —-l—) (——;—; 1) (1; + ).

tartibli hosilani olamiz. y" =2- funksiyaning aniqlanish

= —?IJ da f”(—l) = —é < 0 funksiya qavariq,

_%§ ]j da f”(o) =2>0 funksiya botiq, (1; +°°)

< i

oraligda /"(0)=10>0 funksiya botiq. Funksiyaning ikkinchi

tartibli hosilasi x =—; dan o‘tishda o‘z ishorasini o‘zgartiradi,

Fa

] !
bundan kelib chiqadiki, f (—;]z—g nuqta egilish nuqtasi

bo*ladi. _
9. x=1 funksiyaning vertikal asimptotasi, y=0
gorizontal asimptotast, ya'ni
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2 2

fi 7 ()= i s Jim <D

N-rEL Nyt (X . 1)2 R (1 —l)“
X

Og‘ma asimptotasini topamiz:

) 1
. x) .. 2x-1 . T g
= lim IL——) = lim —— = lim ——&—= =0,
x—ito  x F—=yoo x(x__l)‘ X—>+o0 5 1 -
¢ x"‘ 1 — s
x
E . . 2x-1
b, = lim (f(x)-kx) = lim —— =0,
v 2 x—tw Y31 (X = l)"
w holda »=0. Bundan kelib chigadiki y=hkx+b og'ma
‘asimptota yo'q.
~ 10. Funksiya grafigi:
¥ T H '\
I
4 a : R
——T l“ 0 /’_; lf '
\\_./.‘.1 E
6-chizma
Mashqlar
Quyidagi funksiyalarni to‘liq tekshiring va grafigini yasang.
R 2
L ST g = X+1
l.y= ol - 2.y NE. ek 55
X S B
2 e g 4x°
3. y== 4, y= -
¥ X +2x ._.y. 34X
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20-MA’RUZA
Parametrik usulida berilgan funksiyalar
20.1. Parametrik usulda berilgan funksiya tushunchasi

Ma’lumki, X < R to‘plamdan olingan har bir x songa
biror f qoidaga ko‘ra ¥ < R to‘plamdagi bitta y son
qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda funksiya berilgan deyilib, :

yv=f (x) ',
kabi belgilanar edi. Bunda x ga y ni mos qo‘vadigan qoida:
turlicha, jumladan analitik, jadval hamda grafik usullarida bo‘lishinj
ko‘rdik.

X va y o‘zgaruvchilarning orasidagi bog‘lanish yordamechi
o‘zgaruvchi (vositachi), masalan ¢ o‘zgaruvchi orqali ham
o‘rnatilishi mumkin. ; :

Aytaylik, x ham, y ham biror ¢ o‘zgaruvchiga bog‘lig
bo*Isin: '

{x=¢(t)’ (@s1<p) (1)
y=y()
Bu (1) munosabatdagi

x=p(t) (a<t<p) )

funksiyaning qiymatlar to‘plamini X deylik. X to‘plamga tegis

bo‘lgan ixtiyoriy x, sonni olib, uni (2) munosabatdagi x ni ;:.'
o‘rniga qo‘yamiz:

X, =0(1).

Natijada ¢ ga nisbatan tenglama hosil bo‘ladi. Faraz

qilaylik, bu tenglama yagona ¢ =1, yechimga (t0 = (x, ))

2

bo‘lsin. Uni (1) munosabat
y=y(t)
dagi ¢ ning o‘rniga qo‘ysak, unda y, (yo =‘//(to)) son hosil
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X to'plamdan olingan x; songa shu y, sonni mos qo'yish
ﬂan x, va y, lar orasida bog'lanish yuzaga keladi.
3 Natijada X to‘plamdan olingan har bir x ga yuqorida
ko'rsatilgan qoidaga ko‘ra bitta y mos qo'yilib, funksiya hosil
po‘ladi:
i v=1r(x).
Bunda x va y orasidagi bog'lanishni
[x=0(1),
ly=v (1) (asi<p)

istema bajaradi (1-chizma).

3

1-chizma

Bu yerda ¢ o‘zgaruvchi parametr deyiladi.
y=f (A) funksiyani (1) sistema yordamida aniglanishi

nksiyani parametrik usulda berilishi deyiladi. Masalan, ushbu

x=t2,
y=r



20.2. Parametrik usulda berilgan funksiyalarning hosilalarii d

Faraz qilaylik, y =f'(x) funksiya [a,b] oraliqda ushbu
[x=0p(0). |
ly=w(0)(asi<p)

sistema yordamida parametrik usulda berilgan bo‘lib, q)(t), l//(t:

3)

funksiyalar [a, ,6’] da uzluksiz va (o(t) funksiya shu oraliqd
qat’iy o*suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lsin.
Teorema. Agar ¢(t) va !//(t) Junksiyalar 1 € [a,ﬂ,

nuqtada (o’(t(,) 6a Y '(to) hosilalarga ega bo ‘lib, (p'(to)#::
bo'lsa, w holda y= f(x) Sunksiya  x, € [a,b] nuqtada
(xo =qo(t0)) f'(x,) hosilaga ega va

Fi{m)=
(AO) ¢)'([0)
bo ‘tadi. .
< Ushbu ‘
f(")"f(xo) ‘
X

nisbatni qaraylik, bunda f(x) =y, f (xo) =y,. (3) sistemad
foydalanib topamiz:

S~/ (%) _y=y _¥(0)-v(a) g

X=X x=x,  o(t)-o(z)
Ravshanki,
v(t)-v(t) :
P~/ (%) oy
X=%, o(t)-0(4)
t—t, J
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]

|

i Keyingi tenglikda limitga o‘tsak (r — 1, da x —> x,) unda
: "\

f1(3) =% (i) 4)

- ¢'(1;)
‘po‘lishi kelib chiqadi. B
' Eslatma. (3) munosabat quyidagicha

1 ' il 't (10) d)’ dt
y'ox)=fx)=———= —_ =
( 0) ( 0) (ﬂ',(fo) 1 dx d—\
dr
ham yozilishi mumkin.
1-misol. Aytaylik, y =f(x) Junksiva parametrik usulda
ushbu

(x=acos't, ( rr)
e O<t<—
1y=bsm t 2

j;f‘ tema yordamida berilgan bo'lsin. y=f (,\) Sfunksiyaning
wsilasi topilsin.

€4 Bu y= f(x) funksiyaning hosilasini (4) formuladan
oydalanib topamiz:

(bsin"t)‘ ~ 3bsin’7-cost b

3 - 3 g =-__tgt >
(acos’t)‘ ~3acos” t-sint a

gt e
-y\‘_.\' -

Faraz qilaylik, y = f (A) funksiya ushbu

{x = (1),
y=y(t)(a<t<p)
stema yordamida parametrik usulda berilgan bo‘lsin.

Tegishli shartlar bajarilganda bu funksiya ikkinchi, uchinchi
2 h.k. tartibli hosilalarga ega bo‘ladi.
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(4)

(4) munosabatdagi '(x) hosilani x ning murakkab funksi
sifatida |

(bunda t =g (x) funksiya x = gp(t) funksiyaga nisbatan tes

funksiya bo‘lib, uning hosilasi
f 1

o], =5

bo‘ladi) qarab topamiz:
=) -5 5.

v e@-v' (e () 1 _ -
9" (1) o'(t)
:V’"(t)°¢'(t)-¢>:(t)-w'(t)_

(¢'(1))

Xuddi shunga o‘xshash f (x) funksiyaning uchinchi ta _:

hosilasi hisoblanadi. Bu hosila uchun

fr(x)= 9” (1) w"(6)=9'(t)-w'(1)-9"(t)-39'(1)-9"(1) w" () + 30" (¢) (¢

[p()]
bo‘ladi. |
2-misol. Aytaylik, y= f (x) Sunksiya parametrik us ild
ushbu
{,\ o(t)=t— 2\/— R
=y =ts24E |
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wqema yordamida berilgan bo'lsin. Bu funksiyaning anigqlanish
asi hamda f'(,\‘), f"(x) hosilalari topilsin.

" 4 Avwvalo berilgan funksiyaning aniglanish sohasini
ypaniz.
i _ Ma’lumki, y=f (A) funksiyaning aniglanish sohasi
- ¢(t) = fs 2\/t— (l <t<+w)  funksiyaning  qgiymatlari

+olami bo*ladi. /7 =u deb topamiz:
w -2u-x=0.

U, =1tl+x.

Demak, 1+x >0, ya’ni x>-1 bo‘lib, undan y = f(x)

Ravshanki,

siyaning aniglanish sohasi (~1,+oo) bo‘lishi kelib chiqadi.
f(x) funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini

laymiz:

L] I 2 )

d( 2 ]dt dt\ -1 1

= 1+ — = - >
di\ Ji-1) dx dx (Vi)

dt

=
_~~~
=
—
i

20.3. Parametrik usulda berilgan funksiyala'niing
ekstremumlari

Ma’lumki, y = f (\’) funksiya X < R to‘plamda berilgan

lib, y x, € X nuqtada birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga
bo‘lsa, funksiya ekstremumi quyidagicha topilar edi:
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1) f(x) funksiyaning hosilasi f( x)  hisoblanj
b d '(x) =0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning vechin
X, bo‘lsin: f7(x,)=0,

2/ (x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi Vi "( /
hosilasi hisoblanadi.

Agar f"(xo) >0 bo‘lsa, f(A) funksiya x; nuq ,'
minimumga, f "(xo) < 0 bo‘lsa, maksimumga erishadi. 3

Xuddi shu yo‘l bilan parametrik usulda beril
funksiyaning ekstremumi topiladi. . ]

Aytaylik, y = f (x) funksiya ushbu ‘
{xz(o(t)’(aﬂsm (3) |
y=y()

sistema yordamida parametrik usulda berilgan bo‘lsin. Bunda (o(‘f
va y(t) funksiyalar [, ] da birinchi va ikkinchi tartib

hosilalarga ega bo‘lib, ¢ '( t) #0.

Ma’lumki,
) v'(t /"t"t—"t"'l ]
'f'(X)=V '( ), _f"(X)=‘/ ( ) ¢( ) ¢3( ) ( )(6)

¢'(1) (2'(2)) |
Funksiyaga ekstremum qiymat beradigan nuqtalarni

w'(t)=
tenglama ildizlari orasidan izlanishi kerak.
Faraz qilaylik, =1,

w'(t,)=0. Unda (6) ga ko‘ra
fn( el (t )
[o'(a)]

§

bu tenglamaning yechimi bo‘lsin:

bo‘ladi.
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Agar " (1) <0 bo'lsa, f(x) funksiya x=ux,= o(t,)
tada maksimumga, agar " (t)>0 bo'lsa, f (x) funksiya
b= X, = (p(lo) nuqtada minimumga ega bo‘ladi.

3-misol. Ushbu
x=p@)=1 -5 -20t+7,
ply=r =3t~ (-2<1<2)
y=w(t)=4r -3t 18t +3
arametrik usulda berilgan funksiya ekstremumga tekshirilsin.
<«{Berilgan (p(t) va Y (1) funksiyalarning hosilalarini

soblaymiz:
' ¢'(t)="5¢t" —15t* =20,

y'(t) =121 -6t -18,
y"(1)=241-6.

Endi
y'(1)=0, ya'ni 127 -6t -18=0

englamani yechib, topamiz:

L=-1, t,=

oW

Agar
w"(-1)<0, W”(%j >0

bo*lishini ¢’tiborga olsak, y = f (A) funksiya
t,=—1(ya’ni x= 31) da maksimumga,
1031

) da minimumga

253



Mashgqlar

1.Ushbu chizigning
J'x =3cost
[ y =2sint
parametrik tenglamasidan ¢ parametr yo*qotilib, uning Dekap
koordinatalar sistemasidagi tenglamasi topilsin va grafigi chizilsin, |
Ko‘rsatma: Avval birinchi tenglamani 3 ga, lkkmc
tenglamani 2 ga bo'lib, so‘ngra ¢ parametrni yo ‘goting.
2. Quyidagi chiziglarning parametrik tenglamasidan |

parametr yo‘qotilib, uning Dekart koordinatalar sistemasidagy
tenglamasi topilsin va grafigi chizilsin. ‘

a) x=t=1, p=t*-2+2,
b) x=(r+1)", y=(r-1).
3. Parametrik ko'rinishda berilgan y = y(x) funksiya uchu

y, topilsin.
. s
a)x=sin’t, y=cos’t, O<t<>.

b)x=e™, y=£, ~w<i<i0,

254



21-MA’RUZA

Aniqmas integral. Integralning sodda xossalari va
integrallash usullari ;

14-ma’ruzada matematikada muhim bo‘lgan differensial-
'~ lash amali, berilgan funksiyaga ko‘ra uning hosilasini topish bayon
~ etildi. Bu amal orqali ko*pgina masalalar, jumladan moddiy nuqta
" harakat qonuniga ko‘ra uning tezligini topish, egri chiziqqa urinma
o‘tkazish kabi masalalar hal etildi.
¢ Aksincha, funksiyaning hosilasi ma’lum bo‘lganda funk-
~ siyaning o°zini topish (tezlikka ko‘ra harakat qonunini topish,
urinmaga ko‘ra egri chiziqni topish va h.k) masalalari ko‘p
~ uchraydi. Bunday masalalar yuqorida keltirilgan masalalarga teskari
~ bo‘lib, ular funksiyaning integrali tushunchasiga olib keladi. (Bayon
' etiladigan integrallash amali differensiallashga teskari bo‘lgan amal
- bo‘ladi).
21.1. Boshlang‘ich funksiya va aniqmas -

integral tushunchalari

| Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo'lsin. Agar
shu intervalda aniglangan F(x) funksiya uchun

| F'(x)= f(x) (1)

bo‘lsa, F(x) funksiya (a b) da f(x) funkswanmg boshlang*ich

funksiyasi deyiladi. :
1 Masalan, f(x)=x" funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

(x)=% bo‘ladi, chunki F'(x)=(-3—]) =x’ =f(x).

;shuningdek, F (x)zcosx funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

F(A) =sinx bo'ladi, chunki F’(x)=(sin x)’ =eosx= (%)
(1) munosabatga ko‘ra
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(F(x)+(')’ =F'(x)+0=F'(x)=f(x) (@
bo*ladi, bunda c -ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Shunday qilib,
F{x)+e

funksiyalar ham f'(x) ning boshlang‘ich funksiyalari bo‘ladi.

Demak, f(x) boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lsa
cheksiz ko*p boshlang'ich funksiyalarga ega bo‘lar ekan. ‘

Ayni paytda, f(x) funksiya ixtiyoriy ikkita F(x)
@(x) boshlang‘ich funksiyalarga ega, ya’ni

F(x)=f(x), ¢#(x)=s(x)

> ¥

bo‘lsa,
#(x)=F(x)+c (c=const)
bo‘ladi. Hagiqatan ham,
[#(x)=F ()] = (x)-F(x)= £ (x)- £ (x) =0

bo‘lib, Lagranj teoremasining natijasiga ko‘ra (qaralsin, 17ﬁ
ma’ruza)

¢(x)-F(x)=c (c=const)

bo*ladi va undan

bo‘lishi kelib chiqadi.

Natijada quyidagi xulosaga kelamiz:

Agar f(x) funksiya (a,b) da boshlangich funksiya
F(x) ga ega bo‘lsa, u holda

1) f(x) funksiya cheksiz ko‘p boshlang‘ich funksiyalarga

ega,
2) barcha boshlang‘ich funksiyalarning umumiy ifodasi
F(x)+c (¢ =const) (3)

bo‘ladi, ya'ni ixtiyoriy boshlang‘ich funksiya shu 1fodadan
(o*zgarmas ¢ ga qiymat berish natijasida) kelib chiqadi.
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Ta’rif. (3) ifoda [(X) funksivaning anigmas integrali

yiladi va
1 j/' x )dx
belgtlanadz bunda f(x) integral ostidagi funksiya, f(x)dx

al ostidagi ifoda, j— integral belgisi.
Deimak,
J.f Jdx = F(x)+c (c=const) (4)
1-misol. Ushbu
fode
gral iopzlsm ‘
4 Ta'rifga ko‘ra, bu integral shunday funksiyaki, uning
silasi 5x" ga teng. Ravshanki,

5 vl
F(x)-—-gx +¢ (c=const)
nk siya uchun

r 5 6 1 5 5 5
F(x)=(—6-x +¢) =—é-6x +0=>5x
‘ladi. Demak,

¢4

Istdx =%x6 +c.b

Eslatma. Agar [(x) funksiya (a b) da uzluksiz bo'lsa,

,‘ng anigmas integrali mavjud bo‘ladi. (Bu tasdlq keyinroq
botlanadi).

1 Ko‘pincha funksiyaning anigmas integrali qaralganda uni
anday oraligda bo‘lishi ko‘rsatilmaydi. Bunda funksiyaning

niglanish sohasida qaralayapti, deb hisoblanadi.
21.2. Anigmas integralning sodda xossalari

M Anigmas integral ta’rifidan uning quyidagi sodda xossalari
elib chigadi:
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1) Ushbu J‘f(x)dx aniqmas integralning hosilas1 f(x)
teng bo‘ladi.

() = 7(x)

2) Funksiya differensialining aniqmas integrali sk
funksiyaga teng bo‘ladi (o‘zgarmas son anigligida)

J.dF(x) =F(x)+c (c=const)
Xususan,
J.dx =x+c (c=const)
bo‘ladi.

3) O‘zgarmas sonni integral belgisi tashqarisiga chiqarish
mumkKin.

jkf(x)dx kff(x)dx (k = const, k #0) (5)

4) Ikki funk31ya yig‘indisining integrali bu funk51yal
integrallarining yig*indisiga teng: "

[(r(x)+g(x)x= [£(x)x+ [g(x)ax ()

Eslatma. Yuqoridagi (5), (6) tengliklarni o'ng va chap
tomonidagi ifodalar orasidagi ayirma o'zgarmas songa barobarligi
ma 'nosidagi (o ‘zgarmas son aniqligida) tengliklar deb qaraladi.

Ma’lumki, berilgan funksiyaning hosilasini topish uni
differensiallash deyiladi. Berilgan funksiyaning anigmas integralin
topish esa uni integrallash deyiladi.

Yugqorida keltirilgan ma’lumotlardan funksiyani differen-
siallash va integrallash amallari o‘zaro teskari amallar ekan
payqash qiyin emas. 3

Ma’lumki,

j‘f(x)dx= F{x)+8, yool - Fix)= f}(x)

bo‘lsa, unda

(F(x)+e) =F'(x)=f(x)

bo-ladi va aksincha bo‘ladi.
Funksiya hosilalari jadvali hamda aniqmas integral
ta’rifidan foydalanib, ba’zi funksiyalar anigmas integrallarinis
jadvalini keltiramiz.
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jl dx = jdx = X+ ¢, chunki (x + c')’ =1.

i+l

n+l
+e (ni—l),chunki ( ! +c) = g,

E n ix:
-’ch n+l \(n+1

i 'dx = j"_b_‘_ =1ln M + ¢, chunki
X

!'i)»‘da Iﬁl’{:lnxntc va (Inx+c¢) = x
%

<0 da jg%:ln(—x)ﬁ-c va (_ln(—x)+c)’ =x.

¥ X X
ke . a | a .
fa' -dx=—+c,chunki | —+c | =a".
: ] Ina

1

sin” x

: . ' 1

3 — =tgx + ¢, chunki (tgx + c) = e
COS™ X COS™ %

g 1
= = arcsin x + ¢ ,chunki (arcsm X +c) = -
. ] ="

. 1 1
~ = —arccos X + ¢ ,chunki (—arCCOSx+c‘) =
1-x° l=-x
' 1

= arctgx + ¢, chunki (arcigx +¢) = Wk
+ X

i

2

5

4y
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!
= —arccigx + ¢ , chunki (—arcctex+c¢) = ——-.
3 & &
1+ x° I+x

14) |shxdx = chx+c, chunki (chx + c)' = shx .

15) |\chxdx = shx + ¢, chunki (shx - c)' =chx.

Yugqorida keltirilgan integrallar jadvali hamda integralni
sodda xossalaridan foydalanib, anigmas integrallarni hisoblash
doir misollar garaymiz. |

2-misol. [(3x" ~2x+7)dv = [3°dx~ [2xdx + [7dx =

e

2

3
=3 xzdx—2.|‘)czbc+7'fdx=3-3;——2-x?+7x+c=x3 -x* + x4

3-misol. i
e 1 1 1 1 ; B
I e dx:J‘(F“P‘+;;)dX=J'x 1dx—_[x dx+
2 3
Ix'de ZLX_Z ——l—x_' +—-Lx~4 +c =—LA:XI+C {
2 -1 -4 4x i
4-misol. 1

j(5\/§—3€/§-%)¢x = 5jx5dx~3jx§dx—zjx’%dx = ‘1
b 2 3

1 1, 1 %u 1 LT

- 2 o i o
—5] x 33 x 2 ] X2 4
—] ~41 ot ]
2 5
=—139 x° —15—3/;?—4\/;“:
5-misol. |
5.0 > ‘
Itgzxdx= Ismzxdxz Il—(mf_*dxz I( ——l)dx =
Ccos™ x COS™ X COS™ x ]

- jcoslzxdx‘ Iclx=tgx—x+c.
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21.3. Integrailash usullari
1".0*zgaruvchini almashtirib integrallash usuli
_ Aytaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlang’ich
ksiyasi bo'lsin: F'(x) = (%)
Ravshanki.
jf(x)dsz(x)a-c (7
ho'ladi. Keyingi integralda '
1 x=p(1)
eylik, bunda (p(t) uzluksiz (p'(l) hosilaga ega bo‘lgan funksiya.
Ma’lumki, F(e(t )) murakkab funksiya hosilaga ega

i
| (Flo())) =F'(0(1)-¢ (1

o‘ladi. Modomiki, F (%)= /(x) ekan, unda

(F(o(1)) =/(2(1)-¢'(1)
o‘lib, keyingi tenglikdan
| [£(o()-¢()di=F(p())+c @
0lishi kelib chiqadi.
' (7 ) va (8) munosabatlardan topamiz:
[r(x)ax=[£(o()-¢'(1)dr.
: Bu formula integrallarda o‘zgaruvchini " almashtirish
rmulasi deyiladi.
6-misol. Ushbu
ISinJ; »

Jx
tegral hisoblansin. :
1 <4Bu integralda x=1 almashtirish bajaramiz. Unda
= 2tdt bo'lib,
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r,m \/— Ismt

t i

2dt =

= -2 jsm tdt = ~2cost+c=-2cosx +¢
bo*ladi. B ~ e
Ba’zi hollarda x=¢(¢) almashtirish o'rniga ¢ = v (x)

almashtirish qulay bo‘ladi.
7-misol. Ushbu

I 72x+] 5
X +x+1

integral hisoblansin.
<«Bu integralda ¢ = x* + x +1 deymiz. Unda

dt=d(x2+x+1)=(xl+x+1),¢ix=(2x+1)dx 1
bo*lib,
j(_ZLI)d_x_ ﬁi—t-— ln|t|+c=ln|x2 +x+l'+c
X +x+1 t
bo‘ladi. B

Ko'p hollarda o‘zgaruvchi almashtirish ifodasini yoz'
zaruriyati bo‘Imaydi. Ushbu e

Dd(x+a)=dx, (a= const)
I
2) d(ax)=adx, ya’ni dx = —d(ax) (a = const,a #0)
a
tengliklarni e’tiborga olish va uni tatbiq etish yetarli bo*ladi.

8-misol. Ushbu |
J'\l x+ ldx ¥«

integral hisoblansin. 1

“Ravshanki, d(x+1)=dx. Unda

I\/x+ldx=_[x+l)2d(t 1)~££l)—-—-+c=§(x+l)\/;;—l-$j
' —+1
2

262




bo‘ladi. B
9-misol. Ushbu

jezxdx

\integral hisoblansin. -

2
2x 2N 1 _ ___1 2x g . 2x
| je dx-= je -Ed(l\)~5je d(2x)=—e€"+c
bo‘ladi. B
10-misol. Ushbu
J- dx
4x+7

integral hisoblansin.
«Bu integral quyidagicha hisoblanadi:
X d(4x d(4x+7
." de _1 __(__ﬂ_—__l. j_.(_’\___) =lln|4x+7l+c.b
4x+7 474x+7 47 4x+7 4
2. Bo‘laklab integrallash usuli

Aytaylik, u= u(x) va V= v(x) funksiyalar uzluksiz

-

(JL) va v'(x) hosilalarga ega bo*lsin. ‘
Ma’lumki,

d(u-v) = vdu + udv
bo*ladi.
Keyingi tenglikni integrallab

J.d (uv) = jvdu + ludv

Ja(urv) =y
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
uy = Ivdu+ J.udv.

Natijada
Iudv =uv— |vdu 9)
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formulaga kelamiz. (9) formula bo‘laklab integrallash fo .-f
deyiladi. U |udv  integralni hisoblashni Ivdu integy
hisoblashga olib keladi.

Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanish
berilgan integral ostidagi ifodani u(x) va dv lar ko'pa tn
ko‘rinishida shunday yozib olinishi lozimki, bunda dv .,‘
v(x)du lar oson hisoblanadigan bo*lsin.

11-misol. Ushbu

I xe“dx
integral hisoblansin.
<4Bu integralda

xX=u,

e'dx =dv
deymiz. U holda

du = dx,
- _[ e'dx=e"

bo‘lib, (9 ) formulaga ko‘ra
Ixe"'cix =xe* — |e“dx

bo‘ladi. (bu holda Ixe"dx integralni hisoblash jadvalda keltiril
.[ e'dx integralga keldi). Ravshanki, I e‘dx=e" +c. Demak, o

Ixe"dx =xe'-e"+c= e"(x—1)+c »
12-misol. Ushbu

Ix COs xdx
integral hisoblansin.
<4Bu integralda
xX=u,
cos xdx = dv

deymiz. U holda
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du = dx,

Vo= jcos xdx =sin x
»lib, (9) formulaga ko'ra
Ixcosxdx = xsinx— jsin xdx = xsinx+cosx+c¢

o*ladi. B

- 13-misol. Ushbu

1= j——di—— (n-1,2,3,..)
(x2 + az)

.egral hisoblansin.
QAvvalo 7 =1 bo‘lgan holni qaraymiz. Bu holda

1"
B dx dx _1 ;ah B
U vl o) il aeiy
4 14— l+(—-)
a a

1 d(i) 1
=— j————q—; = —arctgi-l-c
a x )\ a a
a

dx

Endi J, = j ~ da
(x: +a2)
u= L ey
(xz +a2)
dv=dx
ylik. U holda
\,
du = l — | dx=— e e
(x2+a2) | (x2+a2)
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bo‘lib, (9) formulaga ko‘ra

X X~

‘]n = PR +2n_“ s nmjx
(x2+ ) (x“+a2)
bo‘ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi integralni quyi
yozib olamiz: ‘

2

J' xZ’)md _J.x +a) a—dx—

(x2+a‘ (x +a’ )”+l
x* +a? a’
—dlx — dx =
".(ch-t»az)”"l ) J‘(x2+az)"+l :
1
Natqada
4 2(—2—%”74-2”.‘]" - 2na* s
x“+a’
bo‘lib, undan
i a . (10)
" 2na’ (x2+a2)" 2na® "
bo‘lishi kelib chiqadi.

Yuqorida ko‘rdikki,

J, =-]—arctg£+c
a a
(10) formulada n =1 deb

L S R

(x2+az)2 2a2-(x2+a2)

1 x
= f—arelg —+¢

a a
bo‘lishini topamiz.
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Shu tariqa (10) formula yordamida n = 2.,3,4,... bo‘lgan
llarda mos integrallar hisoblanadi.p '
' Odatda, (10) formula rekurent formula deyiladi.

Ba’zi hollarda, u va dv lar uchun ulamning ifodalarini
b o‘tirmasdan (9) fomuladan foydalanib integrallarni hisoblash
in. ‘
14-misol. Ushbu

Ix arctgx - dx

egral hisoblansin.
«Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

jx arctgx - dx =—;— j.arctgx-d(xz +1) =

=%[(x2 + l)-arctgx— j(xz +1)d(ar<:rzgx)] =

1 1 1
=’\2+ arctgx—gj(xz+1)-——dl+x2 x=’

. et X4+e
= arctex —— J
;TS

Mashgqlar

Quyidagi anigmas integrallar hisoblansin.
1. I(4 —3x)e Mdx

2. j.ar ctgN4x —1dx

3. [(4-16x)sin 4xdx
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22-MA’RUZA
Ratsional funksiyalarni integrallash

Biz 10-ma’ruzada butun va Kasr ratsional funksiyalar, §
ma’ruzada yuqori darajali ratsional tenglamalar va ularning ildizla
hagida ma’lumotlar keltirgan edik. Endi ulardan foydalanit
ratsional funksiyalarni integrallashni qaraymiz.

22.1. Ko‘phad va uning ildizlari

Biror
P(x)=a0+a,)€+a2x2+...+a"xu 1)

ko'phad (butun ratsional funksiya) berilgan bo‘lsin, bung
dg,dy,....;u, -0'zgarmas sonlar, «, #0, ne N esa ko‘phadnin
darajasi.
Ma’lumki, & son uchun
P(a)=0

bo‘lsa, @ son P(x) ko'phadning ildizi deyiladi. Agar P(x

—_—

ko*phad (x—a)k ga (keN) qoldigsiz bo'linsa, @ son P(x

o

ko*phadning & karrali ildizi bo*ladi. ‘

Agar h=a+if kompleks son P(x) ko‘phadning ild
bo‘lsa, u holda Zza—iﬂ kompleks son ham bu ko‘pha
ildizi bo*ladi. Demak, P (\) ko‘phadning ifodasida quyidagi

(x-h)(x—l—z) =[x—(a+iﬁ)]-|:x—(a—i,8):]=
=x'-2ax+a’ +f* =x*+ px+gq

(p=—2a, q=a’+p%)

kvadrat uchhad ko‘paytuvchi sifatida qatnashadi.
Faraz qilaylik,

P(x)=a,+ax+a,x" +-+ax"
ko*phad uchun
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a, son m, karrali,
a, son m, karrali,

«, son m, karrali,

iy ildizlari bo‘lib,
# h, kompleks son ¢, karrali,
h, kompleks son /£, karrali,

‘ h, kompleks son ¢ karrali,
lari bo‘lsin. U holda P (x) ko'phad quyidagi
) =(x-a)" (x=a)" ...(x~a § e

O 8

,xz +px+q, )" .(x2 g p2x+qz) ...(x2 + p3x+qs)
“’ishda ifodalanadi, bunda
m o+, +em + 28+ et ) =0,

(2)

X +pox+q =0 (i=12,..,5)
lamalar haqiqiy ildizga ega emas. ‘
P (x) ko‘phadni  (2) ko‘rinishda ifodalash  uni
aytuvchilarga ajratish ham deyiladi.
~ Endi ko‘phadlarni ko‘paytuvchilarga ajratishga misollar
b 1) X -8=x"-2"=(x-2)(x’ +2x+4),
L 2) o 1= (2 =1) () = (x =) (x+ 1) (5 1),
P 3) x* +l=x + 207 +1-207 = (P 41 - (V20) =
= (0 V20 D) —V2x 4,
L4 207 +2x+H =X XX +2x 4] =

{ =X (x+D)+(x+1) =(x+D(x* +x+1).
- Ushbu
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A
x—a
2) & -, n=2,3,4,..
(x—a
Bx+C

3) =———, B,C-hamda p va ¢ 0‘z»
X +px+q ;

1)

, A va a o‘zgarmas sonlar ,

sonlar, x> + px +q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega emas,
Bx+C |

()c2 +px+q)m ’

ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi.

Masalan, quyidagi funksiyalar
2 6 2x+1 - 3x+2

x+1’ (x—2)4’ FHx+l 241 (X2+4x+4)3h,

sodda kasrlar bo‘ladi.

2
4) m=2,3,4,.. [—-Z——q<0]

22.2. To‘g ri kasrlarni soedda kasrlar yig‘indisi orqali ifoda
(to‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlarga yoyish)
Ma’lumki, ushbu
P(x) a,+ax+ax’+--+ax"
0(x) —b0+b|x+b2x2+-~-+bmx’" :
kasr ratsional funksiya n<m bo‘lganda (suratidagi ko‘pha

darajasi maxrajdagi ko‘phadning darajasidan kichik bo‘lga
to*g‘ri kasr deyiladi.

aylik, 0°g‘ri kasrning maxraji x) ko
0(x) :
quyidagicha
Q(X)=(x—-a)k(x2+px+q)s 3)

ko‘paytuvchilarga ajralgan bo‘lsin, bunda ke N, se
X+ px+q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega emas. -:
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ni sodda kasrlar yig'indisi orqali 1fodalanishi

to'g'ri kasr '
hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

P()u

O(x)

L P(x) g taxtax +o-+ax" 4 A,
X N _ k o3 : s X— s 2

Q(‘) (x—a) (.x + px +q) a (.,\ a) @)
1 4, Bx+(; Bx+C, Bx €,

4ot s + = gl o 7‘ -
_. (x—a) X +px+g <X'+px+q) (;\"" +px+q)
“bo ladi, bunda A.A,,... 4, B G Bl ang B,,C, - o'zgar-
‘mas haqiqiy sonlar. (4) yoyilmadagi o'zgarmas sonlar quyidagicha
topiladi.
(4) tenghkmng o'ng tomonidagi sodda kasrlar yig'indisi
‘umumiy maxrajga keltiriladi.
Natijada

uchun

Teorema. To'g ri kasr

x
, o(x) 0(x)
tenglik hosil bo*lib, undan barcha x lar uchun o‘rinli bo*lgan
.' P(x)=R(x)
tenglik kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir
xil darajalari oldida turgan koeffitsiyentlarni tenglashtirib,
noma’lum sonlarni topish uchun tenglamalar sistemasi - hosil
gilinadi. Sistemani yechib noma’lum sonlar topiladi.
Eslatma. Yugorida
()
| 0(x)
to'g'ri kasrda maxraj (4) ko'rinishda ko ‘pavtuvchilarga ajralgan
hol uchun t0°g'ri kasrni sodda kasrlarga ajralishini ko ‘rdik.
To‘g‘ri kasr maxraji (x) ko‘phad boshga ko‘rinishda

-'o‘paytuvchilarga ajralganda ham kasr sodda kasrlar yig‘indisi
sifatida ifodalanadi.
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Masalan,

i

S—
=

S’

to*g'ri kasr maxraji
O(x)=(x-a)(x-a,)-....(x-a,)

bo‘lsa, '

bo‘ladi;
Q(x):(xz +pl'x+ql)('x2 ‘*]72264'6]2)'...-()(2 +pkx+qk). |
bo‘lsa, !

P(x)  Bx+C, L Bx+C L Ba+G

1

%

Q(x)—x2+p|x-4-ql x2+p2x+qz x2+pkx+qk
bo‘ladi. %
To‘g‘ri kasrlarning sodda kasrlar yig‘indisi orqali ifodalash
jarayonini misollarda ko‘rsatamiz. )

1-misol. Ushbu
3x* +8
x +4x* +4x
to ‘g 'ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
«1) kasrning maxrajida turgan x’ +4x” +4x ko phadm
ko* paytuvchllarga ajratamiz: 6
x* +4x* +4x=x(x2+4x+4)=x(x+2) 4
2) berilgan to‘g‘ri kasrni noma’lum koeffitsiyentlar orqali
yuqorida ko‘rsatilgandek sodda kasrlar yig‘indisi orqali yozamiz:
3x°+8 A4 B C |

=t : (5)
x(x+2) x x+2 (x+2)

3) bu tenglikning ikki tomonini x(x+2)" ga ko*paytirib,
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uni maxrajdan qutqartiramiz:



3x? +8= A(x+2)" + Bx(x+2)+Cx.

Keyingi tenglikdan

33’ +8=(A+B)X +(44+2B+C)x+44
po*lishi kelib chigadi.
’ 4) bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil
darajalari oldida turgan koeffitsiyentlarni tenglashtirib, ushbu
‘ [A+B=3

44+2B+C=0
14A =8

sistemani hosil gilamiz.
5) tenglamalar sistemasini yechib,
. A=2, B=1,C=-10
bo*lishini topamiz va ularni (5) tenglikdagi 4,B,C larning o‘rniga
\qo‘yish natijasida berilgan to'g'ri kasrni sodda kasrlar yig‘indisi
orqali quyidagicha |

3¢+8  _ 3’+8 2 1 10
X +4x’ +4x x(x+2) X x+2 (x+2)
_ifodalanishini topamiz. P
2-misol. Ushbu

2x+3
- X +2x7 +2x+1
t0'g'ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
41) x+2x +2x+l= +x2+ X7 +2x+1=
=X (x+ D) +(x+1) = (x+ D +x+1).
2x+3 A Bx+C

2 . = ki R

(x+1)(x‘+x+l) x+1 x*+x+1
3) 2x+3:A(x2+x+l)+(Bx+C)(x'+l),ya’ni
2x+3=(A4+B)x’ +(A+B+C)x+A4+C
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I A+ B=0,

A+ B+L'=2
! A+C =3,
A=k B=-], C=3
2x+3 2x+3
,\"‘+2x?+2x+1 A+1 ( )
>
l —x+7
= +
x+1 x*+x+1

3-misol. Ushbu
x' -3

x* +10x% + 25
to g ‘ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.

<) X 105 +25= (x4 5,

x =3 _By+E " Bx+C,
(x2 +5)2 x*+5 (x2 +5)2
3) X -3=(Bx+C)-(» +5)+B,x+C,,

2)

2

B =1,
a) € =10
5B, +B, =0,
3¢, +C, =3
5) B =1, ( =0, B,=-5 C,=-3
. | L3 % —3 % Sx+3

x'+10x* +25 —(xz _,_5)2 PS5 -(xz .,_5)2 '
22.3. Sodda Kasrlarni integrallash
Sodda kasrlaming integrallari quyidagicha hisoblanadi:

1) %d,\ A (x_a)-zA-lnlx-al+C.

x-a
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dx =4 i
(x—a)" (x—a)"
. —n+l
= A(L—a—)—— +C=4 : e
—n+1 (1-n)(x—a)"

(n=2.34,..)
Bx+C

3) —— sodda kasrning integrali
X'+ px+q

2) ~Aj(x a)"d(x—a)=

Bx+C |
=it
‘ X"+ px+gq
isoblash uchun kasr maxrajidagi kvadrat uchhadni quyidagicha
ib olamiz:

g B B
X +pr+g=x —_— Xt —tg——=
PRTE=E oy P Ty
2 2 2
(ﬁ) s ﬁ]
2 4 2
2 e
2 P
a’=qg—-—.
q )
Natijada )
I )Bx+C ; =I Bx+C
X'+ px+q

l| e
(x+5)

ladi. Keyingi integral quyidagicha hisoblanadi:

ey = x+£=t, x=t——12)—, dxza’t]=



a a
X =
=—ln(x +px+q)+2C_B arctg 2w +C
_P el
\/ 4 72
Demak,
Bx+C B 2
I - x=—ln(x +px+q)+
X +px+gq 2 -
+'7C Bp — 2x+p L C
Jag-p’ \/4q P’

bunda C”- ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Masalan, ushbu
J- xdx
x> —x+1
integral (6) formulaga ko‘ra (bu holda B =1 , C=0, p
g =1) quyidagicha bo‘ladi:

f-)—cidx—=—1—ln(x2—x+l)+-]—arctg2x_1+C".
2 -x+1 2 \/3_ 3
4) Ushbu

J‘ﬂ—dx (m=2,3,4,...)

(A +px+q)

to*g‘ri kasrning integrali quyidagicha hisoblanadi:
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Bx +-_(_,’

(x‘+px+q) x+§=t, xzt——ll, dx =dt

! _Bp o |
IM,J ) fo o)y o
( 2 z) 2 2 2 ( ¥t

t'+a (12+a‘)

o (o m)p
g2 1-m (r +a’) 2 )¢ +d’)

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral avvalgi paragrafda
keltirilgan rekurent formula yordamida hisoblanadi.

22.4. Ratsional funksiyalarni integrallash

Aytaylik, f ( ) funksiya ratsional funksiya bo‘lsin.

PLE
ro=pk

0(x)
P(x) . o . -

noto‘g'ri kasr (suratidagi ko‘phadning darajasi
0(x)
maxrajidagi ko‘phadning darajasidan katta bo‘lsa, unda suratini
maxrajiga bo‘lib, uning butun qismini ajratib, butun ratsional
unksiya (ko‘phad) ham to‘g‘ri kasr yig'indisi ko‘rinishida
quyidagicha

Agar

P(x) o, B
ot "o

ifodalab olinadi. Integrallash qoidasidan foydalanib topamiz:

If x)dx = ———ldx= IR(x)dx+ J.P'—(de

()

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi IR dx integral butun
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ratsional funksiya (ko‘phad) ning integrali bo‘lib, u ,5
hisoblanadi.

P(x )
Tenglikdagi I '( )d.\‘ integral esa to'g'ri kasmy

O(x)

P
integrali. Uni hisoblash uchun avvalo —

kasrni .

ko‘rsatilgan usul bilan sodda kasrlar yig‘indisi orqali ifoda]
olinadi. So‘ng integrallash qoidalari va sodda kasrlarnj
integrallaridan foydalanib to‘g*ri kasrning integrali topiladi.

d-misol. Ushbu A
J-2x5 +6x° +1 N
——————X
x 357
integral hisoblansin. !

<4Ravshanki, integral ostidagi funksiya ratsional f
bo‘lib, u noto‘g'ri kasrdir. Bu kasrning suratini maxrajiga bo'l;
uning butun qismini ajratamiz:

Demak,
2% +6x" 1 N 1
TRl PR ——
X +3x X+ 3x°
bo‘lib,
5 3 4
X +3x ] X +3x
1 x° 1
2xdx+ | ———dx =2 - — 4 |——dx
J. x* +3x? 2 J-x"+3x2

bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral to‘gri kas .;
integrali. Uni hisoblash uchun integral ostidagi to‘g‘ri kasr .
1 _
xt+3x°
ni sodda kasrlarga yoyamiz:
D) x*+3x%=x° (x2 +3),
1 A B Cx+D
=t

mm ¥y ¥ 2F+3°
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3) 1= Ax(x* +3)+ B(x* +3)+x*(Cx + D),
1=(A+C)x" +(B+D)x" +34x +3B,

4) A+C =0,
B+D=0,
314:0,
3=
1 1
A:-_O, B_—'-"" (,“—"0’ D:—-—,
: 3 3
S | |

% (x2 +3) " 3():? +3).
1 Endi keyingi tenglikdan foydalanib to'g‘ri  kasming
integralini topamiz:

Lo ) e U
' jx“+3x2d“\"[[3x2 3(x2+3)}1" 3Ix S e

B 1 1 x
A A T e = —=arctg —=+cC.
B 3\/— J— ) 3J’ £5
Shunday qilib beriigan integral uchun e
j-2x5 +6x +1 e 1 1 et
‘ x*+3x° 3x 33 &h J—
1‘bo‘ladi.b
Mashgqlar
Anigmas integrallar hisoblansin.
3
" +1
}LiLh 2.P{+ dx
X =X x =1
3 3
x =1 2x +5
[ UFY 4 [0
x —4x+3 X -%—2
j x + 2}52 +3
(x 1)(x-2)(x-3)



23-MA’RUZA

Ba’zi irratsional funksiyalarni hamda
trigonometrik funksiyalarni integrallash

23.1. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

Biz 22-ma’ruzada ratsional funksiyalarning integralini .'
doim hisoblash mumkinligini ko‘rdik. Irratsional funksxyala : f
integrallarini  hisoblashda va21yat boshqacha, ya’ni irratsiong
funksiyalarning integrallari har doim ham hisoblanavermaydi, '
Integral ostidagi funksiyada o‘zgaruvchi x, ax+ b,

ax’ +bx+c lar turli kasr darajalarda qatnashgan ayrim hollard;

integrallarning hisoblanishini misollarda bayon etamiz. Shuni aytis}

kerakki, bunday hollarda integrallar o‘zgaruvchilarini almashti ish

yordamida ratsional funksiyalarga keltirilib, hisoblanadi.
1-misol. Ushbu

integral hisoblansin.

4Bu integralda x=¢" almashtirish bajaramiz. Unda
. dx = 2tdt bo‘lib, ;

Jx

= |—-2dt =2 —dt
j ]+\/; 1+1¢

bo‘ladi. Natijada irratsional funksiyani 1ntegrallash ratsional

funksiyani integrallashga keldi.

Ravshanki,
7 1
—_— =+ —
t+1 t+1
bo‘ladi. Unda
1 2
——dt = [(t-1+—1 =——t+In(t+1)+c
t+



porlib.
J=2[%-I+ln(l+l)]+c=12 —2t+2In(t+1)+c=

=Ar—2\/;+2111(\/;+1)4-c

0 ‘ladi. 4
2-misol. Ushbu

dx

J= =

/AN
integral hisoblansin.
; <4Bu integralda v =1 almashtirishni bajaramiz. Unda
dx = 61°dt bo'lib,
' 6t’ dt dt 1+ -1
J=] =6 [ =6 [——dt

1+t 14 1+

=6| ll-dt = |—— | =6t —6arcigt+c
U m :

J =6%x - 6arctg$/; +c.p
3-misol. Ushbu

J=E %idx

“integral hisoblansin.

p
«Buintegralda X = ¢ deb
X

" bo‘lishini topamiz. Natijada
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J= [l - o oL gy gEclzly
(7 -1) I =l -

J‘(H————-l—/ 1—-—2{—-7I i =2 -”-—-j L

r* -1 Hl (z 1
::—Zt—f—di+ i:—”z—ln[r l,+ln|z+l|+c=—7t—lnt Nl
[—1 t+1 [+]
* bo'ladi. Demak,
1+ ’ 1+ 2
J_.-v,f 2 1nx[,f——x——1] NP
F X |

4-misol. Ushbu

g

= (a=0)
X
integral hisoblansin.

<4Bu integralda

r=x+Vx" +a
deymiz. Unda

clt—(x+\/1 +a)dx=(l+ : ]dx

X’ +a
Vxi+a+ t
VX tatx s
Vit +a Jxtta
bo‘lib,
dx dt

vx*+a T

bo‘ladi. Natijada

] j'\/);b_+ I—-—ln le]+c —1n|x+\/x +a‘+c
bo‘ladi. B
S5-misol. Ushbu
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‘[. J= J'—,,_i-?_-—_z
3 Jx —6x+13
-~ jntegral hisoblansin.

' < Ravshanki,

L 2 —6x+13=x —6x+9+4=(x~ 3) +4 . Unda
' dx

' po‘ladi. Bu integralda x—3 =¢ deymiz. Natijada
./:j s =ln|t+ t*+4

Jr+a
xX— 3+,[(x 3) +4[+

=

+e,

Z |1

- J.\/x —6x+l

6-mlsol Ushbu

I= {1 -+ )
f"ntegral hisoblansin.
«Bu integralda x* = y deymiz. Unda 2xdx = dy bo'lib,

mlw

dx

1 .
I=3 bl

bo‘ladi. Keyingi integralda
1’ =t F
almashtirishni bajaramiz. Natijada dv = =2tdt bo lib,

1-¢° 1 1 1
—dt=—|| -l dt=-+t+c= +4l-y+c
) At et e




23.2. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

Y =SINX, y=COSX, y=IgX, y = clgx funksiyalarning

integrallari ma’lum. Jumladan, s
COS.X d(sinx ) ]
Ictgrdx = f ——lx = 'f ( ) = ln|sm x| +c f
sin x sin x '
bo*ladi.
Shuningdek Y =sinax, y =cosux, V= tgax,
y = ctgax hamda y=sin(x+a), y =cos(x+a),

y=tg(x+a), y= ctg(x+a) funksiyalaring integrallarini oson
hisoblanishini ham bilamiz. Masalan,

fsin(Zer 1 )dx =-;— fsin(2.\'+l) d(2x+1)= —%—cos(2x + l)+cs,,
sinx va éosx funksiyalar ustida ratsional amallar (qo*shish,
ayirish, ko*paytirish, bo‘lish, darajaga ko‘tarish) bajarilishidan hosil
bo‘lgan ifodani f(x) bilan belgilaylik. Odatda, bunday f(x)

funksiya sinx va cosx larning ratsional funksiyasi deyiladi.
Ularga quyidagilar \

. I 1 “:
/() sinx"/(x) 3sinx—4cosx’
Fl)= sinx+<-:osx, Uy =__si§13x
COSXx-sin2x cos” x+1 A
misol bo*ladilar. 9
Bunday trigonometrik funksiyalarning integrallari har doim.
ushbu i f%‘
fpn
©2

almashtirish natijasida ratsional funksiyalarning integrallarigqr-
keladi. Bunda

2
X =2arctgt, dx= dt,

1+¢°
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L. XX x
25m—-cos— 20—
. 3 il i
SIn X = 2 = = .
3 & x 3 X A
sin® - 4cos’ = 1+£g° = ki
2 2 2
cos? X —sin? > 1-1g’ T
X sin?X 1-gg?2 .
v 1~
x 3 :
sin’? Z+cos’ = 1+1g° = S
2 2 2

o ladi.
7-misol. Ushbu
Ji= j - dx
3simx~4cosx

ategral hisoblansin.

<4Bu integralda tg% t  deywmiz. Un({a yuqorida
ytilganlarga ko'ra : | y
2
[ # .
Je e [t
61 _4(1”’M) 272,34
1+ 1+ 2 .

bo‘ladi. Natijada berilgan trigonometrik funksiyaning integrali
ratsional funksiyaning integraliga keldi.

Ravshanki, R
12+}-t—l=t2+2t—lt— =t([—-l—)+2(f—l)=(t——l—)(t+2).
) 2 2)" 7\ 2 3,

Unda

1 1 A B

35 (] T
3 [ L

2 2 g

1=A(t+2).+,B(i—%),

L
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l=(A+B)t+2A—lB,
2
JA+B=Q

le—lB=L
2

bo‘lib,

= -
5 3 o
Palpal gt 142
2
bo‘ladi. Integralni hisoblab topamiz:
2 2

g=ld_s5s 5

=l(ln
5

Shunday qilib,

| o

1

I N
t——--lnlt+2l +c=-In *c

2 : 5 [t+2

bo‘ladi. B :
8-misol. Ushbu

F=f

1+sinx+cosx
hisoblansin.
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<4 Bu integralda

59
Ig'izi
Imashtirish bajarib, bunda
5
dx =——dt,
1+t
. 2t
SINx = 7
1+1° 1
-7
CasS X = ———
1+
bo* lishini e tiberga olib topamiz:
2dt
,=J’ 142 =j 2 1+¢°
2t +l—t3 L6d? T98™ « el
148 T
dt c
= —-—_ln|l+t|+c:1n1+tg—'\— +c
1+1 2

Eslatma. Ba 'zi hollarda
sinx=t¢, cosx=t, (Igx=tI

9-misol. Ushbu

=

j 1+sin’ x
integral hisoblansin.
' 4Bu integralda igx = deymiz. Unda

$ot=

WL DA 2 2
sin® x 1g’x t

gin” o=y — = =
sin“x+cos" x (g x+1 1+¢°
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almashtirishlar integrallarni hisoblashni yengillashtiradi.

dt

' 1
x=arctgt, drx= (arctgt) -dt = 1——,—dt,



|
Jopef g a o d(P)
1+—t2—

1+20 2 1+(\/§_[)2 -

Tt

:-\/l—z-arctg(\/—Z—-t)+c =-—\/%arctg(\/§-tgx)+c

bo‘ladi.p>

Eslatma. Ayrim trigonometrik funksivalarni integrallashy
trigonometriyada ma 'lum bo ‘lgan ushbu

sina-sinﬂ=%[cos(a-—,8)—cos(a-+ [)’):]
cosa-cosﬂ=%[COS(?"~/)’)+COS(Ia+ﬂ)],
sina-cosﬂz%[sin(a—ﬂﬁsin(a +8)].

i 1 .
Sin@-cosa = Esm 2a,

2 l=cos2a

sin” & "
2

5 1+cos2a

cos” a =—2—,

Jormulalardan foydalanilsa, integrallar oson hisoblanadi.
10-misol. Ushbu

Isin 3x-cos Sxdx
integral hisoblansin.
<€Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

fsin 3xcos Sxdx = -;—‘ﬂ:sin 8x +sin (—2x)]dx -

=—1— sin8xdx—-1— sin 2xdx =
2 2
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 ERETHE -
3 =-2--—§j51n8,vd(8x)—5 —i'{sm_,\d( )—T—()—cos&\+

: g . . >
+—COS2X+C=—COS2x~ —cos8x+c
4 4 -1

11-misol. Ushbu

J jsin“" xcos® xdx
mtegral hisoblansin

4Bu integralni  hisoblashda  yuqorida keltirilgan
ormulalardan foydalanamiz

8 2
2 sin2x ) l+cos2x
J= I (sinxcosx) cos’ xdx= -

dx =
2 2

% jsinz 2x(1+cos 2x)dx
1l

= 5

s s +§ 5 jsin22xd(sin2x)=i}g I(l—cos4x) dx+

y J‘sinZZxdx+% Isinz 2xcos2xdx =

v . 1 i 4‘ 1 32
e Ism‘?.xd(smzx)s—x—sm -l

+c. P
64 48

Mashglar

Ushbu aniqmas integrallar hisoblansin

8 e

2. |————
I\/x" — 5" =1

dx 3
3 '[——_—<1n3xcossx 4. Icos x-cos2xdx

3.

cos’ 2x-sin’ 2xdx
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24-MA’RUZA
Aniq integral tushunchasi. Aniq integralning xossalari

24.1. Masala

Faraz gilaylik, moddiy nuqta to'g'ri chiziq bo'yicha [tO,T] ]

vaqt oralig'ida V' =V (t) tezlik bilan harakat qilsin. Uning shu vaqt.
oralig*ida bosib o‘tgan yo'li S topilsin.
Ma’lumki, tezlik o‘zgarmas, yani V (t) =V, :consf.&‘

bo‘lsa, u holda o‘tilgan yo‘l 4
S=V,(T-t,) 4
bo*ladi.
Agar tezlik ¢ o‘zgaruvchining (t € [tO,T]) ixtiyoriy.
funksiyasi bo‘lsa, unda masalani yechishga quyidagicha kirishiladi:
1) vaqt oralig'i [tO,T] ni by, tyseisl, (8, = T) nuqtal‘

yordamida » ta gismga ajratiladi, bunda
by <t <ty <<t <ot <t =T;

2) har bir [t‘,,t,m] (k=0,1,2,...,n—1) oraligda ixtiyo

&, nuqtani olib, tezlikning shu nuqtadagi qiymati V' (5,;;
topiladi:
3) V(%‘,‘A) ni [tk,tk+,] oraliqning uzunligi (z,,, —t‘_)
ko paytiriladi.
V&) (tw—t) (k=012,.,n-1) 1) 3
Bu miqdor, tezlik V' (t)ni [tk,tm] oraliqda o°zgarmas va
V (fk) ga teng deb olinganda, nugtaning [t,‘_,tm] oraliqda w‘
o‘tgan yo'lini (taqriban) ifodalaydi. !
4) (1) ko'paytmani & ning (k=0,1,2,..,n—1) qiyma;;
uchun yozib, so‘ng ularni yig‘ib ushbu
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4 V(‘fo)'(tl“’O)+V(‘:En)(t2_11)+""+

‘. +V(5i\)-(lkfl "[i'\')+V(‘§n—‘)(tn _tn—l)
;‘ yig'indini hosil gilinadi. Bu yig'indi ushbu X orqali quyidagicha
yoziladi: -

ZV(‘fk)'(tm—zk)- (2)

Ravshanki, (2) yig'indi nuqtaning [IO,T] oraligda bosib

b‘tgan yo'lini tagribiy ifodalaydi, chunki tezlik V(t) vagtning
ixtiyoriy funksiyasi bo‘lgan holda uni har bir [tk .l,”,] da o‘zgarmas

V(&) deb olindi. Demak,

Endi [10,7’] oraligning bo‘laklash sonini orttira borilsa

‘unda har bir Az, nolga, ya'ni 4 — 0 intilsin), u holda

Shunday qilib nuqtaning tezligiga ko‘ra o‘tilgan yo‘lni
dpish masalasi maxsus tuzilgan yig‘indining limitini topishga kelar

Shunga o*xshash ko‘pgina masalalar, jumladan sterjenning
ichligiga ko‘ra uning massasini topish, egri chizigli trapetsiyaning
izini  topish, o‘zgaruvchi kuchning bajargan ishini topish
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masalalari  ham yuqoridagiga o°xshash yig'indining limitips
topishga keladi. Bunday yig‘indining limiti oliy matematikads
muhim bo‘lgan aniq integral tushunchasiga olib keladi. '

24.2. Aniq integral tushunchasi. Integralning mavjudligi P

Aytaylik, y = f(x) funksiya [a,b] segmentda berilg
bo‘lsin. Bu segmentni _ ;
A .(xO =a, X, =by, x;<x, <...<x,,) nugqtal
yordamida » ta ' |

[xo,x,].[x,,xl],...,[xk',xkb‘,],...,[xn_,,xn]
bo‘lakka ajratamiz. Bu bo‘lakchalarning uzunliklarini mos ravishd
quyidagicha belgilaymiz: _
Axy =X, — X, (xO:a),

Ax; =5 ~ %5

A={Ax,,Ax,,...,Ax,  }.
Bu Axy,Ax,,...,Ax, , laming eng kattasini [A| deylik:
07 50%

n-1
|4| = max {Ax,,Ax,....,Ax, }. %
Har bir tayin A bo‘laklash [a,b] segmentining bitta bo*linishi

aniqlaydi.
Har bir bo‘lakchada ixtiyoriy ravishda bittadan

;0751""’§k!""§:141 t
nugqtalarni olib, bu nuqtalardagi funksiyaning qiymatlari i
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FEN(E ) f (6o (51

i mos ravishda bo’lakchalarning uzunliklariga ko' paytirib
/(‘5())A/\os‘/(g1)Ax|,-f(§k) Axlc ""‘/»(‘;:n—l ) ’ Axrx~l
quyidagl

B T T

O‘:_/‘(;])'Axo +./‘(§1)'Ax1 +"‘+f(‘§k)'Ax‘i *

+...+.)"(§,,_1)'AX,,AI = Zf(é:k)'Axk

k=0
jg‘indini hosil qilamiz.
Odatda,

n-l

O—zz.f(gk)'Axk (3)

f(.x) funksiyaning integral yig‘indisi deyiladi. Bu
y [a,b] segmentning bo‘laklanishiga, hamda har bir
bo*lakchada olingan £, nuqtalarga bog'liq bo*ladi.

‘“ Endi [a,b] segmentining shunday bo‘laklashlar ketma-
ketligi

1 )1 R— - 4

; olaylik, ular uchun
lim|4,|=0

N0

bo*1sin. '

Ixtiyoriy (4) ketma-ketlikni olib, bu ketma-ketlikning har
ir hadiga mos integral yig'indilarni tuzamiz. Ular

O Oy T yyoves By one (5)

a-ketlikni hosil giladi, bunda

n-1

O-n ZZf(‘fl\)Axl\
k=0
Ta’rif. Agar har bir bo‘lakchada olingan ixtiyoriy &

_" talarda {(7"} ketma-ketlik har doim bitta I songa intilsa, (uni
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n-\ 5
o = Z /( & )~A\‘,( ning limiti deyiladi), f (x) Junksiya [%
k=0 ,

scgmentda integrallanuvchi, I son esa f(x) Junksiyaning [a"

segment bo'yicha anig integrali deyiladi va u i
" )
J‘f (x)dx 1
a .'4
i
kabi belgilanadi. Demak, A
b
limo, (x)=1 = [/(x)ix.
a

Bunda a son integralning quyi chegarasi, b son “3
integralning yuqori chegarasi, [a,b] segment integrallash ora !
deyiladi.

24.1 da keltirilgan masalaning yechimi, o‘tilgan §
tezlik V' (t) ning [ID,T ] oraliq bo'yicha aniq integraldan ibor
ekanligini bildiradi: !

S = }V(t)a’t "7

Misol: 4gar [a,b] da f( x) =c—const bo'lsa, u holda
b
Ic-dx =c-(b-a)

a
bo ‘lishi isbotlansin.

< [a,b] segmentning ixtiyoriy bo‘laklashi

[a,x,], [x,,xz], [xz,xa],..., [xk,x,‘,f,],... [xn_,,b"'
ni olib, har bir bo‘lakchada bittadan ixtiyoriy 1

RSN

nuqtalarni tanlaymiz. Ravshanki, :
Sa)=ef(8)=erf(&)=cof(&)=comf (&) T

bo‘lib,
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B = ¢ Ax, +C-Ax, +¢-Ax, +o e Ay +ote-Ax =

e Axy +Ax, + Ax, +. +AY, ot AY, ) =

—
=

o (3 At X =X X =Xy bt Xy~ X +otb—x, )=

_c.(b-a)

o‘ladi. Demak,

3 b

fedv=limo =lime-(b-a)=c-(h-a).»

n—=>% =
@

Xususan, /(x)=1 bo'lsa,
b b
jl{lx': I-dxzb—a

o‘ladi..

Yugorida funksiyaning aniq integrali integral yig'indining
miti sifatida ta’riflandi. Albatta, yig'indining limiti integrallana-
an funksiyaga bog‘liq bo*ladi.

. Integral yig'indi limitining mavjudligini ko‘rsatish (ya'ni
inksiyaning integrallanuvchi bo‘lishini isbotlash) ancha murakkab
‘lib, ular maxsus adabiyotlarda ma’lum sinf funksiyalari uchun
})otlaxladi. Biz quyida bunday teoremalardan birini  isbotsiz
celtiramiz.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a.b] segmentda uzluksiz

bo ‘Isa, 1 shu oraliqda integrallanuvchi bo‘ladi.
Eslatma.
1) Agar f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo'lsa, u

if

@)

.b) da chegaralangan bo'ladi

2) Agar f (x) funksiva [a,b]- da chegaralangan bo'lib, u
,b] ning chekli sondagi ‘nugtalarida uzilishga ega va qolgan
barcha nugialarida uzluksiz bo'lsa, /(x) ﬁm’l\'siya [a,b] da

n tegrallanuvchi bo ‘ladi.
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24.3. Aniq integralning xossalari

Funksiyaning aniq integrali qator xossalarga ega;
xossalardan aniq integralni hisoblashda va uning turli sohala
tatbiglarida foydalaniladi. Ko‘p hollarda xossalarning isboti a
integral ta’rifi va funksiya limiti xossalaridan kelib chiqadi, |
xossalarni keltirish bilan kifoyalanamiz:

1) Aniq integral 1

7 (s

da x ning o‘rniga ixtiyoriy harf ishlatilishi mumkin:

[]’f(x)dx = [:ff(t)a’t = ]'f(z)dz va h.k.

2)Ushbu i
fr9-0
j‘f(a\)dx = -’;[f(a\)d,\

tengliklar o‘rinli. b

' 3) Agar f (x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa
holda c¢-f(x) funksiya (c =const)  ham [a,b]
integrallanuvchi va

b b

fo- 1 (xkir=c- [ £ (x)as
bo‘ladi. ) ' :
4) Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] da integralla
nuvchi bo‘lsa, u holda f/(x)-+ g(x) funksiya ham [a,b]v
integrallanuvchi va ;

l_'ﬂ:f(x)+g(x)]dx = jf(x)dx+ []‘g(x)a'x
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‘bo‘ladi.
' 5) Agar f(x) funksiya [a.b] da integrallanuvchi bo‘lib,
ixtiyoriy x €[a.b] da f{x)20 bo'lsa, uholda

b

|
| [/ (x)axz0

“bo‘ladi.
: 6) Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a.b] da
lintegrallanuvchi  bo‘lib, ixtiyoriy xe[a,b] da f(x)<g(x)
| :

I bo‘lsa, u holda

b

i j,f'(x)dxs i]g(x)dx

bo'ladi. ”

7) Agar f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u
T.holda bu funksiya [a,b] ning istalgan [(z,ﬂ] qismida
, ([a, /)’]c [a,b]) integrallanuvchi bo‘ladi.

8) Agar /(r) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo’lib,
: a<c<bh bolsa, u holda funksiya [a,c] va [c¢,b] da

mteorallanuvchn va

I )ab»-jf A)d,\-i—jf )dr

a

i
! bo*ladi.

;' Aytaylik, [ (x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo*lib,
E u shu segmentda integrallanuvchi bo‘Isin.

Ushbu

M[f b- ajj

- miqdor [ (x) funksiyaning [a,b] dagi o'rta qiymati deyiladi.
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O Agar f(x) funksiva [a.b] da uzluksiz bo'lsa,

holda shunday ¢ nuqta (« < ¢ < ) topiladiki,
b
[ (xpix = 1 (e)-(b-a)
bo*ladi. Bu xossa o‘rt’a qiymat haqgidagi teorema deb ham yuritiladj,
Mashglar

Berilgan funksiyalarning ko'rsatilgan oraliglardagi of _
qiymatlarini aniglang:

Lf(x )—xz, [O,l].
(%)=, [o,100].

Agar

Lo

f(x) =e,a=0,b=1
bo‘lsa, u holda ¢ ning qanday qiymatida ushbu
jf Jdx=f(c)-(b-a) i

tenglik o‘rinli bo* ladx"
4. 9-xossadan foydalamb quyndagl integrallar baholansin;

2 dx_ 100 e—r
————— e dx; dx
JHO,Scosx !‘“*’x (;[x+100

298




25-MA’RUZA
~ Aniq integralni hisoblash. Aniq integralni taqribiy hiseblash.

25.1. Aniq integralni hisoblash usullari

v 1. Aniq integrallarni Nyuton-Leybnits formulasi
vordamida hisoblash. Aytaylik, /(x) funksiya [a,b] segmentda
wzluksiz bo‘lib, F(x)funksiya esa uning [a,b] segmentdagi
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:
Fix)=f{=)-
Ravshanki, f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi,
b
HE S

;n avjud. Bu mtegral uchun
jf (xMx=F(b)=F(a) O

;bo lishini 1sbot1aym1/
[a,b] segmentni

o Bisne ¥ By (a TREL PN =b)

! [a,x], [ By |ves [x,(,xm],..., [xf,_,,b] |
‘bo‘lakchalarga ajratamiz. Har bir bo‘lakchada F (x) funksiyagé
Lagran] teoremasini qo‘llab topamiz: | |
F("'l)"F(a):F'(éo)‘(xl ) f(‘:o) s A <Gy <X

F(x) - F(x)=F'(&) (% —xl)-—-f(',.,)-Axl, %<6 <x

'; F(h)‘F(,‘C” l) (5;1 | (b An-) f(bn I) Ly Xpel <§""' <b
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Bu tengliklarni hadlab qo®shish natijasida

=1

Fo)-Fla) =3 1(5) 4 @

hosil bo‘ladi. /(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lga

uchun

n—i
},'E;Z/s‘ )-Ax, Jf

bo‘ladi. (2) tengllkda limitga o‘tsak, unda

I[ d)x-— ) F(a)

bo*lishi kelib chiqadl. Shuni isbotlash kerak edi. A
Odatda (1) formula Nyuton-Leybnits formulasi deb
yuritiladi. Bu formula yordamida aniq integrallar hisoblanadi.

(1) tenglikning o‘ng tomonidagi F(b)-F(a) (yozuvni

qisqa qilish magsadida) £ (x)|"

kabi yoziladi:
F(b)~F(a)=F (x)[ ,
bj.f‘(x)dx =F(x))
Shunday qilib, )
bjf(x)dx

integralni  Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib hisoblash
uchun avvalo f (x) funksiyaning aniqmas integrali hisoblanadi:

J-f(x)dx =F(x)+C , ‘\ v

So‘ng ¢
(F(x)+C)|s=F(b)+C~(F(a)+C)=F(b)-F(a)

topiladi. _ 1]
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1-Misol. Ushbu

sin xdx

D o] R

ki

integral hiscblansin.

4 Ma’lumki,
jsinxdx=—c0sx+c.
Unda
* i
F Isinxdxz(—-cosx+c) 2 =—cos£—(-cos())=0+1=1
- 0 2 .
bo*ladi.

2-Misol. Ushbu

!
J‘x"dx (n#-1)
an
integral hisoblansin.
< f (x ) = x" funksiyaning anigmas integrali

_n+l

Ix"dx = +c
n+1
bo‘lgani uchun
1 n+l
Ix”dx i) Becasding
: n+1

10 1
0 n+l n+l n+l

bo'ladi.
3-Misol. Ushbu N
o 2 Pkt
—dx a>0 e A
j.a‘* i ( )

integral hisoblansin.

_. <4Bu integralni Nyuton- Leybmts tormulaSIdan ioydalamb
hisoblaymiz: :
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1 .5
x “Ed" 1 %d(a’ +x7)
I. d":j‘s ,3=~,[ T
aa@ +x ga +Xx ?O a +x
X 1o 1.5 ;]
—In{a +x &=
Oa1 ¥ (3 ( )'0
Yo
.=—1-1n2a ~—lna =—]—lnlc‘1{-‘-=—h12.>
! 3 3

Eslatma. Aytaylik, f(x) funksiya [a b] segm ’::‘
uzluksiz bo'lsin. U [a b] da integrallanuvchi bo'lib, integralnin *"‘
xossasiga ko'ra [a X] da (a <x<b) da ham integrallanuvch

bo'ladi:
I f(t)de .

Agar F (,\) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyas

bo‘lsa, ya’'ni
F'(x) = £ ()
bo‘lsa, u holda Nyuton -Leybnits formulasiga ko‘ra

jf )-dt = F(x)~F(a)

bo‘lib, undan

’

(fra) =(re-#ia) -

bo*lishi kelib chigadi.
Demak,

Jf t )dt .\‘
funksiya f(x) ning bothang ich funksiyasi. Bu uzlukslz funksiyi
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har doxm boshldng ich funksiyaga ega bo‘lishini bildiradi.
. Aniq integrallarni o‘zgaruvchini almashtirish usuli

pilan hlsoblash [a b] segmentda uzluksiz bo‘lgan  f(x)

funksiyaning aniq mtcgrah

[ j f(x)dx (3)

ni  hisoblash I\eral\ bo‘lsin. Ko'p hollarda bu integralda
o‘zgaruvchini almashtirish natijasida u soddarog, hisoblash uchun
qulayroq integralga keladi.

(3 ) integralda

x=¢(1)
deylik, bunda go(t) funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) x=g(t) funksiya [(x,ﬂ] da uzluksiz ¢'(¢) hosilaga

€ga,
2) ixtiyoriy te[a,f] da a<@(t)<b pa p(a)=a
o(B)= |

U holda

J1 ¥ (ol ')

<qFaraz qilaylik, £ (x) funksiya f(x) ning boshlangich

funksiyasi bo*lsin:

Ravshanki,

[Fe(0)] =F(e(0)-¢/ ()= £ (2(0)-#'(2).
Demak, F((o(t)) funksiya [a,f] da f(qo(t))-(o'(t)

ksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Unda Nyuton-
eybnits formulasiga ko‘ra .
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ff (2(1) ¢ ()i = £ (p(£))~ F(p(a)) = F (b)~ F (a) &

bo* ladl. Ikkinchi tomondan
b

[7rdx = Fb) - Fiay

a

bo*lishi ma’lum. Keyin ikki tenglikdan

b £
Jrode= [ripw)-'ydi )

bo‘lishi kelib chigadi.
4-Misol. Ushbu

]- X+ ldx
]

integral hisoblansin.
<4 Bu integralda
x=2t-1

almashtirish bajaramiz. Unda

x=1dal=2¢~1,ya'ni =],

x=3da3=2¢-1,yani t=2
bo‘lib,

dx =2dt

bo‘ladi. Natijada

]\/;H-_ldx = jJZ Bdt =22 }t%dt
| | |

bo‘lib,
|
2 St 7 3
= = 2 D t 2
fzza't:l—— = 22—1J=-(\/§—1)
| ~4ql! 34 3 '
)
bo*lganligidan

[N ids = 243 2B -1)= f(f 1)

304



po*lishi kelib chiqadi. B
5-Misol. Ushbu

|
J = jx\/l + % dx
(4]

integral hisoblansin.
' <« Bu integralda

Vi+x’ =t, ya'ni x':.\/'t2 -1
almashtirish bajaramiz.
i Unda -
x=0dait=1,
x=1dat=+2

d,\—:(\/?j)'-dz:\/t_jjdt

‘llb,
\/2_ 3 z ey
5 - 2 i s
J=jt“dt=Lﬁ= i
| 31, 3
‘ladi. Demak, _
1
jx 1+x%dx = 2\/5—1 »
h 3
6-Misol. Ushbu
n3 dx
J = X =X
In2 e—ec

v'intcgml hisoblansin.

<4Bu integralda

‘ ‘ "=t ya'ni x=1Int¢
“almashtirish bajaramiz. Unda A
=102 dai=2.

-4

=3 dar=3,
dledt
t
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bo‘lib,

J_"” dx ¢ dt G odr
S e e‘_".t(t—t')-jtz—l
In?2 2 2
bo* ladi Ravshankl
1 3
—————dt=—| In(t-=1)=In{r+1 =
t—] t+1 2[ ( ) ( )]‘2
- 3 2
T =l(1n:-1nl)=lln3.
2 t+112 2 4 3) 2 2
Demak,
In3
e -———l—lni.b
Ll g 2

o Aniq integraliarni bo‘laklab integrallash usuli
yordamida hisoblash.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] da uzluksiz va
uzluksiz f'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. Ravshanki,

(£(x)-2(x)) = /(%) (x)+ £ (x)-8'(x).

Ayni paytda
b

bo‘ladi. Demak,

/() 8(x)+ £ ()-8 () e = £ (x) - (x

bo‘lib, undan

f[f(x) g'(x)dx=

bo‘lishi kelib chigadi.

b
—f/"(x)-g(x)dx (5)
Bu formula yordamida aniq integralla g
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pisoblanadi. .
Yugoridagi (5) formula aniq integrallarda bo‘laklab

: tegrallash formulasi deyilib, uni
p J b !
[£(x)dg(x)=7(x)-g(x)] - [e(x)df(x)

kabi ham yozish mumkin.
7-Misol. Ushbu

|
jxe"dx
0
ntegral hisoblansin.

< Bu integralda
‘ f(x)=x dg(x)=e¢"dx
deymiz. U holda

df (x)= ["(x)dx= (x)’ dx = dx,

g(x)= Ie‘dx =¢"
bo'lib, (5) formulaga ko'ra
1

Ixc"dx X
Q

l : 0.3
o a[e dx

‘bo‘ladi. Ravshanki,
1

|1 4
ve'| =1-€'=0-¢" =e¢, Ie“dx=e" =e' -’ =e-1.
0 i '

Demak,

1
J'xe"‘dx =e—~(e-1)=1.»
0

8-Misoi. Ushbu

}ln xdx
I

\integral hisoblansin.
<€ Bu integralda
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S(x)=Inx, dg(x)=dx
deymiz. U holda
df (x)= f'(x)dx=(In x) dx = -l—dx, glx)=x
‘ ‘ X
bo*lib, (5) formulaga ko‘ra

2
l_ x-ldx=2ln2—l~lnl—
by

15

Iln xdx =xInx
|

o ~

~[dr=2In2(x) [ =2In2(2-1)=2In2-1
I
bo*ladi.»
9-Misol. Ushbu
!
jx"arctgxdx
0

integral hisoblansin.
<€4Bu integralda

f(x)=arctgx, dg (x)=x"dx
deymiz. U holda

df (x)= f'(x)dx = (arcigx) dx = ——dx,
T+x
o 3 1 4
g(x)= |xdy=—x
(x)= fods -
bo‘lib, (5) formulaga ko‘ra
1 3 1 . ] l | x4
_[ X arcigxdx = —x"-arctgx| —— |———dx
3 4. 0 4:1+x
bo*ladi. Ravshanki,
l A
l,\"'arc*t,g,r,\' = larctgl " 0-arctg0 = 1z {j = l )
4 0 4 4 4 16

Keyingi integral quyidagicha hisoblanadi:
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| 4 = s
J'":dx= (! 1)+1{Qf(ﬂn(,\ D, ! }dx:

1+ s 1+ gl l+x e
1 . “_1 1 l
=I(\ —1)cL\+J dx,z(—\-—x) +arctgx| =
i +x 3 0 0

=]——1+arc.‘tg1=—%+£.
3 3 4
Demak,
| i p
jx‘"arclgxdx—£-~l£—2+ﬁjﬁ—£+l——l=l.>
) 16 40 3 4) 16 6 16 6

0
25.2. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

f'( ) funksiya [a b] segmentda uzluksiz bo‘lib, uning

‘poshlang'ich funksiyasi ma’lum bo‘lsa, bu funksiyaning aniq
“integrali  Nyuton-Leybnits formulasi yordamida hisoblanishini
‘ko‘rdik. Ammo boshlang‘ich funksiyani topish har doim oson
bo‘lavermaydi. Agar integrallanadigan funksiya murakkab bo‘lsa,
‘ko‘p hollarda uning aniq integralini taqribiy hisoblashga to‘g'ri
keladi.

Ma’lumki, aniq integral integral yig‘indining limiti sifatida
a’riflanadi. Demak, integral yig'indi aniq integralni taqribiy
ifodalaydi deb qarash mumkin.

‘ Biz quyida aniq integralni taqribiy hisoblaydigan
s formulalaml keltiramiz.

. To g‘ri to‘rtburchaklar formulasx f( ) funksiya

4 a,b] segmentda uzluksiz bo‘lsin. Ravshanki, bu funksiyaning aniq

»‘integrali
b

jf(x) dx

maviud bo‘ladi. Bu integralni tagribiy hisoblash uchun [a,b]
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segmentni y .

CESE R RS S \,\"l<,\ =b 1
nuqtalar yordamida n ta teng bo* ldkchalarga ajratamiz. Ravshanle
bu holda

b-a h—a
s Dy =x, -5 =

X, =a+k- (k:()519""an) ‘

n
bo‘ladi. So‘ng f(x) funksiyaning  x, (k =0,1,2,...,n=1
nuqtalardagi qiymatlari

f(xk) (k =0,1,2,.;..,n~i)

ni hisoblaymiz.
Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

jf dxjf d.wjf it e 3
(6)

Tkl

+_ff )+ +jf

Agar
f r(x)ae (£=00.2,0n-1)
integralda integral oéiiééigi- / (x) ni f(x,) bilan almashtirsak
unda ushbu ‘ b

ksl

_[f )'(xk+l xk) f( )'AYA

taqubly formula hosil bo‘ladi. Bu taqubxy tormulam (6) tenghkn' ng
o ng tomonidagi har bir integralga qo‘llab topamiz:

ff (x)dx= f(x,) Ax, + f(x,)-Ax, oot f(x)-Ax, + 4

) 85y = £(5) B2 () 2 (s, ) 2

-~
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Natijada

<) ) () 1 (50)

d it--1

Z (%) (7)

aqribly formulaga kelamiz. Bu (7) formula to‘g‘ri to‘rtburchaklar
formulasi deyiladi.
2", Trapetsiyalar formulasi Bu holda aniq integral

j f(x

taqribiy hisoblaydigan formulam keltirib chigarish uchun l° da
keltirilgan dastlabki ma’lumotlar va belgilashlardan foydalanamiz.’

[i[__f'(x)dx ~

Avvalgidek, [a,b] segmentni n ta teng bo‘lakchalarga

ajratib, har bir [.\'k xk+l] bo‘yicha olingan integralni quyidagicha

j'f J‘k)‘;/ (xk+l) Ax,

qnbly 1fodalaymu Bu taqribiy formulani (6) tenghl\nmg o'ng
’_momaagx har bir integralga qo‘llab topamiz:

f(x)+f()c0) f(xa)+/(x)
jf()d e B Ear s

" (xk)+f(xm)

a.. a—

=—-——(f(’€o +’f(v\ )+2f(x)+.. +7f(x,, D+ (%)
Natuada

X +

Ax, +...+f("‘")+f(x~-') B

-l

n-1

b— x )+ f{x

J'f dl” azf( A) f( k+l)
= 2,

tagribiy formulaga kelamiz. Bu (8) formula trapetsiyalar formulasi
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deyiladi.
3". Parabolalar (Simpson) formulasi

Bu holda [a b] segmentni 2n ta teng bo‘lakka bo‘lib har bu
[x2u?x2n»y-2] (k 20’1'2""’”—1)
bo‘lakcha bo‘yicha f ( x) funksiyaning integralini quyidagicha

Xakr2 b -a
j f(x)dxz on [:f(xzk)+4.f(x2k+|)+f(xu+z )]
(k =l 1L —1) taqribiy ifodalaymiz.
Keyingi taqribiy formulani 4 ning 0,1.2,...,n-1
qiymatlari uchun yozib, so‘ng ularni hadlab qo‘shib, ushbu '

].f(x)dx = i g[‘f;(x2k)+4f('x2k+l)+f‘(x2kvz)] = b6—a =

_[f +f Xz,,))+4(f(xl)+f(x3)+...+f(x2n_l))+ (

#2(7 () + £ (5) +o+ £ (33,))]
)

taqribiy formulaga kelamiz. Bu (9) formula parabolalar (Slmpso'
formulasi deyiladi. '

Eslatma. Odatda, taqribiy formula chigarilganda, albatt
uni  qo llanilganda yo'l qo'yiladigan xatolikni aniglash yoki
baholash lozim bo‘ladi. Buning natijasida taqribiy formulalar
o0 zaro taqqoslanadi.

Integrallanadigan  f (JL) funksiya tegishli tartibdagi

uzluksiz hosilalarga ega bo‘lganda:
1) To‘g‘rito rtburchaklar formulasi (7) ning xatoligi

R = jf gp-TEY

Zf )”k

uchun

‘ 7"(¢) (ce(a,b)) i ~



po‘ladi;
2) Trapetsiyalar formulasi (8) ning xatoligi

. b'ai.f(xk)'i'j.(‘xkﬂ)

b
R, = X)dx— _
_ {:‘-/(‘) ' noe=o ‘ 2

PR Ll
12n°

£1(e) (e (ah)

bo‘ladi;
?) Parabolalar (Simpson) formulasi (9 ) ning xatoligi

I/ dx“b aZ[/ ka +4f(x’k+l)+f('x2k*2)]

achun

] a) (e (ce(asb))

< P 28800
bo*ladi. (Qaralsin, [2])
1-Misol. Ushbu

I
dx
-"1+x2

ntegral tagribiy hisoblansin.
[0 1] segmentni 10 ta teng bo* lakka bo lamiz. Bo‘linish

nuqtalari £

x=0, x=01 x,=02 x=03
%, =0,4; x,=0,5; x, =06 x,=07
x =08 x%=09 1x= l,'O;

00°lib, bu nuqtalarda

T iz
'f(x)=1+x27

* siyaning qiymatlari quyidagicha bo*ladi:
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F(x,)= £(0)=1,00000,
J(x)=7(0,1)=0,99010,
f(x)=7(0,2)=0,96154
f(x)=£(0,3)=0,91743, ]
f(x,)=r(0,4)=0,86207 :
/(x5)= £(0,5) =0,80000,
f(x,)=1(0,6)=0,73529,
.‘f"(x7)=/(0,7) 0,67114,

f(x)= /(0,8)=0,60976
f(xg)=f(o,9) 0,55249,

Ravshanki, bu holda Ax, = 1—]—69 =0,1 bo‘ladi. ;3

1) To*g'ri to*rtburchaklar formulasi (7 ) bo* yicha

jl"‘ ~0,1:(0,99010 +0,96154 +0,91743 + 0, 86207 + 0, 8000
b +X~

+0,73529+0,67114+0,60976 +0,55249 + 0, 50000) = 0,759 “’i
. 4

2) Trapetsiyalar formulasi (8) boyicha 5
]- dx 1+0,5 '

~0,1-(
1+ x° 2

+7,09982) = 0,78498

bo‘ladi.
Qaralayolgan integralning bu taqribiy qiymatlarini, in
d: 1
—-L =arcigx| =arctgl = 2o 0,785398
3 bt ¥ 0 4
qiymati bilan taqqoslab, trapetsiyalar formulasi yordamida topil

integralning giymati anigroq ekanligini ko‘ramiz. b
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2-Misol. Ushbu

10 1
i

v Inx

integral taqribiy hisoblansin.

pugtalari

10-4

2-3

'In x

po‘lib, bu nugqtalarda

avshanki, bu holda
= ],

4 [4,10] segmentni 6 ta teng bo‘lakka bo'lamiz. Bo'linish

4, 5,6,7:8,9, 10

f(x)=—-

Inx

} ksiyaning qiymatlari quyidagicha bo*ladi:

f(4)=0,72135,
£(5)=0,62133,
£(6)=0,55811,
£(7)=0,51390,
/(8)=0,48090,
£(9)=0,45512,
f(10) = 0,43429.

x, =4+k-1  (k=0,1,234,5,6)
Parabolalar (Simpson) formulasi (9 ) dan foydalanib
168 [(0 72135+0,43429)+4(0,62133+0,51390 +0, 45512) +

2(0,55811+0,48090) | = 3,19835.
Demak,

10 dx
lnx

~3,19835.»
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Mashglar

Ushbu integrallar  o‘zgaruvchilarni  almashtirish

bolaklab integrallash usullari yordamida hisoblansin:

1. l]\/“ cosxdx . . Je" sin xdx .

=T

&2 1
3 —”J‘z(cosz X+Xx sin x)a’x , 4. :I[(e" + e“")tgxii

To'g'ri to‘rtburchaklar hamda trapetsiyalar formulalg

yordamida xatoligi 107 dan ko p bo‘lmagan taqgribly qiym
hisoblansin: g
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26-MA’RUZA
Aniq integralning ba’zi-bir tatbiqglari

Matematika, fizika, mexanika hamda fan va texnikaning
turli  sohalarida uchraydigan ko'pgina masalalar ma’lum
funksiyaning aniq integralini hisoblash bilan hal etiladi.
Biz quyida geometrik hamda {izik masalalarni aniq integral
yordamida yechilishini bayon gilanuz. - BiEthe

l)i

26.1. Tekis shaklning yuzini lmoblash

Aytaylik, [ ( ) funksiya [a,b] segmentda uziuksiz bo‘lib,
Vxela,b] da f(x)20 bo'lsin.

Yuqoridan f (x) funksiya grafigi, yon tomonlardan

chegaralangan aABb tekis shaklni qa;‘aylik (1-chizma).

Ve \\x%.f ’V !
! € ¢ {
( [ ( H
{ ! H 4
' § 1 !
i { H !
{ u { {
{ ! ' ;
! L { ( >
noax o Ka o B i
1-chizma

Odatda, bunday shakl egri chizigli trapetsiya deyiladi.
aABb egri chizigli trapetsiya yuzaga ega bo‘ladi (qaralsin [2]).
Uning yuzini topish masalasini qaraymiz.

[a,b] segmentni
F=X CF Xy s X, BB B, E X 2l
nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka bolamiz, bunda
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Ax, =x,, —x, (k=012,..n-1)

deymiz. Har bir [x,,x,,,] da- ixtiyorty &, nuqtani oljj

funksiyaning shu nuqtadagi qiymatini Ax, ga ko‘paytiramiz:

f (’fk )'Axk .
Bu miqdor asosi A¥, va balandligi f(&,) bo‘lgan to‘g
to‘rtburchakning yuzini i‘fodalaydi (1-chizma). U x, 4, B,x, ., eg

chizigli trapet51yamng yuz:ga taquban teng bo‘ladi.
Ushbu.- A

n-1

Z"ﬁf(é )"Axk

yig'indi esa adBb egri chizigli trapetsiyaning yuzi S ga tagriban
teng bo‘ladi:

n-1

S= Zfs/f

Endi [a,b] ning bo laklash sonini orttirib borilsa, ya’ni
cheksizga intila borsa, ]

n-1

;f(é‘)m

migqdor izlanayotgan § yuzani tobora aniqroq ifodalay boradi.
Binobarin,

n-|

"hme fk

n—x

Ravshanki,

1im2f(§k)-mk = [/ (x)x.

H—>%0

Demak,
b
S = j'_/‘(x)dx. (1)

1-Misol. Quyidagi
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p=0, y=—x", x=l, x=3

chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
<€ Bu shakl 2-chizmada tasvirlangan:

v &

el

0 1

-2
L)
£t J

2-chizma

(1) formuladan foydalanib topamiz'

o e Y 3 -3 34
Aytaylik, f;(x) va f,(x) funksiyalar
[@,b] da uzluksiz bo‘lib, Vx €[a,b] da

0< fi(x)< £ (x)

N

bo* Isin.

Yuqoridan  f, (x) funksiya grafigi, pastdan (A)
funksiya grafigi. tomonlardan x=a, x=0 vertikal chiziglar
bilan chegaralangan shaklning yuzi

b b b
§= [Hwdx- [ = [[ L= Ak (2)

bo‘ladi (3-chizma).
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3-chizma

2-misol. Ushbu
ye=x p=2-i
chiziglar bilan chegaralangan shakining yuzi topilsin.

<4 Avvalo
Y=
y=2-x

sistemani yechib, chiziqlammg kesishish nuqtalarining
abssissalarini topamiz (4-chizma):

x=2-x = x’+x-2=0 =x=-2,x =1
Y4
7] A

4-chizma

Bu  shaklning yuzini (2) formuladan foydala
hisoblaymiz:

S= —}[(2~x2)—x}lx=;"(2—-x2 —x)dx=
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. Eslatma. Biz f(x) funksiva [a,b] segmentda f(x)20
deb garadik. Agar [(x) funksiya [a,b] da ishora saqlamasa, (1)
itegral egri chizigli trapetsiyalar yuzalarining yig ‘indisidan iborat
po'ladi. Bunda OX o'qining yuqorisidagi yuza musbat ishora
bilan, OX o 'qining pastdagi yuza manfiy ishora bilan olinadi.

‘ Masalan, OX o‘qi va f(x)=sinx ning 0<x<27
oraliqdagi gismi bilan chegaralangan shaklning yuzi

S = J.sin xdx +(— Isinxdx) =(—cosx) = ’ —(—cosx) el
, 0 P 0 T
bo‘ladi.

Qutb koordinatalar sistemasida ushbu
r=f(p), asp<p

funksiya bilan aniqlangan AB yoyi hamda O4 va OB radius
vektorlar bilan chegaralangan (§) shaklni qaraylik (5-chizma).

5-chizma

Agar r= f(p) funksiya [a,,B] da uzluksiz bo‘lsa, (.5)
shaklning yuzi - "
1% 2
s=—[[f(e)]de ®
8 2 B !
bo‘ladi.
3-misol. Quib koordinatalar sistemasida ushbu
r’ =a’ cos2¢p
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Junksiya bilan chegaralangan shaklning yuzi twpilsin.
< 7 =a’cos2¢ tenglama bilan berilgan egri
yopiq chiziq bo*lib, u lemniskata deyiladi.
Lemniskata Dekart koordinatalar

o‘glariga  nishy
simmetrik joylashgan (6-chizma).

-
i ?

Mﬁﬁ N}fl\.[g ]1} ‘

6-chizma

Izlanayotgan shaklnmg yuzini topish uchun i
I-chorakdagi qismi (S) ning yuzini topish yetarli bo‘ladi. 1
(S) shaklning yuzi (3) formulaga ko‘ra

1 ”4 aZ % 2 % s .
S=—= |ridp=— |cos2pdp =" IcosZgod(Z(o):
2 0 2 0
a’ 7 g
=—sin2p =—
4 (Po 4

bo‘ladi. Demak, izlanayotgan shaklning yuzi 4- -‘i— =a’ ga tengv.-f.

26.2. Yoy uzunligini hisoblash

JS(x) . funksiya [a,b] segmentda uzluksiz va uzl
i g ( ) hosilaga ega bo'lsin. Bu funksiyaning [@,b] dagi gra
AB yoyni (egri chiziqni) tasvirlasin (5-chizma).
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4
1 P
:

TQ\\ / |
i N 7z
a7 | AN o I
! | N2 |
o |

1 ! L =

0 a X} Xi Fead b X

S-chizma

[a,b] segmentda

TECE W I TN SN ST

(a=2 < <X <. <X <. <X <X, =b)
uqtalami olib, bu nuqtalar orqali OY o‘giga parallel to‘g‘ri
chiziglar o‘tkazamiz. Ularning AB yoyi bilan kesishgan nuqtalarini
A G f(x) (k=0,1,2,..,n; 4 =4, 4, =B)
deymiz. So‘ng bu nuqtalarni o‘zaro to‘g'ri chiziq kesmalari
yordamida birin-ketin birlashtiramiz. Natijada AB yoyiga chizilgan
f niq chiziq hosil bo‘ladi. Bu siniq chiziq perimetrini L, deylik.
b Ravshanki siniq chiziqni
,Ak(x,(,f (%)), 4.,(x,,,,f(x,)) nuqtalarni birlashtiruvchi
‘lagining uzunligi (ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga
ko‘ra)

\/(x,m = xk )2 F [.f(xk+l ) A f(xk )]2

bo‘lib, siniq chiziq perimetri

L, =,'!Z\/V(xk+l = X )? +[f(xk+1)_f(xk )]2

bo‘ladi.

Endi [a,b] segmentning bo‘laklash sonini orttira borilsa,
ya’'ni n cheksizga intila borsa, unda siniq chizig AB yoyiga
Yaqinlasha boradi, uning perimetri esa AB vyoyining uzunligi / ni

borgan sari aniqroq ifodalay boradi.
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Bundan, tabiiy ravishda 4B yoyining uzunhgi deb

n-1

[=hmL, =lim Z\l/('\'é‘-l -3 )+ [f(xM i g 4 5 )]2
9% e /\"‘0
garash mumkinligi kelib chigadi.

Yugqorida aytilishiga ko‘'ra f(x) funksiya [a,b] segmentda

uzluksiz f"(x) hosilaga ega. Binobarin, u har bir [x,,x, | da hs "
shu xususiyatga ega bo‘ladi. Har bir [x,,x, || da f(x) ga Lag g
teoremasini qo‘llab topamiz:
(%)= (%)= 1"z, )-Bx,, (k=0,1,2,..,n-1)
bunda Ax, =x,,,—x, va 7, €[x,x ]
Natijada

n-l

{=lim Y O —x) 1) (5 -3 =
: k=0

n-l n-l ‘.4.‘
= 1imz,/1+f'2(m (X —x)=lm Y J1+ f(r,) Ax,
" k=0 " k=0 P

bo‘ladi.

“f(x) funksiya [«,b] segmentda uzluksiz bo‘lgani uch
u shu oraligda integrallanuvchi bo‘ladi. Unda integral yig‘indi
ixtiyoriy &, €[x,,x,,,] da, jumladan 7, da ham chekli limitga.'
ya’ni aniq integralga intiladi. Demak, ’

n-l b
nmz,/n (&) Ax, = j 1+ f2(x)dx.
A=>% =0 : ;

Shunday qilib, 4B yoyining (egri chizigning) uzunligi

b ‘-

I= [J1+f7 (x)dx 4 '

bo‘ladi.
1-misol. Ushbu

IS

X P =i
tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
, 4Bu yopiq egri chiziq bo‘lib, u astroida deyiladi
(6-chizma). s
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E A S
- /

;\:: v

D

6-chizma

Astroida koordinatalar o‘qglariga nisbatan simmetrik bo‘lib,
uning birinchi chorakdagi qismining uzunligini topish yetarli
bo‘ladi (topilgan qiymatni 4 ga ko‘paytirish bilan butun
‘astroidaning uzunligi topiladi).

Astroida tenglamasidan topamiz:

3
22 22y
=a* -x?, ya’ni y=[a3—x3j ;

Ravshanki,

vl to

I =1
W i
- -
N S
W | h2 I
' -
> |
v e >‘(
\—{'—- YRR
o Rl
g (SR
|
(SSEIS] il
?Cuuw [l By
L o s
SRS DTS
! I
=
TR W
[ Rt
wlirg N'
| -
= PN
wilro Q
s wlrN
<1} |
= =
il S
-
|

bo‘lib, birinchi chorakda 0 < x < @ bo‘ladi.
(4) formuladan foydalanib, astroidaning birinchi chorakdagi
qismining uzunligini topamiz:

%;[ 1+f'2(x)dx=j\/l+(a —x j I, 18

..'lu
PR

0




Demak, astroidaning uzunligi
3
l=4.—a=06a
2

bo‘ladi. B
Aytaylik, AB egri chiziq ushbu

S e
{y=w(f)’ foseag)

bo‘lsin, bunda @(t) va w(¢) funksiyalar [a,f] da uzl

@'(t) hamda y/'(t) hosilalarga ega. Bu egri chizigning uzunligi
; ; ' G

B
1= [No 0+ (0t e %
bo‘ladi.

2-misol. Ushbu
{x =a(t—sint)

v=a(l-cost)
parametrik ko ‘rinishda berilgan AB cgri chizigning [0,27[] dag

(sikloidaning) uzunligi topilsin.
<« Bu egri chiziq 7-chizmada tasvirlangan.

'\/
-~.~" Y P'J,d-
ey :
0 l 2ra - '
. PN 2
7-chizma i

Bu holda
o(t)=a(t—sint), y(t)=a(l-cost)
bo‘lib,
@'(t) =a(l-cost), y'(t)=asint,
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P (O +y" (1) =a’ (1 -cost)’ +a sin’ 1 =

5. o 9 &
=a’2(1 - cost) =4a’sin’ =

bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:

f= J."‘%a -sin” —a’t -2a Ism—dl

[r-2u d=2du va t=0 da u=0, t—2na’a 1/=7r]=

r
=4a Isin udu = 4a(-cosu) = 8a .

0
Aytaylik, AR egri chiziqg qutb koordinatalar sistemasida

:j!quyidagi

r=p(0), (a<0<,6)
I.tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda (&) uzluksiz p'(&)
osilaga ega. Bu egn chizigning uzunligi

= W@+ p@rdo (®) ‘

bo‘ladi.

3-misol. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan ushbu
p(@) =g egri  chizigning  (logarifmik  spiral-  8-chizma)
0<0 <7 dagi uzunligi topilsin.

8-chizma

p(6)=¢’
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bo‘lib,
PO+ ()= 2"
bo*ladi. (6) formuladan foydalanib topamiz

e J'\/?_e;d&’ 2 j 2do=\2 (¢’

o Pl

26.3. Aylanma sirtning yuzini hisoblash

Aytaylik, f(x) funksiya [a@,b]da uzluksiz bo* h'i
Vx ela,b] da f(x) =0 bo‘lsin. Bu funksiya grafigining

(a.1(a)). (b.1(2))

nugqtalari orasidagi bo‘lagini AB yoy deylik.
AB yoyni OX o ‘gi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgar
sirt aylanma sirt deyiladi (9-chizma ). '
Agar f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz, u (a b) orallq

uzluksiz f'(x) hosilaga ega bo‘lsa, aylanma sirtning yuzi

'

e,

P i

\‘

&
-] v
R

9-chizma

S=2x jf(x)- 1+ /7 (x)dx %

bo‘ladi.
4-misol. Ushbu

f(x) =%(e; +e7;‘), a>0, 0<x<a
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zanjir chizig'ini OX o'qining [O,a] gismi atrofida aylantirishdan
hosil bo 'lgan aylanma sirtning yuzi topilsin.
: <4 Ravshanki,
al =1 =1} 1 2 =
fl(x)=—|e":——e = |=—(e"—e").
‘ 2 a 2

a

7) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini
topamiz:

£ 4 B | &2 &,
S=2r|=(e" +¢ *)f1+—(e® —e *) dx=
ot e

a 2%

a ¥ X 2%
wa - = nwa = =
=~I(e“ +e ")de=—j(e" +2+e ¢)dx=
2 2
«

=£§——(e2 —-el+4).»

0

2% 2x
ra\dad — a —
e -z-e" +2Fm—t *

26.4. Statik momentlar va og‘irlik markazlarini hisoblash

Tekislikda m massaga ega bo‘lgan A nugqtani qaraylik. Bu
nuqtaning koordinatalari x va y bo‘lsin: A(x,y)=4.
Ushbu

M =m-y, My =m-Xx
miqdorlar mos ravishda OX va OY o‘qlariga nisbatan statik
‘momentlari deyiladi.
Aytaylik, tekislikda har biri mos ravishda
' Wil s My M sy
‘massaga ega bo‘lgan
4, (xoayo)’ 4 (xl N ),---, 4, (xn-l 3 Vi )
nuqtalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Ushbu

n-1

n—1
M,\' :kaylt’ My ::kax/(
k=0

k=0
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miqdorlar 4, , 4 ,4,,....., 4
OX va OY o*glariga nisbatan statik momentlari deyiladi.

Agar  nugqtalar sistemasining  barcha  massalarj
(m=mg+m+..+m, )  C=C(x%y*) nugtada bolib, by

nuqtalar sistemasining mos ravishda

n-i

nuqtaning OX  va OY o‘glariga nisbatan statik momentla i
sistemaning shu o*qlarga nisbatan statik momentlariga teng, ya’ni
fi~]
M, = kayk =my ,
k=0
n-|
M, :kaxA =mx
k=0 i
bo'lsa, C=C(x*, y*) nuqta sistemaning og‘irlik markaz
deyiladi. ‘
Keyingi tengliklardan sistema og'irlik markazining
koordinatalari uchun

Aytaylik, 4B egri chiziq ( AB yoyi)
y= f(x), a<x<hb,

tenglama bilan aniqlangan bo‘lsin, bunda ,/'(x) funksiya [a,b] da

n-1 n—1
- S S mex,
Mx — k=0 : \,4: s M_v — k=0
P = T ael * =T T -l
m m 1
th _ ka
k=0 k=0 4
bo*lishi kelib chiqadi. ]
i
1
|

uzluksiz f'(x) hosilaga ega. Bu egri chiziq bo‘yicha zichligi

o'zgarmas va u | ga teng bo‘lgan massa tarqatilgan. Ravshanki, bu
holda massa (u yoy uzunligi bilan zichlik ko‘paytmasiga teng
bo‘lganligi sababli) yoy uzunligiga teng bo‘ladi.

(4) formuladan foydalanib topamiz:

= [:Hl + 7 (x)dx ()

Massali AB egri chizigning OX va OY koordinata
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.o‘qlariga nisbatan statik momentlarini hamda uning og'irlik
‘markazining koordinatalarini topish uchun {a,b] segmentini

‘ a=m<x L85, <X, =

;'ﬁuqtalal‘ yordamida n bo‘lakka bo‘lamiz. Unda AB yoyidagi

4 =4z, f(x)) k=012, ..80-1)
nugtalar AB yoyini n ta 4, A, bo‘lakka ajratadi. Bunda A,(/VI,H_l
yoy bo‘lagining massasi ( 8 ) formulaga ko‘ra

m= [Ie 2 dx (k=0,1,2,..,n-1)
bo‘ladi.

Aniq integralning xossasi (o‘rta qiymat haqidagi
teorema)dan foydalanib topamiz:

m, = \/1+.f'2(§/.-) -Axk,
bunda ¢, €[x, x5, ], Ax =X, =X
Yugqorida aytilganlarga ko‘ra (&,, f(&,)) nuqtaning OX

va OY o‘qlarga nisbatan statik momentlari

M;‘ zmkf(é:k)=.f(§k)'\/1+f'2(§k)"Axka
(&) =m, 'fk =§k 'V1+f’2(§k)'Axka

M.
(k=0,1,2,...n-1) bo‘lib,
(&, S (& f(ED),-5(8,1, f(6,1)) nuqtalar sistemasining

OX va OY o‘glariga nisbatan statik momentlari

M, =5 7(&) VI TG s,

M, =Y & i+ £2(E) A,

=0

>

=

>

bo‘ladi.
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FEndi [a,b] segmentning bo‘laklash sonini orttira ff:..;

ya'ni n cheksizga intila borsa, unda 4, AM yoyi nuqtaga ayla :g..v
boradi, yuqoridagi yig'indilar esa massaga cga bo'lgan egri
chizigning OX" Ba OY o'glarga nisbatan statik momentini ifodal‘
boradi. Binobarin, (8) massali egri chizigning OX va QY o‘qlar
nisbatan statik momentlari

n-!

Lo=limd 7 (&) ie /o) o,
k=0

n-1 —
1_; :,111?3 Z‘:ﬂ. \/—l:f'z(él) “Ax,,

k=0
bo*ladi.
Ayni paytda
n—| —— b
limY /(&) A1+ £ Ax = [£(x)- i+ 77 (),
k=0 a
n—l b
C lim) g ‘,/1 + (&) -Ax, = J.x-,/l—rj"z(x)dx
. n—« =0 : P
bo‘lganligidan

L= ]'f(x)-\‘/l +‘/"2(x—)dx, k= []‘x-,fl + " (x)dx,

bo‘lishini topamiz. )
Shuningdek, (8) massali egri chiziq og‘irlik markazi

C = C(x*, y *) nuqta koordinatalari uchun M
b = i b
J'x-\/l +f:2(x) dx J.f(x)‘\/l + [ (x) dx

e O —_—
TE= = 5 pk=2=

j,/1+ £ (x)dx ]‘\/H £ (x) dx

a

bo‘ladi.
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Mashqglar

I. To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida berilgan
quyidagi egri chiziglar bilan chegaralangan shakllarning yuzasi
topilsin.

a) y=x"+1, x+y=3.
b) y=sin2x, y=sinx, Z;-S,\’Sn.

2. Egri chiziq yoyining uzunligi topilsin.
b]

a) y=i5‘--xz, W9,

b) y =Inux, 22 <x<26. ‘
3. Quyidagi egri chiziglami aylantirishdan hosil bo'lgan
‘aylanma sirtlarning yuzlari topilsin.

2 .
a)y=x3; x=-§, x=§; OX o‘qi atrofida.

b)y =tgx, O0<xs %; OX o‘qi atrofida.

X b
4. Tenglamasi — +-’;; =1 bo‘lgan to‘g‘ri chizigm
i a
koordinatalar o‘qlari orasidagi qismining OX va OY o‘qlariga
nisbatan statik momentlari topilsin.
e & 8 b/ /4
5. y =cosx egri chiziq yoyining x = —-—, x = — nuqtalar

orasidagi gismining OX o°qiga nisbatan statik momenti topilsin.

' 6. Ushbu
X’ +4y*-16=0, y=0
chiziglar bilan chegaralangan shaklning og‘irlik markazi topilsin.
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27-MA’RUZA
Xosmas integrallar

Avvalgi, 24-ma’ruzada [a,b] segmentda berilgan f (

funksiyaning aniq intcgrali o°rganildi. Bunda:
1) [a,b] ning chekli oralig, '
2) shu oraligda f (x) funksiya chegaralangan deb qaraldj,
Matematika va ‘uning tatbiglarida integrallash oralig‘inin
cheksiz, funksiyaning chegaralanmagan hollarda uning integral
bilan bog‘liq masalalarga duch kelinadi. E
Ushbu ma’ruzada cheksiz oraliq bo‘yicha hamd;
chegaralanmagan funksnyamng mtegrah tushunchasi keltmhb ul
o‘rganiladi. :

27.1. Chegaralari cheksiz (cheksiz oraliq bo‘yicha) integralla\f

Aytaylik, f(x) funksiya [a,+) oraligda (cheksi:
oraliqda) uzluksiz bo‘lsin. Bu funksiyaning ixtiyoriy [a,!] oralig
(chekli oraliq) bo‘yicha integrali '

b qur
ff(x)dx (a<t<+x)

ni qaraylik. Ravshanki, integral # ga bog‘liq bo*ladi.
1-ta’rif. Agar

lim J’ [(x)dx

limit mavjud bo ‘Isa, bu limit f (x) funksiyaning chegarasi cheks'.
xosmas integrali dev:ladt va

I f(x)dx

kabi belgilanadi.
Demak,
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jf(x )dx = lim j F(x)dx. (1)

Agar (1) limit chekli bo‘lsa, J. J(x)dx xosmas integral

"aqinlashchhi deyiladi.

Agar (1) limit cheksiz bo‘lsa, jf (x)dx xosmas integral

4
uzoqlashuvchi deyiladi.

Eslatma: Agar (1) limit mavjud bo ‘Imasa, J.f(x)dx

_losmas integral uzoglashuvchi deb qaraladi.
1-Misol Ushbu

"t dx

2
h X

osmas integralni qaraylik. Bu integral ta’rifga ko‘ra

cl\
l—)-omj—
‘ladi. Ravshanki
dx_]-x_vd)‘_ xe a1 t__l_(i)*l_l
Eal 2410 =1t xl 2 U1 ¢
“d 2 1
—if:hm(l-—):
: x5 (=240 t‘

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi, uning
ﬁ'-qiymati 1 ga teng.
2-Misol. Ushbu

T dx
5[1+x2

‘Xosmas integralni qaraylik. Ta’rifga ko‘ra
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jﬁ dx ™ j-d,\‘7

: l+x 14X
bo‘ladi. Ravshanki,

“odx t ‘
J = arctox = arcigt — arctg0 = arcigt,
14% 0

. T
lim arcigt = 5

[=»+0

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi va

+]-° dx _«
Jl+at. 2
bo‘ladi.
3-Misol. Ushbu
_Cz.;x- ¢ (a >0)
x

xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<Aytay1ik' a#l bo‘lsin. Bu holda

_—a+l

t

J-—— =lim |x “dx=1lim
1—->+nc 1=>+0 oy +1 a

bo‘ladi. Demak, berilgan integral @ >1 da yaqinlashuvchi, & <
bo‘lganda uzoglashuvchi. ¢
Aytaylik, @ =1 bo‘lsin. Bu holda
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1-—3+50

i _[——-llm lnt—lna) +00
l >k
bo‘lib, berilgan mtcgral uzoqlashuvchl bo*ladi.
4-Misol. Ushbu

+20

I COS xdx

0
xosmas integralni qaraylik. Ta’rifga ko‘ra
+0 '

X : P
fcos xdx = lim j.cos xdx =lim ( —sin x) = lim sin¢
J 0 1o+

>+ t—4oe

8]
bo‘ladi. Biroq keyingi limit mavjud emas. Yuqorida keltirilgan
eslatmaga ko‘ra berilgan xosmas integral uzoglashuvchi bo*ladi.

Eslatma: [ (x) Sfunksiya (-oo,a) oraligda uzluksiz

bo ‘lganda
j f(x)dx

xosmas integral, | ( ) Junksiya (—oo +oo) da uzluksiz bo ‘lganda

j f(x

xosmas integrallar yuqortdagldek ta rzﬂanadt

j f(¥)dx = lim j f(x)dx

-0

40

J e [ redes j £ (x)dx = lim j £(x)dx+=
i (9

Xosmas integrallar hagidagi keyingi ma’lumotlarni
I f(x)dx

tegralga nisbatan keltiramiz.
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27.2. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalarj

Yaqinlashuvchi xosmas integrallar 23-ma’ruzada oy
gan aniq integrallarning xossalari kabi xossalarga ega bo
Jumladan,

1) Agar

17 (s

xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda
j./» S(x)dx (k=const)
xosmas integral yaqmlas huvehi bo'lib,
TI{ f(x)dx=k Tf(,\
bo ladi; : :
2) Agar

+a0

‘Tf(x)dx , Ig X ) dx

a
xosmas integrallar yaqinlavhuvchi bo‘Isa, u holda

I[ f(x x) Jdx
xosmas integral ham yaqmla.shuvdu bo lib,
J'[./'('x)ig(x)]dx = Jf(x)dxi Ig(x)dx

bo ‘ladi.
3) Agar

ff jg

xosmas integrallar yaginlashuvchi bo ‘lib, ixtiyoriy x € [a,+oo) da
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bo ‘Isa, 1 holda

bo ‘ladi.

27.3. Xosmas integralning yaqinlashuvchiligi.
Yagqinlashish alomati

Aytaylik, f(x) funksiya [a,+oo) da uzluksiz bo‘lib,

ixtiyoriy x €[a,+o0) da

f(x)=0
bo‘Isin. Ta’rifga ko‘ra
J(x)de = lim If

Ayni paytda f(x) >0 bo‘lganda ¢'> ¢ uchun :
If dx-If(x)dx+Jf t)dx>jj x )dx

bo'ladi (chunki, I S (x)dx=0). Bunda esa
A {

=[x

‘ nksiyaning o‘suvchi ekanligi kelib chigadi.

Ma’lumki, o‘suvchi funksiya har doim chekli yoki cheksiz
limitga ega:

agar ixtiyoriy ¢ € (a,+%) da
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ot — i - =
(1) _,l.-/ (x)x<M (M =const)

a \
ya’ni (p(t) funksiya yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u .;;‘
t = +ooda ¢(1) funksiya chekli limitga ega, aks holda esa
limiti 400 bo*ladi. Natijada,

Jr@as (£(x)20. xefass)

 xosmas integralning  yaqinlashishini ta’minlaydigan quyida
teoremaga kelamiz. !
1-Teorema. Agar

p(1)= lj'f(x)dx - M (1 e(a, +oo))

. bo'lsa, u holda A

+0

[ f(x)dx (f(x)=0)

xosmas integral yaqinlashuvchi boladi.
Eslatma: Agar

o(1)= [/ (x)dx (1 (x)20)
Sfunksiya yugoridan chegaralanmagan bo ‘Isa, u holda
I f(x)dx

xosmas integral uzoqlashuvchi bo ‘ladi.
Endi amaliyotda ko*p foydalaniladigan xosmas integralning
yaqinlashishini ta’minlaydigan yaqinlashish alomatini keltiramiz.
Odatda, bu alomat solishtirish teoremasi deyiladi.
2-Teorema. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+o0)
oraligda uzluksiz bo ‘lib, ixtiyoriy x € [a,+x) da ;
0<gx)= f(x)
tengsizliklarni qanoatlantirsin. Agar
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Tf(x)dx

wosmas integral yaginlushuvchi bo ‘lsa, u holda

+0

Ig(x)dx

a
vosmas integral ham yaginlashuvchi bo ‘ladi.
Eslatma: Keltirilgan teoremaning sharti bajarilganda,

Tg(x)dx

XOSIIAS integral uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda

T.f()»)d.x

xosmas integral ham uzoglashuvchi bo 'ladi.
Aytaylik,

jf Jdx (f(x)20)

xosmas integral yaqmlashuvchlhkka tekshirilishi kerak bo‘lsin.
Bunda integral ostidagi funksiya bilan ushbu

S(x)20(x) (vela+=)
s- unosabatda bo‘lgan va ayni paytda (a(x) ning xosmas integrali

'yaginlashuvchi bo‘lgan ¢ (x) funksiyani topish bilan

Tf(x)dx

mtegalmng yaqmlashuvchl bo‘lishi aniqlanadi.
- 5-Misol. Ushbu
T dx
i X \]3 X ‘ X
xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
dIntegral ostidagi
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uchun

1 1 1
3 - 5 ] =
,(.?.Q/Hl x-"{/l+—
X by

bo‘ladi. Ravshanki,

funksiyaning xosmas integrali

+T(,o(‘,\')ab: = T%u’x
| I ,\‘;

: 5
yaqinlashuvchi (garalsin, 3-misol, bunda o = g >1).

Demak, yuqoridagi teoremaga ko‘ra
+r
dx

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. B
6-Misol. Ushbu

JCOQ A
P

xosmas integral yaqinlashuvclzzltAka tekshirilsin.
<4 Ravshanki,

2
COS x 1
<

1+x*  1+a°
bo'lib,
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integral yaginlashuvchi.
Demak,

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. B
27.4. Xosmas integralning absolyut yaqinlashuvchiligi

Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a,+00) oraliqda uzluksiz
bo‘lsin. Bu funksiya ixtiyoriy x €[a,+) da f(x)ZO bo‘lgan

holda uning xosmas integrali
J f ( x) dx

ning mavjudligi hamda solishtirish alomati 27.3 da bayon etildi.
Endi [a,+00) oraliqda uzluksiz bo‘lgan ixtiyoriy funksiyani
qaraymiz. Bu funksiya yordamida tuzilgan

/()
funksiya [a, +00) da manfiy bo‘Imaydi: !f(x)] 20

3-teorema. Agar

o

integral yaginlashuvchi bo lsa, u holda

Xosmas integral ham yaginlashuvchi bo ‘ladi.
4 f (x) Ba If (x)| funksiyalar yordamida ushbu
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P(¥)="——3 ' >
funksiyalarni tuzamiz. Ravshanki,

1)¢)(x)>0 w(x)20,
2 p(x) <[/ (%), w(x)<]A(x),
3) <o(x)~w(- )=1(x)

bo‘ladi.

. Shartga ko‘ra

ok
xosmas integral yaqinlashuvcahi. Unda solishtirish tcoremasiga ko
+qu(x)a’x, Tt//(x)dx
xosmas integrallar ham yaqinlashufohi bo*ladi. Demak,
(e ['jqo(x)dx‘—_] (s

integral yaqinlashuvchi. »
3-ta’rif. Agar

xosmas integral yaginlashuvchi bo lsa, I f dx xosmas integre

a

absolyut yaginlashuvchi integral deyiladi.

+0
cos X §
Masalan, I ——dx  xosmas integral  absoly
X
1
yaginlashuvchi bo‘ladi, chunki
sl
b b 5

va
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integral yaqinlashuvchiligidan

5

J

cos x|,
X
¥ X

integralning yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

27.5. Xosmas integrallarni hisoblash

Aytaylik, f(x) funksiya [a,+%) oraliqda uziuksiz bo‘lib,
uning xosmas integrali

j f (x)dx
aqginiashuvchi bo‘lsin.
Ma’lumki, bu holda f(x) funksiya [@,+) oraligda

boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi. Uni F (x) bilan belgilaylik,

(F(x)=1(x).

Ta’rifga binoan
+0 ‘
J'f(x)dx = 11_13100 If(x)dx.
K yni paytda, Nyuton(-lLeybnits formulgsiga ko‘ra
[rodx=F@)-Fa)

lim F(t) = F(+0)

deyilsa, unda o

Tf(x)dx = lim (F (1)~ F(a)) = F(+®) - F(a)
bo*ladi. Demak,
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jf(x_)dx = F(+oc)— F(u) = F(*\)Ia . 2)

Ko'pincha xosmas integrallar shu  formula  yordami

hisoblanadi.
7-Misol. Ushbu

'I xdlx 3
: 39
0 o

2

:qlul

integral hisoblansin.
«Bu integralning yaqinlashuvchi bo*lishi ravshan. Endi

; X
(l + % )3 b
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasini topamiz: ‘
I '\dx_=—jl+ l+x)
Hay 2

Unda (2) formulaga ko‘ra

e eeytee]-

1 4 " |
=lim| - —[— 140 2)=0+1=1
I—)m( ,1+X2J | ( )

bo‘ladi. Demak,

S o

X

(l+r)
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8-Misol. Ushbu

B \

Ie‘ "dx  (a=const)

ntegralning ixtiyoriy o'zgarmas p > 0 da qiymati topilsin.
< (2) formuladan foydalanib topamiz:

"t -px 1 — PX o d 1 - px
Ie”dx=—-—e" =lim|——e ™ |-
a X0
“ w 4 >
-[—le"’“j=0+—l-e"”“ =le"’“
p P p
9-Misol. Ushbu

J‘e' *dx

- 0

xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4 Ravshanki,

(x-1) =x*=2x+120,
PR e
Unda
-2 < ~2x+l _ 2%
e =se =e-e 3)
bo‘ladi. Ma’lumki,

?e‘z"dx
0

teoremasiga ko'ra

.f e dx
0
ntegral yaqinlashuvchi bo‘ladi. »
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27.6. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralla .

Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b) da uzluksiz bo:
Bu funksiva x —b—0 da cheksizga intilsin: \»!i\gr}m ( x)”"
Demak, f(x) funksiya [a,b) da chegaralanmagan (aniqt
/(x) funksiya b nugta atrofida chegaralanmagan).
J(x) funksiyaning ixtiyoriy [a,l] oralig (a<t'_
bo‘yicha integrali

:[f(x)dx (a<1<b)

ni qaraylik. Ravshanki, integral 7 ga bog'liq bo*ladi.
4-ta’rif. Agar ushbu

IE}}}O (;'-i (X)dx

limit mavjud bo'lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyanin
/) & gan J( 37

[a,b) bo'yicha xosmas integrali deyiladi va

b
J.A f(x)dx
kabi belgilanadi.
Demak,
b '
[/ d = tim lf./(x)dx. ()

" \

Agar (4) limit mavjud va chekli bo‘lsa, I J(x)dx xosma

integral yaqinlashuvchi deyiladi.
b

Agar (4) limit cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa, If(x)

xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
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. Avtaylik, f(x) funksiya (a,b] da vzluksiz bo‘lib,
x> a+0 da cheksizga intilsin. Ravshanki, bu funksiyaning

v [t,b] oraliq (a << b) bo‘yicha integrali

Jf(x)dx (a<r<b)

. ¢ o‘zgaruvchiga bog‘liq bo'ladi.
: Agar ushbu

b
lim jf(x)dx

1—a+0
limit mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning

xosmas integrali deyiladi va o

b
[f(x)dx
kabi belgilanadi. Demak,
b b A .
[/ (x)eix = tim [rede. )

b
Agar (5) limiti mavjud va chekli bo‘lsa, [/(x)dx xosmas

@ gyt

integral yaqinlashuvchi deyiladi, cheksiz yoki ﬁlavjud bo*Imasa,

b .
J‘f(x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

a

10-Misol. Ushbu

IJ’ dx
o\/l-—xz

integral hisoblansin.

— 1
[ <« Ravshanki, integral ostidagi f (x) = funksi
. ‘ ya
v1-x?

x —>1—-0 da cheksizga intiladi. Demak berilgan integral
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chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali.
Ta’rifga binoan

1

. !
(;' l x2 —:l—lgl‘n()-‘.[ (> 0 )0:
= lim (arcsmt arcsin O) arcsinl =§

1—-1-0

-~

bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va uni u

i . T
qiymati —é— ga teng:

1

N|>~]

o
11-Misol. Ushbu

] dx
7 xvInx
xosmas integralning givmati topilsin.

4 Bu chegaralanmagan funksiyaning xosmas integ
bo‘ladi, chunki

x—1+0 da — 400 ,
Inx '
Ta’ rlfdan foydalanib topamlz
* dx *dx |
= lim |——= lim |{Inx d Inx
" X “n X 1-31+0 I ln X t—+l+0 ( ) ( )

—hm(Z\/l—n_—4 Inz ) 24JIn2.

->1+0

Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va

=2JIn2 .»

=
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12-Misol. Ushbu
% dx % dx
of; i j'————-—, J7=j : (a<b, p=const>0)
{x=a) 2 (b=x)P
integrallar yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4 Aytaylik, p #1 bo‘lsin. Bu holda
h dx h (x . a)fl),.l b

1 =1 —_ P _1 el =
i, o = o Nl RS )

1
=—-lim[(b-a) " ~(t-a)""],
l__ p -»a+{
bo‘lib, p <1 bo‘lganda

b
; d 1
hm _" - p = p-1?
Iﬂ(H»O((_x._a) (l_p)(b_a)
berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi, p >1 bo‘lganda

b dx

berilgan xosmas integral uzoqglashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, p =1 bo‘lsin. Bu holda

lim = lim (ln(x—a)) -—llm [ln(b a)—In(t - a)] = +w

t—=at0 ¢ x — g (—a+

bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi.
Shunday qilib,

. I S a)"
xosmas integral O0< p<1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, p=1

bo‘lganda uzoglashuvchi bo*ladi. P>
Xuddi yuqoridagidek ko‘rsatish mumkin,

bodx
P db-x)

a
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xosmas integral 0< p<1 bo'lganda yaqinlashuvchi, p>q
bo‘lganda uzoglashuvchi bo*ladi. :

Biz mazkur ma’ruzaning V50 paragraflarida chegaralap
cheksiz xosmas integral

[/ (s

xosmas integrali (1 »>a+0 da f(x)—>o0 yoki t->b-0 i

f(x) =)
b
[ £ (x)ax

uchun ham keltirilishi mumkin. Jumladan, agar f(x) va g( E

funksiyalar: |
1) (a,b] da uzluksiz va ixtiyoriy x € (a,b] da J’fi
0= g(x) < f(x); |
b ; it
2) xosmas integral J‘f (x)dx yaqinlashuvchi bo'lsa, u
holda
b "
jg(x)dx i
xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo*ladi.
13-Misol. Ushbu
1 2
cos? x
! “-b X dx y

0 \/; .

xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
< Ravshanki, 0 < x <1 bo‘lganda
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b‘bo'ladi. Ma’lumki,

1 3
yyaginlashuvchi. Demak. berilgan integral ICOS 2 dx
: Vx
-yaqinlashuvchi bo*ladi. B
Mashqglar
1.Ushbu
' (x+1)dx
0 \3/(1‘ = 1)2
integral hisoblansin.
2.Ushbu
"[ dx
3 (14 xVx
integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin va integral hisoblansin.
3.Ushbu
Ie“" In xdx

i i
integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
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28-MA’RUZA
Sonli qatorlar

28.1. Qator tushunchasi.
Qatorning yaginlashuvchiligi va uzoglashuvchiligi

Aytaylik, biror {a, | :

A LR R ¢ 8.
hagqigiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketlikning
hadlari yordamida tuzilgan ushbu &

a +a,+a,+..ta = a, (1)
n=1

ifoda sonli qator (gisqacha gator) deyiladi. Bunda
[ B, 0 PO sonlar qatorning hadlari, a, ga esa qatorning
umumiy yoki 7 — hadi deyiladi.
(1) qator hadlaridan quyidagi
S, =a,
S, =a, +a,,
S, =a,+a,+a,,

yig‘indilarni hosil gilamiz. Ular (1) gatorning qismiy yig'indila i
deyiladi. Natijada (1) gatorning qismiy yig’ indilaridan iborat { S, }
B S S ey B
sonlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.
Agar {S"} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa,
limS§, =S

(1) qator yaqinlashuvchi deyiladi. § son esa (I) qatomiﬁ
yig‘indisi deyiladi va quyidagicha yoziladi: '
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S=a,+a2+a3+...+a”+...=2a,,.

n=|

Agar lim S, limit cheksiz yoki u mavjud bo‘lmasa, (1) qator

uzoglashuvchi deyiladi.
1-misol. Ushbu

= ! 1 1
gn(n-f-l)—E+2—-§+m+n(n+l)+m

1
‘),=a‘=—2-,
S, =a,+a, —1—+l=%,
2 6 3
Sy=a +a,+a, = 1+—l-+—1-=—3—, (M
2 6 12 4
S"-al+a,,+ +a, = +._1_ I
. 23 n(n+1)
bo‘ladi.
Endl S, ni quyidagicha yozib olamiz:
S"=(l_l)+(l_lj+ +(l......1_J=
2 2 3 n n+l
I 1 1 1 1 1 1
=l p———— =] ———

o
. 2 2 3 3 n n+l n+1
Keyingi tenglikda n — oo da limitga o‘tib

limS§, = hm(l ———1—) =1
-0 n—yw l’l+1

bo‘lishini topamiz. Demak, berilgan qator yaginlashuvchi va uning
b ig'indisi 1 ga teng. P
2-misol. Ushbu
14+ 2% Stan b M

355



qator yayinlashishga tckshirilsin. ‘

<4 Bu qatorning hadlar arifmetik progressiyani tashkil etagdj

Arifmetik progressiya dastlabki # ta hadining yig*indisini 3

hisoblash formuiasidan foydalanib, topamiz: ol
n(n+1)

S =14243+ .42 ————

e

Keyingi tenglikda n — +oc da limitga o*tib topamiz:

, _ n(n+ 1)
limS§, =lim———=+w
X X0

Demak, berilgan qator uzoqglashuvchi. b
3-misol. Ushbu
a+ag+aq +..+aq" +... (2)

qator yaginlashishga tekshirilsin.

Bu qatorning hadlari geometrik progressiyani tashkil etadi.
Shuning uchun uni geometrik gator deyiladi.

Geometrik progressiyaning dastlabki » ta hadi yig 1nd1s1 i
formulasidan foydalanib topamiz: :

- 2 n
S, =at+aq+aq +..+aq" =

Aytaylik, |q| <1 bo*lsin. Bu holda

limS, =lim| Z—2— |=lim| = -2 |= 2
n—® n—y% 1"‘[ n—w ]_q 1...q 1...q

bo‘lib, (2) geometrik qator yaqinlashuvchi, yig‘indisi

Bl : !

I-g ]

bo‘ladi. i
Aytaylik, ¢ >1 bo‘lsin. Bu holda ‘

lim$, =1lim| =24 | =
n—»w n—>b 1 _q

bo’lib, (2) geometrik qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, ¢ =1 bo‘lsin. Bu holda
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IimS, =limna =

bo‘lib, (2) geometrik qator uzoglashuvchi bo*ladi.
' Aytaylik, g <1 bo‘lsin. Bu holda n — 4+ da

ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lmaydi. Demak, (2) gator
uzoqlashuvchi.

Shunday qilib (2) geometrik qator lql | bo‘lganda?yaq’inlashuvchi,

lg| > 1 va ¢ =+£1 bo*iganda uzoglashuvchi bo*ladi. B>
4-misol. Ushbu

1 1 1
l+—+—+. . +—+..
2 B n

qator yaginlashuvchilikka tekshivilsin..
<4 Bu gator garmonik qator deyiladi va u uzoglashuvchi bo‘ladi.
‘Shuni isbotlaylik. Teskarisini faraz gilamiz, ya'ni garmonik qator
yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi § bo‘lsin. Ravshanki, bu
aholda

: . i 8 1
limS, =lim| l+—+=+...+—|=8S,
') 3 L )

n—0 n—0 4 ’fz

lme,n—hm(l+l+l+ +1+_L_+ +_L)=S
n-—>m n—0 2 3 n n+1 2n
bo lib,

lim(S,, ~S,)=limS,, ~lim$, =5 -5 =

bo‘ladi. Ayni paytda,

n n+l 2n
[ 11 1) 1 1
- l+=+—+. ==t ok
2 3 n n+l n+2
1 1 1 1 1 1
>t —t At =p—=—
2n 2n 2n 2n 2n 2
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boladi. Bu esa lim(S,, - S, ) =0 bo‘lishiga zid. Ziddiyat kelib

chiqishiga sabab, garmonik gatorning yaqinlashuchi bo‘lsin
deyilishidir. Demak, garmonik qator uzoglashuvchi. »

28.2. Yaqinlashuvchi qatorlarning sodda xossalari

Yagqinlashuvchi gatorlarlar ma’lum xossalarga ega. Ularnj
keltiramiz. \
1-xossa. Agar

oL
Ya,=a+taytay+.+a,+. . (3)
n=|

qaluryaqinlashuvchi bo ‘lib, yig'indisi S bo'lsa, u holda

an —ca,+ca,+ca,+ +ca +., 4)
n=l
qator ham yaqmlaalzuvchz bo lib, yig'indisi ¢S bo ladi, bunda ]
¢ = const.
4 Aytaylik,
8§ =a,¥+a 48 ¥... 48,

g, =ca;+ea, +¢a, +...+ca,

bo‘lsin. Ravshanki,

o,=c-S,
bo‘ladi.
(3) qator yaqginlashuvchi va uning yig“indisi .§ bo‘lgani
uchun
ims, =

bo‘ladi. Unda
limo, =limc-S, =c-lim$, =¢-§

bo‘lib, bu tenglikdan (4) qatorning yaqinlashuvchiligi, uning
yig‘indisi ¢S ga teng bo‘lishi kelib chiqadi.
2-xossa. Agar

Zanza,+az+...+an+... g )
n=l|
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Db, =b b+ +h ... (6)
n=l

gatorlar yaginlashuvchi bo lib, ularning vig'indisi mos ravishda S
va O ga teng bo ‘Isa, u holda

2.0, +b)=(a, +b)+(a, +b) +...+(a, +b,)+ ...
n=|
qator ham yaqinlashuvchi va uning yig'indisi $+o ga teng
‘bo ‘ladi.
< Aytaylik,
S,=a,+a,+..+a,
o,=b+b,+..+b,
bo'lsin. Ravshanki, : ‘
(a,+b)+(a, +b,)+(a, +by)+..4(a,+b,)=S, +0,.

Shartga ko'ra (5) va (6) qatorlar yaginlashuvchi va ularning
yig‘indisi mos ravishda S va ¢ . Demak,

ImS§ =8, limo, =0.

n—ow n-—»n0
Unda
lim(S, +0,)=limS, +limo, =S+o
=0 n-—w n—rm
‘bo‘lib, bu tenglikdan

o0

Z(a,, +b,)

n=l

qatorning yaqinlashuvchiligi va uning yig‘indisi S to ga teng
bo‘lishi kelib chiqadi. b
3-xossa. Agar

Da,=a+a,+.+a,+..

n=|
gator yaginlashuvchi bo ‘lsa, u holda n — % da qatorning umumiy
‘hadi a, nolga intiladi:

lima, =0

n—o0
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. l‘\ . g )
<4 Aytaylik, Zun gator yaginlashuvchi bo'lib, Uning
n=l
yig'indisi S ga teng bo*lsin: Ravshanki,
limS, =lim(q, +a, +...+a,, + a)=Ss,

n-—»o0 H—L

imS _, =lim(q, +a,+..+q,,)=S.

NI N—r%
Ayni paytda,
Sn - Sn—l = (l”
L
bo‘lib,
lima, =lim(S, -S,,)=limS, ~limS,_, =5-5=0 |
n-—rw NG N> H—poL !
bo‘ladi. P> ) ‘:
Eslatma. Qatorning umumiy hadi n—» o da nolga
intilishidan —uning yaginlashuvchi  bo'lishi  har dozm kelib
chigavermaydi. Masalan, ushbu SR J
=1 L1 1 -
Z—:1+~—+—+...+-+
o 2 3 n

1
garmonik qatorning umumiy hadi a, = — bo'lib, u n —> © da
n

nolga intiladi, ammo bu qator uzoglashuvchi.
Demak, yuqorida keltirilgan 3-xossa qator yaqmlashuvchx
bo*lishining zaruriy shartini ifodalaydi. |

28.3. Musbat hadli gatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi.
* Solishtirish teoremalari /

Agar

Zan =a, +a,to.ta, ..

n=}
gatorning har bir hadi uchun
a 20 (n=123,.)
bo‘lsa, gator musbat hadli (qisqacha musbat) qator deyiladi.
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Aytaylik,
Q + @ Fouet &, o (7

‘musbat gator bo‘lib,
' S =a+a,+..+a,
g" ing qismiy yig-indisi bo*Isin. Ravshanki,
S, =S +a

‘lib, ¢, 20  bo‘lgani uchun

S$ <8, (n=123,..)
bo‘ladi. Demak, musbat qatorlarda uning qismiy yig‘indilaridan
iborat {S, } ketma-ketlik o*suvchi bo‘ladi.

n+l n+l

1-teorema. Musbat hadli

A (8)

n=|
u

gatorning yaqinlashuvchi bo lishi uchun uning qismiy yig ‘indilari
ketma-ketligi {S"} ning yuqoridan chegaralangan bo ‘lishi zarur va
yetarli.

<« Zarurligi. Aytaylik, (8) gator yaqinlashuvchi bo'lsin.
Unda ta’rifga binoan

limS, =S (S~—cheklison, S, =q, +a,+...+4a, ).

a’lumki, yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan, jumladan
yugoridan chegaralangan bo‘ladi. '

‘ Yetarliligi. Aytaylik, {S"} ketma-ketlik  yugoridan
chegaralangan bo‘lsin. Ayni paytda bu ketma-ketlik o‘suvchi. Unda
monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra {S,,}
' a-ketlik n—> o0 da chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (8)
ator yaqinlashuvchi. p

| Eslatma. Agar

o0
Ya,=a+a,+.+a,+..

n=|

wisbar hadli gatorda, uning qismiy yig ‘indilaridan iborat {S,,}
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ketma-keilik yugoridan chegaralanmagan bo'lsa, v holda qatep
uzoglashuvehi bo ‘ladi.

Biror  musbat  qatorning  yaqinlashuvchiligi  yokj
uzoglashuvchiligini bilgan holda, hadlari bu qator hadlari bilap
ma’lum  munosabatda bo’lgan ikkinchi  musbat qatorning‘i
yaqinlashuvchiligi yoki uzoglashuvchiligini aniglash mumkin. Ular
quyidagi teoremalar (solishtrish tcoremalari) orqali ifodalanadi.

2-teorema. [kkita musbat hadli gatorlar g

Za" = Uy F iy FaF Gy oo (2
n=| s
S b, =b+b +.tb, .. (10)
n=|

uchun
a,<b (n=12,3,..) (1)

bo‘lsa, u holda (10) qator yaginlashuvchi bo ‘lganda (9) qator ha
yaginlashuvchi bo‘ladi, (9) qator uzoglashuvchi bo‘lganda
qator uzoglashuvchi bo ‘ladi. &

4 Y ¢ va Y b qatorlarning gismiy yig*indilari
n " q y

n=| n=l
S =a+a,+..+a,,
o,=b+b+..+b,
bo‘lsin. 4
(10) qator yaginlashuvchi bo‘lsin deylik. Unda 1-teoremaga
ko‘ra {0‘“} vuqoridan chegaralangan, ya’'ni
| 0,<M (M =const)
bo*ladi. (11) munosabatdan foydalanib topamiz:
S =8 48, tuta, <b +b +.4b, =0,
Demak, {Sn} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan:
S, <M.
Unda I-teoremaga ko‘ra (9) qator yaqinlashuvchi bo*ladi.
Aytaylik, (9) qator uzoglashuvchi bo‘lsin. Unda {
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ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan, (11) tengsizlikka asosan
{0',, } ketma-ketlik ham yuqoridan chegaralanmagan bo‘ladi.

Bundan (10) gatorning uzoqlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi. »
3-teorema. Agar (9) va (10) qatorlar uchun

: b
Dt <2l (g 50,550, n=12,.)
a 1 n
bo‘lsa, 1 holda (10) gator yaginlashuvchi bo ‘lganda (9) gator ham
- yaginlashuvchi bo'ladi, (9) qator uzoglashuvchi bo‘lganda (10)
- gator ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
Bu teorema 2-teoremadan foydalanib isbotlanadi.

| S-misol. Ushbu

| 01
l

: ; 2" +n
qator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

<4 Ravshanki, berilgan qator musbat hadli qator. Qatorning
umumiy hadi

i a = (n=l,2,3,...)

- bo‘lib, uning uchun

bo‘ladi. Ma’lumki,

3(5)

1
geometrik gator bo‘lib, mahraji ¢ = 5 <1 bo‘lganligi uchun, gator

yaginlashuvchi.  Unda 2-teoremaga ko‘ra berilgan qator
yaqinlashuvchi bo‘ladi. »
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28.4. Musbat hadli qatorlarda yaginlashish alomatlari

Ushbu bandda musbat qatorlarning yaqinlashuvchi yoki
uzoglashuvchi bo‘lishini aniglab beradigan alomatlarni keltiramjz,

Ulardan amaliy masalalarni yechishda ko‘p foydalaniladi. 1
Faraz qilaylik, musbat hadli ;
La =a +aytota, +. (12)

n=1

qator berilgan bo‘lsin.

1) Koshi alomati.

Agar (12) qatorning umumiy hadi A, uchun biror
nomerdan boshlab

a, <1
bo'lsa, u holda (12) gator yaginlashuvchi bo ‘ladi; g
\"‘ a, >1 n

bo ‘Isa, u holda (12) qator uzoglashuvchi bo ‘ladi.

Koshi alomati quyidagicha limit ko*rinishida aytilishi ham
mumkin.

Agar (12) qatorning umumiy hadi ¢, uchun

lim ya, =k

n—rmw

bo‘lib, k <1 bo*lsa (12) qator yaginlashuvchi, k > 1 bo‘lsa (12)
qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
6-misol. Ushbu

3] o]

qator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4 Bu qatorning umumiy hadi

i
a, =
2n-1
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. y n . n . 1 1
limyfa, =limy ) = lim = lim =—.
n—% n—m 2’7 __l . n—w 2n = 1 n—> 5 1_ 2

n

bo*lib, u 1 dan kichik. Demak, Koshi alomatiga ko‘ra berilgan qator
yaqinlashuvchi. B

Eslatma. Koshi alomatining limit ko rinishidagi ifodasida
k=1 bo'lsa, u holda (12) qator yaginlashuvchi ham,
uzoqlashuvchi ham bo ‘lishi mumkin.

2) Dalamber alomati.

Agar (12) qator hadlari uchun biror nomer dan boshlab

Yol (g, 50, n=12.)
a

n

- bo'lsa, u holda (12) qator yaginlashuvchi bo ‘ladi;

Ba>1 (@ >0,n=12.)
a

bo‘lsa, u holda (12) qator uzoglashuvchi bo ‘ladi.

Dalamber alomatini quyidagicha limit ko‘rinishida aytish
ham mumkin.

Agar (12) gatorning hadlari uchun

lim &zt = g (a,>0,n=12.)

n-)':ca

bo'lib, d <1 bo'lsa (12) qator yaqinlashuvchi, d >1 bo‘lsa, (12)
qator uzoglashuvchi bo‘ladi. ,

7-misol. Ushbu
L 3 & 2n-1
—t—t——t..+
2 22 2 =z

- qator yaginlashuvchilikka tekshirilsin

< Bu qatorning @, va qa,, hadlari

2n-1 2n+1:
a, = =

" G T
bo‘ladi. Ravshanki, ‘ -
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2n+1

lim Lt —hm—’)-"f—-—lime(—ziil—)—.-z—i—:_];]im(z";l)-
n=3y (l 7 %{‘1_:] n—r% 2n+l (2"—1) 2"“_‘ (2n—]) =
2‘1

bo‘lib, u 1 dan kichik. Demak, Dalamber alomatiga ko‘ra ben 5
qator yaginlashuvchi bo‘ladi. B ;

Eslatma. Dalamber alomatining limit - ko ‘rinish
ifodasida d =1 bo'lsa, u holda (12) qator yaginlashuvchi
uzoqlashuvchi ham bo 'lishi mumkin.

3) Koshining integral alomati..- -

Faraz qilaylik,

0
da,=a+a,+..+a,+.. (13)

o
musbat hadli gator berilgan bo‘lIsin.
Aytaylik, f(x) funksiya [1,4+90) oraligda uzluksiz bo ltb,
1) Vxe[l,+) da f(x)20, ]
2) f(x) funksiya [1,+90) da kamayuvchi,
2 3) f(m)y=a, (n=123,..),yani

a, =f(1),a2 =f(2),...,a“ =f(n),...
bo 'lsin. U holda
f f(x

xosmas integral yaqinlashuvchl bo Isa, (13) qator
yaqinlashuvchi bo*ladi;

j- 4 (x)dx

1

xosmas integral uzoglashuvchi bo‘lsa, (13) qator
uzoqlashuvchi bo‘ladi.
8-misol. Ushbu

Z——--—1+-—-+—1—+ +-—l—-+. (> 0)
et 3 n*

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
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< Bu misol uchun alomatda keltirilgan f'(x) funksiya
. ! |
sifatida _/(x):—-a— (a>0) olinsa, bu funksiya, ravshanki
&

[1,400) da uzluksiz, ixtiyoriy x€[l,400) da f(x)20, [l,+0)
da kamayuvchi va

1 l 1
1= f(1),—=f(2),—=f(3),..—= f(n),..
F (1) = 1(2) 5= F (o= 1 ()
bo‘ladi.
Ma’lumki,
+ood
j f(x)dx= [=
1
xosmas integral 0 < & <1 da uzoqlashuvchi, a >1 da
yaqginlashuvchi. Hagigatan ham
edt 1 1
lim |—=
X400 : + \—)wl
1 ‘
, agar a>1 bo'lsa,
=4 &1

o, agar a<1 bo‘lsa,

- va a =] bo‘lganda
| L edr . Crdt
lim |—=1lim |—=00
X—>+o0 i { X300 i t
bo‘ladi.
Demak, Koshining integral alomatiga ko‘ra
2o
qator & > 1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, @ <1 bo‘lganda
uzogqlashuvchi bo‘ladi. »

Odatda, Z—a qator umumlashgan garmonik qator

n=l1
deyiladi.
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28.5. Ixtiyoriy hadli gatorlar. Qatorning absolyut
yaginlashuvchiligi, Leybnits teoremasi

Faraz qilaylik,

Zan=a, + il Ft &, Fons (14)
: n=1 E
qator berilgan bo‘lib, uning har bir hadi ixtiyoriy ishorali hagigiy
sonlardan iborat bo‘lsin. (Odatda, bunday qator ixtiyoriy hadli qator
deyiladi.) Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan quyidagi 4
.| =lal+
n=1
gatorni tuzamiz.
4-Teorema. Agar (15) qator yaginlashuvchi bo'lsa, u
holda (14) qator ham yaginlashuvchi boladi.
<4 Aytaylik,
Mla|=a|+|a|+...+|a, |+
n=|
gator yaqinlashuvchi bo*lIsin.
Ravshanki,

0<a,+|a,|<2]a,| (n=12.3,..) (16)
Solishtirish teoremasiga ko‘ra

3 (a, +|a,)

n=1
gator yaqinlashuvchi bo*ladi.
Agar

a, +...+|a”|+... (15)

a,=(a, +la,[)~la.|

bo*‘lishini e’tiborga olsak, unda

qatorning ikki yaqinlashuvchi

o0

3 (a, +[a]) va Ya,|

n=l n=l
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qatorlar ayirmasi sifatida ifodalanishini topamiz.

0
Demak, Za,, qator vaqinlashuvchi.
n=\

9-Misol. Ushbu
| R 1 1 1 —1)"!
> —(-1)" % TR PRIl S (a>1)
k' i 2% 3% 4 n”
qator vaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

4Bu qator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
qator quyidagicha

bo'lib, u yaginlashuvchi bo‘ladi. Unda yugoridagi teoremaga ko‘ra
berilgan qator yaginlashuvchi bo‘ladi. »

1-Ta’rif. Agar Zlanl qator yaginlashuvchi bo ‘Isa, Za”
n=l n=l

gator absolyut yaginlashuvchi gator deyiladi.

Eslatma. Agar Zlanl qator uzoglashuvchi bo ‘Isa, Zan
n=l n=l
qator yaginlashuvchi ham bo lishi mumkin, uzoglashuvchi ham
bo ‘lishi mumkin. )

on

2-ta’rif. Agar Za” qator yaqinlashuvchi bo'lib, Z'anl

n=l n=l

qator uzoglashuvchi bo 'lsa, Za" qator shartli yaginlashuvchi
n=|
qator deyiladi.
10-Misol. Ushbu
= 1 11 1 -1)"
Z—(—l)”":l~—+———+...+( )
2 3 4

n=l N n
qator shartli yaginlashuvchi qator bo ‘lishi isbotlansin.
<« Ravshanki, berilgan qatorning qismiy yig‘indisi

Fuws
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1 1 1 % | n-l
Sn:l__-+——"'+...+( ) (17)
2 3 4 n
bo‘ladi.
Ma’lumki, In(1+x) funksiyaning Makloren formulasiga
ko‘ra yoyilmasi
V 5 3 i n-l _.n
; ! , RIS
thkm—i+iwiwm+Ll—L+&ﬂm,
2 3 4 n ;

bo‘lib, 0 < x <1 bo‘lganda
1
‘Rn»'rl (X)l Rpe=ty
n+1

bo‘lar edi.
Xususan, x =1 bo‘lganda

1 1 l (_ )nv-l s
In2=1-—+———+...+- +R (1 18
2 3 4 n wn (1) L
1
lR)Hl (l)l <
n+1
bo‘ladi.

(17) va (18) munosabatlardan
m2=S, +R, (1)
va undan
1
|8, =12 < —r
: n+l
bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, n—>o da S, —In2. Bu esa qaralayotgan
qatorning yaqinlashuvchi ekanini bildiradi. Ayni paytda, berilgan
qator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan qator -

-1 1 1 1
D = [ et
n 2 3 n

oW

2

n=l
garmonik qator bo‘lib, uning uzoglashuvchiligi ma’lum. Demak,
berilgan qator shartli yaginlashuvchi qator. B
Aytaylik, biror ixtiyoriy
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da,=a+a,+.+a,+..

n=|
gator berilgan bo‘lib, u yaqinlashuvchilikka tekshirilishi kerak
bo‘lsin. Bu gator hadlarining absolyut giymatlaridan ushbu

> la,| =]+ ||+t a,| +..

n=l
gator tuziladi. Ravshanki, keyingi qator musbat gator bo‘ladi.
Binobarin, uni yaqinlashuvchilikka tekshirishda yaqinlashish
alomatlaridan foydalanish mumkin. Agar biror alomatga ko‘ra

Zlan| qatorning yaqinlashuvchiligi aniglansa, unda garalayotgan
n=|
qatorning yaqinlashuvchi ekanligi topiladi.

Endi ixtiyoriy hadli gatorning bitta muhim hususiy holini
qaraymiz.

Ushbu

DD, =q ot —c bt (=D e+ (19)

qatorni qaraymiz, bunda ¢, >0 (n=1,2,3,...).

: Odatda, bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan
o‘zgarib keladigan qator deyiladi.

' Masalan, ushbu

11 1
1 n—} ____1__+_____.+ ln—l‘—+...
Z( ) 2 3 4 b n

n=|
qator hadlarining lshoralan navbat bilan o‘zgarib keladigan qator
~ bo‘ladi.
5-teorema (Leybnits alomati). 4gar (19) qatorda:
L) &. <é (n=123:.)

n+l n ?

2) lime, =0

n—w
bo ‘Isa, u holda (19) qator yaqinlashuvchi bo ‘ladi.
4 Berilgan (19) qatorning dastlabki 2m ta hamda
2(m + 1) ta (me N) hadlaridan iborat gismiy yig‘indilarni olib,
ularni quyidagicha
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& &

S i

=, ~& Jrley =g Jreerle, —ch),

~

=g =85 +& ~ 8 Pt =

m 2|

I m+i) =y _"2 +('3 — 4 e +"2m—l Tl e ('2m+l _(’?.nH—Z =JJ

. ((_" ~ & J {8y~ J e F et ~ G ) H (Bags — &l
yozamiz. Ravshanki,

Saimaty = Sap T (Copat = Comia) - ”-

Teoremaning 2)- shartiga ko'ra ¢, , <¢,,., bo'lib, ‘ 3
Ssimety > S5, m=1,2,3,..) 2

‘boladi. Demak, {S,,} ketma-ketlik o*suvehi

Endi S, yig‘indini quyidagicha yozamiz: B

S, =6 —(e;, =) —(€,=¢5) == (€rp2 = Copit ) = Coyril

Bu tenglikning o°ng tomonidagi ifodada gatnashgan qaw
ichidagi ayirmalarning, shuningdek ¢, —ning musbat bo‘lishin
¢’tiborga olib,

SZm < cl . f.-.
bo‘lishini topamiz. Demak, {S:m} ketma-ketlik  yuqorida
chegaralangan. g

Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra
lim §,, =8 (S - chekli son) (20)

mavjud.
Endi (19) qatorning dastlabki 2m —1 ta (m e N) sondagi
hadidan iborat ushbu
Vo) S 5 T~ Fase b G
gismiy yig‘indisini olaylik. Ravshanki,
Sy =3

Teoremaning n — © aa ¢, —> 0 bo'lishi sharti hamda (20

+ Clm E

2n

munosabatdan foydalanib topamiz: i
lim S!m-l = hm(SZm + clm) =S. 11!
M=y m-—=>»00 _
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Shunday qilib, berilgan (19) qatorning qismiy yig‘indilari-
dan iborat ketma-ketlik chekli limitga ega ekani ko‘rsatildi. Demak,
(19) gator yaqinlashuvchi.p

Yugqorida yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilgan

1 1 1 (-1)""

|~ e +... 2n

, 2 3 4 n

gator yaqinlashishi Leybnits teoremasi yordamida oson isbotlanadi.
‘ Bu gatorda

1
¢, =— (n=12,3,
= )
bo‘lib, uning uchun
' e, <e, s (n=123,..)
2) lime, =0
el

‘ladi. Leybnits teoremasiga ko‘ra

-l
1—l+l-l+...+(—])
2 3 4 n

gator yaginlashuvchi bo‘ladi.

‘ Endi absolyut yaqinlashuvchi qatorning bitta xossasini
keltiramiz.

Aytaylik, biror ixtiyoriy

s

o
dYa,=a+a+..ta,+.. (22)

n=l
qator berilgan bo‘lsin. Bu qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy
ravishda almashtirib

Za,', =a+a,+..+a +.. (23)

n=l

qator hosil qgilamiz. Ravshanki, keyingi qatorning har bir hadi
berilgan qatorning tayin bir hadining aynan o*zi.

6-Teorema. Agar (22) gator absolyut yagqinlashuvchi
bo lib, uning yig‘indisi S bo'lsa, u holda bu qator hadlarining
o'rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirishdan hosil bo‘lgan (23)
gator yaginlashuvchi va uning yig ‘indisi ham S bo ‘ladi.
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Mashglar

&
1. Quyidagi qatorlarning yaqinlashuvchiligi aniglansin, i}
yig‘indisi topilsin.

S =ttt 5
VFIHE T i
L1 bl 3
b) bbb — ot '*i
) 3 9 27 © }
2. Quyidagi Za" qatorlarni yaqinlashish alomatlaridan i
n=l ;
foydalanib yaqinlashishga tekshirilsin. ’
r 2n—=1_,,1
a) a" = b) an = (___ nin )'
n" 2n+1

3. Quyidagi qatorlarning absolyut yaqinlashuvchiligi
isbotlansin.

4. Quyidagi qatorlar yaqinlashishga tekshirilsin.

2 (-1)" = (-1)" Inn
R ) I —
. ; n+l : Z| Jn
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29-MA’RUZA

Funksional qatorlar va ularning tekis yaqinlashuvchanligi
29.1. Funksional gator tushunchasi

Yuqoridagi 28-ma’ruzada har bir hadi haqigiy son bo*‘lgan
qatorlar o‘rganiladi.

Endi har bir hadi x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lgan
ul(x)+uz(.x)+...+u”(x)+,... (1)
qatorni qaraymiz, bunda har bir u”(x) funksiya (n =il,2, 3,..,)
biror X (Y < R)to‘plamda aniglangan. Odatda bunday gqator
funksional qator deyiladi. Masalan, ushbu

1) ix”“'=1+x+x2+---+x”"'+---,
n=l

y S e . ,+...+————1—7+._.
an(x+2) x+2 2(x+2) n(x+2)

o0

3 Zln" £ lnx+lr12 X, 1n3x+m+ In"x
= " 1 2 3 n
qatorlar funksional gatorlar bo*ladi.
X to‘plamdan olingan tayin x, nuqtani (1) dagi x ning
o‘rniga qo‘yish bilan
D, () =u, () + 1y (%) + oo+, (3) +. (2)

n=1

sonli qator hosil bo‘ladi. Ravshanki, x ning turli qiymatlarida, turli
sonli gatorlar hosil bo‘ladi. Bunda x ning ba’zi qiymatlaridagi sonli

qatorlar yaqinlashuvchi, ba’zi giymatlaridagi esa uzoglashuvchi
bo‘lishi mumkin.

Agar (2) sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, (1) funksional
qator x, nuqtada yaqinlashuvchi, x; nuqta esa (1) funksional
qatorning yaqginlashish nuqtasi deyiladi.
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1-ta’rif. (/) funksional gqatorning barcha yaqiniashish
nugtalaridan iborat to‘plam, funksional qatorning yaqinlashish
sohasi-deviladi.

28-ma’ruzada  keltirilgan  vaqinlashish  alomatlaridan
foydalanib, funksional gatorlarning yaqinlashish sohalarini topish
mumkin.

Masalan,

3 " 2 n
PIE e T TR o
n=|

funksional qatorni qaraylik. Bu maxraji x ra teng bo'‘lgan
geometrik qatordir. Demak, bu qgator x ning lx|< 1 tengsizlikni
qanoatlantiruvchi har bir qiymatida yaginlashuvchi bo*ladi. Bundan
esa qaralayotgan funksional qatorning yaqinlashish sohasi (—1,1)

intervaldan iborat ekanligi kelib chiqadi.

Shuningdek
Z":H_*lﬁ* +L+ (x20)
n=1 n 3 n

funksional qatorning yaqinlashish sohasi (1, +00) bo‘ladi.

Endi (1) funksional gatorning dastlabki » ta hadi yig*indisi

u (x)+uy (x)+ ... +u, (x)
ni olaylik. Uni (1) funksional qatorning gismiy yig‘indisi deyiladi.
Bu yig‘indi x ga bog‘liq bo‘ladi:
S, (x)=u (x)+uy (x)++u,(x).

Ravshanki, (1) funksional gatorning yaqinlashish sohasidan

olingan har bir x da n > da §, (x) limitga ega bo‘lib, bu limit

olingan x ga bog‘liq, ya’ni x ning funksiyasi bo‘ladi. Uni S(x)
deylik. Demak,
lim.S, (x) = S(x) .

n—rx

Bu S (x) funksiya (1) funksional qatorning yig‘indisi deyiladi va

376



S(x) =u,(x)+1u,(x)+...+u, (X)+...= Zu”(x)
n=l1
kabi yoziladi.
Masalan, ushbu
T4 Xx4+ X" 4ot x" 40

funksional qator (maxraji x bo‘lgan geometrik gator) (—1,1) da

yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
1
S{x)=——
( ) l=x
bo‘ladi.
Faraz qilaylik,

Zu +u,( )+...+ ( )+u,,+,( )+ (1)

n=|

funksional qator M to‘plamda (M & R) yaqinlashuvchi bo‘lib,
uning yig‘indisi S(x) bo‘lsin:

S(x)=u (x)+u, (x)+ ... +u, (,x:)+un+l (x)+...
Odatda ushbu

S(x)=8,(x) =t (%) +u,.,(x)+ ...

ayirma (1) qatorning »n- qoldig'i deyiladi va 7 (x) kabi

n

belgilanadi:

Ma’lumki,
lim S, (x) = S(x).

n—a

Demak, (1) gator yaqinlashuvchi bo‘lsa
limr, (x)=0
bo‘ladi.
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29.2. Funksional gatorning tekis yaqinlashuvchiligi
Aytaylik,

55:1.1”(.:\'):u,(.x)+uz(x)+ ot (X)L (1)

=l

funksional gator M to‘plamda (M < R) yaqinlashuvchi bolib,
yig'indisi S(x) bo'lsin.

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy ¥ & >0 son olinganda shunday x
ga bog'lig bo'lmagan ny = ”o( )E N son topilsaki, barcha
n > n, va ixtiyoriy x € M uchun

IS" () S(x)l ZE
ya'ni
I (x)| <&

tengsizlik bajarilsa, (1) funksional gqator M  to'plamda tekis
vaqinlashuvchi deyiladi.

Endi  funksional qatorning tekis  yaqinlashishini
ta’'minlaydigan, ayni paytda amaliyotda ko'p foydalaniladigan

teoremani keltiramiz.
Teorema (Veyershtrass alomati). Agar

Zu" -u )+113(.x)+...+u”(x)+... (1

=1

funksional qatorning har bir hadi M to plamda quyidagi
|u"(x)’£c”,(‘v’neN,VxeM da) (2)

tengsizlikni ganoatlantirsa va

Zc"=cl+c3+...+cn+... (3)

n=|
sonli qator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (1) funksional gator M .
to ‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo ‘ladi.
<4 Aytaylik, (3) sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning
yig‘indisi €' ga teng bo‘lsin:
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C=lim(c +¢,+¢;+...+¢,)=lime, .

n—=>% n—o

Ravshanki,
,‘u = ( —Cu =i

v
n+l + ('11+2

I v
bo‘lib,
limr, =0
ya'ni V& >0 olinganda ham 3n, = n, (&) topiladiki, ¥V > n, lar
uchun

r<e (n>ny) (4)
bo‘ladi.
(2) tengsizlikka asosan
Vn>n,, va VxeM uchun

e

n+2

'unq |+|un+2 X)l+"‘_<.C e

n+l

bo‘lib,
I, (%) <7, )

bo‘ladi. (4) va (5) munosabatlardan Ve>0, Vn> n, va barcha
xeM uchun

irn(x)|<g
bo'lishi kelib chigadi. Demak, funksional qator M da tekis
yaqinlashuvchi. b

1-misol. Ushbu
Fot =
SR TR e
Junksional qator tekis yaginlashishga tekshirilsin.
<« Berilgan gatorning umumiy hadi

un(x)zm

bo‘lib, ixtiyoriy x € [—1,1] da
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bo‘ladi. Ravshanki,

sonli qator yaginlashuvchi (qaralsin, 28-ma’ruza). Demak, __
Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional qator [~1’1] dall
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. P ;

29.3. Tekis yaginlashuvchi funksional
qatorlarning xossalari

Ushbu  paragrafda tekis yaqinlashuvehi  funksional
gatorlarning xossalarini isbotsiz keltiramiz. ,
Aytaylik,

funksional qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi S(x)

bo‘lsin.
1) Agar

Zun =, (x)+u, (x)+ .. +u, (x)+...

n=l y
funksional gatorning har bir u”(x) (n =1,2,3,...) hadi M da
uzluksiz bo lib, qator M to'plamda tekis yaqinlashuvehi bo‘lsa, u ‘.
holda funksional qatorning yig ‘indisi S( ) Sunksiya M to ‘plamda

uzluksiz bo ‘ladi.
2) Agar

Zu x)+uy (x)+ 4, (x)

n=1

Jfunksional qatorning har bir u,,(x) (n =1,2,3,...) hadi [a,b]
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segmentda  uzluksiz bo'lib, qator shu  segmentda  tekis
yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda qator hadlarining integrallaridan

tuzilgan
S fu, (¢)de = fun (1) i + j‘uz(t)dt+

n=l g a

qator [a,b] da yaqinlashuvchi, uning yig ‘indisi J.S dx ga teng

a

bo ‘ladi.
3) Agar

Zu x)+uy (x)+ oo Hu, (X)+..

n=|
Sfunksional qatorning har bir u"(x) (n =1,2,3,...) hadi [a,b]
segmentda uzluksiz ) (A) hosilaga ega bo'lib, bu hosilalardan

tuzilgan

’ ’

Zu —u, X)+u, (x)+ ... +u, (x)+...

n=l
Sfunksional gator [a,b] da tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
qator yig ‘indisi

=3, (x)

n=l

Sfunksiya [a,b] da uzluksiz S '(x) hosilaga ega va

bo ‘ladi.
2-misol. Ushbu

z n(n+1)(n+,\)

2 (n +1+ x)
Junksional qatorning yig ‘indisi topilsin.

(05x$+oo)
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<4 Ma’lumki,

|
2,
I

= (n+x)(n+1+x)

funksional qator [(),+co) da tekis yaqinlashuvchi bo‘lib, uning

yig indist
1
Sl x)=
(/\) 1+x
ga teng;
1 - 1
LISy, vy ,
1 f:.‘(n+x)(n+1+x)

Ravshanki, bu gatorning har bir hadi [0,+ oo) da uzluksiz,

Demak, uni 2-xossaga ko‘ra hadlab integrallash mumkin:

j1+t ZJ‘n+t n+l+t)

’lu

Aniq integrallarni hisoblaymiz:

X d
T-r—lll 1+t‘ —ln(l+x)

X ] X l W
: dt = )| == dr=
!(n+t)(n+1+t) (nu n+1+z)

- i & (}1+l)(n+x)
= ln(n+t)l0 ~In(n+1 +t),0 = lnm'
Demak,

2 (n+1)(n+x)

In——~=——==In(l+x).»
- . n(n+l+,\') n( +)‘)
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Mashgqlar
1. Ushbu
A-x  1f d—=x j 1(4—): 3 1 (4—x )
+— +— ot +
Tx+2 3L7x+2 S\7x+2 2n—1\7x+2
funksional qator x=0 va x=1 nuqtalarda yaqinlashishga
tekshirilsin.

2. Ushbu
1 1 1 1
— + = = e
I+x° 1+x l+x 1+x°

- funksional qatorning yaqinlashish sohasi topilsin.

3. Ushbu

. s 1 .4 |~
sin x +-—+sin 2x+3—,-sm x4t —g-Si HXK 4.
2 2 >

'~ funksional qatorni (—oo,+oo) oraligda Veyershtrass alomatidan

| foydalanib tekis yaqinlashishi ko‘rsatilsin.

4. Ushbu

inx" (—1 <x<1)

n=1

- funksional qatorning yig*indisi topilsin.
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30-MA’RUZA
Darajali qatorlax

30.1. Darajali qatorlar, ularning yaqinlashish radiusi va
yaqinlashish intervali

Ushbu

Zunx" =dytax+a,x’ +.t+ax"+.. (xeR) (1)
=0
ko‘rinishdagi funksional qator darajali qator deyiladi, bunda
S S
haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
(1) qator hadlari
u,(x)=a,x"
bo*lgan funksional qatordir.
Masalan,
D Texdx +.. ka8 +. (xeR),

2)1+£+£—+‘..+A—+... (xeR),

I 2! n!
x X 5N

DX+ —+—+ut+—+.. (xeR),
2 3 n

qatorlar darajali qatorlar bo*ladi.

Darajali gatorning yaqinlashish sohasini aniglashda quyida
keltiriladigan teorema muhim rol o‘ynaydi.

Shuni avtish kerakki, har qanday darajali qator x=0
nuqtada yaqginlashuvchi bo‘ladi.

1-teorema (Abel). 4gar

5
1 SR e R o sl

D ax" =ay+tax+ax’ Fota,x .

n=0

darajali gator x = x, # 0 nugtada yaginlashuvchi bo'lsa, x ning
<[ @
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida, va 'ni
(=lol: )
intervalda gator absolyut yaginlashuvchi bo ‘ladi.
“Shartga ko‘ra (1) qator x=x,#0 da yaqinlashuvchi,
ya'ni
Za”xg =dy + a,X, + @%; +otaxn .
n=0
sonli gator yaqinlashuvchi. Unda sonli qatorning yaqinlashishining
zarurly shartiga ko‘ra
lima,x; =0
nN—»%
bo"lib,
}anxgl <M (M =const)
bo‘ladi. Ravshanki,

n n n
7 x n 'x x
!anx” =la_Xy [———] :Ia”xol it ol Y il (3)
Xg %o X
Endi
4 < [l
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x nugqtani olib,
Zla x' |—|a0l+|a A|+|a, ‘+ +la x"i+ (4)
-
' 2 n
X * X .
ZM =M+M|—+ M|~ +..+M|— (5)
=0 X X X
qatorlarni qaraymiz.
; R 53 ]
(5) qator geometrik gator sifatida ( maxraji [—|<1 )
Xo

yaqinlashuvchi. (3) tengsizlikni e’tiborga olib, solishtirish
teoremasidan foydalanib (4) qatorning yaginlashuvchi bo‘lishini
topamiz. Demak,
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£ ] ” . 2 N
Z‘Cl”.k :ao +(ll.\+ll2X +...‘|“‘(I”A 7

n=(}
darajali qator |A| < lx0| tengsizlikni ganoatlantiruvchi X ning
qiymatlarida, ya’ni (—|.\*0!:|x0{) intervalda absolyut yaqinlashuvchi
bo‘ladi. B
Natija. Agar
Zanx" =a,+ax+ax’ +..+a,x" +..
n=0 '

darajali gator x = x| nuqtada uzoglashuvchi bo'lsa, ya'ni

o0
no_ . o2 N
Y ax =ay,tax +ax fotax +..
n=0
sonli gator uzoglashuvchi bo ‘Isa, u holda x ning

> ]

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha gqiymatlarda, ya'ni ushbu
to 'plamda
(o0 =) ([x] +)

Za"x" qator uzoglashuvchi bo ‘ladi.
n=0

Isbotlash mumkinki, ixtiyoriy (1) darajali gator uchun shun-
day chekli yoki cheksiz musbat » son mavjud bo‘ladiki, x ning:

1) |x|<r tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida (1)
darajali qator yaqinlashuvchi (absolyut yaginlashuvchi),
2) lx|>r tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida (1)

darajali qator uzoglashuvchi,
- 3) |x|=r, ya'’ni x=-r,x=r da (1) darajali qator yoki

yaqinlashuvchi, yoki uzoqlashvchi bo‘ladi.
Odatda » son (1) darajali qatorning yaqinlashish radiusi,

(—r,r) interval esa darajali qatorning yaqinlashish intervali
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deyiladi.

(1) darajali qatorning yaqinlashish radiusi ushbu
. |
r =lim|—&

H~>

(a” 0, n=12.3.) (6)

a

n+l
formula yordamida topiladi.
Eslatma. 4Agar

Za"x” =ay+ax+a,x" +o.ax" +..
n=0
darajali qator fagat bitta nuqtada yaginlashuvchi (bu x =0 nugqta)
bo ‘Isa, u holda r =0 deb olinadi.
Masalan.

1+ x4+217 +. +nlx" +... (xeR),

darajali gator fagat x =0 da yaqinlashuvchi. Bu gator uchun
r =,
Agar darajali qator x ning ixXtiyoriy qiymatlarida
(x (-, oo)) yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
7=+
deb olinadi.
Masalan,

2 n

X X X
l+=+—+._.+=+... (xeR),
B 2! n!
darajali qator x ning ixtiyoriy qiymatlarida (xe(—oo,oo))

yaqginlashuvchi. Bu qator uchun » = +o0 .
1-Misol. Ushbu
. b 3 ]
Dy af g (xeR),
I 2 3 n
darajali qatorning yaqinlashish radiusi hamda yaqinlashish
intervali topilsin.
<4Bu darajali qator uchun



bo‘lib, (6) formulaga ko‘ra

1
A I
r = lim|— = lim|—2—| = lim——=lim| 1+— | =1
=% g I n—roc l n—a% 11 n—=>% n
n+l S
n+l

bo‘ladi. Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi
» =1 bo‘lib, yaginlashish intervali (—1,1) bo*ladi.

Ravshanki, x =1 da darajali qator

11 1
I+—+—+..+—=+...
2 3 n
garmonik gator bo‘lib, u uzoglashuvchi.
x=-1da
1 _1 n
4+l~—+l—.+L—L+m

3 4 7 n
bo‘lib, Leybnits teoremasiga ko‘ra bu qator yaginlashuvchi bo‘ladi.
Demak, berilgan qatorning yaqinlashish sohasi[—l,l) yarim

intervaldan iborat. >
2-misol. Ushhu

1 2
x° b's X x"

+ + G
1.5° 2.5 3.5 (n+1)5"
darajali qatorning yaqinlashish sohasi topilsin.
<« Avval bu gatorning yaqinlashish radiusi hamda
yaqinlashish intervalini topamiz.
Berilgan gator uchun

1 1
LR T L P
bo‘lib,
1+2]
o 11 s 1]
a,, (n+1):5" (n+2)-5""  (n+1)5" 1+_1~J’
n.
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2
I

=lim5L Ri=5

a,

r=lim

1=

n—res 1+l

n

an+l

bo‘ladi. Demak, qaralyotgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi
r =5, yaqinlashish intervali (—5, 5) bo‘ladi.

x =5 da darajali qator

1 1
l+—=+—=+..+—+..
2 3 n

garmonik qator bo'lib, u uzoglashuvchi,
x = -5 da esa darajali qator
pedalody,
2 3 4 n+l
bo*lib, Leybnits teoremasiga ko‘ra bu gator yaqinlashuvchi.
Shunday qilib, berilgan darajali qatorning yaqinlashish

sohasi [~5, 5) bo‘ladi. P>

s g

30.2. Darajali gatorning xossalari

Aytaylik, ushbu

0

Za"x" =a, +ax+a,x" +.+ax" +.. (1)
n=0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi » > 0 bo‘lsin.
3-teorema. Agar (1) darajali qatorning yaginlashish

intervali (—r,r) bo ‘Isa, (r b2 0), u holda (—r,r) intervalga
tegishli bo'‘lgan har qanday [—c,c] segmentda (O <6 r) (1)
qator tekis yaqinlashuvchi bo ‘ladi ([—c, c] am (-—r, r)) .

<«Ravshanki, ¢e(-r,r). Binobarin, bu nuqtada ushbu

qator
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|ay| +]a| ¢ +|as|- ¢+ +|a, |-+

yaqinlashuvchi bo*lib, [ ] da
‘a"x”’ <la|-¢"  (n=01,2,3,.)

bo‘ladi. Veyershtrass alomatiga ko‘ra (1) qator [—C,C] da tekis
yaqinlashuvchi bo*ladi. B>

Tekis yaqinlashuvchi darajali qatorlar tekis yaqinlashuvchi
funksional gatorlarning xossalari kabi xossalarga ega bo‘ladi.

Jumladan, (1) darajali qatorning yaqinlashish intervali (——r,r)
bo*lib, uning yig"indisi S(x) bo‘lsa, u holda [—C,C] segmentda
(O<c<r)

1) $(x) funksiya uzluksiz bo*ladi;

2) (1) darajali gatorni hadlab differensiallashdan hosil

bo‘lgan

Znanx”l—0+al +2a,x +3ax" ..+ nax" 4

n=0
darajali qator ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

&' (&)= Z((IA) ZnaA o

n=0 n=|
bo‘ladi;
3) (1) darajali qatorni hadlab integrallashdan hosil bo*lgan

% b b h b
Z( Ia,,x"dxj = Iaodx+ a, xdx + a,x’dx +.. ja x'dx +...

n=0\ g4 a a a a

qator ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

IS a’x— J(Za A"dx) Z J-a x"dx

n=0 n=0 4

bo‘ladi ([u,b] c (-—r,r)).
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3-misol. Ushbu

Z X" = x+2x 430 4+, lxl <l
n=0
darajali qator yig ‘indisi topilsin.
<€qQuyidagi,

~ n 2 3 n
Zx 5 B R B o B s

=]

darajali qatorni qaraymiz. Bu qator (—1,1) da yaqinlashuvchi

bo‘lib, yig indisi S(x)zIx— ckanligi ma’lum (maxraji x
-X
bo‘lgan geometrik gator);

o0

n X
St

= iy
n=|
Bu darajali qatorni hadlab differensiallab topamiz:

o© : o , 0
-1
S| =) L m
n=| n=l n=l

( X j_1~-x+x_ 1
=x) (=) (1)
Keyingi tengliklardan
N n-1 1
an = 3
n=l (l_x)
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglikning har ikki tomonini x ga
ko‘paytiramiz. Natijada

¥ nat= = ; (-1<x<1)

bo‘ladi. P>
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30.3. Funksiyalarni darajali gqatorlarga yoyish. Teylor gatori.
Yugqorida

Y oax' =a,tax+axt +o+ax" +. (1)

2, 2

n=t)
ko-rinishdagi darajali qatorlar o'rganildi. Ushbu

2 n
dy+a (x=x))+a, (x=x%,) +ota, (x=x) +.. ()
ko‘rinishdagi qator ham darajali qator deyiladi, bunda
dy,d,,...,d,,... hamda x, o‘zgarmas sonlar.
Ravshanki, (2) umumiyroq darajali qator bo'lib, y

X —x, =1 almashtirish yordamida (1) ko*rinishidagi qatorga keladi.

Agar » son (r > 0) (2) darajali qatorning yaginlashish
radiusi bo'lsa, uning yaqinlashish intervali (xO — ¥, Xk r) boladi.
Avytaylik, f(x) funksiya x, €R nuqgtaning
(.xo ~F Xyt r) atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo*lsin. Bu
hol f(\) funksiyaning Teylor formulasini yozish imkonini beradi:
, f'(x,)
()= 1)+ L)
f"(xo) A2 f(")(xo) n .
+——2—!——(x—)¢ ——n!——(x—.xo) +7,(x)
bunda r, (x)-qoldiq had.

(x—x,)+

Modomiki, f(x) funksiya (x,—r,x,+r) da istalgan
tartibdagi hosilaga ega ekan, unda quyidagi

5

e L )

h_:_.



darajali qatorni garash mumkin.

Bu darajali qator x = x; nuqtada yaqinlashuvchi, lekin x;
nuqtadan farqli nuqtalarda qachon yaqinlashuvchi bo’ladi va
vaginlashuvchi  bo’lganda uning yig’indisi qachon f (A)

funksiyaga teng bo’ladi degan savol paydo bo’ladi. Bu savolga
quyidagi teorema javob beradi.

4-teorema. Agar f (A) Sfunksiya (xo —Fy Xy +7)
intervalda istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo'lib, barcha
xe( X~y %, +r) va barcha n=0,1,2,... lar uchun shunday
o 'zgarmas M >0 topilsaki,
lf(") (A)l <M
tengsizlik bajarilsa, u holda f (A) Jfunksiya uchun (—r,/‘) da

(/%)= 1 (%))

bo ‘ladi.
<4 Modomiki, (x0~r,x0+r) da f(x) funksiya istalgan

tartibli hosilalarga ega ekan, unda bu funksiya uchun Teylor
formulasi o‘rinli bo‘ladi. Uning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli
Teylor formulasini olamiz:

13)= £+ L0 e L) e

4)
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f(”..»” ( Yo ""9( 0) )
r(x)=
(n + 1). v
Endi teoremaning shartidan foydalanib qoldiq hadni
baholaymiz:

7003

(x-x,)" (0<0<1).

Np P
()= (n+1)! [ <M (n+1)t° =
Ushbu
T
o n+]
musbat qatorni qaraymiz. Bu qator uchun
|A AO‘"] |.X—,\‘0 n+2
W) T (e 2)!
bo‘lib,
n+2 n+l
o B . [x—xo
lim—2t =1 ; =
Pt a, "m( (n+2)!  (n+1)! )
. n+2 . | -
:limll = (nHA)l':limlA A°|=()<1
e g 42

e (p+ 2)!-'x—x0
bo‘ladi. Dalamber alomatiga ko‘ra qator yaqinlashuvchi. Unda gator
yaqinlashishining zaruriy shartiga binoan

. |x-x
limi——=0 (6)
e (n+1)!
bo‘ladi (5) va (6) munosabatlardan
limr, (x)=0
bo‘lishi kelib chigadi.

(4)  tenglikda, n — oo da limitga o‘tib topamiz:
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f(\)—"llm{/(xo)wa( 0 (x—x5)+ (Y )(x—-x(,)3+...+
+——-——f”(x°)(x—xo)"]+llmr (x) = f(x,)+ f “)(x x5)+
n! 1!
"y (n)
+———-f S") x— '0)2+...+————-———f ('x")(x—-xo)”+.... >

(3) qator [ ( ) funksiyaning Teylor qatori deyiladi.

(3) munosabat o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya Teylor
qatoriga yoyiladi deyiladi.

Agar (3t) da x, =0 bo’isa, u

f(x)=r(0)+ £ x+ 7°(0) x +...f(n) 0 4. (D

1! 21 n!

bo‘ladi va bu qator f (t) funksiyaning Makloren gatori deyiladi.

30.4. Ba’zi sodda funksiyalarning
Makloren qatori

1) Aytaylik, f(x) =e" bo‘lsa, Vxe [—p, p](p > 0) lar

uchun
S (x) =, fU(0)=¢ =1,
()= <er n=012,..

bo‘lib, 4-teoremaga ko’ra

0 n X xf’ .l”
=) —=l+—+—+..+—+... (0!=1
; n 1 2 n ( )
bo‘ladi. Agar bu munosabatda x ni —x ga almashtirsak
o= (=x) x x n X
gt e ( )-=1——+-—-—...+(—1) =
= n! 11 2! n!

bo‘ladi.



Ma’lumki, giperbolik sinus hamda giperbolik kosinus
funksiyalari quyidagicha

X == o X
e —e e +e
shx = , Chx=— -

ta’riflanar edi.
Yuqoridagi

. xZ’. i
R e e UL

12! n!

2
g X % wx
Pl PR | L

1t 2! n!

formulalardan foydalanib topamiz:
3 0

x X X
Shx=—+—+ . 4————+ .= ) ———
I 3 (.2n+1)! Z(2n+1)!

2 4 x).n ® b
chx=l+—+—+..+—+... ;
4!, (2n)! =(2n)!

2) Aytaylik, f (x) =sinx bo‘lsin. Bu funksiya uchun

2n+l1

bo‘lib,
k =2n bo‘lganda f(k) (O) = sinzcziz- =0,

k =2n+1 bo‘lganda f(k) (0) = (~1)"
bo*ladi. Ayni paytda barcha x € (—oc,) da
/(0] <1 (n=0,1,2,..)
tengsizliklar bajariladi. 4-teoremadan foydalanib topamiz:
: 5 (_l)" 2n+l 1 3 5
sinx=y ——— 3" =y — x4 —x —...,xe(—oo,oo)
= (2n+1)! 3t st |
3) Aytaylik, f(x) =cosx bo‘lsin. Bu holda yuqoridagiga
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o‘xshash

Z;% . :l—-z—!x2+-—x — e xe(—wﬂoo)

bo‘ladi.
4) Endi f(x)=(1+x)", aeR va f(x)=In(1+x)
funksiyalarning Makloren qatorlarini keltiramiz.
= (—1,1) uchun
a ala-1) ,

(1+x)° —l+—1—!x+———7—!——-x Fot

(8)
+a(oz—l)...(oz—n+l)x,l+
n!
e(-—l,l] uchun
X X3 x4 n-1 x"
In(1 =X-—t———t. .+ (=1) —+..
n(l+x)=x 2+3 4+ +(-1) n+

bo‘ladi.

Natija. Yuqoridagi (8) munosabatdan foydalanib, a ning
ba’zi  xususiy  giymatlaridagi  funksiyalarning  yoyilmalarini
keltiramiz:

1)

= A x =l=x+x =+ xt =+ (-1) X" +...
=0

n=
‘l £

2) — =Y X' =l+x+x’ +..+x" o
I~ n=0
1 2 3.x
3) \/14—x=(1+x)5=1+£—l-£-+1 A -
3 % 4§ 2
I - Z 1.8
p—x=(-xfp=1-2_Lx 13X
2 2 4 2:4.6
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30.5. Darajali qatorlarning taqribiy hisoblashlarga
tatbiglari

Ma’lumki, funksiya oliv matematikada o‘rganiladigan
asosiy tushuncha. Ko'pgina masalalar funksiyani hisoblash
(berilgan nugtadagi giymatini topish) bilan bog'liq. Funksiyaning
murakkab bo‘lishi bunday hisoblashlarda katta qiyinchiliklar
tugdiradi. Natijada funksiyani sodda va hisoblashga qulay bo‘lgan
funksiya bilan taqribiy ifodalash zaruriyati paydo bo*ladi.

Odatda taqribiy ifodalovchi funksiya sifatida butun ratsional
funksiya-ko*phad olinadi.

Funksiyalarning darajali qatorlarga yoyilmasidan foyda-
lanib, ularning qiymatlarini taqribiy ifodalovchi formulalarni hosil
qilish mumkin,

Biz yuqorida f(x) funksiya ma’lum shartlarni

ganoatlantirganda uni darajali qatorga yoyilishini ko‘rdik.

Jumladan,
2 /'(0) j“(O) 2 ‘/A(”) 0) n
Vi (.X):f(())-i— T X+ X =X +...+——n—!(—-x Fien
(Makloren gatori). Modomiki, # — o da
: o S0 o) s (o),
F(x)=7(0)+ " X+ 2(! )x +...+———n!' =x" +r,(x)

da r,(x)— 0 bo'lar ekan, unda x =0 nuqtaning atrofida

RONACTIAION

f(x)=f(0)+ " 5 ST 9)

deyish mumkin. Bu taqribiy formuladan funksiyalarning qiymatla-
rini taqribiy hisoblashda foydalaniladi.
(9) formulani

f(x)=e", f(x)=sinx, f(x)=cosx,
f(x)=In(1+x), f(x)=(1+x)* (aeR)

funksiyalarga tatbiq etib topamiz:
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2 n

x X X :
e =l+—+—+..+—,
1t 2! n!
Sinv\'zX——l—x3+-l—xs—...+—-(———]—)——xz”“,
3! 5! (2n+1)!
.<1 n .
cosle—LXZJr__x‘i_m_F( )x..n’
21 4! (2,1)!
Q - 2 -1)... = 1
(1+x) zl+g?HL?[(—CZ—)X'+...+0l(0{ St );"
I 2! n!
& 3 4 i
X X X n-l X
(4x) == e ()
4-Misol. Ushbu
a =sinl
miqgdor tagribiy hisoblansin.
4 Agar
Sinx~x——\f‘+l - (_1)" 20+
> D X —tm——
3! 5! (2n+1)!

da x =1 deyilsa, unda

sinl zl—l+l—...+——(—ﬂ——
3! 5! (2n+1)!

bo‘ladi. Ma’lumki, 1 radian ~ 57°18'. Keyingi munosabatda ikkita
had olinadigan bo‘lsa, unda

gl sin ST mT el 22
51 6,6
bo*ladi. B>
5-Misol. Ushbu
a=1Inl,l
migdor hisoblansin.
<4 Ma’lumki,
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2 3 4 n
X X X n-1 X
(1 em)m patnpiombes, alel) = ~l<x=l1}).
n(l+x)=x R (-1) ; (~l==<i]

Bu yerda x = 0,1 deyilsa,

0,1)" (0,1)" (0,1)° w1 AT
lnl,lzo,l—( ) +( ) —( 1) +...+(-1) 'L-—l—

2 3 4 n
bo‘ladi. Agar keyingi taqribiy tenglikning dastlabki uchta hadi

olinsa, unda

bo‘lishini topamiz. B
6-Misol. Ushbu

Ie" Y dx
0
integral tagribiy hisoblansin.
<€ Ma’lumki,
2 o
¢ X X X
e xl+—+—+...+—.
11 21 n!
Bu munosabatda x ni —x” ga almashtirib topamiz:
2 XX X
—x* n
e’ z]——+——-———+...+(—-1) —_
I 2 3! " nl

Keyingi munosabatning dastlabki to‘rtta hadi olinib, so‘ng
[0, 1] bo‘yicha integrallansa, natijada

2 4 6

I 1
Ie'“zdxzj(l—~i(—~+f—'—l— Ix =
- . 11 2! 3

3 ) 7 '1 e
ol g T E B MR L L gal
310 42
bo‘ladi. B

0 3 10 42
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1. Ushbu

qator yaqinlashishga tekshirilsin.
2. Ushbu

;i N > ]
a) f(x)=sin'x, b) f(x) ln(l % ) d) f(x) T
funksiyalar Teylor qatoriga yoyilsin.
3. Ushbu
@ 3n
a xXeR
,,Z;(, (3n)! ( )
qatorning yig‘indisi topilsin.
4. Ushbu

J130

migdor 0,001 aniqlikda hisoblansin.
5. Ushbu

0.1
eln(1+x
fin(ea),
b x
integral 0,001 aniglikda hisoblansin.
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31-MA’RUZA
Furye gatorlari haqida dastlabki ma’lumotiar

Faraz gilaylik, f(x) funksiya R =(-%,+) da berilgan
bo'lsin. Ma’lumki, shunday 7" € R \{O} son topilsaki, Vxe R da
F(x4T)=f(x)
tenglik bajarilsa, f(A) davriy funksiya, 7"+ 0 son esa uning davri

deyiladi.
Agar T # 0 son f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda
kT (k==%1,£2,...)
sonlar ham shu funksiyaning davri bo*ladi.
Agar l'(x) va g (J\) davriy funksiyalar bo‘lib, 77 #0
ularning davri bolsa,

(2. £(x)2(x). 22 (g(x)20)

funksiyalar ham davriy bo‘lib, ularning davri 7" ga teng bo‘ladi.
y=sinx, y=cosx funksiyalar 7 =2z davrli funksiya
bo*lgan holda ushbu
¢(x)=acosax+bsinax (a,b,a— o‘zgarmas, @ #0)

2
funksiya ham davriy funksiya bo‘lib, uning davri 7 = i bo*ladi.
a
Haqigatan ham,

( 2%) [ ( 271]} U 2
@l x+— |=acos| a| x+— +bsmLaLx+—— =
a : a o

=acos(ax+2x)+bsin(ax+27)=acosax+bsinax=gp(x)

bo*ladi.
Bu ¢(x)=acosax+bsinax sodda davriy funksiya
bo-lib, u garmonika deb ataladi.
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Aytaylik, f(\) funksiya [—/r,ﬂ] da uzluksiz bo‘lsin.
Unda
f(x)cosnx, f(x)sinax (n=1,2,3....)
funksiyalar ham [—7:,/7] da uzluksiz bo‘lib. ular [~7z.ﬂ'] da

integrallanuvchi bo‘ladi. Bu integrallarni quyidagicha belgilaymiz:
15
a, =— | f(x)dx,
0 ﬂf (¥)

1%
= — 3 X 'd » =l,2,... l
a,=— j-f(x)cosm x, (n ) (1)

1 Vg
b =— | f(x)sinnxdx. = Wy .
b 72---[]( (x)sinnxdx. (n=1. )
Bu sonlardan foydalanib, ushbu

a—;+2(a,, cos nx +b, sin nx) =

< =
qatorni (uni trigonometrik qator deyiladi) hosil qilamiz.

(2) qator funksional gator bo‘lib, uning har bir hadi
garmonikadan iborat.

Ta’rif. (2) funksional qator f (x) funksiyaning Furye
qatori deyiladi. (1) munosabatlar bilan aniqlangan
a0 By it s D5 i, D

n* nd" "

sonlar Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

Demak, berilgan i ()L) funksiyaning Furye
koeffitsiyentlari shu funksiyaga bog‘liq bo‘lib, (2) formulalar
yordamida aniqlanadi, qator esa quyidagicha:

a, ~ .
f(x)~ ?°+ ;(an cosnx +b, sinnx).
belgilanadi.
1-misol.  Ushbu f(x)=e* (-r<x<7,a=0)

Jfunksiyaning Furye qatori topilsin.
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4 (1) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning
Furye koefﬁtsiyemlarini hisoblavmiz:

9
=— Ic dx = e’ —e ‘”) =——shar,
ar

b/ 4 T
1 " 1 acosnx+nsinnx
a, =— Ie cos nxdx = — e”

z g .
)
a1 p444
=(-1)'———=shar (n=1,2,...),
x o’ +n’
(R | asinnx—ncosnx .|
I *sin nxdx = — e| =
7 a’+n’ !
n V4
1 2n

=(—1)"'l——' —shar  (n=1,2,...).

7 at+n’
Demak,

fx)=e"

funksiyaning Furye qatori

45
f(x)=e~ a—z" +Y (a,cosnx+b,sinnx)=
n=1

_ 2shax __1__+Z (-1)

(acosnx n%mn\)‘l
T 20 Sa’+n

J
bo‘ladi. B>

Aytaylik, _f(x) funksiya [—f[,ﬂ'] da berilgan juft funksiya
bo‘lsin: f(-x)= f(x).Uholda

f(x)-cosnxjuft, f(x)-sinmx toq (n=1,23,.)
funksiya bo‘ladi.

(1) formulalardan foydalanib, [ (A) funksiyaning Furye

koeffitsiyentlarini topamiz:
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n [_ \] n
a, - _‘f(x)cos nxdx *——l—i .ff(x)cosnxdx+ '[f(x)cosnxdd\} =
T 4 y
[= 1

:%‘Lj/( X ) cos nxdx + I/ osnxci\J

- "[f(x)cosnxdx (0,12,

z;

= L J- bm nxdx = —' I f sm nxdx + J-f sin nxdx} =
]Z. -

lt I smnxdx+j‘f smnde 0 (n=1,2,...).
0 J
Demak, juft f ( ) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
=—'[/ Jeosnxdx (n=0,1,2,...)

b, =0 (n=1,2,...)
bo‘lib, Furye qatori
f(x)~a?°+2a” COS nX

n=|

bo‘ladi.

Aytaylik, f ( ) funksiya [—rr JT] da berilgan toq funksiya
bo‘lsin:
/(=x)=-f(x). Uholda

f(x)-cosnx tog, f(x)-sinnx juft (n =1.2.3...)
funksiya bo*ladi.

(1) formulalardan foydalanib, f (\) funksiyaning Furye

koeffitsiyentlarini topamiz:
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Q0

J. f(x)cos nxdx + ff cos mdr}

1
ol +08 Mxdx =
! /( ) cos nxdx {

% ]
J/ cosnxdx+ [ (x)cos /'zxd,\':] =0 (r=0,1,2,...),
1 x ] ]
=— J )sin nxdx = l _[ f(x smmdA + Ji sin nxdx
b4 Vs : |

T

hu

{J' blﬂﬂk([X} sl e )
0
Demak, toq /( ) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
a, =0, (n=0,1,_, ),

- _[f(x)sin nxdx, (n=1,2, ...)

b =—
Ty

i

bo*lib, Furye qatori

~ Z b, sin nx

n=|
bo‘ladi.
2-misol. Ushbu
f(x)=x" (-x<x<nr)

Juft funksiyaning Furye gatori topilsin.
<4 Avvalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini

topamiz:
n
2 2
@y = J'x’dx =—7"
LR
. n
, sin nx 4 %
da, - i fx sin nxdx =
V4 n |, nrx;

n
X COS nx

1 b4 i 4
< O 'd = —1 » s :l 2,
. J.LOSIIA x] (=1 pe (n=1, )

"
4
/4
n
Al =—fx cos nxdx = —x
ﬂ()
( 0

0
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Demak, /(A) = g funksiyaning Furye qatori

f(X) :_x2 ~_7§_+4Z(_1)11 COS nx

2

n=l n

bo‘ladi. B>
3-misol. Ushbu
f(x)=x (-7<xzn7)
toq funksiyaning Furye qatori topilsin.
<4 Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblay-

miz:

¥ : i LS o n-1

b, = - jxsin nxdx = 3[— Ll +i jcosnxdx] =-2( 3 oy
o * B o Ry n
Demak, f(x)=x funksiyaning Furye qatori
f(x)~ Z(*l)"'l —2—Sinnx
n=l n

bo‘ladi. B>

Faraz qilaylik, f()t) funksiya [—p,p] (p >0)
segmentda uzluksiz bo‘lsin, Ma’lumki, ushbu

T
t=—x

P
almashtirish [-p,p] oraligni [—ﬂ,fr] ga o‘tkazadi, ya’'ni x
o‘zgaruvchi [—p,p] da o‘zgarganda f o‘zgaruvchi [-—f[,ﬂ] da
o‘zgaradi. Endi

15)=1( 2] =0 (o).

7 /
deymiz. Unda (p(t) tunksiya [-7[,7:] oraligda berilgan uzluksiz
funksiya bo‘ladi. Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
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]w(r)oosntdr, (n =i}, 1.2, )

1
a, =—
[[ T

n

17 »
b =— t)sin ntdt =1,2, ...
X ﬂf[(p( )sinadt (n )

ni topib, Furye qatorini yozamiz:

o(1)~ %+i(a” cosnt +b, sinnt).

= S

Modomiki,

ekan, unda

‘7 g &l T .
¢L—.x)~—§9-+2[an cosn—x+b, smn—x) ;

P n=l P 14 g
bo‘lib, uning koeffitsiyentlari

P
a . I¢(£xjcosn£xdx, fo=10,1,2 ...)

Cpg,\p p

17 .

b, =— I¢(£A‘]Slnn£xdx. (n=1,2...)
P, \P p

bo‘ladi. Natijada [— Pa p] da berilgan f (\) funksiyaning Furye

gatorini quyidagicha

a = ( nmwx . ATX
f(x)~="+> la, cos——+b, sin
()~ 3 s 2, in 2

n=l

bo‘lishini topamiz, bunda

= Jf(x)cosﬂz—{dx (n=0,1,2...)
p

/jf(x)sinzl—f—[-xdx (n=1,2:..)



4-misol. Ushbu
f(x)=e" (-1=£x%1)
funksiyaning Furye qatori topilsin.
4 Yugoridagi formulalardan foydalanib, f(x)=e"

funksiyaning Furye koeffitsiyentilarini topamiz:
|

1 . |
y 4 g AT SIN ATX —COSNAX
ay = Ie dce=e—e", a”=je cosnzxdx = el =
-1
1
A

9 N
, l+n

. =1
= (CCOSHT[—e'iCOSI‘I”)=(-1)H-£-—£—— (7111,2,...),

= A R
1+n'n’ 1+n’n’

1 1

b = je“ cos nrxdx =

"

SIN N7TX — NIT COS NITX r

1+n’7’

-1

1 B
= ———(enfrcos nr+nre’ cosmr) =

Cl+n’A

n”(—l)" = n+l e_e—l
=1—+n—2”—2(€ I—'C)=(—1) ]_-;»—nz? (n=1,2,...)
Demak,

funksiyaning Furye qatori

B 4 , : n 5 n+l

l+n°7” +n°m’

n=l

bo*ladi. P>
Aytaylik, f(x)funksiya [a,b] da berilgan bo’lsin. [a,b]
segment ¢, nuqtalar yordamida bo‘laklarga ajratilgan.
(a,=a, a,=b).
Agar har bir (ak,a,m) (k=0,1,2,...,n—1) da f(x)
funksiya differensiallanuvchi bo‘lib, x =, nuqfalarda chekli o‘ng
f’(ak +0) (k =0,l,2,...,n—1),

va chap _
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S'(a,-0) (k=0,1,2,...,n)
hosilalarga ega bo'lsa, /(\) funksiya [a,b] da bo'lakli-
differensiallanuvchi deyiladi.
Endi Furye qatorining yaqinlashuvchi bo‘lishi haqidagi
teoremani 1sbotsiz keltiramiz.
Teorema. 27 davrli f(A) Junksiva [-—JZ',JZ’] oraligda

bo lakli-differensiallanuvchi bo Isa, u hoida bu funksiyaning Furye
qatori

f(x)~ -a?i+2(ak cos kx + b, sin kx)
k=1

[—7:, JZ'] da yaginlashuvchi bo ‘lib, uning yig ‘indisi

S (x+0)+ f(x-0)

ga teng bo ‘ladi.
S-misol. Ushbu
f(x)=cosax (-7<x<m,a#neZ)
[funksiyaning Furye qatori topilsin va u yaginlashishga tekshirilsin.
4 Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz.
Qaralayotgan funksiya juft bo‘lgani uchun

b,=0 (n=1,2,3,..)
bo'lib,

b4 T
a = 2 jcosaxcosnxdx = J[cos(a ~n)x+ cos(a + n)x}ci\' =
T 0 0

:sman’(_‘])n [ 1 N 1
Vg a+n a-n |
bo‘ladi. Demak,

_f(x)~s"“7r"”{l+2(-1)"{ L ;.1 )cosnx]

a o a+n a-n

Agar _/‘(x) =cosax funksiya teoremaning shartlarini
bajarishini e’tiborga olsak, unda
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cosaxzsmaﬂ](—lwi(-l)n( SR jcosnx]

T |8 la+n a-n |
bo‘lishini topamiz. B>

Mashgqlar

1. Ushbu
f(x)=2sin(2x+2)

garmonikaning grafigi topilsin.
2. Ushbu

f(x)=|x (-7<x<7)
funksiyaning Furye qatori topilsin.
3. Ushbu

f(x)=

/(%) 0, agar O<x<m bo‘lsa

funksiyaning Furye qatori topilsin va u yaginlashishga tekshirilsin.
4. Ushbu

f(x)=-In

funksiyaning Furye gatori topilsin va u yaginlashishga tekshirilsin.

-x, agar —7<x<0 bo‘lsa,

sin% (x#2kn, keZ)

iy 8
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