
*2 2 11 ?

JIJ 3
. M. JABBOROV, E. O. ALIQULOV, Q. S. AXMEDOVA

LIY MATEMATIKA



N .M .Jab b o ro v , E .O .A liqu lov , Q .S .A xm edova

OLIY MATEMATIKA
(bakalavr ta ’lim ycrnalishlari talabalari 

uchun o ‘quv qo ‘llanm a)

Nizomiy nomlt 
T D P  vJ

kiitiihxonasi

Qarshi
“Qarshi davlat universiteti” nashriyoti 

2010



Mazkur cfquv qollanm a bakalavr ta’lim yo‘naiishlafi 
lalabalari uchun moljallangan bo iib , unda oliy algebra elementlari. 
analitik geometriya, ketma-ketliklar nazariyasi, bir o ‘zgaruvchili 
funksiyalar differensial va integral hisobining asoslari hamda 
qatorlar nazariyasi bayon qilingan.

Taqrizchilar:
Mirzo Ulug‘bek nomidagi O'zbekiston 
Milliy universiteti Mexanika-matematika 
fakulteti Matematik analiz kafedrasi 
professori 
X.T. M ansurov

Toshkent To'qimachilik va Yengil Sanoat 
instituti Oliy matematika kafedrasi mudiri, 
professor 
A. Z. M am atov

© N.M.Jabborov, E.O.Aliqulov, Q.S.Axmedova-2010



S O Z  BOSH1

Oliy o'quv yurtlarida oliy matematika, yo'nalishlarga qarab 
u yoki bu hajmda o‘qitiladi. Oliy matematikani o‘qitishdan 
ko'zlangan asosiy maqsad: bir tomondan shu fanning asosiy 
tushunchalari, tasdiqlari, turli usullari hamda, boshqa matematik 
ma’lumotlar bilan tanishtirish boisa, ikkinchi tomondan ainaliy 
masalalarni matematik usullar yordamida yechishga oigatishdan 
iborat. Ayni paytda talabalami mantiqiy flkrlashga o'rgatish ham 
oliy matematikaning vazifalaridan biri hisoblanadi.

0 ‘zbekistonda kadrlar tayyorlash tizimini tubdan isloh 
qilish jarayonida talabalarni o'quv materiallari bilan, ayniqsa darslik 
va o‘quv qoilanmalari bilan ta ’minlash muhim ahamiyatga ega.

Oliy matematika kursi bo‘yicha turli darajada yozilgan va 
maqsad hamda yo'nalishlan xilma-xil boigan qator darslik va 
o'quv qoilanmalari mavjud. Ammo davlat taiim  standartlari o 'quv 
dasturlarini zamon talablariga moslashtirishni va qayla к о 'rib 
chiqishni taqozo etadi.

Mazkur qoilanm a davlat ta iim  standartlan asosida 
yozilgan bo iib , u m aium  tartibda ma’ruza va paragraflarga ajratilib 
bayon etilgan.

Oliy matematikada o'rganiladigan mavzulami hajmi katta 
boim agan ma’ruza va paragratlar bo'yicha yozilishi talabalarga 
mavzu mazmuni va mohiyatim chuqurroq anglashga yordam beradi 
deb o'ylaymiz.

Ushbu qo'llanma 53 ta ma’ruzadan iborat bo'lib, ularda 
sonlar o'qi, Dekart va qutb koordinatalari sistemasi, determinantlar 
va matritsalar, ular yordamida tenglamalar sistemasini yechish, 
vektorlar va kompleks sonlar, tekislikda to 'g 'ri chiziq va uning turli 
ko'rinishdagi tenglamalari, ikkinchi tartibli egri chiziqlar, bir 
o'zgaruvchili funksiya, uning hosila va differensiallari, Teylor 
formulasi, differensial hisobning tatbiqlari, funksiyaning aniqmas 
va aniq integrallari, aniq integralning tatbiqlari, qatorlar, fazoda 
koordinatalar sistemasi, fazoda tekislik va to 'g 'ri chiziq, ikkinchi 
tartibli sirtlar, fazoda vektorlar va ulaming ba’zi tatbiqlari, vektorlar 
analizinmg elementlari, ko‘p o'zgaruvchili funksiya limiti, 
uzluksizligi, hosila va differensiallari, karrali integrallar, birinchi



tartibli va ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar, egri 
chiziqli integrallar, sirt integrallari, maydonlar nazariyasining 
elementlan, matematik fizikaning ba’zi bir tenglamalari, ehtimollar 
nazariyasining asoslari mavzulari bayon etilgan.

Dastiabki ma’ruzalarda haqiqiy sonlar, tenglamalar va 
tengsizliklar haqida qisqacha m a’lumotlar keltirildi. Ular, 
fikrimizcha “elementar matematika”dan oliy matematikaga o‘tishda 
“ko‘prik” vazifasini bajaradi.

Qo‘llanmani yozishda biz quyidagilarga:
1) har bir mavzuning ravon, ixcham, matematik qat’iylik 

bilan bayon etilishiga;
2) mavzulaming bir-biriga uzviy bogliklikda, m a’lum 

ketma-ketlikda, kerakli isbotlar bilan yoritilishiga;
3) turli amaliy masalalami yechishda matematik usullarning 

tatbiqlariga e ’tiborni qaratdik.
M a’lumki, oliy matematikaning turli sohalarga tatbiq 

doirasi nihoyatda keng. Ayniqsa, fizika, mexanika masalalarini, 
shuningdek texnik hamda iqtisod masalalarini yechishda matematik 
usullardan har doim foydalaniladi.

Kitobda oliy matematikaning tatbiqlariga misol va 
masalalar qisman keltirilgan bo iib , mualliflaming rejalariga ko‘ra 
yoziladigan «Oliy matematikadan masalalar to'plami» da kengroq 
va batafsil to ‘xtab olilish  kokzda tutilgan. Shuni ham aytish 
kerakki, ko'p yillar davomida mualliflaming mazkur kurs bo'yicha 
o‘qigan m a’ruzalari kitobni yozish jarayonida katta yordam berdi.

Kitob qolyozmasini sinchiklab o ‘qib, uni ilmiy va uslubiy 
jihatdan yaxshilanishiga o‘z hissasini qo‘shgan O'zbekiston Milliy 
universiteti Mexanika-matematika lakulteti “Matematik analiz” 
kafedrasi professori X.T.Mansurovga muallillar tashakkur izhor 
etadi lar.

Mualliflar

L



1-MA’RUZA

Haqiqiy sonlar 
Haqiqiy sonlar to ‘plami.

Haqiqiy sonning absolyut qiymati

Son tushunchasi matematikaning muhim tushunchalaridan
biri. Ular г .

1) natural sonlar (1,2,3,...),
2) butun sonlar (..., -2, -1 ,0 , 1, 2,...),
3) ratsional sonlar (oddiy va o'nli kasrlar),
4) irratsional sonlar

boiishi mumkin. Bunday sonlar, ular ustida bajariladigan amallar, 
amallarning bajarilish qoidalari o ‘quvchiga maktab, kollej va 
litseylarda o‘qitiladigan matematika fanidan m aium .

Oliy matematika kursi davomida ko‘p hollarda haqiqiy 
sonlarga duch kelamiz. Shuning uchun haqiqiy sonlar haqidagi 
asosiy ma’lumotlami qisqacha bayon etamiz.

1.1. Ratsional va irratsional sonlar

M a’lumki, — ko‘rinishida ifodalaniladigan son ratsional
4

son deyiladi, bunda p  - butun son, g-esa natural son bo iib , ular 
o‘zaro tub, ya’ni (p,c])~ 1 ■ Ravshanki, oddiy kasrlar ratsional son 
boiadi. -• '•

Agar — kasming maxraii 10, 100, umuman 10 ning natural 
Я

darajalari (I0n) bo isa , bunday oddiy kasr o'nli kasr deyiladi. 
Masalan,

-  , J _ ,  - -  - oddiy kasrlar,
2 17 11 9

J— -  о 7 ~ ~  = 11,2, = 0 ,23 - o ‘nli kasrlar boiadi. 
10 ’ ’ 10 100
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р— ratsional son -  oddiy kasr berilgan bo'lsin. Bo‘lish 
Я

qoidasidan foydalanib p  butun sonni q natural songa boiam iz. 
Agar bo iish  jarayonida biror qadamdan keyin qoldiq nolga teng

boisa , u holda boiish  jarayoni to^xtab, — kasr o'nli kasrga
Я

aylanadi. Odatda, bunday o ‘nli kasr chekli o ‘nli kasr deyiladi.
p  ni q ga bo iish  jarayoni cheksiz davoin etib, m aium  

qadamdan keyin yuqorida aytilgan qoldiqlardan biri yana bir marta 
uchrashi, so‘ng undan oldingi raqamlar mos ravishda takrorlanishi 
mumkin. Odatda, bunday o ‘nh kasr cheksiz davriy o iili kasr 
deyiladi. Takrorlanadigan raqamlar (raqamlar birlashmasi) o"nli 
kasrning davri deyiladi.

53
Masalan, —  ratsional son 1,4722... = 1 .47(2) o'nli 

36 v
kasrga keladi. Bu cheksiz davriy o‘nli kasr bo iib , uning davri 2 ga 

teng: ~  = 1>47(2) •Jo

Demak, har qanday — ratsional son chekli o ‘nli kasr yoki 
Я

cheksiz davriy o‘nli kasr orqali ifodalanadi.
Aksincha, har qanday chekli o ‘nli kasrni yoki cheksiz

davriy o lnli kasmi — ko‘rinishida ifodalash mumkin.
Я

Masalan,

1,03 =  1 —  = — , 
100 100

3

0,(3) = 0,3333... =  0 + —  + Д - + - ^ - + . . .  =  - Щ -  = - 1 . Н  = 1  
10 102 10’ , J _  10 9 3

10
(bunda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yigindisini
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topish formulasidan foydalamldi) boiadi.
Demak, har qanday chekli yoki cheksiz davriy o'nli kasr

ratsional son orqali ifodalaniladi.
Shunday qilib, ixtiyoriy ratsional son chekli yoki cheksiz 

davriy o iili kasr orqali va aksincha, ixtiyoriy chekli yoki cheksiz 
davriy o iili kasr ratsional son orqali ifodalanadi.

Ammo cheksiz davriy bolm agan o iili kasrlar ham mavjud. 
Masalan,

1,1010010001..., 1,4142135..., 2,7182818... 
sonlar cheksiz davriy bolm agan o'nli kasrlar bo'ladi (bu sonlardan

ikkinchisi V I  ni, uchinchisi esa с sonini ifodalaydi). Ravshanki, 
bu sonlar ratsional sonlar bolm aydi.

T a ’rif. Cheksiz davriy bo'lmagan o'nli kasr irratsional son 
deyiladi. Masalan,

1,4142135... = V2, 3,141583... =  тс, 2,718281... =  *? 
sonlar irratsional sonlardir.

1.2. Haqiqiy son. Haqiqiy sonlar to‘plami va 
uning xossalari

T a’rif. Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan 
haqiqiy sonlar deyiladi.

Masalan,

2, 7 - ,  - 3 ,  n/ 2 , jt, 
2

sonlar haqiqiy sonlardir.
Odatda, matematikada turli matematik obyektlarni, 

jumladan haqiqiy sonlami, alohida-alohida o’rganilmasdan, 
ularning bir nechtasini birgalikda o‘rganiladi. Bu to'plam 
tushunchasiga olib keladi.

To‘plam matematikaning boshlanglch tushunchalaridan 
b o iib , uni narsalaming m a’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi 
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, 2, 4, 6 sonlardan tashkil 
topgan to‘plam, bir nuqtadan o‘tuvchi to‘gkri chiziqlardan tashkil 
topgan to‘plam deyilishi mumkin. To‘plamni tashkil etgan
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narsalami uning elementlari deyiladi.
Biz haqiqiy sonlardan tashkil topgan tokplamlami qaraymiz. 

Ular sonli to'plamlar deyiladi. Bundan keyin sonli to'plam deyish 
o'rniga qisqacha to'plam deb atayveramiz.

Matematikada to‘plamlar bosh hartlar bilan uning 
elementlari esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, A yB ,...

to‘plamlar, a , />,... to'plam elementlari.

Agar a biror A to ‘plamning elementi bo isa , a e A  kabi 
yoziladi va « a  element A to'plamga tegishli» deb o'qiladi. Agar 
a shu A to'plamga tegishli bolm asa, uni a <£ A kabi yoziladi va 
« a element A to'plamga tegishli emas» deb o'qiladi.

Odatda, barcha natural sonlardan iborat to'plamni N  harfi:

barcha haqiqiy sonlardan iborat to'plamni R  harfi bilan 
belgilanadi.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo isa , 
u chekli to‘plam, aks holda cheksiz to'plam deyiladi.

Masalan,

cheksiz tokplam boiadi.
Shuni ta’kidlash kerakki, to‘plamni tashkil etgan elementlar 

orasida aynan bir-biriga teng bolgan  elementlar to‘plamning 
elementi sifatida faqat bir martagina olinadi.

Aytaylik, ikki E  va F  to‘plamlari berilgan bolsin . Agar 
E  to'plamning barcha elementlari F  UVplamga tegishli bo isa , E

A = {2,4,6,8,10,12,14}
chekli to'plam,



to'plam F  to‘plamning qismi deyiladi va E a  F  kabi yoziladi. 
Masalan.

N  a  Z  а  О a  R

boiadi.
Agar E a  F  va F  cz E  bo‘lsa, E  va F  bir-biriga teng 

to‘plamlar deyiladi va E  = F  kabi yoziladi.
E  va F  to'plamlaming barcha elementlaridan tashkil 

topgan to'plam, bu to'plamlar yigindisi (birlashmasi) deyiladi va 
E kJ F  kabi belgilanadi. E  va F  to'plamlaming barcha umumiy 
elementlaridan tashkil topgan to'plam, bu to'plamlaming ko'payt
masi (kesishmasi) deyiladi va E  П  F  kabi yoziladi. E  to‘plam-
ning F  to'plamga tegishli bolm agan barcha elementlaridan tashkil
topgan to'plam E  to'plamdan F  to'plamning ayirmasi deyiladi va 
E \ F  kabi yoziladi.

Masalan,
A =  {1,2,5,8,11,13} 

В  = {2,4,6,8,10,12}

to'plamlar uchun
A y j B  = {1,2,4,5,6,8,10,11,12,13}, 

A n B  = { 2 ,8} , 

A \ B  = {1,5,11,13}, 

# \ Л  = {4,6,10,12},

shuningdek,
N u Z  = Z ,  N n Z  = N ,  Z \  N  =  { . . . - 3 ,- 2 ,- 1 ,0 ]  

boiadi.
Birorta ham elementga ega bolm agan to'plam bo'sh 

to'plam deyiladi va 0  kabi belgilanadi
Odatda, chekli A to'plam elementlari soni m [ A )  orqali

belgilanadi.
1-misol. Dunyo okeanida 19 ta suvosti chuqurliklari 

ma lum, illuming chuqurligi 7 km. dan oshadi. Ulardan 16 tasi



finch va Hind okeanlarida, 4 tasi Hind va Atlantika okeartlarida. 
Har bir okeanda nechtadan suvosti chuqurliklari bar?

Yechilishi. A toplam  bilan Tinch va Hind okeanlaridagi 
suvosti chuqurliklarini, В  to‘plam bilan Hind va Atlantika 
okeanlaridagi suvosti chuqurliklarini belgilaymiz. Masala shartiga
ko‘ra m ( A )  = 16, m ( B ) ~  4 boiadi. Ayni paytda 

m ( A u B )  = 19 ekanligi ma’lum. Ravshanki Hind okeanidagi

suvosti chuqurligi A c \B  to‘planmi tashkil etadi. Bu to'plamning 
elementlari quyidagicha topi ladi:

/ и ( ^ п 5 )  = ш(у4) + / н ( 5 ) - / я ( ^ и ^ )  = 16 + 4-19 = 1.
Shunday qilib, Hind okeanida 1 ta, Tinch okeanida 15 ta. Atlantika 
okeanida 3 ta suvosti chuqurliklari bor ekan.

Endi barcha haqiqiy sonlardan iborat boigan R 
to‘plamning xossalarini keltiramiz:

1) R to'plamda (to'plam elementlari orasida) qo'shish, 
ayirish, ko'paytirish, bo'lish, darajaga ko'tarish, ildiz chiqarish 
amallari kiritilgan bo 'lib, bu amallarning bajariJish qoidalari ham
о 'rinli b o 'ladi;

2) R to plamda (to ‘plam elementlari orasida) teng. katta, 
kichik tushunchalari kiritilgan. Ixtiyoriy a e  R , b <= R , с e  R 
haqiqiy sonlar uchun

a = b , yoki a > b , yoki a < b 
bo ‘lib, a < b , b < c  bo ‘lishidan a < c  bo ‘lishi kelib chiqadi;

3) R zich to ‘plam bo ‘ladi, ya 'ni ixtiyoriy a e  R , b e  R  
haqiqiy sonlar uchun а Ф b bo ‘Isa, и holda a va b sonlar orasida 
istalgancha haqiqiy son bo ‘ladi.

2 — misol. Agar r  - ratsional. a  - irratsional son bo ‘Isa, 
r + a  sonning irratsional son bo ‘lishi isbotlansin.

Yechilishi. Berilgan r  va a  sonlaming yigVindisini f t  
deylik: f l  = r  + a .  Ravshanki, bu tenglikdan a  = p - r  Ы гlishi 
kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, p  ratsional son boisin . Unda p - r  soni. 
ikki ratsional son ayirmasi yana ratsional son bolganligi uchun
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ratsional son boiadi: /? -  r -  a  ratsional son. Bu esa berilishiga 
ko‘ra a  ning irratsional son bo'lishiga ziddir. Ziddiyatning kelib 
chiqishiga f t  ning ratsional son bo lsin  deyilishi sabab bo'ldi. 

Demak, /? irratsional son.

1.3. Sonlar o‘qi. Sonlarni geometrik tasvirlash

To‘g i ’i chiziq va bu to 'g 'ri chiziqda biror nuqta olib, uni О  
harfi bilan belgilaymiz (1-chizma).

1 -chizma

Bu О nuqta nol sonining geometrik tasviri deyiladi. О  
nuqta to‘g‘ri chiziqni ikki nurga ajratadi. О nuqtadan o ‘ng 
tomondagi numing yo'nalishini musbat, chap tomondagi nunung 
yo'nalishini manfiy deb qaraymiz. So'ng o'lchov birligi (uzunligi 1 
ga teng kesma) ni olamiz.

Natijada yo'nalishga ega boigan  to‘g'ri chiziq, О nuqta va 
o'lchov birliklaridan iborat sistema hosil bo'ladi. Uni sonlar o'qi 
deyiladi.

O lchov birligi deb qabul qilingan a kesmani О nuqtadan 
boshlab, sonlar o'qining o'ng tomoniga joylashtira boramiz. Uni bir 
marta joylashtirganda bir uchi О nuqtada bo'lib, ikkinchi uchi 
aniqlagan nuqta 1 sonining geometrik tasviri bo'ladi. Shu tarzda 
birlik kesmani ikki marta, uch marta va h.k. marta joylashtirib 
sonlar o‘qida 2, 3 va h.k. sonlaming geometrik tasvirlari topiladi.

Xuddi shunday usul bilan birlik kesmani О  nuqtadan chap 
tomondagi nurga joylashtira borib -1, -2, -3, va h.k. sonlaming 
geometrik tasvirlari aniqlanadi (2-chizma).

______ !_______I______ I_______!_______I---------- !---- \-----i

•3 - 2 - 1  0 1 2 5/2 3

2-chizma
11



Aytaylik, qaralayotgan son ratsional son bo'lsin: masalan,

—. Bu sonni tasviriovchi nuqtani topish uchun aw al o'lchov

birligini О  nuqtadan o'ng tomonga ikki marta joylashtirib, ikki
sonni tasviriovchi nuqta topiladi, so‘ngra bu nuqtadan boshlab

1 . . .  5
o‘lchov birligining — qismim qo'yib, — sonni geometrik

ifodalovchi nuqta topiladi (2-chizma).
Umuman ratsional sonlar to‘plami О  dan olingan har bir 

ratsional songa to‘g‘ri chiziqda bitta nuqta mos keladi. Biroq, sonlar 
o'qida shunday nuqtalar borki, ular birorta ham ratsional sonning

tasviri bo‘lmaydi. Masalan, VTo sonini olaylik (bu son irratsional 
son boiadi). Tomonlari 3 va 1 ga teng boigan to 'g 'ri 
to‘rtburchakni qaraymiz (3-chizma).

5

3-chizma

Bu to 'g 'ri to'rtburchakning OB  diagonali, Pifagor teoremasiga 
ko'ra O B ' = O C + B C -  bo iib ,

OB  = yfoC~  + ВС ~ = л/9 + l = VTO bo'ladi. Sirkulning uchini О 
nuqtaga qo'yib, radiusi OB  ga teng bo'lgan aylana chizilsa, bu 
aylana sonlar o‘qini D  nuqtada kesadi. Ravshanki, OB = OD .

Demak, л/Г0 soni geometrik tasviriovchi nuqta D  nuqta
bo'ladi.

Sonlar o'qida shu kabi nuqtalar cheksiz ko'p bo iib , ular 
irratsional sonlaming geometrik tasvirlari boiadi. M aium ki. barcha 
ratsional hamda barcha irratsional sonlardan tashkil topgan to‘plam 
haqiqiy sonlar to'plami bo'lib, u R  harfi bilan belgilangan edi.

Ko'rsatish mumkinki, (u maxsus adabiyotlarda, masalan [2]
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da isbotlangan) har bir haqiqiy songa sonlar o'qida bitta nuqta va 
aksincha, sonlar o'qidagi har bir nuqtaga bitta haqiqiy son mos 
keladi. Bu haqiqiy sonlar to‘plami R bilan sonlar p'qining 
nuqtalari to'plami orasida o ‘zaro bir qiymatli moslikda ekanligini 
bildiradi.

Kelgusida to 'g 'ri chiziqning nuqtasi deganda haqiqiy sonni, 
haqiqiy son deganda to 'g 'ri chiziqning nuqtasini tushunamiz.

Endi ba’zi-bir sonlar to'plamlarini keltiramiz, ulardan, 
kelgusida ko'p foydalamladi.

Aytaylik, a e R , b e  R sonlar berilgan bo'lib, a < b
bo'lsin.

a ,b  va ular orasidagi barcha haqiqiy sonlardan tashkil 

topgan to'plam segment deyiladi va [a ,b ] kabi belgilanadi:

[a,b] = { x e  R : a <  x  < b\

Xuddi shunga o ‘xshash ushbu ( a , b ) ,  ( a ,b ] ,  [a,b) ,  

to'plamlar quyidagicha ta’riflanadi:
(a , b )  =  {a e  R : a < x  < b } - interval,

\ a ,b)  = {a e  R : a < x  < 6} - yarim interval,

=  - yarim interval.

Bunda a va b sonlar (a ,/? ), [ a ,6) va (a,/?]

to'plamlaming chegaralari deyiladi. Shuningdek
[a, +00) = { x e R : x > a } ,

(-o o ,a)  = e  R  : x <  a ) ,

(-g o ,+00) = R

deb qaraymiz.

1.4. Sonning absolyut qiymati va uning xossalari

Biror x  haqiqiy sonni ( x e i ? )  qaraylik. Bu son musbat 

( a > 0 ) , manfiy ( a < 0) yoki a = 0 bo'lishi mumkin.
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Agar x  > 0 boiganda shu л ga teng, x < 0 boiganda shu 
songa qarama-qarshi —x  ga, x = 0 boiganda 0 ga teng
boladigan son x ning absolyut qiymati deyiladi va |x| kabi 
belgilanadi. Demak,

| A% agar x  > 0,

| - a ,  agar  x < 0 .

Masalan, |7| =  7 , | -2 |  = - ( - 2 )  =  2 ,  | l -  7 2  = 7 2 - 1 .

Sonning absolyut qiymati quyidagi xossalarga ega:
1) Ixtiyoriy x haqiqiy son uchun

\x\ > 0 , |xj = j—x | , x < |x | , - x  < |x| 
munosabatlar o‘rinli,

2) Agar x haqiqiy son

|x | < 0  ( a >  0) 
tengsizlikni qanoatlantirsa, u

- a  < x  < a
tengsizliklami ham qanoatlantiradi va aksincha.

3) Agar x haqiqiy son

|x| > a
tengsizlik qanoatlantirsa, u

x > a , x  < - a  
tengsizliklami ham qanoatlantiradi va aksincha.

4) Ikki x va у  haqiqiy sonlar uchun

a) \x + y \< \x \ + \y\,

b) l ^ - y l  >|jc|-|_>'|, 

d) \x-y\  =  |Jr|-|>'|,

X IX
e)

boiadi.
5) Ushbu

( У *  0)

14



munosabat o‘rinli.
3-Misol Agar a ,b ,c  haqiqiy sonlar uchun a > b > c

bo 'Isa,
|a - f r | + | c - t f | - | 6 - c |

topilsin.
Yechilishi. Ravshanki, a > b bo“1 gam uchun a - t ? > v

boiib ,
|a —b\ = a - b

bo'ladi, a > с bolgam  uchun с -  a < 0 boiib ,
\ c - a \  = - ( c - a ) - a - с

boiadi, b >  с bolgani uchun b -  с > 0 bo iib
\b -  c\ = b -  с

boiadi. Demak,
\a -  b\ + \c -  a \ - \ b  -  c\ = a -  b + a -  с - ( b  -  c)  = 2 (a  -  b ) .

1.5. Matematik belgilar

Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z va so‘z birikmaiari 
o‘mida maxsus belgilar ishlatiladi:

1) «agar ... bo isa , u holda ... bo iad i iborasi <<^>» belgi
orqali yoziladi;

2) ikki fikming ekvivalentligi ushbu «<=>» belgi orqali 
yoziladi;

3) «har qanday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari
o‘miga «V » belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o'm iga « 3 »  belgi
ishlatiladi.

Shuningdek, tasdiqlaming isboti boshlanganligi « ^ »  belgi. 
tugaganligi esa «► » belgi orqali ilodalanadi.

15



M ashqlar
1. 80 ta matematika olimpiada qatnashchilardan 60 tasi 

shaxmat ishqibozi, 50 tasi shashka ishqibozi va 40 tasi shashka va 
shaxmat ishqibozlari. Olimpiada qatnashchilarning qanchasi bu 
o ‘yinlarga befarq emas.

2. M a’lumki, ikki radiusdan tashkil topgan a  markaziy 
burchak tortib turgan yoyning uzunligi / = R a  ( a  radian
olchovda) boiadi. Yer sharining ekvatorida 1° burchak tortib 
turgan yoy uzunligi topilsin (yer sharining ekvator radiusi 
R  = 6300 km deb olinadi).

3. Biologiyada o'rganiladigan bir hujayrali hayvonlar har 
minutda har biri ikkiga bolin ib  ko‘payadi. Agar bitta olingan 
bunday hayvon 100 minutda ko'payib, ularning soni n taga yetsa, 
dastlab olingan ikkita hayvonning ko'payib, ularning soni ham n 
taga yetishi uchun qancha vaqt kerak bo‘ladi?

4. A to'plam 3 ga bolinuvchi barcha natural sonlar 
to'plami, В esa 5 ga bolinuvchi barcha natural sonlar to'plami 
boisa , A n B  to'plam qanday boiadi?

5. A = { x e N |2 < .x < 6 |} , Z? = {.veW |l < jc< 4|} va 

С = |л ‘ e  A/jx2 - 4  = 0|j bo isa ,

1) B u C  2) A n B n C  3) A^ j B kjC  4) ( Л п £ ) и ( £ и С )  
to‘plamlar topilsin.

16



2-M A RU ZA

Tenglamalar va tengsizliklar

Oliy matematikaning turli sohalaridagi masalalari, ko 'p 
holiarda tenglama va tengsizliklami yeehish bilan hal qilinadi.

Odatda, berilgan tenglama va tengsizliklar, ularga teng 
kuchli, ayni paytda soddaroq boigan tenglama va tengsizliklar bilan 
almashtiriladi. Ulami yechib, berilgan tenglama va tengsizliklaming 
yechimlari topiladi.

M aium ki, noma'lumga nisbatan birinchi darajada bo igan  
tenglama chiziqli tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda 
ushbu

ko‘rinishda boiadi, bunda a va b berilgan sonlar.
(1) tenglama:

1) а Ф 0 boiganda yagona x  = —  yechimga ega bo iad i,

2) ci — 0, b =  0 boiganda yechimlari cheksiz ko‘p 
(ixtiyoriy son tenglamaning yechimi) boiadi.

3) a = 0, b *  0 boiganda yechimga ega bolm aydi.
1-misol. Ushbu

tenglama yechilsin.
^ B u  tenglamaning har ikki tomonini 4 va 3 sonlarining 

eng kichik umumiy karralisi 12 ga ko‘paytirib

2.1. Chiziqli va kvadrat tenglam alar

ax + b = 0 (1)

a

2 x  -  5 2 x  + \ x

4

2.V+ 1

3
+ 1 2л- = 12 ■ — + 24 , 

4
ya’ni

3 ( 2 х - 5 )  + 4 (2 х + 1 )  + 12х = Зл' + 24

17 Nizomiy nomli 
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Soddalashtirish natijasida keyingi tenglik quyidagi 
6x - 1 5 + 8x + 4 + 1 2x = 3x  + 2 4 ,

ya’ni
23x = 35

ko‘rinishga keladi. Ravshanki, bu tenglama berilgan tenglamaga
35

teng kuchli bo'lib, uning yechimi x  = -— bo 'lad i.^
23

M a’lumki, noma’lumga nisbatan ikkinchi darajada bo‘lgan 
tenglama kvadrat tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda 
ushbu

a x 2 + b x + c  =  0 ( a *  0) (2) 

ko'rinishda bo‘ladi. Bunda a,b,с berilgan sonlar bo‘lib, kvadrat
tenglamaning koeffitsiyentlari deyiladi.(2) tenglamaning yechimi. 
uning diskriminanti

D  = b 2 -  4ac
ga bogliq:

1) agar Г)>  0 bo‘lsa, (2) tenglama ikkita haqiqiy 
yechimga ega bo‘lib,

—b + VZ) —b — 4 d
X1 = ---- о------ ’ X2 = ----- ~------2 a 2 a

bo‘ladi;
2) agar D  = 0 bo‘Isa, (2) tenglama bitta haqiqiy yechimga 

ega bo‘lib,
b

* , = * 2 = -  —
2 a

bo‘ladi;
3) agar D  < 0 bo‘lsa, (2) tenglama haqiqiy yechimga ega 

bo‘lmaydi.
2-misoI. Ushbu

! + ^ + 27 6

boiishini topamiz.

x  + 4 2x2 + l x  -  4 2 x  -1  
tenglama yechilsin.

18



^ R av sh an k i, 2 x 2 + 7 x - 4  = ( a  + 4 ) ( 2 * - 1 ) . Berilgan 

tenglam aning har ikki tomonini ( x  *  - 4 ,  x  ±  - )  ( a  + 4) ( 2x  - 1 )  

ga ko‘paytirib topamiz:

2x> + 7 х - 4  + —  -(х + 4 ) { 2х - \ )  + 
x  + 4

21 ( i x 2 + 7 x - 4 )  6 , \
+ ------------------- = — —- ( x  + 4 ) ( 2 x - l ) .

2a2 + 7 x - 4  2a - 1  Л
Natijada

2x2 + 7 x - 4 + 4x2 - 2x  + 27 = 6a + 24
bo'lib,

6 a 2 -  a  — 1 =  0 
bo‘ladi. Bu tenglamani yeehib

l ± VT + 2 4  1 ±5

Л|-2 " ~  12 ~ 12 ’
1 1  . 1A. = — A, = —  boiishini topamiz. Biroq, a = — da
2 • 3 2

qaralayotgan tenglama ma’noga ega emas. Demak, berilgan

tenglamaning yechimi a = — — boiadi. ►

2.2. D eterm inantlar va ularning xossalari

Matematikaning qator masalalarini yechishda ma lum 
xossalarga ega boigan ifodalardan foydalaniladi. Bunday maxsus 
ifodalardan biri determinantlardir.

Aytaylik, 4 ta a ,b ,c ,d  haqiqiy sonlar berilgan boisin .
Ushbu a d —be ayinna (son)ni berilgan sonlami y o i va ustun 
ko‘rinishida joylashtirib, quyidagicha

я b 

с d

19



ifodalaymiz. Demak,
a b 

с d
ad — be (3)

(3) ifoda 2-lartibli determinant deyiladi. Bunda a ,b ,c ,d  - 
deteiminantning elementlari, a ,b  va c,c/ sonlar mos ravishda 
determinantning birinchi va ikkinchi yo‘llari, a ,с va b ,d  sonlar 
detei-minantining mos ravishda birinchi va ikkinchi ustunlari, a ,d  
sonlar determinantning bosh diagonali, b ,c  sonlar determinantning 
yordamchi diagonali deyiladi.

Odatda detenninantning elementlarini ikkita indeks 
qo‘yilgan harflar bilan belgilanadi. Bunda birinchi indeks yo'ini, 
ikkinchisi esa ustunni bildiradi. Masalan, a~,x son detenninantning
ikkinchi yo'l birinchi ustunida turgan element bo'ladi.

Ikkinchi tartibli determinant ta’rifiga ko‘ra
- 3  5

- 3 - 2 - 5 - 7  = - 6 - 3 5  = -41 ,
7

sin x  cos x  

- c o s x  sin л

bo'ladi.

= sin x • sin x  -  cos x  • ( -  cos x )  = s in 2 x  + cos2 a* = 1

Endi ikkinchi tartibli determinant 

«11 «12

«2 1  « 2 2

ning asosiy xossalarmi keltiramiz:
1) Determinant у  о ‘li ustuni bilan almashtirilsa, shuningdek 

ustunini yo ‘li bilan almashtirilsa, uning qiymati
о 'zgarmaydi.
Bu xossaning isboti determinant ta’rifidan kelib chiqadi.

2) Determinantning yo ‘lini о 'zaro almashtirilsa, uning 
ishorasi о ‘zgaradi:

«11 «12 «21 «22

«21 «22 «11 «12
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^Ravshanki,

« I I « 1 2
=  Я ц Я - г , —  ( « i 2 « 2 1  « U « 2 2 )

« 2 1
2

>

« 2 2

1 1 1 -  — 1
« И « ! ■ >

« 2 ,
12

3) Determinantning biror yo'lida turgan barcha elemcntlarni 
biror o'zgarmas к songa ko'paytirilsa, determinantning qiymati 
ham к gako'payadi:

АЛ,, kav
= *

«!] «12

«2. «22 «21 «22
-4Haqiqatdan ham,

kct̂ \ kct̂  2

*22
=  k(Xx | (Я „  “  kcti2& 2\ ц«22 «I2«21 )  ^

a 12

a -

bo'ladi. ►
4) Determinantning bir yo lidagi elementlari ikkinchi yo 'lidagi 

elementlariga proporsional bo ‘Isa, determinant 0 ga teng bo ladi:
ct, I ci.

= 0

^ B u  tenglik determinant ta’rifidan kelib chiqadi. ►
5) Determinantning bir y o ‘lidagi elementlarni biror songa 

ко ‘paytirib, ikkinchi yo 'lidagi mos elementlarga qo shilsa, 
determinantning qiymati о ‘zgarmaydi:

я  i, +  ka0, « 1 2  + kci « 1 1 « 1 2

« 2 1 « 2 2 « 2 1 « 2 2

^Determ inant ta ’rifidan foydalanib topamiz: 

au +ka-i, а,т+ка-Ml 1 21 
a2[

‘ 12 1 , v w 22

«22

— Ct-,2 («j | 4* kd2X ) Cl2\ ( « 1 2  + “̂«22 )

CLI! ” 12
a

= aua2., +ka„ a2[ - a , [a{2 -k a ^ a ^ 2 - a na22 - a n a n -
'*21 “ 22

Endi uchinchi tartibli determinant tushunchasini keltiramiz. 
Aytaylik, 9 ta # (1 , #|2»«1з>«21’«22’«23>^з р «32’«зз sonlar
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berilgan boisin. Bu sonlarni uchta y o i, uchta ustun tarzida 
joylashtirib yozilishidan hosil bo igan  ushbu

а и ciyL ciys

Cl 21 &2 Cl*)]
a ,

ifoda uchinchi tartibli determinant deyiladi. Uchinchi tartibli 
determinant son boiib , uning qiymati

ga teng boiadi. Demak,

C l 2 2
# 2 3 # 2 j C l 2 ^ C l-)  | # 2 2

C l]  2 +  # , - ,

# 3 2 # 3 3 # 3 1 # 3 3

1 J»

# 3 1 # 3 2

# . i Cl\2 # 1 3

Cl2 \ # 2 2 # 2 3 #1  1
^ 2 2 # 2 3

- # , 2
# 2 1 # 2 3

+  #1 3

# 2 | Cl 22

# 3 1
# 3 2 # 3 3

« 3 . # 3 3 # , . # „
# 3 2 # 3 3

31

•(3)

Masalan, ushbu

d =
1 2 3
2 3

3 4
uchinchi tartibli determinant ta’rifiga binoan

с Ы \ .
3 4 2 4 2 3

- 2 - + 3
4 5 3 5 3 4

ga teng boiadi.
Uchinchi tartibli determinantlarda ham determinant 

elementlari, yollari, ustunlari, bosh va yordamchi diagonallari 
tushunchalari xuddi ikkinchi tartibli determinantlardagi kabi 
kiritiladi. Shuningdek, uchinchi tartibli determinant ham, ikkinchi 
tartibli determinant singari xossalarga ega boiadi.

Faraz qilaylik, biror



uchinchi tartibli determinant berilgan bo‘lsin. Bu determinantning
biror ajk (/ =  1,2,3; к = 1 ,2 ,3 ) eleinentini olib, shu element

joylashgan yo‘lni hamda ustunni o‘chiramiz. Ravshanki, qolgan 
elem entlari ikkinchi tartibli determinantni hosil qiladi. Bu

determ inantga Clik elementning minori deyiladi va u M jk kabi

belgilanadi.

Masalan, (4) determinantning Cl1>] element turgan yo‘lni 
hamda ustunni o‘chirish

>i U 22 U 23

---- 3̂3
natijasida ikkinchi tartibli ushbu

= «12 «П
a-n

determinant hosil bo'ladi. Bu (4) determinantning elementi 

minori boiadi. Ravshanki, (4) determinant 9 la minorga ega.
Ushbu

Н Г - * .
miqdor (4) determinant d [k elementining algebraik toldiruvchisi 

deyiladi. U Aik orqali belgilanadi. Demak,

Щ  [ f л = Н Г л -
Masalan,

2 0 3

1 2 0
3 0 1

determinantning au =3  elementining algebraik to'ldimvchisi
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4 з = н г
1 2

3 О
= 1 ( 1 0 - 2  3) = -6

bo‘ladi.
1-Teorema. Determinantning biror yo'lida joylashgan 

barcha elementlarning ularga mos algebraik to ‘Idiruvchilari bilan 
ko'paytmasidan tashkil topgan yig'indi shu determinantning 
qiymatiga teng bo ‘ladi.

4 B u  teoremani

«II «12 «13

« 2 1  « 2 2  « \3  

«31 «32  «33|

determinantning birinchi y o iida  joylashgan « ,,, « , a , 
elementlaridan foydalanib isbotlaymiz.

Ravshanki, bu au , a l2, an elementlarning algebraik 
to‘Idiruvchilari

4 2 = H ) ' +2-m I2 = -  

4 j = ( - ! ) « . « „ =  1

boiadi. Unda

an ' A \  + «12^12 + « в 4 з  = « 11

«2 2  «23

«32  «33

«21 «23

« 3 1 «33

« 2 1 «22

« 3 1 «32

022 «

^32 «33
- a , «21 «:

^32 «33

«21 2̂2

«31 «3232 “ 33 “ 31

bo-lib, bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda (3) ga ko‘ra uchinchi

«11 «12 «13

« 2 .

«31

«22

«32

«2 3

«33

=  «11
«22

«32

«23

«33
“ «12

«21

«32

«23

«33
+  «13

«21

«31

«22

«32
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Eslatrna. Biz yuqorida ikkinchi va uchinchi tartibli 
determinantlar bilan tanishdik va ularning xossalarini hayon ctdik 

Xuddi slninga o'xshash n ~  tartibli (n  > 3)

Clu С/,, ... # ,„  

Cl-y j Cl*p *•-

a H\ «„2 -  «.
determinant tushunchasi kiritilcidi va ularning xossalari 
о ‘rganiladi.

2.3. Determinantlarni hisoblash

Ma’lumki, ikkinchi tartibli determinant, ta'rifga ko'ra 
#1 | flp 

Cl,. Cl-)
Cl11Cl'y'y Cly'jCl'j j

bo‘ladi.
Uchinchi tartibli determinant, ta’rifga ko'ra

« I I a \2 # ,  з

# 2 | #22 #23 =

«31 #32 #33

«22 «23
« 1 2

c\ «23
. U 13

«21 « 2 2

#32 # з з «31 #33 «31 #  32

bo‘ladi. Bu tenglikda qatnashgan ikkinchi tartibli determinantlarni 
hisoblab topamiz:

«11 «12 «13
«21 «22 «23 = «11 («22 «33 «23 '« 32) «12 («21 * «V3 «23

«31 «32 «33
+a 3 (й21 «32 ~ «22 «31 ) #1 |#22«1 "b #1 2#2^̂ -j | + #13̂ 21̂ 32 ~ (5)

« ll« 2 3 « 3 2  «1 2 «2 I«3 3  «13«22 31
Demak, uchinchi tartibli determinant 6 ta had yig‘indisidan 

iborat bo‘lib, ularning uchtasi musbat ishorali, uchtasi manfiy 
ishorali bo‘ladi.

Musbat va manfiy ishorali hadlarni yozishda quyidagi 
tasvirlangan sxemalardan foydalanish qulay bo4 ladi:
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\  Л  s i

%
А  . - К  \

¥ \

4~

V v  Д  /• ■*

)СХ
< А  X  У >

/  \ х . \* V *

Agar uchinchi tartibli determinantni quyidagi ko'rinishda yozib 
olsak

a\\a \2a n a \\an

а2\а22а 2Ъа2\а22

аЪ\аЪ2аЪЪаЪ\аЪ2
determinantning qiymatini Sarryus usuli deb ataluvehi usul bilan 
ham hisoblash mumkin:

+■

4  4  :
\

4  \  \

3-Misol. Ushbu

2 3 7

5 4 1

6 8 9
determinant hisoblansin.

« B u  determinantni hisoblashda (5) formula va keltirilgan 
sxemadan foydalanamiz:

2 3 7

5 4 ' 1

6 8 9
= 2 - 4 - 9  + 3*l*6 + 7 - 5 - 8 - 7 - 4 - 6 - 3 - 5 - 9  —2-1-8 = 

= 72 + 18 + 2 8 0 - 1 6 8 - 1 3 5 - 1 6  = 51. ►
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Determinantni (ayniqsa, yuqori tartibli determinantlami) 
hisoblashda determinantning xossalari va yuqorida keltirilgan 
teoremadan foydalaniladi. Misol tariqasida bitta 4-tartibli

Д =

1 2 3 4

0 2 5 9

0 0 3 7

-2  -4  -6
determinantni hisoblash lozim boisin. Avvalo determinantning 
birinchi yoiin i 2 ga ko‘paytirib 4-yo‘liga qo‘shamiz. Natijada 5- 
xossaga ko‘ra

2 3 4

Д =
0 2 5 9

0 0 3 7

0 0 0 9
boiadi. Keyingi determinantning birinchi yo iin i birinchi ustun 
bilan almashtiramiz. Unda 1-xossaga ko'ra

1 0  0 0

Д =
2 5 9

0 3 7

0 0 9
boiadi.

Endi keltirilgan teoremadan foydalanib (determinantning 
birinchi yo ida joylashgan elementlari boyicha) topamiz:

1 0  0 0

Д =
2 2 5 9

3 0 3 7

4 0 0 9 
2 5

— 1 • Ax | + 0 • AX2 + 0 • An + 0 ■ Aj4 =

9

0 3 7 

0 0 9
= 54 + 0 + 0 -  0 -  0 -  0 = 54.
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Ikkita chiziqli tenglamalardan iborat ushbu 
\a nx  + a ^ y  =  6,,
1 ^ ь (6)( ci-< | л ~t~ a у  — и-у

sistema ikki x  va у  nom a’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi 

deyiladi, bunda au,a]2,a2[,a21 sonlar tenglamalar sistemasining 

koeffitsiyentlari, bx va b~, sonlar ozod hadlar deyiladi.

(6) sistemaning koeffitsiyentlaridan ushbu

2.4. Chiziqli tenglamalar sistemasi. Kramer usuli

detenninantni, so'ng bu determinantning birinchi ustunidagi 
elementlami ozod hadlar bilan almashtirib

determinantni, ikkinchi ustundagi elementlami ozod hadlar bilan 
almashtirib

detemiinantlar hosil qilamiz.
Demak, (6) sistema berilgan holda har doim А, А A ( 

determinantlarga ega boiam iz.
2-Teorema. Aytaylik, ushbu

tenglamalar sistemasi berilgan bo ‘Isin. Agar

1) A 0 bo Isa, и holda (7) sistema yagona ( x, v ) 
yeehimga ega bo ‘lib,

A

a \ lx+ci\2y= b],
a2\X+ci22y~b2 (7)
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x = i \  V = A^
л Д ’ ' д

bo ladi,'
2) Д = 0 bo‘lib, A v*0 ,  A . ^ 0  bo‘Isa, и holda (7)

sistem a yechimga ega bo ‘Imaydi;
3 ) Д = Л = Д ,  = 0 bo ‘Isa, и holda (7) sistema cheksiz ко ‘p

yechimga ega bo ‘ladi.
A  (7) sistemaning birinchi tengiamasini a 22 ga, ikkinchi

tenglamasini - a l2 ga ko‘paytirib, so^ng ulami hadlab qo‘shib

topamiz:
au a2Zx + аи аг2у  -  a 22b, ,
- a 2]a]2x -  a i2a22y  = - a v b2

( a j I a i ■) ,̂ \~,a 2 \ } x — ^ 22̂ \ ^ \ 1^2 

Keyingi tenglikdan
A -x = ДА,

ya’ni

x = ^  
A

bo‘lishi kelib chiqadi.
Shuningdek, (7) sistemaning birinchi tenglamasini - a 2l ga,

ikkinchi tenglamasini au ga ko'paytirib, so‘ng ulami hadlab 

qo‘shib topamiz:
—«1 \^2\X — &\2^2\У ~ •>

a ua 2]x  + aua22y  = b2a u

(«11 «22 «!2«21 )-У «11̂ 2 «21̂ 1 ‘
Bu tenglikdan

A • ^  -  A , ,
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ya ni

Д.
У =

bo'lishi kelib chiqadi.
Shunday qilib berilgan tenglamalar sistemasi quyidagi

| Л *  = Л,
Д._У = A

ko'rinishga kelib, sistema A *  0 boiganda yagona yechimga ega 
bo iib .

x  = У =
A ' A 

boiadi.
Shunga o'xshash A = 0 boiganda sistema yechimga ega

boimasligi, A = A v = A (. = 0  boiganda sistema cheksiz ko'p

yechimga ega bo iish i ko'rsatiladi. ►
4-misol. Ushbu

2x  + 3y  = \

3a' + 5_v = 4
sistema yechilsin.

< Bu sistema uchun A, A v, A ( lami topamiz:

A =
2 3

3 5
= 1 0 - 9  = 1, A T =

1 3 

4 5
= 5 - 1 2  = - 7 ,

A =
2 1

3 4
- 3  = 5.

Demak,

boiadi. ►
5-misol. Ushbu
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д =

д  =

= 5 - ( -0 ,1 4 ) - 0 ,3 5 - ( - 2 )  = - 0 ,7  + 0,7 = 0 

= 4 ( - 0 ,1 4 ) - 2 - ( - 2 )  = -0 ,5 6  + 4 = 3 ,4 4 *  0

[ 5д- -  2у  = 4, 

1 0 ,3 5 а - 0 ,1 4  у = 2

sistema yechilsin.
•4 Bu sistema uchun Д, ДЛ, Д Г larni topamiz:

5 -2
0,35 -0 ,14

4 -2

2 -0 ,14
Demak, berilgan sistema yechimga ega emas. >
Uchta chiziqli tenglamalardan iborat ushbu

Cl\ j A + «[2У + «13“

«21 a  + a22v + a 23z  = b2, (8)

)A + ay2y  + cty-̂ z b^, 
sistema uchta a, у va z noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi 

deyiladi, bunda au ,a ]2,a ]},a 2l,a 22,a 2̂ ,a^v an ,a y?i sonlar tengla- 

malar sistemasining koeffitsiyentlari, h}, h2 va b, sonlar ozod

hadlar deyiladi.
(8) sistemaning koeffitsiyentlaridan quyidagi

Д =
и «12

21 «22 

a,, a ,

a a 23

l31 “ 32 33

uchinchi tartibli determinantni hosil qilamiz. So'ng bu deter
minantning birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarini mos ravishda 
ozod hadlar bilan almashtirib quyidagi determinant!arni tuzamiz:

b, «12 «13 «1 1 6, «13 «11 «12 *>,

A ,= bj «22 «23 . л , = « 2 1 b2 «23 , Д , = «21 «22 b2

h «32 «33 «31 «33 «31 «32 b ,

Demak, (8) sistema berilgan holda har doim Л ,Д л. ,Д (.,Д ,
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determinantlarga ega boiamiz.
3-Teorema. Faraz qilaylik,

«II* «12У «П^ = i 
«2i A + «22 У «2̂ Z = b2 , 

aMx + an y  + a „ z = by  
tenglamalar sistemasi berilgan boisin. Agar

1) A ^  0 ho Isa, и holda (8) sistema yagona (x , V,z) 
yechimga ega bo 'lib,

A ’ A ’ ~ A
bo 'ladi;

2) A -  0 bo lib, Ф 0, A v Ф 0, A ? Ф 0 bo ‘Isa, и holda 
(8) sistema yechimga ega bo ‘Imavdi;

^  — ~  ^  v ~ ~  ^ ®o Isa, и holda (8) sistema 
cheksiz ко ‘p  yechimga ega bo 'ladi.

^ B u  teoremaning isboti 2-teoremaning isboti kabidir. >
6-misol. Ushbu

2x + 3 y - z  =  5,

x  + y  + 2 z  = 7,

2 x -  у  + z  =  1
tenglamalar sistemasi yechilsin.

A  Avvalo sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan A deter- 
minantni hisoblaymiz:

2 3 - 1

= 2 + 12 + 1 -  ( -2 )  -  ( -4 )  - 3  = 18.A = 1 1 2

2 -1 1
Demak, berilgan sistema yagona yechimga ega. Endi 

A T, A^, A. determinantlarni hisoblaymiz:
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5 3- -1

7 1 2 = 5 + 6 + 7 —( - 1 ) - ( ” 10) —21 = 8

1 -1 1

2 5 -1

= 1 7 о = 14 + 20 — 1 — ( —14) — 4 — 5 = 38,

2 1 1

2 3 5

r= 1 1 7 = 2 + 4 2 -  5 - 1 0 - ( - 1 4 ) -  3 = 40

2 -1 1

Unda
ГЛ - 1 Л

A 18 9

_ Д ,  _  38. _ 12.
■У _ Т " 1 8 ' 9

_ A.- 1°
= _ T _ 18 ~  9

boiadi. &•" . . u* • •
Yuqorida keltirilgan tenglamalar sistemasinmg yechimini

topish usuli Kramer usuli deyiladi.
Shu usul bilan n ta chiziqli tenglamalardan tuzilgan n a

, x n nom aiumli tenglamalar sistemasi

anX 1 + «12*2 + • '' + a \HXu ~ b\ >

<
a 21A'j + «22*2 + ’' ‘ + «1яЛ’« = ^2’

a nlA, + fl#,2*2 + ‘ "  + апнХн ~ К ,
ni ham yechish mumkin.
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2.5. Chiziqli va kvadrat tengsizlikiar

M a' lumki, ushbu ax  + b ,> 0, ax + b>  0, ax  + b < 0, 
ax + b < 0  ko'rinishdagi tengsizlikiar sodda chiziqli tengsizlikiar 
deyiladi, bunda a ,h  berilgan sonlar, x  esano'malum.

Chiziqli tengsizlik
ax + b > 0  (9)

ni yechish usuli:
ax + b >  0, 

ax > -b .
Keyingi tengsizlikning yechimi a ning ishorasiga bogiiq

bo‘ladi:
a) Aytaylik, a >  0 bo'lsin. Bu holda tengsizlikning ikki 

tomonini a ga bo'lsak, tengsizlik ishorasi o'zgarmaydi va

x > - b-
a

boiadi. Demak, bu holda tengsizlik yechimlari cheksiz ko'p bo*lib,

ular -, +00
. Cl j

to'plamni (yechimlar to‘plamini) hosil qiladi.

b) Aytaylik, a < 0 bo'lsin. Bu holda tengsizlikning har ikki 
tomonini a ga bo'lsak, tengsizlik ishorasi qarama-qarshisiga 
o'zgaradi va

a
bo'ladi. Demak, bu holda ham tengsizlik yechimlari cheksiz ko‘p

a
to'plamni (yechimlar to'plamini) hosilbo'lib, ular -oo, 

v
qiladi.

d) Aytaylik, a = 0 bo'lsin. U holda b>  0 tengsizlik hosil 
bo'ladi. Bu tengsizlik bajarilgan, yoki bajarilmagan bo'lishi 
mumkin. Birinchi holda ixtiyoriy son berilgan tengsizlikni yechimi 
bo'ladi. Ikkinchi holda esa hech qanday son yechim bo'la olmaydi.
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x  — 1 x  — 3 x  —2
x ---------> ------------------

2 4 3
tengsizlik yechilsin.

< Berilgan tengsizlikning ikki tomonini 12 ga ko^paytirib

topamiz:
12 x - 6 ( x - 1) > 3 ( x  — 3) -  4(л' — 2) 

12x - 6x + 6 > 3x — 9 — 4x  + 8.
Natijada l x > - l  boiib , undan x > - l  boiishi kelib 

chiqadi. Demak, berilgan tengsizlikning yechimlar to’plami 
(—l;+°o) boiadi. ►

Ma’lumki, ushbu
ax +bx  + с > 0, (ix + bx + с > 0,

ax' + bx + с < 0, cix + bx + с < 0.
tengsizliklar kvadrat tengsizliklar deyiladi, bunda a ,b ,c  berilgan

sonlar, x noma’lum.
Kvadrat tengsizliklarni yechishda

a hamda D  = b 2 - 4 ac 
miqdorlaming ishoralari muhim.

Masalan,
ax 2 + bx + c >  0

tengsizlikda a > 0 , D  > 0  bo isin . Ravshanki, bu holda 

ax2 +bx + c = 0 kvadrat tenglama ikkita x, va x2 ildizlarga ega 

boiib ,
ax2 + bx  + с = a (x  -  x ,) (x  -  x2)

boiadi. Qaralayotgan tengsizlik ushbu
a ( x - x, ) ( x - x 2) > 0

va uning ikki tomonini a ga bo iish  natijasida
( x - x , ) ( x - x 2) > 0

ko‘rinishga keladi. Bu tengsizlik intervallar usuli yordamida 
yechiladi.

7-misol. Ushbu
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Aytaylik, x, < x2 boisin . Unda, berilgan tengsizlikning 

yechimi x e  (~oo,x, )u (x -,,+ oo) bo'lib, yechimlar to'plami 

( -oo, x , ) U  ( x 2, +00) bo‘ ladi.

Endi kvadrat tengsizliklar va ularning yechimini 
koi'satuvchi jadvalni keltiramiz:

Tengsizliklar а D Yechimlari

1 a x2 + bx  + с >  0 а >  0 D  > 0 (-oo;xj ) u ( x 2;+oo)

2 ax2 + bx  + с > 0 a > 0 D > 0 ( - o o ; x , ] u [ x 2:+oo)

3 a x2 + bx  + с >  0 а > 0 II о f b ) ( b ) -ос;----- Ю -------;+oc
I 2aJ  { 2a J

4 ax 2 + 6x + с > 0 а >  0

оII (-00,+Gc)

5 ax 2 + 6x + с > 0 
ax2 + 6x + с > 0

с/ > 0 Z ) < 0 (-00, +Go)

6 a x 2 + bx  + с >  0 a < 0 D > 0 (x , ,x 2)

7 ax  + bx  + с ^  0 л < 0 D  > 0 [x „ x 2]

8 ax2 + bx + с >  0 л < 0

1 
н о 0

9 ax2 +bx + c>  0 а < 0

ОII^4 b

2a
10 ax 2 + 6x + с < 0 а < 0 £>> 0 (-oo ;x t ) u ( x 2;+oo)

11 ax2 + 6x + с  < 0 а < 0 о > о ( - o o ; x , ] u [ x 2;+oo)

12 ax2 + bx  + с <  0 а <  0

он f b \ ( b \

13 лх2 + fee + с < 0 а > 0 b и о
* II

d
»

-
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I T ax ~ 4- bx  4- с  < 0 
ax  4- bx 4- с < 0

a < 0 D <  0 (-00,+Q0)

I s ax 4- bx  4- с < 0 
ax' + /?а + с ^  0

a > 0 D < 0 0

Тб ax2 + bx + с < 0 « > 0 D = 0 0

1 7 ax2 + bx + с  < 0 a >  0 D  = 0 1!

И
»

i

18 ax2 4  bx + с < 0 a > 0 Z) > 0 ( A,, At )

19 ax2 4- bx + с < 0 a > 0 D > 0 [a,, a2]

20 ax + bx + c > 0 a < 0 D <  0 0

8-misol: Ushbu
2x  ( v + 2) > л (1 x  4 10) +1

tengsizlik yechilsin.
«Soddalashtirish natijasida

2 x 2 + 4 x  > I x 1 4-1 Oa 41,

5 a2 4 6 x  + 1 < 0 
bo'ladi. Keyingi kvadrat tengsizlik uchun

a = 5 > 0 ,  D  = 3 6 - 4 - 5 - l  = 1 6 > 0  

- 6  ± V D  - 6  ± 4
* 1.2 — A', =  —1,

1
A,

2a  10 1 “ 5
boiadi. Unda jadvalning 19 dagi formulasiga ko‘ta berilgan

tengsizlikning yechimi (yechimlar to‘plami)
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Mashqlar

Ushbu tenglamalar yechilsin:

1. ( / ? - l ) x  + 2 = /7 + 1 2. m x 2 ~ ( m  + n ) x  + n
Ushbu chiziqli tenglamalar sistemasi yechilsin:

3.

Зх  + у  + z  = 5, 

x -  4y  -  2z = -3 ,

- 3 x  + 5 у  + 6z  = 7.

Ushbu tengsizliklar yechilsin:

5. x ( 2 x - l )  > ( x - 2 ) 2 .

5x + 8 у -  z  = 7, 

2 x - 3 y  + 2z  = 9, 

x + 2_y + 3z = 1.

6. ( x2 -  2x) <
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Tekislikda Dekart va qutb koordinatalari sistemasi

3.1. Dekart koordinatalari sistemasi

T e k i s l i k d a  ikkita o ‘zaro perpendikulyar O X  va OY  to 'g 'ri 
chiziqlami (o‘qlami, ularning musbat yo'nalishlari 1-chizmada
ko‘rsatilgan) olaylik.

Aytaylik, O X  o 'q i gorizontal, O Y  o'qi vertikal joylashsin
(1-chizma).

3-M A RU ZA

1V
X

0 7

1 -chizma

O X  va O Y  to 'g 'ri chiziqlar koordinaia o'qlari ( O X - 
abssissalar o'qi, O Y  - ordinatalar o'qi), ular kesishgan О nuqta 
koordinata boshi deyiladi.

Bu ikkala o 'q uchun bir xil bo'lgan o'lchov birligi-masshtab 
birligi (uzunligi 1 ga teng kesma) ni olamiz. Natijada, O X , OY  
koordinata o'qlari va ularda tayinlagan masshtab birligidan iborat 
sistema hosil bo"ladi. Bu sistema tekislikda Dekart koordinatalari 
sistemasi deyiladi.

Endi tekislikda ixtiyoriy M  nuqtani olaylik (2-chizma).

M

2-chizma
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Ushbu tenglamalar yechilsin:

1. ( p -  1)a + 2 =  p  + 1 2. m x 2 - ( m  + n ) x+  n = 0
Ushbu chiziqli tenglamalar sistemasi yechilsin:

Mashqlar

3x + у + z = 5, 

3.  ̂ x - 4 y  - 2 z ~  -3 , 

-З а  + 5 v + 6z  = 7.

Ushbu tengsizliklar yechilsin:

5. a(2a -  1) > (a - 2 ) 2 .

5x + 8 v -  г  = 7,

4. 2a -  Зу  + 2z = 9, 

. x + 2 v + 3z = 1.

6 . ( a 2 -  2 a ) <
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Tekislikda Dekart va qutb koordinatalari sistemasi

3.1. Dekart koordinatalari sistemasi

Tekislikda ikkita o‘zaro perpendikulyar O X  va OY  to 'g vri 
c h iz iq lami (o'qlami, ulaming musbat yo’nalishlari 1-chizmada 
ko‘rsatilgan) olaylik.

Aytaylik, O X  o‘qi gorizontal, O Y  o‘qi vertikal joytashsin
(1-chizma).

3-M A’RUZA

i

0 У

1 -chizma

O X  va OY  to‘g‘ri chiziqlar koordinata o'qlari ( O X - 
abssissalar 0 ‘qi, O Y  - ordinatalar o‘qi), ular kesishgan О  nuqta 
koordinata boshi deyiladi.

Bu ikkala o 'q uchun bir xil bo igan  o lchov  birligi-masshtab 
birligi (uzunligi 1 ga teng kesma) ni olamiz. Natijada, O X , 0 \  
koordinata o'qlari va ularda tayinlagan masshtab birligidan iborat 
sistema hosil boiadi. Bu sistema tekislikda Dekart koordinatalari 
sistemasi deyiladi.

Endi tekislikda ixtiyoriy M  nuqtani olaylik (2-chizma).
у* J

P: M

о

A X

2-chizma
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M  nuqtadan abssissa o'qi O X  ga МЛ , ordinata o'qi Oy  
ga MB  peipendikulyar tushiramiz. Bu perpendikulyar O X  o'qidal 
O A , O Y  o'qidan OB  kesmalami ajratadi. Hosil bo igan  OA va 
OB  kesmalarning uzunliklarini qanday ishora bilan olinishini 
quyidagi qoida aniqlab beradi:

1) agar A nuqta O X  o'qida О nuqtadan o'ng tomonda 
joylashsa, unda OA kesmaning uzunligi "+" ishora bilan, О  nuq
tadan chapda joylashsa, unda OA kesmaning uzunligi ishora 
bilan olinadi.

2) agar В  nuqta O Y  o'qida О  nuqtadan yuqorida joylash
sa, unda OB  kesmaning uzunligi "+" ishora bilan, О nuqtadan 
pastda joylashsa, unda OB  kesmaning uzunligi ishora bilan 
olinadi.

Ishoralari keltirilgan qoidaga ko'ra olingan О A va OB 
kesmalarning uzunliklarini mos ravishda x  va у  orqali 
belgilaymiz:

x  = OA , y  = ()B. .
Odatda, x  ga M  nuqtaning abssissasi, у  ga esa M  nuq

taning ordinatasi, umuman x va у  ga M  nuqtaning koordinatalari 

deyiladi. M  nuqta koordinatalar orqali A/ ( x ,  y) kabi yoziladi.

Demak, tekislikdagi ixtiyoriy nuqta o‘zining koordinatalari 
x  va у  lardan tuzilgan (x , y) juftlik bilan to‘la aniqlanadi.

Aytaylik, x  va у  haqiqiy sonlar berilgan boisin . 
Tekislikda koordinatalari shu x  va у  bo igan  nuqta quyidagicha 
topiladi: O X  o'qida x  haqiqiy son, O Y  o'qida у  haqiqiy son
joylashtirilib, shu nuqtalardan mos ravishda O X  va OY  o'qlariga 
perpendikulyar o‘tkaziladi. Bu perpendikulyaming kesishish nuqtasi 
izlanayotgan nuqtani aniqlaydi.

Masalan,

/1(3,2), #(-1,3), C ( - 1,-1)
nuqtalaming tekislikdagi tasvirlari 3-chizmada ko‘rsatilgan.
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Eslatma. Abssissa a ‘qida joylashgan bare ha nuqtalaming 
ordinatalari, ordinata о ‘qida joylashgan barcha nuqtalaming 
abssissalari nol bo ‘ladi. Koordinatalar boshining koordinatalari

(0 ,0) bo'ladi: О (0 ,0 ).
Yuqorida aytilganlardan quyidagi xulosa keltb chiqadi: 

tekislikdagi ixtiyoriy nuqtaga x  va у  haqiqiy sonlardan tuzilgan

bitta ( x , y )  juftlikm os keladi. Aksincha, ixtiyoriy x  va v haqiqiy 

sonlardan tuzilgan ( x . y )  juftlik tekislikda bitta nuqtani ifodalaydi.

3.2. Qutb koordinatalari sistemasi

Tekislikda tayin О  nuqta va bu nuqtadan chiqqan tayin 
OP  nurni (sonlar o‘qini) olamiz. So‘ng masshtab birligini 
tanlaymiz.

Odatda, О  nuqta qutb, OP  nur esa qutb obqi deyiladi (4- 
chizma).

3-chizma

0 P
4-chizma

Tekislikda ixtiyoriy M  nuqtani ( О nuqtadan farqli) 
olaylik. О nuqta bilan M  nuqtani tutashtirib, O M  kesmani hosil 
qi)amiz. O M  ning uzunligini p , qutb okqi O P  bilan O M  
nurning tashkil etgan burchakni (p deymiz (5-chizma).



5-chizma

Bunda p  qutb radiusi, (p esa qutb burchagi deyiladi. Bu p  va (p 
lar tekislikdagi nuqtaning holatini aniqlaydi. Ular А/ nuqtaning 
qutb koordinatalari deyiladi. M  nuqta qutb koordinatalari orqali 
quyidagicha yoziladi:
M  ( p , ( p ) . Odatda, 0 < p  < +00, 0 < (p < I n  deb olinadi.

Bu holda tekislik nuqtalari bilan, uning qutb koordinatalari 
orasida ( О  nuqtadan tashqari, О  nuqta uchun p  = 0 b o iib , (p - 
aniq emas) o ‘zaro bir qiymatli moslikda bo‘ladi. Bunday sistema 
qutb koordinatalar sistemasi deyiladi. Tekislikdagi har bir nuqta 
(nuqtaning holati О  nuqtadan tashqari) bu sistema yordamida to liq  
aniqlanadi.

Shunday qilib, tekislikda nuqtaning holati Dekart 
koordinatalar sistemasida ( x , y )  bilan, qutb koordinatalari

sistemasida esa ( p ,(p ) bilan aniqlanadi. Nuqtaning Dekart va qutb 
koordinatalari orasida boglanish mavjud.

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasini olib, qutbni О 
nuqtaga, O P  qutb o‘qini esa O X  o‘qiga joylashtiramiz 
(6-chizma):

6-chizma
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T e k is l ik d a  biror M  nuqtani olaylik. Uning Dekart koordinatalari 

( x , y )  ( ^ ( x ’>'))’ (lulb koordinatalari (p,<p) (M (p ,<p) )  b o i 
sin . 6-chizmadan ko‘rinadiki AOBM  to ‘g‘ri burchakli uchburchak 
boiib, O B -x ,  O M = p , <BOM = <p boiadi.

A OBM  dan topamiz:
x  = p c o s(p , y  = ps i n ( p  (1 )

Bu formulalar M  nuqtaning Dekart koordinatalarini uning 
qutb koordinatalari orqali ifodalanishini ko‘rsatadi.

Shuningdek A OBM  dan topamiz:

P  =  J x 2 + y 2> tg<p = — . (2)
x

Bu formulalar M  nuqtaning qutb koordinatalarini uning 
Dekart koordinitalari orqali ifodalanishini kowrsatadi.

Masalan, С  nuqtaning Dekart koordinatalari

x = 1, у  = л/3 boisa, ( c (  1 , \ / з ) ) , uning qutb koordinatalari (2 ) 

formulaga ko'ra

t-----  V3 n
p  =  > / 1 + 3 = 2 ,  tg(p = — , (p = —

.  . яboiadi. Agar D  nuqtaning qutb koordinatalari p  -  3,

boisa.
(  (  „-Vi

D 3 — i, uning Dekart koordinatalari (1 ) formulaga ko‘ra
V I 2 J)

T ^  f\ 1 ^  'Ix  -  3 - cos— = 0, у — 3 • sin — — 3
2 2

boiadi.

3.3. Ikki nuqta orasidagi masofa.
Kesmani berilgan nisbatda boiish

l" .Ikki nuqta orasidagi masofa. Tekislikda ikki A va В 
nuqtalar berilgan boiib , uning koordinatalari mos ravishda (x \ , y x )
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va ( x2, v2) bo'lsin: A  ( x , , ^ , ) ,  В ( x2, y2). Bu nuqtalami to 'g ri

chiziq bilan birlashtirish natijasida A B  kesma hosil bo'ladi. Bu 
kesmaning uzunligi A va В nuqtalar orasidagi masofani 
ifodalaydi. Masofani d  bilan belgilaylik (7-chizma).

Berilgan nuqtalaming koordinatalariga ko‘ra d  ni topamiz. 
Keltinlgan chizmadan ko'rinadiki, A A B C  - to‘g‘ri burchakli 
uchburchak bo' lib, А С  = x2 -  x ,, В С  = у , -  у ,, A B  = d  
bo'ladi. Pifagor teoremasiga ko'ra

d 2 = ( х г ~ х , У  + ( y 2 ~ y l f
ya’ni

d = ' j{X2 - x , ) ’ +(.)'> - .V ,)2 (3 )
bo ladi. Bu ikki nuqta orasidagi masofani ilodalovchi formuladir.

Xususan, koordinatalar boshi 0 ( 0 ,0 )  bilan A ( x , y )  nuqta 
orasidagi masofa

ОА = у 1 х * + у 2
boiadi.

Masalan, tekislikda A(  1,2) va B ( 4 ,6 ) nuqtalar berilgan

bo'lsin. Bu nuqtalar uchun x, = 1, y, = 2; x, = 4, y, = 6

bo lishini e ’tiborga olib, A va В  nuqtalar orasidagi masofani (3) 
formuladan foydalanib topamiz:
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d  = yj( 4 - l ) 2 + ( 6 - 2 )  = V 9  + i6 = i>.

Misol Qutb koordinatalarida berilgan M x (P\,<P\ ) va

M  , cp̂ ) nuqtalar orasidagi masoju topilsin.
A  Aytaylik, bu nuqtalar tekislikda 8-chizmada 

ko‘rsatilgandek tasvirlansin:

0
8-chizma

Keltirilgan chizmadan
W, M,  = d,  O M , = A ,  <POM,=<p,

ОМ, = p2, <РОМ 2 =<рг

< М хО М г -^ р г -Ц>\

bo'lishini aniqlaymiz.
Endi M \O M 2 uchburchakni qaraylik. Kosinuslai

teoremasiga ko‘ra
d 7 = Л 2 + P i - 2 / - ’i A c o s ( f t ' f ’i)

ya’ni ___________________________

d  = y j p t + p l  -  M P l  C0S(^ -  ^  )

bo'ladi. ►

2°. Kesmani berilgan nisbatda boklish. lekislikda ikkita 

^ ( W i )  va ^ ( х2. л )  ”ucltalar berilgan boMib, ularni to‘g‘n 
chiziq bilan birlashtirish natijasida A B  kesma hosil qilmgan. 
Shuningdek, biror musbat Я son ham berilgan ( Я > 0) .
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A B  kesmada shunday С nuqtani (nuqtaninj 
koordinatalarini) topish kerakki,

A C  3
----- = Я (4 )
В С J

bo lsm. Bu jarayon ЛЯ kesmani berilgan nisbatda bolish  deyiladi.
Izlanayotgan С nuqtaning koordinatalarini x va у  deylik

(9-chizma):

Y L

V2 В

Y _____ c / l

У1 _ y c

------ «л
d i
------ 1----------- --------- ►

1° X

9-chizma

Ravshanki,

A D - x - x ,, C E  =  x, - x 
hamda, AAC D  va A C B E  la ro kxshash. Binobarin

A D  A C  
С Е  ~  С В

bo‘ladi. Demak,
x - x ,

= /L

Keyingi tenglikda 

bo iib , undan

X, - x

X -  X, = A x2 -  A x

X, + Ax1 
x  = —------ -

boiishi kelib chiqadi.
Xuddi shunga o‘xshash

1 + Л
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v, + Л у  2у  _  ----- —
1 + Л

boiishi topiladi.
S h u n d a y  qilib, berilgan Л (*,,.)>,) va B [ x 2, y 2 ) nuqtalami

birlashtirishdan hosil boigan kesmani berilgan Я son (Я > 0)

nisbatda boluvchi C ( a , v )  nuqtaning koordinatalari

a + Да, ) \  + A y 2

Х “ Т к Г ~ ’ 1 +  Я
boiadi.

Xususan, C (a ,  v) nuqta AB  kesmani teng ikkiga 

boluvchi nuqta b o isa , (ya’ni A C  = CB ) у holda

—  =  Л =  1 
CB

boiib, C ( x , y ) nuqtaning koordinatalari

Y = A'i + x? v -  -v> + -v>
2 2

boiadi.
Masalan, >4(2,9) va В ( - 4 , 3 )  nuqtalami birlashtiruvchi 

7
nisbatda

CB J

/ f A C  7''
AB kesmani Я = — nisbatda ——  = Л = — boluvchi С (a ,  у) 

5 , CB 5 j
nuqtaning koordinatalari

7

boiadi.

2 + - - ( - 4 )  2 5 + 7 ( - 4 )  _ 3

T~7 = 12 ~ ~ 2
1 + —

5

9 + 1 - 35 3 9 • 5 + 3 • 7 11

5
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1. Uchlari Л ( - 5 ; 3 ) ,  B ( 2; — 4) nuqtalarda boigan A B

kesma berilgan. C ( x \  у ) nuqta kesmani -  nisbatda boiad i
4

C ( x ; y )  nuqta koordinatalari bilan A B  kesma uzunligi topilsin.

2. Bir uchi (8;2)  nuqtada, o 'rtasi ( 4 , - 1 2 )  nuqtada
boigan kesmaning ikkinchi uchi koordinatalari topilsin.

3. Tekislikda diagonallari koordinata o‘qlari bo‘yicha 
joylashgan, ularning kesishgan nuqtasi koordinatalar boshida 
boigan  kvadrat berilgan boisin . Agar kvadratnmg diagonali 5 ga 
teng bo isa , uning uchlarining koordinatalari topilsin.

4. Tekislikda M(2;6) nuqta berilgan. Abssissa o'qida bu 
nuqtadan d =10 ga teng masofada joylashgan nuqta topilsin.

5. Agar A nuqtaning Dekart koordinatalari x=l ,  y=l bo isa , 
uning qutb koordinatalari - p ,  (p lar topilsin.

Mashqlar
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Vektorlar

4.1. Vektor tushunchasi va vektorlar ustida amallar

Tabiatda, texnikada va fanning turli sohalarida uchraydigan 
miqdorlar lurlicha boiadi. IJlardan biri faqat son qiymati bilan 
aniqlansa, (masalan, uzunlik, oglrlik , hajm va h.k) ikkinchisi esa 
son qiymati bilan birga yoiialishi m a’lum boigandagina 
aniqlangan (masalan, tezlik, kuch va h.k) hisoblanadi. Odatda, 
birinchi holdagi miqdorlar skalyar miqdorlar, ikkinchi holdagi 
miqdorlar esa vektor miqdorlar deyiladi.

Yolialishga ega bo igan  to"g‘n  chiziq kesmasi vektor 
deyiladi. U 1-chizmada ko'rsatilgandek tasvirlanadi:

В
a

1 -chizma

A  nuqta vektorning boshi, В  nuqta vektoming oxiri deyiladi, vek- 
toming o‘zi esa A B  kabi belgilanadi. Vektorlami bitta harf bilan 

ham belgilanadi, bunda hart ustiga strelka qo'yiladi, masalan, ci.

4-M A’RUZA

Kesmaning uzunligi vektoming uzunligi deyilib, uni AB (yoki

|fl|) kabi belgilanadi. Agar a vektoming uzunligi 1 ga teng, \d\ -  1

boisa, u birlik vektor deyiladi.
Agar vektoming boshi va oxiri ustma-ust tushsa, u nol

= 0 bo iib ,vektor deyiladi: 0 . Bu vektoming uzunligi 0 ga teng

uning yo‘nalishi aniq emas.
• Ikki d va b vektorlar berilgan boisin . Agar:

1) bu vektorlarning uzunliklan bir-biriga teng:

2) ular bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziqlarda 
joylashgan,
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3) yo'nalishi bir tomonga qaragan boisa, bu vektorlar bir- 
binga teng deyiladi va a - b  kabi yoziladi.

a
a /

CL,'

2-chizma

Keltinlgan ta’rifdan, har qanday a vektomi parallel ravishda 
vcktoi boshim tekishkning ixtiyoriy nuqtasiga ko'chirish 
mumkmligi kelib chiqadi (2-chizma).

Ikki a va b berilgan bo isin  (3-chizma):

D

&
a r  --------------- fr.

A В

3-chizma

yasaymiz (4-chizma).

—У
\d\ = A B va b = CD boigan  parallelogramm

4-chizma

О nuqtadan E  nuqtaga qarab yo‘nalgan, uzunligi O E -

diagonalmng uzunligiga teng boigan OE  vektor я va b  vektorlar 
yigindisi deyiladi va a  + b  kabi yoziladi.

Keltirilgan ta’rifdan
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Har qanday a -  AB  vektor uchun unga qarama-qarshi

L# = A C  vektor mavjud bo iib , ular bir xil uzunlikka ega, 
y o ‘n a l i s h i  qarama-qarshi tomonga vo'nalgan boiadi (5-chizma).

а +  b = b + a
boiishi kelib chiqadi.

5-chizma

Ravshanki,
а + (~ л) = 0 .

Ikki a va b berilgan boisin. a vektordan b vektomi 

ayirmasi deb, shunday с vektorga aytamizki,

b  4  c = a

boiadi. Vektorlar ayirmasi c = a - b  kabi yoziladi.

Yuqoridagidek, tomonlari \d\ va /?j boigan parallelogramm

yasaymiz (6-chizma):

Слг—------ жВ

—
M aiumki, AB  vektor a va b vektorlar yigindisi b o la r  edi. Bu

parallelogrammning ikkinchi diagonali ( D vektor d va b

vektorlar ayirmasi boiadi: ( 7 ) = a  — b .
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Ravshanki.

d - b  = d + ( -b ) .
Biror a  vektor va к son berilgan bo'lsin.

Uzunligi \k\-\a\ ga teng, yo'nalishi esa к > 0 boiganda d

vektoming yo‘nalishi bilan bir xil, k < 0  boiganda d тп ц  
yo‘nalishiga qarama-qarshi boigan vektor к son bilan a 

vektoming ko‘paytmasi deyiladi va к -a kabi yoziladi.

Masalan, <7, 2 u , 3 )ci vektorlar 7-chizmada 
tasvirlangan:

-----=г--- ►a
--------------------►2a

*  (-3)2  

7-chizma

Odatda ( - l ) t f  vektor —a kabi yoziladi. Ravshanki,

- B A  = AB
boiadi.

Aytaylik, a  nol vektor boImasin.

Bu vektorni uning uzunligi |a | ga bo iib , (ya’ni vektomi
1

7-77 ga ko‘paytirib) ushbu
M

a

birlik vektorga kelamiz. Keyingi tenglikdan
а = \а [ 'ё  (1 )

bolishi kelib chiqadi. Bu hoi har qanday vektor uning uzunligi 
bilan birlik vektor ko‘paytmasi sifatida ifodalanishini ko‘rsatadi.
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4 2. Vektorlarning skalyar ko^paytmasi va vektorlarning 
koordinatalari

Ikkita ci va h vektorlar berilgan bo'lsin. Bu vektorlarning 
boshlarim  bir nuqtaga keltirib ular orasidagi burchakni <p deylik.

(8-chizma)

ъ /
X

Ushbu

(p a

8-chizma

• cos (p

miqdor a  va b  vektorlarning skalyar ko'paytmasi deyiladi va 

(a,b)  kabi belgilanadi:

a -|£ c o s ^  (2)

Vektorlarning skalyar ko'paytmasi quyidagi xossalarga ega.

1) (a , b )  = (b ,a)

2) a , b va г vektorlar uchun (a + b , c )  = ( d , c )  + (b ,c )

bo'ladi.

cos cp

3) ( a , a )  = \a\2 bo‘lib, \a\ = yj (a,a)  bo'ladi.

4) Я son uchun ( Aa , b )  =  (а,ЛЬ)  = A(a,b)  bo ladi.

5) a va b vektorlar orasidagi (p burchak uchun

( i i )
-  v___ L Kr> -

a
bo'ladi.

Ravshanki (p = — bo'Isa, a va b vektorlarning skalyar 
’ i

ko'paytmasi

= 0
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boiib , bu vektorlar o kzaro perpendikulyar boiadi.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va a -  AB  
vektomi olamiz (9-chizma).

A va В nuqtalardan O X  okqiga peфendikulyarlar 
tushiramiz. Ularning O X  o‘qidagi asoslari A \ B '  boisin.

Shuningdek A va В nuqtalardan O Y  o‘qiga perpendikul- 
yarlar tushiramiz. Ularning O Y  o'qidagi asoslari A \  B" boisin. 
A В kesma d  vektoming O X  o‘qidagi proyeksiyasi, A"B" 
kesma esa a vektorning OY  o‘qidagi proyeksiyasi deyiladi 
Ular

a x -  A'B\ ay = A"B"
kabi belgilanadi.

Agar ^7-oikir burchak (9-chizma) boisa, proyeksiya 
musbat ishora bilan, ^>-oimas burchak bo isa , proyeksiya manfiy 
ishora bilan olinadi.

Odatda ax va a ( lar a vektorning koordinatalari deyiladi. 

a vektor koordinatalari orqali quyidagicha

a( ax, a v) yoki a = {ax, a y}
yoziladi.

Agar O X  okqdagi birlik vektor i , O Y  o‘qidagi birlik 
vektor j  deyilsa, и holda

a  = ax • i + ay • j  (3)
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bo'ladi. Demak, har qanday vektor birlik vektorlar / va J orqali

(3) formula bo'yicha ifodalanadi
Yuqorida keltirilgan chizmadan ko'rinadiki, a vektoming

u z u n lig i

\a

bo'ladi. . t .
Endi koordinatalari orqali berilgan vektorlammg yig mdisi,

ayirmasi, songa ko'paytirish va skalyar ko'paytmalarining
ifodalarini keltiramiz:

Aytaylik- a va b vektorlar koordinatalari orqali berilgan

boisin.

a  = M ^ - A ] -

U holda
a+b - { a x+bxi ay +b} j 

d - b  = {ax- b x, ay —b ^  

Xd = j Xax, Aa v ]

bo'ladi.
Shuningdek,

(■a,b) = a’xbx+ayby

булиб,,
axbx+avbv

COS (p (4 )

boiadi.
Keyingi tenglikdan a = { a x, a ^ ,  b ~ \ b x,by \) vektorlar- 

ning peфendikulyar bo'lishi uchun

e A + e A = 0
bo'lishi zarur va yetarli ekanini topamiz.
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Aytaylik, a — f a x, a i j vektorning OX va O ) koordinata 

o'qlari bilan tashkil etgan burchaklar mos ravishda a  va /? 

bo lsin b vektorni 6 =  {l,0j deb olib, (4) formuladan foydalanib

c o s a = - / = = = T  (5)

boiishini topamiz.

Shuningdek, b  vektorni 6 =  {0, 1} deb olib. yana (4) 
formuladan foydalanib

COS/? = —r ~ '  „ (6)
4 a: + a :

bo‘lishini topamiz.

Odatda, cos a  va cos/?  sonlar a  vektorning 
yo'naltiruvchi kosinuslari deyiladi.

( 5) va (6 ) tengliklardan

2 1 n a~ a\  
cos a  + cos ' в  = ----- -—  + ___ 1__ - iA 2 "> •> 1 ~  1 

a x +a;  a ;+ a ;
boiish i kelib chiqadi.

Mashqlar

1. /> (0 ,-2 ) va <?(-3;4) vektorlar berilgan bo'lsa, 

a = 3 b -  2c vektorning koordinatalari topilsin.

2. 7 ,3) va ib( 5; 2) vektorlar berilgan. J  a + b 
hisoblansin.

= 3, - 4 ,  a b j — 30° boisa, с  = За + 2b

vektorning uzunligi topilsin.
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Kompleks sonlar 
Kompleks son tushunchasi

Aytaylik, a va b haqiqiy sonlar b oisin . Ushbu 
a  -r- hi

ifoda kompleks son deyiladi. Bunda i — yf—1 boiib , u mavhum 
birlik deyiladi.

Kompleks sonlar bitta hart, ko'pmcha Z harti bilan 
belgilanadi:

z  = a + h i .
Demak, kompleks son ikki a  va bi qismlardan iborat bo iad i. 
Odatda. a son z kompleks sonning haqiqiy qismi deyiladi va 
Rez kabi belgilanadi:

a = Re z .
b son esa z kompleks sonning mavhum qismi deyiladi va Imz 

kabi belgilanadi:
b = Imz .

Masalan, z = 2 + 3z kompleks son uchun R ez = 2, 

Imz = 3 boiadi.
z = a + bi kompleks sonning mavhum qismining ishorasi bilan farq 
qiluvchi a - b i  kompleks son Z ning qo‘shmasi deyiladi va z 
kabi belgilanadi:

z = a - b i .
Ikki Zj = a x +b}i, z 2 = a 2 + b 2i kompleks sonlar 

berilgan boisin. Agar
ci\ = a 2, bx = b2 

boisa, Zj va z, kompleks sonlar teng deyiiadi va z, = z2 kabi 

yoziladi.

5.1. Kompleks sonlar ustida amallar

Ikkita
z, = <3, +^, - / ,  z 2 = a 2 +b2 -i 
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kompleks sonlar berilgan boisin.

Ushbu

kompleks son z, va z2 kompleks sonlaming yiglndisi deyiladi va 

z, + z2 kabi belgilanadi:

z, + z2 = (ax + a2) + (6, + b2) • / .

Ma’lumki,

z = Re z + Imz • i
Demak,

Re(z, + z2) = Rez, + Rez,,

Im ( Zj + z2) = /wz, + Imz2.

Yuqorida keltirilgan qoidadan foydalanib topamiz:

z + z =.(a+bi) + (a -h i)-  (a + a) + {b + (-b))i = 2a. 

Ushbu

(a,-o2) + (6,-&,)•(' 

kompleks son z1 kompleks sondan z2 kompleks sonning ayirmasi 

deyiladi va z, - z2 kabi belgilanadi:

Z| — = {̂\ — a2 ) (̂ 1 ~ ̂ 2 ) ' i •

Demak,

Re(r r 22 )= R e ‘ |-Re22,

Im (z, - z2) = 7mz, - /wz2.

Ravshanki,

z - z = (a + b i)- ( a - b /) = (я - a ) + (/>-(-/>))/ = 2 i 

boiadi.

Ushbu

(a,a, ~blb1) + (alb1 + a2b,)-i 

kompleks son z, va z2 kompleks sonlaming ko‘paytmasi deyiladi 

va z, • z2 kabi belgilanadi.

(ai +a2) + (A +b2)-i
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z, ■ z2 = (a ft 2 - bxb2) + (a,b2 + a2bx) ■ i .

Eslatma Ushbu 

a + Q-i = d - haqiqiy son 

()-i- b i = bi - sof mavhum son

0 + / = i, 0- i = -i

Unda

i2 = *. i = (0 +1 • i)(0 +1 • i) = -1 + 0 *i = -1 

b ■ i = (b + 0 • /) (0 +1 ■ /) = 0 + bi = bi 

boiadi. U mu man,

/•' = i2-/= —l-i = —i',

/4= /3-/ = -/•/ = 1, 

i5 ■=? /4 - / = 1 - /' = /,

■ 4 h 1 -4«+I __ • ; 4” +2 — _ 1  ; 4,I+3 == — l
I = 1, / = i, I — h 1 

(n -natural son) boiadi.

Ravshanki,

2 • г = (a +bi)- (a - bi) = (a ■ a - b (-b)) +

+ (я (-6 ) + a •/>)/ = (a “ + 6 ')  + 0*/ = a" + b 

Demak, kompleks son o‘zining qo‘shmasiga ko‘payganda 

kokpaytma haqiqiy son bolar ekan.

Ushbu

a\a2 + 4 ~ “A-; . i

a2 + b~ «2 + 2̂ 

kompleks son z, va z2 (z2 *  0) k o m p le k s  sonlaming nisbati yoki

bolinmasi deyiladi va —  kabi belgilanadi:
*r

z, a,a, +fc,fc; а А  (z, * 0 )  0 )
i , •> 2 . l2 V - 7

Z, Л; + -
* |

Amaliyotda z, va z2 kompleks sonlarning nisbati —
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kasming surat va maxrajini maxrajda turgan kompleks sonning 

qo‘shmasiga ko‘paytirish bilan topiladi:

£i_ a i +/у [a\ + ^у )(а ; ~ 0  a,#-, + £ ^  cub. -

z2 a2 + + £2/)(i/: - 6,/) <7 ; + b; a; + b;

Masalan,

3 + 2/ _  (3 + 2/)(4-5/) 22-7/ 22 7

4 + 5/ (4 + 5/) (4 — 5/) ~ 41 ~ 41 41*

Yuqorida kiritilgan qo'shish, ayirish, ko’paytirish va boiish 

amallan uchun amallarning bajarilish qoidalari o'rinli boiadi:

z + 0 = z, z, +z2 = z2+z„ (zt + z2) + z3 = z, + (z2 + z3), 

0 • z = 0, 1 ■ z = z, z, • z2 == z2 • z,, 

(z ,-z. ,)z ,  = z,-(z2-z3), ( z , + z , ) z J = z 1-z3+z2-z,

5.2. Kompleks sonni geometrik tasvirlash

Aytaylik, tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va 

z = a + bi kompleks son berilgan bo'lsin (1 -chizma).

1

2s

, Y

M
• Z — Cl •. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1

0 a

1 -chizma

Ravshanki, koordinatalari a va b boigan (a,b) juftlik 

tekislikda bitta nuqtani ifodalaydi. Uni M  deylik: M (a ,b ). Bu

nuqta z = a + bi kompleks sonning geometrik tasviri deyiladi.

Demak, har bir kompleks songa tekislikda bitta nuqta va 
aksincha, tekislikdagi har bir nuqtaga bitta komplleks son mos 

qo‘yiladi. Bu kompleks sonlar to‘plami bilan tekislik nuqtalari
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to‘plami orasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjudligini bildiradi. 

Shuni nazarda tutib XOY tekislikni kompleks tekislik deb ham 

yuritiladi.
OX  o'qida haqiqiy sonlar joylashadi: z = a + Qi = a . 

Shuning uchun OX  o‘qni haqiqiy o‘q deyiladi. OY o'qida sol 

mavhum sonlar joylashadi: z = 0 + bi = b i . Shuning uchun OY  

o'qni mavhum o‘q deyiladi.

2-chizma

Kompleks sonlaming yiglndisi va ayirmasini sodda 

geometrik talqin etish mumkin.
Ravshanki, har qanday z = a + bi kompleks son uchun

OZ vektoming OX  va OY olqlardagi proyeksiyalari mos 

ravishda a va b bo‘ ladi (2-chizma)

Aytaylik,

z, = a, + б,*, z2= a 2+b2i

bo'lsin. Ma’lumki, z3 = z, + z2 uchun

z3 = (Д| + a2) + (6, + b2) • i

bo'ladi (3-chizma).
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Bundan ко rinadiki, oz3 vektorning koordinata 0‘qiaridagi

proyeksiyalari oz] va oz2 vektorlarning shu o‘qlardagi mos 

proyeksiyalari yiglndisidan iborat boiadi. Demak,

OZy — OZ^ 4* OZ -,

z, va z2 vektorlar ayirmasi z, = z, - z2 = z, + (-z2) 4-chizmada 

geometrik talqin etilgan.

5.3. Kompleks sonning trigonometrik shakli (ko‘rinishi). 

Kompleks sonning moduli va argumenti

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasini olamiz.
Biror

z = a + bi

kompleks sonni qaraymiz. Ravshanki, bu son tekislikda nuqtani 
tasvirlaydi (5-chizma):

Y

0

4-chizma

b '~~JTI z = л

0 a

5-chizma
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Qz vektorning uzunligi, ya’ni 0 nuqtadan Z nuqtagacha boigan 

masofa z kompleks sonning moduli deyiladi va jz| kabi 

belgilanadi.
Ravshanki, z -ал- Ы kompleks sonning moduli 

Jzj = \fa7 + b

boiadi. (Pifagor teoremasidan foydalanildi). oz vektor bilan OX  

o'qi orasidagi (p burchak г kompleks sonning argumenti deyiladi

va argz kabi yoziladi: t : ,,

(p = arg z

Kompleks sonning argumenti 2kn (A' - 0,±1,±2,...)

aniqlikda (z = 0 dan tashqari) boiib, uni ushbu

0 < argz < 2/T

munosabatda qaraymiz.
Yuqorida keltirilgan 5-chizmadan koiinadiki,

a b b
cos(p = —, sin cp ~~ , tgip = — ! (-) 

r r a
boiib, bu formulalar yordamida kompleks sonning argumenti 

topiladi.

Masalan, z = \ + i kompleks sonning moduli 

|z| = r = л/l2 +12 = л/2 ,

argumenti esa

igcp = 1, cp = 45°, argz = 45

boiadi.
(2) tengliklardan topamiz:

a = y cos tp, b = rsm<p

Demak,

z = a + bi

kompleks sonni ushbu

z — r cos (p + r sin (p-i = r (cos (p + i sin <p)

ko'rinishda yozish mumkin. Kompleks sonning bu ko'rinishi uning 

trigonometrik ko'rinishi (shakli) deyiladi. Kompleks sonning bu
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ko‘rinishi ko‘p masalalami hal etishda qulaylik tug'diradi.
Ikki

z, =/*, (cos#?, + /s in (px), z2 = r2(cos^2 + /sin^:, ) 

kompleks sonlami qaraymiz. Ularning ko'paytmasi

Zj • z2 = rt ■ r2 [(cos (px ■ cos (p2 - sin (px ■ sin (p̂ ) +

+/ (sin (px cos (p2 + cos (px sin (p.,)j  =

= rr r2 [cos(^, +(p2) + i sin ( ^  + (p2)] 

bo'ladi. Bu tenglikdan

|Z1 - ̂ 21 = '1 ' r2 =kl| ’K|,

arg (z, ■ z2) = <px + (p2 = arg z, + arg z2 

bo'lishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, ikkita kompleks sonlar ko'paytirilganda 

ko‘paytmaning moduli modullar ko'paytmasiga argumenti esa 

argumentlar yig‘indisiga teng bo'ladi.

Endi z, va z2 kompleks sonlaming nisbatini qaraymiz.

£j_ _  ^ (cosff, + /sm ^) _  (cos(px + i sin cpx)(cos (p2 - i sin cp2)

“2 2̂ (cos (p2 + i sin (p2) r2 (cos (P2+i sin (P2)( cos <p7 - z sin q>2)

_ [(cos (px cos <p2 + sin (px sin cp2) + /(sin (px cos (p2 - cos (px sin (p2) j 

r2 (cos2 (p2 +sin2 (p2)

COS ($?, - (p2 ) + / sin (<px-(p2)

Bu tenglikdan

Z 1 II

И

и ~  I |

rr
2 Г2 Z 2 |

arg —  = (p\~(p2 = argz, -argz2 
“2

bo'lishi kelib chiqadi.

Shunday qilib ikki kompleks sonning nisbati olinganda
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nisbatning moduli surat moduli bolingan mahraj moduliga teng, 

nisbatning argumenti surat argumentidan mahraj argumentini 

ayirganiga teng boiadi.

Endi r = r(cos^  + /s in^)  kompleks sonning darajasini

qaraymiz.
Bu sonning n-darajasi (n-natural son) yuqorida aytilgamga

ko‘ra
r

2n = z ■ z ■ z - rj r ... • r\ cos(#>4 (p + ••• + (p) + / sin (̂ 9 4 (p 4 ■■■ + <p)
n та n mu ' 'n^mu '  11 m"

ya’ni

z" = r" (cosn<p + /sintup) (3)

boiadi. Bu tenglik Muavr formulasi deyiladi.

Masalan,

z -1 + / \r = yjl, {P - ~
V 4)

kompleks sonning 10-darajasi

/ \to / /— \10 f Юл- . . 10тс \ ,\
(1 + /) = (V2 ) cos — I-/ sin — J  — 32(0~ь/) — 32i

boiadi.
Aytaylik, z kompleks son va «-natural son berilgan 

boisin. n -darajasi shu z songa teng boigan w kompleks son, 

w" = 2 , (4)

z kompleks sondan olingan n -darajali ildiz deyiladi va \[z kabi 

belgilanadi:

w = 4 z .

Faraz qilaylik,

z = r( cos (p + / sin cp), w = p  (cos 4* +/ sin 4*) 

boisin. U holda Muavr formulasidan foydalanib, (4) tenglikni 

quyidagicha

p" (cosr№ 4- / sin пкV ) — f'{cos(p + i s n̂ #0 

yozamiz. Keyingi tenglikdan
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у a ni

Р  =г,

пЧ'=<р + 2кл: (А' = 0,±1,±2,...) 

Р  = *Ггч

(р + 2ктт
У

п
boiishini topamiz. Demak, 

w =  л /7  -  " fZ f w  Ф + 2 k n  (р + 2кл  ) ,
V l.cos— ^—  + fsm — -— ) (A = 0,±1,±2 ,.._) (5)

(5) ko'rinishdagi sonlar orasida faqai n tasigina turlicha bo-lishini 
ko rsatish mumkin. Ular A ning

A = 0 , 1 , 2 , — 1 
qiymatlarida hosil boiadi.

Shunday qilib, z kompleks sondan olingan л -darajali 
ildiznmg n ta qiymati boiib, ular aarajan

; '/7  =  s f l[  COo V + lk / r  . . <р + 2ктг\ .
V . ( "  +(Sln - J (A =0,1,.../!-]) (6)

fonnuladan topiladi.

Misol. Ushbu

и
ildizning qiymatlari topilsin. 

^Ravshanki,

' = V~\ + i

- 1  +  /  =  yfli COS —  +  / ' < j i n ~cos —  + / sin

К ‘ I 4 ^  4  )
bo'ladi. (5 ) formuladan foydalanib topamiz:

3 л \
—  + 2 kn ~  + 2кл 

cos --- + i sin A ________w

= 4 l cos
( я  2kn  ̂  

4 +~  J
+ / sin 
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Demak,

v ~yfl\ cos — + /sin—■ |-,

Г ( я 2яЛ я 2 яЛ 1
— + — + i sin — н---

лV 4 3  у И з-J Jw, = yfi

ьгг 11 . 1 1   ̂
= yj2 COS-Я + I sin —  я

12 12

( 71 Ая \ . . ( я 4 я  л
cos — + — + l sin --h—

L U 3 J 4 j  ;

=
19 . 19 >

COS--Я + / Sin--Я
V 12 12. J

topilsin

Mashqlar

1.Quyidagi kompleks sonlaming moduli va argumenti

a) z = -7 - /;

b) z — — cos— + / sin — ;
5 5

2.Ushbu kompleks sonlar trigonometrik ko'rimsbda

yozilsin.
a) -2;

b) —л/2 + i\[2 .
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Chiziqli va kvadrat tenglamalar birinchi va ikkinchi darajali 
tenglamalar bo‘lib, ularni yechish o‘quvchiga maium. Endi yuqori 
darajali tenglamalarni qaraymiz.

Quyidagi

a„xn + a^x "  1 + • • • -i- atx + aQ = 0 (1)

tenglama n -darajali tenglama deyiladi, bunda aQ,ax,...an berilgan 

sonlar (haqiqiy yoki kompleks), x nomaium son. n -natural son, 

an *  0.

Aytaylik, x0 haqiqiy yoki kompleks son boisin. Agar

anX0 an-ix0  ̂a\X0 + a0 = 0

boisa, Xq son (1) tenglamaning yechimi deyiladi. (1) tenglamaning 

barcha yechimlarini topish bilan u yechiladi.

6.1. Ko‘phadlar va algebraning asosiy teoremasi

Ushbu

anx + an_\X 1 + • • • + atx + 

ifoda ko‘phad deyiladi, bunda aQ,a{y...an sonlar ko‘phadning 

koeffitsiyentlari, n esa ko‘phadning darajasi. Ravshanki, 

qaralayotgan ko‘phad л ga ( x o'zgaruvchiga) bogiiq. Uni f (x )  

kabi belgilash mumkin:

/  (•*) = a,x" + + • • • + atx + a0

Agar x* son uchun

/ ( * * )  = 0

boisa, x* son f ( x )  ко‘phadning ildizi deyiladi.

Faraz qilaylik,

/ (■x) = a„x" + a„-\x" ' + -  + a,x + a0,

<p (x) = Kx" + V i* " ' '  + - + b,x + b0 
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ko ‘phadlar berilgan boisin. Agar

ak =bk (k = 0,1,2,..., л)

boisa, bu ko'phadlar teng deyiladi va f (x )  = <p(x) kabi yoziladi.

Ravshanki, f ( x )  va p (x )  ко‘phadlaming yiglndisi

/’(x) + ̂ ( x ) ,  ayirmasi / (a ) -<£>(x ) , ko'paytmasi / (x )- ^ (a')

yana ko'phadlar boiadi.

Aytaylik, / ( a) hamda g (x )  ko'phadlar berilgan boisin.

f(x )  ko'phadni g (x )  ko'phadga bo'lamiz:

f ( x )  = g(x)-q(x) + r(x ). (2)

Odatda, q(x) boiinma, r(x) esa qo ld iq  deyiladi. Bunda

r(x) ko'phadning darajasi g (x )  ko'phadning darajasidan kichik

bo'ladi.

Agar (2) tenglikda г ( ф 0  bo'lsa, f ( x )  ko'phad g{x) 

ko'phadga bo'linadi deyiladi. (g (x ) ni f ( x )  ning bo'luvchisi

ham deb yuritiladi).

Aytaylik, / ( a ) ko'phad berilgan boiib, uni x-a  ga

bo 'lg anda  bo'linma q (a-) , qoldiq esa r(x) bo'lsin:

f ( x )  = (x - a )q (x )  + r(x). ..

Ravshanki, bu holda qoldiq r(x) o'zgarmas songa teng

bo'ladi: r (x)  =c. Demak,

f(x ) = (x-a)-q(x) + c. 

fCeyingi tenglikda x = a deyilsa, 

f ( a )  = c

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa /  (x) ko'phadni x — a gabo lishdan 

hosil bo'lgan qoldiq, J  (a:) ko'phadning x = a dagi qiymatiga 

teng bolishini bildiradi.
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Demak, x-a  son ./ (a )  ko'phad ildizi boiishi uchun /  (a) ning

a -a ga qoldiqsiz bolinishi zarur va yetarli boiadi.

Odatda, bu tasdiq Bezu teoremasi deyiladi.

Agar / ( a )  ko'phad (x-a) ga bolinsa ( /r> l ) ,  a son 

/ ( a )  ning karrali ildizi deyiladi. Ayni paytda, / ( a )  ko'phad

(а-й) +‘ ga boiinmasa, a son / ( a )  ko'phadning к karrali 

ildizi deyiladi. Bu holda

f ( x )  = (x - a )k <p(x)

boiib, q>(a) ko‘phad x-a ga boiinmaydi.

Quyidagi tasdiqni isbotsiz keltiramiz.

I asdiq. Darajasi birdan kichik bo/magan har qanday 
ko'phad kamida bitta ildizga ega bo‘ladi (bu ildiz kompleks son 
bo ‘lishi ham mumkin).

Aytaylik, л -darajali

/ ( * )  = a„x“ + + ■ •' + a,x + a„

ko'phad berilgan bo'lsin. Bu ko‘phad yuqorida keltirilgan tasdiqqa 

ko'ra kamida bitta a , ildizga ega: / ( a , ) = 0.

Shuning uchun

f (x )  = (x-a,)(p,(x) 

bo ladi, bunda (px ( a j ko'phad bo'lib, uning darajasi n -1 gateni;.

Agar n > 1 boisa, unda (px (x) ko'phad ham tasdiqqa 

ko'ra kamida bitta a2 ildizga ega. Demak,

(P\ (■*) = (x~a 2 ) ■ (p2 (a), <p2 (a) - ko'phad.

Natijada /  (x) ko'phad ushbu

f ( x) = {x-al)(x-a2)-(p2(x) 

ko'rinishni oladi. Bu jarayonni davom ettirish bilan

f { x )  = an( x - a t) ( x - a 2). . .(x-a„)
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tenglikka kelamiz. Keyingi tenglikda a ^ a 2,...a n sonlar orasida 

o‘zaro bir-biriga tenglari boiishi mumkin. Demak,

f ( x )  =  an ( a  - a{ f  ( a - a2 f  ’ . . . (x-as)k
boiib,

kx + k̂  + • • * + ks = n y i' Ф j  da

a r *ctj ( i j  = 1,2,. ..5 ).

Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.

Teorema (algebraning asosiy teoremasi). Har qanday n -

darajali (>? > 1) ко phad n ta ildizga ega (har bir ildiz necha 

karrali bo ‘Isa, shuncha maria hisoblanadi).

6.2. Vuqori darajali tenglamalarni yechish

Algebraning asosiy teoremasi

Unx' +#„_[x" 1 H---\-U\X + CIq = 0 (3)

tenglamaning /2 ta yechimi mavjudligini ifodalasa ham, umumiy 

holda bu yechimlarni topish algoritmlarini aniqlab bermaydi. (3) 

tenglamani yechish masalasi hozirga qadar katta muammo boiib, u 

ayrim xususiy hollardagina hal etilgan.
(3) tenglamaning yechimi tenglama koelfitsiyentlari ustida 

qo‘shish, ayirish, ko"paytirish, boiish va ildiz chiqarish amallarini 
bajarishdan hosil boigan ifoda bilan aniqlansa, (3) tenglama 

radikallarda yechiladi deyiladi.

Eslatma. Agar a  - a + bi kompleks son (3) tenglamaning

y echim i bo 'lsa , (X so n n in g  q o 'sh m a si OL — a — b i kom pleks son  
ham (3 ) ten gla m a n in g  y ech im i bo 'ladi.

Endi (3) tenglama radikallarda yechiladigan ba’zi hollarini 

qaraymiz.

Ravshanki, n = 2 boiganda (3) tenglama avval o‘rganilgan 

kvadrat tenglamaga keladi:

ax' + bx + с = 0.

Bu tenglama har doim ikkita ildizga ega:

-b + yjtf - 4ac -b - \fb2 - 4ac



(diskriminant b — 4 ас > 0 boiganda, л' va x2 iar haqiqiy va turli

sonlar; h — 4ac = 0 boiganda Л', = x> boiib, ildiz karrali;

— 4ac < 0 boiganda Л', va x> lar bir-biriga qo‘shma kompleks 

sonlar boiadi).

Endi (3) tenglamaning keyingi xususiy hollarini qaraymiz.

a) n = 3 boisin. Bu holda (3) tenglama

a3x3 + a2x + + л0 = 0

ко rinishga keladi. Qulaylik maqsadida keyingi tenglamani 
quyidagicha

a0x + a]X̂  + a2x + =0  ^  0) (4)

yozib olamiz. (4) tenglama quyidagicha yechiladi:

1) (4) tenglamaning ikki tomonini a0 ga boiib, topamiz:

r  + b{ x2 + b2x + by = 0,, (5)

bunda bk = —  (A: = 1,2,3). 
an

2) (5) tenglamada x = v — -
3

almashtirish bajaramiz. Unda (5) tenglamaning chap tomoni ushbu

y —

= У +

+ b. у — + b-, v —
V 3 /

v +
b bI 2 +

3

_2

27
b!

ko‘rinishga kelib, quyidagi

ь b<
2~~$= P ' 

almashtirishdan so'ng ( 5) tenglama 

У  + py + q - 0

ko‘rinishni oladi.

3) (6) tenglamaning yechimini

у = и + v

i b\b2 2  ,4
0, — —  +—  6, -q 
3 3 27 1 ^

(6)

(7)
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и • v = — ~~ (8)
3

shartni qanoatlantirishi talab etiladi.
Ravshanki, (7) va (8) munosabatlardan qaralayotgan и va

v lar quyidagi

r  - v f- -  = 0 
3

kvadrat tenglamaning ildizlari ekanligi kelib chiqadi (Viyet 

teoremasi).
4) у = M + v ni (6) tenglamadagi у ning o‘rniga qo'yamiz: 

(u + v) + p(u + v) + q = 0.

Natijada

u  + 3 u'v + 3wv2 + v' + pu + pv + q = 0 ,

ya’ni

(z/' + v4 + q ) + (3mv + p) (m -+• v) = 0 (9)

bo‘ladi.

Ma’lumki, и • v = - — . Unda 3uv + p = 0 boiib, (9)
•л
J

tenglama

и  + v"’ + q = 0, ya’ni w3 + v = -q 

ko‘rinishga keladi. Demak,

' + py + q = о

tenglamani yechish ushbu
3 . 3

и +v = -q

u, v, _  eL  m

“  ' 27 

sistemani yechishga keladi.

5) (10) tengliklardan ko'nnadiki, и3 va v3 lar ushbu
з

2 , P  A

ko‘rinishda izlaymiz, bunda и va v lar ushbu



kvadrat tenglamaning yechimlari boiadi. Bu kvadrat tenglamani 
yechib topamiz:

,i = _ i + / Z 7 Z  ,2 = _ i  E Z

2 V 4 27 2 2 V 4 27 '

Demak,

= _ £ +  / Z 7 Z

1 2 V 4 27 ’ (П )

v3 = , = - £ - 6 1 + Z  , , ,>

г 2 1( 4 27' ( ‘2)

6) (11) va (12) tengliklardan

2 V 4 27
(13)

* feL+ * 3
4 27

boiishini topamiz. Demak, (6) tenglamaning yechimi

(14)
К ^  I *t ^  / V z v 4  Z /  

boiadi.

(14) tenglik Kardano formulasi deyiladi. Bu formula 
w + v

yiglndidan iborat boiib, har bir w va v lar uchtadan qiymatga ega. 

Unda u + v yig‘indining qiymatlari 9 ta boiadi. Bu qiymatlar 

ichida uchtasigina (6) tenglamaning yechimi boiib, bunday и va v 
ning qiymatlari ushbu

pu v  =  ——

3
munosabatda boiadi.

7) Aytaylik, и va v ning (13) tengliklaming 

qiymatlaridan biri w, va v, boisin. Unda
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—1 + л/з • i  - 1 - л / з -i
И, =

?

1 — л/з • / — I -h \/з - /
-------- V,, V, = ------ VP

8) (6) tenglamaning yechimlari 

yl = m, +vp

y2 = - ^ ( u\+v' ) +'~T~(U]~v^ '
(15)

У ъ - " { и i +vi ) _  ? Iм» 1 )

boiib b e r i l g a n  tenglamaning yechimlari

/) h. fy

bo'ladi.
1-misol. Ushbu . ,,. .

x3 -9x2 + 21x-5 = 0

tenglama yechilsin .
^Berilgan tenglamada

x = .y + 3

almashtirish baiaramiz. Unda

( v + 3)' -9( v + 3)' + 2 l(y  + 3)-5 = 0

ya’ni
y3 — 6 у + 4 = 0 

boiadi. (14) formuladan foydalanib topamiz.

и = \/-2 + ^ 4 - 8  = iJ-2 + 21
Ravshanki, bu kub ildizning qiymatlaridan bin 

M, = 1 + i

boiadi. Unda
6 _ .  .

| v, = 3 ( i+ 0  =
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У\ ~~ У2 ~ ~ 1— л/З, _Уз — — 1 + л/з 

boiadi. Demak, berilgan tenglamaning yechimlari

x,=5, x2 = 2 —л/3, x3 = 2 + л/з

boiadi. ►

b) я = 4 boisin. Bu holda (1) tenglama

я4х4 + + a2x2 + alx + a0 = 0 (16)

ko‘rinishga keladi.

(16) tenglama radikallarda yechiladi. Uning yechish 
algoritmi mavjud (qaralsin, [1]).

Eslatma. n>  5 bo'lgan holda (3) tenglamaning 
radikallarda yechilishi masalasi haqida ko‘p izlanishlar olib 
borilgan. Natijada quyidagi xulosaga kelingan.

Agar (3) tenglamaning darajasi besh va undan katta bo 'lsat 
(3) tenglama umumiy holda radikallarda yeehilmaydi.

Endi yuqori darajali tenglamalarning radikallarda 
yechiladigan yana ayrim xususiy hollarini keltiramiz.

d) Ikki hadli tenglamalar.

Ushbu

ax"+b = 0 ( я *  0) (17)

koi-inishdagi tenglama ikki hadli tenglama deyiladi. Bu 
tenglamaning yechimi

boiib, (15) formulaga ko‘ra

boiadi.

2-misol. Ushbu

* s+32 = 0
tenglama yechilsin.

Ravshanki,

x = >/—32 .

Endi - 32 sonni kompleks son sifatida qarab 5-ma’ruzada 
keltirilgan formuladan foydalanib topamiz:

-32 = 32 (cos 7Г + / sin n ).
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Kompleks sondan ildiz chiqarish qoidasiga ko‘ra 

{[-32 = ^/32(coszr + isin я) =

(A = 0,1,2,3,4)= ?
я + 2k тс . . п + 2кк\ 

cos------- ь / sin —

ho'ladi. Demak,

f 7t . .
= 2 cos— + 2 sin‘0

N J  3n . . 3n 
x. = 2 cos —  + 1 sin, I --  T [ o u i

I 5 5

( 1ж . 7яЛ J  9x . . 9n 
x2 = -2, * ,= 2^cos—  + 'sm —  ]> *4 = 2j^cos—  + ism —

e) Uch hadli tenglamalar.

Ushbu

w r“ +bx?+c = 0 ( a * 0 )

ko'rinishdagi tenglama uch hadli tenglama deyiladi.

Berilgan tenglamada
я ^

A = /

almashtirish bajaramiz. Natijada berilgan tenglama

at2 + bt + c = 0 

kvadrat tenglamaga keladi va uning yechimlari

-b ± yjb^--4act -------------
1,2 2л

bo‘ladi. Demak,

„ — ± \[t^-4ac
x =

2a

Keyingi tenglikdan

-b±yjb'-4ac
x = {‘ ------------  (18)

V 2fl

bo‘lishini topamiz.

3-misoI.

л'6 - 3x3 -2 = 0

tenglama yechilsin.
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•v(" = C  -v(!)= V 2 .

< (18) formuladan foydalanib topamiz:

Demak,

Ravshanki,

x"= iT \ = \ i- - 2kn ■ ■ 2клCOS • + i sin (k  = 0,1,2).

Bundan,

.. (i)_i (l) 2 /г . . 2n i|]
о ~ x\ ~ cos —— + / sin -7-, л', = cos—  + /sin

3
bolishi kelib chiqadi. 

Shuningdek,

JC(2) =1/2 =1/2- 

bo‘lib, undan

= x<2, = V2-

4 к
Л
J

. 4k

T

2kn . . 2кл 
cos- + 1 sin —- (k = 0,1,2 )

I k
cos--+ I sin

4 к 4 к
cos —  + i sin 

3 3
bo'lishini topamiz.

V - /

Shunday qilib, berilgan tenglamaning yechimlari 

2k  . . 2k  4к . 4k
---------- b Z S i n --------  r  r= r>r>c
3

1 <+7Г  LLTT ,—

-V, = l, x2 = cos— + /sm — , jc3 = cos —  + /sin~-, xA = ̂ 2,

3[-( 2k . . 2к  
— л/2 I COS--- h/sin

I
= V2

3 3 У
bo'ladi. ►

Mashqlar
Quyidagi tenglamalar yechilsin:

1. 2jc3-5 jt2+8*-3 = 0

2. * 4+l = 0

3. +19x3 — lx 2 — 26x + 12 = 0

4. x3 - 5jc2 + 28 = 0
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7-MA’RUZA

Tekislikda tokg‘ri chiziq va uning 
turli tenglamalari

Tekislikda to'g'ri chiziq sodda, ayrii paytda muhim 

geometrik tushunchalardan biri. Uni tekislikdagi nuqtalar to'plami 

(nuqtalaming geometrik o'mi) sifatida tushuniladi.

Ma’lumki, tekislikdagi nuqta o‘zining x va у 

koordinatalari bilan to‘liq aniqlanadi. Bu x va у sonlar turli 

qiymatlami qabul qilganda (x, v) juftliklar turlicha boTib, ular turli

nuqtalami tasvirlaydi. Odatda, bunday nuqtalar o'zgaruvchi nuqta 

deyiladi. Agar o'zgaruvchi nuqtaning koordinatalari x va у lar 

biror bog'lanishda bo'Isa, u holda bunday nuqtalar to'plami 

(geometrik o'mi) biror geometrik shaklni ifodalashi mumkin. 

Bogianish esa geometrik shaklning tenglamasi deyiladi.

7.1. To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi

Faraz qilaylik, tekislikda lkkita tayin Л/1(х1,>’1) va 

M-f(x1,y2) nuqtalar berilgan boTsin. Bu nuqtalardan baravar

uzoqlikda turgan nuqtalar biror to‘g‘ri chiziqda boTishini, bunday 

nuqtalar to'plami (geometrik o‘mi) to'g'ri chiziqni ifodalashim 

tasawur qilish mumkin. Shu xususiyatdan toydalanib undagi

o'zgamvchi P(x,y) nuqta koordinatalari orasidagi bog'lanishni 

topamiz ( 1-chizma).
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Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga koi'a 

М хр  = у[{х-хх) ■+(y-y])\

M 2P = y}( x-Xy)~ + {у-у2У

bo‘Iib,

/ ( . с - .t, )2 + (y - V, )■’ =  x- x, )2 + (у - V ,) ’

boiadi. Bu tenglikning ikki tomonini kvadratga koiarib, so‘ng 
qisqa ko‘paytirish formulasidan foydalanib topamiz:

x - 2xtx + jcf + y2 - 2 v, v + y{ = x2 - 2x2x + x2 + y2 - 2 y, v + к .

Keyingi tenglikdan

2 ( д2 - X, ) • X + 2 (y2 - y, ) • у + ( x; + y; - x22 -  y j ) =  0

boiishi kelib chiqadi. Agar

A = 2(x2-x ,),

B = 2(y2- yi),

С = л-,2 + .у2 - x 2 - .y2

deyilsa, unda

Л x + By + С = 0 (1)

boiadi.

Demak, tokg‘ri chiziqdagi ixtiyoriy P(x, y) nuqtaning x va 

У koordinatalari (1) tenglama bilan bogiangan. Binobarin, bu 

tenglamani to‘g‘ri chiziqning tenglamasi boiadi.

Odatda (1) tenglama to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi 
deyiladi.

Eslatma. Agar tekislikdagi A (x0, yQ) nuqtaning x0, y0

koordinatalari (I) tenglamani qanoatlantirsa, у a ’ni

Ax0 + By0 + С  = 0

boisa, A nuqta to'g'ri chiziqda yotadi, tenglamani qanoatlan- 
tirmasa, ya ’ni

Ax0 + By, + С ^  0

bo 'Isa, A nuqta to 'g 'ri chiziqda yotmaydi.
1-misol. Ushbu

3x - 2у - 8 = 0 (2)
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t, Mama bilan b erilga n  to 'g  ri chiziq tekislikdayasalsin .
C <4Ma’lumki, ikki nuqta to‘g‘ri chiziqning tekislikdagi

holatini toliq aniqlaydi.
Aytaylik, jc -  0 boisin. Unda (2) tenglikka ko‘ra

3-0 - 2^-8  = 0, 2 v = -8, v = -4 

boiadi. Demak, (0, -4) nuqta to‘g‘ri chiziqda yotadi.

Aytaylik, у — 0 boisin. Unda (2) tenglikka ko*ra

8 2 
3x - 2 • 0 - 8 = 0, 3x = 8, x - — -2 — 

3 3

boiadi. Demak, | 2~,0 j nuqta to‘g‘ri chiziqda yotadi. Bu 

/0 ,-4), | 2 —,0 nuqtalami tekislikda yasab, ular orqali to‘glri

Tenglamasi 3jc-2>>-8 = 0 boigan to‘g‘ri chiziqning

tekislikda joylashishi 2-chizmada tasvirlangan. ►

Ravshanki, (1) tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziqning 

tekislikdagi holati (vaziyati) tenglamadagi A,B,C  sonlarga bogiiq 

boiadi.

1) (1) tenglamada С = 0 boisin. Bu holda (1) tenglama

Ax + By = 0

ko‘rinishga kelib, bu to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan oiadi.

2) (1) tenglamada A-  0 boisin. Bu holda (1) tenglama
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ko’rinishga kelib, bu to‘g‘ri chiziq OX  o‘qiga parallel bo'ladi.

3) (1) tenglamada В = 0 boisin. Bu holda (1) tenglama

ko'rinishiga kelib, bu to‘g‘n chiziq OY o‘qiga parallel boiadi.

4) (1) tenglamada A = C = 0 boisin. Bu holda (1) 
tenglama

By - 0, ya’ni у = 0 

ko'rinishiga kelib, bu tolgbri chiziq OX o‘qini ifodalaydi.

5) (1) tenglamada B = C = 0 boisin. Bu holda (1)

ko‘rinishga kelib, bu to‘g‘ri chiziq OY o‘qini ifodalaydi. 

Demak, to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi

da A *0 , B *0 , C V O  boisa, u holda bu to‘g‘ri chiziq

koordinatalar boshidan ham o‘tmaydi, koordinata o“qlariga parallel 
ham bolmaydi.

1°. To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror t to‘g‘ri chiziq- 

ni olaylik. Bu to‘g‘ri chiziq OX  o‘qiga parallel bolmasin. Binoba- 

rin, t to‘g‘ri chiziq OX o‘qini kesib o‘tadi. To‘g‘ri chiziqning 

OY o‘qi bilan kesishgan nuqtani В , OX  opining musbat 

yo'nalishi bilan tashkil etgan burchakni a  deylik (3-chizma).

Ax + C  = 0 , ya’ni jc = — -
A

tenglama

Ax = 0, ya’ni л- = 0

Ax + By + С  = 0

3-chizma
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Ravshanki, В = 5(0;/?) bo*lib, b esa OB kesmaning

u z u n l ig i.

To‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy M nuqtani olamiz.

Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki, BMC ~ to‘g‘ri burchakli 

uchburchak, < CBM = a , В С  = x, M C = у -b . 

j5MC uchburchakdan

у -h 
tg a  =----

Л'

bo'lishini topamiz. Bu miqdor to‘g‘ri chiziqning burchak 

koeffitsiyenti deyiladi va A bilan belgilanadi:

к = tga .

Natijada

у — b
к = ----  boiib, undan

x

y=kx + b (3)

boiishi kelib chiqadi.

Demak, to 'g ii chiziqdagi ixtiyoriy M  (x, v) nuqtaning x 

va v koordinatalari (3) tenglama bilan boglangan.

Ushbu

v = kx + b

tenglama tovg‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi 

deyiladi.

(3) tenglama к va b larga bogiiq boiib, to‘g“n chiziqning 

tekislikdagi vaziyati shu к va b lar bilan toliq aniqlanadi.

71
Masalan, a  = — , b - 2  boigan to‘g‘ri chiziq tenglamasi

4

у - x + 2

71 ,

boiadi, chunki к = tg — = 1.

I  4
Eslatma. /Igfl/- /о 'g 'r i  ch iziqning  um um iy tenglam asi 

Ax + By + C = 0 (4)
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da В Ф 0 bo 'Isa, uni to g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli 
tenglamasiga keltirish mumkin.

Haqiqatdan ham, (4) tenglamani у ga nisbatan yechib,

so‘ng

A С
у - ----X -----

В В

deyilsa, unda (4) tenglama ushbu

у - кх + b

ko'rinishga keladi. Bu to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentli 
tenglamasidir.

2°. To‘g‘ri chiziqning kesmalar bo‘yicha tenglamasi.

A>4aylik, tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror t 

to‘g‘ri chiziq berilgan boisin. Bu С to‘g‘ri chiziq koordinatalar 

boshidan o‘tmasin va u OX  o‘qidan a = OA kesmani, OY 

o'qidan esa b = OB kesmani ajratsin (4-chizma).

X

4-chizma

Qaralayotgan to‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy M = M (x , v) 

nuqtani olamiz. Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki:

OAB , CAM uchburchaklar to‘g‘ri burchakli uchburchaklar, 

OC=x, M C=y,.CA = a-  x, OB = b, OA = a

Endi А О A В va АСАМ uchburchaklaming 
o‘xshash!igidan foydalanib topamiz:

MC С A . у a- x
--- = --- , ya m — = ---- .
OB OA b a
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Keyingi tenglikdan

b a

boiib, undan

boiishi kelib chiqadi.

Demak, to'gi'i chiziqdagi ixtiyoriy M (x,y) nuqtaning .*

va у koordinatalari (5) tenglama bilan boglangan.

Ushbu

a b
tenglama to‘g‘ri chiziqning kesmalar bo'yicha tenglamasi deyiladi.

(5) tenglama a va b larga bogiiq boiib, to'g ri chiziqning 

tekislikdagi holati shu a va b lar bilan to liq  aniqlanadi.

Masalan, OX  o'qidan 2 birlik (# = 2), 0\ о qidan 3

birlik (6 = 3) kesma ajratadigan to‘g‘ri chiziq tenglamasi

2 3

boiadi.
Eslatma- Agar to ‘g'ri chiziqning umumiy tenglamasi 

Ax + By+ C = 0

da С *  0, A *  0, ВФ 0 bo ‘Isa, uni to‘g ‘ri chiziqning

kesmalar ho ‘yicha tenglamasiga keltirish mumkin.

Haqiqatan ham, (4) tenglamaning ikki tomonini -( ga

boiib,



А В
deyilsa, unda (4) tenglama ushbu

-+ '-  = 1 
a b

ко rinishga keladi. Bu to‘g‘ri chiziqning kesmalar bokyicha 
tenglamasidir.

7.2. To‘g‘ri chiziqqa oid masalalar

1°. Ikki to‘g‘ri chiziq orasida burchak. Ikki to‘g‘ri 

chiziqning parallcllik hamda perpendikulyarlik shartlari.

Tekislikda ikkita va C2 to‘g‘ri chiziqlami qaraylik, tokgkri

chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi

у = klx + b] ,
f) 4 . • • • • ' '

2 § ri chiziqning burchak koelfitsiyentli tenglamasi esa

у — k ,x + b ,

bo‘lsin. Bunda

k\ = tga], k2 = tga2

(5-chizma).

5-chi zma

to g ri chiziqni M  nuqta atrofida soat strelkasiga teskari 

tomonga uni C2 to g ri chiziq bilan ustma-ust tushguncha burish 

natijasida hosil bolgan <p burchak (0 < (p < 7t), ikki £t va t 2



,g*ri chiziqlar orasidagi burchak deyiladi.
°  Y u q o r i d a  keltirilgan 5 chizmadan kokrinadiki, (p burchak

tp = a ? - a,

bo 'lad i.

Ma’lumki,

, 4 tga2 ~ tga{ 
tg(p = t g ( a , - a ,) =     • 

- 1 + tg a2 • tgax

Demak,

tgm= k>~!b-  (6)
1 1+к,-кг

boiib, u ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakning tangensim aniqlab 

beradi.
Masalan, ushbu

1 л 3 ^y =  —  x-t-2, y =  — x  + 3

7 ’ 4

to‘gkri chiziqlar uchun

1 7 ‘ 4

boiib, ular orasidagi a  burchakning tangensi (6) formulaga kokra

3 ( 1

t s a  =

l + ~  —
4 I 7

28-3

boiadi. Demak, berilgan to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak

a  = 45°

boiadi.
Aytaylik, ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak a = 0  

boisin. Ravshanki, bu holda to‘g‘ri chiziqlar parallel boiadi. Aym 

paytda ,

,g o = A i i i - = o  ,
1 + /Cj ■ к i

boiib,
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bo'ladi. (7) munosabal ikki to'g'ri chiziqning parallellik shartini 
ifodalaydi.

к, = к2 (7)

Aytaylik, ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak a
2

bo'lsin. Ravshanki, bu holda to‘g‘ri chiziqlar perpendikulyar 
bo‘ ladi. Ayni paytda

n  k~, - к. 
tg — = —----i~ = oo

2 1 + kr k.
bo‘lib.

1 + A', •k2 = 0 , ya’ni

k' 4 .
\ 1 I
k2 = - — \ (8)

kJ
bo"ladi. (8) munosabat ikki to‘gkri chiziqning peфendikulyarlik 
shartini ifodalaydi.

Lslatma. Aytaylik, ikki to'g'ri chiziq umumiy ko'rinishdagi 
tenglamalari

Axx + Bxy + C, =0, A2x + B2y + C, = 0

bilan berilgan bo ‘Isin. Bu to ‘g 'ri chiziqlarning parallellik sharti

A  = A  

B] B2
perpendikulyarlik sharti esa

Ay • A~> 4- By' B2 — 0

bo ‘ladi.

2°. Bir va ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq 

tenglamalari. Tekislikda tayin = M l (x],yl ) nuqta berilgan

bo'lsin. Shu nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqni (to‘g'ri chiziq 

tenglamasini) topamiz. To‘g‘ri chiziqni, uning burchak 
koeffitsiyentli tenglamasi

y = kx + b (9)

ko‘rinishida izlaymiz. Bu to‘g‘ri chiziq berilgan Л/, nuqta orqali

o‘tishi lozim. Binobarin, M { nuqtaning koordinatalari .v, va yt lar
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(9) tenglam ani qanoatlantiradi.

V| — kxx +■ b I

(9) va (10) tengliklarni hadlab ayirib

у — v1! = kx + b — (kxl + b ) ,

(10)

ya’ni
V - V, = k(x - A', ) (11)

bolishini topamiz.

Bu (11) tenglama berilgan M {(x\,yx) nuqtadan o'tuvchi

to'g‘n chiziq tenglamasi boiadi.

Agar (11) tenglamadagi к tayin son bo'lsa, u holda (11)

tenglama (a,, )  nuqtadan oluvchi taym bitta to'g‘ri chiziq 

boiadi.
Agar (11) tenglamadagi к turli qiymatlarni qabul qiluvchi 

o‘zgaruvchi boisa, u holda (11) tenglama (x ^^ ,)  nuqtadan 

o'tuvchi to'g'ri chiziqlar dastasining tenglamasi boiadi.

Misol. P (3 ,2 ) nuqtadan o'tuvchi, ushbu

to'g'ri chiziqqa parallel bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi topilsin.
^Izlanayotgan to‘g‘ri chiziq (12) to‘g'n chiziqqa parallel 

boiishi kerakligidan, ularning burchak коеffltsiyentlari bir xil 

boiib,

boiadi. Bu to‘g'ri chiziq P (3,2) nuqtadan o'tadi. Demak,

(12)

ya’ni

boiadi. Bu izlanayotgan to‘g‘ri chiziqdir. ►
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Aytaylik, tekislikda ikkita Af, M ,(x 2,y2)

nuqtalar berilgan bo'lsin. Bu nuqtalardan o'tuvchi to’g'ri chiziq 

tenglamasi ni topish uchun, avvalo M ^x ^y ,)  nuqtadan o'tuvchi 

to g ri chiziq tenglamasini (11) formulaga ko'ra yozib olamiz: 

y-y, =/c(x-xl ).

Bu to g n chiziq M 2(x2,y2) nuqtadan o'tishi kerak.

Demak,

Уг~Уi =Л (х2-дг,) 

bo ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:

k = £ z £ .
X, - X ,

unda"8 bU Ч1ута“П' (H ) *enSlamadagi к ning o'miga qo'ysak,

У2-У1

t2-A-
4 *  )

A, - ЛГ.

boiadi. Keyingi tenglikdan 

У~У\ x-Xj

У2 -У 1 X2-x, (13)

bo'lishi kelib chiqadi. Bu berilgan va M 2(x2,y ,)

nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi bo'ladi.

Masalan, A /,(2 ,3), M 2 (4,5) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri 

chiziq tenglamasi

У - 3 x — 2

5-3 ~ 4-2  *
ya’ni

>' = a +1
boiadi.

3°. Berilgan nuqtadan berilgan to'g'ri chiziouaclia 
bo'lgan masofa. Tekislikda ushbu 11

Ax + By + С  = 0 
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tenglama bilan berilgan f to'g'n chiziq va nuqtani

4arayl1 M, nuqtadan С to'g'ri chiziqqa tushirilgan

perpendikulyarning uzunligi Л/, nuqtadan С to'g'ri chiziqqacha 

masofa deyiladi (6-chizma).

T  j

d f

<№2  ( W 2}

^ _____►

(J

V, 9

6-chizma

Perpendikulyarning С chiziq bilan kesishish nuqtasi 

M,(xy,y2) bo'lsin. Demak, nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha masota

M, M 2 kesmaning uzunligi bo‘ladi. Uni d bilan belgilaymiz.

Ushbu
Ax + By + С  =  0 ,

Bx - Ay + С, = 0

to‘g‘ri chiziqlar o‘zaro perpendikulyar bo‘ladi, chunki bu to g ri 

chiziqlar uchun perpendikulyarlik sharti bajariladi.

a -b +b ( -a ) = a b - a b  = 0.

Unda perpendikulyar to‘g‘ri chiziqning A M W i )  

nuqtadan oiganligim e’tiborga olib, uning tenglamasi

boiishini topamiz. Ayni paytda, bu to'g‘n chiziq M 2(x2>>0 

nuqtadan ham oiadi. Demak,
B - ( x , - x , ) - A ( y 2 - y t) = 0

boiadi. Keyingi tenglikdan
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В \Х2~Х\) = Л(У?.~У\)

ya’ni

х, - л, _ у2 - у,

А ~ В

bo'lishi kelib chiqadi. Agar bu nisbatlarni i bilan belgilasak,

X2 ~ -*j _ У2 ~ У\ _ .

A ~ В
unda

A*2 — -Y| =  At ,  X , — Л'] -h A t ,

У 2 ~У\ =Bt, y2= y {+Bt

boiadi.

Ravshanki,

d  = \j(x2-~xl )2 + ( v2 - .v, )2 = j  A2 + ■ |r|

Endi M 2 ( -̂2 ’ У2 ) nuqta qaralayotgan Лх + By+ C = 0 

to‘g‘ri chiziqda yotishini e’tiborga olib topamiz:

/ Ц  + /?y2 + С  = A(x, + Л/) + 5 ( v, + /?/) + С  =

= (/Ц  + Byt + C) + t(A2 + B2) = 0 

Keyingi tenglikdan

Ax. + By. + С 

, = “ > +>  (,5) 
bolishi kelib chiqadi.

Demak, ( 14) va (15 ) tengliklardan

(14)

d = y fF + B 2 l,i | A  + ^V|+C|
/ О _

2 + В'
(i6)

J a -

bo'ladi. Bu berilgan nuqtadan berilgan to'g'ri chiziqqacha boigan 
masofani topib beradigan formuladir.

Masalan, Л/,(3,-4) nuqtadan

6x - 8 у + 31 = О 

to g ri chiziqqacha bo'lgan masofa (16) formulaga ko'ra
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1. Ushbu

a) 2x-5y-16 = 0, b) y = --x + - ,̂ d) ~  + “  = 1

to‘g‘ri chiziqlar tekislikda tasvirlansin.

2. Ushbu 10x + 5y + 12 = 0 to‘glri chiziqning burchak

koeffitsiyenti topilsin.

3. 2x + 5y-15 = 0 to‘g‘ri chiziq bolylab yorugiik nuri

yo'naltirilgan, u abssissalar o‘qigacha borib, undan qaytadi. 

Qaytgan numing tenglamasi yozilsin.
4. Rombning diagonallari 8 va 3 birlikka teng. Agar 

rombning katta diagonalini OX  o‘q uchun, kichgina diagonalini 

OY olq deb qabul qilsak, romb tomonlarining tenglamasi yozilsin.

5. Ushbu 3x4- y-2 = 0, x -3y4-l =0 to‘g‘ri chiziqlar

orasidagi burchak topilsin.

6. Ushbu 2x->>-3 = 0, x — Ъу — 4 = 0 to‘glri

chiziqlaming kesishish nuqtasidan o‘tuvchi hamda x 4- у = 1 to‘g‘ri 

chiziqqa parallel bo'lgan to‘gkri chiziq tenglamasi topilsin.

7. Uchlari .4(12; 0), 5(1;8), C(0;5) nuqtalarda boigan 

uchburchakning В nuqtasidan AC tomongacha boigan masofa 

topilsin.

8. Yorugiik nuri OX  o‘qiga qanday burchak ostida 

yo‘naltirilganda qaytgan nur a {— 2;V3) ва В(-3;2>/3) nuqtalardan

oiadi?

Mashqlar



8-MA’RUZA

Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziqlar

Biz sodda ikkinchi tartibli egri chiziqlar- aylana, ellips, 
giperbola, parabola va ularning xossalarini keltiramiz.

MaTumki, tekislikda berilgan (tayin) nuqtadan baravar 

uzoqlikda joylashgan nuqtalar (tekislik nuqtalari) tolplami aylana, 

berilgan nuqta esa aylana markazi deyiladi.

Endi aylananing tenglamasini keltirib chiqarish maqsadida 

tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini va M Q = M 0 (x,,, y(j)

nuqtani olamiz. Ravshanki, bu nuqtadan r masofada ( r > 0 )  joy

lashgan nuqtalar (bunday nuqtalar to‘plami aylana bo'ladi) o‘zga- 

ruvchi nuqtalar boiadi. Bunday nuqtalardan birini M  - M  (

deylik. M 0(x0,y0) va Af(x,y) nuqtalar orasidagi masofa

8.1. Aylana

boiadi.

Keyingi tenglikdan

(x-x0f  + (y-y0f  = r (1)

boiishi kelib chiqadi.

v  
A i

0

1 -chizma
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Shunday qilib, aylanada joylashgan o‘zgaruvchi M (x ,ly) 

n u q ta n in g  koordinatalari x va у lami boglovchi tenglainaga 

keldik. Bu (1) tenglama aylananing sodda tenglamasi deyiladi, r

esa aylana radiusi deyiladi.
Demak, aylananing tenglamasi markaz deb atalgan

М0(х0,у0) nuqtaga hamda r radiusga bog‘liq boiib, ular

yordamida aylananing tekislikdagi holati to liq aniqlanadi.

Xususan, markazi koordinatalar boshida boigan aylana 

tenglamasi quyidagicha
7 9 2

x~ + y" - r

boiadi.
Masalan, markazi (-1,2), radiusi 5 ga teng boigan 

aylananing tenglamasi

(a-+ l)2 +(_y-2)2 =  25

boiadi.

Aylana bilan umumiy bitta M(x^y\) nuqtaga ega boigan

to‘g‘ri chiziq aylanaga olkazilgan urinma deyiladi.

Ushbu
т 2 ■ 2

x + у = r

aylananing nuqtasiga o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi

quyidagi

xlx + yiy - r 2 = 0 (2)

ko‘rinishga ega.

Masalan, ushbu x2 + y2 =8 aylananing (2,-2) nuqtasidan

0‘tuvchi urinmaning tenglamasi

2x + (-2)y -8 = 0, ya’ni x - y - 4 = 0

boiadi.

8.2. Ellips

Tekislikda ikkita tayin nuqtalarni olaylik. Tekislikning bu 

nuqtalargacha boigan masofalari yiglndisi о ‘zgarmas songa teng
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boladigan tiuqtalari to'plami (nuqtalaming geometrik o'mi) ellips 
deyiladi.

Endi ellipsning tenglamasini keltirib chiqaramiz. Ta’rifda 

keltirilgan tayin nuqtalardan birini F{, ikkinchisini F2 orqali 

belgilaymiz.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha 
quramiz:

F{ va F2 nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziqni abssissa o'qi (O X
■ i , Y*

o'qi), f j F, kesmaning o'rtasidan o‘tuvchi hamda abssissa o'qiga

perpendikulyar bolgan to'g'ri chiziqni ordinata o‘qi ( OY o'qi) deb 
olamiz (2-chizma).

В M

I

2-chizma

Aytaylik, F{ va F2 nuqtalar orasidagi masofa 2c ga 

(c > 0) teng bo'lsin. U holda bu nuqtalaming koordinatalari mos 

ravishda (-c,0) va (c,0) bo‘ladi:

F ^- c .0 ), F2(c, 0).

Odatda, F{ va F2 nuqtalar ellipsning fokuslari deyiladi.

Ellipsda ixtiyoriy M (x ,y ) nuqtani olaylik. Unda ellips 

ta ritiga binoan b va F2M  masofalar yig'indisi o‘zgarinas 

songa teng boiadi. Bu o‘zgarmas sonni 2a deylik (a > 0).

Demak,

FXM  + F2M - 2a . (3)
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Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan foydalanib

t o p a m i z : _________________________ _____________________

F,M = yj(x-(-c))2 + ( v - 0)2 = ^(x + c) + v2, 

FLM — \ j(x — с ) + ( у — 0) = \j( x — с) + v .

Unda (3) ga ko ia _________

yj(x + c f+ y2 + yfcx+ ~cf + v: = 2 a

bo iad i.

Bu tenglikni quyidagicha ____

yfax + c'y + v2 = 2a - yj(x-c)' •+ v2 

yozib, uning ikki tomonini kvadratga ko'tarsak, unda

(x + c‘)2 + y~ - 4a2 -4ay](x-c)~ + y ‘ +{x-c) + y’

bo iad i. Bunda esa ____________

x2 + lex + c2 = 4a2 + 4ayj(x -c)' + v2 + *2 - 2cx + с 

ya’ni ____________

a2 - cx = ayj(x - c)' + y2

boiishi kelib cliiqadi. Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga 

koiarish natijasida

( a2 — cx) = a2 + V

ya’ni
1. 1 2 f 2 /2  2\ 

x (a~ -c~) + a y  = a (a - с )

hosil boiadi.
Ravshanki, 2a>2c ya’ni a > с boiganligi uchun 

a2 ~c2 > 0 boiadi. Uni b2 bilan belgilaymiz:

Natijada
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2 7 2 2 ■> “J I ?
x •/) +y a~ =

bo'lib, undan

boMishi kelib chiqadi.

Shunday qilib ellipsdagi o'zgaruvchi M (x ,y ) nuqtaning 

koordinatalari x va у lami bog‘lovchi tenglama hosil bo'ldi. Bu

(4) tenglama ellipsning sodda tenglamasi deyiladi.

Ellips tenglamasi (4) da x ni -x ga, у ni ~y ga 

almashtirilganda (4) tenglama o'zgarmaydi. Demak, ellips (yopiq 

egri chiziq) koordinata o‘qlariga nisbat simmetrik joylashgan.

Agar ( 4) tenglamada у = 0 deyilsa, unda

x2 = a2, x ■— +a 

bo4 ladi. Demak, ellips OX  o‘qini ikki Л (- а ,0 ), С  (c/,0) 

nuqtalarda kesadi.

Agar ( 4) tenglamada x = 0 deyilsa, unda 

y 2= b 2, у = ±b 

bo‘ladi. Demak, ellips OY o'qini ikki Я (0,6), D(0,-b) 

nuqtalarda kesadi.

Odatda, Л (-д ,0), B(Q,b), C (a ,0 ), D(0,-b) nuqtalar

ellipsning uchlari deyiladi. AC кесма ellipsning katta o‘qi, BD 
kesma ellipsning kichik o‘qi deyiladi.

Ravshanki, AC kesinaning uzunligi 2a, BD kesmaning 

uzunligi esa 2b ga teng. Demak, (4) tenglamada a ellips katta 

yarim o‘qi, b esa kichik yarim o‘qi bo‘ladi.

Ushbu

tenglama bilan berilgan ellipsni qaraylik. Bu ellipsning fokuslari 

orasidagi masofa 2c ga teng.

Ushbu
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2(3 а
miqdor ellipsning ekssentrisiteti deyiladi. Ma’lumki, a>  с . 

Demak, ellipsning ekssentrisiteti uchun

0 < £ < 1

boiadi. (agar £ = 0 bo'lsa, c = 0 boiib, ellips aylana boiib 

qoladi).

Ellipsning ekssentrisiteti ellipsning siqilish darajasini 

bildiradi. Haqiqatdan ham, (4) munosabatdan, b~ = a - c~ 

bolishini e’tiborga olib topamiz:

"> 2 i 2 / l  \2
2 с _ a - b _  | 0 '

a2 a 2 \a

_  2с _  £  ^

b 

a

Bu tenglikdan ko'rinadiki, £ ning ortib borishi bilan

= л/1 — s'

a

nisbat kamaya boradi, binobarin, ellips tortila boradi.

1-Misol. Katta o'qi 10 ga, ekssentrisiteti 0,8 ga teng 

bo lgan ellipsning tenglamasi topilsin.

<  Shartga ko'ra 2a = 10. Demak, a-  5. Ma’lumki 

ekssentrisitet

с
£ = —, с = a ■ £ . 

a

Unda с — 5• 0,8 — 4 boiadi. b1 = a 2-c2 bolishidan 

b2 = 25-16 = 9, b = 3

ekanligi kelib chiqadi. Izlanayotgan ellipsning tenglamasi

—  — -1 
25 9 ~~

boiadi. ►
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Tekislikda ikkita tayin nuqtalami olaylik. Tekislikning bu 

nuqtalargacha boigan masofalari ayirmasi o‘zgarmas songa teng 

boladigan nuqtalar tolplami (nuqtalaming geometrik o‘mi) 
giperbola deyiladi.

Endi giperbolaning tenglamasini keltirib chiqaramiz. 

Ta’rifda keltirilgan nuqtalami Fx va F2 orqali belgilaymiz.

F{ va F2 nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqni abssissa

olqi, FxF2 kesmaning o‘rtasidan oluvchi hamda abssissa olqiga

peфendlkulyar boigan to‘g4ri chiziqni ordinata o‘qi deb, 

koordinatalar sistemasini quramiz (3-chizma).

8.3. Giperbola

Agar F\ va F2 nuqtalar orasidagi masofani 2c (c>  0) 

deyilsa, unda bu nuqtalaming koordinatalari mos ravishda (-c, 0) 

va (c',0) boiadi:

/•(-c ,0), F2(c, 0).

Bu Ft va F2 nuqtalar giperbolaning fokuslari deyiladi.

Giperbolada ixtiyoriy M (x ,y )  nuqtani olaylik. Unda 

giperbola ta’rifiga binoan FXM  va F2M  masofalar ayirmasi 

0 ‘zgarmas songa (uni 2a deyilsa) teng boiib, FXM  - F^M = 2 a , 

F2M  - F]M = -2a , umuman
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f\M - FM  = ±2a

b\M - yj(x + c f  + у2, F2 M  = yj(x-c)' + у2.

Demak,

yj{x + c)2 + >’2 -yj(x-cY + y2 = ± 2 a.

Endi

yj(x + c f  +y2 -yj(x-c)1 +y2 =±2a

tenglikni (xuddi ellipsnmg tenglamasini keltirib chiqarishdagi 

qilingan ishlar kabi) lkki tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ng lozim 

bo'lgan soddalashtirishlami bajarib, natijada

bo'ladi. Ravshanki,

tenglamaga kelamiz, bunda b = c~ - a~, (<3 < c ) .

Shunday qilib, giperboladagi o'zgaruvchi M (x ,y ) 

nuqtaning koordinatalari x va у lami bog'lovchi tenglama hosil

bo'ldi. Bu (6) tenglama giperbolaning sodda tenglamasi deyiladi.

Giperbola ham koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik

joylashgan, u 3-chizmada tasvirlangan. Giperbola ikki qismdan

iborat boiib, bu qismlar uning shoxchalari deyiladi.

Agar ( 6) tenglamada у = 0 deyilsa, unda

1 2 i x — a , x -±a

boiadi. Demak, giperbola OX  o‘qini va # (я ,0 )

nuqtalarda kesadi. Bu nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi. 

Giperbola OY o‘qi bilan kesishmaydi.

Ushbu

_  с 

a

miqdor giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.

Agar b2 — c2 - a2 boiishini e’tiborga olsak, unda
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=  1 +

boiib,

boiadi.

V с/ у

— = Vi''' -1 
а

Giperbolaning ekssentrisiteti ham uning 
xarakterlaydigan miqdordir.

Giperbola tenglamasi

ni у ga nisbatan yechib

у
h n ---:

= ± —V x - a '
a

uni quyidagicha yozamiz:

. b . 
V =± —X\l 1 

a \

Bu tenglikdan ko^rinadiki, .v yetarlicha katta boiganda, 

0 ga yaqin boiib,

miqdor 1 ga yaqin boiadi. 

Natijada ushbu

y = ±~ xJl~^T ~±~x 
a \ x- a

munosabat hosil boiadi.

Demak, л* yetarlicha katta boiganda 
nuqtalarining ordinatalari ushbu

, h 
У = ± — x 

a
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to‘g‘i-1 chiziqlar nuqtalarining ordinatalariga yetarlicha yaqin 

bo'ladi. Bu

h 
у — ± — X 

a
to‘g‘ri chiziqlar giperbolaning asimptotalari deyiladi (3-chizma).

2-Misol Ushbu

1 6x2 - 25 у2 = 400

g ip erb o la n in g  fokuslari, ekssentrisiteti va asim ptotalari topilsin.
•^Agar tenglamaning ikki tomonini 400 ga bo lsak, unda

giperbolaning tenglamasi quyidagi
1 1 

x y~

25 16 ~

kolinishga keladi.

Demak,

a 2 = 25, b1 = 16, c = ̂ ja2 + h2 = л/ 25 + 16 = V 41, 

Ft =F, (-V4U0), F, = F, ( /4 T o ) ,

с л/41

6 ~ a ~ 5 

asimptotalari esa

4 4
v — — X, v =  — X
' 5 5

boiadi. ^

8.4. Parabola

Tekislikda tayin С to‘g‘ri chiziq va bu to*g‘ri chiziqda 

yotmagan tayin F  nuqtani olaylik. Tekislikning £ to‘g‘ri chiziq 

hamda F  nuqtadan baravar uzoqlikda boigan nuqtalari to‘plami 

(nuqtalaming geometrik o‘mi) parabola deyiladi.

Endi parabolaning tenglamasini keltirib chiqaramiz.

F  nuqtadan oluvchi va i  to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar 

boigan tokg‘ri chiziqni abssissa o‘qi (O X  o‘qi), F  nuqta va С 
tolg‘ri chiziq orasidagi kesmaning o'rtasidan oluvchi va abssissa
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o qiga perpendikulyar boigan to‘g‘ri chiziqni ordinata okqi 

( OY  o'qi) deb, koordinatalar sistemasini quramiz (4-chizma).

4-chizma

h nuqta bilan С to'g‘ri chiziq orasidagi masofani p 

deylik. Unda F  nuqtaning koordinatasi

F ^ F  ^ , 0
2 у

bo‘lib, d to‘g‘ri chiziqning tenglamasi

x = -P
2

boiadi.

Bu F'[ ‘7 ’ °]  nuqta Parabolaning fokusi, £ tokg‘ri chiziq

esa parabolaning direktrisasi deyiladi.

Parabolada ixtiyoriy M (x,y ) nuqtani olaylik. Unda 

parabola ta’rifiga binoan

NM  = FM
boiadi. Ravshanki,

NM - x +—, FM  =
V

+ У  •
J

Demak,
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Bu tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, scfng 

lozim boigan soddalashtirishlarni bajarib

y2 =2px  (7)

bolishini topamiz.

Shunday qilib, paraboladagi o‘zgaruvchi M (x,y)

nuqtaning koordinatalari jc va v lami boglovchi tenglama hosil 

boiadi. Bu (7) tenglama parabolaning sodda tenglamasi deyiladi.

Ravshanki, лг = 0 da y = 0 boiadi. Demak, parabola 

koordinata boshidan oladi. Ayni paytda, uning tenglamasida у 

kvadratda qatnashgani uchun parabola OX o‘qiga nisbatan 

simmetrik, x esa har doim musbat bolgani uchun parabola О У 

o‘qining o'ng tomonida joylashgan boiadi (4-chizma).

3-Misol. Ushbu A( 1,2) nuqtadan о ‘tuvchi parabola 

tenglamasi topilsin.

^Modomiki, izlanayotgan parabola v~ =2px Ay 1,2)

nuqtadan o‘tishi lozim ekan, unda bu nuqtaning koordinatalari 

parabola tenglamasini qanoatiantiradi:

22 =2/7-1

Bu tenglamadan p = 2 ekani kelib chiqadi. Demak,

y2= 4 x >

8.5. Ikkinchi tartibli egri chiziqlarning umumiy tenglamasi

Aytaylik, ushbu

Ax2 + Bxy + Cy1 + Dx + Ey + F  = 0 (8)

tenglik tekislikdagi o‘zgaruvchi vV(x,v) nuqtaning x va у

koordinatalari orasidagi boglanishni ifodalasin. Bunday nuqtalar 

to‘plami (nuqtalaming geometrik okmi) umurnan aytganda egri 

chiziq boiadi. U ikkinchi tartibli egri chiziq, (8) tenglama esa
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ikkinchi tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’nfda “umuman aytganda” degan 

ibora ishlatildi. Bunday deyilishining boisi, (8) tenglamaga har 

doim ham tekislikda geometrik shakl mos kelavermasligida. 

Masalan,

2x~ + 9 y1 +10 = 0,

ya’ni

2x2 + 9y2 = -10 

tenglama tekislikda hech qanday shaklni ifodalamaydi.

Shunga o‘xshash

2x2 + 9 v2 = 0

tenglama tekislikda egri chiziqni emas, balki nuqtani ifodalaydi.

Endi (8) tenglama ba’zi ko^rinishlarida egri chiziqni 

ifodalashiga misollar keltiramiz.

4-misol. Ushbu

5x2 + lx  — \ 1 v + 6 = 0

tenglamani qaraylik.

^Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning 

A = 5, B = 0, C = 0, D = 7, £  = -11, F = 6 

bo‘lgan xususiy holi. Uni quyidagicha

11 у - 5x2 +7jc + 6,

ya’ni

5 7 7 6 
v = — .r  + —  x + —

'  11 11 11 
koiinishda yozib olamiz,

Ravshanki,
X ✓ V 1 Л

19 

55

5 f 2 7 6l - 5 ' 7)
1
" 5 19 _ 5 f 7̂|- X H-- X + _ A + — x  + -II I 5 5 J l l 1< 5 J 11 25 ’*11 V 5 J

koordinatalar sistemasidagi koordinatalar boshini ko‘chirish 
natijasidan keyingi tenglama quyidagi

У, = pA
ko‘rimshga keladi. Bu paraboladir.^
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5-misoi. Ushbu

Ax' + 5 y1 + 20x - 30 у + 8 = 0

tenglamani qaraylik.
< Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning

,4 = 4, B = 0, С  = 5. 0  = 20, £  = -30, F  = 8

boigan xususiy holi. Berilgan tenglamani quyidagicha yozib 

olamiz:

25 л
x + 5jc + ■ + 5 (y2 -6>> + 9) = 25 + 45-8,

ya ni

'  5
A' + —

V 2y

\2
+ 5(.y-3)2 = 62.

Agar koordinatalar sistemasini parallel ko‘chirish bilan

; 3 nuqtaga ko'chirilsauning koordinatalar boshini 

(5- chizma),

v 2 у

'1 •
Yt

o,
0

5-chizma

unda yangi A", 0, У[ sistemada qaralayotgan tenglama ushbu

Ax] + 5 у] = 62

ko‘rinishga keladi. Keymgi tenglikm lkki tomonini 62 ga bo‘lib 

topamiz:

Ax! 5 v;
+ • =  1.

62 62 
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О 7
x\ У\
ЗТ+ 62 =1*

2 5

Bu ellipisdir. ►

6-misol. Ushbu

2x2 - 3y2 + 4x +12y - 16 = О

tenglamani qaraylik.

^Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning

A = 2, B = 0, C = -  3, D = 4, E = 12, F  = - 16

bo lgan xususiy holi. Berilgan tenglamani quyidagicha yozib 
olamiz:

2(л~ + 2x + l)-3 (> ’2 -4y + 4 )- 6  = 0,

2 (лг + 1)2-3(>>-2)! =6 . (9)

Yuqoridagidek, koordinatalar boshini (-1,2) nuqtaga, 

koordinatalar о qlarini esa parallel ko'chirish natijasida hosil 

bo lgan yangi 0j Yt koordinatalar sistemasida (9) tenglama ushbu

2x f- 3y ;= 6

ko'rinishga keladi. Keyingi tenglikning ikki tomonini 6 ga bo'lib 
topamiz:

2 2 

5 _ _ Z l = i
3 2

Bu tenglama giperbolani ifodalaydi.^

Yuqorida keltirilgan ma’lumot va misollardan ko‘rinadiki, 
ikkinchi tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasi

Ax' + Bxy + Cy~ + Dx + Ey + F  = 0

qanday egri chiziqni ifodalashi (8) tenglamaning koeffitsiyentlariga 
bog‘liq bo'ladi.

(8) tenglamadan bir muncha soddaroq boigan

Ax2+ Cy2 + Dx +Ey +F = 0 ( 10)

tenglamani qaraylik.

Demak,
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Quyidagi tasdiq o'rinli boiadi: 

agar (10) tenglamada

AC = 0

bo'lsa. (1 0 )  tenglam a p a ra h o la n i ifodalaydi; 
a g a r  (1 0 ) tenglam ada

AC  > 0

boisa, (1 0 )  tenglam a ellipsni ifodalaydi; 
a g a r  (10 ) tenglam ada

AC <0

bo'lsa, (1 0 )  tenglam a g ip erb o la n i ifodalaydi.
Bu tasdiq yuqoridagi misollarda qoilanilgan usul bilan

isbotlanadi.
(8) tenglama koordinatalar sistemasini tanlash yoii bilan, 

shu sistemada qaralayotgan quyidagi kanonik ko‘rinishlardan

bittasiga keltiriladi.
2 2

1) ~  + = \ (ellips)
a 2 b2 

2 2

2) — - + z-~y — — 1 (mavhum ellips) 
a~ b

3) a 2x2 + c2 v2 = 0 (ikki mavhum kesishuvchi chiziqlar)

2
X~ V

4) —г-^-гГ = 1 (giperbola)
a b~

5 ) a 2x2 - c 2v2 = 0  (ikki kesishuvchi chiziqlar)

6) у 2 — 2px  (parabola)

7) у2 - a2 =0  (ikki parallel chiziqlar)

8) v2 + a~ - 0 (ikki parallel mavhum chiziqlar)

9) y2 = 0 (ikki o‘zaro ustma-ust tushuvchi chiziqlar)
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Mashqlar

l.Ellipsning ekssentrisited 0,8 ga, uning nuqtalaridan 

birining fokal radiuslari 2 va 3 ga teng, ellipsning katta o‘qi 

absissalar olqi bilan, uning markazi esa koordinatalar boshi bilan 

mos keladi deb olib, shu ellipsning tenglamasi tuzilsin.

2.9jT — 16 v2 = 144 giperbolada shunday nuqtalar 

topilsinki, bu nuqtalar bilan giperbolaning chap fokusi orasidagi 

masofa ulaming o‘ng fokusigacha boigan masofasidan ikki marta 
kichik bo'lsin.

3.Giperbolaning fokuslari F ^y jl, oj ва F2 oj

nuqtalarda joylashgan. Giperbola A(2;0) nuqtadan o‘tadi. Uning

asimptotalarining tenglamasi va ular orasidagi burchak topilsin.

4.Fokus 4x-3_y-4 = 0 tokg‘ri chiziq va OX  o‘qi bilan 

kesishish nuqtasida yotgan parabola tenglamasi tuzilsin.

5.4л' + 3^ + 10 = 0 to‘gkri chiziqdan 2 birlik uzoqlikda

yotgan y2 = 32x parabolaga tegishli nuqta topilsin.
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Funksiya tushunchasi

Tabiat va texnik jarayonlarda, shuningdek tanning barcha 

sohalarida har hil miqdorlar qatnashadi. Bunda ayrim miqdorlar tur- 

li son qiymatlami qabul qilsa, ayrimlari esa faqat bitta son qiymatga 

teng boiib qolaveradi. Birinchi holdagi miqdorlar o'zgaruvchi miq

dorlar, ikkinchi holdagi miqdorlar esa o‘zgarmas miqdorlar deyiladi.

Masalan, yuqoriga otilgan jismning tezligi o'zgaruvchi 

miqdor boiadi, chunki uning tezligi awal kamaya boradi, so'ng 

nolga aylanadi va yeming tortish qonuniga ko'ra teziik orta boradi. 

Uchburchakning ichki burchaklari yigindisi o‘zgarmas miqdor 

boiadi, chunki har qanday uchburchakda ichki burchaklar

yigindisi 180 ga teng.

O'zgaruvchi miqdorlar x,y,z va h.k. harflar bilan belgila- 

nadi va ulaming qabul qiladigan qiymatlari haqiqiy sonlar boiadi.

Odatda, o'zgaruvchi miqdorning qabul qiladigan qiymatlari 

to'plami (haqiqiy sonlardan iborat to'plam) malum boisa, 

o‘zgaruvchi berilgan hisoblanadi.

Masalan, o'zgaruvchi sifatida aylana radiusi olinadigan boisa, bu 

o'zgaruvchining qabul qiladigan qiymatlari to'plami barcha musbat 

sonlardan iborat to'plam boiadi.

Ba'zan, jc o'zgaruvchining qabul qiladigan qiymatlari

to'plami E (E czR )  boisin deyish o'miga x o'zgaruvchi E c= R

to'plamda o'zgaradi deymiz.
Matematikada bir qancha o'zgaruvchilar va ular orasidagi 

boglanishlar o'rganiladi.

9.1. Funksiya ta’rifi. Funksiyaning aniqlanish va 
0‘zgarish sohalari (to‘plamlari)

Aytaylik, jc va у o'zgaruvchilar mos ravishda E(E  c: R) 

hamda F (F  cz R) haqiqiy sonlar to'plamlarida o'zgarsin: 

x zE , y e F .

9-MA’RUZA
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1-1 a rif. Agar h to'plamdan olingan har bir x songa 
bir0 1 / qoulaga (yoki qonunga) ко ‘га Г to plam ning bitta lay in

у soni mos qo'yilgan bo ‘Isa, E to ‘plamda funksiya aniqlangan 
deyiladi.

Bunda:

E to‘plam funksiyaning aniqlanish (berilish) sohasi,

[У ~ ./ (* ) : *  e £ }  = F  to‘plam funksiyaning olzgarish

sohasi,

л - erkli 0 ‘zgaruvchi, funksiya argumenti, 

v - erksiz o‘zgaruvchi, x ning funksiyasi

deyiladi.

l a ’rifdagi x ,y  va /  lami birlashtirib, у o‘zgaruvchi x 

ning funksiyasi deyilishini

y = f { * )  (1)

kabi yoziladi va "lgrek teng ef iks" deb o'qiladi.

Ravshanki, har bir x ga boshqa qoidaga kokra bitta tayin у 

mos qo‘yiladigan bo‘lsa, unda boshqa funksiya hosil boiadi. U, 

masalan, y = (p(x) kabi yozilishi mumkin.

Eslatma. Funksiya ta rijida E va f  to 'plamlarning 
berilishi aytilgan bo'lsada, amaliyotda bu to'plamlar (J) 
munosabatdan foydalanib topiladi. Jumladan,

y - f ( x)

funksiyaning aniqlanish sohasi (to'plami) argument x ning 

shunday qiymatlaridan iborat to ‘plam bo ‘lishi kerakki, bu 

to plamdan olingan har bir x ning qiymatida у = / (x) 

munosabat та noga ega bo ‘Isin. Masalan,

у = \A-X2

da, uning ma’noga ega bolishi uchun 4 - x 2 > 0  bolishi kerak. 
Keyingi tengsizlikni yechamiz:

4-л-- > 0 , л-2 - 4 < о , (x - 2 )(x  + 2 ) < 0 ,- 2 < x < 2 .

Demak, qaralaydtgan funksiyaning aniqlanish sohasi
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esa F  - [0,2] boiadi.

Funksiya ta’rifidagi mos qo'yuvchi qoida turlicha usul- 

analitik, jadval, grafik va boshqa usullarda boiishi mumkin.

a) Analitik usul. Bu usulda x o‘zgaruvchining har bir 

qiym atiga koia unga mos keladigan у ning qiymati x ustida 

analitik amallar (qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, boiish va boshqa 

amallar) bajarilishi natijasida topiladi, ya’ni x va у o'zgaruvchilar 

orasidagi bogianish formulalar bilan ifodalanadi.

Masalan,

1 ,

y = x'+x +1, У - —--7 5 y-\ %x -
x — 1

Funksiyaning analitik usulda berilishida funksiya bir nechta 

formulalar yordamida ham aniqlanishi mumkin. Masalan, 

j  x + \, agar x>0

V [ j r + 1 ,  agar x <  0 .
b) Jadval usul. Bu usulda x va у o‘zgaruvchilar orasidagi 

bogianish jadval ko‘rinishida boiadi. Bu holda funksiya argumenti 

x ning bir nechta tayin

X|, ̂ 2,. • •, Xn

qiymatlariga mos keladigan у ning qiymatlari

У\* У23'"’ У n
jadval tarzida ifodalanadi.

Funksiyaning jadval usulida berilishidan turli kuzatishlar va 

tajribalarda keng foydalaniladi.
d) Grafik usul. Bu usulda x va у o‘zgaruvchilar orasidagi

bogianishni egri chiziq (grafik) amalga oshiradi. Funksiyaning 

grafik usulidan ko"pincha tajriba bilan bogiiq ishlarda, ayniqsa, 

o‘zi yozar apparatlardan foydalanishda qoilaniladi. Bunda, 

bogianishni ifodalovchi egri chiziqdan x ning kerakli qiymatidagi 

funksiya qiymati ko‘chirib olinadi.

(to‘plam) £  = [-2,2] boiadi. Bu funksiyaning o‘zgarish sohasi
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Faraz qilaylik,

у = /(-v)

funksiya E to‘plamda aniqlangan boisin. E to‘plamga tegishli 

boigan biror x0 nuqtani olaylik. Ravshanki bu nuqtaga у

0 ‘zgaruvchining biror qiymati mos keladi. Uni y0 deylik. Bu y0 

son / ( x )  funksiyaning x0 nuqtadagi xususiy qiymati deyiladi va 

uni f  (x0) = y0 kabi yoziladi.

Masalan,

f ( x )  = у = 5x2 -3

funksiyaning x = l nuqtadagi xususiy qiymati / ( l )  = 5-l—3 = 2 

boiadi.

Shuni aytish kerakki, x = x0 va y = f ( x ) funksiyaning

shu nuqtadagi qiymati (j^0 = f ( x 0)) sonlar birgalikda . (x0,yQ)

juftlikni tashkil etib, u tekislikda nuqtani tasvirlaydi.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz.

Aytaylik, y = f ( x )  funksiya E to "plamda berilgan boiib,

argument x ning E to"plamdan olingan har bir qiymatiga

funksiyaning mos qiymati у ( / ( . v )=  y) bo"lsin. Natijada, (x , j )

juftliklardan tuzilgan ushbu

Г = { ( x , y ) : x e £ , y  = / ( x ) }  (2)

to‘plam hosil boiadi.

Odatda, (2) to'plam (tekislik nuqtalarining geometrik o‘rni) 

у ~ f  (x) funksiya grafigi deyiladi.

Funksiya graflgining tasviri uning xususiyatlarini chuqurroq 

tasawur etishga yordam beradi.

Dastavval berilgan funksiya grafigini "nuqtalar" bo"yicha 

tasvirlashni keltiramiz. Keyinchalik funksiya grafigini batafsil 
o‘rganamiz.

9.2. Funksiya grafigi
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у = / (л) funksiyaning aniqlanish sohasi E  to‘plamdan 

X argumentning bir nechta bir-biriga yaqinroq bolgan

X], Л'2,..., xn

qiymatlarini olib. bu nuqtalardagi funksiya qiymatlarini topamiz. 

Aytaylik, ular

У\*Уг>->Уп

boisin. (y\ = f ( x ]),y2 = f ( x 2),...,yn = / ( * „ ) ) .  Natijada

X X, x3 xn

У У\ Уг Уъ У»

jadval hosil boiadi. Bu jadvaldan foydalanib

(■xi>У\ )• (*з> •••(*,.Л )

juftliklarni tuzainiz. Soiig, bu juftliklami tekislikda tasvirlaymiz 

(1-chizma).

Bu nuqtalami okzaro tutashtirishda hosil boigan chiziq 

у = f ( x )  funksiyaning grafigi boiadi (taxminiy grafigi boiadi).

9.3. Chegaralangan va monoton funksiyalar

Faraz qilaylik, / ( x )  funksiya E  to‘plamda ( E a R )

aniqlangan bob lsin.

2-ta’rif. Agar shunday о 'zgarmas M  son (m son) topilsaki,
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tengsizlik bajarilsa, f i x )  funksiya E to'plamda yuqoridan 

(quyidan) chegaralangan deyiladi.

Agar / (x) funksiya E to'plamda ham yuqoridan, ham

quyidan chegaralangan bo'Isa, u E to'plamda chegaralangan 

deyiladi.

Ravshanki, agar Ух g  E uchun

|/( x )j < p ( p -musbat son)

tengsizlik bajarilsa, ./ (x) funksiya E to'plamda chegaralangan

bo'ladi. >'• ’ ,,j

1-misol. Ushbu

/ W - 7 7 7

funksiyaning E - [O, +00) to'plamda chegaralangan bo'lishi

isbotlansin.

< Ravshanki, Vx g E uchun

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya E da quyidan chegaralangan. 

Ma’lumki, ixtiyoriy x uchun

0<(x- l )~  — x~ — 2x +1,

2x ^  14* x~,

* < 1

Vx G E uchun

f  (x)< M  ( / (x) > m )

1 + x2 2 

bo'ladi. Demak, V x  G E  uchun

rt \ x 

 ̂ l + л:2 ~ 2 '

Bu esa berilgan funksiyaning E da yuqoridan
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chegaralanganlig in i b ild irad i.

Shunday qilib berilgan funksiya £  = [0,+oo) da ham

quyidan, ham yuqoridan chegaralangan, binobarin funksiya E da 

chegaralangan bo‘ladi.^

Eslatma. Chegaralangan funksiyaning grafigi OX о ‘qiga 

parallel bo 'lgan ikki to'g'ri chiziq orasida joylashgan bo 'ladi.

Faraz qilaylik, f ( x )  ftmksiya E  tokplainda berilgan

bo'lsin.

3-ta’rif. Agar funksiya argumenti x ning ixtiyoriy x, va 

x, qiymatlari uchun x, < x2 bo ‘Iganda

f f ( x t) < f ( x 2) (/(*, ) < f ( x 2))

tengsizlik bajarilsa, / ( x )  funksiya E to'plamda o'suvchi (qat’iy

о ‘suvchi) deyiladi.

4-ta’rif. Agar funksiya argumenti x ning ixtiyoriy X, va

x, qiymatlari uchun x, < x2 bo ‘Iganda 

; f U x) > f ( x 2) ( A x t) > f ( x 2))

tengsizlik bajarilsa, f (x ) funksiya E to'plamda karnayuvchi

(qat 'iy karnayuvchi) deyiladi.
О 'suvchi va karnayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan 

monoion funksiyalar deyiladi.

2-misol. Ushbu

/ ( * )  = * 3 

funksiya monotonlikka tekshirilsin.

*^Bu funksiyaning aniqlanish sohasi £  = (—oo,+ao]

bo‘ladi. E to‘plamdan ixtiyoriy x, va x2 nuqtalarni olib,

X, < x2

bo'lsin deylik. So'ng ushbu

f ( X2 )~ f { Xl) = X2 ~X\ 

ayirmani qaraymiz. Uni quyidagicha yozamiz:
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/ ( л-2) -  /  ( А ,) =  ( а ,  -  Л- ) (л-; + а ,  а, + X* ) =

Demak,

/ ( a 2) - / ( a , ) > 0 ,  ya’ni / ( а 2) > / ( а , )  

boiadi. Shunday qilib, berilgan funksiya uchun ixtiyoriy 

a , e  E , a 2 e  E va a , <  a , boiganda /  ( a , ) < / ( a 2 ) bolar ekan.

Bu esa / ( x )  =  a 3 funksiyaning E = (-oo,+oc) da qat’iy o'suvchi

ekanini bildiradi. ►

Sodda tasdiqlarm keltiramiz:

a) Agar f (a) funksiya E to'plamda о 'suvchi 

(kamayuvchi) boiib, С о ‘zgarmas son bo ‘Isa, и holda / (  a ) + С 

funksiya ham E to ‘plamda о ‘suvchi (kamayuvchi) bo ‘ladi.

b) Agar / (  a )  funksiya E to‘plamda о 'suvchi bo‘lib,

О  0 ho‘Isa, и holda с ■ f (a) funksiya E da о ‘suvchi, с < 0

bo ‘Isa, с ■ J (A) funksiya E to ‘plamda kamayuvchi bo 'ladi.

(!) Agar / ( a )  va g(x) funksiyalar E to'plamda

o'suvchi (kamayuvchi) bo‘Isa, и holda f(x) + g(x) funksiya E 

da о ‘suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.

Masalan, biz yuqorida / ( a ) =  a '1 funksiyaning

E = (—°c, +°o) da o'suvchi ekanini isbotlagan edik. Keltirilgan
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tasdiqqa koi'a <p(x) = -x* funksiya £  = (-  со,+00) da 

kamayuvchi bo'ladi.

9.4 Juft, toq va davriy funksiyalar 

1°. Juft va toq funksiyalar

Aytaylik, E koordinata boshi О nuqtaga nisbatan 

simmetrik to'plam, ya’ni \/xeE uchun, - xeE  boisin. 

(Masalan, [-2,2], (-4,4) - simmetrik to‘plamlar boiadi).

Bu E to'plamda f ( x )  funksiya aniqlangan.

5-ta’rif. Agar ixtiyoriy x e E uchun

I 4' / ( - * ) = / ( • * )

teng lik  bajarilsa, / ( * )  juft funksiya,

Г  /  ( - * ) = -  / ( * )

lenglik bajarilsa, f ix ) toq funksiya deyiladi.

Masalan,

К  / ( * ) = * 2, s ( A' ) = 7 7 7

funksiyalar juft funksiyalar boiadi, chunki

f(-x) = (-xf = x’ =  / (x), g(-x) =  ■■■ = g(x)■

Ushbu

<p(x) = A'3 + x 

funksiya esa toq funksiya boiadi, chunki

(p{-x) = (-xf + (- * ) = -x3 -дс =  - (х 3+л^--(p[x).

Juft funksiyaning grafigi OY o'qiga nisbatan simmetrik 

boiadi. Shuning uchun funksiya grafigini л'>0 boigan hoi uchun 

chizish yetarli boiadi. Uni OY o‘qiga nisbatan simmetrik 

kolchirish bilan berilgan funksiyaning grafigi topiladi (2-chizma).
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Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan 

simmetrik boiadi. Shuning uchun funksiya grafigini x>  0 boigan 

hoi uchun c’nizish yetarli boiadi. Uni OY o'qi atrofida o'ng 

tomonga 180" ga burish bilan funksiya grafigi topiladi (3-chizma).

Y A

2-chizma

--- 1---------- 1---►
/I л-)ГЛ 0 л X

' V i

3-chizma 

2°. Davriy funksiyalar

baraz qilaylik, /  (x) funksiya E to'plamda berilgan

boisin.

6-ta’rif. Agar shunday о ‘zgarmas T son (T *  0) 

topilsaki, ixtiyoriy x e E uchun

1) x-T  € E, x + T g E,

2) f { x)~ f ( x + T) = f (x - T )

shartlar bajarilsa, f  (x ) davriy funksiya, T son esa uning davri 

deyiladi.

Agar 7 son [T Ф 0) / (x) funksiyaning davri boisa, u

holda
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п-Г (п = ±1,±2,...)

sonlar ham funksiyaning davri boiadi.

Demak, davriy funksiyaning davrlari ko‘p boiadi. Ular 

ichida eng kichik musbat bolgani (agar u mavjud boisa) 

funksiyaning asosiy davri deyiladi.

Aytaylik, /  (л ) davriy funksiya boiib, uning davri 

T (T * 0 )  boisin. Bu funksiyaning grafigi, uzunligi T ga teng

boigan oraliqdagi (masalan, [я,я + Г]) grafigini davriy davom

ettirish bilan topiladi.

Maiumki, x haqiqiy sonning butun qismi ( x dan katta

bolmagan eng katta butun son) x ning funksiyasi boiib, uni [x]

kabi belgilanadi.

Endi

К  / ( * ) = * - [ * ]

funksiyani qaraylik. Ravshanki, bu funksiya x ning kasr qismini 

ifodalaydi va [0,l] dagi grafigi quyidagicha boiadi (4-chizma):

Qaralayotgan funksiya davriy funksiya boiib, uning davri T = 1 
boiadi.

Haqiqatdan ham,

/ ( x + l )  = x + l-[x  + l] = x + l — [x] — 1 = x —[x].

Bu davriy funksiyaning grafigi 5-chizmada tasvirlangan:
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9.5. Murakkab va teskari funksiyalar 

1°. Murakkab funksiya

Aytaylik, y ~ f ( x ) funksiya E to'plamda berilgan

boisin. Har bir x e E  uchun berilgan funksiyaning qiymati у ni

topib, bunday qiymatiardan

Р ( / )  = {у = /(х):хеЕ\

UVplamni hosil qilamiz. Ravshanki, bu funksiya qiymatlari to"plami 
boiadi.

Shu f (x )  to‘plamda o‘z navbatida U = (p(y) funksiya 

berilgan deylik. Natijada E to‘plamdan olingan har bir x ga bitta 

У son (/-qoidaga ko‘ra) va F ( f )  to'plamdagi bunday у

songa bitta U son ( (p - qoidaga ko'ra) mos qo‘yilib, E to'plamda 

funksiya aniqlanadi. Uni murakkab funksiya deyilib 

I / = * ( / ( * ) )  (3)

kabi belgilanadi.

(3) murakkab funksiya y = f (x )  hamda U = p(y) funksiyalar

yordamida hosil qilinadi.
Masalan,

t/ = i/jc2 +1
murakkab funksiya boiib, bu funksiya

U = yfy» у = x2 +] 
funksiyalar yordamida hosil boigan.

2°. Teskari funksiya

y - f ( x )  funksiya E to'plamda berilgan boiib, ixtiyoriy
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л-,е£, х2 е Е va хх* х 2 uchun / ( х{ ) ^  /  (х2) bo'lsin. U

holda berilgan funksiyaning qiymatlari to'plami /7( / )  dan olingan 

har bir у ga E to'plamda shunday x e E nuqta topiladiki, 

f(x )  = y boiadi.

F ( f )  to‘plamdan olmgan har bir у ga E to‘plamda

shunday x e E  mos qo'yilsaki, f ( x )  — y boisa, unda F ( f )  

to‘plamda aniqlangan funksiya hosil boiadi. Bu funksiya berilgan 

y  = f (x )  funksiyaga nisbatan teskari funksiya deyilib, uni

X = /  1 (y) kabi belgilanadi.

Demak, x = / ”' (>■) shunday funksiyaki,

f  '{y) = r ' (/{*)) = X
boiadi.

3-misoI. Ushbu

у = f (x )  = 2x + \

funksiyani E — [ 0,1 ] da qaraylik. Bu funksiyaga teskari funksiya 

topilsin.

^B u  funksiyaning qiymatlari to‘plami F ( / )  = [l,3] 

boiadi. [l,3] da aniqlangan

х = .Г '( у )= ^

funksiya berilgan у = f (x )  = 2x + l funksiyaga nisbatan teskari 

funksiya boiadi, churiki

Г'(у) = .Г( 2* + l) = ̂ ± ±  = * >

Esiatma .M a’lumki, y = f  (x) funksiyada x -argument, у 

esa uning funksiyasi. Bu funksiyaga nisbatan teskari funksiya 

x — f  ' ( .V) da у -argument, x esa uning funksiyasi. Demak, 

teskari funksiya grafigini yasashda abssissa о ‘qi sifatida OY о ‘qni,
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ordinatci о ‘qi sifatida OX о qni olish kerak bo 'ladi. Bu hoi mu him 
noqulayliklar tug ‘diradi Qulaylik maqsadida teskari funksiyaning 
argumentini ham A , uning funksiyasini у kabi belgilanib, 

quyidagicha

y = g(x)

kabi yoziladi.

y = J  (jc) ga nisbatan teskari boigan V’ = g ( x )  funksiya

grafigi v = f(x )  funksiya grafigi V =  X to‘g‘ri chiziqqa nisbatan 

simmetrik ko’chirishdan hosil boiadi (6-chizma).

■xy

/ / Ы

6-chizma

Mashqlar

2.v +1
1. Ushbu f(x) = —--  funksiyaning jc = —1, .v = 0,

x" +1

a  = 1, x- 2 nuqtalardagi qiymatlari topilsin.

2. Ushbu

3.X-1 S - f n
V y  = -^—z---b) = ,

л — 3a + 2 v 5 - a

funksiyalaming aniqlanish sohalari topilsin.

3. Quyidagi funksiyalar juft yoki toqlikka tekshirilsin.

a) / ( a ) = X2-cosa , b) / (A') — lg|A' + Vl + a ” j .

4. Quyidagi funksiyalar davriylikka tekshirilsin, davriy 

boisa, eng kichik musbat davri topilsin.

a) f ( x ) =  sin л' . b) /  ( a) = cos 4a .
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10-MARUZA 

Sodda funksiyalar va ularning graflkJari

Sodda funksiyalar va ularning grafiklari o‘quvchiga umu- 

miy holda maium boisada, bu funksiyalaming oliy matematikada 

muhimligini e’tiborga olib, ular haqidagi ma’lumotlarm qisqacha 
bayon etamiz.

10.1. Butun ratsional funksiya

Ushbu

у - a0x" + a,x" 1 +... + an_xx + an (1)

ko'rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi, bunda 

aQiat,...aH o‘zgarmas haqiqiy sonlar, n esa natural son. Bu funk

siyaning aniqlanish to‘plami (sohasi) E = R = (-oc,+oo) boiadi.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi muhim xususiy hollarini 
qaraymiz.

1°. Chiziqli funksiya. Bu funksiya quyidagi koiinishga ega
boiadi:

у -ax + h , (2)

bunda a va b o‘zgarmas sonlar. Chiziqli funksiya E = (-oo,+qo)

da aniqlangan boiib: a > о boiganda o‘suvehi, a< o  boiganda 

kamayuvchi funksiya boiadi.

Haqiqatdan ham, a > о boiib, ixtiyoriy 

x,, x2 e E, x, < x2 uchun

f (x x) - f(x2) - ахл + b-ax2 - b- a(x} - x2) < 0 

boiadi. Bundan /(x ,) < / ( x 2) boiishi kelib chiqadi. Xuddi

shunga o'xshash a<o  boiganda chiziqli funksiyaning 

kamayuvchi boiishi ko‘rsatiladi.

Biz 7-ma’ruzada to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentli 

tenglamasini bayon etgan edik. Demak, chiziqli funksiyaning 

grafigi burchak koeffitsiyenti a ga {a - tga) va OY o‘qidan b 

kesma ajratuvchi to‘g‘ri chiziqdan iborat b o iad i.

2°. Kvadrat funksiya. Bu funksiya quyidagi ko'rinishga 
ega boiadi:
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y = ax2+bx + c (3)

bunda a , b , с o' zgarmas sonlar. Kvadrat funksiya E = ( ~oo,+ao) 

to'plamda aniqlangan.

Xususan, a = 1, b = c = 0 boiganda
о

V = ДГ

funksiyaga ega bolamiz. Biz S-ma’ruzada

y1 — 2  /7Л"

parabola va uning tekislikdagi tasvirini ko'rgan edik. Xuddi shunga 

o'xshash у = x2 funksiya grafigi paraboladan iborat bolishini 

aniqlash qiyin emas.

Umuman, y = ax2+bx + c funksiyaning grafigi parabola

boiib, uning tekislikdagi tasviri a hamda D = b2-4ac (kvadrat 

uchhadning diskriminanti) laming ishoralariga bogliq boiadi (1- 

chizma):

1-chizma

Quyida ushbu у = x: - 2x + 2 = x2 — 2x +1 +1 = (x — 1 )2 +1 

funksiya grafigini chizish jarayoni ko‘rsatilgan:
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У = * ■

у

2-chizma

10.2. Kasr ratsional funksiya

Ushbu

anx ’ +a.x" '+ ... +я .x + a

y = ^ + b ^ +...+b; ^ h , '  

ko‘rinishidagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi, bunda 

e0,я , , . . . ,an hamda h0,6 , , . . . , bm okzgarmas haqiqiy sonlar, n va

m esa natural sonlar. Bu funksiya x o‘zgaruvchini kasr maxrajini 

nolga aylantiradigan qiymatlaridan boshqa barcha qiymatlarida 

aniqlangan, ya’ni ushbu

E = (-00, +oo) \ {Jf: b0xm + bxxm~l +... + bM_ лх + bm = 0}

to‘plamda aniqlangan.

Kasr ratsional funksiyaning ba'zi muhim xususiy hollarim 

qaraymiz

1°. Teskari proporsional bog‘lanish. Bu funksiya quyidagi 

ko‘rinishga ega boiadi:

_  a 
x

bunda a o‘zgarmas son {а Ф 0 ). Bu funksiyaning aniqlanish sohasi 

E = (-oo,0)u(0,+oo) boiadi. Qaralayotgan funksiyaning grafigi

a ga bogiiq boiib, ci>o boiganda 3^-chizmada tasvirlangan 

egri chiziq (teng yonli giperbola), a < о boiganda esa 3b - 

chizmada tasvirlangan egri chiziq boiadi:
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* У

а  <0

Нк>
- у-

Ь)

3-chizma

Eslatma. Yuqoridagi V = — funksiyaning grafigiga ко 'га
x

У =
Х + &

funksiyaning grafigini chizish mumkin.
Masalan,

1
V —

x
funksiyaning grafigiga ko'ra

1
! V = ---

X + 1

funksiyaning grafigini chizish jarayoni 4-chizmada ko‘rsatilgan:

2°. Kasr chiziqli funksiya. Bu funksiya quyidagi

ko‘rinisbga ega bo'ladi:
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•у = ---- 7’сх + а

bunda a,b,c,cl - о ‘zgarmas haqiqiy sonlar, (e^  0). Kasr ehiziqli 

d d
funksiya £  = ( —qo,-- )U(---,+oo) to‘plamda aniqlangan.

с с

Bu funksiyaning grafigi у = — funksiya grafigi OX va
x

OY o‘qlari bo‘yicha parallel ko‘chirish bilan yasaladi.

Aytaylik, а Ф 0 boisin. Bu holda

b . . d . b d be-ad
, a(x н— ) (хн— -----  ---r—

y_ ,ax + h ___ a a с a с _ a , c-

cx  + d  , d  с  ^ d  с  d  
c(x +—) x -\—  X 4 

с с с

d a n be-ad , , 
boiib, — = a , — = p, ----—  = к deyusa, unda

с с с"

к
У = ---- + /?

x +a
boiadi. Agar a = 0 boisa, u holda

к

x + a
boiadi.

Misol. Ushbu

3x + 4
v =

x-\
funksiya grafigi chizilsin.

■^Ravshanki, bu funksiyaning aniqlanish sohasi 

£  = (-00, 1) (7(1, +co) boiadi. Berilgan funksiyani quyidagicha 

yozib olamiz:

4 , . 7



Shunday qilib, berilgan funksiyaning grafigi--- funksiya
x-1

grafigini ordinata o'qi bo'yicha yuqoriga 3 birlikka kolarish bilan 

topiladi (5-chizma).

3°. Darajali funksiya. Ushbu

ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi, bunda Kl - butun 

son. Bu funksiya n>  0 boiganda E = (—оо,-ню) to1 plamda, 

n < 0 boiganda E = (-oo,0) U(0,+cc) to‘plainda aniqlangan.

Agar n > 0 boisa, masalan, n=0, n~l, n=2, n -3  boisa, 

darajali funksiya grafigi y—l, y=x tolg'ri chiziqlar, y~x~ parabola 

hamda y=x3 egri chiziq (kubik parabola) lardan iborat boiadi (6- 

chizma).

k n = 1 I// n =

\

0 1 *

1 /  f s
м = 31/

/
6-chizma

Agar n<  0 boisa, masalan, n--l, n--2 boisa, darajali

funksiya grafigi v = — giperbola, У = —7  egri chiziq (ikkinchi 
X ' X"
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tartibli giperbola) lardan iborat boiadi (7-chizma).

У i к

J] V  **■ '2
J

л  0 i

7-chizma

Eslatma. Agar darajali funksiyada daraja ко ‘rsatkich —
n

I
ga ( « e N )  teng bo ‘Isa, bu holda funksiya ushbu v — x" = уГх 

ko'rinishga ega ho'ladi. Bu funksiyaning aniqlanish sohasi n -juft 

son bo‘Iganda £ ’ = [(), +00) to'plam, n- toq son bo'Iganda 

E = (-00, +00) to 'plain bo 'ladi. Ravshanki,

X = y ".

Demak, у = funksiya darajali funksiyaga nisbatan 

teskari funksiya boiadi. Binobarin, qaralayotgan funksiyaning 

grafigini darajali funksiya grafigiga ko'ra topish mumkin.

4°. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu

у = ax

koi'inishdagi funksiya ko'rsatkichli funksiya deyiladi, bunda a > о 
va а &1.

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi E = (-00,+00) boiib,

a> 1 boiganda funksiya o‘suvchi, 0 < я < 1 boiganda esa 

kamayuvchi boiadi. Ko‘rsatkichli funksiyaning qiymati har doim 

musbat, grafigi OX o‘qidan yuqorida joylashgan (8-chizma).
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у  4

О

8-chizma

5°. Logarifmik funksiya. Ushbu

У = log,, *

ko'rmislidagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi, bunda a > о , 

а Ф 1.

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi £=(0,+oo) to‘plam

bo‘ ladi. Ravshanki x = a} .
Demak, logarifmik funksiya ko‘rsatkichli funksiyaga 

nisbatan teskari funksiya bo‘ladi. Binobarin, logarifmik 

funksiyaning grafigini ko‘rsatkichli funksiya grafigiga ko‘ra topish 

mumkin (9-chizma).

0

a> 1

j  = lo g a *, 0 < a < l

9-chizma
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10.3. Trigonometrik funksiyalar

Trigonometrik funksiya

sin a , cos a, tga, ctga 

lar haqidagi dastlabki maiumotlar o'quvchiga ma’lum. Unda 

argument a  graduslarda yoki radianlarda hisoblangan burchak 

deyilgan. Oliy matematikada bu funksiyalaming argumenti x ni 

son deyilib, у л' radianga teng deb qaraladi:

у - sin x, у - cos x, у = tgx, у - ctgx.

1) у = sin x funksiyasi.

Bu funksiya E = (-00,+00) to‘plamda aniqlangan, 

qiymatlari to'plami esa F(y) = [-1,1] boiadi:

—l< s in x < l ,  x e (-00,+oc). 

j> = sinx toq, T - 2 k  davrli funksiya bo‘lib, grafigi 10-chizmada 

tasvirlangan.

2) j  = cosx funksiyasi.

Bu funksiya £  = (-oo,+00) tolplamda aniqlangan, 

qiymatlari to'plami esa F(y) = [—1,1] boiadi:

- 1 < c o sx< 1, xe(-oo,+oc).

У = cosx juft, T = 2k davrli funksiya boiib, grafigi 11-chizmada 

tasvirlangan.
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у
1

/ 2 0 *К{’

-1

11 -chizma

3) у - tgx funksiyasi.

Bu funksiya л ning ushbu x = (2k + \)-— (к = 0,±1,±2,...) 

qiymatlaridan boshqa barcha qiymatlarida, ya’ni

to"plamda aniqlangan. y = tgx toq, T - n davrli funksiya bo4 lib, 

grafigi 12 chizmada tasvirlangan.

12-chizma

4) у = ctgx funksiyasi.

Bu funksiya x ning ushbu х = кя (k = 0,±1,±2,...) 

qiymatlaridan boshqa barcha qiymatlarida, ya’ni

E - (-oo, +oo)f\ |x: x = кя, к = 0,±1,±2,...} to‘plamda 

aniqlangan.

у = cfg,x , ,toq, T — 71 davrli funksiya bo'lib, grafigi 

13-chizmada tasvirlangan.

Trr
2
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13-chizma

10.4. Teskari trigonometrik funksiyalar

Ma’lumki, у = sin x funksiya uchun x
я я

Y ’T
= X

boisa, _ye[~l,l] = F  boTib, X  va F  to‘plamlar o'zaro bir 

qiymatli moslikda boiadi. y ^ s in x  funksiyaga nisbatan teskari 

bo‘lgan funksiya у = arc sinx kabi yoziladi. Bu funksiya [—1,1J

da aniqlangan bo‘lib, o'zgarish sohasi
п я

~2’T
bo‘ladi.

Xuddi shunga o‘xshash y — cosx, у = tgx, y = ctgx funksiya- 

larga nisbatan teskari boigan funksiyalar mos ravishda 

у = arc cos x, у = arctgx, у = arcctgx kabi belgilanadi.

Odatda bu funksiyalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Endi teskari trigonometrik funksiyalaming xossalarini 

keltiramiz.

у = arcsin x funksiyaning xossalari:

1) aniqlanish sohasi [- и ] .

2) o‘zgarish sohasi
я  я  

~2’~2

3) toq funksiya arcsin (-x) = - arcsin x ,

4) monoton o‘suvchi.
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2) о ‘/garish sohasi

у = arccos x funksiyaning xossalari:

1) aniqlanish sohasi [—1,1 ],

2) o'zgarish sohasi [0,я-],

3) quyidagi munosabat o'rinli arccos ( -л ) = 71 -

4) monoton kamayuvchi.

у = arctgx funksiyaning xossalari:

1) aniqlanish sohasi (-со, +co),

71 К  

2 ’~2.

3) toq funksiya arc tg (—x) = - arc tgx,

4) monoton о ‘suvchi.

у = dicctgx funksiyaning xossalari:

1) aniqlanish sohasi (-oo, +oo),

2) o‘zgarish sohasi [(),тг],

3) quyidagi munosabat o'rinli arcc/g(-x) = n-

4) monoton kamayuvchi

Mashqlar

Quyidagi funksiyalaming grafiklari yasalsin.

1. у = Злг - 6x -17 2. y = -2x2-

2x + 5 ’ - 2
3. y  = -------  4 у =  2

" x-2

5. у = arcsin(Зл'- l)

arccos л",

arcc tgx,

4x + 4

136



U-M ARUZA

Natural argumentli funksiya (sonlar ketma-ketligi) 
va uning limiti

11.1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi

Aytaylik, biror qoidaga ko‘ra har bir natural n songa 

(n e N) bitta xH haqiqiy son mos qo‘yilgan boisin ( /  : n —> xn).

Ravshanki, bu holda argumenti n boigan funksiyaga ega boiamiz. 

Bunday funksiya natural argumentli funksiya deyiladi:

- f W  •

Bu funksiya qiymatlari dan iborat ushbu

X|, •> A3 , • • ■ A',( j • • • (1)

to'plam sonlar ketma-ketligi deyiladi va {*,,} kabi belgilanadi

x,,jc2,... sonlar (1) ketma-ketlikning hadlari, xn esa (1) ketma- 

ketlikning umumiy yoki n -hadi deyiladi.

Masalan, har bir natural n songa — sonni mos qo‘yish
n

bilan (n —> —) ushbu 
n

i l l  I
2 3

ketma-ketlik hosil boiadi. Bu ketma-ketlikning umumiy hadi

xn = — boiadi. 
n

Odatda, ketma-ketlik, uning umumiy hadi orqali 

belgilanadi.

Masalan,

n +1 2 3 4 /7 + 1



3) хп = aq" 1; a,aq,aq\...aq"

4) xa — 5; 5 ,5 ,5 ,...5 ,...,

5) хи =(~1)"+1; 1,-1,1,-1,...(-1)*+1,... - ketma- 

ketliklar boiadi.

Ketma-ketlikning har bir xn (n = 1,2,3,...) hadi sonlar 

o^qida bitta nuqtani tasvirlaydi.

Biror {л-,,}:

•> X2 ’ X3 ' Xn ’ ' ‘ * О )

ketma-ketlik berilgan boisin.

Agar (1) ketma-ketlikning hadlari uchun

X, < x2 < x3 < ... < xn <... (x, < x2 < X, < . . .  < xn < . . . ) ,  

ya’ni

\/n g  N uchun xH <  xn+, (V/7 g  N uchun xn <  x/i+))

boisa, (1) ketma-ketlik o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) deyiladi.

Agar (1) ketma-ketlikning hadlari uchun

X, > *2 > X3 > ... > X„ > •.. (X, > X2 > X3 > ... > X( > ...) , 

ya’ni

VneN uchun xn>xn+] (V« e N uchun хи > xH+l)

boisa, (1) ketma-ketlik karnayuvchi (qat’iy karnayuvchi) deyiladi.

0 ‘suvchi hamda karnayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom 

bilan monoton ketma-ketliklar deyiladi.

1-misol. Ushbu
n 1 2  3 n

X" = JT \ :
ketma-ketlik monotonlikka tekshirilsin.

«<1 Berilgan ketma-ketlikning

n n + 1 n+\
x =

hadlarini olamiz. Bu hadlar uchun

n +1 n n2 +2n + \-n2 —2n 1

X"+' ~X" = n + 2 ~ и+Т ~ (n + I)(n + 2) ~ (« + !)(« + 2)
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bo‘ladi. Maiumki, V« g N uchun

> 0
(/? + !)(/? + 2)

boiadi. Demak,

х,ы - л„ > 0  

boiib, undan V/? e N uchun

< *„+i

boiishi kelib chiqadi. Berilgan ketma-ketlik qat’iy o‘suvchi. ►

Agar (1) ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta 

okzgarmas M  sonidan kichik yoki teng, ya’ni

boisa, (1) ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan deyiladi.

Agar (1) ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta 

o‘zgarmas m sonidan katta yoki teng, ya'ni

boisa, (1) ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.

Agar (1) ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan 

chegaralangan boisa, (1) ketma-ketlik chegaralangan deyiladi. 

Masalan,

Vne N uchun xn < M

V/7 g N  uchun xn > m

n- +1 5 10 n2 +1
D xn = — —  : 2 ,- ,— ,. . . ,— j -  

n 4 9 n
ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan boiadi, chunki

V/7 g N  uchun

( - 1 Г 1 
-> >•••

ketma-ketlik quyidan chegaralangan boiadi, chunki

V/2 g N uchun xn > — ,

n
ketma-ketlik chegaralangan boiadi, chunki
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11.2. Sonlar ketma-ketligining limiti

Biror J x J :

Xj , Л'2, л ̂ ,... \ n,... (1 )

ketma-ketlik va a soni berilgan boisin. Ushbu 

(a - e,a + 6*) = Uc(a)

interval (sonlar to‘plami) a nuqtaning atrofi (£“-atrofi) deyiladi, 

bunda £ -ixtiyoriy musbat son (1-chizma).

V/? е N uchun 0 < хп < 1,

boiadi.

1 -chizma

1-Ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy U (a) atrofi 

olinganda ham (I) ketma-ketlikning biror hadidan boshlab keyingi 

barcha hadlari shu atrofga tegishli bo'lsa, a son xn ketma- 

ketlikning limiti deyiladi va

lim x = a yoki n —> 00 da x —> a«->00 "

kabi yoziladi.
Ta’rifdagi "biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadidan" 

iborasi "shunday natural nQ topilib, V/? > nQ uchun" deb aytilishini 

bildiradi.

Demak, V« > nQ uchun xn e Uf (a) - (a - £, a + £) 

boiishi bunday hadlarning ushbu

a - £ < xn < a + £, -£ < xn - a < £

ya’ni

|xw - a\ < £

140



tengsizlikning bajarilishini keltirib chiqaradi.

Unda yuqorida keltirilgan ta’rifni quyidagicha ham aytsa 

bo4 ladi: agar ixtiyoriy r. > 0 son olmganda ham shunday natural n[}

son topilib, barcha n>n0 uchun |x; -a\<e tengsizlik bajarilsa, 

a son xn ketma-ketlikning limiti deyiladi.

2-misol: Ushbu

_ \_
П

П

i i i  i
2 3 n

ketma-ketlikning limiti 0 bo ‘lishi isbotlansin.

^Ixtiyoriy с > 0 sonni olamiz. Ravshanki berilgan ketma- 

ketlikning limiti 0 boiishi uchun

r„-0| = 1 - 0
П

< s (2)

tengsizlikning n ning biror qiymatidan boshlab o‘rinli boiishini 

ko‘rsatish yetarli. Keyingi tengsizlik 

l
< £ (3)

ni yechib,

n > —
с

boiishini topamiz. Agar n0 sifatida

katta bolmagan butun qismi) olinsa, na =

([я]-я soninig ct dan

unda barcha n > nr

da (3) demak, (2) tengsizlik bajariladi. Ta’rifga binoan

lim — = 0
h-> oo ух

boiadi. ►

3-misol. Ushbu xn =(-1)" :
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-1,1,-1,1,•*•,(-! Г , -

ketma-ketlikning limitga ega emasligi ко ‘rsatilsin.
<4Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni ketma-ketlik limitga ega 

boiib, u a ga teng boisin. Unda, ta’rifga ko‘ra, V7;>0 uchun,

xususan £ = — son uchun shunday natural nQ son topiladiki, 

\/n > n0 da

" 2 

ya’ni

boiadi. Ravshanki, n > n0 va n = 2k (к e. N ) boiganda xH = 1, 

n > n (] va n = 2k-\ (k e N) boiganda esa xtJ=-\ boiadi. 

Unda bir vaqtda

tengsizliklar bajariladi.

Ayni paytda

2 = |(|- " )+ ( "  + 1)|< 7 + ^  

bolishidan, ma’noga ega bolmagan 2 < 1 tengsizlik kelib chiqadi. 

Bu qilingan farazni, ya’ni xn = (-1)" ketma-ketlikning limitiga ega

boisin deyilishi natijasida sodir boiadi. Demak, qaralayotgan 

ketma-ketlik limitga ega emas. ►

Agar [an} ketma-ketlikning limiti 0 ga teng boisa, bu 

ketma-ketlik cheksiz kichik miqdor deyiladi.

Masalan, a n = — ketma-ketlik cheksiz kichik miqdor 
n

boiadi, chunki
I »•
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lim an = lim — = 0.
П—>co )/-->oc и

Aytaylik, {a /( j ketma-ketlikning limiti a ga teng b o is in :  

lim jc = д .
n—>OC

U holda O',, = a„ - a  dan \a,\<e boiib, u cheksiz 

kichik miqdor bo'ladi. Natijada

boiadi. Masalan, a;  = ^ i l  ketma-ketlik uchun a  =1 + 1  boiib
/7 • " /7

= ~ cheksiz kichik miqdor bolganligidan 

lim xn = lim -^-ii = l
»—»co /;—><•/; и

boiishi kelib chiqadi.

Biror {*„}:

A|,  A2 ,  A ,̂ . . . A(f, . . .

ketma-ketlik berilgan boisin.

Agar har qanday musbat M son olinganda ham, ketma- 

ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari uchun

Iх»I> M  boisa, xn ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va

lim a = со kabi yoziladi.
p * o o

Masalan,

X„ =(- !)"-n:

I  -1,2,-3,4...
ketma-ketlikning limiti oo boiadi, chunki

. |aw I = |(—1)” «j = n

boiib, har qanday musbat M  son olinganda ham shunday natural 

Я son topiladiki, n > M  tengsizlik bajariladi.
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Agar {л;,} ketma-ketlikning limiti cheksiz, 

lim xn = oo
H —

bo'lsa. |xn} cheksiz katta miqdor deyiladi.

Masalan, xn = n :

1,2,3,4,...

ketma-ketlik cheksiz katta miqdor boMadi, chunki lim n - oc.

11.3. Ketma-ketliklar ustida amallar.

Cheksiz kichik miqdorlar haqida lemmalar

Ikkita {xn):

X2 ’ Ь ,■ • -Xu, •. •

У\ ■> У 2 ’ Уз ’ ■ ■ ■ У п ’ ■ ■ ■

ketma-ketliklar berilgan boMsin. Ushbu

x\ +У\> X2 +У2>хз + Уз’--->*«

A'i — У,, X2 — У 2 » Хз ~~ Уз ‘-iXn ~ Уп1 ’ •- ’

Х\ ' У\ » *2 * У 2 »л'з ‘ Уз»• • • » Хп ' Уп » • • • ’

......(л  *  ОД' =1,2,3,...)

У, У 2 Уз Уп 

ketma-ketliklar mos ravishda {*„} va {>’„} ketma-ketliklaming 

yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi va
r

к + л } >  {х»~Уп}’ к - л } -  п

kabi belgilanadi.
Endi cheksiz kichik miqdorlar haqidagi lemmalarni

keltiramiz.
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; 1-lemma. Ikki cheksiz kichik miqdorlar yig'indisi cheksiz 
kichik miqdor bo ‘ladi.

Aytaylik, au va Д ; - cheksiz kichik miqdorlar bo‘lsin. 

Unda ta’rifga ko‘ra V ^ > 0  uchun n ning biror qiymatidan

boshlab

Kl<f- lA,l<f
boiadi.

Ravshanki,

K + A H K I+ lA l-
Demak, n ning biror qiymatidan boshlab 

I о I £ £
К + Д ,| < 2 +7  = г

boiadi. Bu esa an + j3n ning cheksiz kichik miqdor ekanini 

bildiradi. ►

2-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik 
miqdor ко ‘paytmasi cheksiz kichik miqdor bo 'ladi.

^Aytaylik, xn -chegaralangan ketma-ketlik a )t esa cheksiz

kichik miqdor boisin. Unda VneN  uchun \xn\<M boiadi, 

bunda M  tayin o‘zgarmas son.

Modomiki, a ti cheksiz miqdor ekan, n ning biror qiymatidan 

boshlab,

i i £
\a n \ < -----

1 M
boiadi. Natijada

k-«„l=kl-kl < M ~ =£M
boiib, undan

lim xn • a  = 0
n — >oc

bolishi kelib chiqadi. Demak, xn • an -cheksiz kichik miqdor. ►



11.4. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar va ularning xossalari

ketma-ketlik berilgan boisin. Bu ketma-ketlik:
1) chekli limitga ega boiishi mumkin,
2) limiti cheksiz boiishi mumkin,

3) limitga ega bolmasligi mumkin.

Birinchi holda {xn} yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi,

Ikkinchi va uchinchi hollarda jxn j uzoqlashuvchi ketma- 

ketlik deyiladi.

n +1
Masalan, xn = ---  yaqinlashuvchi ketma-ketlik,

xn = (-1)' 1 hamda xn = n ketma-ketliklar esa uzoqlashuvchi 

ketma-ketliklar boiadi.

Endi yaqinlashuvchi ketma-ketliklaming xossalarini 
keltiramiz.

bo ‘Isa, и holda

a) lim c-xn=c-a, ya’ni lime* -лгя = с • lim xn (c = const),
/2—>00 H —> CO n—> CO

b) lim(x„ + yn) = a + b, ya ni Hm(x( + yn) = lim xn + lim yn,

Biror J.v,}:

n

1-xossa. Agar { xn J ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘Isa, и 

chegaralangan bo ‘ladi.

2-xossa. Agar va {v„} ketma-ketliklar 

yaqinlashuvchi bo 'lib,

Итдсд=л, lim yn=b

c) lim(xw • yH) = ab, ya ’ni lim(xw • у ) = lim xn • lim у  ,
II —»oc н —Ь oo « —>00 « —>00

(b Ф 0), ya ni lim —  = ----- bo'ladi.
«-*» yn lim ynП
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Bu xossalardan b) holining isbotini keltiraimz. Modomiki, 

lim xH= a , lim yn = b
n —>CG //—>GC

x„ = “  + a „. y „ = b  + p „

boiadi, bunda an va f)n - cheksiz kichik miqdorlar. Shularni 

hamda 1-lemmani e’tiborga olib topamiz:

\ +Уя = а +an+h + Pn = (a + b) + (a n = (« + h) + Yn» 

bunda yn - cheksiz kichik miqdor. Keyingi tenglikdan

lim {xn+yn) = a+b
n ->oo

boiishi kelib chiqadi. ►

3-xossa. Agar {xH j va {yn j ketma-ketliklar 

yaqinlashuvchi bo ‘lib,

1) lim x - a, lim у = b
n-»ou

2> x„ (n = 1,2,...)

ЬоЪа, и holda a <b, ya'ni lim xn < lim yn bo‘ladi.
n—>00 //->00

11.5. Ketma-ketlik limitining mavjudligi

Ketma-ketlik limitining mavjudligini ifodalaydigan 
teoremalami keltiramiz.

1-teorema. Agar {*„}, {yn} va | zn j ketma-ketliklar

berilgan bo ‘lib,

0  xn <yn <zn (n = 1,2,3,...)

2) lim xn = a, lim z = a
/1— >co it— >oo

bo ‘Isa, и holda j yn j ketma-ketlik limitga ega bo ‘lib,

lim у = a
n—>00

^Shartga ko‘ra

lim = a .
П—>c©

ekan, unda

bo ladi.
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Unda ta’rifga binoan, ixtiyoriy £ > 0 uchun n ning biror 

qiymatidan boshlab

- c71 < ya’ni a- £ < Xn < a + £ (4)

bo‘ladi.

Shunmgdek

lim zn = a
I I —

dan

Izn - £/| < £, ya’ni a- £ <zn < a + £ (5)

bo" lishi kelib chiqadi.

Teoremaning 1-sharti va (4), (5) munosabatlardan ixtiyoriy 

£ > 0 uchun, n ning biror qiymatlaridan boshlab

a - £ < yn < a + £, ya’ni | yH - a \< £

boiishini topamiz. Demak J yn ] ketma-ketlikning limiti mavjud va

lim у = a
/1-» oc

bo‘ladi. ►

Izoh. 1-teorema “ikki mirshab haqidagi teorema " deb ham
ataladi.

2-teorema.Agar |x()] ketma-ketlik:

1) о 'suvchi,
2) yuqoridan chegaralangan bo'lsa, и chekli limitga ega

bo 'ladi.

3-teorenia. Agar j xn | ketma-ketlik:

1) karnayuvchi,
2) quyidan chegaralangan 

bo ‘Isa, и chckli limitga ega bo ‘ladi.
Fslatma. Ketma-ketlikning chekli limitga ega bo lishi 

haqida umumiyroq teorema mavjud. Bu va yuqoridagi 2-va 3- 
teoremalarning isboti maxsus adabiyotlarda keltirilgan ([2j).

cos n
4-misol.-Ushbu yn -----  ketma-ketlikning limiti topilsin.

n
^  Ma’lumki,
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Bu tengsizliklarning barcha lomonlarini — ga ko'paytirib
n

1 cos n 1
—  < ----< — .

n n n

x: A- - X 1 , м
hnai xn - , zn — — deyilsa, unda bir tomondan 

n n

x<\> < zII - n II

va ikkinchi tomondan esa

lim xn = lim (— ) = 0, lim z = lim — = 0
//->0C /»->CC ft II—*<X> n— ^

bolgam uchun 1-teoremaga ko‘ra

.. cos n 
lim yn = lim ----= 0
/»->«> <»—>oo

boiadi. ►

11.6. Muhim limit (e - soni) va ketma-ketlik 
limitini hisoblash

Oliy matematikada e deb ataluvchi son muhim rol 

o'ynaydi. U maxsus ketma-ketlikning limiti orqali ta’riflanadi. 

Bunday ketma-ketlik va uning limitining mavjudligini ko'rsatishdan 
avval bitta tengsizlikni keltiramiz.

BernulH tengsizligi. Ixtiyoriy oc > — 1 va ixtiyoriy natural 
n>2 uchun ushbu

(1 + a)" > 1 +na (6)

tengsizlik о ‘rinli bo ‘ladi.

“̂ (6) tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida 

isbotlaymiz. (6) tengsizlik /7 = 2 boiganda o‘rinli boiadi:

(1 + aY  =1 + 2ал-a 1 >1 + 2a .

Aytaylik, (6) tengsizlik n = к boiganda o‘rinli boisin:

(1 + tf)* > 1 +ka.

(6) tengsizlikni n = k + \ uchun o'rinli boiishini ko‘rsatamiz.

- 1 < cos n < 1 .

topamiz:
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Kevingi tengsizlikni ikki tomonini 1 + a  ga ko'paytirih (1 + cc > 0) 

topamiz:

(1 + a)k - {\ + a)>(\ + a)'(\ + ka),

(l + tf)A+l > \ + ка + а  + ка2 >\ + (к + \)а 

IJnda matematik induksiya usuliga binoan (6) tengsizlik 

barcha n > 2 uchun obrinli boiadi. ►
(6) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.

Quyidagi

У  =(1 + 1)" : +
n 4 27 n

ketma-ketlikni qaraylik. Bu ketma-ketlikning

*ii = (1+I r=(IL±ir , * =(i+-!—r 1 =(— ) ■
n n n - 1

hadlarining nisbati

n -1

x

•%-i

dagi

n +1 V'

V n J

n~\
n + 1 Yl~ -1

2
n~

4«-l
n + \

M-l

( 1 * ( 
1 —

V n~)
ga Bernulli tengsizligini qollaymiz

ЧИ-1

i+Sn )

я-1
1

n n~

Natijada

1 11--- 1--; = 1 1+ -  

n

l V .  i i
\

1— +
V n n J

-1 +___ > 1 

n

boiadi. Keyingi tengsizlikda xn_]<xn bolishi kelib chiqadi.

Demak, x = i + i
V n)

\n
ketma-ketlik oc suvchi.

Endi x, = 1 +  -
v П J

ni baholaymiz:
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у 2п +1J V 2/7 + 2 j 

Bemulli tengsizligiga koia

1 Y fi — = i+ —
In ) \

V'

boiadi. Natijada

2/7

X. <

> 1 + n •

n) V 

(—
< 2/7

I - I

2 ~ 2

= 4

boiib, undan xn ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligi 

kelib chiqadi.

( 1Y
Shunday qilib xit = I Ih—  ketma-ketlikning o‘suvchi va

V n)
yuqoridan chegaralangan ekanligi isbotlandi. Unda 2-teoremaga 

ko'ra bu ketma-ketlik chekli limitga ega boiadi.

2-Ta’rif. Ushbu

x. =
1

(П: = 1,2,3,....;

e .

1+ -

. «у

ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi.

Г 1Y
lim 1 + -
'/->00̂ w j

e irratsional son bo‘lib, uning qiymati e =2,7182S1 ...ga teng 
bo ladi. Odatda asosi e bo ‘Igan logarifm natural logarifm devilib, 
In A kabi belgilanadi.

Endi ketma-ketliklaming limitini hisoblashga misollar 
keltiramiz.
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5-misol.

? (
1 + -

V n)
1 + _  lim

i я + 2 n »->*>
Inn--- = lim — J  = --- J— = 1.
Я~»00 fj — 3 «—>00

6-misol.

1 —  lim
/7 «->«>

1 1 2
lim

l i m = ii m +JL_ - П

1 1 2 >

V /7 n n J

n->oc n- 4. j
1 +

lim
/? —> oo

7-misol.

1 2 3 /2 -  1
+ —  + —  + ...+— - lim —  (1 

V n n“ n~ n~ 1 **“

lim
n —>00

1

f  1 N 
1 +  -

0
—  =  0 .

= lim ~y  ■ = lim — •
H —>oo 9 /г— > *  2

8-misoI.

/1~>'Ю

/ I Л I

• ••  + (« - !) )  =

V n) I

, ,---  (л/w + l ->/w )(л/и + 1 + >/я)
lim (V/7 + 1 - v /г ) = lim -—
/z —>00 \  /  / / —>00 V/7 +1 + V/7

/7 + 1 - /7 ,.
- |im „ _ ==---__ = hm

n-*K yjn  +1 + n~>0OyJn +  1 4- \//7
= 0

Mashqlar

Quyidagi ketma-ketliklar limiti hisoblansin.

1. lim
2« + 5

«-+00 /7; _  20n

ti +2/7 + 4
3. lim --- ------

"-»00 /7 - 8

5 . lim
«->00

1 +  —  
2/7

2 . lim
2/7 + 5

4. lim

yfn2 - 20л 
V l6n2 + 5 

“ yj4n2-20n ’
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12-MA’RUZA

Funksiya limiti. 

12.1. Funksiya limiti ta’rifi

Aytaylik, f(x)  funksiya E(E a  R) tovplamda berilgan 

b o iib , a nuqtaning ixtiyoriy atrofida to‘plamning cheksiz kobp 

nuqtalari boisin. Ushbu

*„х, ,дг3, . (1) 

ketma-ketlik quyidagi ikki shartni qanoatlantirsin:

1) (1) ketma-ketlikning barcha hadlari f(x)  funksiyaning

aniqlanish sohasi E ga tegishli va V« e N uchun xn Ф a

2) lim xn = a mavjud.

Bu ikki shartni qanoatlantiruvchi ketma-ketliklar cheksiz 

kolp boiadi.

Modomiki, xn e E (n = 1,2,3,...) ekan, bu nuqtalarda

f(x) funksiya tayin f (xn) qiymatlarga ega boiib, ular

f (x  i), f (x 2), /{хъ ),.../(x ;j),... (2)

ketma-ketlikni (sonlar ketma-ketligini) hosil qiladi. Ravshanki, 

bunday ketma-ketliklar ham cheksiz ko‘p boiadi.

Ta’rif: Agar ikkala shartni qanoatlantiruvchi har qanday
(1) ketma-ketlik uchun, funksiya qiymatlaridan iborat (2) ketma- 

ketlik har doim bitta A limitga ega bo ‘Isa, A f{x) funksiyaning 

x —> a dagi limiti deyiladi va

lim /  (x) = A
x -*a

kabi belgilanadi.

Ta’rifdagi a va A lar chekli yoki cheksiz boiishi mumkin. 

Agar A chekli son boisa, funksiya limiti chekli deyiladi.

Demak,

lim xn = a
oo

boiishidan
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bolishi kelib chiqsa, unda A f\x) funksiyaning x — dagi

limiti boiadi.
1-misol. Ushbu

lim—!—
л'-*2 A' + 1

limit topilsin.
«iRavshanki,

/ ( * )  = 1

1>т/(л-„) = Л

1 + x
funksiya E = (-oc,-l)kj(-l,+oo) to'plamda aniqlangan. Har bir 

hadi shu to‘plamga tegishli boigan va 2 ga intiluvchi (limiti 2 

boigan) ixtiyoriy A'(l:

. X p X , , l i m xH = 2 , xH*2

ketma ketlikni olamiz. Unda mos funksiya qiymatlaridan iborat 

ketma-ketlik

1 1 1  1

A| +1 X~, + 1 Â  + 1 X.f + 1 

boiadi. Ketma ketlik limitini hisoblash qoidalaridan foydalanib 

topamiz:

1 Uml 1 1 1 
lim - - -

x +1 lim (x n +1) lim xn +1 2 + 1 3
I I - К о  n - >  ОС

Demak,

lim f  ( a') = lim ——  = — . ►
,>2‘ V ' .~2X + \ 3

2-misol. Ushbu

f  (a) =  sin A'

funksiyaning x —> oc dagi limiti mavjud emasligi ко ‘rsatilsin.

^Ravshanki, bu funksiya E = (-oo,+oo) da aniqlangan.

Har bir had shu E to'plamga tegishli boigan va oo ga intiluvchi

2 ta turli:
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х = птг: лг,2/г,3я\.../2;г,..., Итдсл = lim/7,T 00 .

~ 71 ^  71 71 71 7Z
у =  2/wr + —  \2пл— , 4/г + — , 6/гн— 2/1Л- + —

2 2 2 2 2

lim уя = lim (2 птг + —) = оо
„-ЮС л->ос 2

ketma-ketliklarni olamiz. Unda mos funksiya qiymatlaridan iborat 
ketma-ketliklar

f(xn) = smxn = sin птг = 0 :0,0,0,...,0,... lim sin x =0,
n -»oo

В  Г лЛ
/(>’„) = = sin 2ИЛ- + -  = 1:1,1,1,...,1,... limsin^, = 1,

V 2 J «->°°

boiadi. Demak, oo ga intiluvchi turli лл va y(i ketma-ketliklar 

uchun

lim / ( * , , )  = °> lim / ( y „ )  = l
/ ! - » o o  '  7 « - > o o  '  y

boiadi. Bu limitlar bir xil boimagani uchun berilgan funksiya 

limitga ega boimaydi. ►

Funksiya limiti ta’rifidan quyidagilar kelib chiqadi:

1) Ixtiyoriy a (chekli yoki cheksiz) uchun lim x = a
x—>a

boiadi,

2) Agar barcha x larda f(x) = c = const boisa, 

ixtiyoriy a (chekli yoki cheksiz) uchun

lim f i x )  = с
x ->a

boiadi.

Aytaylik, a va A lar chekli boisin. Unda 

x-+a da f (x )->A

boiishim quyidagicha ham ta’riflasa boiadi:

agar ixtiyoriy e > 0 son olinganda ham shunday 5 > 0 son
topilsaki,

0 < \x- a\ < S 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e E uchun
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tengsizlik bajarilsa, A son /(-v) funksiyaning x —> a dagi limiti 

deyiladi.

Ravshanki, jx —1/| < 8 tengsizlik a — 8 < x < a + 8 ga

ekvi valent, ya’m bir yola a — 8< x < a va a < x < a + S 
bajariladi.

Agar a - 8 < x < a boiganda |/(л) - /l| < 8 boisa, A 

son f ix )  funksiyaning x —> a dagi chap limiti deyiladi va 

f (a-Q )=\ vm J(x ) = A

kabi belgilanadi.

Agar a < x < a + 8 boiganda | / '(.v) - л| < £ boisa, A

son f  (x) funksiyaning x —> a dagi o‘ng limiti deyiladi va 

/ (a + 0) = lim f(x)  = A
x—>rt+0 '

kabi belgilanadi.

Eslatma. Funksiyaning o'ng f(a  + 0), chap f (a — 0) 

limitlari bir-biriga teng bo 'lishi ham mumkin, teng bo Imasligi ham 

mumkin. f  \ a + 0) = f  (a — 0) bo ‘lgan holda f (x )  funksiya 

x —> a da limitga ega bo ‘ladi.

12.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar

Agar

lim a(x ) = 0
V - t a

boisa, a (x) funksiya x —> a da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Masalan, a(x) = x funksiya x —> 0 da cheksiz kichik 

funksiya boiadi.

Aytaylik,

\f(x)-A\<£
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lim / О )  = A
x - + a  '

f ix )  -A = a(x) 

funksiya x —> a da cheksiz kichik funksiya boiadi va aksincha. 

Keyingi tenglikdan topamiz:

f{x) = A + a{x) .

Demak, x —» <7 da / ( x )  funksiya A limitga ega bo‘lishi

uchun

f\x) = A + a{x)

kokrinishda ifodalanishi zarur va yetarli, bunda a[x) funksiya

x —> a da cheksiz kichik funksiya.

Cheksiz kichik funksiyalar cheksiz kichik miqdorlar 

xossalari kabi xossalarga ega (qaralsin, 11 -ma'ruza).
Agar

lim /?(x) — oo
л—>a

boisa, P{x) funksiya x —> a da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, fi(x) = tgx funksiya x ^  da cheksiz katta 

funksiya boiadi, chunki

lim tgx = oo.
я  a

.V—>—2

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar orasida 
bog‘lanish mavjud:

1) agar a (x )  funksiya x —> a da cheksiz kichik funksiya 

(# (x ) -Ф- O j boisa,

u holda

/ » W = - 7 Ta(x)

funksiya x —» a da cheksiz katta funksiya boiadi;

2) agar />(x) funksiya x —»a da cheksiz katta funksiya

boisin. U holda
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boisa, 

u holda

a(x) = 1
fi(x)

funksiya x —> a da cheksiz kichik funksiya boiadi.

12.3. Chekli limitga ega boigan funksiyalaming xossalari

Chekli limitga ega boigan funksiyalar ham yaqinlashuvchi 

ketma-ketliklar, ya'ni chekli limitga ega boigan ketma- 

ketliklaming xossalari singari xossalarga ega boiadi. Quyida bu 

xossalami bayon etamiz va ulardan birining isbotini keltiramiz.

Aytaylik, / (x) va g (x ) funksiyalar E to‘plamda

berilgan boiib, a nuqta E to'plamning limit nuqtasi boisin

1-xossa. Agar

lim f  (x) = A, lim g(x) = В
x - h i  ' x —>a

bo ‘Isa, и holda x —> a da f  (x) ±g(x) funksiya ham limitga ega 

bo ‘lib,

lim (/(x )± g (x )) = A±B,
x~*a

ya 'ni

lim( f  (x) ± g(x)) = lim / (x )  ± lim g(x)
x —>a x —>ti x —>n

bo 'ladi.

^Shartga ko‘ra x -» a da / (x) —> A , g(x) -> В . Unda 

f (x )  = A + a(x), g(x) = B + fi(x) 

boiib, « (x )  va /?(x) lar x —> a da cheksiz kichik funksiyalar 

boiadi. Keyingi tengliklardan topamiz:

f ( x )  + g (x )  = (A + B) + (a (x )  + f i (x) )  = (A + B) + r ( x)>

bunda y(x) funksiya x —> a da cheksiz kichik funksiya.

Demak.
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Natija. Agar x —> a da f  (x) —> A bo‘Isa, A yagona

bo ‘ladi.
^Teskarisini faraz qilaylik

lim f(x)  = A, lim /  (л) = ,4 *
-V—>tt

boisin. U holda bir tomondan

1™ { f(x)-f(x)) = A~A*

ikkinchi tomondan esa,

I  '™ ( / W - / ( * ) ) = °

boiadi. Keyingi tengliklardan A = A’ boiishi kelib chiqadi>

2-xossa. Agar

lim /  (x) = A, lim g(x) = В
x —*a x  - h i

bo Isa, и holda x > a f{x) g{x) funksiya ham limitga ega 

bo ‘lib,

lim (/(jr)-g(x)) = ̂  B, yani

I  lim (/(x)-g(x)) = lim/(^)-limg(A:)

bo ‘ladi.

Natija. 0 ‘zgarmas sonni limit belgisi tashqarisiga 
chiqarish mumkin.

4  Ravshanki, ixtiyoriy с = со nst uchun 

lim (c • f  ( .v)) = lim с • lim f  (x) = с • lim /' (x)x-*a v V / / x_+a x_+a • \  / V /

boiadi. ►

3-xossa. Agar

lim / (x )  = A, lim g(x) = В
x —>n x~*a

bo lib, В ^  0 bo ‘Isa, и holda

l im ( / (x )  + g ( i ) )  = A + В >

lim
-V

/ ( * )
= — , ya'ni lim

g(x)) B' limg(or)

lim f ix )
_ x-±a

bo ‘ladi.
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4-xossa. Agar

lim / (.v) = A, limg(.v) = В
Y  -H I

bo'lib, ixtiyoriy x G E uchun

f (x )<g (x )  j

bo 'Isa, и holda

A < В, ya ’ni lim / (л ) < lim g (x)
x-+a " л —>п

bo 'ladi.

12.4. Funksiya liniitining mavjudligi

Funksiya limitga ega boiishi haqidagi teoremalarni 

keltiramiz.

1-teorenia. Faraz qilaylik, . / ( * ) ,  g(x) va (p(x)

funksiyalar E CZ R to ‘plamda berilgan bo ‘lib, a nuqta E 
to 'plamning limit nuqtasi bo'lsin. Agar bu funksiyalar uchun:

1) / ( * )  < g (x ) < (p(x), x g (a-S ,a  + S)

2) \imf(x) = A, lim (p(л) = A
x~>a " х-±а

bo ‘Isa, и holda g(x) funksiya x —> a da limitga ega bo ‘lib,

lim g(x) = A
Х - Ы

bo ‘ladi.

^Shartga ko‘ra lim f ix )  = A, lim ^(x ) = A
X - * a  ‘  Л-><7

Unda ta’rifga binoan har qanday £ > 0 olinganda ham 

shunday S > 0 topiladiki, |л:-я|<<!> tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi barcha x g E uchun

A - £ < f ( x ), (p(x)<A + s 

boiadi. Teorernaning birinchi shartidan foydalanib topamiz:

A -£ < g( x) < A + £ .

Demak,

160



l im  g (x )  =  A  . ►
X—>л

2-tcorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya E to ‘p/amda 

berilgan bo'lib, (a-a , a) c= E (a > 0) bo 'Is in. Agar

0  f  (x) funksiya E to'plamda o'suvchi,

2) f{x) funksiya E to ‘plamda yuqoridan chegaralangan 

bo'lsa, и holda x —>a — 0 da f (x) funksiyaning limiti mavjud 

bo 'ladi.

3-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya E to'plamda 

berilgan bo ’lib, (a, a + a ) с  E (a  > 0) bo ‘Isin. Agar

J) f  (x) funksiya E da kamayuvchi,

2) f(x) funksiya E to'plamda quyidan chegaralangan 

bo'lsa, и holda x —>a + 0 da f  (x) funksiyaning limiti mavjud 

bo ‘ladi.

12.5. Muhim liraitlar va funksiya limitini hisoblash

1) Ushbu

lim sin A'= 0, lim cos x = 1, l im ^ ^ -  = l
-V—>0 -V—>0 x —>0 д -

limitlar isbotlansin.

^Radiusi OB = 1 boigan aylana chizamiz:

Trigonometrik funksiyalar: sin a ,  cos a , tg x  laming 

ta'riflariga binoan
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AC = sinx],

О A = |cos xj,

BD = |/gx|,

boiadi. Aytaylik, - — < x < — boisin, unda £ C  yoyi £C
2 2

vatardan kichik bolmaganligi va o‘z navbatida vatar AC dan 

kichik bolmaganligi uchun

|sinx|<|x| (3)

boiadi. Shuningdek, OCA uchburchakda uning bir tomoni qolgan 

ikki tomonlari ayirmasidan kichik emasligi haqidagi tasdiqqa ko'ra 

cosx > 1 -|sinx| (4)

boiadi.
Ravshanki, (3) tengsizlikdan

—|xj < sinx < |x|

boiishi kelib chiqadi. Ayni paytda, x —> 0 da

—JxJ —> 0, |x| — 0

bolganligi uchun 1-teoremaga kolra

limsinx = 0
лг—>0

boiadi.

Ravshanki, cosx < 1. Unda (4) munosabatga muvofiq

1 — |sinx| < cosx < 1 

boiib, 1-teoremaga ko‘ra

lim cosx = 1
x—>0

boiadi.

• 1 i • I
Maiumki, AOAC ning yuzi -cosx - sinx

?

. l i i
OBC sektoming yuzi —- |x|,
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A OB D ning yuzi ~\tgx 

boiib, ular uchun

—cos a" • |sin x( <

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan.

SHI A' |Sin Xj n  n
-- < X < —

x H  2 2
munosabatlarni e’tiborga olgan holda

- . SHU' COSX
bo Iishini topamiz. Ma’lumki,

lim cosx —1, lim — -—  = 1 
*-* cosx

Unda 1-teoremaga koia

boiadi.

2) Ushbu

limit isbotlansin.

Maiumki,

, • Sin x 
l im ----- l
■V—>0 v

lim M lV x J

lim 1+- i = e .
H .- 4  oo I  ^

de.ak , Т У1< ' •V > l , b0‘lsm' Л8аг *  "mg bu.un qismini „ 
°esdk, unda n <x < n + 1 boiib.

<  —  <  —

L 4 я + l x n
ladi. Bu munosabatlardan
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Y
1 + ---- I <

n +1

Y  (
1 + -

V x)

n- i

<! 1 + -
n J

bo‘lishi kelib chiqadi.

Ravshanki,

1
lim(l + —-—)" = lim(l +--- • (1 +----- -) ' =
„->*> n  4- ] n->0о n + \ n + \

- lim(l + —— )"+i -lim(l + — )_l =e\ = c,
//—>oo n + 1 "->00 n + 1

1 1 1
lim(l +— )"T = lim(l +—)" -(l + -) = e-l ~e.
/i-»oc f l  и-* oo y i yi

Unda 1-teoremaga ko'ra

f 1 V
lim
Д—HO

,+I
V X)

boiadi.

Aytaylik, x < -1 boisin. Agar x = -t deyilsa, u holda

lim
л* —>—x

1
1+— I = lim

V * y

= limj I h— —  
/ -1

/ -КЛ 

/-1  ,
v r
v b

- lim 1+ —  ^
V t-

1

boiadi. Demak,

lim
v—>C0

14
V t

f  ! V

-еЛ-е

-  с .1+ -

V x)

Keyingi muhim limitlami keltirish bilan kifoyalanamiz.

3)Ushbu

l0g„(l+A')
lim
л—>0

= \ogae, (a>0,a*\)

xususan,

In ( 1 + X ) 
lim — ---- - =
Д->° X
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munosabat o‘rinli.

4) Ushbu

tenglik 0‘rinli.

5) Ushbu

tengiik o'rinli.

6) Ushbu

1- a  1 1 / 4
lim ---- = ln a (a>  0}
v_>o x v ’

г +lim ---- ---- = a
.r-»0 v

НтГ(/(л')Т (л> = С
л*-*я ' -I

lim itda:

a) agar

lim 6̂  (,v) = Л, lim V (x) = В bo'lsa,
x-*a x-Hi 4 ’

С  = A8 bo'ladi

b) agar

Нт£/(л:) = A *  1, lim К (x) = ±oo
x-*a v 7 ,г->я v ’

boisa, qaralayotgan limit bevosita hisoblanadi. 
d) agar

Нт£/(л') = 1, lim V (x) = oo
X~*a x-+a v ’

boisa, u holda

!im[t/(jr)-iy(x)
С = c'~,a

boiadi. ►

Funksiya limiti haqidagi maiumotlardan, shuningdek 

niuhim limitlardan foydalanib funksiyalaming limitini hisoblaymiz.
1-MisoI Ushbu

x + x + л* — 3
lim

I A-Я x _  j

limit hisoblansin.

^B u  limit quyidagicha hisoblanadi:
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л-41 х - 1 Л'-">| X ~ 1

X - 1 + (л -1 )(л + 1) + (х - I )(.V2 + А' + 1) 
= l im ---------- ----------------------

-V-+I А-1

(А — 1)( 1 + А + 1 + А" + А' + 1)
= lim ---------------------- =

v - И  д -  _  1

= lim3 + 21imA + lim х2 = 3  + 2 + 1 =6.
л— >1 .V— >1 л— >1

2-Misol. Ushbu

sin 5 а
lim
д->() sin 1 Оа 

limit hisoblansin.
-^Bu limitni hisoblashda

sin A 
l im ----= 1
■v>0 A

dan foydalanamiz.

sin 5a _ .. sin 5a 
• с ----- 5a . lim -----  1 , . 

v_>0 sin 1 Oa v-̂o sin 10a 2 v Sin 10a 2 1 2 
-------10a l im -------

1 Oa -v̂ °  1 Oa

3-Misol. Ushbu

l im = — !-
•v->° sin a  .

lim it hisoblansin.
-4Bu limitni hisoblashda

Sin A , .. Q —\
l im ---- = 1, l im ------= In a
jr->0 Д- x -*0  x

lardan foydalanamiz.

Avvalo berilgan limit ostidagi kasrning surat va maxrajini 

a  ga boiamiz, so‘ng limitni hisoblaymiz:
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2V-1 r 2V -1
V - 1 ---- lim — —

lim —---- = lim  —A—  = — — ^ = In 2 ^
sin x

lim
.r->0 x

4-Misol. Ushbu

lim | 1 + —
x

hisoblansin.

^B u  limit quyidagicha hisoblanadi:

lim 1 +
x J

1

/

= lim
v

1+ -

V x)
( i +l
V x

= lim (l + - )v • lim(l + - ) r = e ■ e = e2. ►
Г-КС Y  Y—>no

5-Misol. Ushbu

1-л/х 
lim --- =
^  \~Vx

limit hisoblansin.

^Avvalo quyidagi x = t(' alinashtirishni bajaramiz. Bunda 

x —» 1 da t —> 1. Natijada

l -л/х I- /3
lim --- t=  = lim ---^

1 -yjx \ -t
bo‘ladi. Keyingi limitni hisoblaymiz:

= lim
/_>1 1 — /_M ( l- / ) ( l+ / )  /-и 1 + / 2 

Demak,

1 - Jx  3 , 
lim --- =  = —.►
" ' l  -Ух 2

6-Misol. Ushbu
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nx
COS

lim--- ~
x->\ i _ x

limit hisoblansin.
^B u  limitni hisoblash uchun 1 — x — t 

bajaramiz.

Unda x —>• 1 da t —> 0 boiib,

cos
nx

?
COS

lim--- — = lim
х-И }—X 1 t

: П ■ л .

sm— t „ sm—t
1 я  2 71

lim-- —  = — lim
*-►0 t 2 I-*о n

t

.{ = -

boiadi. ►
7-Misol. Ushbu

lim
Д-f 00

x — 1 

x + 1

limit hisoblansin.
*^Bu limitni hisoblashda

НтГ£/(х)1  ̂=C
.t  - * a  *-

dagi d) holidan foydalanamiz. Ravshanki,

U (* ) =
x-A

X + 1

boiib,

V ( x )  =

l im - — - = l im — f
Д-—»ac V  4-  1 V ~ > ° °  t  

A 1 + -
1, lim x

X —>00

boiadi. Demak,

almashtirish

oo
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lim
v—>00

lim

л-1

J  + l /

lim -—--1 i  v
ДГ+1

-1
, .  x-\-x-\ 

x = lim ---------x =
A-*°° x +1

= lim  (-2 )
X —t c c  ^ '

Shunday qilib

——  = -2 lim — — = -2 .
x +1 *-*», 1 1 +  —

X

lim
^ x - lV

v X + 1 j
- e

bo ia d i. ►

Mashqlar

Fuksiyalarning limiti hisoblansin.

,. л/l + 2x — 3 1. lim-- j=----
■r->4 V x -2

1 + cos 3x
3.

5.

lim
*-** sin1 7 x

lim
x2 -1

Vx -2
0 l im ——---

x_>16 Vx -4

.. 1 - sin 2x 
l im ------ -

4- 4x)

x~*1 In X
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Funksiya limiti tushunchasi bilan bogiiq ayni paytda oliy 

matematikada muhim boigan funksiyaning uzluksizligi tushuncha- 

sini, uzluksiz funksiyalaming xossalarini keltiramiz.

13.1. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

Aytaylik, у ~ f  (л) funksiya E to'plamda ( £ c / J )

berilgan  b o i ib ,  a0 g  E b o is in .

1 -ta’rif. Agar

lim f (x ) = f ( x 0) (1)

ho‘Isa, f  ( a ) funksiya a 0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

Masalan

V = f ( x )  = a 2

funksiya ixtiyoriy a 0 e  (-oo, +oo) da uzluksiz boiadi, chunki 

lim / ' ( a )  =  lim a 2 =  lim ( a  • a )  =  a 0 • a 0 =  a 2 =  J  ( a 0 ) .  

Agar

/ ( * 0  + 0 )  =  l i m / ( x )  =  / ( A o )
.Y—>A( j+U  • .

boisa, / ( a ) funksiya a 0 nuqtada o‘ngdan, 

agar

/(* ,0 - o) = Jimo/ (jc) = f ( x „)

boisa, / ( a ) funksiya a 0 nuqtada chapdan uzluksiz deyiladi. 

Masalan

[ 1 2 < ?
, /  ч --X , agar x<2

. / (•*) =  ] 2

x, agar x >2

funksiya uchun

13-МЛ* RUZA

Funksiyaning uzluksi/Iigi. Uzluksiz funksiyalaming xossalari
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lim / ( * )  = lim — x = - 2 =  /  (2 ),
,r->2-0' ' дг->2-0 ̂ 2  J

lim f ( x )=  lim x = 2 ^  / (2)
a - -> 2 + 0  V ’  л - > 2 + 0  V '

boiadi. Demak berilgan funksiya x0 =  2 nuqtada chapdan 

uzluksiz.

у = f (x )  funksiyaning xQ nuqtada uzluksiz bo‘lishi sharti 

lim f(x) = f(x0)
.Г -+ А ,,

ni quyidagicha yozish mumkin:

l im [ / ( * )- / (x 0)] = 0 .

Quyidagi belgilashlarm kiritamiz:

^x — x — x0, Ду — A/"(x0) = /  (x) — / ( x0) (2)

Odatda, Ax argument orttimiasi , Ду esa funksiya 

orttirmasi deyiladi.

(2) munosabatlardan topamiz:

x = A0 + A*, Av = Д/ (x0) = / ( x 0 + A x )- / ( x 0).

Ax va Ду laming geometrik ma'nolari 1- chizmada kellirilgan.

У f i * L ___
/

/

rky
t
+ iix

-chizma

(3)

(1) va (2) munosabatlardan 

lim Ay = lim Д /(xn) = 0
Av->0 A*—>0 V 0 ’

bo'lishi kelib chiqadi.

Demak, (3) munosabat / ( x ) funksiyaning x0 nuqtada
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uzluksizligi ta’ril'i sifatida qaralishi mumkin.

Masalan, /  (x) -c-  const funksiya ixtiyoriy

x0 e ( -oo, +og) nuqtada uzluksiz ho'ladi, chunki

lim A f(л-0) = lim Г/(дг0 + Ax)- / ( * „ ) j  = lim (c-c ) = 0.
Ад >0 Лг-н)L- ^

2-ta’rif. Agar f ix )  funksiya E to'plamning har bir 

miqtasida uzluksiz bo 'lsat funksiya E to 'plamda uzluksiz deyiladi.

Faraz qilaylik, / ( x )  va g (x ) funksiyalar E to‘plamda 

berilgan boisin.

l-teorcma. Agar f  {x ) va g(x) funksiyalar x0 e E 

nuqtada uzluksiz bo ‘Isa, и holda

f unksiyalar ha.vt x0 nuqtada uzluksiz bo 'ladi.

^Shartga ko'ra / (x) va g (x ) funksiyalar xQ nuqtada 

uzluksiz. Unda

C*/  (x) (С = const), / (x)±g (x ), f  {x) g(x) ,

lim / ( x )  = f ( x 0), lim g (x ) = g (x 0)
Л —>.V„

bo'ladi. Funksiya limiti xossalaridan foydalanib topamiz: 

lim с • /  (x) - с ■ lim /  (x) = с • /  (x0),

lim [ / (x )± g (x)] = lim / (x)± lim g (x) = / (x0)±g(x0), 

lim I f ( x ) • g (x)] = lim f (x )  • lim g (x) = / ( x 0) • g (x0),

g (x ) limg(.x) g(x„)
x
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Keyingi munosabatlardan 

c-f(x), f(x)±g(x), f(x)-g(x),
g(*)

funksiyalaming x0 nuqtada uzluksiz boiishi kelib chiqadi. ►

2-teorema. Agar у = /  (x) funksiya XQ nuqtada uzluksiz

bo'lib, u=<p(y) funksiya y0 nuqtada (y0 = / ( x0)) uzluksiz

bo‘Isa, и holda и = <p[f (x)) murakkab funksiya x0 nuqtada 

uzluksiz bo 'ladi.

A Shartga ko'ra >’ = ./(x ) funksiya x0 nuqtada uzluksiz. 

Unda

Нш/(л-) = /(лг0) = л
X  ->.T0

boiadi. Shuningdek, u = (p(y) funksiya y0 nuqtada uzluksiz. 

Unda

lim tp(y) = <p(ya)

boiadi. Demak,

lim q>(f(x)) = lim <p(y) = <p(y„) = <p{f(x0)).

Bu esa ((){ i  (л )) murakkab funksiyaning л'0 nuqtada

uzluksiz bo‘lishini bildiradi. ►

Uzluksiz sodda funksiyalarni keltiramiz.

1) j  (A') = с = const, / (x) = x funksiyalaming

ixtiyoriy x G (-00,+00) da uzluksiz boiishi равшан.

2 ) f ( x )  = x‘" (m - natural son) boisin. Bu funksiya m ta

uzluksiz funksiyalaming ko‘paytmasi sifatida ixtiyoriy 

X G (— cc,+oo) da uzluksiz boiadi.

3 ) /  (x) = a0 +a{x + a2x2 + ...+ anx" boisin, bunda 

aQ,aA,...an o‘zgarmas sonlar. Bu funksiya ham 1-teoremaga ko‘ra



ixtiyoriy jr e (—oo,+oo) da uzluksiz boiadi.

4) Aytaylik,

n  -t- n  v 4- n . X 4-. .4-Cl X'11

boisin, bunda aQ,ax,...an va b0,bv ...bm о ‘zgarmas sonlar.

Bu funksiyaning ixtiyoriy

x eE  = (-oo, +co)\ j x : b0 + bxx +... + bmxm = o}

da uzluksiz bolishi 1-teoremadan kelib chiqadi.

5) f  (x ) = sin Л' boisin. Ixtiyoriy x € (-go,+00) uchun

AZ’(x) = sin(x + Ax)-sinx 

boiadi. Trigonometriyadan malum boigan ushbu

da uzluksiz ekanini bildiradi.

6) f  (x) = cos x boisin. Ixtiyoriy -00,+00) uchun

А/ (л') = cos (x + Ал ) - со s л'

boiadi. Ma’lum

sin a  - sin (5 - 2 sin 

tenglikdan foydalanib topamiz:

а  - В a  + в____L_ СЛС --- -----cos---
2 2

Ravshanki,

lim Af(x)  = 0.
Ar—>0 4 ’

Bu esa f (x )  = sin Л' funksiyaning ixtiyoriy x e (-00,+00)
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Bu formuladan foydalanib topamiz:

Af  (x) - -2 sin Щ -sin x + -
Ax

Ravshanki,

f A *)sin X H----
? ;

V - /

<1

Ay
va Ay -» 0 da sin----> 0. Demak,

2
lim A /(x ) = 0
Лл-»0 ' V ’

boiib, / ( x )  = cosx funksiya ixtiyoriy xe(-oo,+oo) da uzluksiz 

boiadi.

7) Ushbu / ( x )  = /gx, f ( x )  = ctgx funksiyalaming

uzluksizligi sin x, cos x funksiyalaming uzluksizligi hamda

1-teoremadan kelib chiqadi.

/ ( л )  = tgx funksiya ixtiyoriy

лg (—oo,+oo)\ j x : x = — + ктг,к = 0 ,±1,±2 ,...j  da uzluksiz 

boiadi.

8) f(x )-a\  f (x )  = \oga x, / ( x )  = arcsin x,

/ ( x )  = arccosx, / ( x )  = arctgx, f(x)-arcctgx  funksiya

ning o‘z aniqlanish sohalarida uzluksiz boiishi yuqoridagidek 
ko‘rsatiladi.

Demak, barcha sodda funksiyalar o‘z aniqlanish sohalarida 
uzluksiz boiadi.

13.3. Funksiyaning uzilishi va uzilishning turlari

Ma’lumki,

lim / ( * )  = /(*<,)

boisa, /  (x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi. . / (x) 

funksiyaning x0 nuqtada uzluksiz boiishi ushbu
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1) lim f ix )  = A ning mavjudligi,
x -* x n '

2) A = f ( x 0) bolishi

shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.

Agar

lim  / ( * )  = / ( * „ )
v -> .r„

munosabat bajarilmasa, f{x )  funksiya uzilishga ega, x0 nuqta esa

uzilish nuqtasi deyiladi.

Ma’lumki, / ( * )  funksiyaning xn nuqtadagi /(.v0 +0)

o'ng limiti, f  (x0 - 0 ) chap limiti mavjud boiib, 

f (*0 + 0 ) * / ( * 0 -0) 

boisa, yoki bu limitlardan hech bolmaganda biri mavjud bolrnasa, 

f (x) funksiyaning limiti mavjud bolmaydi. Binobarin, bu holda

f ix )  funksiya xQ nuqtada uzilishga ega boiadi.

Масалан,

- 1, agar л < 0  bo'lsa,

0 , agar x — 0 bo'lsa,

1, agar x > 0 bo'lsa
/ ( * ) =  

funksiya uchun

/ ( 0  + 0 )=  lim f ix )  = lim 1= 1 ,
v ’ .(->0+0 V 7 x +0+0

/ ( 0 - 0 )=  lim f ix )  = lim (- 1) = -1
• V ’ л—->0-0 V 7 v -->0-0 ’

boiib, x - 0 nuqtada funksiyaning o'ng va chap limitlari bir-biriga 

teng bolmaydi. Demak, berilgan funksiya uzilishga ega va л = 0 

nuqtada uning uzilish nuqtasi boiadi.

Ushbu

/ ( * )  =

sin —, agar x > 0 bo'Isa,
JC

-x, agar л' < 0  bo'lsa, 
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/ (0  + 0 ) = lim / (Л') = lim sin —  mavjud emas,
,r-»0+01 v ' ,r->0+0 x

/  (0 - 0 )=  lim f ix )  = lim (-x) = 0
v 7 .v->0-0 ‘ v ’ .t->0+0V ’

boiadi. Demak, bu funksiya x = 0 nuqtada uziladi.

Ushbu

funksiya uchun

/ ( * ) =

uchun

-v2, agar x Ф 0 bo'Isa,

1, agar x = 0 bo'Isa,

lim f(x )  = lim * 2 = 0
-v—>0 ' T->0

boiib, u berilgan funksiyaning x = 0 nuqtadagi qiymatiga teng

emas: /  (0) Ф 0 . Demak, funksiya x = 0 nuqtada uziladi.

Funksiyaning uzilish nuqtalari qatoriga uning aniqlanish 

sohasiga tegishli boimagan, sohaning chegaraviy nuqtalari ham 
kiritiladi.

Xususan, funksiyaning aniqlanish sohasi intervaldan iborat 

boisa, intervalning chegaraviy nuqtalari uzilish nuqtalari boiishi 
mumkin.

Masalan, /( .v )  = — funksiya £  = (— oo,0)u(0,+oo)da

aniqlangan boiib, a = 0 nuqta (ravshanki, bu nuqta funksiyaning 

aniqlanish sohasiga tegishli emas va u oraliqning chegarasi) uzilish 
nuqta boiadi.

Shunday qilib,

1) A'0 nuqta funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli va

Нт/(л-) = / ( х 0)

shart bajarilmaganda,

2) x0 nuqta aniqlanish sohasiga tegishli boimasdan, uning

chegaraviy nuqtasi boisa, u holda x0 funksiyaning uzilish nuqtasi 

boiadi.
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f i x )  funksiyaning xQ nuqtadagi o‘ng va chap limitlari 
mavjud boiib,

f ( x 0 + 0 ) * f ( x 0 - 0 )  

boiganda, uning xQ nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilish deyiladi. 
Ushbu

f ( xo + 0 ) - / ( x 0 - 0 )  

miqdor funksiyaning xQ nuqtadagi sakrashi deyiladi.
Masalan, ushbu

f—1, agar x< 0 bo 'lsa , 
f [ x )  = < 0, agar x = 0 bo 'lsa , 

1, agar .y > 0  b o 'lsa ,
funksiyaning x = 0 nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilishi boiib, 
unmg x — 0 nuqtadagi sakrashi 2 ga teng boiadi (2-chizma):

L
0

-1

2-chizma

f i x )  funksiyaning jc0 nuqtadagi boshqa uzilishlari 

( lim  f i x )  = А, А Ф f ( x Q) holdan tashqari ) ikkinchi tur uzilishi 

deyiladi.
Masalan,

/ ( a')=
—, ag a r  x > 0  b o 'lsa , 
x
x 2, ag ar  x < 0  bo 'lsa
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lim f ( x )  = lim — = oo
.v->0+0 4 ' v-*0+0 x

lim f i x )  = lim x 2 =0.v->()-() v .y—>o+0 
boiib, bu funksiyaning x = 0 nuqtadagi uzilishi ikkinchi tur uzilish 
boiadi.

13.4. Segmentda uzluksiz bo‘ lgan funksiyalar 
haqida teorem alar

Agar f  ( x ) funksiya [я , 6] kesmada aniqlangan boiib ,

(a,b) intervalda uzluksiz hamda a  nuqtada oiigdan, b nuqtada

esa chapdan uzluksiz boisa, u holda f ( x )  funksiya 
kesmada uzluksiz deb ataladi.

Segmentda uzluksiz boigan funksiyalar haqida bir nechta 
asosiy teoremalarni (isbotsiz) keltiramiz.

1-teorema. Agar f  (x )  funksiya [я , 6] segmentda uzluksiz 
bo ‘Isa, и shu segmentda ehegaralangan bo ‘ladi.

Bu holda shunday ikkita m va M  sonlari ( m < M )

topiladiki, funksiya grafigi y  = m va y  = M  parallel to‘g ‘ri 
chiziqlar orasida joylashadi.

2-teorem a. Agar f ( x )  funksiya [a,b\ segmentda uzluksiz 
bo‘lib, segmentning ehetki nuqtalarida turli ishorali qiymatlarga 
e£a bo ‘Isa, 
( f ( a )>  0, / ( b )  < 0  yoki f ( a ) < 0 ,  f (b )>  0) у
holda a  bilan b orasida hech bo ‘Imaganda bitta shunday С naqta 
(a <c < b) topiladiki, f  (c) = 0 bo ‘ladi.

Bu holda / ( x )  funksiyaning grafigi OX o'qini hech
bo'maganda bitta nuqtada kesadi.

Bu teorema

funksiya uchun
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/ ( х ) = 0
tenglamaning yechimi rnavjudligini ko'rsatish bilan birga uni 
taqribiy hisoblash imkonini ham beradi.

3-teorenia. Agar f  (x ) funksiya [tf ,&] segmentda uzluksiz

bo ‘Isa, и holda funksiya [я,/?] segmentda о ‘zining eng katta va eng

kiehik qiymatiga erishadi, ya 'n i shunday x*e[<3,6j nuqta

topiladiki, ixtiyoriy X G [#,£>] uchun

/ ( '* ) < / ( * . ) ,  I
shunday x  e[a,/>] nuqta topiladiki. ixtiyoriy j r e [ a ,6 ]  uchun

/ ( * )  > / (* • ) ,

bo ‘ladi.

M ashqlar

Quyidagi funksiyalarni uzluksiz ekani ko'rsatilsin.
1. у = x2 -  2x . 2. у  = cos3x . 3. = ex

Quyidagi funksiyalaming uzilish nuqtalari topilsin.
1 r 1

4. v = -------. 5. у  = -------------.
' 2 - x  ' л - 4x + 3
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14-M A ’RUZA

Funksiyaning hosilasi.
Hosilaning geometrik va mexanik m a’nolari

14.1. Funksiya hosilasi tushunchasi

Aytaylik, y = / ( x )  funksiya ( a ,b ) intervalda berilgan

boiib, х0 е ( д ,6 )  boisin. x0 nuqta билан birga shu (ci,b) ga

tegishli boigan x0 + Ax ni (A x^O ) qaraymiz. Natijada funksiya 
ushbu

АУ -  А/(x0) = f ( x Q + Ax) -  f ( x 0) 
orttirmaga ega boiadi. Ravshanki,

Ay _ А / (л0) / ( x 0 + A x ) - / ( x 0)

Ax Ax Ax
nisbat muayyan / ( x )  va tayin x0 da Ax ning funksiyasiga

aylanadi. Ax —> 0 da bu nisbat limiti funksiya hosilasi 
tushunchasiga olib keladi.

Ta’rif. Agar

lim —  = Mm - —X° + Ajr) ~ / ( ' t:°) (1)
41->° Ax Xx ~*° Ax

limit mavjud bo‘Isa, bu limit у  = / ( x ) funksiyaning x0 nuqtadagi

hosilasi deyiladi va f  ( x0) yoki ^   ̂*()  ̂ yoki y'
dx x=x"

kabi belgilanadi.
Agar (1) limit chekli boisa, hosila chekli deyiladi, (1) limit 

cheksiz boisa, hosila cheksiz deyiladi.
Eslatma. Funksiyaning tayin nuqtadagi chekli hosilasi 

sonni ifodalaydi.
Agar ( a ,6) oraliqning har bir x nuqtasida funksiyaning

chekli hosilasi mavjud boisa, unda hosila x ning funksiyasiga
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aylanadi.
Funksiyaning o'ng va chap limitlari singari funksiyaning 

o'ng va chap hosilalari ta’riflanadb Ushbu
ljm У (-v0 + A x ) - J  (x 0) ^  f (x0 + A x)-,/  ( ло)

,w -»+<) Дд' л*-»-0 Ax
limitlar mavjud bo'Isa, ulai* mos ravishda funksiyaning x0 
nuqtadagi o'ng va chap hosilalari deyiladi va 
f ' ( x 0 + 0 ) , f ' ( x Q -  0) kabi belgilanadi:

„ч ■■ / U +AjC) - / (  *o)/  ( a0 + 0) = h m ------------— ----------- ,

r u - 0) = lim / U  + M - / K )  . ]
’ Av-M> Ax

Xususan, segmentda berilgan / (л ) funksiyaning a

nuqtadagi hosilasi deganda uning shu nuqtadan o'ng hosilasi, b  

nuqtadagi hosilasi deganda uning shu nuqtadagi chap hosilasi 
tushiniladi.

l-niisol. Ushbu
f ( x )  = S  I

funksiyaning xQ = 2 nuqtadagi hosilasi topilsin.
•^Ta’rifdan foydalanib topamiz. Ravshanki, berilgan 

funksiyaning x0 = 2 nuqtadagi orttirmasi

tsf[2)~  / (2 + Ал-) - / (2 ) - (2  + Axf -  22 = 4 + 4Дх + A r -  4 = 4Ax + Ax? 
bo'ladi. Unda

А/ (2 ) 4Ax + Ax2 . .
~  = --------------= 4 + Ax

Ax Ax
bo'lib,

lim ^   ̂ = lim (4  + Ax) = 4
Лдг-»0 Дд Лг-»0

/ ' [ - )  = 4 ►
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2-misoI. j , _ c (с  = const) bo'lsin. Bu holda ixtiyoriy 
x uchun

4v  = c - c  = 0
boiadi. Demak,

Av n Дv -  0, lim —  = 0 .Ax 4д;->0 Дд-
Shunday qilib, ixtiyoriy jc da = 0.
3-misol. y = x . ixtiy0riy x  da Лу = х  + й х - х - Л х  

bo’lib, ' л ~ Дл

|. Ayл Д -  h lim —  = 1Ал Ax ,Vt-»0Ar
boiadi. Demak,

У  = i -

4-misol. у  = - .  Ixtiyoriy x *  0 uchun

Ay = — !------ i  = __________  Ay

boiib.
x  + Ax X x ( x + A x y  Ax: ~ Ф 7 Х 7 )

Лг->0 Д  у  Л.г-*0

bo'ladi. Demak,
' ( x  + Ax j

2x +1
5-misol. у  — —— Вц funksiyan ing hosilasin i ta ’rifga  

ko ra hisoblaymiz:
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д>
_2 .(х+ А х) + 1 2х + 1 _ Ах

3 (х  + Ах) + 1 Зх + 1 (3 (x  + Ax) + l) (3 x  + l)

Ау _ _________ 1_________
Ах (3 (х  + Ax) + l) (3 x  + l)

lim —  = lim
A,v—>0 Д у  A r->0

Demak,

(3x + l)

V = -
(ЗА-+ 1)-

14.2. Hosilaning geometrik va mexanik m a’nolari

Faraz qilaylik, y  = / ( x )  funksiya (a ,h )  da berilgan

bo‘ lib, x e ( a ,b )  nuqtada / '( x )  hosilaga ega bo'lsin. Bu 
funksiyaning grafigini 1- chizmada keltirilgan egri chiziq
tasvirlasin.

/ У = / I х)

№

x
x Ax x + Ax 

1 -chizma

AB kesuvchining OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil 
qilgan burchakni (p, egri chiziqqa A nuqtada o'tkazilgan 

urinmaning OX o'qining musbat yo‘nalishi bilan hosil qilgan 
burchakni a  deylik.
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АЛ В С dan topamiz: —  = tgip 
Ах

Agar Ах —> 0 sa, ya’ni В nuqta egri chiziq bo‘у lab A 
nuqtaga inti Isa, u holda (p burchak a  burchakka intilib

tg<P tg a  
boiadi. Keyingi munosabatlardan

Ay
lim —  -  tg a
л-г̂ ° Ax 

boiishi kelib chiqadi. Demak,
f ' ( x )  = tg a

Shunday qilib, y  = f ( x) funksiya x e ( a ,b )  nuqtada 

/ '(x )  hosilaga ega boisa, bu funksiya grafigiga A (x ,y ) nuqtada 
o‘tkazilgan urinma mavjud. Funksiyaning x nuqtadagi hosilasi 
/ '(x ) esa bu urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. 
Urinmaning tenglamasi esa ushbu

л  r  = f ( x )  + f ( x ) { X - x )  = y  + f ( x ) ( X - x )
ko‘rinishda boiadi, bunda (X , У) urinmadagi o‘zgaruvchi 
nuqtaning koordinatasi.

Endi hosilaning mexanik ma’nosini keltiramiz. Faraz 
qiiaylik, moddiy nuqta to ^ r i chiziq bo'ylab (bu to‘g‘ri chiziqni 
OX okqi deylik) harakat qilib, M  nuqtaga kelganda bosib o iilgan 
yoi S boisin: OM = S  (2-chizma).

2-chizma

Ravshanki, bu y o i vaqtga bogiiq boiib, uning funksiyasi
boiadi:

I 5  = 5 ( 0  (2)
Odatda, (2) tenglama moddiy nuqta harakat qonuni deyiladi.
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Agar nuqta t vaqt oraligida •$(/) masofani, t + At vaqt 

oraligida esa S ( t + At) masofani bosib o'tgan bo'lsa, unda Д/ 
vaqt oraligida o'tilgan y o i

Д5(/) = 5(/ + Д 0 - 5 (/ )

b o iib ,
As _ S ( t  + A t ) - S ( t )

At At
nisbat esa moddiy nuqtaning t dan / + Д/ gac-ha vaqt oraligidagi 
o'rtacha tezligini ifodalaydi.

Agar At nolga intila borsa o ilacha tezlik moddiy 
nuqtaning / paytdagi oniy tezligini aniqroq ifodalay boradi. Demak, 
t paytdagi tezlik

V = lim —
Д(̂ 0 Д/

boiadi. Keyingi tenglikdan
V = S\t)

boiishi kelib chiqadi.
Shunday qilib, moddiy nuqtaning harakat qonuni S  = S (t) 

boiganda funksiyaning t nuqtadagi hosilasi S\ t) harakat tezligini 
ifodalaydi.

14.3. Hosila hisoblash qoidalari

Aytaylik, f ( x )  va g (x ) funksiyalar (a ,b ) da berilgan 

boiib , nuqtada f ' ( x )  va g '(x )  hosilalarga ega boisin.

U holda:
1) ixtiyoriy o'zgarmas с da у  = с • f  (x ) funksiya hosilaga 

ega bo 'lib,

/  = ( c  ■ / (* ) )  = с • f \ x )

bo ‘ladi;
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2) funb iya lar yig4ndlsi y  = f { x )  + g ( x )  
hosilaga ega bo 'lib,

>'' = ( / W  + g ( .v )) '= /'(x) + g '(A.)
bo ‘ladi;

■  3) funksiyalar kopaytmasi y  = f ( x ) - g ( x ) funksi 
hosilaga ega bo‘lib,

I  /  = (/<*)•* ( * ) ) ' = n x ) . g ( x ) +f ( x ) . g ' ( x )
bo ladi;

4) funksiyalar nisbati у -  - ^  л / • / / \ \
Т ы  fwksiya U M * o )

hosilaga ega bo 'lib,
t

у ’ = \ й й \  -  f b )  g ( x ) - f ( x ) - g '(x)
■ V " (A) J  g 2(v)

bo ladi;

keltiramfz11 'aSd'q,arnmg bmm- masalan 2)-sining isbotini

-«Sliartga ko-ra f ( x )  va g (x )  funksiyalar / ' ( x) va 
I g  (x) hosilalarga ega. Unda ta’rifga binoan

/rW  = g '( x )  = lim
* *  Â °  Ax

f t s  ladi. Ravshanki, у  = f  ( л-) + ̂ (д .j funksiyaning orttimiasi 

4 у = [ / ( *  + A x )+ g (x + д * ) ]  - [ / ( * )  + g (x)J =

I  lib = ^/ ^л' + Ад:)~  /'(л') ]  + [ § ( а  + Дд' ) - я ( х )]

4 у _ /(■* +Ax)- / ( * )  g ( x  + A x j - g ( x )

Ax *  дГ  '

187



bo‘ ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
~/ (x  +Ax )/ ( .* )  + g (x  + A x )--g (x )

Ax Axlim —  = lim
Ax— >0 Д Ax—>0

,  , i m / ( ^  + Ax) - / ( f l  + lim g ( x  +Ax) —g ( x ) _  f ( x )  + g , (x )
Av—»0 Ал'Ay 

Demak,

y  = (/ (x )  + g ( x ) ) '= / '( x )  + g ' ( x ) >

3 . Г 3 л6-misol. y~  — x boisa, V -  “ A 
‘ 2 V 2

2 ( x ) '= - - i = 2  
2 2 2

boiadi
1

7-misol. у  = x -\—  boisa,
A

V =
1

AH----
v x ) = (* )' +

n V
X J

boiadi.

. 2 a  + 1 .
8-misol. у  —--------bo Isa,

3 a  + 1

, _  f 2 a  + 1 Y  ( 2 a  + 1) • ( 3 a  + 1 )  - ( 2 a  + 1 )  • ( 3 a  + 1 )  = I  

V3x + l j  (3x + l)"

2-(3x  + l ) - 3 ( 2 x  + l ) ______ 1___  

(Зх + l ) 2_________ (3x + 1):
boiadi. j

5) Murakkab funksiyaning hosilasi. Aytaylik,
u — (p(a ) va у  = f  (m) bo‘lib, ular yordamida 

у  = f  ( >̂ ( a  )) murakkab funksiya tuzilgan bo Isin.

Agar и = cp( a ) funksiya x nuqtada u' = (p’ (x ) hosilaga 

ega bo‘lib, у  = f  (u ) funksiya и nuqtada [u  = (p [x)) / '(и )
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hosilaga ega bo'lsa, и holda y  = f ( p ( x )) murakkab funksiya x  
nuqtada hosilaga ega va

Ух = / ' ( « ) • < »  ya 'n i y'x = f '( (p (x ) ) - (p '(x )
bo ‘ladi.

^Ravshanki, Ax Ф 0 bo‘lganda
An = A(p(x) = <p(x + A x )-cp (x ) Ф 0 

boiadi. Ayni paytda

Ay = A f(u ) = f ( u  + A u ) - f ( u )
boiib,

Д у _ Ay An
Ax An Ax 

boiadi. Keyingi tenglikdan topamiz:

l i m f — •— ) =  l i m - -  lim — =M—>0 Дд- Л.г~>0 Au Ax J Au л*-»о Ax

(ravshanki, Ax - »  0 da Au -> 0). Demak,

f  х = [ / М * ) ) ] ' = / ' И * )  M * ) >

14.4. Teskari funksiyaning hosilasi

Aytaylik, у  = f ( x )  funksiya (a ,b ) da berilgan bo'lib, и 

teskari x = <p(y) funksiyaga ega bo 4sin. Agar y  = f ( x )  funksiya 

x e { a yb) nuqtada f ' ( x )  hosilaga ega boiib, / ' ( * ) *  0 /ю'&л, 

teskari funksiya (p(y) ham у  nuqtada ( y  = f ( x ) )  hosilaga ega
va

1
<P\y)~~77i

» Л * )
oo ladi.
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А х va v 0 ‘zgaruvchilaming orttirmalari Ax va Ay iar
uchun

(Av *  0)Ax 1

Av AZ 
Ax

boiadi. Ayni paytda Av ^ 0 da Ax 0 boiib, 
Ay -> 0 da Ax —> 0 . Keyingi tenglikdan topamiz:

Ax 1
limЛг-»0 Ду г  ’ lim —

Av_>0 Ax

lim  —  = f ' ( x )Ai ~>0 Д_Х'
Demak,

/ '( * )

14.5. Funksiya hosilalarini hisoblash

Funksiya hosilasi hosila ta’rifi hamda hosila hisoblash 
qoidalaridan foydalanib hisoblanadi.

1) V = xa (x  > 0) boisin. Bu funksiyaning orttinnasi

Ay = (x  + Ax)a -  xu = x" i +—
v *  J

boiib,

xa
f i  Ax ̂  1 1 + —

a
- l

Ay I X ,

Ax Ax
= Xй

-1

Л "
-1

Дх
x

boiadi.
Keyingi tenglikda Ax —> 0 da limitga o‘tib, 1 2 -ma'ruzada 

keltirilgan (5 ) muhim limitdan foydalanib topamiz:
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f ,  ЛлЛ° (  Д тУ
Д у  ! + —  I I 1 + —  I - 1

lim —  = lim x°-' -------i_ :------= x- '  ]jm . i------L i ----- = „ . x«->
Д^° ДХ Л'-»° ДХ Лч->0 Ах

х XDemak,

У = (*°) - а - х а~[
Agar у  = и \  к = и (х )  bo'lsa, у ' = а и аЛ -и' boiadi. 

У — ci ( f l> 0 ,f l^ l j  boisin. Bu funksiyaning
orttirmasi

Av = a x*te - e jr = e j'(a 4* - l)
boiib,

\ y  _ a ’ { a * - \ )

Дх Av
I  bo ladi. Bu tenglikda Ax —> 0 da limitga o lib , H-ma’ruzada 

keltirilgan (4) muhim limitdan foydalanib topamiz:

г  АУ a  “ О a ^ - \lim —  = h rn— -̂------ L = a x l im - ____- = a x Ann^ ° A x  A-0 Дд- “ ^  ~ a  In“ -
Demak,

У = (ял) = a-1 -ln«.

Xususan, у  = e r boisa, y ' = (e xj  = cx boiadi.

ASar У = а ы, u = u (x )  boisa,

У = I a  ) =a" -\n а -и ' boiadi.

3) у  — logrt x (a >  0, a * l ,  x  > 0) boisin. 
Bu funksiyaning orttirmasi

Ау = logrt (x  + Ax) -  log,, x = log,

boiib,
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f , Ал'
log, I !+  —

log,
ДлЛ 1 , Ax1 + —  = — logДу _ ___________ _

Ax Ax x Ax
boiadi. Keyingi tenglikda Ax —> 0 da limitga o‘tib, 12-ma’ruzada 
keltiiilgan (3) muhim limitdan foydalanib topamiz:

lim —  = lim — log
Ле->0 Дд- A.V—>0 x

1 +
Ax VVv

= - lo g ee. 
x

Demak,

Xususan, y = ln x  boisa,

/  = (1 nx )'

boiadi.

boiadi.

Agar у = log,, и, и = и (x ) boisa,

У  = (lo ge « )  = - lo g rte-t/'
11

4) у = sinx  boisin. Bu funksiyaning orttimiasi
A.\

Ay = sin (x  + A x )-  sin x = 2 sin —  cos x +
AxЛ

boiib,
. Ax 

2sm —  cos 
Ay 2

x + ■
Ax

Ax Av

. Ax 
sin —  
___ 2_

Ax
2

COS X +
Ax

boiadi. Bu tenglikda A x—>0 da limitga o iib , 12-m a’ruzada 
keltirilgan muhim limitdan foydalanib topamiz:
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lim Av _ Iim ------2
Л' - >0 А л -  A v -*0  A t  

2
. Ax sin —

2

. Ал s in -

lim

■COS A- +
Ад-

(  Ax
Лг-+0 A\' Л\->0lim cos) x + = 1 • COS X — COS X.

bo' ladi. 

bo'lsa,

bo'ladi. 

b o iadi.

Demak,

у  = (sin л) = c o s x .

Agar у  — s in u, u = u (x )  bo'lsa,

у  = (sin u) = cos u u '

Xuddi yiiqoridagidek ko'rsatish mumkinki, у  = cosx

У = (co sx ) = -  sin x

Agar v = cosw, u = u (x )  boisa, 

v' = (cosw) = - s i n « V

5) у  = tgx boisin. Maiumki,

sin xtgx =
cos x

R a m iz s 8™ "8 h° silasini his°blash qoidasidan foydalanib 

У' = (tgx)' = ( s m j  ) = ( s’n * )  c o s x - s i n л: ( c o s x )'
V cos X J 

cos2 x + s in : x
cos x

1
COS“ X COS" X
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Xuddi shunga o‘xshash у  = ctgx boisa,
v 1

У ^ (ctgx) = — у

boiad i.

sin x
boiadi.

Agar у  ~ ctgu , u - u ( x )  bo'Isa,

,  v - 1y ' = (ctgu ) =
sin2 и

boiadi.
6)

v = arcsin x, .V = arccos x, у  = arc rgx, у  = arc rtgx
berilgan boisin. Ravshanki bu funksiyalai mos ravishda

x = sin y , x = cos y , x - t g y ,  x - c t g y
funksiyalarga nisbatan teskari funksiyalardir.

Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan
foydalanib topamiz:

1 1 1  1
/  = (arcsin x) = —----- ----------- I . -  r 7 ’

(siny) cosy yj\ —sin у VI-X

. , 1 1  1 _______1_
V — (ЭГССОБХ) — I ""T r  2" 1

(cosy) sin у  /̂l -co s у  л/l -X

-v' “  ( e , r 'gv)' = 7/wV = T ~ ° -v = T T ^ = T 7 7 -  I
cos" у

у = < ^ g *y =^ =—V -  = у = ^ 7 7 ^ = ■ “777- j
sin2 y

Agar
v = arcsin w, v = arccos и, у  = arc tgu, у  = arc ctgu



(arcsinu) = —f-— - •u\ ( arccosu) = — _ 
V l - t r  VI-M2 

(arc/gw) = —-Lj-i/', (arcrtga) '  =  Цг-м'

boiib, u = u ( x )  bo isa , u holda

и ,

1 + i/
boiadi.

1 -f и

7) > '-| ^ / (x ) j' ( i/ (x )> 0 ) boiib, w (x) va v (x )

funksiyalar и (x ) va v ( x )  hosilalarga ega boisin. Awalo 
logarifm ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyani quyidagicha

| у  = [ « ( х ) ] Ч' ) = в1иС|< < , , в в -(*),--(')

yozib olamiz. So‘ng hosila hisoblash va murakkab funksiyaning 
hosilasini hisoblash qoidalaridan foydalanib topamiz:

,/  = ( [ « ( * ) J U’ ) =[>'«""<*>]' = ^ Wl"“W {v(.r)-Ini/(A-)]' =

v, (x )- ln w (x ) + v ( x ) ~ !— 
u (x )

v(x) .= [ « ( x ) ] l(v'- v, (x )- ln w (x ) + - ^ - . w'(x) j.
V u i x ) J

Hosilalar jadvali. Yuqorida fimksiya hosilalari uchun 
topilgan formulalami jamlab, ulami jadval ko‘rinishida yozamiz:

1) (хл j  = a - x a~\ (it") = a u a~] -u'
> i

2) ( a ' ) = a ' - b a ,  ( a “) = а" Л аа -и '

3) (е г ) = e\  ( e " ) = e ‘ -u'

H  \ i ' i4) (log^x) = - l o g e e, (logflw) = - l o g  a e-u'  
x и
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5)

6)

7)

8)

9)

10)

' 1  ' 1 
In Л') = —, (In и) -  — -и'

X ' и
Г I

sin х ) = cos х , ( sin и ) = cos и • и '
г I

cos X ) = -  sin л\ ( cos и ) = -  sin и • и '

' 1  ' 1 
tgx) = -----— , (tgu ) = ---- - - и

COS” A' COS" и
' 1 ' 1

ctgx) = — —— , (с  tgu) = ----——  -и
Sin A' s in ' и

' 1 ' , 1 ! arcsinx) , (arc sin и) = ...--■■и'
V 1 - х 2 у]\-и~

/ \' 1 / \' 1 I11) (a rc c o sx )  = — ( ar ccos и) = — . • и
V 1 - х 2 VI -и "

t 1 ' 1
1 2 ) (arcfgxY =------ 7 , (arc tgu) = ------ т -и\

1 + х л 1 + и

13) ( arcctgx)' = ----- ’ , ( arcctgu )' = -  —Ц г • и
1 + х 1 + м"

Endi hosilalar jadvali hamda hosila hisoblash qoidalaridan 
foydalanib funksiyalaming hosilalarini topamiz:

9-m isol. v = 2'gx b o is in . Bu funksiyaning hosilasi

у  = ( 2 ®1) = 2 ”  • ln 2 -(/gx)' = 2 '"  - In2 ‘ “
co s2 X cos' X

boiadi.
10-misol. у  = x 2 + sin ev boisin.

y ' = (x 2 + sinejr) = 2x

11-misol. у  = In tgx bo is in .

/  = (In tgx) = —  • (tgx) = —  ■
tgx ' ' tgx co s2 X
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12-misol. v = ln° s inx  bo'lsin.

/  = 6 In5 sin x  •—!— c o sx  
sin x  

• . ln2x13-misol. у  = -----------bo'lsin.
arcsin x

21n x  —  arcsin x - I n 2 x-
V l ^ 2

arcsin" x

14-misol. у  = ,J s in (ln x ) boisin.

1 /, x 1
*v = V T : /1 / C0S( M - ~2yjsin[\nxj x

Mashqlar

Berilgan funksiyaning hosilasi topilsin.

, y = -£ lz * £ L  ,  _  (2 x 2 - x - 1 )

' 2<л'2 - 4 * 3V2 + 4.v

.  (1 + )Vl + X
3- У = '----- гг-г:------- 4. V

12л-12 ’ ' 2Vl + 3*4

5. .У = (s in  x )  6. }> = ( c o s5jc)'’
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15 -M A ’RUZA

Funksiyaning differensiali.
T aqribiy form ulalar

/ ( x) funksiya (a ,b )  cla berilgan boisin. Agar funksiya

x e ( a ,b )  nuqtada chekli hosilaga ega boisa, uni shu nuqtada

differensiallanuvchi deyiladi. Funksiya (a ,b )  ning har bir

nuqtasida differensiallanuvchi boisa, u (a ,b )  da diilcrensial-

lanuvchi deyiladi. I
Odatda funksiyaning hosilasini topish uni differensiali ash

deyiladi.

15.1. Funksiya differensiali tushunchasi

Faraz qilaylik, у — j  ( x ) tunksiya (я,/)) da berilgan 

boiib , x e ( a ,b ) nuqtada differensiallanuvchi boisin. la ’rifga 

binoan
4vlim —  = vЛу->0 Дх

boiib ,
Av
—  — у  +  (X
Av

boiadi, bunda a  -cheksiz kichik tunksiya
( Av —» Oda a  = a ( A v)-> 0 ). Keyingi tenglikning ikki

tornonini Av ga ko‘paytirib topamiz:
Ay — у  ■ Av + cn ’ Av — f '( x )A x  + a -A x  ( 0

Yuqoridagi (1) tenglikdan, у  hosila chekli boiganda 
lim Ay = 0Av->0

boiishi kelib chiqadi. Demak, y  = f ( x )  funksiya x nuqtada



chekli hosilaga ega boisa, u shu nuqtada uzluksiz boiadi.
Biroq, funksiya biror nuqtada uzluksiz boisa, u shu nuqtada 

hosilaga ega boimasligi mumkin.

Masai an, j/ = |*| funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz, biroq u 
shu nuqtada hosilaga ega emas, chunki

l i m ^ = l i m i ^ l - | ° L | im N
& x - * 0  Д д- Д.г->0 Д д- Av -,0 Д д .

limit mavjud emas.

Funksiya orttirmasi Ay = f ( x + Ax) - f ( x )  ni 
ifodalovchi (1) tenglikning o'ng tomoni ikki qo‘shiluvchi y '■ Ax
hamda a  Ax laidan iborat. Birinchi qo‘shiluvchi uchun y '=* 0 
boiganda

f ' ( x ) ‘ Ax 
l im — i-----------  f ' ( x ) *  0
Av-K) Дд- ■' \ /

boiib, undan АЛ' va y ' ■ Ax laming nolga intilish tartiblari bir xil 
ekanligi kelib chiqadi. Ikkinchi qo'shiluvchi uchun 

, • a  • Axl i m --------= hm a  = о
Av-»0 Д д- Av->0

bo lib, undan a  • A.v -> 0 m zVv 0 ga qaraganda tezroq ekanligi 
kelib chiqadi.

Demak, A x-+ 0  da A x -^ 0  ni y '-A x  qo‘shiluvchi 
aniqlaydi. Shuning uchun y ' ■ Ax qo‘shiluvchi funksiya orttirmasi 
Av ning bosh qismi deyiladi.

Та rif. hunksiya orttirmasining (1) ifodasidagi y f ■ Ax 
qo shiluvchi y  = f  (л ) funksiyaning differensiali deyiladi va dy 

yoki df (x ) kabi belgilanadi.
Demak,

dy = y ' .  Ax ( d f ( x )  = f { x) 'A x ) .
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Aytaylik, v=  f  (x )  funksiya (a ,b )  da berilgan bo‘lib,

x e ( a , b ) nuqtada differensiallanuvchi bo‘ lsin. Bu funksiyaning 
grafigi I-ehizmada ko'rsatilgan egri chiziqni tasvirlasin.

15.2. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi

/( x)
j

С
с x+Ax

1 -chizma

Bu egri chiziqqa, uning F  = F ( x ,y )  nuqtasida FL
urinma o‘tkazib, uning OX okqining musbat yobnalishi bilan 
tashkil etgan burchakni а  дейлик. Unda, ma lumki,

tg a  = f ( x )

bo‘ ladi.
Ravshanki, AFDC  dan 

DC
FC

= tga

bo‘ lishini topamiz. Keyingi tenglikdan
DC -  tg a  ■ FC

ya’ni
DC = f ' ( x ) A x

bo'lishi kelib chiqadi. Ayni paytda f ' ( x ) & x  = df (* )
Demak,

DC = d f (x ) ,
ya'ni f (x )  funksiyaning nuqtadagi differensiali funksiya grafigi 

F ( * ,/ ( * ) )  nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi DC ni



Xususan, y  = x  boiganda dy = y' Ax = Ax 
Дх = dx boiib , funksiya differensiali uchun quyidagi 

dy = y'dx = / '  ( a') dx (2)
ifodaga kelamiz.

Shunday qilib, funksiyaning differensiali funksiya 
bilan argument differensiali kolpaytmasiga teng.

Endi funksiya hosilalari jadvalidan foydalanib, 
differensiallari jadvalini keltiramiz:

1) d (x a ) = a x a~ldx,

2) d [ a x) = a x - In a dx,

3) d (e x) = exdx,

4) d(\oga x ) = -\ o g a edx,
x

5) с/(In a) = — dx,
x

6) d  (sin a) = cos a  d x ,

7) d  ( cos a) = -  sin a  d x ,

8) d (tgx ) = — l— dx,
COS ' A

9) d (ctgx) = — —̂ — d x ,
Sin“ A

10) с/ (arcsin a ) = ■■■■.■ c/a ,
V 1 -  A2

11) d  ( arccos a) = — c/a ,
л/l -  A2

12) d  ( arc /gA) = — L -  c/a ,
' 1 + A

ifodalaydi.

hosilasi 

u laming

, ya ’ni
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\ + х*
Masalan, у -  funksiyaning differensiali

2yjarctgx  I + x
7 dx

bo‘ ladi.

15.3. Y ig‘indi, ko‘paytm a va nisbatning differensiali. 
M urakkab  funksiyaning differensiali

Ikki funksiya yig ‘ indisi, ko‘paytmasi va nisbatining 
hosilalari haqidagi ma’ lumotlardan foydalanib, ularning 
differensiallarini topamiz.

Aytaylik, f ( x )  va g{x) funksiyalar (a ,b )  da berilgan

bo‘ lib, x e ( a ,b )  nuqtada differensiallanuvchi bo‘ lsin. Unda shu 

nuqtada у  = / (jc )-t-g (jc ) funksiya hosilaga ega bo‘ lib,

bo‘ ladi. Bu tenglikning ikki tomonini dx ga ko‘paytirib

y ' = f ' ( x )  + g '{ x )

у  • dx — f '( x ) d x  + g '(x )d x

ya’ni
dy = d f (x )  + d g (x )

bo‘ lishini topamiz. Demak,
d ( f ( x )  + g ( x ) )  = d f (x )  + d g (x ) .

Xuddi yuqoridagidek

d (c  ■ f ( x ) )  = c d f ( x ) ,  (c = const) 
d ( f ( x )  ■ g (x ))  = g (x )  ■ d f  (x) + f ( x )  ■ dg (x ), 
, ,  f { x ) ,  _ g { x )d f (x ) - f (x )d g { x )

g (x )  g 2(x)
(g (x )  *  0)

bo‘ lishi isbotlanadi.
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Biz yuqorida V ~ f (x )  funksiya x e ( a .b )  nuqtada 
(jifferensiallanuvchi bo‘ lsa, uning differensiali

d y  = f ' ( x) dx
boiish in i, ya ’ni funksiya differensiali funksiya hosilasi bilan 
argument differensiali ko‘paytmasiga teng bo‘ lishini ko'rdik.

Endi .y = / (w ) , м = ^(лг) bo iib , ular V = / ( ^ ( x ) )

murakkab funksiyani hosil qilsin, bunda / (и )  funksiya

f '( u ) ,  funksiya hosilalarga ega.
Ravshanki, murakkab funksiyaning hosilasi 

/  = / ' (  <p{x))-<p'(x) 
boiadi. Keyingi tenglikdan

У dx = f ' (<p(x)) -<p' (x)dx (3)
boiishi kelib chiqadi. Agar

у  dx -  dy, (p '(x)dx = d(p{x) = du
boiishini e ’tiborga olsak, unda (3) tenglik ushbu 

dy = f'(< p(x))-d< p(x)
ya’ni

d y  = f ' { u ) d u  (4)
ko‘rinishga keladi.

Demak, funksiya murakkab boigan holda ham funksiya 
differensiali funksiya hosilasi J ' ( u )  bilan argument differensiali
du ko;paytmasidan iborat.

Ikkala holda ham
[У = J  [x )) i  y  — f { u ), u = (p(x) ho l l ar da  ) funksiya 
differensiali bir xil ko‘rinishga ega boiadi. (Qaralsin (2) va (4)). 
Odatda bu xossa differensial ko‘rinishining invariantligi deyiladi.
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(rrgamladigan ko‘p jarayonlar funksiyalar bilan, aniqrog‘i 
funksiyalaming nuqtadagi qiymatini hisoblash bilan bogiiq. 
Funksiyalaming murakkab boiishi. ularning nuqtadagi qiymatini 
topishni ancha qiyinlashtiradi. Natijada funksiyalaming nuqtadagi 
qiymatini taqribiy hisoblash zaruriyati yuzaga keladi.

Funksiyaning differensiali esa taqribiy formulalami topish 
imkonini beradi.

Aytaylik, / (x )  funksiya (a ,b )  da berilgan bo‘lib,

X e ( a ,b )  nuqtada f\ x )  Ф 0 hosilaga ega boisin. U holda 

Ay = ./ (*  + A x ) - / ( x )  
funksiya orttirmasi uchun

Ау  -  f  ( .v) ■ Ax + a  • Ay ( f ' ( x )  • Ax = dy )

boiib,
Ду f ' ( x )  • Ax + a  • Ax a

/'(дг)-Лл' "  +~f\x)
boiadi, bunda Ay —> 0 da a  —> 0.

Keyingi tenglikdan

lim = I
dy

boiishi kelib chiqadi.
Bu hoi ushbu

Ay ~ dy (5)
munosabatga (taqribiy tenglikga) olib keladi.

Ravshanki, Ay ning har qancha kiehik boiishi bu taqribiy 
tenglikning aniqligini shuncha oshiradi.

Funksiya differensialining tuzilishi funksiya orttinnasiga 
nisbatan ancha sodda boiishi (5) taqribiy formuladan taqribiy 
hisoblashlarda keng foydalanishga olib keladi.

(5) formulani quyidagicha
/ ( x + Ay) »  f  ( x) + / ' ( x ) • /lx'

15.4. Taqribiy formulalar
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ham yozsa boiadi.
Misol. Ushbu

.  .  x/l7
yniqclo/ taqribiy hisoblansin

^Quyidagi

/ (* )= < £
funksiyani olamiz. Unda

Л'4 = -  Г 4
1 - i  J

X 4 = — L_ 
4 /14ГТ

/ ' ( * ) =

boiadi.

I  л ~ 16, Ад- = ] deb topamiz:

^ = = ^ 1 6  + - '  ____
4 i W  “ “

= 7 + -J___■) , 1 1
f -  4 .8 ~ 2 + H  = 2 J i  = 2 ’ 03125

M ashqlar

| Differensial yordamida taqribiy hisoblansin.

• b  = t f r ,  x  = 7 ,7 6  ,  ,ГТ — Г -
2. .y = V x ‘ + 7x, x

3- .v = arcsin x, X = 0,08 , _ ,/г----------
4- ^  -  v 3 x  + cosx.

=  1,012 

*  =  0,01
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16 .1. V uqori tartibli hosilalar

Aytaylik, y = / (x ) funksiya (a ,b )  da berilgan boblib, 

uning ixtiyoriy x e  (a ,h )  nuqtasida y - j ' ( x )  hosilaga ega

boisin. Ravshanki, f ' ( x )  ham x ning funksiyasi boiib, u ham 
hosilaga ega boiishi mumkin.

f ' ( x )  ning hosilasi berilgan f ( x )  funksiyaning ikkinchi 
tartibli hosilasi deyiladi va

y", yoki /"(.y) yoki
dx~

kabi belgilanadi. Demak,

/ = ( / ) ' .  / • ( * ) = ( / ’ (*))'■ I
/"(x ) ning hosilasi berilgan / ( x )  funksiyaning uchinchi tartibli 

hosilasi deyiladi va

Vм, yoki r ( x )  yoki ~~~T
dx

kabi belgilanadi.
Xuddi shunga o'xshash / (x )  funksiyaning toitinchi va

h.k., n -tanibli hosilalari ta’riflanadi va bu yuqori tartibli hosilalar 
quyidagicha

/ " ( * ) ......../ " '( л )  I
belgilanadi.

Masalan, у  = 2x? -  5x2 + 1 funksiyaning yuqori tartibli 

hosilalan
y f = 6x2 -1  Ox, v" = 12x -1 0 , y m = 12,

(" ')  (O  Ay y 1 — у' '= . . .  = ()

16-M A R U Z A

Vuqori tartibli hosila va differensiallar

2 0 6



boiadi.

Funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini topish uchun 
umuman aytganda, uning himm,  ̂ 1 ■  ̂ ucnun,
hisoblash kerak Ь о 1 а Г  Avnm L t  f  “  Ь™ ЫаГ™
hosilalarini b iryo la  hisoblash mumkin. ^  dmmg yU4° “ fart'bl'

• 1-misol. y  = a '  funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini 
topamiz:

У  = a x In <2,

|  >’” = ( a , ( ln a ) 2]  = йг*.(1п в )\

I  1ПЙ)” .

Xususan, у  = e* boisa, у (,,) = ex boiadi.

К  2 m,SOl‘ У ~ ln Л f linksm ning yuqori tartibli hosilalarini



З-m iso l. у
topamiz:

; = sin A' f u n k s iy a n in g  yuqor i tartibli hosilalarmi

ft
y s cosJc*sin (Jc+ -).

/  =  ( / ) ’ = - s m A  =  s i n ( A  +  «-) =  s i n ^ A  +  - -  2 j -

vw = [-  sin x] = -  cos -x "  sin 2 J
4-3X + 3 - - U

/г
У"» -  sin i x + ri ‘ --

i ch яааг v = cosx b o ' l s a ,  u hokiaXuddi shunga о xsbash, age . ^
к

y (n) = COS Х +  П -  —

bo ‘ lad i. . ,  M tir U e a n  fu n k s iy a la r n in g  n -ta rtib li

,M W  funksiyaning я «  « * » »
M asalan, у -  ^

quyidag icha bo‘ lad i.  ̂ ^   ̂ ^

/  = ^ +4x*42, I
vw= e3+4A*43,

У(«) = е3+4х.4 я.

16.2. Sodda qoidalar. Leybnits form ulas. |

Aytaylik, / ( a) va й ( а) funksiyalar ( a ,6) d . ^

bo’ lib, x e ( a , b )  nuqtada / " ( a )  va g  ( a )  hos. а а Ш
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1) ( c - / ( x ) )  = c -  f ["' (a ) , c = const,

2) ( / ( ^ s W / ' W ^ W  + s ' - V )
boiadi. Bu tengJiklaming o‘rinli boiishi hosila hisoblash 
qoidalardan kelib chiqadi.

Endi f ( x )v a g (x )  funksiyalar ko'paytmasi

y — i  (A-)-g(jr) ning yuqori tartibli hosilalarini topamiz:

y'  = f ( x) g ( x ) + g'(x) f ( x ) ,

y" = f" (x)-s(x) + f ' ( x ) g ' ( x )  + f ' (x )-g ' (x )  + g ' ( x ) f " ( x )  = 
* f " - g  + 2 f - g ’ + f - g \
f  = Г ■ g  + f "  • g '  + I f "  ■ g '  + I f  ■ g " + f  ■ g" + / . a -  =
= f '" -g '+Sf"-g ' + 3 f ’ -g '+f-g '" ,
У 1 = / <"') • g  + 4 / ”' ■ g '  + 6/"  • g "  + 4/ '  ■ g ' " +/  ■

umuman,

у  ">=/ (”) . g +d f ^ g - + d f W . g " + ...+ f . g W ( l )
boiadi, bunda

k n (n -\ ) . . . (n -k  + l)
с *  = — ------- (A! = 1 -2...A)

к !
Keyingi tenglikning o‘rmli boiishi matematik induksiya usuli 
yordamida ko‘rsatiladi.

(1) formula Leybnits formulasi deyiladi.
4-Misol. Ushbu y  = x -e x funksiyaning n -tartibli hosilasi

topilsin.
^B u tenglikda

ex = / (  a ) ,  x = g (  a)
deylik. R a vsh an ki,

bo‘ lsin:
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f ^ ( x )  = { e ' f ) =е'  (л = 1,2,3,—)

g '(.v) = l, g ’ ( x )  = g " { x )  = --- = g " ] ( x ) = 0 I
Unda Leybnits formulasiga ko'ra

y{n) =(ex - x f l) =ex-x + n-e'

boiadi. ►

16.3. Y uqori tartibli differensiallar

M a iu m k i, y  =  f ( x )  funksiyan ing d ifferensia li

dy = f ( x )dx

da / '( * )  ko‘payuvehi x ning funksiyasi, dx esa x ningl 

orttirmasi Ax boiib, x ga bogiiq  boimaydi. Demak, dy x rnnfl
funksiyasi b o iad i.

T a’rif. v = f ( x )  funksiya differensialining differensiali

berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d2y I 

yoki d 2 f  (x )  kabi belgilanadi.
Demak, .

d 2f ( x )  = d ( d f ( x j )  ( d l y  = d (d y ) ) .

Funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali d y  o‘z 
navbatida x ning funksiyasi bo'lishi mumkin. Bu diflerensialnmg 
differensiali y - - f ( x )  funksiyaning uchinchi tartibli d.flerensia

deyiladi va d 'y  yoki d \ f(x )  kabi belgilanadi. Demak,

d\f(x ) = d ( d 2f ( x ) )  ( d ' y  = d ( d y )) |

Umuman y  = J \ x )  funksiyaning n-tartibli differed*#

d"v  quyidag icha
d “y  = d (d " - 'y )  {d\ r{x ) = d (d "  ' f ( x ) ) )  |
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Shuni yana bir bor ta’kidlayinizki, yuqoridagi lunksiya 
differensiallarida argument x  ning differensiali dx (dx = Ax)
o'zgarmas sifatida qaraladi. Shu holatdan foydalanib yuqori tartibli
differensiallaming yuqori tartibli hosilalar orqali ifodalarini 
topamiz:

d2y  = d(dy) = d (y ' ■ dx) = dx • dy' = dx ■ y"  ■ dx = y ’dx2,

dsy  = d (d 2y )  = d (y"  ■ dx2) = dx2 • dy" = Л 2 • j , » . dx = 
umuman,

d “y  = y ("] -dx\
Keymgi tenglik matematik induksiya usuli yordamida 

isbotlanadi.
Masalan, у  = sin x funksiyaning 8-tartibli differensiali

dx* -  sin xdx8

ta’riflanadi.

" V  = У  ] • J x 8 = sin J x + 8 • —

boiadi.
2 у

M ashqlar

Berilgan funksiyalaming n -  tartibli hosilasi hisoblansin. 

1 - y - y j x  2 . .y = s in 2 x  + cos(x + l )

211



17-M A ’RUZA

Differensiallanuvchi funksiyalaming xossalari.
Teylor form ulasi

Biroi oraliqda differensiallanuvchi boigan funksiyalar 
maium xossalarga ega boiadi. Odatda, ular teoremaiai orqali 
ifodalanadi. Xossalardan ba’zilarini keltiramiz.

17.1. Differensiallanuvchi funksiyalaming xossalari

Aytaylik, y  = f ( x )  funksiya ( a ,b) da berilgan boiib, 

xQ e ( a , b )  boisin. Maiumki, ixtiyoriy x e ( a , b )  uchun

/ (л )< / (л -0) (/ ( .v )  > / (* „ ) )  I
boisa, f ( x 0) miqdor f ( x )  funksiyaning (a ,b )  dagi eng katta

qiymati (eng kichik qiymati) deyiladi.
1-Teorem a (Ferm a). Agar у  — f  (* )  funksiya с nuqtada

( с €  ( , /?)) o ‘zining eng katta (eng kichik) qiymatiga erishib, 
funksiya с nuqtada hosilaga ega bo Isa, и holda

f ' ( c ) -  0
bo 'ladi.

«4 Aytaylik, / (•*) funksiya с nuqtada (c e (tf ,6 ))  

okzining eng katta qiymatiga erishsin:
f ( x ) < f ( c )  ( x e ( a . b ) )  (1) I

c nuqtaga Ax orttirma beramizki с + Ax e  (#,/?) boisin.

Unda (1) ko‘ra / ( с  + Д х )< / (с )  boiadi. Keyingi 

tengsizlikdan
Ay = / ( c  + A x ) - / ( c )  < 0 j

boiishi kelib chiqadi.
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ega.
Ta'nfga binoan

f ' { c ) =  lim — .
At̂ ° Ax

Agar Ax > 0 boisa, unda
Ay- ^ < 0
Ax

boiib,

f ' ( c ) -  lim —  <0 (2)
v дл-̂ о Дд-

boiadi.
Agar Ax < 0 boisa, unda

Av л - ^ > 0  
Ax

boiib,

/ '( c )  = lim —  > 0 (3)
v Ax

boiadi. (2) va (3) munosabatlardan

/'(c)  = 0
boiishi kelib chiqadi. ►

2-Teorema. (Lagranj). Agar v = / ( x )  funksiya [a yb\ 

segmentda uzluksiz bo‘lib, (a , b ) intervalda hosilaga ega bo'lsa, и 

holda a bilan b orasida shunday с nuqta ( a < c < b ) topiladiki,

m z m . m
b - a  V 1

bo 'ladi.

^Aytaylik, y  = / ( x )  funksiya \a,b\ segmentda uzluksiz
lib, uning grafigi 1 -chizinada tasvirlangan AB egri chiziqni 

tfodalasin.

Shartga k o ia  / (x )  funksiya с  nuqtada f ' [ c ) hosilaga
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AB vataming OX o'qining musbat yo'nalishi bilan 
tashkil etgan burchakni (p deylik. Unda bu vatar (to gLri 
chiziq)ning burchak koeffitsiyenti tgip bo'ladi.

A В egri chiziqda shunday С nuqta bolishini tasawitf 
etish mumkinki, egri chiziqqa shu nuqtada olkazilgan urinma AB 
vatarga parallel bo’ ladi. Bu L urinmaning OX o‘qining musbat 
yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni a  deylik. Ravshanki, urin
ma to‘g‘ri chiziq boiib , uning burchak koetfitsiyenti tg a  boiadi.

Ayni paytda у — / (л‘) funksiya hosilasining geometrik

ma’nosiga ko'ra
t g a ~ f ' ( c )  (4)

boiadi, bunda с nuqta AB egri chiziqdagi С ning absissasi. 
Modomiki, vatar bilan urinma parallel ekan, unda 

tgq> — tg a  (5)
boiadi.

1-chizma keltirilgan ADB to‘g‘ ri burchakli uchburchakda 
AD = b - a ,  BD = f ( b ) - f ( a ) ,  <A=<p.  ' 

Unda shu uchburchakdan
BD f ( b ) ~ f { a )

^  = - -  = - 4 — —  <6>AD b - a
bolishini topamiz.

(4), (5), va (6) munosabatlardan

m - .m . = n c )  ,7) I
b - a
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boiishi kelib chiqadi. S>
Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
1-natija. Agar (a ,b ) intervalda / ' ( * )  = 0 bo'lsa, и holda 

funksiya (a ,b ) da o'zgarmas bo'ladi.

< (a,b)  intervalda tayin x0 va ixtiyoriy x  nuqtalami olamiz.

So'ng [x0,x ]  kesma ( yoki [x, x0 ]) ga Lagranj teoremasini 
qoilaymiz:

r
Л-Л'о

Bundan

f  (x ) = f { x 0) = cons t
boiishi kelib chiqadi.^

2-natija. у  — f  ( x ) funksiya uchun Lagranj teoremasining 
shartlari bafahlib,

[ f ( a ) = f ( b )

bo'lsin. U holda a  va b orasida shunday с nuqta (a  < с < b) 
topiladiki,

I / '(< ')= "
bo ‘ladi.

^B u natijaning isboti f  ( a )  -  f ( b )  shartda (7) tenglikdan 
kelib chiqadi.►

hndi Lagranj teoremasidan umumiyroq boigan teoremani 
isbotsiz keltiramiz.

3-teorema. (Koshi). Aytaylik, f  (x )  va g ( x )  funksiyalar

1) \ci,b\ segmentda uzluksiz,

2) (a ,b)  intervalda / ' ( x ) , g ' ( x )  hosilalarga ega, 

j )  (a ,b)  da g  (x )  *  0 bo'lsin. U holda a  bilan b  orasida 

shunday с (a  < с <b) topiladiki,
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f ( b ) - f ( « )  Г  (с)
g ( h ) - g ( a )  g ' ( c )

ho ‘ladi.
Xususan, ^ ( a) —x bo'lganda Koshi teoremasidcin Fagianj 

teoremasi kelib chiqadi.

17.2. Teylor formulasi

Faraz qilaylik, / ( x )  funksiya x0 nuqtaning biror atrofi 

(x0 - £ ,x 0 + £ )da ( S > 0 )

f ' ( x ) , f " ( x ) , f ' " ( x ) , . . . J M ( x ) . f ^ \ x )  

hosilalarga ega bo‘ lsin. Berilgan funksiya va uning hosilalarining 
x() nuqtadagi qiymatlaridan foydalanib ushbu

f M ^ ( x - x a) +^ ( x - x J + - - - + ^ ( x - * J W

ko‘phad (butun ratsional funksiya) ni hosil qilamiz.
Bu ko‘phadni f  ( x )  funksiyaga qanchalik yaqinligini

aniqlash maqsadida

K„{x) = f ( x  ) - [ / ( - lo) + ;^ 7 1 ^(-‘' - - v») +
*• (9)

ayirmani qaraymiz. Keyingi tenglikdan topamiz:

/ ( * ) = / U ) + ;^ p ( JC_x» ) +;4 r ^ ( x - j:» )2 +

+ . . . + )" + « „ (* )  (10) 
n\

(10) formula f ( x )  funksiyaning Teylor formulasi deyiladi, Rn (x ) 
ga esa Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi.
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ko‘phadning f ( x )  ga yaqin bo'lishi haqida xulosa chiqarishga

imkon bemiaydi. Agar / ^ (х ) т  n va x  laming qiymatlari 
bo-yicha baholay olsak va uning nolga intilishini ko'rsata olsak, u 
holda f  (x ) funksiya (8) ko‘phadga yaqin deya olamiz.

x o‘zgaruvchini tayinlab, t ni o‘zgaruvchi sifatida qarab
quyidagi

Qoldiq had R„(x)  ning (9) formula bilan ifodalanishi (8)

( 11)

yordamchi funksiyani
[x0,x] с  (x0 - S , x0 + S )  (yo k i[x , x0] с  (x0 - S , x0 + S )) 

da qaraymiz. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:

1!

( x - t f
1!

( a - / )

У4'*4 ( 0
n\

( x - t ) \

Demak,

r  ( ' )  = - —  P -
Endi ushbu

Vrt4l^(/) = ( x - / )

funksiyani qaraylik. Bu funksiya ham [x0,x ]  da uzluksiz va
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^ '(r) = -( rc  + l) ( .v -/ )"  О 4 )

:hosilaga ega.
Shunday qilib F ( t )  va (f>(t) funksiyalar uchun

[.y0,.v] da Koshi teoremasining shartlari bajariladi. Unda Koshi

teoremasiga ko ia
F ( x ) - F ( x 0) F ' ( c )  ()5)
ф( х ) -ф( х0) ф '(с) 

boiadi, bunda с nuqta Л'0 va x nuqtalar orasida joylashgan.
(11), (12), (13) va (14) munosabatiardan foydalanib 

topamiz:
An+l) / л

F ( x ) - 0 ,  F ( x 0) = R„(x) ,  F ' ( c )  = — - у Ч х - с ) "

ф(.\) = 0, 0(jco ) = ^ '(с ) = - (и  + 1 )( .т -с )
Natijada (15) tenglik ushbu

- R„ (x )  _ • (*  °>n\

\ n + \

-(л '-л 'о )"  1 ~(n + [ ) ( x - c ) 
ko'rinishija keladi. Bu tenglikdan

r ,  \ Y -  f .... ( c) ( -  - rйДл) = - ^ - ( л - с )  , - (н + 1 ) ! (л -V)

boiishi kelib chiqadi.
(10) munosabatdan foydalanib topamiz:

*• Z‘ (16)

4 , „ у ' , / И ) <с У у x r
n\ °> (и + l) ! '  J

(16) formula Lagranj kokrinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi 
deyiladi.
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Xususiy holda, x0 = 0  boiganda

V V 1' 7t
( 1 6 ’)

bo‘ lib, uni Makloren formulasi deb yuritiladi.
Agar (16) va (16 ') fonnulalarda qoldiq had yetarlicha 

kichik boklsa, u holda

taqribiy formulalar hosil boiib, ulardan funksiyalaming 
qiymat lari ni taqribiy hisoblashda foydalaniladi. Agar Teylor 
formulasida x0 = 0 boisa, unda hosil boigan fonnulani Makloren 
fonnulasi deyiladi.

17.3. B a’zi funksiyalar uchun T eylor (M akloren) form ulalari.
T aqribiy fo rm ulalar

1) Aytaylik, y - e  boisin. Ma’lumki, >,l") = ev. Unda 

У(0) = 1, У А)(0) = 1 (A' = 1 ,2 ,...,и +1) boiib, bu funksiyaning

f ( x )  ~ f ( x 0) + (x -  x0) +

/40)
n !

Makloren fonnulasi

v i *  x x c e = 1 + л' +—  + ■•• +—  + ------- — e
21 n\ (я  + l) !

boiadi. и —> oo da qoldiq had nolga inti ladi. Natijada
(/7 + 1)!



taqribiy formulaga ega boiamiz.
2) Aytaylik, у  — sin x bo‘lsin. Maiumki,.

7T
sin I x + n- —

У

Ravshanki, >’(0 ) -  0 va
0, agar n juft ho'Isa,

In\ / \ • Yin y( ] (0) = sm —- = < n~i
2 ( — l)  2 > agar n toq bo Isa

bo iadi. Bu funksiyaning Makloren formulasi ( n = 2m)

x-
S‘nA Л 3! 5! 7!

ij-l X
2 m -\ X

2m+\

(2m —1)! v (2m + l) !

boiib , undan ushbu

cos с

2 m 1

Sin A'
3! 5! 7! (2m  - 1 ) !

taqribiy formula kelib chiqadi.
3) Aytaylik, v = cos A' boisin. Bu funksiyaning n -

tartibli hosilasi У "1 = cos
71

x + n 9-  /

boiadi. Ravshanki, v ( 0 ) - l
о agar n toq ho Isa.

пк
y ,,)(0) = cos— =

( - 1 ) 2 , о gar n juft bo'lsa

bo iad i. Bu funksiyaning Makloren formulasi (n 2m)
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2 4 6 , Л Л' X 
COS А' =  1 --------н----------------- +  •*• +

2! 4! 6!
2 т  2т + 2/ л\т л / Л

+Н) ( ^ V +( } J ^ 2 y cosc
boiib, undan ushbu

, X 2 X 4 x 6 , X 2"
COS X *  1 ------ + ------------ + ----- h { — 1)

О I /II /С I V /2! 4! 6! v '  (2m )! 
taqribiy formula kelib cniqadi.

4) Aytaylik, у  = ( l + x)* boisin. Bunda n -  natural son 
Bu funksiyaning hosilalari

У' = п( l + x)"-\

y" = « ( « - l ) ( l  + х ) Я 2 ,

y [k> = / г ( л - 1 ) ( и - 2 ) . . . ( л - £  + 1)(1 + х)" A,

У Я) = n\
{n dan yuqori boigan barcha tartibdagi hosilalar 0 ga teng boiadi: 

У*+|) =У"+2) = ... = 0 ), boiib

v(0) = l, у '(0) = л, y ”(0 ) = л (л - 1 ) , . . . ,

y A) ( 0 )  =  Я +  & +  l )

У я) = n!
boiadi. Unda y  — (\ + x ) ‘ funksiya uchun (1 6 ') formula 
quyidagicha boiadi:
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п ( п - \ )
( l + x )  =1 + ИХ + -----—----х'+- - -  +

п{п-\) . . . {п-к  + 1) А „
-j-.-------------- ---------------------------Л - Г . . . Т Л

к\
Bu Nyuton binomi formulasidir.

Mashqlar

1. у  x3 egri chizigida shunday nuqtani topingki, bu 

nuqtada unga o4kazilgan urinma Л( —1;—1) va /?(2;8) nuqtalami

tutashtiruvchi vatarga parallel boisin.
2. Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklami

isbotlang:
a) | sin x -s in  y| <|x~ v j;

b) |arctga  -  arctgb\ < \a -  b\; 

d) cx > I + X, X G R. .

3. Quyidagi funksiyalar uchun Makloren formulasi yozilsin: 
a) / ( x )  = In (1 -  2 x ) ; b) f ( x )  = e2x;

d) / ( a') = Y~^T- i i l
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18-M A ’RUZA

llo sila la r yordam ida funksiyalam ing o‘suvchiligi, 
kam ayuvchiligi hamda ekstrem um larini aniqlash

18.1. Funksiyaning o ‘suvchi ham da kamayuvchiligi

у  — / (л :) funksiya ( a ,b)  da berilgan boisin. Maiumki, 

ixtiyoriy x, e ( a , b ) , ixtiyoriy x2 e ( a , b )  lar uchun

x, < x2 bo iganda / (  * , ) * / (  x2) boisa, 

f i x )  funksiya ( a , b )  dao'suvchi,

x, < x, boiganda / ( x , ) > / ( x 2) boisa,

f i x )  funksiya ( я ,b) da kamayuvchi deyiladi.
Funksiyaning hosilalari yordamida uning o‘suvchiligini 

hamda kamayuvchiligim aniqlash (o‘suvchi hamda kamayuvchi 
boiadigan oraliqlami aniqlash) mumkin.

1-teorema. Agar f ( x )  funksiya ( a ,b ) da f ' ( x ) 
hosilaga ega bo 'lib,

/ '(x )>  0 (x  g (a,/?))

bo'lsa, и holda funksiya ( a ,b)  da o'suvchi bo‘ladi.

^Aytaylik, /  (x ) funksiya ( a , b ) da / '( x )  hosilaga ega

boiib, / '( x ) > 0  boisin. ( a ,b )  intervalda ixtiyoriy x, va x2

nuqtalami (ular uchun x, < x2 boisin) olib, [x ,,x 2] segmentni

qaraymiz. Ravshanki, [x ,,x 2] с  ( a , b ) . Bu segmentda / ( x )  
funksiya Lagranj teoremasining shartlarini bajaradi. Unda Lagranj 
teoremasigakoi'a shunday с nuqta, x, <c <x2 topiladiki,



- V , : у i
Keying! tenglikda

/ '( c )  >0, x2 -  x, > 0

bo‘ Igani uchun /  ( x2) -  /  ( x ,) > 0 boiib , undan /  ( x ,) < /  ( x2) 
bolishi kelib chiqadi. Demak,

x, < x2 boiganda / ( x , ) < / ( x 2) boiadi.

/ ( x )  funksiya ( a , b )  dao ‘suvchi>

2-teorema. Agar f  (x )  funksiya ( a .b ) c/« / ( * )

hosilaga ega bo ‘lib, funksiya ( a ,b )  da о ‘suvchi bo ‘Isa. и holda

/ '( * )>  0 ( .v e (a .fc ))
/w ‘ladi.

< ( a , b )  intervalda ixtiyoriy x nuqta hamda .y + Ay 

nuqtalami olaylik ( х е ( а ,Ь ) ,х  + А х е (д ,Ь ) ) . / ( x )  funksiya 

(a,/?) dao'suvchi bolgani uchun 

Лх > 0 boiganda / ( x )  < / ( x  + Л х ), ya’ni 

/ ( x  + A x ) - / ( x )  > 0 

Ax < 0 boiganda / ( x )  > / ( x  + Ax) , ya’ni 

/  ( x + Ay ) — /  ( x ) < 0 

boiib, ikkala holda ham

0 (1 )
Ax

boiadi. Shartga kokra / ( x )  funksiya (« ,£ ) da / '( x )  hosilaga 

ega. Unda

boiadi.



w ,iib , ( 0  munosabatga binoan / ' ( a ) > 0  b o iad i.

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teoremalar isbotlanadi.
3-teo rem a. Agar / ( a )  funksiya (<2,&) da f \ x )  

hosilaga ega bo 'lib,
f ' ( x ) <  0 ( x e ( a , b ) )  

bo‘Isa, и holda funksiya ( a , b )da  kamayuvchi bo'ladi.

4-teorem a. Agar / ( a ) funksiya (a ,b)  da f ( x )  

hosilaga ega bo‘lib, funksiya ( a ,b )  da kamayuvchi bo'Isa, и holda

/ ' ( a ) <  0  ( л ' € ( а , 6 ) )

bo ‘ladi.
4-m isol. Ushbu

^ = / ( а) = 1п ( 1 - х2)

funksiyaning o‘sish hamda kamayish oraliqlari topilsin. 
^Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi,

1 -  a 2 > 0, ( a - 1 ) ( a + 1) < 0, —1 < a  < 1

E = (-1 ,1 ) boiadi. Endi funksiyaning hosilasini topamiz:

, - 2 *

2 у
So‘ng y' ^ 0 ,  ya'ni —̂ — >0 tengsizlikni yeehamiz:

A" -1
Ravshanki, ,

2 a
> 0 , x(a - 1 ) (a + 1) > 0 .

A‘ -  1
Demak, -1 < A < 0  boiib, bu (—1,0) oraliqda berilgan

funksiya o'suvchi boiadi.
Yuqondagidek ko^rsatiladiki, berilgan funksiya (0,1)

oraliqda kamayuvchi boiadi. ►
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18.2. Funksiya ekstrem um i. Funksiyaning ekstremumga 
erishishining zaru riy  va yetarli sh artla ri

f ( x )  funksiya ( a , b ) da berilgan boiib , x0 nuqta

o‘zining atrofi Us (jc0) = (x 0 - S , x Q + £) bilan (c>>0) (a ,b)  
intervalga tegishli bo'lsin.

l - t a ’ rif. Agar ixtiyoriy x e  (x0 -  S , x0 + S ) uchun

f ( x ) < f ( x 0)

bo'lsa, f  (x )  funksiya x0 nuqtada maksimumga erishadi deyiladi.

x0 funksiyaning maksimum nuqtasi, / ( x0) ga funksiyaning

maksimum qiymati deyiladi va max j  (x ) kabi belgilanadi 
(l-chizma):

f ( xo) -  max f ( x )

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x e  (* 0 -  5 , x0 + S )  uchun 

f ( x ) > f ( x 0)

bo'lsa, f i x )  funksiya xQ nuqtada minimumga erishadi deyiladi. 

x0 funksiyaning minimum nuqtasi, f  ( x0) ga funksiyaning 

minimum qiymati deyiladi va m in / (jt )  kabi belgilanadi 

(2-chizma): f ( x 0)~  m in / (x )
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mn/(Y)
---- 1— 1----I—,----*  '

UI *< -o  x, h + c X

2-chizma

Funksiyaning maksimum va minimumlari uning ekstremumlari 
deyiladi.

iMasala- funksiyaga ekstremum qiymat beradigan nuqtalarni 
hamda funksiyaning ekstremum qiymatlarini topishdan iborat. Bu 
masala funksiyaning hosilalaridan foydalanib hal etilishi murnkin.

5-teorema. Agar / ( * )  funksiya x0 e ( a ,b )  nuqtada
ekstremumga erishsa va bu nuqtada funksiyaning hosilasi mavjud 
bo ‘Isa, и holda

f ' ( x o) = 0
bo ladi.

^Aytaylik, f ( x )  funksiya x0 nuqtada maksimumga ega 

boiib, f ' ( xo)  hosila mavjud bo'lsin. U holda ta’rifga ko‘ra 

ixtiyoriy x e  ( x0 - 8 , xQ + 8 ) da f  ( x ) < f  ( x0) tengsizlik 

bajariladi. Ayni paytda, /  (x0) qaralayotgan funksiyaning 

(x0 - 8 , x 0 + £) dagi eng katta qiymati bo'ladi. Ferma 

teoremasidan foydalanib / '(x 0) = 0 bolishini topamiz.

Xuddi shunga o'xshash /  (x )  funksiya x0 nuqtada 

minimumga ega boiib , / '( x 0) hosila mavjud boiganda ham 
teorema isbotlanadi.l*

Eslatma. ./ (* ) funksiyaning biror x e ( a , b )  nuqtada

f ' ( x ' )  hosilaga ega va / '( x ')  = 0 bo‘lishidan uning x nuqtada 
ekstremumga ega bo ‘lishi har doim ham kelib chiqavermaydi.
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bo ladi, biroq bu funksiya x = 0 nuqtada ekstremumga ega emas 
(3-chizma).

Masalan, у  = x' funksiyaning hosilasi y ' — 3 x : .v = 0 da y ' = 0

Demak, 5-teorema funksiya ekstremumga erishishning 
zaruriy shartini ifodalaydi.

Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarini 
keltiramiz:

Aytaylik, / ( x )  funksiya ( a ,b )  da hosilaga ega boiib, 

x0 e ( a , b ) nuqtada u nolga aylansin.

/'(•*o) = 0 . i
(demak, funksiya ekstremumga erishishining zaruriy sharti 
bajarildi). Quyidagi savol tuglladi: x0 nuqtada funksiya 
ekstremumga erishadimi ? Erishsa, qaysi biriga- maksimuingami, 
minimumgami? у = |л'| funksiya x = 0 nuqtada minimumga

erishadi, lekin У  (0 ) mavjud emas.

Bu savollaming javobi funksiya ekstremumga erishishining 
yetarli shartlarini ifodalaydi.

x0 nuqtaning (x0 — x0 + #) c: (o,b)  atrofini olamiz.
a) Agar

ixtiyoriy x e ( x 0 - £ ,x 0) da / '( x ) > 0 ,  

ixtiyoriy x e ( x 0,x  + £) da / '( x )<  0 ,
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ya’ni /'(a) hosila x0 nuqtadan o‘tishda ishorasini "+" dan ga 

o‘zgartirsa, u holda / (л ) funksiya л'0 nuqtada maksimumga 

erishadi (4-chizma).

/1 ',) >0
/

4-chizma

Haqiqatdan ham, / ( a ) funksiya (a0 — ^\a0] da o‘ suvchi 

boiib, f ( x ) < f ( x o) ,  [ a 0, a  + £ )  da kamayuvchi boiib , 

/ (x0) > / (a )  boiadi.

Demak, ixtiyoriy x e  ( a 0 -  $ ,  a 0 + S)  da / ( x)  < / (  a 0 ) 

boiadi. Bu esa funksiyaning x0 nuqtada maksimumga erishishini
bildiradi.

b) Agar
ixtiyoriy x  e  (x0 - S , x0) da / '(  a ) < 0 

ixtiyoriy x e ( a0, a  + S ) da / ' ( a ) > 0 

ya’ni / '( a )  hosila a0 nuqtadan oiishda ishorasini dan "+H ga 

okzgartirsa, u holda / ( a ) funksiya a0 nuqtada minimumga 

erishadi (5-chizma).

Д х ) < 0 | / ( ф 0

хь - 6  r't +-£

5-chizma
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Haqiqatan ham, / (.v ) funksiya (x0 - £ ,x 0) da 

kamayuvchi boiib, f ( x ) > f ( x Q) ,  [x0,x + £ ) da o‘suvchi boiib, 

•/ ( v ) > ./ (*o) boiadi. Demak, ixtiyoriy х е ( д 0 - S , a0 + S ) da

/ ( * )  > / (* « )

bo ladi. Bu esa lunksiyaning ,v0 nuqtada minimumga erishishini 
bildiradi.

d) Agar
ixtiyoriy x e (x0 -  <S,x0) da / '( x )  > 0 , 

ixtiyoriy x € (x0,x  + <?) da / '( x )>  0
yoki

ixtiyoriy x e  ( x0 -  S, x0) da / '  (x )  < 0 ,

ixtiyoriy x <e(x0 , x + S ) da / ' ( x ) < 0

ya ni f (л ) hosila x0 nuqtadan oiishda ishorasini o'zgartirmasa,

u holda f  (x )  funksiya x0 nuqtada ekstremumga erishmaydi. Bu

holda j  ( a )  funksiya (x0 —S ,x Q + <£) da o‘suvchi yoki 
kamayuvchi boiadi.

Natijada J  ( a )  funksiya ekstremumini topishning quyidagi 
qoidasiga kelamiz:

1) funksiya hosilasi / ' ( a ) topiladi;

2) ./ ' ( * )  = 0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglama 
yechimlaridan biri x0 boisin: / '(x 0) = 0 ;

3) x0 nuqtanmg chap atrofi (x0 — ̂ ,x 0) va o‘ng atrofi 

( x0,x  + S ) da / '( x )
hosilaning ishorasi aniqlanadi va yuqorida keltirilgan a), b) qoidalar 
tatbiq etilib, ekstremum qiymati topiladi.

2-misol. Ushbu
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funksiya ekstremumga tekshirilsin.
A Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz:

f ' ( x )  = 3x2 -  3 .

So‘ng uni nolga tenglab, f ' ( x )  = 0 tenglamani yechamiz:

3x2 — 3 = 0, 3 ( x - l ) ( x  +1) = 0,

JC| = — 1, x~! = +1.
Funksiya hosilasi

/ '( -v )  = 3 a'2 — 3 = 3 ( je —1 ) ( jc + 1)

nin„ Д- = _] va x, =1 nuqtalar atrofida ishorasim aniqlaymiz.

■ ( г Оx ,= - l  nuqtaning (—1 — д , —1 + £) atrofini 0 < o <  —

olamiz.
Ixtiyoriy x e  ( —1 —<£,—l)d a  j  (x )  = 3 ( x - l ) ( x +  1) > 0 

boiadi, chunki bunday nuqtalarda x -1  < 0, x +1 < 0 .
Ixtiyoriy x e ( —1,-1+  <£) da / r(x )  = 3 (x  —l) (x  + l)  < 0 

boiadi., chunki bunday nuqtalarda x -1  < 0, x + I > 0 .
Shunday qilib, f ( x )  hosila x, = — 1 nuqtadan olishda

ishorasini "+" dan ga o‘zgartiradi. Demak, berilgan funksiya 
x, = — 1 nuqtada maksimumga erishadi va uning maksimum
qiym ati

1 m a x / (x )  = / ( - l )  = 4

boiadi.

/ ( x )  = x ? - 3 x  + 2

x2 = 1 nuqtaning ( l -  S , 1 + £ ) atrofini

olamiz
Ixtiyoriy x e ( l- < 5 ,l )  da / (x )  = 3 (x  — l) ( x  + l )  < 0 

boiadi, chunki, bunday nuqtalarda x -1 < 0, x +1 > 0 .
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Ixtiyoriy x e  (1,1 + £ ) da / ' ( * )  = 3 (x  -  l) ( .v  +1) > q 

b o iad i, chunki, bunday nuqtalarda x — 1 > 0, x +1 > 0 .

Shunday qilib, f ' ( x ) hosiia x2 = 1 nuqtadan o ‘tishda 
ishorasini dan ga olzgartiradi. Demak, berilgan funksiya 
a 2 = 1 nuqtada minimumga erishadi va uning minimum qiymati

m in / (x )  = / ( l )  = 0
b o ia d i.►

Faraz q ilaylik , / ( x )  funksiya ( a ,b ) da berilgan boiib, 

x0 e  (a ,b)  bo isin .

6-teorem a Agar f ( x )  funksiya x0 nuqtaning 

( a 0 - S , x0 +S)  с  (a ,b)  atrofida birinchi va ikkinchi tartibli 

J ' { x ) ' J  "(x ) hosilalarga ega b o iib ,

1) f ( xo ) = 0 ,

2) A'0 nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f { x )  

uzluksiz va f ( x 0) *  0 b o isa , u holda

f ”(x  o ) > 0

b o iganda ./ ( a ) funksiya a0 nuqtada minimumga erishadi;

f ( x0)<0
bo iganda J  ( a )  funksiya a 0 nuqtada maksimumga erishadi. 

^ T ey lo r formulasidan foydalanib topamiz:

/ W  = / U )  + ̂ ( ^ . V 0) ^ ( - V - X „ ) ! ,

с = x0 + O (x -x 0),Q <0  <\.
Shartga kolra f ( x 0 ) = 0 .  Unda

f ( x ) ~ f ( xo) = ~ ^ ( x - x 0)2
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Aytaylik, f ( x 0) < 0 boisin. Unda ikkinchi tartibli 

hosilaning x0 nuqtada uzluksiz bolishidan, x0 nuqtaning biror 

atrofi topiladiki, bu atrofdagi nuqtalarda / " ( x ) < 0 ,  binobarin

f ' ( c ) < 0 boiadi. Ravshanki, (x  -  x0) > 0 . Demak,

I Щ Х- ХоГ < 0
21

boiib.
f ( x ) ~ f ( x o ) < 0

ya’ni,
f ( x ) < / ( xo)

boiadi. Bu esa f ( x )  funksiyaning x0 nuqtada maksimumga

erishishini bildiradi.
Xuddi shunga o‘xshash, ./”(x 0)> 0  boiganda f  ( x )

funksiyaning x0 nuqtada minimumga erishishi ko'rsatiladi>
3-misol. Ushbu

f ( x )  = jc3 - 1 2 jc
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

^Ravsharki, J ' ( x )  = 3x~—12 boiadi. 3x -1 2  = 0

tenglamaning yechimlari хл = - 2 ,  x2 = 2 boiadi. Demak,

/ '( - 2 )  = 0, / ' ( 2) = 0 . . .

Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi j ' ( x )  = 6л‘

boiib,
/ " ( - 2) = 6 ( - 2 )  = -1 2  < 0, / " (2 )  = 6 -2 = 12 > 0 

boiadi. Demak, berilgan funksiya л' = — 2 da maksimumga, 
X = 2 da minimumga ega boiib,

max f ( x )  = / ( - 2 )  = 16, min / (x )  = / ( 2 )  = -1 6

2 3 3

I

boiadi.



boiadi. ►
Eslatma. Agar / '( x 0) = 0 bo'lsa, и holda / Ы

funksiyaning x0 nuqtada ekstremumga erishishi ham mumkin,
erishmasligii ham mumkin. Bu holda qo'shimcha tekshirish bilan 
aniqlanadi.

18.3. Funksiyaning [a,b\ segmentdagi eng katta va 

eng kicbik qiym atlari

Maiumki, f ( x )  funksiya [ я ,6] segmentda uzluksiz 
boisa, unda uzluksiz funksiyalaming xossasiga ko‘ra bu funksiya 
[<?,/>] da eng katta va eng kichik qiymatlarga erishadi. Bu 

qiymatlar quyidagicha topiladi:
1) f ( x )  funksiyaning hosilasi / ' ( л) topilib, u nolga 

tenglanadi: f ( x )  = 0.

2) / '(x )= 0  tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning 

yechimlari x ,, x2, x3 bolsin.

3) ./( x ) funksiyaning x ,,x 2,x\ nuqtalardagi qiymatlari
topiladi.

Aytaylik, ular

/ ( *  i ) - / ( * 2)-/ (*> )
bolsin.

4) / (x )  lunksiyanmg [ a ,b]  segmentning chekkalari a  va 
b nuqtalardagi qiymatlari topiladi:

/ ( « ) . / ( * ) •
Natijada,

/ ( * i ) - / ( * 2 ) . / ( * , )■  f ( a ) , f ( b )  
qiymatlar hosil boiadi. Bu qiymatlar orasidagi kattasi ./ (x )
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funksiyaning [ a ,b]  dagi eng kichik qiymati boiadi,

4-misol. Ushbu
f ( x )  = x 2e 'x

funksiyaning [-1 ,3 ] segmentdagi eng katta va eng kichik

qiymatlari topilsin.
^B u funksiyaning hosilasi

f ' ( x )  = 2xe~x ~ x2e~x = ( 2 a -  x1 )e~x 

boiib, f ( x )  -  0 ya ’ni

(2 a  — x~ j  a x = 0

tenglamaning yechimlari x{ =0, x2 = 2 boiadi.

Hndi berilgan funksiyaning bu хл = 0, x2 = 2 

nuqtalardagi hamda [~ 13] segmentning chetki nuqtalari 

a, = -1 , a4 = 3 dagi qiymatlarini topamiz:

I  /(x,)  = / (0 )  = 0, / ( * , )  = / ( - l) = e

I  / ( * , )  = / (  2) = 4e-1 f{x4) = f ( 3 )  = 9e-1
Demak, berilgan funksiyaning [-1 ,3 ] segmentdagi katta 

qiymati e , eng kichik qiymati 0 boiadi. ►

M ashqlar

Hosilalar yordamida quyidagi funksiya laming o'sishini, 
kamayishini va ekstremum nuqtalarini aniqlang. 
l . y -  l x 7, - 9 x 2 + \ 2 x - 9  2. у  = За -  x 2

v 3 — O r 2
3. y  = x 2( x -  2 ) : 4. v = ------ ^ -  + 6 x - 9

funksiyaning [ a4b]  dagi eng katta qiymati, kichigi esa / ( x )
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19-M A ’RUZA

Funksiya graflgining qavariqligi, botiqligi, 
egilish nuqtasi va asimptotasi

19 .1. Funksiya graflgining qavariqligi va botiqligi

Faraz qilaylik, / ( x )  funksiya ( a , b )  da berilgan, 

x0 e  ( a , b )  va bu nuqtaning (л0 ~ S ,x 0 + S )  atrofi (S  > 0) shu 

( a , b )  intervalga tegishli boisin.

Berilgan / (a )  funksiya grafigi -  egri chiziqni Г , unga 

л g (a '0 — S, xQ + d ) nuqtasida 0‘tkazilgan urinmani L deylik.

Agai (a 0 — S , x0 + £) da Г egri chiziq L urinmadan 

pastda joylashgan boisa, / ( a ) funksiya grafigi (x 0 -  S ,x 0 + £) 
da qavariq deyiladi (1-chizma).

\Г

1 -chizma

A

L

2-chizma

X

Agar (x0 — 5, xQ + S )  da 1 egri chiziq L urinmadan 

yuqorida joylashgan boisa, f { * )  funksiya grafigi 

(a'o —S , xq + <5) da botiq deyiladi (2-chizma).

Funksiya hosilalari yordamida uning grafigini qavariqligini, 
botiqligini aniqlash mumkin.

Aytaylik, ./ (a )  funksiya ( x0 — S ,x 0 + <5) da ikkinchi 
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tartibli uzluksiz f ' ( x )  hosilaga ega bolsin.

1-teorema. Agar x € ( A'0 -  S, x0 +  S ) da 

f " ( x ) <  0

bo'lsa, и holda f  ( a )  funksiya grafigi (л'0 — S ,x Q + Д) da qavariq 

ho ‘ladi, agar
/ " (* )>  o

bo'lsa, и holda f  (x )  funksiya grafigi (л'0 -£>,x{] + S ) da botiq 

bo 'ladi.
^Aytaylik, abssissasi л bolgan urinma nuqtasining 

ordinatasi у  bolsin. Unda
Г f ( x )  -  у  < 0 (x e  (л0 - S , x Q + £ ))
bolganda funksiya grafigi qavariq boiadi;

f ( x ) - y >  0 
bolganda esa funksiya grafigi botiq boiadi (3-chizma).

L
f f  \ • 1 4----A■ \ l
i f K3 . .  h
l / 1л J ! 4 ! ! 1 1 1; -r ----- ----------- 1-----

3-chizma

Teylor formulasidan foydalanib (n = 2 bolgan hoi uchun) 
topamiz:

/ ( * )  -  / ( * o ) = / ' ( * о ) ( *  -  *o ) + / ' ( c ) ' <•>

bunda с  nuqta x0 va x nuqtalar orasida.

Ayni paytda, f ( x )  funksiya grafigiga ( а'0, / ( л'0)) 
nuqtada o‘tkazilgan urinma (yuqorida aytilgan urinma) tenglamasi



y - f { x«) = f ' ( xo ) i x - !co) (2)
boiadi. (1) tenglikdan (2) tenglikni hadlab ayirib topamiz:

/ Ы - ,  ,  (3) .

Ravshanki, x ■-> x0 da c —>.r0 boiadi. Ikkinchi tartibli 

hosila x0 nuqtada uzluksiz bolgani uchun

f ”(c) - * f ' ( xo) ,
boiadi.

Aytaylik, / " ( .* )<  0 boisin. Bu holda (x0 - S , x 0 + 3) 

da /  "(c) < 0 boiib, (3) tenglikka ko‘ra

f ( x ) - y <  0

boiadi. Demak, berilgan funksiya grafigi (jt0 - 5 , x Q + S)  da 
qavariq boiadi.

Aytaylik, / " ( * )>  0 boisin. Bu holda (jt0 - S,x0 + S)

da / " ( c )  > 0 boiib, (3) tenglikka ko‘ra

f ( x ) - y >  0

boiadi. Demak, berilgan funksiya grafigi (xQ - S , x Q + <?) da botiq 
boiadi. ►

19.2. Funksiya grafigining egilish nuqtasi

Agar ixtiyoriy x e  (x0 -  S ,x0) da funksiya grafigi Г 
urinma L dan yuqorida (pastda) joylashgan boiib, ixtiyoriy 
x e ( x 0,x0 +S)  da funksiya grafigi Г urinma L dan pastda

(yuqorida) joylashgan boisa, x0 nuqta f ( x )  funksiya grafigining 
egilish nuqtasi deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, f ( x )  funksiya grafigi
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(Xq- S , x0) da botiq (qavariq) boiib, ( -Y0 , x0 + S ) da qavariq 

(botiq) boisa, x0 nuqta f  (x)  funksiya graflgining egilish nuqtasi 

deyiladi.
Funksiya hosilalari yordamida uning graflgining egilish

nuqtasini lopish mumkin.
Yuqorida keltirilgan 1-teorema va tunksiya grahgining

egilish nuqtasi ta’rifidan quyidagi natija kelib chiqadi.
Natija. f i x )  funksiya gra f lg in ing egilish nuqialarini

ikkinchi tartibli f " ( x )  ni nolga aylantiradigan nuqtalar orasidan

( f "( x) — 0 teng!amaning yech im lari orasidan) qidirish kerak.

2-teorema. Aytaylik, f ( x )  funksiya (x0 - £ ,x 0 + £) da

ikkinchi tartibli f " ( x )  hosilaga ega  bo Is in.
Agar f ( x )  hosila x0 nuqtadan o'tishda ishorasini

о ‘zgartirsa, и holda x0 nuqta f ( x )  funksiya gra flg in ing egilish
nuqtasi bo ‘ladi.

l-misol. Ushbu
f ( x )  = Л'3 — 3x2 +1

funksiyaning qavariq va botiqlikka tekshirilsin, egilish nuqtasi 
topilsin.

< Berilgan funksiya uchun
f ' [ x )  = 3.Y2 -  6x, -  f " ( x )  = 6 x - 6

boiadi.
Ravshanki, / " (a )  = 6x — 6 < 0, x — 1 < 0, x < 1. 

Demak, berilgan funksiya grafigi (-oo, 1) da qavariq boiadi.
Shuningdek,

J  "[x)  = 6x — 6 > 0, x — 1 > 0, x > 1.

Demak, berilgan funksiya grafigi (l,+oo) da botiq boiadi. x -  1

nuqta f { x) funksiya graflgining egilish nuqtasi boiadi

(4-chizma). ►
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4-chizma

Aytaylik, ./(-*) funksiya a e  R nuqtaning biror

( a  -  <5, a.+. S)  atrofida ( S  > 0) berilgan boisin.
Agar ushbu

lim f i x ) ,  lim f i x )X-HI+ 0 v 7 л -»л- 0 *
limitlardan biri yoki ikkalasi cheksiz boisa,

x = a
tobg‘ri chiziq / (x ) funksiya Vertikal asimptotasi deyiladi.

Masalan, л' = 0 tolg"ri chiziq (ordinatalar o‘qi)
1

V = —
X

funksiyaning vertikal asimptotasi boiadi, chunki 

lim — = + o o , lim — = -со .
v->+0 x .r-V-0 %

Faraz qilaylik, J  (x )  funksiya (a ,+ o o ), ( -oo, a) 
oraliqda aniqlangan boisin.

Agar x —> +oo da (x  —> - go da) / (x )  funksiya ushbu

f ( x )  = kx + e  + a ( x )

19.3. Funksiya grafigining asimptotalari



Wrinishda ifodalansa, bunda к va 6 lar o‘zgarmas sonlar va 

lim <?(x) = 0 ( lim a ( x )  = ()jJC~>+ob V •. л \ I
bo'lsa,

у  — kx + 6 (1)

t0‘gkri chiziq f  (x)  funksiya grafigining og‘ma asimptotasi

deyiladi.
Xususan, (1) da к = 0 boisa,

У = «
to‘g‘ri chiziq f ( x )  funksiya grafigining gorizontal asimptotasi

deyiladi. r;
Masalan,

v = x -  4
to‘g‘ri chiziq

ч j r  — 3x — 2
I  / ( * ) =

funksiyaning og‘ma asimptotasi boiadi, chunki

f  ( x ) = — — —  -  .x -  4 + —  = a- -  4 + a  ( x )
v ’ x +1 x+\

boiib,
2

lim a ( .v )  = l im ------ = 0
.y - v h »  ( - > + «  X + 1

boiadi. (bunda к = 1, 6 = -4 ) .
2-misol. Ushbu

'/ ( * )  =
x -  2x

x -1
funksiya grafigin ing asimptotalari topilsin.

«4Bu funksiya x — \ nuqtadan boshqa barcha nuqtalarda 
aniqlangan va uzluksiz.

Ravshanki,
x2 - 2 x  v  x2 -  2x 

l im ---------- = +°°, l im ----------- = -oo
,r— > 1 - 0  x  -  1  y - > 1 + 0  x - 1
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boiadi. Demak, л = 1 tokglri chiziq berilgan funksiya graflgining 
vertikal asimptotasi boiadi.

Berilgan funksiyani quyidagicha vozib olamiz:

j - 2 » . ( » - ' ) ' I
JC - 1  A + 1 JC - 1

Agar a  ( a ) = —!— deyilsa, unda 
1 - x

l i m a ( x )  = lim —  = 0
.v- ■>» ДС-»оо ] — Y

boiib, y - x -  1 to‘g ‘ri chiziq / ( a ) funksiyaning og‘ma 
asimptotasi ekanini topamiz (5-chizma).

5-chizma

Shuni aytish kerakki, у  = kx + в to‘g‘ ri chiziq / (a ) 
funksiyaning og‘ma asimptotasi boiishi uchun 

f i x )
к  = lim :------- , b -  l im Г / ( х ) - Ь Л  (2)

x—>+00 ДГ—>+«) -*

tengliklarning o‘rinli boiishi zarur va yetarli.
Bundan / ( a ) funksiya graflgining ogkma asimptotasini 

topish uchun (2) limitlarni hisoblash yetarli boiadi. ►
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Endi funksiya grafigini yasashga cftish mumkin.U quyidagi 
sxema asosida bajariladi:
1) Funksiyaning aniqlanish sohasini topish;
2) Funksiyani juft-toqlikka tekshirish;
3) Funksiyani davriylikka tekshirish;
4) Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini topish;
5) Funksiya grafigining koordinata okqlari bilan kesishish 
nuqtalarini topish;
6) Monotonlik oraliqlarini aniqlash;
7) Ekstreinumga tekshirish;
8) Botiq va qavanqlikka tekshirish;
9) Funksiyaning asimptotalarini topish;
10) Funksiya grafigini chizish.

2 |
3-misol. у  -  — ----- 7 funksiyani to'liq tekshiring va

(л -1 ) -
grafigini chizing.

1. Funksiya x = 1 nuqtadan tashqari sonlar o'qining barcha 
nuqtalarida aniqlangan.

2. f ( ~ x )  = — ~ — ~r *  f ( x )  ва / ( - x) -  / (a ) ,
( -X -1 ) -

demak, funksiya toq ham emas, juft ham emas.
3. Funksiya davriy emas.
4. x = 1 nuqtada II-tur uzilishga ega:

2x - l
lim f  ( a ) = lim — -----7 = +°o ,

.t—>1±0 v->l±0 ^

qolgan nuqtalarda funksiya uzluksiz.

5. Agar x -  0 boisa, u holda у  — -1  va у  = 0 da a  = — .

Bundan kelib chiqadiki, ( 0 ; - l )  va 0 nuqtalar funksiya

grafigining koordinata o 'qlari bilan kesishish nuqtalari.

19.4. Funksiya grafigini yasash
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6. )/ = -■
2 л'

— funksiya aniqlanish sohasini quyidagi 
(л '- l ) '

oraliqlarga boiamiz: ( - 00; 0 ) , (O, 1), (1; + 00)

(-со ; 0 )  oraliqlarda funksiya kamayadi. ( 0 , 1 )  oraliqda 

esa funksiya o ‘ sadi. (1; + 00) oraliqda funksiya kamayadi.

7. y ' ( x )  hosila ishorasini x = 0 nuqtani o‘ tishda 

manfiydan musbatga o 'zgartiradi. Demak, berilgan funksiya x = 0 
nuqtada minimumga erishadi va ymm = v ( 0 )  = -1  bo‘ ladi.

8. Funksiya botiq va qavariqligini tekshirish uchun ikkinchi

tartibli hosilani olamiz. v" -  2 -——------г funksiyaning aniqlanish
( jc- 1 )

sohasini quyidagi oraliqlarga ajratamiz.

(l; + 00).
n f 1 Л

—  , — ; 1
2 J I 2 J

-00
-1 1

v 2

; —  da / " ( —l)  = — - < 0 funksiya qavariq.
2 J  b

da / " (0 )  = 2 > 0 funksiya botiq, ( l ;  + oo) 

oraliqda y " ( 0 )  = 1 0 > 0  funksiya botiq. Funksiyaning ikkinchi 

tartibli hosilasi x = — — dan o ‘tishda o‘z ishorasini o'zgartiradi,

v 2,/
П  8

= — — nuqta egilish nuqtasibundan kelib chiqadiki, f  

bo “ladi.
9. x = 1 funksiyaning vertikal asimptotasi, у  — 0 

gorizontal asimptotasi, y a ’ni
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Ogina asimptotasini topamiz:

I  ,• /'(*) 2 x - \Ic , = lim ------ - = lim —------ -  2
l,_ x—>±oo y x I _! j  v—>+:co / | \

lim
2  —  

x  = 0,

x i - -

u holda к — 0
2 a* - 1

b, 2 = l im ( / ( * ) “  kx) = l im -------- rr  = 0,
’ .v —»±oo .v-+iw ( y — J Г

u holda b = 0 . Bundan kelib chiqadiki y  = kx + b  ogkma
asimptota yo'q.

10. Funksiya grafigi:

A I
\

- i _ 2  о
v: '-1

6-chizma

Mashqlar
Quyidagi funksiyalarni to‘hq tekshiring va grafigini yasang.

r  + 4  A2 -  A + 1



20-M A’RUZA

20.1. Parametrik usulda berilgan funksiya tushunchasi

Ma’lumki, X <z R to‘plamdan olingan har bir x songa 
biror /  qoidaga ko‘ra Y с  R to‘plamdagi bitta у  son mos 
qo'yilgan bo‘ lsa, X to'plamda funksiya berilgan deyilib,

y = f (x )
kabi belgilanar edi. Bunda x ga у  ni mos qokyadigan qoida
turlicha, jumladan analitik, jadval hamda grafik usullarida bolishini 
ko‘rdik.

x va у  o‘zgaruvchilaming orasidagi bog‘ lanish yordamchi 
o'zgaruvchi (vositachi), masalan t o‘zgaruvchi orqali ham 
o‘matilishi mumkin.

Aytaylik, x ham, у  ham biror t o‘zgaruvchiga bogliq
boisin:

\ x -  <p(t),
’ (cx <! < P )  (1)

[y = v(t)
Bu (1) inunosabatdagi

x — (p{t) ( a < t < p ) (2)

funksiyaning qiymatlar to‘plamini X deylik. X  tolplamga tegishli 
boigan ixtiyoriy x0 sonni olib, uni (2) munosabatdagi x ning 
o‘miga qo‘yamiz:

x0 =<p(t).
Natijada t ga nisbatan tenglama hosil boiadi. Faraz 

qilaylik, bu tenglama yagona t = /0 yechimga (/0 ~(p~x (* 0)) ega 

boisin. Uni (1) munosabat
y  = y/(t)

dagi t ning o‘miga qo‘ysak, unda y Q [ y 0 ~y/{t0)) son hosil

Parametrik usulda berilgan funksiyalar
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boUacii. . . .  . ;
X to‘plamdan olingan x0 songa shu y 0 sonni mos qo'yish 

bilan x0 va v0 lar orasida bog'lanish yuzaga keladi.
Natijada X to‘plamdan olingan har bir x ga yuqorida 

lco‘rsatilgan qoidaga ko'ra bitta у  mos qo‘yilib, funksiya hosil 
bo‘ladi:

V = / ( * ) •

Bunda x va у  orasidagi bog‘ lanishni

*= < K 0-

y  = v ( t )  ( a < t < p )
sistema bajaradi (1-chizma).

1 -chizma

Bu yerda t o'zgaruvchi parametr deyiladi. 
y - f {x ) funksiyani (1) sistema yordamida aniqlanishi 

funksiyani parametnk usulda berilishi deyiladi. Masalan, ushbu
\x = t ,

I :  ^'v=/3sistema
з

funksiyani aniqlaydi.
у  - x 2

2 4 7



Faraz qilaylik, j ; = / (.v ) funksiya [a, b]  oraliqda ushbu 

x = <p(t),
(3)

у  = у/ ( t )  [ a  < t < (3)

sistema yordamida parametrik usulda berilgan boiib, (p{t), y/(t)

funksiyalar [tf,/?] da uzluksiz va (p(t )  funksiya shu oraliqda 
qat’iy oksuvchi (qat’iy kamayuvchi) boisin.

Teorema. Agar (p ( t ) va yj ( t ) funksiyalar /0 e [a ,/ ?J

nuqtada <p'(t{)) ea  y/'(tQ) hosil alar g a  e ga  b o i ib ,  <p'(t0)± 0

b o isa ,  и holda у  = f  (x )  funksiya x0 t [ a , b ]  nuqtada

( x0 ~ <p ( tQ ) ) ./ ’( xQ) hosilaga e ga  va

/ ' W - T 77
bo ‘ladi.

< Ushbu

/ ( * ) - / ( * o )  \

nisbatni qaraylik, bunda f ' ( x)  = y ,  f ( x 0) = y 0 . (3) sistemadan 
foydalanib topamiz:

J  ( * ) ~ / ( * о )  = y - y Q = 4/(t)-4/(tQ) 
x ~ Xq X — Xq <p(t)-<p(tQ) '

Ravshanki,

И О ~ И О  
1 ( Л)~ / U )  *

.V-X0 <Р(( )~<Р{1о)

20.2. Parametrik usulda berilgan funksiyalaming hosilalari

‘ - ‘о
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(4)

Keyingi tenglikda limitga o‘tsak (/ —» t() da x  —> .\n) unda

г ы - К м

boMishi kelib chiqadi. >
Eslatma. (3) munosabat quyidagicha

Й Ы - М - Й T<P ,(*o)

d y '
dy_= dL
dx dx 

dt
ham yozilishi mumkin.

1-misol. Aytaylik, y  = f ( x )  funksiya parametrik usulda
ushbu

x = a cos r, 

v = /;sin' /
0 < t <

n

sistema yordamida berilgan bo'lsin. y  = f ( x )  funksiyaning 
hosilasi topilsin.

< Bu v = f  (x) funksiyaning hosilasini (4) formuladan 
foydalanib topamiz:

( b s i n /V 3/>sin2 / c o s t  b ^
V ’ =  =  £ -----------------—  = ------------------------------------ = --------- / 0 7  ►>У v / 1 -> 2 . ■ . <=>I a cos'/) -За cos / sin/ a

Faraz qilaylik, v = J  (x) funksiya ushbu

J x = <p(t),

\y = Vr{t) {a<t<P)
sistema yordamida parametrik usulda berilgan bo'lsin.

Tegishli shartlar bajarilganda bu funksiya ikkinchi, uchinchi

I
vah.k. tartibli hosilalarga ega boMadi.

Biz у  -  f ( x )  funksiyaning ikkinchi va uchinchi tartibli 
hosilalari qanday hisoblanishini ko‘rsatamiz.

(3 )



/ \ w ' ( 0

/ w - 4 ) '  141 j
(4) munosabatdagi / ' ( x )  hosilani x ning murakkab funksiyasj 
sifatida

г ( х ) = И 0 ’ t = * ' {x) \
(bunda t - ( p~' ( x)  funksiya x - ( p [ t ) funksiyaga nisbatan teskari 
funksiya boiib, uning hosilasi

1

M a ’lumki,

k ' M l = d

boiadi) qarab topamiz:
/ . ✓ V \

dt
dx<p’( t )

___L _  =
<p'-{t) <p'(t) I

( ? ' ( ' ) ) ’  j  

Xuddi shunga o‘xshash / ( x )  funksiyaning uchinchi tartibli 
hosilasi hisoblanadi. Bu hosila uchun
r (  л y '\ t) Ym(t) - v \ t) [l/V)-(P”'(t) -W ( t)'<p\t)-4''Xt) + t y 2{t)-'l'V)

И ) Т  I
boiadi.

2-misol. Aytaylik, y  = f  ( x ) funksiya parametrik usulcla
ushbu

\x = <p(t) = t - 2 y [ t ,
(1 <t < +00)

у  = i//(t) = t + 2
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isteinu yordamida berilgan bo'lsin. Bit funksiyaning aniqlanish 
ohasi hamda / ' ( * ) ,  J  "{x ) hosilalari topilsin.

■4 Avvalo berilgan funksiyaning aniqlanish sohasini 
topamiz.

Maiumki, у  — / ( х )  funksiyaning aniqlanish sohasi 

<t <  +00) funksiyaning qiymatlari

t0‘plami boiadi. -Jt = и deb topamiz:
u~ -  2и -  x = 0 .

Ravshanki,
u. 2 = 1 ± Vl + x .

Demak, l + x > 0 , ya ’ni x > -1  boiib , undan у  = j  (x )  

funksiyaning aniqlanish sohasi (-l,+ oo) boiishi kelib chiqadi.

f i x )  funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini 

hisoblaymiz:

i +J _  _ 
г ( д л И 0 ____ V 7 _ ^ ± l  = 1+_ 1 _
/ ( a ) V ( 0 ~ ,  1 " ^ - 1  

f t

и , 2 ') dt dt  I \[t -1  
/ " ( a-)--Tdt

1 +
л/7 - 1 J dx (л/7- l )

dt

20.3. Param etrik usulda berilgan funksiyalaming 
ekstremumlari

Maiumki, y  = f ( x )  funksiya X a  R to‘plamda berilgan 

boiib, у x0 G X nuqtada birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga 
ega boisa, funksiya ekstremumi quvidagicha topilar edi:



1) f ( x )  funksiyaning hosilasi / ' ( x)  hisoblanib 

f ' ( x )  = 0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning yechimj 
x0 boisin: f ' ( x 0) = 0 ,

2) /(■*) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f " (x)  
hosilasi hisoblanadi.

Agar / " (x 0)>  0 boisa, / ( x )  funksiya x0 nuqtada

minimumga, f " ( x 0) < 0 boisa, maksimumga erishadi.
Xuddi shu y o l bilan parametrik usulda beriloan 

funksiyaning ekstremumi topiladi.
Aytaylik, у  -  j  (x )  funksiya ushbu 

fx = cp(t),
j ( a Z t Z f l )  (3)
ь = и о

sistema yordamida parametrik usulda berilgan boisin. Bunda #>(/) 

va i//(t) funksiyalar [« ,/ ? ] da birinchi va ikkinchi tartibli 

hosilalarga ega boiib, (p\t )  Ф 0 .
Ma’lumki,

v  ( 0  (<?'{>))
Funksiyaga ekstremum qiymat beradigan nuqtalami 

W'(‘ ) = 0
tenglama ildizlari orasidan izlanishi kerak.

Faraz qilaylik, t = t0 bu tenglamaning yechimi boisin: 

y/\t0) = 0 . Unda (6) ga ko‘ra

f ( x ) = I
7 ™  Г ч \12

W Ы ]
boiadi.
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Agar / ' ( / ) < 0 bo'lsa, f ( x )  funksiya x  = x0 =<p(t0)

nuqtada maksimumga, agar y/"( t )>0  bo'lsa, f ( x )  funksiya 

Xs x 0 -<p [}q) nuqtada minimumga ega boiadi.

3-misol. Ushbu
I x = (p{t) = t~ -  5/ ’ -  20/ + 7, (_2 < / < 2 ) ss 
j  У -  y/[t) -  4л' — 3 r  -18/ + 3

parametrik usiilda berilgan funksiya ekstremumga tekshirilsin.
^Berilgan <p(t) va y/(t)  funksiyalaming hosilalarim

hisoblaymiz:
<p'{t) = 5г4 - 1 5 t 2 - 2 0 , 

= 1 2 Г -6 /  —18, 

</'(/) = 24/- 6 .

Endi
y/(/) = 0, ya’ni 12л -6/  -1 8  -  0

tenglamani yechib, topamiz:i, topamiz:
3

Agar

bolishini e ’tiborga olsak, у  -  f  (x)  funksiya

t = -1  (ya’ni x = 31) da maksimumga,

3 1031 ,t -  — (ya’ni x = ---------) da minimumga
2 2 32

erishishini topamiz. ►



1 .Ushbu chiziqning
j x = 3 cos /

[ у  = 2 sin/
parametrik tenglamasidan / parametr yo‘qotilib, uning Dekart 
koordinatalar sistemasidagi tenglamasi topilsin va grafigi chizilsin.

Koi-satma: Avval birinchi tenglamani 3 ga, ikkinchi 
tenglamani 2 ga boiib, so'ngra / parametmi yo‘qoting.

2. Quyidagi chiziqlarning parametrik tenglamasidan / 
parametr yo'qotilib, uning Dekart koordinatalar sistemasidagi 
tenglamasi topilsin va grafigi chizilsin.

a) x = t - \ ,  у  — t 2 — 2/ + 2 .

b) .y = (( + l ) \  >' = ( / - l ) 2. 1

3. I’arametrik ko‘rinishda berilgan v = >'( .v) funksiya uchun 
y ’x topilsin.

a) x = sin ' /, у  = cos2 /, 0 < / < —
2

b )x  = £f~/, >’ =/\ -00 </<+00.

Mashqlar

2 5 4



Aniqmas integral. Integralning sodda xossalari va 
integrallash usullari

14-ma’ruzada matematikada muhim boigan differensial- 
lash amali, berilgan funksiyaga ko'ra uning hosilasini topish bavon 
etildi. Bu amal orqali ko'pgina masalalar, jumladan moddiy nuqta 
harakat qonuniga ko’ra uning tezligini topish, egri chiziqqa urinma 
olkazish kabi masalalar hal etildi.

Aksincha, funksiyaning hosilasi ma’lum boiganda funk
siyaning o‘zini topish (tezlikka ko‘ra harakat qonunini' topish, 
urinmaga ko‘ra egri chiziqni topish va h.k) masalalari ko‘p 
uchraydi. Bunday masalalar yuqorida keltirilgan masalalarga teskari 
boiib, ular funksiyaning integrali tushunchasiga olib keladi. (Bayon 
etiladigan integrallash amali differensiallashga teskari boigan amal 
boiadi).

21.1. Boshlanglch funksiya va aniqmas 
integral tushunchalari

Aytaylik, f ( x )  funksiya ( a , b ) da berilgan boisin. Agar

shu mtervalda aniqlangan F(x)  funksiya uchun

F ' ( x )  = f ( x )  (1)

boisa, F(x)  funksiya ( u , b )  da f ( x )  funksiyaning boshlanglch

funksiyasi deyiladi. :
Masalan, f ( x )  = x2 funksiyaning boshlanglch funksiyasi

з ( x>\
F( x )  = —  boiadi, chunki F' (x)  = —  = x '= / ( x ) ,

3  ̂ 3 j

shumngdek, f i x )  — cos A' funksiyaning boshlanglch funksiyasi

F { x ) - s m x  boiadi, chunki F'^x)  = (s in x ) = cosx = f ( x ) . 
(1) munosabatga ko‘ra

21-M AR U Z A
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( F ( x )  + c)' = F'(x) + 0 = F'(x) = /(x) (2,
boiadi, bunda с -ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Shunday qilib,
f  i^x)+с

funksiyalar ham / (x) ning boshlangich funksiyalari boiadi.
Demak, f ( x )  boshlangich funksiyaga ega boisa, ц 

cheksiz ko‘p boshlangich funksiyalarga ega boiar ekan.
Ayni paytda, f{ x )  funksiya ixtiyoriy ikkita F(x)  va 

ф{х) boshlangich funksiyalarga ega, ya ’ni

F ' ( x )  = / ( x ) ,  f ( x )  = f ( x )  j
boisa,

ф(х) = F ( x )  + c  (c* = c o n s t )  
boiadi. Haqiqatan ham,

[ф{х) -  F ( x ) ]  = ф’ (х) -  F \ x )  = f ( x )  -  f ( x )  = 0

boiib, Lagranj teoremasinmg natijasiga ko‘ra (qaralsin, 17- 
ma’ruza)

</>(x)-F(x) = c  ( c - c o n s t )
boiadi va undan

ф(х) = Р (х)  + с
bolishi kelib chiqadi.

Natijada quyidagi xulosaga kelamiz:
Agar / (x)  funksiya [ a , b )  da boshlangich funksiya

F(x)  ga ega boisa, u holda
1) / (x)  funksiya cheksiz ko‘p boshlangich funksiyalarga

ega,
2) barcha boshlangich funksiyalaming umumiy ifodasi

F (x )  + c ( c  = c o n s t )  (3)
boiadi, ya ’ni ixtiyoriy boshlangich funksiya shu ifodadan 
(okzgarmas с ga qiymat berish natijasida) kelib chiqadi.
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Ta’rif. (3) ifoda J  (x) funksiyaning aniqmas integrali 
hyiladi va

\j\x)cix

kabi belgilcinadi, bunda / (a )  integral ostidagi funksiya, f  ( л ) dx

Integral ostidagi ifoda, J -  integral belgisi.
Demak,

J / ( л')dx = F  ( a )  + с ( e  -  c o n s t ) (4)

1-misol. Ushbu
f5xsrf.v

integral topilsin.
•4Ta’rifga ko la , bu integral shunday funksiyaki, uning

hosilasi 5x' ga teng. Ravshanki,
5  '*

F  ( a )  = — A6 + с  ( с  = c o n s t )
6

funksiya uchun

F \ a) = ( - a 6 + c*)' = -  • 6 a5 + 0 = 5as 
6 6

boiadi. Demak,

[5x*dx = — x'1 + c  .>
J 6

Eslatma. Agar f ( x )  funksiya [ c ub )  da uzluksiz b o ‘Isa,
uning aniqmas integrali inavjud b o ‘ladi. (Bu tasdiq keyinroq 
isbotlanadi).

Ko‘pincha funksiyaning aniqmas integrali qaralganda uni 
qanday oraliqda boiishi ko‘rsatilmaydi. Bunda funksiyaning 
aniqlanish sohasida qaralayapti, deb hisoblanadi.

21.2. Aniqmas integralning sodda xossalari

Aniqmas integral ta’rifidan uning quyidagi sodda xossalari 
kelib chiqadi:

2.57



1) Ushbu y f ( x ) d x  aniqmas integralning hosilasi f ( x )  ga 
teng boiadi.

( \ f ( x yix) = f ( x ) .  J

2) Funksiya differensialinmg aniqmas integrali shu 
funksiyaga teng boiadi (o‘zgarmas son aniqligida)

= F  ( x ) + c  (c  = c o n s t )
Xususan,

|c/A =  A +  С ( С =  COnSt )

boiadi.
3) Olzgarmas sonni integral belgisi tashqarisiga ehiqarish 

mum kin.
J f c f (x)dx = к j f ( x ) d x  (k = c o n s t , к *  0) (5)

4) Ikki funksiya yiglndisining integrali bu funksiyalar 
integrallarining yiglndisiga teng:

\(f(x) + g(x))dx = J/(*)< fc + Jg (*)rir (6)

Eslatma. Yuqoridagi (5), (6) tcngliklarni o 'n g  va chap 
tomonidagi ifodalar orasidagi ayirma о ‘zgarmas son ga  barobarligi 
та 'nosidagi (o ‘zgarmas son aniqligida) tcngliklar deb qaraladi.

Ma’lumki, berilgan funksiyaning hosilasini topish uni 
differensiallash deyiladi. Berilgan funksiyaning aniqmas integralini 
topish esa uni integrallash deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ma’lumotlardan funksiyani differen
siallash va integrallash amallari olzaro teskari amallar ekanini 
payqash qiyin emas.

Ma’lumki,
^ f ( x ) d x  = F ( x )  + c ,  ya ’ni F' (x )  = f ( x )  

boisa, unda

( f ( x )  + c) = F ' ( x )  = / (  x)
boiadi va aksincha boiadi.

Funksiya hosilalari jadvali hamda aniqmas integral 
ta’rifidan foydalanib, ba’zi funksiyalar aniqmas integrallarining 
jadvalini keltiramiz.
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L jj. Jx p  j dx = л* + с , chunki (x + с) =1

' ,,+* (  X

fxadx = ——  + С ( n *  - 1 ) ,  chunki j - — -  + с 
Ir' J n + 1 \n + \

V
= a x .

у

3) J x V / x  =  J— - =  In \x\ +  с , chunki

x >  0 da [—  =  In x +  с v a  (In x + c )' =  x .

J x

x < 0  d a  f— =  1п(-л-) +  с* va ( l n ( - x )  +  c)  =  a _'.

J A

Г <я ' , • f ^
4) a ' • dx =---- + с , chunki -----+ c

*’ In a ^lncr

5) jVr • Ja  = ex + с , chunki (V  + с) ~ ел .
6) jsin xdx =  -  c o s  a  +  с , chunki ( - c o s  a  + c) = sin a  .

7) jcos xdx - sin x +  с , c h u n k i  (sin a  +  c ) =  c o s  a  .

8) Г = —ctgx + с , chunki (-c/gA + c) = — 7—  •
J si n - A  S in“ A

г dx 1 \' 19)  -—  - tox + с , chunki (tgx + с I =  -----,—  .
C O S  A  C O S  A'

г c/a” / V ^
10) —■===== =  arcsin a  +  c ,chunki (arcsin a  +  с) =  ~~r===z

V I - а 2 v 1 “

11) f— Ф— - -  -  a r c c o s  a  +  с ,chunki ( -  arccos a  +  с ) =

V 1 - A 2

12) f *  = arctgx + с , chunki (arctgx + c) = ----- 7 •
1 + A l + X-
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г dx , 1 
' J'j----- T = ~a r c c tSx + c  > chunki ( —a rc c l gx  + c j  —----- у .

14) J"л/гл'с/л* = chx + с , chunki ( chx + c )  — shx .

15) j chxdx  = shx + c , chunki (shx  + c) = chx .

Yuqorida keltirilgan integrallar jadvali hamda integralning 
sodda xossalaridan foydalanib, aniqmas integrallarni hisoblashga 
doir misollar qaraymiz.

2-misol. J(3x - 2 x  + l ) dx  = J 3x2dx -  j2x:dx+ ^ldx~
3 ..2

-- 3 j  x 2dx -  2 Jxdx + 7 jdx = 3 ~  -  2 —  + 7x + c  = x3 -  x2 + 7x+c

3-misoI.
rx~ — X +1 Г 1 1 1 r , r ^
j ------- 7----- dx = J (— ------  + —  )dx = yx d x - Jx  dx +

f -5 I f -2  ̂ -1 1 -4 “ 2x" + 4x —1 x d x - — x ------x +— x + c -- -------------------- + с
J -2  -1  - 4  4x4

4-misol.
.....  j  1 3  1

|(5л/х — 3 v  ■ л -  —j= )dx  -  5 j x 2 Jx  -  3 Jx* Jx  -  2 Jx  2 Jx  =

.  1 f 1 ,  i ^  о i 4 +i= 5 - ----- x 2 - 3 - ----- x - 2 —------x 2 + c =
-  + 1 -  + 1 — + 1 
2 5 2

3 8
5-misol.

■2 -  i , 2  ,•1-cos x . г 1г о j  rsm x , г 1 — cos- x <• 1
!<? xdx = I---- —  dx=  I-------------Jx  = f(----- ------\)dx
J J cos X J cos" X J COS ' X

= [------— dx -  j* Jx  = tgx - x  + c.
J cos" X J
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l (t.O‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli
Aytaylik, F(x)  funksiya f ( x )  ning boshlang'ich

funksiyasi bo'lsin: F' (x)  = t (л-)
Ravshanki.

j  f  ( a') dx = F  (a') + с  (7)

boiadi. Keyingi integralda
x = (p(t)

d ey lik , bunda cp(t)  uzluksiz <p'(t) hosilaga ega boigan funksiya.

Ma’lumki, F (^ (/ ) )  murakkab funksiya hosilaga ega

boiib,

[  ( ^ ( ^ ( 0 ) ) '  = ^ ' ( ^ ( 0 )  ^ ' ( 0  

boiadi. Modomiki, F '( a )  = f  (a') ekan, unda

j  ( f ( . p ( 0 ) ) ’ = / ( ? ,W ) 4 , ’ ( 0
boiib, keyingi tenglikdan

\f{<p(t)\<p'{t¥* = F(<p{t)) + c (8)

bolishi kelib chiqadi.
(7 ) va (8) munosabatlardan topamiz:

J  / ( a ) dx = \f { ( p{ t ) ) - ( p\ t ) d t .
Bu formula integral larda o'zgaruvehini almashtirish

formulasi deyiladi.
6-misol. Ushbu

rsin Va ,— -r=—dx 
J yjx

integral hisoblansin.
Bu integralda x — t~ almashtirish bajaramiz. Unda 

dx = 2tdt boiib,

21.3. Integrallash usullari



rsin>/x . rsin/  ̂ ,
r r ,v = J T ' 2" ' ' =

= -2  Jsin tdt = -2  cos / + с  = -2  cos л/х + с
boiadi .  ►

Ba’zi hollarda x = (p{t) almashtirish o'miga t — y/(x\
almashtirish qulay boiadi.

7-misol. Ushbu

j
3x-+x+\

integral hisoblansin.
^B u integralda / = x 2 + x  + 1 deymiz. Unda

dt  = d[x~ + x + l)  = x̂~ + x +1) dx = ( 2x +1) dx
bo i ib ,

r(2x  + l)c/x rdt I | ,
J “ -------- — = ---= In / + с  = In X + x + 1 + с
J X~ + X  +1 J t 11

boiadi .  ►
Ko*p hollarda o‘zganivchi almashtirish ifodasini yozish 

zaruriyati bolmaydi. Ushbu
1) d ( x  + a ) — dx, ( a  = c o n s t )

2) d(ax)  = adx, ya ’ni dx = —d ( a x )  ( a  = c o n s t , a  & 0)

tcngliklarni e ’tiborga olish va uni tatbiq etish yetarli boiadi.
8-misol. Ushbu

JV  x + Xdx
integral hisoblansin.

< Ravshanki, d  (x  +1) = d x . Unda
j .

j y fx + ldx = J(x  + \)2d  (x  +1) = + с  = - ( x  +1) л/х+Т + с
-  +  1 ^
2
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boiadi. &

9-raisol. Ushbu
\e2xdx

integral hisoblansin.

boiadi. ►
10-misol. Ushbu

integral hisoblansin.
< Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

f dx _ 1 [ J ( 4 a ) -  I f f ^ t D  = —ln|4x + 7| + c 
J 4x + 7 4 M .y  + 7 4 J 4л' + 7 4 

2°. Bo‘Iaklab integrallash usuli
Aytaylik, u - u ( x )  va v = v (x ) lunksiyalar uzluksiz

u' (x)  va v '(x ) hosilalarga ega bolsin.

Malumki,
d  ( и • v j = vdu + udv

boiadi.
Keyingi tenglikni integrallab

so‘ng

bolishini e ’tiborga olib topamiz:

Natijada



1

formulaga kelamiz. (9) formula boMaklab integrallash forrnuy  
deyiladi. U j udv  integralni hisoblashni ^vdu integral 
hisoblashga olib keladi.

Bo' laklab integrallash formulasidan foydalanish uchun 
berilgan integral ostidagi ifodani i/(x) va d v  lar ко'раугщ^

ko'rinishida shunday yozib olimshi lozimki, bunda d v  hamda 
v ( x ) d u  laroson hisoblanadigan bo'lsin.

1 l-misol Ushbu

integral hisoblansin.
^B u integralda

x = u, 

e  'dx = d v
deymiz. U holda

du = dx,

bo'lib, (9 ) formulaga ko'ra

bo'ladi. (bu holda fx e 'dx  integralni hisoblash jadvalda keltirilgan 

J e  dx integralga keldi). Ravshanki, j e xdx = e x + c . Demak, 

fx e 'dx  = x ex - e x + с = e x ( x - 1) + с >
12-misol. Ushbu
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boiib, (9) formulaga ko'ra
jx  cos xdx — x sin x — js in  xdx = x sin x + cos x + с

bo‘ladi>
13-misol. Ushbu

J  =  f------ cJ l----- ( » —1,2,3,...)
X- + a  j

integral hisoblansin.
< Avvalo n = 1 bolgan holni qaraymiz. Bu holda

1
г с/х г dx

•/.= [ - — r= J-+a

. —ax
Л  f_ «____

J
1 + - 1  

a J

d \ *
Л

Cl x\ a
= —a r c t g — + с

boiadi.

1 +  1 -

dx
E n d i  J .  =  1 —  7 7 d a

( j r  + a  )

11 =

dv  = с/х
dcylik. U holda



J " = I ' '  ’ V + 2П X 2\""dX I(x  + a f  (jc2+ a 2)

boiadi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi integralni quyidaei^ 
yozib olamiz: 4

2 _ r(x2 +a2) - a :
-dx =

boiib, (9) formulaga k o la

-> ( J  , 2\ ->
f— - — -dx=  — aJ ~ a  ,

V + « t  J
f л"  + q 2  j  r a "

J7 2 2V,fl J7 1  T v ^ A _(■* + <r) ( x2+a 2)

— f------ ------- d x - a  f------- !------- dx -  J  - a 2 • /
V +* 7  " '
Natijada

A , v, +2” - Л - 2 и в 2 -У„,
+ £Г]

boiib, undan
j  _______ -у 2« -1

2W ! ( , !  + „ ! )" + 2m ! ' *

boiishi kelib chiqadi.
Yuqorida ko‘rdikki,

, 1 X
•Л =—a r c t g — + c

(10)

I <5 Я
(10) formulada n = 1 deb

1
Л  = f---- --- jdx = ----_________

(x2+a2) 2 a 2-(x2+ a ' )

1 x- . a r c g

bolishini topamiz.

= + —  a r c t . g -  + c  
2a a
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Shu tariqa (10) formula yordamida «  = 2 ,3 ,4 ,... bo‘ lgan
holiarda mos integrallar hisoblanadi>

Odatda, (10) formula rekurent formula deyiladi.
Ba’zi holiarda, и va d v  lar uchun ularning ifodalarini 

y0Zib o'tirmasdan (9) fomuladan foydalanib integrallami hisoblash
jtiumkin.

14-misol. Ushbu
Jx  a r c tgx 'dx

integral hisoblansin.
^Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

Jx  arctgx  • dx = — j arctgx  • d  (x ‘ + 1) =

= i  j j  a 2 +1) • arctgx  -  j ( x 4 l ) j (  arctgx) =

= a r c tgx  —  [(л'2 +1) ■ ------~dx =
2 2 JV ; l+ x “ ^

x2 +1 ar c tgx  —  x + c.
2 2

Mashqlar

Quyidagi aniqmas integrallar hisoblansin.

1. |(4-3A -)e“J,<fc



Biz 10-maiuzada butun va kasr ratsional funksiyalar, 6- 
ma’ruzada yuqori darajali ratsional tenglamalar va ularning ildizlari 
haqida ma’lumotlar keltirgan edik. Endi ulardan foydalanib, 
ratsional funksiyalarni integrallashni qaraymiz.

22.1. Ko'phad va uning ildizlari

Biror
P( x)  = aQ + a {x + a 2x2 + • • • + a nxH (1) 

ko'phad (butun ratsional funksiya) berilgan boisin, bunda 
a0, a , , . o ‘zgarmas sonlar, an *  0, n e  N esa ko'phadning 
darajasi.

M aiumki, a  son uchun
P ( a )  = 0

bo‘ lsa, a  son ^ (x )  ko‘phadning ildizi deyiladi. Agar P(x)

ko‘phad (x — a )  ga (/ceN) qoldiqsiz bo‘ linsa, a  son P[x)  
ko‘phadning к karrali ildizi boiadi.

Agar h = a  + ij3 kompleks son P( x )  ko‘phadning ildizi

bo isa, u holda h - a - i p  kompleks son ham bu ko‘phadning 

iidizi boiadi. Demak, P( x )  kolphadning ifodasida quyidagi

( * - * ) ( * - a ) = [ * - ( a  + i / ? ) ] - [ x - ( a r - / ^ ) ] =  1  

= x2 -  l a x  + a 1 + p 2 = x2 + px + q 

( p  = - 2 a ,  q — a~ + p 1)

kvadrat uchhad ko'paytuvchi sifatida qatnashadi.
Faraz qilaylik,

P( x )  = a0 + a xx + a 2x2 н—  + auxH
ko'phad uchun

22-M A’RUZA

Ratsional funksiyalarni integrallash
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a , son т{ karrali, 

а . son т, karrali.

a , son тк karrali,
haqiqiy ildizlari bo‘ lib,

hx kompleks son karrali,

^  kompleks son t1 karrali,

(2)

hs kompleks son ts karrali, 

ildizlari boMsin. U holda P( x)  ко4phad quyidagi

P(x)  = ( x - a S ' i x - a 2y \ . . ( X- a kr -

• (x2 + p xx + qx) ' ■ (x 2 -f p 2x + q2) г . . . (x  + p sx + qs )

ko'rinishda ifodalanadi, bunda
m, + ш, -i----- ь /?2д + 2 + 12 -f—  ts ) — n,

x2 + p j -x + qi = 0 (/ = 1,2,.. . ,5 ) 
tenglamalar haqiqiy ildizga ega emas.

P (x )  ko‘phadni (2) ko'rinishda ifodalash uni
ko'paytuvchilarga ajratish ham deyiladi.

Endi ko'phadlarni ko'paytuvchilarga ajratishga misollar 
keltiramiz:

1) x3 — 8 = x3 — 23 = ( x — 2 ) (x~ + 2x + 4 ),

I  2) x4 - l = ( x 2 - l ) ( x 2 + l) = ( x - l ) ( x  + l ) ( x 2 + l) ,

3) x-4 +1 = x* + 2x- +1 -  2x2 = (x 2 + 1)2 -  ф х ) 2 = 

= (x2 + л/2х + 1)(х2 —уП х +1), 

4) x 3 + 2x2 + 2x + 1 = x'’ + x2 + x 2 + 2x +1 =
= x2(x + l)  + (x  + l)" = (x + l) (x 2 +X + 1) .
Ushbu
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А
1 )  , A va a o‘zgarmas sonlar ,

х - а

2) — - — , п = 2 ,3 ,4 ,...
( х - а ) '

Вх + С
лг2 +/п- + </’ S ’ c ' hamda р  va Ч ° '28атД

sonlar, х 2 + рх + q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega emas.

- q  < 0
Bx+C  . . .  p 2 4

4 ) T~--------- ---r ’ m = 2’ 3’ 4>-( x“ + px  + q j V 4

ko'rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi.
Masalan, quyidagi funksiyalar
2 6 2x + l 4 3x + 2

x + \ ( x - 2 ) 4 x2+x+\ x̂  +1 (x 2+4x + 4 

sodda kasrlar bo‘ ladi.

22.2. To‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisi orqali ifodalash 
(to‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlarga yoyish)

Maiumki, ushbu
P( x )  _ a0+ a ^  + a .x2 + • • • + anx“
Q(x)  b0 +b}x + b2x2 +--- + bnixm

kasr ratsional funksiya n < m bo‘lganda (suratidagi ko‘phadning 
darajasi maxrajdagi ko‘phadning darajasidan kichik boiganda) 
to'gTi kasr deyiladi.

P ( x )
Aytaylik, ——  towg‘ri kasming maxraji O (x) ko‘phad

Q(x)
quyidagicha

Q(x)  = ( x - a ) k ( x2 + px + q}  (3)

ko‘paytuvchilarga ajralgan boisin, bunda k e N ,  s e N  va 
x2 +px + q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega emas. Bunday
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Р ( х )
tfVtrri kasr ------ - ni sodda kasrlar yigindisi orqali ifodalanishi

Q{x)
haqidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

P ( x )
Teorema. To'g'ri kasr —-—- uchun 

0 ( x )

4-,
+---T +P(x) _ au + a [x + avУ -f • • • + anxa At 

O(x) (х -а У  (.Г + px + q) x~a (x~a ) (4)

A . Д.у + С, Л-Л- + Г, . D x ■ < ■
( x - a )  x' + px + q (x2 + px + qj  (x\ +px + q)

ho'ladi, bunda AlrA2,..., Ak, B] ,C t,£ 2,C 2,... ,£ f,C v - o'zgar- 
mas haqiqiy sonlar. (4) yoyilmadagi о ‘z ga r  mas sonlar quyidagicha 
topiladi.

(4) tenglikning o'ng tomomdagi sodda kasrlar yig‘ indisi 
umumiy maxrajga keltiriladi.

Natijada

П * )  * ( * )
Q (x )  Q (x )

tenglik hosil boMib, undan barcha x lar uchun olrinli boigan
P ( x ) = R ( x )

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x  ning bir 
xil darajalari oldida turgan koeffitsiyentlami tenglashtirib, 
noma’lum sonlarni topish uchun tenglamalar sistemasi hosil 
qilinadi. Sistemani yechib noma’lum sonlar topiladi.

Eslatma. Yuqorida
п й  '

Q(x)
to'g'ri kasrda maxrqj (4) ko'rinishda ko'paytuvchilarga ajralgan  
hoi uchun to ‘g ' r i  kasrni sodda kasrlarga ajralishini ко ‘rdik.

To‘g‘ri kasr maxraji О (л ) ko‘phad boshqa koiinishda
ko‘paytuvchilarga ajralganda ham kasr sodda kasrlar yig indisi 
sifatida ifodalanadi.
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P( x )  

Q(x)
to‘gkri kasr maxraji

Q(x) = ( x -  д, ) ( a - a 2) •...• ( a ' -  ak)
boisa,

Masalan,

Q(x) x - a ] x -  a 2 x ~ak
bo‘ ladi;

Q(x) = ( x 2+p]x + q] ) ( x 2 +p2x + q2) - . . . - (x2+pkx + qk)
bo‘ lsa,

_ 5|A + C| ^ B2x + C\ ^  ̂ Bkx + Ck
Q(x) x2 + p]x + qi x : + p2x + q2 x2 + p kx + qk 

boiadi.
To‘g‘ri kasrlaming sodda kasrlar yiglndisi orqali ifodalash 

jarayonini misollarda ko‘rsatamiz.
1-misol Ushbu

3a ” + 8

a 3 +4x^ + 4 a  
to ‘g  ‘ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.

^ 1 )  kasming maxrajida turgan a 3 + 4 a 2 + 4 x  ko'phadni 
ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

a 3 -I-4a 2 + 4 a  = a ( a 2 + 4 a  + 4)  = a ( a  + 2 )‘

2) berilgan to‘g ‘ri kasmi noma’lum koeffitsiyentlar orqali 
yuqorida ko‘rsatilgandek sodda kasrlar yiglndisi orqali yozamiz:

3 a 2 +8 А В С-------------_ = _  +-------+ ----------  (5)
a  -(a  + 2)" x x + 2 (a  + 2)-

3) bu tenglikning ikki tomonini a ( a  + 2)~ ga ko‘paytirib, 
uni maxrajdan qutqartiramiz:
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Зх2 + 8 = А(х + 2 )‘ + Вх(х + 2) + Сл\
Keyingi tenglikdan

Зх2 + 8 = (Л + £ )х 2 + (4/1 + 2В + С)х + 4 А
bo‘ lishi kelib chiqadi.

4) bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil
darajalari oldida turgan koeffitsiyentlami tenglashtirib, ushbu

A + B = 3
< 4A + 2B + C = 0

4 A = 8

sistemani hosil qilamiz.
5) tenglamalar sistemasini yechib,

A = 2, B = 1, С = -1 0  
boiishini topamiz va ulami (5) lenglikdagi A,B,C  laming о rniga 
qo‘yish natijasida berilgan to‘g'ri kasmi sodda kasrlar yig indisi 
orqali quyidagicha

3 x 4 8  3x2+8 _ 2 j 1 10 
x' + 4 x2+4x x ( x  + 2 f  x x + 2 (x  + 2 )2

ifodalanishini topamiz. ►
2-misol. Ushbu

2x + 3
x* + 2x2 + 2x +1 

to ‘g 'r i  kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
1) x  + 2x2 + 2x +1 = x3 + x2 + x 2 + 2x +1 =

= x2 (x + l) + (x + l ) 2 = (x + l) (x ' + x + l) .
2x + 3 A ^ Bx + С

( x +1) ( x" + x +1 ̂  x + l x + x +1

3) 2х  + 3 =  л ( х 2 + х  +  1)  + ( # х  +  С ) ( х ' + 1 ) ,  ya’ni

2 х + Ъ = (А + B) x 2 +{А + В + C) x  +A + C

2 7 3



А + В = О,
4) <j Л + # + С = 2,

I А + С = 3.
А = I, £ = -1 , С  = 2

2* + 3 2л' + 3

5) х ' + 2 х 2 + 2 х + 1 (д + 1 )(.гЧ л  + 1)

I - х  + 2 ‘ +
А + 1 X2 + Д' +1

З-misol. £М&/

.V - 3
. < . а +1 Ол" + 25

/о g  п  kasr sodda kasrlarga yoyilsin.

■*1) л4 + 10лг2 + 25 = (л-2 + 5 )2;

•v’ -З  B,x + C, B,x + С,
+ ■ ч2 ’

2) ________
(л2 + 5)J * 2+5 (д.з + 5у

3) лг3 - 3  = (Btx + С, ) • (х2 +5) + #,* + С ,,

4 = 1 ,
С, =0,

5Z?, + В2 = 0 ,

5С, + С2 — -3
5 )В ,= 1 , С, =0, В2 = -5 , С, = -3  

л ' - 3 * ' -  3 л 5 л + 3

4)

* 4 + ‘ 0 *2+ 2 5 ~ (* 4 5 ) ; % 4 5 - ^ + 5 )2 >

22.3. Sodda kasrlarni integrallash

Sodda kasrlammg integrallari quyidagicha hisoblanadi:

1 1 =A i" i _ a ■=^ ■ lnl*- H+c  •
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2) f— —— dx = A f—  - - - - -  = A \ ( x - a y " d { x - a )  = 
5( х - а ) "  (л' — и)" 3

( х - а ) пл]
= A--------------+ C = A

1
-n -f 1 

(n = 2 ,3 ,4 ,...) 

Bx + C
3) —

x “ + px + q

(1 - n ) ( x - a ) n] 

sodda kasrmng integrali

+ C

Bx + C -dx
+ px + q

i hisoblash uchun kasr maxrajidagi kvadrat uchhadni quyidagicha
ozib olamiz:

x2 + px + q =x2 +2- — x + —  + q -  —  = 
2 4 ’ 4

P P 'x + — + q ---- — -

lunda

c r  = q -

x + — I + a

P"

Natijada
Bx + C -dx

»o‘ladi. Keyingi integral quyidagicha hisoblanadi:

\-
Bx + C

x+P-
-dx

+ a~

B\ t-P- l + c

p  p  1 1x + — = /, x - t -----, dx — dt
2 <2

+ a'
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р
-  2  In ( * 2 + рх  + q ) + ~ г— ■ —= =2= . + С

И  И
Demak,

Г Я* + С  г 5 ,  м
I— ----------- wA' = — In А' + /7А+ (1 +
х + px+q 2 v '

, 2 C - S p  2 х + р  <6>
+ - г" a r r tg  + С

yj4q~p- у]4 q - p 2
bunda С - ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Masalan, ushbu
г xdx 
•*x2 - x  + l

integral (6) formulaga ko‘ra (bu holda В = 1, С = 0 , p  
q = 1) quyidagicha bo‘ ladi:

4) Ushbu
f + C  ,
J 7 1 ------------- ( ot = 2 ,3 ,4,.. .)

( a  + px  + q j 

to g ri kasming integrali quyidagicha hisoblanadi:



(л'2 +/?.Y + ̂ y

x 4- px + q -• /’ P"X4-— I 4 a -  —
. 2 J 4

x = / P

= 1-

Я/ + C —
Bp
2 у

( / Ч * 2)'
-dt

_B_ M r  + a 2) 

\ t 2+a2)m
4-

B 1
2 1 -  m / i 2 V ( r + a 2)

2

-4 -1  С

‘ - ¥ l i

Jx  = dt

dt

dt

( r + “ 2)'
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral avvalgi paragrafda 

keltirilgan rekurent formula yordamida hisoblanadi.

22.4. Ratsional funksiyalami integrallash

Aytaylik, f ( x )  funksiya ratsional funksiya bo‘ lsin.

/ w - 4 4 .
e w

Agar П * )
Q(x)

noto‘gkri kasr (suratidagi ko'phadnmg darajasi

maxrajidagi ko'phadning darajasidan katta boisa, unda suratini 
maxrajiga boiib, uning butun qismini ajratib, butun ratsional 
funksiya (ko'phad) ham to‘g ‘ri kasr yiglndisi ko‘rinishida 
quyidagicha

fi(') 2W
ifodalab olinadi. Integrallash qoidasidan foydalanib topamiz:

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi j/?(x)<ix integral butun
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ratsional funksiya (ko‘phad) ning integrali bo* lib, u 
hisoblanadi. Щ

r PA x)
Tenglikdagi j -  - y /v integral esa to‘g i i  kasrning

P ( x )
integrali. Uni hisoblash uchun avvalo kasrni yuqorida

Q ( x-) «
ko'rsatilgan usul bilan sodda kasrlar yigindisi orqali ifodalab 
olinadi. So‘ng integrallash qoidalari va sodda kasrlarning 
integrallandan foydalanib to‘g‘ri kasrning integrali topiladi.

4-misol. Ushbu
г 2  a 5 -I- 6  a 3 + 1
J-- ~I Y  2 dxJ x  + За

integral hisoblansin.
Ravshanki, integral ostidagi funksiya ratsional funksiya 

boiib, u noto‘g ‘ri kasrdir. Bu kasrning suratini maxrajiga boiib, 
uning butun qismini ajratamiz:

Demak,
2 a 5 +  6 a 3 + 1  1

= 2x  +

b o iib ,
л-4 + Зх~ л-4 + За

• 2 a 5 + 6 x 3 + 1  rf  ~ 1
IX =

[ixdx  + f——— dx = 2- —  + \—------- -d x
u r ... 'J f  +3JC2 2 / x + 3x
bo ladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral to‘g‘ri kasrning
integrali. Uni hisoblash uchun integral ostidagi to‘g‘ri kasr

4 , - 5 2
А  + З А

ni sodda kasrlarga yoyamiz:
1 )  a 4 +  3 a 2 =  a 2 ( a 2 +  3),

1 A В Cx + D
2) w  ■----- r  = -  + —  + - T - -

A A  A" + 3г (л -Ч з)
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3)1 = Ax(xT + 3) + B(x2 + 3) + x" (Cv + D),
1 = (A + C ) r  + {B + D)x2 + 3 Ax + 3 B,
4) A + C = 0,

В + D = 0,

ЗЛ = 0,

3 5  = 1.

/1 = 0, e = ^, c  = 0, ,D = - i ,

5) 1 1 1
л V  ‘ л) Зх2 з(л? +з)'

Endi keyingi tenglikdan foydalanib to‘g‘ri kasrning
integralini topamiz:

/
1 rf 1 1 I» 1 f -2j  *I  ______ Hv — j ---------- :--------г dx — I x dx _ I _

Jx 4+3x2 ' ^ 3 x 2 3 (x 2+ 3)J 3 J 3 J x*+3

1 v-2+l 1 X 1 1  X
= з ' З Т Г з 7 з  arc‘s 1з + e "  "  W 5 erc*  ^  + c

Shunday qilib berilgan integral uchun ^
Г2л-5+ 6 x 4 1  s _ 1  _  1 * , + c
J x4 + Зл 3x 3n/3 л/3

bo‘ ladi.>
Mashqlar

Auiqmas integrallar hisoblansin.
x ’ +l , „ f3x’ + l



2 3 -М Л ’RUZA

B a’zi irratsional funksiyalarni hamda 
trigonometrik funksiyalarni integrallash

23.1. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

Biz 22-ma,ruzada ratsional funksiyalaming integralini har 
doirn hisoblash mumkinligini ko‘rdik. Irratsional funksiyalaming 
integrallarini hisoblashda va^iyat boshqacha, ya ’ni irratsional 
funksiyalaming integrallari har doim ham hisoblanavennaydi.

Integral ostidagi funksiyada o‘zgamvchi x, ax + b,
ax~+bx + c  lar turli kasr darajalarda qatnashgan ayrim hollarda 
integrallarning hisoblanishini misollarda bayon etamiz. Shuni aytish 
kerakki, bunday hollarda integrallar o‘zgaruvchilarini almashtirish 
yordamida ratsional funksiyalarga keltirilib, hisoblanadi.

1-misol. Ushbu

integral hisoblansin.
*^Bu integralda x = t~ almashtirish bajaramiz. Unda 

dx = l t d t  bo‘ lib.

boiadi. Natijada irratsional funksiyani integrallash ratsional 
funksiyani mtegrallashga keldi.

Ravshanki,

boiadi. Unda
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bo‘ lib.

J  = 2
r e— ~t + \n(t + \) + c  = t2 -  2t + 2\n(t  + \) + c

dx

1 + S/jr W *

bo‘ladi>
2-misol. Ushbu

integral hisoblansin.
<4 Bu integralda x = /6 almashtirishni bajaramiz. Unda

dx = 6/ dt bo‘ lib,
6rV/ . c t 2dt . r l + r - 1

J
J f i+ /2V  J i+ '  J l+ r

= 6

boiadi. Demak,

( и г 2)

с r dt
H - f c ?

= 6/ -  6 a r c t g t  + с

.7 = 6 ^ *  -  6a r c t g  $fx + c >
3-misol. Ushbu

J =  К
1 j 1 + Л"
Л' V A

/ n tegral h is obi a nsi n.
1 +  X 2 j  i •4Bu integralda ------= Г deb

x ’
Г  -1

dx = -
2 tdt

( M
bolishini topamiz. Natijada
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= ~2' -  \ ~ [  + 1 ^ 7  = -2/ - In|f - 1| + In|/ + 1|+c = -2/

■ r - 1  f l

ho'ladi. Demak,

J  = -2.

+ c

l + x  , ll + x
2

---------In X J---------1
V x I* * J

4-misol Ushbu

J  = h ( ^ ° )  v r  + a

+ с . ►

шtegra l hisoblansin.
A Bu integralda

deymiz. Unda
t — X + yjx~ + Cl

( jt + VX~ + Cl j dx =

f  \ 
1 л'1+ — dx =\ /  ̂ \  X +  Cl j

л/7 + +x
l/jC

+ я
bo'lib,

x1 + a
dx

dx dt

bo‘ ladi. Natijada

J  = \ ~ i f  = ¥ у  = Ш + с  = \п
\I X 4- / 7 f

s ix 2 + a  t 

•dt

\fx~ + a 
bo'ladi. ►

5-niisol. Ushbu

y f ?x  + yj x~ + a + c
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J  - I  П
dx

integral h isoblansin.
A Ravshanki,

x2 -  6.x- + 13 = .r  -  6 x +  9 + 4 = ( x -  3)" + 4 . Unda
j* dx

3 ) 4  4

boiadi. Bu integralda x - 3  = / deymiz. Natijada 

•' = b f

л/х2 -  6x  + 13

In r + л/г + 4 + с ,

ya m

■ M o
t/x

Vx2 — 6x  +13
= In Л' — 3 + v f v -З Г + 4 + с

boiadi.
6-misol. Ushbu

J  = J x 3 ( l — A' ) 2 dx

integral hisoblansin.
^B u integralda x1 = у  deymiz. Unda 2xdx = dy boiib,

J  \ y ( \ - y )  2dy

boiadi. Keyingi integralda
1 - y  = t2

almashtirishni bajaramiz. Natijada dy = —2 tdt boiib, 

va nihoyat

1 Л .  1 1dt — —l- 1 + с  — j ' - 
/  t

f  yj 1 -  V + с

J  = - 1 —  + \J\-x'1 + с
"\/l — A'2

boiadi.
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23.2. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

у  = sin X, у  -  cos X, V = tgx , у  = c tgx  funksiya laming 
integrallari maium. Jumladan,

r , г cos x , rd  (s in  x)  
J ctgxdx — ----dx = I— ---- l

sm x  J s in x
= In sin x + с

bo'ladi.
Shuningdek у  = sin ax, у  = cos ox, y  = tgax, 

у  -  ctgax hamda y = sm (x + ^ ), .y = cos(x + a ) , ■;

у  -  tg ( л + a ), у  -  ctg[x  + a)  funksiyalaming integrallarini oson \ 
hisoblanishini ham bilamiz. Masalan,

Jsin ( 2x +1 )dx = I  Jsin ( 2x +1) d ( 2x + [) = - 1  cos (2x +1)+ c.

sin л va cosx lunksiyalar ustida ratsional amallar (qo'shish, 
ayirish, ко paytirish, boiish, darajaga ko‘tarish) bajarilishidan hosil 
boigan lfodani / (x ) bilan belgilaylik. Odatda, bunday f ( x )
funksiya s in x  va cosx laming ratsional funksiyasi deyiladi. 
Ularga quyidagilar

/ ( * ) = — , / ( * ) -
sin x 3 s in x -4 c o sx
sin x + cos x , v s in ' x,./ ч sill cosx w  ч

-/ (x) = --------- :------, f i x )  = —
РАО V . pin О V ' 'cosx-sin2x  ' '  COS2 X4-1 

misol boiadilar.

ushbu
Bunday trigonometrik lunksiyalaming integrallari har doim

almashtirish natijasida ratsional funksiyalaming integral lariga
Rlirwls*keladi. Bunda

2

1 + /
x = larctgt, dx = — у  dt,
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- . Л X
2 sin —cos-о о 2 * 1 2t

sin  л*

COS л =

т A
---HCOS' — 1 +  ^  T
2  2 2

 ̂ A" i  X i * 2 X-------Slir “ \ - tg  --
? ? ? 1 -Г

. i  X X 2 А 1 + /
sin" — + cos' — 1 + t g  -1 "> 1

boiadi .
7-misol. Ushhu

J  = j—
J  'л  •

dx
3 sin x -  4 cos x

A Bu integralda t g ~  = t deymiz. Unda yuqorida

integral hisoblansin.

«SBu inti 

aytilganlarga ko la

• M -

l + r
clt 1

 ̂ J 2 3 
r + -/-1 ?

dt
e, . H i- '  )

1 + /2 1 + r  ~ .
boiadi. Natijada berilgan trigonometrik funksiyaning integrali 
ratsional funksiyaning integraliga keldi.

Ravshanki,

(2+—r - l  = r  + 2 t - \ - t - ]
I 2 2

Unda
1

Г П f П f  1 /+ 2 t —  =
V I -  J 4 2 J

A В

t - {t + 2)

1 = Л(/ +
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\ = (A + B) t  + 2 A ~ B ,

A + B = 0,

2 A —  B = 1,
2

2 9
Л = - ,  В =

5 ' 5
boiib,

1
2

_ 5 + •
r’ +-( — 1 1 + 2

2 2
boiadi. Integralni hisoblab topamiz:

f 2 2 > \

I  f 5 5 dt — -—
2

2 p dt r dt
2 t 1 t ~h 2 5 J 1t —  

к 2
U + 2

V 2 J J

In t ----
2

-  In I/ + 2| I + с  -  -- In 
1 V 5

t -

t + 2
+ c

Shunday qilib,

У = --In 
5

x 1t g -------
2 2

boiadi. ►
8-misoI. Ushbu

j = \

x  ̂
t s - + 2

dx

+ c

1 + sin .v + cos л*
hisoblansin.

286



-«I Hu integralda 

almashtirish bajarib, bunda

t g ~  = t 
1

2
dx = ——-rd t,

1 + r  
21

sm л- =
1 + r  ’
1 - r

eos x =
1 + Г

b o iis h in i e ’tib^rga olib topamiz:
2 di

2 1 + r/= f.____ Ш
' J it  i - г  h + r  1 ■л

d t
. . .  1 + Г+ 2/ + 1 -Г  

1 H-------7 H 7
1 + r  1 + r

= J*-^- = In |l + 1\ + с = In 1 +tg^~ + C
1 + t
Eslatma. Ba ’zi hollarda

sin x — t , cos x = /, /gx = t
s r -  • "  •

9-misol. Ushbu
dx

= f—J 1 о. о1 + sm~ x
integral hisoblansin.

-4Bu integralda /gx = i deymiz. Unda

.v = a rc tg t , dx — ( arc tg t) -dt -  у— у d t, 

.о  sin : x /g2x Г
sm x = — ----------- —  1 . .

s in“ x + cos" X t g  X + 1 I + t
boiib,

2 8 7



---г-dt
Г.1 ± t2 _  If dt  -  1 1\ C‘ [
1 r1 + ,

1+ r

Ч + 2Г2 V2 J
ч

(л,|

boiadi. ►

-J=  a r c t g  ( %/2 ■ t j  + с  = - j=  a n (g  ( V2 • <g.v) +

Eslatma Ay rim trigonometrik funksiyalami integrallashda 
trigonomctriyada та 'him bo ‘Igan ushbu

sin or - sin P  = —[cos ( « - / ? )  - cos (or + /?)],

cosa-cos/? = i [c o s (a r -^ )  + cos(a+ /?)],

sina-cos^ = - [ s in (a -/ ? )  + s in (a+/?)],

s i n a c o s a  = — sin 2 a ,
2

. 2 I - cos2a  sin a  =------------- .

cos“ a  =

2
1 4- cos 2a

2
formulalardan foydalanilsa, integrallar oson hisoblanadi.

10-misoI. Ushbu
Jsin 3x • cos 5 xdx

integral hisoblansin.
^B u integral quyidagicha hisoblanadi:

Jsin 3x • cos 5 xdx = |  J[sin  Hx + sin (-2 jt)]d *  =

I f .  1 r= -  J sin 8xdx —  J sin 2xdx =
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I . i  [sin8xc/( 8 л ) ---------[s in2xd( 2x)  co s8л 
? 8 1 2 2 J 16
1 1  ̂ 1 о-I- -  cos 2л f  с -  -  cos 2.Л------cos 8л + г. 
4------------------4-------------16

1 l-inisol. Ushbu
J  -  js in  A'cos4 xdx

integral hisoblansin.
MBu integralni hisoblashda yuqorida keltirilgan

formulalardan foydalanamiz:
г ч2 7 , rfs in 2 xY  1 +cos2 л 4 _

J  = j (sin л cos A) cos' xdx = J! —-— I ------ - ax -

= — [sin 2 x (1 + cos 2л) dx = — j sin” 2xdx+— [sin 2л cos 2xdx — 
g J v 8 J о

= I  f 1 ~ c o s4 i ^  + j . . 1  [sin" 2xd (sin 2л) = -~ [(1 -  cos4л) • dx +
8 J 2 8 2 J 16 J

I f ,  , 4 1 sin 4л s in ' 2л
+ —  [sin” 2xd (sin  2л) = —  л -----—— + —— + с. ►

16 J 16 64 48

Mashqlar

Ushbu aniqmas integrallar hisoblansin.

r dx у j* xdx

I  ' ' J W 7 7 T  ' 4 x * - x 2 -\

3 Г___ — .— 4. [cos3 л * cos 2л dx
■'sin3 л cos5 л

5. jco s5 2 л -sin7 2xdx
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24-M A ’ RUZA

Aniq integral tushunchasi. Aniq integralning xossalari

24.1. Masala

Faraz qilaylik, moddiy nuqta to'g'ri chiziq bo‘yicha [/0, 7"] 

vaqt oraligida V = V (/) teziik bilan harakat qilsin. Uning shu vaqt 

oralig'ida bosib o'tgan yo'li S topilsin.
Ma’lumki, teziik o‘zgarmas, ya’ni V = V0 = c o n s t  

bo'lsa, u holda o'tilgan yokl
s=KAT-to)

bo'ladi.
Agar teziik t o‘zgaruvchining (/e[/0,7 '])  ixtiyoriy 

funksiyasi boTsa, unda masalani yechishga quyidagicha kirishiladi:
1) vaqt oralig‘ i [t0,T]  ni (tn = T)  nuqtalar 

yordamida n ta qismga ajratiladi, bunda
t0 < t\ < t2 < -  • < tk < -  ■ tn_x < tn = 7 ,

2) har bir [tk,tk+]] (k = 0 ,1 ,2 ,...,л -1 )  oraliqda ixtiyoriy

£k nuqtani olib, tezlikning shu nuqtadagi qiymati V ( <%k) 
topiladi:

3) у ( ы )  ni [М * +1] oraliqning uzunligi ( tk+[- t k) ga 
ko'paytiriladi.

V ( 4 . ) - K > ~ h )  (* = 0 .1 ,2 , . . . ,я - l )  (1) j

Bu miqdor, teziik F (r )n i [^ ,^ ,| ] oraliqda o'zgarmas va u 

V(£k) ga teng deb olinganda, nuqtaning ] oraliqda bosib
o‘ tgan yo‘ lini (taqriban) ifodalaydi.

4) (1) ko‘paytmani к ning [k = 0 ,1 ,2 ,...,«  — l)  qiymatlari 
uchun yozib. so‘ng ulami yig‘ ib ushbu
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^ o K ' l  - (o) + K( ^ ) ( (2 - /l)  + '"  +

yig'indmi hosil qilinadi. Bu y ig ind i ushbu X orqali quyidagicha 
yoziladi:

-**)■ (2)
k=о

Ravshanki, (2) yig'indi nuqtaning oraliqda bosib

o‘tgan yo iin i taqribiy ifodalaydi, chunki tezlik V (/) vaqtning 

ixtiyoriy funksiyasi bo‘ lgan holda uni har bir [tkJ k¥] ] da o‘zgarmas 

V(£t ) deb olindi. Demak,

^  (£*) ‘ ~ *k ) ‘
A= 0

tk+]~tk = A/; deb, bu A/a (A: = 0 ,1 ,2 ,... ,и -1 )  laming eng

kattasini Л deylik.
Endi oraliqning bo‘ laklash sonini orttira borilsa

(bunda har bir Atk nolga, ya'ni X —> 0 intilsin), u holda

(<?<)• ч
k = 0

miqdor izlanayotgan yp Ini tobora aniqioq ilodalay boiadi. 
Binobarin,

f t  х  = п ш £ к ( г ( )-д/4

bo‘ ladi.
Shunday qilib nuqtaning tezligiga ko‘ra o4ilgan yo in i 

topish masalasi maxsus tuzilgan yigindining limitini topishga kelar 
ekan.

Shunga o‘xshash ko’pgina masalalar, jumladan sterjenmng 
zichliuiga ko‘ra uning massasini topish, egri chiziqli trapetsiyaning 
yuzini topish, o"zgaruvchi kuchning bajargan ishini topish
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masalalari ham vuqoridagiga o‘xshash yig'indining limitini 
topishga keladi. Bunday yig‘ indining limiti oliy matematikada 
muhim bo'lgan aniq integral tushunchasiga olib keladi.

24.2. Aniq integral tushunchasi. Integralning mavjudligi

Aytaylik, у  -  f  (л*) funksiya [ я ,6] segmentda beriloan 
bo‘ lsin. Bu segmentni
л'0, х ,. x2, . . . ,xn l , xn (x0 = a, xn —b, x0 < л! < ... < л'я j nuqtalar
yordamida n ta '

[x0, x, ] , [  a, ,x 2 [a a , лА+1 [x„_, , xn J
boMakka ajratamiz. Bu bo‘ lakchalaming uzunliklarini mos ravishda 
quyidagicha belgilaymiz:

Ax0 = x, - a0 (x0 = tf), 

Ax, = x2 -  A,,

— XA+1 Xk ’

-4- 1  =*„-*„-1 (X„ = b)

Odatda Ax0, A x,,...,A x,,., kesmalar sistemasi (to‘plami)

segmentni bo‘ laklash deyiladi va uni A bilan belgilanadi:

Я — | Axq , Ax,,..., Ax„_, | .

Bu Ax0, Ax,,..., Ax/;_, laming eng kattasini |Д| deylik:

|Л| = max{Ax0,Ax,,...,A a/(_,} .

Har bir tayin Л bo‘ laklash [#,&] segmentining bitta boTinishini 
aniqlaydi.

Har bir bo‘ lakchada ixtiyoriy ravishda bittadan

nuqtalarni olib, bu nuqtalardagi funksiyaning qiymatlari
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,/ ( 4 ) ’ ./ (£l ($*)*—>/ (Sf-l)

ni mos ravishda bo'lakchalarning uzunliklariga ko'paytirib

quyidagi

= / (£o) ' + ./ (£ i) ‘ ^ vi + "•+ J  +

k-0

vie4indini hosil qilamiz.
Odatda,

° ' = Z / U * ) -Ajr* (3)A=0
yig‘indi / (.x ) funksiyaning integral y ig ‘ indisi deyiladi. Bu 

yig'indi [a,b\ segmentning bo‘ laklanishiga, hamda har bir 

bo‘ lakchada olingan ^  nuqtalarga bogiiq boiadi.

Endi \a.b\ segmentining shunday bo‘ laklashlar ketma-

ketligi
(4)

ni olaylik, ular uchun
li m | Д„ | = 0
n ->oo

bols in.
Ixtiyoriy (4) ketma-ketlikni olib, bu ketma-ketlikning hai 

bir hadiga mos integral yig*mdilami tuzamiz. Ular

ketma-ketlikni hosil qiladi, bunda

k=0

Ta’rif. Agar har bir bo'lakchada olingan ixtiyoriy 

nuqtalarda {(Jn} ketma-ketlik har doim bitta I son ga  inti Isa, (uni



segm en tda integrallanuvchi. 1 son esu  f ( x )  funksiyaning [a ,4]
segm en t bo ‘y icha  aniq integrali deyiladi va и

b

| f ( x ) d x
a

kabi helgilanadi. Demak,
h

1|шСТ,,(я-) = / = [f{ x )d x .
a

Bunda a son integralning quyi chegarasi, b son esa 
integralning yuqori chegarasi, [a , b ] segment integrallash oralig‘i 
deyiladi.

24.1 da keltirilgan masalanmg yechimi, o'tilgan S yo‘l, 
tezlik V(t )  ning [t„T} oraliq bo'yicha aniq integraldan iborat 
ekanligini bildiradi:

r
s  = | V ( t y it

Misol: Agar [о,Л] da f { x )  = c - c o n s t  b o i sa .  и holda
b

Jc idx = с • ( — a)
a

bo 'lishi isbotlansin.

< [a,b]  segmentning ixtiyoriy bo1 laklashi 

[л.,,дг2], [x2, ^  [**,**+,]»■••
ni olib, har bir bo'lakchada bittadan ixtiyoriy

nuqtalami tanlaymiz. Ravshanki,

J  (bo)  = C , J  (# ,)= < ? ,/ ( £  ) = ^ - . , / ( # A) = C , . . . , / ( ^ )_1) = C- 

bo‘ lib,

//-I
^  = zL ■/(&■)• A*i ning limiti deyiladi). f ( x )  funksiya [a,4j
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с - с -  Лх0 + с • Ах, + с • Лх, +... + с • Ахк +... + с ■ Дх„ _, =

I  = с ( Дл'0 + Ах, + Ay2 +... + Ал.. +...+ А .Х ,) =

S = с(х , - я +  х2 - х 1+ х 3- х 2 + ... + хА+1 - х к +... + Ь--Хи_,) =

[' = с • (Ь -  « )
boiadi. Demak,

h
fc -dx -  lim <x = lim с • (6  -  a )  = c* *(b -  a)

a

Xususan, / (x )  = 1 boisa,
b b

Jl idx = J<ix ~b~ a
О (1

boiadi..
Yuqorida funksiyaning aniq integrali integral y ig ‘ indining 

limiti sifatida ta’riflandi. Albatta, yigindining limiti integrallana- 
digan funksiyaga bogiiq  boiadi.

Integral y ig ind i limitining mavjudligini ko'rsatish (ya ni 
funksiyaning integralianuvchi boiishini isbotlash) ancha murakkab 
boiib, ular maxsus adabiyotlarda ma’lum sinf funksiyalari uchun 
Ibotlanadi. Biz quyida bundav teoremalardan bir ini isbotsiz 
keltiramiz.

Teorema. Agar f ( x )  funksiya [a,b\ segmentda uzluksiz
bo'lsa, и s/ги oraliqda integrali anuvchi bo'ladi.

Eslatma.
1) Agar f ( x )  funksiya [й,Ь] da integrallanuvchi bo'lsa, и 

[a,b] da chegara langan bo'ladi.

2) Agar f  (x ) funksiya [a, b]  da chegara langan b o ‘lib, и 

[c ,b ] ning chckli sondagi nuqtalarida uzilishga e ga  va qolgan

, barcha nuqtalarida uzluksiz bo'lsa, f  (x ) funksiya [a,b] da 
integrallanuvchi bo ‘ladi.
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Funksiyaning aniq integrali qator xossalarga ega.! в ' 
xossalardan aniq integralni hisoblashda va uning turli sohalar ** 
tatbiqlarida foydalaniladi. Kobp hollarda xossalaming isboti апЧ! 
integral ta’rifi va funksiya limiti xossalaridan kelib chiqadi. fib 
xossalarni keltirish bilan kifoyalanamiz:

1) Aniq integral ^1
b

| f ( x ) d x
a

da .v ning o‘rniga ixtiyoriy harf ishlatilishi mumkin:

\ f ( x ) dx  = = \ f{z )dz  va h. k .  1
л a a

2)Ushbu
a
J / W = o ,
a "
b a

j f ( x ) d x  = - j f ( x ) d x
a  b

tengliklar o‘rinli.
3) Agar f ( x )  funksiya [a, b]  da integrallanuvchi bo‘Isa, u

holda c - f ( x )  funksiya ( c  = c o n s t )  ham [ a ,6] da 
integrallanuvchi va

b b

j c • / (д:)dx = c- j f ( x)dx
a a

boiadi.
4) Agar f ( x )  va g ( x )  funksiyalar [a, b]  da integralla

nuvchi bo isa, u holda f ( x )  + g ( x ) funksiya ham [a,b]  da 
integrallanuvchi va

J t / W  + ^ ( X)V X = \ f{ xYx + j g  ( x)dx j
л a n
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5) Agar / ( x )  funksiya [a,b]  da integrallanuvchi boiib , 

ixtiyoriy x e [<2, h | da / ул ) — 0 boisa, u holda

I  j f ( x ) d x >  0
<7

boiadi.
6) Agar / (x )  va g ( x )  funksiyalar [a , b ] da

integrallanuvchi boiib . ixtiyoriy xeja,/> ] da / ( x ) < g ( x )  

boisa, u holda
ь ь
j /  (x>/.Y< J g ( jc ) *

a  a

boiadi.
7) Agar f ( x )  funksiya [a,b]  da integrallanuvchi bo isa, u 

holda bu funksiya [a , b ] ning istalgan [« ,/ ? ] qismida 

([« ,/ ? ] c: [a ^ ] )  integrallanuvchi boiadi.

8) Agar f ( x )  funksiya [a,b]  da integrallanuvchi bo iib , 

a < c < b  bo isa, u holda funksiya [a ,c ]  va [c\b] da 

integrallanuvchi va

j /  (x)dx = j /  (xjdx + j f ( x ) d x
a  a  с

boiadi.
Aytaylik, / ( x )  funksiya [a,b]  segmentda berilgan bo iib ,

u shu segmentda integrallanuvchi boisin.
Ushbu

1 ^
M[ f ]  = ----f f { x ) d x

b - a  Ja
miqdor / (x ) funksiyaning \a,b\ dagi o'rta qiymati deyiladi.

boiadi.
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9) Agar /(л;) funksiya [д,/>] da uzluksiz boisa, u
holda shunday с nuqta ( a  < c < b ) topiladiki,

b
\.t (x)dx=  f ( c ) - ( b - a )
a

boiadi. Bu xossa o‘rta qiymat haqidagi teorema deb ham yuritiladi.

M ashqlar

Berilgan lunksiyalaming ko'rsatilgan oraliqlardagi o‘rta 
qiymatlarmi aniqlang:

\.f(x) = x2, [0, 1]. 

2 .f{x) = 4x, [0,100].
3. Agar

J  ( a )  = e2\ a  = 0, b = 1
boisa, u holda с ning qanday qiymatida ushbu

b

\.i\x)dx = f ( c ) ( b - a )
a

tenglik o'rinli boiadi?
4. 9-xossadan foydalanib, quyidagi integrallar baholansin:

Hy 1 Ч-2 100 _r
1 тТ гГ ^ ------ ; / i r - * :  \ - Z — dx.Q 1 + 0,5 cos x 0J Vl + A- 0J x + 100
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25.1. Aniq integralni hisoblash usuilari

1°. Aniq integrallami Nyuton-Leybnits lorraulasi 
yordamida hisoblash. Aytaylik, f ( x )  funksiya [a,/?] segmentda

uzluksiz boiib, F(x)  funksiya esa uning [a,b]  segmentdagi

boshlangich funksiyasi boisin:
F' ( x )  = f ( x ) .

Ravshanki, f ( x )  funksiya [ a , b ]  da integrallanuvchi,

ya’ni . .,;i -

J/(x)cfr
a

mavjud. Bu integral uchun

j f ( x )d x  = F ( b ) - F ( a )  (1)
Cl

boiishini isbotlaymiz.
[я,Ь ] segmentni

■ ........V i - 1 .  ( «  =  *<»< *1 < - <  *«-> < x " =  b )

nuqtalar yordamida n ta [a, x,], [.x-px2
boiakchalarga ajratamiz. Har bir boiakchada ^ { x ) funksiyaga

Lagranj teoremasini qoilab topamiz:
F ( x , ) - F ( a ) = F ’t e ) - ( J C = "< £ .< *,
F (x , ) -/ - ' ( x t) = F '(£ l )-(x , -  x , ) - f ( f * i  < <xi

25-M A’ RUZA

Aniq integralni hisoblash. Aniq integralni taqribiy hisoblash.
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Bu tengliklami hadlab qo'shish natijasida 

F(b)~ F ( a )  = X  f ( 4 t )■ A*, (2)

hosil boiadi. / (л ) funksiya [tf ,&] da integrallanuvchi boigani 
uchun

= ) f(x ) d x
k=0 „

boiadi. (2) tenglikda limitga o‘tsak, unda
ь
\ f ( x ) d x  = F (b ) - F ( c i )
a

boiishi kelib chiqadi. Shuni isbotlash kerak edi.
Odatda (1) formula Nyuton-Leybnits formulasi deb 

yuritiladi. Bu formula yordamida aniq integrallar hisoblanadi.
(1) tenglikning o'ng tornonidagi F ( b ) - F [ a )  (yozuvni 

qisqa qilish maqsadida) /,’ (x)|* kabi yoziladi:

F (b )-F (a ) = F (  л-)[,

\f(x)dx = F(x){
a

Shunday qilib,
b

j f (x )dx
a

integralni Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib hisoblash 
uchun awalo / (x )  funksiyaning aniqmas integrali hisoblanadi:

J f{x)dx = F(x)  + С
So‘ng

H * )  + C)|: = F(ft) + C - ( F ( e ) + C) = F (6 )- F (a )

topiladi.
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1-Misol. Ushbu

integral hisoblansin.
^M aium ki,

Jsin xdx

|sin xdx = -  cos x + с .

Unda
/Г

js in  xdx — ( -  cos x + c)
к

bo'ladi.
2-Misol. Ushbu

integral hisoblansin.
A f y x ^  — x"  funksiyaning aniqmas integrali

Jjc"<fr =
x

+ с

bo'lgani uchun
1 ( v""1 ^
f xndx =

./V

------ + cJ0 + l J

n +1

1 I 0 1
0 n +1 n +1 n +1

boiadi. ^
3-Misol. Ushbu

a s
f _ L _
J a ’ + r

dx (a  > 0)

integral hisoblansin.
^B u integralni Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib 

hisoblaymiz: ! ; ’ '
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п 1 dxy
Г r " i "г 3 _  ̂ "cd(a' + х\) _)  ̂ ~dx — I 3 , — - I 3 , 3 ~ 
,J а  + Л' ,Т а  + л- 3 ?л а -г а

= J- г —г<&= -Ц а -'+ г ’) |s =’
'СГ +Х’ )

. = — In 2а -  — In а -  -  In -  -  In 2 . >
3 3 3 а  3

Eslatma. Aytaylik, / ( a) funksiya [ a 9b] segmentda 

uzluksiz bo ‘Isin. U [a,/?] da integrallanuvchi bo'lib, integralning 

xossasiga ko'ra [a ,x ]  da ( a < x < b ) da ham integrallanuvchi 

bo ‘ladi:

\ f i M -  I
П

Agar F (x )  funksiya / ( a) ning boshlangich funksiyasi 

boisa, ya ’ni
F ' ( x ) = f ( x ) 

bo isa, u holda Nyuton-Leybnits formulasiga ko ia

\ f ( t ) - d t  = F ( x ) - F ( a )

boiib, undan

V a

\f{ t)-d t = (F { x ) -F ( a ) )  = F ‘(x)

boiishi kelib chiqadi. 
Demak,

funksiya / ( a) ning boshlangich funksiyasi. Bu uzluksiz funksiya

302



har doim boshlangich funksiyaga cga bolishini bildiradi.
2n. Aniq integrallarni o'-zgaruvchini almashtirish usuli

bilan hisoblash. [a ,b ]  segmentda uzluksiz bolgan J ( x )  

funksiyaning aniq integrali

] f ( x ) d x  (3)
a

ni hisoblash kcrak bolsin. Ko'p hollarda bu integralda 
o‘zgaruvchini almashtirish natijasida u soddaroq, hisoblash uchun 
qulayroq integralga keladi.

(3 ) integralda
Л-= «?(()

deylik, bunda <p(t) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1 ) x = p ( t )  funksiya [ a ,P ]  da uzluksiz <p'(t) hosilaga

ega,
2) ixtiyoriy t e [ a , f l )  da a< g> (t)< b  ва <p(a) = a ,

I  <p{P) = b
U holda

I \f{x )dx  =
n a

boiadi.
< Faraz qilaylik, F ( x )  funksiya f ( x )  ning boshlangich

funksiyasi bolsin:
| F '(x )  = f ( x ) .

Ravshanki,

I  = F'(<p(t)y<p'(t) = f(<p(t))-<f>'(i)-

Demak, F(q>(t)) funksiya [a .J )}  da f  q>'(t)
funksiyaning boshlangich lunksiyasi boiadi. Unda Nyuton- 
Leybnits formulasiga kolra
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p \ ‘ ) d t ^ F ( < p ( p ) ) - F ( < i > ( a ) )  = F (b ) - F { a \
а

boiadi. Ikkinchi tomondan
b
J  / (x)dx  = F(b) -  F (a )
a

boiishi maium. Keyin ikki tenglikdan
ь p
jf (x )d x =  jf(<p(t))<p'(t)dt (4)

boiishi kelib chiqadi.
4-Misol. Ushbu

J7a-+1 dx

integral hisoblansin.
< Bu integralda

x  = 2t - 1
almashtirish bajaramiz. Unda

x = \ da 1 = 2t - 1 ,  y a ’ni t -  1, 
x = 3 da 3 = 2/ — 1, y a ’ni t = 2

boiib ,
dx = 2 dt

boiadi. Natijada
1 ? 2 I
jV x + Id x  = Jy/2t-2dt -  2 y [l \ fid t

boiib ,
—rl 

t~ 2 ?
Л ( Л - , )

?
boiganligidan

\Sx + \dx = 2^2  • — (Vs -1 )  = _ 1 )
1 3 3
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boiishi kelib ehiqadi. ►
5-Misol. Ushbu

J  -  jW l  + x dx

integral hisoblansin.
'ЦВи integralda

V1 + л'2 = t , ya'm x zzyft2 — 1 
almashtirish bajaramiz.

Unda
x = 0 da t — 1, 

л = 1 da t — J l

dx = ! >/r -1  j • dt = c/?
'  1 V r M

bo" lib,

vr > 2 V2 VVi
J  = I V'dt = - 

\ 3
bo'ladi. Demak,

j W l  + A'2t7x

31

2V2-1
3

6-Misol. Ushbu
in 3 1 dxJ =  f —
ln2e’V'“ c 

integral hisoblansin.
^B u integralda

(?' = t ya'ni .v = la  / 
almashtirish bajaramiz. Unda

x  = In 2 da t = 2 , 
.Y = In 3 da / = 3 ,

<i,Y = -  dt 
t
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bo‘ lib,

/ _ '"г d-x _ Г dt _ Г dt
inl e 'r ~e ~X 2 * (t~ r ' )  : /2“

boladi. Ravshanki,

- V " 1
2 / + 1 

Demak,

3 1 (  2 П  1 3 
= -  In —- I n — = —-In—.

2 2 1 4 3 2 2

"’f dx 1 , 3 
-----------= — m —.J ex _ e-x ? 2

In 2 C ^

3°. Aniq integraliarni b o iak lab  integrallash usuli 
yordamida hisoblash.

Aytaylik, f ( x )  va g (x )  funksiyalar da uzluksiz va

uzluksiz / '( a) va g '(x )  hosilalarga ega bo'lsin. Ravshanki,

( f ( x ) g ( x ) )  = f ' ( x ) - g ( x )  + f ( x ) - g ' ( x ) .  I
Ayni paytda

\ { f (x ) s { x ) ) d x  = f ( x ) - g ( x )

bo‘ ladi. Demak,

^ f { x ) g ( x )  + f { x ) - g '{ x ) y x  = f ( x ) - g ( x )

boiib, undan
ь
\ f ( x ) s ' { x )dx = f ( x ) - g ( x )  -  j f ’( x ) g ( x ) d x  (5)
a ^  a

bolishi kelib chiqadi Bu formula yordamida aniq integrallar
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hisoblanadi.
Yuqoridagi (5) formula aniq integrallarda boiaklab 

integrallash formulasi deyilib, uni

|/(.v)<fe(.v) = / (-v )g ( -v )

I

jx e 'dx

kabi ham yozish mumtcin.
7-Misol. Ushbu

integral hisoblansin.
< Bu integralda

deymiz. U holda

f ( x )  =  x4 d g ( x ) = e xdx

d f(x )  =  / ' ( x)dx ~ ( x )  dx = dx,

g ( j t )  = j*ev dx -  ex

boiib, (5) formulaga ko'ra
l | i
^xexdx =  xe' -  JexcIx

boiadi. Ravshanki,
1

xe = \-e -О -e° = e, jVc/x =
0

Detnak,

e] - e ° = e - \ .

^xe ' dx -  e -  (e -1 )  = 1 .1

H-Misol. Ushbu

integral hisoblansin. 
^B u integralda

Jin xdx
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dj ( x )~  f ' ( x ) dx -  (in  a )  dx -  — dx, g ( x ) = x
x

b o iib , p )  formulaga k o ia
\ 2 > l 
J In xdx = x In x -  j  x • —dx = 2 In 2 -1  i n i  -

./ (л  ) = Inx , d g ( л ) = dx

deyrriiz. U holda

t

-  jd x  = 2 \ n 2 - ( x ) = 2 In 2 -  (2 -1  ) = 2 In 2 -1

boiadi. ►
9-Misol. Ushbu

i

j x }arctgxdx

integral hisoblansin.
< Bu integralda

/  ( x ) = arctgx, dg  ( x ) = Xs dx
deymiz. U holda

df ( x ) = / ' ( x ) dx = ( arctgx ) dx = — dx,
1 + x-

( x )  = J  Xs dx = —x 4

boiib , (5) formulaga ko‘ra

^x'arctgxdx = —x 4 • arctgx

boiadi. Ravshanki,
1
•x arctgx 1 1  1 1 JT  ТГ

A = 7  arctg 1 “  7 ' 0 ‘ arctgO =---------0 = —0 4 4 4 4 16
Keyingi integral quyidagieha hisoblanadi:
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Demak,

1 6  4 ^  3 4 J 1 6  6  1 6  6

71 I f  2  7t _  П 1 71 _  171

25.2. Aniq  integrallarui taqribiy hisoblash

/ (л ) funksiya [a ,b ] segmentda uzluksiz boiib , uning
boshlangich funksiyasi ma'lum boisa, bu funksiyaning aniq 
integrali Nyuton-Leybnits formulasi yordamida hisoblanishini 
koidik. Ammo boshlangich funksiyani topish har doim oson 
bolavermaydi. Agar mtegrallanadigan funksiya murakkab boisa, 
ko'p hollarda uning aniq integralini taqribiy hisoblashga to‘gkri 
keladi.

Ma’lumki, aniq integral integral yiglndining limiti sifatida 
ta’riflanadi. Demak, integral y ig lnd i aniq integralni taqribiy 
lfodalaydi deb qarash mumkin.

Biz quyida aniq integralni taqribiy hisoblaydigan 
formulalarni keltiramiz.

1°. To‘g‘ri tovrtburchaklar formulasi. / (л ) funksiya

[a,/?] segmentda uzluksiz bolsin. Ravshanki, bu funksiyaning aniq 
integrali

ь

mavjud boiadi. Bu integralni taqribiy hisbblash uchun [я , b]
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segmentni
Cl — XQ < A, < X2 < < Xk < ... < A'w_j < Xn = b

nuqtalar yordamida n  ta teng boiakchalarga ajratamiz. RavshanH 
bu holda }

, b — a  b — a
xt = a  + k --------, &xt = xM - x t = ------- (k = 0 ,1 ,...,л)

n n
boiadi. So‘ng / ( a )  funksiyaning xk (k  =0,1,-2,...,/2- 1)
nuqtalardagi qiymatlari

f ( x „ )  (k  = 0,1 ,2 ,.:...и - i )
ni hisoblaymiz.

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz;
b -v, jr2
J /  ( a )  dx = J f  ( x ) dx + J /  ( a )  dx -f----- h
a a v,

0 <6>
+ J  f ( x ) d x 4---- b f  f ( x ) d x

Xk л„-1 
Agar

j f ( x ) d x  (k =  0 ,1 ,2 ,...,w — 1)
4

integralda integral ostidagi / ( a )  ni / ( xk) bilan almashtirsak,
unda ushbu

■**+1
J  /  ( 1) dx ~ /  ( a a. ) ■ ( aa+1 — a , ) = / ( ал ) • ArA

taqribiy formula hosil boiadi. Bu taqribiy formulani (6) tenglikning
o‘ng tomonidagi har bir integralga qoilab topamiz:
b

j f ( X ) dx s  / ( x0) ■ Дх0 + / (X, )■ &x, +••• + / ( xt ) ■ Axt +■■■+
a
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taqribiy formulaga kelamiz. Bu (7) formula to‘g‘ri to‘rtburchaklar 
formulasi d e y i la d i .

2°. Trapetsiyalar formulasi. Bu holda aniq integral
b

J f (x )d x
a J  . -

ni taqribiy hisoblaydigan formulani keltirib chiqarish uchun Г’ da 
keltirilgan dastlabki ma’ lumotlar va belgilashlardan foydalanamiz.

Avvalgidek, [иЛ1] segmentni n ta teng bo'lakchalarga 

ajratib, har bir [xk ] bo'yicha olingan integralni quyidagicha

) ; / ( , ) д _ Ж Ы Ы . Ах<
ч

taqribiy ifodalaymiz. Bu taqribiy formulani (6) tenglikning o'ng 
tomonidagi har bir integralga qo‘ llab topamiz:

I  + . . . +  /(^) + / K , i )  . Д ,  +..,+ / ( ; 0 ± A ^ d ) . AX| ,
'J 'J

Ь a(f(x0 ) + 2 fix 1 ) + 2f ( X 2 ) + •••+ 2f ( x n_ J ) + f ( x n)).
in  
Natijada

■г - -„ n A-=0 2
taqribiy formulaga kelamiz. Bu (8) formula trapetsiyalar formulasi



deyiladi.
3°. Parabolalar (Simpson) formulasi
Bu holda [a,/?] segmentni In  ta teng boiakka boiib har bir

(*  = 0,1 .2 ......n -\ )

boiakcha bo‘yicha f { x )  funksiyaning integralini quyidagicha

j  f ( x ) d x  я  !L J L [ f ( Xu ) + 4 f ( x 2ltl) + f ( x 2tt2)] 

x2k
(Ar = 0 ,l,2 ,...,w  — l)  taqribiy ifodalaymiz.

Keyingi taqribiy formulani к ning 0, К 2 ,...,/7 - 1  

qiyrnatlari uchun yozib, so'ng ulami hadlab qo^shib, ushbu

\ f (x )d x  *  ) + 4 / (х2Ы) + f ( x 2M ) ]  = =
а ОП 0 J  6/7

= [ ( / ( * o )  +  ./ ( JC2« ) )  +  4 ( / ( JCl ) + / ( Xi ) + ’ " +  f  (-,r2« - l ) ) + ( 9  

+ 2 (f (x 2) + f ( x 4) + -  + f ( x 2,_.1) ) ]

)
taqribiy formulaga kelamiz. Bu (9) formula parabolalar (Simpson) 
formulasi deyiladi.

Eslatma. Odatda, taqribiy formula chiqarUganda, albatta 
uni qo ‘llanilganda y o '/ qo ‘viladigan xatolikni aniqlash yoki 
baholash lozim bo ‘ladi. Buning natijasida taqribiy formulalar
о ‘zaro taqqoslanadi.

Integral lanadigan /(■*) funksiya tegishli tartibdagi
uzluksiz hosilalarga ega boiganda:

1) To‘g ‘ri to‘rtburchaklar formulasi (7) ning xatoligi

R, = j f ( x ) d x - — ^ f ( x k)
a П

uchun
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b o ia d i;
2) Trapetsiyalar formulasi (8) ning xatoligi

П Ус-0
uchun

(ce(e’^
boiadi;

3) Parabolalar (Simpson) formulasi (9 ) ning xatoligi

Ry = \ f ( x ) dx "  [ /  (X2A ) + 4/  ( X2*+l ) + /  (X2A+2 )]

uchun

R, = ———x * (c ) (c e  ( “ >*))
2880n

boiadi. (Qaralsin, [2j)
l-Misol.C/s/?6«

!p civ
2* 1 '1 + V0

integral taqribiy hisoblansin.
10, l] segmentni 10 ta teng boiakka boiamiz. Boiinish

nuqtalari
*0 ~ 0, x, = 0,1; X2 = 0,2 , . xз = 0,3, 
л4 = 0,4 ; x5 = 0,5; = 0 ,6 , x7 —0,7, 

л8 = 0,8; x9 = 0 ,9 ; x10= l,0 ; 
boiib, bu nuqtalarda

I  / { x ) = t ^ [
funksiyaning qiymatlari quyidagicha boiadi:



/ ( х 0) = / (( ) )  = 1,00000, Щ

./(*,) = /( 0,1) = 0,90010. 
/(*,) = ДО, 2) = 0,96154, 
/(*, ) = /(0,3) = 0,91743, 
f ( * t ) = /(0,4) = 0,86207, 
/(*s) = /(0.5) = 0,80000, 
/(*<,) = /(0,6) = 0,73529, 
/(*,) = /(0,7) = 0,67114, 
/(**) = /(0,8) = 0,60976, 
/(a,) = /(0,9) = 0,55249, 
/(A',o) = /(l,0) = 0,50000.

Ravshanki, bu holda Ac. = -—-  = 0 ,1 bo‘ ladi
10

1) To‘gvri to‘rtburchaklar formulasi (7 ) bokyicha

| j — J  -0 ,1 (0 ,9 9 0 1 0  + 0,96154 + 0,91743 + 0,86207 + 0,80000 +
о 1 + x
+ 0,73 529 + 0,67114 + 0,60976 + 0,55249 + 0,50000) = 0,75998.

2 ) Trapetsiyalar formulasi (8) bokyicha
V dx ,1 + 0,5J"—J  ~ 0,1 ■ (—---- у 7,09982) = 0,78498
0 ^

boTadi.
Qaialayotgan integralning bu taqribiy qiymatlarini, uning

Г 1 nJ------ 7 = arctgx  = a rc tg 1 = -  = 0,785398
q 1 + x  0 4

qiymati bilan taqqoslab, trapetsiyalar formulasi yordamida topilgan
integralning qiymati aniqroq ekanligini ko‘ramiz>
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10  .

[— dx
j i n x

in te g ra l taqribiy hisoblansin.
^  [4,10] segmentni 6 ta teng boiakka boiamiz. Boiinish

nuqtalari
4 ,5 ,6 , 7, 8,9, 10

boiib, bu nuqtalarda

I  /(•»') = 7 ^ -Inx
funksiyaning qiymatlari quyidagicha bo'ladi:

/ (4 )  = 0,72135, 

/ ( 5 )  = 0 ,62133,  

/ (6 )  = 0,5581 1, 

/ ( 7 )  = 0 ,5 13 90 ,  

/ ( 8 )  = 0 ,48090 ,  

/ ( 9 )  = 0 ,4 55 12 ,  

/ ( 1 0 )  = 0 ,43429 .

Ravshanki, bu holda

Axt = ^ l  = l, xk = 4 + A • 1 (A-= 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5,6)
2 • 3
Parabolalar (Simpson) formulasi (9 ) dan foydalanib

topamiz:
I  10 , ,

f—  »  — [(0,72135 + 0,43429) + 4 (0,62133 + 0,51390 + 0,45512) +
4 In x 18

+2(0,55811 + 0,48090) i = 3,19835.
Demak,

10 dx

2-Misol. Ushbu

f—— «  3,19835 .►
J  I n  VIn A'
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Ushbu integrallar olzgaruvchilami almashtirish Va 
bo'laklab integrallash usullari yordamida hisoblansin:

* ---
I. j  y jco sxdx . 2. | e ' s in xdx .

r — /Т

f / 7 1 j  (cos2 X + X sin x ) с/х 4. J (V  + C r ) fgxdx

Mashqlar

К 1
о5 ,

-л- 2
lo"g‘ri to‘rtburchaklar hamda trapetsiyalar formulalari

yordamida xatoligi 10 ” dan ko4p bo‘lmagan taqribiy qiymati 
hisoblansin: 1 Я

2
. Jx'tffx. 2. J dx

7  *
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26-M A’RUZA

Matematika, fizika, mexanika hamda fan va texnikaning 
turli sohalarida uchraydigan ko'pgina masalalar maium 
funksiyaning aniq integralini hisoblash bilan hal etiladi.

Biz quyida geometrik hamda fizik masalalarm aniq integral 
yo rd am id a  yechilishini bayon qilanuz.

26.1. Tekis shaklning yuzini hisoblash! 5

Aytaylik, f ( x )  funksiya [a ,b ] segmentda uzluksiz boiib, 

Vx e \a,b] da f ( x )  > 0 boisin.
Yuqoridan / ( x )  funksiya grafigi, yon tomonlardan 

x = a  , x = b vertikal chiziqlar hamda pastdan abssissa o‘qi bilan 
chegaralangan aABb tekis shaklni qaraylik (1-chizma).

Aniq integralning ba’zi-hir tatbiqlari

Odatda, bunday shakl egri chiziqli trapetsiya deyiladi. 
aABb egri chiziqli trapetsiya yuzaga ega boiadi (qaralsin [2]). 
Uning yuzini topish masalasini qaraymiz.

[a .b ] segmentni
a  — Xq < x, < x2 <... < xk <... < xn_x < xn = b 

nuqtalar yordamida n la boiakka boiamiz, bunda
3 1 7



Ахк = хк+] -  хк {к = 0 ,1 ,2 , . . . ,/7-1)  

deymiz. Наг bir (X ,* *+1] d$. ixtiyoriy <%к nuqtani olib 
funksiyaning shu nuqtadagi qiymatini Axk ga ko‘paytiramiz:

J
Bu miqdor asosi Axk va balandligi /(<?*) bo‘lgan to‘g‘rj

tokrtburchakning yuzini ifodalaydi (1-chizma). U xkAk8 kxk } egri
chiziqli trapetsiyaning yuziga taqriban teng bo‘ ladi.

IJshbu--?; ; ' 1

) ч
k=0

yig‘ indiesa aABb egri chiziqli trapetsiyaning yuzi S  ga taqriban 
teng bo‘ ladi:

k= 0
Endi [a ,b ] ning boMaklash sonini orttirib borilsa, ya ’ni n 

cheksizga intila borsa,

miqdor izlanayotgan S  yuzani tobora aniqroq ifodalay boradi. 
Binobarin,

5  = Н т ] Г / ( £ , ) - Д л 4 .
" - " й

Ravshanki,

l imZ / ( ^ ) M'» = \ f ix¥x -
П~*°°А=0 a

Demak,
b

S = \ f ( x ) c lx .  (1)
a

l-Misol. Ouyidagi
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v = 0, v — ~ а 2 .. х - 1, х = 3
2

c h iz iq l a r  bilan chegaralangan shaklning vuzi topilsin. 
<Bu shakl 2-chizmada lasvirlangan:

Y f

2-chizma

(1) formuladan foydalanib topamiz:

Aytaylik, ./, ( * )  va f 2 ( x )  funksiyalar 

[a ,b ]  da uzluksiz bo'lib, V xe[fl,& ] da

A (x )  (* )
boisin.

Yuqori dan f 2 (x )  funksiya grafigi, pastdan ./,(•*) 

funksiya grafigi. tomonlardan x — a , x - b  vertikal chiziqlar 
bilan chegaralangan shaklning yuzi

S -  J/2 (x)dx -  J./;(x)dx = j [/2(л) -  j\ (x)}ix (2)
Cl O a

boiadi (3-chizma).
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X
3-chizma

2-misoI. Ushbu
v = x ,  y -  2 - x 2 

chiziq/ar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
■4 Avvalo

f y  = x  

[y  = 2 - x 2
sistemani yechib, chiziqlaming kesishish nuqtalarining 
abssissalarmi topamiz (4-chizma):

x  = 2 - x 2 = > x 2 + x - 2  = 0  => x . = - 2 ,  л:, =1

X

Bu shaklning yuzini (2) formuladan foydalanib 
hisoblaymiz:

5 =  / ( 2 - x 2 - x ) d x  =
-2
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= а х - = - - ^ ~ )
3 2

4 — . ►
2

Eslatma. Biz / (л ) funksiya [a ,b ] segmentda f ( x )  > 0 
j eb qaradik. Agar f ( x )  funksiya [a ,b ] da ishora saqlamasa, (I) 
integral egri chiziqli trapetsiyalar yuzalarining yig 'indisidan iborat 
b o ia d i .  Bunda OX o'qining yuqorisidagi yuza musbat ishora 
bilan, OX o'qiningpastdagiyuza manfiy ishora bilan olinadi

Masalan, OX o‘qi va f ( x )  = s in x  ning 0 < х < 2 я  
oraliqdagi qismi bilan chegaralangan shaklning yuzi

In 71
| sin xdx) -  ( -  cos x) =
Я

- ( - c o s  л)
0

2 /7

= 4

boiadi.
Qutb koordinatalar sistemasida ushbu 

r = f(<p), a<(p< p
funksiya bilan aniqlangan AB yoyi hamda О A va OB radius 
vektorlar bilan chegaralangan (S ) shaklni qaraylik (5-chizma).

/  /  /  ■

...-Л

0

/ r x v
/ / / у  ^  

-----

5-chizma

Agar r — f(<p) funksiya /?] da uzluksiz boisa, (.S')
shaklning yuzi

S ~\§L. f ( (p ) l d(P (3)

boiadi.
3-misol. Qutb koordinatalar sistemasida ushbu 

r 2 -  a 2 cos 2(p 
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< r = a '  cos 2<p tenglama bilan berilgan egri chizi 
yopiq chiziq boiib, u lemniskata deyiladi.

Lemmskata Dekart koordinatalar o‘qIariga nisbata 

simmetrik joylashgan (6-chizma).

funksiya bit an chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

i \

6-chizma

Izlanayotgan shaklning ynzini topish uchun uning 
I-chorakdagi qismi (S) ning yuzini topish yetarli boiadi.

(S ) shaklning yuzi (3) fonnulaga ko ia

1 a 2 ^  2 ^
S  = ~ j  r 2d (p = c—  |cos2 <pd(p = ~  | cos 2^/  (2(p) =

—  sin2<p 
4 Y

a~
4

boiadi. Dcmak, izlanayotgan shaklning yuzi 4 —  = a 2 ga teng>
4

26.2. Yoy uzunligini hisoblash

./ (x) funksiya [я , 6] segmentda uzluksiz va uzluksiz 

J  (л ) hosilaga ega boisin. Bu funksiyaning [a ,b ]  dagi grafigi 

AB voyni (egri chiziqni) tasvirlasin (5-chizma).
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[a ,b ]  segmentda
Q Xq , X | , X j  ) • • • 5 X^ ч • • • > Xn_ j , X/t — b

(a=xQ <X[ <x <-<xk <...<xitA <xn =b) 

nuqtalami olib, bu nuqtalar orqali OY o'qiga parallel to‘g ‘ri 
chiziqlar o'tkazamiz. Ularning AB yoyi bilan kesishgan nuqtalarini 

Ak(xk,f (x k)) (k = 0,1,2,...,n\ Л0 = А,Лп=В) 
deymiz. So iig  bu nuqtalami o‘zaro to‘g ‘ri chiziq kesmalari 
yordamida birin-ketin birlashtiramiz. Natijada AB yoyiga chizilgan 
siniq chiziq hosil boiadi. Bu siniq chiziq perimetrini Ln deylik.

Ravshanki siniq chiziqni
4 (**./(*»))>  4 +,(* m >/(-V i)) nuqtalami birlashtiruvchi 
bolagining uzunligi (ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga 
ko‘ra)

а/(**+i -  )2 + [/(JCl t l ) -  f ( x t ) ] ' 
bo‘lib, siniq chiziq perimetri

- ^ ) 2 + [/ ( * . i ) - / ( * * ) ] 1
k=0

boiadi.
Endi [a ,b ] segmentning bolaklash sonini orttira borilsa, 

ya’ni n cheksizga intila borsa, unda siniq chiziq AB yoyiga 
yaqinlasha boradi, uning perimetri esa A В yoyining uzunligi / ni 
borgan sari aniqroq ifodalay boradi.
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/ = lim t,, = lim £  f ( 7 t _ -  л( ) ’ + [/ (*  ) -  f ( x t )]'

qarash mumkinligi kelib chiqadi.
Yuqorida aytilishiga ko‘ra / (л ) funksiya [a ,b ] segmentda

uzluksiz / '(.v) hosilaga ega. Binobarin, u har bir \_xk,x. , J da ham

shu xususiyatga ega bo4ladi. Har bir О'*, л'А+|] da f (x )  ga Lagranj 
teoremasini qoilab topamiz:

f  (-4 , 1 ) -  /  ( X, ) = /  ’ ( rt ) • Дл-„, (к = 0 ,1 , 2 , . .и -1 )  
bunda Лл, = xM - x t va r, e[.v( ,.v„ ,].

Natijada

1 = lim Z y j( x k , i~ x k )2 +[/' Л )• ( x kм  ~ x k ) f  =" ' jU0

= lim V  J l  + f \ Tl) ■ (хы  -  x, ) = lim £  f ' 2 (r ,) Axk
k=0 ” k=0

boiadi.
/ (л ) funksiya [«,/>] segmentda uzluksiz bo‘ lgani uchun 

u shu oraliqda integrallanuvchi boiadi. Unda integral yigindi 
ixtiyoriy €[дга,л*4.+1] da, jumladan i k da ham chekli limitga, 
ya’ni aniq integralga intiladi. Demak,

lim S x / 1 + / ' 2t e ) ' ' - 4  = U \ + f 2(x)clx.

Shunday qilib, AB yoyining (egri chiziqning) uznnligi 
ь ________

/~ JV1 + f 2(x)dx (4)
(I

boiadi.
1-niisoL Ushbu

2 2 2 

дг3 = a i
tenglama bilan berilgan egri chiziqning uzunligi topilsin.

^Bu yopiq egri chiziq boiib, u astroida deyiladi 
(6-chizma).

Bundan, tabiiy ravishda AB yoyin ing uzunligi deb
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Astroida koordinatalar o‘qlariga nisbatan simmetrik boiib, 
uning birinchi chorakdagi qismining uzunligini topish yetarli 
boiadi (topilgan qiymatni 4 ga ko‘paytirish bilan butun 
astroidaning uzunligi topiladi).

Astroida tenglamasidan topamiz:
з

2 2 2 / 2 2 \̂2 
a ’VJ = a y — x 3 , ya’ni у  = a 3 — x 3

V
Ravshanki,

з Л

V

/ 2 
a :’ - * 3

v у

' ' г  2 Л2 3 A 2 2 >--12 f  2 2 4
= я 3 -  a "5 о a 3 - x 3 f l 3 - A 3

V J 2 V V У

г м  г 2 г-Л
----А'

3
>-3

(  I _i
<73 - А

V' У
boiib, birinchi chorakda 0 < x < a  boiadi.

(4) formuladan foydalanib, astroidaning birinchi chorakdagi 
qismining uzunligini topamiz:

^ = jV i+ / ,j j , i+
. f 2 2 \

a 3 - x 3
V V У

1Г 7 ■т , 3a 3* dx — —ci.2
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Demak. astroidaning uzunligi

, ( a < t < p )

1 = 4 —  a = 6a2
boiadi. ►

Aytaylik, A В egri chiziq ushbu

*=</>(')

y  = v{>)
tenglamalar sistemasi bilan (parametrik kotrinishda) berilgan 
boisin, bunda <p(t) va y/{t) funksiyalar [ a , f i ]  da uzluksiz 
<p\t) hamda if/'(t) hosilalarga ega. Bu egri chiziqning uzunligi 

P ----------------------
/= J v ^ ,2(0  + ^ ,2( 0 ^  (5)

a
boiadi.

2-misol. Ushbu
[ x  = a(t -  sin t)

[ v = a{ 1 -  cos/)

parametrik ко ‘rinishda berilgan A В egri ehiziqning [0 .2  я ]  dagi
(sikloidaning) uzunligi topilsin.

< Bu egri chiziq 7-chizmada tasvirlangan.

X

boiib.

2 *ra v,
A

7-chizma
Bu holda

<p(t) = a ( t - s m t ) ,  y/(t) = a ( l~ co s/ )

cp\t) = a{\-co s/ ), ^ '( 0  = «sin/ , 
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(p' (t) +y/,7'(t) — С/ ч 1 -cos/)2 f c rsin2/ =

-  a 22(1 -cos/) =!4tr sin2 — ,о
boiadi. (5) formuladan foydalanib topamiz:

2»
ha ' sin2 ^dt -  2

In

/ = -N
a J  sin

0 ’ 0
[/ — 2г/, dt — 2du va / = () da u — 0, t = 2/rda и =■ 7rj -

Aytaylik, /I/? egn chiziq qutb koordinatalar sistemasida 
quyidagi

r  = /?(#) , (a < 0 < J 3 ) 
tenglama bilan berilgan boisin, bunda p (0 )  uzluksiz p \ 0 ) 
hosilaga ega. Bu egri chiziqning uzunligi 

P  ____________________

i=  ) 4 р 'Ч в ) + р 2т < 1 в  (6)
a

boiadi.
3-misol. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan ushbu 

p { 0 )  = e° egri chiziqning (logarifmik spiral- 8-chizma)
0 < 0 < тг dagi uzunligi topilsin.

^Ravshanki,
p ( 0 )  = ee
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p '2(0 ) + p 2(0 ) = 2cw 
boiadi. (6) formuladan foydalanib topamiz:

I = [№ d 0 = & \ < ? d e = j2 ( t ? )  'T= 4 l{c ’ -\).\

boiib,

26.3. Aylannia sirtning yuzini hisoblash

Aytaylik, f{x) funksiya [a ,b ] da uzluksiz boiib, 
Vx g [ia ,b ] da f ( x )  > 0 bolsin. Bu funksiya grafigining 

,{ .d ,f (a ) ) , ( b . f ( b ) )

nuqtalari orasidagi bolagini AB yoy deylik.
AB yoyni OX o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bolgan 

sirt aylanma sirt deyiladi (9-chizma ).
Agar f ( x )  funksiya [a .b ] da uzluksiz, u ( a ,b) oraliqda 

uzluksiz f \ x )  hosilaga ega boisa, aylanma sirtning yuzi

ь t_________

S  = 2ix j f  ( x) • yj\ + f 2(x )dx (7)

boiadi.
4-misol. Ushbu

X - x

f ( x )  = —(ea + e a ), a>  0, 0 < x < a  
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zanjir chizig'ini OX o'qining [0,tf] qismi atrofida aylantirishdan
hosil bo ‘Igan aylanma sirtning yuzi topilsin.

■4 Ravshanki,

/ '(* )  = -
£ J - -  1

e ° ------e n • —
a a

~ —(ea -  e a ) .

(7) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini 
topamiz:

а  л x I j £ x

S = 2к  f—(e" +e "). I + — (e" - c  " ) ! dx =
о 2 V 4

a v x a 2.r _2£

J(ert +e n) dx =  — --  j ( e a +2 + e a )dx -n a
i

n a
?

a  — _ a  —
— e a +2x  —  e a
2 2

■(e2 - e  2 + 4 ). ►

26.4. Statik momentlar va og‘irlik markazlarini hisoblash

Tekislikda m massaga ega boigan A nuqtani qaraylik. Bu 
nuqtaning koordinatalari x va у  boTsin: A (x ,y ) = A .

Ushbu
M x =m-y> M v = m x

miqdorlar mos ravishda OX va OY o‘qlariga nisbatan statik 
momentiari deyiladi.

Aytaylik, tekislikda har biri mos ravishda

massaga ega boigan

Д) ( A0’ y<S ) ’ ( A1 ’ У\ )»•••» Д 1-1 ( Xn-1 ■> Уn- 1 )
nuqtalar sistemasi berilgan boisin.

Ushbu
ft— l Д--1

M , = Z т кУч' =
*=0 *=0
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miqdorlar Aq , A, ,A2 ,...., An_, nuqtalar sistemasining mos ravishda
OX va OY okqlariga nisbatan statik momentlari deyiladi.

Agar nuqtalar sistemasining barcha massalari 
(m = ro0 + /72, +... + mH_j) С = C (x* , у  *) nuqtada bo4lib, bu

nuqtaning ОЛ' va OF o^qlariga nisbatan statik momentlari 
sistemaning shu o‘qlarga nisbatan statik momentlariga teng, ya’ni

//-i
= m y \

k = 0 
//-1

= mv •

boisa, С = С(л'*,_у *) nuqta sistemaning oglrlik  markazi 
deyiladi.

Keyingi tengliklardan sistema oglrlik  markazining
koordinatalari uchun

2>.Л и  У\та
v* = —  = t-,<1 v* = -  k±-
■ m «  ' A m -V ’  /77 о

L /;7a 2 > *
-̂0 AO

boiishi kelib chiqadi.
Aytaylik, /Ш egri chiziq ( /1/? yoyi)

V = /  (x ), a < x < b ,

tenglama bilan aniqlangan boisin, bunda / (л )  funksiya [<2 ,&j da

uzluksiz / ' ( a ) hosilaga ega. Bu egri chiziq bo‘yicha zichligi
o'zgarmas va u 1 ga teng boigan massa tarqatilgan. Ravshanki, bu 
holda massa (u yoy uzunligi bilan zichlik ko‘paytmasiga teng 
bolganligi sababli) yoy uzunligiga teng boiadi.

(4) formuladan foydalanib topamiz:

m= jy] 1 + f ' 2(x)dx (8)

Massali AB egri chiziqning OX va OY koordinata 
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o‘q l a r i g a  n isba tan  statik momentlarini hamda uning ogirlik 
n ia rk a z in in g  koordinatalarini topish uchun [a ,b ]  segment ini

a  = x0 <x, <...<x,_x < xu =b

nuqtalar yordamida n boiakka boiamiz. Unda AB yoyidagi 
Ak = Ak (xk, f ( x k)) (к = 0,1,2 , n - 1 )

nuqtalar AB yoyini n ta Ak Ak +, boiakka ajratadi. Bunda AkAk+] 
yoy boiagining inassasi ( 8 ) formulaga ko‘ra

mk = | yj\ + f ' ?(x ) clx (k = 0 ,l,2 ,...,/ i -1 )
xk

boiadi.
Aniq integralning xossasi (o‘rta qiymat haqidagi 

teorema)dan foydalanib topamiz:

Щ = Ф  + .Г 2{£к)'Ахк,

bunda 4  e  [xA, xk+l ] , Axk = xk+l -  xk .

Yuqorida aytilganlarga ko‘ra )) nuqtaning OX
va OY o‘qlarga nisbatan statik momentlari

м к = mkf  (& )  = / ( f t )■ д/l + / '2<ft) • Лх4,

= " V f t  = ^ v x / i + T ^ - A x « ,

(*  = 0 ,1 ,2 ......и —1) boMib,

(ft> / (ft)). (£>/(£))>•••>(£,. nuqtalar sistemasining
OX va OF o‘qlariga nisbatan statik momentlari

*= о

W , = S  & - V 1+/ e (6 ) - At*>k-0
boiadi.
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Endi [a,b\ segmentning boiaklash sonini orttira borilsa

ya ’ni n cheksizga intila borsa, unda Ak Ak и yoyi nuqtaga aylana 
boradi, yuqoridagi yigMndilar esa massaga ega boigan egri 
chiziqning OX ва OY o'qlarga nisbatan statik momentini ifodalay 
boradi. Binobarin, (8) massali egri chiziqning OX va OY olqlarga 
nisbatan statik momentlari

A=0

k=0
boiadi.

Ayni paytda

(& )-V *+ 7“ <& ) - д *,=  Г / ( v) v i •
A-0
n-l

A--0 д

boiganligidan
* .----------- л

7л = j / (* )•  л/1+ / ' 2 (* )< & , A = \ x - y l \ + f ' 2{x)clx,
a ,i 

boiishini topamiz.
Shuningdek, (8) massali egri chiziq og irlik  markazi 

С -  С (x*,y  *) nuqta koordinatalari uchun
t> ----^ --  ь _________

J A' -yj\ + f  ( jc) dx | / (x )  • yj\ + f ,2(x) dx
x * = —

jyjl + f ' \ x ) d x  У I + f ' 2(x)dx
a n

boiadi.
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. lo 'g 'ri burchakli koordinatalar sistemasida berilgan 
quyidagi egri chiziqlar bilan chegaralangan shakllarning yuzasi 
topilsin.

a) у = x2 + 1, x + у = 3.

b) v = sin 2.v, v = sin л, — < x < n .
3

2. Egri chiziq yoyining uzunligi topilsin.
4  -

a) v = —-л'4, 0 < x < 9 .

b) у  -  In x, 2л/2 < x < 2л/б .
3. Quyidagi egri chiziqlami aylantirishdan hosil bo’ lgan 

aylanma sirtlaming yuzlari topilsin.
я 2 2

a )y  = x ; x — , x = —; OX o‘qi atrofida.

Mashqlar

3
71

b) у  = tgx, 0 < x < —; OX o‘qi atrofida.
4
X v

4. Tenglamasi — + — -1  boMgan to‘g ‘ri chiziqni 
a b

koordinatalar o‘qlari orasidagi qismining OX va OY o'qlanga 
nisbatan statik momentlari topilsin.

5. у = cosx egri chiziq yoyining x  ^  , x = — nuqtalar

orasidagi qismining OX o'qiga nisbatan statik momenti topilsin.
6. Ushbu

x 2 + 4y2-16 = 0, у  = 0 
chiziqlar bilan chegaralangan shaklning og‘ irlik markazi topilsin.
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2 7 -M A R U Z A  

Xosmas iutegrallar

Avvalgi, 24-ma’ruzada [a,b\ segmentda berilgan
funksiyaning aniq integrali o"rganildi. Bunda:

1) [a ,b ]  ning chekli oraliq,

2) shu oraliqda f  (x )  funksiya chegaralangan deb qaraldi.
Matematika va lining tatbiqlarida iritegrallash oralig‘ ining 

cheksiz, funksiyaning chegaralanmagan hollarda uning integrali 
bilan bog‘ liq masalalarga duch kelinadi.

Ushbu ma’ruzada cheksiz oraliq bo‘yicha hamda 
chegaralanmagan funksiyaning integrali tushunchasi keltirilib, ular 
o‘rganiladi.

27.1. Chegaralari cheksiz (cheksiz oraliq bo‘yicha) integrallar

Aytaylik, f ( x )  funksiya [<7,+сю) oraliqda (cheksiz 
oraliqda) uzluksiz bolsin. Bu funksiyaning ixtiyoriy [a j ] oraliq 
(chekli oraliq) bo‘yicha integrali

/ t r

[f{ x )d x  ( a <t < +00)

ni qaraylik. Ravshanki, integral / ga bog'liq boiadi.
1- ta ’rif. Agar

i

lim \f(x)dx
/-•4-+00 J

limit mavjud bo'lsa, bu limit f  (x) funksiyaning chegarasi cheksiz 
xosmas integrali deyiladi va

^ f{ x )d x

kabi belgilanadi.
Demak,
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rfW I

[ f (x )d x  = lim  f /'(x)dx . (1)
J /—>4-a.i J

+co

Agar (1) limit chekli boTsa, J f (x )d x  xosmas integral
a

yaqinlashuvchi deyiladi.
+00

Agar (1) limit cheksiz bo‘lsa, J / (x)dx  xosmas integral
a

uzoqlashuvchi deyiladi.
-КО

Eslatma: Agar (I) limit mavjud bo'lmasa, j  f (x )d x
n

xosmas integral uzoqlashuvchi deb qaraladi.
1-Misol Ushbu

too |r dx
 ̂ x2

xosmas integralni qaraylik. Bu integral ta’rifga ko‘ra
*rdx r ‘rdx 

—r=  lim —
J  у  /—>-кл j  v “| Л  J

boTadi. Ravshanki,
W x V x 2 + 1 t _ x “‘ t 1 t 1 r p

- 2  + 1 1_ -1 1 X 1 _ t
. - I .

t

Ya -
: x" 1

lim
-ко

' , - Г
V t

Demak, berilgan xosmas integi'al yaqinlashuvchi, uning 
qiymati 1 ga teng.

2-Misol. Ushbu
*r dx
J l  + л-2

xosmas integralni qaraylik. Ta’rifga ko‘ra
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V dx--- = arc
)\ + x 2 

lim arctgt =

bo‘ ladi. Ravshanki,

tgx

7Г

= arctgt -  arctgO = arctgt,

Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va 
j- (XV _  к
^\ + xT ~ ^

bo‘ ladi.
3-Misol. Ushbu

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 
Aytaylik, а  Ф 1 bolsin. Bu holda

+PO i  / „ - Й + 1

f —  = lim \x adx -  lim —J y01 / —>+oC J / ->-*-00 —

-  lim
1

>+no ] _ a

bo‘ ladi, a  > 1 bo‘ lganda
-ко

-1 a-1v t a

r dx _ i i
' V 7'

bo'ladi, a  < 1 bo'lganda
+00 .dxr ax _
J va ~

+ 0 0

bo‘ ladi. Demak, berilgan integral or > 1 da yaqinlashuvchi, 
bowlganda uzoqlashuvchi.

Aytaylik, a  = 1 bolsin. Bu holda 
336



I —  = lim -  lim f In t -  In a )  -  +00
X (—>+<'.’ j  / —»-KCa a

bo'lib, berilgan integral uzoqlashuvchi bo'ladi.
4-\lisol. Ushbu

-f-00

j  cos xdx
0

xosmas integralni qaraylik. Ta’rifga ko'ra
-ко t
j* cos xdx = lim [cos xdx = lim ( -  sin x)
J  t—y+oo J  t -> + 0 0  '0 0

boiadi. Biroq keyingi limit mavjud emas. Yuqonda keltirilgan
eslatmaga ko'ra berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi bo'ladi.

Eslatma: / ( * )  funksiya ( - 00, a )  oraliqda uzluksiz
bo ‘Iganda

a
J f ( x ) d x

-со

xosmas integral, / ( x )  funksiya ( —go, -fee) da uzluksiz bo iganda
-КО

J f ( x ) d x
-0 0  '’ • \

xosmas integrallar yuqoridagidek ta ‘riflanadi:
a a

j  f{x )dx  = lim ^ f(x )d x  ,

t
= lim sin t

0 /-♦+«

t w  a  -t-oo a

j  f (x )d x  = j  f (x )d x  + J /(■*)dx -  lim J f ( x ) d x
-cc -0 0  a t

l
= lim \ f i x )  dx.I->-+оо J V 7a

Xosmas mtegrallar haqidagi keyingi ma’lumotlami
+co

j  /  (x )d x
a

integralga nisbatan keltiramiz.
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Yaqinlashuvchi xosmas integrallar 23-ma’ruzada olrganil- 
gan aniq integrallarning xossalari kabi xossalarga ega bo‘ladi 
Jumladan,

1) Agar
-КО

| / ( х ) й?х
a

xosmas integral yaqinlashuvchi bo ‘Isa, и holda
•too

J k ■ j  ( x ) dx (к = const)
а  Л i j

xosmas integral yaqinlashuvchi bo ‘lib,
+<*> 1-OC
J a - / ( a ) с/х -  A: j* / ( A') с/х
(I я

bo ‘ladi;
2) Agar

t-°o -foo

j f ( x ) d x  , \ g (x )d x
«  a

xosmas integrallar yaqinlashuvchi bo'lsa, и holda
400
J [ / ( x ) ± g ( x ) ] d x
a

xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo 'lib,
K,° +00 +03
| [./ (x) ± g{x)\dx — | f (x )d x ±  j g(x )dx
0 a

bo 'ladi.
3) Agar

-КС КС

J / ( x ) c/a, Jg (x )flb f
я я

xosmas integrallar yaqinlashuvchi bo ‘lib, ixtiyoriy X£^/,+ooj da

27.2. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari
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ho ‘Isa, и holda

bo ‘ladi.

. f ( x ) ^ g { x )

m 4oj
J /  ( a ) dx < |g (x )dx

27.3. Xosmas integralning yaqinlashuvchiligi. 
Yaqinlashish aloniati

Aytaylik, f ( x )  funksiya [ a ,+00) da uzluksiz boiib, 

ixtiyoriy a g [<7,+oo)  da

f ( x ) >  0
boisin. Ta’rifga ko'ra

-HX t

J  /  ( a ) dx = lim j /  ( a  )dx
a a

boiadi.
Ayni paytda / (л )> 0  boiganda t ' > t uchun ; „ 

i' i i’ i 
J / ' ( a ) c/a = J / ( a )c/a +  | / (л 'У / л  > J / ( x)dx
a a I a

I'
boiadi (chunki, Г/( x)dx > 0 ). Bunda esa

/

<P{t)= \ f ( x)dx
a

funksiyaning o‘ suvchi ekanligi kelib chiqadi.
Ma'lumki, o‘suvchi funksiya har doim chekli yoki cheksiz 

limitga ega:
agar ixtiyoriy t e  (a,+oo) da
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(p[t) = [ f  ( x у/х < M  ( А/ = const)
а

ya’ni (p(t) funksiya yuqoridan chegaralangan bo‘ lsa, u holda

t —> +oc da <p(t) funksiya chekli limitga ega. aks holda esa uning 
limiti +00 bo'ladi. Natijada,

+oc
j  f(.x ),dx  ( f ( x ) >  О, * e [a ,+ ao )) 
я * ; . • ......

xosmas integralning yaqinlashishini ta’minlaydigan quyidagi 

teoremaga kelamiz.
1-Teorema. Agar

i . . .

<р(0= j/ (x )d x < M  (?е(й ,+ос))

n
bo ‘Isa, и holda

+00
л ^ f ( x ) d x  ( / ( A')>0)

a
xosmas integral yaqinlashuvchi bo 'ladi.

Esiatma: Agar
/

a  m

funksiya yuqoridan chcgaralanmagan bo ‘Isa. и holda

m\ f ( x ) d x
a

xosmas integral uzoqlashuvchi bo ‘ladi.
Endi amaliyotda ko'p foydalaniladigan xosmas integralning 

yaqinlashishini ta’minlaydigan yaqinlashish alomatini keltiramiz. 
Odatda, bu alomat solishtirish teoremasi deyiladi.

2-Teorema. Aytaylik, f ( x )  va g (x )  funksiyalar [я,+оо) 
oraliqda uzluksiz bo'lib, ixtiyoriy xe[#,+oo) da

0 < g (x ) < J '(x )  
tcngsizliklarni qanoatlantirsin. Agar
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\ f ( x ) d x
a

xosmas integral yaqinlashuvchi ho1 Isa, и holda
-к о

\ g ( x ) d x
и

xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo 'ladi.
Eslatma: Keltirilgan teoremaning shard bajarilganda,

+00

\g(x)dx
a

xosmas integral uzoqlashuvchi ho 'Isa, и holda
+00

\ f ( x ) d x
a

xosmas integral ham uzoqlashuvchi bo ladi.
Aytaylik,

-КО

\ f ( x ) d x  ( / ( * ) >  0)
a

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilishi kerak bolsin. 
Bunda integral ostidagi funksiya bilan ushbu

f ( x ) < < p ( x )  (дге[«,+<»)) 

munosabatda bo'lgan va ayni paytda ^о(л') ning xosmas integrali 

yaqinlashuvchi bo‘ lgan (p[x) funksiyani topish bilan
-КЮ

j f ( x ) d x
a

integralning yaqinlashuvchi bo4ishi aniqlanadi.
5-Misol. Ushbu

■XO jr ax
J }/ 71 X-yJX~ +x

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
^Integral ostidagi
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Л - '')  = — 7=х ■ \jx~ + X
uchun

f ( x ) = - i p
x -V. ‘X ■ v X + X f , )

x ' 1 H—
I r J

< 4  ( * > ] )
x - x * - W  + -  x3 - m + -  x 3

bo‘ ladi. Ravshanki,

9>(x ) = —

funksiyaning xosmas integrali
+00 -j-oc .J (P ( X yix = | —p-lx

yaqinlashuvchi (qaralsin, 3-misol, bunda a  = — > 1 ).
3

Demak, yuqoridagi teoremaga ko'ra
dxr ax

J „ уПТx ■ л/х" + x 
xosmas integral yaqinlashuvchi boiadi. ►

6-MisoI. Ushbu
+ 0 0  •> 

f COS" X .

о 1 +  Г

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Ravshanki,

COS? X 1

boiib,
+ X 1 -f X
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integral yaqinlashuvchi. 
Demak,

xosmas integral yaqinlashuvchi boiadi. ►

27.4. Xosmas integralning absolyut yaqinlashuvchiligi

Faraz qilaylik, f ix )  funksiya [ « , + 00) oraliqda uzluksiz 

bolsin. Bu funksiya ixtiyoriy л'е[я,+оо) da / (  x )>  0 bolgan 
holda uning xosmas integrali

ning mavjudligi hamda solishtirish alomati 27.3 da bayon etildi.
Endi [tf,+ oc) oraliqda uzluksiz bolgan ixtiyoriy funksiyani 

qaraymiz. Bu funksiya yordamida tuzilgan

j  f  ( x) dx
a

funksiya [ я ,+00) da manfiy bolmaydi: j/ (  A)l ~ 0 •
3-teorema. Agar

a
integral yaqinlashuvchi bo'lsa, и holda

J f ( x )dx
(I

xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo 'ladi.
< f ( x ) ва j/(x)| funksiyalar yordamida ushbu
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)| + / ( А) / \ |/( * ) ! - / ( * )  - L ---------, ( ф )  = --------- ---------'•’ ■ '  I -

funksiyalami tuzamiz. Ravshanki,
1 )^ (x )> 0 , у/ (л)> 0,

2)<p(x)<\f{x)\, y/ (x)< \f(x)\ ,

3) < p(x)-y/(x) = f ( x )  J
bo‘ ladi.

, Shartga k o ia  , ..
-foo

a
xosmas integral yaqinlashuvchi. Lnda solishtirish teoremasiga ko‘ra

-foe -КС

^ip(x)dx, | y/(x\lx
<i a

xosmas integrallar ham yaqinlashuvchi boiadi. Demak,
+00 + 00 + -X

J f  ( x)dx = [  (p[ x)dx -  J у/ ( x)dx
a a a

integral yaqinlashuvchi.
3-ta’rif. Agar

+oo

J| J ( x p x
а Я

+oo

xosmas integral yaqinlashuvchi bo ‘Isa, J* / ( x ) dx xosmas integral

absolyut yaqinlashuvchi integral deyiladi.
cosx

2Xi
yaqinlashuvchi boiadi, chunki

co sx l  . I

r COS X . , 1 .Masalan, — j —dx xosmas integral absolyut
J V

V' <

va
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I  I  Vn'41
integral yaqinlashuvchiligidan

-  1

COS A'
dx

integralning yaqinlashuvchi!igi kelib chiqadi.

27.5. Xosmas integrallarni hisoblash

Aytaylik, / ( a )  funksiya [ я , + х )  oraliqda uzluksiz bo‘ lib, 
uning xosmas integrali

4-OC

\ f ( x ) d x
a

yaqinlashuvchi bo‘ lsin.
Ma’lumki, bu holda f ( x )  funksiya [a, +oo) oraliqda

boshlangich funksiyaga ega boiadi. Uni ^ ( a )  bilan belgilaylik, 

( f ' ( * )  = / ( * ) ) .
Ta’rifga binoan

•КО I

f f (x )d x  -  lim f/ (x )d x . 
j  J
a a

Ayni paytda, Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra
(
j f ( x ) d x  = F (t)~  F (a )
a

boiadi. Agar
lim F (t) = F(+oo)

deyilsa, unda
+oc
f f (x )d x  = lim ( F (t) -  F (a ))  = F(+ oo) -  F (a )J / —>+OG 4

a

boiadi. Demak,

i 3 4 5



j  f\x)dx = F(+oo) -  /’’( я )± F (x )\ ; ' (2)

Ko'pincha xosmas integrallar shu formula yordamida 
hisoblanadi.

7-Misol. Ushbu
j  xdx J
0 ( ‘ + * i ’ 1

integral hisoblansin.
^Bu integralning yaqinlashuvchi bo‘ lishi ravshan. Endi

/ ( x ) = - ^ -  J

( 1+л1 2 i  
funksiyaning boshlangich funksiyasini topamiz:

( i + s y r
-- .i

1

2  ̂ i  +1 2
Unda (2) formulaga ko‘ra 

*7 xdx

+ C = - ( l  + r p  + C

(l + j r )
(1+ Л'2) 2 +C

-  lim
>+oo

boiadi. Demak,
л / 1 7 7

- | - ( l  + 0 p  1 = 0 + 1 = !

xdx

0 (1 + x 2 Y
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8-Misol. Ushbu
■HA)

J e pxclx (a  = const)
a

integralning ixtiyoriy о ‘zgarmas p  > 0 da qiymati topilsin. 
< (2) formuladan foydalanib topamiz:

f с px dx = ——e ~p x
GO f 1 r

= lim —— e Д

J Pa r a V P /

1 \

V P
9-Misol. Ushbu

1 1
= 0 + - ^ ря - - е  

P P

К»
j e ' d x

xosmas integral yaqinlashuvehilikka tekshirilsin. 
'^Ravshanki,

( x - 1) = x" — 2x +1 ^ 0, 

-2.x-i-l > - x 2.
Unda

<e~2x+x = e-e~2x (3)
bo‘ ladi. Ma’ lumki,

\ e * ‘ dx

integral yaqinlashuvchi. (3) munosabat hamda solishtirish 
teoremasiga ko'ra

j* с T dx

integral yaqinlashuvchi boiadi. ►
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Faraz q ilaylik , / ( л ) funksiya [с/, b )  da uzluksiz bo‘lsin 

Bu funksiya л > h  — 0 da cheksizga intilsin: lim  / (a )= o q

Demak, f ( x )  funksiya [я ,  b )  da chegaralanmagan (aniqrog‘j 

./ ( a )  funksiya b  nuqta atrofida chegaralanmagan).

/ ( a )  funksiyaning ix tiyoriy [a ,/ ] oraliq ( a < t < b ) 

bo‘ yicha integrali
ЩU

j f { x ) d x  ( a < t < b )
a

ni qaraylik. Ravshanki, integral t ga b o g iiq  bo iad i.
4-ta’ rif. A g a r  ushbu

I
lim  \ f ( x) dx

i-+b-Q J *a
limit may f ud bo'lsa, bu limit c h ega ra lanmagan  f ( x )  funksiyaning
[a, b)  bo  ‘y i c h a  xosmas integral i deyi lad i va

b
J / ( a )c/a
a

kabi be lgi lanadi .
Demak,

ь ,
J/ (a> / a  = lim  j"./ ( a )dx. (4)
a a

b
Agar (4) limit mavjud va chekli bo‘ lsa, J f (x)dx xosmas

a
integral yaqinlashuvchi deyiladi.

b
Agar (4) lim it cheksiz yoki mavjud b o im asa , j f(x )dx

a
xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

27.6. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari
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Aytaylik, / (л )  funksiya (a ,b ] da uzluksiz boiib , 
д-— + 0 da cheksizga intilsin. Ravshanki, bu funksiyaning

[,t,b ] oraliq (a  < t < b) bo'yicha integrali
b
J  f (x)dx (a < t< b )
I

t o‘zgaruvchiga bog‘ liq boiadi.
Agar ushbu

b

lim If (x )d xl-ia+O JI
limit mavjud boisa, bu limit chegaralanmagan f  (x) funksiyaning 
xosmas integrali deyiladi va

ь ' ■; -'' !' i
jf ( x )d x
a

kabi belgilanadi. Demak,
ь ь
f f  (x)dx  = lim \ f  (x)dx . (5)

/ -><7 + 0  J  
a 1

b

Agar (5) limit! mavjud va chekli boisa, ^f(x )d x  xosmas 

integral yaqinlashuvchi deyiladi, cheksiz yoki mavjud bolmasa,
Ь | I , >, :

J f  (x)dx  xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
a

10-Misol. Ushbu
j  dx

Vl -A'2
in tegral h is obi an sin.

A Ravshanki, integral ostidagi / (x ) = —======г funksiya
VI - x 2

x —> 1 •— 0 da cheksizga intiladi. Demak berilgan integral



chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali. 
Ta’rifga binoan

= lim ( arcsin t -  arcsin 0) = arcsin I = —
2

boiadi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va uning 
n

qiymati — ga teng:

xosmas integralning qiymati topilsin.
< Bu chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali 

boiadi, chunki

2

11-Misol. Ushbu

x —> 1 + 0 da — j =  -> +oo . 
XV In X

Ta'rifdan foydalanib topamiz:

x —> 1 + 0 da

/->1+0 1
lim 12\l\n 2  - 2 х /Ы  j = 2y[\n  2

—  +  1
?
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J| = j , t/Av , . J 2 = Г .  '/Л- (a< b > P  = const > 0) Ja ( x~aY '  { b - x y
int egral lar yaqinlashuvchi l ikka tekshirilsin.

< Aytaylik, p  ^ 1 boisin. Bu holda

dx v V 4 ( x - a y ^

12-Misol. Ushbu

limlim f----------- = lim [ ( x - a )  pd ( x - a ) =  \\
<->л+0 J (д ; _  /->«+0 J /-*« + 0 _p ]

= —1— lim [ (6 - e )1"1’ - ( / - a ) 1' ' ’],
J —  p  f —><7+0

boiib, /> < 1 boiganda

lim f----- :/-><! + 0 J Z' v —-»«+o J (a  — ciY ( l - p - ) ( b - a ) p ] 

berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi, p > 1 boiganda

r  )  dxlim ----------- = +oo,
/-><11-0 J {x — a y

berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi boiadi.
Aytaylik, p = 1 boisin. Bu holda

lim — = lim (ln(x -  a ) ) '
t—»<7+0 J x  — a  i-*a+ о

= lim [ ln(/> -  a) -  ln(  ̂-  a)] = +a>
[  t->a+ 0 L J

boiadi. Demak, berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi.
Shunday qilib,

/ - I
' ! ( . x - a y

xosmas integral 0 < p < ]  boiganda yaqinlashuvchi, p>  1 
boiganda uzoqlashuvchi bo iad i.►

Xuddi yuqoridagidek ko‘rsatish mumkin,
dxЛ = f---- --

h b - x ) p
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xosmas integral 0 < p < 1 boiganda yaqinlashuvchi, p> ] 
boiganda uzoqlashuvchi boiadi.

Biz mazkur ma’ruzaning )° - 5 ! paragraflarida chegaralari 
cheksiz xosmas integral

-K/3

\ f{ x )d x
(l

ni okrgandik. Bu integralga nisbatan keltirilgan tushuncha va 
tasdiqlarga o‘xshash maiumotlar chegaralanmagan funksiyaning
xosmas integrali ( t —¥a + 0 da / ( л ) —> со yoki t —> b -  0 da 

f ( x )  oo)
b

j .f(x )d x
a

uchun ham keltirilishi mumkin. Jumladan, agar /(л) va g(A') 
funksiyalar:

1) [ a j ?] da uzluksiz va ixtiyoriy л 'е (я ,/ )] da

0 < g (x ) < / (л );
h

2) xosmas integral \f(x)dx  yaqinlashuvchi boisa, u
a

holda
b

jg (x )d x
a

xosmas integral ham yaqinlashuvchi boiadi.
13-Misol. Ushbu

1 2 fCOS X
-! I dx

0 V.v
xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

< Ravshanki, 0 < x < 1 boiganda
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COS“ Л' 1
<

л/I V I
boiadi. M a’ lumki,

1 о 
•COS" Лyaqinlashuvchi. Demak. berilgan integral f— jJ^-dx

о v-v
yaqinlashuvchi boiadi. fe*

.Ushbu

integral hisoblansin.
2.Ushbu

M ashqlar

i
(л* + 1 )dx

f i

dx

0 (1 + x)Vx
integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin va integral hisoblansin.

3. Ushbu
+00
J <TA In a y /x

1
integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
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Sonli qatorlar

28.1. Qator tushunchasi.
Qatorning yaqinlashuvchiligi va uzoqlashuvchiligi

Aytaylik, biror [ a n}:

d j , Cl2 •> Щ > • • • i Uf] i ••• 

haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bolsin. Hu ketma-ketlikning 
hadlari yordamida tuzilgan ushbu

QO

+ ci~, -f ct-j 4-. . .  + a„ 4- .i. — ( l )

ifoda sonli qator (qisqacha qator) deyiladi. Bunda 
йр а ма ,,...,й „ ,... son lar qatorning hadlari, a n ga esa qatorning
umumiy yoki n — hadi deyiladi.
(1) qator hadlaridan quyidagi

5*| — r t j ,

Sj — @2 ’
S + Cl2 + #3,

28-M A’RUZA

S., = a, + 0 -, + ...cin,

yiglndilam i hosil qilamiz. Ular (1) qatorning qismiy yigindilari 
deyiladi. Natijada (1) qatorning qismiy yiglndilaridan iborat {S„} :

, 52, S . , , Sn,...
sonlar ketma-ketligiga ega bolamiz.

Agar {Sn} ketma-ketlik chekli limitga ega boisa,

lim Sn -  S
/1—>0O

(1) qator yaqinlashuvchi deyiladi. S  son esa (1) qatorning 
yiglndisi deyiladi va quyidagicha yoziladi:
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S = a, + a 2 + а ъ + ... + a n +... = ]Tc/„ .
h=i

Agar lim SH limit cheksiz yoki u mavjud bolmasa, (1) qator
I fl —
uzoqlashuvchi deyiladi.
1-misol. Ushbu

“ 1 1 1  1
у --------- - = ------ 1---------K..4— 7------ - + ...

n(n + 1) 1-2 2 -3  n\n + \)
qato ryaqinlashishga tekshiri/sin.
■^Qatoming qismiy yigindilari ta’rifga kolra

v - - i  
' -  1 2 ’

_  1 1 - 2

T + 6 _ T ’
1 1 1 3  (1)S* — a, + a-, + ci-, — — I----- i-----— —,

3 1 2 3 2 6 12 4

S.. — a, + a , +... + u„ — ■ + ■
1

1-2 2-3
boiadi.
Endi Sn ni quyidagicha yozib olamiz:

/l(/7 +1)

5  =| 1 - 1 +
2y

I _ I

2 ~ 3
+ . . . +

(  \ 1

- ! _ I +I _ I +I _  + 1
2 2 3 3 n n + \ 

Keyingi tenglikda n —> oc da limitga o‘tib
(  1 Nlim = lim

A7—>OC

/7 /1 + 1 
1

= 1 -
/7 + 1

1 -
/7 + 1

= 1

bolishini topamiz. Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi va uning 
yigindisi 1 ga teng.^

2-misoi. Ushbu
1 + 2 + 3 + .. . + /7 +  . . .
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< Bu qatoming hadlari arifmetik progressiyani tashkil etadi 
Arifmetik progressiya dastiabki n ta hadining yigindisini 
hisoblash forniuiasidan foydalamb, topamiz:

n ( n + \)
S  = l + 2 + 3 + ... + /i = —— —

2
К eying i tenglikda n —> +00 da limitga o'tib topamiz:

n ( n + 1) 
lim SH = lim —--------= +00
X —>00 X — 2

Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi. ►
3-misol. Ushbu

a  + aq  + (iq +... + aq  +... (2) 
qator yaq i nlash ishga teksh iri I sin.

Bu qatoming hadlari geometrik progressiyani tashkil etadi. 
Shuning uchun uni geometrik qator deyiladi.

Geometrik progressiyaning dastiabki n ta hadi yigkindisi 
forniuiasidan foydalanib topamiz:

a - a q "

q a  for yaq it i la sh ishga  lek shirilsin.

Sti = a + aq + aq~ +... + aq" = 

Aytaylik, |t/| < 1 boisin. Bu holda 

lim S  = lim

q

' a - a q "
= lim

A/— »  ОС

n \a  aq a

{  ' - q  J

1

1

1 1 - q
bo‘ lib, (2) geometrik qator yaqinlashuvchi, yigindisi

a
1 - q

boiadi.
Aytaylik, q > 1 boisin. Bu holda

lim Sn = lim
/7— >CO f l - H O

a  — aq 
1 - q

>1 \
= 00

boiib, (2) geometrik qator uzoqlashuvchi boiadi. 
Aytaylik, q -  I boisin. Bu holda
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lim Sn -  lim na = oo

bo‘ lib, (2) geometrik qator uzoqlashuvchi boiadi.
Aytaylik, q < — 1 bo‘ lsin. Bu holda n —» +oc> da

c _ a  — aq n
\  -  —  —

1 - q
ketma-ketlikning limiti mavjud boimaydi. Demak, (2) qator 
uzoqlashuvchi.
Shunday qilib (2) geometrik qator \q\ < 1 bo‘ lganda yaqinlashuvchi,

\q\ > 1 va q -  ±1 bo“lganda uzoqlashuvchi boMadi.^
4-misol. Ushbu

qator yaqinlashuvchilikkci tekshirilsin..
<Bu qator garmonik qator deyiladi va u uzoqlashuvchi bo‘ ladi. 
Shuni isbotlaylik. Teskarisim faraz qilamiz, ya'ni garmonik qator 
yaqinlashuvchi boMib, uning yig‘ indisi 5 bo‘ lsin. Ravshanki, bu 
holda

2 3 n

boiib,
lim ( S2n - S n) = lim -  lim S„ -  S  -  S  = 0
rt—>0С П—+ 00 “ Л--

boiadi. Ayni paytda,i paytda,

2/7 2/7 2/7 2 n 2 n 2 
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bo iad i .  Bu esa l im (S ,„  - S fl) = 0 bo i ish iga  zid. Ziddiyat kelib
A?—>X

chiqishiga sabab, garmonik qatoming yaqinlashuchi bo‘ lsin 
deyilishidir. Dcrnak, garmonik qator uzoqlashuvchi. ►

28.2. Vaqinlashuvchi qatorlaruing sodda xossalari

Yaqinlashuvchi qatorlarlar m a’ lum xossalarga ega. Ularni 
keltiramiz.

1-xossa. Agar
oc

У , a n -  a \ + %■+ a s + •■• + a n + w. • (3)
/ 7 = 1

qator yaqinlashuvchi bo 'lib, yig 'm disi S  bo 'Isa, и holda
QO

у  = ся, + c a л + ел, +... + c a n +... (4)

qator ham yaqinlashuvchi bo ‘lib, y ig  'indisi с ■ S  bo ladi, bunda 
С = Const.

^  A ytaylik,
= д, + й2 + <7, +... + atl, 

a n = ca, + ca ,  + c a 3 +... + ся ,; 

boisin . Ravshanki,

bo'ladi.
(3) qator yaqinlashuvchi va uning yig 'indisi S  boigan i

uchun
WmSr = S
n—>oc

boiad i.  Unda
lim a n -  l im c  -Sn = c -  l im  Sit = с ■ S
n ~>0C о oc

bo‘ lib, bu tenglikdan (4) qatoming yaqinlashuvchiligi, uning 
yig"indisi cS  ga teng bo‘ lishi kelib ch iqad i.^

2-xossa. Agar
00

£ a „ = a , + a 2 +... + a „ + . . .  , (5)
n—l
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^ b n - b \ + b 2 +... + bn + ... (в)

qator I a г yaq in las h uvch i bo‘lib, ularning yig 'im lisi mos ravishda S  
va <7 ga teng bo ‘Isa, и holda

oc

Y j ( a n+ К ) = (a \ +b]) + (a , +b2) + ... + (an +bn) + ...
«=1

qcitoi ham yaqin/ashavchi va uning y ig  indisi S  4- <7 ga teng 
bo ‘ladi.

A.ytaylik,

Sn = 6!, + д 2 + ... + a fi 

Gn ~ +b2 + ... + bn
bo'lsin. Ravshank\,

( a { +/?,)■+ ( a 2 + Ь2) + (я 3 ) + ..: + ( a n +bn) = S n + a n .
Shartga ko‘ra (>) va (6) qatorlar yaqinlashuvchi va ularning 

y ig ‘ indisi mos ravishda S  va a  . Dcmak,
lim S = S , lim cr -  <7.
11— n .-»oo

Unda

lim ( S„ + cr„) = lim  S„ + lim <7 = 5  + a
П-+Ж л-юо /I—>00

bo iib ,  bu tenglikdan

£ ( < * , + fe„)
«=1

qatorning yaqinlashuvchiligi va uning y ig ‘ indisi 5  + rr ga teng 
bo‘ lishi kelib chiqadi.l*-

3-xossa. Agar
CO

У ,̂ап = a \ + a 2 + ••• + Cln + ...
4=1

qatot yaqinlashuvchi bo Isa, и holda n —^ go da qatorning umumiy 
hadi a n nolga intiladi:

l im  a n = 0
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<4 Aytaylik, qator yaqinlashuvchi bo iib , uning

y ig in d is i  S  ga teng bo is in : Ravshanki,
lim Sn = lim(tf, + a2 + . .А а п_л + an)~  S ,

lim Slt_{ = lim(tf, + a 2 +... + я„_,) = S .

Ayni paytda,

bo iib ,
l im  a  = l im  ( S -  S  , )  = lim S -  l im  5  , - 5 - 5 - 0
»-->oo .•?->«V Л-><» «->«

bo iad i.  ►
Eslatma. Oatorning umumiy hadi n —> oc r/a nolga

intilishidan uning yaqinlashuvchi bo 'lishi bar doim kelib 
chiqavermaydi. Masalan, ushbu ■■■■

garmonik qatoming umumiy hadi an = —  bo‘lib, и n —■> oo da
n

nolga intiladi, ammo bu qator uzoqlashuvchi.
Demak, yuqorida keltirilgan 3-xossa qator yaqinlashuvchi 

bo iish in ing zaruriy shartini ifodalaydi.

28.3. M usbat hadli q ato rlar va ularning yaqinlashuvchiligi. 
Solishtirish teorem alari

bo isa ,  qator musbat hadli (qisqacha musbat) qator deyiladi.

Agar
CO

1
qatoming har bir hadi uchun

a„>  0 (n  = 1 ,2 ,3 , . . . )
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Aytaylik,
ал + a 2 +... + a n + ... (7)

musbat qator b o iib ,
Sn — + ^2 

uning qismiy yig*indisi bo is in . Ravshanki,

Sn+1 = Sn +a n+1
boiib , an > 0 bo igan i uchun

s„  s  (71 = 1 ,2 ,3 , . . . )

bo‘ ladi. Demak, musbat qatorlarda uning qismiy y ig ind ilar idan 
iborat {Sn | ketma-ketlik o‘ suvchi bo iad i .

1-teorem a. Musbat hadli
00

а, + я2 + ... + aH + ... (8)
W = 1

qa tom ing yaq in la shuv ch i bo 'l ish i uchun lining qismiy y i g  indilari 
ketma-ketligi {£„} n ing  yuqoridan ch ega ra lan gan  bo 'l ish i zarur va 

yetarli.
^ Z aru rlig i. Aytaylik, (8) qator yaqinlashuvchi boisin . 

Unda ta ’rifga binoan
lim Sn = S ( S  -  chekli son, Sn = + a 2 + ... + a n ).
П—

Ma’lumki, yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan, jumladan 
yuqoridan chegaralangan bo iad i.

Yetarlilig i. Aytaylik, ketma-ketlik yuqoridan

chegaralangan bois in . Ayni paytda bu ketma-ketlik o ‘suvchi. Unda 
monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko'ra }

ketma-ketlik n —» go da chekli limitga ega bo iad i .  Demak, (8) 
qator yaqinlashuvchi. ►

Eslatma. Agar ' д..
ОС

= “ i + a2 + + - .
Я=1

musbat hadli qatorda, un ing qismiy y i g ‘indilaridan iborat  {Sn }
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ketma-ketlik ynqoridan chegaralanm agan ho'Isa, it holda qator 
uzoqlashuvchi ho ‘ladi.

Biror musbat qatorning yaqinlashuvchiligi y0ki 
uzoqlashuvchiligini bilgan holda, hadlari bu qator hadlari bilan 
m a lum  munosabaida bo 'lgan ikkinchi musbat qatorning 
yaqinlashuvchiligi yoki uzoqlashuvchiligini aniqlash mumkin. Ular 
quyidagi teoremalar (solishtrish teoremalari) orqali ifodalanadi.

2-teorem a. Ikkita musbat hadli qato rlar

cin — ci{ + ct2 + ... + a n + ... (9 )
H — \ ■ .

CO

YJb„=bl +b2+... + b„+... (10)
«=l

uchun
an < bn {n = 1 ,2 ,3 , . . . )  (11)

bo ‘Isa, и holda (JO) qator yaqinlashuvchi bo'lganda (9) qator ham 
yaqinlashuvchi b o ‘ladi, (9) qator uzoqlashuvchi bo'lganda (10) 
qator uzoqlashuvchi bo ‘ladi.

00 00
< Z « „  va У  bn qatorlarning qismiy y ig ‘ indilari

>1=1 n-l
Sn = a ] + a 2 +... + a n,

<*.,
bo‘ 1 sin.

(10) qator yaqinlashuvchi bo is in  deylik. Unda 1-teoremaga 
ko‘ra jcr. j vuqoridan chegaralangan, y a ’ni

<7n < M  ( M  = c o n s t ) 

bo iad i.  (11) munosabatdan foydalanib topamiz:
S„ ~ cix + a 2 +... + a n < bx + b2 + ... + bn = <Jr .

Demak, j Sti [ ketma-ketlik vuqoridan chegaralangan:

Sn < M .  I
Unda 1-teoremaga k o i a  (9) qator yaqinlashuvchi bo iad i .

Aytaylik, (9) qator uzoqlashuvchi bo is in . Unda {«S,,} 
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ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan, (11) tengsizlikka asosan 

jcr,,} ketma-ketlik ham yuqoridan chegaralanmagan boiadi.

Bundan (10) qatorning uzoqlashuvchi bo iish i kelib ch iqad i .^
3-teorema. Agar (9) va (10) qatorlar uchun

bo'lsa. и h o lda  (10) qa to r  yaq in la shuvch i ho 'Iganda (9) qa tor  ham 
yaq in la shuvch i bo'ladi, (9) qa tor  uzoqlashuvchi b o ‘Iganda (10) 
qator ham uzoqlashuvch i bo ‘ladi.

Bu teoreina 2-teoremadan foydalanib isbotlanadi.
5-misol. Ushbu

qatoryaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
^  Ravshanki, berilgan qator musbat hadli qator. Qatorning 

umumiyhadi

yaqinlashuvchi. Unda 2-teoremaga ko‘ ra berilgan qator 
yaqinlashuvchi bo iad i. ►

boiib , uning uchun

a
T  + n 2n { 2 Jn

bo‘ ladi. M aium k i,

geometrik qator bo iib , mahraji q = — < 1 bo igan l ig i  uchun, qator

363



Ushbu bandda musbat qatorlaming yaqinlashuvchi yoki 
uzoqlashuvchi bo iish in i aniqlab beradigan alomatlami keltiramiz 
Ulardan amaliy masalalarni yechishda ko‘p foydalaniladi.

Faraz qilaylik, musbat hadli

У ,а я = a i + a 2+--- + (12)
/1=1

qator berilgan bo is in .
1) kosh i a lomati.

Agar (12) q a tom in g  umumiy hadi Cl uchun biror 
nomerdan bosh lab

28.4. Musbat hadli qatorlarda vaqiiilashish alomatlari

bo'Isa, и holda (12) qator yaqin lashuvchi bo'ladi;

bo ‘Isa, и holda (12) qator uzoqlashuvchi bo  ‘ladi.
Koshi alomati quyidagicha limit ko iin ish ida aytilishi ham 

mumkin.
Agar (12) qatoming umumiy hadi a n uchun 

l im  = к
n ->oo

bo‘ lib, к < 1 b o is a  (12) qator yaqinlashuvchi, к > 1 b o isa  (12) 
qator uzoqlashuvchi boiadi.

6-misol. Ushbu

f 2 ^
2

f 3 Y 4 Г *  1+ — + -  + — + . . . + I  —
U J I s ) [ v V 2/7-1 у

qator yaqinlashuvchi!ikka tekshirilsin. 
<4 Bu qatoming umumiy hadi

boiadi. Ravshanki,
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bo*lib, u 1 dan kichik. Demak, Koshi alomatiga k o ia  berilgan qator 
yaqinlashuvchi. ►

Eslatma. Koshi a lomatin ing limit ко 'rinishidagi ifodasidci 
к — 1 bo'lsa, и holda (12) qator yaq in la shuvch i ham, 
uzoqlashuvchi ham bo ‘lishi mumkin.

2) Dalamber atomati.
Agar (12) qator hadlari uchun b iro r  nomerdan bosh lab

bo 'Isa, и ho lda (12) qator uzoqlashuvchi bo  'ladi.
Dalamber alomatini quyidagicha limit ko‘ rinishida aytish 

ham mumkin.
Agar (12) qatorning hadlari uchun

bo iib ,  d  <1 b o isa  (12) qator yaqinlashuvchi, d > \  b o isa ,  (12) 
qator uzoqlashuvchi bo iad i.

7-misol. Ushbu

—  <1 ( « „ > 0 ,  *  = 1 ,2...)

bo'lsa, и holda (12) qator yaq in la shuvch i b o ‘ladi;

( a n > 0  , n = 1,2...)

l im ^ -  = d  (a  > 0  , л = 1,2...)П-+ 00 /7П

1 3 5 2/7-1 
-  + —  + —  + + ——— +

qator yaqinlashuvchi!ikka tckshirilsin.
M Bu qatorning a n va hadlari

an
2/7 - 1

V

2/7 + 1

bo iad i.  Ravshanki,



b o i ib ,  u 1 dan kichik. Demak, Dalamber alomatiga ko‘ra berilgan 
qator yaqinlashuvchi b o ia d i .^

Kslatma. Dalamber alomatin ing limit ко rinishidagi 
i fodasida d =  1 b o i s a ,  и holda (12) qator yaq in lashuvchi ham 
uzoqlashuvchi ham bo  ‘lishi mumkin.

3) Koshining integral alomati*
Faraz qilaylik.

musbat hadli qator berilgan boisin .
Aytaylik, f ( x )  funksiya  |i,+ oo) ora liqda uzluksiz bo'lib,

xosmas integral yaqinlashuvchi b o isa ,  (13) qator ham 
yaqinlashuvchi bo iad i;

xosmas integral uzoqlashuvchi b o is a ,  (13) qator ham 
uzoqlashuvchi bo iad i.

8-misol. Ushbu

co

1) Vjc 6 fl,+oo) da f ( x )  > 0 ,
2) f ( x )  funksiya  [l,+oo) da kamayuvchi, 
V f { n )  -  a n ( n -  1 ,2 ,3 , . . .) , y a  ni

a \ = / 0)’a2 = /(2 ),- ,ая = f ( n ) , . . .
bo ‘Isin. U holda

\ f ( x ) d x

\ f ( x ) d x

( a  > 0)

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
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sifatida / (л )  = —  ( a  > 0) olinsa, bu funksiya, ravshanki

[1,+oc) da uzluksiz, ixtiyoriy x e [ l ,+ c o )  da f ( x )  > 0  , [l,+oo) 
da kamayuvchi va

l = / ( l ) , ^  = / ( 2 ) , ^  = /(3) , . . . ,~V = / ( « ) , . . .
L b  П

boiad i.
M aium k i,

+00 +oo j

/ / < * > * - / £  
i i л 

xosmas integral 0 < a  < 1 da uzoqlashuvchi, a  >\ da 
yaqinlashuvchi. Haqiqatan ham

lim f—  = l im —!— (—Ц - - 1 )  =
r-»+OC j  f a .r->00 ] _ XU

, a g a r  a  > 1 bo'Isa ,

< Bu misol uchun alomatda keltirilgan / ( a )  funksiya

= i a - 1
go, a g a r  a < l  bo'Isa ,

va g =1 bo iganda

lim [—  = lim  f—  =co
J f a JC—*00 j  £.r-*+00

boiad i.
Demak, Koshining integral alomatiga k o ia

0° 1

X —n=l na
qator a  > 1 bo iganda yaqinlashuvchi, a  <1 boiganda 
uzoqlashuvchi bo iad i.  ► 

f  1
Odatda, 2 - i ~  4ator umumlashgan garmonik qator

h=i n
deyiladi.
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28.5. Ixtiyoriy hadli qatorlar .  Qatorning absolyut 
yaq in lashuvchil ig i ,  Leybnits teoremasi

f Jt
Faraz qilaylik,

oc
“  a i +U2 +•••+«„ + ” •

V/“l
qator berilgan bo iib , uning har bir hadi ixtiyoriy ishorali haqiqiy 
sonlardan iborat bo‘ lsin. (Odatda, bunday qator ixtiyoriy hadli qator 
deyiladi.) Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan quyidagi

0 0

I = к  | + k k  к  |+ (15)
«=i

qatorni tuzamiz.
4-Teorema. A gar (15) qator yaq in la shuvch i bo'lsa, и 

holda (14) qator ham yaq in la shuvch i bo'ladi.
A Aytaylik,

oc

X k k k k k k - - - + k k - "
»=!

qator yaqinlashuvchi bo‘ lsin.
Ravshanki,

0 < a n +\ati\<2\atl\ (n  = 1 ,2 ,3 , . . . )  (16)

Solishtirish teoremasiga ko‘ ra
0 0

X k + k l )
/j=i

qator yaqinlashuvchi bo‘ ladi.
Agar

««=(fl. + k l ) - k l  
boiish in i e ’tiborga olsak, unda

4 0

I * .w=i
qatorning ikki yaqinlashuvchi

o° ко

X K + k l ) va Z k l
//=i «=i
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qatorlar ayirmasi sifatida ifodalanishini topamiz.
00

Demak, У a n qator yaqinlashuvchi.
/1=1

9-Misol. Ushbu

V  * ( IVм 1 * j. * 1 (“ O’ 1 // ---- ( ~ 1) — 1 --------- 1--------------- f-... 4— — ------- V ... ( ОС > 1 I
~  /1" 2" 3 a 4"  /Iе V ;

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
<4Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan 

qator quyidagicha

i . 1 1 1 11 H------- 1------- 1------- h ... H------- h ...
2a 3° Aa na 

b o iib ,  и yaqinlashuvchi bo iad i.  Unda yuqoridagi teoremaga koi'a  
berilgan qator yaqinlashuvchi bo iad i.  ►

CO 00

1 - l a ’ rif. Agar qator yaq in la shuvch i bo'lsa, У  a n
a - 1

qator abso lyu t yaq in la shuvch i qator deyiladi.
oo cC

Eslatma. Agar qa tor uzoqlashuvchi bo'lsa, a n
/;=i «=1 

qator yaq in la shuvch i ham bo 'l ish i mumkin, uzoqlashuvchi ham  
bo ‘I is hi mumkin.

СО QO

2-ta ’ rif. Agar qator yaq in la shuvch i bo'lib, Zkl
л-i ;,=i

oo
qator uzoqlashuvchi bo'lsa, ' ^ a il qa tor shartli yaq in la shuvch i

// = I
qator deyiladi.

10-Misol. Ushbu

y i (_ i r l = 1 _ i +I _ I +...+ ( z i r  +
2 3 4 л

qator shartli yaq in la shuvch i qator bo ‘lishi isbotlansin.
*4 Ravshanki, berilgan qatorning qismiy y ig ln d is i
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(17)

bo'ladi.
M aium k i,  l n ( l - f x )  funksiyaning Makloren formulasiga 

ko'ra yoyilmasi
л'2 X* x 4 ( - i r v  D , 4 

ln(l + x) = x — “ + ~ ------~  + + ------ --------+ ^,+i ( * ) »

bo iib ,  0 < л < 1  bo iganda

<
n +1

b o ia r  cdi.
Xususan, x — 1 bo iganda

1 1 1 ( - I ) " ’’1ln2 = 1 -  —+ — -  — + . + — + /? ,(1)
2 3 4 n

(18)

1
<

П 4-1
bo iad i.

( 17) va (18) munosabatlardan
1п2 = 5„ + й„+1(1)

va undan

bo iish i kelib chiqadi.
Demak, n -> oo da S n -> In 2 . Bu esa qaralayotgan

qatoming yaqinlashuvchi ekanini bildiradi. Ayni paytda, berilgan
qator hadlarining absolyut с

Н Г 1I
/1=1

iymatlaridan tuzilgan qator

1 1 1 1= 1 + -  + -  + .
2 3 n

garmonik qator bo iib , uning uzoqlashuvehiligi m a ium . Demak, 
berilgan qator shartli yaqinlashuvchi qator. ►

Aytaylik, biror ixtiyoriy

370



X a » = a i + а ,
/;=1

qator berilgan bo'lib, u yaqinlashuvchilikka tekshirilishi kerak 
bo‘ lsin. Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan ushbu

ОС

X К  I= к  I+ К I+ •••+ К I+ -
n=-1

qator tuziladi. Ravshanki, keyingi qator musbat qator bo‘ ladi. 
Binobarin, um yaqinlashuvchilikka tekshirishda yaqinlashish 
alomatlaridan foydalanish mumkin. Agar biror alomatga ko‘ra
oo

qatoming yaqinlashuvchiligi aniqlansa, unda qaralayotgan
n=l

qatoming yaqinlashuvchi ekanligi topiladi.
Endi ixtiyoriy hadli qatoming bitta muhim hususiy holini 

qarayiniz.
Ushbu

X ( - I ) " - ' C, = c, - c ,  + 1 , - c4 +... + ( - 1 Г ‘с„ +... (19)
/7  =  1

qatorm qaraymiz, bunda c n > 0  (n  = 1 ,2 ,3 , . . . ) .

Odatda, bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan 
o‘zgarib keladigan qator deyiladi.

Masalan, ushbu

„=i «  2 3 4 n
qator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan qator 
bo‘ ladi.

5-teorema (Leybnits alomati). Agar (19) qatorda:
0  c,1+1 < c „ > ( «  = 1 ,2 ,3 , . . . )

2) l im c n = 0
H-»oo

ho 'Isa, и ho lda (19) qator yaq in la shuvch i b o ‘ladi.
< Berilgan (19) qatoming dastiabki 2m  ta hamda 

2(/w + l )  ta (m  e  N) hadlaridan iborat qismiy y ig ‘ indilami olib, 

ulami quyidagicha
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=  ( С\ -  С2 )  +  ( СУ ~  С4 )  +  -  +  (  С2ш~\ ~  С2 т  )  ’

*'*2 (w + i) ~  ~  С2 **" С 3 ~  С4 +  l 2 w - I ~  С2т +  С2/п+\ ~  С2т+2 ~

= (с, -  с 2 ) + (с*з -  с 4 ) + ... + ( с 1тА -  с 1 т ) + (c*2w+, -  с 2т+2) 
yozamiz. Ravshanki,

2̂[т+1) ~ ^2m + (C2/«+l ~C2m + 2 ) '
Teoremaning 2)- shartiga ko'ra с 2ж+2 < с3нЫ bo” lib,

^2(»+1 , > 5 2» (w  = 1 ,2 ,3 , . . . )  

bo'ladi. Demak, | S ,ir< J ketma-ketlik o'suvchi.

Endi SJm y ig ‘ indini quyidagicha yozamiz:

S>2m ~  C\ ~  ( C 2 ~  C* )  ~  ( c 4 ~  C5 )  ~  ••• ~  ( C2m -2 ~  C2m-\ ) ~  C2m '

Bu tenglikning oLng tomonidagi ifodada qatnashgan qavs 
ichidagi ayirmalarning, shuningdek c 2m ning musbat boTishini 
e'tiborga olib,

^ 2  m ^ C\
bo‘ lishini topamiz. Demak, j S-,m | ketma-ketlik yuqoridan

chegaralangan.
Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra 

lim S2iti = S ( S  -  chekli son) (20)
П1—+ oo

mavjud.
Endi (19) qatorning dastlabki 2m  - 1  ta ( m e N )  sondagi 

hadidan iborat ushbu

^2«i-l — 1̂ ~ C2 4̂ — ^4 + ••• + C2m-\
qismiy y ig ind is in i  olaylik. Ravshanki,

^ 2 m - l  ~  ^ 2 +  C 2 m  •

Teoremaning n —> oo да c n —» 0 boTishi sharti hamda (20) 
munosabatdan foydalanib topamiz:

= l im ( S 2„,+C2J = S -/И-> OU W—>oo
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Shunday qilib, berilgan (19) qatoming qismiy y ig ind ila r i-  
dan iborat ketma-ketlik chekli limitga ega ekani koi'satildi. Demak, 
(19) qator yaqinlashuvchi. ►

Yuqorida yaqinlashuvchiligi ko‘ rsatilgan
, 1 1 1  (-1 )" - '
1 + --------+ ... + - — -—  + ... (21)

2 3 4 n
qator yaqinlashishi Leybnits teoremasi yordamida oson isbotlanadi.

Bu qatorda

c n = -  (n  = 1 ,2 ,3 , . . . )  
n

boiib , uning uchun
<c„< (и = 1,2,3,...)

2) l im e ;  = 0
n - * r c

boiadi. Leybnits teoremasiga ko‘ ra
i/l-l, 1 1 1  ( - i y

1 —  + --------+ ... + -— -—  + ...
2 3 4 n

qator yaqinlashuvchi boiadi.
Endi absolyut yaqinlashuvchi qatoming bitta xossasim

keltiramiz.
Aytaylik, biror ixtiyoriy

QC
~ a \ + a2 + ... + a n +... (22)

»=i
qator berilgan bois in . Bu qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy 
ravishda almashtirib

cc

^ а '„  = a\ + a2 +... + a '  + ... (23)
n=i

qator hosil qilamiz. Ravshanki, keyingi qatoming liar bir hadi 
berilgan qatoming tayin bir hadining aynan o‘zi.

6-'Геогеша. Agar (22) qator absolyut yaq in la shuvch i  
b o ‘lib, uning y i g ‘inclisi S b o ‘Isa, и holda bu qator hadlarining  
o'rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirishdan hosil b o ' l gan  (23) 
qator yaq in la shuvch i va uning y ig ' ind is i  ham S bo'ladi.
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1. Quyidagi qatorlaming yaqinlashuvchiligi aniqlansin,
y ig ‘ indisi topilsin.

2--- 2 2 
я ) ----1 +... 4--------b ...

5 25 5”

Mashqlar

1. 1 1 (-1)"
Ь) 1 --------- !---------------------1- ... 4 ----------- г------ f  ..

7 3 9 27 3" ’

2. Quyidagi ^  a n qatorlami yaqinlashish alomatlaridan

foydalanib yaqinlashishga tekshirilsin.

\ 3 2/7-1 „(„„j)
a ) u » = — • b ) a„ = ( - — - )  n 2/7 + 1

3. Quyidagi qatorlaming absolyut yaqinlashuvchiligi 
isbotlansin.

a> --------■ b> I - 1 7 = - a r c s ln T - -■«=1 2 ,I=1 Kjn 4 n

4. Quyidagi qatorlar yaqinlashishga tekshirilsin.

„ Ш :  м 1нг>«
„=1 \J И + 1 n-1 Vw
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29-MA’RUZA

29.1. Funksional qator tushunchasi

Yuqoridagi 28-ma'ruzada liar bir hadi haqiqiy son bo igan  
qatorlar o‘rganiladi.

Endi har bir hadi x  o lzgaruvchining funksiyasi b o igan  

u \ ( a )  + w2 ( x )  -K.. + un ( x ) + , . . .  (1)

qatorni qaraymiz, bunda har bir un ( л )  funksiya ( «  = 1 ,2 ,3 , . . . )

biror X (X  d  /?)to‘plamda aniqlangan. Odatda bunday qator 

funksional qator deyiladi. Masalan, ushbu
oc

1) =1 + JC + JC2 + +

2) j r — L _ = - L _ + — !— _ + . . . + — !— - + . . .
/1=1 « ( x + 2 )  x + 2 2 ( x  + 2)  и ( х  + 2 ) ”

^  In" x  In x  In2 x In ' x  In" x
3) > ------- = ------ + -------- 4---------+ . . .+ --------+ ...

t !  n  1 2  3 n
qatorlar funksional qatorlar bo iad i .

X to‘plamdan olingan tayin x0 nuqtani (1) dagi x  ning
o in ig a  qo'yish bilan

oo
X u» (* o )  = » i ( * o )  + “ 2 (*o )+  + » „ ( xo) + --- (2)
H=\

sonli qator hosil bo iad i.  Ravshanki, x  ning turli qiymatlarida, turli 
sonli qatorlar hosil bo iad i.  Bunda x  ning ba’zi qiymatlaridagi sonli 
qatorlar yaqinlashuvchi, ba ’zi qiymatlaridagi esa uzoqlashuvchi 
bo i ish i  mumkin.

Agar (2) sonli qator yaqinlashuvchi b o isa ,  (1) funksional 
qator x0 nuqtada yaqinlashuvchi, x0 nuqta esa (1) funksional 
qatoming yaqinlashish nuqtasi deyiladi.

3 7 5

Funksional qatorlar va ularning tekis yaqinlashuvchanligi



l - t a ’ rif. (1) funksional q a tom in g  ba rcha yaqinlashish  
nuqtalaridan iborat to ‘plam, funksional q a tom in g  yaqinlashish  
soha s i dcyiladi.

28-ma’ruzada keltirilgan yaqinlashish alomatlaridan 
foydalanib, funksional qatorlaming yaqinlashish sohalarim topish 
mumkin.

Masalan,

x" = X + x 2 + • • • + л" + • • •
>1=1

funksional qatorni qaraylik. Bu maxraji x  ra teng bo igan

geometrik qatordir. Demak, bu qator x  ning \x\ < 1 tengsizlikni

qanoatlantiruvchi har bir qiymatida yaqinlashuvchi bo iad i.  Bundan
esa qaralayotgan funksional qatoming yaqinlashish sohasi ( - 1 ,1 )

intervaldan iborat ekanligi kelib chiqadi.
Shuningdek

y _ L  = i +J _ +_L+...+-L+... (д>о)
t t  n x г  У  к x v '

funksional qatoming yaqinlashish sohasi (l,+oo) bo iad i.

Endi (1) funksional qatoming dastlabki n ta hadi y ig in d is i  

w , (x )  + w2 ( x ) +  . . .  + w „ (* )

ni olaylik. Uni (1) funksional qatoming qismiy y ig in d is i  deyiladi. 
Bu y ig in d i  x  ga b o g i iq  bo iad i:

S„ ( x )  = m, ( x )  + m2 ( x ) + •■• + !/„ ( x ) .

Ravshanki, (1) funksional qatoming yaqinlashish sohasidan 
olingan har bir x  da n - »  со da Sn ( x )  limitga ega b o iib ,  bu limit

olingan x  ga b og iiq ,  y a ’ni x  ning funksiyasi bo iad i .  Uni » ? (x )  

deylik. Demak,
l im Sn ( x )  = 5 ( x ) .
n—>oc

Bu ‘S '(x )  funksiya (1) funksional qatoming y ig in d is i  deyiladi va
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S{ x) = Mj (A') + u2 (x) + ... + un (x) + ...= Y j Un (* )
n—■ 1

kabi yoziladi.
Masalan, ushbu

1 + Л' + A + • • • + x + • • •

funksional qator (maxraji x b o ig a n  geometrik qator) ( - 1 , 1 )  da

yaqinlashuvchi bo iib , uning y ig ‘ indisi

boiadi.
Faraz qilaylik,

00
£  u„ ( л )  = и, (x )  + и, ( * )  + . . .  + » „ ( а ' )  + «,ы (а-) + . . .  (1)
li=l

funksional qator M  to‘plamda ( M  с  /?) yaqinlashuvchi b o i ib ,

uning y ig in d is i  S ( a ) bo‘ lsin:

*S(a‘) = m, ( x )  + w2 ( a )  + . . .  + u n ( a )  + w/)+1 ( a )  + . . .

Odatda ushbu

S  (■*) -  S„ ( * )  = “ «.I ( * )  + (- '• )+ •'•

ayirma (1) qatoming n -  q o ld ig i  deyiladi va rn ( a )  kabi 

belgilanadi:

r„ =s {x ) - s A x )-
M a’ lumki,

l i m S  ( a )  = S ( x ) .
n-> oo '  v

Demak, (1) qator yaqinlashuvchi b o isa  
l i m r  ( a ) = 0
II-*  oo 4

bo‘ ladi.
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Ayiaylik,
<jc

1 ^  Un ( V) = U\ ( Л) + ll2 ( X) + + Un ( X) + • * • О )
/(=1

funksional qator M  to‘plamda ( M a  R) yaqinlashuvchi bo'lib, 

y ig in d is i  S ( x )  bo is in .

2 -ta ‘,rif. Agar ixtiyoriy V e  > 0 son  o l in ganda sh imday x 

g a  bog ' l iq  bo ' lm agan  n{) ~ n0 (8  ) e  N son  topilsaki, barcha  

n > n0 va ixtiyoriy x £ M  uchun

| S „ (* )-S (.v -)| < s

y a  'ni

M * ) |  \ < e

tengsizlik bajarilsa, (1) funksional qator M to'p lamda tekis 
yaq in la shuvch i deyiladi.

Endi funksional qatorning tekis yaqinlashishini 
ta’minlaydigan, ayni paytda amaliyotda ko’p foydalaniladigan 
teoremani keltiramiz.

Teorema (Veyershtrass alomati). Agar
CG

T , u« ( x ) = u i ( x )  + u i ( x ) + ■■■ + 4 , (•*) + ■•• ( ! )
/1-1

funksional qatorn ing har bir hadi M to ‘p lamda quyidagi
|w;j (x)| < c n , fV  n e  N , V x  e  M da) (2)

tengsizlikni qanoatlantirsa va
00

2 ] c n -  c \ + c2 + . . .  + ся + . . .  (3)
//=i

son li qa tor yaq in la shuvch i b o ‘Isa, и holda (I) funksional qator M 
to 'plamda tekis yaq in lashuvchi bo  ‘ladi.

< Aytaylik, (3) sonli qator yaqinlashuvchi b o i ib ,  uning 
y ig in d is i  С  ga teng bo is in :

29.2. Funksional qatoming tekis yaqinlashuvchiligi
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С -  l im f q  + с 2 + с , +... + си) = l i m e , .
' 7 п-кс '

Гп = ^ ~ C„ = ^я+| +6>„+2 + ••■
bo'lib,

l im  г -  0
«—>00

y a ’ni V f  > 0 olinganda ham 3/20 = n0 ( s )  topiladiki, V «  > n0 lar 
uchun

г„ <£ ( /7 > лг0 ) (4)
bo iad i.

(2) tengsizlikka asosan
Vw > n0, va V i e W  uchun

\u«t, ( *)| + |u„« (■*)| + ■ • • s  c„+l + сл+, + ■ • •
bo‘ lib,

\гЛ х ) \ ^ г„ (5)

bo iad i .  (4) va (5) munosabatlardan V < ?>0, \/n>n() va barcha 
x e  M  uchun

k W | < c
bo lish i kelib chiqadi. Demak, funksional qator M  da tekis 
yaqinlashuvchi. ►

1-misol. Ushbu
00 v" v 2 ^

E x  л X X X
i—  /— Г  + — r= •••

,,=i n\]n 2 л/2 Зл/ 3 «v/7
funksional qator tekis yaq in la sh ishga  tekshirilsin.

< Berilgan qatorning umuiniy hadi

Ravshanki,

« „ ( * ) =
Л'

boiib , ixtiyoriy i g [ - 1,1] da
n\fn
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«  !

V2
n=I П

sonli qator yaqinlashuvchi (qaralsin, 28-ma'ruza). Demak, 
Veyershtrass alomatiga ko'ra berilgan funksional qator [ ~ U ]  da 

tekis yaqinlashuvchi bo iad i.  ►

29.3. Tekis yaqinlashuvchi funksional 
qatorlam ing xossalari

Ushbu paragrafda tekis yaqinlashuvchi funksional 
qatorlaming xossalarini isbotsiz keltiramiz.

Aytaylik,
op

^ м „ ( д : )  = и1( д )  + и ,(дг )+  . . .  + m„(.v) + . . .
/1=1

funksional qator yaqinlashuvchi bo‘ lib, uning y ig in d is i  S ( x )

bo is in .
1) Agar

oQ
]Ги„(х )  = и,(дс) + и2(.г) + .. . + «„ (* )  + ...
/1=1

funksional qatorn ing har bir un ( x )  ( «  = 1 , 2 , 3 , . . . )  hacli M da
uzluksiz b o ‘lib, qator M to'p lamda tekis yaq in lashuvchi h o ‘Isa, и
ho lda funksional q a to rn in g у  ig ' indisi S ( x ) funksiya M to'plamda
uzluksiz bo  ‘ladi.

2) Agar
PC

Z  « . ( * ) = ui M + “2 M +  ••• +» .  (*)+••■
/ 1=1

funksional qatorn ing har bir un ( x ) ( «  = 1 , 2 , 3 , . . . )  hadi [# ,&]

boiadi. Ravshanki,
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s e gm en td a  uzluksiz h o ‘lib, qator shu s egm en tda  tekis
yaq in la shuv ch i b o ‘Isa, и ho lda qator hadlarin ing integrallaridan  
tuzilgan

00 x X V

H( t ) d t  = Jw, ( t ) d i +  ju 2 ( t ) d t  + •••
a a a

b

qator  [#,/?] da yaqin lashuvchi, un ing  y i g  ‘indisi Js (x )< iA  g a  t en g
a

bo ‘ladi.
3) Agar

00
Х и я ( * )  = и , ( * )  + и2 ( * )  + . . .  + мя ( * )  + . . .

/1=1

funksional qatorn ing har bir un ( a )  (/1 = 1 ,2 , 3 , . . . )  hadi  [ я , /?]

se gm en tda  uzluksiz un ( a )  hos i la ga  e g a  b o ‘lib, bu hosila lardan  
tuzilgan

2 ^ , 7  ( X) = U I ( a )  + w2 ( a ) + . . . + w„ ( a ) + . . .
/1=1

funksional qator [ a , b ]  da tekis yaq in la shuvch i bo'lsa, и ho lda  
qator y i g  ‘indisi

5 ( * ) = Z “» M
/1=1

funksiya [# ,b ]  t/й uzluksiz £ ( a )  hos i la ga  e g a  va

Л  >
(x)

я=1

bo ‘ladi.
2-misol. Ushbu

(/7 + 1)(/? + a ) , ч
V j n - —_— ZA------ ( 0 < a < + oo)

и ( я + 1 + а ) v 

funksional qa torn ing y i g  ‘indisi topilsin.
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<  M aium k i,

у -------- i ---------
Г1(п + x)(n + \ + x)

funksional qator [0 ,  + oo) da tekis yaqinlashuvchi bo'lib, uning 

y ig ‘ indisi

ga teng:

Л' ( Л') = Т ~ "1 + x

V -
1 + X ( П + A') ( n + 1 + X)

Ravshanki, bu qatorning har bir hadi [0 ,  + oo] da uzluksiz. 

Demak, uni 2-xossaga ko‘ ra hadlab integrallash mumkin:

V (it _  ^  V d t  
*«=i 0 ( n  + t ) ( n+\ + t)

Aniq integrallarni hisoblaymiz:

| тГ 7  = |п( 1 + , )|о = 1п( ! + л )>
1 + f

f-------- —-----------dt = ff — ------------!—  I dt =
*(n + t ) (n  + ]+ t )  o\n + t n + \+t)

= In ( «  + ЛГ -  In I n  +1 +1 )Г = In i n + ' ^ .n.^ .
V ;|° V ' lo я ( я  + 1 + х )

Demak,
(л  + 1)(и  + лЛ , 4

> l n ^ - —^ ----- r^ = ln ( l  + x ) >
t f  « ( «  + 1 + Л-)
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Mashqlar

1. Ushbu

4 -л -  1 f 4 - * ] 4 f 4 - x  )
f 4 ~ X 1

7x + 2 ' 3 {lx + 2) t 7x4- 2 J
1 ... 1

2л -1 l 7 x  + 2 j
funksional qator x  = 0 va Л' = 1 nuqtalarda yaqinlashishga 
tekshirilsin.

2. Ushbu
1 1 1  1

-------— 4---------— H-------- — + ... H----------— b ...
1 4- X~ 1 + X  1 + X 1 4- x~"

funksional qatorning yaqinlashish sohasi topilsin.
3. Ushbu

1 . . 1 . з  1 . „
Sill A' 4----— ■ Sill” LX 4--- — • Sin 3 x 4 - . . .4 -—  Sill /IX 4-...

2 32 n2
funksional qatomi ( - 00, 4-00) oraliqda Veyershtrass alomatidan

foydalanib tekis yaqinlashishi koi'satilsin.
4. Ushbu

oc

У  n x l ( - 1 < A < 1 )
/1=1

funksional qatorning y ig ‘ indisi topilsin.
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30-M ARU ZA

D arajali qatorlar 

30 .1. D arajali q atorlar, ulat ning yaqinlashish radiusi va 
yaqinlastm h intervali

Ushbu
<yj

cinx ' — cIq + ci\X + ct̂ x +... + m„x + ... (л' (1)
/1=0

ko'rinishdagi funksional qator darajali qator deyiladi, bunda

«о > ̂ 1 ’ ^ii ’
haqiqiy sonlar darajali qatoming koeffitsiyentlari deyiladi.

(1) qator hadlari

“ » ( * ) = « x
bo igan  funksional qatordir.

Masalan,
1 ) 1 + X + X + ... + X + ... ( Л' €: R ) ,

2)1 + -  + —- + ... + —  + ... ( д ' б ^ ) ,  
1! 2 ! n\ X '

3 ) jc + —  + —  + ... + —  + ... ( x e R ) ,
2  3 n

qatorlar darajali qatorlar bo iad i.
Darajali qatoming yaqinlashish sohasini aniqlashda quyida 

keltiriladigan teorema muhim rol o ‘ ynaydi.
Shuni avtish kerakki, har qanday darajali qator Л' = 0 

nuqtada yaqinlashuvchi bo iad i.
1-teorema (Abel). Agar

oo
Y a„x  — -cî x-\-u-,x + unx +...
11=0

darajali qa tor x = x() Ф 0 nuqtada yaq in la shuvch i bo ‘Isa, x n ing  

|*| < |*„| (2)
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi ba rcha  qiymatlanda, va ni

( I Ao j • j ло |)
intervalda qator abso lyu t yaq in la shuvch i bo  ‘ladi.

A Shartga ko‘ ra (1) qator x ~ x 0 * 0  da yaqinlashuvchi,
y a ’ni

00
~ ao \̂xo ^2ло +••• + a„x0 +...

n~ 0
sonli qator yaqinlashuvchi. Unda sonli qatorning yaqinlashishining 
zaruriy shartiga kol ra

lim ax"  ~ 0
Г|->ос

bo'lib,

bo" ladi. Ravshanki,

Iа пх'ц I < M  ( M  = c o n s t )

ia„*"
— It  

it 0
( \ 

X
n

_ апХЪ I
X

n

<M- X

, о *0 *o
(3)

Endi

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x  nuqtani olib,
00 * •

]T \anx‘’I = |я0| + |«i A‘| + a ,* 2 +... +1 anxn I + ...,
»=o

У м
/1=0

X
n

= M  + M
X

4 M
X

2

+ ... + A f
X

x0 xo Л'о Xq

(4)

+ (5)

qatorlarni qaraymiz.

(5) qator geometrik qator sifatida ( maxraji <1 )

yaqinlashuvchi. (3) tengsizlikni e ’tiborga olib, solishtirish 
teoremasidan foydalanib (4) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishini 
topamiz. Demak,
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п-о
darajali qator |.v| < |х0| tengsizlikni qanoatlantiruvchi Л' ning 

qiymatlarida, y a ’ni (-| .r0|;|x0|) intcrvalda absolyut yaqinlashuvchi

bo‘ ladi ^
Natija . Agar

QQ

anx" -  aQ + axx  + a 2x +... 4- a nx" +...
«=0

daraja li qator x -  xl nuqtada uzoqlashuvchi ho 'Isa, y a  'ni
00

У  flnX\ — Q q + a lx] 4 - a-,X[ 4 . . .  4 - u nX\ + . . .
»=o

son li  qa tor uzoqlashuvchi bo Isa, и holda x n in g

W > lvi I
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ba rcha  qiymatlarda, y a  'ni ushbu 
to 'plamda

( - oo> - W ) u (W > +o°)
oo

У  a nxn qator uzoqlashuvchi bo  ‘ladi.
n= о

Isbotlash mumkinki, ixtiyoriy ( l )  darajali qator uchun shun- 
day chekli yoki cheksiz musbat r  son mavjud bo iad ik i .  x ning:

1) |x| < r  tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida ( l )  

darajali qator yaqinlashuvchi (absolyut yaqinlashuvchi),
2) x >r tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida ( l )

darajali qator uzoqlashuvchi,

3) = r , y a ’ni x.= —r, X = r da ( l )  darajali qator yoki

yaqinlashuvchi, yoki uzoqlashvchi bo iad i.
Odatda r  son ( l )  darajali qatoming yaqinlashish radiusi,

( - / \ r )  interval esa darajali qatoming yaqinlashish intervali
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deyiladi.
(1) darajali qatoming yaqinlashish radiusi ushbu

r  = lim (a„ * 0 ,  я  = 1 ,2 ,3 . . . )  (6)

formula yordamida topiladi.
Eslatma. Agar

'VP
/  С1И X — CIq +  Cl^X 4- Cl-,X +  . . .  +  Cl^X +  . . .
/i-O

daraja li qa tor fa qa t  bitta nuqtada yaq in la shuvch i (bu x = 0 nuqta) 
bo ‘Isa, и holda r  =■ 0 d eb  olinadi.

Masalan.
1 + A' + 2 ! л' +... + « !  x" + ... ( a' g /?),

darajali qator faqat x = 0 da yaqinlashuvchi. Bu qator uchun 
r -  0 .

Agar darajali qator x ning ixtiyoriy qiymatlarida 
( a  € ( - 00, 00)) yaqinlashuvchi bo isa ,  u holda

r  — +00
deb olinadi.

Masalan,

1 *  A' 2 x "  i1+ — + ----- K . .+ ----- к . .  ( x e R ) ,
1! 2 !  n\ V '

darajali qator x ning ixtiyoriy qiymatlarida ( a  e  ( - 00, 00))

yaqinlashuvchi. Bu qator uchun r  = +00 .
1-Misol. Ushbu

2 ,3 и
X  A A A / _ \
7 +T +T  + - + —  + '“1 2  3 /7

darajali qatorn ing yaqinlashish radiusi hamda yaqinlashish  
intervali topilsin.

^ B u  darajali qator uchun
1 1

an ~ » a n+\ ~ ,
/7 /7 + 1
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bo iib ,  (6) fonnulaga ko'ra

r  = lim
/ ! - *  GO a 4 4-1

= lim»—>nc

n +1
bo iad i.  Demak, berilgan darajali qatoming yaqinlashish radiusi 
r  = 1 b o i ib ,  yaqinlashish intervali ( - 1 , 0  bo iad i.

Ravshanki, a  = 1 da darajali qator

1 1 1 11 + — + - 4 - . . . 4 -  — 4 . . .
2 3 n

garmonik qator bo iib ,  u uzoqlashuvchi.
A = -1  da

1 1 1  ( - 1 ) ”- 1 + --------H------- ... 4  ------ — + ...
2 3 4 n

bo iib ,  Leybnits teoremasiga ko‘ ra bu qator yaqinlashuvchi boiad i.
Demak, berilgan qatoming yaqinlashish sohasi [ - 1 ,1 )  yarim

intervaldan iborat. ►
2-misol. Ushbu

0 I 2 A A A  
+  r + 4" ...

1-5° ' 2 - 5 1 ' 3 - 5 2 ........ (и  +1)5"

d ara ja li qatorning yaqin lash ish  sohasi topilsin.
< Avval bu qatorning yaqinlashish radiusi hamda 

yaqinlashish intervalini topamiz.
Berilgan qator uchun

1 1 
-> a n+1 =a .  =

" ( « 4 - 1 ) -5" ( n  + 2 ) - 5 ,,+l

bo iib ,

«+i

1 L____ ( «  + 2)5''*'

(н + 1)-5" ( » + 2 ) -5 ”*' (n  + l ) 5 ” 
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bo iad i.  Demak, qaralyotgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi 

r  -  5 , yaqinlashish intervali ( - 5 , 5 )  bo iad i.

x = 5 da darajali qator i

, 1 1 11 + -  + -  + ... + —+ . . .

2 3 w 
garmonik qator bo iib ,  u uzoqlashuvchi,
A' = - 5  da esa darajali qator

l i t  ( - 1 ) "
1 -----+ -------- + ... + -— — + . . .

2 3 4 /7 + 1
bo iib , Leybnits teoremasiga k o i a  bu qator yaqinlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan darajali qatoming yaqinlashish

sohasi [ - 5 , 5 )  bo iad i.  ►

30.2. D arajali qatorning xossalari

Aytaylik, ushbu
00

7 A i a" = a Q + a{x + a 2x7 + ... + a n x" + ... (1)
л=0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r  > 0 bo is in .
3-tcorem a. Agar (I) dara ja li qa torn ing yaqin lashish

intervali ( - / \ r )  b o ‘Isa, ( r  > 0 ) ,  и holda (~ r , r )  in terva lga  

teg ish li b o ' l gan  har qanday  [ —e ,c ]  s egm en tda  ( 0  < с < r )  (I) 

qator tekis yaq in la shuvch i bo  ‘ladi ( [ —c, C‘J (Z ( — r , r  ) ) .

^Ravshanki, c e ( - r , r ) .  Binobarin, bu nuqtada ushbu

qator



|fl() j + |f/| I • С + I cl-, I • C" +... + J Cln I * С + ... 

yaqinlashuvchi bo i ib , [ - c , c ]  da

\aiix,,\<\aXcn [ h = 0 ,1 ,2 ,3 , . . )

bo iad i.  Veyershtrass alomatiga ko‘ra (1) qator [ —c ,c ]  da tekis

у aq in lashu vch i b o iad  i . ►
Tekis yaqinlashuvchi darajali qatorlar tekis yaqinlashuvchi 

funksional qatorlaming xossalari kabi xossalarga ega boiadi.

Jumladan, (1) darajali qatorning yaqinlashish intervali (~ r ,r )  

b o iib ,  uning y ig in d is i  S (x )  bo isa , u holda [ —c ,c ]  segmentda 

(0  < с  < r )

1) S ( x ) funksiya uzluksiz bo iad i ;

2) (1) darajali qatorni hadlab differensiallashdan hosil
bo igan

na ltx" 1 = 0 + a, + 2 a 2x + 3 a^x2 +... + naHxn~1 +...
iî  о

darajali qator ham yaqinlashuvchi bo iib ,

s '(jc) = Z ( « x ) ' = Z « v " ‘l
/1=0 «-I

bo iad i ;
3) (1) darajali qatorni hadlab integrallashdan hosil bo igan

no f  b \  b h b b

У  ^anx"dx = j a (tdx + j a [xdx + ^a2x~dx + . . .\anx ldx  +...
/(=0 \ u J  a a a <1

qator ham yaqinlashuvchi bo i ib ,
h b f  со \ oo b

= j  У  a nx"dx | = j a nxndx
a a

boiadi ( [ a , b ]  cz ( - r , r ) ) .
a  V ' i -О J  /1=0
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3-misol. Ushbu
so

^  ' ПХ — X + 2x + 3x  + ... + ИХ + .. . ,  |.v| < 1
n~ 0

darajali qa tor y i g ' ind is i  topilsin.
^Q uyidagi,

oo

A'" =  A' + x~ + xy +...
/<“]

darajali qatorni qaraymiz. Bu qator ( —1,1) da yaqinlashuvchi

bo‘ lib, y ig in d is i  ,S’ ( a' )  = — — ekanligi m a’ lum (maxraji A' 

bo‘ lgan geometrik qator):
00 V-

5 У = — •l - x
Bu darajali qatorni hadlab differensiallab topamiz:

/ 00 \ 00 . 0 0  

2> "  - 1 И
V я=I J  «=1 n=1

f X \ 1 -- X + X 1

V, i - * J  ( i - * ) 2 ( i - , ) 2 '

Keyingi tengliklardan
00 1

У  «А'"4 = ---------- j .
7 i  ( 1 - a )

bo lish i kelib chiqadi. Bu tenglikning har ikki tomonini x ga 
ko‘paytiramiz. Natijada

Y j nx“ = - — 7  ( —i < *  < i )
n=I I/- * )

bo ‘ ladi. ►
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Yuqorida

'У u„x" = a () + a rx + u2x~ +... + unx  +... (П
/1=0

koiin ishdagi darajali qatorlar o ’rganildi. Ushbu

С/у + il\ ( X — -V0 ) + ~ "*0 ) ~
koiin ishdagi qator ham darajali qator deyiladi, bunda 
a0,a ],...ia ll,... hamda л*0 o‘zgarmas sonlar.

Ravshanki, (2) umumiyroq darajali qator bo iib , у 
x — Xq = t almashtirish yordamida (1) ko iin ish idag i qatorga keladi.

Agar r  son ( r > 0 )  (2) darajali qatorning yaqinlashish

radiusi bo isa ,  uning yaqinlashish intervali (x0 - r , x 0 + r )  bo iad i.

Aytaylik, / ( * )  funksiya x0 e  R nuqtaning

(x 0 - r , x 0 + r )  atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo is in . Bu

hoi f ( x )  funksiyaning Teylor formulasini yozish imkonini beradi:

/ ( * )  = /(*<о) + ^ 7 ^ ( * - А'о) +

+— ^ f l  ДГ-Хо +... +---2 Д--х0 + Ф )
2 ! n\

bunda rn ( x ) -qoldiq had.

Modomiki, f ( x )  funksiya ( x 0 - r , x0 + r )  da istalgan 

tartibdagi hosilaga ega ekan, unda quyidagi

A») ( \ /•(«+») / \ ^
^ +L A h l ( x - Xoy +...

n ! ( n  +1 j !

30.3. Funksiyalarni darajali qatorlarga yovish. Teylor qatori.
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darajali qatorni qarash mumkin.
Bu darajali qator x = x0 nuqtada yaqinlashuvchi, lekin \'0

nuqtadan farqli nuqtalarda qachon yaqinlashuvchi b o iad i  va
yaqinlashuvchi bo’ lganda uning y ig ’ indisi qachon f ( x )
funksiyaga teng b o iad i  degan savol paydo bo iad i.  Bu savolga 
quyidagi teorema javob beradi.

4-teorema. Agar f ( x )  funksiya (x0 ~ r ,x Q + r )

in terval da istalgan tartibdagi h os i la la rga  c g a  bo  'lib, barcha  
x e  ( a0 — r ,  x0 + r ) va barcha n~  0 ,1 ,2 , . . .  lar uchun shunday
о ‘zgarmas M  > 0 topilsaki,

^M odom iki, (a'0 — r,A 0 + r )  da f ( x )  funksiya istalgan

tailibli hosilalarga ega ekan, unda bu funksiya uchun Teylor 
formulasi o ‘ rinli bo iad i.  Uning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli 
Teylor formulasini olamiz:

/ W (* o ) ,  Y 
n\

bo ‘ladi.

/ ( * )  = / ( xo) + -  ~ ( * ~ *o ) + (■*-*o )3 +

(4)
f {"Ux )

+■■• + - — ~, ( v - . v .  r - M - v ) -
n\

bunda
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Endi teoremaning shartidan foydalanib qoldiq hadni 
baholavmiz:

x - x S * l <M  (5)r  X  -

f (n"V'{x() + 0 ( x - x (

(/7 + 1)! U ("  + 0

Ushbu

I X -  x,

to  ( w + 1) ! 
musbat qatorni qaraymiz. Bu qator uchun

j/?+2
|JC — JC0| \X — X{

a., = 4 ----- гг” , flll+, ' ------- -
(/7 + 1)! ’ "+l (/7 + 2) 

bo iib ,
|«+2 | j/i+l Л

t- I \X  ~  x o\ . \X ~  •*•(>

( «  + 2 ) !  (/7 + 1)!

I x - x J " ^  *(w + l ) !  .. \x — x
= lim I------ ^— —fr = lim ------------- ^  = 0<1

"_>oc (/7 + 2 ) !• |jc — дг01 ,l-*® «  + 2

bo iad i.  Dalamber alomatiga kokra qator yaqinlashuvchi. Unda qator 
yaqinlashishining zaruriy shartiga binoan 

I l"+1
lim —— Ц — = 0 (6)
/!-> 00 ( n +1 j !

bo iad i  (5) va (6) munosabatlardan
lim r (x )  = 0
«->oo

bo i ish i  kelib chiqadi.
(4) tenglikda, n —> oo da limitga o ‘ tib topamiz:



f(x) -  l im f (*o ) + (x ~ x0) + (x ~xo)"+••• +

+ J - L l l  (x  _  X())-  ]  + l im  r  (x ) = f (Xo ) + L±J>L (x  _  * o ) +
f j  \ - 1 H —>CO "

+ ̂ S l ( x - л-0) г +... + I ^ l ( X-  XJ  + ... . ►
2! и!

(3) qator / ( * )  funksiyaning Teylor qatori deyiladi.

(З ) munosabat o‘rinli b o isa ,  / ( * )  funksiya Teylor 

qatoriga yoyiladi deyiladi.

Agar (З ) da x0 = 0 bo ’lsa, u

a i
1! 2 ! n\

bo'ladi va bu qator f ( x )  funksiyaning Makloren qatori deyiladi.

30.4. B a’zi sodda funksiyalarning  
M akloren qatori

1) Aytaylik, / (л*) = ел bo isa ,  Vx e  [-/?, p ] { p  > 0) iar

uchun

/ " ) (x)  = e \  / ”>(0 )  = c° = l,

f 1"' ( х ) = е ' < е р n = 0 , l , 2 , . . .  

b o i ib ,  4-teoremaga ko'ra
«  v« r  v2 и

e v = Y  —  = 1 + —+ —  + (0 !  = 1 ) .
Й й !  I! 2! n\ v '

bo iad i.  Agar bu munosabatda x ni —x ga almashtirsak:
oc / \n  2  jx

e- =y ( l f L  = 1_ £ +fL _
й  я !  1! 2 ! v '  /1 !

boiadi.
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M a’lumki, giperbolik sinus hamda giperbolik kosinus 
funksiya lari quyidagicha

shx
e - e  , e + e 
-------, chx = -----

ta ’riflanar edi.
Yuqoridagi

v X x 2 x H
e  = 1+  — + —  + ...+—  + ... , 

1! 2! n \

X X
--h —
1! 2!

formulalardan foydalanib topamiz:

л  л  / \н X
c ' =1 —  + ------ •.* + ( - 1 )  —  + .»i .  л, V j

shx
X X  Л it--  л----i--------K . .  +  - ----------— +  /  -----------—
1! 3 ! (-2/1 + 1)! S ( 2 n  + 1)!

2//+1 2 / i+ i

00 л

2 !  4 !  ( 2 » ) !  ' t J ( 2 n)\

2) Aytaylik, f ( x )  = sin x bo is in . Bu funksiya uchun

ктгЛ
f (k] ( x )  = sin x +

bo‘ lib,

к = 2 n  bol lganda f {h) ( 0 )  = s i n - y  = 0,

к = 2n + \ bo‘ lganda f {k) (0) = ( —1)" 

bo'ladi. Ayni paytda barcha x  e  ( —00, 00) da

/ w (x )| < l  (n  = 0 , 1 .2 , . . . )  

tengsizliklar bajariladi. 4-teoremadan foydalanib topamiz:

M ( —lV 1 1
Sin X = Y  - i - Ц -  X2"+1 = X -  -  x 3 + -  X5 -  , X €  ( - 00. oo)

S  (2/1 + 1)! 3! 5 ! v

3) Aytaylik, / ( x )  = c o sx  bo'lsin. Bu holda yuqoridagiga
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o‘xshash

COS A' V 7 (  )  1 2 1 4 (  \> --— — x  = 1 ------A н— A A'e( -co ,o o)I I Л I /II v 'а  (2л) !  2! 4!
boiad i.

4) Endi / ( a ) = (1 + x )a , a  e  R va / ( a ) = In ( l  + a ) 

funksiyalaming Makloren qaiorlarini keltiramiz. 

a  e  ( —1,1) uchun

i ,  .  a  a ( a - 1)
(1 + x )  =l  + - x  + - — —

J! ? !
(8)

a ( a - \ ) . . . ( a - n  + \)+ —Ъ v------------- Lxn + _
n !

a e (-1,1] uchun

1 / 1  \ А Л А  / \ /i—l Aln ( l  + A) = A ----+ -------+ ... + ( -1 )  -- + ...
V 2 3 4 x ’ n

boiadi.

Natija. Yuqoridagi (8) munosabatdan foyda lan ib , a  n in g  
ba ‘zi a ususiy q iym adandag i  funk siya lam in g  yoy i lm alar in i  
keltiramiz:

1)

1 + A
- = ^ ( - 1 ) ” a" = 1 - a  + a 2 - x } + a 4 - . . .  + ( - 1 ) ” a" +...

/1= 0

2) _ L  - ̂ x n = 1 + A + A2 + ...+ a" + ...
1 — A /1=0

3 > V iT I  = ( i +x ) i  = i + * Л . * +1 ± £  
v 7 2 2 4 2 - 4 - 6

,, /7--- /, 4- , A 1 A 2 1*3 -A3
4 )  V I - A  =  ( I  — a ) 2  = 1 --------------------------------------

v ;  2 2 4 2 - 4 - 6
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30.5. D arajali qatorlarning taqrib iy hisoblashlarga 
tatb iq lari

M a’lumki, funksiya oliy matematikada o ‘rganiladigan 
asosiy tushuncha. ko 'pgina masalalar funksiyani hisoblash 
(berilgan nuqtadagi qiymatim topish) bilan bog'liq. Funksiyaning 
murakkab boMishi bunday hisoblashlarda katta qiyinehiliklar 
tug'diradi. Natijada funksiyani sodda va hisoblashga qulay bo lgan  
funksiya bilan taqribiy ifodalash zaruriyati paydo bo'ladi.

Odatda taqribiy ifodalovchi funksiya sifatida butun ratsional 
funksiya-ko'phad olinadi.

Funksiyalaming darajali qatorlarga yoyilmasidan foyda
lanib, ularning qiymatlarini taqribiy ifodalovchi formulalarni hosil 
qilish mumkin.

Biz yuqorida / (л ) funksiya m a’ lum shartlami

qanoatlantirganda uni darajali qatorga yoyilishini ko‘rdik.
Jumladan,

./ 4 . , 4 / ' ( o )  / ”(0) , / w (o)
./ ( * ) - / ( ° )  + — ГГ_ Л + — i 7 —A + - + — i— л + -1! 2 ! n\

(Makloren qatori). Modomiki, n —> oo da

1! 2 ! n !
da rn ( л )  —> 0 bo'lar ekan, unda л = 0 nuqtaning atrofida

1! 2 ! n\
deyish mumkin. Bu taqribiy formuladan funksiyalarning qiymatla
rini taqribiy hisoblashda foydalaniladi.

(9) formulani
/ (x) = e'\ /  (jc) = sin , f ( x )  = cosx, 
f  ( л) = In (1 + x) , f\x) = (1 + x f  (a  eR)

I unksiyalarga tatbiq etib topamiz:
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v Л' X~ X
e  ~1+ — + —  + . . .+ —

1! 2 ! n \

sin X ~ x  — — X* + —  a  ’ - . . .  + —-— -—  a 2"+i 
3! 5! ( 2 «  + l ) !

, 1 2 1 4 Н ) "  2»COS X ~ 1 ------ A' H----- A — ... + —----- — A ,
2 ! 4 ! ( 2  я ) !

( 1+xy  . , + £ x  + + . . .+ v «
v 1! 2 !  n\

In (1 + x )  »  x -  —  + - —  —  + ... + ( - ] ) ” .
V 2 3 4 ; n

4-Misol. iUshbu
a  = sin 1

miqdor taqribiy hisoblansin.
< Agar

1 3 . 1 5 . (“О" 2и+1Sin A «  A ------A + —  A - . . . +  ------------- A
3! 5! (2/7 + 1)!

da a  = 1 deyilsa, unda

sinl * i  - - +  - -...+ Н ) ”
3! 5! (2/7 + 1)!

bo‘ ladi. M a ’ lumki, 1 radian ss57°18\ Keyingi munosabatda ikkita 
had olinadigan bo‘ lsa, unda

s in l  = s in57°18 ' = 1 -  — = 1 -  — = — 
3! 6 6

b o ia d i .^
5-Misol. Ushbu

miqdor hisoblansin.
< M a’ lumki,

a  -  In 1,1
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п

In 1,1 * 0 ,1

adi. Ag 
olinsa, unda

Bu yerda x  — 0,1 deyilsa,

( o , i ) 2 ( o , i ) '  (o , iV
+ * + . . .+ ( - i )

( - 1 < A - 1) 

, . , ( 0 . 1 ) "

2 3 4 n
boiadi. Agar keyingi taqribiy tenglikning dastlabki uchta hadi

( 0 ,1 )“ 0,1)
In 1,1 ~ 0,1 + ------— «  0 ,0953

2 3
boiis li in i topamiz.^

6-M isol. Ushbu

JV ' dx

in tegra l taqribiy hisoblansin.
< M a’ lumki,

r X X2 Xя
e  « 1 + — + —  + . . .+ — .

1! 2! n \

Bu munosabatda x ni — x" ga almashtirib topamiz:
v 2  V 4  v 6  v 2 "_r2 1 A л / 1 \ й Л

e  ~ l ------- f ----------- + ... + ( - I )  ------.
I! 2 ! 3! v n\

Keyingi munosabatning dastlabki to'rtta hadi olinib, so'ng 

[0 ,1] bo‘ yicha integrallansa, natijada

j e  r dx «  | dx =

3 5 7 \X X X
X--------1-------------

3 10 4 2 y
11 1 1

= 1 —  + - --------- «  0 ,74 2 8
0 3 10 42

boiadi. ►
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1. Ushbu

_ , 4л-10 8 x '5 2" л-5"
2х + ------ + ------- + . . .+ ----------+ ...

3 5 I n - 1
qator yaqinlashishga tekshirilsin.

2. Ushbu

a) f ( x )  = sin'1* ,  b) f ( x )  = In (1 - x1 j ,  d) / ( * )  =

Mashqlar

1 + Х  +  A"

funksiyalar Teylor qatoriga yoyilsin.
3. Ushbu

00 ?>ll
Е т г т ,  ( x e R ),,=о(Зл)! 

qatorning y ig ‘ indisi topilsin.
4. Ushbu

i/U o
miqdor 0,001 aniqlikda hisoblansin.

5. Ushbu

° i l n ( l + x )  
f— *------- ’- d x

о *
integral 0,001 aniqlikda hisoblansin.
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3 1-M A ’ RUZA  

Furye qatorlari haqida dastlabki m a’Iumotiar

Faraz qilaylik, J ' ( x)  funksiya У? = ( -оо , + оо) da berilgan

bols in . Ma'lumki, shunday T e7?\jO}- son topilsaki, V i e  /<! da

f ( x + T )  = f ( x )
tenglik bajarilsa, / ( x ) davriy funksiya, T ^  0 son esa uning davri 

deyiladi.
Agar T Ф 0 son / (.v) funksiyaning davri b o isa ,  u holda

kT ( к  = ± 1 ,± 2 , . . . )  

sonlar ham shu funksiyaning davri bo iad i.
Agar f ( x )  va g ( x )  davriy funksiyalar b o i ib ,  I ^  0 

ularning davri bo isa ,

f ( x ) ± g ( x ) ,  f ( x ) - g ( x ) ,  Ы * ) * 0 ) 
g ( x )

funksiyalar ham davriy bo i ib , ularning davri T ga teng bo iad i.
y = s in x ,  v = c o s x  funksiyalar T = 2/r davrli funksiya 

bo lgan  holda ushbu
( p ( x ) -  a cos a x  + b  sin a x  ( a , b,  a  -  okzgarmas, a  0 )

2 л
tunksiya ham davriy funksiya bo iib ,  uning davri T = ----  bo iad i.

a
Haqiqatan ham,

1 2 n f  2/r) + b  sin

1

(p X Л------ = a cos a X H------ a\ x н------
V a  У V a  J V a  )

= a  cos ( a x  + 2/г) + b sin ( a x  + 2 л:) = a  cos a x  + b sin a x  = (p( x) 

boiad i.
Bu (p^x) — a  cos ax  + b sin ax  sodda davriy funksiya 

bo iib , u garmonika deb ataladi.
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/ (A')cosnx , /  (A')sinnx (/? = ! , 2 ,3 , . . . )

funksiyalar ham [ - я \ л - ]  da uzluksiz b o iib .  ular [ ~ л , л ]  da 

integrallanuvchi bo iad i .  Bu integrallarni quyidagicha belgilaymiz:

= — j/(.v)c/.v ,

Aytaylik, / ( * )  funksiya [ - л -, я -] da uzluksiz boisin .

Unda

7Г -n

\_
П

\_
К - к

Bu sonlardan foydalanib, ushbu
00

“  + S  ( a '‘ C0S ПХ + Sln nx) ( - )

1 *
a n = — f  ( x )  co s n x d x , (/7 = 1 , 2 , . . . )  (1)  

n  J- n  

1 *
hn = — I ./ ( a )  s in  /m ix. ( «  = 1 , 2 , . . . )

7T ^

2
*■" / 1=1

qatorni ( uni trigonometrik qator deyiladi) hosil qilamiz.
(2) qator funksional qator bo iib ,  uning har bir hadi 

garmonikadan iborat.
T a ’ rif. (2) funksional qator  / ( x) funksiyaning Fa r y e  

qatori deyiladi. (I) munosabatlar bilan aniqlangan  
я 0 , я , , 6 ,  , a 2 , я, , , 6, , , . . .  

s on la r  Furye koeffitsiyentlari deyiladi.
Demak, berilgan / ( A) funksiyaning Furye

koeffitsiyentlari shu funksiyaga b o g i iq  bo iib ,  (2) formulalar 
yordamida aniqlanadi, qator esa quyidagicha: 

a
f  ( a )  ~ —  + ^ Г (а„  cos nx + bn sin nx ) .

£ /?—l
belgilanadi.

1-misol. Ushbu f  ( x )  = e ax ( - л  < x < n  , a  *  0 )  

funksiyaning Fu iy e  qatori topilsin.
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•4 (1) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning 
Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

a fl = — f e axdx = —  ( e aK -  с a7r) = —  s h a n ,
r r  J ГУ7Гк

1

к
e a ' cos nxdx =

a n

1 a  cos nx + n sin. nx ax
-  - Q

7i a + n ~

= ( —1У —----- sh a n  (/7 = 1 ,2 , . . . ) ,
v r  а  -ь/7"

1 %
b = — e a> sin nxdx =n

rr J

1 or sin n x - n c o s n x  ax------------- ------ ---------e
n  a~+n~

( - l ) " 1- ------~n- -  s h a f t  (/7 = 1 ,2 , . . . ) .
к  a^+n*'

Demak,

funksiyaning Furye qaton
fl °°

f  ( x) -  e ax ~ —  + ( an cos nx + b№ sin nx) =
n=i

2 s h a n
к

( - 1)"
+ —-——у  ( a  cos nx -  /7 sin nx )

2 a  oc +n

bo iad i.  ►
Aytaylik, f ( x )  funksiya [ - ; r ,/ r ]  da berilgan juft funksiya 

bo‘ lsin: / ( - x )  = f ( x ) . U holda

/ (  jc )-cos nx juft, /  (.v) ■ sin nx toq ( n  = 1 ,2 ,3 , . . . )  

funksiya bo iad i.
(1) formulalardan foydalanib, / ( * )  funksiyaning Furye 

koeffitsiyentlarini topamiz:
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an ~— J  /  ( х) cos nxdx ~ — J  f  ( x ) cos nxdx + J /  ( x ) cos nxdx
K ~k 711 X о

1 ^7 f Ij*/ ( x ) cos nxdx 4- j/ ( .v )co s  ллс/т j =
D 0

2
— J f  ( x) cos nxdx ( «  = 0 ,1 ,2 , . . . ) .
71 0

Г о
bn = — j f  (x) sin nxdx — — J /  (x )  sin nxdx л- j / ( x ) s i n  nxdx

K -n K V-n о

1 I П
= — -  J* / (x )s in  nxdx + j / (x )s in  nxdx

K L о о
= 0 ( « = 1 ,2 , . . . )

Demak, juft / ( x )  funksiyaning Furye koeffitsiyentlari

2 n
a n = — j / ( x ) c o s « x J x  ( «  = 0 , 1 , 2 ,  . . . )

^  о •: l

/?, = 0  ( «  = 1 , 2 , . . . )  

bo i ib ,  Furye qatori

f ( x ) ~ ~ + ' Z a ,,c o s n x
^ /i=]

bo iad i .
Aytaylik, / ( x )  funksiya [ - ; r , / r ]  da berilgan toq funksiya

bols in :

f ( —x)  = ~ f  ( x ) . U holda

/ ( x ) c o s « x  toq, / ( x ) - s i n  их juft ( «  = 1 ,2 ,3 , . . . )  

funksiya bo iad i.
(1) formulalardan foydalanib, / ( x )  funksiyaning Furye 

koeffitsiyentlarini topamiz:
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Г о
ап = - -  [ / ( л ) cos nxdx -  — I f ' ( x ) cos /m/х f f f  ( x ) cos nxdx

ж 4  Ч -  г о

= — [ -  j  / ( .v) cos nxdx + /'(x ) cos nxdx ] = 0 ( «  = 0 , 1 , 2 , . . . )  ,
■7Г о

i  * i Г H n
bn = — J  / ( x ) s in  «xc/x = — J / ( x ) s i n nxdx + j /  (x)sin«x</x

( « = 1 , 2 , . . . )  •

Demak, toq / ( a ) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari 

a/t=0, (« = 0,1,2,...),

— j j*/ ( a )  sin nxdx
/TLo

/’ , = — J /  ( a ) s in « xc/a , ( «  = 1 , 2 ,  . . . )
^  0

bo iib , Furye qatori
00

/ W ~ X ft» s in « A
//=!

boiad i.
2-misol. Ushbu

f  ( a ) = А2 (~ Л -< А < Л -)

ju f t  funksiyan ing Furye qatori topilsin.
< Avvalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini

topamiz:
2 * 2

= — j a'3̂ /a = —K~,
-  J 3

_4_

ЯП

/Г w 

- j0
A' cos nxdx = —A

2 , sin «А

A COS ПХ

«/T
J a  sin nxdx =

0 « , )

0

fcosnxdx  =(-1)" ~ .  ( «  = 1 , 2 ,  . . . )
pi J  ̂  ̂ '
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Demak, / ( x )  = x  funksiyaning Furye qatori

/ ( * ) = * ' ~ x + 4 £ H )3 «=1 n
bo iad i .  ►

3-misol. Ushbu
/ (x )  = x ( —7t < X < Я-)

toq funksiyan ing Furye qatori topilsin.
Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblay-

miz:

n cos nx

bn = — [xs in  nxdx =
TC J

( X cos nx 4 r  
+ - Jco s nxdx

Demak, / ( x )  = x  funksiyaning Furye qatori
00

/ ( x ) ~ Z ( - l ) "  1 — sin nx
«=i

bo iad i .  ►

Faraz qilaylik, / ( x )  funksiya [~p>p]  ( p > 0 )  
segmentda uzluksiz bo is in . M a ium k i,  ushbu

я
t = — X

almashtirish [-/? ,/?] oraliqni [ - ; r , ; r ]  ga o ikazad i,  y a ’ni x

o'zgaruvehi [ - p , p ] da o ‘zgarganda t o‘ zgaruvchi [ —я -,/г] da 

o‘ zgaradi. Endi

f ( x )  = f [ £ t ]  = cp(t).
n

deymiz. Unda ( p[ t ) funksiya [ - ; r , / r ]  oraliqda berilgan uzluksiz 

funksiya bo iad i .  Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
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а „ = — \ (p( t )  c o s  n tdt,  (/7 -  0 , 1 , 2 .  . . . )  
тс J
1 с

1bn = — f r/>(/)sin ntdt  (/7 = 1 , 2 , . . . )
/Т J- 7Г

ni topib, Furye qatorini yozamiz:
^  oo

P  ( 0  ~ + Z  ( " « cos m  + hn sin n r )2 я.|
Modomiki,

rc
t = — x

ekan, unda

<P
71 a

^ + y
7 ^z  n=l

b o i ib ,  uning koeffitsiyentlari
\ P  J

Я- /Г Л
Я.. COS И — X 4- П.. S111 п — Л'

р  )

“ ■■---А
71

<Р\ ~ х 
р  )

71
c o s /7 — xdx , (и = 0 , 1 , 2  . . . )

\ = — | ̂  |— Л' sin /7 — х<£х . (и = 1 , 2 . . . )
71 . К

r \ Р  )  Р

bo iad i .  Natijada \—р->р\ da berilgan j  ( x )  funksiyaning Furye 

qatorini quyidagicha

f ( * ) +
^  f П7ГХ . . П7СХ
2 J  « „ c o s ------ + bn s in -------
я Д  P P J

bolishini topamiz, bunda
1 p

J  /  ( x') cos ——— dx ( «  = 0 , 1 , 2 . . . )a .
P

bn = — | / ( x ) s i n  —  xdx [n  = 1 , 2 . . . )
P
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4-misol. Ushbu
f ( x )  = e x ( - 1  < дс< 1) 

funksiyaning F w y e  qatori topilsin.
< Yuqoridagi formulalardan foydalanib, f ( x ) ~ e  

funksiyaning Furye koeffitsiyentilarini topamiz:
nn: sin nnx -  cos nnxC , e П7Г Sin ППХ -  CC

:in = Ie dx - e - e  , a = \e cos nnxdx ~ ;—г  
J J 1 + n~ K~-I

—7 ( e c osптг - e  ' cos>?/r) = ( - 1 )"------ 7— 7  (w = 1 ,2 ,  ■■•),
•тг “ N '  1 _ L  П  ~ ТГ ~1 + « ' Г  ' . 1 + П~7Г'

sin n n x  -  Л7Г COS ПКХ
btl = j ел cos nnxdx - 2 _21 +

1 + ГСП
2— r(e/2,TCOS/7,T + ПКСЛ COSrt/г)

= ^ . .L 1) . ( V 1 - e W - i V 1*1 g ____ fw = l 2 )
1 + « V  ' ' * ' 1 + л У  '

Demak,

/ ( * )  = «* ( - 1 < * < 1 )  
funksiyaning Furye qatori

( - о " ______ ( - ' г * 1
у — г  COS П7Г +  -------nn  sin nnx

\ + n~n~ 1 + n n

boiad i.  ►
Aytaylik, / ( x )  funksiya [ a , b]  da berilgan bo is in . [a , b]  

segment a k nuqtalar yordamida bo iak larga  ajratilgan. 

(a0 = a , л я = />).

Agar har bir ( a k , a k+i) (k  = 0 , l , 2 , . . . , « - l )  da f ( x )  
funksiya differensiallanuvchi bo i ib ,  x = a k nuqtalarda chekli o ‘ng 

f ( a k+ 0 )  [k = 0 , 1 , 2 , . . . , и - 1 ) ,

va chap
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. / ' К  - ° )  ( к  = 0 , 1 , 2 , - . . , / ? )

di fferensiallanuvehi dey ilad i.
Endi Furye qatorining yaqinlashuvchi bo i ish i haqidagi 

teoremani isbotsiz keltiramiz.
Teorema. 2n  davrli  / (x )  funksiya  [ - л -, л-] oraliqda

bo ‘lakli-differensia llanuvchi bo ‘Isa, и ho lda bu funksiyaning Furye  
qatori

a XT'
f  ( x ) ~ + 2^ ( ak 008 ^  + bk sin kx)

hosilalarga ega bo isa, / ( v) funksiya [a ,b ] da bo iakli-

2
[-/Г, re] da yaq in la shuvch i bo'lib, u n in g y i g  indisi 

/ ( x  + 0 )  + / ( x - 0 )

g a  t c n g  ho 'ladi.
5-rnisol. Ushbu

f  ( x ) — cos ax (-7Г <x< 7Г , a *  n eZ )
funksiyaning Furye qatori topilsin va и yaq in la sh ishga  tekshirilsin.

< Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz. 
Qaralayotgan funksiya juft bo igan i uchun

bH= 0 (n  = 1 , 2 , 3 ,  . . . )
bo iib ,

2 * n 
an = — J cos ax cos nxdx = j] cos ( a -  n ) x + cos ( a + n ) x ]  dx =

n
(- 1)" 1

a + n a ~ n
boiad i.  Demak,

f ( x )
sm ал:

(->)"
u n-\

■ +
1

cos nx1
a + n a  — n

Agar / ( x ) = cos ax  funksiya teoremaning sharilarini 
bajarishini e ’tiborga olsak, unda

4 1 0



cos ax -
sh\a7r j

; --------- -̂------- COS ПХ
\a +n  a - n jк  l a  B=|

bolish in i topamiz. ►

M ashq la r

1. Ushbu
/ ( * )  = 2 s i n ( 2 x  + 2)

garmonikaning grafigi topilsin.
2. Ushbu

/  (jc) = |jc| (-7Г <Х<7г )
funksiyaning Furye qatori topilsin.

3. Ushbu
f - x ,  agar  - л < х < 0  bo ‘ lsa,

f \ x ) = )[ 0 ,  agar  0 < х < л -  b o ‘ lsa
funksiyaning Furye qatori topilsin va u yaqinlashishga tekshirilsin.

4. Ushbu

funksiyaning Furye qatori topilsin va u yaqinlashishga tekshirilsin.

/(jc) = - ln  sin-— [ x ^ lk z r  , к e Z )

411



М и N I) A R I J Л

1-m a’ruza. Haqiqiy sonlar. Haqiqiy sonlar to'plami.
(Iaqiqiy sunning absolyut qiymati

1.1. Ratsional va irratsional sonlar...................................................................... 5
1.2. Haqiqiy son. Haqiqiy sonlar to'plami va uning

xossalari.............................................................................................................7
1.3. Sonlar o'qi. Sonlami geometrik tasvirlash.............................................. 1 1
1.4. Sonning absolyut qiymati va uning xossalari..........................................13
1.5. Matematik belgilar.........................................................................................15
Mashqlar........................................................... .'.....................................................16

2-ma'ruza. Tenglamalar va tengsizlikiar
2.1 Chiziqli va kvadrat tenglamalar..................................................................17
2.2. Determmantlar va ularning xossalari.........................................................19
2.3. Determinantlami hisoblash......................................................................... 25
2.4. Chiziqli tenglamalar sistemasi. Kramer usuli..........................................28
2.5. Chiziqli va kvadrat tengsizlikiar.................................................................34
Mashqlar.................................................................................... !............................38

3-m a’ruza. Tekislikda Dekart va qutb kourdinatalari sistemasi
3.1. Dekart koordinatalari sistemasi..................................................................39
3.2. Qutb koordinatalari sistemasi..................................................................... 41
3.3. Ikki nuqta orasidagi masofa. Kesmani berilgan nisbatda bo'lish........43
Mashqlar................................................................................................................. 48

4-m a’ruza. Vektorlar
4.1. Vekior tushunchasi va vektorlar ustida amallar..................................... 49
4.2. Vektorlarning skalyar ko'paytmasi va vektorlarning 

koordinatalari................................................................................................. 53
Mashqlar................................................................................................................. 56

5-m a’ruza. kumpleks sunlar. Kompleks sun tushunchasi.
5.1. Kompleks sonlar ustida am allar.................................................................57
5.2. Kompleks sonni geometrik tasvirlash...................................................... 60
5.3. Kompleks sonning trigonometrik shakli (ko'rimshi)

Kompleks sonning moduli va argumenti..................................................62
Mashqlar................................................................................................................. 67

So^zboshi................................................................................................................3

412



6-та 'ги / а . Y uqori d ara ja li tenglam alar
6 I . Ko'phadlar va algebraning asosiy teoremasi........................................... 68
6.2. Yuqori darajali tenglamalarni yechish.......................................................71
Mashqlar..................................................................................................................78* ;

7-rna'ruza. Tekislikda chiziq va uning turli tenglam alari
7.1. To'g'ri chiziqning umumiy tenglamasi.......................... ..........................79
7.2. To‘g ‘ri chiziqqa oid masalalar........................................;............... ...........86
Mashqlar................................ .......................................................!.........................93

8-m a’ruza. Tekislikda ikkinchi tartib li chiziqlar
8.1. Aylana.............................................................................................................. 94
8.2. Ellips..................................................... .......................................................... 95
8.3. Giperbola...................................................................................................... 100
8.4. Parabola........................................................................................................ 103
8.5. Ikkinchi tartibli egri chiziqlaming umumiy

tenglamasi..................................................................................................... 105
Mashqlar............................................................................................................... 110

9-m a’ruza. Funksiya tushunchasi
9.1. Funksiya ta’rifi. Funksiyaning aniqlanish va o ‘zgarish sohalari 

(to‘plamlari)...................................................................................................111
9.2. Funksiya grafigi........................................................................................... 114
9.3. Chegaralangan va monoton funksiyalar.................................................115
9.4. Juft, toq va davriy funksiyalar..................................................................119
9.5. Murakkab va teskari funksiyaiar............................................................. 122
Mashqlar............................................................................................................... 124

10-m a’ruza. Sodda funksiyalar va u larning g ra fik lari
10.1. Butun ratsional funksiya..........................................................................125
10.2. Kasr ratsional funksiya............................................................................ 127
10.3. Trigonometrik funksiyalar...................................................................... 133
10.4. Teskari trigonometrik funksiyalar.........................................................135
Mashqlar............................................................................................................... 136

11-m a’ruza. N atural argum entli funksiya (sonlar ketma-ketligi) 
va uning limiti

11.1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi.......................................................... 137
11.2 Sonlar ketma-ketligining limiti..............................................................140
11.3. Ketma-ketliklar ustida amallar. Cheksiz kichik miqdorlar

haqida lemmalar........................................................................................144
11.4. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar va ularning xossalari......................146

413



11.5. Ketma-ketlik limitining mavjudligi...................................................... 147
1 1.6. Muhim limit (ye-sonli) va ketma-ketlik limitini hisoblash............. 149
Mashqlar............................................................................................................... 152

12-maVuza. Funksiya lirniti
12.1. Funksiya limit! ta’rifi............................................................................... 153
12.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar....................................... 156
12.3. Chekli limitga ega bo‘lgan funksiyalaming xossalari.......................158
12.4. Funksiya limitining mavjudligi............................................................. 160
12.5. Muhim limitlar va funksiya limitini hisoblash...................................160
Mashqlar........................................... ..................................................................... 169

13-ina’ruza. Funksiyaning uzluksizligi.
Uzluksiz funksiyalaming xossalari

13.1. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi.................................................170
13.2 Uzluksiz funksiyalar ustida amallar..................................................... 172
13.3. Funksiyaning uzilishi va uzilishning turlari........................................175
13.4. Segmentda uzluksiz bo‘ lgan funksiyalar haqida teoremalar........... 179
Mashqlar............................................................................................................... 180

M -ma'ruza. Funksiyaning hosilasi. Hosilaning geometrik va 
mexanik ma’nolari

14.1. Funksiya hosilasi tushunchasi............................................................... 181
14.2. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari..................................... 184
14.3. Hosila hisoblash qoidalari...................................................................... 186
14.4. Teskan funksiyaning hosilasi.................................................................189
14.5. Funksiya hosilalarini hisoblash............................................................. 190
Mashqlar............................................................................................................... 197

15-ina’ruza. Funksiyaning differensiali. Taqribiy form ulalar
15.1. Funksiya differensiali tushunchasi........................................................198
15.2. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi................................... 200
15.3. Y ig ind i, ko lpaytma va nisbatning differensiali.

Murakkab funksiyaning differensiali................................................... 202
15.4. Taqribiy formulalar..................................................................................203
Mashqlar.......................................... .................................................................... 205

Ift-ma'ruza. Yuqori tartibli hosila va dilferensiallar
16.1. Yuqon tartibli hosilalar...........................................................................206
16.2. Sodda qoidalar. Leybnits formulasi...................................................... 208
16.3. Yuqori tartibli differensiallar..................................................................210
Mashqlar............................................................................................................... 211

414



17-ma'ruza. Differensiallanuvchi funksiyalaming xossalari.
Teylor formulasi

17.1. Differensiallanuvchi funksiyalaming xossalari..................................212
17.2. Teylor formulasi....................................................................................... 216
17.3. Ba’zi funksiyalar uchun Teylor (Makloren) formulalari.

Taqribiy formulalar...................................................................................219
Mashqlar.............................................................................................................. 222

18-ma’ruza. Hosilalar yordamida funksiyalaming o'suvchi, 
kamayuvchi hamda ekstremumlarini aniqlash

18.1. Funksiyaning o ‘suvchi hamda kamayuvchiligi.................................. 223
18.2. Funksiya ekstremumi. Funksiya ekstremumga erishishining 

zaruriy va yetarli shartlari........................................................................226
18.3. Funksiyaning [a,b] segmentdagi eng katta va eng kichik 

qiymatlari.................................................................................................... 234
Mashqlar................................................................................................................235

19-ma'ruza. Funksiya graflgining qavariqligi, botiqligi, 
egilish nuqtasi asimptotasi

19.1. Funksiya graflgining qavariqligi va botiqligi......................................236
19.2. Funksiya graflgining egilish nuqtasi.................................................... 238
19.3. Funksiya graflgining asimptotalari...................................................... 240
19.4. Funksiya grafigini yasash........................................................................243
Mashqlar................................................................................................................245

20-ma’ruza. Parametrik usulda berilgan funksiyalar
20.1. Parametrik usulda berilgan funksiya tushunchasi..............................246
20.2. Parametnk usulda berilgan funksiyalaming hosilalari.................... 248
20.3. Parametrik usulda berilgan funksiyalaming ekstremumlari........... 251
Mashqlar...............................................................................................................254

21-ma’ruza. Aniqmas integral. Integrating sodda xossalari va 
integrallash usullari

21.1 . Boshlang‘ich funksiya va aniqmas integral tushunchalari...............255
21.2 . Aniqmas in tegrating sodda xossalari.................................................. 257
21.3. Integrallash usullari.................................................................................. 261
Mashqlar....................................................... ........................................................ 267

22-ma’ruza. Ratsional funksiyalarni integrallash
22.1. Ko'phad va uning ildizlari.......................................................................268
22.2. To‘g ‘ri kasrlami sodda kasrlar yig‘ indisi orqali ifodalash

(to'g'ri kasrlami sodda kasrlarga yoyish)............................................ 270
415



22.3. Sodda kasrlami integral lash...................................................................274
22.4. Ratsional funksiyalami integrallash..................................................... 277
Mashqlar............................................................................................................... 279

23-m a’ruza. Ba’zi irratsional funksiyalami hamda trigonometrik 
funksiyalami integrallash

23.1. B a’zi irratsional funksiyalami integrallash.........................................280
23.2. Trigonometrik funksiyalami integrallash............................................ 284
Mashqlar............................................................................................................... 289

24-m a’ruza. Aniq integral tushunchasi.
Aniq integralning xossalari

24.1. Masala..........................................................................................................290
24.2. Aniq integral tushunchasi. Integralning mavjudligi.......................... 292
24.3. Aniq integralning xossalari..................................................................... 296
Mashqlar............................................................................................................... 298

25-m a’ruza. Aniq integralni hisoblash.
Aniq integralni taqribiy hisoblash.

25.1. Aniq integralni hisoblash usullari..........................................................299
25.2. Aniq integrallami taqribiy hisoblash.................................................... 309
Mashqlar............................................................................................................... 316

26-ma’ruza. Aniq integralning ba’zi bir tatbiqlari
26.1. Tekis shaklning yuzini hisoblash........................................................... 317
26.2. Yoy uzunligini hisoblash.........................................................................322
26.3. Aylanma sirtning yuzini hisoblash........................................................328
26.4. Statik momentlar va og‘irlik markazlarim hisoblash........................329
Mashqlar............................................................................................................... 333

27-m a’ruza. Xosinas integrallar
27.1. Chegaralari cheksiz (cheksiz oraliq bo‘yicha) integrallar................334
27.2. Yaqinlashuvchi xosmas mtegrallaming xossalari............................. 338
27.3. Xosmas integralning yaqinlashuvchiligi. Yaqinlashish alomati.....339
27.4. Xosmas integralning absolyut yaqinlashuvchiligi..............................343
27.5. Xosmas integrallami hisoblash.............................................................. 345
27.6. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari.........................348
Mashqlar............................................................................................................... 353

416



28-ina’ ruza. Sonli q a to rla r
28.1. Qator tushunchasi. Qatorning yaqinlashuvchiligi va 

uzoqlashuvchiligi...................................................................................... 354
28.2. Yaqinlashuvchi qator!aming sodda xossalari.................................... 358
28.3. Musbat hadli qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi.

Solishtirish teoremalari............................................................................360
28.4. Musbat hadli qatorlarda yaqinlashish alomatlari................................364
28.5. Ixtiyoriy hadli qatorlar. Qatorning absolyut yaqinlashuvchiligi, 

Levbnits teoremasi....................................................................................368
Mashqlar............................................................................................................... 374

29-ma’ruza. Funksional qatorlar va ularning tekis 
yaqinlashuvchanligi

29.1. Funksional qator tushunchasi.................................................................375
29.2. Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchiligi................................... 378
29 3. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorlarning xossalari.................. 380
Mashqlar............................................................................................................... 383

30-m a’ruza. Darajali qatorlar
30.1. Darajali qatorlar, ularning yaqinlashish radiusi va

yaqinlashish intervali............................................................................... 384
30.2. Darajali qatorning xossalari.................................................................... 389
30.3. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish. Teylor qatori................... 392
30.4. B a’zi sodda funksiyalaming Makloren qatori.................................... 395
30.5. Darajali qatorlarning taqribiy hisoblashlarga tatbiqlari.....................398
Mashqlar............................................................................................................... 401

31-m a’ruza. Furye qatorlari haqida dastlabki ma’Iumotlar
Furye qatorlan haqida dastlabki ma'lumotlar.............................................. 402
Mashqlar............................................................................................................... 411

417



Nasriddin Jabborov, 
Eshpo‘ lat A liqulov, 
Qunduz Axm edova

OL1Y M ATEM ATIKA

Mir/o Ulug‘bek nomidagi CVzbekiston Milli> universiteti Ilmiy 
Kengashining 2008 yil 29 dekabrdagi 5 -sonli yig ‘ i lishi 

qaronga ko'ra nashrga tavsiya etilgan.

Texnik muharrir: M. R ahm atov
Musahhih: Sh. Do‘stova

Terishga 14 .02 .2010  yilda berildi. Bosishga 15 .05 .2010  ruxsat etildi. 
Bichimi 84x108/16 Shartli bosma tabog“i 26.2.

Nashr bosma tabog'i 25.6. №33-buyurtma.
Adadi 300. Erkin narxda.

Qarshi davlat universiteti 
kichik bosmaxonasida bosildi.

Qarshi shahri, Ko'chabog’ ko'chasi, 17-uy




