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18. Arnument va funktsiya orttirmas

Faraz qilaylik, sonlar o'gida biror X, nugta berilgan bo’lsin. Bu nugta
yangi X, nugtaga ko’chirilsin. U holda, X, va X, nugtalar orasida masofali farq
hosil bo’ladi. Ana shu masofali fargning uzunligi X, - X; dan iborat bo’ladi. Bu
fargni DX bilan belgilasak,

X, - X, =Dx (1)
bo’ladi. Dxni orttirma deb ataymiz.

Dekart koordinatalari sistemasida y = f (X)
funktsiyaning grafigi berilgan  bo'lsin.
Funktsiyaning ixtiyoriy Anugtasining absissasi
X, dan va ordinatasi Yy, daniborat. Agar A nugta
grafik bo’ylab B nuqtagacha siljisa, B nugtaning

absissas X,, ordinatasi esa Y, dan iborat
bo’ ladi.

U holda, absissadagi farq X, - X, = DX, ordinatadagi farq esa Yy, - Y, =Dy dan
iborat bo’'ladi. Bundan quyidagicha mulohaza yuritish mumkin: funktsiyaning
argumenti DX orttirma olsa, funktsiya ham Dy orttirma oladi. Demak,
y=f(X) funktsiyaning orttirmasi argumentning Dx orttirmasi  bilan
aniglanadi.

Ta'rif: y=f(X) funktsiya uchun uning aniglanish sohasidan olingan X,
va X, argumentlari giymatlarining ayirmasi argumentning orttirmasi deyiladi.

Ta'rif: y=f(X) funktsiyaning giymatlar sohasi (0’zgarish sohasi)dan
olingan X, va X, argumentlariga mos Y, = f,(X) va y, = f,(X) orasidagi ayirma
funktsiyaning orttirmasi deyiladi.

Agar X argument Dx orttirma olgan bo’Isa, argumentning ortgan giymati

X+ Dx, funktsiyaning unga mos giymati esa quyidagidan iborat bo’ ladi:



y+Dy = f (x+ Dx).
y=f(X) funktsiyaning orttirmasini  topish uchun uning ortgan
giymatidan dastlabki giymatini ayirish lozim, ya ni
y+Dy= f(x+Dx)

y=1(x)
Dy = f(x+Dx)- f(x)

Misollar
1-misol. Agar Y =X+ 3 funktsiya berilgan bo’lib, funktsiyaning argumenti
o'z giymatini X =1 dan X, =45 ga o'zgartirsa, argument va funktsiya
orttirmalarini  toping.
Yechilishi: Dastlab X ning argument orttirmasi DX ni topamiz:
y, = f(xl): f(l):1+3:4,
y, = f(x,)=f(45)=45+3=75.
U holda, funktsiya orttirmasi quyidagidan iborat bo’ ladi:
Dy=vy,-Vy,= f(xz)- f(xl):7,5- 4=35.
2-misol. y=2x*+X- 6 funktsiya berilgan bo'lsin. Agar X 0'zgaruvchi
0'z giymatini X, =-2 dan X, =0 ga o'zgartirganligi ma’'lum bo’'lsa, Dx va Dy
larni toping.
Yechilishi: Argument orttirmasi DX ni topamiz:
Dx=X,- X, =0- (- 2)=2.
Funktsiyaning X =-2 va X, =0 ga mos giymatlari Yy,=f(X) va
Yy, = f(X,) larni topamiz:
v = flx)=f(-2)=2¢{- 2] +(- 2)- 6=0
y, = f(x,)= f(0)=2>0+0- 6=-6.
Endi funktsiya orttirmasi Dy ni topamiz:

Dy=vy,-v,=f(x)- f(x)=-6-0=-86.



Demak, argument orttirmasi Dx =2, funktsiya orttirmasi esa Dy =-6 dan
iborat ekan.

3-misol. y=x*- 3x- 1 funktsiya berilgan. x=4 va Dx=0,5 bo'lganda
Dy ni toping.

Yechilishi: Berilgan funktsiyaning Dxga mos ortgan giymatini topamiz:

y+Dy = (x+Dx)* - 3(x+Dx)- 1= x>+ 2x>Dx + (Dx)* - 3x- 3Dx- 1.
Endi funktsiya orttirmasi Dy ni topamiz:

y + Dy = x? + 2x>XDx + (Dx)* - 3x- 3Dx- 1,

"y =x*-3x-1
Dy = 2x>XDx + (Dx)* - 3Dx =2x4X0,5) +(0,5)* - 3x05=4+0,25- 15=2,75

Demak , Dy =2,75.

Mustaqil yechish uchun mashglar
Nel. y=5X-4 funktsiya berilgan bo'lsa, argument o'z giymatini
X =-3 dan X,=-1 ga o'zgartirsa, argument va funktsiya orttirmalarini

toping.
1 . . o
Ne2. y:§x+3 funktsiya berilgan. Argument o'z giymatini X, =2 dan

X, =4 ga o' zgartirgan bo’'lsa, Dx va Dy larni toping.

Ne3. y=X>- X*+X- 2 funktsiya berilgan. Argumentning qiymati [3; 4]
oraligda o' zgarsa, argument va funktsiya orttirmalarini toping.

Ned4. f(x): X, X =2vaX,=19 bo'lsa, Dx va Dy orttirmalarni toping.

Ne5. Qirrasi a gateng bo'lgan kub berilgan. Agar qirra uzunligini
hisoblashda Dx xatoga yo'| qo'yilgan bo'lsa, shu kubning  hamini
hisoblashdagi DV xatoni toping.

2

X
Ne6. Agar VZE , X, =2 va Dx=01 ekanligi ma’'lum bo'lsa, berilgan

funktsiyaning X, nugtadagi orttirmasini toping.



1
Ne7. Y :5 funktsiya berilgan. x=2 va Dx=0,8 bo'lganda Dy orttirmani

toping.
Ne8. Agar y:& funktsiya berilgan bo'lsa, x=1 va Dx=0,2 bo’'lganda

funktsiya orttirmasi Dy ni toping.

28. Hosllaning fizikaviy ma’nosi

Ma lumki, jismlarninng hamma harakatlari ichida eng soddasi to’'g'ri
chiziq bo'ylab tekis harakatidir. Bu shunday harakatki, unda jism o'z
yo' nalishini  o'zgartirmay, har qganday teng vagtlar oraigida bir xil
uzunlikdagi yo'llarni bosib o’tadi. Ba'zi oraliglarda transport vositalari tekis
va to'g'ri chizigli harakat giladi.

Harakatdagi jismning to'g'ri chiziq bo'ylab tekis harakatida vagt
birligida bosib o’'tgan yo'li, shu harakatning tezligi deyiladi.

Odatda biz ko’'pincha notekis harakatlarga duch kelamiz. Masalan, biror
stansiyadan jo’'nayotgan poyezd avval sekin-asta tezlasha boradi. U o'z
harakatining ikkinchi minutida birinchi minutidagidan ko'p, uchinchi minutida
esa ikkinchi minutidan ko'prog yo'l bosadi va hokazo. Ma'lum tezlikka
erishib olgach, u har bir minutda bir xil uzunlikdagi yo'Ini bosib o'tadi, tekis
harakat qiladi. Poyezd belgilangan joyga yaqginlasha borgach, har qaysi
minutda oldingisidan kamrog masofani o'tib, tezligini kamaytira boradi.
Samolyot, paraxod, avtomobil, tramvay, trollebuslar hagida yuqoridagi
fikrlarni aytish mumkin.

Har ganday notekis harakat gilayotgan jism turlicha, ammo miqgdor
jihatdan teng bo’lgan vagt oraliglarida turli uzunlikdagi masofalarni o’ tishi
mumkin. Shuning uchun notekis harakatni gandaydir vaqt oralig'ida o'tilgan
yo'l uzunligi bilan to'la ifodalab bo’lmaydi, ammo notekis harakat ma’lum

vagt oralig’'idagi o'rtacha tezlik bilan xarakterlanadi.



Tekis harakatda yo’'Ining har ganday qgismidagi o'rtacha tezlik harakat
tezligi bilan bir xil bo’'ladi. O’'rtacha tezlik odatda poyezdlarning harakati
bilan xarakterlanadi. Masalan, Moskva-Sank Peterburg ekspress poyezdi 650
km.li yo'Ini 6 soatda bosib o'tadi. Shunga ko'ra uning o'rtacha tezligi 108
km/soatga teng. Ammo bu poyezd har soatda 108 km masofani bosib o’ tishini
bildirmaydi. Masalan, harakatning poyezd tezlik olayotgan birinchi soatida u
80-90 km masofani bosadi. Undan keyingi soatda o'tilgan yo’'l taxminan 130
km.ni tashkil etadi. Shundan keyin ekspress poyezdi katta shaharlardan birida
to’' xtaydi. Bu to’ xtashga to’g'ri kelgan soatda ekspress 80-90 km dan ham kam
masofani bosib o'tadi. Bulardan ko'rinib turibdiki, o'rtacha tezlik notekis
harakatning to’la xarakteristikasi bo’la olmaydi.

Jism harakatining bir muncha to’laroq tavsifini ko'rib o'taylik.

Differentsial hisobga kirish sifatida tezlik hagidagi masalaga to’ xtalamiz.
Bu masala differentsial hisob asosiy tushunchasining vujudga kelishi bilan

tarixiy bog'langan bo’lib, keyinroq bu tushuncha hosila nomini oladi.

Faraz qilaylik, biror moddiy nugta t vagt ichida S masofani bosib

o'tgan bo'lsin. U holda, yo'l formulasi

2
- 1)
ko'rinishda ifodalanishi malum (9=981). Nugta M :
vaziyatda bo’ Iganda harakatning berilgan t paytdagi V tezligini -
aniglash talab gilinsin. _ M
O’ zgaruvchi tga birorta Dt orttirma beramiz va nugta MX[. o

M, vaziyatda bo’lgandagi t + Dt paytni tekshiramiz.
¥
Masofaning Dt vaqt oraligida qabul gilgan orttirmasini US (ya ni
MM, =DS) bilan belgilaymiz. (1) tenglikdagi t o'rniga t+Dt ni qo'yib,

yo'lning yangi giymati uchun quyidagi ifodaga egabo’lamiz.

S+ DS:%(H Dt)*



Bundan DS:%('[Z"'Z“U"'UZ)-S S ning o'rniga berilgan  giymatini

go’'yamiz:
ps=3¢ + Lo+ D2 - S =9+ x?)
2 2 2 2 2

DSni Dtga bo'lib, moddiy nugtaning MM, oraligdagi o'rtacha tezligi
topiladi:

= gt += .
g+ @

(2) tezlik Dt ning o'zgarishi bilan birgalikda o' zgarishini hamda o’tgan
Dt vagt gancha kichik bo'lsa tushuvchi nugtaning t paytdagi o' rtacha tezlik
shuncha yaxshiroq tavsiflashi ko'rinib turibdi.

Nugtaning t paytdagi Vtezligi deb, Dt vaqt oraligidagi V., o'rtacha
tezlikning nolga intilgandagi limitiga aytiladi:
g

- O_
L{g(])ggt + > Dt B_ ot. 3)

Vv

Umumiy holda ham V tezlik nugtaning to'g'ri chizigli harakatida shu
singari hisoblanadi. Nuqgtaning vaziyati, birorta boshlang’ich O nuqtadan
hisoblangan S masofa bilan aniglanadi hamda bu masofa o'tilgan yo'l
deyiladi. T vagt esa biror paytdan boshlab hisoblanadi vabu paytda nugtaning

Oda bo’lishi shart emas. Ixtiyoriy payt uchun nugtaning vaziyatini aniglash

imkonini beradigan harakat tenglamasi
S=f(t) (4
ma’ lum bo’lsa, harakat to’'la berilgan deyiladi.
Berilgan t paytda V tezlikni aniglash uchun yuqoridagidek, t,ga Dt
orttirma berishga to’'g'ri kelar edi, bunga Sning DSga ortishi mos keladi. Dt

oraligdagi V,, O'rtachatezlikni



nisbat ifodalaydi. tpaytdagi V oniy tezlik esa bu yerda limitga o'tish orgali
topiladi, ya' ni:

v=Ilimv —IimD—S
T oeo ©" Deo Dt (5)

Bu tenglik hosila deb qabul gqilingan bo'lib, Vv tedik o'tilgan S
yo'lning vagt bo'yicha hosilasi deb aytiladi. Uni quyidagicha yozish ham
mumkin:

v :$ (6)

1-misol. x argument X =4 dan X, =5 gacha 0'zgarganda Y = X*- 3X
funktsiya o’ zgarishining o’ rtacha tezligini toping.

Yechilishi: Berilgan funktsiya argumentining orttirmasini topamiz:

Dx=X,- X, =5- 4=1.
Funktsiyaning X, va X, dagi giymatlarini topamiz:
y,=4°- 3x4=4, y,=5"-35=10.
Funktsiya orttirmasini hisoblaymiz:
Dy=Yy,- Y, =10- 4=6.
Berilgan funktsiya o’ zgarishining o’'rtacha tezligini topamiz:

Vy = Iimgz Iim§=6.
x®0 DK D®01]

2-misol. Moddiy nugtaning to’g'ri chizigli harakati S=2t° - t +3 tenglama
bilan berilgan bo’'lsa, nuqtaning t=3 paytdagi harakat tezligini toping (t-
sekund, S-metrlarda).

Yechilishi: Moddiy nuqgta harakatining o’ rtacha tezligini topamiz:
S+DS=2(t+Dt)’ - (t+Dt)+3=22 +4t>Dt + 2(Dt)* - t- Dt +3
DS=2t* +4txDt +2(Dt)’ - t- Dt+3- 262 +t- 3= 4txDt +2(Dt) - Dt.

DS _ 4t>Dt +2(Dt)’ - Dt
Dt Dt
Moddiy nugta harakatining vagtning t paytdagi hagigiy tezligini topamiz:

=4t - 2Dt - 1.




v=|im§=|im(4t- 2Dt - 1)=4t- 1.

Deo Dt D®o
Moddiy nuqta harakatining t =3 sekund oxiridagi tezligini topamiz:
Vies =4°5-1=19u/c.

3-misol. Moddiy nugta S=5t*- 3t +2 gonun bo'yicha to’'g'ri chizigli
harakat giladi. Vagtning t =5 paytdagi tezligini toping.

Yechilishi: Nugtaning t vagtning istalgan paytidagi harakat tezligini
topamiz, ya ni:

¢

V:%:(S) =15t - 3,
dt

Endi, moddiy nugtaning t =5 paytdagi harakat tezligini topamiz:
V. =15>6% - 3=15x25- 3=375- 3=372m/s.
Demak, moddiy nugtaning t =5 paytdagi tezligi 372 n/sdan iborat ekan.
4-misol. Massasi 20 kg bo'lgan sharsimon jism S=8t*- 3t- 2 gonun
bo'yicha to'g'ri chizigli harakat qiladi. Shu jismning harakat boshlagandan

mv?

2
Yechilishi: Sharsimon jismning vagtning U paytidagi harakat tezligini

keyingi 7 s o'tgandagi kinetik energiyasi ni toping.

topamiz:

v=Sc(@2o - 2f =16t- 3
dt

Jismning t = 7 paytdagi tezligi quyidagidan iborat:
V.., =16%7- 3=112- 3=109nvs.
Endi t =7 paytdagi jismning Kinetik energiyasini topamiz:

mv? _ 205109
2

Demak, jismning t = 7 paytdagi kinetik energiyasi 1090 jouldan iborat ekan.

=10>409 =1090joul.



Mustaqgil yechish uchun mashglar

_p | .
Ne9. Nugta S(t)—Vot"'? gonun bilan harakat qiladi. (S-o'yul, metr
bilan; t- vagt , minut bilan). Bu nugtaning:
1) harakatning boshlang’ich paytidagi;
2) vaqtning t, paytdagi oniy tezligini toping.

Ne10. Nugta S(t) =t> gonun bo'yicha harakat gilmogda. Shu nugtaning:
1) harakatning boshlang’ich paytidagi;
2) harakat boshlangandan 10 sekund o’'tgandan keyingi;
3) t =5 minut paytdagi oniy tezliklarni toping.

Nell. S(t) =t gonun bo'yicha harakatlanayotgan jismning t vagtining
istalgan minutdagi oniy tezligini toping.

Nel2, y=6x+1 gonun (tenglama) bilan harakatlanayotgan moddiy
nugtaning tezligini toping.

Nel3. Jismning harorati T ning tvagtga bogliq holda T =2t +t- 1
gonun bo’yicha o' zgaradi. Bu jism vagtning t =6 paytida ganday tezlik bilan
giziydi?

Neld. S=6t>+5t+3 qonun bo'yicha harakatlanayotgan jismning
massasi 90 kg. Jismning harakat boshlangandan keyin 4s o’'tgandagi kinetik
energiyasini toping.

38. Egri chiziqgurinmasi
Maktab geometriya kursidan bizga fagatgina aylanaga urinma o’tkazish
tushunchasi ma’ lum bo’lgan. Aylanaga biror M nugtadagi urinma deb, aylana
bilan fagat bitta umumiy M nuqgtaga ega bo’lgan to’'g'ri chizig tushunilgan edi.
Bunday ta'rif har ganday egri chiziqg uchun ham mos kelmaydi. Masalan,
ABto'g'ri chiziq MNP egri chiziqga, bu egri chiziq bilan ikkita M va P

umumiy nugtasi bo’lishiga garamasdan M nuqgtada urinadi, deyish mumkin.



CD to'g'ri chizig MNP egri chizig bilan fagat bitta umumiy N nuqtaga ega.
Ammo buni MNP egri chizigga urinma deyish to’ g'ri emas albatta.

Ixtiyoriy egri  chizigning M nugtadagi
urinmasini  aniglash  uchun  bu egri
chizigda yana bir M, nugta olib,
MM, kesuvchi  o'tkazamiz. Agar M,
nugtani  berilgan egri chizig bo’yicha M
nugtaga cheksiz yaqginlashtirib siljitsak, bu
holda, kesuvchi ketma-ket MM, MM,

MM, vahokazo holatlarga ega bo’ladi.

MM, kesuvchining M; nugtasi egri chiziq bo'ylab harakatlanib, M
nugtaga cheksiz yaginlashgandagi limit holati egri chizigga M nugtada
o'tkazilgan urinma deb aytiladi.

Urinma tenglamasini topishga doir quyidagi misolni garaymiz.

Misol. Quyidagi Y =2X*- X+3egri chizigning absissasi X =1 bo’lgan
M nugtasiga o'tkazilgan urinmaning tenglamasini tuzing.

Yechilishi: Egri chizigning urinish nugtasi  koordinatalar  (, y)larni
topamiz. Uning absissasi X =1 ekanligi ma’ lum. ordinatasini topamiz:

y=2X°-1+3=4

Demak, urinish nugtasi M (l' 4) dan iborat. Endi M (l' 4) nugtadan
o'tuvchi urinma tenglamasini tuzamiz. X, =1 va Yy, =4 bo'lganligi sababli,
ularni berilgan nuqgtadan o’'tuvchi to'g'ri chizig tenglamasi Y - ylzk(x- x1)
ga go'yamiz. U holda, y- 4=k(x-1) hosil bo'ladi. Urinmaning burchak
koeffisiyenti kni topamiz:

y+Dy = 2(x+ Dx)* - (x+Dx)+3=2x% +4x>xDx + 2(Dx)’ - x- Dx+3;

Dy = 2x% + 4x>XDx + 2(Dx)* - x- Dx+3- 2x* + x- 3= 4x>Dx + 2(Dx)* + Dx;



ye=k = lim 2 = im(4x><Dx+2(Dx)2 + Dx):o.

D®0 DY D®0
Uholda, Y- 4=k(x- 1) dan urinmatenglamasi y = 4ekanligi topiladi.

Demak, M (l' 4) nugtadan o’'tkazilgan urinma ordinata o’qidan 4 birlikda
o'tib, absissalar 0'giga parallel bo’'lgan to’g'ri chizigdan iborat ekan.

48. Hosllaning geometrik ma’ nosi

Faraz gilaylik, KL egri chiziq

y= f(x) funktsiyaning grafigi bo’lsin. U
holda, ikki nugtani, ya'ni (x,y) koordinatali
M nugtani va (x+ Dx, y + Dy) koordinatali

M, nugtani belgilaymiz.

-

Absissa o’ gigaparalel gilib MP 0l f
to'g'ri chizigni o'tkazamiz. MM,P uchburchakda MP =Dx, M,P =Dy.

Shuning uchun % nisbhat MM kesuvchining absissa o’ qi bilan hosil gilgan a

burchagining tangensiga teng. X® 0 da M nuqta harakatsiz goladi, M; nugta
esa egri chizig bo'ylab M nuqgtaga cheksiz yaginlashadi. MM, kesuvchi bu
vagtda doim yo'nalishini ©'zgartiradi. Shu bilan birga a burchak ham
0’ zgaradi. Bunda

Dy _

— =tga.

Dy 9 (1)
MM, vatar limit holatida absissalar o’'qi bilan biror b burchak hosil

gilib, MN urinma vaziyatini oladi. U holda

b =Ilima (2)

Dx® 0
yoKi
tgb =limtga bo'ladi.



tga :% ekanligini hisobga olsak, quyidagini hosil gilamiz.

Dy_
tgb = Ilmtga —yx@r)rz) O

3
(3) tenglikni quyidagicha ta'riflash mumkin, ya'ni: f (X) funktsiyaning X
nugtadagi  hosilasi bu funktsiya grafigining Xabsissali nugtasidagi urinma

og'ish burchagining tangensigateng.

58. Hosilaning parabolaga tadbigi

y=ax? parabolaga  uning ixtiyoriy S I
M (X, y) nugtasidan urinma o’tkazish masalasiga ||| rll:.;""
to' xtaylik. Urinmani M (x, y) nuqtadan o' tkazish "%5 ﬁ\‘
uchun urinmaning vaziyatini aniglashda \"x\\ . ’fj:;;*’
uning  burchak . ‘*\H P -4
= A

koeffisiyentini (ya ni tga ni) bilish yetarlidir.
xabsissaga Dx orttirma berib, egri chizigning M nugtasidan X+ Dx
absissali hamda

y +Dy = a(x+ Dx)’
ordinatali M, nugtasiga o'tamiz. MM, kesuvchining tgj burchak koeffisiyenti
MNM, to'g'ri burchakli uchburchakdan topiladi. Undan MN katet absissaning
Dx orttirmasiga teng. NM; katet esa ordinataning unga mos bo’lgan quyidagi
orttirmasiga teng:

Dy = a(2x xDX + sz)

Bundan:

tg) :&—7+a><Dx.



Urinmaning burchak koefisiyentini topish uchun DXx® Odalimitga o'tish
lozim, chunki bu limitga o'tish MM, ® Obilan teng kuchlidir. Bunda|] ® a
hamda tgj ® tga . Shunday qilib, quyidagi natijaga kelamiz:

tga =limtgj = lim Dy li (2ax+a><Dx) 2ax = y¢

Dx® 0 Dx® 0 DX
Bu tenglik ham hosilani ifodalaydi, ya'ni parabola tenglamasidan olingan

hosila: y(=

68. Hosila tushunchas
Ta'rif: y = f(x) funktsiyaning X nuqtadagi hosilasi deb, funktsiyaning shu
nugtadagi  orttirmasi Df(x) ning argument orttirmasi Dxga nisbatining
Dx® Odagi limitiga aytiladi.
Demak, ta rifga asosan

(x+ Dx)- f(x).

y¢:f0{x):| s lim ~

Dx®0 Dx
Berilgan y = f(x) funktsiyadan hosila olish amali shu funktsiyani
differentsiallash deyiladi.

Birorta oraligning har bir nugtasida hosilaga ega bo’lgan funktsiya shu

oraligda differentsiallanuvchi deyiladi.
y = f(x) funktsiyaning hosilasi uchun quyidagi belgilashlar ishlatiladi:

vyt 11402 A

y = f(x) funktsiyaning hosilasini hisoblash differesiallashning quyidag
bosgichlari bo’yicha bajariladi:
1°. x argumentga Dx orttirma berib va funktsiya ifodasini X o'rniga
orttirilgan giymat X+ Dxni go'yib, funktsiyaning orttirilgan giymati topiladi:
y+Dy = f(x+Dx)
2°. Funktsiyaning orttirilgan giymatidan uning boshlang’ich giymatini

ayirib, funktsiya orttirmasi topiladi:



Dy = f(x+ Dx)- f(x).
3°. Funktsiyaning orttirmasi Dyni argument orttirmasi Dxga bo'lib,
guyidagi nisbat tuziladi:
Dy _ f(x+ Dx)- f(x)
Dx Dx '
4°. Bu nishatning Dx ® Odagi limiti topiladi:
Dy _ i f(x+ Dx)- f(x).

[im im
x®@0 Dx Dx®0 Dx

1-misol. Y=X-9 funktsiyaning hosilasini differentsiallash bosgichlari
yordamida toping.
Yechilishi:
1°. x argumentga vaunga mos ravishda funktsiyaga orttirma beramiz:
y+Dy=x+Dx- 9.
2°. Funktsiyaning orttirmasi topamiz:
Dy=x+Dx-9- y=x+Dx- 9- x+9=Dx
Demak, Dy = Dx.
3% Funktsiya orttirmasi Dyning argument orttirmasi Dxga bo'lgan

nisbatini topamiz:

Demak, berilgan funktsiyaning hosilasi 1 dan iborat ekan.

2-misol. y=7x"-3x+2 funktsiyaning X=-2 nuqtadagi  xususiy
hosilasini toping.

Yechilishi: Ushbu misol ham yuqoridagi misol singari 4 bosgichda
hisoblanadi. Topilgan hosiladagi X o’'rniga 2 giymati qo’yiladi.

1% y+Dy = 7(x+ Dx)* - 3(x+ Dx)+2=7x* +14x>XDx + (Dx)* - 3x- 3Dx+ 2.



20 Dy =7%° - 14x>Dx + (Dx)? - 3x- 3Dx+2- 7x* +3x- 2=
=14xxDx + (Dx)? - 3Dx.

0 By _ Dx(- 14>I;+ Dx - 3) — _14x+Dx- 3.
X X

0 ye= lim 2 = lim(- 14x + Dx- 3)=-14x- 3.

Dx®0 DX Dx®0
y(=-14x- 3.

Endi X o'rniga2 ni qo'yib, xususiy hosilaning giymati topiladi:

y(=-1452- 3=-28- 3=-31.

3-misol. Y =4x® - 3x+ 2funktsiya berilgan. Y, ni toping.

Yechilishi: Ushbu misolning manosi yugoridagi misolning ma’ nosi
bilan bir xil. Fagatgina funktsiyaning berilishi hamda nugtaning giymatlari
fargli, xolos.

1° y+Dy = 4(x+ Dx)* - 3(x+Dx)+2

2%, Dy = 4(x+Dx) - 3(x+Dx) +2- 4x% +3x- 2= 4x% +8xXDx +

+4(Dx)? - 3x- 3Dx+2- 4x% +3x- 2 =8xxDx + 4(Dx)’ - 3Dx.

o Dy _ Dx(8x+4Dx- 3)
3. Dx Dx

=8x+4Dx- 3.
0 yo= lim2Y = lim(8x + 4Dx - 3)=8x- 3.
D®0 DY D®0
Endi Xx=0ni Xning o'rniga qo'yib hisoblaymiz:
y¢(, =8x0-3=0-3=-3.
Mustaqil yechish uchun mashglar
Funktsiyalarning hosilalarini differentsiallash bosgichlari asosida toping.
Ne15. Quyidagi funktsiyalarning hosilalarini toping:
a) y=x-4 b) y=2- 3x

1
v)YZEX-3; g) Y=X+5.



Ne16. Funktsiyalarning hosilasini toping:

a) y=3+x- 2 b) y=(x- 1);
2 _Xx-1 5
V) Y=X"- 6X+1 g)y_T+X’
+3
d) y=7x +3x- 12 ye) y=2x2- 2_=_5

Nel7. Agar Y =X- 3 bo'lsa, X =- 1ldafunktsiyaning hosilasini toping.

Nel8. Y = X* - 3X funktsiyaning:

a o; b)3; v)-1; 0)-4.
nugtalardagi hosilalarini hisoblang.

Nel9. y = 4x* + x - 1 funktsiyaning:

a) X; b) x-1; v) x+1; @) x°.
nugtalardagi hosilalarini hisoblang.

Ne20. Yy =X* funktsiyaning X = 6 nugtadagi hosilasini toping.

Ne21l. y=2x*- 8x funktsiya berilgan. Hosilaning X =-4dagi xususiy
giymatini toping.

Ne22. y = x? + 2x- 3 funktsiya berilgan. Y{, ni toping.

Ne23. y = - 2x° + 3x funktsiya berilgan. Y, ni toping.

Ne24. y = 5Jx funktsiya berilgan bo’Isa, Y$; ni toping.

No25. S =t? funktsiyaberilgan bo’lsa, S¢; ni toping.

78. Elementlar funktsiyalarning hosilalari
hagidagi teoremalar
1-teorema. O’ zgarmas sonning hosilasi 1 gateng, ya ni
f(x)=ct=0. (1)
I sboti: Bu teoremayugorida keltirilgan — differentsiallashning to’ rt

bosgichi asosida isbotlanadi, bu bosgichlarni ketma- ket qo’ llaymiz.



Faraz qilaylik, Y = f(x):c (c-0'zgarmas son) funktsiya berilgan bo’lsin.
1°. y+Dy=c
2°. Dy=c- y=c-c=0
pY=2 =0
Dx Dx

40, ye= Iimgz im0 =0.

DX®0 DY Dx®0
Demak, y(= f(x)=c(=0
2- teorema. Erkli o' zgaruvchining hosilasi 1 gateng, ya ni:
y(= f(x)=x(=1. (2)
| sboti:
1°. y+ Dy = x + Dx
2 Dy=x+Dx- y=x+Dx- x=Dx, Dy=Dx

Dy Dx _ Dy _

0 — 7 — —"" — 7 =

3. Dx Dx 1 Dx

4° y¢:I|mE: iml=1 yc=1

3- teorema. Ikki funktsiya vyigindisining hosilasi shu funktsiyalar
hosilalarining yig'indisiga teng, ya ni
y(= U+ v (3)
Isboti: Faraz gilaylik, u=f(x) va v=1f,(x) bolsin. U holda
y= f(x)=u+v: fl(x)+ f(xz).
1°, u+Du = f,(x+Dx) va v+Dv=f,(x+Dx)
2°. Du= f,(x+Dx)- f,(x) va Dv=f,(x+Dx)- f,(x)

Dy = f1(X+DX)+ fz(X+DX)' (fl(x)+ fa X)
= fi(x+Dx)- f,(x)+ f,(x+Dx)- f,(x)=Du+Dv



3 by _Dbu, by
Dx Dx Dx

g

Dy Du

A, ye=lim—==Ilim—+ lim— = u¢+v¢
@0 Dx Dx®0[Dx Dx®0Dx

Demak, y(=ul+ V¢
4-teorema. O’ zgarmas ¢ soni bilan biror funktsiya ko’ paytmasining
hosilasi shu son bilan funktsiya hosilasining ko’ paytmasiga teng, ya ni:
y¢=(cu) = cu¢ (4)
I shoti: Faraz gilaylik, U= f(x) bo'lsin. U holda y = cu = cf () bo'ladi.
1° y+ Dy = cf (x + Dx)
2°. Dy =cf (x+ Dx)- cf (x) = f (x+Dx)- f(x)] =c>Du

0 g: c>Du
Dx Dx
4° y¢:limﬂz im¢ X—QZCXIimE:CU(F
x®0Dx Dx@0g Dxg Dx® 0 DX

Demak, y¢=(cu)' = cu¢

5-teorema. lkki funktsiya ko'paytmasining hosilasi birinchi  funktsiya
hosilasining ikkinchi funktsiyaning o’zi bilan, birinchi funktsiyaning ikkinchi
funktsiya hosilasiga ko' paytmalarining yig' indisiga teng, ya ni

ye=(u+ v)( = u +uvt (5)

Isboti: Faraz gilaylik, u=f,(x), v=1,(x) va y=uv=f(x)xf,(x)
hamda X o'zgaruvchining orttirmasi Dx va U, V, Ylarning orttirmalari mos
ravishda Du, Dv, Dy lar bo’lsin. U holda

1° y+Dy = (u+Du)(v+Dv)

2°. Dy =(u+Du)X{v+Dv)- uv=uv+(Du)v+u(Dv)+(Du)(Dv)- uv=

= (Du)v +u(Dv) + Du>Dv

30, E——v+uﬂ><g><D\/

Dx Dx Dx Dx



2 ye= imEv e im0 imEM o=
DX®OeDX [7,] DX®Oe DXg DX®OeDX [7,]

—uv+uvi+ IimDv=uv+uv+u>Q=ulv+uvc
Dx® 0

Demak, y¢= (uv)( =ul +uve
6-teorema. Ikki funktsiya nisbatining hosilasi quyidagiga teng:

yC= C—+ = — (6)

u
| sbot: Faraz gilaylik, y:V funktsiya berilgan bo’lsin. Bunda u = fl(x),

V= fz(x) vaVv?! 0. U holda

u+Du
0 + —
Loy+by=""—
0 Dy_u+Du_E_(u+Du)— u(v+Dv)_uv>Du— uv- uDv _
' v+Dv v v(v+Dv) v(v+Dv)
v>Du- u>Dv
v(v+Dv)
Bu  Dv
o DY _ Dx Dx
S Dx @ Dv_o
vev+ - Dx+
e Dx g
w00 o o My I o
40 y¢:|img—v9:Iim Dx Dx "% 2 € 2
: x®0aDx g D®0 g

e
B+ D+ imEP &
e Dx [1,] Dx®OeDX %

_ uv-uvt _uv- uv

Cv(v- ve0) V2
(
alo _ub- uve
Demak, Y0=& @ =— .
évg v

7-teorem. y = X" (n-ixtiyoriy hagiqiy son) dargjali funktsiyaning hosilasi
guyidagiga teng:



y=(e) =noc, )

+DXC)n 1
30 &z(X-FDX)n' X" =Xn-1e X g
- Dx Dx Dx
X
é Dxg U
T T A
: . An1@ g n1
o y¢=lime—==lim&"* U= ™!, :
4. Dx®Ongg Dx® 08 Dx u chunki
é v ¥
8 X0
N
+%9 -1
e X @ —
im =n
Dx® 0 Dx
X

Demak, y¢= (x” )( =nxx"".
8- teorema. Ko’ rsatkichli funktsiya y = a* (a > 0)ning hosilasi @* ¥na ga
teng, ya ni:
y¢= (aX )( =a"“lna. (8)
| shoti:
1° y+Dy=a"™

2 Dy=a">- a*=a*xa™- a* =a*(a™- 1)

30 Dy = ax(an - 1)
" Dx Dx
. Dy . ax(aD‘- 1) . .. a1
0 — —_ = —\ = =
4, ye=lim ~ lim o a’lna, chunki  lim o Ina.

Demak, y¢= (ax)( =a"Ina



O-teorema. Logarifmik y=Ilog, x (0<a®l va 0<x<¥) funktsiyaning

1
hosilasi ;Ioga €gateng, ya ni:

1
ye= (log, )= ~log, e ©
| sboti:
1° y+Dy =log, (x+ Dx)

2% Dy =log, (x+Dx)- log, x

DX &
Iogagi+—+
. Dy:Ioga(x+Dx)- Iogalex e Xg
S Dx Dx X Dx
X
Ioga‘gi+DX9
0 y¢:|imEzl im e X g:—log e.
4 Dx®0 DY X Dx®0 Dx a

1
10-teorema. y = Jx funktsiyaning hosilasi 7—=ga teng, ya ni:
2/x
( 1
¢= x| =—.
y ( ) 27X (10)

2°. Dy =/x+Dx- +/x
30 Dy X+DX_'\/;
" Dx Dx
4 yq::”mE: im X+Dx-«/;:“m( X"'DX;\/;)( X+Dx\+\/;):
DX®0PDX D®O0 Dx DX® 0 Dx X+DX+\/;)



1

) 1 1
f y=lim = = )
DX®ODx( x+Dx+\/§) D®0.[x+ DX ++/X /X+0+4/Xx 24X

11-teorema. Y = €*funktsiyaning hosilasi €*ga teng, ya ni:
(
y¢= (ex) =€ (11)
| sboti:
10. y + Dy - ex+D)<

X Dy=e“™-¢e" = eX(er - 1)

30 Dy = ex(er - 1)
D) Dx
4°. yt= Iimﬂz IimM:exlne:exxl_:eX

DX®0Dx Dx®0 Dx

Demak, Yy¢= (ex)( =e".

12-teorema. Y =sin X funktsiyaning hosilasi cos x gateng, ya' ni:

y¢=(sinx)" = cosx. (12)
| sboti:
1°. y+ Dy =sin(x+ Dx)
20 Dy =sin(x + Dx)- QnXZZSin%COS$(+%9
2 e 2 g
Zsin%cos§<+%9 sin% )
0 _ 2 e 2¢g_ 7 2 & Dxo
P —= = COSQX"‘—T
Dx Dx Dx & 29
2
sin%
4° y¢:IimE=Iim 2 xim cos§<+%9=1>cosx=cosx
DX®0DY D®0 % D®0 & 2 g
2

Demak, y¢=(sinx) = cosx.



13-teorema. Y = cos X funktsiyaning hosilasi -Sin x gateng, ya ni:

y¢=(cosx)' = - sinx (13)
| sboti:
1° y+ Dy = cos(x + Dx)
2° Dy = cog(x+ Dx)- cosx = cosxcosDx- sinxsinDx- cosx =
=- sinxsinDx- cosx(1- cosDx)

o Dy _-sinxsinDx- cosx(l- cosDx) _ .._.snDx 1- cosDx
3. = =-snx - cos—————~=

£ yo= lim Y = limes s WInbx - 1- cosDXo_
D®0 DX Dx®0& DX g
= limg sin SNXY. | 1- DX:- inXx- 0=-snx
Dx®08 Dx H DX® 0

Demak, y¢=(cosx) =- sinx

14-teorema. Y = tgx funktsiyaning hosilasi yoki sec’® X gateng,

cos? x

ya ni:

ye=(tgx)*= = sec” . (14)

cos® X
| sboti:

1°, y+ Dy = tg(x + Dx)

2°. Dy =tg(x+ Dx)- tgx

sin(x+Dx) sinx

30 Dy _ tg(x+ Dx)- tgx _ cos(x+Dx) cosx _
" Dx

Dx Dx
_sin(x+Dx)>cosx- cos(x + Dx)>sinx:sin Dx 1
Dx »cos x xcos(x + Dx) Dx 'cosx>cos(x+ Dx)
£ yo=lim Y = im&nDx, ! o_

Dx®0 Dx Dx®o§ Dx cosxmos(x+Dx)§_



1 1 1 _

: 0.,
= lim =xlim : =
COS X ><cos(x + O)

x®0a DX g Dx®0CcoSX >cos(x + Dx)
1 1

= = = sec® X
COSX>COSX  COS” X

¢ 1
Demak, Y¢= (tgx)’ = —— =sec®x.
cos® X

15-teorema. Y = ctgx funktsiyaning hosilasi - yoki - cosec’x ga

sin? x
teng, ya ni:

yt= (ctgx)¢: - L = - COSEec®X. (15)
| shoti:
1°. y + Dy = ctg(x + Dx)
2° Dy = ctg(x + Dx)- ctgx

cos(x+Dx) cosx

o Dy _ ctg(x+ Dx)- Ctgx _ sin(x+ Dx) ©sinx _
3. Dx Dx Dx

_sinx>cos(x + Dx)- cosx>sin(x+Dx) _  sin(x- x- Dx)  _
Dx><sinx><sin(x+ Dx) Dx><sinx><sin(x+Dx)

_ - sinDx __sinDx 1
Dx>sin x>sin(x + Dx) Dx  sinxo>sin(x+ Dx)
Dy . -snDx_,. 1

2% ye=Ilim—==1im Xim— : =
Dx@oDyx D@0  Dx Dx®Osmx>s|n(x+Dx)

1 1 ,
=-1x————=- ———=- cosec’X
snxsnx  sin®X

Demak, Y= (ctgx)®= - % = - cosec?x.




8 8. Murakkab funktsiya va uning hosilas
Faraz gilaylik, y = f(u) va u=j (x) funktsiyalar berilgan bo'lsin. U
holda, y = f(u) funktsiyaga X ning murakkab funktsiyasi deyiladi vabu
funktsiya quyidagicha yoziladi:
y= 1 (x)) (2)
Teorema: Biror belgilangan X=X, nugtada u =j (x) funktsiyaj ¢=j (x,)
hosilaga; VY= f(u) funktsiya esa unga mos ravishda Y, =] (Xo) nugtada
y(= f(u,) hosilaga ega bo'lsin deb faraz gilaylik. U holda, y= f(j (x))
murakkab funktsiya ham X, nugtada hosilaga ega bo’'ladi, hamda bu hosila
f(u) vaj (x) funktsiyalar hosilalarining ko’ paytmasiga tengdir, ya ni:
yg=[1( (] = 1§ ()4 &) e
yoKi
y§ = youl. 3)
Isboti: X ga ixtiyoriy Dx ortirma beramiz. U =] (X) ning mos orttirmasi
Du, y= f(u)funktsiyaning orttirmasi Dy bo'lsin. Funktsiya orttirmasining
Dy = y{XDx+a xDx (a - migdor Dxga bog'lig bo’'lib, u bilan birgalikda nolga
intiladigan cheksiz kichik migdor) formulasidan foydalanib, undagi Xni u
bilan almashtirsak, quyidagi hosil bo’ ladi:
Dy = y( >Du +a xDu. (4)

Du
Bundan — = yfx—+a x—.

Dx® 0 bo'lgan holda Du va a lar ham nolga intiladi. U holda

. Dy_ .. e Dug, . Dug_ -
lim S, = imEye-o =+ g@%gé o YPug 0= ypug (5)
Demak, y(= f(u)=y{xug.

1-misol. y=cosa- bx), y(=?



Yechish: Berilgan funktsiya murakkab funktsiya bo’lganligi uchun

ye=[f ()] = ¢ (x))5 ¢€x) formulani ko' llamiz:
y¢=[cos(a- bx)|' =- sin(a- bx){a- bx)' =- sina- bx)(0- b)=bsin(a- bx).

Demak, y¢=[cos(a- bx)]' =bsin(a- bx) ekan.

sin? x

2-misol. Y= ,
COS X

y(=?
Yechish: Funktsiyaning hosilasini topish uchun avval

yo= S0 0 _ u() - ubvd)

&v(x)a v:(x)

=

formuladan, keyin esa y¢= (x” )( =nx"?, y¢=(sinx) =cosx hamda

y¢:(cosx)(:-sinx|ardan foydalaniladi. Bu ishlarni quyidagicha amalga
oshirish mumkin:

L. ( . ( . . . .
yo ésin?x0 _ (sin?x) xcosx - sin? xX{cosx)® _ 2sin x>cosx>cosx - sin? x{- sinx) _
&cosx cos’ X

cos® X

_ 2sinx>cos’ x+sin®x _ sinx(2cos’ x+sin®x) _ sinx(coszx+coszx+sin2x)
cos® X cos” X

cos® x
_sin x(1+ cos” x)
cos? X

= sinx(1+ sec? x).
3-misol. y=3""%, y(=?
Yechish: Funktsiyaning hosilasini topish uchun u=sinx deb almashtirish
olamiz va (a“) =a" Ina>uCformulani qo’llaymiz, u holda
yt= (35‘”)( = ( “)( =3"¥n3>ut=3""* ¥n3>cosx.
4-misol. y=ctgVx, y(=?

Yechish: Berilgan funktsiyadan hosila olish uchun quyidagi

(1
(etgu)®= - —— ¢ hamaa yo= (V) N

sin®u



formulalardan ketma-ket foydalanamiz:

A, S SN IR N 1

sin?4/x sinZ\/;"Z\/;_- 2\/x>sin?yx
5-misol. y=arccosy2x, y(="?
¢ 1 ( 1
vechish: (arccosu)’=- ——xt 5 Wu) =——=>u¢ -
echish ( ) 0 va ( ) >Ju formulaga binoan

guyidagini hosil gilamiz.

~ « 1 ( 1 1 W6
y¢— (arccos«/&) =- W){@) - - mzm (2 )

1 1 1 1

1
=- Pl X =- Pl =- .
AJ1- 2x 2«/& A1- 2x 2\/5 1/2xf1- 2x5

Mustaqil yechish uchun mashqglar
Quyidagi murakkab funktsiyalarning hosilalarini toping:

Ne26. y = (x° +1) Ne27. y = (x- 1.
No28. y=9n3x. Ne29. Y = COS4X.
Ne30. y = (x2 - 2x+1)2. Ne3l. y= (x2 +3x+10)2.
Ne32 y:&LQ No33. y =ctg5x
032. 8X+1é' 033. Y =ClgoX.
Ne34. y=sin®x. Ne35. y = cos” X.
Ne36. Y =tg°X. Ne37. y =€,
Ne38. y =e™", Ne39. y = e,
Ne40. y =Insinx Nedl. y =Incosx .

Ned2. y =sin(x? +1)+cos(x’ - 1),

X
Ned3. Y =—7~ bo'lsa f (x) ni hisoblang.

Nedd. y=+/1- X%, Ned5, y =€



el+ X o
3f Ned7. ¥ =G+ .
X - Xg

Ned6. Y= -

@ xX*+x+1 93
Ne48. y gx:; ] 3X2 _ SXE .

98. Hosilani hisoblash qoidalari va
hosilalar jadvali

Oldingi paragrafda bir nechta elementar funktsiyalar hosilalari hagidagi
teoremalar Kkeltirilib, ular isbotlangan edi. Shu teoremalarning barchasi
differentsiallash goidalaridan iborat. Ulardan eng asosiylari differentsiallash
goidalari sifatida aohida gratib olinadi. Ajratilgan formulalarning hosilani
hisoblash goidalari deyilishiga sabab —hosilasini hisoblash talab qgilinadigan har
bir funktsiya hosila olish jarayonida shu qoidalarning biri bo’yicha yoyiladi.
So’'ngraesa ulardan hosila olinadi.

Quyidagi hosilani hisoblash qoidalari deb atalmish formulalarni
keltiramiz. Ularning har biri teoremalardan iborat bo’lganligi sababli. Oldingi
paragrafda isbotlandi.

1. Hosilani hisoblash goidalari
l. (CX)( =,

I (utvEw) = uts vex we
1. (uv)( =ul +uve

V. (uvw)( = ubw + veaw + wiv;

(
alo _ ul- uv
V.Go+ = 2
evVg \%

2. Hosilalar jadvali

1 (c) =o0.

2. (x)( =1.



R =L
o 1
eXg XZ’

6. (snx)' =cosx,

7. (cosx)' =- sinx,

¢_
8. (tox)"= cos’ X
¢_ 1
9. ()= sin® x

11. (ex) =€ (e“ )( =e" e
¢_1 ¢_1
inx)f=1, nu)®= e
12.(Inx) > (Inu) ~ut
¢_ 1 ¢_ 1
| = | = ¢
13. (log, X)*=—— (log, u)"= ——>u¢
¢ 1 ¢ 1
14, (arcsinx)"= , (arcsinu)*=- e
1- x° 1- u?
15. (arccosx)”= - ! (arccosu)®= L
1- x° 1- u?
16. (arctgq)®= (arctgx)®= UG
' 1+ x*’ 1+u®
¢ ¢, 1
17. (arcctgx)*= o (arcctgx)*= U

(

u ——>U¢
(e =1

(
&l 1
X =- ¢
8u;z; u>

(sinu)‘ = cosu>ut
(cosu)' =- sinuut

(tu)®=

(a“)( =a"lnaxC.

108. Teskari funktsiyaning hoslas

Faraz qilaylik, y=f

(x) funktsiya berilgan bo'lsin. Agar y= f(x)
munosabatdan x =j (y) munosabat kelib chigsa, j (y) funktsiya f(x) funktsiyaga



nisbatan teskari funktsiya deyiladi. Bunda Y o'zgaruvchi miqdorning qabul
gilishi mumkin bo’'lgan har bir giymatiga X o' zgaruvchi miqgdorning to'la
aniglangan qgiymati mos keladi, ya'ni teskari funktsiyaning aniglanish sohasi
to'g'ri funktsiyaning giymatlari to’'plami, to' g ri funktsiyaning aniglanish sohasi
esa teskari funktsiyaning giymatlari to’plamidan iborat bo’ladi.

Teorema. Agar y = f(x) funktsiya biror oraliqda uzluksiz bo'lib, shu
oraligning X, nuqtasida f((Xo)1 O hosilaga ega bo'lsa, X=]j (y) teskari

funktsiya ham Y, = f(Xo) nugtada hosilaga ega bo’ladi, ya' ni:
: 1
) Yol =—Fav: 1
)= 760) @

| sboti: X =] (y) teskari funktsiyaning Y argumentiga Dy?! O orttirma
beramiz. X=]j (y)funktsiya ham Dx?* O orttirma oladi. U holda, quyidagi o'rinli
bo’ ladi:

2/Q[w

(2)

gL

(2) tenglikning Dy ® Odagi limitini olamiz. Berilgan funktsiyaning
uzluksiz bo'lganligi  sababli, teskari funktsiya ham Y, nugtada uzluksiz

bo’ladi. U holda, Dy ® O bo'Iganligi sababli, DX® 0. Lekin Dx® 0da (2)ning

1
o'ng tomonining limiti mavjud bo'lsa, u @ dan iborat bo’'ladi.

Shuningdek, tenglikning chap tomonining limiti ham mavjud. Uning limiti
i {¥,) dir. U holda,
: 1
i €)= g
")

tenglik o'rinli bo’ladi. Teoremaisbot bo’ldi.

1
1-misol. y = X3 funktsiyaning (bunda x> 0) hosilasini toping.



Yechilishi: Berilgan funktsiya X=Yy°> (y>0) funktsiya uchun teskari

funktsiyadir. U holda, (1) gaasosan

%1y 1 1 1
32 _ _

= = = :E
& 5 () ¥ g 3

2-misol. y = x> funktsiyaning x>0dagi hosilasini toping.

'
wlN

Yechilishi: y=x* funktsiyaga teskari funktsiya X=\/§dan iborat. U
holda,

(XZ)(Z 1 _ 1 P
W) 2
3-misol. y=arcsinx funktsiyaning hosilasini toping. Bunda X1 ( J;l).

Yechilishi: Berilgan funktsiyaga teskari funktsiya X=siny dan iborat

8%
NI'O

QIO

~a&p.
| -
y g 5 ni hisobga

% U holda, (afCSinX)¢=

m-oga
N I'O

4

olib, cosy:\/l- sn?y =+1- x°

(nyf® cosy.

ko' rinishda yozish mumkin. U holda,

(arcsinx)®=

Mustaqil yechish uchun mashqglar
Ned9. y = (23+15x+ x3)2 funktsiyaning hosilasini toping.
Ne50. y= (X2 - 3)3 funktsiyaning hosilasini toping.

_eeltx § o
No51. Y—gm; funktsiyaning hosilasini toping.

Ne52. Quyidagi funktsiyaning hosilasini toping.
x> +x-1
x%- 3x° - 5x)2

T



Ne53. y =arccosx funktsiyaning hosilasini toping.
Ne54. y =arctgx funktsiyaning hosilasini toping.

Ne55. y =arcctgx funktsiyaning hosilasini toping.

1
Ne56. Y = arctg; funktsiyaning hosilasini toping.

Ne57. Quyidagi funktsiyalarning hosilasini toping:
a) y=arcsin2x;
b) y=arcctg2x.

No58. y =arcsinx+ arctgx + 2e*ning hosilasini toping.

118. Oshkormasva parametrik funktsyalar hoslas
Funktsiyaning formulaviy ifodasi funktsiyaga nisbatan yechilgan bo’lsa,
bunday funktsiyaga oshkor funktsiya deyiladi, masalan,
y=f(x), y=5x*-3x+4K
Agar berilgan funktsiyaning formulaviy ifodasi funktsiyaga nisbatan
yechilmagan bo’Isa, bunday funktsiyaga oshkormas funktsiya deyiladi, masalan,
x-y=0, x*-2y+5=0; kx+y-b=0.

+—-1=0, x*+y*=R%

2 2
f(X;y):Ov ? ;/2

Har ganday oshkormas funktsiyani har doim ham oshkor funktsiya
shaklida ifodalash mumkin bo’ lavermaydi. Masalan,
2x>sinxy+arcsin(x- y)- 1=0.

Oshkor funktsiyalardan hosila olish masalasi oldingi mavzularda ko'rib

o'tildi. Oshkormas funktsiyalardan hosila olish tartibi quyidagicha, ya ni,

berilgan tenglikning har ikkala tomonidan hosila olinadi. Bunda Y dan

funktsiya sifatida hosila olinadi.

1-misol. 8x*- 3y =7, y(=?

Yechilishi: (8X - By)( =(7)" 16x- y>y¢ =0,



X
y>y¢ =16X yoki Y>Yy(=16x, yQ:16§.

o.misol. € +In(x® +1)+y? =5 y(=2

Yechilishi: (ex + In(x2 +1)+ yz)( =5¢

2X 2X
e + + 2y xyC=0, 2y xyC= - e* - .
1 y Xy yxy 21
e 2X 1 & x 0
y¢:- =- —QC— -

2y 2y(x2+1) y%Z x2+1§

3-misol. Y* =2px, Y{(=7?

Yechilishi: 2y>Y(=2p, bundan y¢:§.

Berilgan ifoda argument va funktsiyadan tashgari gatnashgan qo’ shimcha
0’ zgaruvchi migdorlarga  parametrlar deyiladi. Masalan, X* + y2 =R
1 X=Rcosa,

aylananing parametrik tenglamasi |

Ly = Rsina ko' rinishida bo’ ladi.

Parametrlar yordamida berilgan funktsiyalarga parametrik funktsiyalar
deyiladi.
Parametrik funktsiyalarning hosilasi quyidagi formulayordamida topiladi:
dy _di (x)_j {x)

dx df(x)  féx) (1)
Y uqgoridagi tushunchalarni boshgacha talgin qilish ham mumkin, ya' ni:
x=j (t) va y=f(t) )

funktsiyalar berilgan bo’Isin. Bunda t-parametr. (2)dagi Y murakkab funktsiya
bo'lib, X ga bog'ligdir. (2) dagi birinchi tenglama t ga nisbatan yechilsa,

t=y (x). (3
hosil bo'ladi. Bundagi Y (X) funktsiya j (t) ga teskari funktsiya bo'ladi. U
holda, ¥ = f(t) va(3) dan quyidagini hosil gilamiz:



y=fl (x)).

Bu murakkab funktsiyadan Y¢ni topish og'irlik tug’ dirmaydi.

(4)

X argumentga boglig bolgan Y funktsiya X =] (t) va Y= f(t)

parametrik tenglamalari bilan berilgan bo'lib, | (t) hamda f(t) funktsiyalar

differesiallanuvchi va j (t)* Obo'lsa, bunday funktsiyaning hosilasi quyidagi

formula yordamida topiladi:

- ¥
y$ X6

()

1-misol. Funktsiya X =t% va y =t* parametrik tenglamalar bilan berilgan

bo’Isin. Funktsiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Berilganlardan t bo’'yicha hosila olamiz:
x¢=3t* va y¢=4t°,
(5) formulaga asosan:

¢ 4 4 4
yg::ﬁ:_:_t ya ni y§=§t.

1
2- misol. Parametrik tenglamalari X =/t Y¢:Et bilan

funktsiyaning hosilasi Y¢ ni toping.

(

( 1 a.o 1
S ¢=(t) =— ¢=¢=t=- ==,
Yechilishi: X ( ) ok va Yi ng >
1
_y¢_ 2 _
Bundan, yg}-th:—l—«/f. Demak, Y¢=+t.
2\t

Mustaqil yechish uchun mashqlar
Ne59. Oshkor funktsiyalarning hosilasini toping:

berilgan



1 > 1
=—; =2UXx+R/x* - —;
a)y 2 b)y \/— %/;
X, 2 _ax+b
VYT e 9 Y a+b
d) y=x(2x- 1), § V=
’ y 1- x*°
y:sinx-cosx_ N v ogn? x
yo) sinX+cosx " y= :
z) y=sinx’; i) y=sin®2x°

Ne60. Quyidagi  tenglamalar

oshkormas funktsiyalarning hosilalarini toping.

a) xty=1
V) X- y+xy=0;

berilgan  differentsiallanuvchi

b) X* +y* - xy =1
g) X +y*- 3xy=0.

Ne61. Differentsiallanuvchi oshkormas funktsiyaning hosilasini toping:

y=x+Inx

X
Ne62. Agar ; +2xy =3 po'lsin, A(l' 1) nugtada Y(ni toping.

Ne63. Quyidagi oshkormas funktsiyaning hosilasini toping:
3x%y* - 5x =0.

Ne64. X° +5xy® - y° =0 oshkormas funktsiyaning hosilasini toping.

Ne65. Parametrik tenglamalari bilan berilgan funktsiyaning hosilasi Y¢ni
toping:

x=acost va y=Dbsint.

NoB6. X=wt va y=t€' tenglamalar bilan berilgan parametrik
funktsiyaning hosilasini toping.

Ne67. X=Rcosj va y=Rsnj tenglamalar bilan  berilgan

funktsiyaning hosilasini toping.



Ne68. t=0 bo'lganda quyidagi parametrik tenglamalar bilan berilgan
funktsiyaning hosilasini toping:
x = €' cost va y =€ sint.

Ne69. Quyidagi funktsiyalarning hosilalarini toping:

a) 3y+5x° =2, b) y* - 5x+x° =0.
Ne70. Oshkormas funktsiyaning hosilasini toring:
2 2
L
a- b
X2 y2
Ne71. E+§ =1 dllipsga A(- 3 - 4) nugtada o'tkazilgan urinma va

normalning tenglamasini tuzing.

128. Hosilani hisoblashga doir mashglar
Hosilani hisoblash qoidalari va jadvaldan foydalanib, funktsiyalarning
hosilasini toping.
M1l y=2x*- x>+5x-3, y(=?

Yechilishi: Bu funktsiyaning hosilasini topish uchun
ye=(u(x) £ v(x) O ye=u€x)+véx) qoidadan foydalanamiz, ya ni:
yo=(2x) - () +(5x)- 3
Endi yt=(x)'=cx¢ ni hamda jadvaldagi y¢=c‘'=0 hamda
yC= (x")( =nxx"" formulaarni go’llab, quyidagini hosil gilamiz:
y¢=2x4x> - 3x* +5- 0=8x>- 3x* +5.

Demak, berilgan funktsiyaning hosilasi
y¢=8x’- 3x* +5 funktsiyadan iborat ekan.
N2 y=(x+1x?, y(=?
Yechilishi: Berilgan funktsiyaning hosilasini topish uchun uning shaklini

0’ zgartiramiz, ya ni:



y=(x+1)x* = x* + x%;
Ikki funktsiyaning yig'indisi hagidagi qoida hamda dargali funktsiya

hosilasi formulalaridan foydalaniladi, ya' ni:
( ( (
y¢= (x3 +x2) :(x3) +(x2) =3x° +2X.
M3, y=x’sinx, y(=

Yechilishi: Ushbu misolni yechish uchun hosilaning
ye¢=(u(x) + v(x))( 0 ye=udx)+ vEx)
qoidasidan  hamda  jadvaldagi  formulalardan  ye=(x") =nx™*  va
yC= (sin x)( =cosX lar qo'llaniladi. Bu holda hosilani hisoblash quyidagi
ketma-ketlikda amalga oshiriladi:
y¢= (xzsinx)( = (xz)( xinx+ x> {sinx)' = 2x>6inx+x? >cosx = x(2sin x + cosx).
M4, y=2Jxxe - xcosx+Inx, y(=?

Yechilishi: Funktsiyaning hosilasini topish uchun tegishli qoidalardan

hamda
y¢: (&)( :i, y¢: (ex)( = e* y(=x(=1, y¢: (COSX)( =-d8nX va
2./ ’

1

¢
y¢=(Inx)"= = formulalardan foydalaniladi

yt= (2& @ - Xcosx+In x)( = (2& e )( - (xcosx)¢+ (Inx)®=

1 -
—2><—>€‘ +2+/x %" - 1xcosx - X(- sinx ¥ - COSX+XSiNX=
2\/— ( ) N «/—
_ex+2XGX'\/;>‘COSX+«/—>s|nX
Jx |
e -1
M5, F )= f(-D=?



Yechilishi:  Funktsiyadan hosila olish uchun gv;: TR

(
(utv)(:u¢iv¢ (ex) =e* va x(=1 formulalarga asosan quyidagilarni hosil

gilamiz:

f(x)= [ +1) oo - 1)- (v -f _exler-1)- exferen) 2

(eX - 1)2 (eX - 1)2 (eX - 1)2 '

Endi hosil bo’lgan X o'zgaruvchi o’'rniga -1 giymatni gqo’yamiz, ya ni:

_ o2t 2e
f(x)—f‘(-l)—-(_1_1)2—-(1_6)2.

138. Differentsal tushunchas

y = f(x) funktsiya hosilasi lim===Yy¢ va limitning tarifiga ko'ra

D®0 Dy

% - Y¢=a (bunda a - cheksiz kichik migdori) ekanligi ma’ lum.

Bundan Dy = yGDx +a > Dx. (1)

(1)dan ko’rinadiki, funktsiya orttirmasi ikki gismdan iborat. Uning bosh
gismi YODX, funktsiyaning differentsiali va a *Dx -cheksiz kichik migdor deb
nomlanadi.

Funktsiyaning differentsiali dy orgali belgilanadi:

dy = yGDx. (2
Agar Y =X bo’lsa, dx = xCDx = Dx, ya ni
dx = Dx. 3
(3)ni (2)ga go’'ysak, quyidagi hosil bo’ladi:
dy = yGdx. 4

Ta'rif: Funktsiyaning differentsiali uning hosilasini erkli o’zgaruvchining

differentsialiga ko’ paytirilganiga teng.



Y ugoridagilardan

ko' rinadiki,
topishning o'zi bo'lib, fagatgina uni dx ga ko'paytirish lozim ekan.

funktsiyaning

differentsial

Differentsialni hisoblash goidalari va jadvali

d[af (x]] = adf (x).
Cd[f(x)= g() (
(

- d[ £ (x)>g(x )

w N R

o
o
|
|
I
|

11.

d(
12. d(ax) = a* Inadkx,
13. d(sin x) = cosxdx.

14. d(cosx)=- sinxdx.

1
15, d(tgx) = >—dXx.

(a>0,a? 1)

(a>0).

16. d(ctgx):- _ 12 dx.

17. d (arcsi n X) =

hosilani



18. d(arccosx) = - dx.
1- x°
19. d(arctgx) = o
20. d(arcctgx) = - X
Misollar

Quyidagi funktsiyalarning differentsialini toping.
M1 y=8x+5 dy=?
Yechilishi: dy = d(8x +5) = (8x + 5)dx = (8 X1+ 0)dx = 8dx.

Demak, dy =8dx.
-_* _

M’Z.y—x+1, dy—’)

Yechilishi:

dy:daeig_aeigd x€x +1)- x(x+1) i =
éx+lg éx+lg (x +1)°

_ D(x+1)- x(1+0)dX:x+1- Xgo 1 4
(x+2y (+2f  (x+2)

1
Demak, dy = m dx.

N3, y=x>+c0s3x- 5 dy="?
Yechilishi:
dy = (x3 - COS3X - 5)(dx = (3x2 +3in3x>3- O)dx = (3x2 + 35in3x)dx
Demak, dy = (3x? +3sin3x]dx.
M 4. Agar x=3 va dx=0,4 bo'lsa y=Xx’funktsiya differentsialining
giymatini toping.



Yechilishi: (4) formula bo'yicha differentsiallaymiz va Xx=3 hamda
dx=0,4 giymatlarni go’yamiz:

dy = d(x2) = (x?) dx = 2xdx = 2:8>0,4 = 2.4

N5 y= sin(l- 4x2), dy="?

Yechilishi:

dy = [sin(l- 4x2)]dx = cos(l- 4x2)><(1- 4x2)( dx = cos(l- 4x2)(0 - 8x)dx =

= - 8x ><cosx(1- 4x° )dx.

Demak, dy =- 8x>cosx(L- 42 Jdx

M6 y=xeX, dy=?
2\ 2 2 2
Yechilishi: dy = (x3 xg* ) dx = (3x2eX + x%e” ><2x)dx = x%e" (3+ 2x2)dx.

Demak, dy = x%€* (3 +2x° )dx.

Mustaqil yechish uchun mashglar
Ne72. 'y = X funktsiyaning differentsialini toping.
Ne73. y = X* - 6x+1 funktsiyaning differentsialini toping.
Ne74. Quyidagi funktsiyalarning differentsialini toping:

1
a) Yy =snXx+cosx; b) y=;- X

v) y=tgx- 7, g) Y=x°- 3cosx+Inx.

Ne75. Agar x=-1 va dx=02 bolsa Yy=x*-3 funktsiya
differentsialining giymatini toping.

Ne76. Agar Xx=90° va dx=09 bolsa Yy=4cosx funktsiya
differentsialining giymatini toping.

Ne77.  Quyidagilar ma’ lum bo'lss, Yy=x°-X-1 funktsiya
differentsialining giymatini toping:

a) X=0, dx =0,5.



b) x=-12, dx =0,9.

148. Yuqori tartibli hosila va differentsiallar
Ta'rif: Berilgan y = f(X) funktsiyaning hosilasi y¢= f(X)dan
olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyiladi vabunday belgilanadi:

(v)' = y&= 1 €x). (1)

Tarif:  Berilgan y = f(X)funktsiyaning differentsialidan  olingan
differentsialga ikkinchi tartibli differentsial deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

(dy)=d?y =d[ f €x)dx] =[ f €x)dx]@ix = f €x)(cdx)* = f €x)dx*

Demak, d?y = f &x)dx>. (2)
Uchinchi, to'rtinchi va yuqgori tartibli differentsiallar ham xudi shunday
ta’ riflanadi.

Tarif: Agar y= f(X)funktsiyaning (n-1) tartibli  hosilasi (yoki
differentsiali) mavjud bo’lsa, undan olingan hosila (yoki differentsial)ga n-
tartibli hosila (yoki differentsial) deyiladi va bunday belgilanadi:

( d& _d"f(x
() =y = £00(x) yoki o = dxf ) 3

Hosila va differentsiallar orasidagi bog'lanishlarni quyidagicha yozish

va 0’ gish mumkin:

d
f §x) = d_i/ - deigrek tagsim de iks;

_d% . L
f“(x) v de kvadrat igrek tagsim de iks kvadrat;

dn
f“(x) = dxﬁ' - de enigrek tagsim de iks en.

Misollar
Quyidagi funktsiyalarning talab gilingan hosilasini toping.
Ml y=6x-5x2+3x- 2, yd=?



Yechilishi: Berilgan funktsiyadan uchinchi tartibli hosila olish uchun
undan ketma-ket uch marta hosilaolish kerak. Bunda qoidalar va

formulalardan bevosita foydalaniladi.
y¢= (6x3 - 5X% +3x - 2)( = (6x3)( - (5X2)( +(3x) - 2¢=
=6x3x% - 5Xx+3- 0=18x%- 10x+ 3,
y&= (18x* - 10x+3) =1852x- 104+ 0= 36x- 10;
y®=(36x- 10) =361- 0=36.
Demak, y«=36.
Ne2, y=sinx- cosx, y'VW =7?

Yechilishi: Tegishli qoida va formulalarni qgo’llab, quyidagi natijalarga

kelamiz:
y¢=(sinx- cosx) = (sinx) - (cosx) =cosx+sinx:
y®= (cosx+sinx)’ = (cosx)" +(sinx)" = - sinx+cosx:
y®= (- sinx+cosx) = (- sinx)’ +(cosx)‘ = - cosx- sinx:
y" =(- cosx- sinx)' =(- cosx) - (snx)' =sinx- cosx.
Demak, y" =(sinx- cosx)" =sinx- cosx ekan.

M3 y=(E+1)2x-1), ya=2

Yechilishi: Funktsiyaning birinchi  tartibli ~ hosilasini  topish uchun
ye=[u(x)(x)] = u€x)v(x)- u(x)v€x) formulani qo' llaymiz:
ye=[(x - 2x- 1) = (¢ +1) (2x- 1)- (¢ +1)2x- 1) = (3 +0)2x- 1)-
- +1)(2- 0)=3x%(2x- 1)- 2(x* +1)=4x*- 3 - 2x°- 2=6x*- 5x° - 2;

(
y@= (6x4 - 5x°- 2) =6x4x° - 5X8x? - 0=24x> - 10x>:

(
y®= (24 - 10x°) = 2453 - 10%2x = 727 - 20x.



Demak, y®=72x" - 20x.

Ned. y=Inyx, yt=?
Yechilishi: Funktsiyadan birinchi tartibli hosila olish uchun

1 (
y¢=(InU)¢=U>u¢ va y¢=(«/ﬁ) waormulalardan foydalaniladi,

ya ni:
( 1 ( 1 1 1
¢=(InVx) =——AJx| =——x—=—,
ve= (i) = AV = & =
6é. 1
Ikkinchi tartibli hosilani topish uchun Y¢= g—— =- —formula qo’ llaniladi
( (
=210 _1ad0 _1ee 16 1
QZXg ng;a 2 & xXg 2X°
n 1
Demak, y¢=(lnx/§) =5

1
In=

N5, y=e X, y((:?
Yechilishi: Bu funktsiya murakkab funktsiya bo’'lib, undan birinchi

(
tartibli hosila olish uchun y¢=(€') = €’ xu¢ formuladan foydalanamiz:

. (
@0 nl e 19 _ n 1. _ g 16 1w
y=Ce *T=e *xgIn—% =e X x=x—% =e *xXx;- 5 E=-—-e X;
o 1 2
@ e Xg 1 eXg e X'g X
X

Ikkinchi tartibli  hosilani  topish uchun yugoridagi va quyidagi

yt= [u(x) xv(x)]( = u(x)v(x)- u(x)v‘(x) formulalarni o’ llaymiz:

, é LU é N
e 1 In}U A A In= 0 =~ 1 In= In= O
y@=é—exa=g-gelgex+ e :g=-€‘f—zex+—e “gn—=u=
= X n € éx X > U X X XgU
e Q & exg gg 8 e ﬂu
1 1 1 1
i oimledy 1o 1 o medlo 1 1 m_2
NG X léxg Xx° X & X°g X NG NG



®ent O 2 In;l(
_2 )

Demak, Y® ée T =
Ne6. Quyidagi funktsiyaning uchinchi tartibli differentsialini toping, ya ni:
y=2x>, d’y=?
Yechilishi: Ma lumki, d°y = (2x°)" dx®. Bundan ko rinadiki, ketma- ket
2x°ning uchinchi tartibli hosilasini topish kerak, ya ni:
(
yt= (2x5) = 2>6x* =10x*;
4 ( 3 3
y@= (10x ) =10X4x° =40x°;
(
y®=(40x%) = 4058x* =120x°.
Bularni d"’y:(2x5)III dx* formulaga go’yamiz:
d’y=d (2x5) =120x*dx.
Demak, d’y=120xdx hosil bo' ladi.
SN S S
N7, Y=4C- XP+=, d?y=?
X

Yechilishi: Funktsiyaning ikkinchi tartibli differentsialini topish uchun
tegishli formulalarni qo’llaymiz. U holda:

2
dzy:(4x3- x? +Inx) dx* bo'lganligi uchun 4x*- x*+InXx ning

ketma— ket ikkinchi tartibli hosilasini topamiz:

(
(4x3- x2+Inx) =12x% - 2X- 1;
X

(
E’izx - 2x- 29 = oax- 2- §i9_24x 2+ i_24x -22X +1
Xg

X? g X? X

Hosil bo’ Igan natijani formulaga go’ yamiz:

2 3 _ 2
dzy:(4x3- x2+Inx) o = 22X 22X Lo
X




24x3 - 2x% +1
2

Demak, d°y= dx® ekan.

Differentsiallanuvchi funktsiyalaning xossalari
Ta'rif: Berilgan nugtada differentsialga ega bo’'lgan uzluksiz funktsiyaga
shu nuqgtada differentsiallanuvchi funktsiya deyiladi.
Uzilishga ega bo’'lgan funktsiya shu uzilish nugtasida hosilaga ham,
differentsialga ham ega bo’ Imaydi.
Xossalari:
1°. O’ zgarmas sonning differentsiali 0 gateng:
da=0.
2°. Erkli o'zgaruvchining differentsiali uning orttirmasiga teng:
dx = Dx.
3°. Chiziqli funktsiyaning differentsiali uning orttirmasiga teng:
d(ax+b)=D(ax+b) = axDx.
4° Dargjali X" funktsiyaning differentsiali nx"* xDx ga teng:
dx" = nx"™ " >Dx.
Asosiy xossalari:
1°. O’ zgarmas sonni differentsial belgisi oldiga chigarish mumkin:
d[af (x)] = adf (x).
2°. Funktsiyalar ~ algebraik  yig'indisining  differentsiali ularning
differentsiallari algebraik yig' indisigateng:
d[ f (x)% g(x)] = df (x) = dg(x).
3°. Funktsiyaning differentsiali shu funktsiyaning hosilasi bilan argumenti
ko' paytmasiga teng:
d[ f(x)] = f (x)dx

Mustaqil yechish uchun mashglar
Quyidagi funktsiyalarning ko'rsatilgan tartibdagi hosilalarini toping:



Ne 78.

Ne 79.

Ne 80.

Ne 81.

Ne 82.

Ne 83.

Ne 84,

Ne 85.

Ne 86.

y=X- 6. yni toping.

y=(x- 2)°.  y®ni toping.

(V)

y=x>+3x>- x+5.  y")ni toping.

(V)

y=sinx. y""ni toping.

(V)

y=CosX. Yy " nitoping.

100 (V)

y=@1+x* y
y=(Inx). y“ ni toping.

ni toping.

y=sn3x- 2™ +tgx. y«ni toping.

y=sinx. y™ni toping.

Quyidagi funktsiyalarning ko'rsatilgan tartibdagi

toping:
No 87.
No 88.
No 89.
Ne 90.
No 91.
No 92.

Ne 93.

y=x*- x+9. d’y=?
y=7x- J/x+3. d?y=?
y=sin2x+Inx. d’y=?
y=x'-3x>+4. d’y=?
y=4%, d?y=?

y=sin’x. d’y=?

differentsiallarini

y=€>+cosx. ad’y=? pb)d'y=?v)d’y="

158. Funktsiya hosilasining tadbiglari

1.Funktsiyaning monotonlik oraliglarini topish

y = f(x) funktsiya berilgan bo'lib, bu funktsiya [a,b] kesmaning barcha

nugtalarida aniglangan va uzluksiz bo'lsin.

Funktsiyaning monotonligini tekshirishda hosiladan foydalanamiz.



Agar berilgan y= f(x) funktsiya biror oraligning barcha nugtalarida
musbat hosilaga (f((x)>0) ega bo'lsa, bu funktsiya shu oraligda monoton
0’ suvchi; agar shu oraligning barcha nugtalarida manfiy
hosilaga (f ‘(X) < O) egabo’lsa, funktsiya shu oraligda kamayuvchi bo’ladi.

1-misol. f(x)=2x*- 9x* +12x- 8 funktsiyaning o’'sish va kamayish
oraliglarini toping.

Yechilishi: Berilgan f(x) funktsiya sonlar o'qgining barcha nuqtalarida
aniglangan hamda hosilaga ega. Uning hosilasini topamiz:

F€x) = (2x° - 9x2 +12x- 8) =6x° - 18x+12;
Bundan f¢€x)= 6(x2 - 3X+ 2).

Hosil bo’'lgan ifodani ko' paytuvchilarga gratib, kritik nugtalarni topamiz.
Ular quyidagilardan iborat:

X =1lva X, =2

U holda, (- ¥;1), 1;2) va (2+¥) oraiglar hosil bo'ladi. Bu oraiglarda
ifodaning ishoralarini aniglaymiz. Bunda «intervallar usuli» dan foydalanish
ma’ qulroqdir.

(- ¥:1) oraligdan ixtiyoriy nugtani, masalan, x=05ni olaylik. Bu
giymatni f((x) gaqo’yamiz:

f(0,5)=(0,5- 1)(0,5- 2)=0,75>0.
Demak, berilgan funktsiya (- ¥;1) oraligda o’ suvchi ekan.
(1; 2) oraligda x =15 nugtani tekshiraylik:
f(15)=(15- 1)(15- 2)=-0,25<0.
Demak, funktsiya (l' 2) oraligda kamayuvchi ekan.
(2, +¥) oraligda x = 5nuqtani garaylik. Bunda:
f(5)=(5- 1)(5- 2)=12>0.



Demak, berilgan funktsiya (2; +¥) oraligda o'suvchi ekan. Shunday qilib

guyidagi chizmani hosil gilamiz:

Yuqgoridagi natijalarni bitta jadvalda mujassamlashtiramiz:

X (-¥:1) |1 (1, 2) 2 | (2+¥)
f ((x) + 0 - 0 +
f (x) /v -3 \ -4 /'

2-misol. f(x):(x- 1)3 funktsiyaning monotonlik oraliglarini toping.

Yechilishi: Berilgan funktsiyaning hosilasini topib, nolga tenglashtiramiz
va uning kritik nuqtalarini topamiz:

f €x) =3(x- 1)°

Buifoda fagatgina X =1da nolga aylanadi vau hamma vagt musbatdir.
U holda, f((x) funktsiya ishorasini o’ zgartirmaydi.

Demak, berilgan funktsiya har doim o’suvchidir bgladi. Uning jadvali
quyidagidan iborat:

Ne 94, f(x): 2x? - 3x- 6 funktsiyaning monotonlik oraliglarini toping.

X -¥:1) | 1| @+¥)
f((x) + 0 +
f(x) T 0|~

Mustaqil yechish uchun mashqglar

Ne 95. Quyidagi funktsiyalarning monotonlik oralig'ini toping:

a) f(x)=3x%+2x+1;

b) f(x)=2x°- 3x*- 12x- 6.



No 96. f (X) = 3 X - 2x+1 funktsiyaning monotonlik oraliglarini toping.

3
Ne 97. Quyidagi f(X):3X+;+5 funktsiyaning monotonlik oraliglarini

toping.

Ne 98. f(x): x* - 3x? funktsiyaning monotonlik oraliglarini toping.

Ne 99. f(x): xv4- x* funktsiyaning monotonlik oraliglarni toping.

Ne 100. F(x)= sz

1 funktsiyaning monotonligini tekshiring.

Ne 101. f(x) = x° +3x* funktsiyaning monotonligini tekshiring.

X
Ne 102. Y :m funktsiyaning o’ sish va kamayish oraliglarini toping.

Ne 103. f(X): funktsiya kamayuvchi bo’'lgan oraligni toping.

x> +x+1
Ne 104. f(x):2x- cosx funktsiya aniglanish sohasining barcha

nugtalarida o’ suvchi ekanligini isbotlang.

_ snx o)
Ne  105. f(x)— = pdfunktsiyaning 8%;%+ oraligda o' suvchi
Singx+§+ € 99
e o

ekanligini isbotlang.

2. Funktsiyaning ekstremumlari. Ekstremum mavjudligining zaruriy va

yetarli shartlari
1-ta'rif: f(x) funktsiya aniglanish sohasining funktsiyaning hosilasi
nolga teng yoki mavjud bo'Imagan ichki nuqtalari funktsiyaning Kkritik
nugtalari deyiladi.
2-ta’rif: f(x) funktsiyaning aniglanish sohasidagi X, nugta uchun

(X - d; X, +d) atrof mavjud bo'lib, barcha X* X, nugtalar uchun
F(x)> £ (%) (1)



tenglik bajarilsa, X, nugta f(X) funktsiyaning minimum nugtasi deyiladi.

3-ta’rif: f(x) funktsiyaning aniglanish sohasidagi X, nuqgta uchun
(X -d; X, +d) atrof mavjud bo’lib, barcha X* X, nugtalar uchun

F(x)< f (%) 2)

tenglik bajarilsa, X, nugta f(X) funktsiyaning maksimum nugqtasi deyiladi.

4-ta’'rif: Maksimum va minimum nugtalariga ekstremum nugqtalar,
funktsiyaning shu nugtalardagi giymatlariga funktsiyaning ekstremumlari
deyiladi.

Misol. f(x):(x- 2)2 funktsiyani qaraylik. Bu funktsiya X ning 2
giymatida nolga teng bo’ladi. X ning boshga barcha giymatlarida funktsiya

musbatdir. Demak, X =2 bo’lganda funktsiya minimumga ega ekan.
Ferma teoremas (estremum mavjudligining zaruriy sharti). y = f(x)
funktsiya uchun X, nugta ekstremum nuqgtasi bo’lsin. Agar X, nugtada

f‘(Xo)=0 hosila mavjud bo'lsa, u nolga teng bo’ladi, ya ni

f((x,)=0.
| sboti: f(x) funktsiya X, nuqtada ekstremumga ega bo’lganligi uchun
(X, - d; X, +d) atrof mavjud bo'ladi. Bu atrofda f(Xo) giymat funktsiyaning
boshga giymatlariga nisbatan eng katta yoki eng kichik bo'ladi. U holda,
Ferma teoremasiga asosan berilgan funktsiyaning X, nugtadagi hosilasi nolga
teng bo’ ladi, ya ni
f(x)=0.
Teorema isbot bo’ldi.
Teoremaning geometrik ma nosi: ekstremum nuqgtasida funktsiyaning
grafigiga o'tkazilgan urinma absissalar 0’ gi OX ga parallel bo’ ladi.
Teorema. (funktsiya ekstremum mavjudligining yetarli sharti). Agar X,

kritik nugtadan o'tishda f((X) hosila 0z ishorasini mushatdan manfiyga



0’ zgartirsa, X,- maksimum nugta; agar X, kritik nuqgtadan o’tishda f((x) hosila
0’z ishorasini manfiydan musbatga 0’ zgartirsa, X,- minimum nugtadir.

Isboti: Ishoraning plyusdan minusga 0'zgargandagi holni garaylik.
Funktsiyaning f((x) hosilasi X, nugtada o’z ishorasini (+)dan (-) ga 0’ zgartirsin
va(xI (XO- d,XO) bo'lsin.

Shartga asosan X< X, da hosila musbat. Bundan ko'rinadiki, X< X,da
f(x)< f(x,), yani funktsiya o'suvchidir. X>X, bo'lganda hosila manfiy.
Bundan, x> X,da f(X,)> f(X) bo'ladi, ya ni funktsiya kamayuvchidir. Demak,
har doim kesmada f(%)> f(X)dir. U holda f(X)ning funktsiyaning

maksimal giymatidan iborat ekanligi ko'rinadi. Teoremaning bir gismi isbot
bo’ldi. Ikkinchi gismi ham xuddi shunday yo’'l bilan isbot gilinadi.
1-misol. f(x):x3 +3x* funktsiyaning ekstremum nugtalarini toping.
Yechilishi: Berilgan f(x) funktsiya Xning ixtiyoriy  giymatlarida
aniglangandir. Funktsiyaning hosilasini topamiz:
f €x) = (x3 +3x° )( = 3x(x +2).
Funktsiyaning hosilasini nolga tenglashtirib, kritik nugtalarini topamiz:
3x(x+2)=0, x, =-2, x,=0.
Kritik nugtalar yordamida sonlar o’'qini oraliglarga ajratami:
(-¥;-2), (-20) va(0+¥).
Shu oraliglarda hosilaning ishoralarini aniglaymiz:
(- ¥;- 2)oraligda, x=-4 bo'lganda y(- 4)>C;
(- 2;0) oraligda, X=-05 bo'lganda y{- 0,5)<0;
(0; +¥) oraliqda, x =2 bo'lganda y(2)> 0.
Demak, X = -2 kritik nugtadan o’tganda hosila o'z ishorasini (+) dan (-)
ga 0'zgartiradi. U holda, funktsiya X = - 2 nugtada maksimumga ega bo’ ladi:
Voo (- 2)=(- 2 +3(- 2 = 4.



X=0 kritik nugtadan o'tganda hosila o'z ishorasini (-)dan (+)ga
0’ zgartirib, X =0 nugtada minimumga ega bo’ladi:
Yuin (0)=0.
Demak, ekstremum nugtalar: Yoo (- 2)=4; y,,,(0)=0.

2

2X
2-misol. Y = N funktsiyaning ekstremumlarini tekshiring.

Yechilishi:  Berilgan funktsiya Xning X! Oshartni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida aniglangan. Funktsiya hosilasini topamiz:

22 - 19‘ _4- %)

X4 P X5 '

yt=

. . . 4(1' XZ) _ 2 2
Quyidagi ~tenglamani  yechamiz: ——g =0. Bundan 1- x*=0, x*=1,

X =1lvax,=-1

Demak, kritik nugtalar X, =1 va X, =-1, hamda funktsiya va hosila
aniglangan x=0 nugta topilib, ( ¥, - 1), ( 1 O), (O; - 1), (l' +¥) oraliglarda
funktsiya hosilasi tekshiriladi:

(- ¥;-1)da x=-2, Y& 2):?(_1_2)§)>0,
(- L0)da, x=-05 Y& 05)= % <0,
(0;-1)da, x=05 ~ y¢05)= % >0,
(+¥)da x=2 y§2) = 4(12'5 4) <o,

Demak, X =-1 kritik nugtada funktsiya maksimumga ega:

ymax(_ 1): 221 1:1'

(- 2)°

X =1 kritik nuqgtadaham funktsiya maksimumga ega:




2°1-1
Yime (1) = O

X=0 nuqta ekstremum nugtasi bo’'laolmaydi, chunki bu nugtada

1

funktsiya va uning hosilasi aniglanmagan.

Javob: Yinax (_ 1) = Yinax (1) =1

Mustaqil yechish uchun mashqglar
Ne 106. Quyidagi @) y=X'-2x*+5; b) y=x°€" funktsiyalarning
ekstremumlarini toping.

Ne 107. f(x)=x* - 3x funktsiyaning ekstremumlarini toping.

1
No108. T (x) = 3 x* - 2x* +3x- lfunktsiyaning ekstremal  giymatlarini

toping.
Ne 109. f (x) =x*- 2 funktsiyaning ekstremumlarini tekshiring.
Ne110. Quyidagi funktsiyalarning ekstremumlarini toping:
a) f(x)=x*-10x+9,

flx :L
9 i
Ne 111. Funktsiyalarning maksimum va minimumlarini tekshiring:
(v 12(y. R _x-1,
3) y=(x- 1] (x- 6)}; V) Y=g
__X _Ix
b) Y= 9 Y=3i7



3. Funktsiyaning gavariq va botiqgligi, bukilish nuqtasi
Ta'rif:Agar y = f(x) differensi- 4

allanuvchi funktsiyaning grafigi unda yotgan P
1
ixtiyoriy P nugtadan o’tuvchi  urinmadan ; l
i
pastda yotgan bo'lsa, berilgan funktsiya ; : :
grafigi (a, b) oraiqda gavariq deyiladi. ol « X, e x

Tarif: Agar y=f(x) differensi-

allanuvchi funktsiyaning grafigi unda yotgan 14

ixtiyoriy P nugtadan o’tuvchi  urinmadan yfﬁ’/:

yugorida yotgan bo'lsa, berilgan funktsiya | | |

grafigi (a, b) oraligda botig deyiladi. C ! !
Quyidagi teoremalar isbotsiz keltiriladi. - ; fg >
Teorema. (funktsiya grafigi gavarigligining yetarlilik sharti.)

1) Agarda, ikki martta differentsiallanuvchi y = f(x) funktsiyaning
ikkinchi tartibli f«(x) hosilasi (a,b) oraliqda musbat bo'Isa, funktsiya grafigi
shu oraliqda botiq bo’ladi.

2) Agarda, Y = f(x) funktsiyaning ikkinchi tartibli hosilasi (a, b)
oraligda manfiy bo’'lsa, funktsiya grafigi shu oraligda gavariq bo’ladi.

Ta'rif: Differentsiallanuvchi y = f(x) funktsiya grafigining botiglikdan
gavariglikka (yoki teskariga) o'tishdagi nugtasiga bukilish nugtasi deyiladi.

Teorema. Agarda y = f () funktsiya
uchun uning  ikkinchi tartibli  f¢(x) EJ

h
hosilasi X, nugtada nolga aylansa va bu /—\!L_,/I

nugtadan o'tishda o’z ishorasini teskariga f
I

|_
Q. X, g X

amashtirsa, X, nuqgta funktsiya grafigining

bukilish nugtasi bo’ladi.
Funktsiya grafigining qavariq oralig'ini topish quyidagi gqoidalar asosida
amalga oshiriladi:



1)Funktsiyaning ikkinchi tartibli hosilasi bo’yicha barcha kritik nuqgtalari
topiladi.

2) Kritik nugtalar  yordamida (a, b) oraligning «oraligchalar» da
f ((x)ning ishoralari aniglanadi.

3) (a, b) oralig topilgan kritik nuqgtalar yordamida «oraligchalar»ga
gjratiladi va f(x)ning ulardagi ishoralari aniglanadi.

1-misol. f(x):XSfunktsiya grafigining gavariglik intervalini (oralig'ini)
toping.

Yechilishi: Berilgan funktsiya f€x)=3x? va f«(x)=6x hosilalarga ega.
Ikkinchi tartibli hosilasi bo’yicha bitta kritik nugta, X =0 mavjud. Bu nugta
sonlar o'qini ikki gismga, ya ni ( ¥, O) va (O; +¥)gaajratadi.

Barcha x>0 lar uchun f«x)>0 va barcha x<0 lar uchun f¢x)<0
bo'Iganligi sababli, funktsiya grafigi (0; +¥) da botiq hamda (- ¥;0) da
gavariqdir.

2- misol. y=x*- 6x® funktsiya grafigining gavarig, botiglikligi hamda
bukilish nugtalarini tekshiring.

Yechilishi: Berilgan funktsiyaning birinchi vaikkinchi tartibli hosilalarini
topamiz:

yo= 43 - 12x,  y8=12x%- 12=12(x* - 1)
Ikkinchi tartibli hosila uchun kritik nugtalarni topamiz:
12(x%- 1)=0, X*-1=0, x =-1, x, =1

Bu kritik nugtalar sonlar o’'qini uch gismga ajratadi:

(¥:-2), (3D va(L+¥)

(- ¥;-1) oraigda f«x)>0, (-11) oraligda f«x)<0, (L+¥)
oraligda f(x)>0,

Demak, X=-1 dan o'tishda f¢x) o'z ishorasini (+) dan () ga

o' zgartiradi, yani X=-1 da bukilish nugtass mavjuddir. x=1 dan o’'tishda



f((x) o'z ishorasini (-) dan (+) ga o' zgartiradi, yani x=1da bukilish nugtasi

mavjud.

Mustaqil yechish uchun mashqlar
Ne 112. y =- x* +6x - 8 funktsiyaning gavariq va botigligini tekshiring.
Ne 113. y =tgx funktsiyaning gavariq va botiqgligini tekshiring.
Ne 114. y=xe *funktsiya grafigining qavariq va botiglik oraliglarini
toping.

Nel15. Quyidagi funktsiya  grafiklarining  gavariglik va  botiglik
oraliglarini toping:

Ne 116. f(x)=x*- 3x*+2x+1 funktsiya grafigining cavariglik va
botigligini tekshiring.
Ne 117. Funktsiya grafigining gavariq vabotigligini tekshiring:
a) f(x)=-x"- 2x®+12x* +15x- 6;
b) f(x)=3x"-10x" - 30x® +12x +7,

X-5
X+7

v) f(x)=
Ne 118. Quyidagi funktsiya grafiklarining bukilish nugtalarini toping:

a) f(x)=6x*- x

b) f(x)=x*- 8x®+18x? - 4x+3L;

X
1+x

v) f(x)=

X

g f(x)=x"-8x +24x?;



d) f(x)=5+%x- 4;
£(x) = In(x? +4)
yo) f(x)=(x- 1)¥/(x- 1.

ye)

4. Funktsiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlari

[a, b]oraliqda aniglangan va uzluksiz hamda shu kesmaning barcha

nugtalarida  differentsiallanuvchi Yy = f(x) funktsiya berilgan bo’lsin. Bu
funktsiya 0’zining eng katta vaeng kichik giymatlarini yoki kritik nugtalarida
yoki kesmaning chetki nuqgtalarida gabul giladi.

Agar berilgan y= f(x) funktsiya [a, b] kesmada monoton bo'lsa, u
holda, bu funktsiya o'zining eng katta vaeng kichik qiymatlariga shu
kesmaning chetki nuqtalarida erishadi, ya' ni:

-agar y= f(x) funktsiya o’suvchi bo'lsa, f(a)—eng kichik giymat va
f (b) -eng katta giymati bo'ladi.

-agar f(x) funktsiya kamayuvchi bo'lsa, uholda, f(a)- eng katta giymat
va f(b)-eng kichik giymati bo'ladi.

Agar y= f(x) funktsiya monoton bo’'lmasa, u holda, berilgan funktsiya
[a, b] kesmadagi 0'zining eng katta qiymatiga shu kesmadagi maksimum
nugtalardan birida yoki kesmaning chetki nuqtalaridan birida erishadi.
Shuningdek, funktsiya [a, b] kesmadagi eng kichik giymatiga shu kesmadagi
minimum nuqgtalardan birida yoki shu kesmaning chetki nugtalaridan birida
erishadi.

Agar Y= f(x) funktsiyaning [a, b] oraligdagi eng katta va eng kichik
giymatlarini topish lozim bo'lsa, ularni topish quyidagi sxema bo’'yicha
amalga oshiriladi:

1) Berilgan Yy = f(x) funktsiyaning [a, b] oraligning barcha nuqgtalarida
aniglanganligiga ishonch hosil gilinib, f{(x) hosila topiladi.



2) y(= f((x):O tenglama yechiladi hamda kritik nugtalar topiladi.
Topilgan nugtalar ichida [a,b] kesmada yotmaydiganlarini tashlaymiz, ya ni
garamaymiz.

) y= f(x) funktsiyaning golgan kritik nugtalardagi va [a, b] kesmaning
chetki Xx=a va Xx=Db nuqtalardagi giymatlari hisoblanadi.

4) Topilgan giymatlar o'zaro taggoslanib, ular ichida eng kattasi vaeng
kichigi ajratib olinadi. Bu giymatlar funktsiyaning [a, b| kesmadagi eng katta
vaeng kichik giymatlaridan iborat bo’ladi.

1-misol. f(x)=x%- 2x* funktsiyaning [L; 3] kesmadagi eng katta va eng
kichik giymatlarini toping.

Yechilishi: 1. Berilgan funktsiya algebraik funktsiya bo'lib, u [l' 3]
kesmaning barcha nugtalarida aniglangan. Funktsiyaning hosilasini topamiz:

f€x) = (x3 - 2x2)( =3%° - 6x.

2. 3x° - 6x =0 tenglama yechiladi:

x(3x- 6)=0, x, =0, x,=2.
Berilgan intervalga X, =0 nugta tegishli emas. Shuning uchun funktsiyaning
kritik nuqtasi X = 2dan iborat bo’ ladi.

3. Kesmaning chetki X=1 va X=3 hamda X=2 nugtalarda
funktsiyaning giymatlarini hisoblaymiz:

f()=-2, f(3)=0va f(2)=-4.

4. Bu giymatlardan eng kattasi O, eng kichigi esa - 4dan iborat.

Demak, f(x): x* - 3x* funktsiyaning [l' 3] kesmadagi eng katta giymati
0 vaengkichik giymati - 4 gateng ekan.

2- misol. f(x): 253% - 4X3% - 2>3* funktsiyaning [ 1; 1] kesmadagi eng
katta va eng kichik giymatlarini toping.

Yechilishi: 1.Funktsiya berilgan oraligning barcha nuqtalarida aniglangan.

(
Berilgan funktsiyaning hosilasini (a“) = a" Ina>utformula yordamida topamiz:



f €x)=2>8> %n3>3- 4x3°In32+ 253" In3=
23" AN3(38%* - 43" - 1)
2. f((x):O tenglamani yechib, kritik nuqgtalarni topamiz.
2X3"¥n31 0 bo'lganligi sababli,
3837 - 458 +1=0
tenglamani yechamiz:
3 =t, t>0p 3t*- 4t+1=0.

D 2+1 1
—=4-3=1 :T; t1:§, t, =1

Endi, eski 0'zgaruvchi X gaqaytiladi:
1 i
a)BX:§ID F=3'p x =-1, b) 3*=1p 3*=3"Pp x, =0.

3. Berilgan funktsiyaning X =-1, X=0, x=1 nuqtalardagi giymatlarini
topamiz:

f(-1)=28%- 48 2yogt=2.4,2_8
27 9 3 27’

f(0)=2x3°- 4% +2x3° = 2- 4+2=0,
f(1)=2x3°- 453> +23 =54- 36+6=24.
4. Berilgan funktsiyaning [ l'l] kesmadagi eng katta giymati f(l):24
vaeng kichik giymati f (O) = 0dan iborat ekan, ya ni:
f . @=24, f_(0)=0.

max

min
-11] [-1:1]

L

3-misol. f(X) X+8NX funktsiyaning [a b] kesmadagi eng katta va

Nloo

eng kichik giymatlarini toping.

Yechilishi: Berilgan funktsiyaning hosilasini topamiz:

f €x)= g + COSX.



f((x) funktsiya X ning barcha giymatlarida musbat. Shuning uchun bu

funktsiya sonlar to’g'ri chizig' ining hamma yerida monoton ©’sadi. Bunday

3 :
holda, [a; b] ning chap oxirida (X =ada) bu funktsiya eng kichik Ea+sma

3. .
giymatni, 0'ng oxirida ( X =b da) eng katta §b+saniymatni qgabul giladi.

Mustaqil yechish uchun mashqglar
Ne119. f(x)=x3- 3x funktsiyaning quyidagi kesmalardagi eng
kichik vaeng katta giymatlarini toping:
a) [- 05 03], b) [ 15 2].
Ne 120. f(x) =sinx- +/3cosx funktsiyaning quyidagi kesmalardagi eng
kichik vaeng katta giymatlarini toping:

n & PU
3 [-p: 0], b & Sy
1 : _
Nol121. f(X):EX- SINX funktsiyaning:
€ PuU €ep.pd ep.pu .o o
a) & 28 b) § 4 af V) § 2' 2§ oraligdagi eng kichik vaeng

katta giymatlarini toping.
e u
Nel22. f( ) 5+4cosx- sin®x funktsiyaning g % %H oraliqdagi eng

katta vaeng kichik giymatlarini toping.

Ne123. 20 sonini shunday ikkita qo’shiluvchiga gratish kerakki, ularning
ko' paytmasi eng katta bo’lsin.

Nel24. Asosi va balandligi  yig'indisi kga teng bo’'lgan barcha
uchburchaklar ichida eng katta yuzaga ega bo’lgan uchburchak topilsin.

Nel25. f(X)= X + 24/x funktsiyaning [O; 4] kesmadagi eng katta va eng
kichik giymatlarini toping.



. X
Nel26. f(x):sm X"COSZE funktsiyaning [O; p] kesmadagi eng katta va

eng kichik giymatlarini toping.

_ : e.pu
Ne127. f(x)=tgx+ctgx funktsiyaning &' 3 kesmadegi eng katta va
eng kichik qiymatlarini toping.
Ne128. f(x)=e¥?!+2e"> +7x- 3 funktsiyaning [014; 1] kesmadagi

eng katta va eng kichik giymatlarini toping.

Nel129. Ikki sonning ayirmasi 18 ga teng. Bu sonlarning ko’ paytmasi eng
kichik bo’lishi uchun bu sonlar ganday bo’lishi kerak?

Ne130. Teng yonli uchburchakning yon tomoni 2 dm. ga teng. Eng katta
yuzali uchburchakning asosi ganday bo’lishi kerak?

5. Funktsiyaning asimptotalari
Ta'rif: Agar X® +¥ ho'lganda quyidagi
lim(f(x)- kx- b)=0 (1)

x® +¥
tenglik o'rinli bo'lsa, y=kx+b to'gri chizigga f(x) funktsiyaning og ma
asimptotasi deyiladi.

(1) tenglikdan ~ f(x)- kx- b=a(x), )
bunda  lima (x) = 0. U holda, (2) dan

f(x) b+a(x)

k== vt b= f(x)- kx- a(x)
TN | x)
Bundan, k=lim — \a 3)
b= lim (f (x)- kx). @)

(3) va (4) formulalar yordamida x® +¥ da y=kx+b asimptotaning burchak
koeffisiyenti k hamda uning boshlang’ich ordinatasi bni hisoblab, topish



mumkin. f(x)funktsiya grafigining X® +¥ dagi asimptotasi yugoridagidek
aniglanadi.

Agar k =0 bo'lsa, asimptotaning tenglamasi

y=b (5)

dan iborat bo’ladi.

Ta'rif: (5) tenglama bilan aniglanadigan asimptotaga  gorizontal
asimptota deyiladi.

Ta'rif: Agar ngnof(x):¥ yoki lim f(x)=¥ tengliklar o'rinli bo’lsa,

x® a+0
X=a (6)
to’'g'ri chizigga vertikal asimptota deyiladi.
2x° -1

1-misol. f(X): egri chizigning asimptotasini toping.

Yechilishi: (3) va (4) formulalar yordamida asimptotaning burchak

koeffisiyenti k va boshlang’ich ordinatasi b ni topamiz:

2
'm@: Iim—2X -1

k=1 — =2,
X®+¥ ¥ X® +¥ X
2 - 2 2 .
b= lim(f(x)- k)= limgex 2. ox%= 1im 212X - iy & 10
X® +¥ X® +¥ X ﬁ X® +¥ X X® +¥e X [7,]
Demak, Y=2Xx to'gri chiziq f(x) g 4
funktsiyaning X® +¥ dagi og ma asimptotasi
ekan. Shu to'g'ri chizig X® -¥ da ham 21
asimptota bo'ladi. Asimptotasi x=0 to'g'ri o/l 3 x

chizig, yani OY o'gidan iborat.

. X+
2-misol. f(X): o egri chizigning asimpwotasiin wpiny.
2 2
vechitisn:  lim X =wy,gim Xy

X- 2 x®2-0 X - 2



U holda, X=2 egri chizigning vertikal asimptotasi bo'ladi. Endi k va bni

topamiz:
2
k=limX*L 4
X® +¥ X(X- 2)
@+l 0 XPH1-xXP+2x . 2x+1
b=1Iim - X==|im = lim =2.
X® ¥ X Y - 2 ﬁ X® +¥ X - 2 X® ¥ Y - 2

k=1 b=2 bo'lganligi uchun asiptotaning tenglamasi Yy =X+ 2 bo’lib, u
X® *¥ da og'ma asimptotadan iborat bo’ladi. 4 iv

Demak, berilgan f(x) funktsiyaning og’' ma ' 7
asimptotasi Y=X+2 va vertikal asimptotasi

X = 2dir. ’

Mustaqil yechish uchun mashql:
Quyidagi berilgan funktsiyalarning asimptotalarir

_ 1 _ 5
Ne 131 f(X)—X_ > Ne136 f(X) T
x® X? +6x- 5
v 132 f(x)=2—. v 137 f(x)=2 2272
No132 fx)=—"— o137 f(X)==—
X? - 5x+4
0 f = . o =
133 f(X)= No138 f(x)==—=
2
1
Ne 134 f(X)=+/x2- 1. Ne 139 f(x)= 3XX+
No 135 f(x): X : No 140 f(x): 4 :
- x-1 - x> - 4

6. Funktsiyani hosila yordamida tekshirib grafigini chizish sxemasi
Hosiladan foydalanish differentsiallanuvchi funktsiyalarni tekshirishni va
ularning grafiklarini  yasashni ancha yengillashtiradi. Hosila yordamida

funktsiyalarning o'sish va kamayish oraliglarini  (intervallarini), kritik



nugtalarini hamda ekstremumlarini aniglash mumkin. Bu esa tekshirilayotgan
funktsiyalarning grafiklarini aniqgroq yasash imkoniyatini beradi.

y = f(x) funktsiya berilgan bo'lib, uning grafigini yasash talab gilinsin.
Buning uchun funktsiyani uning hosilasi yordamida quyidagi
rejaasosida tekshiriladi va grafigi chiziladi:

1. Berilgan funktsiyaning aniglanish sohasi topiladi.

2.y=f(x) funktsiyaning juft yoki togligi, davriyligi tekshiriladi. Bunda
shuni hisobga olish kerakki, agar f(- x)= f(x) bo'lsa, berilgan funktsiya juft
bo'ladi va uning grafigi OY ordinatalar 0’ gqiga nisbatan simmetrik bo’ladi. Agar
f(- x)=- f(x) bo'lsa, funktsiya tog bo'lib, uning grafigi  koordinatalar
boshiga nisbatan simmetrik bo’ladi.

Agar f(x+T): f(x) tenglik T o'zgarmas son bo’'lganda bajarilsa,
funktsiya davriy deyiladi. Davriy funktsiyaning grafigi T davr osha
takrorlanadi.

3. Berilgan funktsiyaning f((x) hosilasi  topiladi. f((x):O tenglama
yechilib, funktsiyaning kritik nugtalari aniglanadi.

4. Berilgan y= f(x) funktsiyaning monotonlik oraliglari va
ekstremumlari  topiladi. Monotonlik oraliglarini  topishda ikkita quyidagi

shartdan foydalaniladi: 1) ularning chegaralari kritik nugtalar va funktsiya
aniglangan nuqtalardan iborat; 2) agar garalayotgan oraligda hosila musbat
(ya ni f((x)>0) bo'lsa, funktsiya bu oraligda o'sadi; agar qaralayotgan
oraligda funktsiyaning hosilasi manfiy (ya ni f((x)<0) bo'lsa, funktsiya
kamayuvchi bo’ladi.

Agar X=X, krittik nugtadan o’'tganda funktsiyaning hosilasi 0z
ishorasini musbatdan manfiyga o’ zgartirsa, X=X, kritik nugta maksimumga
ega bo'ladi. Agar funktsiyaning ishorass manfiydan musbatga o’ zgarsa,
funktsiya X = X, nugtada minimumga ega bo’ ladi.



5. Berilgan funktsiya grafigining koordinata o’'glari bilan kesishish
nugtalari topiladi. Bunda f(x)=0 deb olinib, funktsiya grafigining absissalar
o'gi bilan, x=0deb, grafikning ordinatalar 0’'gi OY bilan kesishish nugtalari
topiladi. Bunda chegaralari grafikning OX o'qi bilan kesishish nugtalari va
funktsiya aniglanmagan nugtalar bo’lgan ishora o' zgarmaslilik oraliglarini
topish mumkin. Bu nuqgtalarni sonlar o’qida belgilab, shu oraliglarning har
birida funktsiyaning ishorasi aniglanadi.

6. Yugoridagi olingan ma lumotlar asosida jadval tuzib, funktsiya grafigi
chiziladi.

Misol. f(x)=x®- 12x funktsiyani hosila yordamida tekshiring va grafigini
chizing.

Yechilishi: 1. Berilgan funktsiya algebraik funktsiya bo’lib, uning
aniglanish sohasi barcha hagigiy sonlar to’plamidan iborat.

2. Berilgan funktsiya toq, chunki grafigi koordinatalar boshiga nisbatan

simmetrikdir, u davriy emas.
f(- X)=( x)°- 12(- x)=- (x*- 12x)
3. Funktsiyaning hosilasini topamiz:
f €x)= (x3 - 12x)( = (x3)( - (12x) :3(x2 - 4)
x* - 4=0 tenglamani yechib, kritik nugtalar topiladi:
X*=4, X =-2, X, =2
4. Sonlar o'gida X, =-2 va X, =2 nugtalarni belgilaymiz va ( ¥, - 2),
(- 2,2), (2, +¥) oraliglarda hosilaning ishorasini aniglaymiz. Bu oraliglarning
har birida funktsiyaning o’ zgarishini aniglaymiz:
(- ¥;- 2)da x=-3 bo'lsa, (- 3)=3(9- 4)>0- funktsiya o' sadi:
(- 22)da: x=0 bo'lsa, f(0)=3(0- 4)<0-funktsiya kamayadi.
(2 +¥)da x=3 bo'lsa, f¢(3)=3(9- 4)>0- funktsiya o' sadi.



X=-2 nuqgtadan o'tishda hosila 0’z ishorasini musbatdan manfiyga
0'zgartiradi, X =2 nugtadan o'tganda esa manfiydan musbatga 0o’ zgartiradi.
Shuning uchun X =-2 nugtada funktsiya maksimumga erishadi, X=2da esa
minimumga erishadi:

f.(-2)=(-2)-12(- 2hs, f.(x)=22-12x=-16.

5. Funktsiya grafigining koordinata o’'glari bilan kesishish nugtalarini
topamiz.

x=0 bo'lsin, uholda, Y =0 bo'ladi, yani grafik koordinatalar boshidan
o'tadi va OY 0o'qgi bilan boshga umumiy nugtalarga ega bo’Imaydi.

y=0 bo'lsin, u holda, funktsiya grafigining OX o'q bilan kesishish
nugtalari quyidagicha topiladi:

x*-12x=0, x(x?-12)=0.Bundan, X, =0 va X,; =2v/3.

Sonlar o’'gida X = - 243, x=0va x=23 nugtalarni  belgilab olamiz
va ( ¥, 2«/5) (2«/§; O), (O; 2«/§) hamda (2«/§; +¥) oraliglarning har birida

funktsiyaning  ishorasini  tekshirib, funktsiyaning ishora 0o zgarmadlilik

oraliglarini topamiz:

- ¥:2v3)da x=-4 bo'lsin, u holda, f(- 4)=-4(16- 12)<0, yani
funktsiyaning grafigi OX o'qgidan pastda joylashgan.

(— 24/3; O) da x=-1Dbo'lsin, uholda, f(-1)=-11-12)>0, yani grafik
OX o’gidan yuqorida joylashgan.

(0: 2v3)da x=1 bo'lsin, u holda, f(1)=1(1-12)<0, yani grafik OX

0’ gidan pastda joylashgan. d jh 16
2v3;+¥)da x=4bolsin, u holda i
f(4)=4(16-12)>0, vyani funkisiyaning | /
grafigi OX o’gidan yuqorida joylashgan. 'MI—";' ' —

6. Funktsiya  grafigini  topilganlar

asosida chizamiz.



Mustaqil yechish uchun mashqglar
Quyidagi funktsiyalarni hosila yordamida tekshiring va grafiklarini

yasang.

0 .V= x4 - 2x- 3. 0 . Y= .
Neldl. y Ne 150, Y= 5

1 4 2 1 3 1 2
o =—|x" - 13x“+36 o =ZX’- =X - 2X
Nol42. Y 10( ) Nel51. Y 3 5

2

Nel43. y =x° - 9x. No 152, Y=

x3-1
3 2 I R
Neldd. y=x"- 3x“ + 2. Ne 153. y—ZX - EX.
Ne 145 y_x;l Ne 154 y—-lx3’+1x2
S X* - 3x- 4 s 3 27
Ne 146. y = x(3- XZ). Ne 155. y = X° - 6X° +9x.
x* 1 1 .
Ne147. Y=—*1—. No 156. Y =—X+9nx.
2 X 2
Ne1d8. Y =—7 Ne 157. y =+/3cosx - 2x.
X’ +4 L, 1
No149. Y= : No 159. Y =9n x+Zcosx+Z.

168. O'rta giymatlar haqgidagi teoremalar
a) Ferma teoremasi. Y= f(x) funktsiya biror X oraliqda aniglangan va
oraligning ichki ¢ nugtasida eng katta (eng kichik) giymatga ega bo’lsin. Agar
bu nugtada chekli f(c) hosila mavjud bo'lsa, u holda, f{c)=0 bo'lishi zarur.
| sboti. f(x)funktsiya C nugtada eng katta giymatga ega bo’'Imin, deb
faraz qilaylik. U holda, X oraligdagi barcha Xlar uchun quyidagi o'rinlidir:
f(x)£ f(c). ©



Hosilaning ta'rifigaasosan:  f ¢c)=lim—~"—-" f(x)- () 2)

X®c X
X >C bo'lsa, x)- (C)EO 3)
X-C
Agar X® c? Oda limitgac'tilsa, f{c)£O0. (4)
Agar X<c bo’lsa, uholda %0(0)3 0. (5)
(5)dan Xx® c- 0 bo’lgandalimitga o’tilsa, quyidagi hosil bo’ ladi:
f(c)s o. (6)
(4) va(6) munosabatlarni taggoslab, quyidagi kutilgan natijaga ega bo’lamiz:
f(c)=0. (7)
Ferma  teoremasining  geometrik z %
mal nosi shundan iboratki,  f(x)
differentsiallanuvchi  funktsiya X, nugtada , i
eng katta yoki eng kichik giymatga ega j { :
bo'Isa, u holda, f(x) funktsiya D f >
grafigining (% (%)) °f @ % 5 «x

nugtasiga urinuvchi to’g'ri chiziq absissalar o’ giga parallel bo’ladi.

b) Rolli teoremasi. Agar y=f(x) funktsiya [a;b] yopiq oraligda
aniglangan va uzluksiz, oralig ichki nugtalarining barchasida hosilaga ega
hamda oraligning chetlarida funktsiya teng f(a) = f(b)qiymatlarni gabul gilsa,
[a; b]ning hyech bo’'Imaganda bitta shunday cichki nuqtasi topiladiki, bu
nugtada y¢(= f(c)=0 bo'ladi.

I sboti: Berilgan funktsiya [a; b] dauzluksiz bo’lganligi uchun bu oraligda
uning katta M vaeng kichik m giymatlari mavjud.

Agar M =mbo’'lsa y= f(x) funktsiya har ganday nugtada o' zgarmas
f(x)= M giymatga ega bo'lib, har ganday nugtada f‘(X)=Obo’Iadi. M=m

hol uchun teorema ishot bo'Idi.



Agar M >m bo'lsa, funktsiya ikkala giymatga ham erishishi ma’ lum,
ammo f(a)= f(b) bo'lganligi uchun ularning ikkalasiga ham oraligning
chetlarida erishishi mumkin emas, ulardan y A

hyech bo’'lmaganda bittasiga, a va b
orasidagi C nugtada erishiladi. Bunday

holda, Ferma teoremasiga asosan bu

nuqtada f‘(C) hosila nolga aylanadi, ya ni
f(c)=0. ol fa ¢ 8\

>

Demak, teorema isbotlandi.

Bu teoremaning geometrik ma’ nosi
shundan iboratki, berilgan f(x) funktsiya g 1

[a; b] kesmada uzluksiz, shu kesma ichida

differentsiallanuvchi hamda kesma

—

uchlarida bir xil giymat qabul qilsa, shu

e b cma —— =

x N

| i
| @ e é
(@)= 4(8)

oraligda birorta (¢, f(c)) nugta topiladiki,
bu nugtaga urinuvchi to’g'ri chizig OX

o'qga parallel bo'ladi.

V) Lagranj teoremasi. Y= f(x) funktsiya [a; b] oraligda aniglangan va
uzluksiz hamda oraligning ichki nuqgtalarida hosilaga ega (differentsiallanuvchi)
bo'lsa, u holda, bu kesmaning hyech bo’lmaganda bitta shunday ichki

¢ (a<c<b) nugtasi mavjud bo’ ladiki, unda

f(b)- f(a) _ fdo)

b- 3 (8)
ya ni kesuvchining burchak keeffisiyenti urinmaning burchak koeffisiyentiga
teng bo’ ladi.
I sboti: Berilgan [a; b] oraligda qo'yidagi tenglik bilan aniglanuvchi

yordamchi funktsiya kritamiz:

F(x)=1(x)- f(a)- 10 1)

)- 1), o) ©



Bu funktsiya [a; b] da uzluksiz, chunki u f(x) uzluksiz funktsiya bilan chizigli
funktsiyaning ayirmasidan iborat hamda (a; b) oraligda quyidagi chekli
hosilaga ega:

Fg)= 1) 101 10

va bevosita qo’'yib ko'rish bilan
F(a)=F(b)=0 (11)
ekanligiga, ya ni F(x) funktsiya oraligning chetlarida teng giymatlarga ega
bo’'lganligi uchun ham Roll teoremasining hamma shartlarini ganoatlantiradi.
Demak, F(X) funktsiyaga Roll teoremasini qo’'llash va (a; b) da
F(c)=0 bo'ladigan cnugtaning mavjudligini tasdiglash mumkin.
Xulosa gilib, quyidagini yozish mumkin:
f€c)- (b)- f(a) =0.

b- a

Bundan esa

(12)

Teorema ishot bo' Idi.

Logranj teoremasining geometrik
manosi: y= f(x) funktsiya grafigining g T
Ala f(a)) va B(b, f(b) nugtalaridan
o'tuvchi  to'g'ri  chizigning  burchak

f(b)- f(a)

b-a
C(c, f(c)) nugtaga urinuvchi  urinmaning /4
Q

koeffisiyenti dan iborat.

i

burchak koeffisiyenti esa f((c) dan iborat.
Teorema mazmuniga
asosan € nugtaga urinuvchi to’g'ri chizig AB kesuvchiga parallel bo’ladi.

g) Koshi teoremasi ( O’'rta giymat hagidagi umumlashgan teorema)



Teorema. f(t) va j (t) funktsiyalar (a; b) oraligda differentsiallanuvchi
hamda f(t) vaj (t) hosilalarga ega bo'lib, shu oraligning biror joyida
ikkalasi bir vagtda O(nol)ga aylanmasin. Funktsiyalardan biri masalan, | (t) ning
shu oraliq chegaralaridagi giymatlari o' zaro teng bo’Imasin, ya ni j (a)lj (b)
U holda, berilgan funktsiyalaming f(b)- f(a) va j (b)-j (a) orttirmalari
nisbati shu  funktsiyalarning (a; b) oraligda yotuvchi t=t nugtadagi
hosilalarining nisbati kabi bo’ladi:

f(b
b

i

)- fla)_ 14t)

)i (@ &)

178. Lopital goidast
. O ¥ X 0 0 . . . .
Ma lumki, 6,¥,0>¥,¥ -¥,1,0°,¥" kabi anigmesliklar  mavjud.

Bunday anigmasliklarni ochishda elementar usullardan foydalanilgan edi. Endi
esa hosila tushunchasidan foydalanamiz.

Teorema(Lopital qoidasi). Faraz qilaylik, f(x)va g(x) funktsiyalar x=a
nugta atrofida mavjud va differentsiallanuvchi bo’lib,

limf(x)= f(a)=0 va limg(a)=0.

x® a
yoKi
limf(x)=f(a)=¥ va Ii@)rgg(a):éé

X® a
(( )1 O , Iim f(X) f((a) , .
hamda g{a bo’lsa, u holda, ] g(x) gO{a) bo’ ladi.

Isboti. 1) lim f(x)=0 va limg(x) =0 bo'igan hol uchun isbot ilamiz.
f(x)- f(a)

f(a) = g(a) = 0 bo'Iganligi uchun g~ 9x)- 9(a) g(x)g(a)

Tenglikning ikkala tomonidan X ® a dalimit olsak:



f(x)- f(a) f(x)- f(a)
im=t ) _jim_ x- a :IJ@T x-a___f%)_ . fl)
x®a (g X) x®a g(X - g( ) ||mg(x - g(a) g(a) x®a g X)
o f() f(x) _ .. f(x)_ fqa)
Derrek, Wil T o) T oda)

2) lim f(x)=¥ va |Xl®rg 9(x) =¥ hol uchun ham teorema xuddi shu usul

x® a
bilan isbot qilinadi.
Boshga ko'rinishdagi anigmasliklarni  ochish uchun u anigmasliklar

0 ¥
avval 0 yok| - ko'rinishlaridan biriga keltiriladi, keyin esa yuqgoridagi usul

bilan anigmaslik ochiladi.

Misollar
1Iim 2.2-2_0
ML e2x -4 a-4 0
x-2 . (x-2° . 1-0 . 1 1 _1
Yechish: lIm =lim =lim =lim—=—+=-=0,25
x®2 %2 - 4 x®2(x2_4)¢ @22%-0 x®22x 2X2 4
) IIm3x2-5x_9
M2 03 +5x O
2 2 (
3x*-5x . (3x*-5x) . 6x-5 _6X0-5_-5
Yechish: M =lim—~L =| =-

50 3x° + bx X®0(3X3+5X)¢ ©00x? +5 9X0+5 5

3 IImx - 5Xx+6 32-5><3+6:9
*> @8 3x%-Ox -3 0

Yechish:

2 2 (
X -5x+6_|. (x -5x+6)_|. 2x-5_2X3-5_ 6-

lim=—=""2 im -2
@3 3x7-0x 93 (30 g )P wabx- 9 6%-9 18-9 9

Aoa lim x*- 7x+10 _ 25- 35+10 O
x®5 ¥2 -9x+20 25- 45+ 20 O



. - 7x+10) 2% 7_256-7 _10-7 _
Yechi B
x®5 X2_9X+20)¢ @52x-9 296-9 10-9

5 Ilm?’n+1—i
Mo YT 1 ¥
lim 3n+1) —im3 =3
Yechish: ne ¥ (7n 1)¢ e¥7 7
2n° +3n- 4 ¥
Neg, lIm

n®¥ 3n2- 4n+1 ¥

(2n2 +3n- 4)(

Yechish: 1Im =lim =lim =—=_.
n® ¥ (3!’]2- 4n+1)¢ ne¥ fn- 4 ne¥ (6n- 4)¢ 6 3
| X+x> ¥
Net. XI®er4+x3 Ty
Yechish
6 5( 5 5 4( 4 3
Iim(X +x) —Iim6X +5x* —lim (6x +5x) —lim 30x™ + 20X
X® ¥ (x4 +x3)¢ ¥ 4x3 +3x?  x® (4x +3x )¢ @Y 12x7 + Bx
( 4 3\ 3 2 3 2 \¢
- (3ox*+20x) _ . 120x*+60x* _ . (120x% +60x?) _
m =lim =

¥ ¢ ¥ a II"Q ¢
@ (12x2 + 6x) @Y 24x+6 ®¥  (24x+6)

. 360x*+120x _ ¥
=lim =—=

® ¥ 24 24

Mustaqil yechish uchun mashqlar
Lopital goidasidan foydalanib hisoblang

2

imX 4. Iimx3- 8. lim L~ COSX.
Ne160. @) lim—; b) lim=—>; V) .




tgx- X | e -1

lim ; lim ;
9 55 X- sSinXx D o sinx ye)
. cos’ X
[im . 3.
X®_221+s;|n X
lim sn®x ”msinx-cosx_ IimSinA'X
Ne 161. Q) ep 14 cosx’ b) x®‘i—th- 1 V) 80 3x
. X-s8inx. . ef -1 . X*+Inx-1
Ne 162. @) lIm———; b) lim : v) lim——r——;
x®0 X x® 0 X x®1 e’ -e
imX o3 *2 i im& €
9 o X3 - 4x* +3’ ) X®0In(1+X)’ Ye) Seo X-snx
i SNX- X, lim2- [ +e)xcosx Iimx3+27_
Ne 163 a) «®0 X3 ’ b) «®0 X4 ’ V) <®-3 X+3 '
i XX - sinx. o lim e -1 ’ In(cosax)
9 Swo (x+x2)sinx’ ) x®0 |n(1+2x)’ Ye) o In(cosbx)”
P %
164 ”mzx- 1 o Iimarcsian_ lim-2
No . Q) @0 Snx ) Sl —— V) X®% clox
. 2343 +1 . logx. . X"
Ne 165. @) lIm—— : lim——; v) lim—
X® ¥ X+ 4 x®¥ Y x®¥ @
lim "X imE . lim &
9) X®¥ ¥ d) x®¥ x2' ye) X®¥ Y
Ne 166. a) Iim(xlnx)' b) Iimg%tgx- 19; V) Iim(x- X? +1)
- ) x® 0 ’ x®0a Xg X® ¥

188. Funktsiya differentsialining tagribiy
hisoblashda go’llanilishi
Biror X kattalikni tagribiy hisoblashda Dx xatoga yo'l go'yiladi. Bu esa
Yy migdor uchun Dy xatoni vujudga keltiradi.
Agar funktsiya argumentining hisoblangan tagribiy giymatini X



deb qgaraladigan bo'lsa, X ni O'Ichashda yo’'| go'yilgan absolyut xato DX
bo’ladi. U holda, o’'Ichanadigan kattalikning hagigiy qiymati X+ Dxdan iborat
bo’ladi. Natijada, f(x) funktsiyaning  tagribiy  giymatini X, f(x+ Dx)
funktsiyaning hagigiy giymatini esa X+ Dx aniglaydi. U holda, funktsiyaning
absolyut xatosi quyidagi tenglik orgali ifodalanadi:

Dy =|f (x+Dx)- f(x) (1)

Agar Dxning nolga vyagin, yani kichik  giymatlarida Dy ni
dy differentsial bilan almashtirilsa

Dy = f(x+Dx)- f(x)» f(x)dx=dy
hosil bo’ ladi.

Ixtyoriy y kattalik y= f(x) tenglamadan topilsin deb hisoblaylik. U
holda, X kattalikni topishda yul go'yiladigan Dx absolyut xato y kattalikning
Dy absolyut xatosini hosil giladi.

Dy » dy bo'lsa, I nisbiy xato uchun quyidagi ifoda o'rinli bo’ ladi:
_|dy
r —‘7 . (2)

(2) ifodani quyidagicha ta'riflash mumkin: garalayotgan kattalik absolyut
xatosining (dy) shu kattalik tagribiy giymati Y ga nisbatining absolyut giymati
nisbiy xato deb aytiladi va r prosentlarda ifodalanadi.

1-misol. Radiusi r =125sm bo’'lgan doiraning yuzini hisoblashda
gilingan nisbiy xatolarni taggoslang, bunda:

a) absolyut xato doira yuzining orttirmasiga teng bo’lsin;

b) absolyut xato doira yuzining differentsialiga teng bo’lsin.

Yechilishi:

a) Qaralayotgan doira yuzining orttirmasi DSni vadoirayuzi S=pR* ni
hisoblaymiz. Doiraning radiusini hisoblashdagi  xato

|+ 0,5 cx| dan oshmaydi deb hisoblaymiz. U holda,



DS=p(R+DR)’ - pR? =p[2RXDR + (DR)’] =p (2X125>0,5 + 0,25) = 125,25p..

bS _ 125 252 =0,008016 » 0,8%.
S pol25

dSs
b) Doiraning yuzini hisoblashdagi dS- differentsiaini  va —o hisbiy
xatoni topamiz:
dS=2p >R>DR=2p »125>0,5=125,

dS_ 2p>R°DR_ dR
s pRrR R
Qaralayotgan doiraning yuzini hisoblashdagi nisbiy xato radiusni

hisoblashdagi nisbiy xatoning ikkilanganiga teng:

B 2R _5.35 _ggy,
S R 125

Demak, b) hola hisoblash ancha sodda va hisoblash anigligiga zarar
yetkazilmasdan bajarilgan.
DS orttirmani dS differentsial bilan almashtirishdagi yaginlashishning
nishiy xatosi quyidagidan iborat bo’ladi:
DS- ds=125,25 - 1250 =0,25p,
DSdeS (122::;) = 0,002 = 0,2%.
Demak, yaginlashishning nisbiy xatosi 0,2% ekan.

Differentsial yordamida funktsiya orttirmasini topish uchun berilgan
y = f(x) funktsiyaning Dy = f (x+Dx)- f(x) orttirmasi topiladi. Funktsiyaning
differentsiali esa Dy = f((X)dXdan iborat. U holda, X argumentning yetarlicha
kichik orttirmasida
Dy » dy
deb olish mumkin bo'ladi. Demak, funktsiyaning orttirmasi  uning
differentsialiga tagriban teng bo’ ladi.



2- misol. y=4x>+2x-1da x=2 va Dx=dx=0,001 bo'lganda Dy ni
toping.

Yechilishi:

Dy » dy = d(4x? + 2x- 1)= (8x+2)dx = (8:2 + 2)>0,001= 180,001 = 0,018.
Dy ning hagiqiy giymati quyidagidan iborat bo’ladi:
Dy = 452,001% + 25,001~ 1- (452? + 252~ 1)=16,016004 +
+3,002- 19 =19,018004 - 19 =0,018004.

Funktsiyaning tagribiy son giymatini hisoblash uchun berilgan y= f (x)

funktsiyaning orttirmasi va differentsiali topiladi:

Dy = f (x+Dx)- f(x),

dy = f (x)dx.
Dy = dy almashtirish bajarilsa, f(x)dx = f (x+Dx)- f(x). 3)
Bundan, f (x+Dx)= f(x)+ f (x)Dx (4)

3-misol. y=5x°- 2x+3 funktsiyaning X=2,01 bo'lgandagi tagribiy
giymatini toping.

Yechilishi:Bunda f (x)dx = f (x+Dx)- f(x)va f(x+Dx)= f{(x)Dx+ f(x)
ekanligini hisobga olamiz va quyidagilarni topamiz:
x=201 dan x=2 va Dx=001 deb, f(x) hamda f{x)Dx larning son
giymatlarini aniglaymiz:

f(x)=f(2)=5%°- 2 +3=39,

FEx)Dx = £€2)>0,01= (55 - 2x+3) xDx = (15x - 2)>xDx =
= (15522 - 2)»0,01=0,58.
Yugorida keltirilgan ikkinchi formuladan:
f (2,01) =39+ 0,58 = 39,58
Funktsiyaning aniq giymatini topamiz:

f(2,01) =5%2,01)° - 22,1+ 3=239,583005.



39,583005- 39,58
39,58

Y aginlashish xatosi » 0,008% , ya ni juda kichik ekan.

4- misol. y=3x"- 7 funktsiyaning x=2 va Dx=0,001 bo'Igandagi
orttirmasining tagribiy giymatini toping.

Yechilishi: Berilgan funktsiyaning ikkala tomonini differentsiallaymiz. U
holda,

dy = 6xdx

bo’ladi. Bundan, dy =6>2>0,001=0,012 bo'ladi.
Orttirmaning hagigiy giymatini topamiz:

IDy| = f(x+Dx)- f(x)=3(x+Dx)*- 7- (3x2 - 7):

= 3x% + 6x>Dx +3(Dx)? - 7- 3x? +7 =6x>Dx+3(Dx)’ - 620,001+

+3>0,000001 = 0,012003.

Absolyut xatoni topamiz: |[Dy- dy| =|0,01003- 0,012 =0,000003.
Nisbiy xato quyidagicha bo’ladi:

|Dy- dy| _ 0,000003
dy | 0012

=0,00025 = 0,025%.

Dargali funktsiyaning taqgribiy giymatini hisoblash quyidagi tartibda
olib beriladi: argumentga orttirma beriladi: X+ Dx. U holda f(X+ DX)= (X+ DX)n
hosil bo’ladi. (4) dan foydalanib, uning tagribiy giymatini hisoblaymiz:
f(x+Dx)» f(x)+ f(x)Dx.
U holda, quyidagilargaega bo’linadi:
f(x+Dx)=(x+Dx)"; f(x)=x"; f¢x)Dx=n>xx""Dx.
Bulardan esa: (x+Dx)" » X" +nxx""! xDx. (5)

(5) tenglik dargjali funktsiyalarning tagribiy qgiymatini  hisoblash
formulasi bo’lib, undagi n-ixtiyoriy son bo’lishi mumkin.

5-misol. (4,012) ifodaning tagribiy giymatlarini toping.



Yechilishi: Misolni yechish uchun f(x+Dx)» f(x)+ f (x)Dx formuladan

foydalanib, (x+ Dx)n » X" +nxx"'xDx  ekanligini  aniglaymiz hamda  uni
go'llaymiz. Berilganlarga ko'ra Xx=4, Dx=0,012 larni hisobga olib,
guyidagilarni hosil gilamiz:

(4,012)% = (4 + 0,012)2 = 4% - 2x4x0,012 =16,096 » 16,1.
Y aginlashishning nisbiy xatosi:

16,1-16,096
16,1

» 0,025% dan iborat. Bu esa juda kichik bo'lganligi

sababli, javob o'rnida 16,1 ni gabul gilish mumkin.

Differentsialdan foydalanib, ildizlarni tagribiy hisoblash  mumkin.
Masalan, f(x)=«/§ funktsiyaning tagribiy qiymatini topish talab qilinsin.
Uni topish uchun X argumentga Dx orttirma beriladi. U holda, (4)ga asosan

f(x+ Dx):\/X+Dx funktsiyaning tagribiy giymatini hisoblaymiz:

Dx
f(x+Dx)=¥Ux+Dx, f(x)=¥x, f §x)>Dx = .
nn Xn—
Bulardan esa quyidagi formula hosil bo’ ladi:
\n/X+DX»Q/;+ D)i_l _ (6)

Ny X
(6)- ildizni tagribiy hisoblash formulasidir.
6-misol. 4/0,96 ildizning giymatini tagribiy hisoblang.
Yechilishi:  Berilgan ildizni  quyidagi ko' rinishda yozamiz:

/0,96 =/1- 0,04 . Bunda x =1 va Dx=-0,04. (6) formulaga asosan:

/0,96 =/1- 0,04 »1- % =0,98.

Mustaqil yechish uchun mashglar
Ne 167. r =50sm, Dr =0,01 bo'lsa, aylana uzunligini hisoblashdagi
nisbiy xatoni toping.



Ne 168, x=2 va Dx=001 bo'lsa, y=x> formula bilan berilgan
kattalikni hisoblashdagi nisbiy xatoni toping.
Ne 169. x =2 va Dx=0,001 bo'lganda Y = 2x° +5 funktsiyaning tagribiy
giymatini toping.
Ne 170. y=3x*+5x+1 funktsiyaning x=3 va Dx=0,001 bo'Igandagi
orttirmasi  giymatini toping.
Ne 171. Quyidagi funktsiyalarning orttirmalari giymatini toping:
a y=x"+x-1 x=2 va Dx=001da
b) y=Inx; x=10 va Dx=0,01da.
Ne 172. Radiusi R bo'lgan shar gizdirilganda uning radiusi DRga
uzayishi ma lum bo’lsa, sharning hagmi ganchaga oshadi?
Ne 173. Qirrasi 10 sm bo’'lgan kub qizdirilganda girrasining uzayishi
0,02sm bo’Isin. U holda kubning hajmi ganchaga ortgan bo’ladi?
Ne 174. Quyidagi funktsiyalarning tagribiy qiymatlarini argumentning
keltirilgan giymatlari bo’yicha hisoblang:
a) f(x)=2x%- x+1, x =2,01da;
b) f(x)=x%+3x+1, x =3,02da;
V) f(x):%x3+%x2- 2x+4, x=11da,
Ne 175. Quyidagilarning tagribiy giymatlarini toping:
a) (9.6)%; b) (L012)*; v) (9.95); @) (1L,005)°; d) (0,975)".
Ne 176. 5,013 ning tagribiy giymatini toping.
Ne 177. Quyidagilarning tagribiy giymatlarini toping:

a) (0,9756)"; b) (3,025)*.
Ne 178. Quyidagi ildizlarning tagribiy giymatlarini toping:

a) 3/1,006; b) /24,84; v) /99,5; g) ¥1,03;
d) 3\/ 1,012; ye) 7/ 25,16; yO0) m



Javob va ko’ rsatmalar
Ned4. Dx=-01; Dy=-0,39. Ne5. Dv=3a%xDx+3a(Dx)’ +(Dx)°’. Ne 6. Dy =0,205.
Ne 7. Dy = 3x? xDx +3x(Dx)? +(Dx)* =2,791. Ne 8. Dy =%/x+Dx- ¥/x=0,06. Ne9. 1) v,

2) v, +at,. Ne 10. 1) O m/minut; 2) % m/minut; 3) 75 m/minut. Ne 11. i Nel12.V =6. Ne

24t
2

m;’ joul. Ne15.a)1: b)- 3: w)%; )L Ne16. @) 6x:b) 2x- 2:

13. 25sek. Ne 14.

V) 2X- 6; Q) %+2x; d) 14x+3; €) 2x- % Nel17. - 4. Ne18.8)- 3;b) 3; v)- 5; g)- 11.

Ne19.8) 2x- 3; b) 2x- 5;V) 2x- 1; @) 2x?- 3. Ne 20, 12. Ne21. - 24. Ne 22. 6. Ne 23. 3.
Ne 24, 25. Ne 25. 6. Ne 26. 12(x® +1). No27. 2(x- 1). Ne 28, 3cos3x. Ne29. - 4sin4x.
5 5 3x? 5
Ne 30. 2(x% - 2x+1)(2x- 2). Ne 3L 2(x? +3x+10)2x+3). Ne32. . Ne33.- —> .
(x+1) sin“ 5x

Ne34. §n2x. Ne3b. - sin2x. Ne36. 2tgxx—=— = 230X 037 106 Ne 38 cose™.

cos’x  cos® X
Ne 39. - sinxe™*. Ne 40. ctgx. Ne 41. - tgx. Ne 42. 2x(cos(x2 +1)- sin(x2 - 1)) Ne 43.

2.3 Noeda - X 2(1+x)(1- 2X - xz).
b - xf

x* " V1- x?
. Ne 49, 6(x? +5)(x* +15x + 23). No 50. 6x{x? - 3’ .

Ne 45, - 6x%€>. No46.6x(x? - 3 . Ne 47.

3(x2 +x+1)(5+ 6x- 5x% - 2x° - x“)

x* - 3x° - 5x)4
2(1+x)(L- 2x- x3). No 52. 3(x? +x+1)5+ 6x - 5x* - 2x° - x“). Ne53 - L

X% - x (x3 - 3% - 5x)4 1- x?

1 Ness -1 ! ns7.a) 2

No L b)_
1+x*° 1+x2° 7 T 1+x2 T T 14 1+ 4x2
1 1 2 1 2 1 4
+ +2e*. Ne59. @ yt=-=: b)) yl=—+—— t— =V tox- —;
7 1 ) y v ) y' = AT )y v
9 y'=—2; d) y'=6x- 2x; ¢ y1=2(1+xz), yo) y*
a - x?)

Ne 48.

Ne 51.

Ne 54, . Ne 58.

=~ j) y'=2snx;
+b (sin x + cosx)? Dy
- 2—
7) y' =2xxcosx; i) y' =4x>an4x. Ne 60. v) ylzu; v) y1:X 32/ Ne 61. ylzi.
X- 2y X-y y-1

4 3
No 62. y'- 3. Ne 63. yl_m Ne6d y'=— Y _ o5, yx:-Ectgt No 66,

9x%y? 3xy® - y*
_ 2
yr=1*al et NogB.yi=-1. Ne69.a)y'=-5x%; b) yi=2 2K pe70, yt=- DX
w 2y a‘y
Ne 71. urunmatenglamasi: 2x + 3y +18 = 0. normal tenglamasi: 3x- 2y +1=0. Ne 72.dy = dx.

1 &
g—z-lgdx;v)dy: 5
e X g COS” X

Ne 73. dy = (2x- 6)dx. Ne 74. @) dy = (cosx - sin x)dx ; b) dy = dx;

g) dy= g x° +3sinx+ = —dx Ne75. dy=-04. Ne76. dy=-36. Ne77.a) dy=-0,5.
Xg



b) dy=-336. Ne78.0. Ne79. 0. Ne80. 60. Ne8l. - cosx. Ne82. sinx.Ne83.

9700200(1+ ). Ne 84. - . N 85. 3c0s3x- 8™ + = . No86. s‘n§<+ nP8 N 87.
X Cos” X 29

dx?. Ne 89. - 6‘CZ‘lsm 2x+——dx Ne 90. 24xdx®. Ne 91.

4x\/_ x* g
4 52In42x? ¥n4- 1)dx?. Ne 92. - 4sin 2xa®. Ne 93. &) (255€%* - cosx|a’;
b) (- 125 % +sin x)dx*; v) (625¢* +cosx)dx®. Ne 94. (- ¥;0,75) va (0,75;+¥ ). Ne 95.

2dx*. Ne 88.

a)g ¥ é—va(; 3+¥ b)( ¥:-1) va (2+¥). e 96. (- ¥;-1); (- 12); [L+¥). Ne 97.
(%]

(- ¥, 1) va (l+¥)dao SUVChI, (- 2,0) va (0;1) dakamayuvchi. Ne 98.(- ¥; 0) va (2;+¥)

oraliglarida o'sadi; (0;2) dakamayadi. Ne 9. 2-v2) va ({/2;2) dakamayadi; - v2;+/2) da
o'sadi. Ne 100. (- 1:1) dao’sadi; (- ¥;- 1) va (,+¥) dakamayadi. Ne 101. (- ¥;-2) va (0,+¥)
dao’sadi; (- 2,0) dakamayadi. Ne 102. (g+¥ ) dao’sadi; (0;1) va (1;e) dakamayadi. Ne 103.
g %!+¥ 9 Ne 106. a) ymax (0) = 5’ Yrin (1) = 4’ b) ymax (_ 2) =

4
—, Vy.. (0)=0. Ne 107.
¢ i . Yo (0)
2
3

Voo =T(-)=2,y,,=f()=-2.M108. y,, =f{1)=-2=, y,, = f(3)=-4. N 109.

Yo f(0)=-2. N0 110. @) y,,, = f(5)=-16;b)y,,, = f(- 2)=13, y,,, fC=r=-5"—;
e

v)yekstremumlari mavjud yemas; g)y,,, = f(- 3)=-120, y,. = f(1)=8, y,,, = f(2)=5;
dy.,=f(-e=-e,y, = f( )=e.Ne111.8)Y,_ (1))=Y, (6)=0,Y_ (3)=-108;

b)Ymax(l)=%,Y =(- 1)—-— VY, (3)= %,Y.(-l)z-?g)Ymax(l):%.Ngllz.sOnlar

min

0’ gining barcha nuqtalarida gavariq. Ne113. - % <x<01ldagavarig; 0<x <% dabotiq;

x = 0-bukilish nugtasi. Ne114. (- ¥,2) da qavarig; (2,+¥ ) dabotiq. Ne 115. &) (- ¥,2) da
qavariq; (2,+¥) dabotig; b) R dabotic; v) (- ¥,- 1) va (1,+¥) dabotig; (- 1:1) dacavarig; g)
R dabotig. Ne 116. (- ¥;1) daqgavariq; (L+¥) dabotig. Ne 117. &) (- ¥;-2) va (L+¥) da
qavariq; (- 2:1) dabotiq; b) (- ¥;- 1) va (0;3) dagavarig; (- 1,0) va (3;+¥ ) da botig; v)

)

(- 7;+¥) daqavarig; (- ¥;-7) dabotig. Ne 118. a) (2:16); b) (1;38) va (3;46); v)é J3;- \F

(0,0) va §\/§; \/;j; g) bukilish nugtalari mavjud emas; d) (4;5); ye) (- 2:3In2); (2,3In2);
2

f) (0). Ne 119. &) - 1,375, 1375; b) - 2,2. Ne 120. &) - 2,4/3; b) - /311, Ne 121. ) % g,o,
b)R-Q, -B+£, who¥3 p */_ Ne122. O 4. Ne123.10,10. Ne 124. a= X,
8 2' 8 2’76 2 5
h:%. Ne 125. 8 0. Ne 126. %;o. Ne 127. %;2.»@ 128. e+ 2 +4: %(10- 7In2).
€

Nel29. 9 va - 9. Ne 130. 2¢/2dm. Ne 131/ x=2; y=0. Ne 132. x =1 -vertikal asimptota.
Nel33. x=1, x=-1, y=0.Ne134. x® -¥ day=-x, x® +¥ day=x.Ne 135 x=1,
y=x+1.Ne136. x=-5, x=5, y=0.Ne137. x=-1; y=x- 3. Ne138. x=4; y=x-1.



Nel139. x =0 vertikal; y =3xo0g maasimptotalar. Ne 140. x = 2; x = - 2 vertikal asimptotalar.

Ne 160 @) 4; b) 12; v) % Ko'rsatma: kasrning surati va maxrajidan ketma — ket ikki marta

hosila olinadi; g) -1; d)1; ye)%. Ne 161. @) 2; b) %; V) g Ne 162 a) %; b) 1;v) g; Q) g;

d) 2;ye) 1. Ne 163 a) - %; b) %; v) 27; 0) 1; d) 1; ye) %. Ne 164. @)In2; b) g; V)1. Ne

165a)¥; b)0; v)0; g)0; d)¥; ye)¥ . Ne 166. a) O. ko'rsatma: |fodani xlnx:InTX

X

ko'rinishga keltirib, ; kabi anigmaslikka keltiriladi. b) O. Ko'rsatma ctgx:% kabi
X

ifodalab, Ii@r)rgw ga keltiriladi va % shakldagi anikmaslik xosil bo'ladi. v) O.
X Xsn X

Ko'rsatma: Ifodani 0’'zining qo’shmasiga ko’'paytirilib, bulinadi. Natijada; lim -

ko'rinishga keladi. Ne 167. r »1%. Ne168. r »15%. Ne169. 0,05%.

Ne 170. 0,023. Ne 171. a)013; b)0,001. Ne 172. dv=4pR*xdR. Ne 173. 6sm>. Ne 174.
a)7,07; b) 1918;v) 2,83. Ne 175. 8)82,08; b)1,036; v)985; g)1,05; d)0,9. Ne 176. 125,975.
Ne 177 @) 0,9; b) 83,7. Ne 178 @) »1,002; b) »4,984; v) »9975; g) »1003; d) »1004;
ye) » 5016; yo) »10,05.
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