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SO‘Z BOSH1

Respublikamiz mustaqillikka erishgandan so‘ng barcha sohalarda, jumladan,
ta’lim sohasida ham muhim islohotlar amalga oshirildi. Buislohotlar ichida“Talim
to‘g‘risida”gi Qonun va Kadrlar tayyorlash milliy dasturi eng muhimlari bo‘lib,
ulaming asosiy magsadi respublikamizda jahon andozalariga mos keladigan
ragobatbardosh mutaxassislami tayyorlashdan Iborat. Bunday mutaxassislami
tayyorlashda asosiy zamin uzluksiz ta’lim tizimining muhim bosgichlaridan bin
bo‘lgan oliy ta’lim bosgichida yaratiladi. Oliy ta’lim bosqgichida malakali
mutaxassislami tayyorlashda o'quv adabiyotlarining, aynigsa, o ‘zbek tilida yozilgan
adabiyotlaming o‘mi salmoglidir.

Ma’lumki, hozirgi kunda oliy o'quv yurtlarining barcha mutaxassisliklarida
oliy matematika fani o‘qitiladi. Talabalami oliy matematikadan chuqur bilim,
kolnikma va malakalarga ega bollishlaridao'quv adabiyotlarining, aynigsa, nazariy
materiallar bilan birga masala va misollar yechish bo‘yicha yo‘l-yo‘riglar
ko‘rsatilgan o‘quv go‘llanmalaming o ‘mi muhimdir.

Hozirgi kunda oliy matematika va matematik analizdan masalalar yechish
bo‘yicha bir gator qo‘llanmalar mavjud. Ularga na’muna sifatida Y.U.Soatovning
“Oliy matematika”(34}ism), A. Sa’dullayev va boshqalaming “Matematik analiz
kursidan misol va masalalar to‘plami”, 1.A.Maronning “AuddepeHLmansHoe u
WHTerpanbHoe  ucuucneHve B npumepax M 3agadax”, |.A.Kaplanning
“IMpakTuyeckme 3aHATUA N0 Bbicweid MaTematmke”, P.E.Danko, A.G.Popov,
T.Ya.Kojevnikovalaming “Bbicliag MaTeMaTuka B YMpaKHEHUAX W 3afadax”,
I.l.Lyashko, A.K.Boyarchuk, YaG.Gay, G.P.Golovachlaming “MaTematnyeckuii
aHanu3 B npumepax MW 3afavax”, G.l.Zaporojetsning “PyKOBOACTBO K peLUEHUIO

3afla4 no MaremaTuuyeckoro aHanusa” nomli kitoblari va hokazolarni Kkeltirish

mumkin.



Bunday go‘llanmalar ko‘p bo‘lishiga garamasdan ularning aksaraiyati davlat
tilida emas. Bundan tashgari, goMlanmalarda oliy matematikadan berilgan nazariy
ma’lumotlar masala va misollar yechish uchun yetarli darajadayoritilmagan.

Mualliflar tomonidan yozilgan ushbu o‘quv go‘llanma yuqorida ta’kidlab
o‘tilgan kamchiliklami bartaraf gilish magsadida yozilgan.

Ushbu o‘quv goMlanmaning boshga o‘quv goMlanmalardan fargi shundaki,
unda barcha mavzular bolyicha nazariy ma’lumotlar ancha mukammal berilganligi
hamda deyarli barcha formulalarni qo‘llashga doir topshiriglar yechimlari bilan
keltirilganligidir. Ushbu qo‘llanmaning afzalliklaridan yana biri unda foydalanilgan
tayanch iboralarning o‘zbekcha, ruscha va inglizcha nomlarining berilganligidir.
0 ‘quv qo‘llanmada berilgan na’zariy ma’lumotlami o ‘quv rejada oliy matematikaga
kamroq soat ajratilgan yo'nalishlar uchun ma’ruza matni sifatida gabul qilish
mumkin.

Ushbu o‘quv qoilanmaning boshga o‘quv qoMlanmalardan afzallik
tomonlaridan yana biri unda talabalar mustaqil yechishlari uchun berilgan
topshiriglardan masalalar to'plami sifatida foydalanishi mumkinligidir.

Ushbu o‘quv go‘llanmadan oliy matematika olgitiladigan barcha oliy o‘quv
yurtlarining talabalari va o‘gituvchilari foydalanishlari mumkin. Ushbu o‘quv
goMianma mualliflarning uzoq yillardan beri oliy matematikadan olib borgan
mashg‘ulotlari jarayonida to‘plangan tajribalari asosida yozilgan bo‘lib, ayrim
kamchiliklardan holi bo‘Imasligi mumkin.

Ushbu o‘quv goilanmaning qo‘lyozmasini o‘qib chiqib o'zlarining gimmatli
maslahatlarini bergan fizika-matematika fanlari doktori, professor A.Q.O'rinovga,
fizika-matematika fanlari nomzodi, dotsent T.A.Djalilovaga va fizika-matematika
fanlari nomzodi T.T.lbaydullayeviarga mualliflar o0‘z minnatdorchiliklarini
bildiradilar.



| BOB. KO‘P 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYA

8 1. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya, uning limiti va uzluksizligi

Geometriya va tabiatshunosliknmg bir gator masalalan o‘rganilayotganda
o0 ‘zgaruvchi miqgdorlar orasida bir o‘zgaruvchi migdoming giymati golganlarining
giymatlari orgali to'la aniglanadigan bog'lanishlar uchraydi. Jismning biror fizik
xarakteristikalari (masalan, uning zichligi p ni yoki temperaturasi T ni)
garayotganimizda jismning bir nuqgtasidan  boshqasiga o‘tganda bu
xarakteristikalaming o ‘zgarishini ko‘rish mumkin. Jismning har bir nuqtasi x,y,z
dekart koordinatalari bilan aniglangani uchun garalayotgan xarakteristikalar uch
o°‘zgaruvchi. x,y vaz ning giymatlari bilan aniglanadi.

Vaqgt o'tishi bilan o‘zgaruvchi fizik jarayonlar qaralayotganda fizik
xarakteristikalar giymati to'rtta o‘zgaruvchi x,y,z va t ning giymati bilan
aniglanadi.

Masalan, gazda tovush tebranishlarining targalishi o ‘rganilayotgandagazning
zichligi p va bosimi p to‘rttao‘zgaruvchi x, y,zvat ning giymati bilan aniglanadi.
Bunday misollarni geometriyadan ham keltirish mumkin:

Asosi x va balandligi y bo‘lgan uchburchakning 5 yuzi S = — formula

bilan, chizigli o‘lchovlari x,y,z boMgan tolg‘ri burchakli parallelepipedning V
hajmi V = xyz formula bilan aniglanadi. Birinchi holda S ikkita x vay ga bog'liq,
ikkinchi holda esa V uchta x,y,z o‘zgaruvchilarga bog'lig. Shunga o°‘xshash
bog‘lanishlami o‘rganish uchun ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi Kiritiladi.
Ta’rif: Agarn oMchovli Rn Yevkilid fazosidagi biror D to‘plamdagi har bir
e>n) nuqgtaga ma’lum bir qonun asosida gandaydir u hagigiy son mos

go yilgan bo‘lsa, u holda n berilgan D to‘plamda aniglangan n o 'zgaruvchili
funksiya deyiladi. D ¢ Rn to‘plamda aniglangan n o‘zgaruvchili funksiyani
U —f(.xv x2>—>xn) vyoki qisqacha n=/(M ) kabi belgilanadi. Bunda

X\, x2, ..., xn larfimksiyaning argumentlari deyiladi.



Ta’rif: Berilgan n o'zgaruvchili n =/(M ) funksiya ma'noga ega bo‘lgan
Rn Yevklid fazosidagi barcha M(xv x2,...,xn) nugtalar to‘plami funksiyaning
aniglanish sohasi, U = f{M) funksiya gabul giladigan haqiqiy sonlar to'plami esa
bu funksiyaning giymatlar to plami deyiladi.

Funksiyaning aniglanish sohasini D{/} , giymatlar sohasini E(f} bilan
belgilanadi.

D to‘plamdan olingan M nuqgtaga mos kelgan u son funksiyaning M
nuqgtadagi xnsusiy giymati deyiladi.

Kelgusida soddalik uchun va olinadigan natijalami geometrik talginini berish
magsadida asosan ikki o‘zgaruvchili funksiyani Z, uning argumentlarini esa x way
kabi belgilaymiz. Shunday gilib, umumiy holda ikki o‘zgaruvchili funksiyani Z =
f(x,y), Z = F(X,y), Z = g(x,y) vahokazo ko‘rinishdayozamiz. Masalan,

Z="fix,y) =yjl-x2-y2, Z=g{x,y) =3x+5y- 1,

Z=h(x,y) = A-r o'zgaruvchili funksiyalardir.

Ikki o'zgaruvchili Z = f(x,y) funksiyaning D[f} aniglanish sohasi
tekislikdagi M(x,y) nuqgtalardan tashkil topganligi uchun, y tekislik yoki undagi
biror sohadan iborat bo‘ladi. Masalan, yuqorida keltirilgan fimksiyalar uchun D{f}
markazi 0(0; 0) koordinata boshida joylashgan va radiusi r = 1 bo‘lgan birlik
doiradan, D[g} butun tekislikdan (D{g} = R2), D{h] = R2 —{0}, yani tekislikning
koordinata boshidan tashgari barcha nuqgtalaridan iborat.

Ikki o'zgaruvchili Z = f(x,y) funksiyaning geometrik ma’nosi (mazmuni)
uning grafigi tushunchasidan kelib chigadi. Bu tushunchani Kiritish uchun fazoda
XOYZ to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasini olamiz. XOY koordinata
tekisligida funksiyaning D[f] aniglanish sohasini garaymiz va uning har bir
M(x,y) nugtasidan XOY koordinata tekisligiga perpendikulyar o ‘tkazamiz. Bu
perpendikulyarga funksiyaning Z = f(x, y) giymatini go‘yamiz. Natijada fazoda
koordinatalari (x,y,f(x,y)) bo‘lgan P nugtani hosil gilamiz.

Ta’rif: Z = f(x,y) funksiyaning grafigi deb fazodagi

P{x.y.z) = P(x,y.f(x,y)) = P(x,y.f(M)), M = M(x,y)E D{f}



nugtalaming geometrik o ‘rniga aytiladi.
Masalan, yuqorida keltirilgan Z = f(x,y) funksiyaning grafigi tenglamasi
Z=yjl—x2—y2 =>722=1-—X2—y2=>x2+y2-fz2=1
bo‘lgan sferadan, Z = g(x,y) funksiyaning grafigi, tenglamasi

Z=3x+ 5y —1 yoki 3x + 5y —z —1 = 0 bo'lgan tekislikdan iborat.
Ammo yuqoridagi Z = h(x,y) funksiya grafigini to‘g‘ridan-to‘g‘ri tasawuf etish
oson emas. Bunday hollarda funksiyaning sath chiziglari tushunchasidan
foydalaniladi

Ta’rif: Z = f(x,y) funksiyaning giymatlari biror o‘zgarmas C soniga teng
bo‘ladigan XOY koordinata tekisligidagi nuqtalar to'plamidan iborat chiziq
funksiyaning sath chizigi. C soni esa sath deb ataladi.

Ta’rifdan Z = f(x,y) funksiyaning C sathli sath chizig'i tenglamasi
fix.y) —c bo'lgan chizigdan iborat ekanligi kelib chigadi.

Yugorida biz n o‘zgaruvchili funksiyani U = f(xv x2,.~,xn) ko‘nnishda
yozgan edik van = 2 bo‘lgan hoi, ya’ni Z = f(x,y) ikki o‘zgaruvchili funksiyani
o‘rgandik. Bunda biz ikki o‘zgaruvchili funksiyani geometrik talgini tushunchasi
bilan ham tanishdik.

Agarn > 3 bo‘lsa/ (xI,x2, ..,xn) funksiyani bevosita geometirik tasvirlab
bo‘lmaydi. Agar n = 3 boMsa, u holda berilgan funksiya uch o‘zgaruvchili bo‘ladi
va uni biz U —f{x,y,z) ko‘rinishida yozamiz. Bunda x,y,z argumentlar va u
funksiya bo'ladi. Xuddi shunday to'rt, besh va hokazo o'zgaruvchili funksiyalami
ham yozish mumkin.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ham bir o'zgaruvchili funksiya kabi analitik,
jadval vagrafik usullarda berilishi mumkin. Funksiya analitik usulda, ya’ni formula
bilan berilgan holda ko‘pincha uning aniqglanish sohasi ko‘rsatilmaydi. Lekin biz
funksiyaning aniglanish sohasi sifatida funksiya analitik ifodasini ma’noga ega

giladigan (x1,x2, nugtalar to‘plamini tushunamiz.



Ta’rif: Berilgan MO(x0,y0) nugtaning r radiusli atrofi deb tekislikdagi
wx —Xg)2+ (y —Y0)2 < r tengsizlikni ganoatlantiruvchi Mix, y) nugtalar
to‘plamiga aytiladi.

Ta’rif: Biror chekli A soni ikki o‘zgaruvchili Z = f(x,y) funksiyaning
uning argumentlari x ->x0, y -* yObo‘lgandagi limiti deb aytiladi, agar har ganday
kichik £> 0 soni uchun unga bog‘lig shimday r(e) —r > 0 son topilsaki,
MO(x0,y 0) nugtaning r = r(e) radiusli atrofiga tegishli bo‘lgan barcha M(x,y) @
MO(x0,y0) nugtalar uchun \f(x,y) —A\ < r tengsizlik bajarilsa.

Ikki 0“zgaruvchili f(x,y) funksiyaning x -* x0,y -» y0 holdagi limiti

Jim f{x,y) = Ayoki Jirn*/(M) = A

kabi yoziladi.
Teorema: Agar Z = f(x,y) va Z = g(x,y) funksiyalaming ikkalasi ham
MO(x0,y Q nugtaning biror Ur(xQyO0) atrofida aniglangan va ulaming
le%fix, y) =Ava)ma(x,y) =B

y*yo y~*Yo

limitlari mavjud boisa, u holda quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi:

Jim ¢ = ¢ (c —o'zgarmas son),

Y~*Yo
xl_i[g()Cf{x, y) = CxlinT]gf(ny) = CA,
Y~*Yo Y~*Yo

Jilpo[f0,y)xg(x,y)] = Wpmfix,y) +Jim g{x,y) =AxB,

Jim fix, y) mgix,y) =Jim fix, y) «Jim g{x,y) = AB,

Y~*Yo

Ikki o ‘zagruvchili Z = fix,y) funksiyaning limiti ta’rifini

X -» £00, Yy ->+00 yoki A = 00 hollar uchun ham berish mumkin.

-8-



Ta’rif: MO(x0,y0) nugta Z —fix,y) funksiyaning D[f} aniglanish
sohasidagi biror nuqta bo‘lib, o‘zgaruvchi M(x,y) nugta funksiyaning aniglanish
sohasida golgan holda MO(xQly 0) nuqtaga ixtiyoriy usulda intilganda

Jim f(x,y) = f(xQy0)yoki lim /(M) = /(M 0)

Y-+Y0
tenglik o‘rinli bo‘lsa, Z = f(x,y) funksiya MO(x0,y0) nugtada uzluksiz deviladi
Bu holda M0(x0,y0) funksiyaning uzluksizlik nuatasi deviladi. Biror D sohaning
har bir nugtasida uzluksiz bo‘lgan funksiya shu sohada uzluksiz deyiladi.

Masalan, f{x,y) = 2x2+ 3xy - Sy2 funksiya tekislikdagi barcha
nugtalarda aniqlangan va ulaming har birida uzluksizdir. Demak, bu funksiya butun
tekislikda uzluksizdir.

f(x>y) —\/36 —4x2 —9y 2fiinksiya esayarim o‘glari a = 3, b =2
boMgan ellips va uning ichki nuqtalarida uzluksizdir.

Z = f(x,y) funksiyaning MO(x0ty0) nuqtada uzluksizligining boshga bir
ta’rifini berish uchun argument va funksiya orttirmasi tushunchasi kiritiladi. Agar
M(x,y) o‘zgaruvchi nuqgta bo‘lsa, unda Ax = x —x0 va y = ¥ —Yo ayirmalar
mos ravishda x vay argumentlarning o‘zgarishlarini ifodalaydi, hamda argument
orttirmalari deyiladi. Bu holda x =x0+ Ax, y =y0+ Ay deb yozish mumkin. Bu
holdaz = f{x,y) funksiyaning o ‘zgarishi
AZ = Af =f(x,y) - f(x0,y0) = /(x0+ Ax,y0+ Ay) - f(x0,y0) ayirma bilan
aniglanadi va u funksiyaning to4a orttirmasi deb ataladi.

Orttirmalar tilida

Jim/(*,y) =/(x0,y0)
V%Yo

tenglikdagi x ->x0, y -» y0O munosabatlardan Ax -* 0, Ay -* 0 ekanligi kelib
chigadi. Shuning uchun yuqoridagi tenglikni
lim Af =0
=0

ko'rinishda yozish mumkin. Bu funksiya uzluksizligining orttirmalar tilidagi

ifodasidir.



Ta’rif:Z = f(x,y) funksiya argumentlarning biror nugtadagi cheksiz kichik
orttirmalariga funksiyaning ham cheksiz kichik orttirmasi mos kelsa, u holda
funksiya o ‘sha nuqgtada uzluksiz deyiladi.

Teorema: Agar f(x,y) vag(x,y) funksiyalar MO(x0,y0) nugtada uzluksiz

bo‘lsa, u holda cf(x,y) (c-o‘zgarmas son),
f(x,y)xg(x,y), f(x,y) *g{x,y) va ~*(g(x,y) ®0) funksiyalar

ham MO0(x0,y0) nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Yugorida bizzZ = f(x,y) funksiyaning ikkalax vay argumentlari bo‘yicha
uzluksizligini ko‘rib o‘tdik. Ammo biz funksiyaning har bir argument bo‘yicha
uzluksizligini ham garashimiz mumkin. Buning uchun esa funksiyaning xususiy
orttirmasi tushunchasini kiritamiz.

Ta'rif: Z = f(x,y) funksiya uchun argumentlarning Ax va Ay orttirmalarida
Axf =f(.x0+ Ax,y)-fi.x0,y0O)IAyf =f(x,y0+Ay)-f(x0,y0) ayirmalar mos
ravishda funksiyaning g vay argumentlari bo‘yicha M0(x0,y0) nuqgtadagi xususiy
orttirmalari deyiladi.

Ta’rif: Z = f(x,y) funksiya uchun MO(x0,y 0) nuqtada

ﬁlrirr_rlo = OyOKiLItL"JOA;’/ =0
tengliklar bajarilsa, u holda bu funksiya MO(x0,y0) nugtada x voki v argument
boWicha uzluksiz deviladi.

Ta’rif: Agar biror MO(x0>0) nuqgtada

Jiipo/(x,y) @ f(xQly0)
Y~*Yo

bo‘lsa, u holda bu nuqgtada Z = f(x,y) funksiya uziladi va uzlukli. MO(x0,y0)
nuqta esa uzulish nuotasi deyiladi.

Teorema: Agar Z = f(x,y) funksiya yopig va chegaralangan D sohada
aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, bu D sohada kamida bitta shunday
MO(x0,y0) [Afj~i.yi)] nuqgta topiladiki, D sohaning boshga hamma M(X,y)
nugtalari uchun

f (X Yo) » f(x,y), [/(XiyO <fix,y)]
-10-



munosabat bajariladi.

Bu holda f(x,y) funksiyaning f(xQyQ=A, f{xxyx) =B giymatlari
mos ravishda uning D sohadagi eng Kkatta va eng kichik givmatlari deb aytiladi
hamda maxf vaminf kabi yoziladi.

Ta’rif: Agar D sohada aniglangan Z = f(x,y) funksiya uchun shunday
chekli A (yoki B) soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy M(x,y) 6 D nugtada fix, y) <
A(yoki f(x,y) > B) shart bajarilsa, bu funksiya D sohada vuqoridan (voki
quyidan) chegaralangan deviladi.

Masalan, fix,y) = 5 —x2 —y 2 funksiya yuqoridan A = 5,

g(x,y) =x2+ y2—2 funksiya esa quyidan B = —2 soni bilan chegaralangan.

Ta’rif: Agar D sohada aniglangan Z = f(x,y) funksiya bu sohada ham
quyidan, ham yuqgoridan chegaralangan bolsa, u holda funksiyani D sohada
chegaralangan funksiya deb ataladi.

Masalan, f(x,y) = yj9 —x2—y 2 funksiya o‘zining D{f}\ x2+ +y2<9
aniglanish sohasida yuqoridan A = 3, quyidan esa B = 0 soni bilan chegaralangan.
Demak, bu funksiya chegaralangandir.

Misollar

1 Ko‘p o'zgaruvchili funksiya tushunchasiga olib keluvchi geometrik masala
yozilsin.

Yechish: Bo‘yi x, eni y bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi S = xy
formula bilan ifodalanadi. Bu yerda S yuza tolg‘ri to‘rtburchakning bo‘yi x va eni
y laming funksiyasidir.

2. Ko‘p o'zgaruvchili funksiya tushunchasiga olib keluvchi fizik masala
yozilsin.

Yechish: Q = kJzRt - Joull-Lens gonuni. Bu yerda Q o'tkazgichdan tok
o'tganda ajralib chiggan issiglik miqdori bo'lib, u tok kuchi /, o'tkazgichning
garshiligi R va t vagtlaming funksiyasidir.

3. U= f(jx,y,z) —yi—xgz funksiyaning MO(—2;3;10) nuqtadagi xususiy

giymati topilsin.



Yechish: f(x,y,z) = /(-2;3;10) =~ =-f =-3.
4. U= /n— funkSyaning”(6; 2; —1) nugtadagi xususiy giymati topilsin.
Yechish: uq4) = =/nl=0.

5. Quyidagi tengsizliklar bilan berilgan xvay o°‘zgaruvchilaming D

0 ‘zgarish sohasi yasalsin:

2 2
< < < < 3 < 1,
1)2<x<6, 1<y<3 2)9 4 1;
3)4< x2+y2<9; 4H0<y<x

Yechish: )x =2, x =6, y = 1 va y = 3to‘g‘ri chiziglarni yasaymiz:

C i e
o 1-Chizma6 '

2 < x <6 va 1<y < 3tengsizliklami ganoatlantiruvchi nugtalar, tomonlari x =
2, x =6y - 1lvay=3to‘g‘ri chiziglarda yotuvchi to‘g‘ri to‘rtburchakning

chegaralari va uning ichki nugtalaridan iborat D yopiq sohadir (1-chizma).
2 y2 L . . * .
2) Yo b < Itengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqgtalar, yarim o‘glari a = :
va b = 2 bo'lgan ellipsning ichki nugtalaridan tashkil topgan D sohadan iborat (2-

chizma).
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3) Bu holda D soha markazi koordinata boshida va radiuslari rx = 2 va r2 =
3 bolgan konsentrik aylanalar bilan hosil gilingan doiraviy halgadan iborat (3-
chizma).

4) 0 <y <x tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtalar birinchi koordinata
burchagi bissektrisasi va OX o‘gining musbat yo'nalishi bilan chegaralangan D

sohadan iborat (4 chizma).

6. Quyidagi funksiyalaming aniglanish sohalari topilsin:

1)Z =4 —x —2y; 2

1]
l

) Z=yjl-x2-y 2 4)q

55U = My 6) v

arcsin(™ +vy)
Yechish: 1) z = 4 —x —2y funksiya butun rasional funksiya bo‘lib, u

x vay ning har ganday giymatlarida aniglangan. Ya’ni, —e0 < x < +00,—0 <
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y < +00. Funksiyaning geometrik tasviri koordinata o qlarini J1(4, 0,0),
S(0; 2; 0)va C(0; 0; 4) nuqgtalarda kesib o ‘tuvchi tekislikdan iborat.

2) p funksiya x vay laming x —0, y = 0 dan boshga barcha giymatlari
juftliklarida aniglangan. Chunki x = 0, y = 0 da funksiyaning maxraji nolga

aylanadi.

3) Z=J1—x2—y 2 funksiya 1-x2y2> 0yoki x2+y2 < 1da aniglangan.
Bu tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar markazi koordinata boshida va radiusi 1
ga teng bo‘lgan doira chegaralaridagi hamda uning ichki nugtalaridan iborat.

Funksiyaning grafigi XOY tekislikning yugori gismida joylashgan yarim sferadan

iborat (5-chizma).
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4) ¢ —— funksiyaning aniglanish sohasi tekislikning koordinatalari

xy > 0 tengsizlikni ganoatlantiradigan nugtalar to'plamidan. va’ni | va Il
koordinata burchaklaridagi nuqtalar to'plamidan iborat.

Iz
U= 2*4{ funksiyaning aniglanish sohasi XOY tekislikning
tx +y = nto g n chizigda yotmagan nuqtalan to plaraidan iborat.

6) v = arcsinC* + y) funksiyaning aniglanish sohasi tekislikning
--1<n'~y<1l qo'sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar to’plami
dan iborat. XOY tekisligida bu soha x +y + 1=0 vax +y —1=0

tog'ri chiziglar bilan chegaralangan polosadir (6-chizma).

7. Quvidagi limitlar topilsin.

. tg(.xy) . X2+ y2
1) L&[% 2?*I|“rl1 ' 3) lim* . y

voo Y v-o®* Yy y—'OA'—'W+y2 +1
Yechish: 1) Berilgan funksiya M(3:0) nuqtada aniglanmagan.

Shuning uchun berilgan funksiyani limitini hisoblash uchun almashtinsh
gilamiz:

. F9(x tg(x

>I(IH§ E/ & Ii_glx ___g_x(___)_/_) >3 *>0 X X-+0

y-*0 7 9('—*0 ¥ y-*3  y->0 j y=*0 Xy

=3-1=3.

=
A

y-*ox+y y~*0 Ix

limit mavjud emas, yoki y nishat M(x,y) nugta MQxQyQ nuqtaga ixtiyoriy

ravishda intilganda limitga ega emas.
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X2 +y*
3) MBx gx2+y2+!

n2+y2(L +>nr2+y2+ 1)

“I8(i - Vi +*2+yQ) (i Hb2+Y2+ 1)

(x2+y2)(1 4y/x2+y2+1) K2+ y2)(1 +V*2+y2+ 1)
— — - _11*
§1/_ 1—1—X2—y2 §¥bl —gx2+¥2)
= —jhg(l +yjx2+y2+ 1) = -2.
y-*0
. 2x+ 5xy - 3y + 1 .
8. lig ------- [e-mmom o omeee hisoblansin.
X0 X +¥ +2
y->0
Yechish:
lim2x +5xy-3y+1)
. 2x+5xy- 3y+1 J¥
i{@ X2+ Y3 + 2 ling(x2 + y3+ 2)

y->0

2li +51i eli - 31l +lim1 .
Al 5)('—%)( ALl 3x'-gby X0 0.nj-S.n-S.n-LI
y—>0 Y-*0 “ UrbD U o U1l

y =0 3¥=>0 ¥-»0
02 + 03+ 2
US* I + L ul + 112
<y~*o / \Ly"—*o / y_l;>l_l,
21
-2
9. Quyidagi funksiyalami uzluksizlikka tekshinng:
1)Z = 2x2 4- 3xy —5y2; 2)Z = "36 - 4x2- 9y2;3)Z = -t="=.
Vy +3y

Yechish: 1) Z = 2x2 + 3xy —5y2 funksiya tekislikdagi barcha nuqtalarda
aniglangan va ularning har birida uzluksizdir. Demak, bu funksiya butun tekislikda
uzluksiz.

2)Z = Y36 —4x2—9y?2 funksiya 0°‘zining aniqlanish sohasi ™2+
(™)2 < 1da, ya'ni yarim o‘glari a = 3, b = 2 bo‘lgan ellips va uning ichidagi

nuqtalarda uzluksizdir.
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3)Z = funksiya tekislikdagi 0(0; 0) nugtada aniglanmagan. Shuning

uchun bu nugtada funksiya uziladi. Tekislikning 0(0; 0) dan fargli barcha
nugtalarida funksiya uzluksiz.

Z = 1 y2funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

X

Yechish: Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi 1 —x2—y2 ® 0 dan,
ya’nix2+y2®1 dan iborat. Demak, funksiya x2+ y2 = 1 aylananing har bir
nuqtasida uzilishga ega. Bu aylana funksiyaning uzilish chizig‘i deyiladi.

11) x argument 2 dan 2,2 gacha, y argument esa 1dan 0,9 gacha o'zgarganda
f(x,y)=x2+ xy —2y 2 funksiyaning orttirmasi topilsin.

Yechish: Masaianing shartiga asosan Ax = 0,2 va Ay = —0,1. Demak,

[(2,1) =22+ 2-1-2 -12= 4+2- 2= 4,
/(2,2; 0,9) = 2,22+ 2,2+0.9 - 2+0,92= 5,20
0/(2;1) =/(2,2;09) - /(2;1) = 520 - 4= 1,.20.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar
1 Ko'p o'zgaruvchili funksiyaga olib keluvchi geometrik masalalar yozilsin.
2. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaga olib keluvchi fizik masalalar yozilsin.
3. F(x,y) = j~ funksiya berilgan. F(3;l), F(I;3), F(l;2), F(2;1),
F(a;a), F(a; —a) lar topilsin.

4. F(x, y)=ﬁ funksiya uchun F(a; b) + F(b; a) = 1 ekani ko'rsatilsin.

5 <% furkglyaberilgan: <p(1; 2), <p(3; 1), P(a; 2a),
<p(2b;—b) lar hisoblansin.

6. F(x,y)=3"% —yjx6 —y 6 funksiya uchun F(tx; ty) = t3F(x;y) bo'lishi
ko'rsatilsin.

7. Quydagi tensizliklar bilan berilgan x vay o'zgaruvchilaming
o0'zgarish sohasi yasalsin:

1)-1<d< 1, -1 <y <1 2)x2+y2<9, y<O0

3y n2+2y2<4, , 1>0y>0; 4)-i<x*-y<"3



8. Quyidagi funksiyalaming aniglanish sohalari topilsin:
1
1)Z=a2- x2- 2y2;2)u=-yl2 - x2- 2y2 ;3)Vv = -2

4) w = v3X ————%; 5)p = In(x2¥) ; 6) g =arccos(xz+yr)
vy “ox

Javoblar: 1) Tekislikdagi barcha nugtalar to'plami;
2) x2+ 2y2 = 2 ellipsda va uning ichida yotgan barcha nuqtalar;
3) XQOY tekislikning y=+x to‘g‘ri chizigda yotmagan nugtalari;
4)x >0,y >0; 5y>x,y>0x*0;6)x2+y2< ldoira.

9. Quyidagi limitlar hisoblansin:

1 -*Yy . Xy 2x3+ 3y2

' AN yvTM i ' A K
V%0 Xy ))/(_*Osm(xy) y_gg X2+X2

Javoblar: 1)~; 2)1; 3)Mavjud emas.
10. Quyidagi funksiyalami uzilish nuqgtalari yoki uzilish chiziglarini
ko‘rsating.

~ Lio* . 2>7 _ . _ X2
02= 7(TI)2T(y+I)*" ') Z= 2moy 332 T x22yr—4

Javoblar: 1) (1; —11); 2)y = 2n: - uzilish chizig‘i : 3) uzilish chizig“i
x2 —2y 2 = 4 giperboladan iborat.

11 Z = x2- nry + y2 funksiya berilgan. Agar x o‘zgaruvchi 2 dan
gacha, y esa 2 dan 1,9 gacha o‘zgarsa Ar topilsin.

Javob: Az = 0,03.

82. Ko‘p o*zgaruvchili funksiyaning hosilasi va differensiali
Z = f(x,y) funksiya biror D sohada aniglangan va Af(x,y) nugta shu
sohaning ichki nugtasi boMsin. Bu nugtaning x absissasiga [x orttirma berib, y
ordinatani o°‘zgartirmay qoldiramiz. Bunda hosil bo‘ladigan N(x + AX,y) nugta
ham D sohaga tegishli deb hisoblaymiz. Bu holda
Z = /(x,y) funksiyax argument bo‘yicha

,D,XZ = ﬂ.Xf = /(X g ,qqu) - f{pC,y)
-18-
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dan iborat xususiy orttirma oladi.
Tarif: Agar Z = f{x,y) funksiyaning x bo‘yicha As/ orttirmasining AX
argument orttirmasiga nisbhati Ax -» 0 bo‘lganda chekli limitga ega bo‘lsa, u holda

bu limitga funksiyaning x bo‘vicha xususiy hosilasi deb ataladi.
Buhosila Zx , fc , I*'(*y), n

kabi belgilanadi. Demak, ta’rifga asosan
££= iIimMM = h«
oX  [f*»0 AXx [0 AX
Xuddi shu kabi Z = f{pc,y) funksiyaning
dz dji_

by y
kabi belgilanadigan y bo'yichahususiy hosilasini ham kiritish mumkin:

ry , fi, fiix,y),

d =d = Jim Ayf = lim f(.x,y +Ay)-f{x,y)
Ay Ay oAy [y Ay

Xususiy hosilaning tariflaridan funksiyaning x bo‘yicha xususiy hosilasini
hisoblashda Ikkinchi y o'zgaruvchini o‘zgarmas son kabi qaralishi, y bo‘yicha
xususiy hosilani topishda esa,t 0‘zgaruvchini o‘zgarmas son sifatida garalishi kelib
chigadi. Bundan esa xususiy hosilalami topishda bir o‘zgaruvchili funksiyani
hosilasini hisoblashdagi qoidalar va hosilalar jadvali ikki o'zgaruvchili funksiyani
xususiy hosilalarini topishda ham o ‘z kuchida golishi kelib chigadi.

z ~ f(x>y) funksiya xususiy hosilalarining ham geometrik ma’nosi mavjud.
Bu funksiya grafigi biror Ssirtni ifodalaydi. Bu sirtga tegishli MO(x0,y0) nugtani
garaymiz. Bu holda f(x,y0) = <p(*) bir o‘zgaruvchili funksiya bu S sirtniy =y0
tekislik bilan kesishdan hosil bo‘ladigan biror L chizigni ifodalaydi. Shu sababli x
bo‘yicha xususiy hosilaning /*(*o*Y0) son giymati L chizigga MO(xO> 0) nuqtada
o0 ‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini ifodalaydi.

Demak, fx(xo,yo)=tga bo‘lib, bunda a burchak S sirtni Y = YO tekislik
bilan kesishda hosil bo‘ladigan L chizigga MO(x0,y0) nuqtada o ‘tkazilgan
urinmaning OX koordinata o‘qgi bilan hosil gilgan burchakni ifodalaydi. Xuddi

shunday, fy(x0,yQ soni S sirtni X —XO tekislik bilan kesishda hosil bo‘ladigan G
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chizigga MO(x0,y0) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini

fodalaydi.
Ikki o°‘zgaruvchili funksiyaning MO(x0,Y0) nuqtadagi /*, fy xususiy
hosilalari mavjudligidan uning bu nugtadagi uzluksizligi har doim kelib chigmaydi.

Masalan,

/fey)-bTP" *2+y2* 0
(0o X2+y2=0

funksiya 0(0,0) nuqtada uziladi, ammo f(x, 0) = 0 va /(0,y) = 0 boMgani
uchun bu funksiyaning 0(0,0) nuqgtadagi ikkala xususiy hosilalari mayjud va
/*'(0,0)=0, /;(0,0)=0 bo‘ladi.

Agar Z = f(x, y) funksiyaning

dz _ df dz _ df
dx dx’ dy dy

xususiy hosilalari mayjud va ular x vay o°‘zgaruvchilaming funksiyalari bo‘lsa, u
holda ulardan yana xususiy hosilalar olish mumkin. Olingan bu xususiy hosilalar

ikkinchi tartibli xususiy hosilalar deb ataladi. Ular

£(*L\,, alL=1f" + (4\JJx=r.
dx \dx) dx2 " dy \dy) dy2 yy

ko‘rinishda yoziladi.
Z = f(x,y) funksiyaning x va y argumentlari bolyicha ikkinchi tartibli

xususiy hosilalari (-17 \dxj  dxdy = ,fxy‘ ™ \(W} = Iydx =~ fyx lar

esa Z = fix, y) funksiyaning ikkinchi tartibli aralash hosilalari deyiladi.
Teorema: Agar Z = f(x, y) funksiya va uning /* ,fy.fxy, fyx
hosilalari M(x,y) nugta va uning biror atrofida aniglangan va bu nuqtada ikkinchi
tartibli fxy ifyx aralash hosilalar uzluksiz bo‘lsa, unda aralash hosilalar bu nugtada
o0°‘zaro teng, yani f*y = fyX bo'ladi.
Ikki o'zgaruvchili funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari, yana x va

y 0°‘zgaruvchilaming funksiyasi bo‘lsa, u holda ulardan yana hosilalar olish



mumkin. Olingan bu hosilalar uchinchi tartibli xususiy hosilalar deyiladi. Ular
quyidagicha yoziladi:
a¥ a¥ a¥ a¥ a¥ a¥ a¥ a¥
aAx3'dx2dy 'dxdydz 'ayax2 'axay2'ayaxay ‘ay2ax ‘ax3'

Z = f(x,y) funksiya M(x,y) nuqtamng biror atrofida aniglangan va bu
nugtadan o'tuvchi | to‘g‘ri chiziq bo4yichayo ‘nalishi biror | = {cosa, cosfi) birlik
vektor orqali berilgan bo‘lsin. Bu yerda cos a va cos/? lar berilgan / birlik
vektommg mos ravishda OX va OY koordinata o'glari bilan hosil gilgan awa/?
(/? = 90° —a) burchaklar bilan aniglanadi va vo ‘naltiruvchi kosinuslar deb ataladi.
Bu I to‘glri chizigda yotuvchi va M(x,y) nuqgtaning atrofiga tegishli yana bir
N(x + Ax,y + Ay) nugtani olamiz. Bunda Z = f(x, y) funksiyaning o‘zgarishi:

N =1(* +Ax,y + 4y) - f(x,y)
ayimia bilan ifodalanadi va u funksiyaning | yo‘nalish bo‘yicha orttirmasi deyiladi.

Agar MN = Al belgilash gilsak va Ax -* 0,y -» 0 bo‘lsa, unda Al -* 0 boMadi.
Ta’rif: Agar [/ -* 0 boMganda”nisbat chekli limitga ega bo‘lsa, u holda
bu limit giymati Z = f(x,y) funksiyaning /yo'nalish boVicha hosilasi deviladi

z ~ f (x,y ) funksiyaning | yo‘nalish bo‘yicha hosilasi

'fl'z" dl “dl

kabi belgilanadi. Demak ta’rifga asosan

W - wmo Af
kabi yoziladi. Al = Axcoscr + Aycosfi tenglikdan foydalanib,
a/  df df

m = tecosa+a jcosll
formulani yozamiz.

Agar | yo'nalish biror a = {al;a2} vektor orgali berilgan bo‘lsa, unda

yo'nalish bo'yicha hosila

+0L. fL _
ax yla\ + a\ & yja2+ a\
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formula bilan hisoblanadi.
Agar | sifatida OX (yoki OY) koordinata o'gining yo'nalishini olsak, unda

a = 0,(3 = 90° (boladi vayuqoridagi) formuladan

df - df b. df - df
d agx Y dl dy

kelib chigadi. Demak Z = f(x,y) funksiyaning x yoki y bo‘yicha xususiy
hosilalari uning /yo‘nalish bo‘yicha hosilasining xususiy holi bo‘lar ekan.

Ta’rif: Z = f(x,y) funksiyaning gradiventi deb koordinatalari va fy
xususiy hosilalardan iborat vektorga aytiladi.

Z = /(x,y) funksiyaning gradiyenti grad f kabi yoziladi. | yo‘nalish
bo‘yicha hosilaning ifodasini gradiyent tushunchasidan foydalanib quyidagicha
yozish mumkin: N = eeqradf = \e\ e\gradf\ «coscp.

Bu yerda (pburchak £ yo‘nalishni ifodalovchi e birlik vektor bilan
gradiyent vektor orasidagi burchakdir.

Z~f[x,y) funksiyaning o‘zini aniglanish sohasidagi biror M(x,y)
nuqtadagi to‘la orttirmasi AZ = Af =f{x + Ax,y +Ay)-f(x,y)
dan iborat edi.

Ta’rif: Agar Z = f(x,y) funksiyaning berilgan M(x,y) nuqgtadagi toda
orttirmasi  Af = AAX + BAy + a *Ax + [? mAy ko‘rinishda ifodalanib, unda
A = A(x,y) va B = B(x,y) argumentlaming [Ja va [y orttirmalariga bog'liq
boMmagan sonlar, a va/? lar esa Ax -> 0, ly -> 0 holda cheksiz kichik miqgdorlar
bo‘lsa, unda bu funksiya M(x,y) nuqtada differensiallanuvchi deyiladi. To‘la
orttirmaning Axva Ay orttirmalariga nisbatan bosh chizigli gismi

A *Ax + B ¢ [y funksiyaning differensiali deyiladi.

Z = /(»,y) funksiyaning differensiali df yoki df(x,y) kabi belgilanadi.
Demak, u quyidagi formula bilan ifodalanadi. df = AAx + BAy.
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Teorema: Agar Z = fix,y) funksiyaning fx, fy xususiy hosilalari M(x,y)
nugta va uning biror atrofida aniglangan hamda uzluksiz bo‘lsa, u holda funksiya bu

nuqtada differensiallanuvchi deyiladi va uning differensiali

df= Tx Ax+dE Ay

formula bilan aniglanib vauni Z = f(x,y) funksiyaning toda differensiali deyiladi.

Lekin bu formulani boshgacha df =j*dx +~dy ko‘rinishda ham yozish
mumkin. Bunda biz dx = Ax, dy = Ay tengliklardan foydalandik. Bu yerda j~dx

va ™ dy lar Z = f(x, y) funksiyaning xususiy differensiallaridir. Ulami dxf va

dyf kabi belgilanadi.

Ta’rif: Fazodagi S sirtda yotuvchi va uning MO(x0,y0,z0) nuqgtasidan
o4uvchi barcha egri chiziglarning shu nugtadagi barcha urinmalaridan hosil bo‘lgan
P tekislik S sirtning MO(x0ly Qz0) nuqtasidagi urinma tekisligi deb ataladi.

Agar S sirt F(x,y, z) = 0 tenglama bilan berilgan bo‘lsa, u holda uning
Mo(*0'Yo»20) nuqtasiga o ‘tkazilgan urinma tekislik

(*- x0W M 0) + (y - yORY(MO) + (z - zO)FZ(MO) = 0
tenglama bilan va shu nugtadagi normali esa
X-XQ y-y0 Z-Zq
K(MO0) F;(M0) ~ FZMO0)
tenglama bilan aniglanadi.
Yugorida ko‘rib o‘tgan to‘la differensialdan taqribiy hisoblashlarda ham

foydalanish mumkin.

O/ %df =>f{x + Ox,y + 4y) - fix,y) * ~ox Ymdx + -~0’>\/ dy;
foc Doy +y) = foey) + Bk Ay
Agar Z = fix,y) funksiya Il tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa, u holda
dfix.y) dfix,y) j
df------ d " dx+—5 T iy
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to‘la differensial ikki o‘zgaruvchili funksiya sifatida uzluksiz xususiy hosilalarga
ega bo‘ladi Shuning uchun df differensialning d (df) differensiali hagida gapinsh
mumkin. Unga funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb uni d2f kabi
belgilanadi. U quyidagicha bo‘ladi:

j2jp  d2f j . d2f d2f d2f
df =-g~dx +a”,dydx +a " dxdy +g ~dy2=

Misollar
1 -f(x,y) = x2+ 3xy —4y funksiya uchun ixtiyoriy M(x,y) nuqtada to‘la
va xususiy orttirmalar topilsin.
Yechish: Af = [(x + Ax)2+ 3(x + OX)(y + Ay) —4(y + 4y)] -
-[x2+ 3xy - 4y] = x2 + 2xAx + (Ax)2 + 3xy + 3x[4y + 3yAx + +34x4y -
4y - 4y - x2- 3xy + 4y = 2xAx + (Ax)2+ +3[x[y + yAx + AxAy] - 40y;
Axf - [(* + O0%)2+ 3(x + Ax)y —4y] —[x2 + 3xy —4y] =
= 2xAx + (Ox)2 + 3yAx;
Ayl = [x2+3x(y + Ay) - 4(y + Ay)] - [x2+ 3xy - 4y] =
= 3xAy —44y.
2. Z =x2- xy +y2funksiya berilgan. Agar x argument 2 dan 2,1 gacha, y
esa 2 dan 1,9 gacha o'zgarsa AXZ, AyZ, AZ lar topilsin.
Yechish: Masalanmg shartidan x —2, Ax = O, y = 2,4y = —9,; Axz =
(X + Ax)2- (X + AX)y +y2- (X2—xy +y2) =x2+ 2xAx + (Ax)2 —xy —
YAX +y2- X2+ Xy - y2= 2XAXx + +(O4x)2- yAx = 2x - y+ Ax)Ax = 2 =
2-2 +0,1)- 0f = 0,21;
Ayz = x2- x(y + Ay) + (y + Ay)2- (x2- Xy +y2) = x2- Xy -
—x[y +y2+ 2yfly + (Ay)2- x2+ xy —y2 = 2ylly - xAy + (Ay)2 =
= (2y- x+ Oy)lly = (2+2- 2- 0,1)+(-0,1) = —Of9;
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Ar =+ Ox)2—(x + AX)(y + Ay) + (y + Ay)2—(x2- xy +y2) =

= X2+ 2xAx + (AX)2 —xy —xAy —yAx —Ox «fly + y 2 4 2y[ly

+ +(Ay)2- X2+ xy —y2

= 2xAx + (Ax)2- xAOy - yAx - OxAy + +2y[ly + (Ay)2
22«00+ (Of)2- 2+(-0f) - 2+00- OO +(-0) + +2 2
«(-00) + (-04)2=04+001+02- 02+0,001- 04+0,01
= =0,03.

3. Quyidagi funksiyalaming xususiy hosilalari topilsin.

1)Z =x3+5xy2-y 3; 2)U v 7z x 3) V= Y7y.

Yechish: 1) x bo‘yicha xususiy hosilani topishda y ni o‘zgarmas deb, y

bo'yicha hosilani topishda esa x ni 0‘zgarmas deb garaymiz.
N o= (x3+ Sxy2- y3)x = 3x2+ 5y2; N = (x3+ 5xy2- y3)y =

= IOxy —3y2.

2) Bu funksiya uch o‘zgaruvchili funksiyadir. x bo‘yicha xususiy hosilani

topishday vaz ni o‘zgarmas deb, y bo'yicha xususiy hosilani topishda x va z ni

0°‘zgarmas deb va z bo‘yicha xususiy hosilani topishda x vay ni o‘zgarmas deb
garaymiz.

am _ Ix oy z\' _1 z am _ Ix 'y z\ x 1

dx \y +z xJn y+x2'dy \y+z x/ym y2+z

&G -R -2 %

3) Dastlab ildizni kasr-ko‘rsatkichli daraja gilib yozamiz:

V = YeY = e*
x bo'yicha xususiy hosilani topishda y ni o‘zgarmas deb, y bo'yicha xususiy
hosilani topishda x ni o'zgarmas deb garaymiz.

dv. ( YV Yy ( ¥y\ y vy dv. ( YV y1 1Y
ax VX)X~ 8BX"( x2" Xrex:* oy~ \BX)y ~ e* 'x ~ x ex-
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4. Argumentlarning ko'rsatilgan qiymatlarida quyidagi

funksiyalarning
xususiy hosilalarini giymatian topilsin.

1/(a, /?) = cos(ma—n/?); a m’ 1”7 =0;
2)Z=In(d2- y2); x=2, y=-1

Yechish: 1) /d(a, /?) = [cos(ma - n/?)]g = - sin(mar- n/?).m ==
—msin(Ta —n/?);

- [cos(ma —n(3)]'p = - sin(ma - n/?) «(-n) *=
nsin(ma —n(3).

(£ ®)=~msin(meit ~°) =~msin(i)=~m;
U (sr;°) - nsin(me£; - nm®) =nsm (f) =n.
2) Dastiab xususiy hosilalarni topamiz:

If = [in@r2-y2)], = _i_.2*=
I =[In(2y2P =-J-j.(=y) =-"].

Z' (2 —g = 22 —38 Fy(Z —)y—Hi]l —3
5. Quyidagi funksiyalami ikkinchi tartibli xususiy hosilalari topilsin.
1) Z = x3-2x2y + 3y2; 2)1/ =
Yechish: 1) Z£ = (x3—2x2y + 3y2)* = 3x2 —4xy;
Zy = (x3—=2x2y + 3y2)y = -2x 2+ 6y;
Zi* = (3x2- 4xy)i = 6x - 4y;ZXy = (3x2- 4xy); = -4x;
Zy* = (-2X2+ 6y); = —4x;Zyy = (-2x2+ 6y)'y = 6.
2) ux = (exM)lc = earyteyt = yt e**';
t/; = (e"f)y = exyt ext = xt exyt;
L = (e*yt)t = eXyt *xy = xy exyt;/
(Yxy = (ytexyt)y =

UyX = (xte*" =

t(1+ xyt)eXyc;
+ xyt)exyt;
uxt = :y(l+xyoe***;

u;t = U= x(l+ xyt)exyt;
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Uy =x2t2exyt; It = X2yzexyt; Uk =y 2t2exyf.
6. Z = In(x2+y2 + 1) funksiya uchun Z*y = Z’% tenglik bajariladimi?

Yechish: Zkx = [In(x2+y2 + D]'x = —2 +i;

= (X2+y2+ 1)y = “ (x2+y2+ 1)2:;zy = fU 24-"2+ 1y,

2y
x2+y2+ 1'
ze - f W .
y* \x2+y 2+ 1)x N2+y2 + 1

Demak, Zxy —ZyX.

7. U = sin(xy) funksiya berilgan UXyy topilsin.

Yechish: Ux = [sin(xy)]* = cos(xy) -y = ycos(xy);

Vxy = [ycos(xy)]y = cos(xy) - y msinOy) *x = c0s"xy)--—-xysm(Xy);
Vkyy = [cos(jcy) - xysin(xy)]ly = —xsin(Xxy) - xsin(xy)-——Xx2ycos(xy)
= —2xsin(xy) —x2ycos(xy).

8 Z = 2x2+y 2 elliptik paraboloidning J1(1;-1;3) nuqgtasiga o'tkazilgan
urinma tekislik va normal tenglamasi tuzilsin.

Yechish: Z = 2x2 +y 2tenglamam 2x2+ y2-z = 0 ko‘rinishda yozamiz
va uni chap tomonim F(X, Yy, z) bilan belgilab F(x,y, z) = 2x2 4- +y2—z ni hosil
gilamiz.

Uning xususiy hosilalarini  topib, ulami A nuqtadagi qiymatlarini
hisoblaymiz:

f; =4x,f;, =2y, f; =-1, f;o0 =4,f;, =(a) =-2,f*a) =- 1.

Topilganlarni urinma tekislik tenglamasini tuzish formulasi

(X - x0)F*(MO0) + (y - yo)F;(MO0) + (z - z0)FZ(M0) = 0
ga va normal tenglamasini tuzish formulasi

* - %0 Y~ Y z- 20
F'(M0) fA(m0) f;(mO0)

ga gqoyajniz va natijada



4(x- 1) - 2(x+1)- (z- 3) =0 yoki

4x-2y-2z-3 =0 urinma
tekislik tenglamasini hamda

normal tenglamani hosil gilamiz.

9. Z = 3x2y 5funksiyaning to‘la differensiali topilsin.

Yechish: a) Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

dz 3
— = (3x2y5)x = 6xy5 N = 3x2y% =1Sxy4;

b) Ulaming har birini argumentlaming mos differensiallariga ko‘paytirib
quyidagi xususiy differensiallami topamiz:

dxz = 6xy5bdx; dyz = 15x2y4dy.

c) lzlanayotgan to'la differensial xususiy differensiallar yig‘indisiga teng
bo‘lgani uchun u quyidagiga teng boMadi:

dz = dxz + dyz = 6xysdx + 15x2y*dy.
X
10. Z = arctg- funksiyani to‘la differensialini x =1, y = 3,dx = 0,01,

dy = —0,05 bollgandagi giymatini hisoblang.
Yechish: dxzZ = ’ﬁxdx = (arctg )'/3de = -14‘#};1 X = Ko-4y2 dx\

d>z = % dy = (arct™ )’

= m(-?)& =
= = - = ~ A
dz = d.z +dyz X2 -hy 2 ¥2fyd2y p(x2+y2
3 +0,01- 1+(-0,05) 0,08
— e = = -~. = «008.

11. 1,083 %ning taqribiy giymati topilsin.

Yechish: 1,083% ni f(x,y) =xy funksiyaning Mr(1,08; 3,96) nugtadagi

xususiy giymati deb garaymiz. U holda yordamchi nuqta sifatida Afo(l; 4) nugtani
olish mumkin.

Bundan /(M,) = 14= 1, fi(M0) =yxy_1|* =\ = 4;
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fi(wo) =XYIr¥y =
dx = 1,08- 1=0,08; dy =3,96- 4 = -0,04.
Topilganlami taqribiy hisoblash formulasiga qo'yamiz:
1,083% * /(M 0) + fx(M0)dx + fy(M0O)dy = 1+ 40,08 = 1,32.
12. Z = In(U2+ V),U = e*+Y2|/ = x2 + y berilgan.

jx va ™ xususiy hosilalar topilsin.

Yechish: Berilgan funksiya murakkab funksiyadir. Chunki Z ozgaruvchi U
va V laming funksiyasi, Uva V lar esa 0‘z vaqgtida x vay laming funksiyalaridir.

Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarmi topish uchun

dz _ dz du dz dv dz _ dz du” dz dv
dx du dx dv x' dy du dy dv dy

formulalardan foydalanamiz.
Tu- [In(*“2+ “zb -2"- 37=tn(«2+->K =-fe
£If = Nz i X% =
dv dr
—:(x‘Z+yYX=2X; -:(*7+y)' =1.
Topilganlami yuqoridagi formulalarga qo‘yamiz:
u .y2 1 ) 2, y22
J— - + +-J— - = -T— =+ =+ =
ex m‘%4-r X u£+rgmex X)7

(e2(xty2) + x);

dz 2u ) v 1 1 . y |

—_— = o +Y +-r— = ——--- +Y +

dy u2+v yex ur2+r u2+r Q/myex ). =
T ommmmamon coomoeeeee- (2ye2(+y2 + 11,

eJ(*+).>)+ * 24+ y Ny«
13.z = x2 + yfy, y = si'nx funksiya berilgan. ~ topilsin.
Yechish: g = (*2+Jy)'X=2x; g = (x2+~  =7=;g = (sin*)" =
COSX.
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Topilganlarni to‘la hosilani topish formulasiga qo‘yamiz:

dz dz dz dy
dx dx dy dx'

cOSX
2yjsinx
14. Z —u2v3, U—x2iny,V =x3ey murakkab funksiyaning to‘la
differensiali topilsin.
Yechish: Z = f(u, v), U= (p(x,y), V = xp(x,y) murakkab funksiyaning

to‘la differensialini topish uchun

QOu dv

formuladan foydalanamiz. Dastiab du va dy lami topamiz:

~ = (.u2v3)u = 2uv3; ~ = (u2IB); = 3u2v2;
du du . .
du = — dx + — dy = 2xsinydx + jrcosydy;

dv dv
dv — dx +-~dy = 3x eydx + x3eydy.

Topilganlarni to‘la differensialni topish formulasiga qo‘yamiz:

dz = 2uv3(2xsinydx + x2cosydy) + 3uzv2(3x2eydx + x 3eydy).

15. F(x,y,z) =ez+x2y +z+ 5=0 oshkormas shaklda berilgan
funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.

Yechish: F(x,y,z) = 0 oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari

formulalardan topiladi. Bunda Fz @ 0 boMishi kerak.
Fx, Fy va Fz lami topamiz
Fx = (ez+x2y +z+ 5"N= Xy Bl = (ez+x2y +z+ 5N = x2;
F?=(ez+x2y +z+5)z=ez+1

Topilganlarni o*milariga qo‘yamiz:



r . 3 2%y . 7, F *2
* f; ez+1 "' y f; ez + 1*

16. U = x2+ y 2 + z2funksiya berilgan Af(l; 1; 1) nugtada
S = 2i +] + 3fcvektoryo-‘nalishi bo‘yicha hosila topilsin.

Yechish: Dastlab S vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

2 2 1 1 3
cosa = z= COS/? = ====== = —==,C0SY = .cecver.. =
V4+1+9 VI4 V4+1+9 VI4 V4+ 1+ 9
3
~ V04

Topilganlami U funksiyadan 5 vektor yo‘nalishi bo‘yicha hosilani topish

formulasi = cosa + N ' COSP + A7 *CO5" £a qo™yamiz. Natijada .
du du 2 du 1 dw 3
ds dx VI4 + V14 + dz VI4

hosil bo‘ladi. Endi xususiy hosilalami M (I;1;1) nugtadagi

giymatlarini topamiz:
du du , du
dx = = gy =

Bulami oxirgi tenglikka go‘yamiz:
du_  _2_ J_ 3 12
N -2'nN?2+42'n?74+2'Ww ~T7t?
17. U=x2+y2+ z2 funksiya berilgan. Bu funksiyaning Af(l;l;l)
nuqtadagi gradiyenti aniglansin.
Yechish: U = f(x,y,z) funksiyaning ixtiyoriy nugtadagi gradiyenti
du_du du . .
gradu :E(|+d_y/+d_zK: 2xi + 2yj + 2zfc
boiadi. Endi M(1; 1; 1) nuqgtadagi gradientni aniglaymiz.

(gradu)M = (2xi + 2yy + 2zk)M = 2i + 2y + 2k, \qradu\M = 2n/3.
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Mustaqil yechish uchun topshiriglar
1./(x,y) = x2+ xy —2y2 funksiya berilgan. Agar x argument 2 dan
2,2 gacha, y argument esa 1 dan 0,9 gacha o‘zgarsa AXZ, AyZ va AZ lar topilsin.
2. /(x,y) = xz + 3xy - 4y funksiya berilgan. Agar x argument 2 dan 1,9
gacha, y argument esa 2 dan 2,2 gacha o‘zgarsa, AXZ, AyZ va AZ lar topilsin.
3. Quyidagi funksiyalarni xususiy hosilalari topilsin.
1DZ = x3+ 3x2y —y3; 2)Z=-)g‘_y;

X

3)Z by-TX’ 4) U = Insin(x —2t);
5)z = efsir,(£_2): 6) U = sin2(x +y) —sin2x —
1HU = (z —xy2)4; 8) 1/ T Ixoty2+22

Javoblar: 1) Zx = 3x(x + 2y), Zy = 3(x2- y2);
r2

2) 7, = (*_\Qy), “ (g2 *

3 w_ 3 » _ Y

) * (3y-2x)2 A (3y-2%)2"

4)  Vx=ct#(*“ 20, ily = —2ctg(x —2t);

5) ), z;=1ielcosg-f);

6) W = 2sinycos(2x +y), = 2sirvccos(x + 2y);

7) W = —4(z- xy2)3y2, W =-—-38xy(z- xy2)3,
;= 4(z —xy2)3;

8) IB( ) J(xzy-zi-gr/é-:-za? (Fy i -JIx2+y2+z29)r

y2+72
J(x2+y2+22)3'

4. Z = x3+ x2y + y3funksiyaning 3-tartibli xususiy hosilalari topilsin.

5. U = ” funksiyaning 3-tartibli xususiy hosilalari topilsin.

6.U= x4+ 3x2y 2 —2y4 funksiyaning 4-tartibli xususiy hosilalari topilsin.
7.1) Z = sin(ax —by); 2)Z = ; 3)Z = In(x —2y) funksiyalar

AN z . L
uchun — - = —— ekani tekshirilsin.
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8. U = xe-i funksiya +2(£ +g) =y0 tenglikni
ganoatlantirishi ko‘rsatilsin.
9. f(m,n) = (2m)3n funksiya berilgan. /7 va /,, lami nuqtadagi
giymati topilsin.
Javob: 12; 0
P(x,y,z) = sin2(3x + 2y —z) funksiya berilgan P*(l;,—1;1),
Py(l; I;4)vaP2 (—;0; - 1) lar hisoblansin.
Javob: 0; 2sin2; sinl
11.Quyida berilgan sirtlarga ko‘rsatilgan nuqgtalarda o'tkazilgan urinma
tekislik va normal tenglamalari tuzilsin.
1) x2+2y2+ 3z2- 6 sirtning A(l; —1; I)nuqgtasida;
2) 2z = x2- y2sirtning 5(3; 1; 4)nuqtasida.
Javoblar: 1) x —2y + 3z = 6; = ~ “7" >
2) 3Xx —y —z = 4.

12. Quyidagi funksiyalaming to‘la differensiallari topilsin:

1YZ=x2y; 2)Z="; 3)Z= ;) Z=y-%
5) U= +y2+2z2
0 y2 ~
Javoblar: 1) dz = 2xydx 4-x2dy ; 2)dz = - dx + A Ady
3)dz=— *--dx+ - dy ;4)dz = - +->')'dx+ dy;

Vx2+y2 Vx2+y2 V*2 ' W y2)

5) du — ... X mdx + -y dy + : dz.
ylx2+y2+z2 Yjx2+yZ+22 yjx2+y2+2z2

13. Quyidagi funksiyalar to'liq differensiallarining giymatlari topilsin:

1)Z2="~x=2y=1dx

0,1,dy = 0,2 bo'lganda;

2y U=exy,x = |,y = 2,dx = -0,1,dy = 0,1 bo'lganda;
Javoblar: 1) 0,075 ; 2) —0,le2 « —0,739.

14. sinl,5 «tgf3,09 ni tagribiy giymatini hisoblang.

Javob: —0,05.
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15. sinlA9£ ™ t9°:0 nj taqribiy giymati hisoblansin.

Javob: 0,01.
16 P = U3lnv, U=V = 3x - 2y murakkab funksiya berilgan.
y

Ve m lar topilsin.

Javob: W(SX + 2vlnv); “u (y + vinv).
df

17./10) = arcsin)-(, y = Vx2+ 1 funksiya berilgan. — topilsin.

Javob: %

18. U =-ez~2y, Z = sinx, Y =x3 funksiya berilgan. “topilsin. Javob:

ez~2y(cosx —6x2) yoki esinx~2x3(cosx —6x2).

19. Quyidagi oshkormas fiinksiyalaming hosilalari topilsin.

NDx2+y2+2z22-z=0; 2)ax +by - cz = kcos(ax + by - cz).

Javoblar: 1) Zx = Zy = 2)zx=f"'2zZv=7

20. U = x2+ y 2+ z 2funksiya berilgan. M (1,1,1) nugtada
S =i +j + K vektor yo‘nalishi bo'yicha hosila topilsin.

Javob: 2V3.

21. Z = 5x2—3x —y —1 funksiyaning M(2[4) nuqtada shu nugtadan
N(5,5) nugtaga boradigan yo'nalish bo‘yicha hosilasi topilsin.

Javob: 9,4.

2.Y = xi + y3 funksiyaning M (2,4) nuqtadagi gradiyenti topilsin.

9
Javob: grad u = 2i+-j.
23. U= ~x2 + y 2 + z 2 funksiyaning gradiyenti va uning uzunligi topilsin.

Javob: qradu = m_ * -mi+t = 7==77+
V*2+y2+z2 V* +Y +z

z
4- fer|qrradu| = 1.
V*2+Y2+ 22



§ 3 Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

Bu paragrafda asosan ikki o°‘zgaruvchili funksiyaning maksimum va
minimum (ekstremum)larini aniglash bilan shug'ullanamiz. Lekin ikki o'zgaruvchili
funksiyaning ekstremumlari bo'yicha aytilgan barcha tasdiglar uch va undan ortiq
o°‘zgaruvchili funksiyalar uchun ham o ‘z kuchini saglaydi. Shuning uchun ham biz
ushbu paragrafda ikki o ‘zgaruvchili funksiyani ekstremumlari haqgida fikr yuritamiz.

Tarif: Agar /l/o(*0,Y0) nuqtaga yetarlicha yaqin bo‘lib, undan fargli hamma
(x,y) nuqgtalar uchun F(*o,yo0) > f(x,y) bo‘lsa u holda Z = f(x,y) funksiya
Mun(xOM1) nugtadan maksimumga ega deyiladi.

Tarif: Agar Mo(xo,yo0) nuqgtaga yetarlicha yaqin bo‘lib, undan fargli hamma
(x,y) nugtalar uchun F(*o,yo0) < f(x,y) bo‘lsa, u holda Z = f(x,y) funksiya
Mo(*0,Y0) nugtada minimumga ega deyiladi.

Funksiyaning maksimumi va minimumi uning ekstremumlari deyiladi, ya’ni
funksiya berilgan nugtada maksimum yoki minimumga ega bo‘lsa, funksiyani shu
nugtada ekstremumga ega deyiladi.

Funksiyaning maksimumi va mimmumiga boshqgacha ta’rif berish ham
mumkin.

1 Agar erkli o‘zgaruvchilaming  yetarlicha kichik bo‘lgan barcha
orttirmalarida A/ < 0 bo‘lsa, f(x,y) funksiya Mo(xo,y0) nuqtada maksimumga
ega bo‘ladi.

2. Agar erkli o‘zgaruvchilaming vyetarlicha kichik boMgan barcha
orttirmalarida A/ > 0 boisa, f(x,y) funksiya Wo(xo0,yo) nugtada minimumga
ega bo‘ladi.

Teorema: (ekstremumnmg zaruriy sharti). Agar Z = f(x,y) funksiya
Mo(xo,yo) da ekstremumga ega boMsa, u holda z ning har bir birinchi tartibli hususiy
hosilasi argumentlaming g = x0ly = y0 giymatlaridayoki nolga teng bo‘ladi, yoki

mayjud bo‘Imaydi.



Z = f(x,y) funksiyaning Zx=0 (yoki mavjud gilmaydigan) va ZYy- 0 (yoki
mavjud gilmaydigan) nuqtalariga kritik nuqgtalar deb ataladi.

Teorema: f(x,y) funksiya MO(x0,Y0) nugtani o‘z ichiga oluvchi biror
sohada uchinchi-tartibgacha (uchinchi-tartiblisi ham) uzluksiz xususiy hosilalarga

ega bo‘lsin; undan tashqgari MO(x0,y0) nugta /(*<Y) funksiyaning kritik nuqtasi,

] ni df()éo,yO) _ p,‘;r*g.y<.)__ o0 boisin. U holdax = x0,va y = y0boMganda
X y
1)  Agar
82Mx0,yo!" aV (x0yp2 _ (a\Mxo0,yo0)\2 vatlE(Wo)<0 boi " )
ax2 dy2 V a*ay ) dx2

funksiya maksimumga ega bo'ladi;
2) Agar

g2/"oyo) .fAW0) _ /aZi0.Y0)\2 vaa2(x0y0)) Q bo4 A )
ax2 ay?2 V dxdy ) dx2

funksiya minimumga ega bo‘ladi;

3) Agar
dif{x0yo)' dzt(xQy0) _ (dzf{xOygy\ ~ ~ bo‘lsa, 1(X,y) funksiya
dx2 dy2 \ dxdy )
maksimumga ham, minimumga ham ega boMmaydi;

4) Agar

.<mNom&> (*I'b&i)2=0 boMsa, f(x,y) funksiya
dx2 dy2 \ dxdy J

ekstremumga ega bo‘lishi ham, ega bo‘Imasligi ham mumkin (bu holda tekshirishni
davom ettirish kerak bo‘ladi).

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalaming MQx0,y0) nuqtadagi giymatlarini
A, B, C lar orgali belgilaymiz. Ya’ni,

«7. (a2f _ (aL -C
U holda:
1) AC—B2>0 J1<0 boMsa u holda funksiya MO0(x0,y0) nugtac
maksimumga;
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2) AC—B2>Q N >0 bo‘lsa u holda funksiya MO(x0,y0) nuqgtada
minimumga;

3) AC —B2< 0, bo‘lsa nholda ekstremum mavjud bo‘Imaydi;

4) AC —B2=10, bo‘lsa n holda ekstremum mavjud bo‘lishi ham mavjud

bo‘Imasligi ham mumkin.

Misollar

1Lf(x,z) = (x- 1)2+(y - 2)2—1 funksiyani ekstremumga tekshirilsin.

Yechish: Bu funksiyani maksimumga (minimumga) egayoki ega emasligini
ta’rifdan foydalanib topish mumkin. Berilgan funksiyax = 1, y = 2 da, ya’ni
(1;2) nugtada minimumga erishadi. Hagigatdan ham /(1;2) = (1- )2+
(2- 2)2- 1=-1,shuningdek (x - 1)2va(y- 2)2esax * 1, y ® 2 dadoim
musbat, demak,

x—)2+ (y—2)2—1> 41

yani f(x,y) >/(1,2).

2./(x,y) =~~ sin(x2+y2 funksiyani ekstremumga tekshirilsin.

Yechish: Bu funksiyani maksimumyoki minimumga egayoki ega emasligini
ta’rifdan foydalanib topamiz. Berilgan funksiya x = 0,y = 0 da, ya’'ni
koordinatalar boshida maksimumga erishadi.

Hagigatdan, /(0;0) = i.x2+y2= ~ aylana ichida (0, 0) dan fargli nuqta

olamiz, n holda 0 < x2+y2<”™ da sin(x2+y2 > 0 boMadi va shuning uchun

f(x,y) sin{x2+y2 < i

ya’ni buholda /(x,y) </(0,0) bo‘ladi.

3. Z = x~—xy +y~+3x —2y -f 1 funksiyaning maksimum va minimumga
ega yoki ega emasligi tekshirilsin.

Yechish: 1) Kntik nugtalami topamiz:

N=(X2-Xy +y2+3X-2y+iyx=2x-y +3

0=(x2- xy +y2+3x- 2y + 1)'y = -x +2y - 2
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Quyidagi tenglamalar sistemasini yechamiz:

(2x —y +3=0
\-x +2y-2=0

Uning yechimi x = —"vay = ~dan iborat. Demak, Mo (— j) kritik
nuqta bo‘lar ekan.

2) Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz va ularni kritik nugtadagi

giymatlarini hisoblaymiz:

g=(2*-y +3)i=2, ~U(2*-y +3) =-1;

EH -* +2y-2)7-2.

d2z d2z d2z
A=@?)w’=2" B =(a*3ylw=-1, c =(g")Mc= 2’

NC- B2 2+2—(—1)2=4—1=3>0 A —2> 0. Demak, benlgan funksiya

N7~°(—3 ;3> nu* ada minimiim8a egfL Uni topamiz: Zmin(Mu)=Zmin( - p +
gth—4—3*ti= o
4. Z = x 3+y3—3xy funksiyaning maksimumi va minimumi mayjud yoki

mayjud emasligi aniglansin.

Yechish: 1) Kritik nugtalami topamiz:
= (X3+ y3—3xy)'x = 3x2—3y;|"* = (x3+y3—-=3xy)y = 3y2—-3x;
|lg = 3x2- 3y = 0,p2_y:0 , Y = xr,
]— = 3y2- 3x = 0,tyz-* = 0,I*4-* = 0.

Bundan (1; 1) va (0; 0) kritik nugtalami topamiz.

2) Ikkinchi tartibli hosilalarni topamiz:
0 = (3x2- 3y)i=6* ~ =(3w2- 3y)y = -3;

gz _ (3x2-3x)™ = 6y.

3) Birinchi kritik nugtam tekshiramiz:

-38-



AC—B 2=6+6—(—3)2=36—9=27>0; A=6>0. Demak, berilgan
funksiya (1; 1) nugtada minimumga ega. Uni topamiz :

Zmin = (x3+y3- 3xy)x=i = 1+1- 3=-1.
y=i

4) Ikkinchi kritik nugtani tekshiramiz:

y=0
AC —B 2—0*0 —(—3) 2= —9 < 0. Demak, ikkinchi kritik nuqgtada

funksiya maksimumga ham, minimumga ham ega emas.
Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1 Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.
) Z=x¥2Aa—x—y)
2) Z=*+iy+y4dj+i;
3) Z=sinx + siny +sin(x +y) O<x<|;0<y<]|);
4) Z = x2—Xy +y2+9x —6y + 20;
5) Z = y-\Ix—y2-x + 6y;
6) Z = x3+8y3—bxy + 1;
7 Z = 3X+ 6y - X2Xxy —Vy2
8) Z = X2+y2—2x - 47/xy —2y + 8.

Javoblar:

1) X Y —~ bo‘lganda Z maksimumga ega;
2) x=y-= boMganda Z minimumga ega;

3) X =y =j boMgandaZ maksimumga ega;

4) X =-4, y =1 boMganda Zmin = -1;

5) x =y =4 boMganda ZntU = 12;

6) x =1 y=— boMganda Zmin = 0;

7) x =0, y = 3 boMganda Zmin = 9;

8 x =y = 2boMganda Zmin = 0.
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Il BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

81. Differensial tenglamalar va ular bilan bog’lig tushunchalar

Matematika, fizika, mexanika, kimyo, biologiya, iqtisodiyot va boshga bir
gator fanlaming masalalarida o‘rganilayotgan ob’yektning asosiy xususiyatlarini
ifodalovchi gonunlar - bu gonunlami ifodalovchi funksiyani uning hosilalari yoki
differensial lari bilan bog‘lanishini ifodalovchi tenglamalami o ‘rganishga keltiriladi.
Bunday tenglamalar differensial tenglamalar deb ataladi.

Ta’rif. Erkli o‘zgaruvchi x, noma’lum  funksiyay = f{x) va uning turli
tartibli  hosilalari y',y",...,y{n) orasidagi bog‘lanishni ifodalovchi tenglik
differensial tenglama deb ataladi.

Masalan, y1+yx =y2, y" +y'x2=xy, y'v+y" +xy =0,

y" +y = 0 lar differensial tenglamalardir.

Agar differensial tenglamadagi noma’lum funksiya ko‘p olzgaruvchili bo‘lsa,
u holda unda noma’lum funksiyaning xususiy hosilalari gatnashadi. Bu holda
tenglama xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

Ta’rif. Noma’lum funksiyaning differensial tenglamada qatnashgan
hosilalarinmg eng yuqori tartibi bu differensial tenglamaning tartibi deyiladi.

Masalan, y' +yx = 0 1-tartibli, y" +x2y = 0 2-tartibli, y'" + x2y" —
-yx - x2=0 3-tartibli, y(4) = xy to‘rtinchi tartibli, yv+y'"™ + xy" =x
5-tartibli differensial tenglamadir.

n-tartibli differensial tenglama umumiy holda quyidagichayoziladi:

FOGY.yhy™ .. yW) =0 (1)
Agar (1) tenglamani hosilaga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, u holda
uni
Y = f(x,y.y"y" ...y (n-1)) @

ko‘rinishda yoziladi. Masalan, y"' + x2y" - yx - x2= 0 tenglamani 3-tartibli

hosilaga nisbatan yechib y'" = -x 2y" + xy + x 2ko‘rinishda yozish mumkin.
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Ta’rif. Differencial tenglamaning yechimi deb, berilgan differensial
tenglamani ganoatlantiradigan, ya’ni uni ayniyatga aylantiradigan funksiyaga
aytiladi.

Masalan, y" + k2y = 0 tenglamaning yechimi y = asin(fct + q0)
funksiyadan, y" +y = 0 tenglamaning yechimi esay = cos* funksiyadan iborat.

Ta’rif. (1) yoki (2) differensial tenglamaning yechimini topish uni

integrallash, topilgan y = <p(x) yechim esa uning mtegrali deb ataladi.

Misollar

1-misol. Havo bosimmi dengiz sathidan balandlikka bog‘liq ravishda
aniglang.

Yechish: Dengiz sathidan hisoblangan balandlikni h(m), havo bosimini
p(H/m2) orqgali belgilaymiz. Masala bosimning balandlikka bogMigligini
tavsiflovchi p(h) funksiyani topishdan iborat. Dengiz sathida joylashgan Im?2
o'lchamli gorizontal maydonchani va bu maydonchaga tayanuvchi prizmatik havo
ustunini garaylik. Agar h balandlikda xayolan ustunning kesimini o‘tkazsak (1-
chizma), u holda bu kesimdagi bosim ustunning kesimdan yucpridagi gisimining
og‘irligi bilan aniglanadi. h + Ah balandlikda ikkinchi gorizontal kesim o ‘tkazamiz
Bu kesimdagi bosim ikkala kesim orasidagi ustunda bo'lgan havo og'irligiga teng

Ap migdorga kichik bo'ladi.

1-chizma

Shu sababli Ap--—--- dAh deb yozishimiz mumkin, bu yerda d Kkattalik
P(H/m2) bosimdagi bir kubometr havoning og'irligi. Biroqg d kattalikning o°‘zi
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bosimiga proporsional. Hagigatdan d0 bir kubometr havoning p0 —1(H/m2)
bosimidagi og‘irligi bo‘lsin. Boyl - Mariott gonunipK = pOVilga ko‘ra bunday

miqdordagi havo p bosimda V = A kubometr hajmga ega bo‘lib, awalgicha d0(H)

og‘irlikda boiadi. Bu holda bir kubometr havoning d og'irligi d =y = d0Op ga

yoki umuman d = kp ga teng bo‘ladi, bu yerda k- proporsionallik koeffistienti.
Shunday qilib, quyidagi munosabatni hosil gilamiz
fip = —kpAh )

(1) tenglik aniq emas: bu yerda h va h + Ah orasidagi hamma kesimlarda
bosim o‘zgarmas vap ga teng deb faraz gilingan. Aslida esa bu kesimlarda bosim
turlicha bo'lib, h ortishi bilan u kamayadi. Birog p = p(/i) funksiyani uzluksiz deb
faraz qilish tabiiy, shu sababli (1) tenglikning xatosi katta emas va [h kattalik
ganchalik kichik bo‘lsa, u shunchalik kichik bo‘ladi. Endi (1) tenglikning ikkala
tomonini Ah ga bo‘lib, Ah -> 0 da limitga o'tsak, undagi xato nolga intiladi va biz

endi aniq tenglikka ega bo‘lamiz:

% = - kp >

(2) tenglik noma'lum (izlanayotgan) p(/i) funksiyani va uning hosilasini
bogMovchi differensial tenglamadir. Bu tenglamaning yechinn havo bosimi p ning
h balandlikka bog'ligligini ifodalovchi funksiyadan iborat. Yechimlami topishning
umumiy usullari hozircha noma’lum bo‘lgani uchun quyidagicha yo‘l tutamiz. (1)
munosabatda dengiz sathidan h balandlikni p bosimning funksiyasi deb garaymiz.
Masalan, joyning dengiz sathidan balandligini barometr ko‘rsatishi bo‘yicha
aniglash talab gilinsa, barometrik nivelirlashda ana shunday yo‘l tutiladi. Bunday
holda (1) tenglikning ikkala gismini Ap ga boiib va [Op -¢ 0 da limitga o‘tib,

quyidagini hosil gilamiz:

(3) tenglik ham differensial tenglamadir, lekin bu yerda eng sodda

bog‘lanishga egamiz: noma'lum funksiyaning hosilasi argumentning ma lum



funksiyasi sifatida ifodalanadi. Shu sababli noma’lum h funksiyani topish uchun
fagat anigmas integral olish kerak, natijada quyidagini hosil gilamiz:
h=-\Inp +Cx (4)
Cj kattalik integrallashning ixtiyoriy o'zgarmasidir, kelgusida qulay bo‘lishi
uchun uni Cj = ~InC ko‘rinishdayozgan ma’qul. U holda (4) tenglikni quyidagicha

gaytayozish mumkin:

(5) tenglik lzlanayotgan h = h(p) funksiyaning ifodasini beradi, birog b
ifodani unda ixtiyoriy C o‘zgarmas borligi tufayli juda ham aniq deb boMmaydi.
To'la aniglikka erishish uchun C ni bilish zarur, bunga h ning biron-bir giymatida p
ning giymati berilishi orqgali erishish mumkin. Bizning misolimizda dengiz sathida
(h = 0 bo'lganda) atmosfera bosimi p = p0 ga teng deb olish eng qulaydir. Bu
giymatlami (5) ga qo'yib, C = p0 ni topamiz, natijada izlanayotgan funksiya uzil-

kesil

formula orqali ifodalanadi.

(6) tenglikni p ga nishatan yechish va bu bilan dastlab qo‘yilgan masalaning
yechimini hosil gilish mumkin. Havo bosimi p ning dengiz sathidan balandlik h ga
bog'liq ifodasi

p = Poe~kh @)
formula bilan ifodalanadi.

2-misol. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta og'irlik kuchi ta’sirida erkin
tushmogda. Nuqtaning harakat gonunini havoning qarshiligini
hisobga olmasdan toping.

Yechilishi: Sanoq boshi O tanlab olingan va pastga
yo'nalgan vertikal o‘q olaylik. Moddiy nugtaning vaziyati t vaqgtga
bog‘lig ravishdao‘zgaradigan OM = s koordinata bilan amglanadi
(2-chizma). Dinamikaning ikkinchi asosiy gonunini

2-chizma
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F=Ta
ko‘rinishda yozamiz, bu yerda m-massa, a-nuqgtaning tezlanishi, F -ta’sir etuvchi
kuch. Shartga ko‘ra nuqtaga fagat og‘irlik kuchi ta’sir etadi. Demak, F = P = =
mg bu yerda 0-og‘irlik kuchi tezlanishi. a tezlanish yo4dan vaqgt bo‘yicha olingan

ikkinchi hosilaga teng, shuning uchun

yoKki

(8)

(8) tenglik noma’lum s = s(t) funksiyaning ikkinchi hosilasi gatnashgar
differensial tenglamadir. Ushbu holda bu ikkinchi hosila argumentning ma’lum
funksiyasi (hatto, o‘zgarmas Kkattalikka teng) boMgani uchun izlanayotgan

funksiyani t bo‘yicha ikki marta integrallab topish mumkin:

©)

S ="Y +cxt+c2 (io)

(10) tenglik izlanayotgan harakat qonunini beradi, birog yuqorida ko'rilgan
masaladagi kabi u integrallash o‘zgarmaslariga ega, ayni holda ikkita. Nugtaning
boshlang‘ich vaziyatini va boshlang‘ich tezligini bilgan holda bu o'zgarmaslami

aniglash mumkin. Boshlang‘ich momentda (t = 0) nuqgtaning tezligi vQga, uning
O sanoq boshidan masofasi s0O gateng boisin deylik. ~ tezlikni ifodalagani uchun

(9) dan & = vOni, (10) dan esa C2 = s0ni hosil gilamiz, natijada harakat qonuni

ushbu ko‘rinishga ega bo‘ladi:

5= — +v0t +s0. (2]
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3-inisol. Egri chizigga uning ixtiyoriy nugtasida o‘tkazilgan urinmaning
ordinatalar o gidan kesgan kesmasi urinish nugtasi ordinatasining ikkilanganiga

teng. Shu egri chizigning tenglamasini toping.

Yechilishi: lzlanayotgan egri chiziqda ixtiyoriy M(x,y) nugta olamiz (3-
chizma). M nuqtada o ‘tkazilgan urinmaning tenglamasi
Y-y =y (X-x)
ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda X, Y -urinma nugtasining o°‘zgaruvchi
koordinatalari, y' -izlanayotgan funksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasi.
Urinmaning Oy o”gdan ajratadigan OB kesmasini topish uchun X = 0 deymiz. U
holdaOB =Y =y - xy'. Ikkinchi tomondan, shartga ko‘ra OB = 2y OB kesma
uchun topilgan ikkala ifodani tagqoslab,
y - xy' =2
yoki
xy'Jl-y- 0 2
tenglamani hosil gilamiz.
Bu tenglamaning ikkala tomonini dx ko‘paytirib, uni differensial ishtirok
etgan ko‘rinishga keltiramiz:
xdy +ydx =0 (13)
(13) tenglamaning chap tomoni o'zgaruvchilar ko'paytmasining differensiali
d(xy) dan iborat. Shuning uchun (13) tenglamani ushbu ko‘rinishda yozish

mumkin:
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d(xy) = Q
bu yerdan
xy = C (14)
Bu yerda C- ixtiyoriy o‘zgarmas. (14) tenglik izlanayotgan egri chizigning

tenglamasini beradi, uni oshkor holda yozish ham mumkin:

Y- (15)
(14) tenglama ham (15) kabi, aslini olganda, bitta egri chizigni emas, balki
egri chiziglaming butun bir oilasini-asimptotalari koordinata o'qlaridan iborat teng

o‘qli giperbolalar oilasini tashkil etadi (4-chizma).

4-chizma

Bu oilaning egri chiziglaridan birini ajratib olish uchun yuqorida ko‘rilgan
masalalardagi kabi argumentning birorta tayin qiymati uchun funksiya giymatini
berish kerak. Mazkur masalada bu fikr izlanayotgan egri chiziq o‘tadigan nugtaning
koordinalalarini berilishiga ekvivalentdir. Aytaylik, izlanayotgan egri chiziq
MO(3; 2) nugtadan o‘tsin, ya’ni x = 3 da funksiyay = 2 giymatga ega bo‘lsin. Bu
giymatlami (14) yoki (15) ga gqo‘yib, C = 6ni topamiz. Shu sababli izlanayotgan

egri chiziq

voki

ko‘rimshga ega bo‘ladi.
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4. Urinma osti, urunish nuqgtasining abtsissasi va ordinatasining yig‘indisiga
teng bo‘lgan egri chiziglami toping.

Yechish: Masala shartidan quyidagi tenglamani tuzamiz.

- = X +Yy

Yy

yoki differensiallarda ifodalasak
ydx = (x +y)dy
tenglama hosil bo‘ladi.

5. Quyidagi tenglamalardan qaysilari differensial tenglama boMaoladi?

1)y' + 3x = 0; 3)y = e*; 5y = In\x\ + C,

2)x2+y2=0; 4)y'y - x = 0; 6) 2dy + 3xdx = 0.

Yechish: Berilgan tenglamalardan 2, 3 va 5 tenglamalar differensial tenglama
bo‘la olmaydi. Chunki ularda noma’lum funksiyaning hosilalari yoki differensial lari
ishtirok etmayapti.

6. Quyidagi funksiyalaming qaysilari y' = x tenglamaning yechimi bo‘ladi?

Dy=x+2 2)y=x2—1, 3)y=y-3; 4y=j +5

Yechish: Bu fimksiyalardan 3) va 4) yechimlar javob bo‘ladi. Chunkiy =

#

o ?<

T oy —VT ) = =*My —(t+5 =¥ =x-
1- va 2- funksiyalar yechim boMmaydl.
y'=(x+2)=1va y' = (x2—1)' = 2x.

Mustaqil yechish uchun topshriglar
1 Bir jinsli elastik ip ikki uchidan osib qo‘yilgan. Ip 0‘z og‘irligi ta’sirida
biror egri chizig bo'yichajoylashadi (osilgan arqon, sim, zanjir shunday joylashgan).
Bu egri chizigning tenglamasi topilsin.
Javob: y = a (| + ca) + c2
2. Nyuton qonuniga asosan biror jismning havoda sovush tezligi jism

temperaturasi bilan havo temperaturasi orasidagi ayirmaga proporsional. Agar

havoning temperaturasi 20°C bo‘lib, jism 20 dagiga ichida 100° dan 60°C gacha
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sovisa, gancha vaqtdan so‘ng uning temperaturasi 30°C gacha pasayadi? Masalani
differensial tenglamasi tuzilsin.

Javob: ~ = k(T - 20).

3. 0‘g v0O=400m/sek tezlik bilan harakatlanib, h = 20 sm qalinlikdagi
devomi teshib, undan v0 = 100m/sek tezlik bilan uchib chigadi. Devoming
garshilik kuchi o‘gning harakat tezligi kvadratiga proporsional deb olib, o‘gning
devor ichida harakatlanish differensial tenglamasi tuzilsin.

Javob : at = —kv2.

4. Ma’lum bo‘lishicha har bir berilgan paytda radiyning yemirilish tezligi
uning migdoriga to‘g‘ri proporsionaldir. Agart = 0 bo'lganda radiyning massasi
mO0 bo‘lsa, radiy massasining vaqgtga garab o ‘zgarish gonuni aniglansin.

Javob: /;t = —km.

5. 0 ‘miga go‘yish usuli bilan y = Cx3 funksiya 3y —xy 1= 0 tenglamaning
yechimi ekanligi tekshirilsin. Ushbu

D & 245D; 3,0:-D
nugtalardan o‘tuvchi integral chiziglar yasalsin.

6. Quyidagi funksiyalar mos differensial tenglamalami ganoatlantirishi

ko“rsatilsin:

oy

sinx —1 + Ce~sinx, y' +ycosx = *sin2x;

2) y=7+Qy"+jy'=0.

7. 0‘ringa qo‘yish usuli bilan: 1) y" +4y =0 va 2) y'" —9y' =0
differensial tenglamalar mos ravishda

1) y = Ctcos2x + Czsin2x va 2) y = Ct + C2e3x + C3e~3x
umumiy integrallarga ega ekanliklari tekshirilsin.

8. C=0;+1;£2 bo'lganday = Cx2 parabolalar yasalsin va shu parabolalar
oilasining differensial tenglamasi tuzilsin.

Javob: xy' = 2y.
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9. y = C*inx + C2cosx funksiyalar y" +y = 0 tenglamaning yechimlari
ekanligi ko'rsatilsin.

10. y'x-x2- y = 0 tenglamaning yechimlari y = x2 + Cx ko‘rinishdagi
funksiyalardan iborat ekanligi isbotlansin

11 .y =x2+x + C funksiya dy = (2x + 1)dx tenglamaning yechin
ekanligi isbotlansin.

12.5 = 3t3—21 funksiya ds = (312 —2)dt tenglamaning yechimi bo‘la
oladimi?

13.y = yjx funksiya 2yy' = 1 tenglamaning yechimi ekanligi isbotlansin.

14.y = Ce~*z funksiya ~ + 2xdx = 0 tenglamaning yechimi ekanligi

ko‘rsatilsin.

§ 2. Birinchi tartibli differensial tenglamalar

2.1 Umumiy tushunchalar. 0 ‘zgaruvchilari ajralgan va
ajraladigan tenglamalar

Birinchi tartibli differensial tenglama
F=XXYY)=0
ko'rinishda bo‘ladi. Agar uni y' ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, uni
" = f(Xx,y)

ko'rinishda yozish mumkin bo‘ladi. Bu holda differensial tenglama hosilaga
nisbatan yechilgan deyiladi. Bu tenglama uchun differensial tenglama yechimining
mavjudligi vayagonaligi haqgida quyidagi teoremao‘rinlidir.

Teorema: Agar y' = f(x,y)

tenglamada f(x,y) funksiya va undany bo‘yicha olingan ~ xususiy hosila XOY

tekislikdagi (x0,y0) nugtani o‘z ichiga oluvchi biror sohada uzluksiz funksiyalar
boMsa, y holda berilgan tenglamaning x - x0bo‘lganday = y0OboMadigan shartni

ganoatlantiruvchi birgina y = (p(x) yechimi mavjuddir. x = x0 bo'lganda y
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funksiya berilgan y0 songa teng boMishi kerak degan shart boshlang'ich short
deyiladi Bu shart ko‘pincha

Y(*0) = Y0 yoki y\x=x0 = y0
ko'rinishda yoziladi

Ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi deb bitta
ixtiyoriy C o‘zgarmas miqdorga bog'liq bo'lgan, hamda quyidagi shartni
ganoatlantiruvchi

Y = ¢(x,c)
funksiyaga aytiladi:

a) bu funksiya differensial tenglamani C o‘zgarmas migdoming har ganday
tayin giymatida ham ganoatlantiradi;

b)x = x0 boMganda y = y0 (y|x=x0 = Y0) boshlang'ich shart har ganday
boMganda ham C ning shunday C = C0 giymatini topish mumkinki, y = (p[x, C0)
funksiya berilgan boshlang'ich shartni ganoatlantiradi.

Differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko'pincha y ga
nisbatan yechilmagan

®(g:,y,c) - 0
ko'rinishdagi munosabatga kelib golamiz. Bu munosabatni y ga nisbatan yechib,
umumiy yechimni hosil gilish mumkin. Ammo yuqgoridagi munosabatdan y ni
doimo topish oson boMavermaydi. Bunday hollarda umumiy yechim oshkormas
ko'rinishda qoldiriladi. Bu holda ®(x,y,c) = 0 tenglik differensial tenglamaning
umumiy integrali deyiladi.

Ta’rif.Ixtiyoriy C o'zgarmas migdorga maMum C = CQ giymat berish
natijasida y = (p(x,C) umumiy yechimdan hosil bo'ladigan har ganday y =
<p(x, Q0) funksiya xususiy yechim deb ataladi. Bu holda ®(x, y, C0) = 0 munosabat
tenglamaning xususiy integrali deyiladi. Geometrik nugtai nazardan umumiy
integral koordinatalar tekisligida bir ixtiyoriy o'zgarmas Cga bog'liq bo'lgan egri
chiziglar oilasini ifodalaydi. Bu egri chiziglar berilgan differensial tenglamaning

integral egri chiziglari deyiladi.
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Hosilaga nisbatan yechilgan

dy
Tx =K=*.30
differensial tenglama berilgan boMib uning umumiy yechimi 'y = (p[x,c) bo‘lsin.
Bu umumiy yechim OXY tekislikda integral egri chiziglar oilasini aniglaydi.
N = f(x,y) tenglama” hosilaning koordinatalari x vay bo'lgan har bir M

nuqtadagi giymatini, ya’ni shu M nuqgtadan o‘tuvchi integral egri chizigga shu
nugtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffisientini aniglaydi. Shunday qilib

berilgan differensial tenglama yo ‘nalishlar maydonini aniglaydi.

N o= f(x,y) differensial tenglama uchun — = C munosabat bajariladigan
nugtalaming geometrik o ‘mi berilgan differensial tenglamaning izoklinasi deyiladi.
fx(x)dx +f2(y)dy = 0
tenglamaga o°‘zgaruvchilari ajralgan tenglama deyiladi. Uni har ikkala tomonini

hadma-had integrallash orgali yechiladi. Y a’ni,

j fx(x)dx +j f2(y)dy = C.

J1O) ofz(y)dx +f3(x) *U(y)dy =0
ko'rinishidagi tenglamaga o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama deyiladi. Uni ikkala
tomonini hadma-had /rO 0O’ /300 ifodaga boiish orgali o‘zgaruvchilari ajralgan

tenglamaga keltiriladi. Y a’ni,

m dx+Mz=.dy =0.
12(y)NM AM (Ir )

Mavzu bo‘yicha yechimlari bilan berilgan misollar
1.n A tenglama uchun ¥ ~~ funksiyalar oilasi umumiy

yechim ekanligi ko‘rsatilsin va x0 =2 bo‘lganda yO = 1 boiadigan

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.
Yechish:y =~ bodgani uchun boiadi. Buni berilgan

tenglamaga qo‘yamiz:



Demak, y = "berilgan tenglamaning umumiy yechimi ekan Endi x0 = 2
boiganda y0= 1 boMadigan boshlang‘ich shartni ganoatlantinrvchi xususiy

yechimini topamiz. Bu qiymatlami y = < formulaga qo‘yib S= 1yoﬁi' C-2m

topamiz. Demak, izlangan xususiy yechim y:-2 funksiyadan iborat.

2. y = Cx*‘ parabolalar oilasining difercnsial tenglamasi topilsin
(1-chizma)

Yechish: Oilant tenglamasmi x bo'yicha difTerensiallavmiz:
d
-f- = 2Cx
dx
Bunga oila tenglamasidan topilgan Y qumatm' qo'yiﬁ. beriTgan
oilaning
ditYerensial tenglamasini hosil gilamiz. Bu ditTerensial tenglama x ® 0
bo iganda. ya ni OY o'gidagi nuqtalarga ega bolmagan har ganday sohada
ma noga ega.
3. xdx + ydy = 0 tenglama vechilsin
Yechish: Bu tenglama o’zganivchilari ajralgan tenglamadir.Uni
yechish uchun har ikkala tomonini xadma-xad integrallavmiz .

/ xdx +/ ydy - clt +~ -c¢,. n:-y"= 2cx. 2c,= c: deb olib
O2+y:= c2 tenglamani hosil gilamiz.
Bu markazi koordinatalar boshida va radiusi C bo lgan konsentrik

aylanalar oilasining tenglatnasidir.
4.y Inydy - exdx = 0 tenglama vechilsin:



Yechish: Bu o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Uni yechish uchun har
ikkala tomonini hadma-had integrallaymiz.
fylnydy - f exdx = f od, fylnydy - ex =c. Bu tenglamani chap
tomonidagi birinchi integralni bo‘laklab integrallaymiz:
fu = Iny, du =—1

jy\nydy=\ ;y2a ="~ lny_ v =
[dv =ydy, V=1])) 2 y 2 4

iy2(21ny —1). Buni o‘migago ‘yamiz. Natijada
-y2(2Iny —1)- ex = ¢ hosil bo‘ladi. Bu berilgan differensial tenglamaning
umumiy integralidir.

5 7 ~ tenglama yechilsin.

Yechish: Bu o°‘zguvchilan ajraladigan tenglamadir. 0 ‘zgaruvchilami

ajratamiz va integrallaymiz:
vort =20 Z7=-JF 1. iyl =in.
Bundan esa Y —~ umumiy yechimni topamiz.
6. (1 + x)ydx + (1 - y)xdy = 0 tenglama yechilsin.
Yechish: Bu o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. 0 ‘zgmvchilami

ajratish uchun uni har ikkala tomonini hadma-had xy ifodaga bo'lamiz.

1 1— /1 \ /1 \
S a2V ay =0, (G+1jd* +(=-11dy=0.

Buni har ikkala tomonini hadma-had integrallaymiz.

fA-+fdx +fy-fdy =c¢ Inx\ +x +1Inly| -y = c,In\xy\ + x -
Y=c

Bu berilgan tenglamaning umumiy integralidir.

7. (1 + x2)dy +ydx = 0 tenglamani y(0) = 1 shartni ganoatlantiruvchi

yechimi topilsin.
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Yechish: Bu tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Bunda 1 +
x2 =£0 bo‘lgani uchuny ® 0 deb olish kifoya. Bu shartda berilgan tenglamani
y (1 + x2) ifodaga bo‘lish orgali umumiy yechimni quydagicha topamiz:

dy dx

In\y\ = arctgx + ¢,y —earct9x+c.
Endi boshlang‘ich shartdan foydalanib (x —0, y = 1) ¢ o'zgarmasni
giymatini topamiz
i = earctOo+c, ec=1 c=0.
Demak, berilgan tenglamaning berilgan boshlang'ich shartni

ganoatlantiruvchi yechimi y = earctBX funksiyadan iborat.

Mustagqil yechish uchun topshiriglar
1 Quyidagi differensial tenglamalar yechilsin.
Dy —2x —0; 2)y' +2x =0; 3)y' +2x =S

Javob: 1)y = x2+¢; 2)y=—x2+¢c 3)y=-—x2+5x+c

2. y' = x tenglamani ganoatlantiruvchi va (1;2) nuqtadan o‘tuvchi egr

chiziq tenglmasi topilsin.
Javob: y = ﬁ"ﬁ
3. Quyidagi tenglamalaming umumiy yechimlari topilsin.
Dx+y =0; 2)4jc3—y'=0; 3)2xdx = 3y2dy.
Javob: 1)y = ¢ —x2;2)y =x4+¢c; 3)y = \Ix2+c.
4.y' = 3x2tenglamani y(1) = 5 shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Javob: y = x3+ 4.
5. Quyidagi tenglamalar yechilsin.
1) xdy = (y + 1)dx; 2) (x + 1)ydx = dy;
3) dy = ycos2xdx; 4) dy = ysinxdx;



7 x2y' +y=0; 8) x + xy +y'(y +xy) =0.
X+SIIUC+C.

2.
Javob: 1)y = cx —1; 2)y = e6,5x +x+c; 3)y=e 2 ;

4)y =ec~cosx; 5)y=c¢"5x+3; 6)y=1+ce3s;
7)y =ce*; 8)x+y=inc(x + 1).
6. Quyidagi tenglamalarni berilgan boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi

xususiy yechimlari topilsin.
1) x2dy =y2dx, y(04) =025 2)g -0 =0, y(4) =5

y(9) = e2

3) 3x3dy = 2y4dx, y(l) =i; 4y

4 1+y2=y'VX, ¥y =0; 5y'=(2y + 1)ctgx, y (0 =

Javoblarzay =T A 2)y =V Ne z+1; 3)y = 3-

4)y = en-1; 5H)y = t#2Vx.

7.1 +x2y' +yVITx2=xy tenglamaning y(0) =1 shartni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

JavoB: y = %\&%

8 4(—1; 1) nugtadan o‘tuvchi va istalgan nuqgtasidagi urinmaning burchak
koefFitsienti urinish nuqta ordinatasining kvadratiga teng bo‘lgan egri chiziq

aniglasin.

Javob: xy = —1.

2.2. Birinchi tartibli bir jinsli tenglamalar
Ta’rif: Agar X ning har ganday giymatida
I(Ax.Ny) = Af(x,y)
ayniyat to‘g‘ri bo‘lsa, /(x,y) funksiya x va y o‘zgaruvchilarga nisbatan n
oMchovli bir iinsli funksiya deyiladi.
Masalan, f(x,y) = ~x3+ y 3 funksiya bir oMchovli bir jinsli funksiyadir,

chunki
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f(Ax, Ay) = Y(N1*)3+ (Jly3) = YO 3+Y¥Y3) = Ax3+ y3 = Af(x.y).
f(x>y) = xy funksiya nol o'lchovli birjinsli funksiya, chunki

(A*)2+ (Ay)2 _JR(x2+y2) *2+y2
f(Ax, A}’) """ Ay T X 5'&3; """""" o A =f(x ).

Ta’rif: Agar birinchi tartibli

y

tenglamada f(x,y) funksiya x vay ga nisbatan nol o‘lchovli bir jinsli funksiya
bo‘lsa, u holda tenglama x va y o‘zgaruvchilarga nisbatan bir jinsli tenglama
deyiladi.

Agar funksiyani bir jinsli bolishning sharti f(Ax, Ay) = f(x,y) da A=*"
deb olsak, f(x,y) = /(1,") boMadi. Bu esa nol oMchovli bir jinsli funksiya faqgat

argumentlar nishatigagina bog‘lig bo‘lishini bildiradi. U holda berilgan tenglama

ko‘rinishga keladi. 0 ‘zgaruvchilami almashtimmiz:
U=~" yoki y = ux. U holda
y' = u'x +u.
Hosilaning bu ifodasini berilgan teglamaga qo‘ysak, o°‘zgaruvchilari
ajraladigan
u'x +u =f(l, u)

tenglama hosil bo'ladi. 0 ‘zgaruvchilami ajraUmiz va integrallaymiz:
du c(n v du dx f dt e dx

Oxirgi integralni hisoblagandan so‘ngu o‘miga " ni go‘ysak, berilgan bir
jinsli tenglamaning umumiy integrali hosil boladi

Quyidagi
dy ax +by +c
dx alx + bjy -fer
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ko‘rinishdagi tenglamalar bir jinsli tenglamalarga keltiriladi. Agar ¢ =ct =0
boisa, berilgan tenglama bir jinsli bo‘lishi ravshan. Aytaylik ¢ vac® (yoki ulardan

biri) noldan fargli bo'lsin. 0 ‘zgaruvchilami almashtirarmz;

X = XX+ h, y =yr +K,
U holda,
dy _ dyx
dx  dxx

d .

X, Y, ad laming ifodalarini berilgan tenglamagago ‘ysak,
dyl axx+ byx+ ah + bk + ¢
dxx arxr+ blyl+ axh + bxk + cx

hosil bo‘ladi. Buyerda h va K ni

fah+bk+c=0
(axh + bxk +cx= O

tengliklar o‘rinli bo'ladigan gilib, ya’ni sistemaning yechimi kabi tanlaymiz.
Natijada, berilgan tenglama
dyx _ axx+ byx
dxx axxx+ bxyx
bir jinsli tenglamaga keladi.
Bu tenglamani yechib, so'ngra x = xx+ h, y =yx+k belgilashlami
e’tiborgaolib, berilgan tenglamani yechimini hosil gilamiz.
Agar,
I ab |
ai Nil
bo‘lsa, ya’ni abx = axb bo‘lsa, yuqoridagi sistemaning yechimi yo‘gq. Ammo bu
holda = = Aya’ni ax= Aa, bx = Ab bo‘ladi va bu holda berilgan tenglamani
dy (ax +by) +¢
dx A(ax + by) + cx
ko'rinishga keltinsh mumkin. Bu holda Z = ax + by almashtirish yordamida
berilgan tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.

Misollar:
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1 ~ = <2l tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglamani o‘ng tomonida nol o‘lchovli bir jinsli funksiya

turibdi. Demak, berilgan tenglama bir jinsli. 0 ‘zgaruvchilarni almashtiramiz:

y dy du
- = n y = uX, — = N+ X o—
X dx dx

Bularm berilgan tenglamaga gqolyamiz:

du n du n du n—n+u3 du
U+ X-— = comee——], X B— = —mmm- 7-U XB— = — o — X~ —
dx 1—u dx 1—u2 dx 1—u2 dx
.3
1—u2f

Hosil boigan tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
0 ‘zgaruvchilarni ajratib,

(1 —u2)du dx
us X B w =z

ni hosil gilamiz. Uni integrallab
<nfu] = In\x\ + In\c\ yoki ~ ~ = In\uxc\
ni hosil gilamiz u ni o‘rniga ”* ni go'ysak, dastlabki tenglamaning umumiy integrali

hosil boMadi:
~ = In\cy\.

2.y = tenglama yechilsin.
Yechish: y = ux almashtirish gilamiz. U holda y' = u'x + u boMadi.
Bulami berilgan tenglamaga qo‘yamiz: U holda

X+UX

) y . t 1 dx
UX+u s ux Fu =T ux =1 =

o x du =
Bu o'zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Uni yechamiz:

c fd
du= I—X +c, u = In\x\ +c, y = In\x\ +c,y = xIn\x\ + ex.

3. y' =~ +sin~ tenglamani y(l) = | shartni ganoatlantiruvchi xususiy

yechimi topilsin.
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Yechish: ~ = walmashtirish gilamiz. Undan y —ux vay' = u'x + u bo‘lib,

berilgan tenglama u'x +u =wu +sinu, u'x =sinu, xdu =sinudx, — =—
sinu X

ko'rinishga keladi.

Buni integrallab | n = In\x\ + In\c\ ni undan esa | = arctg\cx\ ni
hosil gilamiz. u = ~ ekanligini e’tiborga olib y = 2xarctg(cx) ni topamiz. Endi
y (1) =| boshlang‘ich shartni e’tiborga olib ~ = arctgc ni, undan esa ¢c = 1 ni
hosil gilamiz. Demak, izlanayotgan yechimy = Zxarctgx dan iborat.

4 — = tenglama yechilsin.

Yechish: Bu birjinsli tenglamaga keltiriladigan tenglamadir. Um bir jinsliga
keltirish uchun x = xx + h, y = yx + Kk almashtirish gilamiz. U holda,

dyx _ xx+yx+h +k- 3
dxi xl-yl1l+ h-k-1

tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamadan

(h+k-3=0
U-K-1=0

sistemani hosil gilamiz. Uni yechib h = 2 va kK = 1 ni topamiz. Natijada bir jinsli
foi _ *i +yx
dxi X' -yr

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani ~ = n almashtirish yordamida yechamiz:

Hosil bo‘lgan tenglamadan o'zgaruvchilami ajratamiz:

1—u dxi
mdu =
1+u2 ar'

Bu tenglamani integrallab, arctgu - ~h (1 + u2) = /n|xt| + /n|c|,
arctgu = /nlextVIl + u2|ni yoki ¢xXT+u2= earcf5" ni hosil gilamiz.

Bundan z vay o‘zgaruvchilarga o ‘tib
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. y1l .
Qyj(x —2)2+ (y —1)2 = earcGxY ni topamiz.
5y' = tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglamani x =xr +h, y = yx+ K almashtmsh yordamida
yechib bo‘lmaydi, chunki bu holda h va K ni aniglashda foydalaniladigan
tenglamalar sistemasi yechib bo‘Imaydigan sistemadir.

Bu tenglamani 2x +y =z almashtirish yordamida o°‘zgaruvchilari
ajraladigan tenglamaga keltinsh mumkin. Bu holda y' - z' -2 va berilgan

tenglama

ko‘rinishga keladi. Buni yechib,
2 7
—Z+—1In\Sz+ 9| - x+¢
5 25

ekanligini topamiz. Ammo, z = 2X +Yy bo‘lgani uchun dastlabki tenglamani

yechimi
2 7 .
-5(2x +y) +z)fr||10x+ 2y + 9| =x +¢c

yoki
10 y —SX +7/n|10x + 5y + 9] = cx

dan iborat. Bu berilgan tenglamaning umumiy integralidir.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar
1 Quyidagi tenglamalar yechilsin.
1) (x2--xy)dx +xydy = 0; 2) xy'sin M+ x =ysin| ;

3)xy' +Int =x + 4) Xyy' = y2+ 2x2;

S)Xy'—y:xthty(l)=|; 6)Y':4+"+© *Y(l)=2§>

7) 024 y2)dx - xydy = 0; 8) xy' = 2(y - y/xy).

-60-



Javoblar: 1) In\x 4*y| 4 =, 2)CX = ecos*;

3) Inx = -f/n- —I| + c; 4) y2 = 4x2Incx;
) X Lnx |J “ )y ’
5) y = xarcsinx; 6) arct# (0,5-) —2In\x\ =
7)y2= x2Incxz; 8) 16xy = (y + 4x - cx2)2.

2. Quyidagi tenglamalar yechilsin (bir jinsli tenglamalarga Keltiriladigan):
1) (2x +y + D)dx + (x + 2y —1)dy = 0;
2) (x 4y 4 2)dx 4 (2x 4-2y - 1)dy = 0;
3) 2(x 4y)dy + (3x + 3y - 1)<2x,y(0) = 2;
4) (x —2y 4 3)dy 4 (2x 4-y —1)dx = 0;
5) (x —y 4 4)dy 4 (x +y - 2)dx = 0.

Javoblar:
1) x2+y24xy 4x -y =cl- 2) x4 2y 45/nlx +y - 31=¢;
3)3x +2y —4 4 2/n|x 4y —1| = 0; 4) Xx24-xy —y2—X 43y = c;
5) X2+ 2xy —y2—4x 4-8y = C.

3y'= differensial tenglamaning M(1; 1) nugtadan o ‘tuvchi integral
egri chizig‘i topilsin.

Javob: X2—y2+ 2xy - 4x 48y —6 = 0.

2.3. To‘la differensialli tenglamalar
Ta'rif: Agar M(X,y)dx + N(x,y)dy =0 (1) tenglamada ~ N2
munosabat O‘rinli bo'lsa, u holda tenglamani to‘la differensialli tenglama deyiladi.
Bunda " Va"T funksiyalar biror sohada uzluksiz funksiyalardir.

Agar (1) tenglamaning chap tomoni to‘la differensial bo'lsa, u holda (2)
shartning bajarilishini va aksincha, (2) shart b”arilsa, (1) tenglamaning chap tomoni
biror u[x,y) funksiyaning to‘la differensiali bo'lishini isbot gilish giyin emas. U

holda (1) tenglamaning ko‘rinishi
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du(x,y) =0 ®
boMadi va lining umumiy integrali U(x,y) = ¢ boMadi.
Agar (1) tenglamada

dM  dN

~dy*~fa 4)
boMsa, u holda (1) tenglama toMa diffemsialli tenglama bo‘Imaydi. Bu holda ba’zi
bir shartlar bajarilganda shunday y) ni topish mumkinki, uning uchun

\i(x,y)M(x,y)dx + &(x,y)N(x,y)dy = du

boMadi. Bunda p(x,y) funksiyani integrallovchi ko'paytuvchi deyiladi. Quyidagi

hollarda integrallovchi ko‘paytuvchini topish oson bo‘ladi:
dM dN

1) ay’l\}ISx

d(x) boMganda In\i = f <P(x)dx boMadi;

dN dM
dx

2)

®i(x) boMganda/ny, = tf*O~dy boMadi.

Misollar
2X
1. —dx H!A—dy = 0 tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglama to‘la differensialli tenglama boMish yoki boMmasligini

tekshiramiz. Bu yerda

M 2X N y2- 3x2
= -, = r_
y ¥
boMganligidan
am o (2x\' _ 6x dN _/y2- 3x2V _ SXx

ay ~ Vy3dly y4' ax V.o Y4 )X y4'
Demak, y ® 0 shartda (2) shart bajariladi. Demak, berilgan tenglamaning
chap tomoni biror noma’lum u(x,y) funksiyaning toMa differensiali boMadi. Bu

funksiyani topamiz.

du 2x
dx y3
boMgani sababli
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U:J(zy5dx+ :st+’\Cy)-

Bunda (p{y) funksiya y ning xozircha noma’lum funksiyasi. Buni y bo‘yicha

differensiallab va
du _y2- 3x2

— =N A

y y4

ekanini e’tiborga olib,

- 3x2 dop'ey) = Y2~ ax2
Yy Yy
bo'lishni topamiz. Bundan esa
1 1 x2 1
<P'(Y):y-*z> <P = - ] + cl, u(x,y) =075 +cv

Shunday qilib berilgan tenglamaning umumiy integrali

x2 1
ys 'y c-

2. (sinxy + xycosxy)dx +x2cosxydy = 0 tenglama yechilsin.
Yechish: Berilgan tenglama to‘la differensialli tenglama bo‘lish yoki
bo'Imasligini tekshiramiz. Bu yerda M = sinxy + xycosxy va N = x2cosxy

boMganligi uchun

dm
— = (Sinxy + Xycosxy)'y = XCOSXY + XCOSXy —X 2ysinxy =

- dN
= 2xcosxy - xAysinxy;~ = (x*cosxy)'x
—2XCOSXYy —X 2ysinxy.
Demak, =" tenglik orinli. Bu esa berilgan tenglamani to‘la
differensial li ekanligini bildiradi. Shunday qilib,
du . du ,
M = — = sinxy + Xycosxy, N = — = Xxzcosxy.

Shuning uchun U(t,y) = f (sinxy +xycosxy)dx +cp(y) bo‘lib, <p(y)

vaqtincha noma’lum funksiya. Bundan esa
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U(x,y) = xsinxy + cp(y)

Bu funksiyaning xususiy hosilasix2cosxy ga teng bo‘lishi, ya’ni,

X 2c0sxy + <p'(y) = X 2cOSXy,
boMib, undan (p'(y) = 0 kelib chigadi. Bundan esa <p(y) = c¢. Shunday qilib
U(x,y) - xsinxy + ¢ va berilgan differensial tenglamaning umumiy mtegrali
xsinxy = ¢ boMadi.

3.(y + xy2)dx —xdy = 0 tenglama yechilsin.

Yechish: M =y +xy2, N = —x; ’ay: 1 + 2xy, " —1. Demak,

dm dN
dy dx’

Bu esa berilgan tenglamani toMa differensialli emasligini bildiradi. Bu
tenglamani fagaty ga bog‘liq integrallovchi ko‘paytuvchisi bormi degan masalani

garaymiz. Bu maqgsadda

dN dM
dx dy
M
ni aniglaymiz.
dN  dM
dx__dy -1 - 1-2xy -2(14xy) 2
M y +xy2 y(1+ xy) y A !

Demak, integrallovchi ko‘paytuvchi
Inii = jAdy =-2In\y\ = In-p; 1y = In-2; Wl=~2-

Berilgan tenglamani hadma-had L, = -7 ga ko‘paytiramiz. Natijada

@ *+x) dx—g2dy = 0
tenglama hosil boMadi. Bu toMa differensialli tenglamadir. Uni yechib
X Hn‘z N ovoki 2X
- H-—- c —O0yokiy —------z—-
y 2 y y X2+¢C

umumiy yechimni hosil gilamiz.
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Mustaqil yechish uchun topshiriglar
1 Quyidagi toMiq differensiali» differensial tenglamalar yechilsin.
1) x(2x2+y2) + y(x2+ 2y2)y' = 0;
2) (3x2+ 6xy2)dx + (6x2y + 4y3)dy = 0;
3) (2*+~ ) d,_£itfidy =0;

4) (3x2y +y3)dx + (x3+ 3xy2)dy = 0;
5) (3x2- 2x —y)dx + (2y —x + 3yz)dy = 0;
6)(4-£)d* +~dy =0,
7) 3x2eydx + (x3ey —1)dy = 0;
8) e~ydx + (1 —xe~y)dy = 0;
9) 2xcos2ydx + (2x - xzsin2y)dy = 0;
10) (3x2+ 2y)dx + (2x —3)dy = 0.
Javoblar: 1) x4+ x2y2+yd=c; 2)x3+3x2y2+yd=cg;

3) X3y + Xx2—y2 = cxy, 4) xy(xz +y2) = c;
5) x3+y3- x2—Xxy+y2- c¢; 6)4x2+y2=cx;

7) Xx3ey —y = ¢; 8)y +xe_y = ¢;

9) x2cosy 4y = ¢; 10) x3+ 2xy - 3y = C.

2. Quyidagi differensial tenglamalaming integrallovchi ko‘paytuvchilari

topilsin va tenglamalar yechilsin:

1) (x2—y)dx +xdy = 0;

2) 2xtgydx + (x2—2siny)dy = 0;

3) (e2x - y2)dx + ydy = 0;

4) (1 + 3x2siny)dx —xctgydy = 0;

5) y2dx + (xy —l)cfy = 0;

6) (x2—3y2)dx + 2xydy = 0;

7) (1 - x2y)dx + x2(y - x)dy =0;

8) (x2+ y)dx —xdy = 0;

9) (x + y2)dx —2xdy = 0;
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10) (@ + sinx +siny)dx + cosydy = 0;

Javoblar:
Dju=";x+ " =g 2) 1ny = Incosy, x*siny + “cos2y —c;

S)fni =e~2X, yz = Qc —2x)e2x; 42/ fi==r— r—4x3=g;

smy ' siny
5)V:y xy —Iny = 0; 6) /i = y2=cx3+*2;
7IM ="l xy2- 2x2y - 2 = o, 8)y =+, x-" =g
9) ju= xIn|x| —y2 = cx;

10) Li= e*, 2exsiny + 2ex(x - 1) + e*(sinx —Co0sx) = C.

2.4. Birinchi tartibli chizigli tenglamalar. Bernulli tenglamasi

Ta’rif: Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli bo‘lgan
tenglamaga birinchi tartibli chizigli tenglama deyiladi.

U quyidagicha yoziladi:

y' +pMy =<¢) (D

Bu yerda p(x) va q(x) uzluksiz funksiyalar yoki o‘zgarmas sonlar. Agar (1)
tenglamada g(x) = 0 bo‘lsa, u holda tenglama bir jinsli, aks holda bir jinsli
bo‘lmagan chizigli tenglama deyiladi.

Birinchi tartibli chizigli tenglamani quyidagi usullar bilan yechish mumkin:

1-usul. O ‘zgarmasni variatsiyalash usuli.

Bunda dastlab y' + p(x)y = 0 (2) tenglamani yechamiz. Bu tenglama (1)
tenglamaga mos kelgan birjinsli tenglama deyiladi.

y' = — ekanligini e’tiborga olsak y' + p(x)y = 0 tenglamadan ~ 4
p(x)y =0, dy+ p(x)ydx = 0 tenglama kelib chigadi. Bu o‘zgaruvchilari
ajraladigan tenglamadir. Uni yechamiz:

y- + p(x)dx = 0, A= -p(x)dx, [ =/ p(x)dx + Inc, Iny =
- Jp(x)dx + Inc, In~=-fp(x)dx,Z = y = ce-Jp(*)d* (3).

Bu (2) tenglamaning umumiy yechimidir. Bunda ¢ o‘zgarmas miqdor.
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Agar (3) yechimdagi o'zgarmas miqdor ¢ ni X ning gandaydir funksiyasi deb

garalsa, u (1) tenglamaning yechimi bo‘Imasmikan deb faraz gilamiz Agar
y = c(x)e~ I Px)dx (4)

berilgan tenglamani yechimi bo‘lsa, uholda y (1) tenglamani ganoatlantirishi kerak.
(4) dan y' hosilam topamiz:

y' = = c'{x)e-ivMdx _ c(x)e-fp(x)dx . p(nr)
y vay' lami (1) tenglamaga qo‘yamiz.
c'(x)e~fpMdx -c(x)e~IpX)dx -p(x) + c(x)e~fpMdx «p(x) =
g(x),c'(x)e~fpwdx = g(x).Bundan c'(x) = q(x)ef pW dx,
c(x) =/ g(x)efp()dx dx + cv c(x) ning bu ifodasim (4) ga go‘yamiz. U holda

y = c(x)e~fpMdx = e-fpMdx[f q(x)eipMdxdx + q] (5)

Bu berilgan (1) tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi.

2-usul. Umumiy vyechimni 2 ta u(*) va v(x) noma’lum funksiyalar
ko‘paytmasi sifatida gidiramiz, ya’niy = uv (6) deb olamiz. Agary yechim bolsa,
u holday berilgan tenglamani ganoatlantirishi kerak. y' ni topamiz:

y' = (uv)' = u'v+uv'.

y vay' laming ifodalarim (1) tenglamaga qo‘yamiz:

u'v+uv' +puv =g uv+u(v'+pv)~q (7

Oxirgi tenglamada 2 ta noma’lum son bo‘lganligi uchun ulardan birini
ixtiyony ravishda, ya’ni v' +pv = 0 boMadigan gilib tanlaymiz. Bu bir jinsli
tenglama bo‘lib, uning yechimi

V = e~fp(x)dx

dan iborat. Bu yerda biz ¢ o'zgarmasni Iga teng deb oldik. Navbatda v ning
ifodasini (7) tenglamaga qo‘yib 1 ni topamiz:

u'e~fp(x)dx = p ) u, = qx)efp(x)dx u = ~| g(x)efpix)dxdx + cij

u va Vv lami (6) ga qo‘yib berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y = uv = e~f g(x)efpX=xdx + ct] 8)
ni hosil gilamiz.
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Amalda, ko‘pincha o‘zgarmas koeffitsientli chizigli
y'tay=">b ©)
tenglamalar ham uchrab turadi. Bu tenglamaning yechimini ham y = uv

ko‘rinishda gidirish bilan yoki o‘zgaruvchilami ajratish usuli bilan yechish mumkin:

Bunda, dastiab y' =~ ekanligidan foydalanib berilgan tenglamani
N +ay =b yoki dy = (—ay + b)dx

ko'rinishda yozamiz. Bu o°‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni yechamiz:
— = dx, —~~ =fdx, - - Im\—ay + b\=x +¢,
-ay +b J —ay + [) J a y

In\-ay + b\ = -(ax + q), (cx=ac), - ay +b =e~(ax+Cl\
—ay = e~{ax+d) —b, y = —;e~(ax+CI‘>+ Pl “dee-ajr + —
= c2e~ax + ~ (bu yerda c2= —~e _Cl)-
Shunday qilib (9) tenglamaning umumiy yechimi
y = c2e~ax+" (20)
funksiyadan iborat bo“ladi.
y' + p(x)y = a(x)yn (11)
ko‘rimshdagi tenglamaga Bemulli tenglamasi deyiladi. Buyerda p(x) va q(x) lar x
ning uzluksiz funksiyalari (yoki o‘zgarmas miqdorlar) hamdan ® 0van & 1 (aks
holda chizigli tenglama bo‘lib qoladi).
Bu tenglamani yechish uchun dastiab uning har ikkala tomonini hadma-had

yn ga bo‘linadi va
y-nny’ +py-n+i _q (12)

tenglama hosil gilinadi. Bu tenglamani yechish uchun z =y-n+1 almashtirish
gilamiz. U holda

2= (- +1) w-nw
ga ega bo‘lamiz. Bu giymatlarni (12) ga qo‘ysak, quyidagi ko‘rinishdagi chizigli
tenglama hosil boiadi:
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r+ (-71+ )pz = (-n + I)q (13)
Birning umumiy integralini topib hamda z o'migay*“ n+1 ni qo'yib, Bemulli
tenglamasining umumiy integralini topamiz.
Misollar
Ly'- — (* + 1) 3 tenglama yechilsin:
Yechish: y = uv deb olsak, u holda

y
bo‘ladi. y* ni ifodasini dastlabki tenglamaga qo‘yamiz. U holday

=u'v +uv'

u'v+uv - —2—uv: x+1)3

yoki

2

uv+UV - = V)=X+1)3 (1

x+1

ko‘rinishga keladi. v ni aniglash uchun
2
Vo — V=
X +1

tenglamani yechamiz. Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir

dv 2 dv 2 rdv r dx
dx x+1V ' v x+1*- "' JV~ 2)x+1

ftilv| = 2hilx + 1], /Alp| = /Ax + 1]2, v=(x +1)2.
Vv ning topilgan ifodasini (1) tenglamaga qo‘ysak, v ni topish uchun
(X + 1)2eu' = (x + 1)3yokm' = x + 1
tenglamani hosil gilamiz. Uni yechib
W =--(2+1)2 % ¢
ni topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y =uv = [~ +cle(x+1)2=— +c(x + 1):
ko‘rinishda bo‘ladi.
2-Y;~\y = * tenglama yechilsin.

Yechish: Dastlab y' —;y —0 tenglamani yechamiz:
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y = ¢(x)x3 funksiya berilgan tenglamani yechimi boiishi uchun c(x)
ganday boMishi kerakligini aniglaymiz. Buning uchun y'ni topamiz.
y' = (c(x)x3)' = ¢'(x)x3+ 3c(x)x2.

y vay' laming ifodalarim berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

3 1
c'{x)x3+ 30(x)x2-—->-(c(x)x3 = X, c'0)*3 = x, c'{x) = ){
I dx 1 1
=J"2+C*=~x +Cv c(x) =--+C1
Demak, y = c(x)ar3 berilgan tenglamani yechimi bo‘lishi uchun C(x) =

A+ crgateng bo‘lishi kerak ekan. Shunday qilib, berilgan tenglamaning yechimi

y =x3(-i+cr)=-x2+cxx3
dan iborat.

3.y '"+ytgx =cos2x (1) tenglama yechilsin.

Yechish: Buy' + py = g ko‘rinishdagi chizigli tenglamadir. Buyerda p =
tgx va g = cos2. Shuning uchun tenglamani yechimini y = uv ko‘rinishda
gidiramiz. Bundany' = u'v +uv'. y vay' lami ifodalarini berilgan tenglamaga
go‘yamiz. Natijada:

u'v+ uv' +uvtgx = cos2x yokiu'v + u(v' + vtgx) = cosx  (2)
tenglamani hosil gilamiz. u va v lardan birini ixtiyoriy tanlashimiz mumkin. Biz v

ni v' 4-vtgx = 0 boiadigan qilib tanlaymiz. Uni yechamiz:
dv dv rdv f
v' +vtgx = 0, — +vtgx =0, — = -tgxdx, | — = -j tgxdx, Inv

= IncosX, V = COSX.
v ning bu ifodasini (2) ga go‘yamiz. Natijada, U’ *C0SX = €c0S2X
tenglama hosil bo‘ladi. Uni yechib u ni topamiz:

U’ *COSX = COSZX, u' = cosx, du = cosxdx, n=sinx + c.



n va v lami ifodalarini y = uv ga qo‘yamiz:

Yy = Uuv = (SinX + C) *COSX = SiNX *COSX + C *COSX.
Javob: y = SinX ¢coSX + C *COSX.

y = ’3} bo‘ladigan

4. y'-8y **4 (1) tenglamani x =1 bo‘lganda

boshlang‘ich shartni ganoatlantiradigan yechimi topilsin.

Yechish: y =uv (2) deb olsak y' = u'v + uv' bo‘ladi. y va y' lami

ifodalarini berilgan tenglamaga qo‘yamiz. Natijada
u'v+uv' ~ruv =x4, u'vid-u((v'—vj =x4 (3)

hosil bo‘ladi.
v niv' —v = 0yoki —= 2— bo'ladigan qilib tanlaymiz. Undan

=2ly ; =2nlxl" AW *in|x|2 VvV = X2.

r ning bu ifodasini (3) ga qo‘ysak u'x2 = x4 yoki

bo‘ladi. Undan esau = >+ Cni topamiz. u va v laming ifodalarini (2) ga qo‘yib

du = x2dx tenglama hosil

¢ X*
y =uv = /8< + c} X2 = —+ cx2 umumiy yechimni topanuz.
Endi x = 1bo‘lganday = - bo'ladigan boshlang‘ich shartdan foydalanib C

ni topamiz
4 1
3=3+C, C=1.

Demak, benlgan tenglamaning xususiy yechimiy =y + x2bo‘ladi.

5.y' + xy = x3y 3tenglama yechilsin.
Yechish: Bu Bemulli tenglamasidir. Uni yechish uchun har ikkala tomonini

hadma-had y 3gabo'lamiz. Natijada
Y'Y~3+x-y~2=x3

N4 =

= y“2almashtirish gilamiz. U holda

tenglama hosil bo‘ladi. Endi z
7' = 2y~3ey' yoki y'=

bo‘ladi. Bu giymatlami o ‘milariga qo‘yamiz.
j-y~3+xz =x3, -z'+ 2xz = 2x3, zf—2xz = —2x3.
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Hosil bo‘lgan tenglama z ga nisbatan chizigli tenglamadir. Uni yechamiz:
Zz=uv, z' =u'v+uv', u'v+uv —2xuv = —2x3,

u'v +u(vh —2xv) = —2x3, v' —2xv =0, V' = 2xv, N = 2xv,
— = 2xdXx, f“v =2f xdx, Injv| = x2, v =
u ni aniglash uchun u' eer = —2nc3tenglamani hosil gilamiz. Undan u' =

z;\((f du = —2e~x*ex3dx, u = —2J e-;c~+x3dx tenglama hosil boMadi.
Bo‘laklab integrallash formulasini qgo'llab
U =x2e~ +e~x*+ e ni topamiz. Demak, berilgan tenglamani umumiy
yechimi z = uv =x2+ 1+ cexi dan iborat.
Mustaqil yechish uchun topshiriglar
1 Quyidagi chizigli tenglamalar yechilsin.

1Y' +2r =x2(x @ 0); 2)y' =2x —2xy;

2y
3)y'-b =1 4) x+13  (x+DE= L
5) (1 +x2)y' —xy = 2X; 6)y'x +2y =x3(x ®0);
7)y' —ytgx = ctgx\ 8)y' +ycosx = sin2x;
Y + T = e7~ 10) y'COSX —ySinx =
Javoblar: 1)y = 2)y = 1+ ce~*2\
)y =x(c-i); 4y =-(x+Da+c(x+1)2
5)y = cVI + x2—2; B)y =T +?;
Inctgi
7” =1+ "c'&s'g 8)y = 2(sinx —1) + ce sinx;
c-coslx
9)Yy= 22’ 10y = Icosx
2. Quyidagi tenglamalar yechilsin
Ny' + 2y +3=0; 2)y'+ 3y = 1;
|_e-3r+ci
Javoblar: 1)y = ce~X — 2)y =
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3 Quyidagi tenglamalami berilgan boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi

xususiy yechimlari topilsin.
O ¥Y' ~ yt9X = cosi~i x = 0 bo‘lganda y = 0;
2) xy’+y =x2(x ®0); x = Llbo‘lganda y = 2;
3) y' —2y + 3eZXx —0; x = 0 bo‘lganda y —1;
4) nry' —y = X3; 1 = 1bo‘lganda y = i;
5) y' + yttfx = cos2Xx; x =~bo‘lganday = ~;
6) y'— Y =x2+ 4x+ 5; x = —1 bo‘lganda y =
Javoblar: 1)y = 22JL; 2)y =~ ; 3)y = e2*(-3x + 1);
4)y = ~x3; 5)y = sinx *cosx;
6)y = (k+2) + +(* + 2)(n(x + 2).
4. Quyidagi tenglamalar yechilsin:
Dy'+[-*Y; 2)y'x +y = —Xy2;
) y' —Xy ——y3e-*2,  4)y' +Xy = Xy3;

xIncx*

Javoblar: )y = —p=, 2)y = —
X 3In-

3)y2~ 2*;+c’ 4),)(2: l+ce*

§ 3. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar

3.1. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar. Ikkinchi tartibli
differensial tenglamalami yechishning tartibini pasaytirish usuli

Ma’lumki, noma’lum funksiya y = f(x) ga nisbatan ikkinchi tartibli

differensial tenglama umumiy ko ‘rinishda

F(x.y.y'y™) =0 )
yoki ikkinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan bo‘lsa,
Y7 =1(x.y.y") @

ko‘rinishda yoziladi.
-73-



Ta’rif. Agar y = (p(x) funksiya biror oraligda ikki marta
differensiallanuvchi bo‘lib, uni va hosilalarini (1) tenglamaga go‘yganda ayniyat
hosil bo'lsa, u holda bu funksiyani berilgan ikkinchi tartibli tenglamaning yechimi
yoki integrali deyiladi.

Masalan y = e3x funksiya y" = 2y' + 3y tenglamani yechimi bo‘ladi.
Hagigatdan ham bu funksiya uchun y' = 3e3x, y" = 93x bo‘lib, 9e3x = 2+
3e3x +3+e3x, 9e3x = 9e3x.

Ta’rif. Ikkinchi tartibli differensial tenglamani y = <p(X) yechimiga
go‘yilgan

Y(x0) = Yo. ¥'O0) = Yo 3)
ko‘rinishdagi shartlar boshlang‘ich shartlar deb ataladi.

Boshlanglich shartlar ko‘pincha

Y1x=x0 =Yo0. =Yo (4)
ko‘rinishda yoziladi.

Ta’rif. Ikkinchi tartibli (1) differensial tenglamaning (4) boshlang'ich
shartlami ganoatlantiruvchi yechimini topish Koshi masalasi deyiladi.

1-teorema (Koshi teoremasi). Agar (2) tenglamadagi / (x,y, y') funksiyava
uning y,y' bo‘yicha xususiy hosilalari (3) boshlang‘ich shartlar bilan aniglanadigan
(xo>Yo>>0) nugtaning biror ochiq atrofida uzluksiz bo‘lsa, u holda Koshi
masalasining yechimi mavjud va bu yechim yagona bo‘ladi.

Ta’rif. Ikkitacivac: o”zgarmas sonlarga bog‘liq bollgan va quyidagi 2 ta
shartlami ganoatlantiruvchi y = cp{x, cv ¢2) funksiyaga ikkinchi tartibli (2)
tenglamaning ummumiv yechimi deb ataladi:

1) Bu funksiya C\ va cj o‘zgarmas sonlaming ixtiyoriy giymatlarida (2)
tenglamaning yechimi bo‘ladi;

2) Adgar (3) boshlang'ich shartlar berilgan bo‘lsa unda ci va C20‘zgarmas
sonlaming giymatlarini shunday tanlash mumkinki, bu giymatlarda y =

<p(x, cv c2) funksiya bu boshlang‘ich shartlami ganoatlantiradi.
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Ko‘pincha (2) tenglamaning umumiy yechimini y = <p(x, c1(c2) ko‘rinishda
yozib bo‘Imasdan <p(x,y,citc2) = 0 ko‘rinishda topiladi. Bu holdagi tenglikni (2)
tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

Ta’rif. Ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimiy = <p(x,clc2) dan
civa cr laming ma’lum giymatlarida hosil gilingan yechim xususiy vechim deyiladi.

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalami yechishning ham umumiy usuli
mavjud emas. Lekin shunga garamasdan ayrim ikkinchi tartibli tenglamalami
yechish usullari mavjud. Ulardan biri tartibni pasaytirish usulidir. Bunda ikkinchi
tartibli differensial tenglamalami y' —p almashtirish orgali p ga nisbatan birinchi
tartibli tenglamaga keltiriladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi birinchi tartibli
Y' —P - P(x, ct) tenglamadan topiladi. Shunday qilib berilgan ikkinchi tartibli
tenglamani yechish ikkita birinchi tartibli tenglamani yechishga keltiriladi.
Tenglamani yechishning bu usuliga tartibni pasaytirish usuli deb ataladi. Bunday
tenglamalardan ba’zilarini kolrib chigamiz.

1y" = f{x) ko‘rinishdagi tenglama. Bu tenglamada noma’lum funksiya va
uning birinchi tartibli hosilasi ishtirok etmaydi. Uni yechish uchun y' - p(x) deb
olamiz. Unday" = p' bo‘ladi va berilgan tenglamap' = f(x) ko'rinishga keladi.
Uning umumiy yechimi P{x,cx) = =/ f(x)dx+c1 bo'lib, berilgan ikkinchi

tartibli tenglamaning umumiy yechimi
y' = p{x,cr) =y :\] Pix.cjdx = \] [f(x)dx + c~dx

bo‘ladi. Bundan berilgan ikkinchi tartibli differensial tenglamani yechish uchun
uning o°‘ng tomonidagi funksiyani ketma-ket ikki marta integrallash kerakligi kelib
chigadi

2 y" = f[x,y") ko‘rinishdagi tenglama. Bu tenglamada noma’lum funksiya
gatnashmaydi. Uni yechish uchuny' = p(x) almashtirish gilamizva birinchi tartibli
p' —f(x,p) tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani integrallab, uning umumiy
yechimi P(x, Cj) ni topamiz. Natijada birinchi tartibli eng sodda y' =p(x,cr)
tenglama hosil bo‘ladi. Uni integrallash natijasida esa berilgan ikkinchi tartibli

tenglamaning umumiy yechimi
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y = J P(x,cx)dx + c2 ni topamiz.
3. y" = f(y,y") ko‘rinishdagi tenglama. Bu tenglamada erkli o0‘zgaruvch

bevosita gatnashmaydi. Bu holday' = p(y) almashtirishdan foydalanamiz. Unda

murakkab funksiya hosilasi formulasiga asosan y" = px = py m/)x = ~p yoki

p~ =/(y,p) birinchi tartibli tenglamani hosil gilamiz. Buni integrallab p =
p(y, ci) ni topamiz va uni y'=p ga qo‘yib y' =p(y»cl) birinchi tartibli
tenglamani hosil gilamiz Undan esa berilgan ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy
integrali
<p(x,y,cxc2) = 0
ni topamiz.
Misollar

1. y" —8x + e2* —6 tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglamay" = /(x) ko‘rinishdagi eng sodda differensial
tenglamadir. Uni yechish uchun y' = p almashtirish gilamiz. U holda y" = p'
bo‘lib berilgan tenglama P '= 8x + e2x- 6 ko'rinishga keladi. Bu tenglama
birinchi tartibli eng sodda tenglamadir. Undan

QX: 8x +eZx- 6, dp = (8x + e2x - 6)dx,

p="f(8x+e2x—6)dx = 4x2+ je2x —6x + cx kelib chigadi. y' —p

ekanligini e’tiborga olsak y' = 4x2 + "e2Xx —6x + cv yoki

dy = Mx2+ ~e2x —6x + cxj dx tenglama hosil boMadi. Undan

4x3 1
i 3 -+ -4e 2X —3X2 + cxx 4-c2

umumiy yechimni hosil gilamiz.
2. y" = 3cosx tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglama ham y"™ = /(x) kolrinishdagi tenglamadir. Uni

ketma-ket ikki marta integrallash orgali ham yechish mumkin: Ya’ni,
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Y~ f [j Scosxdx] dx = j [3stnx + cx]dx = \] 3sinxdx +j cxdx =

= —3cosx + ctx + c2.
3. y" =2 tenglamani y| »0 = lvay'| x0=2 boshlang‘ich shartlami
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Berilgan tenglamani x bo'yicha ketma-ket ikki marta integrallab
dastlab y' = 2x +cx ni keyin y =x2+ctx +c2 ni hosil gilamiz. Berilgan
boshlang‘ich shartlami e’tiborga olsak,

(y'=2x +cv r 2=2m+ Cl, 2 =cv
[y =x2+ cxx+c2' (L=0+cxe0+c2' (I =c2

niya’niq = 2vac2 = 1nihosil gilamiz. Bulami o‘milarigaqo‘yiby = x2+ 2x +
1=0 +1)2 ni hosil gilamiz. Demak, y = (x + 1)2 berilgan tenglamaning
berilgan boshlang‘ich shartlarini ganoatlantiruvchi yechimi boMar ekan.

4. y" - 1+ x+x2+x3 tenglamani y|x0=l va y'| x0=I boshlang‘ich
shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamani ketma-ket ikki marta integral laymiz.
Dy =f(l +x+x2+x3dx = x +/"-+ ~ + "~ +C;
2)y-/(x+i +i +i +ei)lto. £ +£ +9g +£ +eiJ[+ Ci

3) Boshlang‘ich shartlami e’tiborga olsak, ci= 1 va c2= 1 ni hosil gilamiz
Demak, berilgan tenglamaning berilgan boshlanglich shartlami ganoatlantiradigan
yechimi

X2 x3 x4 x5
y=T+T +12+20+0*+1

dan iborat.

5 (1 —x2)y" —xy' = 2 tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglamay" = /(x,y"') ko‘rinishdagi tenglamadir. Uni yechish
uchuny' = p(x) deb olamiz. U holday" = p'(x) bo‘ladi va berilgan tenglama

1-x2p'-xp =2



ko‘rinishga keladi. Bu tenglama p va p' ga nisbatan chizigli tenglamadir.
Tenglamani har ikkala gismini hadma-had 1 —x2ga bo‘lamiz va
X 2
P 1.x2X=1.x2
tenglamaga ega bo‘lamiz. Uni yechish uchun p= uv almashtirish gilamiz. U holda

p' = u'v + uv' bo'ladi. Bulami oxirgi tenglamaga go‘yamiz. Undan

Wv+uv'--A:UV=" uv+u(v'-T;v)=Tr

tenglama hosil bo‘ladi. v ni v' - -~—v = 0 bo‘ladigan qilib tanlaymiz va uni
topamiz.
‘ X dv xdx fav  f xdx
vV —— 5V = i ~ - ’ —_ N
1—x V. 1-x2 )V =J T/ x2

Inv=-1llIn(l-x2), Inv= v=7= &
v ni topilgan giymatini o‘miga qo‘yib u ni topamiz.

u' s-p—~= u' = -#4=, du=-r==f, un =2arcsinx + Demak
1-x2 >/l=x** l-x*"’ !

1
p=uv— 1 (2arcstnx 4-ca)
VI —x2

Ammo P -Y '-/ ekanligini e’tiborga olsak, # = ~==(2arcsinx +
N Zarcsinx+c*
+cll  dy = WI_;2%- dx;
I arcsirvc f o dx . . .
2 dr +cr -+ c2 = arcsin™x + cMarcsinx + c2
J VI —x2 j VI —x2
Javob: y = arcsin2x + ctarcsinx + c2.

6.y "=": tenglamani y(e) = -2, y'O) = 1 boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Bu tenglamada ham noma’lum funksiyani o°‘zi bevosita

gatnashmayapti. Uni yechish uchun dastlab y' = p almashtirish gilamiz U holda
y" = p' boMib, berilgan tenglama p' = —" ko‘rinishga keladi. Uni yechib dastlab

p ni so‘ngray’ = p dany ni aniglaymiz.
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, p dp dx Tdp T dp
v ~ W - T~7uw’1 Npl-talM + faei.

(nlp| =!njc,(n*|, p = ctlnx, y'=p= cﬂnx,a— = c.Inx,
X

dy :J cxlnxdx + c2 = cx\] Inxdx + c2 = cxx(Inx - 1) + c2

Buyerda / Inxdx = x(Inx - 1).
Berilgan boshlangich shartlami e’tiborga olib cxva c2 lami topamiz:

fy = exx(Inx - 1) + ¢2, Tce(/ne- 1)+ c2= -2, fc2 = - 2,
| y' = Cjln, T cxlne = 1, " (ex=1

Shunday qilib, berilgan tenglamani berilgan boshlang'ich shartlami

ganoatlantiruvchi yechimi y = x(Inx —1) —2 dan iborat.
7.y " +y'2= 2e-y tenglama yechilsin.
Yechish: Bu tenglamada erkli o‘zgaruvchi x gatnashmayapti. Demak,

berilgan tenglama yy" = /(y,y") ko'rinishdagi tenglama ekan. Uni yechish uchun
y' -p debolsak, uholday™ = P “~ boMib, berilgan tenglamap ®* + p2= 2e_y
ko‘rinishga keladi. Bu Bemulli tenglamasidir. Uni yechish uchun p2=z
almashtirish gilamiz. Natijada z' + 2z = tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglama
z ga nisbatan chizigli tenglamadir. Uni yechish usuli bizga ma’lum. Uni yechib
z = de~y + cxe~2y
ni hosil gilamiz. z = p2ekanligini e’tiborga olsak,
y'=% ==%J
tenglamaga kelamiz. Bu o‘zgaruvchilari  ajraladigan  tenglamadir.  Uni

0 ‘zgaruvchilarini ajratib
X + €2~ £Myjdey + cx ni va undan esa ey + cx= (X + ¢2)2 ni hosil
gilamiz. Buyerda c[ = "

8.2yy” = 1+ y'2tenglama yechilsin.
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Yechish: y' = p deb olarniz. U holday" = p bo'ladi. y' vay" laming

ifodalarini berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

d
2y.p.d_§:I+p2, y = — —

Bu o'zgaruvchilan ajraladigan tenglamadir. Uni o°‘zgaruvchilarini ajratamiz

va integrallaymiz.

2pdp  dy [ 2pdp (dy ... t 2« , ,,
ITF =7" }TTpWwW) T W +p)=y+ 17

/n(1 +P2)=inqy, l+p2=cxy, p2=qy -1 p=Vciy-1
Y~V ~~dx uchun ~ =7/qy —1, dy = ~/qy —1dx.
Bu o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni yechamiz:
dy..-.l_: dx, i ,dy m= gdx +cg, ag/c;f —l=x + c%,—(c,ly —1) =

= (x + ¢2)2. Bu berilgan tenglamaning umumiy integralidir.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar
I.y" = fix) ko‘rinishdagi tenglamalar.

1 Quyidagi tenglamalar yechilsin:

)y" = 4m 2) y" = sin2x; 3)y" = cosx;

4)y"=x3; 5)s" = t+ 1 6)y" = 18x + 2.
Javoblar: 1)y —-2x3+ Crx +c¢2; 2)y = —sin2x + qx + c21;
3)y = -COSX + CXX + C2; 4)y = A x 5+ Cxx + €2,
5)5 = M3+ "Mt2+ cxt + c2; 6) y = 3x3+ X2+ Crx + c2.

2. Quyidagi tenglamalami berilgan boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi
yechimlari topilsin.
1) y" =0, yW=0=0 va y'\x=1 = 1;

11
2)s" =t+1, sE0=2 va s'\t=l = ——;
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y"=x2 ylx=3= 12~ va y'\x=1 = 2%;

4)y" - 1 _1.t y\x=1= _1! r7ay'|gr=1 = 1.

Javoblar: 1)y = 2x2—Xx; 2)5=_t3+ . t2—t + 2;

6 2 6

3)y = -~N*4+ 2x; 4y =ir2+/n|x|-x-i
1. y" =/(x,y") ko”rinishdagi tenglamalar.

1 Quyidagi tenglamalar yechilsin:

Dxy" +xy' =1 2)y" +y'tgx = sin2x;

3)y"xInx =y 4) xy" —y' —exx2;

5)y" + 2xy'2= 0; 6) (1 + x2)y" + 2xy' = x3
Javoblar:

HNy=7+ + c2; 2)y = gstnx - x - ism2x + c2;
3)y = oexx(/nx - 1) +c¢c2; 4)y =e*(x- 1) +cxx2+ c2;

1 X X3 X
5)Y = J{rarct9 + @ 6)Y= 12 ~ 4 + ctarct9x + c2-

2. Quyidagi tenglamalami berilgan boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi

yechimlari topilsin.
D2y" = £ +£, y()=fvay'(l)=T1;
2)" =1+ 4 . Y(0)=1vay'(l) =|.
Javoblar: 1)y = %2&:"\; 2)y = -;x 22— :Irarcsinx + 1.

1. y" =f(y,y") ko‘rinishidagi tenglamalar.
1 Quyidagi tenglamalar yechilsin:

1) 1+y'2=yy" 2)y"(2y +3)- 2y'2=0; 3)y" ="=;

yfy
4 YY" —y'2=y2ny) 5)y'2+yy" =yy, 6)yy" —y'2=0;
7)2jy" = 1+y'2 8) 2yy" - 3y'2= 4y2.
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Javoblar: 1)y —c*ch ~ ; 2) 0,5 In(2y + 3) —c"x + c2.
3)x =yfy- 0,52 In(2Jy +cj +c2; 4)Iny = crex + c2e“x;
5) 7 =c,e* +c2; 6)y —c2eCX Ny - £+ ;

8) yco52(n++ cj = c2.
2. Quyidagi tenglamalami berilgan boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi

yechimlari topilsin.

1)y"=y'ey, y(0) =0vay'(0) =1
2) 3y'y" =2y, y(0) = 1lvay'(O) = 1
3)y" = 2yy, y(0) = 1vay'(0) = 1.

Javoblar: 1)y = —n\l —x\; 2)y = (/I +j3)/3; 3)y = \HI‘j(

3.2. Ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli tenglamalar

Ta’rif: Agar ikkinchi tartibli differensial tenglamada noma’lum funksiya yva
uning Y’>Y" hosilalari birinchi darajada gatnashsa, u holda tenglamani ikkinchi
tartibli chizigli differensial tenglama deyiladi.

Ikkinchi tartibli chizigli tenglama umumiy holda

aly " +ary '+ a = f(x) (9
ko'rinishda yoziladi. Unda a0 @ 0, alt a2 berilgan funksiyalar yoki o°‘zgarmas
sonlar boiib, ular chizigli tenglamaning koeffitsientlari deb ataladi. f(x) funksiya
chizigli tenglamaning o‘ng tomoni deb ataladi.

Masalan, y" + xy' 4-exy = Inx chizigli tenglama, ammo

y" +Iny' + xy = x3
chizigli tenglama emas, chunkiy, y', y" birinchi darajada gatnashsada, y' hosila
logarifmik funksiya argumenti sifatida gatnashmoqda.

Ta’rif: Agar (1) chizigli differensial tenglamaning o‘ng tomoni f(x) = 0
bo‘lsa, u holda uni bir jinsli tenglama, aks holda bir jinslimas tenglama deyiladi
Masalan y" + x2y' + xy ~ cosx —bir jinslimas, 2xy" +y' + xy = 0 bir jinsli

chizigli tenglamadir.



Ta’rif. Agar (1) chizigli tenglamaning hamma koeffitsientlari o°‘zgarmas
sonlardan iborat bo‘lsa, u holda uni o‘zgarmas koeffitsientli chizigli differensial
tenglama deyiladi, aks holda o‘zgaruvchan koeffitsentli chizigli differensial
tenglama deyiladi.

1-teorema. Agar yryay2 ikkinchi tartibli birjinsli chizigli

y" taxy'+azy =0 2
tenglamaning ikkita xususiy yechimi bo‘lsa, u holda yx + y2 ham bu tenglamaning
yechimi bo'ladi.

2-teorema. Agary (2) tenglamaning yechimi bo‘lib, C ixtiyoriy o‘zgarmas
miqgdor boMsa, u holda Cyr ham (2) tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Ta’rif. Agar [a,b] kesmada (2) tenglama ikkita yechimi yt va y2 laming
nisbati o‘zgarmas migdorda teng bo'Imasa, ya’ni

C
yr

bo‘lsa, u holda yxva y2 yechimlar [a, b] kesmada chizigli bogliq boYTaean
yechimlar deyiladi. Aks holda yechimlar chizigli bogMiq yechimlar deyiladi.
Masalan, ex, e~X, 3ex, 5e~x funksiyalar y" —y = 0 tenglamaning

yechimlari ekanligi ravshan. Bunda ex va e~x funksiyalar har ganday kesmada

gX
chizigli bogMigmas, chunki — = ezx nisbat x ni o'zgarishi bilan o‘zgarib boradi.

ex va 3e2x funksiyalar esa chizigli bogMiq chunki

1
3ex~3~C
Ta’rif. Agaryrvay?2 lar X ning funksiyasi boMsa, u holda

ANYTY2) = YT = YT Yy
determinant Vronskiy delerminanti yoki berilgan funksiyalaming vronskiani
deyiladi.
3-teorema. AgaryiVay2 funksiyalar [a,b] kesmada chizigli bog‘liq bo‘lsa,
u holda bu kesmada Vronskiy determinant aynan nolga teng bo‘ladi.
4-teorema. Agar bii jinsli chizigli (2) tenglamaning yr va y2 yechimlari

uchun tuzilgan (¥ 1,Yr) Vronskiy determinanti tenglamaning koeffitsientlari



uzluksiz bo'lgan [a, b] kesmadagi biror x = x0 giymatda nolga teng bo'lmasa, u
holda bu kesmadagi x ning hech bir giymatida nolga teng bo‘lmaydi. Quyidagi
ko'rinishdagi

W = ce~f*oaidx
formulaga Liuvill formulasi deyiladi.
5-teorema. Agar (2) tenglamaning yxva y2 yechimalari [a, b] kesmada
chizigli erkli bo‘lsa, bu yechimlardan tuzilgan W Vronskiy determinanti
ko‘rsatilgan kesmaning xech bir nugtasida nolga aylanmaydi.
6-teorema. Agar yr vay?2 lar (2) tenglamning ikkita chizigli erkli yechimlari
boMsa, u holda,
Y=0Y\+C>r
(2) tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi.

Masalan, y" +"y' —y = 0 tenglamaning a, =~ va a2= —
koeffitsientlari X = 0 nuqtani 0‘z ichiga olmagan har ganday kesmada uzluksiz va
tenglamayx = X, y2 = - xususiy yechimlarga ega bo‘lgani uchun uning umumiy
yechimi

y = Ccyx + c2--1
ko‘rinishda bo'ladi.

7-teorema. Agar ikkinchi tartibli birjinsli chizigli tenglamaning bitta xususiy
yechimi ma lum bo‘lsa, u holda umumiy yechimni topish funksiyalami
integrallashga keltiriladi.

Bunda y 2 hususiy yechim

e~ fatdx

yr=y,f-~T -dx @3)

va dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

- [ a—idx

y=ayi+ yxf 2 dx (4

ko‘rinishda bo‘ladi.
Aytaylik, o ‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli
Y'"+aly+azy =0 2)
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tenglama berilgan bo‘Isin. Uni umumiy yechiniini topish uchun uning ikkita chizigli
erkli xususiy yechimlarini topish kerakligini yuqorida ta'kidlab o ‘tdik.
Xususiy yechimlarini
y = ekx (K- o'zgarmas son) ko‘rinishda izlaymiz. Bu holda
y' = kekx, y" = k2ekx.
Hosilalaming bu ifodalarini berilgan tenglamaga qo‘ysak, y
ekx(k2+ axk + a2) = 0
ko'rinishni oladi. Ammo ekx ® 0 bo‘lgani uchun
K2+ axk + a2=10 (3)
Demak, K (3) tenglamani ganoatlantirsa, y holda ekx (2) tenglamaning ham
yechimi bo'ladi. (3) tenglama (2) tenglamaning harakteristik tenglamasi deyiladi.

Harakteristik tenglamaning ildizlari

al al a2

bo‘lib, ular quyidagichabo‘lishi mumkin:

l. kivsLkz - hagiqiy va bir-biriga teng boMmagan sonlar.

Mn. K iva/c2- hagiqiy va bir-biriga teng sonlar.

L. Kivak2- kompleks sonlar.

Bu ko‘rinishlami bir-bir garab chigamiz:

1 Harakteristik tenglamaning ildizlari hagigiy va turli bo‘lgan holdir. U
holda,

W =ek'x; y2= ek*

funksiyalar xususiy yechimlar bo‘ladi. Buyechimlar uchun

Y2 ek*
y ~~"x ~eM~k"x ®c (c—o'zgarmas son),

bo‘lganligidan ular chizigli erkli bo‘ladi.
Demak, umumiy yechim
y = crekrX + c2eklX

ko‘rinishda bo‘ladi.
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. Xarakteristik tenglamaning ildizlari hagigiy va o'zaro teng bo'lgan hoi
(Ati = k2) Bu holda
N = ekx; y2= xekx (kx= k2= k)
funksiyalar xususiy yechimlar bo'ladi. Bu yechimlar uchun

y2 xekx

= X ®c(c—o'zgarmas son)
bo'lganligidan ular chizigli erkli bo‘ladi. Shuning uchun
y = cxekx + c2xekx = ekx(cx 4 c2x)

umumiy yechim bo ‘ladi.

I1l. Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar, ya’ni

kx=a +pi va k2 =a - pi bo'lgan hoi.

Bu holda yx =eaxcosPx va y2=-eaxsinpx funksiyalar xususiy
yechimlar bo'ladi. Bu yechimlar uchun

yr eaxsinpx
— = E¥e5a0% T t&Px * ¢ (c —noldan farqli o'zgarmas son)
bo'lganligidan ular chizigli erkli bo'ladi. Demak, umumiy yechim
y = cxeaxcosPx + c2eaxsinpx = eax(cxcosPx + c2sinpx)
ko'rinishda bo'ladi.

Misollar
1 W\ ~ tgx vay2 = ctgx funksiyalar (0;j) oraligda chizigli erkli bo'la
oladimi?
Yechish: Agar yiva y2 funksiyalar chizigli erkli bo‘lsa, u holda ular uchun
WCDC (c-noldan fargli o'zgarmas son) shart bajarilishi kerak. Demak,

Yr  ctgx .
— = - - ctgXx eCtgx = ctg"x ®C.
Y\ tgx
Bu esa berilgan funksiyalami (0; |) oraligda chizigli erkli ekanligini
bildiradi.
2.yx = sin2x va y2 = sinx mcosx funksiyalar (—eo; +00) oraliqda chizigli
erkli bo'la oladimi?

. Y2 _ sinx-cosx SinX-cosx 1
Yechish: —= —&-=-="-mmmemv o =-==C
yi sin2x Zsinx-cosx 2
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bogMik funksiyalar

Bu esa berilgan yx va y2 funksiyalami chizigli
ekanligini bildiradi.
3. yx = eklX, y2 = exrX, y3 = ek*  funksiyalar  uchun Vronski
determinant! aniglansin.
YI. ¥ v en*  ewx  GKX
Yechish: W(yl(y2y3) = ¥ M> vy3 = K'T* k2% K3eKX
Y\t s K\eKX K\ek K2e3X
e( * , N _ki)kj_ KkjKkj _ ki)
W =sinx, y2=Sin(k+1), y3=sin(jr-2) funksiyalar uchun
Vronskiy determinanti topilsin.
Yechish:
woowroys S sinlagg sinkesy
MYX.YT.Y3) = YX y2r Y3' COSX cos |> + 1) cos(x -9
yreoyen s sinx —sin in(
- i (*+3 —sin(x 8y

Chunki, determinantning birinchi va uchinchi satrlari proporsionaldir.

5.y" +y'—2y = 0 tenglama yechilsin.
Dastlabki, berilgan tenglamaning harakteristik tenglamasini

Yechish:
tuzamiz. U K2 + K —2 = 0 ko‘rinishda bo‘lib, uning ildizlari kr = 1vak2= —2

boMadi. Demak, umumiy yechim
W —CieklX + c2ekrX =crex + c2e~Zx

dan iborat.
6.y" + Ay' + 4y = 0 tenglama yechiljin.

yozamiz: k2+ 4k + 4 = 0. Uning

Yechish: Xarakteristik tenglamani
ildizlari kx —k2 = —2 bo‘ladi. Demak, umumiy yechim
Y= (ci + cX)ekx = (cj + czx)e~2

ko‘rinishda boMadi.
7.y" + 2y' + 5y = 0 tenglamaning y(0) = 0 va y'(0) = 1 boshlang‘ich

shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Xarakteristik tenglama k2 + Ik + 5 = 0 ko‘rinishda bo‘lib, uning
Bu yerda a= -1 va/l?=2

ildizlari kx = -1 + 2t va kt = —1 —2i boMadi

boMagani uchun, umumiy yechim
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y = eax(cxcos(3x + c2sinfix) = e~x(cxcos2x + czsin2x)
ko‘rinishda bo‘ladi. Berilgan boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimni
topish uchun cxva c2 giymatlami aniglaymiz. Birinchi shartga asosan:

0 = e~°(cxcos2 *0 + c2sin2 «0) boiib, undan ct = 0 kelib chigadi.

y' = —e~x(cxcos2x + €2sin2x) + e~X(—2cxsin2x + 2c2c0s2x) = =
e~X(—2cxsin2x + 2czcos2x —cxcos2x —c2sin2x) ekanligini e’tiborga olsak,
1=e°(-2¢c15in0 + 2c2cos0 —clcos0 —c2sin0) yoki

1
2¢2- ¢cxXx= 1, c2 =

Demak, izlanayotgan xususiy yechim
1
y = -e~Xsin2x

bo'ladi.
8.(1 —x2)y" —2xy" + 2y = 0tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Bevosita tekshirish yo‘li bilan yx —x bu tenglamaning xususiy
yechimi ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin. Ikkinchi y2 xususiy yechimni

shunday topamizki, y, yx bilan chizigli erkli boMsin.
Bizning misolda ax = =X ekanligini e’tiborga olamiz va y x xususiy yechim

ma’lum bo‘lganday2 xususiy yechimni topish formulasidan foydalanib quyidagmi

hosil gilamiz:
r e~f aidx rej~r re-In\I-x2\ , dx
y’=ytd N r dx=xJ ~ dx=xJ N r~ dx=xJ"n~"4 =

J\ x2 21—x) 2(1+x)J [ x 2 11—
Demak, umumiy yechim
1, B+X
Y = cxyx+ c2y2 = CIx + c2(-xIn \y z M\ £
ko‘rinishda bo‘ladi.
9.y"+7y'+y = 0 tenglamaning xususiy yechimi yx = ekanligi
ma’lum. Uning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Dastlab y2 xususiy yechimni topamiz:
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COsX

Demak, umumiy yechim quyidagicha boMadi.

. _sinx COSX
Y=cyi +cy2=Cie— ~(2e «

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1 Quyida berilgan funksiyalar o ‘zlarining aniglanish sohasida chizigli erkli
boMa oladimi?
ya=4, y2=yx;

DM =1 Y2=2 W=%* M=%*2

3yyr=%, y2—2x, y3 = x2ex\
4) yr = ex, y2= xe*, y3 = x2e*,
5) yr = sinx, y2 = c0SX, y3 = c0s2x;

6)yi=logax, y2=logax2(x > 0).
Javoblar: l)ha; 2)yo‘q; 3)yo‘gq; 4)ha; 5)ha: 6)yo‘q

2. Quyida berilgan funksiyalar uchun Vronskiy determinanti topilsin.
1

1) ¥=1 Y2=7% 2)yx=x; y2=
)y yr=1 Yr=2 y3=*2 4)yr =e* y2= 2ex, y3=e-%

5) ¥r = 2, y2 = COSX, y3 =c0s2X; 6)yr =sinx, y2=sin (x +

Javoblar: 1) 1; 2) - 3) 0; 4) 0; 5) —8sin3x; 6) —"=

3. Quyida berilgan harakteristik tenglamalarga ko‘ra chizigli bir jinsli

tenglama yozilsin.
1) 9fe2- 6k + 1= 0; 2)k2+ 3fc+2=0; 3)k2- 5k +6=0;
4) 2fc2 —3/c —5 = 0; 5) k2- 4k = 0; 6) k2+ 9k = 0.

Javoblar: 1) 9y" —6y' +y = 0; 2)y" + 3y'+ 2y =0,

3)y" - 5y'+6y =0; 4)2y"- 3y'- 5y =0;

s)y" 4y =0 6)y" +9y'= 0.

4. Quyidagi tenglamalar yechilsin (harakteristik tenglamaning ildizlari
haqigiy va har xil).

1Hy"-y =0; 2) 3y" - 2y'- 8y = 0; 3y"- 2y'- 2y =0;
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4)y" -9y =0 5y"- Ty +6y=0; 6)y"-y'-2y=0;
Javoblar: 1)y = crex + c2e~x; 2)y = qe2* + c2e 43*;

3) Y = cxe”™~ N x + c2e (1 KR)*; 4)y = Cje3* + c2e-3%;

5)y = qe6* + c2, 6) y = cre2* + c2e-*;

5. Quyidagi tenglamalar yechilsin (harakteristik tenglamaning ildizlari

hagigiy va o‘zaro teng).

1)y" -2y +y =0 2)y" - 4y" +4y - 0;
3)y" - 6y +9y =0; 4)y"+ 2yt +y =0
5) 9y - 6y" +y =0; 6) y" - 10y + 25y = 0.

Javoblar: 1)y = (q + c2)ex; 2)y = (cr + c2x)e2x;
3) Y= (cr+c2x)e3x; 4)y = (ct + c2x)e~x;
5) ¥ = (M + c2x)esx; 6) y = (cr + c2x)e5*.
6. Quyidagi tenglamalar yechilsin (harakteristik tenglamaning ildizlari o ‘zaro

go‘shma kompleks sonlar).

HYy"~fy' + 13y = 0; 2) y" + 25y = 0;
3y +9y =0 4y +y y =0
5)y" 42y'+ 4y = 0; 6) y" + 17y = 0.
Javoblar:
1)y = e2clos3x + ¢2sin3x); 2) y = ctcos5x 4- ¢2sinSx;
3) y = CjCos3x + c2sin3x; 4)y = e“5*(cacos~ X + ¢2siny X ) ;

5)y = e-;f(clcosV3x + c2siny/3x); 6)y = cMosVTfx + czsin\fY7x.

1 Quyidagi tenglamalami berilgan boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi
yechimlari topilsin.

Dy"-3y"+2y=0, y(0)=2 y(0)=-3;

2) y" - 6y'+8y =0 y(0)=1 y'(0)=0;

3) y" +9y"+20y=0  y(0) =0 y'(0)=-1;

4) y"-2y'+y =0, y(0) =2 y'(0)=4

5) y" +4y'+4y =0, y(2) =4 y'(2) =0
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6) y" - 2y'+ 2y =0, y@n=-2, y'(a) = -3;

7)y"+y'ty =0, y(0) =2 y'(0)=i
Javoblar: 1)y = 7ex —5e2x; 2) y = 2erx —e4*;

3)y = —e~4x + e~bx; 4)y = 2e*(1 +x); 5)y = 4ed~-2x(2x —3);

6) y = e*-7r(2cosjr + sinx); 7)y = e~x”2c0s”™-X + V3sin™-xj.

8. Xususiy yechimi yx= ctgx bo‘lgan y”sin2x = 2y tenglamaning
umumiy yechimi topilsin.
9. y” —"y'+7jy = 0 tenglamaning yr = x xususiy yechimi ma lum

boisa, uning umumiy yechimi topilsin.

3.3 Ikkinchi tartibli chizigli o‘zgarmas koeffitsientli
bir jinslimas difTerensial tenglamalar
y" +PY" +qy = fix) ifix) ®0) 1)

tenglamaga ikkinchi tartibli chizigli o‘zgarmas koeffitsientli bir jinslimas tenglama
deb ataladi.
y" +py' +qy =0 (2
tenglamani bir jinslimas tenglamaga mos keluvchi bir jinsli tenglama deyiladi.
1-teorema: Bir jinslimas (1) tenglamaning umumiy yechimi y bu

tenglamaning biror xususiy yechimi y* bilan unga mos keluvchi bir jinsli (2)
tenglamaning y umumiy yechimi yig‘indisiga, ya’ni,

y=y*+y 3
ga teng bo‘ladi.

Bizga (2) bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini topish usuli ma’lum.
Demak, masala(l) birjinslimas tenglamaning biror xususiy yechimi y* ni topishdan
iborat. Buning uchun Lagranjning o°‘zgarmas!ami variatsiyalash usullaridan
foydalanish mumkin.Bu usulda (1) tenglamaga mos keluvchi (2) bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi y = Cryr ++C2y2 ma'lum deb hisoblanadi.Bu
yechimdagi Cr va C2 o‘marmas sonlami C"n:) va C2(g:) funksiyalar bilan

almashtirib (1) tenglamaning y* xususiy yechimini
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y* = Cl(x)yl+ C2(x)y2  (4)
ko‘rinishda izlaymiz. Bunda Cr(x)ya C2(x) noma’lum funksiyalar bo‘lib, ulami
topish uchun dastlab (4) tenglamadan y' way" larni topamiz va (1) tenglamaga
go'yamiz. Bunda biz Ca(x) va C2(x) funksiyalar

Ci(x))1i + C2(x)y2=20 (5)
shartni ganoatlantiradi deb olamiz. Bularga asosan biz

f C/IX)Y1 + C2(ac)y2 = O
Ic'tO)yJ + C2(x)y2 = /(*)

sistemaga ega bo‘lamiz. Bu sistemani yechib (*(x) va C2(x) noma’lum
funksiyalami va ulami (4) ga qo‘yib y* xususiy yechimni topamiz.

2-teorema: y" + py' + qy = /a(gr) + /2(x) (6)
tenglamaning y* xususiy yechimi

Y'+PY +4Y =B (*) (7) va y" +py' +qy =/2(x) (8)
tenglamalar xususiy yechimlari yr*va y2*lar yig‘indisidan iborat. Ya’ni,
Ye=ypt +y2* ©)

Masalan, y" —4y = x + 3e* tenglamaning xususiy yechimi y*y” —4y =

X tenglamaning xususiy yechimi yr*=-"x va y" - 4y = 3e* tenglamaning

xususiy yechimi y2*:-3e,q lar yig“indisi, ya’ni

Y l+3X

dan iborat bo‘ladi.

Bir jinslimas (1) chizigli tenglamning o°‘ng tomoni /(Xx) maxsus
ko‘rinishlarda bo‘lganda, uning xususiy yechimini o zgaruvchilami variatsiyalash
usuliga nisbatan osonroq bo‘lgan usulda topish mumkin.

. (1) tenglamaning o°‘ng tomoni ko‘rsatkichli funksiya bilan ko‘phac
ko‘paytmasidan iborat, ya’ni

/00 = M(x)eax (10)
ko‘rinishda bo'lsin. Bunda M (x) —n darajali ko‘phad. U holda quyidagi xususiy

hollar bo‘lishi mumkin:
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a) a soni K2+ pk + g = 0 harakterishtik tenglamaning ildizi bo‘Imagan hoi.
Bu holda xususiy yechimni
y* = (AOxn + Axxn~1+ - + An)eax = Qn(x)eax (11)
ko‘rinishda izlash kerak.
b) a xarakteristik tenglamaning oddiy (bir karrali) ildizi bo'lgan hoi.
Bu holda xususiy yechimni y* = xQn(x)eax ko'rinishda izlash kerak
bo‘ladi.
c) a son xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi boMgan hoi.
Bu holda xususiy yechimni y* = x20Qn(x)eax ko‘rinishda izlash kerak
boMadi.
1. (1) tenglamaning o°‘ng tomoni
f(x) = P{x)eaxcosfix + Q(x)eux sin /3x
ko‘rinishda bo'lgan hoi. Bunda P(x) va Q(x) - ko'phadlar. Bu holda quyidagi
hollar bo'lishi mumkin.
a) a + /?i xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lgan hoi. U holda (1)
tenglamaning xususiy yechimini
y* = U(x)eax cos (3x + V(x)eax sinfix
ko'rinishda izlash kerak bo'ladi. Bu yerda U(x)xa V(x)- darajasi P(x) va Q(x)
ko'phadlaming eng yuqori darajasiga teng bo'lgan ko'phadlardir.
b)a + (li xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lImagan hoi. Bu holda xususiy
yechimni
y* = x[U(x)eax cosfix + V(x)eax sin(3x]
ko'rinishda izlash kerak bo'ladi.
Aytaylik (1) tenglamaning o'ng tomoni
/(x) = Mcosfix + N sin/?x
ko'rinishda bo'lsin. Bunda M va N —o'zgarmas sonlar. Bunda quyidagi hollar
bo'lishi mumkin:
a) Pi xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lmasa, xususiy yechimni

y* = Acosfix + B sinfar
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ko'rinishda izlash kerak boMadi.
b) /?i xarakteristik tenglamaning ildizi boMsa, xususiy yechimni
y* = x{A cos (3x 4- B sin fix)
ko‘rimshda izlash kerak boMadi.
Misollar
Ly" 4 4y’ 4'3y = x tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish: Berilgan tenglamaga mos kelgan bir jinsli y" 4-4y' 4-4-3y = 0
tenglamaning umumiy yechimi
y = Cre~x 4- C2e~3x
boMishini topish giyin emas. Endi biz berilgan bir jinslimas tenglamaning biror y*
xususiy yechimini topishimiz kerak. Bir jinslimas tenglamaning o‘ng tomoni xe ox
ko'rinishda (ya’ni P1(x)eox ko'rinishda) boMib, a xarakteristik tenglamaning ildizi
emas. Shu sababli xususiy yechimni y* = Q(x)eox ko'rinishda izlaymiz, ya’ni
y* = AOx + Ax
deb olamiz. y"', y ** lami topib, benlgan tenglamaga qo'yamiz. Natijada
4110 4“3(N10x 4 AY) = x
tenglama hosil boMadi. Bir xil darajali x lar oldidagi koeffitsentlami tenglab,
310=1, 4104 Ax=0

tengliklami hosil gilamiz. Ulardan esa
1 4
4>-], Al-~g-
ko Fe— _ _
Demak, y -3x 9
Berilgan tenglamaning umumiy yechimi

1 4
Y=Y4y* = Cxe~x 4 Ce~3X 4 -X - -

boMadi.
2.y" 49y = (x24-1 )e3x tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Dastlab y" 49y = 0 bir jinsli tenglamani yechamiz. Uni
xarakteristik tenglamasi k24-9 = 0 boMib, uning ildizlari k12 = +3i boMadi
Demak, birjinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = CXc0S3X 4- ¢2sin3x

dan iborat. Berilgan tenglamaning o‘ng tomoni (x2 + 1)e 3* boMib, y
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P2(x)e3x
ko'rinishdadir. Daraja ko‘rsatkichdagi 3 koeffitsient xarakteristik tenglamaning
ildizi bo‘lmagani uchun xususiy yechimni
y* = Q2(x)e3x yoki y* = (Ax24-Bx +c)e3x
ko‘rinishda izlaymiz. y* va y ’** larni topamiz:
y*' = [{(Ax2 4 Bx 4-c)e3*)]' = (2Ax + B)e3x + 3e3x m(Ax24-Bx + C) ==
e3X(3Ax2 4- 2Ax 4 3Bx + B + 3c¢);
Y*' = [e3jc((3Ax2 + 2Ax + 3Bx + B 4-3c¢))]' =
= 3e3x(3Ax24- 2Ax 4 3Bx + B + 3c) + e3x(6Ax 4-2/4 4 3B) =
= e3x(9Ax24 12Ax 4-9Bx 4- 2A + 6B 4- 9c¢).
y*. y'" lami berilgan differensial tenglamaga qo‘ysak,
e3x(9AXx2 4 12Ax - 9Bx + 2A + 6B + 9c¢) 4- 9e3x(Ax2 + Bx + ¢) =
= (x24-1)e3,
e3x(18Ax2 + 12Ax + 18Bx 4-2A + 6B + 9c) = (x2+ 1)e3x,
18Ax2 4- 12Ax 4- 18Bx + 2A + 6B + 18c = x2 + 1,
x ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlami bir-biriga tenglaymiz:
ISA =1 12114186 = O 2A 4 6B 4 18C = 1. Bulardan
1 1 5
A~18'B~ ~27 C= 81"
Demak, xususiy yechim
va umumiy yechim Y= (Texr-17x + Lerx

y = c™co63x + €25in3x 4 (jAx2- ~x +/~ e3x

3.y" - 7y'+ 6y = (x - 2)e* tenglama yechilsin.

Yechish: Bu yerda o‘ng tomon Pt(x)eVx ko‘rinishda bo‘lib, daraja
ko‘rsatkichdagi koeffitsientxarakteristik tenglamaning oddiy ildizi. Demak, xususiy
yechimni y* = xQ(x)ex yoki y * = x(Ax 4 B)ex ko‘rinishda izlaymiz. y**, y n¥'

lami topamiz:
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y*' = [X(Ax + B)ex]' = [(Ax2+ Bx)ex] = (2Ax + B)ex + +ex(Ax2 + Bx)
= ex(Ax2 + 2Ax + 2BX + 6);
y*" = [ex(Ax2 + 2AX + Bx + B)]' = e*(J/Ix2+ 2AXx + Bx+ B)+
+e*(2N1x + 21 + B) = e*(JIx2+ 4/x + fix + 271 + 26).

y*, y*', y*" laming ifodalarini berilgan tenglamaga qo'yamiz:

ex(Ax2 + 4Ax + BX + 2A + 2B) - 7ex(Ax2+ 2/ + Bx + B)
+ +6(/1x2+ Bx)ex = (X —2)ex, ex{—OAx + 2/1 —SB)
= (x —2)ex.

Har ikkala tomonini ex ga bo‘lamiz va bir xil darajali x lar oldidagi

koeffitsientlarini bir-biriga tenglaymiz: —10/ =1, 2/1 —56 = —2. Bulardan

n-= —l, B=2 ekanligini topamiz. Demak, xususly yechim y* = x/ o+

+ A exgatang bo‘ladi.
Umumiy yechim esay =y + y* = clebx + c2ex + X (- -"x + éx dan iborat
bo‘ladi.

4. y" + 2y' + 5y = 2cosx tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos Kkelgan bir jinsli tenglamaning
xarakteristik tenglamasi k2+ 2k +5 =0 bo‘lib, uning ildizlari kx= —1 +
+2i,k2 = —1 —2i bo‘lganligidan

y = e~Xx(Cx cos 2x + C2sin 2x)
boMadi. Bir jinsli boMmagan tenglamaning xususiy yechimini
y*= Jlcosx + Bsinx
ko'rinishda izlaymiz. Bu yerda A va B aniglanishi kerak boMgan koeffisientlar. y*,
y*" larni topamiz:

y*' = (Jlcosx + Bsinx)' = —Asinx + B cosX,

y*" = (H1sinx + Bcosx)' = —Acosx —B sin x.

Y* Y* SY*" [ 0*berilgan tenglamaga go'yamiz:

—Acosx —Bsinx —2/1sinx + 2 Bcosx + 5Acosx + 56 sinx = 2cosX,

4Acosx 4- 2Bcosx —2Asinx + 4Bsinx = 2cosx, (41 + 2B)cosx —
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—(2A —4B)sinx = 2cosx.
cosx va sinx lar oldidagi koeffitsientlami tenglab A va B lami aniglash
uchun quyidagi ikkita tenglamani hosil gilamiz:
AA+2B =2, 2A-4B =0.
Bulardan A =2 B = 1 Shunday qilib hususiy yechim

y' = 2 cosx + Sinx

boMadi. Umumiy yechim esa

y =y+y* = e~x(Cxcos2x + Cin2x) + -zcosx + -1sinx

boMadi.

5y" +4y = cos2x tenglama yechilsin:

Yechish: Xarakteristik tenglama k2 + 4 = 0 va uni ildizlari kx = 2i, k2=
—2i boMganligi uchun bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = Clcos2x + C2sin2x ko'rinishda boMadi. Bir jinslimas tenglamaning
hususiy yechimini

y* = x(J1co52x + Bsin2x)
ko'rinishda izlaymiz. y*' va y*'lami topamiz:
Y* = [xG4cos2* + fism2x)]' = 4cos2x + Bsin2x + x (- 2/15{mx + 2ficos2x),

y* = —2Asin2x + 2Bcos2x - 2Asin2x + 2Bcos2x + x(-4/1co52x - ABsin2x) =
= —41512x + 4Bcos2x —4x(Acos2x + Bsin2x).

y*, r'" lami ifodalarini berilgan tenglamaga qo'yamiz:

- 4715w 2x + 4Bcos2x - 4Axc0s2x - 4Bxsin2x + 4/1%co52x + +4Bxsin2x =
= €0S2X, —4/151n2x + 4BC0OS2X = COS2X.

c0s2x va sin2x lar oldidagi koeffitsientlami tenglab 4fl = 1 va -4/1 = 0
tenglamalami hosil gilamiz. Ulardan /1= 0, B = Demak, berilgan tenglamaning

hususiy yechimi
* = 1 1 2
y* = —4xsm X

dan iborat. Umumiy echimi esa
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Y- Y+ ¥ = xcos2x 4 C2sin2x 4--1xsin2x
bo‘ladi.
6.y" —y —3e2xcosx tenglama yechilsin.
Yechish: Tenlamaning o‘ng tomoni
f(x) = e2x(Mcosx + Nsinx)
ko‘rinishda bo‘lib, bunda M = 3, N =o0. k2- 1 = 0 xarakteristik tenglama /cx =
1, K2 = -1 ildizlarga ega. Shuning uchun bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y = Cjex 4- C2e~x
bo'ladi. a+pi =2+1i-1 kompleks son xarakteristik tenglamaning ildizi
bo‘lmagani uchun, hususiy yechimni
Y* _ e2xE£cosx 4- Bsinx)
ko‘rinishda gidiramiz. y*', y*'' larni topamiz:
y*' = [e2x(Acosx 4 Bsinx)]'
2e2x(Acosx 4- Bsinx) 4 +e2*(—f4sinx 4-Bcosx)

e2*(2/4cosx + 2Bsinx - Asinx 4- Bcosx)-,
r' = [e2*(24cosx + 2Bsinx —Asinx + Bcos)]' =
= 2e2x(2Acosx 4- 2Bsinx —/Isinx 4- Bcosx) 4
+e2x(—2Asinx 4- 2Bcosx —Acosx —Bsinx) =
= eZx(4Acosx 4 4Bsinx —2Asinx 4- 2Bcosx —2Asinx) +
+(2 Bcosx —Acosx —Bsinx) =
= e2x(3Acosx 4 4Bcosx - 4Asinx 4- 3Bsinx);
y* va y*" lar o‘miga topilgan ifodalarini qo‘yamiz:

e2x(3Acosx + 4Bcosx —4Asinx 4 3Bsinx) —e2x(Acosx 4 Bsinx) =

3e2*cosx; e2x(2Acosx + 4Bcosx - 4Asinx 4-2Bsinx) =
3e2XCOoSX,
(2A + 4B)cosx - (4A - 2B)sinx = 3cosx,

cosx va sinx oldidagi koeffitsientlami tenglab
2A4-4fi =3, - 4N142B=0
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3 3

tenglamalami hosil gilamiz. Bulardan A = B =

Demak, xususiy yechim

*
Yy = e2 3 cosx + -?’si'nx)

bo‘lib, umumiy yechim esa
y = Cex + C2e~x + e29(— cosx + -sinx)

boMadi.
Mustaqil yechish uchun topshiriglar
1 Quyidagi o zgarmas koeffitsientli chizigli birjinsli tenglamalar yechilsin:
Dy" =9y; 2)y"+y =0; 3y "+ 12y =7y Hy" - y' =0
5)y" —4y' + 4y = 0, 6)y" +2y' + KOy = 0;
7)y" +8y'- 2y =0 8)4y" - 12y' + 9y = 0;
9y" +y +y =0
Javob: )y = Cre3x + Qe~3x; 2)y = Acosx + 6 sinx;
3) y = Cie3* + Ce*x; 4)= Cj+ C2e*; 5)y = (Ca+ Qex)e2x;

6) y = e-*(J1 cos 3x + Bsin3x); 7)y = + C2e AT X+

8) Y= (A + Cx)elx; 9)y = e~I*[CICos(y x) + C2sin (yx)]j.

2. Quyidagi o'zgarmas koeffitsientli chizigli birjinsli tenglamalami berilgan
boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

Dy" +5"+6y =0 Y(0) = 1, y’(0) = -6

2) y" - 10y' + 25y = Q, < =9 y'(0) = L;

3 y"- 2y’ +0y=0

yl® -~ Y(
4) 9y"+y:0, .}A =9 =0
5y"+9y =0, y(0) = 0,
e y"+y=0 yo0)=1 ¥y (0 =0

3.Quyidagi o zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinslimas tenglamalar

yechilsin.
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) y"- 7y + 12y = x; 2)y" - azy =x+ 1,

3) y" +y' —2y = 8sin2x; 4)y" —y = 5x + 2;

5) y" + 6y’ + 5y = e2x\ 6)y" + 9y = 6e3*;

7) y" - 8y'=2- 6X; 8)y" - 2y' + 3y = e“*cosx
Javoblar: 1)y = Cxex + Cedx + ;
2) y = Creax + C2e~ax- " ;

3) y = crex + Cre~2x ~ “ (6 sin 2x + 2 c0s2x);

4) y = Crex + Qe~x —5x —2; 5) y = Cxe~x + C2e~Sx + £ e 2x\
6) y = C*cos3x + C2sin3x + "e3x;7) y = O + C2e3r + x2;

8) y= cos V2x + C2sin /2 x).
4.Quyidagi o'zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinslimas tenglamalami

berilgan boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

) y" - 4y' + 3y = eSx, y(0) =3, y'(0) = 9;

2) y" —8y' + 16y = e4*, y(0) =0, y'(0) = 1;

3) y" +¥ = 3sinx, y(0) +y'(0) =0, y(I) +y'(]) = 0;
4) 2y" - y' =1, y(0) = 0, y'CO) = 1.
Javoblar: 1)y = 2)y = 0,5x(x + 2)edx;

3)y =i [(/r+ 2)cosx - (tt - 2)sinx] - \x cosx;

4e* *-4.

4)y
84. Yuqori tartibli differensial tenglamalar

4.1. Umumiy tushunchalar. yW = /(x) ko‘rinishdagi tenglama

FOGyyhy"....y(™>) =0 @)
ko‘rinishdagi yoki
y(« = f(x,y,y"y", .y 1) =0 (€]
tenglamaga n-tartibli differensial tenglama deb ataladi.
Teorema. Agar (1)' tenglamada f{x,y,y",y", ...,y(n_1)) funksiya va uning

Y, ¥Y',-,¥Y X argumentlari bo'yicha olingan xususiy hosilalari x = x0,y =

-100-



Yol =y'q .s/¥Y(m-1) = Yo ~qgiymatlarni o‘z ichiga oluvchi biror sohadagi

uzluksiz funksiyalardan iborat bo‘lsa, bu holda tenglamaning

S - %D
shartlami ganoatlantiruvchi 'y =y (x) yechimi mavjud va birgmadir.
Ta’rif. n -tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi deb n ta
CV C2, ..., Cn ixtiyoriy o‘zgarmas miqdorlarga bog‘lig bo‘lgan
y = (p(x,clte2, ..., cn)
funksiyaga aytiladi, y funksiya:
a) Ci>C2>—>cn ixtiyoriy o‘zgarmas miqdorlaming har ganday giymatlaride

ham tenglamani ganoatlantiradi;

b) berilgan
Yx-x0 ~ Yo
y'x=x0 = ¥Y'o

boshlanglich shartlarda c1,c2l...,cn o‘zgarmas migdorlami shunday tanlab olish
mumkinki, ¥ = <p(x,cv c2,....cn) funksiya bu boshlang‘ich  shartlami
ganoatlantiradi.

Umumiy yechimni oshkormas holda aniglovchi ®(x,y,c1,c2,...,cn) =0
ko'rinishdagi munosabat differensial tenglamaning umumiy inteerali deyiladi.

Umumiy yechimdan cltc2, ...,cn o'zgarmas miqdorlami tayin giymatlarida
hosil boladigan har ganday funksiya xususiy vechim deb ataladi.

Xususiy yechimning grafigi berilgan differensial tenglamaning integral egri
chizigj deyiladi.

Y = fix) 3)

tenglama eng sodda n-tartibli differensial tenglama deyiladi.



Bu tenglama ketma-ket n-marta integrallash orgali yechiladi. Bunda y (n"* —
£y(n-i)y y(n-i) _ *y(n-2)y. tiy" = (y'y ekanligini e’tiborga olamiz. Shunday

qilib, berilgan tenglamani yechish uchun uning har ikkala tomonini integrallaymiz:

yn=fix),  y("-I>= J f(x)dx + cx = ftix) + o

y(»-2) = j[ft(x) + Cl]dx + G2 = f2ix) + OX + C2, ..

'n' 1 + R

buyerda fn(x) =ff - / fjx)dxn.
nraarta
Misollar

1.y"™ = x2+x + 1tenglama yechilsin.
Yechish: Berilgan tenglamani uch marta ketma-ket integrallaymiz:

r X 3 X2
y" = (X2+x +Ldx +cx=Y +T +X+CI
ffXB X2 \ X4 X3 x2
y' = J +—+X+CQ\dx+ Q== +— +y+C,Af + 2
q -4 Vv3 v2 \ y5 vy4 y3 y2
n +T +T +CX+C) K+B=60+24+T +CI'T +
+C2X + c3.

2.y"" = sinx + cosx tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish: Berilgan tenglamani ketma-ket uch marta integrallaymiz:

y" = J isinx + cosx)dx + cx = —c0sx + Sinx + cr,

y' = ji-cosx +sinx + cx)dx +c2=-sinX - COSX + CXX + C2,

y = fi~sinx —cosx + oxx + c2)dx + €2 —Ccosx —sinx + cx— + +c2x + ¢3.

3y " =~ tenglamaniy(l) =0, y'(l) =t Y'Ul) = 2 boshlang‘ich

shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
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Yechish: Dastlab berilgan tenglamani umumiy yechimini topamiz. Buning
uchun tenglamani uch marta ketma-ket integrallaymiz.

f Inx 1 1
y' ~J — - +ci)dx +c2=~-In2 - Inx + cxx + c2,

y :J (-j/n2x-/nx +clx + c2)dx +¢c3=- XInX + cly + + c2x + C3.

Boshlangich shartlami ganoatlantiruvchi yechimni topamiz Buning uchun

y, /I vay" laming ifodalaridan foydalanamiz. Unda
"f+c2+¢3=0/ ci+c2=1> —1+cx= 2 bo‘lib, oxirgi tenglikdan
Cj = 3 kelib chigadi. cr+ c2= ldanesac2= -2 vaj +c2+ ¢c3=0danc3="
larni topamiz. Demak, izlangan yechim
Y= -~Xln2x+ ?x2-2x +E.

4. yun = e2* tenglamani y(0) =0, y'(0)=-2, y"(0)=3,y"'(0)
—1, y'n(0) = 2 shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Ketma-ket besh marta integrallaymiz.

y'V=j ezxdx +Ci=i ezx + Ci
YT = | +cx)dx + c2=1i e2*+ Clx + c2,

y'=/ ile2X+ ¥+ Q) dx +c3~ \eZx+ ci\x 2+ c2x + €3,

Y'=| (4 + Ciy +c¢2x +c3j dx + c4

1 X2
=T6e2x + CIT +C2T ++C3X + &

y-\]iiee2X+Ix3ci cX + c4)dx +cs

1 2.1 1 13 1
32 e + +CI24* + ¢c2° x3+ - c3x2+ chx + c5.
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Berilgan boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimni topamiz.

1 .3
-e° +cx=2, —ct —2, ci —2'

1 1
-e°+cl-0+c2=-1, -+ c2=-1, c2=

1 1 23
-e° +cxm0+c2m0+¢3=3, - +¢3-3, c3- —,

1

1
— e+ C\"0+ c2m0 + c3+0+c4—2, — + A — 2, c4—

33

1 1 1
— e° +cxe0+ c2m0 + c3°0+ c4m0 + c5= 0, — +¢5—0,c5— N .

Demak, tenglamaning berilgan boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi

yechimi

1, g4 5x3 23x2 33X 1
Y“ 32CX+16_1T+ 16 16 32'

Mustaqil yechish uchun topshiriglar
1. Quyidagi tenglamalar yechilsin:
Dy" =2 ;2y" =vib; 3Jy" = xarcsinx’
4)y™ = 27e3*+ 120x3; 5)y,v =Xx; 6)y"™ = X + CcOSX.
Javoblar: 1)y = insinx + q + ¢2x + ¢3x2;

2)y =xIn(x + VI + x2) —A1l + x2+ cx+ c2x;

3)y -;x 2arcsinx +Z’Xyﬂ":>'<§+iarcsinx + CX + € 2X;

4)y = e3x 4+ x6+ Cj + €2x + ¢c3x2;

5% = Tu + CI*3+ CBR2+ CG3X + G

6)y = ——sinx + cxXx< + ¢2x + ¢3.

2. Quyidagi tenglamalami berilgan boshlang‘ich

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

wo

Dy"'=i; y(h =1 yQ) =2 ¥y(1)="2
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2)y'v=sing y(l) =Ly () =2 y" () =y"(0 =0Q

3) yv=cos y(0) = y(0)=0 y"(©0) =" y"(0) =0
4) ym =*e“x; y(0) =0, y'(0) =2, y"(0) =2

Javoblar:

b ¥ = %Lnx—4x2+ Sx 4

2) y =sinx +7(x +2(ar-);
3) Y="Xx4+"x2+jcos2X;

4) y = —x+ 3)e~x+ "x2+ 3.

4.2. 0 ‘zgarmas koeffisientli n-tartibli bir jinsli chizigli tenglamalar

n-tartibli birjinsli chizigli
y(n) +atf"-1+- +any =0 (1)
tenglamani garaymiz. alt a2, ...an lami o‘zgarmas sonlar deb faraz gilamiz.

Ta’rif. Agar [a, b] kesmadagi x ning barcha giymatlari uchun
<PnO) = Argp”x) +- + An-tf*Oc)
tenglik o‘rinli bo'lsa, u holda <n(x) funksiya <P\(x), <pi(x),..., qn_a(x)
funksiyalar orqali chizigli ifoda etiladi. Bunda Av Ar, ..., Anlar hammasi bir vaqtda
nolga teng bo‘Imaydigan sonlar.

Ta’rif. Agar n ta (p1(x),(p1(x), ... ,<pn-\(x), gn{x) funksiyalaming hechbiri
golganlari orqali chizigli ifoda etilmasa, u funksiyalar chizigli erkli funksiyalar deb
ataladi.

1-1zoh. Ta’riflardan kelib chigadiki, agar <PiO),<Pi(x),
funksiyalar chizigli bog'liq bo‘lsa, u holda hammasi nolga teng bo‘lmagan shunday
Ci, c2, ..., cn sonlar topiladiki, [a, b] kesmada x ning hamma giymatlari uchun

Ci<pi(x) + c292(x) + - +cn(n(x) = 0
ayniyat bajariladi.
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Masalan, yx = ex, y2= e2x, y3 = 3ex funksiyalar chizigli bogiiq, chunki
cx= —1,c2= 0, c3= " bo‘lganda: cxex + c2e2x + +3c3ex = 0 boMadi.

yx= 1,y2 = X, y3 = x2funksiyalar chizigli erkli funksiyalardir chunki, bir
vaqtda nolga teng bo'Imagan cx, c2, c3 ning hech bir giymatida cx m1 + c2ex + ¢3¢
x2 ifoda aynan nolga teng bo‘la olmaydi.

Teorema. Agar YXY2 -,¥n funksiyalar (1) tenglamaning chzigli erkli
yechimlari bo'lsa, u holda

Yy = CXyX+ C2y2 + e+ cnyn (2)
funksiya tenglamaning yechimi boiadi. Bunda cx,c2, ...,cn —ixtiyoriy o'zgarmas
sonlar.

Agar (1) tenglamaning koeffisientlari o'zgarmas sonlar bo'lsa, u holda
umumiy yechimni ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimini topgandek
aniglanadi.

1) Xarakteristik tenglamani tuzamiz:

kn+an 1+ aZkn~2H----tan=0
2) Xarakteristik tenglamaning.
N v e
ildizlarini topamiz.

3) Quyidagilarga asoslanib ildizlaming harakteriga ko'ra chizigli erkli
xususiy yechimlarini topamiz:

a) har bir karrali K ildizga ekx xususiy yechim mos keladi;

b) har bir juft kx = a + pi va k2= a - pi go'shma kompleks bir karrali
ildizlarga ikkita eaxcospx va eaxsinpx xususiy yechimlar to'g'ri keladi;

c) har bir r karrali haqiqiy K ildizgar ta chiziqgli erkli

ekx,xekx,x 2ekx, ...,xr_1 eekx
xususiy yechimlar to'g'ri keladi;

d) har bir L, karrali juft kx- a + pi, k2=a- pi qgo'shma kompleks
ildizga 2y ta

eaxcospx, xe~cospx,..,x"e*cospx,
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eaxsin(ix, xeaxsin(ix, ..., x*~xeaxsin(ix

xususiy yechimlar to‘g ‘ri keladi.

Bu xususiy yechimlarining soni xarakteristik tenglamaning darajasiga teng
bo‘ladi.

4) n ta chizigli erkli y¥ 2 ..,yn xususiy yechimlami topgandan keyin
berilgan chizigli tenglamaning quyidagi umumiy yechimini tuzamiz;

Y=wi +Cc2y2+ - +c,yn

bu yerda ct, ¢2, ..., cn —ixtiyoriy 0‘zgarmas sonlar.

Misollar
Y1 =1, Y2=% ¥3=x2 y4=x3 funksiyalar (-00;+00) oraliqd
chizigli erkli ekanligi ko'rsatilsin.
Yechish: cxel+ c2mx + c3mx2+c4amx3 =0 tenglik x ning (- 00;+00)

dagi x = 0 giymatida bajarilishi uchun cx = ¢2 = ¢3 = c4 = 0 bo'lishi kerak. Agar
bu sonlardan hech bo'Imaganda bittasi noldan fargli bo'lsa, u holda tenglik
bajarilmaydi. Bu esayuqorida berilgan funksiyalaming (—00; + 00) oraligda chizqli
erkli ekanligini bildiradi.

2. yx =tgx vay2 = ctgx funksiyalami (0;|) oraligda chizigli erkli
ekanligi ko'rsatilsin.

Yechish: yxva y2 funksiyalar (0; oraligda chizigli erkli bo'lishi uchun, bu
oraligda y—CD ¢ bo'lishi kerak.
T

¥ *OX _

1 _
J2" gx - tgx -éz& = fgx -tgx —tg%x dec.

Demak, berilgan funksiyalar (0;|) oraligda chizigli erkli.

3, y'" —2y" +y' = 0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi k3 ----- 2K2+ K =
0 bo'lib, uning ildizlari kx= 0, k2 = k3= 1 lardan iborat. Bu yerda K = 1 ikki
karrali ildiz. Shuning uchun tenglamaning chizigli erkli xususiy yechimlari yx = 1,

Y2 = eX>Y¥Y3 = xex lardan iborat. Uning umumiy yechimi esay = cx+ c2ex +

c3xex bo'ladi.
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4. y'v —Y = 0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Xarakteristik tenglamani tuzamiz;

fed—1=0.

Xarakteristik tenglamaning ildizlarini topamiz:

kx= 1, k2= -1, k3=, k4 = -i.

Umumiy yechimni yozamiz;

y = CXex + c2e~x + c3cosx + c4sinx

Bu yerda cx, €2, ¢3, ¢4 —ixtiyoriy o'zgarmas sonlardir.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1. Quydagi tenglamalar yechilsin:

1) y'™ —5y" + 8y' —4y = 0; 2)y'v- 16y = 0;

3)y™ - 8y = 0; 4)y'v + 4y = 0;

5 4y,v- 3y" -y =0; 6)y™ - 3y" +4y = 0;

7)y'F+ 8y" + 16y = 0; 8)y'v- 3y"- 4y = 0.

Javoblar:

1) y = cxex + (c2+ c3x)e2x;

2) y = cxch2x + ¢2sh2x + c3co524; + cAsin2x;

3) y = cxeZx + e~x{c2cosx\[b + c3sinxyj3);

4) y = Asinxshx + Bsinxchx + Ccosxshx + Dcosxchx-,

5) y = Achx + Bshx + Ceos| + Dsin-;

6) y = cxe~X + (c2x + c3)e2x;

7) y = (ct + c2X)c0os2x + (c3+ c4x)sin2x;

8) y = cxe2x + c2e~2x + c3cosx + cdsinx.

2. yiv—ahAy = 0 tenglamaning umumiy yechimi va x = 0 day = 1,
y' —o, y" = —a2 y'"" = Oboshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi xususiy

yechimini toping.

Javoh: y = + c2e~ax + c3cosax + cdsinax; y0 = cosax.
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4.3. Yuqori tartibli bir jinslimas chizigli tenglamalar
y(H) aiy(n 1) + - +any =f(x) (1)
tenglamani garaymiz Bunda al,a2, ...,an,f(x) lar x ning uzluksiz funksiyalari
yoki o0'zgarmas sonlar.
Avytaylik, bu tenglamaga mos bir jinsli

Y(m) + ajyf'-) 4-e+any = 0 (2)
tenglamaning

Y= OY\ + c2y2+ =+ cnyn (3)
umumiy yechimi mayjud bo'lsin. Bunda quyidagi teorema o'rinlidir.

Teorema. Agary bir jinsli (2) tenglamaning umumiy yechimi, y* esa bir

jinslimas (1) tenglamaning xususiy yechimi bo'lsa, u holda
Y —Y+¥y*

birjinslimas (1) tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi.

O'zgarmas koeffitsienth yuqori tartibli bir jinslimas tenglamaning xususiy
yechimlari bazi hollarda ancha sodda topiladi.

I. Differensial tenglamaning o'ng tomonidagi funksiya f(x) = P(x)eax
bo'lsin. Bunda P(x) ifoda x ga nisbatan ko'phad. Bu yerda ikki holni ajratish
mumkin.

a) agar a xarakteristik tenglamaning ildizi bo'Imasa, u holda xususiy
yechimni

y* = Q(x)eax
ko'rinishda izlash mumkin. Bunda Q(x) - koeffitsientlari noma'lum bo'lgan va

darajasi P(x) ning darajasi bilan bir xil bo'lgan ko'phad;
b) Agar a xarakteristik tenglamaning v, karrali ildizi bo'lsa, bu holda bir
jinslimas tenglamaning xususiy yechimini
y' =x*Q(x)eax
ko'rinishda izlash mumkin. Bunda Q(x) - darajasi P(x) ning darajasi bilan xil
bo'lgan ko'phad.
I1.Tenglamaning o'ng tomoni

/(*) = Mcosfix + Nsinfix



ko‘rinishda bo‘Isin. Bunda MvalV - o‘zgarmas sonlardir. Bunda xususiy yechimini
quyidagicha aniglanadi.

a) agar pi xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lmasa, bu holda xususiy
yechim
y* = Acos/3x + Bsinfix
ko‘rinishda izlanadi. Bunda A va B noaniq o‘zgarmas koeffitsientlar;

b) agar pi xarakteristik tenglamaning ~ karrali ildizi bo‘Isa, u holda xususiy
yechim
y* = x*(Acospx + Bsinfix)
ko‘rinishda izlanadi.
I11.Tenglamaning o ‘ng tomoni

/(x) = p(x)eaxcos(3x + Q(x)eaxsin(3x
ko‘rinishda bo‘Isin. Bunda P(x) va@(x) ifodalarx ga nisbatan ko‘phadlar. Bunda
quyidagi hollar bo‘lishi mumkin.
a) a + fii xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lmasa, xususiy yechim
y* = U(x)eaxcos(Sx + V(x)eaxsinfix
ko'rinishda izlanadi. Bunda f/(x)va V(x) - darajasi P(x) va Q(x) ko‘phadlarning
eng yuqori darajasiga teng boMgan ko‘phadlar;

b) agar a + pi xarakteristik tenglamaning /n karrali ildizi bo‘lsa, xususiy
yechim
y* = $*[E/(*)e“*cos/?x + V(X)eaxsinpx]
ko‘rinishda izlanadi. Bunda U(x)va K(x) - darajasi P(x) va Q(x) ko‘phadlaming

eng yuqgori darajasiga teng boMgan ko ‘phadlar.
M va M1 hollarda tenglamaning o ‘ng tomonida fagat cospx yoki fagat sinfix
ni 0‘z ichiga olgan ifoda turgan holda ham, yechimni yuqorida ko‘rsatilgan

ko‘rinishda, ya’ni sinus hamda kosinus bilan izlanadi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
1.ylv +y = x3+ 1tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish: Berilgan tenglamaga mos kelgan bir jinsli tenglamaning
xarakteristik tenglamasi k* —1 = 0 boMib, u kr = 1,k2=—1,Kkb= i, lcd= —i
ildizlarga ega. Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = Ccxex + c2e~x + c3cosx + c"sinx
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dan iborat.
Birjinslimas tenglamaning xususiy yechimini

y* = Agx3+ Atx2 + A2x + A3
ko'rinishda izlaymiz.

y* ni to'rtinchi tartibgacha hosilalarini topamiz:

y* = 37102+ 2AXX + Az
y'" = 6Agx2 + 2Av
Y™ = bAQ,
y*'v = 0.

Hosil gilingan ifodalarni berilgan tenglamaga qo'yamiz va
-AMNX3—AXx2—A2x —N3 = x3+ 1 tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa A0 —
~1 =0/ A2=0 va<43= —1 lami topamiz. Demak, bir jinslimas
tenglamaning xususiy yechimi y* = —x 3 —1 dan iborat.

Shunday qilib, berilgan birjinslimas tenglamaning umumiy yechimi

y =y + y* = CTeX + C2e~X + €3COSX + CMsinx - x3- 1
dan iborat.

2 y’v~Y —5cosx tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos keladigan bir jinsli tenglamaning
xarakteristik tenglamasi /c4- 1 = 0 bo'lib, uning ildizlari kr = 1, k2= -1, /3=,
~ = —=*|ardan iborat. Shuning uchun birjinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = clex + c2e~x + €3c0sx + cdsinx
boMadi. Berilgan birjinslimas tenglamaning o'ng tomoni
f(x) = Mcosx + Nsinx
ko'rinishida boMib, bunda M = 5,N = 0.
i xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi boMgani uchun xususiy yechimni
y* = x (Acosx + Bsinx)
ko'rinishda izlaymiz. Bundan y*Iv ni topamiz.

y*' = Acosx + Bsinx + x(-Asinx + Bcosx);



y*' = —Asinx 4 Bcosx —Asinx 4 Bcosx 4 x(—Acosx —Bsinx)
=  —2Asinx 4 2Bcosx 4 x(—Acosx - Bsinx);
y*'" = —ZAcosx —2Bsinx —Acosx —Bsinx 4 x(Asinx —Bcosx) =
= —SAcosx —3Bsinx 4 x(Asinx —Bcosx);
y',v = 3Asinx —3Bcosx 4 Asinx - Bcosx 4 x(Acosx 4 Bsinx)
— 4Asinx —4Bcosx 4 x(Acosx 4 Bsinx).
y 'lv va y* lami ifodalarini berilgan tenglamaga qo‘yamiz;
4Asinx - 4Bcosx 4 x(Acosx 4 Bsinx) —x(Acosx 4 Bsinx) = 5cosx;

4Asinx —4Bcosx = 5cosx bo4ib, bundan 4A = 0 va —4B = 5 lami ulardan esa

A = 0vaB = — lami topamiz. Demak, berilgan tenglamaning xususiy yechimi

y* = --%sinx,
umumiy yechimi esa
y =y +y* = qe* 4 c2e-*4 c3cosx 4 c’sinx —?xsinx
bo‘ladi

3ym4 y" —2y' =x —eX tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos kelgan bir jinsli tenglamaning
xarakteristik tenglamasi k34 k2- 2k = 0 bo‘lib, uning ildizlari /cr =0, k2=
1, k3= -2 lardan iborat. Shuning uchun birjinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = cx4 CreM4d c3e”2x
dan iborat. Berilgan tenglamaning o‘ng tomoni A(x) = n va f2(x) ——eXx
funksiyalar yig‘indisidan iborat bo‘lganligi uchun xususiy yechimni
y =1 4u2=x(Jlx 4 B) 4 Cxex = /in:24 Bx + Cxex
ko‘rinishda izlaymiz. Endi y*',y*",y%" lami topamiz.
y*' —2Ax 4 B 4- Cex 4 Cxex;
y'" = 214 Cex 4 Cex 4 Cxex = 2/14 2Ce* 4 Cxex;
y*'"" = 2Cex 4 Cex 4 Cxex = 3Cex 4 Cxex.

Y* Y*sy* "laming ifodalarini berilgan tenglamaga go‘yamiz. Natijada
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3Cex + Cxex + 2/1 + 2Cex 4 Cxex - 4Ax - 2B - 2Cex - 2Cxex =X - ex

yoki 3Cex —4Ax 4 (21 —2B) = x —ex tenglama hosil bo‘ladi. Undan esa

—4n =1 2A-2B =0, 3C = —1 lami, ulardan esa Jl1 = - B = - C=
lami topamiz. Demak, xususiy yechim

va umumiy yechim
) 1 1 1
Y~ Y+ ¥ =ci+c2ex4c3e~2X- Z1X2' Z1X - -Xex

. 3
dan iborat.

Mustagil yechish uchun topshiriglar
1 Quyidagi tenglamalaming umumiy yechimi topilsin:
Ny" - 7y + 12y = x; 2)y" 4y' ~ 2y = 8sin2x;
)y" -y =Sx + 2; 4)y" + 6y' 4-5y = e2x;
5 y" —4y" 4 5y' - 2y = 2x + 3;
6) y'v - ady = Sadeaxsinax; 7)y"™ - y" = 12x2+ 6X;

8)y,p 4 2ym 4 2y" + 2y' +y = XeX + jcOsx.
Javoblar: 1) y = cle3x 4 c2e4x 4- ;

2)y = crex + cre~X~"(6sin2x + 2c0s2x);

3)y = Clex 4- c2e~x —Sx —2;

4)y = cre~x + c2e~Sx + j*eZx!

5)Y = (q 4c2X)ex4 c3e2X —x —4;

6)y = (cr - sinax)ea* + c2e-agr + c3osax + c+sinax;

7)y = cr+ c2x 4 ¢c3x - x 4—5x3- 15x2;

8)y = (cr 4 c2x)e~x + c3cosx 4- c4sinx - gcosx +;1(5 - Dex.
2.Quyidagi tenglamalaming xususiy yechimlari topilsin:
Dy'v+2y"™ 4y" = ed 2)yva2 y +y" =xe'*;
3)y'V 4 4y" + 4y = xsin2x; 4) y"' +4y' = e2x + sin2x.
Javoblar: 1) y* = cedx; 2) y* = (qx2+ c2x3)e-X;

3)y* = (Jir + AX)sin2x + (Br 4- B2)cos2x;

4)y* = Ae2x(Bxcos2x 4 B2sin2x).
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§5. Oddiy differensial tenglamalar sistemasi
Ko‘p masalalami yechishdax argument, noma’lumy1y2, ...,yn funksiyalar
va ulami hosilalarini o0‘z ichiga oluvchi differensial tenglamalar sistemasini
ganoatlantiruvchi yr = yr{x), y2=y2(x),, ...,yn = y,(x) funksiyalami topish
talab etiladi.

Quyida biz birinchi tartibli tenglamalar sistemasini qaraymiz:

= fi(x.Yi, ¥2>->¥n)

~ = h{x,yvy2...,yn) (1)

cf = M*Y1>Y2...¥Yn)

Bu yerda y\,y2, ...,yn — izlanayotgan funksiyalar, x esa argument. Chap
tomonida birinchi tartibli hosilalar turgan, o‘ng tomoni hosilalami o‘z ichiga
olmagan bunday tenglamalar sistemasi normal sistema deyiladi.

Agar normal sistemaning o‘ng tomoni ¥\,¥r>-,¥n funksiyalarga nisbatan
chizigli bo'lsa, u holda tenglamalar sistemasini chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi.

Ko‘pincha differensial tenglamalaming normal sistemasi bitta noma’lum
funksiyaga bog'lig bo'lgan bitta n —tartibli differensial tenglamaga keltiriladi.
Normal sistemani bitta tenglamaga keltirish uchun sistemaning tenglamalaridan
birini differensiallash va golgan noma’lumlami yo*qotish kerak bo'ladi.

Misollar
tenglamalar sistemasini g:(0) = 2,y (0) = O
boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Birinchi tenglamani t bo'yicha differensiallaymiz:

d2x dx dy
dtl = di + ~dr’
Hosil bo‘lgan tenglamadagi ™ ni o‘miga uning ifodasini qo'yamiz va

quyidagi tenglamani hosil gilamiz.
d2x dx



Sistemaning birinchi tenglamasidan

dx
y =-*+dF
ni topamiz va uni o' miga qo”*yamiz. Natijada
d2x dx dx ..d2x
3?2~Tt~x=x-Tt y°k" ~ 2x =0

tenglama hosil bo‘ladi B uo‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chizigli birjinsli

tenglamadir. Uning xarakteristik tenglamasi k2—2 = 0 bo‘lib, uning ildizlari
k12 = +V2 dan iborat. Demak, uning umumiy yechimi

X = clen2t 4 cze~"2t
dan iborat.

y umumiy yechim esa

dx
y = - X=Ci(V2 - \)em - c2(V2 + l)e V£

dan iborat.
Endi berilgan boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimni topamiz.
Buning wuchun berilgan shartlardan foydalanib o‘zgarmas miqgdorlami
topamiz:

cx+ c2= 2, V2(q —c2) —(cr + c2) = 0. Bulardan

Bulami o‘rinlariga qo'yib

xususiy yechimlami topamiz.

Q7= ytz,
2. dy .

=*4

VA= T+ »
sistema yechilsin.

Yechish: Birinchi tenglamani t bo'yicha diiferensiallasak,
d2x dy dz



yoki

d2x
— = 2Xty +z

tenglama hosil bo'ladi

Endi N =y +z va ~N =2x +y +z tenglamalardan y va z

0‘zgaruvchilami yo'gotsak, X ga nisbatan ikkinchi tartibli
d2x  dx

— -2x =0
dt2~ dt

tenglama hosil bo'ladi Bu tenglamaning umumiy yechimi x —cle_t + +cze 2t dan
iborat.

Bundan

— = —¢le~c+ 2cze2t va y ——— —z = —cle-t + 2cze2t —z.
dt 1 dt

Berilgan tenglamalaming uchinchisiga X va y ning topilgan ifodalarini
go'yib, z ni aniglash uchun

dz

+z = 3c2ezt
dt

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani integrallab
Z=c3e_t+ cze2t
ni topamiz. Buni e’tiborga olib
Y= ~(ci + c2e"c+ cezt
ni hosil gilamiz. Shunday qilib biz berilgan sistemaning umumiy yechimini beruvchi

X, Y, Z lami topdik.

rdx _

dt ~ 2y,

dy _
3 4 &

dz _ 2%

dt

sistema yechilsin.
Yechish: Birinchi tenglamani t bo‘yicha differensiallaymiz:

d2x _ dy
di2 =2 'di

Hosil boigan tenglamani yana t bo‘yicha differensiallaymiz:
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d3x dz
dt3 ~ dt

- d
Bu tenglamaning o ‘ng tomonidagi = 0‘miga uning ifodasini qo'yamiz:

d3x d3x
-777 = 4 *2X, ——= 8X.
dt3 dt3

Hosil bo‘lgan bu tenglama uchinchi tartibli chizigli bir jinsli tenglamadir.
Uning yechimi
X = cxe2t + e~*(c2cos\I3t + c3siny/3t)
dan iborat. Sistemaning birinchi tenglamasidan foydalanib y ni topamiz.

y ~z'7Tt ~ 1" 12cieZt “ e-t(c2cosV3t + c3sinV3t)] +

1
+ - ee-t(c3cosV3t - ¢c2sinV3t)V3 =

1
= cxe2t+ -e-t[(c3V3+ c2)cosV 3t-(c2\/3+ c3)smV3t].

Sistemaning ikkinchi tenglamasidan Z ni topamiz:
Cie2t -~ e _t[(c3V3 + c2)cosV3t- (c2n/3 - c3)siny/3t].

Shunday qilib biz berilgan sistemaning X,y, z yechimlarini topdik.

Mustagil yechish uchun topshiriqglar

1.Quyidagi differensial tenglamalar sistemasini yeching.

fe-s=3x+y' ar-x +y-.%*

— = 4 + 6y,
3) dy " EVidy
£ = 2x+ 3y +t (37 = * + 2sht
Javoblar: 1) x = Clet + C2e~3t, vy = " —3C2e*“ 3t;
2)x = 8% 4 bx ¥ E283t, y = et+ Cx- Ce-~u;
3)*=C +Ce7t—t(7t+2), y=-1C, +]C2T+
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+JL(14t*-3t-1);
4)x = Cxef -I- C2e~1 + tcht, y = Clet —C2e~f + cht + tsht.

2. Quyidagi differensial tenglamalar sistemasini berilgan boshlang‘ic

shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

fdx
dt: 2x +Y,
x(0) = Ly(0) = 3;
$ -x +2
2) ay x(0) = - 2,y(0) = 0;
A=k 4 1
.dt
(dx
Tt=x 2%
U x() = Ly () =
T =X-Y
(dx
Tt=y +2z>
4 N =z+x a0 =-1,y(0) = 1,z(0) = 0

vat - XX

Javoblar: I)x = 2e3t—et, y = 2e3t+ ec;
2)x = —e~c—1, y =-e~c- 1,

3)x = cost - sint, y —cost;

Hx = —e-t, y=ef, z=0

-118-



11 BOB. QATORLAR
§1. Sonli qatorlar va ularning yaginlashishi
Qator tushunchasi matematik analizning eng rnuhim tushunchalaridan biri
bo‘lib, y funksiyalarni giymatlarini va integrailarni taqribiy hisoblashda hamda
differensial tenglamalami yechishda muhim o Lrin tutadi.
Ta'rif: Agar ut,u2,u3, ..., un, .. cheksiz sonli ketma-ketlik berilgan boMsa,
unda
W 4 u24 U334 e=4 un4 == X"=iWf (1)
Ifoda sonli gator deyiladi. Bu yerdautu2u3 ...,un - -sonli oator hadlari u,, esa
uning umumiy hadi deyiladi.
Bunda har ganday natural n som uchun (1) sonli gatoming umumiy hadi

ma’lum deb hisoblanadi. Masalan, umumiy hadi
u=(_I)n+iiL n=1,23,...

formula bilan ifodalanadigan sonli gator

12 3 4
2~2% + 25" F +

ko'rinishda bo‘ladi.

Ta'rif: Berilgan (1) sonli gatoming dastlabki n ta hadidan iborat
M

sn=w +u2+u3+ - +un="Y'Ukn=1.23,.., (2)
k=1
yig'indi bu gatoming n - xususiy vig‘indisi deb ataladi.
(2) dan Sj = uv 2= +u2 S3=ut+u2+u3,..., Sn=1w + +u2+u3d+
e=4- un, ni yozish mumkin. Natijada 51;52,53, ...,Sn, ... hususiy yig'indilar ketma-
ketligi hosil bo'ladi. Shu sababli uning limiti xagida gapirish mumkin.
Ta'rif: Agar SI,S2,S3, .. hususiy yig‘indilar ketma-ketligi chekli
limitga ega va
1%Lr(gQSn =S
boMsa, unda (1) sonli oator vaoinlashuvchi.5 esa uningyig‘indisi deb ataladi. Agar

HIHH)Sh = 400
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yoki mavjud bo'lmasa, (1) sonli gator uzoqglashuvchi deyiladi.

(1) gatoming yaqginlashuvchi va uning yig'indisi S ekanligi

0
Uj + u2+ u3+ — kun+ N *Kk —S
k=1

ko'rinishda yoziladi.

Sonli gatorlarga doir asosiy masala uning yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
ekanligini tekshirishdan iboratdir.

Birinchi hadi bx va maxraji q bo'lgan geometrik progressiya hadlaridan
tuzilgan

br + blg + bxq2+ + bxq,11+ «=(3)

gator geometrik gator deb ataladi. Uning n ta hadining yig'indisi

¢ = bi~-M" - (n _ anm\
n 1-q ~ 1lq” q >

ekanligi ma lum.

1) Agar |q] < 1bo'lsa, unda

A, Sn = r|1!’c801_—q (- an = I_—qn-I;(r)?)(l S an) = —q" S.

Demak, |g] < 1bo'lganda benlgan geometrik gator yaginlashuvchi va uning

yig'indisi
s = f'q
bo'ladi.
2) Agar g > 1 bo'lsa, u holda
lim Sn = lim ;—P}———(l - gn) = - blI|m gqn - 1) =
n-+00 n->00i —q 1 — q n-*o

- afigan- 1= w

< —1 bo'lganda esa

i
mavjud emas. Demak, |gl > 1 bo'lganda geometrik gator uzoglashuvchi bo'ladi.

3) Agar q = 1 bo'lsa, u holda berilgan gator
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bx + bx+ bx4 + bx..
ko'rinishda boMadi. Bu holda Sn = nbx boMib,

lim Sn = nbj = oo

boMadi. Demak, bu holda geometrik gator uzoglashuvchi ekan.
4) Agar q = -1 boMsa, u holda berilgan gator
bl —bl+ bl—Dbl+ e=+ (-1)n+lbl+ o=
ko'rinishda boMadi va uning hususiy yig'indisi

bx,agar n toq bo'lsa;
0,agar njuft bo'lsa.

boMadi. Bundan esa
lim S2n = lim bx=blt = limo
Demak, g = —1 boMganda

lim Sn

n-*o0o

mavjud emas va shu sababli bu holda ham gator uzoglashuvchi boMadi.

Sonli gator bir qator xossalarga ega. Ular quyidagi

ifodalanadi:

teoremalar bilan

Teorema: Agar (1) sonli gatoming chekli sondagi hadlarini tashlab yubonsh

bilan hosil gilingan sonli gator yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo'lsa, u holda (1)

gatoming 0'zi hamyaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) boMadi. Aksincha, agar (1) qator

yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo'lsa, uning bir nechta hadlarini tashlash bilan

hosil gilingan sonli gator ham yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) boMadi.

Teorema: Agar (1) gator yaginlashuvchi va uning yig'indisi 5 bo'lsa, uholda
bu gatoming barcha hadlarini biror C o'zgarmas songa ko'paytirishdan hosil

gilingan
™

=1
gator ham yaginlashuvchi va uning yig'indisi C mS bo'ladi.

Ta'rif: Berilgan

-121-



sonli qatorlaming algebraik yig‘indisi deb ulaming mos hadlari algebraik

yigdindilaridan hosil gilingan

© @® ®
+VK)
k=1 fe=I k=1
gatorga aytiladi.
Teorema: Agar
00 co
~ u kva
k=1 k=1

gatorlar yagmlashuvchi bo‘lib yig‘indilari mos ravishda Sx va S2 boMsa, u holda

ularning algebraik yig'indisidan iborat
00

+ V)

k=1
sonli gator ham yaginlashuvchi boMadi hamda uning yig'indisi Sx + S2 bo'ladi.
Teorema: (Qator yaginlashishining zaruriy sharti): Agar (1) sonli gator
yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda uning umumiy hadi un uchun
rg%un =0
tenglik o‘rinli bo'ladi.
Natija. Agar n -» oo da gatoming n- hadi nolga intilmasa, gator uzoglashadi.

Garmonik gator deb ataluvchi

®
1 1 1r 17 H 1 ! - v i
+ - +[C+ 7 H-—— %---- =
2 3 4 n li_]{(
k=1
gatoming umumiy hadi u = i bo'‘lib, n 00 daun -> 0 bo‘ladi. Ammo gatoming
0'zi uzoqglashuvchidir.
Misollar

1 Umumiy hadi Un = 1+ i bo‘lgan sonli gator yozilsin.
Yechish: Bu yerda n = 1,2,3,... ekanligini e’tiborga olamiz. Agar n = 1

bo‘lsa, U = 1+y=2; n=2boMsa i/l2= 1+ "= n = 3bo'lsa, V3= 1+
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‘e

15

4
= n = 4 bo'lsa, UA= 1+ - va hokazo bo'ladi. Demak umumiy hadi

Un = 1+ - bo'lgan gator

3 4 5 r+ 1
2+ FJ 9L+ -k gyt -
boMadi.
2. Umumiy hadi Un = boMgan gatorning dastlabki 4 ta hadi yozilsin.

Yechish: Agar n = 1boMsa\l =
1 ey 21 2

Agarn = 2 boMsa, U2 = e —
(2-2y & 1234 6p

Agarn = 3 bo'lisa, U3 = f’—!)—z =5 6 - 1.
A % T {230 6l 123456 20

Rgarn = 4 Bo'isa, U = fﬂz =242 2424 -1
9 Y 2-4)! 8! 1-2-3-4-S5-6-7-8 70

Demak,
2 6 20 70

SR R A A T
gatoming yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi tekshirilsin.

Yechish: Berilgan gator uzoglashuvchidir. Chunki

- - n - n -

lim U= Ilim-—— = lim--—-—= lim - r

N—>»® rn»00 zn + > n(2 +-) e 2 + - 2
nJ

Ya’niojbu yerda gatoryaqginlashishining zaruriy sharti bajarilmayapti.
Pn
V4
n2-1-1
n=1

gator uchun gator yaginlashishining zaruriy sharti bajariladimi?
Yechish:



Demak, berilgan qator uchun gqator yagqginlashishining zaruriy sharti
bajarilyapti.
5 —+ — + gatornmg yig'indisi topilsin.
Yechish: Bu gatoming umumiy hadi
1
" @7- 2)(3n+ 1)

ekanligi ravshan. lkkinchi tomondan

u 1 -1r 1
n (3n- 2)(3n + 1)“ 3434- 2) (Bu+ I~

bo'lgani uchun

1 1 1 1
Sn~i#—7+1 ~ S—rr H-—-1

1-4 a-7 -10 (3n —2)(3n + 1)
1/ N 1/1 AN 171 1\
3v. 4/ 3\ 7)++3\7 o)+
1 /1 1\
3V3;z—2 3+ 1/
1/ 1 1 1 1 1 1 1wy

“3(1-4+4_T7+7_10+'""++5/A2~3A~Tr)
1/ 1 \ 1 371 n
3V ~ 31r+ 1/ ~ 3’371+ 17 3n~+?

Demak, Sn = —  bo'lib,
u 3n+l

Y . A . n . 1 1
Iim 8n = lim —---—--- = |im ---—--—--- r- = lim-—---= -,
-*0 n>003n + 1  71x0 -f-) n>003 +.i. 3
! n n
Shunday qilib,
i 1
limSn = -.
n*oo i

Bu esa gatoming yig'indisi - ga tengligini bildiradi.

Mustagil yechish uchun topshiriglar
1 Quyidagi berilgan umumiy hadga asosan gatoming dastlabki bir nechta

hadi yozilsin:
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2. Quyidagi qatorlami yig'indisi topilsin:

5+~ + N + "'

3)Tb +5~ +r1rb + "
Javoblar: 1)~; 2) 1; 3) ~

3. Quyida berilgan gatorlami yaginlashish yoki uzoglashishi aniglansin.

DFf+3+; +""'+~r+

2)
71=1
(1)
nn
Z sin— 5
v 12" -1 1 1 3

52Z 59"T2-_ 2+5+5+"
n=0 -

gator uchun gator yaginlashishining zaruriy sharti bajariladimi?

Javob: Yolg.

§2. Musbat hadli sonli qatorlar va ularning yaqginlashish alomatlari

Ta'rif: Agar
@

ur+u2+ u3+—t ([, +..=" uk

k=1
gatoming barcha hadlari musbat boMsa, u holda unga musbat hadli sonli aator
deyiladi.

Masalan, Un=- , Un="(n+l),Un= cos2n”™ qatorlar musbat hadli

gatorlardir.

Teorema (Tagqoslash alomati): Berilgan

£y=* (1) va (2)
k=1 k*i
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musbat sonli gatorlar boMib, ularning hadlari WUk < \k(n —1,2,3,...) shartni
ganoatlantirsin. Bu holda quyidagi tasdiglar o' rinlidir:

1. Agar (2) gator yaginlashuvchi boMsa, u holda (1) gator ham yaginlashuvc
bo‘ladi va ularning yig‘indilari uchun (t/) < 52(Y) shart bajariladi;

M. Agar (1) gator uzoglashuvchi boMsa, u holda (2) gator ham uzoglashuvchi
boMadi.

Teorema (Liniitik tagqoslash alomati): Agar

00 00

E</*(!) va £ 4 (2)
te=I k=1

musbat hadli gatorlar boMib, ular umumiy hadlarining nisbati

HmNe ~ A

chekli limitga ega boMsa, u holda (1) va (2) gatorlar bir paytda uzoglashuvchi yoki
yaginlashuvchi boMadi.

Taqgoslash alomatlarida berilgan musbat hadli
)]

£ k(1)

k=1
gatoming vyaginlashuvchi ekanligini tekshirish magsadida Un < \a(n > N)

tengsizlikni ganoatlantiradigan boshqa bir musbat
()]

£4(2)
k=1

gator garaladi. Bunda (2) qgator (1) gator uchun maioranta gator deb ataladi.

Teorema (Dalamber alomati): Berilgan

musbat hadli sonli gator uchun

lim -y +1 = d
e Un
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limit mavjud boMsin. Bu holda d < 1 boMganda qator yaginlashuvchi, d > 1

boMganda esa uzoglashuvchi boMadi.

(d = 1 boMganda teorema gatoming yaginlashishi yoki uzoglashishi hagidagi

savolga javob beraolmaydi. Agar

boMsa, gator uzoglashuvchi boMadi).

Teorema (Koshi alomati): Berilgan
00
l K
k=

lim ¥YTn=1

71-»00 Vv

musbat hadli sonli gator uchun

limit mavjud boMsin. Bu holda | < 1 boMganda qator yaginlashuvchi, 1> 1
boMganda esa uzoglashuvchi boMadi (Agar | = 1 boMsa, gator yaginlashuvchi ham,

uzoqglashuvchi ham boMishi mumkin. Agar

lim dT1 = oo
N-»00

boMsa, garalayotgan gator uzoglashuvchi boMadi).

Teorema (Qator yaginlashishining integral alomati): Berilgan

Uk
k=1

musbat hadli sonli gatoming hadlari o‘smovchi ketma-ketlikni tashkil etsin, ya'ni
U,>U2>U2>- > Un> Uhtl > -
boMsin. Bundan tashgan x > 1 sohada aniglangan uzluksiz, o‘smovchi va
/(1) = W f(2) = U2.,,/(n) = Un,..

shartlami ganoatlantiruvchi f(x) > 0 funksiya mavjud boMsin. Bu holda berilgan
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sonli gator yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun
fw x

xosmas integral yaginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.

Natija:

sonli gator uzoglashuvchi bo‘lishi uchun f2°f(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi

bo'lishi zarur va yetarlidir.

Ta'rif:
1 1 1 1 v* 1
F +3P+4P+ - +"P+- =Zjp
k=I

gatomi umumlashgan garmonik gator deb ataladi.
+ U2+ U3+ ...+ Uk+ Uk+l + -
gatoming dastlabki K ta hadini tashlab
Ak+io+ Uk+2 + Uk+3 + —  Uk+n + o

gatomi hosil gilamiz. Bu gator dastlabki gatorning goldig'i deb ataladi. Bu gatorlar
bir vagtda uzoglashuvchi yoki yaginlashuvchi bo'ladi.

Chekli sondagi hadlarigina bir xil bo‘lgan quyidagi

i/i + U2+ U3+ e=+ Un+ e va WK+ V2+ 3+ et \1+ o=

gatorlar bir vagtda uzoglashuvchi yoki yaginlashuvchi bolladi.

Misollar:

i i
1 1+ 27+ 3R+ 49N+ "'+ r+ gatoming yaginlashuvchi yoki

uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.

Yechish: 1+£ +£ +£ + ...+ + ..
gatomi garaymiz. Bu gatoming hadlari ikkinchisidan boshlab, maxraji ~ ga teng

bo‘lgan geometrik progressiyasini tashkil giladi. Uning yig‘indisi 1j ga teng.

Berilgan gatoming hadlari ikkinchisidan boshlab keyingi gatorning mos hadlaridan
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kichik. Demak, taqqoslash haqgidagi teoremaga asosan berilgan gator yaqginlashuvchi

boMadi.

2-1+a +a +-"+9a +™
gatoming yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi aniglansin

Yechish: Berilgan qator uzoqglashuvchidir. Chunki uning hadlari
(ikkinchisidan boshlab) uzoglashuvchi boMgan

11 1

1+5+§+-+ﬁ+-

garmonik gatoming mos hadlaridan katta.

nz i
3. Un —@m2+1) gn va Ki —“¥7 gatorlami yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi

ekanligi aniglansin.
Yechish: \h = ~ qgator maxraji q = ~< 1 boMgan geometrik progressiya

hadlaridan iborat boMganligi uchun y yaginlashuvchidir. Un gatomi yaginlashuvchi
yoki uzoglashuvchi ekanligini aniglash uchun limitik taggoslash alomatidan

foydalanamiz. Unga asosan,
n2
lim~ = lim -- - = lim——-=1lim-—-—-——=17 0.
=0T Wn n-»00 o n*oon + 1 n-»00 ™ 1 _
3n n2
Demak, limitik taqgoslash alomatiga asosan Un gator ham yaqinlashuvchi
ekan.
4. Quyidagi musbat hadli sonli gatorlami Dalamber alomati yordamida

tekshirilsin:



Demak, berilgan gator uchun d = j < 1 bo'lgani sababli uyaginlashuvchidir.

?24// _ Hi n - (n+1)! un+i _ . n! (n-fN)I-3n _ 1, y
*-)Un 3n> Un+1 3, +i . 3m+1 * 3n 3n+l.n! 3
un+l A 1.
lim —— = lim:(n + 1) == lim(n + 1) = oo.
M+00 1)n n-»co 3 3 n->00

Demak, berilgan gator uzoqglashuvchi ekan.

Bu holda d = 1 bo'lgani sababli Dalamber alomati bilan bu gatomi
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini aniglab bo‘lmaydi. Ammo bu gator

garmonik gator bo'lgani uchun u uzoglashuvchidir.

anu = - u -~ 1 — = 1 e 1 .=-iL-
v T71HL (AFD(RTF2) ' n n(n+l)" Uun MFMFZ) ' Ti(n+1) n+2"
. UnA\ . 7 . 7 . 1
Iim —— = lim-—- == lim - 5 = lim--——-- 7= 1.
n-»00 Un n-*oon + 2 MN-*oon Q f\ n->00 N Z
' rr i

Buyerda ham d = 1 bo'lganligi uchun Dalamber alomati yordamida bu qgator
hagida xulosa chigarib bo'Imaydi. Ammo yuqorida biz bu gatomi yaginlashuvchi va
uning yig'indisi 5 = 1 ekanligini ko'rib 0‘tganmiz.

@
K

b3

gatomi Koshi alomati yordamida yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi

aniglansin.

o _ , . . A 1 __
Yechish: Lh—gl )n bo'lgani uchun Hf.’&l?un‘ |I>pr_M/(—§4n+ yn ==

L n+3 n-
Iim— _ = lim— = lim =-=/<1.
n->00 4n+3 n-~00 n(4H—n) n-*00 4_|_n 4

Demak, berilgan gator Koshi alomatiga asosan yaqinlashuvchidir.
6. Quyidagi gatorlami integral alomati yordamida yaqinlashuvchi yo

uzoqglashuvchi ekanligi aniglansin.
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1

Yechish: 1) Qatoming umumiy hadi Un=/(n) ni x o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida garaymiz. Bu funksiya X ning gabul gilishi mumkin bo‘lgan
barcha giymatlarida uzluksiz va kamayuvchidir. Shuning uchun berilgan gatomi

yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini aniglash

f+°° 2x

xosmas integralni yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini aniglashga olib

kelamiz.
f+0°  2x [P 2x
-y- - dx = lim — dx = _lim In\Sx2+ 1P =
Jl x~ +1 x2+ 1 P-*+cc
= "Hm~(n(+00) - In2) = In(+00) - In2 = +o0.

Demak, xosmas integral uzoglashuvchi. Bundan berilgan qatomi
uzoglashuvchi ekanligi kelib chigadi.

2) Berilgan gatoming yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini
aniglashni jgm~ J‘ d x xosmas integralni tekshirish bilan almashtiramiz.
r+°° i fi i fp
2 xiIn'x dx = m°° J2 xln3x lim 2 In-3xcl\{|nx? -

ro( 1 Fof o1 1\ 1
p*+mo  2/n2x 1 \2In22 2In2p) ~ 2 In22"

Demak, xosmas integral yaginlashuvchi. Bundan berilgan gatorning

yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.
@®

Y i
nZ_-O in + 1) *3n
gatorni yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.

Yechish: Un - (n+1)~ gatomi \h = ~gator bilan taggoslaymiz.
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Birinchi gqatoming har bir hadi (ikkinchi hadidan boshlab) ikkinchi gatorning
mos hadlaridan kichik. Ikkinchi gator maxraji g = j boMgan cheksiz kamayuvchi

geometrik progressiya boMgani uchun u yaginlashuvchidir. Taggoslash hagidagi

teoremaga asosan berilgan gator ham yaginlashuvchi boMadi.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1.Taqgoslash alomatidan foydalanib quyidagi gatorlami yaginlashuvchi yoki

uzoqlashu&ghi ekanligi aniglansin.
o] (09]

2)2Inn; 3)X (n+ 1) m3n' 4) X nS'm
n= n=0 n=I

n=I 2

Javoblar: 1) uzoqlashadi; 2) uzoglashadi; 3) yaginlashadi;
4) yaginlashadi.

2. Dalamber aJomatiga asosan quyidagi gatorlar yaqinlashishiga tekshirilsin:

d!'+;+ £+ h+ -; 2>1+r +r1r +r1 + ~;
3>U4T 5+iS + - Hl+ 5 +3 + ~ + =1
@® @®

3n 4n —3
2_ 2" (2n+ 1y 6) zZyvn~P

Javoblar: 1) yaqginlashadi; 2)yaginlashadi; 3) yaginlashadi;
4) uzoqglashadi; 5) uzoglashadi; 6) yaginlashadi.

3. Integral alomati bilan quyidagi gatorlami yaginlashishga tekshirilsin:

D1+ +i0i+i+.... 2)1+N + 2 + N+
5>~ + TN +T7M+ "' 6)5M1+ pr17+ 7T/A7+ "
@® @®
, 1 [ 8) Y - i-p .
V(2n-3)2 (n+



Javoblar: 1) uzoglashadi; 2) uzoglashadi; 3) yaginlashadi;
4) yaginlashadi; 5) uzoglashadi; 6) yaqginlashadi; 7) uzoglashadi,
8) yaginlashadi.
4. Quyidagi gatorlami Koshi alomatidan foydalanib yaginlashishga

tekshirilsin

@ @ W

n=I k=1
Javob: 1)yaginlashadi; 2) yaginlashadi;

83. Ishoralari navbatlashuvchi va o‘zgaruvchan ishorali sonli
gatorlar

Ta’'rif: Barcha hadlari musbat bo'lgan Vx U2 t/3,., Un, .. sonli ketma-
klgltlikdan tuzilgan

£(-1)*410* = w - u2+u3- y4+...+ -1)»+m(/, +... Un>0Q (I
k=l
ko'rinishdagi gator ishoralari navbatlashuvchi gator deb ataladi.

Teorema (Leybnis teoremasi): Agar ishoralari navbatlashuvchi

—2+ B—-W — h (—1) n+xUn -I- ==
gatoming hadlari
UX>U2>U3> -

va

lim Uh =0

M-*oo
bo‘lsa, (1) gator yaginlashadi va uning yig*indisi musbat bo‘lib u birinchi haddan
katta boMmaydi.

Ta'rif: Agar gatoming hadlari orasida musbatlari ham, manfiylari ham bo'lsa,

gator o'zgaruvchan ishorali gator deb ataladi.
Bu ta rifdan ishoralari navbatlashuvchi gator o‘zgaruvchan ishorali gatoming
xususiy holi ekanligi kelib chigadi.
Teorema: O'zgaruvchan ishorali
Ul+ u2+ ua+ -+ u n+ ~
gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan

Ji/it + 21+ 1B+ ...+ NIn]+ ...
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gator yaginlashsa, berilgan o‘zgaruvchan ishorali gator ham yaginlashadi.
Ta’'rif: Quyidagi o‘zgaravchan ishorali
Ux+ 2+ U3+ — FUn+
gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
NI+ \VA+ L e +" NN\ + =
gator yaginlashsa, berilgan gator absolyut yaginlashuvchi deyiladi.

Ta'rif: Agar o‘zgaruvchan ishorali gator hadlarining absolyut giymatlaridan
tuzilgan qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda o‘zgaruvchan ishorali gqatorning o‘zi
absolyut yaginlashuvchi deyiladi. Agar keyingi gator uzoglashuvchi bo‘lib,
dastlabki gator yaginlashuvchi bo‘lsa, unda dastlabki gator shartli yaginlashuvchi
gator deb ataladi.

Teorema: Agar gqator absolyut yaginlashuvchi boMsa, uning hadlarini
o ‘rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirilganda ham y absolyut
yaqginlashuvchanligicha goladi. Bu holda gatoming yig‘indisi o‘zgarmaydi va qator

hadlarining tartibiga bog‘lig bo‘Imaydi.

Teorema:
k=1
gator shartli yaginlashuvchi va uning yig‘indisi S bo'lsin. Unda bu gator hadlarining
o' rinlarini shunday  almashtirish mumkinki, natijada  hosil bo‘lgan
k=1

sonli gator yiglidisi oldindan berilgan ixtiyoriy SO ® S soniga teng bo‘ladi. Bundan
tashgari

k=1
gator uzoglashuvchi bo'lishi ham mumkin.
Misollar

1 Quyidagi gatorlaming yaginlashishi tekshirilsin:
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Yechish: 1) Berilgan gatorning hadlari

111 1
X2'3'4 ... n
ketma-ketlikning hadlandan iborat. Bundan tashgari quyidagi
1 1 1

1>2>3>4>

munosabat o ‘rinlidir. Ikkinchi tomondan

limUn= lim—=20

n-+cio 71500 n
bo‘lgani uchun gator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilyapti. Demak, berilgan
gator yaginlashuvchi.

2) Bu yerda ham berilgan gatoming hadlari

111 1

ketma-ketlikning hadlandan iborat va uning uchun quyidagi

1 1 1 1
1>2!1>5i>4T> - >N > -

tengsizlik o' rinlidir. Ikkinchi tomondan

MR = i day = ©
bo‘lgani uchun qator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilyapti. Demak, berilgan

gator yaginlashuvchi.

_ sina sin2a sin3a sinna
2 — + — +

gatoming yaginlashishi tekshirilsin, bunda a istalgan son.

Yechish: Berilgan gator bilan birga

incrl Isin2al] |stn3a] Isinnal ,
F [+hn +hn +"+hn +e"va
1 1 1 1

12+ 22 +F + "' + 72 + -
gatorlami garaymiz. Bu qator yaqginlashuvchidir. Berilgan gatoming hadlari bu

gatoming hadlaridan katta emas. Demak, berilgan gator yaginlashuvchidir. Lekin



ko‘rib o‘tilgan teoremaga asosan, berilgan o‘zgaruvchan ishorali gator ham

yaginlashadi.

3. 1—5+ 3—a2t ee=gator tekshirilsin.

Yechish: Berilgan gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
111 1
1+-+- +- H-—- -1
2 3 4 n

garmonik gator uzoglashuvchidir. Lekin Leybnis teoremasiga asosan berilgan gator

111
yaginlashuvchidir. Chunki uning hadlari 1 , ketma-ketlikning
hadlaridan iborat va uning uchun
1 1 1 1
1> -> -> - > > - > enm
2 3 4 n
bo'‘lib, shu bilan birga
1
lim Uh= lim- = 0.
n-*00 Nn—00 N

Bundan esa berilgan gatoming shartli yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.
4, 1 —\+ Nt — 4atoryaginlashishgatekshirilsin.

Yechish: Berilgan gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan

11 11 1
1+2+4+5+ W + 32+ "

gatomi garaymiz. Bu gator maxraji j bo‘lgan geometrik progressiya bo‘lgani uchun
u yaginlashuvchidir. Demak, berilgan gator absolyut yaginlashuvchi gator bo‘ladi.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1 Quyidagi qgatorlami yaginlashishga tekshirilsin.

3) 22— |
' 2In2 3In3  41In4

Javoblar: 1) Yaginlashadi, lekin absolyut emas;

2) absolyut yaginlashadi; 3) yaqginlashadi, lekin absolyut emas.
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2.Quyida berilgan gatorlarning dastlabki 6 ta hadi yozilsin va yaginlashishga

tekshirilsin
7211 nvn 121;AJ2n +1 %jl 5n

Javoblar: 1) Absolyut yaginlashadi; 2) yaginlashadi, lekm absolyut emas;

3) uzoglashadi.
3. Quyida berilgan ishoralari navbatlashuvchi gatorlami yaginlashuvchi

ekanligi ko'rsatilsin va ulami tagribiy giymatlari 0,01 gacha aniglikda hisoblansin

)1 +

co

-
((Rzgn(n + 1)(n + 2)*

Javoblar: 1)0,96; 2)0,04.
4, Quyidagi gatorlarning gaysilari absolyut yaginlashuvchi va gaysilari shartli

yaginlashuvchi ekanligi aniglansin;

Di__L+-LJIL+. ] + r-l1Int -+
32 2772 @2 TN TzAa+

2) 1_ 1. J-+ 1.-L - + (_1)»+11. L+

127 2 22 3 28 n 2" A

Javoblar: 1) Absolyut yaqginlashadi;  2) absolyut yaginlashadi;

3) shartli yaginlashadi;  4) shartli yaginlashadi.

84. Funksional va darajali gatorlar
Ta'rif:  Agar Un(x),n = 0,1,2,3,..., biror D sohada aniglangan
funksiyalaming cheksiz ketma-ketligi bo'lsa, ulardan tuzilgan
@®
Ui(x)+U2(x) + WBB(x) + ...+ Un(x) + ... = 2 vkix) (1)
k=1
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gator funksional gator deb ataladi.
X ga anig son giymatlar berib, turli sonli gatorlami hosil gilish mumkin. Ular
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’lishi mumkin.

Ta’'rif: Agar X = x0 nugtada (1) funksional gatordan hosil bo‘ladigan
@®

n,bl+u2bl +- +u,bl +m=X y**0)(2)
k=1

sonli gator yaqginlashuvchi boisa, u holda (1) funksional gator x = X0 nuqtada
yaginlashuvchi deyiladi.

Ta'rif: X ning berilgan funksional gatomi yaginlashuvchi qatorga
aylantiradigan giymatlari to'plami gatoming yaginlashish sohasi deyiladi.

Qatoming yaqinlashish sohasidagi yig'indisi X ning biror S(x) funksiyasidan
iborat boMadi.

(1) gator dastlabki n ta hadi yig‘indisini bilan belgilaymiz.

Agar gator yaginlashuvchi va uning yig'indisi S(x) ga teng bo‘lsa, u holda

S(x) =Sn(x) + m(x)

bo'ladi. Bu yerda m(x) quyidagi £n+i(x) + Un+2(x) H— gatoming yig‘indisidir.
@®

m(x) = Un+1(x) + Un+2(x) + - = UK(x)
k=k+1
Bu holda m(x) (1) gqatoming goldig‘i deyiladi. x ning gatomi yaginlashish
sohasidan olingan barcha giymatlarida
I_IIELQOSn(x) = S(x)
munosabato'rinli bo‘ladi. Shuning uchun
’\I/LngornO) = nI_i*rrO1O[S(x) - Sn(x)] =0
bo‘ladi. Bundan esa yaginlashuvchi gatorning rm(x) qoldig‘i n -> 0o da nolga
intilishi kelib chigadi.
Ta’'rif: Agar hadlari musbat bo‘lgan shunday
a\+ a2+  + e+ 0N+ o= (2)
yaginlashuvchi sonli gator mavjud bo‘lib, X ning berilgan sohadan olingan barcha

giymatlari uchun
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JuiX)] < ar, ™) < a2...K(x)] < an,.. (3)
munosabat bajarilsa, u holda
UiO) + u2(x) + us0) + - + un(*) + - (4)

funksional gator X ning biror o‘zgarish sohasida kuchaytirilgan gator deb ataladi.

Ta'rifdan biror sohada kuchaytirilgan gator shu sohaning barcha nuqgtalarida
absolyut yaqinlashuvchi boMishi kelib chigadi.

Teorema: ur(x) + u2(x) H-—1un(x) H-
funksional qator [a, fa] kesmada kuchaytirilgan gator boMsin. 5(n:) bu gatoming
yig'indisi vaSn(x) bu gator dastlabki n ta hadining yig'indisi bolsin. Bu holda
istalgan kichik s > 0 son uchun shunday N musbat son topiladiki, barcha n > W da
[a, b] kesmadan olingan har ganday x uchun

\S(x)-Sn(x)\<E

tengsizlik bajariladi.

Ta’'rif: Agar ixtiyoriy har gancha kichik £ > 0 uchun shunday N nomer
topilsaki va barchan > N boMganda [a, b] kesmadan olingan ixtiyoriy X uchun

\S(x)-Sn(x)\<e
tengsizlik bajarilsa, u holda
LL(*) + u2(x) + - + un(x) + ==

funksional gator [a, b] kesmada tekis yaginlashuvchi deyiladi.

Kuchaytirilgan gator tekis yaginlashuvchi gator boMadi.

Biror [a,b] kesmada uzluksiz boMgan funksiyalardan tuzilgan yaginlashuvchi

LLL(*) + u2(x) + ==+ un(x) + ==

gator berilgan boMsin.

Teorema: Biror [a,b] kesmada uzluksiz boMgan funksiyalardan tuzilgan
kuchaytirilgan gatoming yigMndisi shu kesmada uzluksiz funksiyadir.

Eslatma: Chekli sondagi uzluksiz funksiyalaming yigMndisi uzluksiz
funksiya boMishi hagida ilgari aytib o'tgan edik. Qatoming yigMndisi uchun bu

xossa 0‘z kuchini yo‘qotadi Hadlari uzluksiz boMgan ba’'zi bir fimksional
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gatorlarning yigMndisi uzluksiz funksiyabo'ladi, hadlari uzluksiz boMgan boshga
funksional gatorlarning yigMndisi uzlukli funksiya boMadi.
Teorema: [a,b] kesmada uzluksiz boMgan funksiyalaming quyidagi
kuchaytirilgan
WO ) + u2(x) + - + Unix) + e=
gatori berilgan va uning yigMndisi S(x) boMsin. Bu holda [a, b] kesmaga tegishli
boMgan a dan X gacha chegarada S(x) dan olingan integral berilgan gator

hadlaridan shunday chegarada olingan integrallar yigMndisiga teng, ya'ni

j S(t)dt = \] ux(t)dt + \] u2(t)dt H------ 1\] un(t)dt + ==
d a a a

Eslatma: Agar gator kuchaytirilmagan boMsa, gatomi har doim ham hadlab
integrallash mumkin boMavermaydi. Buni berilgan gator yigMndisini J* S(t)dt
integrali har doim uning hadlari integrallarining yigMndisiga teng boMavermaydi
degan ma’'noda tushunish kerak.

Teorema: Agar [a,b] kesmada hosilalari uzluksiz boMgan funksiyalardan
tuzilgan
CIN) + u2(x) + -+ un(X) + e
gator shu kesmada 5(x) yigMndiga yaqinlashsa va uning hadlari hosilalaridan
tuzilgan
ux\x) + U2\x) + - + nx) + -
gator o‘sha kesmada kuchaytirilgan boMsa, u holda hosilalar gatorining yigMndisi

boshlangMch gator yigMndisining hosilasiga teng, ya'ni
S'(x) = ux\x) + U2 (x) + +un'(x) + e=

Eslatma: Hosilalar qatorining kuchaytirilgan boMishini talab etish
ahamiyatlidir. Bu shartning bajarilmasligi gatomi hadlab differensiallab
boMmaslikka olib kelishi mumkin.

Ta'rif: a0+taxx+a2x2+ «=+ anxn H— ko‘rinishdagi funksional qator
daraiali gator deb ataladi.

Bunda a0,ala2 .. 0‘zgarmas sonlar boMib, ular gatorining

koeffitsientlari deyiladi.
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Darajali gatoming yaginlashish sohasi biror oraligdan yoki bitta nugtadan
iborat boiishi mumkin.

Teorema (Abell teoremasi): 1) Agar darajali qator argumentning noldan
fargli biror x0 giymatida yaginlashsa, u holda* ning

1< I*ol

tengsizlikni ganoatlantiruvchi har qanday giymatlarida u absolyut yaginlashadi.

2) Agar darajali gator argumentning noldan fargli biror x0 giymatida
uzoglashsa, u holda X ning

*1 > 1*01

tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday giymatlarida u absolyut uzoglashadi.

Teorema: Darajali qatorning yaginlashish sohasi markazi koordinatalar

boshida bo‘lgan intervaldan iboratdir.

Darajali gatoming yaqinlashish intervali (~py) bo‘lib uni

dan topiladi. Bu yerda R = y darajali qatorning yaqinlashish radiusi deyiladi.

Teorema: alO+alx+a2xz+ — f-anxn H-— darajali gator  butunlay
yaginlashish intervali ichida yotuvchi istalgan [—p, p] kesmada kuchaytirilgandir.

1-Natija: Yaginlashish intervali ichida butunlay yotuvchi har ganday kesmada
darajali gatoming yig'indisi uzluksiz funksiyadir.

2-Natija: Agar integrallash chegaralari a,/? darajali gatorning yaginlashish
intervali ichida yotsa, gator yig‘indisining integrali qator hadlaridan olingan
integrallar yig'indisiga teng bo'ladi.

Teorema: Agar S(x) = a0+alx+a2x2+a3x3+ —+ anxn H—
darajali gatoming yaginlashish intervali (—/?,/?) bo'lsa, u holda qgatomi hadlab
differensiallashdan hosil gilingan

<p(x) = ar+2a2x+3a3x2+ e=+ na™xn-x + —

gatoming yaginlashish intervali ham (—/?,/?) bo‘ladi; bunda ] < boMsa,

<p(x) = S'(*) bo* ladi.
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Teorema: Agar berilgan darajali gator (—R,R) oraligda yaginlashuvchi
bo'lsa, uning yig'indisini ifodalovchi S(x) funksiya bu oraligda ixtiyoriy marta
differensiallanuvchi bo‘ladi. Bunda 5m(x)(m = 1,2,3,...) hosilalar berilgan
darajali gatomi ketma-ket m marta hadlab differensiallash orqali topiladi. Bunda
hosil bo'ladigan darajali gatorlarning yaginlashish sohasi (—R,R) oraligdan iborat

bo'ladi.

a0+talx+a2x2X—-—-1anxn H— = " akxk

k=0
gator bilan birga
()]
a0+at(x - c)+a2(x - c)2+ ==+ an(x - c)n+ —= "~ ak(x - c)k
k=0

gator ham darajali qator deb ataladi. Agar ikkinchi gatorda ¢ —O0 boisa, birinchi
gator hosil bo'ladi. Birinchi gator yaginlashuvchi va yaginlashish radiusi R bo'lsa,
u holda ikkinchi gator ham yaginlashuvi va yaginlashish sohasi (¢ —R, ¢ + R) dan
iborat bo‘ladi.
Misollar

1. 1+X+ X2+ x3H-— 1xn + e=funksional gatomi yaginlashish sohasi
topilsin.

Yechish: Bu gator maxraji x bo'lgan geometrik gatordir Agar |x] < 1

boMsa, berilgan gatoming hadlari cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya

hadlaridan iborat bo‘lib, bu holda uning yig‘indisi ga teng bo'ladi. Ya'ni

SSX)=l+X+X2+X3H ----- hxnH- = — .
I—x
Demak, berilgan qatoming yaqginlashish sohasi (—1; 1) dan iborat bo'ladi.

n cosx , €os2x , cos3x , cosnx ,

ir 2 2+ ~ o+
gator kuchaytirilgan gator ekanligi isbot gilinsin.
Yechish: x argumentning (—00; + 00) oraligdagi barcha giymatlarida

ICOSTIXI 1
— (n=1,2,3....)
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munosabat o' rinlidir. Bundan tashgari

1 1 1 1

F + 28+ F + "'~ 4 v
gator yaginlashuvchidir. Demak, berilgan qator kuchaytirilgan gator ta'rifini

ganoatlantiradi.
3 (*3- x) + (xi- X3+ + et (XA - XIN]) + e

gator yaqginlashuvchi va uning yig'indisi uzlukli funksiya ekanligi ko'rsatilsin.
Yechish: Berilgan gatorning hadlari x ning barcha giymatlarida uzluksiz

funksiyalardir.

SnO) = ~*)+ + (7 - X)) + et (XN - xM=]) = x N - X

1
Demak, 5n(ar) = x™n+i —X.

Agar x > 0 bo'lsa,
S= IJ.Ll;&)Sn(x) = r_III’(\)’]O\ —x} = 1—x;
Agar x < 0 bo'lsa,

= lim 5n = lim (—|x|™ —x) = —1 —X
S Tll-»(DS (X) 71—‘»00& IXI ! X) \

Agar x = 0 bo'lsa, 5n(x) = 0 bo'lib, bu holda S lim5,(x) = 0.
-+00

Shunday qilib, biz quyidagilarga ega bo'ldik:
x < 0bo'lganda 5(x) = —1 —x,
X = 0 bo'lganda S(x) = 0,
x > 0 bo'lganda S(x) —1 —x.
Bulardan berilgan gatoming yaginlashuvchi va uning yig'indisi uzlukli
funksiya ekanligi kelib chigadi.

sinl4x sin2*x sin34x sinn4x
N T_ N

4. + + —

gator kuchaytirilgan gator ekanligi va uning hadlarini hosilalaridan tuzilgan gator
esa uzoqlashuvchi ekanligi ko'rsatilsin.
Yechish:x ning istalgan giymatida bu gator hadlari ning absolyut giymati

hadlari musbat bo'lgan yaqinlashuvchi
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sonli gatoming hadlandan kichik. Demak, berilgan gator kuchaytirilgan gator boiib,
y uzluksiz funksiyaga yaqinlashadi.

Berilgan gator hadlarining hosilalaridan tuzilgan

COSX + 22c0S24X + 32c0S24X + — (-N2C0SN4X + ==
gator uzoglashuvchidir. Chunki x = 0 bo‘lganda, y
1 + 22+ 32+ - +n2+ —

gatorga aylanadi. Bu gator esa uzoglashuvchidir.

5.1 + X + X2--x3 H--—-hxn H- qatoming yaginlashish oralig‘i topilsin.

Yechish: Dalamber alomatidan foydalanamiz. Bunda untl = xn+x va un =

xn ekanligi ma lum.
e
i lim = lim N = W\
n-oo] ur %00 Nn-»00
Demak, [x] < 1 boiganda, ya'ni (—1; 1) oraliqda gator yaginlashuvchidir.
X = —lvax = 1bo‘lganda gatomi Dalamber alomati yordamida aniglash mumkin
emas. Lekin x = —1 va x = 1 boMganda gatomi uzoglashuvchi ekanligini
ko‘rsatish giyin emas (Isbot gilish o‘quvchiga havola).
X* xn R . R R S
6. X+ —+ —+ —H- + — + e= gatoming yaqginlashish oralig‘i topilsin.

> X >#ﬂ+i
Yechish: UR = ;&M == (n+1)]

Dalamber alomatini qgo'llaymiz:

. 71+1 . xntl -n!
lim = lim

= lim 1= N\
M-»00 xn-(n+ 1)! 7lw00 IN + 1

lim — =0< 1
n+oo M -f 1

Limitning X ga bog'lig emasligi va birdan kichikligi tufayli berilgan gator x
ning barcha giymatlarida yaginlashadi.

7. 1+ X+ (2x)2+ (3x)3+ — F(nx)n+ gatomi yaginlashish oralig

topilsin.
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Yechish: Berilgan gatorni X = 0 bo'lganda yaginlashuvchi ekanligi ravshan.
X = 0 dan fargli hamma giymatlarda uzoglashadi. Chunki x ning noldan fargli har

ganday giymatida n -* 0 da (nnr)72 -» co.

8. X—y +y —y H—1(—l)nl1 H- darajali gatoming
yaginlashish radiusi topilsin.

Yechish: e, = (-1)"*l+ o,+l = (-1)»-1-.

Darajali gatorni yaginlashish radiusini topish uchun Dalamber alomatini

go'llaymiz.

Ro i . C(-1)"r n+1 o AN

T e e b T MR T T

Demak, berilgan gatoming yaginlashish radiusi R = 1 va yaginlashish
oralig'i (—1; 1) dan iborat ekan.

9. 1+ j™"X+ CN\)2*2+ @ 23+ darajali  gatomi
yaginlashish radiusi topilsin.

Yechish: Bu gatomi yaginlashish radiusini topish uchun

R ~ 1
JipV kJ

Koshi alomatidan foydalanish qulaydir. Unga asosan

1 1 , 6n + 5 6+ "
Ir/Q m—r = MKl =-=mmmmm = = LimM===——-= = 2,
1

3 n-icosn + 1 n-+00 3 -j- _
im (—-)n 6n+5
n->00 * "6n+S
Demak, R = 2.
10 1 —X + X2—X 3 H-—- K(—l)nxn H- darajali gator hadlab
integrallansin.
Yechish: Berilgan darajali qatorni yaginlashish oralig'i (—1; 1) oraligdan

iborat. Shuning uchun uni [0; t] ¢ (- 1; 1) kesmada hadlab integrallash mumkin. U

holda berilgan gatoming yig'indisi
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dan olingan integral gator hadlaridan olingan integrallar yig'indisiga teng bo'ladi

Ya'ni,

t

I dx X2 x3 x4
T N=T+X)=X-T+T-T+-+(-1T-"-r[+~,-1<x
0

< 1.
@®
) 1 1 1
Zsms ------ - (X - 4)n=sin31 +sin3- (x - 4) +sin3- (x - 4)2H-
= n+1 2 3

gatorning yaginlashish radiusi topilsin.

Yechish: Dalamber alomatidan foydalanamiz:

Lon 1 sinf
R=Jim, = A 7711+1 = lim svw (NN
TH0 a1 11 = -*°° \sin — - in—
+ 7142 n \SI{] Ir]/+2/n b3 \\sm N2,
_im+ 2\3
lim _
n-*00 ( SN ) =

Bu yerda biz limitni hisoblashda lim = 1 ajoyib limitdan foydalandik.

bo'yicha gator boigani uchun uning

Berilgan gator x —4 ning darajalari
yaginlashish sohasi —1 < x —4 < 1yoki 3 < X < 5 dan iborat boMadi.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar
1 Quyidagilardan gaysi biri funksional gator emas ?
% sin®nx

A" cos’nx
2) Z(gn + 1)2;
n:

L, (n+ 12;

00 00 .
A cos2nx + sinlnx

Z cosnx + sinnx
n+1)2 ; 4) Z n+ 1)2 [ ]
n=0 ( ) ) n=0 S )

2 + 3nx
(n"—=~)i" ~atorn’ [°'aKa > 0) kesmada yaginlashuvchi va

uning yig'indisi uzluksiz funksiyadan iborat ekanligi isbotlansin.
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3. IX] < 1 boMgandal 4-x + x2+ x3+ gatoming yigMndisi va qoldig'i
topilsin hamda [0,”] kesmada tekis yaginlashishi ko' rsatilsin.

4. Quyidagi gatorlarning qaysi biri ko‘rsatilgan kesmalarda kuchaytirilgan
gator boMadi ?

1) 1+5 + 5]+ 3T+ + e (0< *< 1);

2)I+f+y +y + -+~ +- (0S3JS1);

sinx , sin2x , sin3x , , sinnx , \
3) — +— + — + e+ — + - (0;2ir).

Javoblar: 1) kuchaytirilgan; 2) kuchaytirilgan emas;
3) kuchaytirilgan.

5. Quyidagi funksional gatorlami yaginlashish sohasi topilsin.

()] ()] @
7;:-lmgx—l 2 Ka nyjsin; 3) 7‘%’. (R

Javoblar: 1)(-00; -3] U(-1; +00); 2) X @]+ kn, K 6 z;

3)x ®-k (k=1,2,3,.)

1 Quyidagi funksional qatorlami yaginlashish sohasi topilsin.

11 1 V"1llgnx
71=1
i2v .3,
31, * '3 x ., \4 1
)N+ —  +— 4+ -AT + -
=1
Javoblar: 1) (-c»; - 1) n (1; +o0); 2) [04; 10];

3) (K- n<x< (fc+i)nk=0,£1,+2.. 4)(-00; +00).

7. Quyidagi darajali gatorlami yaginlashish sohasi topilsin.

X2 x3 x4
DIX+T +T +T~ 2) 2/~ 2)ym2n
71=0
@®
271-1
3) 1+ 21x + 3Ix2+ 41x3+ .. HN o (-1)""1 |
2n —
=1
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n=1 n=1

Javoblar: 1) [—1;1); 2) ; 3) fagat x = 0 da yaginlashadi.
4 [3; 5]; 5)(-00; +00); 6)\x\ < 4.
00
o Vv 1

Zj(n+x)(n+ X+ 1)

gatorni (—1; +°0) oraligda hadlab integrallash mumkinligini ko'rsating va
integrallang.
9. Quyidagi gatorlarning yaginlashish intervallari aniglansin va ularning
yig'indilari topilsin:
1) 1- 3x2+ 5x4- 7x6+ -

Ko'rsatma. Syig'indini topish uchun awal f* sdx topilsin.

ds & .
Ko'rsatma. Awal — topilsin.

Javoblar: 1) |x] < 1 bo'lganda ~—Xn2;

2)[—1; 1) bo'lganda —In (I —x).

85. Teylor gatori

Quyidagi berilgan
a0+at(x- x0) + a2(x - x0)2+ a3(x - x0)3+ ma+ an(x - x0)n+ - (1)
darajali gatoming yig'indisi (x0—R,x0+ R) yaginlashish oralig'ida ixtiyoriy
marta differensiallanuvchi biror S(x) funksiyani aniglashi ma’lum. Bunga aksincha
masalani, yani yig'indisi berilgan/(x) funksiyaga teng bo'lgan darajali gatomi
topish masalasini garaymiz. Bunda / ( x) funksiya biror x = x0 nuqta va uning biror
atrofida ixtiyoriy marta differensiallanuvchi deb hisoblanadi.

Aytaylik x = x0 nuqgtaning biror atrofida
fix) = a0+ al(x- xQ + a2(x - x0)2+ —+ an(x - x0)n+ - (2)
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tenglik o'rinli bo'lsin. Bundagi an(n = 0,1,2,...) koeffitsientlarni topamiz.
Berilgan gatordax = x0 deb olsak, u holda
«0 = /(*0)
boiadi. (2) darajali gatomi hadlab differensial lab
fix) = ar + 2az(x - x0) + 3a3(x - x0)2+ - + nan(x - Xq)"-1+ - tenglikni
hosil gilamiz va undax = x0 deb olib
<4 =/'(*)
ni topamiz. Oxirgi gatomi yana differensiallab
f"(x) = 2<la2+ 3 ma3(x - x0)+...+n(n - 1l)an(x - x0)N“2 + e=
darajali gatomi hosil gilamiz va unda x = x0 deb olib

r bl r (X o)
1-2 2!

ni topamiz. Bu jarayonni davom ettirib

a, =

PO oy

ni hosil gilamiz. Topilgan koeffitsientlardan foydalanib
fixO)+ LN (X-X0+E£-MN(X-Xx02+...+! " (x- Xo)n + 3)
ni hosil gilamiz.
Bu darajali gator fix) funksiya uchun Tevlor aatori deb ataladi.
Berilgan /(x) funksiya bo'yicha hosil gilingan (3) Teylor gatorini
garayotganimizda quyidagi 3 hoi boMishi mumkin:
(3) darajali gator x = x 0 nugtadan boshqa barcha nugtalarda uzoglashuvchi;
(3) gator yaqinlashuvchi, ammo uning yig'indisi berilgan/(x) funksiyadan
fargli boshqga funksiyani ifodalaydi;

?3) gator yaginlashuvchi va uning yig'indisi berilgan /(x) funksiyaga teng.

Demak,

/| « =]00)+ X" 1 bl + +...+

Ma’ lumki, biz ilgari
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fM =a* )+x"-1(x0) + (* 2fo)V "fa) +-+ - nf°)nr («.)
+ +finwW

Teylor formulasi bilan tanishganmiz. Bu yerda Rn(x) goldia had deb ataladi

va u quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
R,« =¥ I [ ("+)[+0(*-*0)],0 <9< 1.

Bunda n -» oo boMganda ftn(x) -> 0.
Agar Teylor gatorida x0 = 0 deb olsak, uholda Teylor gatorning xususiy holi

bo'lgan quyidagi Makloren qgatori hosil bo*ladi

fix) =/(0) +1f"i0) + J[f"i0) + - + £r/In)(0) + -

Bunday ko'‘rinishdagi darajali gqatorlar bir gator tatbiglarga ega.

Ba'zi hollarda  f(x)dx integral ostidagi f(x) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi elementar funksiya bo‘lmaydi va uni hisoblash qiyin bo'ladi. Bunday
hollarda f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi darajali gatorlar orqgali ifodalanishi
mumkin. Buning uchun integral ostidagi /(x) funksiyaning Makloren qatorini
topamiz va uni hadlab integrallaymiz.

Darajali qatorlardan differensial tenglamalami yechishda ham foydalanish
mumkin. Agar berilgan differensial tenglamaning y umumiy yechimini aniq topish
usuli bizga noma’lum bo‘lsa yoki y elementar funksiyalarda ifodalanmasa, unda
yechimni darajali gqatorlar yordamida topish mumkin. Buning uchun bu yechim

y = cO+ CXX + C2X 2+ e=+ CNXN -1 e=
darajali gator ko'‘rinishida izlanadi. Bu yerdagi noma’'lum cn(?i = 0,1,2,...)
koeffitsientlar darajali gatomi berilgan differensial tenglamaga qo'yish va hosil
bo‘lgan tenglikning ikki tomonidagi X o‘zgruvchining bir xil darajalari oldidagi
koeffitsientlami tenglashtirish orgali topilishi mumkin.

Misollar:

= sin* funksiya Makloren gatoriga yoyilsin.
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Yechish: Dastiab f(x) = sinx funksiyaning turli tartibli hosilalarini topamiz
va ulami x = 0 bo‘lgandagi giymatlarini hisoblaymiz:

/(x) = sinx,/(0) = sinO = 1,

f'(x) = cosx = sin (x + /'(0) = cosO = 1;

I"(x) = -sinx = sin(x + 2 = /" (0) = O;

/"™(*) = -cosx =sin(x + 3 m /™(0) =1,
/ K(X) = sinx = sin (X + 4 = fIv(0) = O;
[ ()(x) =sin(x+ne , /(<)(0)=sin(x+nm

Bulardan berilgan funksiyaning juft tartibli barcha hosilalari x = 0 bolganda
nolga tengligini ko'rish mumkin. Shuning uchun berilgan funksiyani Makloren
gatoriga yoyilmasida x ning fagat toq darajalari gatnashadi.

Uni yozamiz:

XN XN xn
sinx = X 3 + T - E(—I4)n+1 ---------------- h

2.f(x) = ex funksiya darajali gatorga yoyilsin.

Yechish: Berilgan funksiyani va uning hosilalarini x = 0 nuqtadagi
giymatlarini hisoblaymiz.

f(x) =ex; f'(x) =ft{x) =/""(x) = - =/H0 (x) = e*;
/CO) = /' (0) = /"(0) = /['"(0) = = /00(0) = = 1.

Demak, f(x) = ex funksiyaning darzgali gatorga yoyilmasi quyidagicha

bo'ladi:

r/ u \V X X2 x3 x4 Xn
* - + + + ...+

+ I

3-/(x) = e~* funksiya uchun Makloren qatori yozilsin.



Yechish: Berilgan funksiyani Makloren gatorini yozish uchun f(x) = ex
funksiya uchun yozilgan Makloren gatoridagi X ni—x bilan almashtirish kifoya.

Demak,

X X2 X3 X4 Xs xn
W = e-* = x Lo+ (-1

4.f(x) = cosx funksiya Makloren gatoriga yoyilsin.
Yechish: Bu funksiya uchun ham ixtiyoriy tartibli hosila mavjud va ular
f'(x) = -sinx, fix) = —cosx, /' (*) = sinx,
f'v(x) = cosx,fv(x) = -sinx, ...,/(n+4)(x) =/ (n)(X), n
=0,1,2,...
tengliklar bilan aniglanadi. Bu yerda quyidagi tengliklarga ega boMamiz: /(0) = 1,

r()=0 f"(0)=-1, f"(0) =0, /"*(0) = 1. / (2n)(0) = (-D n,
ne(2n+l) (0) = Oi

fix) = cosx funksiya uchun ham uning hosilalarini
f(n)(x) = cos(x 4 —n)

ko'rinishda yozish mumkinligini e’tiborga olib ixtiyoriy x uchun |/(n4*)] ~ 1
ekanligini ko‘ramiz. Demak, fix) = cosx funksiyaning Makloren qatori

(—o0; +00) oraligda yaginlashuvchi va

Y2 «4 yb6 yan
co« =1-- +- - - +" +(-)"— + ..

5.f(x) = (1 4-x)m funksiya darajali gatorga yoyilsin.
Yechish: Bu funksiyani hosilalarini topamiz:
fix') =m{ +x)m-\ fix) =m(m - 1)1 + x)m-2,

fix) =m@m- )(m - 2)(1 + x)m~-\ ..,

[ (n)0) = m(m —I)(m —2) ee (M —n -I-1)(1 4 x)m~n,n —0,1,2 ...
Berilgan funksiyani va uning hosilalarini X = 0 nuqtadagi giymatlarini

hisoblaymiz.
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1(0)=1,1°(0)=m, ["(0) = T(T—1), /' (0)

m(m - 1) (m - 2),..../(n)(0)

m(m - I)(m - 2) e.m(m - n+ 1).
Buiami berilgan funksiya uchun Makloren gatorini yozish formulasiga qo‘yamiz.

Natijada,
@+, ,)«.!'+ =+ +» (»-1)(»- 2)™ +

m(m —1) ..(m —n + 1)
+ + |7 Xn+
n!

gator hosil bo‘ladi. Bu gatorni binomial gator deb ataladi.
6.f(x) = In(l + x) funksiya uchun Makloren gatori yozilsin.

Yechish: Berilgan funksiyani va uning hosilalrini X = 0 nugtadagi

giymatlarini topamiz:

[(*) = In(l +Xx), /(0) =In(l+0)=Ini=0;

r w o~ . /'(0) =tto = 1i;

re(x)=TTTW' r '(0)=1'2

/"W = - r(0) =-1 m2m3;

I"(*) = MO) = 1e2 3 4;

I[<»>(*) = (-1r - 1.~ 1, F(o)=(-1)»- =(, - 1!

Topilganlami Makloren gatori formulasiga qo‘yamiz:

n2 x3 x4 Xn
In(l +x)=x- —+— - —+ .+ (-1)"-1— + ..
2 3 4 n
7. /(x) = sinx funksiya uchun yozilgan Makloren gatondan foydalanib

sinlO0Oni giymatini 10-5 gacha aniglikda hisoblansin.
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Yechish: 10° = — « 0474533 bo'‘lgani uchiin,

n I n . 1,n 1 n
SIinl°*'" 1 1-siW + 5ICTe) + "
Birinchi ikkita had bilan chegaralanib, quyidagi taqribiy tenglikni hosil
gilamiz:
n n 1/ n\3
sinl0°® = sin—

) = 0,173647.
18 18 6V18

8. f*e~x2dx integral hisoblansin.

Yechish: Bu integral ostidagi e-*2 funksiyaning boshlang'ich funksiyasi
elementar funksiya bo‘lmaydi. Shuning uchun bu integralni hisoblashda ex ning
yoyilmasidagi X ni —xz bilan almashtirib, integral ostidagi funksiyani qatorga
yoyamiz.

2 X2 X4 X6 ,t,Xx2n
e- I'=1- 1]+ 2!-3F +- + (-4 ~r + -
Bu tenglikni ikkala tomonini 0 dan a gacha chegarada integrallab, quyidagiga

ega bo'lamiz:

3 ab a’l

1 1m3 2im5 3!w7
Bu tenglikdan foydalanib a ning istalgan giymatida berilgan integralni

ixtiyoriy darajada aniglik bilan hisoblash mumkin.
9. integral hisoblansin.

Yechish: Dastiab sinx uchun yozilgan gatomi har bir hadini x ga hadma-had

boiib uchun gatomi hosil gilamiz.
] X3 Xs X7
SINX =X —— + —B—— + o=
3! 51 7!
bo'lganligi uchun
sinx X x4 x°

= 1~3T+ 5i“ 71+

bo'ladi. Bu gator x ning barcha giymatlarida yaginlashadi. Uni hadlab integrallasak:
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sinx a3 as a7
d H

J X 31-3 Ele5 71-7

)

hosil bo‘ladi. Bu yerda a har ganday bo'lganda ham qator yig'indisini istalgan

darajada aniglik bilan hisoblash mumkin.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1. f{x) = e~x funksiyani darajali gatorga yoying.
Javob: 1 —X + -— —+ -— — H—
20 3 4 5

2- fi(.x) = ex va f2(x) =e~x funksiyalami darajali gatorga yoyilmasidan

foydalanib <P\ix) = shx va qRix) = chx lami darajali gqatorgayoyilmasi yozilsin.
Javob: shx =+ £ +S +£ + ...; chx=1+$ +if+£ + ..

3. fix) = (1 + x)m funksiya uchun yozilgan binomial gatordan foydalanib

A\ (x) = va f2ix) = ~===funksiyalar darajali gatorga yoyilsin.
Javob: — = 1 —X + X2—X3 + ===
s = Dy 82 13543y
y/l+x 2 2-4 -4-6

Javob: In(l —x) = —* ~7 “ 7 ~ Terev -

5. /(x) = ~"7 ni X ning darajalari bo'yicha gatorga yoying.
Javob: 1 —Xx2+ x4 - X6 H— .

6. fix) = arctgx ni x ning darajalari bo'yicha gatorga yoying.
Javob: * -7 +7 -7 + - (-1<x<1).

7-fix) = ni x ning darajalari bo'yicha qgatorga yoying.
Javob: 1 —2Xx + 3X2—4x3+ = (—1< x < 1).

8. coslO® ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 0,9848.

9. sinl® ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.
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Javob: 0,0175.
10. arctg ™ ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 0,1973.

11. fix) = arcsinx funksiyani darajali gatorga yoying va undan foydalanib
arcsinl ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 1,5708.

12. f*A~dx ni 10“5gacha aniglik bilan hisoblang.
Javob: 0,94608.
13. j~e~xZdx ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 0,7468.
T

14. f* sin(x2) dx ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang
Javob: 0,1571.

§6. Fur'ye gatorlari

Y + a”osx 4+ b”Ninx + a2co0s2x -I-b2sin2x+...
yoki

a0 v
+ 20 cosnx + s>nnx) (1)
n=I
funksional gatorga trigonometrik gator deb ataladi. a0, an va bn (n=1,2,3,...) sonlar

trigonometrik gatorning kovfitsientlari deb ataladi.

Agar (1) gator yaginlashsa, uning yig‘indisi davri 2n boMgan f(x) davriy
funksiya boMadi, chunki cosnx va sinnx lar davri 2jr boMgan davriy funksiyalardir.

Aytaylik funksiya 2n davrlik davriy funksiya boMsin. Qanday shartlar
bajarilganda f(x) uchun berilgan funksiyaga yaginlashuvchi trigonome_trik gatomi
topish mumkin degan savolga javob beraylik. © vt

Davri 27t boMgan f(x) davriy funksiya (-f,it oraligda shu funksiyaga

yaginlashuvchi trigonometrik qat%)ni tasvirlasin, yani shu gatorni yigMndisi boMsin:

. ao V1 i
fix) = + 2/ (ancos nx + bnsin nx) (2).
n=1
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi funksiyadan olingan integral (2) gator
hadlaridan olingan integrallaming yigMndisiga teng boMsin deylik. Bu esa berilgan
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trigonometrik  gatorning  koyfitsentlaridan tuzilgan sonli qator, absolut
yaginlashganda, ya'ni
[“jf| + l«il + \&\+ |a2l + 1721+ + I*nl + (3)

musbat hadli gator yaginlashganda bajariladi.

Bu holda (1) qator kuchaytirilgan, demak, uni -n dan n gacha hadlab
integrallash mumkin. Bundan a0 koeffitsentni hisoblash uchun foydalanamiz. (2)

tenglikning ikkala gismini -n dan Kk gacha integrallaymiz:

00

J f(x)dx =J Y dx+ X ancosnxdx + j bnsinnxdx'j.
71—1

Bu tenglikning 0'ng tomonidagi integrallarni har birini alohida-alohidahisoblaymiz:

[ ao,
L~2 N
al T sin nx

I Oncosnxdx = On 1 cosnxdx = an = 0,
3-TT J—it

f fa
I "bnsinnxdx = bn sinnx dx = —bn--—--- = 0.
J-n J1T s

Demak,

f f(x) dx = na((
T
Bundan esa,

1[n
=-1 /0)dx

MnJ-+ )
Qatoming golgan koeffitsentlarini topish uchun bizga ba’zi bir aniq integrallar

kerak bo’ladi.

a0

Agar nvalc butun son bo'lsa, quyidagi tengliklar o'rinlidir: agar n ® k bo'lsa,

I cosnxcoskdx = 0,
J-1
t

f c‘osnx sinkdx = 0, (5)
tt

sinnxsinkdx = 0
| NE
Agar n = Kk bo'lsa,
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cos2kx dx = T,

I sin kx cos kx dx = 0, (p)
T
It

f sin2kx dx = it
(2) gatoming an va fen koeffitsentlarini topamiz.
fc ~ 0 bo'lgan biror giymatda ak ni topish uchun (2) gatoming ikkala
tomonini cos kx ga ko'paytiramiz:

(())
a0

/(Xx) coskx = — cos kx + ~ cos n* cos kx + bnsin nx cos /cx) (2')
n=1I

Bu tenglikning o'ng tomonida hosil bo'lgan gator kuchaytirilgandir. Shuning

uchun uni istalgan kesmada, jumladan, -n dan ngacha integrallaymiz:

/aTf A rit
I /(x)coskxdx=-y coskx dx +

00

- |1 K cos nx cos kx dx + bnj sinnxcos kx dx*
n=lI
(6) va (5) formulalarni etiborga olsak,
I f(x)coskxdx = ak I cos2kx dx = a0,

-7 T
bundan esa a0 = coskx dx. )

(2) tenglikning ikkala tomonini sin kx ga ko'paytirib, yana -n dan s gacha
integrallasak:
j f{x) sinkxdx = bk I sin2kx dx = bxT
J-n “-1T

bo'lib bundan esa bk = A f*nf(x) sin kx dx (8)  ni hosil gilamiz.

(4), (7) va (8) formulalar bo'yicha aniglangan koeffitsentlar fix)
funksiyaning Furve koeffitsentlari deb ataladi. Shunday koeffitsentli (1)

trigonometrik gator /(x) funksiyaning Fur've qatori deyiladi.
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Ta'rif. Agar [a,b] kesmam chekli sondagi xv X2, ...,xn_a nugtalar bilan
shunday (a,xr), (x1,x2) , (*n-i,b) oraliglarga bo‘lish mumkin boMsaki, bu
oraliglarning har birida berilgan funksiya monoton, ya'ni o‘smaydigan yoKki
kamaymaydigan boMsa, u holda/(x) funksiyani [a,b] kesmada boMakli monoton
deb ataladi.

Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada bo‘lakli monoton va chegaralangan
boMsa, ta'rifga asosan bu funksiya fagat birinchi jins uzulish nugtasiga ega bo‘lishi
kelib chigadi. Hagigatan agar X = ¢ nuqta/(x) funksiyaning uzilish nugtasi boMsa,
funksiyani monotonligidan

Jm/(*)=/(c-0),
MToH x)=Mc +°)

limitlar mavjud, ya'ni ¢ nugta birinchi jins uzilish nuqgtasi bo'ladi.
Teorema. Agar davri 2n boMgan f(x) davriy funksiya [-s,%] kesmada

boMakli monoton va chegaralangan boMsa, bu funksiya uchun tuzilgan Fur’'ye gatori
shu kesmaning hamma nugtalarida yaginlashadi. Hosil gilingan gatoming S(x)
yigMndisi /(*) funksiyaning uzluksizlik nugtalaridagi giymatiga teng. f(x)
funksiyaning uzilish nugtalarida qatoming yigMndisi funksiyaning o‘ng va chap
limitlari o‘rta arifmetik giymatiga teng boMadi, ya'ni agar X = ¢ nugta f(x)

funksiyaning uzilish nugtasi boMsa, u vaqtda

Davri 2n boMgan V(x) davriy funksiya uchun X har ganday son boMganda
ham quyidagi teglik oMinlidir:

fit rA+21T
¥'(*)dx = 1 «P(x) dx
J-iT h

Bundan 'f'(x) davriy funksiyadan uzunligi funksiyaning davriga teng boMgan,
istalgan kesma bo‘yicha olingan integral doimo bitta va fagat bitta giymatga ega

boMishi kelib chigadi.



Yugoridagi xossadan, Fur'ye koeffitsentJarini hisoblashda integrallash

oralig'i (—it, n) ni (X,X.42m) integrallash oralig'i bilan almashtirish mumkinligi kelib

chigadi. Ya'ni,
N r\+2n
bn- -1 f(x) sinnx dx (9).
Agar f(x) juft funksiya bo'lsa, /*,/(*) dx =2 /"/(*) (0)

bo'lishi, agar f(x) toq funksiya bo'lsa, u holda

I f(x) dx = - f(x)dx + I f(x) dx(11)
w-TT J—it Jo

bo'lishi bizga ma’lun.
Agar f(x) toq funksiya Fur'ye gatoriga yoyilsa, f(x) coskx ko'paytma ham

tock fix') sin kx esajuft funksiya bo'ladi, demak,

N i”
ao= —1 f(x)dx, ak= —f(x) coskx dx, bk
KJ-it tt

@12)
ya'ni toq funksiyaning Fur'ye qgatori “faqgat sinuslami” o'z ichiga oladi.

Agar juft funksiya Fur'ye qatoriga yoyilsa, f(x)smkx funksiya toq,

f(x) coskx esajuft funksiya bo'ladi, demak.

ya'ni, juft funksiyalarning Fur’'ye gatori “fagat kosinuslami” o'z ichiga oladi.
f(x) funksiya davri 21, ya'ni 2n dan fargli bo'lgan davriy funksiya bo'lsa, u

holda uni Fur'ye gatoriga yoyish uchun, dastlab

X =—t
m
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almashtirish gilamiz. U holda /(~) funksiya t ning davri 2n boMgan davriy

funksiyasi boMadi. Uni — < x < n kesmada Fur'ye qgatoriga yoyish mumkin:

|
/ (" =vy-+~ (akcos + bksinkt) (14)
k=I

a=. =S (P dm

bk=~ L /(") s,nkt dtm

Bunda

= dan t = xj, dt =j dx boMib,

Agar eski o‘zgaruvchi * ga gaytsak x

bu holda a0, ak va bk lar uchun quyidagilami hosil gilamiz:

1 , 1 f1 nkx n
a0=JJ fix)dx>a«=T1 f(x)cos— dx
15
1r _ nkx (15)
bk=jJ fix)sin— dx
Natijada (14) formula quyidagicha ko‘rinishni oladi:
@®
4 a0 \ 1¢( kn kn \
fix)-y+ > cos— * + bfcsin-y-* 1(16)
*c=i

Mavzuga oid yechimlari bilan berilgan topshiriglar
1. Davri 2n boMgan f (x) davriy funksiya quyidagicha aniglangan:
f(x) = x, —MN <x<n
Bu funksiya Fur'ye gatoriga yoyilsin.
Yechish: Berilgan funksiya boMakii monoton va chegaralangan. Demak, uni

Fur'ye gatorigayoyish mumkin. Dastiab Fur'ye koeffitsentlarini topamiz:



m=x,du = dx

1 1rn dv = cos kx dx
aK = - f(x) coskxdx = — xcoskxdx =
n nJ-il v = —sinkx
K
1 #x " "
- —sinkx oLt sin kx c&
tt'Vic 1 * K J-* /
1/T T cos kx
= — —sinkn + —sin(—kn) H— - 5—
tt \k K KE .
coskn coskn, _ .
O+ 0+ ) =0;
- K k2 k2
ok = £ {8(x) sinkx dx = F Lx dnkwax =
cos/cx n 1 1 2
Ih_l-x +- 1 coskxdx = (-1)k+l w7.
a0, ak, laming giymatlarini Fur'ye gatoriga qo‘yamiz:
rsinx  sin2x  sin3x _ . Ted stnfex +
IW =X -21]-j - — = e + (-D

Bu tenglik uzilish nugtalaridan boshga hamma nuqtalarda o rinlidir.
Qatoming har bir uzilish nugtadagi yig'indisi, uning o ‘ng va chap limitlarining o ‘rta
arifmetigiga, ya'ni nolga teng.

2. Davri 2nboMgan /(x ) davriy funksiya quyidagicha aniglangan:

_(°>- a3ar ~n<x<0
' ' 1x, agar 0<x<n

Bu funksiya Fur'ye gatoriga yoyilsin.
Yechish: Fufye koeffitsentlarini topamiz:

1r* Ire 1fn ire 1 X2 - T
a0 = - fix) dx = - OedXx H— | xdx = — X dX ———

0 ttJ Vv TTJ-tt 0 11Jo * 2

1In 1fn
at, = - \ f(x)coskxdx = - x cos kx dx
*J-ir vJ-n
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n

1 xsinkx T 1 1 coskx
I sin kx dx
T K 0o kd kn K 0
2
_ Ktoqg bo'lsa,
- k2n'
Kjuft bo'lsa, 0.
irn 1 x cos kx * i
x sinkxdx = - [ cos kx dx
m K ,
o +*.'0
1
-,agat K toqg bo'lsa,
= ———coskn = -
K 1 )
-~,agar kjuft bo'lsa.
Topilganlami Fur'ye qatori formulasiga qo‘yamiz:
n 2 /cosx co0s3X cos5x \ /sinX sin2* sin3x
Ne ) = 4-"(— + — + — +- ) + (— "_'_+___.)
Hosil boMgan tenglikda x = 0 deb olsak, u holda
7 00
n _V 1
8 ~2-,(2n-iy
n=1
3. 0 < x < 2n kesmada /(x) = X tenglik bilan berilgan 2n davrli funksiy

Fur ye gatoriga yoyilsin.
Yechish: Bu funksiya [-n; #] kesmada ikkita formula bilan beriladi: ya'ni,
F(x) =[x + 2n, -n<x< 0,
[ x, agar0<x < n.

Ammo berilgan funksiya [0,27r) oraligda bitta/(x) = x formula bilan ham
berilishi mumkin. Fur'ye koeffitsentlarini topishda integrallash oraligM ( - @, Tr) ni
(A, N+ 2nr) integrallash oraligM bilan almashtiramiz. Bunda Fur'ye koeffitsentlari
quyidagicha boMadi:

A+29 02T
ao=- | f[x) dx, ak=- f /(x) coskx dx,
a n{
SH2TT
bk = —j f(x) sinkx dx
n

Bunda A- ixtiyoriy son.
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A = 0 deb olib, berilgan funksiya uchun Fur'ye koeffitsentlarini topamiz:

2n 2n 2

I f I f 1 xr <N o
ao—~nj f(x) dx—n—]l xdx n 7 = 2n;

0 0

2n 2n

ak = —] fix)coskx dx ——_ xcos kx dx =
nJ T3

Iprsin/o: coskx
J U 0:
n[ K + K2

2n

I f | f
bk = —_ f(x)sinkx dx = - jrsin kx dx -
TJ nJ

0
x coskx sinkx 2N
mL
c K2 0
Demak,
2 2
f(x) = T—2sinx —- sin 2X —- sin 3x —- sin 4x —- sin 5qr------ .
4. fix) = [cosx] funksiya Fur'ye qatoriga yoyilsin.
Yechish: Berilgan funksiya (—oo; +00) da uzluksiz vax = | + +knik e z)

dan fargli barcha nugtalarda bo'lakli-uzluksiz hosilalarga ega. Bundan tashgari
berilgan funksiya davriy va uni davri n ga teng. Shuning uchun berilgan
funksiya ning Fur'ye qatori (—o0; +00) da berilgan funksiyaga yaginlashadi.

Funksiyajuft bo‘lgani uchun,

4 f 4 1 4 n 4 4
bn = 0, ao = —] cosx dx = —sinx 2 = -sin—---sin0 = -;
nJd n q T 2 T T
4 r 4
an= —_cosx mos 2nx dx = —'— =— _—(n 1,2,
ana-1 "

Shunday qilib,
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@®
2 4 v-'1(—l)n+ cos2nx
'COSX' = n+nnl__I 4n2—1

5. [—1,1] kesmada/(x) = [x] tenglik bilan berilgan 21 davrii davriy funksiy
Fur'ye qatorigayoyilsin.

Yechish: Berilgan funksiyajuft bo‘lgani uchun bk = 0 bo‘lishi ravshan.

1 2 2
-7 J 0 12 l;
i c r i ,
2 f nkx 21 f 0,agar kjuft bo'lsa,
ak=j Ixcos~j~dx = —y I xcoskxdx = < 41

-j,agar K toq bo Isa.
knj g q

Demak, berilgan funksiya’'ning Fur'ye gatoriga yoyilmasi,

n 3n (2p+ 7T
1 4/ COS-X CO0S—X COS— j m X
+ mJ + —F
2 ™ 32 (2p + 1)2

6 /(*) = arcsin(cos x) funksiya Fur’'ye gatoriga yoyilsin.

Yechish: Berilgan funksiya (-00; +00) da uzluksiz va x = kn(k Ez) dan
boshga barcha nugtalarda boMakli-uzluksiz hosilalarga ega. Bundan tashqgari
berilgan funksiya In davrli davriy funksiya. Shuning uchun uning Fur'ye gatori
(—o0; +00) da o‘ziga yaginlashadi.

Berilgan funksiyajuft bolgani uchun,
"o 21/ _.&*xlz 2(n2 n\_
w=ns (I- J =(T-1)=0
2 nHr- 1
- I/d ) cosnxdx = -- - ((3]2 ------ ) (n = 1,2,..).

Shunday qilib,

2V ((-D n- 1) 4 cos(2k + I)x
nLu n TE:E) 2k + 1)2

n=1

(—o00 < x < -foo).
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Mustagqil yechish uchun topshiriglar
1 Davri 2nboigan

f—x, agar —K< x < 0 bo'lsa,
I x,agar 0 < x < >kbo'lsa.
funksiya Fur'ye gatoriga yoyilsin

Yavob:  F{N) . FLEOSX 4 0SIK , COSSX gy COSIZPHX ),

2. Davri 2n boMgan

, —1,agar - >X< x < 0 bo'lsa,
( lagar 0 < x <> bo'lsa.
funksiya Fur'ye qatoriga yoyilsin.

j'%voi;: /r(*\) :4_[5[irlx " iinax " sin5x P _sig(ZpJ;rl}x+

s : g

x2(— < x < > funksiya Fur'ye gatoriga

3. Davri 2n boMgan fix) =

yoyilsin.
Savo: fix) —x? = 2 JROE_o2e o\
4. fix) —— - — funksiya {—K>K) oraligda Fur'ye gatoriga yoyilsm.

€0S 2X cos 3x cos4x .
Javob: cosx — 1

'—~N,apar —kK< X < 0bo'lsa,
5 fix) =
,2~(Tr —x), agar 0,< x < >bo'lsa.
funksiya (—K&>K) oraligda Fur'ye gatoriga yoyilsin.
Javob: sinx + ’ésian + gsin3x +
—1,agar —>K< x < 0 bo'lsa,
6 f(x) ={-2, agar 0 < x < >bo'lsa.
funksiya Fur’'ye gatoriga yoyilsin
1 6 r 1lsin(2n+ I)x
,avob: ~ 2~ »%0 (2n+ 1) =
7. fix) = >k+ x funksiya (—1 < x < >X oraligda Fur'ye gatoriga yoyilsin.
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Javob: fix'! = w+ 2 (sin* - ~
8. Quyidagi davri 21 bo'lgan funksiyalar Fur'ye gatoriga yoyilsin.
1) f(x) = 10<x<lva /(-*) = -fix);

2) f(x) l-x,0 <x <lva f(-x) =fix), 1= 1.

3a f(x) = f0,a9Qr ~ 1< x~ 0
(x, agar 0 <x <1 bo'lsa.

Javob:

Srrar

i) f[g_” I|'a + _:lSmiX-}- }S"n_ + 0.10];

1, 4 [cosjtx , COS3Trx ,
2L 12 32 " J;

n n AT 3 j i H '
) st £ oo Y e B st

N



IV BOB. KARRALI INTEGRALLAR
81. Ikki o‘Ilchovli integral

Oxy tekkislikda L chizig bilan chegaralangan D yopig sohada uzluksiz
boMgan 2 = f(x,y) funksiya berilgan boMsin.

D sohani ixtiyoriy chiziglar bilan n ta boMakka boMamiz va u boMaklami
A51(A52/ A53, ..., A5 lar bilan belgilaymiz. Ular D sohani n ta boMakga
boMgandagi boMakchalarning yuzalarini bildiradi. ASj yuzlanning har birida Pt
nugtalami tanlaymiz (1-chizma). U holda PItP2, , P nugtalar hosil boMadi.
Funksiya'ning bu nugtalardagi giymatlarini f{P\)>f(P2)>->f(J)n) *ar bilan

belgilaymiz va quyidagi yigMndini tuzamiz:

n

V, =/(P,)ii5, + f(P2AS2+ - + AP,)A6, =Y f(pNe c (1)
£=1

BuyigMndi D sohada f(x, y) funksiya uchun integral yigMndi deyiladi.

Agar D sohada f(x,y) > 0 boMsa, u holda har bir/(Pj)A5j go‘shiluvchini,
geometrik jixatdan asosi ASt ga, balantligi esa/(P i) ga teng boMgan silindrchanmg
hajmi deb garash mumkin.

\h yigMndi, ko'rsatilgan elementar silindrchalar hajmlarining yigMndisi

boMadi (2-chizma).
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Berilgan D soha uchun f(x,y) funksiya yordami bilan tuzilgan integral
yig'indilarining D sohani A5(bo‘laklargaturli usullar bilan bo'lishdan hosil gilingan
ixriyoriy

—Kik>— (2)
ketma-ketlikni garaymiz. nk -* oo da AS; yuzlarning eng kattasini diametri nolga
intiladi deb olamiz.

Teorema. Agar f(x,y) funksiya D yopiq sohada uzluksiz va n -» oo da ASt
yuzaning eng katta diametri nolga intilsa, u holda (1) integral yig'indilaridan hosil
boMgan (2) ketma*ketlikning limiti mayjud boMadi. Bu limit (2) shakldagi har
ganday ketma-ketlik uchun bir xil va u D sohani ASj yuzga boMish usuliga hamda
bu A5tyuz ichida Pt nugtani tanlab olish usuliga bogMiq boMmaydi.

Bu limitga f(x,y) funksiya'ning D soha bo'yicha olingan ikki oMchovli

integrali deyiladi va

dxdy

”H/(P) ds yokij !f(x, y
D D

ko'rinishda belgilanadi.
Demak, quyidagi tenglik o'rinlidir:
n

«@liEko S /M)ASI = I1f ~  dxdy
t= D

Bu yerda D soha integrallash sohasi deyiladi.

Agar f(x,y) > 0 bo'lsa, f(x,y) funksiyaning D soha bo'yicha ikki
oMchovli integrali z = f{x,y) sirt, z —O0 tekislik va yasovchisi 02 o'giga parallel,
yo'naltiruvchisi esa D sohaning chegarasidan iborat silindrik sirt bilan
chegaralangan jismning hajmini bildiradi.

Teorema. Ikki funksiya yigMndisining D soha bo'yicha olingan ikki oMchovli
integrali ularning har biridan shu D soha bo'yicha olingan ikki oMchovli integrallar

yig'indisiga teng.
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y) + <py)] ds = \]\] f(x,y)ds + \]\] <p(x,y) ds (4)

D D D

Teorema. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini ikki oMchovli integral belgisi oldiga

chigarish mumkin: agar ¢ o‘zgarmas son boMsa, u holda:

\]\] cf(x,y)ds = c\]\] f(x,y) ds (5)
D D

Teorema. Agar D soha ichki umumiy nuqgtalarga ega bo‘lmagan va D2
sohaga bo‘lingan bo‘lsa va f(x, y)funksiya D sohaning barcha nugtalarida uzluksiz

bo‘lsa, u holda:

\]\] fix,y)ds = \]\] fix,y) ds+\]\] fix,y) ds (6)
D O 2

y = (fliix), y = 92(X)((p"x) < 92{x)), x = a x = b (a < b) chiziglar
bilan chegaralangan D sohani Oy o'qga parallel boMgan har ganday to‘g‘ri chiziq
(D sohaning ichki nugtasidan oMuvchi) uni fagat ikkita Nx va N2 nugtalardagina
kesib oMsa, u holda D sohani Oy 0‘q yo‘nalishida to‘gMi boMgan soha deyiladi. Ox

0'g yo‘nalishida to‘g‘ri boMgan soha ham shu kabi aniglanadi (3-chizma).
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Ham Ox, ham Oy o'glar yo'nalishida to'g'ri bo‘lgan sohani gisqacha to'g'ri
soha deb ataymiz (3-chizma).
f(x,y) funksiya D sohada uzluksiz boMsin. Quyidagi ifodani garaymiz:
b/ KX \

Jd= (( [ f(x,y)dy\dx(7)
a \<Pi(*) /

Bunga f(x,y) funksiyaning D soha bo‘yicha olingan ikki Kkarrali integrali deb
ataladi. Uni hisoblash uchun x ni o'zgarmas deb garab, gavs ichidagi y ga bog'liq

integralni hisoblaymiz. Integrallash natijasida x ga bog'lig funksiya hosil bo'ladi:

<Pr(x)
®(x) = | f(x,y)dy(8)
PR
Bu funksiyani x bo'yicha a dan b gacha chegarada integrallaymiz.
b
Jo ~ f &(x)dx 9)

a

Natijada biror o'’zgarmas son hosil bo'ladi.

D soha x o'zgaradigan (a dan b gacha) oraligning hammasiday = <Pi(x),
Y ~ (Pii*) funksiyalardan birini analitik Ifodalab bo'Imaydigan soha bo'lib qolishi
mumkin.

Masaian, a < ¢ < b bo'lib, [a,c] kesmada 9x(x) = ip(x), [c,b] kesmada
<PiO) = JI(x) bo'lsin. Bunda rp(x) va A(x) funksiyalar analitik usulda berilgan (4-

chizma). Bu holda ikki karrali integral quyidagichayoziladi:



y=cp2Ax)

4-chizma

Ikki karrali integral bir gator xossalarga ega:

1-xossa. Agar Oy o‘q yo'nalishida to'g'ri bo'lgan D sohani Oy yoki Ox
o'qga parallel to'g'ri chiziq bilan ikkita Dt va D2 sohalarga bo'linsa, u holda D soha
bo‘yicha olingan ikki karrali }D integral Dx va D2 sohalar bo'yicha olingan ikki
karrali integrallaming yig'indisiga teng bo'ladi, ya'ni

Jd = Jax + Jd2 n)

Natija. Agar D sohani koordinata o'glariga parallel to'g'ri chiziglar bilan

istagancha Dt, D2, ... Di to'g'ri sohalarga bo'lish mumkin bo'lsa, u holda
Jd ~ Jdi +Jd2 + — bJdi (12)

o'rinlidir.

2-xossa. f(x,y) funksiyaning D sohadagi eng Kkichik va eng katta giymatlari

m va M ga, yuzi esa 5 ga teng bo'lsa, u holda quyidagi munosabat o'rinli bo'ladi:

(13)

3-xossa. f(x,y) uzluksiz funksiyaning D soha bo'yicha olingan ikki karrali
integrali, D sohaning 5 yuzini funksiyaning D sohadan olingan biror P nuqgtadagi

giymatiga ko'paytirilganiga teng, ya'ni
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b [ <Pr(X) \
\] 1 \] f(x,y)dy\dx = f(P)-S (14)
a \<Pi(*) /
Teorema. f(x,y) uzluksiz funksiyaning D toaq'ri soha bo‘yicha olingan ikki

oMchovli integrali funksiyaning o ‘sha soha bo‘yicha olingan ikki karrali integraliga

teng, ya'ni
b/ <A \
\]\] f(x,y)dxdy = \] | \] f(x,y)dyjdx (15)
D a V-paCx) /

V= 1FKyas = {{ £{*>y)cbey

Ikki oMchovli integral geometrik jihatdan Z = f(x,y) sirt, Z = 0 tekislik va
yasovchisi Oz o‘qga parallel, yo‘naltiruvchisi esa D sohanmg chegarasidan iborat
boMgan silindrik sirt bilan chegaralangan jismning hajmini bildiradi. Shuning uchun

ikki oMchovli integraldan jismlarning hajmlarini topishda foydalanish mumkin.

2=dr(xly)

Z=0i(x:y)

5-chizma
Agarhajmi izlanayotganjism, yuqoridan Z = ®2(*>>0 > 0 sirt, quyidan Z =
® 1(*,y)>0 sirt bilan chegaralangan va ikkala sirtning Oxy tekislikdagi

proyeksiyasi D sohadan iborat boMsa, u holda bu jismning V hajmi ikkita silindrik
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jism hajnilarining ayirmasiga teng bo'ladi. Bu silindrik jismlardan birinchisining
pastki asosi D sohadan, ustki asosi Z = ®2(x,y) sirtdan, ikkinchisining pastki asosi

D sohadan, ustki asosi Z = ®dx(x,y) sirtdan iboratdir (5-chizma).
Shuning uchun bu holda V hajm

ikkita ikki o'lchovli
ayirmasiga teng:

integrallaming

D

(16) formula ®dx(x,y) va ®r(x,y) funksiyalar manfiy bo‘'Imagandagina
emas, balki ular ®2(*,y) > $i(x,y) munosabatni

ganoatlantirganda ham
o'rinlidir.

Agar D sohada f (x,y) funksiya o'z ishorasini o'zgartirsa, u holda sohani ikki
gismga ajratamiz: 1)/(x,y)> 0 bo'lgan Dn soha; 2)/(nr,y)<0 bo'lgan D2

soha So'ngrabu sohalar bo'yicha ikki o'lchovli integrallami hisoblaymiz.
Agar

D

integralda f(x,y) = 1, bo'lsa, uholda integrating ko'rinishi

D
bo'lib, u D sohaning yuzini bildiradi. Demak,

D
Agar D soha to'g'ri soha bo'lsa, u holda yuza
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b/ <Pi)  \ b
S=J( | dyJdx =] [gR() —<px(\dx
a \<Pi(*) / a
ga teng boMadi.
z = f(x,y) sirt, z = 0 tekislik va yo'naltiruvchisi D sohaning chegarasidan
iborat boMgan to‘g‘ri chiziq, yasovchisi esa Oz o‘qga parallel silindrik sirt bilan
chegaralangan jismning V hajmi, f(x,y) funksiyadan D soha bo'yicha olingan ikki

oMchovli integralga teng, ya'ni

= ff f(x,y)ds.

Misol lar:
1-ff(x2+y 2+ 1)ds

ikki oMchovli integral hisoblansin. Bunda D soha —l1<x< 1, 0<y<2

tengsizliklar bilan berilgan.

Yechish: Bu yerda f(x,y) = x2+ y2+ 1 boMib, u D sohada uzluksiz.
Shuning uchun berilgan ikki oMchovli integral mayjud. Uni ikki xil usul bilan
hisoblashimiz mumkin.

1-usul.

1 2
ji(x2+y2+ 1)ds = | dxj(x2+y2+ Ddy = j (x2y +Y +vYy) dx =

D -1 0 i 0

= /(2x»+ ! +2)d«- [ ~ 2+y)n = ("~ +1n
1 1 4

14 14 32

+T +T =T

2-usul.
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2 1
\]\](x2+ y2+ 1)ds = \] dy \](x2+ y2+ 1)dx = \] dy -2 \] (x2+y2+ 1)dx
0 -1 o] 0

=2\](y + XYr+ *) dy=2J +y2+1)dy =23 (y2+ dy =
0 0 0 0

(y3 4 \ 2 /8 8\ 32
“2(T +3y “2w3+3)" T’

2. \]\] xyjl + (x2—1) sin2y ds

integral hisoblansin. Bu yerda D sohax = 0, x — 1,y = ¥ = ~ chiziglar bilan
chegaralangan.

Yechish: Integral ostidagi funksiya D sohada aniglangan va uzluksiz.

Shuning uchun uning ikki o'lchovli integrali mavjud.

JJ xJl + (x2—1)sin2y ds = \] dy\] Xyll + (x2—1) sin2y dx

d 1 [o]

[T+ (*2- 1)sin2y]2

[ 2sin2y 3
+ (x2—1)sin2y)3 dy =
3/sin2y 7~ ( ) y) y
1f 1 , 1f1-cosSy,
= = (1 - cos y)dX —_

3J sm2y S Ay

1 1- sin2y

cosy dy —

3J \sin2y sin2y
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1/6 - 2\[2 - >/2\ 1/6 - 3n/2\ V2
3(-—---2-—-UN (— )=1-T-

Biz berilgan integralni hisoblash uchun dastlab "x" bo‘yicha, so‘ngra "y"

bo‘yicha integralladik. Agar dastlab "y" bo‘yicha integrallamoqchi bo‘lsak, u holda

/ yjl + (x2 —1) sin2y dy integralni hisoblab boMmas edi.

6-chizma

3.jJ (2x +y) ds
D
ikki oMchovli integral hisoblansin. Bu yerda D soha x2+ y2 = 9, x2+y2= 25

aylanalarvay - 0,y = 3 (x>0) to‘g ri chizaglar bilan chegaralangan.

Yechish: Dastlab D sohani tasvirlaymiz (6-chizma).

Xx2+y2=9vax2+y2=25Ilardan Xj = /9 - y2vax2= 25 -y 2 lami hosil

gilamiz. Shunday qilib,

3 V2s-y2 J
\]J(2x+y)ds=\] dy \] (2x +y) d*=/ (x2+ xy) dy =
O 0 j9-y2

3

=J M5 —y2-9 +y2+Yp/25-y 2-yv”" -y 2)dy =
0
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J (16 +yY25-y 2-yn/9- y2) dy =

0

178
3

[16y —j(25 —Y2)1+i (9 - y2)lI]

4./(x,y) = x+ 2y funksiyadan y = 8x , y=-x va x=1, x —3
chiziglar bilan chegaralangan D yopiq soha bo'yicha olingan ikki o'lchovli integral
hisoblansin.

Yechish: Dastiab D sohani tasvirlaymiz (7-chizma).

XX 2 < 8x tengsizlikni yechib 0 < x < 16 ni topamiz. Chizmadan cp”x) =

ijc2, (P2(x) — 8* debgaraymiz. Bu funksiyalar [1,3] kesmada uzluksizdir. Shuning

uchun biz
b <PA*)
1J £(x.yyds =] ax | foxydy
€M

formuladan foydalanamiz. Demak,
. 3 8x 8X
jf(X +2y)ds = Jdx J (x + 2y)dy = J(xy +y2) 1 2dx =
D iV r

r , X3 , 1 / , X4 xb\
=J(8x -y +64x - 2x4)dx="24x -g - 20J = 6021

5.y = 2- x2,y = x chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzi topilsin.

Yechish: Berilgan chiziglami kesishish nuqtalarini topamiz (8-chizma).



Kesishish nugtalarida ordinatalar teng, ya'ni X = 2 - x2.Bundan X2+ +x - 2= 0,
Xt=—2, Xx2= 1. Shunday qilib berilgan chiziglami kesishish nuqtalari

Mi(—2; —2) va/Jl2(1; 1) lardan iborat. Demak, izlanayotgan yuza:

112'** \ 1 1
5=11dxdy = f (1 Jdx = Jy R~*2dx= J(2-x2-x)dx =
-2 \ X -2 -2
, x3 x2 1 18 1
D —
3 2 _2:2+4-3-3-2+2=4'5'
6. X —0,y —0,x+y + z —1, z—0 sirtlar bilan chegaralangan jismnin

hajmi topilsin.

Yechish: Dastlab, berilgan tenglamalar bilan aniglangan sirtlami yasaymiz
(9-chizma).

Izlanayotgan hajm

V= J\] (1 —x —y) dydx
D
bo'lib, bu yerda D sohax = 0,y = 0,*+y = | chiziglar bilan chegaralangan

uchburchakdan iborat. Undan x = 0, x = 1,y = 0,y = | - x ekanligim topamiz.

Shunday qilib, izlanayotgan hajm quyidagicha topiladi:

1 1x
V=\]\]q.— X - y)dydx:\]dx\]—(l—x—y)dy:
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-ar)2
:J(y.*y.y) dx X(l-X)-(l an dx =

1 1
dx = j~(l-x)2dx=-~(l1-x)3

Demak, V = 5 kub. birlik.

Mustaqil yechish uchun topshiriqglar
1 Quyidagi ikki karrali integrallar hisoblansin.
1 2x 4 Yy

1) j dxj (x-y + 1)dy; 2)\dle 2+y2dx
-2 [¢]

0 X
r 3 o] yi
3) j dxj (x2+ 2xy) dy; 4) j dyj (x+ 2y)dx;
0 0 -r 0
1 7] S S-X
5) \] dv] e* du; 6) j dxj a4+ x+ydy.
0 o o o
e—1 506
Javoblar: 1) 2) 6jt; 3)26; 4) —11,2; 5) a6 g
2. jj xydxdy
D

ikki oMchovli integral hisoblansin. Bu yerda D soha:

)x=0, x=4a y=0 y—b tolg'ri chiziglar bilan chegaralangan
to‘g'ri to' rtburchak;

2) 4x2+ y2 < 4 ellips;

3) y = x —4 to'g'ri chizig vay 2 = 2x parabola bilan chegaralangan shakl.
Javoblar: 1) ;. 2)0; 3)90.

1 Quyidagi ikki oMchovli integrallar hisoblansin:

1) jj x Inydxdy Dsoha: 0 < x < 1, 1<y < ¢

D
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2) N (cos2n + sin2y)dxdy,Dsoha: 0 < x< -, O0<y<~-
NV) 4 4

3) JJ(x-y)dxdy; Dsoha:y =2- x2, y=2x- 1
D

chiziglar bilan chegaralangan.

4)jj (x + 2y) dxdy; Dsoha: y = x, y = 2X, X = 2, X =3
D

chiziglar bilan chegaralangan.
Javoblar: 1) 8; 2) 7 ; 3)4~; 4)25j.

4. Quyidagi integrallar hisoblansin:

12 4 2 2 Xy/3
1) j IJ(x2+y2)dxdy; 2)J3J 3) J J xydxdy.
0 1 31 1 x
Javoblar: 1) 3 2) Ina; 3) e

5. y2 = 2x parabola vay = x to‘g‘ri chizig bilan chgaralangan shaklning
yuzi hisoblansin.
Javob:
3
6. y2= 4ax, x +y = 3a, y = 0 chiziglar bilan chgaralangan shaklning

yuzi hisoblansin.

7.y = sinx, y = cosx, y = 0 chiziglar bilan chgaralangan shaklning
yuzi hisoblansin.

Javob: 72 —1.

8.y = x2 parabola vay = x + 2 to'g'ri chiziq bilan chgaralangan yuza
topilsin.

Javob: 4,5.
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9. Quyidagi chiziglar bilan chgaralangan yuzlar ikki o'Ichovli integrallar bilan

yozilsin va hisoblansin:

1l
»

1)xy =4, y =X, X
2)y=x2 4y = x2, y = 4
3)y = x2, 4y = X2, X = £2;
4)y2=4+x, x+ 3y =0.

Javoblar: 1) 6 - 4In2; 2)105; 3) 4; 4) 20 &

10. Yuzlari
.1 2l-xl o] .0
1) J dx J dy; 2) \] dy J dx
(e} X -2 yr-4

integrallar bilan ifodalanuvchi sohalar yasalsin va yuzlar hisoblansin.
Javoblar: 1) 1\; 2) —.
6 3

Quyidagi sirtlar bilan chgaralangan jismlaming hajmlari hisoblansin:
1) z=x24y2 x+y =4 x=0, y=0, z=0;

2) z=x2+y2 y=x2, y=1 z=0;

32]_a+E)+E::1> =0 ¥y=0 z=0;

4) z=0, x2+y2=1 x+y +z=3.

Javoblar: 1)421; 2)~; 3)27; 4)3n.

§2. Qutb koordinatalaridagi ikki oMchovli integral.
Sirtning yuzini hisoblash

Q,p qutb koordinatalar sistemasida berilgan D sohaning ichki nugtasidan
o'tuvchi har bir nur bu soha chegarasini ikkitadan ortiq nugtada kesmasin. D soha
p = ®r(0), p= ®2(0) egri chiziglar hamda 9 = a, va B = (3 nurlar bilan

chegaralangan. Bunda ®r(9) < ®2(9) va a < /? deb olamiz (1-chizma).

-182-



1-chizma

D sohani biror usul bilan ASIt 452, ..., A5Myuzlarga bo‘lamiz va
@®

L ,=£/(P*)-45, (1)
k=1

yig indini tuzamiz. Bunda Pk nugta Sk yuzning ixtiyoriy nuqgtasi. 5" yuzlarning
eng kattasini diametri nolga intilgandagi (1) yig‘indining limiti F(0,p) funksiyadan

D soha bo'yicha olingan ikki o‘Ichvli integraldan iborat, ya’ni

V=jjF(e,p)ds (2)
D

Bu ikki o‘Ichvli integral quyidagicha hisoblanadi:

Pf ¥m) \
= [( f F(eip)pdplde 3)
a \dr(s) )

Agar birinchi integrallashni B bo'yicha, ikkinchisini p bo'yicha bajarsak,
yugoridagi formula

p2 | wz(Pz) \
y=fl ( f(9.p) de\pdp (4)
Pi  \«>I(pl) /

ko‘rinishda bo‘ladi.

To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida

\]\] fix, Y) dxdy
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integralni hisoblash talab gilingan boMsin. Agar D soha B,p qutb koordinatalaridagi
to'g‘ri soha boMsa, u holda berilgan ikki oMchovli integralni qutb koordinatalarda
benlgan ikki karrali integralni hisoblashga keltirish mumkin. Bunda x =
pcos0, y = psinfl, f(x,y) = /(p cos0 ,psinB) = F(G,p) boMgani uchun

quyidagini hosil gilamiz:

P/ *2wW \
\]Jf(x,y)dxdy = \] | \] f (p cos 0,psinB) pdp j dd (5)
D a \<MO0) /

Ba'zi hollarda berilgan ikki oMchovli integralni to‘ghridan-to‘g‘ri hisoblash
maMum giyinchiliklarga olib keladi. Bunday hollarda o‘zgaruvchilarni almashtirish
orgali uni hisoblash qulay boMadi. Bynda biz x va y lami yangi u va v
o'zgaruvchilarning funksiyasi sifatida, ya'ni

x = cp(uv), y = xp(u,v) (6)

deb olamiz va quyidagi formulani hosil gilamiz:

\]\] f(x,y) dxdy = JJ F(u, t7) \J\dudv (7)
D D'
Bu odatda ikki oMchovli integralda koordinatalami almashtirish formulalan
deb ataladi. Bu formula D soha bo‘yicha olingan ikki oMchovli integralni

hisoblashni, uni hisoblashni osonlashtiradigan D' soha bo'yicha olingan ikki

oMchovli integralni hisoblashga olib kelishga imkon beradi. Bu yerda

dip dp
du dv

= gip ol (8)
du dv

determinant <p(u,v) va Ku,v) funksiyalaming funksional determinant deb
ataladi. Bu determinant Yakobian deb ham yuritiladi.

Ikki oMchovli integral yordamida biror z = /( x, y) sirtning yuzini

-1 <

formula yordamida hisoblash mumkin.



Agar sirtning tenglamasi * = ~(y,z) yoki y = A(x,z) ko'rinishda berilgan

bo'lsa, u holda sirtning yuzini hisoblash formulalari

a=11]11+® 2+(£ ) dxdz (10)

a= Il 1t R (§) du

ko'rinishda bo'ladi. Bunda D' va D" sohalar berilgan sirt proyeksiyalanadigan Oyz
va Oxz tekisliklarda yotuvchi sohalardir.

Misollar:
1-ffD (25 - x2- y2) dxdy integral hisoblansin. Bu yerda Dy = V9 - x2

vay = VI6 - x2yarim aylanalar bilan chegaralangan yopiq sohadan iborat.
Yechish: Bu integralni bevosita hisoblash murakkab bo'lib u bir qgator
giyinchiliklar tug'diradi. Shuning uchun uni hisoblashda x = rcos<p, y = rsirup
almashtirishlar yordamida qutb koordinatalariga o'tamiz. D sohaday > 0. Bu esa
sincp >0, o <<p <n ekanligini bildiradi. Ikknchi tomondan n/9 - x2 <y <
V16 -x 2 bo'lib, undan 3 < y/x2+ y2< 4yoki3 < r < 4.r bo'yichar = 3 dan
r = 4 gacha integrallaymiz, < bo'yicha esa @= 0 dan <9P= n gacha
integrallaymiz. Bunda D soha r =3, r =4, 9= 0, = n chiziglar bilan

chegaralangan r<p tekislikdagi G sohaga akslanadi. Tegishli almashtirishlarni

3
e'tiborga olsak, /(x,y) = (25 - x2- y2)S funksiyadan f(rcos(p,rsin<p) ==

3
(25 —r 2)! funksiya hosil bo'ladi.
Demak,
T 4

jj(25- x2- y2)dxdy=jj(25- r2)lrdrdep = j dipj r(25- r2)ldr =
G 0 3

;J az{ *>4 | 781 E 781



2. Qutb koordinatalariga o'tib Jjyjx + y' dxdy integral hisoblansin.
D

2 2
Bu yerda D soha x +y doiraning birinchi choragidan iborat.

Yechish: x = rcos<p, y = /sin#> almashtirish gilamiz:

ANIX"+y dxdy= W cos'<P+r sin'<Pr drdep =

. . n
=Jfdrd<p = Jdtp]rdr = £j/jd<p = jd<p =~
0 6
3. Qutb kordinatalariga o'tib I3 n » 2-f dxdy integral hisoblansin. Bunda
D soha x2+ y2=e2 va x2+ y2 = e4 aylanalar bilan chegaralangan halgadan

iborat.

Y echish + / }pbcdy—dInr erdrdcp= 2J In/ mrdrdcp =

2JddtpJdrinrdr=2J Inr- - d(p = a-e2(ze2~ 1)

4. (x2+ y2)2 = 2a2xy lemniskata bilan chegaralangan yuza topilsin.

Yechish: X= rC0S$>, V= /*sin almashtirishlar yordamida egri chiziq
tenglamasini qutb koordinatalari orgali yozamiz. Bunda
r =2a sin p-costp - d sin 2<p hosil bo'ladi. Bundan tashgari qutb burchagi

(p noldan | gachao‘zgaradi. Shunday qilib,

7 age i — 2
n =4 rdrdcp =4 Jd(p Jdrc/r =2 Jr1 J dtp = 2a Jsin 2(pd(p

=-a cos2(p j=a
0

5. jj rgincpdrdcp integral hisoblansin Bunda D soha r = a
D

qj=— va (p=7r chiziglar bilan chegaralangan doiraviy sektordan iborat.



Yechish:r = a aylanava qutb o' gi bilan ,,JUL va
2

giluvchi nurlar yordamida markazi O qutbda joylashgan OAB doiraviy sektomi
hosil gilamiz ( 1-chizma).

burchaklar hosil

Dastiab r bo'yicha, keyin esa p bo'yicha berilgan ikki o'lchovli integralni
hisoblaymiz va quyidagiga ega bo'lamiz:

. . . ~r
J(r sin p ) drd(p= Jsincpdep J rdr = J(sin cp— ad<p: a Jsin cpdcp
D n 0 n 2 ! n
2
2 (cos(p) J | (-cosnr+cos~)=~ (i+0)=-2
2 z 1 2

6. r = acoscp, r = bcos@ (b>a>0) chiziglar bilan chegaralangan yuza
topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamalar qutb koordinatalar sistemasida aylanalami

bildiradi. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan aylanalarni yasaymiz (2- chizma).
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Izlanayotgan yuza ikkala aylanalar bilan hosil gilingan shtrixlangan gismning

yuzidan iborat. Uni topamiz:

5*= $jrdrd<p= 2 *\\rdrdcp= 2 ]Jd<p "frd r = (/>'-af$cos2<pd<p -

— J(I+cos 2<qop= - —a-( (p+~sm2(P) 2 = f(b2- a2)
0

7.r= I-jfj , >=X, Y :x\g va z= Osirtlar bilan chegaralangan jismning
1- oktantadajoylashgan bo'lagini xajmi topilsin.

Yechish: Berilgan jism yuqoridan z=1i_x2—v2 paraboloid bilan
chegaralangan. Integrallash sohasi D paraboloidning z=0 tekislik bilan kesishishi
natijasida hosil bo'lgan x2_ aylana yoyi, y=x va y=xV3 to'g'ri chiziglar
bilan chegaralangan doiraviy sektordan iborat. Shunday qilib,
v= 1lj(i-x2-y 2)dxcty =

Integrallash sohasi doiraning bir gismidan iborat va integral ostidagi funksiya
X2 + y2ga bog'lig bo'lgani uchun integralni qutb koordinatalariga o'tib hisoblash
qulaydir. x2+y2=1 aylana tenglamasi qutb koordinatalarida r=I ko'rinishda va
integral ostidagi funksiya 1-r2bo'ladi. (p bo'yicha integrallash chegaralari to'g'ri

chizig tenglamalaridan topiladi. Ya’'ni = tg(py = 1 bo'lib

P«j va k=tg(E,=/1 bolib <pr=f bo ladl Shunday qilib,

1
V= A(l-r2) rdrdtp— 1dtp j(r~r)dr =J3( ~ r~~ r )Odayz
i

3_ U w 7T/ 7t Kkubb.
n 4{ 3 4 J~48

1
Al
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8 (g~ y>)j(x—y f clxdy "ntegra™hisoblansin. Bu yerda D sohax +y = 1,

X —y —1,x+y =3 x—y = —1 to'g'richiziglarbilanchegaralangankvadrat( 3 -
chizma).

Yechish: x+y=wun , Xx-y =v deb belgilaymiz. U  holda
X =3 (u+v ) y =1 (w_v) bo'ladi. Bu holda almashtirishning

Yakobiani (2) quydagichabo'ladi

cX dx 1 1
dy dv 2 2

J= du dy 1 1 4 4~ 2
dv dv 2 ~2

§1x+y)(x—y) dxdy- -jjuvdudv < Bu yedh D' sda ham

kvadratdan iborat bo'ladi (4-chizma).

4-chizma
\d)\{x+y)(x-y)dxdy= -Z\i-\udu Jvdv = EliM33\y3 L du =

-ifuxX 1#1 )du = =/ (3-1)=14(81-1 )=" 80 =y

9. X = 1—y2—z2 paraboloidning y2+z2=1  silindr bilan kesilgan gismi
sirtining yuzi topilsin.
Yechish: Integrallash sohasi YOZ tekisligidajoylashgan y2+z3=1

aylanadan iborat. Paraboloid tenglamasidan



d—y:(l-y -=2F =-2vy, aZ=(|-3;2_-2|=-2= larni topamiz.

U holda izlanayotgan yuza

"dx dx v
—J33, 1+ dy P =JJ sjl+4(y+z )<jydz.

Bu integralni hisoblash uchun qutb koordinatalarigao'tamiz:
1
s =AVI1I+4v" + z2'}fydz = Jd<pj r*X+Ar dr= /- ~(I+4r2)p da>=
3 8 0

Svez - 1y 5v2-1 270 5V2-]| 5v2 —1 kv.b.
12 i N= 12 /\0 12 12 n

Mustaqil yechish uchun topshiriqglar
1 J= Jdrsin (pdrd(p 0'Ichovli integral hisoblansin Bu yerda D
D
soha: 1) r<2acos<p, O<<piZ~ Y¥Y3™ doira’ 2) r=2+c0s«> Vv« /-=1
2

chiziglar bilan chegaralangan.

Javoblar:!) 2 <;2)0

2. Qutb koordinatalariga o'tib quyidagi integrallar hisoblansin:

1) jijxy2dxdy, D soha x'+(y-1)=1 va x'+y=4y
aylanalar bilan chegaralangan;

~ \\e~xl~y2dxdy D soha Y +y <a~ doiradan iborat.

, dxdy
N 2+ 2 D soha x+y=\  va Y +¥Y =4 aylanalar

bilan chegaralangan doiraviy xalgadan iborat.

Javoblar: 1)0; 2) ~ (1-*-2), 3)2*

3 Ar2sin o d)'dg> ikki o'lchovli integral hisoblansin. BuyerdaD soha:
D
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1)r = a, r = 2a aylanalar bilan chegaralangan;

2) r=asin 2xp chiziq bilan chegaralangan.

Javoblar: 1) 2) 0.
3
4. Quyidagi ikki o'lchovli integrallar qutb koordinatalariga o'tish orqali
hisoblansin.
mR-x

A~ Ndx  J In(I+x2+y 2)rfy,

2 a1 X+™MNdxdy, bu yerda Dsoha x1+y £1, x>0, v=o0

M 1+ x2+y
tengsizliklar bilan aniglangan soha;
* ) T2 2 2 W
ﬂtg—dxdv, bu yeirfaDsoha jf'+V "1 X +V -~"v>
1 V3

y<> xsfb chiziglar bilan chegaralangan xalganing gismi.

4) fj(h-2x-3y\dxdy, bu yerda D soha X2+ Y 2< R 2darajadan iborat.

D
Javoblar: :I)’;[(I+/?2)In(l +R 2)- /?7; o 3)0/(03—; 4) TR 2h-
5. X2+ y2+2z2= a2sferaning x2+y2 = ay silindr ichida joylashgan

bo' lagi sirtining yuzi topilsin.

Javob: 4721 n i ~Mkv.bir.

6. 2z=x2silindr sirtidan y ——, "~ =2x, JT=2Vv2 tekkisliklar bilan

kesilgan yuza topilsin.
Javob: 13.

7. \dx ~dy integralni x—n{\—v), y —uv almashtirish yordamida
0 X

hisoblang.

Javob: J_
5



8 jf(2x—y)dxcty integral hisoblansin. Bu vyerda D soha
z

X+y=1 X+y=2, 2x—y=I, 2X—y=3 chiziglar bilan chegaralangan
parallellogrammdan iborat.

Javob: —
3¢

Ko'rsatma: X+Yy=U , 2X—Y=V almashtirishlar gilib Yakobian topilsin.

3. Ikki o'lchovli integrating mexanik tatbiglari
D sohada biror modda tagsimlangan va D sohaning har qaysi yuziga birligiga

bu moddaning anig migdori to‘g‘ri keladigan bo‘lsin.D sohaning ixtiyoriy AS yuzini
garaymiz. Shu yuzga to'g'ri keladigan moddaning massasi Am bo'lsin. U holda ~

nisbat moddaning AS sohadagi o' rtacha sirt zichligi deb ataladi.

Endi AS yuza kichraya borib, P(x,y) nugtaga aylanib qoldi deb faraz
gilamiz va
Am
lim —
A5-*o0 AS
limitni garaymiz. Agar bu limit mavjud bo'lsa, u P nugtaning vaziyatiga, ya'ni bu
nugtaning x va y koordinatalariga bog'liq bo' ladi hamda P nugtaning gandaydir
% ) funksiyasidan iborat bo'ladi. Bu limitni moddaning P nuqtadagi sirt zichligi

deb ataladi, ya’ni,

& | £ =Np)=/(*.y) (1).
Shunday qilib, sirt zichligi soha nuqgtasi koordinatalarinig f(x,y)
funksiyasidan iborat.
D sohani AS yuzlarga bo larmz va har gaysi yuzada P, nugtani olamiz; u
holda/(P,) funktsiya ~“nuqtadagi sirt zichligi bo'ladi. /(P nA~ ko'paytma ASL

yuzadagi moddaning miqdorini beradi.
r

(2).

i=1
Yig'indi D sohaga yoyilgan moddaning taqribiy giymatini beradi. Uning aniq

giymatini topish uchun (2) yig'indini ASi -* 0 dagi limitini hisoblaymiz.  Demak,



M = gl?2o X /(P)N5' = [/ f[P)ds = /1 [(X,Y)dxdy (3).
1=1 D D

Shunday qilib D sohadagi moddaning umumiy miqdori shu moddaning
f(.P) = zichligidan D soha bo'yicha olingan ikki o'lchovli integraldan
iborat.

Massasi m bo'lgan M moddiy nuqtaning biror O nuqgtaga nisbatan J inersiya
momenti deb, m massaning M dan O nugtagacha bo'lgan r masofa kvadrati bilan
Ko'paytmasiga aytiladi, Ya'ni

j=mr2 (4).
mi, m2 m?, ...,m,moddiy nugtalar sistemasining O nuqtaga nisbatan inertsiya

momenti shu sistema nugtalan inertsiya mometlarining yig'indisidan iborat, ya’ni.

n
J:/E_m,n (5)
=1

D moddiy yassi shaklning koordinatalar boshiga nisbatan inertsiya momenti
n :ﬂD(XZyZ)dxdy ®)
integralga teng.
o= a Y duty va JJfFa a2 0y @

integrallar mos ravishda D shaklning OX va OY o'glarga nisbatan inertsiya
momentlaridir.
Massalari mi, mi, m?,....mn bo'lgan Pi, P2 ... Pnmoddiy nugtalar sistemasi
og'irlik markazining koordinatalari
_ ZXitlti AYimi
X = —mmmmmmme- . Y= — — )
formulalar bilan topilishi bizga ma lum.

Sirt zichligi 1ga teng bo' Igan yassi shald og' irlik markazining koordinatalari

quyidagi integrallar yordamida hisoblanadi:
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a XAXdy sy (X0
X'=W - (,0)
D D
Agar sirt zichligi / = /(x, y) bo'Isa, u holda yugoridagi formulalar quyidagi
ko'rinishni oladi:
l
aic->))xdxd) aqX))ydxdy
R VA S Tt o ; Q(C 3 7 ()-
a7 (X,§) dXdy a2 0xdy
D
D yassi shaklning Oy va Ox o'glarga nisbatan statik momentlari
M y= \\"x" xdxdy , M,=SX.x,y)ydxdy (12)
\" D D
integrallardan topiladi.
Misollar
1. R radiusli doiraviy plastinkaning har bir P(x,y) nugtasidagi plastink:

materialining f(x,y) sirt zichligi doira markazidan (x,y) nuqtagacha bo'lgan

masofaga proporsional, ya'ni

f(x,y)=kylx2+ /

bo'lsa, bu plastinkaning massasi aniglansin.
Yechish: D sohadagi moddaning umumiy miqgdori shu moddaning f(x,y)
zichligidan D soha bo'yicha olingan ikki o'Ichovli integralga teng, ya'ni u
N/= NeA*,y)dxdy
D

integral bilan hisoblanadi. Demak,

M =axjx 2y* dxdy

bo'lib, buyerda D soha x2 + y 2 < fl2doiradan iborat. Bu integralni hisoblash uchun

qutb koordinatalariga o'tamiz. U holda
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2. Radiusi R boMgan D doirayuzining O markazga nisbatan inertsiya moment
hisoblansin.

Yechish: D shaklning koordinatalar boshiga nisbatan inertsiya momenti
N1 =4 (x2+ y 2dxdy
D

integral bilan hisoblanadi. Bunda D soha berilgan tekislik bilan ustma-ust tushadi.
Bu integralni hisoblash uchun r, @ qutb koordinatalariga oMamiz. Aylananing qutb

koordinatalaridagi tenglamasi r = R dan iborat. Shuning uchun

2a(R N 7[R
F\\(x2+y )d*dy=] \r2rdr d(p-
d 0 Vo y
3. Agar y2=1—x, x = 0, y = 0 chiziglar bilan chegaralangan Dyass

moddiy shaklning har bir nuqtasidagi sirt zichligi y ga teng boMsa, uning Oy o0‘qgqa
nisbatan inertsiya momenti hisoblansin.

Yechish: Har bir nugtasidagi sirt zichligi p(x,y) boMgan D shaklning Oy
0‘giga nisbatan inertsiya momenti J =Jj X1p{X,y)dxdy
D

formula bilan hisoblanishi maMum. Bizdap(x,y) = y bo Igani uchun

| I 2
Jy=\ \ yxldy kv=jrLZ ~ Xdx = —fA2(1 —x)dx = —
0 0o 2 O 20 24
4 r —a(1l+ cos<p) kardioida bilan chegaralangan figuraning Ox o0'gige

nisbatan inertsiya momenti hisoblansin.

Yechish: D shaklning OX o0'qgiga nisbatan inertsiya momenti

J=\\y2dxdy
D

integrating giymatiga teng. Bu integralni hisoblash uchun qutb koordinatalanga
o' tamiz:



2tr

alHoosp)

}X = \]\] y 2dxdy = \]\] r2sin2 (prdrdcp = \] sin2 <pd(p \] r3dr =

D
e 5 1 a(l + coscp) 2A
= T sinz <~-1 dp = -a 4\] s\n2 (p(l + cos<p)4 dp =
0 0
2r

1 r 21
= - a4j sin29p(1 + 4cos<jo + 6c0s2P+ 4cos3 @+ cos4 (Pd<p = — 7rEr

0

5. Sirt zichligi hamma nuqgtalarida 1ga teng deb olib,

2 2
2|_2 +>é_ =1
a b

ellips choragi og'irlik markazining koordinatalari topilsin ( 1- chizma).

Yechish: Og'irlik markazining koordinatalarini topish formullaridan

foydalanamiz:

fhlase  \
Dx dxdy J xdy dx b*
y D _ «0
c =
I dxdy bla2»2 n
D J W
J ydy dx
Yc=
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1 Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan yuzning og'irlik markazi topilsin:
1) y = 0 vay = sinx sinusoidaning bitta yarim to'lgim;

2) y=x2, x=4, y=0 ;

3) y2ax va y=x ;

4) x2+y2=a2va y=0.

2.y——3 x=a, y=a chiziglar bilan chegaralangan yuzning Ox

o'gqga nisbatan inertsiya momenti topilsin.

Javob: 17a4
96 *

3. Uchlari /1(0;2a), 6(a;0) va C(a;a) nugtalarda bo'lgan uchburchak
yuzining Oy o'gqga nisbatan inertsiya momenti topilsin.

Javob: a*

4. Har bir nuqtasidagi sirt zichligi mapkazgacha bo'lgan masofa kvadratiga

teskan proporsional bo'lgan doiraviy xalganing massasi topilsin.

Javob: m = 2nkln—

Eslatma: rx va r2 doiraviy xalgani hosil qilgan aylanalar radiuslari
Oi < r2).

5. Har bir nugtasidagi sirt zichligi nugtadan kichik o'gigacha bo'lgan 1
masofaga proporsional bo'lgan ellips shaklidagi plastinkaning massasi topilsin (r=I

bo'lganda zichlik Xga teng bo Isin).

6. Gipotenuzasi 20 ga teng bo'lgan teng yonli to'g’'ri burchakli
uchburchakning har bir nuqtasidagi sirt zichligi nugtadan gipotenuzagacha bo'lgan

masofaga proporsianal. Shu uchburchakning og'irlik markazi topilsin.



Javob: O -Y

7. Koordinata tekkisliklari vax + y+ z = 4,x = |,y = 4 tekkisliklar bilan
chegaralangan bir jinsli prizmaning og'irlik markazi topilsin.

Javob: si7 i7 55 /1
~36'36'36 J

84. Uch o'lchovli integral
Fazoda S yopiq sirt bilan chegaralangan biror V soha va uning chegarasida

birorf(x,y,z)>0 uzluksiz funksiya aniglangan bo'lsin. Bunda biz bu funksiyani

gandaydir bir moddaning V sohada tagsimlanish zichligi deb hisoblaymiz. AVt —i-
sohani hajinini bildirsin. V sohani ixtiyoriy ravishda AV sohalarga bo‘lamiz va har
bir AKj sohada P/nuqgtani tanlab olamiz. Bu nuqtadagi funksiyaning giymati /(Pi)

bo'ladi. Quyidagi yig'indini tuzamiz:
tAp)AF, 0
1=

JKr laming eng kattasini diametri nolga intiladigan qilib AM sohalami sonini orttirib
boramiz. Agar f(x,y,z) uzluksiz bo'lsa (1) integral yig'indining limiti V sohani
bo'lish usuliga va undagi Pi nuqtani tanlanishiga bog‘liq bo'Imagan holda mavjud

bo' ladi hamda uni
Ifff(P)ch’ (2)
A\
kabi belginadi. Uni uch o' Ichovli integral deb ataladi. Demak, ta’rifga asosan

lim i.Ap.)AV , =4drf(p) dv y°ki
dicint&Vi—0 »=1 \%

wf(p)dv * f(x,y,z)dxdydz
\% (©))
Agar f(x,y,z) funksiya V sohadagi modda tagsimlanishining hajm zichligi
deb hisoblansa, (3) integral V hajmga kirgan barcha moddaning massasini bildiradi.
Aytaylik S sirt bilan chegaralangan fazoviy V soha quyidagi xossalarga ega

boMsin:
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1) V sohaning ichki nugtasi orgali Oz o‘qga parallel gilib o'tkazilgan har
ganday to‘'g‘richiziq S sirtni ikkita nugtada kesadi;

2) V soha butunicha Oxy tekislikka D toly‘ri soha bo‘yicha proeksiyalanadi;

3) V sohaning koordinata tekisliklaridan istalgan biriga qarashli tekislik
bilan kesilgan gismi ham 1- va 2- xossalarga ega boMadi.

Yugoridagi xossalarga ega boMgan V sohani toVri uch oMchovli soha deb
ataymiz.

Ellipsoid, to‘g‘ri burchakli parallellepiped, tetraedr va hokazolar to‘g‘ri uch
oMchovli sohalarga misol boMa oladi.

1-chizmada noto‘g‘ri soha, 2-chizmada esa to‘g‘ri soha tasvirlangan.

\% sohani pastdan chegaralovchi sirtning tenglamasi Z=A(x,y), yuqoridar
chegaralovchi sirtning teng lamasi Z=0(x,y) boMsin (2-chizma). D soha V sohaning
xoy tekislikdagi proeksiyasi boMib, y y=<pi(x), y=<p2(x), x=a, x=b chiziqglar bilan
chegaralangan. U holda f(x,y,z) funksiyadan V soha bo'yicha olingan uch karrali

integral quyidagicha aniglanadi:

:Jblr Vﬁ qjm IM(N @

Uch Kkarrali integral bir gator xossalarga ega:
1-xossa. Agar V soha koordinata tekisliklaridan biriga parallel boMgan tekislik

bilan ikkita Vi va V2sohalarga boMingan boMsa, u holda V soha bo'yicha olingan

-199-



uch karrali integral Vi va V 2sohalar bo‘yicha olingan uch karrali integrallaming
yigMndisiga teng, ya'ni, v = I + JVi.

2-hossa. Agar m va M sonlari F(x,y,z) funksiyaning V sohadagi eng kichik
va eng katta giymatlari boMsa, u holda: mV < Jv < MV tengsizlik 0 rinli boMadi.

3-hossa. f(x,y,z) uzluksiz funksiyaning V soha bo'yicha olingan uch
karrali integrali, uning V hajmini V sohaning biror P nuqgtasidagi giymatiga
ko'paytirilganiga teng, ya'ni Jv = f(P)V.

Teorema: f[x,y,z) funksiyadan to'g‘ri V soha bo‘yicha olingan uch

oMchovli integral shu soha bo‘yicha olingan uch karrali integralga teng, ya’'ni:
b ( D(*,Y) 4
ffff(x,y,z)dv =Jj \] I f(x,y,z)dz dy\dx (5)
v a tpxCO  A(xj-)

Uch oMchovli integral yordamida biror jismning hajmini hisoblash mumkin.
Agar integral ostidagi funksiya f(x,y,z) = 1 boMsa, u holda Vsoha bo‘yicha

olingan uch oMchovli integral V sohani hajmini bildiradi. Y a'ni,
V= \]\]\] dxdydz (6)

Agar to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida f(x,y,z) funksiyaning uch
oMchovli integrali berilgan boMsa, u holda uni hisoblashni osonlashtirish magsadida
silindrik koordinatalardagi uch oMchovli integral bilan almashtirish mumkin.

Buning uchun x = pcos 9, y = psin9, z = r ekanligini nazarda tutamiz. U holda

\]\]\] F(e,p,r) pdddpdr (7)

\]\]J dxdydz

bu yerdaf(p cos9,psin9,r) = F(9,p, r).

Uch oMchovli integral yordamida jismning inersiya momentini va ogMrlik
markazining koordinatalarini ham topish mumkin.

Massasi m boMgan M(x,y,z) nugtaning ox,oy,oz koordinata o‘glariga
nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

Ixx = (Y2 +2z2)m, Jyy = (X2+ z2)m, Jzz = (X2+ y2)m
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formulalar bilan aniglanishi mexanika kursidan ma’lum.

Jismning inersiya momentlari quyidagi integrallar bilan hisoblanadi:

Ixx (y2-I-z2) y(.x, vy, z)dxdydz,
lyy (x2+ z2) y(x,y,z)dxdydz,
izz (X2 + y2) y(x,y. z)dxdydz.

Bu yerday (x,y, z) moddaning zichligi.
Jism ogMrlik markazining koordinatalari quyidagi integrallar
hisoblanadi:

Iffy xy(x,y,z)dxdydz fIL yy(x,y,z)dxdydz fff zy(x,y,z)dxdydz

= ememmmemememeseeeee yyc = — — — | ZC
ffL y(x,y.z)dxdydz y JfL y(x,y,z)dxdydz

Misollar

bilan

1 f(x,y,z) —xyz funksiyadan x =0, y=0, z=0, x+y+z=1

tekisliklar bilan chegaralangan V soha bo‘yicha olingan uch oMchovli integral

hisoblansin.

Yechish: Bu soha to‘g‘ri soha boMib, ostdan z = 0 va ustdan z = 1 —Xx —y

tekisliklar bilan chegaralangan, hamda oxy tekislikdagi x = 0,y =0, y = 1 —X

to'g‘ri chiziglar bilan chegaralangan uchburchak shaklidagi yassi D sohaga

proyeksiyalanadi (1-chizma).
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Shuning uchun Jv uch o'lchovli integral quyidagicha hisoblanadi:
I-x-y
Jv = \]\] \] xyz dz ds

D soha bo'yicha olingan ikki o'lchovli integralga uning chegaralarini qo'yib,

quyidagini hosil gilamiz:
1ril-xri-x-y 1/ xi

- Xxyz1l 1 —Xx —y
h :b\\b f xyzdz dy\dXS I o dy>dx =
0
| n-ar n i
=/ /| jxy({-*-yfdyU =j 40 1-x)'dx =~
0 10 J O

X t
2. Zg+ IZ +=1 ellipsoidning hajmi hisoblansin.
Yechish: Ellipsoid (2-chizma) ostdan

| X i .
s—-4\ll —3% = sirt bilan, ustdan esa
| Xy oyn R
£=4 Il —— —=— sirt bilan chegaralangan.
v 36 16

Bu ellipsoidning oxy tekislikdagi proeksiyasi % + == 1
ellipsdan iborat. Demak, hajmni hisoblashni uch karrali integralni hisoblashga
keltirish mumkin. U holda.

|
6 NFB/ sH -g \ 6
X2 y2

dy dx = 2«4 | dx
/ N-Te-h
2 1 -6 _S/i_ &
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Ichki integralni hisoblashda x ni o'zgarmas deb qaraladi. Quyidagi almashtirishni

gilamiz.
y=5 1- JEsint’ dy=5j1- %costdt.

y o'zgaruvchi —571 —~ dan 5J1 —" gacha o‘zgaradi. Shuning uchun t
0'zgaruvehi dan | gacha o‘zgaradi Yangi chegaralami integralga qo'yib,

quyidagim hosil gilamiz:

cost dt =
ra2-*cC_

- 205
2-4-5 I"|.|.| cos2tdt dx = . [\ a2- x2)dx = 160Tr.
J-6

3. Agar markazi koordinatalar boshida bo‘lgan R radiusli yarim shaming har
bir (x,y,z) nuqtasidagi modda zichligi F shu nugtadan asosgacha bo'lgan
masofaga proporsional, ya ni F=kz bo‘sa, bu yarim shaming massasi
topilsin.

Yechish: Yarim sfera yuqori gismining tenglamasi:

Z=JR2 —x2—y 2.
Silindrik koordinatalarda

Z4R1- r\
Demak,

M- Iff i [C(F W) rt, ap=

-r [1 ' r H -/n I'n — o=

K ffal K R4 knR4
“2d[t-tD -3 T 2¢°
4. x=0 2z=0y=1y=3 *+2z=3 tekisliklar bilan

chegaralangan prizmatik jism og"irlik markazi topilsin.

Yechish: Dastlab jismning hajmini topamiz:
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V= ”J dxdydz = | dxj dy 'dz=j dxj ~-jrdy =

0Ty 10E=T] o -2

1 fff I'1(3 x)
xc = -JJ3J xdxdydz = - J xd J dy J

=DXRIFN )Y e 20n

2 f3 4 2/3x2 x3\ 3 2/27 21\ 2 27
I (3x- =A== T
YC'Sfﬂ:ydxdydz:|/ dax / J* dZ'” dx]y(3-x)dy =
4 X2\ 3 4/ N 49
-]o (3-x"—-(3X-T)o:-(9--)=--=2;
2 fff 2f3 f3 nGEx , 2 f3(83—x)2 f3
=9jjij y =9J0J11, dyl 9J0— g -tefly-
1 £3 1,-(3-x33 1
~ 180 (~— 18 (' 3 ‘o 2'
Demak, og'irlik markazi C(l,2,j) bo'ladi.
5. Z=x2+y2, x+y+z=a x=0,y=0 z=0 sirtlar

chegaralangan bir jinsli jism hajmi topilsin.
Yechish: Dastiab hosil bo'lgan jism hajmini hisoblaymiz:
/ma /-a-* [e*2+y2 o« l-a-x

Y=1 dx I dy dz= 1 dx I (x2+y2)dy =
Jo Jo ~0 Jo Jo

dx =

:j“(axb—xé)dx +3—Jf“(a— x)3dx =23 8_ 2 3 ;(a -4X)4
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a4 a4 a4 4ad- 3a4+ a4 a4d
“T YT +12= 12 =T
7. O< x<a, 0<y<a 0<z<a Ilar bilan hosil gilingan kubning o‘z

girrasiga nisbatan inersiya momenti topilsin (1 —chizma).

Yechish: Inertsiya momentini topish formulasidan foydalanamiz
X= fff(yz- z2)dxdydz = j dxj dy\] (y2+ z2)dz =

Ca fa z3 \a ,\]Ga"/fa( a3\
: .

1
n/(7%) | >-/:(T4)” ¥-1

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1. / = JJ3J zdxdydz integral hisoblansin.V soha 0 < x < j,
V —_—
0<y < 2X, 0< z < yjl- y2- z2tengsizliklar bilan aniglangan.

Javob:
192

2. J = JJJI x2dxdydz integral hisoblansin. Vsohax2+y2+z2< R:

shardan iborat.
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Javob: -jj-

3.J= JJJ Zyjy2 + x2dxdydz integral hisoblansin. V soha
\"

y2+ x2= 2x silindrvax = 0, y = 0, z = 0 tekisliklar bilan chegaralangan.

Javob: 3a2.

+ xz)dxdydz integral hisoblansin.V soha
v

X2+ y2+ z2 < r2shaming yuqori gismidan iborat.

Javob: ~nr2

5 1 = \]\]\] Xyzdxdydz integral hisoblansin.V sohax2+ y2+ z2= 1
v

sferava x = 0,y = 0,z = O tekisliklar bilan chegaralangan.
Javob: 4|§
6.hz = x2+ y2,z = hsirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.
Javob: - -

7.z = yjx2+y2,z = x2+y 2 sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi
topilsin.

Javob: (75.

8. Quyida berilgan sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

1) x+y+z=4x=3,y=2 x=0,y=0 z=0;

2) je2+y2+2z2= 2z, je2+y2= 122

3) 2z = x24-y2, y+1z=4

Javob: 1)’6\; 2) T, 3)711'.

9. Yoqglari x+y+z=a, x=0, y=0, z—0 tekisliklardan iborat
piramidaning har bir nugtasidagi zichlik shu nugtaning applikattasi z ga teng.

Piramidaning massasi aniglansin.
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Javob: I‘dx!°-xdy!@&*-yzdz = °~

10.x2+ y2—z2 = 0 vaz = hsirtlar bilan chegaralangan jismning har bir

nugtasidagi zichlik shu nuqgtaning applikattasiga teng bo'lsa, jismning massasi
topilsin.

Javob:

11. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan bir jinsli jismning og‘irlik markazi
topilsin:

) x+y+z=a x=0,y =0,z=0;
2) az = a2—x2—y2,z = 0;

3) x2+y2+z2=a2,z=0.

Javoblar: 1) (f;f;f)i 2)(0;0¢; 3)(0;0;y).

12. Quyida ko'rsatilgan sirtlar bilan chegaralangan jismning (zichlik fi

= l)
0z o'gqga nisbatan inertsiya momenti aniglansin.

P x=0 y=0y=a z=0vax +z= g
2y x+y+z=aV2, x2+y2=a2 z- 0

Javoblar: 1)7™-;  2)
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V BOB. EGRI CHIZIQLI VA SIRT INTEGRALLARI

§1. Egri chizigli integral va uni hisoblash. Grin formulasi
1.1. Birinchi tur egri chizigli integrallar

Aytaylik f(x,y) funksiya tenglamasi y = (p(x)(a < x < b) bo‘lgan K egri
chizig AB yoyining barcha nugtalarida aniglangan va uzluksiz funksiya bo'lsin (1-
chizma).

AB yoyni ihtiyoriy ravishda A = A0,Av A2t...,An = B nuqtalar bilan n ta
elementar yoylargabo'lamiz. Alk bilan Ak_1Akyoy uzunligini belgilaymiz. Har bir
elementar yoyda M(xk;y k) nugtani tanlaymiz. U holda bu nuqtadagi funksiyaning
giymati f(xk;yk) bo'ladi. Endi funksiyaning bu nugtadagi giymatini Mk yoy

uzunligiga ko'paytiramiz va
m

fc=i ®
yig'indini tuzamiz. Buyig'indi ham integral yig'indi deb ataladi.
Ta'rif. (1) integral yig'indining elementar yoylardan uzunligi eng katta
bo'lganining uzunligi nolga intilgandagi limitiga f(x,y) funksiyadan AB yoy

bo'yicha olingan birinchi tur egri chizigli integral deb ataladi va wu
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f f(x,y)dl @

AB
kabi yoziladi. Demak, ta'rifga asosan

n

J f |.|.| = J1L-y, ¥*) o* 3>
B fc=
Birinchi tur egri chizigli integral quyidagicha hisoblanadi:
b
| f(x.y) dl = | /[x, <p(X)]VT+IMXxjpdx (4)
AB a

Agar K egri chizig x = x(t), y =y(t) (tx<t < t2) parametrik
tenglamalar bilan berilgan boMsa, u holda
©2

I A*.y)dl = j T W ,y®)]V[*(©P + 1/(t)]2dt (5)
K ti

Agar /(x,y) >0 boMsa, u holda [K/(x,y) dl birinchi tur egri chizigli
integral y = /(x,y) o‘zgaruvchan chiziqgli zichlikka ega boMgan K egri chizigni
massasini bildiradi.

Birinchi tur egri chizigli integral quyidagi hossalarga ega:

1°. Birinchi tur egri chizigli integral integrallash yoMining yo‘nalishiga

bogMiq boMmaydi. Y a’ni,

[ /(x,y)dl = f f(x,y)dl

AB BA

2°.] Ifi(xy) £F20xy)1dl = | fi(x,y)dl+ | f2(x,y)dl.

K K K
0 J 1
3 W cf(x,y)dl = CJ f(x,y)dl, C—o'zgarmas son.
K K

4°. Agar K ikkita Kr va K2 chiziglar yigMndisidan iborat boMsa, u holda

quyidagi tenglik o'rinli boMadi:
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| f(x,y)dl = f f(x,y)dl + J f(x,y)dl.

K Ki Kr
1.2. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar
Aytaylik P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar tenglamasi y —cp(X)(a <x<b)
bo'lgan K tekis egri chiziqg AB yoyining nuqtalarida uzluksiz boMsin.
P(x,y) va Q(x, y) funksiyalar uchun koordinatalar bo'yicha integral yig'indi

deb
n

k=1
ga aytiladi Bu yerda hxk va Ayk lar elementar yoyning ox va oy o'qlardagi
proeksiyalari.
Ta'rif: P(x,y)dx + Q(x,y)dy ifodaning AB yoy yo'nalishidagi
koordinatalar bo'yicha egri chizigli integrali (ikkinchi tur egri chizigli integrali) deb,
integral yig'indining Axk va Ayk larning eng kattasi nolga intilgandagi limitiga

aytiladi va

| Pey)dx + Qx,y)dy

AB
kabi yoziladi. Demak. ta'rifga asosan:
n

| P(x,y)dx + Q(x,y)dy = mJim~o” [P (©; AKAxk+ Q(fk nk)Ayk].
AB maxAyj(-*0 k=1
Ikkinchi tur egri chizigli integral mexanik jihatdan F = P(x,y)i + +Q(X,y)]

o'zgaruvchan kuchning ABegri chizigli yo'ldagi bajargan ishini bildiradi. Ikkinchi
tur egri chizigli integral quyidagi hossalarga ega:
1°. Agar integrallash yo'lining yo'nalishi o'zgarsa, u holda egri chiziqli

integrating ishorasi garama-garshisiga o'zgaradi. Ya'ni,

\]de+ Qdy = - \] Pdx + Qdy.

AB BA

2°. \] Pdx + Qdy = J Pdx + \] Qdy.

AB AB AB
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Qolgan hossalar birinchi tur egri chizigli integrating hossalari bilan bir xil.

Ikkinchi tur egri chizigli integral quyidagi formula bilan hisoblanadi:
b
\] P(x,y)dx + Q(x,y)dy = j{P[x,<p(x)] + &'{x-)Q[x,<p{x))}dx
K a
Agar K egri chizig x = x(t), y = yCt)™ < t < t2) parametrik tenglamalar

bilan berilgan boMsa, u holda ikkinchi tur egri chizigli integral quyidagi formula

bilan hisoblanadi

2
J P y)dx + Q(x,y)dy= \] (PIx(®).y(OIX' (1) + QIx(1),y(H]y' (H)}dt.
K tt

Agar K fazoviy egri chiziqg bo'‘lsa, u holda ikkinchi tur egri chizigli integral

quyidagi formula bilan hisoblanadi:

J P(x,y,z)dx + Q(x,y, z)dy + R(X,y,z)dz =

K
r

=1 (PIx(0),y(1),z(0)]x" (1) + Q[x(1).y(1).z(1)]y’ (1) + R[x(1).y(t),z(1)]z’'(1)}dt.

D soha yuqoridan y =y 2(3r), quyidan y=yj(x) egri chiziglar bilan
[¥Y10) < y2(*)], yon tomonlardan X = a X = b to‘g'ri chiziglar bilan

chegaralangan to‘g‘ri soha bo'lsin (2-chizma).

U holda D sohaning yuzi:
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b b
S =] y2(x)dx-j yt(x) dx.

a a
Lekiny —y2(x) tenglama 12(NePN) egri chizigning tenglamasidan iborat boMgani
uchun birinchi integral shu egri chiziq bo‘yicha olingan integraldan iborat; demak,

b

j Vzirdx = j ydx

a MTFK

Ikkinchi integral esa IX(MQN) egri chizig bo'yicha olingan integraldir, ya'ni:

Sy(x)dx: Jydx

nyn
Egri chizigli integralning 1-xossasiga asosan
\ydx=— lydx
X4PV NPM
Demak,

s=- gfdx- Jydx=-[ydx .
\Q>N nw L
Bu holda L egri chiziq soat sterelkasi yo nalishiga teskan aylanib chigadi.

Agar L chegarasining bir gismi OY o'gga parallel bo'lgan MXM kesmadan
iborat bo’ Isa, u holda
7]
Jydx=0
Mi

bo'ladi va (8) tenglik bu holda o'z kuchini saglaydi (3-chizma).
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Xuddi shunga o'xshash
S= \xdx (9)
L

bo'lishini ham ko'rsatish mumkin.

(8) va (9) tengliklami hadlab qo'shib S yuzni topish uchun

5 =— \xdy—ychc (1)
formulani hosil gilamiz.
Biror L = MN egri chizigli yo'lda o'zgaruvchi

F=X(X,y®)i+Y(X,y,2)j+Z(X,y,z2)k

kuchning bajargan ishi

(N)
A= J X\x,y,z}dx+Y(x,y\z)dy+Z{x,y,z)dz
o y.z} (xX,y\z)dy+Z{x,y,z) ™

egri chizigli integaral bilan hisoblanadi.
Biror D soha bo'yicha olingan ikki o'Ichovli integral bilan shu sohaning L
chegarasi bo'yicha olingan egri chizigli integral orasida Grin formulasi deb

ataluvchi quyidagi munosabatlar o'nnlidir:

dxdy= | X dx+Ydy (12) soat strelkasi bo'yicha

2 {X dx+Ydy (13) soat stirelkasiga teskari.
D\dx oyJ
Teorema. X(X,y), Y(X,y) funksiyalar biror D sohaning barcha nugtalarida

0 zining g XTI (x,y) va dl (-*,>0 xususiy hosilalari bilan birga uzluksiz bo'lsa,
dy dx

u holda shu sohada yotgan ixtiyoriy L yopiq kontur bo'yicha olingan egri chiziqli

integral
J X(x,y)dx+Y(x,y)dy=0
L

bo'lishi uchun D sohaning hamma nugtalarida



ox dy
ay  AX
tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Egri chizigli integral yordamida fazoviy egri chiziq og’irlik markazining

koordinatalarini ham topish mumkun. Ular quyidagi formullalardan topiladi:

\xds lyds \z ds

\r — L y L sy L (14).
\ds ' Yc~ Ids Ids
L L L

Misollar.

1. I y2dl egrichizigli integral hisoblansin. Buyerda AB egri chiziq
Jab

X = acost,y = asint, (0 < t < |) aylananing bir gismi.

Yechish: y2 = a2sin2t, dl = yj[x'(t)]2+ \y'(.t)]2dt=

n
= \jaZ2cos2t + azsiri2adt = adt; 1 y2dl = | d2sin2t .adt =
Jab Jo
a<Ji1* Y a3/ 1 \If a3T
=T J7{!'- cos2t)dt =T (t--5m 2t) 2= — .

. J yd/ integral hisoblansin. Buyerda AB egri chiziq

N

AB

y‘2':2x parabolaning (0;0) nuqtasidan (2;2) nuqgtasigacha bo‘lgan yoyidan iborat.
Yechish: y2=2x , v= y[2x , y' = (n/2x)' = = Jl +y'*dx =

2

1 N 1 @2x+DIj2 1, 32
21(2X+ D2d(™ + = 2<H fz— lo=3«@2X+ 1)2 Jo=

i(51-1) =i(5V5-i).

3. \] x 2dx + xydy integral hisoblansin. Bu yerda AB egri chiziq

AB
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X —cost, y —sint, 0 < x < —aylana yoyining to‘rtdan biridan iborat.

Yechish: x2 = cos2t, dx = -sintdt,xy = cost =sint, dy = costdt.
Buiami egri chizigli integralni hisoblash formulasi

rP

I P(x,y)dx + Q(x,y)dy =

= ila [Pl<p(®).\p(D]<p’(t) + QL<p(t).xp(t)]\p\t))dt
ga go”‘yamiz:
m

I xzdx + xydy = J Z-cos2t msint + cos2t msint) dt = 0.
AB 0

4.))(x + y)dy integral hisoblansin. Buyerda L chiziq
L

Xx=0 y=0 x=1 y =1 to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan to‘gri
to' rtburchak ko‘nturidan iborat.

Yechish: Dastiab, L chizigni yasaymiz (4-chizma).

L ko‘ntur bo'yicha olingan egri chizigli integralni
mumkin:

quyidagicha yozish

LI : fJAB4JBc4JCD* Jan =

Bunda fAB = 0 va fD = 0. Chunki bularday=0 bo‘lganligi uchun

dy = 0 bo'ladi. Shuning uchun biz | va |
Jfic Jda
bilan cheklanamiz. Ulami hisoblash uchun

intervallarni hisoblash
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f Q(x,y)dy=[ QIX,y(x)]y'(x)dx
Jab Ja

|. (X+y)|y=f (1+y)dy =(y+T1)lo=1+1=1:
[ (xey)dy= /0 gty i =o 0 oo s

Shunday qilib,
N (x+y)dy =N -i= 1

5 % (x —y)dx +(x+y)dy integralni Grin fo‘rmulasidan foydalanib
hisoblansin. Bu yerda L ko'ntur x2 + y 2 = R2 aylanadan iborat.
Yechish: P(x,y) = x —y, Q(X,y) = x4yva”~ = —1,~ = 1 funksiyalar

x2 + y2 = fA2doirada uzluksiz. Demak, berilgan integralga
(M~ ) dxdy = { Pdxt Qdy
Grin fo‘rmulasini go‘llash mumkin.
\] (x-y)dx+ (x+y)dy = \]J 1+ l)dxdy = ZJJ dxdy = 2 «S = 21rA2

6.y = X2, x =y2 8xy = 1 egri chiziglar bilan chegaralangan sohaning

yuzi topilsin.

Yechish: Egri chizig teglamalarini birgalikda yechib A

nugtalami topamiz. Sohani hosil giluvchi ko'ntur OA, KB, BO yoylar yig‘ndisidan

iborat, shunig uchun
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=\\ xdy-ydx +1[ xdy-ydx+’\i xdy - ydx =
0

C joa £ Jab

=N 27 -1 ] T -;Ne 2~ p -1B S

1“1,0,1 1,1, , 1+3n2

=5 +8'n2+48=24+8'n2=-2 4 -" W3kV-b-
7. Har bir nugqgtasidagi chizigli zichligi nugta absissasining kvadrati
proportsional bo'lgan y = Inx egri chizigning absissalari XA = 1 va xB = 3 gateng

A va B nugqtalarini birlashtiruvchi yoy massasi topilsin.
Yechish:y = Inx,y'=%- dl = yjl+y,2dx= Il + —dx=~"-dx,
X yij X2 X
Y = y(X,y) —kx2bo'lgani uchun

3
[ f vIi+Xx2 T
m = ydl = K I Xx2-—-— dx = kj x/| + x2dx =

AB | I
=1MN(1+x2QW 1+x2) =j(l+x2IB=N[01- 27]=
=j (VIMO - V8)=j (lOn/TO - 2n/2)=~ (5VI0 - n/2) *9,6 m.
8 X = t—sint, y = 1 —cost (0 < t < tt) sikloida og'irlik markazining
koordinatalari topilsin.
Yechish: Ma’'lumki, L egri chiziq bir jinsli yoyi og'irlik markazining

koordinatalari

xc=bJdxt, ¥X=bnt
fL 4 ds

formulalardan topiladi. Bu yerda fL ds yoy uzunligidan iborat.

fL ds = fo y/[x'(t)¥ + ly'(t)]2dt « f"/(1 - cost)2+ sin2tdt =
m
~fomto . t | T
= 2J sin-dt = -4c05-]0= -4cos- + 4cos0 = 4.
0
Xc = 4\] xds = - \] (1- sint) — -— dt=- \] (tsin”™-sin”sintj dt =
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= - \-2tcos
2

ot ot
sin- - sin-cost

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1. 1(2;2) va 6 (2; 0) nuqgtalar berilgan. 1) OA to‘g'ri chiziq;
2) y:X-J2 parabolaning OA yoyi; 3) OBA siniq chizig bo'yicha.
fL (x + y)dyintegral hisoblansin.

Javoblar: 1) 4; 2) —m 3)2.

2. jL (x —y)dIl integral hisoblansin. Bu yerda L J1(0;0) va B(4;3)
nugtalami birlashtiruvchi kesmadan iborat.

Javob:

3. JAB(2xy —y 2)dx integral hisoblansin. Bu yerda AB markazi koordinata
boshida va radiusi R bo'lgan aylananing yuqori gismidan iborat.

Javob: "R3.

4. fL (x + y)dI integral hisoblansin. Bu yerda L ko'ntur 0(0; 0), j4(1; 0) va
B(0; 1) nugtalami birlashtiruvchi uchburchakdan iborat.

Javob: 1-h/2.

5. J1(0; 1), 5(2;5)va C(0;5) nugtalar berilgan. fc [(x + y)dx —2ydy]
integral: 1) AB to'g'ri chiziq bo'yicha; 2) y = x2+ 1 parabolaning AB yoyi
bo‘yicha; 3) ABC siniqg chiziq bo‘yicha hisoblansin.

Javob: 1)-16; 2)~\ 3)-12.
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6.J1(4; 2) va B(2;0) nugtalar berilgan. 1) O/N1 to‘g‘ri chiziq; 2) 051 siniq
chiziqg bo'yicha fc [(x + y)dx - xdy] integral hisoblansin.

Javob: 1) 8; 2)4.

7. N1(0;—2) va B(1;0) nugtalar berilgan. jL (2 + xy2)dx —(3 —
-X 2y)dy integral: 1)y = 2x - 2 to'g'ri chiziqg bo'yicha; 2)y2 = 4 - 4x parabola
bo'yicha; 3) = 1 ellips bo'yicha hisoblansin.

Javob: 1)-4; 2)-4; 3)-4.

8.A(a; 0;0), A(a; a; 0) va C(a; a; a) nugtalar berilgan. OC to‘g‘ri chizig va
OABC siniq chizig bo'yicha / (ydx + zdy + xdz) integral hisoblansin.

Javob: 1)1,5a2; 2)a2.

9. Tomonlari x =0, y=0, x+y = a to'g'ri chiziglarda yotgan
uchburchak ko'ntun bo'yicha olingan A [(ar + y)dx - 2xdy] integral uchun Grin

foormulasi yozilsin va tekshirilsin.
10. Grin formulasidan foydalanib, wuchlari A(a; 0), fi(a; a) vaC(0; a)

nugtalarda bo'lgan JIBCucbburcbak ko'nturi bo'yicha

J \y2dx + (x + y)2]dy
L

integral hisoblansin.
Jovob: — .
3

11.x —acost, y = bsint ellips yuzi egri chizigli integral bilan hisoblansin.

Jovob: nab.

12.x —acos3t, y = asin3t astroida bilan chegaralangan y uzni egri chizigli

integral bilan hisoblansin.
Javob: N az

13. y2 = x vax2 = y parabolalar bilan chegaralangan yuza topilsin.

Javob: -3kv.bir.
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14. X = eccost, y = efsmt, z = et (- 00 < t < 0) egri chiziqg bir jinsli

yoyining og'irlik markazi topilsin.
Javob: C 0;-i).
§2. Sirt integrallari

S tekis sirtning har bir nugtasida uzliksiz boMgan F(M) funksiya berilgan
boMsin. S sirtni ixtiyoriy usul bilan yuzlari A5r, 452, .. &Sn lardan iborat n ta qismiy
sirtlarga boMamiz va ularning har biriga ixtiyoriy nuqgtalami
tanlaymiz. Funksiyaning tanlangan har bir nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz va
quyidagi yigMndini tuzamiz:

n
FiMAAS, + F(M2)AS2+ - + F(MNASn = £ T[(M<)O5E (1)
i-1

Bu yigMndi F(Afj) funksiya uchun S sirt yuzasi bo‘yicha olingan integral
yigMndi deyiladi.

S sirtni gismiy sirtlarga boMinishlar soni N cheksiz ortib borishi bilan gismiy
sirtlaming eng kattasini diametri nolga intilganda yuqoridagi integral yigMndi biror
limitga intiladi va bu limitni F(M;) funksiyadan S sirt yuzasi bo‘yicha olingan

birinchi tur sirt integrali deyiladi va quyidagichayoziladi:

ji f(M) ds (2)
s
Koordinatalar bo‘yicha, ffs P(M)dxdy, ffs Q(M)dxdz yoki

ffs R(M)dydz sirt integrallari ham yuqoridagidek aniglanadi.

Koordinatalar bo‘yicha sirt integrali (ikkinchi tur sirt integrali) umumiy holda

jj P(M)dxdy + Q(M)dxdz + R(M)dydz (3)
S
ko‘rinishda yoziladi.
Har ikkala turdagi sirt integrallarini hisoblash ikki oMchovli integralni

hisoblashga keltiriladi.
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Agar sirt integralini integrallash sohasi S ning tenglamasi Z=(p(x,y) bo'lsa, u
holda birinchi tur sirt integrali quyidagi formuladan foydalanib ikki oMchovli

integralni hisoblashga keltiriladi:

ds=J 1+ (& + (<Py)dxdy (4),\]\] F(x,y, z)ds =

S

= \]\]f[X-y,<p(X.Y)]\]I + (@9 2+ (@yYdxdy (5)
By
Bu yerdaS* ysoha S sirtning oxy tekslikdagi proeksiyasi.
Koordinatalari bo'yicha (ikkinchi tur sirt integrali) sirt integrali quyidagi

formula yordamida hisoblanadi:

J\]f(x,y, z)dxdy = + \]\] fIx,y,(p(x,y)]dxdy (6)
s SXy

Agar S yopiq soha bo'lsa, u holda uning tashgi tomoni bo'yicha

olingan sirt integrali \]\] bilan, ichki tomoni bo'yicha olingan sirt

integrali ff bilan belgilanadi.

Yopiq S soha bo'yicha olingan integralni bu sirt bilan chegaralangan G soha
bo'yicha olingan uch oMchovli integralga Ostrogradskiy-Gauss formulasi deb

ataluvchi quyidagi formulayordamida keltirish mumkin:

\]\] Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = \]\]\] (p; + Qy + Rz)dxdydz (7).

+5 [
Bunda P(x,y, z), Q(x,y,z), R(X,y, z) va ularning birinchi tartibli xususiy
hosilalari G sohada uzluksiz bo'lishi kerak.
Agar S yopig soha bo'lImasa, u holda S sirt bo'yicha olingan integral va shu
sohani chegaralovchi L ko'ntur bo'yicha olingan egri chiziqli integral Stoks

formulasi deb ataluvchi quyidagi formula bilan bog'langan bo'ladi:
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\]\](K - Q2)dydz + (p; - Rx)dxdz + (Qx- P;)dxdy =
s

= $Pdx + Qdy + Rdz (8)

Bu yerda ham P(X,y,z),Q(X,y,z), R(X,y, z) va ulaming birinchi tartibli
xususiy hosilalari G sohada uzluksiz bo'lishi kerak.
Sirt integrali ham bir gator tatbiglarga ega:

S sirtningyuzi

dan topiladi
S sirtning massasi

m = JJ 6(M)ds (10)

dan topiladi. Bu yerda 5(M)S sirtning M(x,y,z) nuqtasidagi massa tagsimlanish
zichligi.
Sirt biror gismining koordinata o ‘glariga nisbatan inersiya momentlari.

Jox = J\] (Y2 + z2)ds,Joy = JJ(xz + z2)ds,
S S

loz = JJ(x2+y2ds (11)

5
lardan topiladi.

Sirt biror gismining og'irlik markazi koordinatalari

=505 00 T =Y

formulalardan topiladi. Bu yerda S sirtning berilgan gismi yuzini bildiradi.

Misollar

1.J= \]\](Gx + 4y + 32)ds sirtintegrali hisoblansin. Buyerda S

s
sirt x + 2y + 32 = 6 tekislikning birinchi oktantadagi gismidan iborat.
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Yechish: Berilgan integral birinchi tur sirt integralidan iborat. S integrallash

sohasi ABC uchburchakdan iborat (1-chizma)

1-chizma
Berilgan sirt integralini ikki oMchovli integral bilan almashtiramiz.

Z —~(6 —x —2y),ds = y/1 + (ZXx)2+(z'y)2dxdy = ’\3 dxdy boMgani

uchun
V94
3 \]J(SX + 2y + 6)dxdy

bo ladi. Bu yerda Sxy soha S sirtning Oxy tekislikdagi proeksiyasi, ya'ni ABO
uchburchakdan iborat.

Hosil boMgan ikki oMchovli integralni hisoblash uchun uni ikki karrali integral
bilan almashtiramiz.

— 3 6-2y

3
_\ 4J t VI4 r/5
J= ~3~ dy (5% - 2y + 6)dx = ~y~J (I1x2 + 2xy + 6*) b Qydy =
o ’o 0
3 3

= 2V14 J(y2- 10y + 21)dy = 2n/14~y - 5y2+ 21yJ = 5414,

2.J3= JJ (x2+ ¥2)~ integral hisoblansin. Buyerda Ssirt
s

z2 = x2+ y 2 konus sirtning z=0 va z=1 tekisliklar orasidagi gismidan iborat:

Yechish: Z=3x2+y2, z* = =, zi = ym
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2 2

= + = — n — ==
ds \]I + (2x)2+ (2y)2dxdy 1+ x2+yb+ o y% yfldxdy.

U holda izlanayotgan integral quyidagi ko‘rinishga keladi:
J=tfDO 2+ ¥Y2)~2 dxdy.
Bu yerda D integrallash sohasi x2 + y2 < 1 doiradan iborat. Shuning uchun

2 1 2

J=V2 \]\](xz + ¥Y2) dxdy = 4V2 \] d(p\] r3dr = V2\] dp = —V2.

3. Z=y/a2 —x2 y vyarim sferaning (?z 0‘gga nisbatan inersiya momen

hisoblansin.

Yechish: Z ¢ = ({/a2 —x2—y2) y = —n M ,>» v

2:-W e * V | +)* +«) =
L . X2 y2 adxdy
Al 'f;l%_* g:yg"' 1512:x§:y3 = /‘ra%-"x r—y2
J-=Fff(*2+Y¥Y2)* =//(x2+Y2) = a dxdy.
S 5 m s

Integrallash sohasi yanm sferaning .YOK tekislikdagi proeksiyasidan, ya'ni
X2+ y2< a2 doiradan iborat. Oxirgi integralni hisoblash uchun qutb

koordinatalariga o ‘tamiz.

2 a
r3dr 4 .
. @* " | = —ma.
Y= /D/ r2V ?=?5rdrd'b= 2 0 Va2 —r2 3
4. Z = X tekislikning x+y =1, y =0, x =0 tekisliklar bilz

chegaralangan bo‘lagi og'irlik markazi koordinatalari topilsin (2>chizma).



2-chizma

Yechish: Z = X tekislikning ko'rsatilgan gismini yuzini topamiz.

zx=1,zy=0 boiganligi uchun
§= \]\]\]l+ (4) 2+ (zy)2dxdy = \[ de dy flj( " x)dx =
D 0

Vré( xz) 11 V-2(I 1)
= X - — = V2(I -—-- = — .
\Y% 240 2J) 2

U holda quyldaglga ega boMamiz:
i-x i

~J\]\])@‘S J= JXdX\] 'J'Iy—z\]*(l- X)dx =2 j (x —x2)dx =

5 0 0] 0 o
-(«m-M E_l 11_X4 )
Ve=7ffyds=~ f dxl ny=* =/(I- = -f(i-x)3W=i-
S 0 0 0

2¢=15Szds = 28 Ixdsl

5.J=JJ7*2+y2dxdy
s

ikkinchi tur sirt integrali hisoblansin. Bu yerda S sirt x2 + y 2 < a2 doiraning quyi

gismidan iborat.

Yechish: S sirt o‘zining XOY tekislikdagi Sxy proeksiyasi bilan bir hil

bo‘ladi. (6) formulaga asosan



T a

J—— J\] *yjx2 + y zdxdy = —\]\] yfr erdcpdr = —\] dtp\] rAdr =
x*+yziaz rsa o 0
f2 s.a 2C s 2 s lo 2 s 4  |—
= 2{35f2|0 = 52‘?1 azd* = 5ar L =" Ha2'2zrn=' S5wa -

6. Ostrogradiskiy-Gauss formulasidan foydalanib
I = jjf 4x*dydz + 4y3dxdz —6z3dxdy

sirt integralini hisoblang. Bu yerda S sirt x2+ y 2 = a2silindrningz = Ovaz = h
tekisliklar bilan chegaralangan gismidan iborat (3-chizma).

Ostrogradskiy-Gauss formulasini chap tomoni bilan berilgan integralni
tagqoslab P = 4x3, Q= 4y3, R = —6z4 ekanligini topamiz. Ulaming xususiy

hosilalari P* = 12x2, <2* = 12y2, Rz = —24z3 lardan iborat. Bulami

” Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = \]JJ(P* + Py + Pz)dxdzdy
+S G
formulaning o‘ng tomoniga golyamiz. Natijada S yopiq sirt bo'yicha olingan sirt
integrali S yopiq sirt chegarasi bilan hosil gilingan G soha boyicha olingan uch

oMchovli
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[ = 12 333(x2 + y2—2z3)dxdzdy
c

integralni hisoblashga kelamiz.
Bu integralni dastlab z bo'yicha integrallab, so'ngra qutb koordinatalariga
0‘tamiz.
h

J=12 > dxdy | (x2+y2—2z3)dz =
Jdcry 1

= 12 jf N+ y A~ - T J\NZZ Bdxdy =
X2+y2Sa2

h* 1 a 3
=12 J3J |r2h- y~ rdcpdr = 12hJ dgJ ~r3- y dr = 6na2h(a2- h3).

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1.ffs [xcosa + ycosfi + zcosy]ds integral,x i-y + z = a

tekislikning birinchi oktantada yotgan gismini ustki sirti bo'yicha hisoblansin

a3
Javob: -

2.33(x +y + z)ds integral hisoblansin. Buyerda Ssirtx2 +

5
+y2+ z2= a2 z > 0 dan iborat.
Javob: 0.

3. JJ(x2+ y2)ds integral hisoblansin. Buyerda Ssirt
s

yjx2+y2< z < 1 jismning chegarasidan iborat.

Javob: ~-h/2).

4. Quyidagi ikkinchi tur sirt integrallari hisoblansin:

1)/ = 3I xdydz + ydzdx + zdxdy, bu yerda Ssirtx2+y2+ z2= a2
s
sferaning tashqgi tomonidan iborat;



2)/ = \]\] x2dydz +y2dzdx + z2dxdy, bu yerda Ssirt (x —a)2 +
5
+(y —b)2+ (z —c)2 = R2 sferaning tashqi tomoni.
Javob: 1) 4a9a3; 2) “nR3(a + b + ¢).
5. Ostrogradskiy-Gauss formulasidan foydalanib quyidagi integrallar
hisoblansin.

1) jirz2dxdy, buyerda S sirt*2+ y2+ 2z2 = 2 ellipsoid sirtidan

_5.
iborat;

2) Jp>zdxdy + ydxdz + xdydz,buyerda Ssirtx = 0,x = 1,y - O,
-s
Y =1 z =0,z = 1tekisliklar bilan chegaralangan kub sirtidan iborat.
Javob:!) 0; 2) -3.
6. z=2-—-- — sirtning XOY tekisligidan pastda joylashgan gismining
og‘irlik markazi hisoblansin.

Javob: ¢ (\9;0 ;—3i0 /

7.z = A__ paraboloidning O Zo‘qga nisbatan inersiya momentii 0< z < 1

shartda hisoblansin.
47r(1+6Y3)

Javob:
15
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VI BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA ELEMENTLARI
8l.Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalari

Ehtimollar nazariyasi oliy matematikaning bir gismi boMib, natijalari tasodifiy
omillarga bogMiq boMgan tajribalar uchun qurilgan modellami o'rganadi.

Har ganday tajriba (eksperiment, kuzatish) gandaydir aniq shartlar to'plamini
bajarilishini va uning natijalarini kuzatishdan iborat. Ehtimollar nazariyasida bir xil
shartlar istalgancha marta takrorlanishi mumkin boMgan tajribalargina garaladi.

0 ‘tkaziladigan u yoki bu tajribada kuzatish predmeti boMib, biror jarayon,
fizik holat, igtisodiy samaradorlik, hosildorlik va hokazolar olinishi mumkin.
Demak, ehtimollar nazariyasida hodisa va tajriba tushunchalari asosiy
tushunchalardan hisoblanadi.

Ro y beradi yoki ro‘y bermaydi deb gapirish mumkin boMgan har ganday
vogea hodisa deyiladi. Tajribalar, kuzatishlar, oMchashlaming natijalari
hodisalardan iborat. Masalan:

1) Tanga tashlanganda uning “gerbli” tomonini tushishi;

2) Otilgan o‘gning nishonga tegishi;

3) Tolaning uzilishi va hokazolar.

Barcha kuzatiladigan hodisalami 3 turga ajratish mumkin.

Ular: muqarrar hodisa, ro'y bermaydigan hodisa va tasodifiy hodisalardir.

Tayin shartlar to‘plami bajarilganda albatta ro‘y beradigan hodisaga mugarrar
hodisa deyiladi. Masalan, tomonlari birdan oltigacha nomerlangan bir jinsli kubni
(shoshqgol toshini) tashlanganda, shu nomerlardan gandaydir bittasini tushishini
hodisa deb olsak, bu hodisa albatta ro‘y beradi, ya’ni muqarrar hodisa boMadi.

Tayin shartlar to‘plami bajarilganda mutlago ro‘y bermaydigan hodisaga
mumkin boMnwan hodisa deyiladi. Masalan, yuqorida ko‘rib o‘tilgan kubikni
tashlashda 7-nomemi tushishi mumkin boMmagan hodisadir.

Tayin shartlar bajarilganda ro‘y berishi ham, ro‘y bermasligi ham mumkin
boMgan hodisa tasodifiy hodisa deyiladi. Masalan, yugondagi kubikni tashlashda

juft nomerlami yoki toq nomerlami tushishi tasodifiy hodisadir.
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Odatda tasodifiy hodisalarni A, B, C, D, E, ...harflar bilan, mugarrar hodisani
U bilan, mumkin boMmagan hodisani V bilan belgilanadi.

Tasodifiy hodisalar ustida quyidagi amallarga to‘xtalamiz:

1. Agar A hodisa ro‘y berishidan B hodisaning ham ro‘y berishi kelib chigsa,
u holda A hodisa B hodisani emashtiradi deyiladi va Ac B kabi yoziladi. Masalan,
kubikni tashlaganda A hodisa deb 2 nomemi tushishini, B hodisa deb juft nomemi
tushishini belgilasak, u vagtda A hodisa ro‘y berishidan B hodisaning ro‘y berishi
kelib chigadi.

2. Agar AcB va BCcA, ya’ni A hodisa B hodisani ergashtirsa va aksincha, B
hodisa A hodisani ergashtirsa, u holda A va B hodisalar teng (tengkuchli) deyiladi
va A=B deb belgilanadi.

3. A va B hodisalaming ikkalasi bir vaqtda ro‘y berishidan iborat bo'lgan
hodisa A va B hodisalaming ko pavtmasi deyiladi va AMB (AB) kabi yoziladi.

4. A va B hodisalardan hech bo‘Imaganda birining ro‘y berishidan iborat
boMgan hodisa A va B hodisalaming vig‘indisideviladi va AUB (A+B) kabi yoziladi.
Masalan, o‘q otish qurolidan ikkita 0‘q otilgan boMib, A birinchi otishda nishonga
tegish, B ikkinchi otishda nishonga tegish hodisalan boMsa, u holda AUB (A+B)
birinchi otishda yoki ikkinchi otishda yoki har ikkala otishda ham nishonga tegish
hodisasi boMadi.

5. Bir necha hodisalaming yigMndisi deb, bu hodisalardan kamida birini ro‘y
berishidan iborat boMgan hodisaga aytiladi.

6. Birgalikda boMmagan hodisalar deb bitta sinashda birining ro‘y berishi
boshgasining ro‘y berishini yo‘qqga chigaradigan hodisaga aytiladi.

Masalan: 1) Detallar solingan yashikdan tavakkaliga bitta detal olindi. Bunda
yarogli detal chiqgish hodisasi yaroqsiz detal chigish hodisasini yo‘gga chiqgaradi.
Demak, bu hodisalar birgalikda emas;

2) Tanga tashlandi. Gerbli tomonini tushishi ragamli tomonini tushish
hodisasini yo'qqa chigaradi. Bu holdaham gerbli tomoni tushdi va ragamli tomoni

tushdi hodisalan birgalikda emas.
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7. Agar sinash natijasida bir nechta hodisalardan bittasi va fagat bittasining
ro‘y berishi mugarrar hodisa boMsa, u holda bu hodisa yagona mumkin bo'lgan
hodisa deyiladi. Masalan, nishonga garatao”q uzildi deylik. U holda nishonga tegish
yoki tegmaslik hodisalaridan fagat bittasi bajariladi.

8. Agar bir nechta hodisalardan hech birini boshgalariga nisbatan ro‘y berishi
mumkinroq deyishga asos boMmasa, u holda bu hodisalami teng imkonivatli
hodisalar deyiladi. Masalan: 1) Tanga tashlanganda gerbli tomoni tushishi yoki
ragamli tomonini tushishi hodisalari teng imkoniyatlidir; 2) 0 ‘yin soqgasi
tashlanganda u yoki bu (1,2,3,4,5,6) ragamni tushishi hodisalari teng imkoniyatlidir.

9. Hodisalaming toia gruppasi deb, sinashning yagona mumkin boigan
hodisalari to‘plamiga aytiladi. Masalan, mergan nishonga garata ikkita o‘q uzdi
deylik, bunda Ainishonga bitta 0°q tegishi hodisasi, A2nishonga ikkita 0'q tegishi
hodisasi, A3nishonga har ikkala o‘qgni tegmaslik hodisasi. Bunda aytilgan hodisalar
to‘la gruppa tashkil etadi.

10. Qarama-qgarshi hodisalar deb, toMa gruppa tashkil etuvchi yagona mumkin
boMgan ikkita hodisaga aytiladi. A hodisaga garama-garshi hodisani A bilan
belgilanadi. Masalan: 1) Nishonga o4y uzishda nishonga tegishi va tegmaslik
hodisalari garama-garshi hodisalardir; 2) Yashikdan olingan detalni yarogli yoki
yaroqsiz chigish hodisalari garama-garshi hodisalardir.

11. Agar ikkita hodisadan birini ro‘y berishi ikkinchisini roly benshi yoki roly
bermasligiga bog‘liq boMmasa. u holda bu hodisalami erkli hodisalar deyiladi.
Masalan, tanga ikki marta tashlandi deylik, u holda birinchi tashlashda gerbli tomoni
tushish hodisasi, ikkinchi tashlashda gerbli tomon tushishi yoki tushmaslik
hodisasiga bogMig emas.

12. Bir nechta hodisalami har ikkitasi bogMiq boMmasa, u holda u hodisalami
juft-juft erkli deyiladi. Masalan: tangani uch marta tashlandi deylik A, B, C mos
ravishda birinchi, ikkinchi va uchinchi sinashda gerbli tomon tushish hodisasi
boMsa, bu holda ko‘rilayotgan hodisalardan ixtiyoriy ikkitasi bogMig emas. Demak,
A, B va Cjuft-juft erkli.
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13. Agar ikkita hodisadan birining ro‘yberishi ikkinchisini ro'y berish yoki
ro'y bermasligiga bogiiq bo'lsa, u holda bu hodisalami o'zaro bog'liq hodisalar
deyiladi.

14. Bitta sinashda ikkita hodisadan birini ro'y berishi ikkinchisini ro‘y
berishini inkor gilmasa, u holda bu hodisalar birgalikda deyiladi.

Ehtimol tushunchasi ehtimollar nazanyasining asosiy tushunchalaridan biri
hisoblanadi. Bu tushunchaning bir necha xil ta’riflari mayjud. Hozircha biz
ehtimolning klassik ta’rifini beramiz,

Bu magsadda biz quyidagi misolni ko‘ramiz:

Yashikda yaxshilab aralashtirilgan 6 ta bir xil shar bo‘lib, ulardan ikkitasi gizil, 3
tasi ko‘k va 1tasi oq boisin deylik. Shubhasiz yashikdan tavakkaliga rangli shar
olinish imkomyati oq shar olinish imkoniyatidan ko'prog. Bu imkoniyatni son bilan
xarakterlash mumkinmi? Ha, mumkin ekan. Mana shu songa hodisaning ehtimoli
deyiladi. Shunday qilib ehtimol, hodisaning ro‘y berish imkoniyatini xarakterlovchi
sondir.

Aytaylik, rangli shar chigishini A hodisa deylik. Sinashda ro‘y benshi mumkin
bo'lgan har bir hodisani elementar hodisa deymiz. Ulami Eu E2, £3, va hokazolar
bilan belgilaymiz. Bizning misolda 6 ta elementar natija bor. £i-oq shar, Ez, £3-qgizil
shar, £4, E5, £6-ko’'k shar chiqdi natijalaridir.

Anigki bu natijalar yagona mumkin bo'lgan va teng imkoniyatli hodisalardir.

Bizni qizigtirayotgan hodisani ro'y berishiga olib keladigan elementar
natijalami bu hodisaning ro‘y berishiga qulavlik tug'diruvchi hodisalar deyiladi.
Bizni misolda A hodisaning ro'y berishiga quyidagi 5 ta natija E2, E3, En, Es, E6 lar
qulaylik tug'diradi.

A hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug'diruvchi elementar natijalar sonining
ularning umumiy soniga nisbati A hodisaning ehtimoli deyiladi va P(JT1) bilan
belgilanadi. Ko'rilayotgan misolda jami elementar natijalar 6 ta, ulardan 5 tasi A

hodisaga qulaylik tug'diradi. Demak, olingan shaming rangli bo'lish ehtimoli:

P(A) =
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Umuman olganda, A hodisaning ehtimoli deb, sinashning bu hodisani ro‘y
berishiga qulaylik tug'diruvchi natijalari sonining sinashning yagona mumkin
bo'lgan va teng imkoniyatli elementar natijalari jami soniga nisbatiga aytiladi.

Shunday qilib A hodisaning ehtimoli quyidagi formula bilan aniglanadi:
/>04) = 5.

Bu yerda m, A hodisaning ro‘y berishiga qulaylik tug‘diruvchi elementar
natijalar soni; n-sinashning mumkin boMgan barcha elementar natijalari soni. Bu
yerda elementar natijalar yagona mumkin boMgan va teng imkoniyatli deb faraz
gilinadi.

Ehtimolning ta’rifidan uning quyidagi xossalari kelib chigadi.

1) Mugarrar hodisaning ehtimoli 1 ga teng. Bu holda m=n boMgani uchun
P(A)= —= - =1 boMadi.

2) Mumkin boMmagan hodisaning ehtimoli nolga teng. Bu holda m=0

boMgani uchun P&A): A-=- =0 boMadi.

n n

3) Tasodifiy hodisaning ehtimoli musbat son boMib, u nol va bir orasida
boMadi. Hagigatan ham 0 < m < n boMgani uchun 0 < T< 1 boMadi. Demak,
0 < P(A) < 1. Ehtimolning nolga va birga teng boMishi mumkinligini e’tiborga
olsak, 0 < P(A) < 1deb yozish mumkin.

Ehdi ehtimol tushunchasi bilan o‘zaro bogMiq bir tushuncha nisbiy chastota
tushunchasi bilan tanishamiz.

Nisbiy chastota ehtimol tushunchasi bilan bir gatorda ehtimollar
nazariyasining asosiy tushunchalari jumlasiga kiradi.

Hodisaning nisbiy chastotasi deb, hodisa ro‘y bergan sinashlar sonining aslida
oMkazilgan jami sinashlar soniga nisbatiga aytiladi. Shunday qilib A hodisaning

nisbiy chastotasi W (J1) = —formula bilan aniglanadi. Bu yerda m-hodisaning ro‘y

berishlar soni, n-sinashlaming jami soni.
Ehtimol va nishiy chastota ta’riflaridan koMinib turibdiki, ehtimol tajribadan

ilgari, nisbiy chastota esa tajribadan keyin hisoblanadi.



1-niisol. Texnikaviy nazorat bo'limi tasodifiy tanlangan 80 ta detal

partiyasidan 3 tayaroqsiz detal topdi. Yaroqsiz detal chigishining nisbiy chastotasi

WA) =8 teng

2-misol. Nishonga qarata 24 ta o'q uzildi va ulardan 19 tasi nishonga
tekkanligi gayd gilindi. Nishonga tegishning nisbiy chastotasi W(A) = ~ ga teng.

Turli tajribalarda nisbiy chastota juda oz o'zgarib, biror o'zgarmas son
atrofida tebranadi. Shunday qilib, tajriba yo'li bilan nisbiy chastota aniglangan
bo'lsa, u holda uni ehtimolning tagribiy giymati sifatida olish mumkin.

3-misol. Shved statistikasi maMumotlariga garaganda, 1935-yida qgiz bolalar
tug'ilishining nisbiy chastotasi oylar bo'yicha quyidagi sonlar bilan harakterlanadi:
0,486, 0,489, 0,471, 0,478, 0,482, 0,462, 0,484, 0,485, 0,491, 0,482, 0,473.

Nisbiy chastota 0,482 soni atrofida tebranadi.

4-misol. Tangatashlangan. Unda quyidagi jadvaldagi ragamlar gayd gilingan.

Tanga;ashlashlar Gerbli tomon_ tushishlar Nisbiy chastota
oni soni

4040 2048 0,5059

12000 6019 0,5016

24000 12012 0,05005

Ko'rinib turibdiki, bu yerda ham nisbiy chastota 0,5 soni atrofida tebranib
turibdi

Teorema: Birgalikda bo'lImagan ikkita hodisadan gaysinisi bo'lsa ham,
birining ro'y berish ehtimoli shu hodisalar ehtimoHarming yig'indisiga teng.

P(1+B) = PU1) + P(B).

Isbot: n-sinashning mumkin boMgan elementar natijalar soni; m”*A hodisaga
qulaylik tug'diradigan natijalaming soni; mz-B hodisaga qulaylik tug'diradigan
natijalaming soni.

Yoki A hodisa, yoki B hodisa ro'y berishiga qulaylik tug'diradigan

natijalaming soni m1+m2 Demak
ml+m2 ml m



Natija: har ikkitasi birgalikda bo'Imagan bir nechta hodisalardan qaysinisi
bo'lsa ham, birining ro'y berish ehtimoli shu hodisalar ehtimollari yig'indisiga teng.
P(AX+A2+ - + An) = P(Ar) + P(A2) + »+ P(An).

Isbot: A, B va C hodisalami garaylik. Ularning hech bir 2 tasi birgalikda
bo'lmaganligi uchun
P(A+B+C)=P[(A+B)+C]=PA+B)+ P(C) = P(A) + P(B) + P(C).

1-misol. Yashikda 30 ta shar bor, ulardan 10 tasi qizil, 5 tasi ko‘k, 15 tasi og.
Rangli shar chigish ehtimolini toping.

Yechish. Rangli shar chigishi yoki qizil shar, yoki ko‘k shar chigishini
bildiradi. Qizil shar chigish (A hodisa) ehtimoli P(J1) = 2 Ko‘k shar chigish
(B hodisa) ehtimoli P(B) = \

A va B hodisalar birgalikda emas, ya’ni qizil rangli shar chigishi ko‘k

rangdagi shar chiqgish hodisasini yo‘qqga chigaradi. Demak, yugondagi teoremaga

asosan
PA+B)= P(A)+P(B)=i + | =i,
¢ )= PAY (B) 3 b Z

Teorema: Qarama-qgarshi hodisalar ehtimollarining yig'indisi 1gateng, ya’ni
P(A) + P(A) = 1

Isbot: Qarama-qarshi hodisalar toia gruppa tashkil giladi. To‘la gruppa
tashkil giluvchi hodisalar ehtimollari yig'indisi 1ga teng.

Eslatma. A hodisaning ehtimolini topishda, ko'pincha A hodisa ehtimolini
hisoblash, keyin esa izlanayotgan ehtimolm P(A) = 1- P(A) bo'yicha topish
qulaydir.

Amaliyotda juda ko'p masalalami hal gilishda ehtimoli juda kichik, ya’ni
nolga yaqgin bo'lgan hodisalar bilan ish ko'rishga to'g'ri keladi. Kichik ehtimolli A
hodisa yagona sinashda ro'y bermaydi deb hisoblash mumkinmi. Bunday xulosa
gilish mumkin emas, chunki kichik ehtimolli bo'lsada, A hodisa ro'y berib golishi

mumekin.



Agar tasodifiy hodisa juda kichik ehtimolga ega boMsa, u holda amalda bu
hodisa yagona tajribada ro‘y bermaydi deb hisoblash mumkin.

Savol tugMlishi tabiiy: yagona sinashda hodisaning ro‘y berishi mumkin emas
deb hisoblash uchun uning ehtimoli ganchalik boMishi kerak. Bu savolga bir
giymatli javob berish mumkin emas.

Mazmunan har xil bo‘lgan masalalar uchun javob ham turlichadir. Masalan:
Parashyutdan sakralganda parashyutning ochilmaslik ehtimoli 0,01 ga teng boMsa,
bunday parashyutlardan foydalanishga yo‘l go‘yib boMmaydi. Uzogqa gatnaydigan
poyezdning kechikib kelish ehtimoli 0,01 ga teng bo‘lganda esa poyezdning 0°‘z
vagtidayetib kelishiga ishonch hosil gilish mumkin.

Agar A hodisaning ehtimoli nolga teng boMsa, u holda A hodisaning ehtimoli
lgayaqin boiadi.

Agar tasodifiy hodisa birga yaqgin ehtimolga ega bo‘lsa, u holda yagona
tajribada bu hodisa amalda ro‘y beradi deb hisoblash mumkin.

Teorema: Ikkita erkli hodisaning birgalikda ro‘y berish ehtimoli shu
hodisalaming ehtimollari ko‘paytmasiga teng.

P(AB) = P(/1) - P(B).

Natija: Birgalikda bogMig boMmagan bir nechta hodisalaming birgalikda ro‘y

berish ehtimoli shu hodisalaming ehtimollarini ko‘paytmasiga teng.

...... I,) . P(AO mP(Ar) mP(A3)« .. mP(J1,).

1.1. Kamida bitta hodisaning ro‘y berish ehtimoli

Teorema. Birgalikda bog‘lig boMmagan Ar,AZ,Ar, ...,An hodisalardan
kamida bittasining ro‘y berish ehtimoli bir soni bilan Ax, Az, A3, ...,An garama-
garshi hodisalar ehtimollarining ko ‘paytmasi orasidagi ayirmaga teng:

PUT) = 1- qtq2- an-

Xususiy hoi. Agar Al ,A2,A3, ...,An hodisalar g ga teng boMgan bir xil
ehtimolga ega boMsa, u holda shu hodisalardan kamida bittasining ro‘y berish
ehtimoli

P(A) = 1-gn gateng.
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1.2, Shartli ehtimol

A va B hodisalar bog'lig bo'lsin. Hodisalarning bog'ligligi ta'rifiga ko‘ra bu
hodisalardan birining ro'y berish ehtimoli ikkinchisining ro'y berish yoki ro‘y
bermasligiga bog'ligdir. Shuning uchun bizni, masalan, B hodisaning ehtimoli
gizigtirayotgan bo'lsa, u holda A hodisa ro‘y bergan yoki ro'y bermaganligini
bilishimiz muhimdir.

B hodisaning A hodisa ro'y berdi degan farazda hisoblangan ehtimoliga
shartli ehtimol deyiladi.

A va B hodisalar bog'liq bo'lib, P(A) va Pn(B) ehtimollar ma’lum bo'lsin. Bu
hodisalarning birgalikda ro'y berish ehtimolim, ya'ni bir vagtda ham A hodisa, ham
B hodisa ro'y berish ehtimolini ganday topish mumkin. Bu savolga quyidagi
teoremajavob beradi

Teorema. 2 ta bog'lig hodisaning birgalikda ro'y berish ehtimoli ulardan
birining ehtimolini shu hodisa ro'y berdi deb faraz gilingandagi ikkinchi hodisaning
shartli ehtimoli ko'paytmasiga teng.

P(AB) = P{A)  PA(B).
Xususan, 3 ta bog'lig hodisa uchun quyidagi tenglik o'rinlidir.
P(ABC) = P(A) *PA(B) * PAB(C).

Teorema. Birgalikda bo'lgan ikkita hodisadan kamida bittasining ro'y berish
ehtimoli shu hodisalarning yig'indisidan ularning birgalikda ro'y berish ehtimoli
ayrilganiga teng. Ya’ni

P(A + B) = P(A) + P(B) - P(AB).

Eslatma 1. Bu formulani qo'Uashda A va B hodisalar o'zaro erkli, ham
bog'liq bo'lishi mumkin ekanligini nazarda tutish kerak.

Erkli hodisalar uchun P(A + B) = P(4) + P(A) - P(A) < P(B).

Bog'lig hodisalar uchun esa P(A + B) = P(J1) -f P(B) - P(A) ¢ PA(B).

Eslatma 2. Agar A va B hodisalar birgalikda bo'Imasa, u holda ulaming
birgalikda ro‘y berishidan iborat bo'lgan hodisa mumkin bo'Imagan hodisa bo'ladi,
ya’ni P(AB) = 0 bo'ladi. U holda
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P(1 + B) = P(A) + P(B) bo'ladi.

Faraz qgilaylik, A hodisa to'la guruh tashkil etuvchi birgalikda bo‘lmagan
B1,B2, Bn hodisalardan bittasining roy berganlik shartida ro'y bersin. Bu
hodisalarning ehtimollari va A hodisaning P(BX/A/,P(B2)/A/, ,P(Bn)/A/
shartli ehtimollari ma’lum bo'lsin. A hodisaning ehtimolini ganday topish mumkin?
Bunga quyidagi teorema javob beradi.

Teorema. To'la guruh tashkil etuvchi birgalikda bo'lmagan BIt B2, ...,Bn
hodisalardan bittasining ro'y berganlik shartidagina ro'y beradigan A hodisaning
ehtimoli, shu hodisalardan har birining ehtimolini A hodisaning mos shartli
ehtimollari ko'paytmasi yig'indisiga teng:

P() = P(Bt) mPBi04) + P(B2) « Pfiz04) + .. + P(0n) « PBn(A).

Bu formula to'la ehtimol formulasi deyiladi.

1.3. Gipotezalar ehtimoli. Bayes formulasi

Faraz qgilaylik, A hodisa to'la guruh tashkil etuvchi birgalikda bo'Imagan
B1,B2, ..., Bn hodisalardan biri ro'y berish shartidaginaro'y berishi mumkin bo'lsin.
Bu hodisalardan qaysi biri ro'y berishi awaldan noma’lum bo‘lgani sababli ular
gipotezalar deyiladi. A hodisaning ro'y berish ehtimoli quyidagi formuladan
topiladi:

PC4) = P(BJ mPBi (/1) + P(B2) mP*2(J1) + .. + P(Bn) e« Pen(/l) (1).

Faraz gilaylik, sinash o'tkazilgan bo'lib, uning natijasida hodisa ro'y bergan
bo'lsin. Gipotezalaming ehtimollari ganday o'zgarganligini aniglash masalasini
go'yaylik. Boshgacha aytganda Px(Si), Pa(B2), ..., PA(Bn) shartli ehtimollami
izlaymiz

Awal Pg(Br) shartli ehtimolni aniglaymiz. Ko'paytirish teoremasiga asosan.

P(ABt) = P(A) mP1(Br) = P(Br) mPBi(A).
Bundan Pn{Br) = bo'lib,

pfsil=
x> ?Ne)e PBtO1)+ P(B2)- Ppb2(A) + .. + P(B,)- PB,(/1)'




Shu usulda qolganlarini ham topish mumkin. Bu formulalar Bayes formulalari
deyiladi.

Bayes formulalari sinash natijasida A hodisa ro'y berganligi ma’lum
bo'lgandan so‘ng gipotezalar ehtimollarini qayta baholashga imkon beradi.

Agar bir nechta sinash o'tkazilayotgan boMib, har bir sinashda A hodisaning
ro‘y berish ehtimoli boshga sinash natijalariga bog'liq boMmasa, u holda bunday
sinashlar A hodisaga nisbatan erkli deyiladi.

Faraz qilaylik, n ta o‘zaro erkli sinash o‘tkazilayotgan boMib, ulaming har
birida A hodisa yo ro‘y berish, yoki ro‘y bermasligi mumkin boMsin. A hodisaning
ehtimoli har bir sinashda bir xil va p deylik. Demak, har bir sinashda ro‘y bermaslik
ehtimoli ham o'zgarmas va g = 1- p gateng.

n ta sinashda A hodisaning ko’pi bilan k marta ro'y berish va demak n —«
marta ro'y bermaslik ehtimolini hisoblashni oldimizga magsad qilib go'yaylik.
Shuni aytib o‘tish mumkinki, A hodisaning k marta aniq bir ketma-ketlikda ro‘y
berishi talab gilinmaydi. Masalan, A hodisaning 4 ta sinashda 3 marta ro'y berishi
to‘g‘risida gap ketsa, u holda quyidagi murakkab hodisalar boMishi mumkin.

AAAA, AAAA, AAAA vaAAAA.

AAAA yozuv birinchi, ikkinchi va uchinchi sinashda A hodisa ro‘y berib
to'rtinchisida ro'y bermasligini bildiradi. lzlanayotgan ehtimolni P (k) orqali
belgilaymiz. Masalan, P5(3) yozuv 5 ta sinashda hodisa 3 marta ro'y berishi, demak
2 martaro'y bermaslik ehtimolini bildiradi.

n ta sinashda A hodisaning ko’pi bilan Kk marta ro‘y berish va n-k marta ro‘y
bermasligidan iborat bo'lgan 1 ta murakkab hodisaning ehtimoli erkli hodisalar
ehtimollarini ko‘paytirish teoremasiga asosan pk ¢qn~k ga teng.

Bunday murakkab hodisalar n ta elementdan k tadan nechta guruhni tuzish
mumkin boMsa, shuncha, ya’ni ta bo'ladi. Bu murakkab hodisalar birgalikda
bo'Imaganligi uchun birgalikda bo'lmagan hodisalar ehtimollarini go'shish
teoremasiga asosan izlanayotgan ehtimol barcha mumkin bo'lgan murakkab

hodisalar ehtimollari yigMndisiga teng. Bu murakkab hodisalaming ehtimollari bir
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xil bo‘lgani uchun izlanayotgan ehtimol bitta murakkab hodisaning ehtimolini
ulaming soniga ko'paytirganiga teng, ya’ni

PQ0 = On “ Vk m gn~kyo\aPn(k) = Pk ' 4n~k dan iborat.

Bu formula Bemulli formulasi deyiladi.

14. Laplasning lokal teoremasi

Yugorida biz n ta sinashda hodisaning rosa Kk marta ro‘y berish ehtimolini
hisoblashga imkon beruvchi Bemulli formulasini Kkeltirib chigardik. Bu formulani
keltirb chigarishda har bir sinashda hodisaning ro'y berish ehtimoli o'zgarmas deb
faraz qildik.

Laplasning lokal teoremasi. Agar har bir sinashda A hodisaning ro'y berish
ehtimoli p o'zgarmas bo'lib, nol va birdan fargli bo'lsa, u holda n ta sinashda A
hodisaning rosa k marta ro'y berish ehtimoli Pn(k) tagriban n gancha katta bo'lsa
shuncha aniq

1 1

* i

— . — X).
y Jhpg \Zn (p(x)

yinpg

funksiyaning x - ~=dagi giymatiga teng.

1 &
(p(x) = -=—m e~ 2 funksiyadagi x argumentning musbat giymatlariga mos kelgan

funksiyaning giymatlaridan tuzilgan jadvallar mavjud. Funksiyajuft bo'lgani uchun
bujadvallardan x ning manfiy giymatlari uchun ham foydalanish mumkin. Shunday
qgilib, n ta erkli sinashda A hodisaning rosa k marta ro'y berish ehtimoli tagriban

quyidagiga teng bo'ladi.

p>* im ’v(x)' buyerda- * = w  gateng-

Faraz gilaylik n ta tajribaning har birida A hodisaning ro'y berish ehtimoli
0'zgarmas va p ga teng bo'lsin. n ta tajribada A hodisaning kamida kx marta va
ko'pi bilan k2 marta ro'y berish ehtimoli Ph(k1 k2) ni ganday hisoblash mumkin.

Bu savolga Laplasning integral teoremasi javob beradi.
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Teorema. Agar har bir sinashda A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p
o‘zgarmas bo‘lib, u nol va birdan fargli bousa, u holda n ta sinashda A hodisaning
kxdan k2 martagacha ro‘y berish ehtimoli Pn(kv k2) tagriban giiyidagiga teng.

1 rx" £
Pn(.Kkr) e 2dz ©

- , , kx-np ,, kz-np
b'y«dX =-m va* = «T sy

i /x * 2 . .
®(x) = ~=/0e~~dz uchunjadval mavjud.

®0O) funksiya Laplasfunksiyasi deyiladi. Laplas fimksiyasi jadvalidan foydalanish

mumkin bo'lishi uchun © formulani quyidagi tarzda o‘zgartiramiz.

1 1o d 1 fx"
M KKr)* Tt 1 e~" ar+uwl e'ldz =
1 rx” = I [* £
= —== ~idz--—- — e~r dz
v2n Jo V2n J0

Shunday qilib n ta erkli sinashda A hodisaning kt dan k2 martagacha ro‘y

berish ehtimoli

@ (x’)
ga teng. Bu yerda
fc,- np k2- np
X
Misollar
1 Yashikda 12 ta shar bo‘lib, ulardan 3 tasi oq, 4 tasi qora va 5 tasi gizi

Yashikdan ixtiyoriy ravishda olingan shaming gora bo'lishi ehtimoli topilsin.
Yechish: Olingan shaming qora bo‘lish hodisasini A deylik. U holda A
hodisani ro‘y berishiga imkoniyat yaratuvchi hodisalar soni m=4 va barcha mumkin

boigan hodisalar soni n=12.

Demak, PSAz =- =15,
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2. Kitob 100 betdan iborat. Kitobning tasodifan ochilgan betida
ragamining gatnashish ehtimoli topilsin.

Yechish: Barcha mumkin boMgan elementar hodisalar soni n=100 ga teng.
Hodisaning ro‘y berishiga Imkoniyat yaratuvchi hodisalar soni m=19. Shuning

uchun

3. Ikkita tanga bir vaqtda tashlanadi. Ikkala tangada gerb tomoninir
tushish ehtimoli ganday bo‘ladi ?
Yechish: Mumkin bo‘lgan hollar quyidagi sxemadagiday bo‘ladi:

Hollar Birinchi tanga Ikkinchi tanga
1-hol Gerb Gerb

2-hol Gerb Ragam

3-hol Ragam Gerb

4-hol Ragam Ragam

Mumkin boMgan hollar soni 4 ta. Hodisani ro‘y benshiga qulaylik tug‘diruvchi

hollar soni 1ta.
Demak, ikkala tangada gerbning tushish ehtimoli P(A) = - ga teng.

4. Yashikda 6 ta ko‘k, 4 ta yashil, 5 ta qizil, 5 ta oq va 10 ta qora shar bor.
Yashikdan tavakkaliga bitta shar olindi. Olingan shaming rangli bo‘lish ehtimoli
topilsin.

Yechish: Rangli shar chigish hodisasini A bilan belgilaymiz, ko‘k rang
chigish hodisasini B bilan, yashil rang chigish hodisasini C bilan, gizil shar chigish
hodisasini D bilan, oq shar chigish hodisasini E bilan, gora shar chigish hodisasini
esa K bilan belgilaymiz. U holda A=B+C+D boMadi. Birgalikda bo‘lmagan

hodisalar ehtimollarini qo‘shish teoremasiga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz:
PW =P(B+C+D)- PCS)+P(C)+P(O)=% ++ +1 - H . 05

5 Mergan uchta sohaga ajratilgan nishonga garata olq uzmogda. O'gning

birinchi sohaga tegish ehtimoli 0,45, ikkinchi sohaga tegish ehtimoli 0,35.
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Merganning bitta o'q uzishda yo birinchi sohaga, yoki ikkinchi sohaga tekkizish
ehtimolini toping.

Yechish: A-“mergan birinchi sohaga tekkizdi” va B - “mergan ikkinchi
sohaga tekkizdi” hodisalari birgalikda emas (o‘gning bir sohaga tegishi ikkinchi

sohaga tegishini yo'qga chigaradi), shuning uchun qo'shish teoremasini qo‘llash
mumkin.

Izlanayotgan ehtimol quyidagiga teng:

P(A + B) = P(A) + P(B) = 0,45 + 0,35 = 0,80.

6. Ikkita yashikda oq va qora sharlar bo'lib, birinchisida 7 ta qora, 3 ta oq
shar bor. Ikkinchisida 9 ta gora 6 ta oq shar bor. Har bir yashikdan tavakkaliga
bittadan shar olinadi. Ikkala shaming oq boiish ehtimoli topilsin.

Yechish: A-ikkala shaming ogq boiish hodisasi, Ax-birinchi yashikdan
olingan shaming oq bo'lish hodisasi, A2-ikkinchi yashikdan olingan shaming oq
boiish hodisasi bo'lsin.

Axva Az hodisalar o'zaro bog'liq bo'Imagan hodisalar bo'lgani uchun A =
Ar MA2va P(A) = P(AX) *P(J12).

Birinchi yashikda 10 ta shar, ikkinchi yashikda 15 ta shar bo'lganligi uchun

—IQ* P(A) ~ io 15 _ 25 = °'12-
7. AB,C va D hodisalar to'la gruppa tashkil giladi. Agar P(A) =
0,1; P(6) = 0,4; P(C) = 0,3 bo'lsa, D hodisa ehtimoli ganchaga teng bo'ladi.
Yechish: A, B, C va D hodisalar to'la gruppa tashkil etganligi uchun P(A) +
P(B) + P(C) + P(D) = 1yoki 0,1+ 0,4+ 03+ P(D) = 1
Bundan esa P(D)=1-0,8=0,2.
8  Biror kunda yog'ingarchilik bo iish ehtimoli P=0,7.Shu kuni havo
ochiqg bo'lish ehtimoli topilsin.
Yechish: "Yog'ingarchilik bo'ladi” va “Havo ochiq bo'ladi” hodisalari

0'zaro garama-garshi hodisalardir. Shuning uchun izlanayotgan ehtimolgq = 1 —
p=1—0,7 = 0,3 gateng.
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9. Nasos stansiyasida 4 ta nasos boMib, har bir nasosning tayin vaqtda
ishlab turish ehtimoli 0,7 ga teng. Tayin vaqtda bitta nasosning ishlab turishi
hodisasi A ning ehtimoli topilsin.

Yechish: Nasosning tayin vaqtda ishlab turish va ishlamay turish hodisalari
0°‘zaro garama-garshi hodisalar boMganligi uchun p + g = 1. Bundan nasosning
tayin vaqtda ishlamasligi ehtimoli: g=1—p = 1 --—-- 0,7 = 0,3.

Nasoslaming ishlashi o‘zaro bog‘lig boMmagan hodisalar boMganligi sababli,
izlanayotgan ehtimol quyidagicha boMadi:

P(A)=1- g4=1- 0,34=1- 0,0081 = 0,9919.

10. Uchta samolyotdan bitta nishonga garata bomba tashlanadi. Birinchi,
ikkinchi va uchinchi samolyotlardan tashlangan bombalarning nishonga tushish
ehtimollari mos ravishda pr =0,4; P2=0,5; p3=0,7. Uchala samolyotdan bir yoMa
bir marta tashlaganda kamida bitta bombaning nishonga tegish ehtimoli topilsin.

Yechish: Birinchi, ikkinchi va uchinchi samolyotlardan bombalarning
nishonga tegish hodisalari A1,A2 va /13 lar o‘zaro bogMig boMmagan hodisalar
boMagani uchun, ularga garama-garshi boMgan At Az va A3 hodisalar ham o°‘zaro
bog‘lig emas va

gx=1- pt=1- 04

0,6
0,5
g3=1—P3=1—-0,7=03

2= 1—P2=1—05

U holda izlanayotgan hodisani A deb olsak, uning ehtimoli quyidagicha
boMadi:

P(A)=1- <hmg2mg3=1- 0,6+05°+0,3=1- 0,09 = 0,91

11. Hodisaning birgalikda bogMiq boMmagan uchta sinashda kamida bi
martta ro‘y berish ehtimoli 0,936 ga teng. Hodisaning bitta sinashda ro‘y berish
ehtimolini toping (har bir sinashda hodisaning ro'y berish ehtimoli bir xil deb faraz
gilinadi).

Yechish: Qaralayotgan sinashlar birgalikda bogMiq boMmaganligi uchun

P(/4) = 1- qA formulani qoMlashimiz mumkin. Shartga ko‘ra P(A) =
0,936; n = 3. Demak, 0,936 = 1- g3yokig3= 1- 0,936 == 0,064.
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Bundan gq=V0,064 = 0,4 izlanayotgan ehtimol quyidagiga teng:
p=1l—q=1-—0,4=06.

12. Ikkita mergan bittadan o'q uzishdi. Birinchi merganning nishonga
tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchi merganning nishonga tekkizish ehtimoli 0,6 ga
teng. Merganlardan agalli bittasini nishonga tekkizish ehtimoli topilsin.

Yechish: P(J1) = 0,7, P(fi) = 0,6. A va B hodisalar birgalikda bo'lgani
uchun (lekin o'zaro bog'liq emas)
P(A Ufl) = P(A) + P(B) - P(ANB) =0,7+0,6- 0,7 m0,6 = 0,88.

13. Agar Andijon shahnda iyul oyining o'rtacha 25 kunida havo ochiq

bo'lsa, iyul oyining dastlabki 2 kunida havoni ochiq bo'lish ehtimoli topilsin.

Yechish: Birinchi iyulda havoning ochig bo'lishini A hodisa deb belgilasak,
u holda
25
P(O) = 3T

Birinchi iyul kuni havo ochiq bo'ldi degan shartda, ikkinchi iyulda havoni
ochiq bo'lishi hodisasi B ning ehtimoli, ya’ni B ning shartli ehtimoli

24 4
13Q" g
ga teng.

Bu holda izlanayotgan ehtimollik, ya’ni iyul oyining dastlabki ikki kunida
havoning ochiqg bo'lish ehtimoli quyidagiga teng bo'ladi:

25 4 20
P(AB) = P(J1)-Pn(B) =

14. Yashikda 5 ta og, 4 ta qora va 3 ta ko'k shar bor. Har bir sinash
yashikdan bitta shar olishdan iborat bo'lib, olingan shar yashikka qaytarib
solinmaydi. Birinchi sinashda oq shar chigishi (A hodisa), ikkinchisida qora shar
chigishi (B hodisa) va uchinchisida ko'k shar chigish(C hodisa) ehtimolini toping.

Yechish: Birinchi sinashda oq shar chigish ehtimoli:

pw-i-
Birinchi sinashda oq shar chiggan holda ikkinchi sinashda qora shar chigish

ehtimoli, ya’ni shartli ehtimoli:
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MB) = L.
Birinchi sinashda oq shar, ikkinchi sinashda gora shar chigib uchinchi

sinashda ko‘k shar chigishi ehtimoli, ya’ni shartli ehtimoli:
P.e(C) = —.
I1zlanayotgan ehtimol:
p(« 0 -pM).HLY(A).p, (0 -1 . £ .+ - =

15. 0 ‘q otish qurolidan berilgan ob’yektga garab bir xil shart-sharoitda 6
seriya otish bajarilgan:
* Birinchi seriya 5 ta otishdan iborat boMib, undan ikkitasi mo‘ljalga tekkan;
* |kkinchi seriya 10 ta otishdan iborat boMib, undan 6 tasi mo‘ljalga tekkan;
* Uchinchi seriya 12 ta otishdan iborat bo‘lib, undan 7 tasi mo'ljalga tekkan;
* To‘rtmchi seriya 50 ta otishdan iborat bo‘lib, undan 27 tasi mo‘ljalga tekkan.
A hodisa o‘gning moljalga tegishi. Seriyalardan o‘gning mo‘ljalga
tegishining nisbiy chastotasi topilsin.
Yechish:  Wt(AL) = |;  W2(.A)=-~; W3(A) = WAA)

16. Birinchi qutida 20 ta radiolampa bo‘lib, ulardan 18 tasi standart
ikkinchi qutida esa 10 ta radiolampa bo‘lib, ulardan 9 tasi standart. Ikkinchi qutidan
tavakkaliga 1ta lampa olinib, birinchi qutiga solingan. Birinchi qutidan tavakkaliga
olingan lampaning standart bo‘lish ehtimoli topilsin.

Yechish: A bilan birinchi qutidan standart lampa olinganlik hodisasini
belgilaymiz.

Ikkinchi qutidan yoki standart lampa olingan (Br hodisa) yoki nostandart
lampa olingan (B2 hodisa) bo‘lishi mumkin.

Ikkinchi qutidan standart lampa olinish ehtimoli:

Ikkinchi qutidan nostandart lampa olinish ehtimoli
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P(B?) = 10
Ikkinchi qutidan birinchi qutiga standart lampa olib go‘yilganlik shartida

birinchi qutidan standart lampa olinishining shartli ehtimoli quyidagiga teng:

Ikkinchi qutidan birinchi qutiga nostandart lampa olib gqo‘yilganlik shartida
birinchi qutidan standart lampa olinishining shartli ehtimoli quyidagiga teng:

18

I1zlanayotgan ehtimol, ya’ni birinchi qutidan standart lampa olinish ehtimoli
to‘la ehtimol formulasiga ko‘ra quyidagiga teng:

P(A) = P(Bt) mPBi(A) + P(S2) wPBr(A) =
9 19 1 18 189 9
To 2TATo"JT —2i0 —To —"'9'

17. Zavod sexida tayyorlanadigan detallar ulaming standartligini tekshiris|
uchun ikki nazoratchidan biriga tushadi. Detaining birinchi nazoratchiga tushish
ehtimoli 0,6 ga, ikkinchi nazoratchiga tushish ehtimoli 0,4 ga teng. Yarogli detalni
standart deb tan olish ehtimoli birinchi nazoratchi uchun 0,94 ga, ikkinchisi uchun
0,98 ga teng. Tekshirish vaqgtida yarogli detal standart deb qabul qilinadi. Shu
detalni birinchi nazoratchi tekshirganligini ehtimolini toping.

Yechish: A orgali yarogli detal standart deb gabul gilinganlik hodisasini
belgilaymiz. 1kki xil taxmin gilinishi mumkin:

1) Detalni birinchi nazoratchi tekshirgan (Bxgipoteza)
2) Detalni ikkinchi nazoratchi tekshirgan (B2gipoteza).
Izlanayotgan ehtimollikni, ya’ni detalni birinchi nazoratchi tekshirganlik

ehtimolini Bayes formulasi bo‘yicha topamiz:

PFfi 1 P (fii)-Pa,W

Masala shartiga asosan = 0,6 (detaining birinchi nazoratchiga tushish
ehtimoli; P(B2 = 0,4 (detaining ikkinchi nazoratchiga tushish ehtimoli);
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PSi(i4) = 0,94 (birinchi nazoratchining detalni yarogli deb gabul qilish ehtimoli);
PelN1) = 0,98 (ikkinchi nazoratchining yarogli detalni standart deb qgabul gilish
ehtimoli).

Izlanayotgan ehtimol:

0,6 0,94
Pa’Bi ~~ 0.6 0,9 + 0.4+0,98 ” °' 9’

18 Bir sutkada elektr energiya sarfining belgilangan normadan ortib
ketmaslik ehtimoli p = 0,75 gateng. 6 sutkaning 4 sutkasi davomida elektr energiya
sarfining normadan ortib ketmaslik ehtimoli topilsin.

Yechish: 6 sutkaning har birida elektr energiyaning normada sarflanish
ehtimoli o'zgarmas va p = 0,75 gateng. Demak, har bir sutkada elektr energiyaning
normadan ortiq sarflanish ehtimoli ham o'zgarmas \a q = 1—p = 1—0,75 =
0,25 gateng.

I1zlanayotgan ehtimol Bemulli formulasiga asosan quyidagiga teng:

65 34 1 1215
POW = Q4pV = JT2 (°-75%4+(°'25)2= 154*"6 = LI  * °'3'

19. Agar har bir sinashda A hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,2 ga teng bo'lsa,
400 ta sinashda bu hodisaning rosa 80 marta ro'y berishi ehtimolini toping.

Yechish: Shartga ko'ra n =400, k=80, p = 0,2, g = 0,8 Laplasning
asimptotik formulasidan foydalanamiz:
k-np

k) b-=="(p(x)' = ! (009" ==<p(X). .
yjnpq 8 sjnpq

V400 m0,2 «0,8
= 80-4000" _ o, (p(x) —~nzzpt funksiya qiymatlari jadvalidan <p(0) =
0,3989 ni topamiz. Bu holda izlanayotgan ehtimol:

1
J400(80) —,, 0,3989 —0,0986.

20. Detalni texnikaviy nazorat bo'limi tekshirmagan bo'lish ehtimoli p=0,2.
Tasodifan olingan 400 ta detaldan 70 tadan 100 tagacha texnikaviy nazorat bo'limi
tekshirmagan bo'lish ehtimolini toping.

Yechish: Shartga ko'rap = 0,2, g = 0,8, n = 400, kt ~ 70, k2 = 100.
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Laplasning integral teoremasidan foydalanamiz:
~400(70, 100) « (x") — d(x").
Integrallashning yuqori va quyi chegaralarirﬁisoblaymiz:

v,=ki~nP_ 70-400-0,2 _ _1 k2—np 100-400-+0,2
yinpq V400 «0,2 «0,8 v Jnpq V400 «0,2 0,8
= 25.

Demak, P400(70,100) = 0(2,5) - 0(-1,5) = 0(2,5) + 0(1,5).
Jadvaldan 0(2,5) = 0,4938, 0(1,5) = 0,3944 lami topamiz. U holda
izlanayotgan ehtimoliik
£%00(70,100) = 0,4938 + 0,3944 = 0,8882.

Mustagil yechish uchun topshiriglar

1 Yashikda 50 ta bir xil detal bo‘lib, ulardan 5 tasi bo‘yalgan. Tavakkaliga
bitta detal olinadi. Olingan detal bo‘yalgan boMishi ehtimolini toping.

Javob: p = o0,1.

2. Kubning barcha yoglariga 1 dan 6 gacha ragamlar yozilgan. Uni
tashlaganda juft ragam tushishi ehtimolini toping.

Javob: p = 0,5.

3. Qur’a tashlashda ishtirokchilar yashikdan 1 dan yuzgacha nomerlangan
jeton oladilar. Tavakkaliga olingan birinchi jetonning nomerida 5 ragami
uchramaslik ehtimoli topilsin.

Javob: p = 0,81

4. 8taturli Kitob bitta tokchaga tavakkaliga terib qo‘yiladi. Tayin ikkita kitob

yonmayon bo‘lib golish ehtimolini toping.
Javob: p = 2ae_ 1
8! 4
5. Bir-biri bilan kesishmaydigan 3 ta zonadan tashkil topgan biror D sohaga

garata o‘q otiladi (1- chizma).
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1-chizma
0 ‘gning birinchi zonaga tushish ehtimoli P(AX = ikkinchi zonaga
tushish ehtimoli P(N12) = uchinchi zonaga tushish ehtimoli P(A3) =~

0 ‘gning D sohaga tushish ehtimoli gancha? (A hodisa D sohaga tushish hodisasidir).

Javob: 0°

6. Butun terilgan paxtaning 10% sifatsiz bo‘lib, sifatli paxtaning 80% i
birinchi nav sifat belgisini qganoatlantiradi. Tavakkaliga tanlab olingan paxta
buntining birinchi nav bo‘lish ehtimolini toping.

Javob: 0,72.

7. Bir o‘rash mashinasida 4 ta ishchi ishlaydi. Har bir ishchi uchun o‘ziga
garashli gismda ma’lum vaqt oralig‘ida buzilish ro‘y bermaslik hodisasi ehtimoli 0,6
ga teng. Biror vaqt oralig‘ida: 1) To‘rttala ishchining bo‘sh boMish; 2) kamida
birining band boMish hodisalari ehtimollarini hisoblang.

Javob: 1)0,1206; 2)0,8794.

8. Uchta o‘yin soqqasi tashlanganda kamida bitta soqgada 6 ochko tushish (A
hodisa) ehtimoli topilsin.

Javob: ©

9. A hodisaning ikkita erkli sinashda kamida bir marta ro‘y berish ehtimoli
0,75 ga teng. A hodisaning bitta sinashda ro‘y berish ehtimolini toping (hodisaning
ikkala sinashda ham ro‘y berish ehtimoli bir xil deb hisoblanadi).

Javob: 0,5.
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10. Yig'uvchida 3 ta konik, 7 ta elliptik valchalar bor. Yig'uvchi tavakkaliga
bitta valcha, keyin esa yana bitta valcha oldi. Olingan valchalardan birinchisi konik

valcha, Ikkinchisi esa eliptik valcha bo'lish ehtimolini toping.
Javob: —.
30

11. Birinchi va ikkinchi o‘q otish qurollaridan o‘q otishda nishonga tekkizish
ehtimollari mos ravishda pr=0,7 va p2=0,8 larga teng. Bitta otishda 0'q otish
qurollaridan kamida birining nishonga tekkizish ehtimolini toping.

Javob: 0,94.

12. Ikkita yashikda detallar bor. Birinchi yashikdagi detaining standart bo‘lish
ehtimoli 0,8 ga, ikkinchi yashikdagi detaining standart bo‘lish ehtimoli esa 0,9 ga
teng. Tavakkaliga tanlangan yashikdan olingan detaining standart bolish ehtimolini
toping.

Javob: 0,85.

13. Ikkita mergan bittadan o‘q uzishdi. Birinchi merganning nishonga
tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisiniki esa 0,6 ga teng. Merganlardan aqalli bittasi
nishonga tekkizganligi ehtimolini toping.

Javob: 0,88.

14. Sportchilar guruhida 20 chang‘ichi, 6 velosipedchi va 4 yuguruvchi bor.
Saralash normasini bajarish ehtimoli chang'ichi uchun 0,9, velosipedchi uchun 0,8,
yuguruvchi uchun 0,75. Tavakkaliga ajratilgan sportchining normani bajara olish
ehtimolini toping.

Javob: 0,86.

15. Birinchi yashikda 28 ta detal boiib, ulardan 15 tasi standart; ikkinchi
yashikda 30 detal bo'lib, ulardan 24 tasi standart; uchinchi yashikda 10 ta detal
bo‘lib. ulardan 6 tasi standart. Tavakkaliga tanlangan yashikdan olingan detaining

standart bo'lishi ehtimolini toping.
Javob:—.
60

16. Merganning o°‘q uzishda nishonga tekkizish ehtimoli p=0,75 ga teng.

Mergan 10ta 0‘qg uzganda 8ta o'qni nishonga tekkizish ehtimolini toping.
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Javob: 0,273.

17. Beshta farzaiidi bor oiladagi bolalaming 3 nafari giz va ikkitasi o'gMI bola
boMish ehtimoli topilsin. Bunda giz bola va o‘gMl bola tugMlish ehtimolligi bir xil
deb hisoblanadi.

Javob: P3,s=Cip3q2=—

18. Uchta bir xil yashik bo‘lib, ulaming birinchisida 20 ta oq shar,
ikkinchisida 10 ta ogq va 10 ta qora shar, uchinchisida esa 20 ta qora shar bor.
Tavakkaliga tanlangan yashikdan oq shar olindi. Olingan shaming birinchi

yashikdan olingan boiish ehtimoli topilsin.

Javob: j.

19. Sexda 100 ta bir xil tipli stanok bor. Ulaming har biri ma’lum vaqt
oraligMda ” ehtimol bilan to‘xtaydi. Shu vaqt oraligMda stanoklami to‘xtash soni 45

dan 60 gacha boMish ehtimoli topilsin.

Javob: 0,8180.

20. Ixtiyoriy olingan pillaning yaroqgsiz chigish ehtimoli 0,2 ga teng.
Tasodifan olingan 400 ta pilladan 70 tadan 130 tagacha yarogsiz boMishi ehtimoli
topilsin.

Javob: 0,8943.

§2. Tasodifiy migdorlar. Diskret tasodifiy migdorning matematik
kutilmasi. Dispersiya va o‘rtacha kvadratik chetlanish tushunchasi
1.Tasodifiy migdor deb awaldan noma’lum boMgan vaoldindan inobatgaolib
boMmaydigan tasodifiy sabablarga bogMig boMgan hamda sinash natijasida bitta
mumkin boMgan giymat gabul giluvchi migdorga aytiladi.

Tasodifiy migdorlarga misollar keltiramiz.

1 0 ‘yin soqgasi tashlanganda ochkolar soni tasodifiy miqdordir. 1,2,3,4,5 va
6 sonlar tasodifiy migdorning mumkin boMgan giymatlaridir.

2. 100 ta chagaloq ichida o‘gMl bolalar soni 0,1,2,3,... 100 giymatlami gabul

gilishi mumkin boMgan tasodifiy miqdordir.
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Tasodifiy miqdorni X, Y,Z va hokazolar bilan belgilaymiz. Masalan: X
tasodifiy miqdor 3 ta giymat olish mumkin bo'lsa ulami xxx2x3 lar bilan
belgilaymiz.

Tasodifiy miqdorlar diskret tasodifiy miqdorlar va uzluksiz tasodifiy
migdorlarga bo'linadi.

Diskret tasodifiy miqdor deb ayrim ajralgan giymatlami ma’lum ehtimol bilan
gabul giluvchi miqgdorga aytiladi. Diskret tasodifiy migdoming mumkin bo'lgan
giymatlari soni chekli yoki cheksiz bo'lishi mumkin.

Uzluksiz tasodifiy miqgdor deb chekli yoki cheksiz oraligdagi barcha
giymatlami gabul gilishi mumkin boMgan migdorga aytiladi.

Yuqorida ko'rib o'tilgan 1va 2 misoldagi tasodifiy migdorlar diskret tasodifiy
miqdorlardir.

Tasodifiy miqdorlarning mumkin bo'lgan giymatlari bir xil bo'lib,ulaming
ehtimollari esa har xil bo'lishi mumkin. Shuning uchun diskret tasodifiy migdoming
berilishi uchun uning mumkin bo'lgan giymatlarini sanab chigish yetarli emas, ya’ni
uni ehtimollarmi ham ko'rsatish zarurdir.

Diskret tasodifiy migdoming taasimot gonuni deb, mumkin bo'lgan giymatlar
bilan ulaming ehtimollari orasidagi moslikka aytiladi.Tagsimot gonunini jadval
orgali, analitik usulda va grafik usulda berish mumkin.

Diskret tasodifiy migdoming tagsimot gonunini jadval orgali berilishida
jadvalning birinchi satri mumkin bo'lgan giymatlardan ikkinchi satri esa ulaming
ehtimollaridan iborat bo'ladi.

X XX X2, X3 XN
P Pv P> P> - . Vn

Bitta sinashda tasodifiy migdor mumkin bo'lgan giymatlardan fagat bittasini
gabul gilishini nazarda tutsakX = xx, X = x2, ...,X = xn hodisalar to'la guruh hosil
giladi deb xulosa gilamiz. U holda bu hodisalar ehtimollaming yig'indisi

Pi+P2+P3 + "Pn =1 bo'ladi.
Faraz qgilaylik, n ta erkli sinash o'tkazilayotgan bo'lib ulaming har birida A

hodisa ro'y berish yoki ro'y bermasligi mumkin bo'lsin. Har bir sinashda hodisaning
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ro‘y berishi o'zgarmas va p deylik (u holda g ham o'zgarmas bo'ladi). X diskret
tasodifiy miqdor sifatida bu sinashlarda A hodisaning ro‘y berish sonini olamiz.

O z oldimizga X migdoming tagsimot gonunini topish masalasini gqo‘yamiz.
Buning uchun X ning mumkin boMgan giymatlari va ularning ehtimollarini topamiz.
n ta sinashda A hodisa ro‘y bermaydi, yoki 1marta 2 marta, 3 marta,..., n martaro'y
berishi mumkin. Ya’ni mumkin boMgan giymatlar:

xx=0,x2=I,xx= 2,..xn+l = n lardan iborat.
Bulaming ehtimollarini Bemulli formulasi bo'yicha topamiz.
PnW = Ckpkgn~k © fct=0,1,2,3..... n.

Bu izlanayotgan tagsimot gonunining analitik formulasidir. Ehtimollaming
binominal tagsimot gonuni deb, Bemulli fomiulasi bilan aniglanadigan ehtimollar
tagsimotiga aytiladi.

© formulaning o'ng tomonida Nyuton binomi yoyilmasining umumiy hadi
bor. Shuning uchun ham bu gonunni binominal gonun deyiladi. Uning ko'rinishi
quyidagicha:

X n n—1 K , 0
P pn npk-1g , Ckpkgn~k gn

Har birida hodisaning ro'y berish ehtimoli juda kichik bo'lgan va juda ko‘p
sinashlar o'tkazilganda hodisaning rosa k marta, ro'y berish ehtimolini toppish
masalasini garaylik (ilgari bu masalani yechishda Bemulli formulasidan va n
yetarlicha katta bo'lganda Laplas formulasidan foydalanganmiz). Lekin bu yerda n
ham juda katta va ehtimoli juda kichik bo'lgan holni ko'ramiz.

Quyidagicha np = 4 shartni qo'yaylik. Bizni gizigtirayotgan ehtimolni
hisoblash uchun Bernulli formulasidan foydalanamiz.

(k) = _ p)n-k. np = g dan

p = £ demak, Pn(fe) = (d) (1-0 -n ni juda

kattaligini e'tiborga olib Ph(k) o'rniga Alg}) (k) ni topamiz.



_)<KI %l I A~k Tk . L Pl _ Axe~s
~ \an-100 mﬁ} n'g]oé\ h] T ReAtLmie = —g

Bu formula ommaviy kam ro‘y beradigan hodisalar ehtimollarining Puasson
tagsimoti gonunini ifodalaydi.

Hodisalar ogimi deb, vaqtning tasodifiy momentilarida ro‘y beruvchi
hodisalar ketma-ketligiga aytiladi. Ogimga misol sifatida ATS ga, tez yordamga
chaqgiriglaming kelishi, aeroportga samolyotlarning go‘nishi, maishiy xizmat
korxonalariga odamlaming kelishi va hokazolar misol bo‘la oladi

Ogimning intensivligi Adeb vaqt birligi ichida ro‘y beruvchi hodisalaming
o0 ‘rtacha soniga aytiladi.

Agar ogimning o ‘zgarmas intensivligi ma’lum bo‘lsa, u holda t vagt davomida
eng oddiy ogimning, ya’ni K ta hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagi formula
bilan hisoblanadi.

(AE)*e-N
Pt(k) =~ T —

Tagsimot qonuni tasodifiy migdomi to‘la xarakterlashini ko‘rib o ‘tdik. Lekin,
ko‘pincha tagsimot gonuni noma’lum boMlib, kam ma’lumotlar bilan cheklanishga
to‘g‘ri keladi. Ba’zan tasodifiy migdomi yig‘ma tasvirlaydigan sonlardan
foydalanishga to‘g‘ri keladi. Bunday sonlar tasodifiy miqgdorning sonli
xarakteristikalari deyiladi. Muhim sonli xarakteristikalarga matematik kutilma
tegishlidir. Matematik kutilma taqgriban tasodifiy migdorning o‘rtacha giymatiga
teng.

Faraz gilaylik n ta sinash o‘tkazilgan bo‘lib,ularda X tasodifiy migdor Tr
marta xx giymatni, m2 marta x2 giymatni va hokazo, mk marta xteqiymatni gabul
gilgan, shu bilan birga 774 + m2+ m3+ H-—\-mk = n bo‘Isin. U holda x gabul
gilgan barcha giymatlar yig‘indisi

x1-m1l +x2mm2 + x3*m3 ..xkmmk gateng.
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Tasodifiy migdor gabul gilgan barcha giymatlarning o ‘rtacha arifmetik

giymati x ni topaylik, buning uchun topilgan yig'indini sinashlar jami soniga

boMamiz.
x1-ml +x2-m2 +x3-m3 ..xk-mk .
= yoki
n
- mt m2 mk

nisbat xr giymatning w/r nisbiy chastotasi *nisbat x2 giymatning w2

nishiy chastotasi * nisbat x3 giymatning nisbiy chastotasi va hokazolar ekanligini
e’tiborga olsak, u holda quyidagiga ega bo‘lamiz:
X = xxeWi + x2ew2 + x3mw3 + xk ewk ©"

Sinashlar sonini yetarlicha katta deb faraz gilaylik, u holda

W =Pi, W ~P2 w3=p3..,wk=pk bolib ©" munosabat X *
xiPi + xzPz + x3P3 + — txkpk ko‘rinishga keladi.

Bu tenglikning o‘ng tomoni M(X) dan iborat. Demak X = M(X) bo‘ladi.
Demak, matematik kutilma tasodifiy migdoming kuzatilayotgan giymatlarini
o‘rtacha arifmetik giymatiga teng ekan.

Matematik kutilma quyidagi xossaga ega:

1-xossa. 0 ‘zgarmas migdoming matematik kutilmasi shu o'zgarmasning
o‘zigateng: ya’ni M(C) = C.

2-xo0ssa. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini matematik kutilma belgisi tashqarisiga
chigarish mumkin, ya’ni M(CX) = CM(X).

3-xossa. X va Y erkli tasodifiy migdorlar ko'paytmasi matematik kutilmasi
ularning matematik kutilmalari ko'paytmalariga teng.

M(XY) = M(X) mM(Y)

Natija. Bir nechta o‘zaro erkli tasodifiy miqdorlar ko‘paytmasining
matematik kutilmasi ulaming matematik kutilmalari ko‘paytmasiga teng. Masalan,
X,Y,Z 3tao‘zaro erkli tasodifiy migdorlar bo'lsa, u holda quyidagi tenglik o'rinlidir

M[XYZ) = AF(J0 *M(Y) *M(Z)
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4-xossa. Ikkita tasodifiy miqgdor vyig'indisining matematik kutilmasi

go'shiluvchilaming matematik kutilmalari yig'indisiga teng:
M(X + Y) = M(X) + M(Y)

Natija. Bir nechta tasodifiy migdorlar yig'indisining matematik kutilmasi

goshiluvchilar matematik kutilmalarining yig‘indisiga teng.
M(X+Y+2Z)=MH{X+Y)+Z] = MX+Y)+ W2
= M(X) + M(Y) + M(2).

Faraz qilaylik, n ta erkli sinash o‘tkazilayotgan bo'lib, ularning har binda A
hodisaning ro'y berish ehtimolli o'zgarmas va p ga teng bo'lsin. Bu sinashlarda A
hodisa ro'y berishining o'rtacha soni ganchaga teng?

Bu savolga quyidagi teoremajavob beradi:

Teorema: n ta erkli sinashda A hodisa ro'y berish sonining matematik
kutilmasi, sinashlar sonini har bir sinashda hodisaning ro'y berish ehtimoliga
ko'paytirilganiga teng:

M(X) = np.
Aytaylik X va Y tasodifiy migdorlar quyidagicha tagsimot gonuni bilan
berilgan bo'lsin.
X -0,01 0,01 y -100 100
P 0,5 0,5 p 0,5 0,5
M{X) = -0.01 +0.5 + 0.01 +0.5 = 0, M(Y) = 100 +0.5 + 100 *0.5 = 0

Ikkalasining ham matematik kutilmasi bir xil, mumkin bo'lgan giymatlari esa
har xil. X ning mumkin bo'lgan giymatlari o'zining matematik kutilmasiga yaqin. Y
ning mumkin bo'lgan giymatlari esa matematik kutilmasidan ancha uzoq Bundan
ko'rinib turibdiki matematik kutilma tasodifiy migdomi to'la xarakterlay olmas
ekan. Shu sababli matematik kutilma bilan bir gatorda boshqa sonli xarakteristikalar
kintiladi. Jumladan, tasodifiy migdoming mumkin bo'lgan giymatlari uning
matematik kutilmasi atrofida ganchalik tarqogligini baholash uchun dispersiya deb
ataluvchi sonli xarakteristikadan foydalaniladi.

Aytaylik, X tasodifiy migdor, M(X) esa uning matematik kutilmasi bo'lsin,

X-M(X) ni garaymiz.
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Chetlanish deb, tasodifiy migdor bilan uning matematik kutilmasi orasidagi
fargga aytiladi. Ya’ni X-M(X).
X ning tagsimot gonuni ma’lum boisin.
X *1> *2. Sl TOTRR Xn

P Pi, P2> P3- . » Pn
Chetlanishning tagsimot qonunini yozamiz. U quyidagicha boMadi.

X-M(X) jq-NngO x2-M(X) ..xn-M(X)
p P1P2 », Pn
Teorema: Chetlanishning matematik kutilmasi nolga teng. Ya’ni
M[X-M(X)] = 0.

Isbot: M[X - M(X)] = M(X) - M(M(X)) = M(X) - M(X) =0

Diskret tasodifiy migdoming dispersivasi (tarqogligi) deb, tasodifiy migdomi
0‘zining matematik kutilmadan chetlanish kvadratning matematik kutilmasiga
aytiladi. Ya’ni

D(X) = M[X —M(X)] 2 ga aytiladi.

Tasodifiy migdor quyidagi tagsimot gonuni bilan benlgan boMsin.

X *1, *2, X3, o Xxn

p Pi. P2. P3- . Pn
Chetlanish kvadratining tagsimot qonunini yozamiz. U quyidagicha boMadi.
[X-M(X)]2[*,-M (X)]2 .. [*.-M (X)]2

p -p, = Pim..'p,

Ta'rifga asosan, D(X) = M[X - M(UT)]2 = [*, - M(X)]2pt +
t|*r*Ne FSI+ mmt [*n- M(*)]2p,,.

Demak, diskret tasodifiy migdoming dispersiyasi ham o ‘zgarmas son ekan.

Dispersiya’ni hisoblashda ko‘pincha quyidagi teoremani qgoMlash qulay
boMadi.

Teorema: Dispersiya X tasodifiy miqdor kvadratining matematik
kutilmasidan X ning matematik kutilmasi kvadratining ayrilganiga teng. Ya’ni,
D(X) = M(Xr) - [M(X)]2 gateng
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Isbot. D(X) = M[X - M(X)]2= M[X2- 2M(X) mX 4 M2(X)] =

= M(X2) - 2M2(X) + M2(X) = M(X2) - M2(X) = M(X2) - [M(X)]Z

Dispersiya quyidagi xossalarga ega:

1-xossa. C o'zgarmas miqdoming dispersiyasi nolga teng, ya’ni D(C) = 0.

Isbot: D(C) = M[C -M (C)]2;

D(C) = M[C-C]2= M[0] = 0.

2-xossa. 0 ‘zgarmas ko ‘paytuvchini kvadratga ko‘tarib dispersiya belgisidan

tashgariga chigarish mumkin, ya’ni
D(CX) = C2D(X).
Ishot: D(CX) = M[CX - M(CX)]2= M[CX - CM(X)]2 =
= M[C2{X - M(X))2] = C2M[X - M(X)]2 = C2D(X).

3-xossa: 2 ta erkli tasodifiy migdor yig‘indisining dispersiyasi bu miqgdorlar

dispersiyalarining yig'indisiga teng. Ya’ni
D{X + Y) = D(X) + D(Y)

l-natija. D(X + Y + Z) = D(X) + D(Y) + D(2).

2-natija. D(C + X) = D(X).

4-xossa. 2 ta erkli tasodifiy migdor ayirmasining dispersiyasi ularning
dispersiyalari yig'indisiga teng. Ya’ni

D(X - Y) = D(X) + D(Y).

Har birida A hodisaning ro'y berish ehtimoli bir xil bo'lgan n ta erkli sinash
o'tkazilayotgan bo'lsin.

Bu sinashlarda hodisaning ro'y berish sonini dispersiyasi ganday aniglanadi.
Bunga quyidagi teoremajavob beradi.

Teorema: Har birida A hodisaning ro'y berishi ehtimoli p o'zgarmas bo'lgan
n ta erkli sinashda bu hodisa ro'y berishlari sonining dispersiyasi sinashlar sonining
bitta sinashda hodisaning ro'y berish va ro'y bermaslik ehtimollariga
ko'paytirilganiga teng. Ya’ni

Ya’ni: D(X) = npq.
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Tasodifiy migdoming mumkin bo'lgan giymatlarini uning o'rtacha giymati
atrofida targoqgligini baholash uchun dispersiyadan tashqgari yana ba’zi bir boshga
xarakteristikalar ham xizmat giladi. Ular jumlasiga o'rtacha kvadratik chetlanish
kiradi.

X tasodifiy migdoming o'rtacha kvadratik chetlanishi deb, dispersiyadan
olingan kvadrat ildizga aytiladi. Ya’ni cr(X) = y/D(X).

Bir nechta o'zaro erkli tasodifiy migdorlami o'rtacha kvadratik chetlanishlari
ma’lum bo'lsin. Bu miqdorlar yig'indisining o'rtacha kvadratik chetlanishini
ganday topish mumkin.

Bu savolga quyidagi teoremajavob beradi.

Teorema: Chekli sondagi o'zaro erkli tasodifiy miqdorlar yig'indisining
o'rtacha kvadratik chetlanishi bu migdorlar o'rtacha kvadratik chetlanishlari

kvadratlari yig'indisidan olingan kvadratik ildizga teng. Ya’ni.

a(X, + X2+ eee* ) = yfAHXT) + 02(*2)2+ - + ff2Mv).

Milsollar

1 Talabalar bitiruv kechasida o'yin o'tkazish magsadida 100 ta bil
chigarilgan. Unda bitta 5 ming so'mlik va o'nta ming so'mlik yutuq bor. Bitta bileti
bor talabaning yutuglari tagsimot gonunini toping.

Yechish: X ning mumkin bo'lgan giymatlarini yozamiz:

*i = 5 x2=1 x3=0
Bu mumkin bo'lgan giymatlaming ehtimollari quyidagicha:
Pi =001, p2=01,  p3=1- (0,01 +0,1) = 0,89

Izlanayotgan tagsimot gqonunini yozamiz:
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X 5 0 10
P 0,01 0,1 0,89
2.Tanga ikki marta tashlandi. Gerbli tomon tushish sonini bildiruvchi X
tasodifiy migdoming tagsimot qonunini jadval ko'rinishidayozing.
Yechish: Tangani har tashlashda gerbli tomon tushish ehtimoli P =  demak,

gerbli tomon tushmaslik ehtimoliq = 1 —" = j.

Tangani ikki marta tashlaganimizda gerbli tomoni yo 2 marta, yoki bir marta
tushishi mumkin, yoki gerbli tomon mutlago tushmasligi mumkin. Shunday qilib, X
ning mumkin boMgan giymatlari quyidagilar:

XX=2, x2=1, x3=0.
Bu mumkin boMgan gqiymatlaming ehtimollarini Bemulli formulasidan

foydalanib topamiz:

P2(2) = Cfp2 = é}J\Z =0.25;
P2(1) - Clpg =2-i-i =0.J5;

P2(0) = C2gq2= (j) =0.25.
Izlanayotgan tagsimot gonunini yozamiz:
X 2 1 0
P 0,25 0,5 0,25
3. Zavod omborga 5000 ta sifatli mahsulot jo'natdi. Mahsulotning yoMda

shikastlanish ehtimoli 0,0002 ga teng. Omborga 3 ta yarogsiz mahsulot kelishi
ehtimolini toping.
Yechish: Shartga ko‘ran = 5000, p = 0,0002, k = 3. Xni topamiz:
A =np = 5000-0,0002 = 1.
Izlanayotgan ehtimol Puasson tagsimotiga asosan taqriban quyidagiga teng:
“p 1
W3)— ih— 3r=6r ‘0%
4. Bir minutda telefon stansiyasiga o‘rtacha ikkita chagiriq keladi. 5 minut
ichida a) 2 ta chaqiriq kelish; b) ikkitadan kam chagiriq kelish; c) kamida ikkita
chagiriq kelish ehtimollarini toping. Chagiriglar ogimini eng oddiy deb hisoblanadi.
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Yechish: Shartga asosan A=2, t=5, k=2. Puasson formulasidan foydalanamiz:

a) Izlanayotgan ehtimol, ya’ni 5 minut ichida 2 ta chagqiriq kelish ehtimoli:

AA(10)2e~10 100-0,000045
Pz(2) = --Y\-m- = S = 0,000025.

Bu hodisaning amalda ro‘y berishi deyarli mumkin emas.
b) “bitta ham chagqiriq kelmadi” va “bitta chaqiriq keldi” hodisalari birgalikda
bo‘Imagani uchun izlanayotgan ehtimol, ya’ni 5 minut ichida ikkitadan kam chaqiriq

kelish ehtimoli go‘shish teoremasiga asosan:

PS(k < 2) = P5(0) + Ps(l) = 6”10 + -0 = 0,000495,
Bu hodisaning amalda ro‘y berishi deyarli mumkin emas.
¢) “ikkitadan kam chagiriq keldi” va “kamida ikkita chaqiriq keldi” hodisalari
0°‘zaro garama-qgarshi hodisalar, shuning uchun izlanayotgan ehtimol, ya’ni 5 minut
ichida kamida ikkita chaqirig kelgan bo‘lish ehtimoli:
P5(k >2) = 1- P5(k < 2)=1- 0,000495 = 0,999505.
Bu deyarli muqarrar hodisa.
5. X tasodifiy miqdor quyidagi tagsimot qonuni bilan berilgan:
X 3 5 2
P 0,1 0,6 0,3
Uning matematik kutilmasi topilsin.
Yechish: Izlanayotgan matematik kutilma
M(X) = xrpr + x2Vz + — ~xnPn formuladan topiladi. Demak, M(X) = xxpt +
X2P2 + X3P3 = 3+0,1+ 5+06 +2+03=03+3+0,6=309.
6. Erkli X va Y tasodifiy miqdorlar quyidagi tagsimot gonunlari bilan
berilgan:
X 5 2 4 Y 7 9
P 0,6 01 0,3 p 0,8 0,2

XY tasodifiy migdoming matematik kutilmasini toping.
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Yechish: M(X) = 50,6 + 20/} + 4+03 =3+ 02+ 1,2 = 4,4.
M(Y) = 70,8+ 902 =56+ 1,8 = 7,4.
X va 'Y tasodifiy migdorlar erkli boMganligi uchun izlanayotgan matematik
kutilma quyidagiga teng:
M(XY) = M(X) *M(Y) = 4,4 7,4 = 32,56.
7. Yonlariga 1dan 6 gacha ragamlar yozilgan 2 ta kubik tashlanganda tushishi
mumkin boMgan ragamlar yigMndisining matematik kutilmasi topilsin.
Yechish: Birinchi kubikda tushishi mumkin boMgan ragamlar sonini X orgali,
ikkinchisini Y orqgali belgilaymiz. Bu migdorlarning mumkin boMgan giymatlari bir
xil boMib, ular 1,2,3,4,5 va 6 gateng, shu bilan birga bu giymatlami har birini gabul

qilish ehtimollari ham bir xil boMib u ” ga teng.

Birinchi kubikda tushishi mumkin boMgan ragamlar sonining matematik
kutilmasini topamiz:

Myr) = 1.i +2—i+3—i+4—i+S.i +6-i=2l-i=~

M(Y)=" boMishini ham topish mumkin. Demak, izlanayotgan matematik

kutilma:

M{X +Y) = MQO + M(Y) =1 +1 = 7-
8. 0 ‘q otish qurolidan o‘q otilganda nishonga tegish ehtimoli p=0,6. Agar 10
ta 0‘q otilgan boMsa, nishonga tegish jami sonining matematik kutilmasini toping.
Yechish: Har bir 0‘q otishda nishonga tegish yoki tegmaslik boshga otishlar
natijasiga bogMiq emas. Shuning uchun ko‘rilayotgan hodisalar erklidir va, demak,
izlanayotgan matematik kutilma:
M(X) = np = 10 0,6 = 6.
9. Quyidagi tagsimot gonuni bilan berilgan X diskret tasodifiy migdoming
dispersiyasmi toping:
X 1 2 5
P 0,3 0,5 0,2

Yechish: Dastiab matematik kutilmani topamiz:
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M(X) = xrpr + xrp2+ x3p3= 103 + 2m0,5+ 50,2 = 2.3.
Chetlanish kvadratining mumkin bo‘lgan barcha giymatlarini topamiz:
[xt - M(X)]2= (1 - 2,3)2= 1,69;

[x2- M{X)]2= (2 - 2,3)2= 0,09;
[X3-M(X)]2= (5-2,3)2= 7,29;

Chetlanish kvadratining tagsimot gonunini yozamiz:
[X-M(X)]2 1,69 0,09 7,29
P 0,3 05 0,2
Dispersiyani hisoblash formulasidan foydalanib uni topamiz:
D(X) = M[X-M(X)]2=
=[*i-B O 2¢Pi+ [x2- M(X)]2ep2+ +[x3- M(X)]2p3
1,69 «0,3 + 0,09 <05 + 7,29 «0.2 = 2,01.

11. X tasodifiy migdoming tagsimot qonuni quyidagicha berilgan:
X 0 \ 2 3
P 0,2 0,3 0,4 0,1
X ning matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rtacha kvadratik chetlanishi
topilsin.
Yechish: M(X) = xxpx+ x2p2+ x3p3=002+ 103+ 204+ 3m
01= 14
M2(X) = (1,4)2 = 1,96; M(X2) - x\px+ xfp2+ xfp3+ x|p4 =
=002+ 1+03+4+04+9m0,1=03+16+09=28;
D(X) = M(X2) - M2(X) = 2,8 - 1,96 = 0,84.
0 ‘rtacha kvadratik chetlanish:
<r(X) = y]D(X) = n/0~7 * 0,92.
11 Ikkita erkli tasodifiy migdoming dispersiyalari mos ravishda
D(X) =4 va D(Y) =3 larga teng. Bu migdorlar yig-‘indisining
dispersiyasini toping.
Yechish: Dispersiya'ning xossasiga asosan
DX+ K)=D{X)+D(Y) =4+3=71.
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Mustaqil yechish uchun topshiriglar
1 Diskret tasodifiy migdoming

6 3 1
p 0,2 0,3 0,5
tagsimot gonunini bilgan holda uning matematik kutilmasini toping.

Javob: 2,6.

2. Nishonga qgarata 4 ta 0‘q uzildi. Ularning nishonga tegish ehtimollari px =
0,6, p2= 0,4, p3=0,5va p4=0,7. Nishonga tegish jami sonining matematik
kutilmasi topilsin.

Javob: 2,2.

3. Diskret erkli tasodifiy miqdorlar quyidagi tagsimot qonunlari orgali
berilgan:

X \ 2 Y 0,5 1
r 0,2 0,8 JL 0,3 0,7

XY ko'paytmaning matematik kutilmasi topilsin.

Javob: 1,53.

4, Yuqoridagi masaladagi tagsimot qonunlari bilan berilgan tasodifiy
migdorlar uchun X+Y yig‘indining matematik kutilmasi topilsin.

Javob: 2,65.

5. 0 ‘zaro bogMiq boMmagan ikkita tasodifiy migdor X va Y lar quyidagi
tagsimot qonuni bilan berilgan:

X 1 2 3 4
P 0,2 0,3 0,4 0,1
Y 1 2 3 4
P 01 0,2 0,4 0,3

X+Y va XY laming matematik kutilmasi, dispersiyasi va o"rtacha kvadratik

chetlanishi topilsin:
Javob: M(X +Y) = 5;3; M(XY) =6,96; D(X+Y) = 1,73; D(XY) =
0,7476; o(X + ¥) = 1,33; a(XY) = 0,86.
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6. X tasodifiy migdoming tagsimot gonuni quyidagicha berilgan:

X 1 3 5
p 01 04 05
3X + 2 tasodifiy migdoming matematik kutilmasi va dispeziyasi topilsin.

Javob: M(3X + 2) = 13,4; 0(3* + 2) = 15,84.

7. Ikkita erkli tasodifiy miqdorlaming dispersiyalari ma lum: D(X) = 4,
D(Y) = 3. Bu miqdorlar yig'indisining dispersiyasini toping.

Javob: 7.

8. X tasodifiy migdoming dispersiyasi 5 ga teng. Quyidagi migdorlaming
dispersiyasini toping.

a)X- 1, b) - 2X; c¢) 3X+ 6.

Javoblar: a) 5; b) 20; c) 45.

9. Tasodifiy miqdor dispersiyasi D(X)=6,25. a (X) o'rtacha kvadratik
chetlanishni toping.

Javob: 2,5.

10. Tasodifiy migdor quyidagi tagsimot gonuni bilan berilgan.

X 2 4 8
P 01 05 04
Bu migdoming o'rtacha kvadratik chetlanishini toping.

Javob: 2,2.

83. Matematik statistika elementlari

Ommaviy tasodifiy hodisalar bo'ysunadigan qonuniyatlami aniglash statistik
maMumotlami kuzatish natijalarini o'rganishga asoslanadi. Matematik statistikaning
birinchi vazifasi - statistik ma’lumotlami to'plash va guruhlash usullarini
ko'rsatishdir.

Matematik statistikaning ikkinchi vazifasi - statistik ma’lumotlami tahlil

qgilish metodlarini tadgigot masalalariga muvofiq ishlab chigishdan iborat.
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Xulosa gilib, matematik statistikaning vazifasi ilmiy va nazariy xulosalar hosil
gilish magsadida statistik ma’lumotlami to‘plash va ishlab chigish metodlarini
yaratishdan iborat deb aytish mumkin.

Bir jinsli ob’yektlar to ‘plamini bu ob’yektlami xarakterlovchi biror sifatyoki
son belgiga nisbatan o‘rganish talab qilinsin. Masalan, agar biror xil detallar
partiyasi boMsa, u holda detaining sifat belgisi bo‘lib, uning standartligi, son belgisi
bo‘lib esa detaining o*‘Ichovi hizmat gilishi mumkin.

Ba’zan yalpi tekshirish o‘tkaziladi,ya’ni to‘plamdagi ob’yektlaming har birini
o ‘rganilayotgan belgiga nisbatan tekshiriladi. Lekin yalpi tekshirish amalda nisbatan
kam qgo'llaniladi. Masalan, to‘plam juda ko‘p (juda katta sondagi) ob’yektlarni oz
ichiga olgan bo‘lsa, u holda yalpi tekshirish o°‘tkazish jismonan mumkin emas.
Bunday hollarda to‘plamdan chekli sondagi ob’yektlar tasodifiy ravishda olinadi va
ulami o'rganiladi.

Tanlanma to‘plam. yoki oddiy qilib, tanlanma deb tasodifiy ravishda tanlab
olingan ob’yektlar to‘plamiga aytiladi.

Bosh to‘plam deb tanlanma ajratiladigan ob’yektlar to‘plamiga aytiladi.

To‘plam (bosh yoki tanlanma to‘plami) haimi deb bu to‘plamdagi ob’yektlar
soniga aytiladi. Masalan, 1000 ta detaldan tekshirish uchun 100 ta detal olingan
boMsa, u holda bosh to‘plam hajmi N=1000, tanlanma hajmi esa n=100.

Eslatma. Bosh to‘plam ko‘pincha chekli sondagi elementlami o‘z ichiga
oladi. Ammo bu son ancha katta bo‘lsa, u holda hisoblashlami soddalashtirish yoki
nazariy hisoblami ixchamlash magsadini ko‘zda tutib, ba’zan bosh to‘plam cheksiz
ko‘p sondagi ob’yektlardan iborat deb faraz gilinadi. Bunday yo‘l gqo‘yish shu bilan
oglanadiki (ancha katta hajmli) bosh to‘plam hajmini orttirish tanlanma
ma’lumotlarini ishlab chigish natijalariga amalda ta’sir etmaydi.

Tanlanmani tuzishda ikki xil yo‘l tutish mumkin: ob’yekt tanlanib va uning
ustida kuzatish o‘tkazilgandan so'ng, u bosh to‘plamga qaytarilishi yoki
gaytarilmasligi mumkin. Bunga muvofiq ravishda tanlanmalar takror va notakror

tanlanmalarga ajratiladi.
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Takror tanlanma deb shunday tanlanmaga aytiladiki, bunda olingan ob’yekt
(keyingisini olishdan oldin) bosh to'plamga gaytariladi.

Takrorsiz tanlanma deb tanlangan element bosh to'plamga gaytarilmaydigan
tanlanmaga aytiladi.

Amaliyotda odatda qaytarilmaydigan tasodifiy tanlashdan foydalaniladi.

Tanlanmadagi ma’lumotlar bo'yicha bosh to'plamning bizni gizigtirayotgan
belgisi hagida yetarlicha ishonch bilan fikryuritish uchun tanlanmaning ob’yektlari
bosh to'plamni to'g'ri tasvirlashi zarur. Bu talab gisgacha bunday ta’riflanadi:
tanlanma reprezentativ (tasvirlay oladigan) bo'lishi kerak.

Katta sonlar gonuniga asosan shuni ta’kidlash mumkinki, agar tanlash
tasodifiy ravishda amalga oshiriladigan bo'lsa, tanlanma reprezentativ bo'ladi: agar
bosh to'plam barcha ob’yektlarining tanlanmaga tushish ehtimollari bir xil bo'lsa,
tanlanmaning har bir ob’yekti tasodifiy tanlangan bo'ladi.

Agar bosh to'plamning hajmi yetarli katta bo'lib, tanlanma bu to'plamning
uncha katta bo'Imagan gismini tashkil gilsa, u holda takror va notakror tanlanmalar
orasidagi farqg yo'qgolib boradi; limit holda, cheksiz bosh to'plam qaralib,
tanlanmaning hajmi esa chekli bo'lsa, u holda bu farqg yo'qoladi.

Amaliyotda tanlashning turli usullari qo'llaniladi. Bu usullarni tamoyil
jihatdan ikki turga bo'lish mumkin:

1 Bosh to'plamni qismlarga ajratishni talab gilmaydigan tanlash, bunga
quyidagilar kiradi:

a) oddiy gaytarilmaydigan tasodifiy tanlash;
b)oddiy gaytariladigan tasodifiy tanlash;

2. Bosh to'plamni gismlarga ajratilgandan keyin tanlash, bunga quyidagilar
kiradi:

a) tipik tanlash;
b) mexanik tanlash;
¢) Seriyali tanlash;
Bosh to'plamdan elementlar bittalab olinadigan tanlash oddiy tasodifiy

tanlash deyiladi. Oddiy tanlashni turli usullar bilan amalga oshirish mumkin.
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Masalan, N hajmli bosh to‘plamdan nta ob’yekt tanlashda quyidagicha yo ‘1tutiladi.
Kartochkalar olib, ulami 1 dan N gacha nomerlanadi. So‘ngra ulami yaxshilab
aralashtirib, tavakkaliga bitta kartochka olinadi, shu olingan kartochka bilan bir xil
nomerli ob’yekt tekshiriladi. Keyin kartochka dastaga qaytariladi va jarayon
takrorlanadi, ya’ni kartochkalar aralashtirib, ulardan biri tavakkaliga olinadi va h.k.
n marta shunday qilinadi; natijada n hajmli oddiy takror tasodifiy tanlanma hosil
gilinadi.

Agar olingan kartochkalar gaytarilmasa, u holda tanlama oddiy takrorsiz
tasodifiy tanlanma bo‘ladi.

Bosh tanlanmaning hajmi katta boMganda tasvirlangan bu jarayon ko‘p
mehnat talab qiladi. Bunday holda tasodifiy sonlaming tayyor jadvalidan
fodalaniladi, ularda sonlar tasodifiy tartibda joylashgan boMadi Nomerlangan bosh
to‘plamdan masalan, 50 ta ob’yekt olish uchun tasodifiy sonlar jadvalining ixtiyoriy
sahifasini ochib undan birdaniga 50 tason yozib olinadi; tanlanmaga ragamlari yozib
olingan sonlar bilan bir xil ob’yektlar kiritiladi. Agarjadvalning tasodifiy soni N dan
katta boMsa, u holda bunday son tushirib qoldiriladi. Takrorsiz tanlanma boMgan
holda jadvalning ilgari uchragan sonlari ham tushirib qoldiriladi.

Tipik tanlash deb, shunday tanlashga aytiladiki, bunda ob’yektlar butun bosh
to‘plamdan emas, balki uning tipik gismlaridan olinadi. Masalan, detal bir nechta
stanokda tayyorlanayotgan boMsa u holda tanlash barcha detallar to ‘plamidan emas,
balki har bir stanok mahsulotidan ayrim olinadi. Tipik tanlashdan tekshirilayotgan
belgi bosh to‘plamning turli tipik qgismlarida sezilarli o°‘zgarib turganda
foydalaniladi Masalan, mahsulot bir nechta mashinalarda tayyorlanayotgan boMib,
mashinalar orasida uncha-muncha eskirganlari boMsa, u holda tipik tanlashdan
foydalanish magsadga muvofiqdir.

Mexanik tanlash deb, shunday tanlashga aytiladiki, bunda bosh to‘plam
tanlanmaga nechta ob’yekt Kkirishi lozim boMsa, shuncha guruhga mexanik ravishda
ajratiladi va har bir guruhdan bittadan ob’yekt tanlanadi.

Masalan, stanokda tayyorlangan detallaming 20% ini ajratib olish lozim

boMsa, u holda har bir beshinchi detal olinadi; agar 5% detallami olish talab gilinsa,
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u holda har bir yigirmanchi detal olinadi; mexanik tanlash ba'zi tanlanmaning
reprezentativligini ta’minlamasligi mumkinligini gayd qilib o'tamiz. Masalan, har
bir yigirmanchi yo'nilayotgan valcha tanlanayotgan bo'lib, shu bilan birga
tanlashdan so‘ng darhol kesgich almashtirilsa, u holda tanlangan hamma valchalar
0‘tmaslangan kesgichlar bilan yo'nilgan boiadi. Bunday holda tanlash ritmini
kesgichni almashtirish ritmi bilan mos kelishini yo‘qotish lozim, buning uchun
masalan, yo‘nilgan har yigirmata valchadan o ‘ninchisini olish lozim.

Seriyali tanlash deb shunday tanlashga aytiladiki, bunda ob’yektlar bosh
to‘plamdan bittalab emas, balki seriyalab olinadi va ular yalpisiga tekshiriladi.
Masalan, buyumlar katta guruh stanok - avtomatlar tomonidan tayyorlanayotgan
boisa u holda fagat bir nechta stanokning buyumlari yalpisiga tekshiriladi. Seriyali
tanlashdan tekshirilayotgan belgi turli seriyalarda uncha o°‘zgarmagan holda
foydalaniladi.

Amaliyotda ko‘pincha aralash tanlashdan foydalanilishini ta’kidlab o‘tamiz,
bunda yuqorida ko‘rsatilgan usullardan birgalikda foydalaniladi.

Masalan, bosh to‘plamni ba’zan bir xil hajmli seriyalarga ajratiladi, keyin
oddiy tasodifiy tanlash bilan bir nechta seriya tanlanadi va nihoyat oddiy tasodifiy
tanlash bilan ayrim ob’yektlar olinadi.

Bosh to‘plamdan tanlanma olingan deylik. Bunda xx giymat w, marta, x2
giymat n2 marta kuzatilgan va hokazo. £ n £= n bo‘lsin. Kuzatilgan xt giymatlar
variantalar, variantalarning ortib borishi tartibida yozilgan ketma-ketligi esa
variatsion gator deyiladi. Kuzatishlar soni chastotalar, ulaming tanlanma hajmiga

nisbati ﬁ—W esa nishiy chastotalar deyiladi.

Tanlanmaning statistik tagsimoti deb variantalar va ularga mos chastotalar
yoki nisbiy chastotalar ro‘yxatiga aytiladi. Statistik tagsimotni yana intervallar va
ulargategishli chastotalar ketma-ketligi ko'rinishida ham berish mumkin (intervalga
mos chastota sifatida bu intervalga tushgan variantalar soni gabul gilinadi).

Shuni gayd qilib o‘tamizki, tagsimot deyilganda ehtimollar nazariyasida

tasodifiy migdoming mumkin boMgan giymatlari va ularning ehtimollari orasidagi
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moslik, matematik statistikada esa kuzatilgan variantalar va ularning chastotalari

yoki nisbiy chastotalari orasidagi moslik tushuniladi.

3.1.Tagsimotning empirik funksiyasi
Aytaylik, X son belgi chastotalarining statistik tagsimoti ma’lum bao'lsin.
Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: nx - belgining x dan kichik giymati kuzatilgan
kuzatishlar soni; n - kuzatishlarning umumiy soni (tanlanma hajmi).

Ravshanki, X<x hodisaning nisbiy chastotasi * ga teng. Agar x o°‘zgaradigan

bo‘lsa, u holda umuman aytganda, nisbiy chastotasi ham o‘zgaradi, ya’ni  nisbiy

chastota x ning funksiyasidir. Bu funksiya empirik (tajriba yo‘li) yo‘l bilan
topiladigan boMgani uchuny empirik funksiya deyiladi.

Tagsimotning empirik funksiyasi (tanlanmaning tagsimot funksiyasi) deb
har bir x giymati uchun X<x hodisaning ehtimolini aniglaydigan F*(x) funksiyaga

aytiladi. Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra
rn,
Fe()=4,
bu yerda nx - x dan kichik variantalar soni, n tanlanma hajmi
Shunday qilib, masalan, F*(x2) ni topish uchun x2 dan kichik variantalar
sonini tanlanma hajmiga boMish lozim;
F'(X2) = ¢
- ¢ x<m Ca dithy > - n
Bosh to‘plam tagsimotining F(x) integral funksiyasini, tanlanma
tagsimotining empirik funksiyasidan farqg gilib tagsimotning nazariy funksiyasi
deyiladi. Empirik va nazariy funksiyalar orasidagi farq shundaki, F(x) nazariy
funksiya X<x hodisa ehtimolini, Fx(x) empirik funksiya esa shu hodisaning o ‘zini
nisbiy chastotasini aniqlaydi Bemulli teoremasidan kelib chigadiki, X<x hodisaning
nisbiy chastotasi, ya’ni F*(x) shu hodisaning F(x) ehtimoliga ehtimol bo‘yicha
yaqginlashadi. Boshgacha so‘z bilan aytganda F*(x) va F(x) sonlar bir - biridan kam

farq giladi. Shu yeming o‘zidanoq, bosh to‘plam tagsimotining nazariy (integral)



funksiyasini taqgribiy tasvirlashda tanlanma tagsimotining empirik funksiyasidan
foydalanish magsadga muvofiq bo'lishi kelib chigadi.

Bunday xulosa shu bilan ham tasdiglanadiki, F\x) funksiya F(x) ning barcha
xossalariga ega. Darhagiqgat, F'(x) funksiyaning ta’rifidan uning quyidagi xossalari
kelib chigadi:

1) empirik funksiyaning giymatlari [0; 1] kesmaga tegishli;

2) F’(x) - kamaymaydigan funksiya;

3)agar xx- eng kichik varianta bo‘lsa, uholda x < xxda F'(x) = 0; xk - eng
katta varianta boMsa, u holda x>xk da F*(x) = 1.

Shunday qilib, tanlanma tagsimotining empirik funksiyasi bosh to‘plam
tagsimotining nazariy funksiyasini baholash uchun xizmat giladi.

Ko‘rgazmalilik magsadida statistik tagsimotning turli grafiklari, jumladan,
poligon va gistogrammasi yasaladi.

Chastotalar poligoni deb, kesmalari (xr, w), (x2, n2 (xk, nk)
nuqtalami tutashtiradigan siniq chizigga aytiladi. Poligonni yasash uchun absissalar
o'giga XjVariantalami, ordinatalar o‘giga esa ularga mos n£ chastotalarni golyib
chigiladi. So'ngra (xit W) nuqtalami to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan tutashtirib
chastotalar poligoni hosil gilinadi.

Nisbiy chastotalar poligoni deb kesmalari (xi/Wt), (x2w2), ..,
(xk,wk) nuqtalami tutashtiradigan siniq chizigga aytiladi. Nisbiy chastotalar
poligonini yasash uchun absissalar o‘giga Xivariantalami, ordinatalar o‘giga esa
ularga mos wt chastotalarni qo‘yib chigiladi. So‘ngra hosil boMgan nugtalami
to‘g‘ri chiaq kesmalari bilan tutashtirib, nisbiy chastotalar poligoni hosil gilinadi.

1-chizmaga quyidagi

X 15 35 55 75
w 0,1 0,2 0,4 0.3

tagsimotning nisbiy chastotalari poligoni tasvirlangan.

-272-



Pl 234567 8
1-chizma

Uzluksiz belgi boigan holda gistogramma yasash magsadga muvofiqdir,
buning uchuu belgining kuzatiladigan giymatlarini o‘z ichiga olgan intervalning
uzunligi h boMgan bir nechta gismiy intervallarga boMinadi va har bir i- gismiy
interval uchun ntni - i- intervalga tushgan variantalar chastotalari yigMndisini
topiladi.

Chastotalar gistogrammasi deb asoslari h uzunlikdagi intervallar,
balandliklari esa " nisbatlarga (chastota zichligi) teng boMgan to‘g‘ri
to ‘rtburchaklardan iborat pog‘onaviy figuraga aytiladi.

Chastotalar gistogrammasini yasash uchun absissalar o'gida qismiy
intervallar, ulaming ustiga esa ® masofada absissalar o‘qiga parallel kesmalar
o ‘tkaziladi.

i-gismiy to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi hej = w, ga, ya'ni i- intervaldagi
variantalarning  chastotalari ~ yigMndisiga  teng; binobarin,  chastotalar

gistogrammasining yuzi barcha chastotalar yigMndisiga ya’ni tanlanma hajmiga

teng.

yA—

0 5 10 15 20 25 30 35 40
2-chizma
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2-chizmada 6-jadvalda keltirilgan n=100 hajmli tagsimot chastotalari gistogrammasi
tasvirlangan.

6-jadval
Uzunligi  h=5 bo'lgan wuy interval variantalari Chastota zichligi N
gismiy interval chastotalarining
yig'indisi

5-10 4 0,8

10-15 6 1,2

15-20 16 32

20-25 36 7,2

25-30 24 48

30-35 10 2,0

35-40 4 0,8

Nisbiy chastotalar gistogrammasi deb asoslari h uzunlikdagi intervallar,
balandliklari esa nisbatga (nishiy chastota zichligiga) teng bo'lgan to‘g‘ri

to'rtburchaklardan iborat pog‘onaviy figuraga aytiladi.
Nisbiy chastotalar gistogrammasini yasash uchun absissalar o'giga gismiy

intervallami qo'yib chigiladi, ulaming tepasidan esa ~ masofada absissalar o'giga

parallel kesmalar o‘tkaziladi. i-gismiy to'g'ri to'rtburchakning yuzi h ga, ya’ni

i-intervalga tushgan variantalarning nisbiy chastotalari yig'indisiga teng. Demak,
nishbiy chastotalar gistogrammasining yuzi barcha nisbiy chastotalar yigMndisiga,
ya’ni birga teng.
Masalalar
1 Hajmi 20 bo'lgan tanlanmaning chastotalari tagsimoti berilgan:

X 2 6 12
W 3 10 7
Nisbiy chastotalar tagsimotini yozing.

Yechish. Nisbiy chastotalarni topamiz. Bunmg uchun chastotalarni tanlanma
hajmiga bolamiz:

3 10 7

=015, w2=— =050 w3= = 0,35.

Nishiy chastotalar tagsimotini yozamiz:
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*j 2 6 12
, 0,15 05 0,35
Nazorat gilish: 0,15+0,5+0,35 =1

2. Tanlanmaning quyida berilgan tagsimoti bo‘yicha uning empirik
funksiyasini tuzing.
Variantalar Xi 2 6 10
Chastotalar LLL 12 18 30
Yechish. Tanlanma hajmini topamiz: 12 + 18 + 30 = 60. Eng kichik
varianta 2 ga teng, demak,
x < 2 daF*(x) = 0.
X < 6 giymat, xususan, xt=2 giymat 2 marta kuzatilgan, demak,

12
2< x < 6daFYx) =— =10,2.
60
x < 10 giymatlar, jumladan xt=2 va x2=6 giymatlar 12 + 18 = 30 marta kuzatilgan;
Demak,
30
6 < x< 10 daF’(x) = — = 05.

x = 10 eng Katta varianta bo‘lgani uchun
x > 10 daF*(x) = 1
Izlanayotgan empirik funksiya:

X< 2 da 0,
, 27 x<6 da 02
1 6<x<10 da 0,5

,X>10 da 1

Mustagil yechish uchun topshiriglar

1 Ushbu tagsimotning empirik funksiyasi grafigini yasang.
Xi 5 7 10 15

L 2 3 8 7

-275-



2. Ushbu tagsimot chastotalari va nisbiy chastotalari poligonlarini yasang:

9
1 3 5 7
Xi
L, 10 15 30 33 12
3 Ushbu tagsimot chastotalari va nisbiy chastotalari gistogrammalarin

yasang (birinchi ustunda gismiy interval, ikkinchi ustunda esa gismiy intervaldagi
variantalaming chastotalari yigMndisi ko'rsatilgan).

2-5 9
8 10
8-11 25
11-14 6

4. Ushbu tagsimotning empirik funksiyasini tuzing va grafigini yasang:
xi 5 1 10 15
L 2 3 8 7.

5. Ushbu tagsimot chastotalari va nisbiy chastotalari poligonlarini yasang:
X 1 3 5 7 9
Ll 10 15 30 33 12.

6. Ushbu tagsimotning empirik funksiyasini tuzing va grafigini yasang:
xN n 12 13 14
w 04 01 03 0.2
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VA INGLIZ TILLARIDA NOMLANISHI

=

N OO~ WN

©

10

12

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

30

31
32

33
34
35

O'zbek tilida
Ko'p o'zgaruvchii funksiya

Funksiyaning argumenti
Aniglanish sohasi

Qiymatlar sohasi
Funksiyaning xususiy giymati
Funksiyaning grafigi

Funksiyaning beriish usullari

Nugtaning atrofi

Ko'p o'zgaruvchii funksiyaning
limiti

Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning
uziuksizligi

Uzilish nuqtasi

Eng katta va eng kichik giymat

Maksimum va minimum
Ekstremum

Xususiy orttirma

Tola orttirma

Ochig soha

Yopig soha

Ellipsoid

Giperboloid

Paraboloid

Xususiy differensial

Bir jinsli funksiya
Hususiy hosila

Hususiy differensial
To'liq differensial
Aralash hosila
Gradiyent

Yo'nalash boyicha hosila

Yugqori tartibli hosila

Oshkormas funksiya
Murakkab funksiya
Parametrik shaklda berilgan
funksiya

Kritik nugta

Differensial tenglama

Pyc Tunnga

DYHKLMN HECKOSTBbKMX
NnepeMeHHbIX

ApPrymeHT oyHKLMM

O6nacTtb onpefeneHus
O6nacTb 3HayeHus

YacTHble 3HauYeHUn OyHKUMK
"padhyik cpyHKLMK

Cnocobbl 3agaHns dhyHKUMK

OKpPECTHOCTM TOUKM

Mpeaen yHKLUMN HECKOMBKIX
nepeMeHHbIX
HenpepbIBHOCTL (hyHKLMM
HECKO/IbKMX NEepeMeHHbIX
TOUKM Pa3pbIBHOCTM

Hawv6ornbluee 1 HaMmeHbLLee
3Ha4yeHune

Makcrmym 1 MUHAMYM
EkcTpemym
YacTHble npupalleHns
MonbHoe npupallieHns
OTKpbITas 06nacTb
3akpbiTaa 06nactb
annuncong,
I'vnep6onoung,
Mapa6onong,
YacTtHble audpdpepeHumansl
OpHopoaHas yHKuma
YacTHasa npounssogHas
YacTHblIli gudbpepeHyman
MonHbliA audbcpepeHyman
CwmelliaHHas npoussogHas
pagveHt
Mpoun3sogHasn Mo HanpasneHNo
Mpon3BoaHas BbICLLMX
nopsiaKoB
HesBHas dyHKUMA
CnoxHasa yHKuma
®yHKUMA 334aHHON B
napameTpuyeckoii hopme
Kputunueckue Touku
[JundbcbepeHumanbHbie
ypaBHeHus
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Ingliz tilida

Functions of several
variables

Argument of function
Field of determination
Field of value

Partial value of function
Graphic of the function
Ways of expressing
function

Environs of the point
Bound of functions of
several variables
Continuity of functions
of several variables
Point of split

The greatest and the
least

Value

Maximum and minimum
Extremum

Partial increase

Full increase

Open field

Closed field

Ellipsoid

Hyperboloid
Paraboloid

Partials of differential
Similar function

Partial derivative
Partial differential

Full differential

Mixed derivative
Gradient

Derivative on direction

Derivative of the highest

Uncertain function
Complex function

Function given in

parametrical form
Critical points

Differential equations



36

37

38

39

40

41

42

43

45
46

47

48
49

50

51

52

53

54

55

56

Differensial tenglamaning tartibi

Differensial tenglamaning yechimi

Differensial tenglamaning umumiy
integrali

Integral egri chiziq

Oddiy differensial tenglama

0 ‘zgaruvchilari ajralgan tenglama

O'zgaruvchilari ajraladigan
tenglama

Bir jinsli tenglama
Birinchi tartibli chizigli tenglama

Xususiy yechim
Bemulli tenglamasi

0 ‘zgarmasni variantsiyalash usuli

To'la differensional tenglama
Integrallovchi ko'paytuvchi

Ikkinchi tartibli tenglama

Ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli
tenglama

Ikkinchi tartibli o'zgarmas
koeffisientli chizigli bir jinsli
tenglama

Yuqori tartibli tenglama
Xarakteristik tenglama

Oddiy differensial tenglamalar
sistemasi

Sonli ketma-kettik

Mopsipok anchdepeHLmansHOro
ypaBHeHus

Peluexve
aundpcpepeHLmansHoro
ypaBHeHust

06wt nHTerpan
avddhepeHumanbHoro
ypaBHeHus

WHTerpasbHbliii KpUMBOIA
OO6bIKHOBEHHblE

o depeHumanbHble
ypaBHeHus
[OundhdpepeHumancHble
ypaBHeHUs C pasfesieHHbIMU
nepemMeHHbIMU
AndhchepeHuymnanbHble
YypaBHeHUs C pasgensowmmmncs
nepemMeHHbIMU

OpHOpOAHbIe ypaBHeHUs
JInHeliHble ypaBHEHWS NepBOro
nopsigka

YacTHble pelleHve
YpaBHeHve BepHynm
Bapnatsin npon3Bo/HbIX
MOCTOSAHHBIX

YpaBHeHue MosHbIX
ovdhbdpepeHuvanos
WHTerpupytoLmii MHOXVTENb

YpaBHeHve BTOPOro rnopsaka

JInHeliHble 0gHOPOaHbIE
ovdhdpepeHumanbHoro
ypaBHeHUsi BTOPOro nopsigka
JInHeliHble ogHOpPOaHbIE
AndbchepeHumansHoro
ypaBHEHMS1 BTOPOro nopsiika ¢
MOCTOSIHHLIMY
KoathpmumeHTamm

YpaBHeHWe BbICLLVX MOPSiAKOB

XapakTepuctuyeckoe
ypaBHeHVe

CuncTembl 06bIKHOBEHHbIX
anddepeHumaTbHbIX
ypaBHeHWe

Yncnosas
nocnefoBaTeflbHOCTb
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Order of differential
equations

Solution of differential
equations

Common integral of
differential equations

Integral curve

ordinary differential
equations

Differential equations
with devided variables

Differential equations
with divisible variables

Similar equations
Linear equations of the
first order

Partial solution
Bernully’s equation
Variations of arbitrary
constants

Equation of full
differentials

Integrate multiplier
Equation of the second
Order

Linear similar of
differential equations of
the second order

Linear similar of
differential equations of
the second order with
constant coefficients

Equation of the highest
order

Characteristic equation

Systems of ordinary
differential equations

Numerical sequence
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58

59

60
61
62
63
64
65

66

67
68
69

70
71
72

73

74

75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87

88

89
90
91
92

93

Sonli gator

Sonli gatorning yaqginlashishi

Sonli gatorning uzoglashishi
Qismiy yig'indi

Yaginlashish alomati

Ishoralari navbatlashuvchi gator
Xosmas integral

Garmonik gator

Geometrik gator

Qatoming umumiy hadi

Musbat hadli gator

Tagqoslash alomati

Qator yaginlashishining zaruriy
sharti

Absolyut yaqinlashuvchi gator
Funksbnal gator

Darajali qator

Funksbnal gatoming yaginlashish
sohasi

Darajali gatorning yadginlashish
radiusi

Qatorning qoldig'i

Teylor gatori

Makloren gatori

Bihomial gatori

Furye gatori

Trigonometrik gator

Furye koeffisientlari

Juft funksiyalar

Toq funksiyalar

Ikki o'Ichovli integral

Ikki karrali integral

To'g'ri soha

Integrallash sohasi

Qutb koordinatalar sistemasi

Qutb kooordinatalari
Sirt yuzi

Sirt zichligi

Inersiya momenti

Og'iilik markazining koordinatalari

Yucnosble psagpl
CX0MMOCTb YMCIOBOrO psja

PacxoMMoCTb YNCIOBLIX
psaoB

YacTnyHble CyMMbI
Mpu3Haku cxogmmocTun
3HakouepefytoLLble pajpl
Hecob6cTBeHHbI UHTerpan
lapmoHuyeckuii psag
eomeTpuyeckne pag

O6Luero yneHa psga

Pag ¢ nonoxuTenbHbIMK
yneHamm

Mpu3Hakn cpaBHeHNs
Heo6xoaumblii npu3HaK
CXOAMMOCTM psija
ABCOMIOTHO CXOAALCS paj,
PYHKUMOHANBHBIV psg,
CTeneHHbI pag

O6nacTb CX0AMMOCTU
OYHKUMOHATbHOTO psija
Pagunyc cxogmmocTtu
CTeneHHoro psga
Ocrartok paga

Psapg Teiinopa

Psp, MaknopeHa
BUHOMUWabHbIN psg
Pagbl dypbe
TpuUroHomMeTpuyecknii psg,
KoachpmumeHTbl dypbe
YeTHan doyHKUMA
HeueTHasn goyHKUMS
[IBOiHOI uHTerpan
[IByXKpaTHbIi nHTerpa
Mpsamas obnactb
O6nacTb UHTErpyUpPOBaHUA

MonsipHbIe CUCTEMbI KOOpAWHAT

MonsApHble KoopanHaTbI

Mnowages NoBepxHOCTH

M10THOCTbL NMOBEPXHOCTK
MoMeHT nHepumn

KoopauHartb! LEHTP Macc
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Numerical rows
Similarity of numerical
row

Dissimilarity of
numerical rows
Partial sum

Signs of similarity
Sign-changing rows
Non-private integgral
Harmonic row
Geometrical row
General member of the
row

Row with positive
members

Signs of comparison
Necessary sign of
similarity of the row
Absolute similar roow
Functional row
Degree row

Field of similarity of
functional row
Radius of similarity of
degree row
Remainder of the row
Teylor’'s row
Madoren's row
Binominal roow
Furye's row
Trigonometric row
Furye's coefficient
Even function

Odd function

Double integral
Bilenniai integral
Direct field

Field of integration
Polar systems of
coordinate

Polar coordinates
Area of surface
Density of surface
Moment of inertia
Coordinates of mass
center



94

95
96
97

98

99

100
101

102

103

104
105
106
107
108
109
110

111

112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122

123

124

125
126

127

128

129

Uch o'Ichovli integral

Uch karrali integral
Egri chizigli integral
Grin funksiyasi

Birinchi tur egri chizigli integral

Ikkinchi tur egri chizigli integral

Sirt integrali
Integrallash konturi

Birinchi tur sirt integrali

Ikkinchi tur sirt integrali

Ehtimollik

Mugarrar hodisa

Mumkin bo'Imagan hodisa
Tasodifiy hodisa

Hodisalar yig'indisi

Hodisalar ko'paytmasi
Birgalikda bo'lImagan hodisalar

Yagona mumkin bo'lgan hodisalar

Hodisalar to'la guruhi

Erkli hodisalar

O'zaro bog'liq hodisalar
Birgalikda bo'lgan hodisalar
Hodisaning ehtimoli
Qarama-garshi hodisalar
Shartli ehtimollik
Gipotezalar ehtimoli
Laplasning local teoremasi
Sinash

Tasodifiy migdor

Diskret tasodifiy migdor

Uzluksiz tasodifiy migdor

Matematik kutilma

Dispersiya

O’rtacha kvadratik chetlanish
Tasodifiy migdorning tagsimot

gonuni
Matematik statistika

TpoiiHoi nHTerpan

TpexkpaTHbIii HTerpa
KpnBONUHEHBI nHTerpan
Popmyna NprHa
KpWBOMMHENHBIA nHTerpasn
nepBoro poaa
Kp1BOMMHEHBIA MHTErpan
BTOPOro poga
MoBEPXHOCTHbI UHTErpau
KOHTYp MHTerpnpoBaHHus
MoBEepPXHOCTHbIA MHTErpan
nepBoro poga
MoBepPXHOCTHbI NHTerpan
BTOPOro poga

BepoaTHoOCTb

[locToBepHble cobbITUA
HeBO3MOXHble COObITUA
CnyuaiiHble cobbITusA
Cymma cobbITnit
Mpou3BeneHne cobbITHI
HecoBmecTHble cobbIThe
EAVHCTBEHHO BO3MOXHOE
cobbITne

MonHasa rpynna cobbITuii
HesasucbiMye cobbITUA
B3anmosasucymble CobbITUA
CoBMeCTHble CObbITUS
BepoAaTHOCTb CO6bITUA
MpOTNBOMNONOXHbIE COOLITUA
YcnoBHasA BEPOATHOCTb
BepoATHOCTL rMnoTesbl
JNokanbHasn Teopema Jlannaca
McnbiTaHble

CnyyaiiHas BenmumHa
[JuckpeTHble cryyaiiHble
BE/INYMHBI

HenpepbiBHas ciyyaiiHas
Be/MUMHa

Martemat” Heckoe oxugaHme
[Ovcnepums
CpepHee-kBagpaTnyeckoe
OTK/IOHEeHne

3akoH pacnpefenesms
CnyyvaliHbIX BeMunHa
MaTemartuyeckas ctatucTmka

The three measure
integral

Thrice divisible integral
Curvilinear integral
Green's formula
Curvilinear integral of
the first type
Curvilinear integral of
the second type
Surface integral
Outline of integrity
Surface integral of the
first type

Surface integral of the
second type
Probability

Reliable event
Impossible event
Causal event

Sum of events
Product of events
Incompatible events
Uniquely possible
events

Full group of events
Independent event
Interdependent events
Joint events
Probability of events
Contrast events
Conditional probability
Probability of hypothesis
Lapsal’s local theory
Test

Causal quantity

Discrete causal quantity

Continued causal
quantity

Mathematic expectation
Dispersion

Middle quadratic
deflection

The law of distribution of
causal quantity
Mathematical statistics



FOYDALANILGAN ADAB1YOTLAR:

1 V.A Kapnmos. “HOKCaK MabHaBuAT -eHrunamac Kyy”. T.:”MabHaBumaT*- 2009.

2. LA KapumoB. “BapkaMon aBnof-Y30eKUCTOH TapakauéTununr noigesopu™. T..
1998.

3. N.A.Kapumos. “Y36eknctoH XXI acpra MHTUAMOKAA” . TOLLKEHT.:- 2000.

4. Y36eknctoH PecnybmmkacuHUHT  “Tabaum  Tyrpucmga”rn  KoHyHu.  Kagpnap
Taviépnaw Munaunii gactypu. TowkeHT:” LLapk;”-1997.

5. T.A3napos, X.MaHcypos. “MaremaTuK aHanuns”. 1-kucm, T.: “Y KTyBUN”- 1994.

6. TOKypaeB, A.CabgynnaeB Ba 6. “Onuii mMaTemaTuka acocnapu”. 1-kmem. T.:
“Y36eKnNCTOH” -1995.

7. T.Cydues. “Makrabpa MaTeMaTUK aHanu3 aneMeHTnapn” T.:“YioutyBun"-1983.

8. B MN.MwuHopckuid. 'OnuitmatematukagaHmacananaptynnamu’. T.:“YKutysun”-1977.

9. N.A.MapoH. “[AunddepeHumanbHoe U UHTErpasbHOE WCHUCNEHME B NpuMepax WU
3afavax”. Mocksa: “Hayka”- 1970.

10. I'.H.BepmaH. “C60pHMK 3aga4 Mo Kypcy MaTteMaTu4eckoro aHanmsa”. M.:“Hayka”-
1969.

11. B.M.Oemmngosny. “COOPHMK 3afa4 U yNpakHEeHUIA Mo MaTeMaTUYecKoro aHaamsa”.
Mocksa: “Hayka”- 1990.

12. T..3anopoxeL,. "PyKOBOACTBO K PeLLEeHWO 3af4ay Mo mMaTteMaTtiyeckoro aHanmsa”.
MockBa:«BbicLuas LKona»-1964.

13. H.C.lNwnckyHoB. “AundepeHumanbHoe M MHTErpanbHOe mcumucnenma”. Yact .
Mocksa: “Hayka”- 1985.

14. H.P.Pacynos, N./.Cadapos, P.T MyxutgmnHos. “Onuii maTtematuka . T.:2012.

15. B.T.JiucnukvH. W.J1.Conoseitumk. “Matematvka”. M.: «Bbiclwas Likona»-1991.

16. N.A.KonnaH. “IpakTuyeckyvie 3aHATWA MO BbICLLEl MaTeMaTyKe”. Xapbkos: 1974.

17. T.E.[aHKo 1 gp. “BbiCLuad maTemaTrika B ynpakHeHusx v 3agadax”. Mocksa: 1980.

18. H.ACemurut un gp. “C60pHUK 33aa4 Mo BbICLLEN MaTemaTuke”. Mocksa: 1967.

19. A.T.Poros. “3afjayHuK Mo BbICLLE MaTeMaTUKe Ans TexHWKY MoB”. Mocksa: 1973.

20. AY.Abgyxammaos. X.A.Hacumos, ¥Y.M.Hocupos, >XK.X.XycaHoB. “Anrebpa Ba
mMaTemaTuK aHanus acocnapn”. 111 kvem. TowkeHT: 2008.

21. .N.Nswko, A.K.Bosipuyk, A.l'.laii. .M.FonoBay. “MartemaTnyeckuii aHanm3 B
nprumepax v 3agadax”. H-uactb Kues: 1977.

22. .M.YBapeHkos, M.3.Mannep. “Kypc matemartunyeckoro aHaimnsa". Mocksa: 1977.

23. B.E.'mypmaH. “3OxTMonIap Hasapuacy Ba MaTteMaTtuk ctatuctuka”. T.: 1977.

24. N.A.KannaH. “IpakTuyeckune 3aHATVS MO BbICLLUEl MaTemaTuKe”. LLI-yacTb. XapKoB:
1974.

25. H.C.MuckyHoB. “AnddepeHuman Ba MHTerpan xmcob”. H-kucm. TowkeHT: 1974,

26. P.C.I'ytep, A.P.AHnonbckuit. “OundepeHumnan TeHrnaMmanap”. ToWKeHT: 1978.

27. A.Cavpynnace, X.T.MaHcypos, [.XygoinbepraHos, A.K.bopucos, P.I'ynomos.
“MaTeMaTMK aHanM3 KypcugaH mmcon Ba Macasanap tynnamu”. 1 2, 3 kvem. T.
Y KroyBun”- 1995, 2000.

28. Herbert Gintis. “Mathematical Literacy for Humanists”. Printed in the United States
of America. 2010.

29. C.Canuto, A.Tabacco. “Mathematical Analysis” 1, Il. Springer-Verlag. Italia.
Milan. 2008.

30. B. AWnbuH, B. A.CagoBHuunii, b. X.CeHgoB. “Matematunyecknin aHanms”, 7 1, 2.
Mocksa: «[IpocnekT»-2007.



MUNDARUA

SO Z BOSHIL ... s
I. BOB KOT 0 “ZGARUVCHILI FUNKSIYA. ..o
§1 Ko‘p o'zgaruvchili funksiya, uning limiti va uzluksizligi.. g
§2.Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi va differensiali. jg
83. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari.................
Il BOB DIFFERENSIAL TENGLAMALAR...........

................................................. 40
8 1. Differensial tenglamalar va ular bilan bog'liq tushunchalar. 40
82. Birinchi tartibli differensial tenglamalar............ccccoovvienne N

2.1Umumiy tushunchalar. O'zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar 48
2.2. Birinchi tartibli bir jinsli tenglamalar va bir jinsli tenglamaga keltiriladigan
tenglamalar. ..o A
2.3. To'la differensialli birinchi tartibli tenglamalar Integrallovchi ko‘paytuvchi 61
2.4, Birinchi tartibli chizigli tenglamalar. Bemulli tenglamasi 55
§ 3. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar........c.cc.cocoeoeinnne. ~
3.1. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar bo'yicha asosiy tushunchalar va
ikkinchi tartibli differensial tenglamalami tartibini pasaytirish usuli 73
3.2. Ikkinchi tartibli chizigli birjinsli tenglamalar....................... A

3.3 Ikkinchi tartibli chizigli o'zgarmas koeffitsientli bir jinslimas differensial

tENGIAMALAT ...

84. Yugqori tartibli differensial tenglamalar............ccococovvvonirineen. A
4.1. Umumiy tushunchalar. = f(x) ko'rinishdagi tenglama KO0
4.2. O'zgarmas koeffisientli n-tartibli birjinsli chizigli tenglamalar 105
4.3. Yuqori tartibli birjinslimas chizigli tenglamalar.................. A
85. Oddiy differensial tenglamalar sistemasi........cccocoevirnreneene, jn
L. BOB QATORLAR NAZARIYASIELEMENTLARI................. j,9
81. Sonli gatorlar va ulaming yaqinlashishi.........cccccocvevniiiiinnns jin
82. Musbat hadli sonli gatorlar va ulaming yaginlashish alomatlari 125

83. Ishoralari navbatlashuvchi va o‘zgaruvchan ishorali sonli gatorlar 133



84. Funksional va darajali qatorlar. ... 137

85, TRYION QA0 .ucvieiieieiicicie sttt 148
86. FUIYE QALOTIANT...c.cuiiiiciii e 156
IV. BOB KARRALI INTEGRALLAR ...ttt 168
81. IKKi OMChOVII INTEGTal......civiviiiicieiiiccie et 168

82. Qutb koordinatalaridagi ikki oMchvli integral. Sirtning yuzini hisoblash....... 182

83. Ikki oMchovli integrating mexanik tatbiglari.........ccccocooveernviiiniciiniicciee 192
84.Uch OMChOVIT iNtEQIaAL.....c.cvcviviviiicieiriiieiete et 198
V..BOB. EGRI CHIZIQLI VA SIRT INTEGRALLARI.....cceiiiriiieece 208
81. Egri chizigli integral va uni hisoblash).) Grin formulasi......cccoeveveviiieicenennns 208
1.1. Birinchi tur egri chizigli integrallar...........ccoooooiiiiiniiie e 208
1.2. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar...........ccocooiiiiniiinee e 210
82, St INtEGIAllaria ... 220
VI BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK STATISTIKA
ELEMENTLARI . ..ot ettt 229
81 Ehtimollar nazariyasini asosiy tushunchalari..........c.ccccocoviiiinecinnceice 229
1.1. Kamida bitta hodisaning ro‘y berish entimoli.........ccccooovnnniiiiniciiiiicns 236
1.2, Shartli ehtimol s 237
1.3. Gipotezalar ehtimoli. Bayes formulasi..........cocccevrieiiiniiinneccc e 238
1.4. Laplasning lokal te0remMasi......cccccvuiiriiiieiiiiiceec e e 240

82. Tasodifiy migdorlar va ularning turlari. Diskret tasodifiy migdoming matematik

kutilmasi. Dispersiya vao'rtacha kvadratik chetlanish tushunchasi...................... 252
83. Matematik statistika elementlari.......c.ccccccoooiiiiiiiiicici e 266
3.1. Tagsimotning empirik fFUNKSIYaSi........cccvviriiviiiiiiii e 271

QoMlanmada uchraydigan tayanch iboralar va ularning o'zbek, rus va ingliz tillarida

LToT 00 FE YT 1] o PO 277

Foydalanilgan adabiyotlar.........ccccooiviiiiiiccc s 279



]
51

§2
§3.

21

22
ten;
2.3.
24.
§3.
3.1.
ikki

4.3.
85.(
)
§1.S
82.»
§3.1:

Axlimirzayev Ahmadjon
Qo‘chgarov Muhiddin Umaralivevich
Zulfixarov 1lhom Mahmudovich
Ibragimov Mahammadjon Mahmudovich

OLIY MATEMATIKA
JJ

O'quv go'ilanma

Toshkent- “INNOVATSIYA-ZIYO” -2019

Muharrir Xolsaidov F.B.

Nashriyot litsenziyasi Al Ne 023, 27.10.2018.
Bosishga 20.03.2019 da naxsat etildi. Bichimi 60x90.
‘Times New Roman" gamiturasi.
Ofset  bosma usulida bosildi.

Shartli bosma tabog‘i 18. Nashr bosma tabog‘i 17,62.
Adadi 200 nusxa.



