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синф

Планиметрия

1- §. ЭНГ СОДДА ГЕОМЕТРИК ФИГУРАЛАРНИНГ

Геометрия — геометрик фигураларнинг хоссалари ^ацидаги фан- 
лир, «Геометрия» сузи грекча булиб, узбекча «ер улчаш» дегаа 
маънони билдиради, Бундай аталиши геометриянинг ер устида ул
чаш ишлари билан бонлицлигидзн дарак беради.

Геометрик фигураларга мисоллар — учбурчак, квадрат, айлана 
(1-раем).

Геометрик фнгуралар жуда хилма-хилдир. Х,ар цандай геомет
рик фигуранинг б у л а т  цам геометрик фигурадир. Бир нечта гео
метрик фигуранинг бнрлашмаси яна геометрик фигурадир. 2 -раем
да чаn-деги фигура учиурчак ва учта квадраггдан иборат, унгдага 
фигура эса айлана ва айлана булакларидан иборат. -ХаР цандай 
геометрик фигурани нуцталардан тузилган деб тасаввур циламиз.

Мактабда урганпладиган геометрия математикадан «Негизлар» 
деган ажойиб цуллан-ма яратган цадимгп грек олнми Евклид (эра- 
мизгача' Ш  аср) нами билан Евклид геометр икс» деб аталади, 
Узоц вацтлар давомида гевметрня шу китоб буйича уцитилган.

Баз гевметриянн урганипши планиметриядзн бешлаймиз. Пла
ниметрия— бу г.сометрияи;:щ! (Sup булийгл, унда текисликдаги 
фигуралар урганнлади.

АСОСИЙ ХОССАЛАРИ

2-расм.
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НУЦТА ВА ТС РИ ЧИЗИЦ

Нуцта ва mi/Fpu чизиц текисликдаги асосий гесметрик фигура
лар ^исобланади. Чизмага нуцта ва турри чизицлар уткир цилиб 
чицарилган цалам билан чизилади. Турри чизицларни ясаш учун 
чизричлардан фойдаланилади. Нуцталарни латин алфавитинмнр

бош ^арфлари А, В, С, D, . . . би' 
/ j  лан белгилаш цабул цилинган. Турри
•  чизицлар латин алфавитининг кичик

м г £Lmm ^арфлари а, Ь, с, d ,... билан белгила
нади.

3-расм. 3 -раемда А  нуцтани ва а турри
чизицни куриб турибсиз.

НУЦТА ВА ТУГРИ ЧИЗИЦЛАР ТЕГИШЛИЛИГИНИНГ 
АСОСИЙ ХОССАЛАРИ

4- раемга царанг. Сиз а, Ъ турри чизицларни ва А, В, С нуц
таларни куриб турибсиз, Л ва С нуцталар а турри чизицда ётиб- 
ёи. Яна Л ва С нуцталар а турри чизицда тегишли ёки а турри 
$изиц Л ва С нуцталар орцали утади дейиш ^ам мумкин.

В  нуцта b турри чизицда ётибди. У а турри чизицда ётмаяпти. 
С нуцта а турри чизицда ^ам, b турри чизицда цам ётибди. а ва 
Ь турри чизицлар С нуцтада кесишади. С нуцта а ва Ь турри чи- 
шуюрнинг кесишиш нуцтасидир.

5 -раемда сиз берилган икки А ва. В нуцтадан утувчи турри 
ш з и ц  ч и з р и ч  ёрдамида цандай ясалишини куриб турибсиз.

Цуйидаги иккита хоссани текисликда нуцталар ва турри чизиц- 
«ар тегишлилигининг а с о с и й  х о с с а л а р и  деб атаймиз:

lt. Х ар  цандай т$рри чизицни олм айлик, шу т $гри  
чизицца тегиш ли билган н уцт алар л;амг т егиш ли б$л- 
хага н  нуцт алар л;ам м авж уд.



I2. Х ар цандай икки нуцт адан турри чизиц ут казиш  
м ум кин ва фацат  бит т а.

Тугри чизицни унда ётган иккита ^арф билан белгилаш мум
кин. Масалан, 4-расмда а тугри чизицни АС билан, Ь тугрй чи- 
зицни ВС билан белгилаш мумкин.

Иккита турли тугри чизиц биттадан ортиц кесишиш нуцтаскгз 
эга була оладими? Була олмайди. Агар улар иккита кесишиш нузу- 
тасига эга булишганда эди, у ^олда бу нуцталардан иккита тур
ли тугри чизиц утар эди. Бу эса мумкин эмас, чункв икщст 
нуцтадан фацат битта тугри чизиц утади. Шундай цилиб, 1(уЙИД1ге 

хосса з^осил цилинади:
1.1. И ккит а т урли турри чизиц ё кесишмайди, &шя 

ф ацат  бит т а нуцт ада кесишади.

НУЦТАЛАРНИНГ ТУГРИ ЧИЗИЦДА ВА ТЕКИСЛИКДА 
УЗАРО ЖОЙЛАШУВИНИНГ АСОСИЙ ХОССАЛАРИ

6-расмга царанг. Сиз а тугри чизицни ва шу тугри чизицдагя 
А, В, С нуцталарни куриб турибсиз. В нуцта Л ва С нуцталар 
орасида ётибди, у Л ва С нуцталарни бир-биридан ажратиб ту- 
рибди. Шунингдек, Л ва С нуцталар В нуцтанинг турли тот~ 
нида ётибди, дейиш ^ам мумкин. А 
ва В нуцталар С нуцтанинг бир то- 
монида ётибди, уларни С нуцта а ж - ' 
ратмайди. В ва С нуцталар Л нуцта
дан бир томонда ётибди. 1 6-расм.

Тугри чизицнинг берилган икки нуцтаси орасида ётган з̂ аммш 
нуцталаридан иборат цисми кесма дейилади. Берилган бу н г а  
нуцта кесманинг охирлари дейилади. Кесма уз охирларини курса- 
тиш билан белгиланади. «АВ кесма» дейилганда ёки ёзилганд* 
охирлари Л ва В нуцталардан иборат кесма тушунилади.

7-расм. 8-расм.



7 - раемда сиз АВ кесмани куриб турибсиз. Бу кесма АВ турри 
чизицнинг цисмидир. TyFpn чизицнинг бу цисми цалин цора чизиц 
билан ажратилган. Турри чизицнинг X  нуктаси А ва В нуцталар 
орасида ётибди. Шу сабабли у АВ  кесмага тегишли. Y  нуцта А 
ва В нуцталар орасида ётмаяпти. Шу сабабли у АВ кесмага те
гишли эмас.

8-расмга царанг. а тугри чизиц текисликни иккита ярим те
кисликка шундай ажратиб турибдики, текисликнинг а турри чи- 
вицца тегишли булмаган ^ар бир нуцтаси шу ярим текисликлар- 
нинг бирида ётади. Бундай ажратиш ушбу хоссата эга: агар  
бирор кесманинг охирлари  битта ярим  т екисликка  
т егиш ли б$лса, у  хол да  кесма турри чизиц билан ке- 
епшмайди. А гар кесманинг охирлари  т урли  ярим  те- 
кисликларга  тегиш ли б$лса, у  хол да  кесм а т $рри чи
зиц билан кесишади. 8 -раемда Л ва В нуцталар а тутри чи- 
вицнинг текисликни ажратиб юборишидан з^осил цилинган иккита 
ярим текисликнинг биттасида ётибди. Шу сабабли А  В кесма а 
турри чизиц билан кесишмайди. С ва D  нуцталар турли ярим те- 
кксликларга: тегишли. Шу сабабли CD кесма а турри чизиц билан 
кссмиади.

Нуцталарнинг турри чизицда ва текисликда жойлашувларининг 
е с о с и й  х о с с а л а р и  деб цуйидаги хоесаларга айтамиз:

!1И Турри чизицдаги учт а нуцт адан биттаси ва 
фицат  биттаси цолган иккит асининг орасида ёт ади.

П3. Турра чизиц т екисликни иккит а ярим  т екис
ликка аж рат ади.

М а с а л а  (9*). Тутри чизиц ва шу тутри чизицда ётмайди
ган учта А, В, С нуцта берилган. Маълумки, АВ  кесма турри 
чизиц билан кесишади, АС кесма эса кесишмайди. ВС  кесма тур* 
ри чизиц билан кесишадими? Жавобингизни тушунтиринг.

Е ч и л и ш и .  TyFpn чизиц текисликни иккита ярим текислик
ка ажратади. Л нуцта шу ярим текисликларнинг биттасига тегишли. 
АС кесма турри чизиц билан кесишмайди. Демак, С нуцта А 
нуцта ётган ярим текисликда ётади. АВ  кесма тутри чизиц би
лан кесишади. Демак, В нуцта бошца ярим текисликда ётади. 
Шундай цилиб, В ва С нуцталар турли ярим текисликларда 
ётади. Бу эса ВС кесма берилган тутри чизиц билан кесишади 
демакдир.

•  1^авслар ичидаги ракамлар масаланинг параграф охирида к е л т р и л г а а  
ыаниузар руйхатидаги номерни бнлдиради.
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Ту^ри чизицнинг берилган нуцтасидан бир томонда ётган нуц- 
тзларидан иборат кисми ярим тугри чизиц ёки нур деб аталади. 
Берилган бу нуцта ярим турри чизицнинг бошлангич нуцтаси де
йилади. Бнтта тугри чизицнинг умумий бошланрич нуцтага эга 
булган турли ярим тугри чизицлари 
тулдирувчи ярим тугри чизицлар 
дейилади.

9- расмда сиз а тугри чизиц ва 
унда ётган А нуцтани куриб туриб- 
сиз. А нуцта а турри чизицни икки- 
та ярим турри чизицца ажратади. Шу * 
ярим турри чизиклардан бири цалин 
цора чизиц билан, икки'нчнси эса ин- 9-расм.
гичка чизиц билан курсатилган.

Ярим турри чизицлар латин алфавитннинг кичик ^арфлари би
лан белгиланади. Ярим турри ч и з р ц п л  иккита нуцта билан, яъни 
бошланрич за  хиу ярим турри чизнцца тегишли бнрар нуцла билан 
белгилаш мумкин. Бунда бошлангич нуцта биринчи уринса цуйила- 
ди. Масалан, 9- расмда цалин цора чизиц билан курсатилган ярим 
турри чизицни АВ  билан белгилаш мумкин.

М а с а л а  (13). АВ  кесмада С нуцта олинган. АВ, АС, ‘СА  
ва СВ ярим тугри чизицлар орасидан устма-уст тушади
ган ярим тугри чизицлар жуфтини, тулдирувчи ярим TyFpa 
чизицлар жуфтини айтинг. Жавобингизни тушунтириб беринг.

Е ч и л и ш и .  Берилган ирим тугри чизицларнинг бэщллнрич 
нуцталари А ёки С нуктадан иборат. Аввал бошлангич нуцтаси 
А дан иборат ярим турри чизицларни цараймиз (АВ ва АС 
ярим турри чизицлар). С нуцта А ва В нуцталар орасида ётади, 
чунки масала шартига кура у АВ  кесмага тегишли. Демак, А 
нуцта В т  С нуцталар орасида ётмайди, яъни В  ва С нуцта- 
лар А нуцтадан бир томонда ётади. Шу сабабли АВ вл АС 
ярим тугри чизицлар устма-уст тушади.

Энди бошлангич нуцтаси С нуцтадан иборат ярим турра 
чизицларни цараймиз (СА ва СВ ярим турри чизицлар). С нуц
та А ва В нуцталарни ажратади. Шу сабабли А ва В нуцталар 
битта ярим текисликка тегишли була олмайди, демак, СА га 
СВ ярим тугри чизицлар тулдирувчи ярим турри чизицлардир.



КЕСМАЛАРИИ SA БУРЧАКЛАРНИ УЛЧАШНИНГ 
АСОСИЙ ХОССАЛАРИ

Кесмаларии ^лчаш учун турли ^лчаш асбобларидап фойдала- 
килади, Булиниш нуцталарига эга чизгич бундай асбобларнинг 
гаг езддасвдир. 10-раемда АВ  кесма 10 см га тенг, АС кесма
6 см г* тенг, ВС кесма эса 4 см га тенг. АВ  кесманинг узунли- 
гм АС ва ВС кесмалар узунликларинкнг йигиндисига тенг.

10-расм.

Я^уйэдаги хсссаларни биз кесмаларии улчашнинг а с о с и й  х о с-
•  е л  а р  я деймиэ:

IIIj. %®р бир кесм а колдан  кат т а тайин узун л и к к а  
з га , Кесма узунлиги  шу кесманинг х,ар цандай нуцт аси  
аж рат гин цисмлари узун ликларин ан г йигиндисига т енг .

By яса, агар АВ  кесмада ихтиёрий С нуцта олииса, у цолда 
АВ  кесманинг узунлиги АС ва ВС кесмалар узунликлари йигин- 
йиекга тенг лемакдир. АВ кесманинг узунлиги Л ва В нуцталар 
йрасадалв масофа дейилади.
S М а с а  л д (16). Учта А, В, С нуцта бир тутри чизицда ёта- 
\ **» АВ  «=■ 4,3 ем, АС 7,6 ем, ВС — 3,2 см экани маълум. А 
\ ЩГфА В  ба С нуцталар орасида ётищи мумкинми? С нуцта А
• Ш В нуцталар орасида ётиши мумкинми? Учта А, В, С 
|  .«у^тадан цайси бири цолган иккитаси орасида ётади?
\  Е ч и л и ш и .  Агар А нуцта В ва С нуцталар орасида ётса,

|аешаларни улчашнинг хоссасига кура АВ  +  АС => ВС булиши 
жщт:. Аммо 4,3 +  7,5 ф  3,2. Демак, А нуцта В ва С нуцта-

• 4эдр орасида ётмайди.
| Агар С нуцта А ва В нуцталар орасида ётса, АС +  ВС =*
I «  АВ  булиши керак. Аммо 7,5 -{- 3,2 Ф  4,3. Демак, С нуцта 
| Л ва В нуцталар орасида ётмайди.
I Тугря чизицдаги учта А, В, С нуцтадан биттаси цолган 

*'! йккитасинииг орасида ётади. Демак, бу В нуцтадир.
Умумий бошлангич нуцтага эга булган иккита турли ярим 

«■̂ рри чизицдан иборат фигура бурчак дейилади. Бу бошлангич 
йуцта бурчакнинг учи, ярим тугри чизицлар эса бурчакнинг то
монлари дейилади. Агар бурчакнинг томонлари бир тутри чизиц
нинг тулдирувчи ярим тугри чизицлари булса, бурчак ёйщ  бур
чак дейилади.



11 - раемда сиз учи О ^амда томонлари а ва Ъ дан иборат бур
чакни куриб турибсиз. Бурчак ё учининг курсатилищи билан, ёки 
унинг томонларини курсатиш билан, ёки учта нуцта: бурчак учи 
ва бурчак томонларидаги икки нуцтани курсатиш билан белгила- 
нади. «Бурчак» сузи баъзан Z. белги билан алмаштирилади. 11- 
раемдаги бурчакни уч хилда белгилаш мумкин: Z. О, Z. (ab), 
Z. АОВ. Бурчакни белгилашнинг учинчи хилида бурчак учини 
белгиловчи царф уртага 
цуйилади.

Агар нур берилган бур- А у а
чакнинг учидан чициб, у г
охирлари бурчак томонла- /
рида ётувчи кесма билан л /  6 .п
кесишса, бу нур шу бур- ^  ' q ^  g
чак томонлари орасидан 
утади деймиз. 12-раемда 
с нур (ab) бурчак томон
лари орасидан утади, чун
ки у (ab) бурчак учидан 
утади ва охирлари унинг 
томонларида ётадиган АВ 
кесма билан кесишади.

Бурчак ёйиц олинса, 
унинг учидан чицувчи ва-. 
унинг томонларидан фарц- 
ли ц ар  ц а н д а й  н у р н и  
бурчак томонлари орасидан 13-расм.
утади, деб цисоблаймиз.

Бурчаклар транспортир ёрдамида градуслар билан улчанади.
13-раемда (ab) бурчак 120° га тенг, с ярим тугри чизиц (ab) бур
чак томонлари орасидан утади. (ас) бурчак 90° га, (Ьс) бурчак 
эса 30° га тенг, (ab) бурчак (ас) ва фс) бурчакларнинг йигинди- 
сига тенг.

Цуйидаги хоссаларни биз бурчакларни улчашнинг а с о с и й  
х о с с а л а р и  деймиз:

Ш2. %ар бир бурчак нолдан кат т а тайии градус  
$лчовга эга . Ёйиц бурчак 1800 га  т ен г. Бурчакнинг гра
дус улчови $зининг т ом онлари орасидан $т увчч \ а р  
цандай нур ёрдамида аж рат илиш идан х о са л  цилинган  
бурчакларнинг градус $лчовлари йигиндисига т гн г.
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Бу эса, с нур (ab) бурчакнинг томонлари орасидан утса, (ab) 
бурчак (вс) ва (be) бурчакларнинг йигиндисига тенг демакдир.

Ма с а л а  (28). /L (ас) =  30°, Z. (cb) =  80°, Z. (ab) =  50°. 
с нур (ab) бурчакнинг томонлари орасидан ута оладими?

Е ч и л и ш и .  Агар с нур (ab) бурчакнинг томонлари ораси
дан утса, у ^олда бурчакларни улчашнинг хоссасига биноан 
Z. (ас) +  Z. (cb) =  Z. (ab) булиши керак. Аммо 30° 80° ф  50°. 
Демак, с нур (ab) бурчакнинг томонлари орасидан ута олмай- 
ди.

КЕСМАЛАРНИ ВА БУРЧАКЛАРНИ ЦУЙИШНИНГ 
АСОСИЙ ХОССАЛАРИ

14- расмда бошлангич нуцтаси А булган а ярим тугри чизицца 
берилган узунликдкги (3 см) кесмани чизгич ёрдамида цандай ци
либ цуйиш мумкинлиги курсатилган.

15-расмга каранг. а ярим тутри чизиц, бошладаич А нуцтаси- 
ридаи нарига давом этилиб, текисликни иккита ярим текисликка 
аЖратадк. Расмда транспортир ёрдамида а ярим тугри чизицдан

/ бошлаб устки ярим текис
ликка градус улчови билан 
берилган (60°) бурчакни 
а  цандай цуйиб чициш кур- 

=Ч̂ Л~̂ Г~’Ы --1—J—1Т==-1—-■ ч  —1-1  — "—У сатилган.
U  — 4_:~ ~  5 •—  6 -----------(  „

Куиидаги хоссаларни 
' биз кесмаларни ва бурчак- 

Н-раем. ларци цуйишнинг а с о с и й
/ х  х о с с а л а р и  деймиз:

/ у  I Vj . И ст алган ярим
^ С ^ т - 1 т угри чизицца унинг

бош лангич нуцт аси- 
/Су  ^ан берилган  узун лик-

гИ  / /  ^ х \  v A  даги ягона (яъни фа-
!~у If д  а цат  бит т а) кесмани

цуйиш м ум кин.
IV2. И ст алган ярим  

т^гри чизиц хосил  
цилган тайин ярим

15.расм т екисликка берилган



градус $лчови 180й дан кичик ягона бурчакни црйиш  
л  у  т и н .

М а с а л а  (35). АВ  нурга АВ дан кичик булган АС кесма 
цуйилган. Учта А, В, С нуцтадан цайси бири цолган иккитаси 
орасида ётади? Жавобингизни тушунтиринг.

Е ч и л и ш и .  В ва С нуцталар бошлангнч нуцтаси А булган 
битта ярим тугри чизицда ётгани учун уларни А нуцта ажрат- 
майди, яъни А нуцта В ва С нуцталар орасида ётмайди. В нуц
та Л ва С нуцталар орасида ётиши мумкинми? Агар у Л вз С 
нуцталар орасида ётганида эди, АВ  +  ВС — АС булар эди. 
Аммо бу^мумкин эмас, чунки шартга кура АС кесма АВ кесмадан 
кичик. Демак, В нуцта Л ва С нуцталар орасида ётмайди, 
Учта А, В, С нуцтадан биттаси цолган иккитасининг орасида 
ётади. Шу сабабли С нуцта Л ва В нуцталар орасида ётади.

БЕРИЛГАН УЧБУРЧАККА ТЕНГ УЧБУРЧАКНИНГ 
МАВЖУДЛИГИ

Бир тутри чизицда ётмайдиган учта нуцтадан ва шу нуцталар- 
ни иккиталаб туташтирувчи учта кесмадан иборат фигура учбур
чак дейилади. Нуцталар учбурчакнинг учлари, кесмалар эса унинг 
томонлари дейилади. 16-раемда сиз учлари А, В, С цамда то

монлари Л В, ВС ва АС булган учбурчакни куриб турибсиз. Уч
бурчак унинг учларини курсатиш билан белгиланади. «Учбурчак» 
сузи урнига баъзан Д  белгидан фойдаланиладн. Масалан, 16- раем
даги учбурчак бундай белгиланади: Д  ABC.

ABC учбурчакнинг А учидаги бурчаги деб АВ  ва АС ярим 
тугри чизицлар цосил цилган бурчакка айтилади. Учбурчакнинг 
В ва С учларидаги бурчаклари цам шунга ухшаш таърифлааддн.

Агар иккита кесма бир хил узунликка эга булса, улар тгн» 
кесмалар дейилади. Агар иккита бурчакнинг градусларда ^исоЗ-
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ланган бурчак улчовлари тенг булса, бу бурчаклар тенг дейила
ди. Агар ЛВС ва A iBxCx учбурчакларда Z. А =  ^_Л1( Z . В =  /ДВ,, 
Z .C  =  a  Съ АВ  =  Лх^!, ВС =  BxCj, ЛС =  ЛхСх булса, бу уч
бурчаклар тенг учбурчаклар дейилади. Сузлар билан цисцача 
бундай ифодаланади: агар  учбурчакларнинг м ос бурчак ла
ри  ва мос т ом онлари тенг булса, бундай учбурч аклар  
т енг дейилади.

17-раемда сиз иккита тенг ЛВС ва А 1В1С1 учбурчакларни 
куриб турибсиз. Уларда Z_ Л =  Z. Л1( Z -B  =-- Въ Z -C  =  Съ А В =  
=  А гВи ВС =  BjC], АС =  Л1С1. Чизмада тенг кесмалар битта, 
иккита, учта чизицча билан, тенг бурчаклар эса 6;ip, икки, учта 
ёйча билан белгиланади.

Учбурчакларнинг тенглигини белгилаш учун одатдаги тенглик 
белгиси « =  » дан фойдаланилади. Д Л В С = Д Л 1В1С1 куринишдаги 
ёзув бундай у^илади: «Учбурчак ЛВС тенг учбурчак Л ^ С х  га». 
Ьунда учбурчакнинг учлари ёзилган тартиб а^амиятга эга. Д Л В С =  
*= Д Л ^хС х тенглик Z. Л =  Z. Лх, Z .B  =  Blt . . . эканини бил
диради. ДЛВС =  ДВхЛхСх тенглик эса мутлацо бошца нарсанн 
билдиради: Z - А =  Z . B v  Z - В =  Z . А х..........

М а с а л а  (43). ЛВС ва PQR учбурчаклар тенг. АВ  томон 
10 м га тенг, С бурчак эса 90° га тенг экани маълум. PQ 
томон ва R  бурчак нимага тенг? Жавобингизни тушунтиринг.

Е ч и л и ш и .  ЛВС ва PQR учбурчаклар тенг, шу са'абли 
уларда / - C = i / - R ,  AB =  PQ. Демак, PQ =  10 м, Z. R  =  90.

ЛВС учбурчак ва а нур берилган булсин (18-раем). ЛВС уч
бурчакни шундай жойлаштирамизки, унинг Л учи а нурнинг бо- 
И1и билан устма-уст тушеин, В учи а нурда, С учи эса а нур ва

унинг давоми аницлаган

Л А С , учбурчакнинг мавжудлигини ва берилган а нурга нисбатан 
курсатилган тарзда жойлашганлигини энг содда фигураларнинг 
а с о с и й  х о с с а л а р и  цаторига киритамиз. Бу хоссани биз бун
дай ифодалаймиз:

тайин ярим текисликда ёт- 
^  син. Учбурчакнинг бу янги 

^олатдаги учларини A lt Ви  
Cj билан белгилаймиз. 
ЛхВхСх учбурчак ЛВС уч
бурчакка тенг. Берилган 
ЛВС учбурчакка тенг

18-расм.
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IV3. И ст алган уч бурч ак  учун  ун га  т енг шундай у ч 
бурчак  мавж удки, у  берилган ярцм  т $гри чизицца  
нисбат ан берилган  ХолатЬа ж ойлаш ади,

ПАРАЛЛЕЛ TfFPM ЧИЗИЦЛАРНИНГ АСОСИЙ ХОССАСИ

Агар текисликдаги иккита турри чизиц кесишмаса, улар парал
лел турри чизицлар дейилади. Бунда турри чизицлар иккала й^- 
налишда чексиз давом эттирилган деб цисобланади.

19-расм. 20-расм.

19-раемда ч и з р и ч  ва гуния ёрдамида берилган В нуцта орцали 
берилган а турри чизицца параллел Ь турри чизицни утказиш 
курсатилган.

Турри чизицларнинг параллеллигини белгилаш учун [| белги- 
сидан фойдаланилади. а Ц b ёзув бундай уцилади:,«а турри чизиц 
b турри чизицца параллел».

Параллел турри чизицларнинг а с о с и й  х о с с а с и  цуйидагидан 
иборат.

V. Берилган т$рри чизицда ёт майдиган н у ц т а  ор
цали т екисликда берилган  т$рри чизицца б и т т а д а н  
орт иц параллел  турри чизиц ут казиш  м у м к и н  эм ас .

М а с а л а  (45). Иккита параллел турри чизицдан бирини ке
сувчи турри чизиц иккинчисини кесмаслиги мумкинми? Жаво
бингизни тушунтиринг.

Е ч и л и ш и .  а ва b турри чизицлар параллел булсин цамда 
с тугри чизиц а турри чизицни А  нуцтада кесиб утсин (20- 
расм). Агар с турри чизиц b турри чизицни кесиб утмагани- 
да эди, у цолда А нуцта орцали b турри чизиц 
билан кесишмайдиган иккита турри чизиц — а турри чизиц в а
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с тугрй чизиц угган булар эди. Аммо параллел турри чизицлар* 
винг хсссасига кура бундай булиши мумкин эмас. Демак^ с 
турри чизиц а тутри чивикни кесар экан, b турри чизицни з̂ ам 
кесйши керак.

АКСИОМА Л АР, ТЕОРЕМАЛАР ВА ИСБОТЛАР

Бирор геометрик фигуранинг хессаси з^ацидаги тасдицнинг ту f - 
ри/1иги мулоз^аза юритиш билан урнатилади. Бу муло^аза исбот 
деб аталади. Геометрик фигуранинг хоссасини ифодаловчи исбот- 
ланадиган ибора (фикр) теорема деб аталади. Мисол келтирамиз.

1. 2- т е о р е м а .  А гар учбурчакнинг бирорт а л^ам учи
дан ёт майдиган т угри чизиц унинг т ом онларидан би- 
рини кесса, у  цолган  икки т омоннинг ф ацат  бит т а- 
сини кесади.

И с б о т и .  a i>Fpn чизик, ABC учбурчакнинг бирорта з̂ ам учи
дан утмас.пн ва унинг АВ  томонини кессин, дейлик (21-раем), а 
тутри чизиц текисликни иккита ярим текисликка булади. АВ  кес
ма а тутри чизиц билан кесишгани учун А ва В нуцталар турли 
ярим текпеликларда ётади. С нуцта шу ярим текисликлардан би- 
рида ётэди. Arq> С нуцта А нуцта билан битта ярим текисликда 
ётса, у .уугда АС кесма а турри чизиц билан кесишмайди, ВС 
кесма эса бу тутри чизиц билан кесишади (21-а  раем). Агар С 
нуцта В нуцта билан битта ярим текисликда ётса, у з^олда АС

кесма a TyFpn чизиц билан кесишади, 
ВС кесма эса кесишмайди (21-6 раем). 
Иккала з^олда з?ам а турри чизиц АС 
ёки ВС кесманинг биттаси билан ке
сишади. Исбот мана шундан иборат.

Энг содда фигураларнинг бу па- 
раграфда ифодаланган асосий хосса
лари бошца хоссаларни исботлаш учун 
асосий йуналишдир. Асосий хоссалар 
исботланмайди ва улар аксиома.шр 
деб аталади.

Теоремаларни исботлашда энг сод
да фигураларнинг асосий хоссаларидан, 
яъни аксиомалардан, шунингдек ав- 
вал исботланган хоесалардан, яъни 
исботланган теоремалардан фойдала-



нишга рухсат этилади. Фигураларнинг бошца бирорта хоссасидан, 
^этто улар очиц-ойдин куриниб тургандек булса )$ам, фойдала- 
нишга рухсат этилмайди.

Теоремаларни исботлашда чизмалардан фойдаланиш мумкин., 
бу ^олда чизмалар сузлар билан ифодаланган фикрларни геомет
рия тилида изо^лайди деб тушунамиз. Муло^аза юритишда фигу
ранинг чизмадан куриниб турган хоссаларидал, агар биз улар ол- 
диндан киритилган аксиомалар ва илгаридан исбот цилинган тео- 
ремаларга суянмасдан асослай олмасак, фойдаланишга рухсаг 
этилмайди.

Теореманинг ифодаси одатда икки кисмдан иборат булади. 
Уларнинг бирида нималар берилгани ^ацида гаггипилади. Бу кием 
теореманинг шарти деб аталади. Иккинчи цисмида ниманинг ис- 
ботланишл кераклиги ^ацида суз боради. Бу цисм теореманинг 
хулосаси дейилади. 1.2 - теореманинг шарти у и пуда и иборат: 
тугри чизиц учбурчакнинг бирорта ^ам учидан утмайди ва унинг 
томонларидан бирини кесади. Теореманинг хулэсаси ушаудан ибэ- 
рат: тугри чизиц учбурчакнинг цолган икки томонидан биттаеини 
кесади.

Геометрияда аксиома, теорема сузлари билан бир цаторда 
«таъриф» сузидан ^ам фойдаланилади. Бирор нарсага таъраф бе- 
риш унинг нима эканини тушунтириш демакдир. Масалан, бундай 
дейишади: «Учбурчакнинг таърифнни келтнрянг». Унга бундан 
жавэб беришади: «Бир тугри чизицда ётмайдиган учта нуцтадан 
ва бу нуцталарни иккиталаб туташтирувчи учта кесмадан иборат 
фигура учбурчак дейилади». Бэшца мисол: «Параллел тугри чи- 
зицларнинг таърифнни айтинг». Бундай жавоб берамиз: «Агар тур» 
ри чизицлар кесишмаса, улар параллел т^гри чизицлар дейилади*. 
Сиз кесмаларнинг тенглиги, бурчаклар ва учбурчакларнинг юДо
рида келтирилган тенглиги таърифларини биласиз.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Геометрия нима?
2. Геометрик фигураларга мисоллар келтиринг.
3. Планиметрия нима?
4. Текисликдаги асосий геометрик фигураларни айтинг.
Б. Тугри чизицлар утказиш (чизиш) учун цандай асбоблардав 

фойдаланилади?
6. Нуцта ва тугри чизицлар цандай белгиланади?
7. 4- раемда белгиланган цандай нуцталар а тугри чизицда ётади, 

цандайлари b тугри чизицда ётади? а ва b тугри чизицлар кая* 
дай нуцтада кесишади?



б. Нуцта ва т^гри чизицлар тегишлилигининг асосий хоссаларини 
ифодаланг.

9. Иккита турли турри чизицнинг иккита кесишиш нуцтасига эга 
була олмаслигини тушунтиринг.

10. 6- раемдаги учта нуцтадан цайси бири цолган иккитасини аж
ратади? В ва С нуцталар А нуцтага нисбатан цандай жойлаш-
ган?

11. Охирлари берилган нуцталардан иборат кесма нима? Тушун
тиринг.

12. Текисликни иккита ярим текисликка ажратиш цандай хосса- 
ларга эга?

13. Нуцталарнинг турри чизицда ва текисликда узаро жойлашув- 
ларининг асосий хоссаларини ифодаланг.

14. Ярим турри чизиц ёки нур нима? Цандай ярим турри чизицлар 
тулдирувчи ярим турри чизицлар дейилади?

15. Ярим турри чизицлар цандай белгиланади?
16. Кесмаларни улчаш учун цандай асбобдан фойдаланилади?
17. Кесмаларни улчашнинг асосий хоссаларини ифодаланг.
18. Берилган икки нуцта орасидаги масофа деб нимани айтилади?
19. Цандай фигура бурчак деб аталади?
20. 11-раемдаги бурчакнинг учини ва томонларини айтинг.
21. К,андай бурчак ёйиц бурчак дейилади?
22. Бурчак цандай белгиланади?
23. Ушбу ифода нимани билдиришини тушунтиринг: «Ярим турри 

чизиц бурчак томонлари орасидан утади».
24. Бурчаклар цандай бирликларда ва цандай асбоб ёрдамида ул- 

чанади? Улчашлар цандай утказилишини тушунтиринг.
25. Бурчакларни улчашнинг асосий хоссаларини ифодаланг.
26. Кесмаларни ва бурчакларни цуйишнинг асосий хоссаларини 

ифодаланг.
27. Учбурчак нима?
28. 16-раемдаги учбурчакнинг учларини ва томонларини айтинг.
29. Учбурчакнинг берилган учидаги бурчаги нима?
30. Кандай кесмалар тенг кесмалар дейилади?
31. Кандай бурчаклар тенг бурчаклар дейилади?
32. Ушбу жумла нимани билдиради: «ABC учбурчак А1В1С1 

учбурчакка тенг»? Учбурчакларнинг тенглиги цандай белгила
нади?

33. Тенг учбурчакларнинг мос томонлари ва бурчаклари раемда 
цандай белгиланади?

34. Берилган учбурчакка тенг учбурчакнинг мавжудлигини 18- 
раемдаи тушунтиринг.

35. Кандай турри чизицлар параллел турри чизицлар дейилади? 
Турри чизицларнинг параллеллигини белгилаш учун цандай 
белгидан фойдаланилади?

36. Параллел турри чизицларнинг асосий хоссасини ифодаланг.
37. Геометрик исботлаш нима?

| 38. Теорема нима?
39. Теорема ва унинг исботига мисол келтиринг.



40. Нуцталар ва тугри чизицлэрнинг тегишлилик аксиомаларини 
ифодаланг.

41. Кесмаларни ва бурчакларни улчаш аксиомаларини ифодаланг.
42. Кесмаларни ва бурчакларни цуйиш аксиомаларини ифодаланг.
43. Берилган учбурчакка тенг учбурчакнинг мавжудлиги аксио- 

масини ифодаланг.
44. Параллеллар аксиомаси нимадан иборат?
45. Теоремани исботлашда геометрик фигураларнинг цандай хос- 

саларидан фойдаланишга рухсат этилади?
46. Теоремани исботлашда чизмалардан цандай фойдаланилади?
47. Теореманинг ифодаси цандай иккита цисмдан иборат?
48. Бирор нарсага таъриф бериш нимани билдиради? Кесмаларнинг9 

бурчакларнинг ва учбурчакларнинг тенглиги таърифларини 
келтиринг.

1. Турри чизиц утказинг. Шу тугри чизицда ётувчи бирор А нуц
тани ва унда ётмайдиган В нуцтани белгиланг.

2. Кесишувчи иккита а ва b тугри чизицларни утказинг. Тутря 
чизицларнинг кесишиш нуцтаси С ни, а тугри чизицда b тур» 
ри чизицда ётмайдиган А нуцтани, а ва Ъ тугри чизицларнинг 
биронгасида )$ам ётмайдиган D нуцтани белгиланг.

3. Бир варац цогозда иккита нуцта белгиланг. Шу нуцталар ор
цали цулда тугри чизиц утказинг. Ясашнинг тугрилигини чиз~ 
гич билан текширинг. Машцни такрорланг.

4. Бир варац цогозга иккита нуцта белгиланг. Энди учинчи нуц 
тани кузда чамалаб шундай цуйингки, у олдинги икки нуцта 
орцали утувчи тугри чизицда ётсин. Ясашнинг тугрилигини 
чизгич билан текширинг. Машцни такрорланг.

5. а тугри чизицни утказинг. Тугри чизицда цандайдир иккита А 
ва В нуцтани белгиланг. Энди С нуцтани шундай Гелгилангкиг 
у Л ва В нуцталар орасида ётсин.

6. а тутри чизицни утказинг. Тугри чизицда цандайдир иккита А 
ва В нуцтани белгиланг. Энди А В кесмага тегишли бирор С 
нуцтани белгиланг.

7. Агар иккита кесма бир тугри чизицда ётмаса, улар нечта кесм = 
шиш нуцтасига эга булиши мумкин? Жавобингизни тушунт!-: 
ринг.

8. Тугри чизиц утказинг ва шу тугри чизицда ётмайдиган бирор 
А нуцтани белгиланг. Энди иккита В ва С нуцтани шундай 
белгилангки, АВ  кесма тугри чизицни кессин, ВС кесма эся 
тугри чизицни кесмасин.

9. Тугри чизиц ва унда ётмайдиган учта А, В, С нуцта берил
ган. АВ  кесма тугри чизицни кесиши, АС кесма эса турри

•  М азкур дарсликдаги куп  машцлар илгари нашр цилинган мактаб дарслиж-
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чизицни кесмаслиги маълум. ВС  кесма турри чиз„ицни кеса- 
дими? Жавобингизни тушунтиринг.

10. Турри чизнц ва унда ётмайдиган туртта А, В, С,. D' нуцта 
берилган. Агар цуиидаги шартлар бажаршгса;. АО-> кесма 
тугри чизицни кесадими: 1) АВ, ВС ва CD несмадир: т^гри 
чизицни кесади; 2) АС  ва ВС кесмалар т^гри чиаицт» кеса- 
ди, BD кесма эса турри чизицни кесмайди; 3) АВ> ва СО 
кесмалар турри чизицни кесади, ВС  кесма эса т^гри! чизиц
ни кесмайди, 4) АВ  ва CD кесмалар тугри 'чизицни космай- 
ди, ВС  кесма эса турри чизицни кесади; 5) АН; ВС, CD 
кесмалар тугри чизицни кесмайди; 6) АС, ВС, ва НО кес
малар турри чизицни кесади? Жавобннгизши тушугигиринп

11. Бешга нуцта ва бу нуцталарнинг бироргасиран^ам'угмайди- 
ган тугри чизиц берилган. Учта нуцта бу тутой чизицца!нис- 
батан битта ярим текисликда ётиши, цолган иккигаси эса 
бошца ярим текисликда ётиши маълум. Нуцталарнинг ^ар 
бир жуфти кесма билан туташтирилган. Тугри чизицни неч
та кесма кесади? Жавобингизни тушунтиринг.

12. Иккита Л ва В нуцта белгиланг. АВ  ярим тугри чизицни 
утказинг.

13. АВ  кесмада С нуцта олинган. АВ, AC, СА\ GB1 ярим тугри 
чизицлар орасидан устма-уст тушадиган ярим'т^гри чизиц
лар тулдирувчи ярим тугри чизицлар жуфтларини айтинг. 
Жавобингизни тушунтиринг.

14. М нуцта CD тугри чизицда C b s D нуцталар орасида ётибди. 
Агар: 1) СМ = 2,Ъ см, !v\D = 3,5 см; 2) GTЛ5 —3,1 дм, ЛШ =  
=  4,6 дм; 3) СЛ1 =  12,3 м, АШ =  5,8 м б^лса, CD кесма 
узунлигини топинг..

15. Тугри чизицда иккита нуцта белгиланг. Шу нуцгаларни ту- 
таштирувчи кесманинг уртасини к^збилан чамаланг. Чизгич 
ёрдамида улчаш йули билан ясашнинг туррилипши текши- 
ринг. Машцни такрорланг.

16. Учта А, В, С, нуцта бир турри чизицда ётади. Л’й^=4,3 см, 
ЛС =  7,5 см, ВС  =  3,2 см экани маълум. Л нуцта В ва С 
нуцталар орасида ёта оладими? С нуцта Л на1 В нуцталар 
орасида ёта оладими? А, В, С учта нуцтадан цайсиниси 
цолган иккитасининг орасида ётади?

17. А, В, С нуцталар бир тугри чизицда ётади. Агар: 1) Л С = 5  
см, ВС = 7 см; 2) ЛС =  9,1 м, ЛД =  9,2 м; 3) ЛВ =  3 дм, 
В С = 4 дм, ЛС =  7 дм булса, В нуцта АС  кесмага тегишли 
буладими? Жавобингизни тушунтиринг.

18. А, В, С нуцталар бир тугри чизицда ётади. Агар: 1) Л С = 5 
см, АВ = 7 см; 2) ЛС =  7 м, ВС =  7,6 м булса, В нуцта А 
ва С нуцталарни ажрата оладими?

19. Агар ЛВ =  1,8 м, А С =  1,3 м, ВС =  3 м б^лса, Л> В, С нуц
талар бир тугри чизицда ёта оладими? Жавобингизни ту
шунтиринг.

20. Л нуцтадан В ва С нуцталаргача булган масофалар 5 см ва 
7 см В ва С нуцталар орасидаги масофа эса 6 см* А, В ва
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С нуцталар бир тугрй чизицда ёта оладими? Жавобингиз.чя’ 
тушунтиринг.

21. Агар катта АВ кесманинг узунлиги АС ва ВС кесмалар узуъ* 
ликлари йигиндисидан кичик булса, учта А, В, С нуцта бк? 
тугри чизицда ёта оладими? Жавобингизни тушунтиринг.

22. А, В, С нуцталар бир т>три чизицда ётади. Агар АВ  2,7 , 
АС =  3,2 м булса, ВС кесма узунлигини топинг. Масала v : 
та ечимга эга?

23. АВ кесмада С нуцта олинган. К,айси кесма узуи: АВ  ми ёкя 
АС ми? Нима учун?

24. Агар 'А Х >  АВ  булса, X  нуцта АВ  кесмага тегишли була ела- 
дими? Жавобингизни тушунтиринг.

23. Узунлиги 15 м булган АВ кесмада С нуцта белгилангзу.» 
Агар: 1) АС кесма ВС кесмадан 3 м узун булса; 2) АС кес* 
ма ВС кесмадан икки марта узун булса; 3) С нуцта АВ  кес= 
мании г уртаси булса; 4) АС ва ВС кесмаларнинг узун- 
ликлари 2 :3  нисбатда булса, АС ва ВС кесмаларнинг узук» 
ликларини топинг.

26. Бир нуцтадан учта ихтиёрий нур утказинг. Шу нурлар ^осел 
цилган бурчакларни кузда чамалаб аницланг. Бурчакларкл 
транспортир билан улчаб, жавобларингизни текширинг. Машгу 
ни такрорланг.

27. а нур (cd) бурчак томонлари орасидан утади. Агар: 1) Z.(ar}- 
=  35°, Z. {ad) =  75°; 2) /-{ас) =  57°, Z_ (ad) =  62е; 3) /.{acr  
= ‘94°, /L>(ad) =  85° булса, (cd) бурчакни топинг.

28. Агар: I) 21 (ас) =  30°, /L {cb) =  80°, Z. {ab) =  50е; 2) / . ( t ж)** 
=  100°, /-{сЬ) =  90°; 3) (ас) бурчак (ab) бурчакдан 
катта булса, с нур (ab) бурчак томонлари орасидан ута сл_- 
дими?

29. с нур {ab) бурчак томонлари орасидан утади. К,айси бурчгх 
катта: (ab) m  i ёки {ас) ми? Нима учун?

30. с нур 60° га тенг (аЬ) бурчак томонлари орасидан утада. 
Агар: 1) {ас) бурчак {Ьс) бурчакдан 30° катта булса; 2) (сй) 
бурчак (Ьс) бурчакдан икки марта катта булса; 3) с нур (аЬ) 
бурчакни тенг иккига булса; 4) {ас) ва (Ьс) бурчакларнинг 
градус улчовлари 2 : 3 каби нисбатда булса, {ас) ва (Ьс) бур
чакларни топинг.

31. Тутри чизиц утказинг. Унда бирор А нуцтани белгиланг. Эндя 
шу турри чизицнинг В нуцтасини кузда чамалаб шундай цу- 
йинтки, АВ — 5см булсин. В нуцтанинг ясалиш аницлигини5чиз- 
FH4 билан текширинг. Машцни: 1) АВ  =  3 см, 2) АВ=*7  с . ,  
3) АВ — 10 см учун такрорланг.

32. 30°, 45°, 60°, 90° ли бурчакларни кузда чамалаб ясанг. Ясац 
аницлигини транспортир билан текширинг. Машцни такрор
ланг.

33. АВ  ярим тугри чизицда В дан фарцли ва А Х  =  АВ  тенглик- 
ни цаноатлантирувчи X  нуцта мавжудми? Жавобингизни ту
шунтиринг.



84. AB  TyFpn чизицда В дан фаркли ва АХ — АВ  тенгликни ца- 
ноатлантирувчи нечта X  нуцта мавжуд? Жавобингизни тушун
тиринг.

S5. АВ  нурга АВ кесмадан кичик АС кесма цуйилган» А, В, С 
дан иборат учта нуцтадан цайеи бири цолгйн иккитаси ора
сида ётади? Жавобингизни тушунтИРЙйг.
А В нурда С нуцта белгиланган. Агар: 1) АВ — 1,5 м, АС =» 
*=■-0,3 м; 2) АВ ~  2 см, АС =  4,4 см б^лса, ВС кесма узун
лигини топинг.

S7, К^зда чамалаб, томонлари тенг учбурчак (тенг томонли уч
бурчак) ясанг. Томонларни улчаш билан ясаш аницлигини 
текширинг.

88. ЛВС учбурчакнинг АВ  томонида D нуцта олинган. Агар 
AD  ==> 5 см, BD — 6 см булса, учбурчакнинг АВ  томони ни
мага тенг?

$9. ABC  учбурчакнинг АВ  томонидан D нуцта олинган. Агар 
Z. A CD =  30°, Z. BCD — 70° булса, учбурчакнинг С бурчаги 
нимага тенг?

40. Бирор учбурчак чизинг. Кулда чамалаб, унга тенг учбурчак 
чизинг. Тегишли бурчакларни ва томонларни улчаш йули би- 
Л 8 Н  ясашнинг тугрилигини текширинг. Машцни такрорланг.

41, ABC  ва PQR учбурчаклар тенг. АВ — 5 см, ВС =  6 см, АС=» 
«  7 см экани маълум. PQR учбурчакнинг томонларини топинг» 
Жвиобннгизни тушунтиринг.

«*. ЛВС ва PQR учбурчаклар тенг. Иккинчи учбурчакнинг бур» 
чакларн маълум: Z. Р --  40°, Z. Q =  60°, /L R  =  80°. ABC уч
бурчакнинг бурчакларини топинг.

43. АБС  ва PQR учбурчаклар тенг. АВ  томони 10 см, С бурчак 
эса 90° га тенг экани маълум. PQ томон ва R  бурчак нимага 
ttH t? Жавобингизни тушунтиринг.

44, ЛВС, PQR sa X Y Z  учбурчаклар тепг. АВ  =  5 см, QR =  6 см,
I X  >=» 7 см. Д’ар цайси учбурчакнинг цолган томонларини то- 
пияг.

4fc« Шраллел иккита тугри чизицдан бирини кесган тугри чизиц 
икккнчисини кесмаслиги мумкинми? Жавобингизни тушунти- 
ршзг.

46. Кесишувчи иккита тугри чизиц берилган. Берилган икки TyF- 
рк чизицнинг цар бирига параллел булган учинчи турри чи- 
акцни утказиш мумкинми?

47. Учбурчакнинг бирорта цам учидан утмайдиган турри чизиц 
унинг цар бир томонини кесиши мумкинми? Нима учун?

48. Туртта А, В, С ва D нуцта берилган. А , В, С нуцталар бир 
тугри чизицда ётиши ва шунингдек, В, С, D нуцталарнинг 
з̂ ам бир TyFpn чизицда ётиши маълум. Туртта нуцтанинг цам- 
маси бир тугри чизицда ётишини исботланг.

49. Туртта а, Ь, с ва d турри чизиц берилган. а, Ь, с тугри чи- 
зицларнинг бир нуцтада кесишиши, Ь, с, d тугри чизицлар- 
нинг з̂ ам бир нуцтада кесишиши маълум. Берилган туртала 
тугри чизицнинг битта нуцтадан утишини исботланг.



50. АВ  турри чизик CD кесмани кесади, CD тугри чизиц эса АВ  
кесмани кесади. АВ  ва CD кесмалар кесишишини исботланг. 

61. ABC учбурчак берилган. АС томонда нуцта, ВС томонда 
эса Aj нуцта олинган. ААХ ва ВВХ кесмаларнинг кесишишини
исботланг.

52. Бир тугри чизицда ётмайдиган АВ  ва CD кесмалар Е  нуцтада 
кесишади. АС кесма BD  тугри чизицни кесмаслигини исбот
ланг.

2- §. БУРЧАКЛАР 

К9ШНИ БУРЧАКЛАР

Т а ъ р и ф .  Агар иккита бурчакнинг битта томони умумий, цол
ган томонлари тулдирувчи ярим тугри чизицлар булса, улар ц$ш- 
ни бурчаклар дейилади.

22- расмда {аф) ва (а2Ь) бурчаклар цушни бурчаклардир. Улар- 
да b томон умумий, ах ва а2 томонлар эса тулдирувчи ярим т$ге- 
ри чизицлардир.

С нуцта АВ  тугри чизицда А, В нуцталар орасида ётувчи, D 
нуцта эса АВ  тугри чизицда ётмайдиган нуцта булсин (23-раем).

22-расм. 23-расм.

У цолда BCD на ACD цушни бурчаклардир. Уларда CD — уму
мий томон. СА, СВ томонлар АВ  тугри чизицнинг тулдирувчи 
ярим тугри чизицларидир, чунки бу ярим тугри чизицларнинг А  ез 
В нуцталарини бошлангич С нуцта ажратади.

2. 1- т е о р е м а .  Ц$шни бурчакларнинг йигиндиси 18(Р 
га т енг.

И с б о т и .  Z.(al t b) ва Z_(a2, Ь) берилган цушни бурчаклар бук
син (22-расмга царанг). b нур ёйиц бурчакнинг ах ва at томоя- 
лари орасидан утади. Шу сабабли (ахЬ) ва (а2Ь) бурчакларнинг 
йигиндиси ёйиц бурчакка, яъни 180° га тенг. Теорема исботланди.

2 .1-теоремадан, агар  иккит а бурчак тенг б$лса, у  
лолда  у л а р га  ц$шни бурч ак лар  л;ам тенг деган натижа 
чицади.
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М а с а л а  (3). К,ушни бурчаклардан бири иккинчисидан икки 
марта катта. Шу цушни бурчакларни топинг.

Е ч и л и ш и .  Бурчаклардан кичнгинииг градус улчовини х  би
лан белгилаймиз. У цолда катта бурчакнинг градус улчов» 2х 
булади. Бурчаклар йи рин ди си  180° га тенг. Шундай ц и л и б ,

х  +  2х =  180°.
Бундан х =  60°. Демак, айтилгак цушни бурчаклар 60° ва 120° 
га тенг.
90° га тенг бурчак тугри бурчак деб аталади. 2 .1 -теорема дан 

mijrpu бурчакка цушни бурчак тугри бурчак деган натижа чи- 
цади.

90° дан кичик бурчак рткир бурчак дейилади. 90° дан катта 
ва 180° дан кичик бурчак утмас бурчак дейилади. К,ушни бурчак
лар й и ри н д и с и  180° га тенг булгани сабабли уткир бурчакка цушни

grijipu бурчак

бурчак утмас, утмас бурчакка цушни бурчак уткир булади. 24- 
расмда бурчакларнинг уч хили тасвирланган.

ВЕРТИКАЛ БУРЧАКЛАР
Т а ъ р а ф .  Агар икки бурчакдан бпрининг томонлари иккинчи 

бурчак томонларининг тулдирувчи ярим турри чизицлари булса, 
бу икки бурчак вертикал бурчаклар дейилади.

25-расмда {аф^ ва (а2Ь2) бурчаклар вертикал бурчаклардир.
Иккинчи бурчакнинг а , ва Ь.3 томонлари 
биринчи бурчакнинг ау ва bL томонла
рининг тулдирувчи ярим турри чизицла- 
ридир.

2. 2- т е о р е м а .  В е р т и к а л  бур- 
ч я к л а р  т е н г .

25-расм, И с б о т и .  (а* Ьх) ва (а а Ь2) берилган



вертикал бурчаклар булсин (25-раем). (а(62) бурчак (я А )  бур
чак билан ва (а2Ь2) бурчак билан цушни бурчакдир. Бундан,
2 .1 -теоремага биноан, (аф^  ва (а2Ь2) бурчакларнинг ?qap бири 
(at Ьг) бурчакни 180° гача тулдиради, яъни (аА ) ва (а2Ь2) бур
чаклар тенг, деган хулоеа чицарамиз. Теорема исботланди.

М а с а л а  (8). Икки турри чизицнинг кесишишидан ^осил 
булган иккита бурчакнинг йигиндиси 50° га тенг. Шу бурчак
ларни топинг.

Е ч и л и ш и .  Иккита тутри чизицнинг кесишишидан цосил 
цилинган иккита бурчак ё цушни, ёки вертикал бурчаклар бу
лади. Берилган бурчаклар цушни бурчаклар була олмайди, 
чунки уларнинг йигиндиси 50° га тенг, цушни бурчакларнинг 
н и ри н д и с и  эса 180° булиши керак. Демак, улар вертикал бур
чаклар. Вертикал бурчаклар тенг булгани ва шартга кура улар
нинг йнпшдиси 50° га тенглиги учун )̂ ар цайси бурчак 25° га 
тенг.

ПЕРПЕНДИКУЛЯР Ш'РИ ЧИЗИКЛАР

а ва Ь кесишувчи иккита турри чизиц булсин (26-расм). Улар 
туртта бурчак .^осил цилади. ое шу бурчаклардан биттаси булсин. 
У ^олда цолган учта бурчакнинг ихтиёрий биттаси ё а  бурчак 
билан цушни бурчак, ёки ос бурчакка вертикал бурчак була
ди. Бундан бурчаклардан бири турри бурчак булса, цолганлари 
з̂ ам турри бурчаклар булади деган хулоса чицади. Бундай ^олда 
бнз турри чизицлар тугри бурчак остида кесишади, деймиз.

Т а ъ р и ф .  Агар иккита турри чизиц турри бурчак остида ке- 
сишса, бу турри чизицлар перпендикуляр тугри чизщлар  дейила
ди (27-расм).

Ь

а

26-расм. 27-расм.
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Турри чизикларнинг перпендикулярлиги J_ билан белгиланади. 
а ±  b ёзув бундай уцилади: «а тугри .чизиц b турри чизицца пер
пендикуляр».

Таър[иф. Берилган турри чизицца перпендикуляр турри чи- 
чицнинр охири шу турри чизицларнинг кесишиш нуцтасидан ибо
рат булган кесма берилган турри чизицца перпендикуляр кесма

h
в

28-расм.

а

дгйиладк. Кесманинг бу охири перпендикулярнинг асоси деб ата- 
**и.

23- расмда АВ перпендикуляр А нуцтадан а турри чиаицца ут- 
здзилган. В нуцта перпендикуляр асоси.

2 . 3 - т е о р е ма .  Т$рри чизицнинг л;ар бир нуцт асидан  
?нга перпендикуляр турри чизиц ут казиш  мум кин  
да ф ацат  баргина.

Я с б о т  и. а — берилган турри чизиц, А — унда берилган нуцта 
Щлсти а турри чизицнинг бошланрич нуцтаси А булган ярим 
ftppH чизицларидан бирини at билан белгилаймиз (29-расм). а г 
йрузл T^Fpn чизицдан бошлаб 90°га тенг (а А )  бурчакни цуямиз. У 
|олда ft, курни уз ичига олган турри чизиц а турри чизицца пер
пендикуляр булади.

Фарез цилайлик, А нуцтадан утиб, а тутри чизицца перпенди
куляр булган бошца турри чизиц мавжуд булсин. Бу турри чизиц- 
т я г  нур билан бир текисликда ётувчи ярим тугри чизирини 
% билан белгилаймиз.

Х-ф бири 90° га тенг (а А )  ва ( а ^ )  бурчаклар а. ярим турри 
«юицдая бошлаб битта ярим текисликка цуйилган. Аммо берил
л а  *рзш текисликка at ярим турри чизицдан бошлаб 90° га тенр 
««та оур*-к цуйиш мумкин о Шу сабабли А нуцта орцали утиб,
* г?ррш чиаицца перпендикуляр булган бошца турри чизицнинр 

мумкин эмас. Теорема исботланди.



ТЕСКАРИСИДАН ИСБОТЛАШ

Биз 2.3-теоремада ишлатган исботлаш усули тескарисидан 
исботлаш усули дейилади. Бу исботлаш усули шундан иборатки, 
биз унда олдин теорема тасдицлаган фикрга царама-царши фикр 
турри деб фараз циламиз. Шундан кейин аксиомалар ва олдин 
исботланган теоремаларга "аеосланиб, мулоцазалар юритиш йули 
билан теорема шартига зидлик циладиган, ёки бирор аксиомага, 
ёки илгари исботланган теоремага зид келадиган хулосага кела- 
миз. Шунга асосланиб, фаразимиз нотугри, демак, теоремадаги 
даъво тугри деган хулосага келамиз.

Буни 2.3-теореманинг исботи мисолида тушунтирамнз. Теоре- 
мала тугри чизицнинг цар бир нуцтаси орцали унга фацат битта 
перпендикуляр утказиш мумкин, деб тасдицланади. Биз бундай 
турри чизицлардаи иккита утказиш мумкин деб фараз цилиб, бе
рилган ярим TyFpn чизицдан бошлаб берилган ярим текисликка 
градус улчовлари бир хил (90°) булган иккита бурчак цуйиш мум
кин, деган хулосага келдик. Бу зса бурчакларни цуйиш аксиома- 
сига зид. Бу аксиомага биноан берилган ярим тугри чизицдан бе
рилган ярим текисликка берилган градус улчовли фацат битта 
бурчак цуйиш мумкин.

БИТТА ЯРИМ ТЕКИСЛИККА К^ЙИЯГАК БУРЧАКЛАР
2 . 4 - т е  о  р е м а .  А гар берилган ярам  турри чизицдан  

битта ярим  т екисликка иккит а бурчак цуйилса, у  
%олда кичик бурчакнинг берилган  ярим  т $гри чизиц- 
дан ф арцли т омони кат т а бурчак т ом онлари ораси
дан ут ади.

И с б о т и .  Z.(ab) ва Z.(ac) — берилган а ярим турри чизиц
дан битта ярим текисликка цуйилган бурчаклар ва (ab) бурчак 
(а ) бурчакдан кичик булсин (30-расм). b нурнинг (ас) бурчакнинг 
томонлари орасидан утишини исботлаймиз.

30-расм.
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а ярим турри чизицни тулдирувчи ярим турри чизицни Й! би
лан белгилаймиз. а нурда бирор А нуцтани, нурда бирор В 
ну.-цгани ва с нурда бирор С нуцтани оламиз.

Ь нур ётувчи турри чизиц ABC учбурчакнинг АВ  томонини 
кесади, демак, унинг цолган икки томонидан бирини: АС ёки ВС 
ни -кесади. Кесишиш нури b булади, -чунки у«и тулдирувчи нур 
бошца ярим .текисликда ётади.

b нур ВС кесмани кесиб утсин дейлик, демак, (atc) бурчакнинг 
томонлари орасидан утади (30- а раем). У  ^олда (а^с) бурчак (ахЬ)

бурчакдан катта булади. Уларга цушни 
бурчаклар учун эса (ас) бурчак (ab) бур
чакдан кичик булади. Аммо бу цо- 
лат теорема шартига зид. Шундай ци
либ, b нур ВС кесмани кесмайди. Демак, 
у АС кесмани кесиб утади (30- б раем) 

В ва шу сабабли (ас) бурчак томонлари 
орасидан утади. Теорема исботланди.

Бу теоремадан ушбу хулоса ^осил 
цилинади: агар (ab) ва (ас) бурчаклар 
а ярим mijrpu чизицдан битта ярим 
текисликка куйилса, у  %олда (Ьс) бур
чак (ас), (ab) бурчакларнинг айирма- 
сига тенг булади.

М а с а л а  (16). А В ярим турри чизицдан турли ярим текис- 
ликларга /JB AC  =  60° ва ZJBAD =  70° бурчаклар цуйилган. 
;CAD  бурчакни топинг.

Е ч и л и ш и .  С ва D нуцталар АВ  турри чизицца нисбатан 
турли ярим текисликларда ётгани учун CD кесма бу турри чи
зицни кесиб утади (31- раем). Демак, А В нур ёки уни тулди
рувчи АЕ  нур CAD бурчакнинг томонлари орасидан утади. Шу 
сабабли CAD бурчак ё ВАС ва BAD  бурчакларнинг й и р и н д и с и - 
га, ёки уларга цушни ЕАС  ва EAD  бурчакларнинг йигиндисига 
тенг. Биринчи ^олда у 60° +  70° =  130° га тенг, иккинчи ^олда 
эса (180° — 60°) -f (180°— 70°) =  230° га тенг. Иккинчи ^ол- 
нинг юз бериши мумкин эмас, чунки бурчакнинг градус улчови 
180° дан катта эмас. Демак, CAD бурчак 130° га тенг. 
Т а ъ р и ф .  Бурчакнинг биссектрисаси деб унинг учидан чициб, 

томонлари орасидан утувчи ва бурчакни тенг иккига булувчи нур
га айтилади.

32- раемда сиз (ab) бурчакни куриб турибсиз. с нур бурчак
нинг учидан чициб, унинг томонлари орасидан утади ва бурчакни



тенг иккига булади: /.(ас ) =  /-(Ьс). с нур (ab) бурчакнинг бис- 
сектрисасидир.

М а с а л а  (20). К,УШНИ бурчаклар биссектрисалари орасидаги 
бурчакни топинг.

Е ч и л и ш и .  /-(аЬ) ва /-(а ф )  цушни бурчаклар* с,. сх — 
уларнинг биссектрисалари булсин (33- раем). (аЬ) бурчакни х  
билан белгилаймиз. (ас) ва (асх) бурч;кларни х  орцали ифода- 
лаймиз. Бу бурчаклар а ярим тугри чизицдан битта ярим текис
ликка цуйилган, демак, (ссх) бурчак шу бурчакларнинг айир- 
масига тенг. ^уйидагиларга эгамиз:

^  (ас) =  А , ^  (ас,) =  180° — Z. (atct) =  180° — 1 Z. (аф) =

=  180° — -  (180° — Z. (ab)) — 180° — -  (180° — х) = 9 0 ° +  -  . 
2 2 2

• ^L(ccj) =  Z. (acj — Z. (ас) =  90° +  j .  — - I  =  90°.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. К,андай бурчаклар цушни бурчаклар дейилади?
2. 23- раемда DC/4 ва DCB бурчаклар цушни бурчаклар эканини 

тушунтиринг.
3 .  К,УШНИ бурчакларнинг йириндиси  180° га тенг эканини исбот

ланг.
4. Агар иккита бурчак тенг булса, уларга цушни бурчаклар ^ам 

тенг эканини исботланг.
5. Цандай бурчак турри (уткир, утмас) бурчак дейилади?
6. TyFpn бурчакка цушни бурчак турри бурчак булишини иейот- 

ланг.
7. К,анДай бурчаклар вертикал бурчаклар дейилади?
8. Вертикал бурчакларнинг тенглигини исботланг.
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9. Агар иккита TyFpn чизицнинг кесишишидан з^осил цилинган 
бурчаклардан биттаси турри бурчак булса, долган учта бур
чакнинг ^ам тугри бурчак булишини исботланг.

10. 1\андай турри чизицлар перпендикуляр турри чизицлар дейи
лади? Турри чизицларнинг перпендикулярлигини белгилаш 
учун цандай белгидан фойдаланилади?

11. Турри чизицца перпендикуляр нима?
12. Турри чизицнинг ^ар цандай нуцтасидан унга битта ва фацат 

битта перпендикуляр турри чизиц утказиш мумкинлигини ис
ботланг.

13. Тескарисидан исботлаш нималнгинн тушунтириб беринг.
14. Битта ярим текисликка цуйилган бурчаклар з̂ ацидаги теоре» 

мани исботланг.
15. Бурчакнинг биссектрисаси деб нимага айтилади?

МАШЦЛАР

1. Ушбу бурчакларга цушни бурчакларни топинг: 1)30°, 2) 45°, 
3) 60°, 4) 90°.

2. Иккита цушни бурчакнинг иккаласи ^ам: 1) уткир бурчаклар; 
2) утмас бурчаклар; 3) турри бурчаклар була оладими? Жаво
бингизни асосланг.

3. Крутни бурчаклардан бири иккинчисидан икки марта катта 
булса, шу цушни бурчакларни топинг.

4 . 1) 1\ушни бурчаклардан бири иккинчисидан 30° катта булса;
2) уларнинг айирмаси 40° га тенг булса; 3) уларнинг бири 
иккинчисидан 3 марта кичик булса, шу цушни бурчакларни
те2ЗД*\

5. Кушни бурчакларнинг градус улчовлари цуйидаги муносабат- 
ларда булса, шу цушни бурчакларни топинг: 1) 2:3; 2) 3:7;
3) 11:25; 4) 22:23.

6. Икки турри чизицнинг кесишишидан ^осил цилинган бурчак- 
ларнинг бири 30° га тенг. Долган бурчаклар нимага тенг?

7. Берилган бурчакка цушни иккита бурчакнинг й и ри н д и с и  100° 
га тенг булса, берилган бурчак нимага тенг?

8. Иккита турри чизицнинг кесишишидан ^осил цилинган бурчак- 
лардап иккитасининг й и р и н д и с и  50° га тенг. Шу бурчакларни 
топинг.

9. Иккита турри чизицнинг кесишишидан ^осил цилинган бур
чакларнинг бири иккинчисидан 4 марта катта. Шу бурчаклар
ни топинг.

10. Иккита турри чизицнинг кесишишидан ^осил [булган бурчак- 
лардап бири иккинчисидан 50° кичик. Шу бурчакларни то
пинг.

11. Иккита турри чизицнинг кесишишидан ^осил булган бурчак
лардан учтасининг й и р и н д и с и  270° га тенг, шу бурчакларни 
топинг.

12. Иккита турри чизицнинг кесишишидан ^осил цилинган туртта 
бурчакдан учтаси тенг булса, турри чизицлар перпендикуляр 
булишини исботланг.



13. Агар: 1) Z. (ab) =  40°, Z. (ас) =  50°; 2) (ас) ва (be) бурчак
лар утмас бурчаклар булса, с нур (ab) бурчакнинг томонлари 
орасидан утадими?

14. (ааг) ёйиц бурчакнинг учидан битта ярим текисликка b ва в 
нурлар утказилган. Агар: 1) Z. (ab) — 50°, Z. (ас) — 70°; 2) 
Z. (atb) =  50°, Z. (ас) =  70°; 3)Z.(ab) =  60°, Z. (axc) =  30° бул
са, (be) бурчак нимага тенг?

15. (ааг) ёйиц бурчакнинг учидан битта ярим т ек и сл и к к а  b ва о 
нурлар у т к а зи л г а н . Z. (ab) — 60°, / .  (ас) =  30° эк а н и  маълум. 
(аф), (atc) ва (Ьс) бурчакларни топинг.

16. АВ  ярим тугри чизицдан турли ярим текисликларга /_ВАС^>  
=  60° ва /-B A D  =  70° бурчаклар цуйилган. CAD бурчакни 
топинг.

17. АВ  ярим тугри ч и зи ц д а н  турли ярим т ек и сл и к л а р га  ВАС ва 
BAD  бурчаклао куйилган. Агар: 1) /-В А С  =  80°, /-B A D  =* 
=  170°; 3) /-В А С  =  87°, Z .BAD  =  98°; 3) Л В А С  =  140% 
Z .BAD =30° булса, CAD бурчакни топинг.

18. 1) 30°; 2) 52°; 3) 172° га тенг бурчакнинг б и с с е к т р и с а с и  би
лан томони орасидаги бурчаги нимага тенг?

19. Бурчакнинг биссектрисаси унинг то м о н и  б и л а н : 1) 60°; 2) 75°}
3) 89° ли бурчак ташкил цилса, бурчакнинг у зи н и  т о п и н г .

20. Кушни бурчакларнинг биссектрисалари орасидаги бурчакни 
топинг.

21. Вертикал бурчакларнинг биссектрисалари бир тугри чизицда 
ётишини исботланг.

22. Берилган бурчак: 1) 50°; 2) 90°; 3) 150° га тенг булса, шу 
бурчакнинг биссектрисаси билан томонларидан бирининг да- 
воми орасидаги бурчакни топинг.

23. Агар бурчакнинг учидан чиццан нур охирлари бурчакнинг то* 
монларида ётган АВ кесмани кесиб утса, у ^олда бу кесма;
1) охирлари бурчак томонларида ётган АС кесмани (34- расы);
2) охирлари шу бурчакнинг томонларида ётган бошца ^ар цан
дай CD кесмани кесиб утади (35- раем). Шуни исботланг.
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»■§. УЧБУРЧАКЛАРНИНГ ТЕНГЛИК АЛОМАТЛАРИ

УЧБУРЧАКЛАР ТЕНГЛИГИНИНГ БИРИНЧИ АЛОМАТИ

3 . 1 - т е о р е м а  (учбурчакларнинг икки томони ва улар орасн- 
даги бурчаги буйича тенглик аломати). А гар бир учбурч ак - 
кин? иккй т омони ва ул а р  орасидаги бурчаги иккинчи  
учбурчакнинг. икки т омони ва  ул ар  орасидаги бурча* 
гига мос равиш да т енг б$лса, бундай учбурч аклар  т енг 
б$лади.

Ис бот и .  ABC ва А 1В 1С1 учбурчакларда Z.A =  /LAX, АВ =* 
=  А 1В Ъ АС =  AxCx булсин (36- раем). Учбурчакларнинг тенгли
гини, яъни уларда ZJ? =  Z_£lt Z.C =  /~Си ВС — ВхСх эканини 
исботлаймиз.

Берилган учбурчакна тенг учбурчакнинг мавжудлиги цацидаги 
аксиомага биноаи ABC учбурчакка тенг АХВ2С2 учбурчак мавжуд, 
унинг В2 учи АуВу нурда, С3 учи эса тугри чизицца нисба-

таи С; уч б щ д  битта ярим текисликда ётади. ALBt =  АХВ2 бул
гани учун, кесмаларии цуйиш аксиомасига биноаи, В2 нуцта Bt 
нуцта §илан устма-уст тушади. /-ВхАхСх =  /LBaAxCa булгани учуй 
бурчакларни цуйиш аксиомасига биноаи АХС2 нур АхСх нур билаи 
устма-уст тушади. Худди шундай АХСХ =  А±С2 булгани учун С, 
уч Сх уч. билан устма-уст тушади. Шундай цилиб, А ^ С х  учбур
чак Д1ВаС2 учбурчак билан устма-уст тушади, демак, ABC уч
бурчакка тенг. Теорема исботланди.

М а с а л а  (1). АВ ва CD кесмалар О нуцтада кесишишади, 
бу О нуцта цар цайси кесманинг уртаси* АС =* 10 м б?лса, BD 
кесма нимага тенг?

Е ч и л и ш и .  Учбурчаклар тенглигининг биринчи аломатига 
кура АОС jga BOD учбурчаклар тенг (37- раем). Уларда АОС



BOD бурчаклар вертикал бурчаклар булгани учун тенг, ОA =s 
=  OB, OC =  OD, чунки О нуцта АВ ва CD кесмаларнинг ур
таси. АОС ва BOD учбурчакларнинг тенглигидан уларнинг АС 
ва BD томонлари тенглиги келиб чицади. Масала шартига кура 
АС =  10 м, шунинг учун BD =  10 м.

УЧБУРЧАКЛАР ТЕНГЛИГИНИНГ ИККИНЧИ АЯОМА1И

3 . 2 - т е о р е м а  (учбурчакларнинг бир томони ва унга епишган 
бурчаклари буйича тентлик аломати). А га р  б ир  у ч б у р ч а к н и н г  
б и р  т о м о н и  ва у н га  ё п и ш га н  б у р ч а к л а р и  б о ш ц а  у ч б у р 
ч а к н и н г  м ос т о м о н и  ва у н га  ё п и ш га н  б у р ч а к л а р и га  
т е н г  б улса , бундай  у ч б у р ч а к л а р  т е н г  б у л а д и .

И с б о т и .  ABC ва АхВ ХСХ иккита учбурчак булиб, уларда АВ  *» 
t=A1B1, /_ A = /- A 1 ва / - В = / - В х булсин (38- раем). Учбурчаклар

нинг тенглигини, яъни АС = А^С-г, ВС =  BjCj ва Z.C =  /~СХ эка
нини исботлаймиз.

Берилган учбурчакка тенг учбурчакнинг мавжудлиги ^ацидаги 
аксиомага кура ABC учбурчакка тенг АУВ2С2 у чбур ч а к м а в ж у дки, 
бу учбурчакнинг В2 учи Л1б 1 нурда ётади, С2 учи эса Л1в 1 тугри 
чизицца нисбатан Сх уч билан битта ярим текисликда ётади. 
Uifijj =  AXBi булгани учун В2 уч уч билан устма-уст тушади.

=  Z-BxAxCx ва /-А х В хС2 =  Z-AxBfix  булгани учун, бур
чакларни цуйиш аксиомасига кура, A tCi нур A LC2 нур билан,.

|нур эса ВхС2 нур билан устма-уст тушади. Бундан С2 учнинг Сх 
I уч билан устма-уст тушиши келиб чицади. Шундай цилиб, А ^^С у  
учбурчак А 1В2С2 учбурчак билан устма-уст тушади, демак, у  ABC 
учбурчакка тенг. Теорема исботланди.

ТЕНГ ЁНЛИ УЧБУРЧАК

Агар учбурчакнинг икки томони тенг булса, у ттг ёнли уч
бурчак дейилади. Бу тенг томонлар учбурчакнинг ён томонлари, 
учинчи томони эса учбурчакнинг асоси дейилади.
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i с39- расмда ABC тенг ёнли учбурчак 
вирланган. АС ва ВС унинг ён томонлари, А В 
томон эса асоси.

3.3- т е о р е м а .  Тенг ёнли учбурчакнинг 
асосидаги бурчаклари  т енг.

И с б о т и .  ABC — асоси А В булган тенг ён
ли учбурчак булсин (39- раем). /LA  == Z.B эка
нини исботлаймиз. Учбурчаклар тенглигининг 
биринчи аломатига кура САВ учбурчак СВА 
учбурчакка тенг. ^ацицатан, С А — СВ, СВ — 
=  С A, Z.C  =  Z-С. Учбурчакларнинг тенглиги
дан: /L A  — Z-В. Теорема исботланди.

Х^амма томонлари тенг учбурчак тенг то
монли учбурчак деб аталади.

М а с а л а  (13). Тенг томонли учбурчакнинг з^амма бурчак
лари тенг эканини исботланг.

Е ч и л и ш и .  ABC берилган тенг томонли учбурчак булсин: 
АВ =а ВС =  С А (40 -раем). Шартга кура АВ =  ВС, демак, бу 
учбурчак АВ асосли тенг ёнли учбурчакдир. 3.3- теоремага ку
ра Z_C =  Z.A. Шунинг сингари ВС =  СА, демак, ABC учбур
чак АВ асосли тенг ёнли учбурчакдир. 3.3- теоремага кура 
Z-A — Z.B. Шундай цилиб, Z.C =  /LA — Z.B, яъни учбурчак
нинг з^амма бурчаклари тенг.

3.4- т е о р е м а .  У чбурчакнинг иккит а бурчаги  т енг 
булса , бу уч бурч ак  т енг ёнли булади.

И с б о т и .  ABC  учбурчакда / - А  — / - В  булсин (39- раемга ца- 
ранг). Бу учбурчакнинг асоси А В дам иборат тенг ёнли учбурчак 
эканини исботлаймиз. Учбурчаклар тенглигининг иккинчи аломати
га кура ABC учбурчак ВАС учбурчакка тенг. )^ацицатан, АВ =  
±= В A, ZLB — Z -A , Z .A  — /-В .  Учбурчакларнинг тенглигидан: 
АС =  ВС. Теорема исботланди.

3.4- теорема 3.3- теоремага тгекари теорема дейилади. 3.3- тео- 
реманинг хулосаси 3.4- теореманинг шартидир. 3.3- теореманинг 
шарти эса 3.4- теореманинг хулосасидир. Х|ар цандай теорема учун 
^ам тескари теорема мавжуд булавермайди, яъни берилган теорема 
тугри булса, унга тескари теорема тугри булмаслиги мумкин. Буни 
вертикал бурчаклар ^ацидаги теорема мисолида тушунтирамиз. Бу 
теоремани бундай ифодалаш мумкин: агар иккита бурчак вертикал 
бурчаклар булса, улар тенг. Унга тескари теорема бундай булар



эди: агар иккита бурчак тенг булса, улар вертикал бурчаклардир. 
Бу эса, албатта, нотурри. Иккита тенг бурчак умуман вертикал 
бурчаклар булиши шарт эмас.

М а с а л а  (14). 13-масала талабига тескари теоремани ифо- 
даланг ва уни исботланг.

Е ч и л и ш и .  1 3 -масала шарти шундан иборатки, унда уч
бурчак тенг томонли, яъни учбурчакнинг з^амма томонлари тенг, 
масала хулосасида эса учбурчакнинг ^амма бурчаклари тенг 
дейилган. Шу сабабли тескари теорема бундай ифодаланиши 
керак. Х|амма бурчаклари тенг учбурчакнинг ^амма томонлари 
тенг булади. Шу теоремани исботлаймиз. ABC— бурчаклари 
тенг учбурчак булсин: ZLA =  Z.B =  Z.C. Бу ерда Z-A =  Z.B 
булгани учун 3.4- теоремага кура АС =  СВ. /LB =  Z.C, демак,
3.4- теоремага кура АС =  АВ. Шундай цилиб, АВ  =  АС =  СВ, 
яъни учбурчакнинг ^амма томонлари тенг.

УЧБУРЧАКНИНГ МЕДИАНАСИ, БИССЕКТРИСАСИ 
ВА БАЛАНДЛИГИ

Учбурчакнинг берилган учидан туширилган баландлиги деб уч
бурчакнинг шу учидан унинг царшисидаги томони ётган турри 
чизивда туширилган перпендикулярга айтилади. 41- раемда сиз 
иккита учбурчакни куриб турибсиз, бу учбурчакларнинг баланд- 
ликлари В ва Вх учларидан туширилган. 41- а раемда баландлик-

4 1 -раем. 4 2 -раем.

нинг асоси учбурчак томонида ётибди, 41- 6  раемда эса учбурчак 
томонининг давомида ётибди.

Учбурчакнинг берилган учидан утказилган биссектрисаси деб 
учбурчак бурчаги биссектрисасининг шу учни унинг царши томон- 

•даги ну^та билан туташтирувчи кесмасига айтилади (42- раем).
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Учбурчакнинг берилган учидан туширилган медианасы деб уч
бурчакнинг шу учини унннг к,аршисидаги гомон уртаси билан ту- 
таштирувчи кесмага айтилади (43- раем).

3.5- т е о р е м а .  Т енг ё н л и  у ч б у р ч а к н и н г  асосга  $ т к а -  
зилгап  медиомаси хам  баландлак , х а м  б иссект риса-  
сидир .

И с б о т и .  ABC — асссн АВ булган берилган те г ёнли учбур
чак булсин (44- раем). CD— гсссга утказилган медиана булсин. Уч
бурчаклар тенглигининг биринчи аломатига кура CAD  ва CBD уч-

А в
43- раем. 44- раем.

бурчаклар тенг. (Уларнинг АС ва ВС томонлари тенг, чунки ABC 
учбурчак тенг ёнлидир. 3.3- теоремага кура CAD ва CBD бурчак
лар тенг. AD  ва BD томонлар тенг, чунки D ну^та АВ  кесма
нинг уртаси.)

Учбурчакларнинг тенглигига асосан ушбу бурчаклар тенг: 
Z.ACD = Z.BCD, /_ADC  =  Z.6DC. ACD ва BCD бурчаклар тенг 
булгани учун CD — биссектриса. ADC ва BDC цушни ва тенг 
бурчаклар, демак, улар турри бурчаклардир, шунга кура CD — 
учбурчакнинг баландлиги. Теорема исботланди.

М а с а л а  (27). Тенг ёнли учбурчакнинг асоси к;аршисидаги 
учидан утказилган биссектрисаси баландлик ва медиана эканини 
исботланг.

Е ч и л и ш и .  А ВС ассси АВ булган тенг ёнли учбурчак ва 
CD унинг биссектрисаси булсин (44- раемга 1̂ .). Учбурчаклар 
тенглигининг иккинчи аломатига кура ACD ва BCD учбурчак
лар тенг. (Уларнинг АС ва ВС томонлари ABC тенг ёили уч
бурчакнинг ён томонлари булгани учун тенг; CD sea АС В бур
чакнинг биссектрисаси эканлиги учун С учидаги бурчаклар тенг, 
А ва В учлардаги бурчаклар ABC тенг ёнли учбурчак-надг асо
сидаги бурчаклар эканлиги учун тенг.) Учбурчакларнинг теиг-
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■Л'кгадан A.D ва BD  томонлар теиг деган хулоса чицади. Демак/ 
CD — ABC  учбурчакнинг мсдианаси. 3.5- теоремага биноэн у 
баландлик ^амдпр.

УЧЬУГЧАКЛД? ТЁНГЛН?ИНИНГ УЧИНЧИ АЛОМАТИ

L \  £

45- р*см.

3.6- т е о р е м а  (учбурчакларнинг учта томонларнга кура тенг- 
лик аломатк). Агир бир учбурчакнинг учт а толю ни ик- 
tCttHHW уч б ур ч а к т п г учт а т ом онига мос равиш да тенг 
булса, бундам уч бурч аклар  т енг булади.

И с б о т и .  ABC па АуВуСу учбурчаклар шундай иккита учбур- 
чакки, уларда АВ == АуВу, АС =  АуСу, ВС =  ВуСу (45-раем). Бу 
учбурчакларнинг тенглигини ис
ботлаймиз. С Ct Е  Сп

Берилган учбурчакка тенг 
учбурчакяииг «вю кудяит ^аки- 
даги аксиомага биноан ABC уч
бурчакка тенг АуВуС2 учбурчак 
мавжуд. Бу учбурчакнинг С2 
учи ALBy тугри «кзицца нпеба-* 
тан С, уч бил эн битга ярим те- 
i-жсликда ётади (45-раем).

С2 уч АуС-у нупда з̂ ям, ВуСу курда цам ётмайди деб фараз ци- 
лайлик. D нуцта С',С2 кесманинг уртаси булсин. Л1С1С2 ва ВуСуСг 
учбурчаклар уиуш й СуСг асосли тенг ёкли учбурчаклардир. 3.5- 
теоремага кура уларнинг AyD ва ByD кеди'аналари баландликлар- 
дир. Демак, AyD ва ByD тугри чизицлар CyG2 турри чизицца пер
пендикуляр. СуС2 тутри чизицнинг D нуцтаси орцали унга перпен
дикуляр бпттагина тугри чизиц утказиш мумкин (2.3- теорема), шу 
сабабли бу тугри чизицлар устма*уст тушиши керак. Аммо бу 
тугри чизицлар турли, чунки ясашга кура D нуцта АуВу тугри 
чизицда ётмайди. Биз зидликка келдик. Демак, С2 уч ё АуСу нур- 
да ёки ВуСу нурда ётади. Биринчи ^олда С, нуцта Су нуцта билан 
устма-уст тушади, чунки АуСу =  АС. Бу зса ABC учбурчакнинг 
АуВуСу учбурчакка тенг эканини билдиради. Иккинчи холда ^ам 
учбурчакларнинг тенглигига худди шунга ухшаш келамнз. Теорема 
исботланди.

М а с а л а  (28). ЛВС ва АуВуСу учбурчакларда: АВ — АуВу, 
АС =  АуСу, Z.-С —• /-Су — 90°• Д  АБС =  Д АуВуСу эканини ис
ботланг.
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Е ч и л и ш и .  AC to- 
моннинг давомига АС га 
тенг CD кесмани цуямиз 
(46- раем). Учбурчаклар 
тенглигининг биринчи 
аломатига кура ЛВС ва 
DBC учбурчаклар тенг. 
Уларнинг С учдаги бур
чаклари тугри (90°), де
мак, улар тенг, ВС уму
мий томон, АС ва CD 

томонлар ясалишига кура тенг. Учбурчакларнинг тенглигига 
асосан А В ва DB томонлар тенг.

A jCx томоннинг давомига A xCt томонга тенг CXDX кесмани 
цуямиз. ABC  ва DBC учбурчаклар билан иш курганимиз син
гари А 1В 1С1 ва DiBlC1 учбурчакларнинг тенглигини исботлай
миз. Учбурчакларнинг тенглиги сабабли томонлар тенг: А1В1 => 
-  D1B V

Энди учбурчаклар тенглигининг учинчи аломатига кура ABD  
ва A 1B 1D1 учбурчакларнинг тенглиги ^а^ида хулоса чинарамиз. 
Бу учбурчакларда шартга кура АВ  =  A XB X, BD  =  АВ, B XDX => 
=• А 1В 1 булгани учун BD  =  B xDlf ни^оят, АС =  А ХСХ булгани 
учун AD  =  A XDV ABD  ва A lB lD1 учбурчакларнинг тенглигидан 
улар бурчаклари тенг: Z .A  =  Z .A V

Эйди учбурчаклар тенглигининг биринчи аломатига кура бе
рилган ABC ва А 1В1С1 учбурчакларнинг тенглиги ^ацидаги ху- 
лосага келамиз. Уларда шартга кура АВ  =  A LBV АС — А ХСХ, 
исботга кура А.А  =  Z -A v

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Учбурчаклар тенглигининг биринчи аломатини ифодаланг ва 
исботланг.

2. Учбурчаклар тенглигининг иккинчи аломатини ифодаланг ва 
исботланг.

3. Кандай учбурчак тенг ёнли учбурчак дейилади? Тенг ёнли 
учбурчакнинг цандай томонлари ён томонлар дейилади? К,ан- 
дай томон асос деб аталади?

4. Тенг ёнли учбурчак асосидаги бурчаклар тенг эканини исбот
ланг.

5. Цандай учбурчак тенг томонли учбурчак дейилади?
6. Учбурчакнинг иккита бурчаги тенг булса, унинг тенг ёнли 

у ч б у р ч а к  б у л и ш и н и  исботланг.
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7. Тескари теорема нималигини тушунтиринг. Мисол келтиринг.' 
)^ар цандай теорема учун ^ам тескари теорема тугрими?

8. Учбурчакнинг баландлиги нима?
9. Учбурчакнинг биссектрисаси нима?

10. Учбурчакнинг медианаси нима?
11. Тенг ёнли учбурчак асосига утказилган медиана ^ам биссек

триса, ^ам баландлик булишини исботланг.
12. Учбурчаклар тенглигининг учинчи аломатини исботланг.

МАШЦЛАР

1. АВ ва CD кесмалар О нуцтада кесишади, бу О нуцта шу 
кесмалардан ^ар бирининг уртаси. Агар АС кесма 10 м бул
са, BD  кесма нимага тенг?

2. АВ  кесманинг уртасидан АВ  тугри чизицца перпендикуляр 
тугри чизиц утказилган. Бу тугри чизицнинг ^ар бир нуцтасн 
А ва В  нуцталардан бир хил узоклашганини исботланг.

3. Асоси АВ  булган тенг ёнли ABC учбурчакнинг С учидан тенг 
кесмалар цуйилган: С А томонга САХ кесма, СВ томонга CBt 
кесма. 1) САВХ ва В А ХС\ 2) АВХВ, ва ВА А Х учбурчаклар
нинг тенглигини исботланг.

4. Тенг ёнли ABC учбурчакнинг АВ  асосида А х ва В х нуцталар 
берилган. АВХ =  В А Х экани маълум. АВХС ва В А ХС учбурчак
ларнинг тенглигини исботланг.

5. ABC учбурчакнинг АВ  томонида D нуцта, А ХВ ХСХ учбурчак
нинг А ХВ Х томонида эса D, нукта олинган. A DC ва AxDtCt 
учбурчаклар тенг ^амда DB ва DXBX кесмалар тенг экани маълум. 
ABC ва А ХВ ХСХ учбурчакларнинг тенглигини исботланг.

6. Ер устида А ва В  нуцталар орасидаги тугри чизиц буйлаб 
бориб булмайдиган масофани улчаш учун (47- раем) шундай 
С нуцта танланадики, ундан А нуктага ^ам, В  нуцтага ^ам 
бориш мумкин ва ундан иккала нуцта ^ам куриниб туради. 
АС ва ВС масофалар тортилади, яъни АС ва ВС йуналишла- 
ри цозицлар билан белгиланади, уларни С нуцтадан нарига 
давом эттирилади з^амда CD =  АС ва ЕС =  СВ кесмалар ул-
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чанадп. У з^олда ED кесма изланаётган масофага тенг булади. 
Нега шундай эканини тушунтиринг.

7 Ер устида бирига (А нуцтага) бориб булмайдиган иккита А 
ва В нуцта орасидаги масофани улчаш учун АВ  кесманинг 
йуналишини цозиклар билан белгиланади (48- раем) ва унинг 
давомида ихтиёрий BE  кесма улчанади. Ер устида шундай D 
нуцта танланадики, ундан А нуцта куриннб туради ^амда В 
ва Е нуцталарга бориб булади. BDQ ва EDF тугри чизицлар 
тортилади ^амда FD =  DE ва DQ — BD кесмалар улчанади. 
Сунгра FQ тутри чизиц буйлаб А га цараб, AD  тугри чизиц
да ётувчи Н нуцтани топгунча борилади. У <\олда HQ изла
наётган масофага тенг булади. Шуни исботланг.

8. А В ва CD кесмалар О нуцтада кесишади. Агар АСО бурчак 
DBO бурчакка тенг экани ва ВО — СО экани маълум булса, 
АСО ва DBO учбурчакларнинг тенглигини исботланг.

9. АС ва BD кесмалар О нуцтада кесишади. Агар ВАО бурчак 
DCO бурчакка тенг экани ва АО = СО экани маълум булса, 
ВАО ва DCO учбурчакларнинг тенглигини исботланг.

10. Тенг ёнли учбурчакнинг периметри (томонлари узунликлари- 
нинг йигиндиси) 1 м, асосининг узунлиги эса 0,4 м. Ён томо
ни узунлигини топинг.

11. Тенг ёнли учбурчакнинг периметри 7,5 м, ён томони эса 2 м. 
Асосини топинг.

12. Тенг ёнли учбурчакнинг периметри 15,6 м га тенг. Агар:
1) асоси ён томонидан 3 м кам булса; 2) асоси ён томонидан 
3 м катта булса, унинг томонларини топинг.

13. Тенг томонли учбурчакнинг цамма бурчаклари тенг эканини 
исботланг.

14. 13- масала га тескари теоремани ифодаланг ва исботланг.
16. ABC учбурчакнинг АС ва ВС томонларида Ct ва С2 нуцта

лар олинган. Агар АВС1 ва ВАС2 учбурчаклар тенг булса, 
ABC  учбурчак тенг ёнли учбурчак эканини исботланг.

16. АССг ва ВССХ учбурчаклар тенг. Уларнинг А ва В  учлари 
CCt тугри чизицдан турли томонда ётади. АБС  ва АВСХ уч
бурчаклар тенг ёнли учбурчаклар эканини исботланг.

17. Тенг ёнли учбурчак томонларининг урталари яна тенг ёнли 
учбурчакнинг учлари эканини исботланг.

18. Тенг томонли учбурчак томонларининг урталари яна тенг то
монли учбурчакнинг учлари булишини исботланг.

19. Тенг ёнли учбурчакда: 1) асосдаги бурчаклардан утказилган 
биссектрисалар тенглигини; 2) шу учлардан чик,арилган медиа- 
налар ^ам тенглигини исботланг.

20. ABC ва AyBfii тенг учбурчакларда: 1) А ва Ах учлардан ут
казилган медианалар тенглигини; 2) А ва А х учлардан утка- 
зилган биссектрисалар тенглигини исботланг.

21. A,B,C,D  нуцталар бир тугри чизицда ётади, шу билан бирга
АВ, CD кесмаларнинг уртаси умумий. Агар АВЕ  учбурчак 
ссоси АВ  дан иборат тенг ёнли учбурчак булса, у ^олда CDE
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учбурчак ^ам асоси CD дан иборат тенг ёнли учбурчак эк?»-’ 
лигини исботланг.

22. Учбурчакларнинг бир бурчаги, шу бурчак биссектрисаси ва 
шу бурчакка ёпишган томонига кура тенг булишини исоот- 
ланг.

23. Асоси АС дан иборат тенг ёнли ABC учбурчакда ВМ  медиа
на утказилган. Унда D нуцта олинган. 1) ABD  ва CBD;
2) AMD  ва CMD учбурчакларнинг тенглигини исботланг.

24. Агар ABC учбурчакда: 1) BD  медиана баландлик булса; 2) BD 
баландлик биссектриса булса, шу учбурчакнинг тенг ёнли 
эканини исботланг.

25. Асослари умумий булган иккита тенг ёнли учбурчак берилган. 
Бу учбурчакларнинг асосга утказилган медианалари битта тут- 
ри чизицда ётишини исботланг.

26. Асоси АС дан иборат тенг ёнли ABC учбурчакда BD  медиана 
утказилган. ABC учбурчакнинг периметри 50 м га, ABD  уч- 
бурчакники эса 40 м га тенг булса, шу медиана узунлигини 
топинг.

27. Тенг ёнли учбурчакнинг асоси царшиеидаги учидан утказил
ган биссектрисаси ^ам медиан?., ^ам баландлик эканини ис
ботланг.

28. ABC ва АуВуС^ учбурчакларда: АВ  =  А хВи АС =  А уСг, L.C  =  
=  Z X \ =  90°. A  ABC =  А А 1В 1С1 эканини исботланг.

29. Тенг ёнли учбурчакнинг асосига туширилган баландлик з$ам 
медианз, биссектриса булишини исботланг.

30. ABC ва АВСХ учбурчаклар умумий асослари АВ  дан иборат 
тенг ёнли учбурчаклардир. АССХ ва ВСС1 учбурчакларнинг 
те н гл и гии и исботла н г.

31. A ,B ,C ,D  н у ц т а л а р  би р  тугри чкзицда ётади. Агар АВЕХ ва 
А В Е 2 у ч б у р ч а к л а р  т е н г  булса, CDEt ва CDE2 учбурчаклар

т ен г  б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .
32. АВ  ва CD иккита к есм а  О нуцтада кесишади, бу О нуцта 

у л а р д а н  >;ар б и р и н и н г уртаси. ACD ва BDC учбурчакларнинг 
т ен гл и ги н и  и сб о т л а н г .

33. Учбурчакларнинг тенглигини уларнинг икки томони ва шу 
т о м о н л а р д а н  бирига утказилган медианаси буйича исботланг.

34. АВ  ва CD кесмалар кесишади. Агар АС, СВ, BD  ва AD  кес
малар тенг булса, АВ  нур CAD бурчакнинг биссектрисаси, 
CD нур эса АСВ бурчакнинг биссектрисаси эканини исбот- 
лант.

35. 34- м а са л а д а  АВ  ва CD тугри чизицларнинг перпендикуляр 
эк а н и н и  .исботлан г.

36. ABC ва BAD  учбурчаклар тенг, шу билан бирга С ва D нук- 
талар АВ  тугри чизнцдан турли томонда ётади. 1) CBD ва 
DAC учбурчакларнинг тенглигини; 2) CD тугри чизик; АВ  кес* 
мани тенг иккига булишини исботланг.

37. Узунллклари тенг булган АВ  ва CD кесмалар О нуцтада ке
сишади ва бунда АО =  OD тенглик бажарилади, ABC ва DC В 
учбурчаклг.риииг тенглигини исботланг.
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№ У ч б у р ч а к л а о н п н г  т ен гл и ги н и  у л а р н и н г  икки то м о н и  ва уч л ар и -  
д а н  б и р и д а н  ч и ц ув ч и  м ед и а н а си  б у й и ч а  и с б о т л а н г .

S 9 . У ч б у р ч а к л а р н и н г  т ен гл и ги н и  у л а р н и н г  бир  т о м о н и , ш у  т о м о 
нига у т к а зи л а д и г а н  м е д и а н а с и , м ед и а н а н и н г  ш у  т о м о н  б и л ан  
х4о си л  ц и л га н  б у р ч а к л а р и  б у й и ч а  и сб о т л а н г .

40. У ч б у р ч а к л а р н и н г  т ен гл и ги н и  у л а р н и н г  м ед и а н а си  ва ш у  м е 
д и а н а  у ч б у р ч а к  б у р ч а г и д а н  а ж р а т г а н  б у р ч а к л а р и  б у й и ч а  и с 
б о т л а н г .

4- §. УЧБУРЧАК БУРЧАКЛАРИНИНГ ЙИРИНДИСИ 
ТУГРИ ЧИЗИКЛАРНИНГ ПАРАЛЛЕЛЛИК АЛОМАТЯАРИ

4 . 1 - т е о р е ма .  У чи н ч и  т у гр и  ч и зи ц ц а  п а р а л л е л  и к к и т а  
п $ р р и  ч и з и ц  $>заро п а р а л л е л  б ула д и .

И с б о т  и. а ва b тугри чизиклар с тугри чизицца параллел 
булсин. а ва Ь тугри чизиклар параллел эмас деб фараз цилайлик. 
У ^олда бу тугри чизиклар бирор С нуцтада кесишади. Демак, 
С нуцта орцали с тугри чизицца параллел иккита тугри чизиц 
$тади. Аммо бундай булиши мумкин эмас, чунки берилган тугри 
чизицда ётмайдиган нуцтадан унга биттагина параллел тугри 
чизиц утказиш мумкин. Теорема исботланди.

АВ ва CD иккита тугри чизиц, АС 
эса уларни кесувчи учинчи тугри чизиц 
булсин (49-раем). АС тугри чизиц АВ 
ва CD тугри чизицларга ниссатан ке
сувчи деб аталади. А В ва CD тугри чи- 
зицларнинг АС кесувчи билан кесиши- 
шидан ,\осил цилинган бурчаклар мах- 
су с номларга эга. Агар В ва D нуцта
лар АС тутри чизицца нисбатан битта 
ярим текисликда ётса, у холда ВАС 
ва DCA бурчаклар ички бир томонли 
бурчаклар дейилади (49-а раем). Агар 
В ва D нуцталар АС тугри чизицца 
нисбатан турли ярим текисликларда ёт
са, ВАС ва DCA бурчаклар ички ал- 
машинувчи бурчаклар дейилади (49-6 
раем).

АС кесувчи АВ  ва CD тугри чизиц- 
лар билан икки жуфт ички бир томон-

4 9 - раем, ли бурчак ва икки жуфт ички алмаши-
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нувчи бурчаклар з^осил цилади. К,ушни 
бурчакларнинг хоссасидан куйидаги на- 
тижа чикади: агар бир ж уф т даги  
ички алмаш инувчи бурчаклар  
тенг булса, у  хол да  иккинчи  
ж уф т даги ички алмаш инувчи  
бурчаклар  хам  тенг булади, х ар  
цайси ж уф т даги ички бир т о
м онли бурчаклар  йигиндиси 180° 
га тенг булади . Аксинча, агар  бир ж уф т даги ички 
бир т омонли бурчакларнинг йигиндиси 180° га тенг 
булса, иккинчи ж уф т даги ички бир т омонли бурчак- 
ларнинг йигиндиси хам  180° га тенг булади, х а р  цайси 
ж уф т даги ички алмаш инувчи бурчаклар тенг булади. 
Биринчи даъвони тушунтирамиз.

50-расмга царанг. Агар ички алмашинувчи 1 ва 2 бурчаклар 
тенг булса, ички алмашинувчи 3 ва 4 бурчаклар хам 1 ва 2 бур- 
чакларга цушни бурчаклар сифатида тенг булади. 1 ва 4 бурчаклар 
ички бир томонли бурчаклардир. 4 бурчак 2 бурчакни 180° га 
тулдирувчи, 2 бурчак эса 1 бурчакка тенглиги учун 1 ва 4 
бурчакларнинг йигиндиси 180° га тенг.

4 . 2 - т е оре ма .  А гар ички алмаш инувчи бурчаклар  
тенг булса ёки ички бир т ом онли бурчакларнинг  
йигиндиси 180° га тенг булса, турри чизицлар п араллел  
булади  (50-раем).

И с б о т и .  а ва b тугри чизиклар параллел булмасин; демак, 
улар бирор С нуцтада кесишади (51-раем). СА кесманинг давомига 
ВС кесмага тенг AD кесмани цуямиз, СВ кесманинг давомида эса 
бирор Е нуцтани белгилаймиз. Учбурчаклар тенглигининг биринчи

и  с!I I 1ТгД™

А В

50- расы.

51- раем. 52- раем.
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аломатига кура ВАС ва ABD  учбурчаклар тенг. Уларнинг АВ 
томони умумий, СВА ва DAB  бурчаклар теорема шартига кура 
апмашинувчи бурчаклар сифатида тенг, ясашга кура эса AD =BC.

Учбурчакларнинг тенглигига асосан ABD  ва ВАС бурчаклар 
тенг. ВАС бурчак эса АВЕ алмашинувчи бурчакка тенг. Шундай 
^илиб, ABD  ва АВЕ  бурчаклар тенг. Улар В А ярим тутри чи- 
вицдаи бошлаб битта ярим текисликка цуйилгани учун BD ва BE  
тугри чизицлар устма- уст тушади. Аммо бу ^олнинг юз бериши 
мумкин эмас, чунки D нуцта BE турри чизицда ётмайди. Шундай 
^илиб, а ва b турри чизицлар параллел эмас деган олдинги фара- 
вимиз нотурри. Теорема исботланди.

4.1 ва 4 .2-теоремалар тугри чизикларнинг параллеллик ало- 
матларини ифодалайди.

М а с а л а  (3). АВ  турри чизиц ва бу турри чизицда ётмай
диган С нуцта берилган. С нуцта орцали АВ  турри чизицца 
параллел турри чизиц утказиш мумкинлигини исботланг.

Е ч и л и ш и .  АС турри чизиц текисликни иккита ярим текис
ликка ажратади (52-раем). В нуцта шулардан бирида ётади. 
СА ярим турри чизицдан иккинчи ярим текисликка САВ бу - 
чакка тенг ACD бурчакни цуямиз. У ^олда А В ва CD турри 
чизицлар параллел булади. /^ацицатан ^ам, бу турри чизицлар 
ва АС кесувчи учун ВАС ва DC А бурчаклар ички алмашинувчи 
бурчаклардир. Уларнинг тенглиги учун 4.2- теоремага кура АВ  
ва CD турри чизицлар параллелдир.

3- масала тасдири билан V аксиомани (параллел тутри чизиц- 
ларнинг асесий хоссасини) таццоелаб, му^им хулосага келамиз: 
б е р и л га н  т у гр и  ч и зи ц д а  ё т м а й д и га н  н у ц т а д а н  у н га  
п а р а л л е л  т у гр и  ч и зи ц  у т к а з и ш  м у м к и н  ва ф а ц а т  
б и р ги н а .

4 . 3 - т е о р е м а  (4.2-теоремага тескари теорема). А га р  и к к и т а  
п а р а л л е л  т у гр и  ч и зи ц  у ч и н ч и  т урри  ч и зи ц  б и л а н  
к ес и лс а , у  х о л д а  и ч к и  а л м а ш и н у в ч и  б у р ч а к л а р  т енг, 
и ч к и  бир  т о м о н л и  б у р ч а к л а р н и н г  й и ги н д и си  зс а  180° га  
т е н г б ул а д и .

И с б о т  и. а ва b параллел тутри чизицлар, с эса уларни 
кесувчи TyFpn чизиц булсин. А нуцта орцали ал турри чизицни 
шундай утказамизки, с кесувчи билан а ва b тугри чизицлар 
?;осил цилган ички бир томонли бурчакларнинг й и р и н д и с и  180° га 
тенг булсин (53-раем). У ^олда ах турри чизиц 4.2-теоремага 
кура b т>три чизицца параллел булади. Аммо А нуцта орцали Ь



турри чизицда параллел биттагина 
турри чизш^ ута и. Демак, а турри 
чизи^ aL тутрн чизик; билан устма- 
уст тушади. Нундай ^илиб, с кесув
чи билан а ва b параллел турри чи- 
31щлар х;осил ^илган ички бир томон
ли бурчакларининг й и р и н д и с и  180°га 
тенг, демак, алмашинувчи бурчаклар 
тенг. Теорема исботланди.

4.2. ва 4.3-теоремадан ушбу хуло
са чи^арамиз: учинчи турри чизицца перпендикуляр икки- 
ma турри чизиц параллелдир. А гар  турри чизиц па
р а л л ел  турри чазицлардан бирига перпендикуляр бул
са, у  иккинчи турри чизицца перпендикуляр б ул а - 
ди (54-раем).

ZL

54- рягм

М а с а л а (7). ABC бурчак 80° га тенг, BCD бурчак эса 
120° га тенг. АВ  ва CD турри чизицлар параллел була олади- 
ми? Жавобингизни асосланг.

Е ч и л и ш и .  АВ ва CD турри чизицлар ^амда ВС кесувчи 
учун ABC ва BCD бурчаклар ё ички бир томонли (55-а раем), 
ёки ички алмашинувчи (55-6 раем) бурчаклар булади. Агар 
АВ  ва CD тутри чьзи^лар параллел тутри чизицлар булганида 
эди ё Z-ABC =/LABD  булар эди, агар бурчаклар алмашинувчи 
булса, ёки Z.ABC+Z-BCD  =  180° булар эди, агар бурчаклар 
бир томонли булса. Аммо 80°=£ 120° ва 80°-4-120° =  200°^= 180°. 
Демак, АВ ва CD тутри чизицлар параллел тутри чизицлар 
була олмзйди.



УЧБУРЧАК БУРЧАКЛАРИНИНГ ЙИГИНДИСИ

4.4-те  орем а. У чбурчак бурчакларининг йириндиси 
180° га  тенг.

И с б о т и .  ABC— берилган учбурчак булсин (56-раем). ВС то- 
моннинг уртасинн О билан белгилаймиз. АО кесма давомига О А 
кесмага тенг OD кесмани цуямиз. BOD ва СОА учбурчаклар тенг, 
чунки уларнинг О учидаги бурчаклари вертикал бурчаклар сн- 
фатида тенг. ясашга кура эса ОВ =  ОС, О А =  OD. Учбурчаклар

нинг тенглигидан DBO бурчак АСО 
бурчакка тенглиги келиб чицади.

AC, BD турри чизицлар ва ВС 
кесувчи учун DBO ва АСО бурчак. 
лар ички алмашинувчи бурчаклардир. 
^ацицатан ^ам, А в̂а D нуцталар 
ВС тугри чизицца нисбатан [турли 
ярим текисликларда ётади, чунки AD 
кесма ВС турри чизицни (О нуцта) 
кесиб утади. Ички алмашинувчи DBO 

ва АСО бурчакларнинг тенглигидан 4.2- теоремага кура АС ва 
BD турри чизицлар параллел деган натижа чицади.

AC, BD тугри чизицлар ва АВ кесувчи учун DBA ва САВ 
бурчаклар ички бир томонли бурчаклардир. Х̂ ацицатан ^ам, С ва D 
нуцталар АВ турри чизицца нисбатан битта ярим текисликда, 
яъни О нуцта ётган ярим текисликда ётади. АС ва BD турри 
чизицлар параллел булгани учун ички бир томонли САВ ва DBA 
бурчакларнинг й и р и н д и с и  180° га тенг.

DBA бурчак DBC ва ABC бурчакларнинг йигиндисига тенг, 
чунки ВС нур охирлари ABD бурчак томонларида ётган’AD кесмани 
кесиб утади. Исботланганига кура DBC бурчак АС В бурчакка 
тенг. Демак, ABC учбурчак бурчакларининг й и р и н д и с и , я ъ н и  
ZLBCA +  Z. ABC +  Z-САВ й и ри н д и  АС ва BD параллел турри 
чизицлар билан АВ кесувчи ^ссил цилган ички бир томонли 
бурчакларнинг йириндисига, яъни 180° га тенг. Теорема исбот
ланди.

4 .4 -теорем адан, л;ар цандай учбурчакнинг а ц а л л и  
иккит а бурчаги  ут ки р булади, деган хулоса чицади.

И с б о т и .  Учбурчакнинг битта уткир бурчаги бор ёки умуман 
уткир бурчаги йуц, деб фараз цилайлик. У з̂ олда бу учбурчак
нинг ^ар бири 90° дан кичик булмаган иккита бурчаги булади. 
Бу икки бурчак йириндисининг узи 180° дан кичик эмас. Бундай



з̂ ол юз бериши мумкин эмас, чунки учбурчакнинг учала бупча- 
гининг йигиндиси 180° га тенг.

М а с а л а  (12). Тенг томонли учбурчакнинг б ур чаклар и  
нимага тенг?

Е ч и л и ш и .  Тенг томонли учбурчакнинг б ур чаклар и  тенг  
булишини биз биламиз (3-§, 13-масала). Шу тенг б ур чакл а р н и н г  
йигиндиси 180° га тенглиги учун, уларнинг ^ар бири 60 °  га 
тенг.
Учбурчакнинг берилган учидаги ташци бурчаги деб учбурчакнинг 

шу учидаги бурчагига цушнк бурчакка айтилади (57-раем). Уч-

В

57- расы.

бурчакнинг берилган учидаги бурчагини 
шу учидаги ташци бурчаги бпЛан ара- 
лаштириб юбормаслик учун ачки бур
чак деб аталади.

4.5-т е о р е м  а. Учбурчакнинг 
ташци бурчаги узи га  $уш ни бул 
м аган  иккит а ички бурчак йигин
дисига тенг.

И с б о т и. ABC—берилган учбурчак 
булсин (58-раем) 4 .4 -теоремага кура:
/ - А  +  / - В  +  Z.C =  180°. Бундан Z.A  +  Z. В =  180° — /LC . 
Бу тенгликнинг унг кисмида учбурчакнинг С учидаги ташки бур- 
чагининг градус улчови турибди. Теорема исботланди.

4 .5-теоремадан ушбу хулоса чнцади: учбурчакнинг ташци 
бурчаги узи га  цушни булм аган  ист алган ички. бурча- 
гидан кат т а.

М а с а л а  (28). ABC учбурчакнинг CD баландлиги утказил
ган. Агар учбурчакнинг А ва В бурчаклари уткир булса, учта 
А, В , D нуцтадан цайси бири цолган иккитасишшг .орасида 
ётади?



Еч илиши.  8  нуцта А ва D нукталар орасида ёта олмайди.
Агар у А ва D нукталар орасида ётганида эди (59-раем),
у >;олда ABC у/ткир бурчак CBD учбурчакнинг ташци бурчаги
сифатида CDB тугри бурчакдан катта булар эди. Шунга ухшаш
А нуцта ^ам В ва D нукталар орасида ётмаслиги исботланади.
Демак, D нуцта А ва В н у ц т а л а п  о п а с н а я  ётади.

Т У ГРИ  Б У Р Ч А К Н И  У Ч Б У Р Ч А К

Агар учбурчакнинг тугри бурчаги булса, у тугри бурчакли 
учбурчак дейилади. Учбурчак бурчакларининг й и р и н д и с и  180° га 
тенглиги учун турри бурчакли учбурчакнинг фацат битта турри 
бурчаги булади. TyFpn бурчакли учбурчакнинг цолган иккита 
бурчаги уткир бурчаклардир. Уткир бурчаклар бир-бирини 90° га 

тулдиради. Тугри бурчакли учбурчакнинг 
турри бурчаги царшисида ётувчи томони ги
потенуза, цолган икки томони катетлар 
деб аталади (60-раем).

TyFpn бурчакли учбурчаклар учун уч
бурчаклар тенглигининг бизга маълум учта
аломатидан бошца аломатлари бор. Улар 

60- раем. цуиидагиларднр:
1. Т^рри б у р ч а к л и  бир учбурчакнинг гипот енузаси  

ва у т к и р  б ур ч а ги  и к к и н ч и  т урри  бурчакли учбурчак
нинг ги п о т е н у за с и  а а у т к и р  бурчагига м о с  равиш да  
т е н г  б улса , б ун д а й  у ч б у р ч а к л а р  т енг булади. (Гипоте
нузаси ва уткир бурчагига кура тенглик аломати.)

2. Турри бурчакли бир учбурчакнинг кат ет а ва шу 
кат ет и царшисидаги бурчаги иккинчи турри бурчакли  
учбурчакн ин г кат ет и ва шу кат ет и царшисидаги  
бурчагига м ос равиш да тенг булса, бундай учбурч аклар  
тенг булади. (Катети ва шу катети царшисидаги бурчагига 
кура тенглик аломати.)

3. Турри бурчакли  бир учбурчакнинг гипот енузаси  
ва бир кат ет и иккинчи турри бурчакли  учбурчакнинг 
гипот енузаси  ва бир кат ет ига мос равиш да тенг 
булса, бундай учбурч аклар  тенг булади. (Гипотенузаси 
ва бир катетига кура тенглик аломати.)

И с б о т и .  ABC ва А 1В1С1 учбурчаклар тутри бурчаклари 
С ва Сх дан иборат тугри бурчакли учбурчаклар булсин (61-раем). 
Бу учбурчаклар учун куйидагн шартлардан бири бажарилади:
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1) АВ=--А1ВЪ Л  A = Z ./V .
2) ВС = BLCi, Z-Л = /-Ай
3) АВ =  Л ,^ ,  Я С  =  ^ С , .

Учбурчаклар тенг эканини исботлаймиз.
Олдннги икки аломатни исботлаш учун /_А — шарт ба- 

жарилгани учун /_В =  /_ВХ эканини курсатиш етарли, чунки 
учбурчаклар тенглигининг иккинчи аломатига кура иккала ^олда 
^ам учбурчаклар тенг булади.

TyFpn бурчакли учбурчаклариикг гипотенуза ва бир катетга 
кура тенглиги аломатининг исботи 3- § даги 28- масаланинг ечи- 
лишида берилган эди.

М а с а л а  (35). Бир бурчаги 30° га тенг турри бурчакли 
учбурчакнинг шу бурчаги царшисида ётувчи катети гипотенуза- 
нинг ярмига тенглигини исботланг.

Е ч и л и ш и .  Тугри бурчаги С ва угкир бурчаги В 30° га 
тенг булган тугри бурчакли учбурчак ЛВС булсин (62-раем). 
АС томон давомида АС га тенг CD кесмани цуямиз. Учбурчак- 
лэр тенглигининг биринчи аломатига кура ABC, DBC учбурчак
лар тенг. Уларнинг С учидаги бурчаклари тутри, ВС томон 
умумий, ясалншига кура эса AC—CD. Учбурчаклар тенглигидан 
Z.D =  А Л  =  60°, Z-CBD — Z-CBA = 3 0 ° , демак, А Л Й О - 60°. 
Бу эса ABD  учбурчакнинг тенг томонли эканини билдиради.

Шу сабабли АС =  у  AD =  у  АВ. Шуни исботлаш талаб ци- 

линган эди.

ТУГРИ ЧИЗИККА УТКАЗИЛГАН ПЕРПЕНДИКУЛЯРНИНГ 
МАВЖУДЛИГИ ВА ЯГОНАЛИГИ

4.6-т е о р е м  а. Берилган тугри чизицда ётмайдиган 
исталган нуцтадан uiy тугри чизицца перпендикуляр 
тушириш мумкин ва фацат битта,
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И с б о т и .  а — берилган турри чизиц, А эса унда ётмайдиган 
нуцта булсин (63- раем). А нуцта орцали а турри чизицца параллел 
b турри чизицни утказамиз (4- §, 3- масала). Кейин А нуцта орцали 
Ь турри чизицца перпендикуляр с турри , чизицни утказамиз. Бу 
турри чизиц а турри чизицца перпендикуляр булади (4.3-теорема)

ва уни бирор В нуцтада кесиб утади. АВ  кесма а турри чизицца 
А  нуцтадан туширилган перпендикулярдир.

А нуцтадан а турри чизицца иккита АВ  ва АС перпендикуляр 
тушириш мумкин деб фараз цилайлик. У з^олда ABC учбурчак
нинг иккита турри бурчаги булар эди. Бу мумкин эмас. Теорема 
исботланди.

Берилган нуцтадан турри чизицца туширилган перпендикуляр- 
нинг узунлиги нуцтадан тугри чизищача масофа дейилади.

М а с а л а  (42). Турри чизицнинг исталган иккита нуцтасидан 
унга параллел булган турри чизиццача масофаларнинг ,тенг 
эканини исботланг.

Е ч и л и ш и. а ва b параллел турри чизицлар булсин (64- раем). 
а тутри чизицда иккита А ва At нуцта белгилаймиз цамда 
улардан b турри чизицца АВ  ва Л ^  перпендикулярларни туши- 
рамиз. А В А Х ва В1Л1В учбурчаклар гипотенузаси ва уткир 
бурчагига кура тенг. Уларда ВЛХ гипотенуза умумий, А А ГВ ва 
В1В А 1 уткир бурчаклар зса а ва b турри чизиклар 5^амда В А Х 
кесувчи цосил цилган ички алмашинувчи бурчаклар булгани 
учун тенг. Хрцицатан цам, бу бурчаклар ё ички алмашинувчи 
бурчаклар, ёки ички бир томонли бурчаклардир. Улар ички бир 
томонли бурчаклар була олмайди, чунки уткир бурчаклар була 
турнб, иириндида 180° ни бермайди. Учбурчакларнинг тенгли- 
гидан АВ ва Л ^  томонларнинг тенглиги, яъни а тугри чи
зицнинг А ва Лх нуцталаридан b турри чизиццача масофалар 
тенг деган натижа чнцади.
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Куриб турибмизки, т>три чизицнинг з^амма нуцталаридан унга 
параллел турри чизиццача масофалар тенг экан. Шу сабабли парал
лел турри чизицларни бир хил узоцликдаги турри чизицлар дейи
лади. Параллел тугри чизицлар орасидаги масофа деб уларнинг 
биридаги ихтиёрий нуцтадан иккинчи турри чизиццача масофага 
айтилади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Учинчи тугри чизицца параллел иккита турри чизиц узаро 
параллеллигини исботланг.

2. Кандай бурчаклар ички бир томонли бурчаклар дейилишини 
тушунтиринг. Кандай бурчаклар ички алмашинувчи бурчаклар 
дейилади?

3. Бир жуфтнинг ички алмашинувчи бурчаклари тенг булса, 
у з^олда иккинчи жуфтнинг з̂ ам ички алмашинувчи бурчаклари 
тенглигини, з$ар цайси жуфтнинг ички бир томонли бурчак
ларининг й и р и н д и с и  эса 180° га тенглигини исботланг.

Аксинча, бир жуфтнинг ички бир томонли бурчакларининг 
й и р и н д и с и  180° га тенг булса, у з^олда иккинчи жуфтнинг 
з̂ ам ички алмашинувчи бурчакларининг й и р и н д и с и  180° га 
тенглигини, з̂ ар цайси жуфтнинг ички алмашинувчи бурчак
лари эса тенглигини исботланг.

4. Турри чизицларнинг кесувчи билан з^осил цилган бурчаклари 
буйича уларнинг параллел булиш аломатини ифодаланг ва 
исботланг.

&. Берилган турри чизицда ётмайдиган нуцтадан унга параллел 
турри чизиц утказиш мумкинлигини исботланг. Берилган тутри 
чизицда ётмайдиган нуцтадан унга нечта параллел турри 
чизиц утказиш мумкин?

6. Агар иккита параллел турри чизиц учинчи турри чизиц билан 
кесишса, у з^олда ички алмашинувчи бурчаклар тенглигини, 
ички бир томонли бурчакларнинг й и р и н д и с и  эса 180° га тенг
лигини исботланг.

7. Учинчи турри чизицца перпен i икуляр булган иккита турри 
чизиц параллел булишини исботланг. Агар турри чизиц иккита 
параллел турри чизицдан бирига перпендикуляр булса, у ик
кинчи турри чизицца з̂ ам перпендикуляр булишини исботланг.

8. Учбурчак бурчакларининг й и р и н д и с и  з^ацидаги 4 .4 -теореманинг 
исботига дойр саволлар (56- расмга):

а) Нима учун CBD ва ВС А бурчаклар AC, BD турри чизицлар 
ва ВС кесувчи учун ички алмашинувчи бурчаклар булишини 
тушунтиринг;

б) нима учун ABD  ва ВАС бурчаклар AC, BD турри чизицлар 
ва АВ  кесувчи учун ички бир томонли бурчаклар булишини 
тушунтиринг;

в) нима учун ABD  бурчак ABC ва DBC бурчакларнинг й и р и н - 
днсига тенглигини тушунтиринг.
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9. J^ap цандай учбурчакнинг камида иккита бурчаги уткир бурчак 
булишини исботланг.

10. Учбурчакнинг ташци бурчгги нима?
П . Учбурчакнинг ташци бурчаги узига цушни булмаган иккита 

ички бурчак йигиндисига тенг эканини исботланг.
12. Учбурчакнинг ташци бурчаги узига цушни булмаган з$р 

цандай ички бурчакдан катта эканини исботланг.
13. Кандай учбурчак тугри бурчакли учбурчак деб аталади?
14. Тугри бурчакли учбурчакнинг уткир бурчаклари йигиндиси 

нимага тенг?
15. Тугри бурчакли учбурч&кинпг цайси томони гипотенуза деб 

аталади? 1\айси томонлари катетлар деб аталади?
16. Тугри бурчакли учбурчакларнинг тенглик аломатларини ифо- 

даланг ва исботланг.
17. Тугри чизицда ётмайдиган з̂ ар цандай нуцтадан шу тугри 

чизицца битта ва фацат битта перпендикуляр тушириш мум
кинлигини исботланг.

18. Нуцтадан тугри чизиццача массфа деб нимага айтилади?
19. Параллел тугри чизицлар орасидаги масофа нималигини 

тушунтириб берннг.

МАШКЯА?
1. Агар бирор тугри чизиц иккита параллел тугри чизицдан 

бирнни кесиб утса, у иккинчисини з̂ ам кесиб утишини исбот
ланг.

2. ABC учбурчак берилган. АВ  томонда Вх нуцта, АС томонда Сх 
нуцга белгиланган. АВ, АС тугри чизицлар билан ВХСХ кесувчи 
тугри чизиц зфсил цилган ички бир томонли ва ички алмаши
нувчи бурчакларни айтинг.

3. АВ  тугри чизиц ва унда ётмайдиган С нуцта берилган. 
С нуцта орцали АВ  тугри чизицца параллел тугри чизиц 
утказиш мумкинлигини исботланг.

4. Параллел тутри чизицлар билан кесувчи тутри чизиц з^осил 
цилган ички алмашинувчи бурчаклар биссектрисаларининг 
параллеллигини, яъни параллел тугри чизицларда ётишини 
исботланг.

б. АВ  ва CD тргри чизицлар Е нуцтада кесишади ва бу нуцтада 
тенг иккига булинади. АС ва BD тугри чизицларнинг параллел 
эканини исботланг.

6. ABC ва BAD  учбурчаклар тенг. С ва D нуцталар АВ тугри 
чизицдан турли томонда ётади. АС ва BD тугри чизицларнинг 
параллел эканини исботланг.

7. ABC бурчак 80° га, BCD бурчак эса 120° га тенг. АВ  ва CD 
тугри чизицлар параллел була оладими? Жавобингизни асос- 
ланг.

8. Иккита параллел турри чизиц билан кесувчи турри чизиц 
зфсил цилган иккита ички бир томонли бурчпкнинг айирмаси 
30° га тенг. Шу бурчакларни топинг.
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9. Иккита параллел турри чизиц билан кесувчи т^р и  чизиц зфсил' 
цилган иккита ички алмашинувчи бурчакнинг й и р и н д и с и  150° 
га тенг. Шу бурчаклар нимага тенг?

10. Иккита параллел турри чизиц билан кесувчи тугри чизиц 
^осил цилган бурчаклардан бири 72° га тенг. Долган еттита 
бурчакни топинг.

11. Иккита параллел турри чизиц билан кесувчи турри чизиц 
зфсил цилган бурчаклардан бири 30° га тенг. К,олган еттита 
бурчакдан бирортаси 70° га тенг була оладими? Жавобингизни 
тушунтириб беринг.

12. Тенг томонли учбурчакнинг бурчаклари нимага тенг?
13. Параллел турри чизицлардаги иккита ички бир томонли бур

чакларнинг биссектрисалари цандай бурчак остида кесишади?
14. Агар учбурчакнинг иккита бурчаги: 1) 50° ва 30°; 2) 40° ва 

75°; 3) 65° ва 80°; 4) 25° ва 120° га тенг булса, унинг но- 
маълум бурчагини топинг.

15. Агар учбурчакнинг бурчаклари ушбу сонларга пропорционал 
булса, уларни топинг: 1) 1, 2, 3; 2) 2, 3, 4; 3) 3, 4, 5; 4) 4,
5, 6; 5) 5, 6, 7.

16. Учбурчакда: 1) иккита утмас бурчак; 2) утмас ва уткир бур
чак; 3) иккита турри бурчак булиши мумкинми?

17. Тенг ёнли учбурчакнинг асосидаги бурчаги утмас була ола
дими?

18. Агар тенг ёнли учбурчакнинг асосидаги бурчаги: 1) 40°;
2) 55°; 3) 72° га тенг булса, унинг ён томонлари орасидаги 
бурчагини топинг.

19. Агар тенг ёнли учбурчакнинг ён томонлари орасидаги бурчаги:
1) 80°; 2) 120°; 3) 30° га тенг булса, унинг асосидаги бурча
гини топинг.

20. Тенг ёнли учбурчакнинг бурчакларидан бири 100° га тенг. 
К,олган бурчакларини топинг.

21. Тенг ёнли учбурчакнинг бурчакларидан бири 70° га тенг. 
Долган бурчакларини топинг. Масала нечта ечимга эга?

22. Асоси АС дан иборат ABC тенг ёнли учбурчакда CD биссек
триса утказилган. ADC бурчак: 1) 60°, 2) 75°, 3) а  га тенг 
булса, учбурчак бурчакларини топинг.

23. Асоси АС ва В учидаги бурчаги 36° га тенг булган тенг ёнли 
ABC учбурчакнинг AD  биссектрисаси утказилган. CDA ва 
ADB учбурчакларнинг тенг ёнли эканини исботланг.

24. ABC учбурчакнинг А ва В учларидан биссектрисалар утказил
ган. Биссектрисаларнинг кесишиш нуцтаси D билан белгилан- 
ган. Агар: 1) /_Л =  50°, Z.B  =  100°; 2) Z.A  = а ,  А 8 = р ;
3) Z.C =  130°; 4) Z.C =  у булса, ADB бурчакни топинг.

25. Тенг ёнли учбурчакнинг ташци бурчакларидан бири 70° га 
тенг. Учбурчакнинг бурчакларини топинг.

26. Учбурчакнинг иккита учидаги иккита ташци бурчаги 120° ва 
150° га тенг эканини билган >*олда унинг бурчакларини то
пинг.



f7. Учбурчакнинг иккита ташци бурчаги 100° ва 150° га тенг» 
Учинчи ташци бурчагинн топинг.

И§. ABC  учбурчакнинг CD баландлиги утказилган. Агар учбур
чакнинг А  ва В бурчаклари уткир бурчаклар булса, учта 
А, В, D нуцтадан цайси бири цолган иккитаси орасида 
ётади?

£9. ABC учбурчакнинг тугри бурчаги учидан BD баландлик 
Утказилган. 1) Z-Л =  20°; 2) /LA =  65°; 3) / -А  =  а  эканини 
билган ^олда CBD бурчакни топинг.

ВО. ABC учбурчакнинг утмас В бурчаги учидан BD баландлик 
утказилган. ZLA =  a, / - В  =  р эканини билган ^олда ABD  ва 
CBD учбурчакларнинг бурчакларини топинг.

§1. Тенг ёнли учбурчакнинг учидаги ташки бурчак биссектрисаси 
учбурчак асосига параллел эканини исботланг.

82. ABC, учбурчакнинг А ва В учларидаги биттадан олинган ташци 
бурчаклари й и р и н д и с и  240° га тенг. Учбурчакнинг С бурчаги 
нимага тенг?

83. ABC учбурчак берилган. АС томон давомига AD  =  А В ва 
СЕ == СВ кесмалар цуйилган. ABC учбурчакнинг бурчакларини 
билган >^олда DBE учбурчак бурчакларини цандай топиш 
мумкин?

34. Учбурчакнинг ички бурчакларидан бири 30° га, ташци бур- 
чакларидан бири 40° га тенг. Учбурчакнинг цолган ички бур
чакларини топинг.

85. TyFpn бурчакли учбурчакда 30° ли бурчак царшисидаги катет 
гипотенузасининг ярмига тенглигини исботланг.

86. Тугри бурчакли тенг ёнли учбурчакнинг бурчакларини топинг.
87. Тенг томонли ABC учбурчакнинг AD медианаси утказилган. 

ABD  учбурчакнинг бурчакларини топинг.
88. ABC учбурчакнинг А, С учларидан утказилган баландликлари 

М  нуцтада кесишади. Лгар Z-Л =  70°, /LC — 80° булса, 
Z-AM C  ни топинг.

89. ABC учбурчакнинг BD медианаси АС томоннинг ярмига тенг. 
Учбурчакнинг В бурчагинн топинг.

40. a тугри чизиц ВС кесмани уртасидан кесиб утади. В, С нуц
талар а турри чизицдан баравар узокликда ётишини исботланг.

41. ВС кесма а турри чизицни О нуцтада кесиб утади. В, С нуц
талардан a TyFpn чизиццача масофалар бир-бирига тенг. 
О нуцта ВС кесманинг уртаси эканини исботланг.

42. T^Fpn чизицнинг Ĵ ap цандай иккита нуцтасидан унга параллел 
булган турри чизиццача масофаларпинг тенглигини исботланг.

5- §. ГЕОМЕТРИИ ЯСАШЛАР 
АЙЛАНА

Т а ъ р и ф .  Текисликнинг берилган нуц тад ан  бир хил узоцлаш-
ган з^амма нуцталаридан иборат фигура айлана дейилади. Берилган
нуцта айлананинг маркази дейилади.
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Айлана нуцталаридан унинг марказигача масофа айлананинг 
радиуси дейилади. Айлана нуцтасини унинг маркази билан туташ- 
тирувчи цар цандай кесма цам радиус дейилади (65-раем).

Айлананинг иккита нуцтасини туташтирувчи кесма ватар дейи
лади. Айлана марказидан утувчи ватар айлана диаметри дейилади. 
66-раемда ВС—ватар, AD—диаметр.

Учбурчакнинг ^амма учларидан утган айлана шу учбурчакка 
ташци чизилган айлана дейилади.

У чбурчакка ташци чизилган айлананинг м аркази  
учбурчак т ом онларининг урт аларидан ут казилган  
перпендикулярларнинг кесишиш нуцт асидан иборат- 
дир.

И с б о т и .  ABC — берилган учбурчак, ------
О—шу учбурчакка ташци чизилган айлана- f  /  1 \ \  
нинг маркази булсин (67- раем). А ОС учбур- /  / /  \ f \  
чак тенг ёнли; унинг ОА ва ОС томонлари | |
радиуслар сифатида тенг. Бу учбурчакнинг \ \  /
OD медианаси бир вацтнинг узида унинг I /С
баландлиги х;амдир. Шу сабабли айлана- ' Я s '
нинг маркази АС томонга перпендикуляр' 
булиб, унинг уртасидан утувчи тугри чи- 67-раем,
вицда ётади. Худди шунга ухшаш айла
нанинг маркази цолган икки томон урталарига утказилган перпен- 
дикулярда ётиши исботланади.

Э с л а т м а .  Кесманинг уртасидан унга перпендикуляр цолда 
утувчи тугри чизиц купинча урта перпендикуляр деб аталади. 
Шу муносабат билан баъзан учбурчакка ташци чизилган айлананинг 
маркази учбурчак томонлари урта перпендикулярларининг кеси
шиш нуцтасида ётади дейилади.

В

65- раем. 66- раем.
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Айлананинг нуцтасидан 'унинг шу 
нуцтага утказилган радиусига перпен
дикуляр ^олда утувчи тугри чизиц 
айланага уринма дейилади. _Бунда 
айлапашшг бу нуцтаси уринши нуц
таси дейилади. 63-расмда а тугри 
чизиц айлананинг А нуцтасидан ОА 
радиусига перпендикуляр цилиб ут
казилган. а туери чизиц айланага 
уринмадир. /1 нуцта уриниш иуцта- 
сидир. Айлана а тутри чизицца А нуц
тада урннадн дейиш ^ам мумкин.

Агар айлана учбурчакнинг ^амма томонига уринса, уня учбур
чакка ички чизилган айлана дейилади.

У чбурчакка ички ч и з и л г а н  а й л а н а  м а р к а з и  учбурчак  
биссект рисаларининг кесишиш нук,тасидап иборат .

И с б о т и .  ABC—берилган учбурчак, О — унга ички чизилган 
айлана маркази, D, Е, F — айлананинг учбурчак томонлари билан 
уриниш нуцталари булсин (69-раем). Тугри бурчакли ACD, АОЕ

60- раем.

учбурчаклар гипстенузасн ва ка тети буп:;ча тенг. Уларда АО 
гипотенуза умумий, OD ва ОЕ катетлар эса радиуслар сифатида 
тенг. Учбурчакларнинг тенглигидан OAD вп ОАЕ бурчаклар тенг 
деган натижа чицади. Бу зса О нуцта учбурчакнинг А учидан 
утказилган бнссектрисяда ётишини билдиради. О нуцта учбурчак- 
нинг цолган иккита биссектрисасида ётишн \ам худди шундай 
исботланадн.

Умумий нуцтага эга булган иккита айлана шу умумий нуцтада 
умумий уринмага эга булса, улар бу нуцтада уринади дейилади 
(70- раем). Агар айланаларнинг марказлари уларнинг умумий
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уринмасидан бир томонда ётса, уриниш т ка уриниш дейилади 
(70- а раем). Агар айланаларнинг марказлари уларнинг умумий 
уринмасидан турли томонда ётса, уриниш таищи гриниш дейилади 
(70-6 раем).

ЯСАШГА ДОИР МАСАЛА КИМА
Ясашга дойр масалаларда берилган чизмачилик асбоблари ёрда- 

мида геометрик фигураларни ясаш ^чцида суз боради. Бундан асбоб- 
лар кулинча чизпш ва циркулдир. Масалани ечиш факаг фигурани 
ясашдан иборат булмай, балки бу ишни цандай амалга ошириш 
ва тегишли исботни беришдан иборатдир. Агар фигурани ясаш 
усули курсатилса ^амда курсатилган ясашларни бажариш натижа
сида талаб цилинган хоссаларга эга фигура ^осил цилиниши ис- 
ботланса, масала ечилган ^исобланади.

Чизтчдан геометрик ясашлар асбоби сифатида фойдаланиб, 
ихтиёрий тутри чизицни; берилган нуцтадан утувчи ихтиёрий тугри 
чизицни; берилган икки нуцта орцали утувчи тутри чизицни чизиш 
мумкин. Чизрич билан ясашга дойр бошца бирорта ишни бажариш 
мумкин эмас. )\атто булннмалари белгилаб цуйилган чизгич ёрда- 
мида кесмаларии цуйиб чициш ^ам мумкин эмас.

Циркуль геомегрик ясашлар асбобн сифатида берилган марказ- 
дан берилган раднусли айлана чизиш имконини беради. Жумладан, 
циркуль ердамида берилган турри чизицда берилган нуцтадан 
берилган кеемнни куйиб чициш мумкин.

Ясашга домр энг содда масалаларни цараймиз.

БЕРИЛГАН ТОМОНЛАРНГА К?РА УЧБУРЧАК ЯСАШ

5 .1.-м а с а ла .  Б е р и л га н  а, Ь, с 
б у р ч а к  я с а ш  (71- а раем).

Е ч и л и ш и .  Ч изтч  ёрдамида их
тиёрий тутри чизиц утказамиз ва ун- 
да ихтиёрий В нуцтани белгилаймиз 
(71-6 раем). Циркуль оёцларини а га 
тенг цилиб очиб, маркази В нуцтада 
ва радиуси а га тенг айлана чизамиз.
С — шу айлананинг тугри чизиц би
лан кесишиш нуцтаси булсин. Энди 
циркуль оёцларини с га тенг цилиб 
очиб, маркази В да булган айлана 
чизамиз, циркуль оёцларини Ъ га тенг 
цилиб очиб, С марказли айлана чиза-

т о м о н л а р и г а  к $ р а  уч-

71- раем.
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м и з. А — шу айланаларнинг кесишиш нуцтаси булсин. АВ  ва АС 
весмаларни утказамиз. ABC учбурчак томонлари а, Ь, с га тенр 
учбурчакдир.

БЕРИЛГАН БУРЧАККА ТЕНГ БУРЧАК ЯСАШ

5.2- м а с а л а .  Берилган ярим турри чизицдан берил
ган ярим  т екисликка берилган бурчакка тенг бурчак  
ц у й и ш .

Е ч и л и ш и. Маркази берилган бурчакнинг А учида булган их- 
ГйёриВ айлана чизамиз (72-а  раем). В, С — айлананинг бурчак

томонлари билан кесишиш нуцталари 
булсин. АВ радиус билан маркази О 
нуцтада, яъни берилган ярим тутри чи
зицнинг бошлангич нуцтасида булган'ай- 
лана чизамиз (72- б раем). Бу айлана- 
нинг берилган ярим тугри чизиц билан 
кесишиш нуцтасини Bt билан белгилай- 
миз. Маркази В г нуцтада ва радиуси 
,ВС булган айлана чизамиз. Курсатил- 
|ган ярим текисликда ясалган айланалар
нинг кесишиш нуцтаси Сх изланаётган 
бурчак томонида ётади. Исботлаш учун 
ABC ва OBiCi учбурчакларнинг тенг
лигини назарга олсак бас, чунки улар
нинг мос томонлари тенг. Л ва О бур
чаклар бу учбурчакларнинг мос бурчак- 
ларидир.

БУРЧАК БИССЕКТРИСАСИНИ ЯСАШ

6.3- м а с а л а .  Берилган бурчак биссектрисасини ясаш. 
Е ч и л и ш и .  Берилган бурчакнинг А учидан шу нуцтани мар-

каз цилиб ихтиёрий радиусли ай
лана чизамиз (73- раем). В, С нуц- 
талар айлананинг бурчак томон
лари билан кесишиш нуцталари 
булсин. В, С нуцта лар дан уша 
радиус билан айланалар чизамиз. 
D нуцта уларнинг А дан фарц- 
ли кесишиш нуцтаси булсин. AD 
ярим тутри чизицни утказамиз. У
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ВАС бурчакнц тенг иккига булади, чунки ABD, ACD учбурчак
лар тенг ва уларнинг DAB, DAC бурчаклари мос бурчаклардир.

КЕСМАНИ ТЕНГ ИККИГА БУЛИШ

5.4- м а с а л а .  К е см а н и  т енг и к к и га  б у л и ш .
Е ч и л и ш и .  АВ  — берилган кесма булсин (74-раем). А, В нуц

талардан АВ  радиусли айланалар чизамиз. С, С, — бу айланалар
нинг кесишиш нуцталари булсин. Улар АВ 
тугри чизицца нисбатан турли ярим текис- 
ликларда ётади. ССх кесма АВ турри чизиц
ни бирор О нуцтада кесиб утади. Ана шу 
О нуцта АВ кесманинг уртасидир.

Хацикатан з̂ ам, учбурчаклар тенглиги
нинг учинчи аломатига кура САСг ва СВС1 А* 
учбурчаклар тенг. Бундан АСО ва ВСО бур
чакларнинг тенглиги келиб чицади. Учбур
чаклар тенглигининг биринчи аломатига ку
ра АСО ва ВСО учбурчаклар тенг. Бу уч
бурчакларнинг АО ва ВО томонлари мос то- 
монлардир, шу сабабли улар тенг. Шундай 
цилиб, О нуцта АВ кесманинг уртасидир.

ПЕРПЕНДИКУЛЯР ТУГРИ ЧИЗИЦНИ ЯСАШ

5.5- м а с а л а .  Б е р и л га н  О н у ц т а  о р ц а л и  б е р и л га н  а  
т $ гр и  ч и зи ц ц а  п е р п е н д и к у л я р  т у гр и  ч и зи ц  у т к а з и ш .

Е ч и л и ш и .  Икки ^ол юз бериши мумкин:
1) О нуцта а турри чизицда ётади;
2) О нуцта а турри чизицда ётмайди.
Биринчи ^олни цараймиз (75- раем).
О нуцтадан иктиёрий радиусли айлана утказамиз. Бу айлана 

а турри чизицни иккита А, В нуцтада ке
сиб утади. А, В нуцталардан АВ  радиус
ли айланалар утказамиз. С уларнинг ке
сишиш нуцтаси булсин. Изланаётган турри 
чизиц О ва С нуцталардан утади. АСО ва 
ВСО учбурчакларнинг О учидаги бурчак
лари тенглигидан ОС ва АВ турри чнзиц- 
ларнинг перпендикулярлиги келиб чицади.
Учбурчаклар тенглигининг учинчи алома
тига кура АСО ва ВСО учбурчаклар тенг. 75- рлсмТ

п

а / о \ в
а 1 • л
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Иккинчи з^олни цараймиз (76- раем).
О нуктадан а турри чизицни кесувчи 

айлана утказамиз. А ва В нуцталар бу 
айлананинг а тутри чизиц билан кесишиш 
нуцталари булсин. А, В нуцгалгрдан уша 

; радиусли айланалар утказамиз. 0 L нуцта 
бу айланаларнинг кесишиш нуцтаси бу
либ, у О нуцта ётган ярим текисликдан 
бошка ярим текисликда ётсин. Изланаёт
ган т;утри чизиц О, (?! нуцталар орцали 
утади. Шуни исботлаймиз. АВ  ва ООг 
т) Fpn чизицларнинг кесишиш нуцтасини С 

билан белгилаймиз. АОВ ва АОхВ учбурчаклар учинчи аломатга 
кура тенг. Шу сабабли ОАС бурчак ОхАС бурчакка тенг. У ^олда 
ОАС ва ОхАС учбурчаклар биринчи аломатга кура тенг. Демак, 
уларнинг АСО ва АСОх бурчаклари тенг. Булар цушни бурчаклар 
булгани учун тугри бурчаклардир. Шундай цилиб, ОС—О нуцта- 
дан а т\три чизицца туширилган перпендикулярдир.

0

\V с ..V

Of
/6 - раем.

НУЦТАЛАРНИНГ ГЕОМЕТРИИ УРНИ

Ясашга дойр масалаларни ечишнинг методларидан бири геомет
рик уринлар методидир. Текисликнинг маълум хоссага эга булган 
барча нуцталаридан иборат фигура нуцталарнинг геометрик ijpnu 
дейилади. Масалан, айланани берилган нуцтадан тенг узоцлашган 
нуцта ларнинг геометрик урни деб таърифлаш мумкин.

Куйидаги теорема нуцталарнинг муцим геометрик урнини бе
ради:

5 . 6 - т е о р е м а .  Берилган икки нуцт адан т енг у зо ц 
лаш ган н уцт аларнинг геом ет рик урни берилган нуц- 

Д т аларни т ут аш т ирувчи кесм ага  
перпендикуляр булиб, улинг ур- 
тасидан ут увчи турри Чизицдан 
иборат .

И с б о т и .  А ва В —[берилган нуцта
лар, а турри чизиц эса АВ кесманинг 
уртаси булган О нуцтадан утиб, A B ja  
перпендикуляр турри чизиц булсин (77- 
расм). Биз цуйидагиларни исбот цили- 
шимиз керак: 1) а тутри чизицнинг 

77*раем. ХЛ° бир нуцтаси А, В нуцталардан тенг
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узоцлашган; 2) текисликнинг А, В нуцталардан тенг узоц- 
лашган цар бир D нуцтаси а турри чизикда ётади. а тугри чи
зицнинг ^ар бир С нуцтаси А, В нуцталардан бир хил узоцлик- 
да ётиши АОС ва ВОС учбурчакларнинг тенглигидан келиб чица- 
ди. Бу учбурчакларнинг О учидаги бурчаклари турри бурчаклар- 
дир, ОС томон умумий, О нуцта АВ кесманинг уртаси булгани 
учун АО =  ОВ. Энди текисликнинг А, В нуцталардан тенг узоц- 
лашган цар бир D нуцтаси а турри чизицда ётишини курсатамиз.

ADB учбурчакни цараймиз. AD =  BD булгани учун бу учбур
чак тенг ёнлидир. Унда DO — медиана. Тенг ёнли учбурчакнинг 
хоссасига кура асосга туширилган медиана балачдликдир. 2.3- тео
ремага кура OD турри чизиц а билан устма-уст тушади, демак, D 
нуцта а турри чизикда ётади. Теорема исботланди.

Ясашга дойр масалаларии ечишда цуллаинладиган геометрик 
уринлар методинииг моцияти цуйидагидан иборат. Ясашга дойр 
масалани ечаётганимизда иккита шартни цаноатлантирувчи X нуц- 
тани топишимиз керак булсин. Биринчи шартни цаноатлантирувчи 
нуцталарнинг геометрик урни бирор F1 фигура, иккинчи шартни 
цаноатлантирувчи нуцталарнинг геометрик урни бирор F3 фигура 
булсин. Изланаётган X нуцта F1 ва F2 га тегишли, яъни улар
нинг кесишиш нуцтасидир. Агар бу геометрик уринлар содда (ай- 
тайлик, улар турри чизицлар ва айланалардан иборат) булса, у дол- 
да биз уларни ясай оламиз ва цизнцтираётган X нуцтани топа 
оламиз. Мисол келтирамиз.

Ма с а л а  (38). Учта Л, В, С нуцта берилган. Л, Я нуцталар
дан тенг узоцлашган ва С нуцтадан берилган масофада ётувчи
X нуцтани ясанг.

Еч ил иши .  Изланаётган X

ГЕОМЕТРИК УРИНЛАР МЕТОДИ

нуцта иккита шартни цаноатлан 
тиради: 1) у Л ва В нуцтэлар 
дан тенг узоцлашган; 2) уСнуц 
тадан берилган масофада ётади 
Биринчи шартни цаноатлантирув 
чи нуцталарнинг геометрик урш 
АВ кесмага перпендикуляр в; 
унинг уртасидан утувчи туFpi 
чизицдир (78-раем). Иккинч! 
шартни цаноатлантирувчи нуцта- 78- раем.
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ларнинг геометрик урни маркази С нуцтада булган берилган радиус
ли айланадир. Изланаётган X нуцта бу геометрик уринларнинг 
кесишмасида ётади.

АЙЛАНАГА ИЧКИ ЧИЗИЛГАН БУРЧАКЛАР

Учи айланада ётган, томонлари айланани кесувчи бурчак ай
ланага ички чизилган бурчак дейилади. 79- расмдаги ABC бурчак 
айланага ички чизилган, чунки унинг В учи айланада ётади, то
монлари эса унинг Л ва С нуцталари орцали утади.

5.7- т е о р е м а .  Айланага ички чизилиб, томонлари  
айлананинг берилган икки нуцтасидан утувчи бурчак  
шу нуцт аларга ут казилган радиуслар орасидаги бур
чак ярмига тенг ёки шу ярим бурчакни 180° га тул- 
диради.

И с б о т и .  Бурчак томонларидан бири айлана марказидан утган 
хусусий ^олни царайлик (80- раем). АОВ учбурчак тенг ёнли, чун
ки унинг томонлари О А ва ОВ радиуслардан иборат. Шунинг учун 
учбурчакнинг А ва В бурчаклари тенг, аммо уларнинг й и р и н д и с и  

учбурчакнинг О учидаги ташци бурчакка тенг, демак, В бурчак 
А ОС бурчакнинг ярмига тенг. Шуни исботлаш керак эди.

Умумий ^ол билан иш курганда BD ёрдамчи диаметрни утка- 
зиб, уни цараб чицилган хусусий ^олга келтирилади (81- раем).

81-а раемда берилган ^олни куздан кечирайлик. Бу ^олда ички 
чизилган ABC бурчак 1 ва 2 бурчаклар йигиндисига тенг булиб, 
О А, ОС радиуслар орасидаги бурчак эса 3 ва 4 бурчаклар h h f h h - 

дисига тенг. Исботга асосан бурчак 1 бурчак 3 нинг ярмига, бур
чак 2 эса бурчак 4 нинг ярмига тенг. Шунинг учун ички чизил
ган ABC бурчак О А, ОС радиуслар орасидаги бурчак ярмига тенг.

81-6 раемда тасвирланган ^олда ^ам шунинг сингари иш ку-
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81- раем.

рамиз. Олдинги ^олдан фарци шундаки, АБС бурчак 2 ва 1 бур
чакларнинг айирмасига, АОС бурчак 4 ва 3 бурчакларнинг айир- 
масига тенг булади. Иккала ^олда з̂ ам ЛВС бурчак А ОС бурчак 
ярмига тенг.

81-е раемда курсатилган ^олда ABC  бурчак 1 ва 2 бурчак
лар йигиндисига тенг, аммо АОС бурчак эса 3 в 4 бурчаклар йи- 
гиндисига эмас, балки 5 ва 6 бурчаклар йигиндисига тенг. Шу
нинг учун 3 ва 4 бурчаклар йигиндисига тенг булган ABC бурчак

(180°— ^5) (180°- 6)
=  180° 5 + 180° — -Z L  АОС2 1 2 

га тенг булади. Теорема исботланди.
Э с л а т м а л а р .  5.7- теорема исботида царалган биринчи ва 

иккинчи ^олларнинг учинчи ^олдан фарци шундаки, олдинги икки 
Зфлда ички чизилган (В) бурчакнинг учи билан (О) айлана мар
кази АС тугри чизицца нисбатан бир томонда ётади, учинчи ^ол- 
да эса турли томонда ётади. Ана шу аломатга суяннб, ички чи
зилган бурчак радиуслар орасидаги бурчак ярмига ёки шу ярим 
бурчакнинг 180° га тулдирмасига тенглигини билнш мумкин.

Ушбуни з̂ ам таъкидлаб утайлик: радиуслар орасидаги бурчак
лар ярми 90° дан ошмайди, демак, унинг 180° га тулдпрмаси 90° 
дан кам эмас. Бундан хулоса чицарамиз: агар ички чизилган бур
чак уткир булса, бу бурчак радиуслар орасидаги бурчак ярмига 
тенг, утмас б()лса, уни 180° га тулдиради.

Н а т и ж а .  Томонлари айлананинг берилган икки нуцтаси дан 
утадиган, учлари эса шу нуцталарни туташтирган тугри чи- 
зицдан бир томонда ётадиган булиб айланага ички чизилган бар- 
ча бурчаклар тенг. Жумладан, томонлари айлана диаметри уч
ларидан утган бурчаклар тугри (82- раем).

61



82- раем.

М а с а л а  (48). А, В, С нуцталар айланада ётади. Агар АС 
ватар айлана радиусига тенг булса, ABC бурчак нимага тенг? 
(Икки цол.)

Е ч и л и ши .  Агар В нуцта АС тугри чизицца нисбатан О 
марказ билан бир томонда ётса (83- а раем), у ^олда ички чи
зилган бурчакнинг хоссасига кура Z.ABC =  ~~ Z. АОС. Шартга

кура АС ватар радиусга тенг, шу сабабли АОС учбурчак тенг 
томонли, демак, АОС бурчак 60° га тенг. Шу сабабли /-АВС=* 
=  30°. Агар В ва О нуцталар АС турри чизицдан турли томон
да ётса (83- б раем), у ^олда ички чизилган бурчакнинг хосса
сига кура Z. ABC =  180° — Z. АОС =  150°.



ТАКРОРЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР

1. Айлана нима, унинг маркази, радиуси нима?
2. Айлананинг ватари нима? К,андай ватар диаметр деб аталади?
3. Цандай айлана учбурчакка ташци чизилган айлана дейилади?
4. Учбурчакка ташци чизилган айлананинг маркази учбурчак то

монларининг урта перпендикулярлари кесишган нуцтасида ёти
шини исботланг.

5. К,андай тугри чизик айланага уринма тугри чизиц дейилади?
6. К,андай айлана учбурчакка ички чизилган айлана дейилади?
7. Учбурчакка ички чизилган айлананинг маркази учбурчак бис- 

сектрисаларининг кесишиш нуцтасида ётишини исботланг.
8. Айланалар берилган нуцтада уринади, дейиш нимани билди- 

ради?
9. Айланаларнинг кандай урпнишлари ички, цандай уринишлари 

ташци уриниш дейилади?
10. Учбурчакни учта томонига кура цандай ясаш мумкинлигини 

тушунтиринг.
11. Берилган ярим т>три чизицдан берилган ярим текисликка бе

рилган бурчакка тенг бурчакни цандай цуйиш мумкин?
12. Берилган бурчакни цандай цилиб тенг иккига булиш мумкин- 

лигини тушунтиринг.
13. Кесмани цандай цилиб тенг иккига булиш мумкинлигини ту

шунтиринг.
14. Берилган нуцтадан берилган тугри'чиэицца перпендикуляр турри 

чизицни цандай утказиш мумкинлигини тушунтиринг.
15. Нуцталарнинг геометрик урни нима?
16. Берилган икки нуцтадан тенг узоцлашган нуцталарнинг гео

метрик урни нимадан иборат?
17. Ясашга дойр масалаларни ечишда цулланиладиган геометрик 

уринлар методи нимадан иборат? Мисоллар келтирилг.
18. Кэндай бурчак айланага ички чизилган бурчак дейилади?
19. Айланага ички чизилган бурчаклар ^ацидаги теоремани ифо- 

даланг ва исботланг.
20. Куйидаги шартлар бажарилганда айланага ички чизилган ABC 

бурчак нимага тенг булади: а) бурчакнинг В учи ва айлана
нинг О маркази АС тугри чизицца нисбатан битта ярим те
кисликда ётади; б) бурчакнинг В учи ва айлананинг О мар
кази АС тугри чизицца нисбатан турли ярим гекисликларда 
ётади; в) АС ватар айлана диаметридан иборат?-

21. Айланага ички чизилган бурчак уткир (утмас) булса, у нима
га тенг?

22. Томонлари айлананинг берилган икки нуцтаеидан утадиган, 
учлари эса шу нуцталарни туташтирган тугри чизицдан бир 
томонда ётадиган булиб айланага ички чизилган барча бур
чакларнинг тенглигини исбот килинг.
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t .  Айлана марказидан чицадиган *;ар цандай нурнияг айланани 
битта нуцтада кесиб утишини исботланг.

2. Айлана марказидан утадиган тутри чизицнинг айланани икки 
нуцтада кесиб утишини исботланг.

3. Айлана ватарининг уртасидан утадиган дисметршшг шу ва- 
тарга перпендикуляр булишини исботланг.

4. 3- масала талабига тескари теоремаии ифодаланг ва исбот
ланг.

5. Айлананинг берилган нуцтасидан диаметр ва радиусга тенг 
ватар утказилган. Диаметр билан ватар орасидаги бурчакни 
топинг.

6. Берилган айлананинг нуцтасидан радиусга тенг иккита ва
тар утказилган. Улар орасидаги бурчакни топинг.

7. Айлана тугри чизицца иккита нуцтада уриниши мумкинми? 
Жавобингизни тушунтиринг.

8. Айланага уринма тугри чизиц айлана билан уриниш нуцтаси
дан ташцари бирорта цам умумий нуцтага эга эмаслигини ис
ботланг.

9. Айлана радиусига тенг АВ ватар А нуцтада утказилган урин
ма билан цандай бурчаклар цссил цилади?

10. Айлана радиусига тенг ватар охирларида айланага уринувчи 
тугри чизицлар цандай бурчаклар остида кесишкшини топинг.

11. Радиуслари 30 см ва 40 см булган айланалар бир-бирига ури- 
нади. Ташци ва ички уринишлар юз берган ^оллардаги ай
ланалар марказлари орасидаги масофани топинг.

12. Агар айланаларнинг радиуслари 25 см ва 50 см га тенг бу
либ, марказлари орасидаги масофа 60 см га тенг булса, айла
налар уринадими?

13. 1) А, В, С нуцталар тугри чизицда ётади, О нуцта эса тут- 
ри чизицда ётмайди. Иккита АОВ ва ВОС учбурчак асослари АВ, 
ВС дан иборат тенг ёнли учбурчаклар була оладими? Жаво
бингизни асосланг.
2) Айлана билан тугри чизиц иккитадан ортиц нуцтада кеси- 
шиши мумкинми?

14. 1) Марказлари О, Ох дан иборат айланалар А, В нуцталарда 
кесишади. АВ тугри чизицнинг ООх тугри чизицца перпенди
куляр эканини исботланг.
2) Иккита айлана иккитадан ортиц нуцтада кесиша олмасли- 
гиии исботланг.

15. 1) О марказли айлананинг А нуцтаси орцали айланага урин- 
майдиган тугри чизиц утказилган. ОВ шу тугри чизицца ту- 
ширилган перпендикуляр. АВ кесманинг давомига ВС=АВ  кес
ма цуйилган. С нуцтанинг айланада ётишини исботланг.
2) Тутри чизиц айлана билан биргина умумий нуцтага эга бул
са, тугри чизицнинг шу нуцтада айланага уринма булишини 
исботланг.
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3) Агар иккита айлана биргина 
умумий нуцтага эга булса, улар 
шу нуцтада уринишинн исбот
ланг.

16. 1) Бир нуцтадан айланага икки
та уринма утказилган (84-расм).
Уринмаларнинг МР ва MQ кесма- 
лари тенг эканини исботланг.
2) Бир нуцтадан айланага икки- 84-расм. 
тадан ортиц уринма утказиш мум
кин эмаслигини исботланг.

17. Берилган а, Ь, с томонлари буйича учбурчак ясанг, бунда:
1) а =  2 см, b = 3  см, с =  4 см, 2) а =  3 см, Ь =  4 см, с =  5 сы;
3) а — 4 см, 6 =  5 см, с =  6 см.

18. ABC учбурчак берилган. Унга тенг бошца бир ABD учбур
чак ясанг.

19. Иккита томони ва ташци чизилган айлананинг радиуси буйи
ча учбурчак ясанг.

20. Берилган радиуси буйича берилган икки нуцтадан утувчи ай
лана ясанг.

21. К,уйидаги маълумотларга кура ABC учбурчакни ясанг:
1) икки томони ва улар орасидаги бурчагига кура:

а) АВ =  5 см, АС =  6 см, л. А =  40°;
б) АВ =  3 см, ВС =  5 см, Z. В =  70°;

2) бир томони ва унга ёпишган бурчаклари буйича:
а) АВ =  6 см, Z./4=30°, Z. В =  50°;
б) АВ =  4 см, / -  А — 45°, Z .£ =  60°.

22. Икки томони ва бу томонлардан каттаси царшисида ётувчи 
бурчаги буйича учбурчак ясанг:
1) а •= 6 см, 6 =  4 см, а -- 70°;
2) а =  4 см, Ь =  6 см, Р =  10Cf.

23. Ён томони ва асосидаги бурчагига кура тенг ёнли учбурчак 
ясанг.

24. Бурчакни туртта тенг цисмга булинг.
25. 60° ва 30° ли бурчаклар ясанг.
26. Икки томони ва бу томонлардан бирига утказилган медиана- 

си буйича учбурчак ясанг,
27. Икки томони ва учинчи томонига утказилган медианаси буйи

ча учбурчак ясанг.
28. Учбурчак берилган. Унинг баландликлари ва медианалариии 

ясанг.
29. Бир томони, шу томонига утказилган медианаси ва ташци чн- 

зилган айлананинг радиуси буйича учбурчак ясанг.
30. Гипотенузаси ва бир катетига кура туирн бурчакли учбурчак 

ясанг.
31. Икки томони ва учинчи томонига туширилган баландлиги бу

йича учбурчак ясанг.
32. Бир томони ва шу томонига туширилган медианаси ва баланд- 

лнги буйича учбурчак ясанг.
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83. Икки томони ва шу томонларидан бирига туширилган баланд
лиги буйича учбурчак ясанг.

34. Ён томони ва асосига туширилган баландлигига кура тенг 
ёнли учбурчак ясанг.

35. Асосига ва ташци чизилган айлананинг радиуснга кура тенг 
ёнли учбурчак ясанг.

36./Берилган тугри чизицдан h масофа цадар узоцлашган нуцта
ларнинг геометрик урни берилган тугри чизицца параллел за 
ундан h масофа цадар узоцлашган иккита тугри чизицдан нбо- 
рат эканлигнни исботланг.

37. 'Берилган тугри чизицда шундай нуцта топипгки, у берилган 
иккинчи тугри чизицдан берилган масофа цадар нарида булсин.

38. Учта А, В, С нуцта берилган. А ва В нуцталардан бир хил 
узоцлашган ва С нуцтадан берилган масофа цадар узоцликда 
турган X нуцтани ясанг.

39. Берилган тугри чизицда берилган икки нуцтадан бир хил узоц
лашган нуцтакн топинг.

40. Туртта А, В, С, D нуцта берилган. А, В нуцталэрдан бир 
хил узоцлашган ва С, D нуцталардан бир хил узоцлашган X 
нуцтани топинг.

41. Учбурчакнинг бир томони, унга ёпишган бурчаги ва цолган 
икки томонининг йигиндиси берилган. Учбурчакни ясанг.

42. Учбурчакнинг бир томони, унга ёпишган бурчаги ва цолган 
икки томонининг айирмаси берилган. Учбурчакни ясанг.

43. Бир катети ва бошца катети билан гипотенузасишшг пигиндн- 
сига кура турри бурчакли учбурчак ясанг.

44. Бир томони, шу томони царшисидаги бурчаги, шу бурчаги 
учидан туширилган баландлигига кура учбурчак ясанг.

45. Берилган бурчак томонларнга урнпувчи шундай айлана нсапг- 
ки, айлананинг бир уриниш нуцтаси берилган нуцтадан ибо
рат булсин.

46. Учбурчакнинг бир томони 10 см га тенг, шу томон царшиси
даги бурчаги эса 150° га тенг. Ташци чизилган айлана радиу- 
сини топинг.

47. А, В, С нуцталар айланада ётади. Агар ABC бурчак 30° га, 
айлана диаметри эса 10 см га тенг булса, АС ватар нимага 
тенг булади?

48. А, В, С нуцталар айланада ётади. АС ватар айлана радиуси- 
га тенг булса, ABC бурчак нимага тенг? (Икки цол.)

49. Тугри бурчакли учбурчакка ташци чизилган айлананинг мар- 
казп гипотенузанинг уртаси булишини исботланг.

50. ТyFри бурчакли учбурчакнинг гипотенузасига утказилган ме
диана уни иккита тенг ёнли учбурчакка ажратишини исботланг.

51. Гипотенузаси ва турри бурчаги учидан гипотенузасига туши- 
рилгап баландлигига кура турри бурчакли учбурчак ясанг.

52. Айланада туртта А, В, С, D нуцта белгиланган. ABC бурчак 
а га тенг булса, ADC бурчак нимага тенг? (Икки 5̂ ол.)

53. Айлананинг AD ва ВС ватарлари кесишади. ABC бурчак 50° 
га, ACD бурчак эса 80° га тенг. CAD бурчакни топинг.
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54. 1) Берилган нуктадан берилган айланага уринувчи тугая чи
зиц утказинг.
2) Иккита айланага уринувчи уринмани цандай ясаш керак?

55. 1) 5 нуцта орцали айланага ва SB уринмалар утказилган 
(85- раем), t уринма S/4, SB кесмаларни Alt BL нуцталарда

В

85- раем. 86- раем.

кесиб утади. SA1Bl учбурчакнинг периметри t уринманинг цан
дай олинишига бог лиц эмаслигини ва S/4 +  SB га тенг экани
ни исботланг.
2) Бурчак ва нуцта берилган. Бу нуцта орцали тугри чизиц 
цандай утказилганда, у берилган бурчакдан берилган периметр- 
ли учбурчак цирцади?

56. 1) Учбурчак икки томонининг урта перпендикулярлари кесиши- 
шини (нопараллел эканини) исботланг.
2) Учбурчак учта томонининг^урта перпендикулярлари бир нуц
тада кесишлшини исботланг.

V 3) Х>ар цандай учбурчакка битта ва фацат битта ташци айлана 
чизиш мумкинлигини исботланг.

57. ' 1) ABC учбурчакнинг учларидан ^арши томонларга параллел
туири чизицлар утказилган (86- раем). Уларнинг кесишиш- 
нуцталари янгн учбурчакнинг учларидир. Берилган учбурчак 
нинг учлари янгн учбурчак томонларининг урталари эканини 
исботланг.

■ 2) Учбурчакнинг баландликлари ётган тугри чизицлар бир нуц
тада кесишишинй 'исботланг.

58.■ 1) Учбурчакнинг иккита биссектриса
си кесишишини исботланг.
2) Учбурчакнинг учта биссектрисаси 
бир нуцтада кесишишини исботланг.
3) Х,ар цандай учбурчакка битта ва 
фацат битта ички айлана чизиш мум
кинлигини исботланг.

59. Градус улчови маълум ва томонлари 
берилган икки А, В нуцта орцали ута
диган, учлари эса шу нуцталарни ту- 87- раем, 
таштирувчи тугри чизицдан бир томон
да ётадиган бурчаклар учларининг геометрик урни айлананинг 
шу нуцталарга тиралган цисми эканини исботланг (87- раем)-

X
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6 -§ .  ТУРТБУРЧАКЛАР

Туртта нуцта ва бу нуцталарни кетма-кет туташтирувчи турт
та кесмадан иборат фигура туртбурчак дейилади. Бунда нуцталар
дан л,еч цандай учтаси бир тугри чизицда ётмаслиги, уларни ту
таштирувчи кесмалар эса кеаигмаслиги керак. Берилган нуцталар 
туртбурчакнинг учлари, уларни туташтирувчи кесмалар эса унинг 
томонлари дейилади.

Ма с а л а  ( 1).  8 8 - 9 0 -  расмларда учта фигура тасвирлан- 
ган, уларнинг ĵ ap бири туртта А, В, С, D нуцтадан ва уларни 
кетма-кет туташтирувчи туртта кесмадан иборат. Бу фигуралар- 
дак цайси бири туртбурчак булади?

Ечилиши.  Фацат 90- раемда курсатилган фигура туртбур
чак булади, 88- раемдаги фигуранинг А, В, С нуцталари бир 
тугри чизицда ётади, 89- раемдаги фигуранинг ВС, AD кесма- 
лари кесишади.
Агар туртбурчакнинг учлари унинг томонларидан бирининг 

схирлари булса, улар цуш- и учлар дейилади. Kjluhh  булмаган

88- раем. 89- реем, 90- расы.

учлар царама-царши ётувчи учлар дейилади. К,арама-царши учлар- 
ьи туташтирувчи кесмалар туртбурчакнинг диагоналлари дейилади. 
91- раемдаги туртбурчакда AC, BD кесмалар диагоналлардир.



Туртбурчакнинг бир учидан чицувчи 
томонлари щЩни томонлар дейилади. Уму- .<>■
мий охирга эга булмаган томонлар цара
ма-царши томонлар дейилади. 91-расмда- 
ги туртбурчакда АВ ва CD, ВС ва AD то
монлар царама-^арши томонлардир.

Туртбурчак учларининг курсатилиши 
билан белгиланади. Масалан, 91- расмдаги 
туртбурчак бундай белгиланади: ABCD.
Белгилашда ёнма-ён турган учлар ^ушни 
учлар б^лиши керак. 91- расмдаги туртбур- 91-раем,
чакни BQDA ёки CDAB билан белгилаш
^ам мумкин. Аммо ABDC деб белгилаш мумкин эмас (В ва D — 
^ушни булмаган учлар).

ПАРАЛЛЕЛОГРАММ

К,арама-царши томонлари параллел булган, яъни параллел тур
ри чизицлар да ётадиган туртбурчак параллелограммдир (92- раем).

6.1- теорема. Агар туртбурчакнинг диагоналлари ке~ 
сишишса ва кесишиш нуцтасида тенг иккига булинса, 
бу т урт бурчак параллелограммдир.

И с б о т и .  A BCD — берилган параллелограмм, О — унинг диа
гоналлари кесишган нуцта булсин (93-раем). AOD ва СОВ учбур-

92- раем, Ус1- раем. 94- раем,

чаклар тенг. Уларнинг О учидаги бурчаклари вертикал бурчаклар 
булгани учун тенг, теорема шартига кура эса OB =  OD ва О А =  
=  ОС. Демак, ОВС ва ODA бурчаклар тенг. Бу бурчяклар AD ва 
ВС турри чизицлар ^амда BD кесувчи цосил цилган ички алмаши
нувчи бурчаклардир. 4.2- теоремага кура AD ва ВС тугри чизиц
лар параллел. АВ ва CD турри чизицларнинг параллеллиги АОВ 
ва COD учбурчакларнинг тенглигига асосан исботланади. Теорема 
исботланди.



6. 2 - т е о р е м а  (6.1- теоремага тескари). П араллелограмм 
нинг диагоналлари кесишади ва кесишиш нуцтасида 
тенг иккига булинади.

Исботи.  ABCD — берилган параллелограмм булсин (94- раем). 
Унинг BD диагоналини утказамиз. Унинг уртасини О билан бел
гилаймиз ва АО кесманинг давомига АО га тенг булган 0Сг кес
мани цуямиз. 6.1- теоремага кура ABCXD туртбурчак параллело- 
граммдир. Демак, ВСХ тугри чизиц AD тугри чизицца параллел. Аммо 
В нуцта орцали AD тугри чизицца биттагина параллел турри чизиц

утказиш мумкин. Демак, ВСг тугри чизиц ВС тугри чизиц билан 
устма-уст тушади. DCX тугри чизиц DC тугри чизиц билан устма- 
уст тушиши цам шунга ухшаш исботланади. Демак, Сх нуцта С 
нуцта билан устма-уст тушади. ABCD параллелограмм ABCLD па
раллелограмм билан устма-уст тушади. Шу сабабли £унинг диаго
наллари кесишади ва кесишиш нуцтасида тенг иккига булинади. 
Теорема исботланди.

М а с а л а  (6) .  Параллелограмм диагоналларининг кесишиш 
нуцтасидан тугри чизиц утказилган. Бу турри чизицнинг парал
лел томонлар орасидаги цисми шу нуцтада тенг иккига були- 
нишини исботланг.

Ечилиши.  ABCD — берилган параллелограмм ва EF эса 
АВ ва CD параллел томонларни кесувчи тугри чизиц булсин 
(95- раем).Учбурчаклар тенглигининг иккинчи аломатига кура 
ОАЕ ва OCF учбурчаклар тенг. Уларнинг О А ва ОС томонла
ри тенг, чунки О нуцта АС диагоналнинг уртаси (6. 2- теоре
ма). О учидаги бурчаклар вертикал бурчаклар булгани учун 
тенг, ЕАО ва FCO бурчаклар эса АВ ва CD тугри чизицлар 
^амда АС кесувчи цосил цилган ички алмашинувчи бурчаклар 
булгани учун тенг. Учбурчакларнинг тенглигидан ОЕ ва OF 
томонларнинг тенглиги келиб чицади. Шуни исботлаш талаб ци- 

.  линган эди.

95- раем, 96- раем.
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6 .3 - т е о р е м а . Параллелограммнинг царама-царша 
томонлари тенг, царама-царши бурчаклари тенг.

И с б о т и. ABCD — берилган параллелограмм булсин (96- раем). 
Параллелограммнинг диагоналларини утказамиз. О — уларнинг кеси
шиш нуцтаси булсин. АОВ ва COD учбурчакларнинг тенглигидан 
царама- карши АВ ва CD томонларнинг тенглиги келиб чицади. 
Бу ‘учбурчакларнинг О учидаги бурчаклари вертикал бурчаклар 
булгани учун тенг, 6. 2- теоремага кура эса О А =  ОС ва OB=OD. 
Худди шунга ухшаш, AOD ва СОВ учбурчакларнинг тенглигидан 
ка/ама-царши томонларнинг иккинчи жуфти — AD ва ВС томон
ларнинг тенглиги келиб чицади.

ABC ва CDA учбурчакларнинг (уч то
монига кура) тенглигидан ABC ва CDA 
царама-царши бурчакларнинг тенглиги ке
либ чицади. Уларда исботланганига кура 
АВ =  CD ва ВС =  DA, АС томон эса уму 
мий. Худди шунга ухшаш, BCD ва DAB д  
учбурчакларнинг тенглигидан царама-царши 
BCD ва DAB бурчакларнинг тенглиги ке
либ чицади. Теорема тула исботланди.

Ма с а л а  (15). Агар туртбурчакнинг иккита томони парал
лел ва тенг булса, унинг параллелограмм эканини исботланг.

Е ч и л и ши .  A BCD — берилган туртбурчак булиб, унинг А В 
ва CD томонлари параллел ва тенг булсин (97- раем). В уч ор
цали AD томонга параллел b тугри чизицни утказамиз. Бу тур
ри чизиц DC турри чизицни бирор Сх нуцтада кесиб утади. Сг 
нуцта DC нурга тегишли, чунки тулдирувчи нур ва b турри чи
зиц AD тури чизицца нисбатан турли ярим текисликларда ёта
ди. ABCiD туртбурчак параллелограммдир. 6.3- теоремага ку
ра C\D =  АВ. Шартга кура эса АВ — CD. Демак, DC =  DCt. 
Бундан С ва Сг нуцталарнинг устма-уст тушиши келиб чицади. 
Шундай цилиб, A BCD туртбурчак ABCxD параллелограмм би
лан устма-уст тушади, демак, у параллелограммдир.

ТУГРИ ТУРТБУРЧАК. РОМБ. КВАДРАТ.

Тугри туртбурчак деганда ^амма бурчаклари турри булган 
параллелограммни тушунамиз (98- а, раем).

6.4- т еоре ма .  Т$гри туртбурчакнинг диагоналлари  
тенг.

И с б о т и .  ABCD — берилган турри туртбурчак булсин (98- б, ‘ 
раем).
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J  11 — с

. г

5)
98- раем,

£ Теореманингдаъвоси BAD ва CDA туг
ри бурчакли учбурчакларнинг тенглишдан 
келиб чицади. Бу учбурчакларнинг BAD 
ва CDA бурчаклари тугри, AD катет уму
мий, А В ва CD катетлар эса параллело- 

(j) граммнинг царама-царши томонлари булгани
учун тенг. Учбурчакларнинг тенглигидан 
уларнинг гипотенузалари тенг деган нати- 
жа чицади. Гипотенузалар эса тугри турт
бурчакнинг диагоналларидир. Теорема ис- 
Сотланди.

Ма с а л а  (21). Параллелограммнинг 
^амма бурчаклари тенг булса, унинг 
тугри туртбурчак эканини исботланг. 

Ечилиши.  Параллелограммнинг бирдомонига ёпишган бур
чаклари ички бир томонли бурчаклардир, шу сабабли уларнинг 
Гшгиндиси 180° га тенг. Масала шартига кура бу бурчаклар 
тенг, шунга кура уларнинг з̂ ар бири тугри бурчакдир. Хамма 
Гурчаклари тугри булган параллелограмм тугри туртбурчакдир.
Ромб — ^аммг томонлари тенг булган параллелограммдир (99- 

рам).
6.5- т е о р е ма  Ромбнинг диагоналлари т<Ьрри бурчак  

остида кесишади. Ром б диагоналлари унинг бурчакла-  
лари биссектрисаларидир.

Исботи .  ABCD — берилган ромб (98- раемга ц.), О — унинг 
диагоналлари кесишган нуцта булсин. Параллелограммнинг хосса- 
сига кура АО =  ОС. Демак, тенг ёнли ABC учбурчакда ВО кесма 
ыедианадир. Тенг ёнли учбурчакнинг хоссасига кура унинг асосига 
утказилган медиана >̂ ам биссектриса, р м  баландлик булади. Бу 
на BD диагональ В бурчакнинг биссектрисаси ва АС диагоналга 
шрпендикуляр эканини билдиради. Теорема исботланди.

М а с а л а  (28). Параллелограммнинг диагоналлари перпенди
куляр булса, унинг ромб эканлигини исботланг.

Ечилиши.  ABCD — диагоналлари перпендикуляр бул
ган параллелограмм ва О нуцта — диагоналларнинг кесишиш 
нуцтаси булсин (100- раем). Учбурчаклар тенглигининг бирин
чи аломатига кура АОВ ва AOD' учбурчаклар тенг. Уларнинг
О учидаги бурчаклари шартга кура тугри бурчаклар, АО томон 
умумий, параллелограммнинг хоссасига кура (6.2- теорема) ОВ=г 
=  OD. Учбурчакларнинг тенглигидан томонларининг тенглиги
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келиб чицади; АВ =  AD. 6. 3- теоремага кура эса AD ** ВО, 
АВ =* CD. Шундай цилиб, параллелограммнинг ^амма томонла
ри тенг, демак, у ромбдир.

101- раем.1UU- раем,99- раем.

Квадрат — Цамма томонлари тенг булган турри туртбурчакдир 
(101- раем). Квадрат, шунингдек ромб цамдир, шу сабабли у тур
ри туртбурчак ва ромбнинг хоссаларига эга.

ФАЛЕС ТЕОРЕМАСИ

Ь. 6- т е о р е ма  (Фалес теоремаси)*. Агар бурчак томони
ни кесадиган параллел т$рри чизицлар унинг бир то
монидан тенг кесмалар ажратса, иккинчи томони
дан хам тенг кесмалар ажратади  (102- раем).

Исботи.  Аъ Л2, А3— парал
лел турри чизицларнинг бурчак
нинг бир томони билан кесишиш 
нуцталари булиб, А3 нуцта Ах ва 
А.{ нуцталар орасида ётсин (102- 
расм). Вь В.,, В3— шу турри чи- 
зицларнииг бурчакнинг иккинчи 
томони билан кесишиш нуцталари 
булсин. АхАг А2А3 булса,
*=В2В3 були[г;,ни исботлаймиз.

Аввал Вг нуцта Вг ва В3 нук- 102-расы,
талар орасида ётишини исботлай
миз. Ах ва Л3 нуцталар АгВъ турри чизицдан турли томонда ёга- 
ди, чунки AtA3 кесма бу турри чизицни кесиб утади (Л2 нуцта
да), Ах ва нуцталар АгВ2 турри чизицдан бир томонда ётади,

* Фалее Милетский (милетлик) — янгн эрагача VI аерда яшаган ^адимгн
грек олими.
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чуики кесма At&t тутри чизицца параллел, демак, уни кесиб 
утмайди. Худди шунга ухшаш А3 ва S , нуцталар А $ 2 ryFp« чи
зицдан бир томонда ётади. Демак, ва Ва нуцталар бу TyFpn 
чизицнинг турли томонида ётади, шу сабабли цам В1В3 кесма 
А2В2 турри чизицни кесиб утади {В2 нуцтада).

В2 нуцта орцали Л1Л3 турри чизицца параллел цилиб EF тут- 
ри чизицни утказамиз. Параллелограммнинг хоссасига кура AtA3 =  
=  FB2, А2А3 =  В2Е. AlA2 =  А2А3 булгани сабабли FB2 =  В2Е.

Учбурчаклар тенглигининг иккинчи аломатига кура B̂ B̂ F ва 
В2В3Е учбурчаклар тенг. Исботланганига кура улардз B2F—B2E. 
В2 учидаги бурчаклар вертикал бурчаклар булгани учун тенг, B2FBx 
ва ВгЕВа бурчаклар эса ва А3В3 параллел турри чизицлар 
цамда EF кесувчи цосил цилган ички алмашинувчи бурчаклар бул
гани учун тенг. Учбурчакларнинг тенглигидан томонлар тенг де- 
ган хулоса чицади: ВгВ2 =  В2В... Теорема исботланди.

6.7- масала .  Берилган АВ кес
мани п та тенг цисмга булинг.

Ечилиши.  А нуцтадан АВ TyF- 
ри чизицда ётмайдиган а ярим турри 
чизицни утказамиз (103- раем), а ярим 
тутри чизицца ААЪ АХА2, А2А3, .. 
Ап_1Ап тенг кесмаларнн цуямиз. Ап 
ва В нуцталар орцали Ь турри чизиц- 

103-раем. н„ уТказамИз. Ь турри чизицца парал
лел ва Alt А2, . . .  Ап_ { нуцталардан утувчи турри чизицлар АВ 
кесмани Bi t B2, ... B„_i нуцталарда кесиб утади, бу нуцталар АВ 
турри чизицни п та тенг цисмга ажратади (6.6- теорема).

Учбурчакнинг г/рта чизиги деб унинг икки томони урталарини 
туташтирувчи кесмага айтилади.

6.8- т еорема .  Учбурчакнинг берилган икки томони  
Урталарини туташтирувчи Урта чизири унинг учинчи

'томонига параллел ва шу то- 
мон ярмига тенг.

И с бот  и. DE кесма ABC учбурчак
нинг урта чизири булсин (104- раем). D 
нуцта орцали АВ га параллел турри 
чизиц утказамиз. Бу турри чизиц 6.6- 
теоремага кура АС кесмани унинг урта-

■ сидан кесиб утади, яъни DE урта чи
зицни уз ичига олади. Биринчи даъво 

104- раем. исботланди.
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105- раем.

Энди DF урта чизицни утказамиз. У 
АС томонга параллел. AEDF туртбурчак 
параллелограммдир. Параллелограммнинг 
хоссасига кура ED =  AF, AF =  FB бул

гани учун эса E D = ~ A B .  Теорема ис- 
ботланди.

М а с а л а  (47). Туртбурчак томонла
рининг урталари параллелограммнинг уч
лари эканини исботланг.

Еч илиши.  ABCD — берилган туртбурчак ва Е, F, G, Н — 
унинг томонлари урталари (105- раем). EF кесма ЛВС учбур
чакнинг урта ч и з и р и  булсин. Шу сабабли EF || AC. GH кесма 
ADC учбурчакнинг урта ч и з и р и . Шу сабабли GH || АС. Шун- 
дай цилиб, EF || GH, яъни EFGH туртбурчакнинг царама-царши 
EF ва GH томонлари параллел. Иккинчи жуфт царама-царши 
томонларнинг параллеллиги ^ам шунга ухшаш исботланади. Де
мак, EFQH туртбурчак параллелограммдир.

ТРАПЕЦИЯ
Иккита царама-царши томонларигина параллел булган туртбур

чак трапеция деб аталади (106- раем). Бу параллел томонлар тра- 
пециянинг асослари дейилади. Бошца икки томони эса унинг ён 
томонлари дейилади. Ён томонлари тенг трапеция тенг ёнли т ра
пеция дейилади. Трапеция ён томонларининг урталарини туташ- 
тирувчи кесма трапециянинг урта чизиги дейилади.

6.9- теорема .  Трапециянинг $рта чизири асосларпга  
параллел ва ул а р  йириндисанинг ярмпга тенг.

Исботи.  ABCD— берилган трапеция булсин (107- раем). В 
уч ва CD ён томоннинг уртаси Р нуцта орцали турри чизиц ут
казамиз. У AD турри чизицни бирор Е нуцтада кесиб утади. 
Учбурчаклар тенглигининг иккинчи аломатига кура РВС ва PED 
учбурчаклар тенг. Ясашга кура уларда CP =  DP, Р учидаги бур-

106- раем.
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А В
чаклар вертикал бурчаклар булгани 
учун тенг, РСВ ва PDE бурчаклар 
зса ВС ва AD параллел турри чизиц
лар цамда CD кесувчи цосил цилган 
ички алмашинувчи бурчаклар булгани 
учун тенг. Учбурчакларнинг тенгли,-

ф '£ гидан томонлар тенг деган хулоса чи-
цади: РВ =  РЕ, ВС — ED. Демак-,1QP

‘ 1 ' трапециянинг PQ урта чизири АВЕ
учбурчакнинг урта ч и з и р и  экан. Учбурчак урта ч и з и р и н и н г  хоссасига

М а с а л а  (60). Трапеция диагоналларининг урталарини ту
таштирувчи кесма асосларга параллел ва асослар айирмасининг 
ярмига тенглигини исботланг.

Еч и л и ши .  ABCD— берилган трапеция, CD унинг катта асоси 
булсин (108- раем). ВС ён томоннинг G уртаси орцали асос
ларга параллел турри чизиц утказамиз. У диагоналларни Е ва 
F куцталарда кесиб утади, бу нуцталар диагоналларнинг урта- 
ларидир. EG кесма DBC учбурчакнинг урта ч и з и р и , FG эса ABC 
учбурчакнинг урта ч и з и р и . EF кесма бу урта чизицларнинг 
айирмасига тенг:

К Цандай фигура туртбурчак деб аталади?
2. Туртбурчакнинг цандай учлари цушни учлар, цандай учлари 

царама-царши учлар дейилади?
3. Туртбурчакнинг диагоналлари деб нимага айтилади?
4 Туртбурчакнинг цандай томонлари цушни томонлар дейилади? 

Кандай томонлари царама-царши томонлар дейилади?
5. Туртбурчак цандай белгиланади?
6 Параллелограмм нима?
7. Агар туртбурчакларнинг диагоналлари кесишса ва шу кесишиш 

нуцтасида тенг иккига- булинса, туртбурчакнинг параллело
грамм эканини исботланг.

8. Параллелограммнинг диагоналлари кесишишини ва кесишиш 
нуцтасида тенг иккига булинишини исботланг.

8. Параллелограммнинг царама-царши томонлари тенг, царама-цар
ши бурчаклари тенг эканини исботланг.

10. Турри туртбурчак нима?
11. Турри туртбурчакнинг диагоналлари тенг эканини исботланг.

кура PQ || АЕ ва PQ -----~  АЕ — —  (до  +  ВС). Теорема исботланди.

CD — АВ
2

Шуни исботлаш талаб цилинган эди.

ТАКРОРЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР



12. Ромб нима?
13. Ромбнинг диагоналлари турри бурчак оотида кеоишишини ис

ботланг; ромбнинг диагоналлари унинг бурчаклари биссектри- 
салари эканини исботланг.

14. Квадрат нима? Квадратнинг хоссаларини айтинг.
15. Фалес теоремасини исботланг.
16. Учбурчакнинг урта ч и з и р и  мос томон ярмига тенг эканини 

исботланг.
17. Кандай туртбурчак трапеция дейилади?
18. Трапециянинг урта ч и з и р и  асослар й и р и н д и с и н и н г  ярмига тенг

лигини исботланг.
МАИЩЛАР

1. 88, 89 ва 90- расмларда учта фигура тасвирланган булиб, 
уларнинг цар бири туртта нуцта ва уларни кетма-кет туташ
тирувчи туртта кесмадан тузилган. Бу фигуралардан кайси 
бири туртбурчак булади?

2. Бирор PQRS туртбурчак ясанг. Унинг царама-царши томонла- 
рини ва учларини курсатинг.

3. Учлари бир тугри чизицда ётмаган берилган учта нуцтадан 
иборат нечта параллелограмм ясаш мумкин?

4. Тенг ёнли учбурчакнинг ён томони 5 ’м га тенг. Шу учбур
чакнинг асосида олинган нуцтадан унинг ён томонларнга па
раллел иккита турри чизиц утказилган. ^осил цилинган па
раллелограммнинг периметрини (цамма томонлари узунликлари 
й и р и н д и с и н и ) топинг.

5. ABCD туртбурчак периметри 10 см булган параллелограмм- 
дан иборат. ABD учбурчакнинг периметри 8 см эканини бил- 
ган цолда BD днагоналнинг узунлигини топинг.

6. Параллелограмм диагоналларининг кесишган нуцтаси орцали 
турри чизиц утказилган. Шу турри чизицнинг параллело
граммнинг параллел томонлари орасидаги кесмасн бу нуцтада 
тенг иккига булинишини исботланг.

7. ABCD параллелограмм диагоналларининг кесишиш нуцтаси ор
цали тутри чизиц утказилган. Бу турри чизиц ВС ва AD то
монлардан BE =  2 м ва AF =  2,8 м кесмаларни ажратади. 
ВС ва AD томонларни топинг.

8. Параллелограмм бурчакларидан бири 40° га тенг. Колган бур
чакларини топинг.

9. Параллелограмм бурчакларидан бири иккинчисидан 50° кат
та, унинг бурчакларини топинг.

10. Параллелограммнинг бир бурчаги 40°, иккинчиси 50° була 
олади ми?

11. Параллелограммнинг диагонали унинг икки томони билан 25° 
ли ва 35° ли бурчак цосил цилади. Параллелограммнинг бур
чакларини топинг.

12. Параллелограмм бурчакларидан иккитасннинг йипшдиси:
1) 80° га; 2) 100° га; 3)160° га тенг булса, параллелограммнинг 
цамма бурчакларини топинг.
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13. Параллелограмм бурчакларндаи иккитасинннг айирмаси:
1) 70° та; 2) 110° га; 3) 140° та тенг ■булса, параллелограмм- 
иинг а̂гома бурчакларини топинг.

14. A BCD параллелограммнинг ВС томони уртаси Е нуцтадан, AD 
томони уртаси F нуцтадан иборат. BEDF туртбурчакнинг па
раллелограмм эканини исботланг.

15. Туртбурчакнинг иккита томони параллел ва тенг булса, унинг 
параллелограмм эканини исботланг.

16. A BCD параллелограммнинг А бурчаги биссектрисаси утка- 
зилган, бу биссектриса ВС томонни Е нуцтада кесиб утади. 
Агар АВ =  9 см, AD — 15 см булса, BE ва ЕС кесмалар ни
мага тенг?

17. Параллелограммнинг икки томони нисбати 3:4 га тенг.
Унинг периметри эса 2,8 м га тенг. Параллелограмм томонла
рини топинг.

18. ABCD параллелограммнинг В учидан AD томонга туширилган 
перпендикуляр шу томонни тенг иккига булади. Параллело
граммнинг периметри 3,8 м га, ABD учбурчакнинг периметри 
эса 3 м га тенг экани маълум булса, BD диагонални ва па
раллелограмм томонларини топинг.

19. 1) Икки томони ва диагона лига кура параллелограмм ясанг;
2) бир томони ва иккита диагоналига кура параллелограмм 
ясанг.

20. 1) Икки томони ва бир бурчагига кура параллелограмм ясанг;
2) диагоналлари ва улар орасидаги бурчагига кура паралле
лограмм ясанг.

21. Параллелограммнинг ^амма бурчаклари тугри булса, у тугри 
туртбурчак эканлигини исботланг.

22. Параллелограммнинг диагоналлари тенг булса, у тугри турт
бурчак булишини исботланг.

23. Тугри туртбурчакнинг биссектрисаларидан бири тугри турт
бурчак томонини тенг иккига булади. Тугри туртбурчакнинг 
кичик томони 10 см га тенг булса, унинг периметрини топинг.

24. Тугри туртбурчак диагоналларининг кесишиш нуцтаси катта 
томонга цараганда кичик томондан 4 см узоцроцда ётади. 
Тугри туртбурчак периметри 56 см га тенг. Тугри туртбур
чакнинг томонларини топинг.

25. Айлананинг бир нуцтасидан марказдан 6 см ва 10 см узоц- 
ликда узаро перпендикуляр иккита ватар утказилган. Шу ва- 
тарлар узунликларини топинг.

26. Хар бир катети 6 см га тенг булган тугри бурчакли учбур
чак ичига берилган учбурчак билан умумий бурчакка эга бул
ган тугри туртбурчак чизилган. Тугри туртбурчакнинг пери
метрини топинг.

27. Тенг ёнли тугри бурчакли учбурчакка тугри туртбурчак шун* 
дай ички чизилганки, унинг икки учи гипотенузада, цолган 
икки учи катетларда ётади. Агар тугри туртбурчак томонла
рининг нисбати 5:2 га тенг булиши, учбурчак гипотенузаси
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эса 45 см га тенг экани маълум- булса, турри туртбурчакнинг 
томонлари нимага тенг?

28. Параллелограммнинг диагоналлари перпендикуляр булса, унинг 
ромб эканлигини исботланг.

29. Параллелограммнинг диагонали унинг бурчаклари биссектрисаси 
булса, унинг ромб эканини исботланг.

30. Ромбнинг томонларидан бири билан унинг диагоналлари 
сил циладиган бурчаклари нисбати 4:5 га тенг. Ромбнинг бур
чакларини топинг.

31. ,\амма томонлари тенг туртбурчакнинг ромб эканини исботланг.
32. Ромб диагоналларпдан бири унинг томонига тенг. Ромбнинг бур

чакларини топинг.
33. 1) Бир бурчаги ва шу бурчаги учидан чиццан диагоналнга ку

ра ромб ясанг; 2) диагонали ва шу диагонал царшисидаги бур
чаги буйича ромб ясанг.

34. 1) Бир томони ва диагоналига кура ромб ясанг; 2) иккита 
диагоналнга кура ромб ясанг.

35. ,\ар бир катети 2 м дан булган тенг ёнли тугри бурчакли уч
бурчак ичига квадрат чизилган булиб, у учбурчак билан уму
мий бурчакка эга. Квадрат периметрини топинг.

36. ABCD квадрат берилган. Унинг ^ар бир томонига тенг кес
малар цуйилган: ААХ =  BBr =  CCi =  DDV AlBlC.xDl туртбур
чакнинг квадрат эканини исботланг.

37. Квадратнинг диагонали 4 м га тенг. Унинг томони иккинчи 
квадратнинг диагоналига тенг. Иккинчи квадратнинг томонини 
топинг.

38. Томони 1 м га тенг квадрат берилган, бу квадратнинг диаго
нали иккинчи квадратнинг томонига тенг. Иккинчи квадратнинг 
диагоналини топинг.

39. Квадрат ичига тугри туртбурчак шундай чизилганкн, квадрат
нинг )$ар бир томонида тутри туртбурчакнинг битта учи ёта
ди ва тугри туртбурчакнинг томонлари квадрат диагоналлари* 
га параллел. Тугри туртбурчакнинг бир томони иккинчисндан 
икки марта катта ва квадратнинг диагонали 12 м га тенг эка
нини билган ^олда тугри туртбурчакнинг томонларини топинг.

40. Тенг ёнли тугри бурчакли учбурчак ичига квадрат шундай ту- 
зилганки, унинг иккита учи гипотенузада, цолган иккита учи 
эса катетлардз ётади. Гипотенуза 3 м га тенг экани маъ
лум булса, квадрат томонини топинг.

41. Ташци нуцтадан айланага узаро перпендикуляр иккита урин
ма утказилган; айлана радиуси 10 см. Уринмалар узунликла- 
рини (бэрилган нуцтадан уриниш нуцтасигача масофани) топинг.

42. Учбурчакнинг томонлари 8 см, 10 см, 12 см га тенг. Учлари 
шу учбурчак томонларининг урталарида ётган учбурчак то
монларини топинг.

43. Учбурчакнинг периметри 12 см га тенг; томонларининг урта
лари кесмалар билан туташгирилган. >̂ осил цилинган учбур
чак периметрини топинг.

44. Тенг ёнли учбурчакнинг асссига параллел урта чилти 3 см
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га тенг. Учбурчакнинг периметри 16 см булса, унинг томон- 
ларини топинг.

45. Учбурчак томонларининг урталари берилган булса, учбурчакни
цандай ясаш мумкин?

46. Учбурчакнинг учлари унинг икки томони урталаридан утади- 
гап турри чизицдан тенг узорликда ётишини исботланг.

47. Туртбурчак томонларининг урталари параллелограммнинг учла
ри булишини исботланг.

48. Туртбурчакнинг диагоналлари 10 м ва 12 м булса, олдинги 
масаладаги параллелограммнинг томонларини топинг.

49. Туртбурчакнинг диагоналлари о ва b га тенг. Учлари берилган 
туртбурчак томонларининг урталарида ётган туртбурчак пери- 
метринн топинг.

50. Тугри туртбурчак томонларининг урталари ромбнинг учлари 
эканини исботланг. Ва аксинча, ромб томонларининг урталари 
тугри туртбурчакнинг учлари эканини исботланг.

51. Берилган кесмани: 1) 3 та; 2) 5 та; 3) 6 та тенг кисмларга булинг.
52. Трапециянинг ён томони учта тенг цисмга булинган, булиниш 

иурталаридан иккинчи томонига параллел рилиб кесмалар ут
казилган. Трапециянинг асослари 2 м ва 5 м га тенг булса, 
бу кесмаларнинг узунликлари нимага тенг?

53. Тенг ёнли трапециянинг асосларидаги бурчаклари тенг экани
ни исботланг.

54. Тенг ёнли трапециянинг рарама-рарши бурчаклари айирмаси 
40° га тенг экани маълум булса, унинг бурчаклари нимага тенг?

55. Тенг ёнли трапециянинг катта томони 2,7 м га,ён томони 1 м 
га, улар орасидаги бурчак 60° га тенг. Трапециянинг кичик 
асосини топинг.

56. Тенг ёнли трапециянинг утмас бурчаги учидан утказилган ба
ландлик катта асосини 6 см ва 30 см ли кесмаларга булади. 
Трапеция асосларини топинг.

57. Тенг ёнли трапециянинг кичик асоси ён томонига тенг, диа
гонали ён томонига перпендикуляр. Трапециянинг бурчак./.а- 
рини топинг.

58. Берилган тугри чизпкнинг бир томонида ундан 10 м ва 20 м 
масофада иккита А, В ну рта берилган. АВ  кесманинг'уртаси
дан берилган тугри чизиррача масофани топинг.

59. Берилган lyFpn чизирнинг турли томонларида ундан 10 см ва
4 см масофада иккита А, В ну рта берилган. АВ кесманинг 
уртасидан берилган тугри чизиррача масофани топинг.

60. Трапеция диаюналларининг урталарини бирлаштирувчи кесма 
асосларга параллел вэ асослар айирмасининг ярмига тенг эка
нини исботланг.

61. Трапеция асосларининг нисбати 2:3 га тенг, урта ч и з и р и  эса
5 м га тенг. Трапеция асосларини топинг.

62. Айлана диаыетрииинг учлари айланага утказилган уринмадан
1,6 м ва 0,6 м узорлаштирилган. Диаметр узунлигини топинг.

63. Трапециянинг урта ч и з и р и  7 см га тенг, унинг асосларидан би
ри эса иккинчисндан 4 см катта. Трапеция асосларини топинг.
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64. Тенг ёнли трапециянинг утмас 
бурчаги учидан утказилган ба- В 
ландлик унинг катта асосини 
узунликлари а ва b га тенг 
(а>  Ь) кесмаларга ажратади.
Трапециянинг урта чизигини 
топинг.

65. Асослари ва ён томонларнга кура 
трапеция ясанг.

66. Асослари ва диагоналлар и га 
кура трапеция ясанг.

67. 1) ЛВС учбурчакнинг ААг ва 
ВВХ медианалари утказилган, 
бу медианалар М нуцтада ке
сишади (109- раем). АМВ уч
бурчакнинг PQ урта ч и з и р и  ЮЭ-расм. 
утказилган. /LZ^PQ туртбур
чакнинг параллелограмм эканини исботланг.
2) Учбурчакнинг ихтиёрий иккита медианаси кесишади ва бу
линиш нуктаепда, учидан ^исоблаганда, 2:1 га тенг нисбат
да булинади. Шуни исботланг.
3) Учбурчакнинг учала медианаси ^ам бир нуцтада кесиши- 
шини исботланг.

68. Айланага ички чизилган туртбурчак царама-царши бурчаклари 
й и р и н д и с и  180° га тенглигини исботланг.

69. Айланага ташци чизилган туртбурчакнинг царама-царши то
монлари узунликларишшг йириндиси бир хил эканини исбот
ланг.

7- §. ПИФАГОР ТЕОРЕМАСИ
БУРЧАК КОСИНУСИ

Турри бурчакли учбурчак уткир бурчагининг косинуса деб шу 
бурчакка ёпишган категнннг гнпотенузага нисбатига айтилади. 
а бурчакнинг косинуси мана шундай белгиланади; cosa. Маълум 
булишича, бурчакнинг косинуси бурчакнинг фацаг градус улчовига 
борлиц булиб (7. 1-теорема), учбурчакнинг улчамларига ва 
жойлашишига боглиц эмас, яъни уткир бурчаклари бир хил бул- 
гаи иккита учбурчакнинг шу бурчаклари косинуслари бир хилдир.

7.1* теорема .  Бурчакнинг косинуси унинг фацат гра~ 
дус улчовпга 6 o tлиц.

Исботи.  ABC ва А' В'С' учбурчаклар А ва А' учларидаги 
бурчаклари бир хил, яъни а  га тенг учбурчаклар булсин ( 11 0 -  

расм).
А 'С ' AG (*)
А 'В '  =  АВ
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110- раем.

нп исботлаш талаб цилинади. АВ пурга А'В' кесмага тенг АВХ 
кесмани цуямиз ва АС турри чизицда fi,Cl перпендикуляр туши- 
рамиз. АВ1С1 ва А'В'С' учбурчаклар гнпотенузаси ва уткир бур
чагига кура тенг. Шу сабабли А'С' =  ACV Шундай цилиб, (*) 
тенгликни исботлаш учун

ACj АС 

АВj =  АВ
эканини исботлаш етарли.

ACt АС „ АС< АС
Ф АВ булсин, масалан, — >̂ ~ав~ булсин дейлик.

ACt АС
АСГ кесмада С2 нуцтани шундай оламнзки, у ~  ̂  -  =  дв тенг
ликни цаноатлантирсин. АС кесмани катта сондаги п та тенг 
цисмларга буламиз ва булиниш нуцталаридан ВС тутри чизицца 
параллел т>три чизицлар утказамиз. Фалес теоремасига кура бу 
туири чизицлар АВ кесмани п та тенг циемга ажратади. п етарли- 
ча катта булганда СХС2 кесмада булиниш нуцталари мавжуд. Улар- 
дан бирини Y билан, АВ томонда унга мос нуцтани эса X билан 
белгилаймиз.

АС , АВ
а =  — Ь =  —— булсин ва т — AY кесмадаги булиниш на-

тижаенда цосил цилинган кичик кесмалар сони булсин. Ушбулар- 
га эгамиз: АС — па, АВ =  nb, AY =  та, АХ =  mb. Булардан

АС АУ

АВ =  А. X

эканини куриб турибмиз. Тенглпкнинг унг цисмидаги AY ни ун-
дан кичик булган АС2 билан, АХ ни эса ундан катта ABt билан

,, . АС АСг
алмаштирамиз. У ^олда унг цисм кичиклашади ва биз

тепгсизликка эга буламиз. Сг нуцтани танлашимизга ку-
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АО АС}
ра ~^в~ ~~АВ~ Кулиши керак. Биз зидликка келдик. Теорема ис
ботланди.

з
Ма с а л а  (1). Косинуси ~  га тенг бурчакни ясанг.
Ечилиши.  Бир катети узунлиги 3 бирликка ва гипотену

заси 5 бирликка тенг тугри бурчакли учбу рчак ясаймиз. Бу уч
бурчакнинг иккинчи катети царшисида ётувчи бурчак изланаёт
ган бурчак булади.

ПИФАГОР ТЕОРЕМАСИ

7.2- т е о р е м а  (Пифагор теоремаси*). 7$Fpu бурчакли учбур
чак гипотенузасининг квадрати катетлари квадрат- 
ларикинг йигиндисига тенг.

Исбо ти. ABC — берилган тугри бур- 
чакяи учбурчак булиб, унда С бурчаги 
турри бурчак булсин. Тy F p n  бурчакнинг 
С учидан CD баландликни утказамиз 
(111- раем).

Бурчак косинусининг таърифига ку- i l l-раем.
ра:

АС АС
cos А = .Бундан AB-AD =  АС2.

Шунга ухшаш
BD ВС

cos В — вс — Бундан АВ-BD =  ВС2.

Досил булган тенгликларни ^адма-^ад цушиб ва AD +  DB =  АВ 
эканини ^исобга олпб

АС2 +  ВС2 =  АВ (AD +  DB) =  АВ2 
тенгликни >̂ осил цнламиз. Теорема исботланди.

Пифагор теоремасидан ушбу натижа чицади: m$Fpu бурчак
ли учбурчакнинг исталган катети гипотенузасидан 
кичик. Бундан уз навбатида цуйидаги натижа чицади: дсар цан
дай а уткир бурчак учун cosa<  1.

М а с а л а  (16). Асоси а га ва ён томони b га тенг булган 
тенг ёнли учбурчакка ташци чизилган айлана радиусини топинг.

Еч ил иши .  Асосга туширилган CD баландликни топамиз 
(112-раем). Пифагор теоремасига кура:

* Пифагор — эрамизгача VI аерда яшаган ^адимги грек олими.



112- раем.

CD =  У AC2 — AD* =  у  b* —

Ташци чизилган айлана радиусини R билан белгилаймиз. Агар 
айлананинг О маркази GD баландликда ётса (112-а раем), у 
-Холда OD =  CD — R. Агар айлананинг маркази баландликнинг 
давомида ётса (112-6 раем), у ^олда OD =  R — CD. Пифагор 
теоремасига кура А О2 =  OD2 +  A D2 ёки

M l / 6 © ’ - * ) ’ + ( Й 1
Бундан:

' " • " Т Я Г

ВА кесма а турри чизицда В нуцтадан туширилган перпенди
куляр ва С нуцта а турри чизицнинг А дан бошца ихтиёрий нуц
таси булсин. ВС кесма В нуцтадан а турри чизицца утказилган 
огма дейилади (113-раем). С нуцта огма асоси дейилади. АС кес
ма OFAia проекциям дейилади.
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Пифагор теоремасидан цуйидаги хулосалар чицади, агар бир 
нуцтадан тугри чизицца перпендикуляр ва огмалар утказилса, 
огма перпендикулярдан катта, тенг огм алар тенг 
проекцияларга эга , иккита ормадан цайси бирининг 
проекцияси катта булса, уша огма катта булади.

Ма с а л а  (21). Учбурчакнинг томонлари а, Ь, с га тенг. Уч
бурчакнинг с томонига туширилган баландлигини топинг.

Еч и л и ши .  а томоннинг с томон ётган т^ри чизицца ту
ширилган проекциясини х билан белгилаймиз. У зрлда b то
моннинг шу тугри чизицца проекцияси ё с — х га (114- а раем), 
ёки с +  х га тенг булади (114- 6 раем). Пифагор теоремасига 
кура биринчи цолда:

CD2 =  а2 — х2, CD2 =  Ь2 — (с — X)2.
Бундан ушбу тенгламани хосил циламиз:

а2 — х- =  Ь2 — (с — )х2.
Бу тенгламани ечамиз:

а2 — х2 — Ь2 — с2 +  2сх — х2, а2 =  Ь2 — с2 -j- 2сх,

х =  - j -  (а2 — Ь2 +  с2).
CD Зал&ндликни топамиз*

CD =  j /"  аг — _1_ (а* — Ь2 +  с2)2.

Иккинчи зуэлда з̂ ам жавоб шундай чицади. Днсоблашлйрни мус- 
тацил бажаринг.

т р и  БУРЧАКЛИ УЧБУРЧАКДА ТО М О НЛ АР БИЛАН 
БУРЧАКЛАР О РА СИ Д А ГИ  М У НО СА6АП 1АР

АБС— турри бурчакли учбурчак булиб, унинг туери бурчаги 
С ва А учидаги уткир бурчаги ос га тенг булсин (115-раем). 
Таърифга кура а бурчакка ёпишган ка- 
тетнинг гипотенузага нисбати cos а  га 
тенг.

а бурчакнинг синуси деб (sin а  би
лан белгиланади) а  бурчак царшисида ёт
ган ВС катетнинг АВ гипотенузага нис-
батига айтилади:

g Q 115-расы
sin а — — .

АВ
а бурчакнинг тангенси деб (tg а  билан белгиланади) а бурчак 

царшисида ётган катетнинг ёпишган катетга нисбатига айтилади:



ВС
' « “ “ S '

Бурчакнинг синуси ва тангенса, косинус cum apuv 
бурчакнинг фацат катталигига борлиц.

^ацицатан з̂ ам, Пифагор теоремасига кура

BC =  V  АВ2 — АС\
sina =  — =  ] / 1  — [— ]2 —У  1—cos2a.

АВ У \ А В )

cosa бурчакнинг фацат катталигига борлицлиги сабабли sina ^ам 
фацат бурчакнинг катталигига боглиц. Сунгра,

, _  ВС _  ВС_ , АС_ _  sina 
® AC АВ АВ  cosa’

Бундан tga з̂ ам фацат бурчакнинг катталигига боглиц эканлиги 
куринади.

sina, cosa ва tga нинг таърифларидан цуйидаги цоидаларга 
ега буламиз:

а бурчак царшисидаги катет гипотенуза билан sina 
нинг купайтмасига тенг.

а бурчакка ёпишган кат ет  гипотенуза билан  cosa
нинг купайтмасига тенг. 

р а бурчак царшисидаги ка
тет иккинчи катет билан  tga 
нинг купайтмасига тенг.

Бу цоидалар турри бурчакли уч
бурчакнинг томонларидан бирини ва 
уткир бурчагини билган зфлда цол- 

^ ган иккита томонини топиш имкони- 
ни беради; иккита томонини билган 

116-раем. зфлда уткир бурчакларини топиш им-
конини беради.

М а с а л а  (31). Турри бурчакли учбурчакнинг с гипотенуза
си ва уткир бурчаги a  берилган. Катетларни, уларнинг гипотену- 
зага туширилган проекцияларшш ва гипотенузага туширилган 
баландликни топинг.

Е ч ил иши (116-расм). АС =  АВ cosa‘=  с cosa; ВС =* 
= A B sina= csina; BD =BCs\na=csin2a; /lD = /lC cos«= ccos2a; 
CD — AC s ina =  с sin a  cos a.
Бу ифодалардан цуйидаги муносабатлар чицади:

АС = У  AB-AD, B C = V A B -B D , CD =  yAD -BD .
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Бу мутгосабатларни эсда сацлаш фойдали. Улар сузлар билан 
бундай ифодаланади:

Т$гри бурчакли учбурчакнинг катети гипотенуза 
билап шу катетнинг гипотенузага туширилган про- 
екцияси орасидаги урта пропорционалдир.

Т$гри бурчакли учбурчакнинг т$гри бурчаги учидан 
туширилган баландлиги катетларнинг гипотенузага 
туширилган проекциялари орасидаги Урта пропорцио
налдир.

«Урта пропорционал» деган номнинг туррилиги х =  У~аЬ сон- 
нингя:л: =  *:6пропорциянингурта ^ади эканлигидан дарак беради.

СИНУСЛАР, КОСИНУСЛАР ВА ТАНГЕНСЛАР 
Ж АДВАЛЛАРИДАН ЦАНДАЙ ФОЙДАЛАНИШ  КЕРАК

sin a, cos а  ва tga  учун махсус жадваллар тузилган. Бу жад- 
валлар берилган а  бурчак буйича sin a, cos а  ва tg a  ни топиш 
ёки sin a, cos a, tg a  нинг цийматлари буйича тегишли бурчаклар
ни топиш имкониятини беради. Бу жадваллардан цандай фойда- 
ланишнн 32- масалани ечиш намунасида курсатамиз.

Ма с а л а  (32). 1) Жадваллардан фойдаланиб топинг: sin 22°, 
sin 22°36', sin 22с38', sin22°41', cos 68°, cos 68° 18', 
cos 68°20', cos 68°23'.

2) Агар sin* =0,2840; sinjc =  0,2844; cosx =  0,2710булса, 
x бурчакни топинг.

Е ч и л и ш и  (В. М. Брадис жадвалларининг 52-бетига ц.).
1) sin 22° ни топамиз. Жадвалнинг биринчи устунидан 22° ни 
излаймиз. Иккинчи устундан 22° ёнида 0,3746 сонини курамиз. 
Аиа шу сон sin; 22° дир.

sin 22°36' ни топамиз. Яна биринчи устундан 22° ни излай
миз. Сутра 22° турган сатр буйича сурилиб, тепасида 36' тур- 
ган уетунни излаймиз. Ана шу устунда sin 22°36' булади. У
0,3843 га тенг.

sin 22°38' ни топамиз. 6 га каррали 38 га яцин сонни из- 
лаймиз. Бу 36 булади. sin 22°36' ни топамиз ва унга 2' га 
тегишли тузатмани цушамиз Г, 2' ва 3 ' га дойр тузатмалар 
жадвалларнинг охирги учта устунида берилган. 22° турган 
сатрдан 2' га дойр тузатмани топамиз. У 5 га тенг. Энди то
памиз: sin 22°38' =  0,3843 +  0,0005 =  0,3848.

sin 22°4Г ни топамиз. sin 22°42° ни излаймиз ва Г га донр 
тузатмани айириб ташлаймиз. Топамиз: sin 22°41' =0,3856. 

Косинуснинг цийматларини cosa =  sin(90° — а) тенгликдзч

el,



фойдаланиб, синуслар [жадвали ёрдамида топиш мумкин (бу 
тенглик 7.3-теоремада исботланади). Аммо косин усни бевооита 
топиш з̂ ам мумкин. cos 68° ни топамиз. Жадвалнинг унг томо- 
нидаги туртинчи устундан 68° ни излаймиз. Унинг чап томо- 
иида 0,3746 сони турибди. Ана шунинг узи cos 68° дир. Шу
ни айтамизки, cos 68° =  cos (90° — 22°) =  sin 22°. Шунингдек, 
sin 22° з̂ ам 0,3746 га тенг.

cos 68° 18' ни топамиз. 68° турган сатрни излаймчз. Шу 
сатр буйлаб чапга суриламиз. Тагила 18' турган устундан 
cos 68° 18' ни топамиз. У 0,3697 га тенг.

cos 68°20' ни топиш учун eos 68° 18' ни оламиз ва 2' га 
дойр тузатмани з̂ исобга оламиз. Тузатмани айириш керак 
cos 68°20' =  0,3697 — 0,0005 =  0,3692 эканини топамиз.

cos 68°23' ни топиш учун eos 68°24° ни оламиз ва Г га 
дойр тузатмани з^исобга оламиз. Тузатмани цушиш керак. 
cos 68°23' =  0,3681 +  0,0003 =  0,3684 эканини топамиз.

Тузатмалар билан ишлашда шуни назарда тутиш керакки, 
бурчак катталашганда синус катталашади, косинус эеа кичик- 
лашади (7.4-теоремага ц.). Шу сабабли тузатмани цушиш 
ёки айириш кераклигини фаз^млаш цийин эмас.

Тангенсшшг кийматларини тангенслар жадвалидан, синус- 
нинг кийматларини синуслар жадвалидан цандай топилган бул
са, шундай тогшлади.

2) s in х — 0,2840; х бурчакни топамиз. Синуслар жадвали
дан 0,2840 сонини излаймиз. Бу сон чап томонида 16° турган 
сатрда ва устида 30' турган устунда турганини куриб туриб- 
миз. Демак, х =  16°30'.

sin х — 0,2844; х ни топамиз. Синуолар жадвалидан 0,2844 
сонини ёки унга яцин сонни излаймиз. Унга яцин сон 0,2840 
булади. Бу sin 16°30' дир. Агар Г га дойр тузатмани цушеак,
0,2843 булади. Агар 2' га дойр тузатмани цушеак, 0,2846 га 
sra буламиз. Шу сабабли Г гача аннцликда лс=16°ЗГ ни 
олпш керак.

cos х =  0,2710; х ни топамиз. Жадвалдан 0,2710 ни ёки. 
унга яцин сонни излаймиз. Бу сон 0,2706 дан иборат. У 
eos 74° 18' дир. Олинган сон эса катта. Демак, ^урчак кичик. Г 
га дойр тузатма 0,0003, 2' га дойр тузатма эса 0,0006 булади. 
Г га дойр тузатмани оламиз. 1' гача аницликдаги бурчакни 
з̂ осил циламиз: * =  74° 17'.

Тангенснинг цийматига кура бурчак тангенслар жадвали ёрда
мида, синус цийматига кура бурчак синуслар жадвали ё дамида 
цандай изланса, шундай изланади.
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А С О С И Й  ТРИГОНОМЕТРИИ АЙНИЯТЛАР

Цуйидаги айниятларни исботлаймиз:

sin2 а  +  cos2a  =  1, 1 +  tg2a  ==—— , 1-(- 1
cos2a  tg2a  sin2a

А учидаги бурчаги a  га тенг булган турри бурчакли ихтиёрий 
ABC учбурчакни оламиз (117-раем). Пифагор теоремасига биноан: 

ВС2 +  АС2 =  АВ2. у
Тенгликнинг иккала цисмини АВЪ га була

миз. Ушбуга эга буламиз:

(ЕМ = I.
А В )

ВС АСАммо —  =  sina, —  =  cos а. Шундай килиб,
АВ АВ

117- раем.
sin2a  +  cos2a  =  1.

Бу тенглик айниятдир. У цар цандай а (а <  90°) да турри.
Иккинчи айниятни цосил цилиш учун ^осил цилинган айният- 

нинг иккала цисмини cos2a  га буламиз:
£HL2 . 4 . 1 = —!_  ёки 1 +  tg2a =  —!—.
cos2a  cos2a  с<ь2а

sin2 a +  cos2a =  1 айниятнинг иккала цисмини sin2a га булиб, 
учинчи айният ^осил киламиз:

1 +  1 ’
tg2a  sin2a

Бу айниятларнинг а^амияти шундан иборатки, улар sin a , 
eosa ёки tg a  дан бирини билган ^олда цолган нккиташши тогЛш 
рмконини бер ди.

5М а с а л а  (47). Агар cosa = —  булса, s ina ва t ga нинр
13

цийматларини ^исобланг.
Еч и л и ши .  sin’a  +  cos2a =  1 булгани учун:

------------Г ~  ч /  1 /  5 \ 2 12 , s in a  12sin a  =  У 1 cos2a  =  у  1 - ^ J  t g a = —

БАЪЗИ БУРЧАКЛАРНИНГ СИНУС, КОСИНУС ВА 
ТАНГЕНСЛАРИ УЧУН ЦИЙМАТЛАР

7.3-тео р ем  а. %ар цандай $ткир а бурчак учун  
sin (90° — a )]=  cosa, cos (90°— a) =  sina.

Исботи.  ABC учбурчак А учидаги уткир бурчаги a  га тенг 
булган турри бурчакли учбурчак булсин (118-раем). У эрлда



унинр В учидаги уткир бурчаги 90° — а  га тенг. Таърифга биноан:
,  BG AGsin а  =  — , cos а  =  — ,

АВ' АВ
АП

sin (90° AG , ппо . ВС • а) =  —, cos (90 — а) — — . 
’ АВ ’ АВ

Иккинчи ва учинчи тенгликлардан: sin (90° — а) =  cos а. 
Биринчи ва туртинчи тенгликлардан: cos (90° — а) =  sin а. 
Теорема исботланди.

45° ли бурчакнинг синуси, косинуси в а тангенсини топамиз. 
Бунинг учун уткир бурчаги 45° га тенг булган т>три бурчакли

118- раем. 119- раем.

учбурчак ясаймиз (119-раем). Бу учбурчакнинг иккинчи уткир бур
чаги ^ам 45° га тенг, шу сабабли учбурчак тенг ёнли. Учбурчак
нинг катетлари а га тенг булсин. Пифагор теоремасига кура гипо
тенуза а У  2 га тенг булади. К,уйидагиларни топамиз:

cos 45°

sin 45° 

_  а 
~ аУ~2 =

а
а у ~2

-4=- =  i — tg 45° =  — =  1. 
У 2 2 а

30° ли бурчакнинг синуси, косинуси ва тангенсини топамиз. 
Тенг томонли ABC учбурчакни оламиз (120-раем). Унинг AD ме- 
дианасини утказамиз. У биссектриса ва баландлик булади. Шу 
сабабли ABD учбурчак А учидаги уткир бурчаги 30° га тенг бул
ган турри бурчакли учбурчакдир. Тенг томонли учбурчакнинг то-
ыони а га тенг булсин. У зфлда BD — -2-. Пифагор теоремасига
кура:
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Демак,
sin 30° =  а =

2 2
7.3- теоремага кура:

sin 60° =  cos 30°

cos 30° =  :а =  О ;  tg 30° =  - L .2 2 У  3

: cos 60° =  sin 30° =

tg 60° = sin 60° 

cos 60°
V  з.

tgaa  БУРЧАКНИНГ УСИШИ БИЛ AH sina, cosa БА 
НИНГ УЗГАРИШИ

7. 4-теорема.  Уткир бурчакнинг кат талаш иш и би
лан  sina ва  tga  орта боради (усади), cosa эса кам ая  
боради.

Исбот и .  а  ва р — уткир бурчак
лар, шу билан бирга а < р  булсин. а  
ва р бурчакларни АВ ярим тугри чизиц
дан битта ярим текисликка цуямиз (121- 
расм). В нуцта орцали А В га перпен
дикуляр тугри чизиц утказамиз. Бу тугри 
чпзиц бизнинг бурчаклар томонларини С 
ва D нуцталарда кесиб утади. a  <  (3 
булгани учун С нуцта В ва D нуцталар 
орасида ётади. Шу сабабли ВС <  BD.
Демак, бир нуцтадан тугри чизицца утказилган 
сига кура, АС <  AD.

огманинг хосса-

cos а = АВ
' а с '

а АВcos р=  — 
AD

булгани учун cos a > c o s  р, яъни бурчак катталашганда косинус 
кичиклашади.

sin a  =  У  1 — cos2 a, cos a  эса a  бурчак катталашганда кичик
лашади, шу сабабли sin а  катталашади. 

sin atg a  =  : a  катталашганда sin a  катталашади, cos a  эса
COS a

кичиклашади, шу сабабли a  катталашганда tg a  катталашади. 
Теорема исботланди.

УЧБУРЧАК ТЕНГСИЗЛИГИ

Агар А ва В турли нуцталар булса, улар орасидаги масофа деб 
АВ кесма узунлигига айтилади. Л ва В нуцталар устма-уст туш- 
са, улар орасидаги масофа нолга тенг деб олинади.

Учбурчак тенгсизлиги деб учта нуцта орасидаги масофалар- 
шшг цуйидаги теорема билан ифодаланувчи хоссасига айтилади:



7 .5-т е о р е м а . Унта нуцта %ар цандай б$лганда л;ам 
бу нуцталарнинг исталган иккитаси орасидаги масофа 
улардан учинчи нуцтагача билган масофаларнинг «»- 
гиндисидан катта эмас.

Ис б о т и .  А, В, С — берилган учта нуцта булсин. Агар учта 
нуцгадан иккитаси ёки учала нуцтанинг з̂ аммаси устма- уст тушса, 
теореманинг тасдини равшан. Агар нуцталарнинг цаммаси з̂ ар хил 
ва бир тугри чизицда ётса, улардан биттаси, масалан, В нуцта 
цолган иккитасининг ораоида ётади. Бу зфлда АВ +  ВС =  АС. 
Бундан, учта масофанинг з$ар бири цолган иккитасининг й и р и н д и - 
сидан катта эмаолиги куриниб турибди.

Энди нуцталар бир турри чизицда ётмайди, деб фараз цилэй- 
лик (122-раем). AB<. AG +  BC эканини исботлаймиз. АВ турри 
чизицца CD перпендикуляр туширамиз. Турри бурчакли учбурчак

да катет гипотенузадан кичик булгани учун AD <  AC, BD <  ВС.
Исботланганига кура АВ >  AD -f BD. Демак, АВ <  АС +  ВС. 

Теорема исботланди.
Шуни таъкидлаймизки, нуцталар бир турри чизицда ётмаган 

з^олда, учбурчак тенгсизлиги цатъийдир. Бу эса \ар цандай уч
бурчакда \ар бир томон, цолган икки томон йиеиндисидап кичик 
демакдир.

М а с а л а  (70). Айлананинг з̂ ар цандай ватари диаметрдан 
катта эмаслигини ва узи диаметр булгандагина диаметрга тенг 
булишини исботланг.

Е ч и л и ш и  (123-раем). Учбурчак тенгсизлигига кура АВ ^  
<  О А +  OB—2R, шу билан бирга, агар О марказ АВ кесмада ётма- 
са, у цолда тенгсизлик цагьий булади. Тенглик (==) вагар мар- 
каздан утгандагина, яъни диаметр булганда уринлидир.

122-расм. 123-расм.

£2



ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР,

1. Тугри бурчакли учбурчак уткир бурчагининг кооинуоига 
таъриф беринг.

2. Бурчакнинг косинуси бурчакнинг градус улчовигагина боглиц 
эканини исботланг.

3. Пифагор теоремасини исботланг.
4. Турри бурчакли учбурчакнин: гипотенузаси катетдан катта 

эканини исботланг.
5. а уткир бурчак учун cos а С  1 эканини исботланг.
<}. Бир нуцтадан тутри чизицца перпендикуляр ва огмалар утка- 

зилса, огманинг перпендикулярдан катта эканини исботланг. 
Тенг огмалар тенг проекцияларга эга эканини, иккита oFivta- 
дан проекцияси катта булган огма катта эканини исботланг.

7. Уткир бурчакнинг синуси ва тангенсининг таърифини айтинг. 
Улар бурчакнинг градус улчовигагина боглиц эканини исбот
ланг.

8. Турри бурчакли учбурчакнинг катети гипотенуза ва уткиР 
бурчаги орцали, уткир бурчаги ва бошца катети орцали цандай 
ифодаланади?

9. Берилган бурчак синусининг цийматини жадваллардан цандай 
топиш кераклигини тушунтиринг. Берилган бурчак косинуси 
ва тангенси цийматларини жадваллардан цандай топиш керак?

10. Бурчакнинг синуси, косинуси ёки тангенси берилган булса, 
бурчакни жадваллардан цандай топишни тушунтиринг.

И . Айниятларни исботланг: sin2 а +  cos2 а — 1;

1 +  tg2 а  =  —J—; 1 +  - i — =  —
cos2 а  tg2 а  s i n2 а

1 2 . ,\ap цандай уткир а бурчак учун
sin (90° — а) =  cos а ; cos (90° — а) =  sin  а

эканини исботланг.
13. 30°, 45°, 60° ли бурчакларнинг синуси, косинуси ва тангенс* 

ларининг цийматлари нимага тенг?
14. Уткир бурчак а катталашган сари sin а ва tg а катталашн- 

шини, cos а эса камайишини исботланг.
15. «Учбурчак тенгсизлиги» ни исботланг.
16. Учбурчакнинг Ĵ ap бир томони цолган икки томони йнриндн- 

сидан кичик эканини исботланг.

МАШКЛАР

1. Косинуси — га тенг бурчакни ясанг.
5

2. Косинуси: 1) —; 2) 0,5; 3) 0,8 га тенг бурчакни ясанг.
3. Турри бурчакли учбурчакнинг иккита томони 3 м ва 4 м га 

тенг. Учинчи томонини топинг. (Иккита ечим.)
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4. Ромбнинг диагоналлари'. lj 6 см на 8 см; 2) 16 дм за 30 дм*
3) 5 м ва 12 м булса, унинг томонини топинг.

5. TyFpn туртбурчакнинг томонлари 60 см на 91 см. Унинг 
диагонали нимага тенг?

6. Квадратнинг диагонали а га тенг. Квадратнинг томони нимага 
тенг?

7. Диаметри 1,4 м булган доиравин темир листдан томони 1 м 
булган квадрат цирциш мумкинми?

8. Тугри бурчакли учбурчакнинг катети 5 м, унинг гипотенузага 
проекцияси эса 3 м. Гипотенузани ва иккинчи катетни топинг.

9. Агар турри бурчакли учбурчак катетларининг гипотенузага 
проекциялари: 1) 9 см ва 16 см; 2) 36 м ва 64 м булса, ка- 
тетларини топинг.

10. а ва b кесмалар берилган. Куйидаги кесмаларии цандай ясаш 
керак:

1) V  а1 +  fc2; 2) У  а2 — Ьг, а > Ь ?

11. а ва b кесма берилган. с =  У  ab кесмани цандай ясаш керак?
12. Фабриканинг иккита биноси орасига материалларни узаткш 

учун нишаб тарнсв урнатилган. Бинолар орасидаги масофа 
10 м, тарновнинг учлари эса ердан 8 м ва 4 м баландлпкда жой
лашган. Тарнов узунлигини топинг.

13. TyFpH туртбурчакнинг томонлари с ва b га тенг. Ташци чи
зилган айлананинг рад усини топинг.

14. Томонларининг нисбати 8:15 га тенг булган турри туртбурчак 
айланага ички чизилган. Агар айлана радиуси 34 см булса, 
туртбурчак томонларини топинг.

15. Тенг ёнли учбурчакнинг ён томони 17 см, асоси эса 16 см. 
Асосга туширилган баландликни топинг.

16. Асоси а га, ён томони b га тенг булган тенг ёнли учбурчак
ка ташци чизилган айлана радиусини топинг.

17. Томонн я га тенг булган тенг томонли учбурчак баландлиги
ни топинг.

18. Тенг ёнли трапециянинг асослари 10 см ва 24 см, ён томони 
25 см. Трапеция баландлигини топинг.

19. Тенг ёнли трапециянинг ён томони 41 см, баландлиги 40 см, 
урта ч и з и р и  эса 45 см. Трапеция асосларини топинг.

20. Учбурчакнинг ён томонлари 30 см ва 25 см, асосга туширил
ган баландлиги 24 см. Учбурчак асосини топинг*.

21. Учбурчакнинг томонлари а, Ь, с. Учбурчакнинг с томонига 
туширилган баландлигини топинг.

22. Учбурчакнинг ён томонлари 30 см ва 25 см. Учбурчакнинг:
1) 25 см; 2) 11 см га тенг асосига туширилган баландлигини 
топинг.

* Тенг ёнли эканлиги шарт булмаган ихтиёрий учбурчакда баъзан гориз ш- 
тал утказилган томони асос деб, долган икки томони ён томонлар деб аталади. 
К,аралаётган масалада а^вол худди шундай.
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23. Томонлари 13 см, 14 см ва 15 см билган учбурчак балапдликла- 
рини топинг.

24. Тенг ёнли учбурчакнинг периметри 64 см га тенг, унинг ён 
томони эса асосидан 11 см ортиц. Ён томонга туширилган 
баландликни топинг.

25. 1) а тугри чизицца В нуцтадан огма утказилган. В нуцтадан 
а тутри чизицца узунлиги биринчи огма узунлигига тенг яна 
битта огма утказиш мумкинлигини исботланг. 2) Тугри чизиц 
ташцарисида ётган берилган нуцтадан бир хил узунликда учта 
OFM3 тушириш мумкинми? Жавобингизни тушунтиринг?

26. TyFpn бурчакли учбурчакнинг бир катети 8 см га тенг, шу 
катет царшисидаги бурчакнинг синуси 0,8 га тенг. Гипотенуза 
ва иккинчи катетни топинг.

27. Асоси а га ва ён томони Ь га тенг булган тенг ёнли учбур
чакка ички чизилгаи айлана радиуси ни топинг.

28. Асоси 10 см ва ён томони 13 см булган тенг ёнли учбурчак
ка ички чизилган айлананинг г радиусини ва ташци чизилган 
айлананинг R радиусини топинг.

29. TyFpn бурчакли учбурчакнинг гипотенузаси а га, уткир бур
чакларидан бири а га тенг. Иккинчи уткир бурчакни ва ка- 
тетларни топинг.

30. Турри бурчакли учбурчакнинг бир катети а га ва шу катети 
царшисидаги бурчаги а га тенг. Иккинчи уткир бурчакни, шу 
бурчак царшисидаги катетни ва гипотенузани топинг.

31. Тугри бурчакли учбурчакнинг с гипотенузаси ва уткир бур
чаги а берилган. Катетларни, уларнинг гипотенузага тушнрил- 
ган проекцияларини ва гипотенузага туширилган баландликни 
топинг.

32. 1) Жадваллардан фойдаланиб топинг: sin 22°, sin 22°36'; 
s in22°38'; s in22°41'; cos68°,cos68° 18';cos68°20'; cos68°23'.
2) sin x =  0,2840; sin x — 0,2844; cos x =  0,2710; x бурчакни 
топинг.

33. Цуйидаги бурчакларнинг синуслари ва косин услари цийматла- 
рини жадваллар ёрдамида топинг: 1) 16°; 2) 24°36'; 3) 70°32';
4) 88°49'.

34. 1) sin х =  0,0175; 2) sin х =  0,5015; 3) cos х — 0,6814;
4) cos х =  0,0670 жадваллардан фойдаланиб, х уткир бурчак 
цийматларини топинг.

35. Жадваллардан фойдаланиб, бурчак тангенси цийматини топинг:
1) 10°; 2) 40°40'; 3)50°30'; 4) 70°15'.

36. 1) tg л: =0,3227; 2) tg jc =  0,7846; 3) tg х =  6,152; 4) tg* =  
=  9,254. Жадваллардан фойдаланиб, уткир бурчак х ни то
пинг.

37. Тенг ёнли учбурчакнинг баландлиги 12,4 м га, асоси эса
40,6 м га тенг. Учбурчакнинг бурчакларини ва ён томонини 
топинг.

38. Тугри бурчакли учбурчак катетларининг нисбати 19:28 га 
тенг. Унинг бурчакларини топинг.
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39. Т>три туртбурчакнинг томонлари 12,4 ва 26 га тенг. Унинг 
диагоналлари орасидаги бурчагини топинг.

40. Ромбнннг диагоналлари 4,73 ва 2,94 га тенг. Унинг бурчак
ларини топинг.

41. Ромбнинг томони 241 м ва баландлиги 120 м га тенг. Унинг 
бурчакларини топинг.

42. Айлананинг радиуси 5 м га тенг. Айлана марказидан 13 м 
наридаги нуцтадан айланага уринмалар утказилган. Уринма- 
лар узунликларини ва улар орасидаги бурчакни топинг.

43. Баландлиги 7 м булган вертикал турган ёрочнинг соясп 4 м 
га тенг. К,уёшнинг горизонтдан баландлигини градусларда 
ифодаланг.

44. Т енг ёнли турри бурчакли учбурчакнинг асоси а га тенг. 
Унинг ён томонини топинг.

15. К,уйидаги маълумотларга кура, турри бурчакли учбурчакнинг 
номаълум томонлари ва уткир бурчакларини топинг:
1) иккита катети буйича:
а) а =  3, Ь =  4; б) а =  9, b =  40;
в) а =  20, Ь =  21; г) а =  11, Ь — 60;
2) гипктенузаси ва бир катети буйича; 
а) с =  13, а =  5; б) с =  25, а =  7; 
в) с =  17, а =  8; г) с =  85, а =  84;
3) гипотенузаси ва уткир бурчаги буйича:
а) с =  2, а =  20°; б) с =  4, а  =  50°20';
в) с =  8, а =  70°36'; г) с =  16, а  =  76°2Г;
4) бир катети ва шу катет царшисидаги бурчаги буйича:
а) а — 3, а  =  30°27'; б) а =  5, ос =  40o48,;
в) а =  7, а =  60°35'; г) а =  9, а  =  68°.

46. Ифодаларни соддалаштиринг: 1) 1 — sin2 а;
2) (1 — cosa) (1+ cosa); 3) 1 +  sin2 а  +  cos2 а;
4) sina — sina cos2a; 5) sin4a  +  cos4a  +  2 sin2a  cos2a;
б) tg2a — sin2 a tg2a; 7) cos2a +  tg2a  cos2 a;
8) tg2 a  (2cos2« +  sin2 a — 1); 9) 1 ~~1 - a —tg — .

cos® a
5 1547. 1) cosa =  —; 2) cosa =  —; 3) cos a  =  0,6. sina  ва t g a  нинг1 o 17

цийматларини ^исобланг.
48. 1) s ina =  —; 2) s i n a = —; 3) s ina =  0,8. cosa ва tg a  ни

5 41
топинг.

49. 1) cosa =  -^; 2) s i n a = —; 3) s ina =  0,5; 4) tg a  =  —;
7 5

5) tg a  =  0,7. a  бурчакни ясанг.
50. Гипотенузаен a га, уткир бурчаги 60° га тенг булган тугри 

бурчакли учбурчакнинг шу уткир бурчак царшисидаги кате- 
тини топинг.

51. Томони а га тенг булган тенг томонли учбурчакка ички чи
зилган айлананинг г радиусини ва ташци чизилган айлананинг 
R радиусини топинг.
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52. Учбурчакнинг асосидаги катта бурчаги 45° га тенг, баланд
лиги асосини 20 см ва 21 см га тенг цисмларга ажратади. 
Унинг катта ён томонини топинг.

53. Учбурчакнинг бир томони 1 м га тенг, унга ёпишган бурчаклари 
30° ва 45° га тенг. Учбурчакнинг бошца томонларини топинг.

54. Турри туртбурчакнинг диагонали унинг бир томонидан икки 
марта катта. Унинг диагоналлари орасидаги бурчакларини топинг.

55. Ромбнинг диагоналлари а ва a Y  3 га тенг. Ромбнинг бурчак
ларини топинг.

56. 1) sin а  =  —; sin р =  —; 2) sin а  =  —, sin 8 =  —;
' 3 4 '  3 М 4

3) cosoc =  —; cosP — 4) cosa =  0,75, cos р =  0,74;
7 5

5) tgcc =  2,1, tgp = 2 ,5 ; 6) tg a  =  | ,  tg p =  A.
o 2

а  ва p бурчаклардан цайси бири катта?
57. ЛВС турри бурчакли учбурчакнинг А бурчаги В бурчагидан 

катта. АС ва ВС катетлардан цайси бири катта?
58. ABC турри бурчакли учбурчакнинг ВС катети АС катетидан 

катта. Кайси бурчаги катта: А ми ёки В ми?
59. Тенг ёнли учбурчакнинг томонлари 3 м ва 7 м га тенг. 

Уларнинг кайси бири асос булади?
60. Учбурчакнинг томонларида олинган ихтиёрий икки нуцта ора

сидаги масофа унинг энг катта томонидан катта эмаслигини 
исботланг.

61. Агар: 1) АВ = 5  м, ВС =  7 м, АС =  12 м; 2) АВ =  10,7, 
ВС =  17,1, АС =  6,4 булса, А, В, С нуцталарнинг бир т^три 
чизицда ётишини исботланг.

62. Томонлари 4 см ва 7 см га тенг параллелограммнинг диаго- 
налларидан бири 2 см га тенг була оладимн?

63. Учбурчакнинг бир томони 1,9 м, иккинчи томони 0,7 м. 
Учинчи томоннинг узунлигини метр билан цисоблаг-анда бутун 
сонлар чикиши маълум булса, шу учинчи томон нимага тенг?

64. ABC у ч б у р ч а к н и н г  А у ч и д а н  у т к а з и л г а н  м е д и а н а  АВ в а  АС 
т о м о н л а р  й и р и н д и с и н и н г  я р м и д а н  к и ч и к  э к а н и н и  и с б о т л а н г .

65. Учбурчак баландликларининг й и р и н д и с и  унинг периметридан 
кичик эканини исботланг.

66. Туртбурчак диагоналларининг кесишгаклнги маълум. Улар 
у(чунликларининг й и р и н д и с и  туртбурчакнинг периметридан ки
чик, аммо ярим периметридан катта эканини исботланг.

67. Туртта нуцта берилган: А, В, С, D. АВ вд CD кесмаларнинг 
кесишганлиги маълум. Шундай нуцта топингуи, ундан А, В, C,D 
нуцталаргача булган масофаларнинг й и р и н д и с и  энг кам булсин.

68. Учбурчакнинг томонлари 1, 2, 3 сонларига пропорционал бу
ла оладими?

69. Учбурчакнинг цар бир томони периметри ярмидан кичик бу
лишини исботланг.

70. Айлананинг исталган ватари диаметридан катта з.,ыслигини bi 
узи диаметр булгандагина диаметрга тенг булишиь' 1  псбэтланг.

7_?089 97



71. Радиуси R га тенг айлана кчида унинг марказидан d масо
фада нуцта олинган. Шу нуцтадан айлана нуцталаригача бул
ган энг катта ва энг кичик массфаларни топинг.

72. Радиуси/? га тенг булган айланадан ташцарида унинг маркази
дан d масофада нуцта олинган. Шу нуцтадан айлана нуцталари- 
гача булган энг катта ва энг кичик массфаларни топинг.

73. Марказлари орасидаги масофа 20 см, радиуслари эса 8 см ва 11 см 
га тенг айланалар кесишадими? Жавобингизни тушунтиринг.

74. Марказлари орасидаги масофа 5 см, радиуслари эса 6 см ва 12 
см га тенг айланалар кесишадими? Жавобингизни тушунтиринг.

75. 73- масалада айланаларнинг бири иккикчисидан ташцарида 
эканини, 74-масалада эса радиуси б см га тенг айлананинг 
радиуси 12 см га тенг айлана ичида ётганлигини [исботланг.

76. Радиуслари Rt ва R2, марказлари орасидаги масофа d га тенг 
айланалар Rt +  R2 <  d шартда кесишадими?

8- §. ТЕКИСЛИКДА ДЕКАРТ КООРДИНАТАЛАРИ 
ТЕКИСЛИКДА КООРДИНАТАЛАРНИ КИРИТИШ

Текисликда О нуцта орцали узаро перпендикуляр иккита х вз 
у тугри чизицларни — координаталар уцларини утказамиз (124- 
расм). х уци (у одатда горизонтал булади) абсциссалар уци дейи
лади, у уци эса ординаталар уци дейилади. Кесишиш нуцтаси ва 
координаталар бсши деб аталган О нуцта у к лари инг ^ар бирини 
иккита ярим уада ажратади. Улардан бирини мусбат ярим 
деб, уни стрелка билан белгилаймиз, иккинчисини манфий ярим 
jf/f деб аташга келишиб оламиз.

Текисликнинг ^ар бир А нуцтасига биз иккита сонни — нуцта 
координаталарини — абсцисса (л:) ва ордината (у) ни цуйидагича 
мос цилиб цуямиз.

А нуцта орцали ординаталар уцига параллел тугри чизик; ут
казамиз (125- раем). У абсциссалар уци х ни бирор Ах нуцтада 
кесиб утади. А нуцтанинг абсциссаси деб биз абсолют 
циймати О нуцтадан Ах нуцтагача булган масофага тенг х сонини 
айтамиз. Ах нуцта муебат ярим уцца тегишли булса, бу сон мус
бат, манфий ярим уцца тегишли з^олда— манфийдир. А нуцта ор 
динаталар уци у  да ётса, х ни нолга тенг деб оламиз.

0]

124- раем,

Чу \А

оу К

125- раем,

Щ
И 1

<+,+>

о1X
til IV

126- раем,
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А нуцтанинг ординатаси (у) шунга ухшаш таърифланади. 
А ну^та орцали абсциссалар у>\и х  га параллел тугри чизи^ утка'  
замиз (125-расмга ц.). У ординаталар уци у  ни бирор A t нуцтада 
кесиб утади. А  нуцтанинг ординатаси деб биз абсолют ^ийматн О 
нуктадан А у ну^тагача булган масофага тенг у сонини айтамиз. 
Агар А мусбат ярим уцца тегишли булса, бу сон мусбат, манфий 
ярим у еда тегишли ^о л д а— манфий. А нуцта абсциссалар уци х  да 
ётса, у  ни нолга тенг деб оламиз.

Н укданннг координаталарини к;авслар ичида нуцтанинг ^арфий 
белгисн ёнига ёзамиз, маеалан: А (х, у) (биринчи уринда абсцисса, 
иккинчи уринда ордината).

Координаталар укларн текисликни турт ^исмга — чоракларга 
ажратади: I, II, III,  IV (126-раем). Бир чорак ичида иккала коор- 
динатанинг ишоралари сакланади ва раемда курсатилган циймат- 
ларга эга булади.

х (абсциссалар) уци ну^талари учун ординаталар нолга (у =  0), 
у (ординаталар) у*\и нукталари учун абсциссалар нолга (х =  0) 
тенгдир. Координаталар бошининг ординатаси ^ам, абсциссаси >̂ ам 
нолга тенг.

Юкорида курсатилган усулда х ва у координаталар киритилган 
текисликни ху текислик деб атаймиз. Бу текисликда х ва у коэр- 
динаталарга эга булган ну к та ни баъзан бевэсита (л:, у) билан бел
гилаймиз.

Текисликда киритилган х, у координаталарни, уларни илк бор 
уз тадкикотларида цуллаган француз олимн Р. Декарт (1596 — 
1650) номи билан Декарт координаталари деб аталади.

М а с а л а  (9). А (— 3,2) ва В (4,1) ну^талар берилган. АВ 
кесма у уь;ини кесиб утишини, аммо х у^ни кесмаслигини ис
ботланг.

Е ч и л и ши .  у у^и ху текисликни иккита ярим текисликка 
ажратади. Битта ярим текисликда нуцталарнинг абсциссалари 
мусбат, иккинчисида эса манфий. А ва В нук,таларнинг абсцис
салари ^арама-ь;арши ишорали булгани учун А ва В нукталар 
турли ярим текисликларда ётади. Бу эса АВ кесма у у цини ке
сиб утишини билдиради.

х у^и ^ам ху текисликни иккита ярим текисликка ажратади. 
Битта ярим текисликда нук,таларнинг ординаталари мусбат, ик
кинчисида эса манфий. А ва В ну^таларнинг ординаталари бир 
хил ишорали (мусбат). Шундай к,илиб, А ва В нуцталар битта ярим 
текисликда ётади. Демак, АВ кесма х у^ини кесиб утмайди.
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КЕСМА УРТАСИНИНГ КООРДИНАТАЛАРИ

А (хъ г/,) ва В (х2, у2) — иккита ихтиёрий нуцта ва С (х, у) 
нуцта АВ кесманинг уртаси булсин. С нуцтанинг х ва у коорди- 
наталарини топамиз. АВ кесма у уцига параллел булмасин, яъни 
ххф  х2 булсин. А, В, С нуцталар орцали у  уцига параллел турри 
чизицлар утказамиз (127-раем). Бу турри чизицлар х уцини (дс1э 0),

By (х2, 0), Су (х, 0) нуцталарда ке
сиб утади. Фалес теоремасига кура Су 
нуцта АуВу кесманинг уртаси булади.

С1 нуцта АуВу кесманинг уртаси 
булгани учун АуСу =  ВуСу, демак, \х — 
—a:x|=  \х—*2|. Бундан: ё х— хх=  х —х2, 
ёки х — Ху— — (я — х2). Биринчи тенг- 
лик уринли эмас, чунки хх Ф х2. Шу 
сабабли иккинчи тенглик уринли. Ундан 
эса ушбу формулани топамиз:

X. -f X,X — -■ 2 ■
2

Ху =  х2, яъни АВ кесма у уцига параллел булса, учала нуц
та — Alt By, Су бир хил абсциссага эга булади. Демак, формула 
бу цолда цам уринли булаверади.

С нуцтанинг ординатаси цам шунга ухшаш топилади. А, В, С 
нуцталар орцали х уцига параллел турри чизицлар утказилади. 
Ушбу формула цоеил булади:

=  Уг +  Уг 
2

М а с а л а  (17). ABCD параллелограммнинг учта учи берил
ган: Л (1, 0), В (2, 3), С (3, 2). Туртинчи учи (D) нинг ва 
диагоналлари кесишиш нуцтасининг координаталарини топинг.

Е ч и л и ши .  Диагоналларнинг кесишиш нуцтаси улардан цар 
бирининг уртасидир. Шу сабабли у АС кесманинг уртаси бу
лади, демак, ушбу координаталарга эга:

х = +  3
2, у = 0 + 2 1.

2 2 
Энди диагоналлар кесишиш нуцтасининг координаталарини бил- 
ган цолда, туртинчи учи D нинг х, у координаталарини топа
миз. Диагоналлар кесишиш нуцтаси BD кесманинг уртаси эка- 
нидан фойдаланиб, ушбу тенгламаларни цосил циламиз:

2 +  х =  2, 3 +  У=  1.

Бундан х =  2, у- 1.



НУ ЦТ А Л АР ОРАСИДАГИ МАСОФА
ху текисликда иккита нукта берилган булсин: координаталари 

Ху, Цх Дан иборат Ах ну^та ва координаталари х2, у 2 булган А3 
ну^та. Ах ва А2 нуцталар орасидаги масофани уларнинг коорди- 
талари орщли ифодалаймиз.

хх Ф х2 ва ух ф у 2 булсин, дейлик. Ах 
ва А2 ну^талар орцали координата yiyia- У 
рига параллел тугри чизиклар утказамиз 
ва уларнинг кесишиш нуктасини А билан 
белгилаймиз (128-раем). Л ва Ах нукталар 
орасидаги масофа \ух — у2\ га тенг, А ва 
А2 нукталар орасидаги масофа эса \хх—х2\ 
га тенг. Тугри бурчакли ААХА2 учбурчак- q 
ка Пифагор теоремасини цулланиб топа
м и 3 - 128- раем,

d2 =  (Хх х2)2 +  (ух — //2)2, (*)
бунда d — Ах ва А2 нукталар орасидаги масофа.

Нукталар орасидаги масофа формуласи(*)ни чикаришда x t  Ф  х 2, 
Ух Ф у 2 деб фараз ^илинган булса ^ам, у бошца доллар учун ^ам 
уз куч ни сацлайди. ^а^ицатан ^ам, х х =  х 2, ух Ф  у2 булса. 
d =  \ух — у2\- (*) формула )$ам шу натижани беради. х х Ф  х 2, ух =  
= у 2[булган ^ол >̂ ам шунга ухшаш ^аралади. х х =  х 2, ух =  у2 ^олда 
Ах ва А2 нукталар устма-уст тушади ва (*) формула d =  0 ни 
беради.

М а с а л а  (27). х уеда (1, 2) ва (2, 3) ну^талардан тенг 
узо^лашган ну^тани топинг.

Е ч и л и ши .  (а-, 0) — изланаётган нуцта булсин. Ундан бе
рилган ну^тагача масофаларни тенглаштириб топамиз:

(х — I)2 +  (0 — 2)2 =  (х — 2)2 +  (0 — З)2.
Бундан топамиз: х =  4. Шундай ^илиб, изланаётгаи ну^та (4, 0).

АЙЛАНА ТЕНГЛАМАСИ

Текисликда фигуранинг декарт координаталардаги тенгламаси 
деб фигурэга ^арашли ^ар к>андай ну^танинг координаталари ^а- 
ноатлантирадиган иккита х, у номаълумлн тенгламага айтилади.’Ак- 
синча, бу тенгламани ^аноатлаитирувчи 5̂ ар цандай иккита сон 
фигуранинг бирор нуцтаси координаталари буладя.

Маркази А0 (а, Ь) нуцтада, радиуси эса R га тенг айлана 
тенгламасини тузамиз (129-раем). Айланада ихтиёрий А (х, у) 
ну^тани оламиз. ^Ундан А0 марказгача масофа R га тенг. А
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У\ нуцтадан А0 нуцтагача масофа квадра- 
ти (х — а)2 +  (у— Ь)2 га тенг. Шундай 
цилиб, айлананинг цар бир А нуцтаси
нинг х, у координаталари
(х — а)2 +  (у — Ь)2 =  R2 О
тенгламани цаноатлантиради.

О

129- раем.

Аксинча, координаталари (*) тенгла
мани цаноатлантирувчи цар цандай А 
нуцта айланага тегишлидир, чунки ундан 
А0 нуцтагача масофа R га тенг. Бундан(*)

тенг.'ама ^ацицатан цам, маркази А0 ва радиуси R дан иборат 
айлананинг тенгламаси эканлиги келиб чицади.

Шуни таъкидлаймизки, айлананинг маркази координаталар бо- 
шидан иборат булса, айлана тенгламаси ушбу куринишга эга:

X9- +  у2 =  R2.
М а с а л а  (33). Цандай шартда радиуслари а ва b га, мар-

казлари орасидаги масофа с га тенг айланалар кесишади?
Еч ил иши .  О ва 0 1 — айланаларнинг марказлари булсин. О 

нуцтани декарт координаталари системасининг боши деб цабул 
циламиз. ООх ярим тугри чизицни мусбат ярим уц х учун ца
бул киламиз.

х2 +  у2 =  а2, (х — с)2 + у 2 =  Ь2 (**)
айланаларнинг тенгламаларидир.

Айланалар кесишса, кесишиш нуцтасининг х, у  координата
лари (**) даги иккала тенгламани цам цаноатлантиради. Ак
синча, (**) тенгламалар системаси ечимга эга булса, яъни ик
кала тенгламани цаноатлантирувчи х, у мавжуд булса, бу сонлар 
айланаларнинг кесишган нуцтасининг координаталари булади. 
Агар айланалар кесишса, кесишиш нуцталарининг сони система 
ечимларининг сонига тенг.

(**) тенгламалар системасини ечамиз. Бунинг учун олдин 
тенгламаларни цадлаб айирамиз. Ушбу тенгликни досил цила-

I Л_£2
миз: 2сх — с2 — а2— Ь2. Бундан х =  — ------- х нинг бу ций-

хмтини биринчи тенгламага цуйиб топамиз:

Бундан
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Тенгликнинг унг кисмипи квадратларнинг айирмаси сифатидг 
алмаштирамиз:

Бундан а +  с >  6, а +  Ь> с ва b +  с > а шартларда тенглик
нинг унг цисми мусбат ва демак, (**) системанинг ечимлари бор. 
Шу билан бирга бундай ечимлар иккитадир. Шунга мос равишда 
айланалар иккита нуцтада кесишади (130-раем).

а-\- с — b, а +  b — с, b +  с — а купайтувчилардан ацалли 
биттаси нолга тенг булса, (**) система ечимга эга. Бунда айла
налар уринади (131-раем).

Агар унг циемдаги купайтувчилардан бири манфий булса, 
(**) системанинг ечими йуц, демак, айланалар кесишмайди (132- 
расм). Иккита купайтувчи манфий була олмайди, чунки манфий 
булган з^олда уларнинг й и р н н д и с и  манфийдир. Й и р и н д и  эса ку- 
риниб турибдики мусбат. Масалан, агар а +  с — b <. 0 ва а +  
+Ь  — с < 0  булса, уларнингйириндиси нолдаи кичик: ( а + с  — 
—b) +  (a + b — с) =2а  < 0 . Бу эса мумкин эмас. Бошца лолларда 
з̂ ам аз̂ вол шундай.
Шундай цилиб, а, Ь, с сонлардан бири цолган иккита- 

сининг йигиндисидан, катта булса, айланалар кесиш
майди; агар бу сонлардан бири цолган иккитасининг

=  ~  (2ас +  а2 +  с2 — Ьг) (2ас — а2 — с2 +  Ь2) =

=  - L  [(а +  с)2 -  Ь2] [b2 -  (а -  с2)} =
4 сы

— т у  (а +  Ь + с) (а +  с — Ь) (Ь +  а — с) (Ь — а +  с).

Шундай цилиб,

г/2 =  7 7  (а +  Ь +  с) (a +  c — b) (а +  b — с) {Ь +  с — а).

Ь+с=а а+Ь = с,

130- раем. 131- раем.
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a + b < c b + c < a
132- раем.

йигиндисига тенг булса, айланалар уринади; бу сонлар- 
нинг \а р  бири цолган иккитасининг йигиндисидан кичик 
булса, айланалар иккита нуцтада кесишади.

ТУГРИ ЧИЗИК ТЕНГЛАМАСИ
Х>ар цандай турри чизицнинг х , у декарт  коорди- 

наталарига нисбатан
ах  +  by +  с =  0 (*)

куриншидаги т енглама билан ифодаланишини исбот-
лаймиз.

h турри чизиц ху текисликдаги их
тиёрий турри чизиц булсин. h га пер
пендикуляр бирор турри чизицни ут
казамиз ва унга h турри чизиц билан 
кесишган нуцтаси С дан бошлаб тенг 
СЛХ ва СЛ2 кесмаларии цуямиз (133- 
расм).

a1bL— Лх нуцтанинг координаталари, 
а2Ь2— А2 нуцтанинг координаталари 

булсин. h тугри чизицдаги ?̂ ар цандай А (х, у) нуцтанинг Ль Ла 
нуцталардан тенг узоцлашганлигини биламиз. Шу сабабли унинг 
координаталари

(х — Oj)2 +  (у — fcO2 =  (х — а2)г +  (у — Ь2)2 (**)
тенгламани цаноатлантиради.

Аксинча, бирор нуцтанинг х, у координаталари (**) тенгламани 
цаноатлантирса, у нуцта Аи Л2 нуцталардан баравар узоцлашади, 
демак, h турри чизицца тегишли булади. Шундай цилиб, (**) тенг
лама /г турри чизицнинг тенгламасидир. Бу тенгламадаги цавсларни 
очиб, тенгламапинг барча цадларини чап циемга утказсак, у (*) 
курпнишни олади:

2 (а2 — a j  х +  2 (Ь2 — Ьх) у +  (а\ +  Ь] — а\ — Щ =  0. 
Юцоридаги фикр исботланди.
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М а с а л а  (47). А (— 1, 1) ва В (1, 0) ну^талардай Утувчи 
тугри чизщ тенгламасини тузинг.

Е ч и л и ши .  Тугри чизицнинг ах-\-Ьу-\-с =  0 куринишдаги 
тенглама билан ифодаланишини биламиз. А, В нукталар тугри 
чизи^да ётади, демак, уларнинг координаталари бу тенгламани 
^аноатлантиради. А, В ну^таларнинг координаталарини тугри 
чизи^ тенгламасига цуйиб, ушбуларни ^осил ^иламиз:

— а b с — 0, а с =  0.
Бу тенгламалардан иккита коэффициентни, масалан, а, b коэф- 
фициентларни учинчиси ор^али ифодалаш мумкин: а =  — с, 
b =  — 2с. а ва b нинг бу ^ийматларини тугри чизи^ тенглама
сига чуйиб, топамиз:

— сх — 2 су +  с =  0. 
с га ^исцартириш мумкин. У ^олда:

— х — 2 г/+  1 = 0 .
Мана шу тугри чизиц тенгламасидир.

ТУГРИ ЧИЗИКНИНГ КООРДИНАТАЛАР 
СИСТЕМАСИГА НИСБАТАН ЖОЙЛАШУВИ

Турри чизицнинг ах +  by +  с =  0 тенгламаси бирор хусусий 
кдриншига эга булса, тугри чизиц координаталар уцларига нис
батан цандай жойлашганини анщлаймиз.

1. а =  0, Ьф  0. Бу з̂ олда тугри чизи^ тенгламасини
с

куринишда ёзиш мумкин. Шундай ^илиб, тугри чизицнинг з а̂мма 
нукталари бир хил | о р д и н а т а г а  эга; демак, турри чизиц

х  уцига п араллел  (134-а раем). Жумладан, агар с — 0 булса, 
тугри чизи^ х  уч билан устма- уст тушади.

2. b =  0, а Ф 0. Бу ^ол олдинги ^олга ухшаш царалади. Т$г- 
ри чизиц у  Щ ига параллел  (134-6 раем) ва с =  0 булса, у 
билан устма- уст тушади.

3. с =  0. Турри чизиц координат алар бошидан утади, 
чунки координаталар бошининг (О, О) координаталари тугри чизи^ 
тенгламасини ^аноатлантиради (134-е раем).

Тугри чизи^нинг ах +  by +  с =  0 умумий тенгламасида у ол- 
дидаги коэффициент нолга тенг булмаса, бу тенгламани у га нис
батан ечиш мумкин:
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134 раем.

Ёки, — -  — k, — -  =  q деб белгилаб, ь ь
у =  кх +  q

тенгламани ^осил циламиз. Бу тенгламадаги k коэффициентным 
геометрик мазмунини аницлаймиз. Тутри чизицда иккита А (х1, 
у х) ва В (х2, у 2) (a'x <  х2) нуцта оламиз. Уларнинг координаталари 
турри чизиц тенгламасини цаиоатлантиради:

Ih — kxx +  q, у 2 =  kx2 +  q.

Бу тенгликларн i ^адма-^ад айириб, топамиз: у % — yx =  k (х2— хх). 
Бундан

k =
хг — хх

135 -а  раемда курсатилган ^елда У2 ^  =  tg а. 135-6 раемда кур
де» — X,

сатилган ^олда —— — == — tg а. Шундай цилиб, тутри чизиц тенг-X 2 ATj
ламасидаги k коэффкциентниьт ишорасидан цатъи назар, у т>три

чизицнинг х уци билан ташкил цилган уткир бурчагининг танген- 
сига тенг.

TyFpH чизиц тенгламасидагн k коэффициент nujFpu чизщнинг 
бурчак коэффициенты дейилади.
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TfFPH ЧИЗКККИНГ АЙЛАНА БИЛАН КЕСИШИШИ

Тугри чизицнинг айлана билап кесишиши масаласини караЗ 
чикамиз. R — айлананинг радиуси, d — айлана марказидан тугри 
чизкццача масофа булсин. Айлана ыархазини координаталар бэши, 
берилган тугри чизицца перпендикуляр тугри чизицни х уци си- 
фатида цабул цилгмиз (136-раем). У цолда айлана тенгламаси

х2 +  у2 — R2 дан, тугри чизиц тенгламаси x — d дан иборат. T y F -  

ри чизицнинг айлана билан кесишиши учун иккита тенгламздая 
тузилган ушбу

х2 +  у2 =  R2, х =  d 
система ечимга эга булиши керак. Аксинча, бу системанииг ца? 
цандай ечими тугри чизицнинг айлана билан кесишиш нуцтасининг 
х, у  координаталарини беради. Системани ечиЗ топамиз:

х =  d, у  =  ±  У R* — а2.

у  нинг ифодаскдан системанииг иккита ечими борлиги кури- 
ниб турнбди, яъни R > d  булса, айлана билан т угри  чизиц
иккита нуцт ада кесишади  (lSG-a рае?.;). R =  d булса, система 
битта ечимга зга (турри чг-гиц айланага ypanaduw 
(136-6 раем). R < d  булса, система ечимга зга эмас, яъни т $грх  
чизиц билан айлана кесшымайда  (136- в раем).

0° Д А Н  1 8 Г  ГАЧА БУЛГАН Ж,А? КАНДАЙ БУРЧАКНИНГ 

СИНУСИ, ЫОСИНУСИ ВА ТАНГЕНСИНИ ТАЬРМОЛАШ

Хозкрга цадар синус, косинус ва тангененннг цийматлари фз- 
цат уткир бурчаклар учуй аннцланган эди. Энди биз уларии 0* 
дан 180° гача булган ^эр цандай бурчакка жорай цнламиз. ху
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текисликда маркази координаталар 1 
бошида ва радиуси R га тенг бул
ган айлана оламиз (137-раем), а —
— О А радиус мусбат ярим уч х 
билан ^осил ^илган уТКир бурчак 
булсин. х ва у А ну^танинг 
координаталари булсин. а  уткир 
бурчак учун sina, cosa ва tga нинг 
цийматлари А нук,танинг коорди
наталари ор^али ифодаланади:

* . У , Уcosa =  — sina =  tga =  —.
Энди sina, cosa ва tga нинг кий- 
матларини шу формулалар ор- 
Чали хар щндай а бурчак учун 
аничлаймиз. (tga билан иш курган- 
да a  =  90й ли бурчак чпкариб 
ташланади, яъни каралмайди). Бун- 
дай ани^лэшда (ёндашганда) sin90°- 
=  1, cos 90° =  0, sin 180°=0, 
cos 180° =  — 1, tg 180° =  0. Уст
ма-уст тушувчи нурлар 0° ли бур
чак ^осил килишини ^исобга олиб, 
ушбуларга эга буламиз: sinO0 =  0! 
cosO0 =  1, tg0° =  0.

8 . 1-теорема.  %ар цандай  а , 0 ° < а < 1 8 0 °  бурчак учун  
sin (f 180° — а) =  sina, cos (180° — а) =  — cosa. а  ф  90° бурчак  
учун  tg (180° — а) =  — tga.

И с б о т  и. ОАВ ва ОА1В1 учбурчаклар гипотенузаси ва уткир 
бурчагига кура тенг (138-раем). Учбурчакларнинг тенглигидан 
А В = А 1В1, яъни у =  y lt О В =  ОВг\ демак, х =  — xv  Шу сабабли:

sin (180° — a) =  ^  =  sina,

cos (180° — a) =  =  —̂  =  — cosa.
sin (180 — a) =  sina тенгликни cos (180° — a) =  — cosa тенгликка 
^адма-^ад булиб, tg (180° — a) =  — tga ни ^осил киламиз. Теоре
ма исботланди.

Такрорлаш учун саволлар

1. Ну^танинг координаталари ^андай таърифланишини тушунти- 
риб беринг.
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2. Агар нуцта биринчи (иккинчи, учинчи, туртинчи) чоракка те- • 
гишли булса, унинг координаталарининг ишораси цандай бу
лади?

3. Ординаталар уцида ётувчи нуцтанинг абсциссалари нимага тенг? 
Абсциссалар уцида ётувчи нуцтанинг ординаталари нимага тенг? 
Координаталар бошининг координаталари нимага тенг?

4. Кесма уртасининг координаталари учун формулалар чицаринг.
5. Нукталар орасидаги масофа учун формула чицаринг.
6. Фигуранинг декарт координаталаридаги тенгламаси нима?
7. Айлана тенгламасини чикаринг.
8. Тугри чизицнинг декарт координаталарида ах +  6/у +  f =  О 

куринишдаги тенгламага эга булишини исботланг.
9. Тугри чизицнинг ах +  by -f f =  0 тенгламасида а =  0 булса 

(Ь — 0 булса, с =  0 булса), тугри чизиц цандай жойлашади?
10. TyFpn чизицнинг у =  kx  +  q тенгламасидаги k коэффициент- 

нинг геометрик маъноси нима?
11. Кандай шартда тугри чизиц билан айлана иккита нуцтада ке- 

сишади, кесишмайди, уринади?
12. 0° дан 180° гача булган ^ар цандай бурчак учун синуснинг, 

косинуснинг ва тангенснинг таърифини беринг.
13. Х,ар кандай а, 0 ° < а < 1 8 0 °  бурчак учун цуйидагиларни ис

ботланг: sin (180° — а) =  sina, cos (180° — a) =  — cosa,
tg (180° — a) =  — tga.

Машцлар
1. Координаталар уцларини утказинг, уцларда узунлик бирлиги- 

ни танланг, координаталари (1, 2), (—2, 1), (— 1, — 3), (2, — 1) 
дан иборат нуцталар ясанг.

2. ху текисликда исталган туртта нуцта танланг. Шу нукталар- 
нинг координаталарини топинг.

3. х уцига параллел тутри чизицда иккита нуцта олинган.
Улардан бирининг ординатаси у =  2. Иккинчи нуцтаыинг ор- 
динатаси нимага тенг?

4. х укига перпендикуляр турри чизицда иккита нуцта олинган. 
Улардан бирининг абсциссаси х =  3. Иккинчи нуцтанинг абс- 
циссаси нимага тенг?

5. А (2, 3) нуцтадан х уцига перпендикуляр туширилган. Пер
пендикуляр асосининг координаталарини топинг.

6. А (2, 3) нуцтадан х уцига параллел турри чизик; утказилган. 
Шу тутри чизицнинг у уки билан кесишиш нуцтасининг коор
динаталарини топинг.

7. ху текисликнинг абсциссалари х =  3 га тенг нуцталарининг 
геометрик урнини топинг.

8. ху текисликнинг \х\ =  3 тенгликни цаноатлантирувчи нуцтала- 
рининг геометрик урнини топинг.

9. А ( —3,2) ва В (4, 1) нуцталар берилган. АВ кесманинг у уци 
билан кесишишини, аммо х уци билан кесишмаслигини исботланг.

10. Олдинги масалада АВ кесма у уцининг цандай ярим уцини 
(мусбатиними ёки манфийсиними) кесиб утади?
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11. (—3, 4) нуцтадан: 1) х уцигача; 2) у у^игача масофани то
пинг.

12. (—3, 4) нуктадан координаталар бошигача масофани топинг.
13. Биринчи чоракнинг биссектрисасида ординатаси у —2 булган 

ну^та олинган. Шу ну^танинг абсциссаси нимага тенг?
14. Олдинги масалани ну^та иккинчи чоракнинг биссектрисасида 

ётган ^ол учун ечинг.
15. ху текисликнинг х =  у тенгликни чаноатлантиРУвчи нучтала’ 

рининг геометрик урнини топинг.
16. ху текисликнинг х =  —  г/тенгликни чгшоатлантирувчи нуцтала- 

рининг геометрик урнини топинг.
!7. ABCD параллелограммнинг учта учи берилган: А (1, 0), В (2,3), 

С (3, 2). Туртинчи учи D нинг ва диагоналлари кесишган 
ну^танинг координаталарини топинг.

18. Учлари Л ( — 1, —2), В (2, — 5), С (1, — 2), D ( — 2, 1) 
ну^таларда булган ABCD туртбурчакнинг параллелограмм эка
нини исботланг. Унинг диагоналлари кесишган ну^тани топинг.

19. Учлари (2, 0) ва (0, 2) булган кесма уртасининг координата- 
ларини топинг.

20. Кесманинг бир учи (1, 1) ва унинг уртаси (2, 2) берилган. 
Кесманинг иккинчи учини топинг.

21. Учлари Л (4,1), В (0, 4), С (—3, 0), D (1, — 3) нуцталарда 
булган туртбурчакнинг квадрат эканини исботланг.

22. (1, 0), ( — 1, 0) (0, 1) (0, — 1) туртта нуцтанинг квадрат уч
лари эканини исботланг.

23. 1) (1, 0) ва (3, 0); 2) (1, 0) ва (— 3, 0) нуцталар орасидаги 
масофани топинг.

24. х учнинг (*i> 0) ва (*2 . 0) ну^талари орасидаги масофа ^ар 
цандай Х\ ва х2 ларда d =  \х2 — Xi\ формула буйича топили- 
шини исботланг.

25. Учта нукта берилган: Л (4, — 2); В (1, 2); С ( — 2, 6). Шу 
н у ^ т а л а р д ^ н  иккитасининг орасидаги масофаларни топинг.

26. 2 5 -масаладаги „4, В, С ну^таларнинг бир тугри чизиь;да ёти- 
шини исботланг. Улардан цайси бири цолган иккитасининг 
орасида ётади?

27. х уцда (1, 2) ва (2, 3) нуцталардан баравар узо^лашган нуц- 
тани топинг.

28. Координаталар у^ларидан ва (3, 6) нуктадан тенг узо^лашган 
ну^тани топинг.

29. (1, 2), (3, 4), (— 4, 3), (0, 5), (5, — 1) нуцталардан цайсила- 
ри хг +  j* =  25 тенглама билан берилган айланада ётади?

30. х2 -f  г/2 =  169 тенглама билан берилган айланада: 1) абсцис
саси 5 га тенг; 2) ординатаси— 12 га тенг нуцталарни топинг.

31. А (2, 0) ва В (— 2, 6) ну^талар берилган. Диаметри АВ кес- 
мадан ибс*пт айлана тенгламасини тузинг.

32. А ( — 1, — 1) ва С (— 4, 3) нуц'галар берилган. Маркази С нуцта- 
да булиб, Л нуцта орцали утадиган айлана тенгламасини тузинг.

33. Кандай шартларда радиуслари а ва Ь га, марказлари орасида
ги масофа эса (  га тенг айланалар кесишади?



34. Лгар а, Ь, с, дан иборат учта мусбат сондан >̂ ар бири цолг.п 
иккитасининг йигиндисидан кичик булса, томонлари а, Ь, с га 
тенг учбурчакнинг мавжудлигини исботланг.

35. Томонлари цуйидагиларга тенг учбурчак ясаш мумкин ми:
1) а =  1см, b =  2 см, с =  3 см; 2) а =  2 см, b =  3 см, с — 4см;
3) а =  3 см, Ь'— 7 см, с =  11 см; 4) а =  4см, b — 9см,с =  5см?

36. Айлананинг (1, 4) нуцтадан утиши ва айлана радиуси 5 га 
тенг экани маълум; х уцида айлана марказини топинг.

37. х2 +  У2— 8 * —8«/+ 7 =  0 айлананинг х уци билан кесишиш 
нуцталари координаталарини топинг.

38. Иккита айлананинг кесишиш нуцталари координаталарини то- 
пинг:
х2 +  у2 + 8 *  — 8у — 8 =  0, 
х2 +  у2 — 8х +  8у — 8 =  0.

39. Маркази (1, 2) нуцтада булиб, х уцига уринувчи айлана тенг
ламасини тузинг.

40. Маркази (— 3, 4) нуцтада бул! б, координаталар б«шидан утув
чи айлана тенгламасини тузинг.

41. х2 +  у2 +  2ах +  1 =  0 айлананинг у уци билан кесишмасли- 
ни исботланг.

42. х2_+ у2 +  2ах — 0 айлананинг у  уцига уринишини исботланг.
43. Берилган икки (0, 1) ва (1, 2) нуцтадан баравар узоцлашган 

нуцталарнинг геометрик урнини топинг.
44. 1) * +  2у +  3 =  0; 2) Зх +  4у =  52; 3) 3*— 2у +  6 =  0; 4) 4х—

— 2у — 10 =  0 тенглама билан берилган тугри чизицнинг ко
ординаталар уцлари билан кесишиш нуцталарини топинг.

45. Зх +  4у =  1 тенглама билан берилган тугри чизицда абсцис- 
саси х — — 1 га тенг нуцтани; ординатаси у — — 2 га тенг 
нуцтани топинг.

46. Куйидаги тенгламалар билан берилган тугри чизацларнинг ке
сишиш нуцталарини топинг:

1) х +  2у +  3 =  0 4х +  5у +  6 =  0;
2) Зх — у  — 2 = 0 ,  2х +  у  — 8 =  0;
3) 4д: +  5г/ +  8 =  0, 4х — 2у — 6 =  0.

47. А (— 1, 1) ва В (1, 0) нуцталардан утувчи тугри чизиц тенг
ламасини тузинг.

48. Координаталари: 1) (2, 3) ва (3, 2); 2) (4, — 1) ва (—6, 2);
3) (5, — 3) ва (—1, —2) дан иборат иккита нуцтадан утувчя 
тугри чизиц тенгламасини тузинг.

49. Агар ах +  by =  1 тугри чизицник» (1, 2) ва (2, 1) нуцгалар- 
дан утиши маълум Оулса, унинг тенгламасидаги а ва & коэф- 
фициентлар Нимага тенг?

50. х +  у  +  с =  0 тугри чизиц (1, 2) нуцтадан утса, унинг текг- 
ламасидаги с коэффициент нимага тенг?

51. с нинг цандай цвйматида х +  у  +  с =  0 TyFpa чизиц х2 +  у г=1  
айланага уринади?

Ш



52. х-\-2у — Ъ, 2х— у — 1, Зх +  у =  4; бу учта турри чизицнинг 
бир нуцтада кесишишини исботланг.

53. x-f 2у =  3 ва 2х +  4г/ =  3 турри чиаикларнинг кесишмаслиги- 
ни исботланг.

54. Турри чизикнинг х укига параллеллиги. ва (2, 3) нуцтадан 
утиши маълум; унинг тенгламасини тузинг.

55. Турри чизицнинг координаталар боши ва (2, 3) нуцтадан ути
ши маълум; унинг тенгламасини тузинг.

56. 120°, 135°, 150° ли бурчакларнинг синус, косинус ва тангенс- 
ларини топинг.

57. Жадваллардан фойдалан]:б топинг: 1) sin 160°, 2) cosHO®,
3) tg 130°.

58. Жадваллардан фойдаланиб, цуйидаги бурчакларнинг синусла- 
рини, косинусларини ва тангенсларини топинг: 1) 40°; 2) 14° 36',
3) 70°20'; 4) 80°16'; 5) 145°; 6) 150°30'; 7) 150°33'; 
8) 170°28'.

59. Жадваллардан фойдаланиб, бурчакларни топинг: 1) sinax =  
=  0,2, 2) cosa2 =  — 0,7, 3) tga3 = —0,4.

CO. 1) cosa =  —; 2) cosa =  — 0,5; 3) cosa =  y ~ ;  4) cosa =  — 
sina ва tga нинг цийматларини топинг.

61. 1) sina = 0 ,6 , 0° <  a  <  90°; 2) sina =  у ,  90° <  a <180°;
1

3) sina =  -y =, 0 ° < a <  180°. cosa ва tga нинг цийматларини 
топинг.

5
62. tga =  — — экаии маълум; sina ва cosa ни топинг.

63. sina =  у  экани маълум; а  бурчакни ясанг.
з

64. cosa =  — д- экани маълум; а  бурчакни ясанг.
65. cosx =  cos,8; a  =  р булишини исботланг.
66. sina =  sinji; ё a  =  P булишини, ёки а =  180° — Р булишини 

исботланг.

9 - §. ФИГУРАЛАРНИ АЛМАШТИРИШ
Ф ИГУ РАЛАРНИ  А ЛМ А Ш ТИ РИШ  М ИСОЛЛАРИ

Агар берилган фигуронииг >̂ ар бир нуктаси бирор тарзда сил- 
житилса, янги фигура ^осил ^илинади. Бу фигура берилган фигу- 
радан алмаштирши натижасида ^оскл ^илинди дейилади. Бир неч- 
та мисол келтирамиз.

Нуцтага нисбатан симметрия. Айтайлик, О — белгили ну^та 
на А' — текисликнинг ихтиёрий нуктаси булсин (139-раем). ОХ 

кесманинг давомида О нуктадан нарига ОХ кесмага тенг ОХ' кес-

л ?



F ,X

CJ\x' F

139-расм. 140-расм.

мани цуямиз. X' нуцта О нуцтага нисбатан X нуцтага симметрик 
нуцта дейилади. О нуцтага симметрик нуцта шу О нуцтанинг 
узидан иборат. Равшанки, X' нуцтага симметрик нуцта X нуцта- 
нинг узидир.

F фигурани F' фигурага алмаштиришда F нинг ^ар бир X нуц- 
таси О нуцтага нисбатан симметрик X' нуцтага утса, б у алмашти
риш О нуцтага нисбатан симметрик алмаштириш дейилади. Бун
да F ва F' фигуралар О нуцтага нисбатан симметрик фигуралар 
дейилади (140-расм).

Агар О нуцтага нисбатан симметрик алмаштириш F фигурани 
уз-узига утказса, у марказий симметрик алмаштириш дейилади, 
О нуцта симметрия маркази дейилади. Масалан, параллелограмм 
марказий симметрик фигурадир. Унинг симметрия маркази диаго- 
налларининг кесишиш нуцтасидан иборат (141-раем).

Тугри чизицца нисбатан симметрия. Айтайлик, g — белгили 
тугри чизиц булсин (142-раем). Ихтиёрий X нуцтани оламиз ва

ундан g турри чизицца XX перпендикуляр туширамиз. Бу перпен- 
дикулярнинг давомига X нуцтадан XX кесмага тенг XX' кесмани цуя
миз .X' нуцта g турри чизицца нисбатан X нуцтага симметрик нуцта 
дейилади. Агар X нуцта g турри чизицда ётса, унга симметрик 
нуцта унинг узидан иборат. Равшанки, А'' нуцтага симметрик 
нуцта X  нуцтадан иборат.

<7

х

142-расм.

8 -2 0 8 9 ИЗ



F фигурани Fr фигурага алмаштиришда F нинг ^ар бир X  нук;- 
таси берилган g турри чизиеда нисбатан симметрик булган X1 нук,- 
тага утса, бундай алмаштириш g mijrpu чизища нисбатан симмет-

X X х '' ■

F

С кам

F1

3
143-расм,

рик алмаштириш дейилади. Бунда F ва Ff фигуралар g  турри 
чизиеда нисбатан симметрик, фигуралар дейилади (143-расм).

Агар g турри чизшда нисбатан'симметрик алмаштиришда F фи
гура уз-узига утса, бу фигура g mifrpu чизища нисбатан сим
метрик фигура дейилади, g тугри чизиц эса фигуранинг симмет
рия iji\u дейилади. Масалап, тугри туртбурчак диагоналларининг 
кесишиш нучтасидан унинг томонларига параллел равишда утувчи 
тугри чизиклар тутри туртбурчакнинг симметрия учлари булади 
(144-раем). Ромбнинг диагоналлари ётган тутри чизиклар унинг 
симметрия уклари булади (145-раем).

145- раем,

М а с а л а  (6). Айлананинг марказидан утувчи тугри чизиц 
унинг симметрия ук,и эканлигиии исботланг.

Е ч и л и ши .  О — айлананинг маркази, а— О нуцта ор^али 
утувчи тугри чизиц булсин (146-раем). Равшанки, а турри чи- 
зиеда нисбатан симметрик алмаштириш айлананинг С нуцтаси»
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ни С' ну^тага утказади, О нуктани эса урнида цолдиради. Ай- 
ланада ихтиёрий X нур̂ та оламиз ва а тугри чизикда нисбатан 
симметрик алмаштиришда X нуцта утадиган X' нуктани ясаймиз.

ОАХ ва ОАХ' учбурчаклар биринчи аломатга кура тенг. Улар- 
нинг А учидагн бурчаклари тутри бурчаклардир, ОА томони уму
мий, АХ ва АХ' томонлар эса симметрия таърифига кура тенг. 
Учбурчакларнинг тенглигидан ОХ ва ОХ' томонлар тенг деган 
натижа чицади, яъни X' нуцта айланада ётади. Бу эса, а тугри 
чизиеда нисбатан снмметрияда айлананинг уз-узига утишини, яъни 
а тугри чизи^ айлананинг симметрия у^и эканини билдиради. 
Гомотетия. Айтайлик, Г— берил

ган фигура, О— белгили ну^та булсин 
(147-раем). F фигуранинг ихтиёрий 
А нуктаси орцали ОХ нур утказамиз 
ва унга k-OX га тенг ОХ' кесмани 
^уямиз, бунда k мусбат сон. F фи- 
г-урани алмаштиришда унинг \ар бир 
А' нуцтаси курсатилган усул билан 
ясалган X' ну^тага утса, бу алмаш- 
тириш О марказга нисбатан гомоте
тия дейилади. k сони гомотетия 
коэффициенти дейилади. F, F' фи
гу ралар гомотетии фигуралар дейи- 
ЛаДИ. 147-расм,

Х.АРАКАТ

F фигу рани F’ фигурага алмаштиришда нуцталар орасидаги 
масофалар сацламса, яъни F фигуранты- исталган иккита X ва У 
Hy^TacHHHF' фигуранингX 1 ва У' ну^тасига утказеа^амда Х У = Х 'У  
тенглик бажарилса, бу алмаштириш таракан  дейилади.

Э с л а т м а .  Геометрияда ^аракат тушунчаси силжитиш >̂ аки- 
даги оддий тасаввур билан богли^. Агар силжитиш ^а^ида гапи- 
рилганда узлуксиз жараённи куз олдимизга келтирсак, геометрия- 
да фигуранинг бошлангич ва охирги вазиятлари биз учун г^амият- 
га эга булади.

9 .1 -теорем а.. Нуцт ага нисбатан симметрик алм аш 
тириш харакатдир.

Ис б о т и .  X ва У — F фигуранинг ихтиёрий иккита нуктаси 
булсин (148-раем). О нуцтага нисбатан симметрик алмаштириш бу



У У'

о

148-раем, 
У чбурчакларнинг

X'

нуцталарни X ’ ва У' нуцталарга утка- 
зади. XOY ва X'OY' учбурчакларни ца- 
раймиз. Улар учбурчаклар тенглигининг 
биринчи аломатига кура тенг. Уларнинг 
О учидаги бурчаклари вертикал бур
чаклар булгани сабабли бир-бирига тенг. 
О нуцтага нисбатан симметриянинг таъ- 
рифига биноан ОХ =  ОХ', OY =  OY'. 

тенглиги учун томонлар тенг: XY = Х ’\". Бу эса 
О нуцтага нисбатан симметриянинг ^аракат эканини билдиради. 
Теорема исботланди.

9. 2. -теорема.  Т$рри чизицца нисбатан симметрик  
алмаш тириш  х,арак,атдир .

И с б о т и .  Берилган тугри чизицни декарт координаталари сис- 
темасининг у уци учун цабул циламиз (149-раем). F фигуранинг 
ихтиёрий X (х, у) нуцтаси F' фигуранинг Х'(х', у') нуцтасчга 
утсин. Тутри чизицца нисбатан симметриянинг таърифидан X  ва

X' нуцталарнинг ординаталари тенг, 
абсциссалари эса ишоралари билан 
фарц цилиши, яъни х' =  — х экани 
келиб чицади.

Иккита ихтиёрий Х1(^1, г/х) ва 
Х2 (х2, у2) нуцтани оламиз. Улар 
х \ (— *i, Уд ва Х ’2 (—хг, уг) нуцта
ларга утади.

Ушбуларга эгамиз:

ч

*2

* /

А

о

149-раем.
Х хХ\ =  (х2 — Xl)2 +  (у2— у ^ ,  

x 'ix 2 = ( ~ х2 +  *i)2 +  (у* — Уг?
Бундан Х хХ 2 =  Х[Х'2 экани келиб чицади. Бу эса тугри чизицца 
нисбатан симметрик алмаштиришнинг ^аракат эканини билдиради. 
Теорема исботланди.
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Берилган нуцта атрофида буриШ деб шундай ^аракатга айтила • 

Дики, унда шу нуктадан чицувчи ^ар бир нур бир хил йуналиш- 

да (соат стрелкаси йуналиши буйича ёки унга тескари йуналишда) 

бир хил бурчакка бурилади (150-раем).

М а с а л а  (14). Бир учи берилган, цолган икки учи берил

ган иккита тутри чизицда ётувчи тенг томонли учбурчак ясанг.

Ечилиши.  ОАВ — изланаётган учбурчак булиб, унинг О учи 

берилган. А ва В учлари эса берилган а ва b тугри чизицлар- 

да ётсин (151-раем), b тугри чизицни О нуцта атрофида 60° га 

бурамиз. Бу буришда у А нуктадан утувчи Ь' тугри чизикка 

алмашинади. Шундай цилиб, А учни топиш учун Ь' тугри чизиц- 

ни ясаш етарли. Л уч а ва Ь' тугри чизикларнинг кесишиш нуц- 

таси булади.

Ь' тугри чнзицни ясаш учун b тугри чизикнинг ихтиёрий 

иккита нуцтасини олиш ва буриш натижасида улар утадиган нуц- 

таларни ясаш етарли. Ь' тугри чизиц шу нуцталар орцали утади.

А учни ясагандан кейин В учни ясаймиз. В нуцта ОА кес- 

мага утказилган урта перпендикуляр 'билан b тугри чизикнинг 

кесишган нуцтаси булади. О, А, В нуцталарни кесмалар билан 

туташтириб, изланаётган учбурчакни ^осил циламиз.

Х.ДРАКАТНИНГ ХОССАЛАРИ

9. 3-теорем a. X,apatcamda турри чизицда ётувчи нуц- 
талар турри чизицда ётувчи нуцталарга утади ва 
уларнинг узаро жойлашув тартиби сацланади.

Бу эса, агар тугри чизицда ётувчи А, В, С нуцталар А у, Ви 

С 1 нуцталарга утса, бу нуцталарнинг ^ам тугри чизицда ётишини 

ва бундан ташцари, В нуцта Л ва С нуцталар орасида ётса, By 
нуцтанинг Ау ва Сг нуцталар орасида ётишини билдиради.

И сб о ти .  В иуцта Л ва С нуцталар орасида ётсин. Агар Ау,Ву,Су 

нуцталар тугри чизицда ётмаса, улар учбурчакнинг учлари булади.

Шу сабабли АуСу <  АуВу + ВуСу. Бундан ^аракатнинг таъри- 

фига кура ушбу Л С < Л В  + БС хулоса чицади. Аммо кесмалар- 

ни улчашнинг хоссасига кура АС =  АВ + ВС.

Биз зидликка келдик. Теореманинг биринчи хасдиги исботланди. 

Энди Bt нуцтанинг Ау ва Су нуцталар орасида ётишини курса- 

тамиз. Ау нуцта Вх ва Су нуцталар орасида ётсин. У ^олда АуВу\- 

+  АуСу: - ВуСу] демак, АВ АС =  ВС . Бу эса АВ -j- ВС — АС 

тенгликка зид. Шундай цилиб, Ах нуцта By ва Су нуцталар ора

сида ётмайди. Су нуцта А у ва By нуцталар орасида ёта олмаслиги



){ам шунга ухшаш исботланади. Аъ Ви Ct учта нуцтадан бири цол- 

ган иккитасининг орасида ётгани учун, бу нуцта фацат Bt нуцта

дан иборат булиши мумкин. Теорема тула исботланди.

9.3- теоремадан цуйидаги натижа чицади: харакатд а m$Fpa 

чизицлар m frpu чизицларга, ярам  m$fpu чизицлар 

ярам  т^ери чизицларга, кесмалар кесмаларга fmadu.

Бу фикрни кесма мисолида тушунтирамиз. АВ — берилган кес

ма булсин. Даракат натижасида Л ва Б нуцталар бирор А' ва В' 

нуцталарга утади (152-раем). АВ кесманинг А'В' кесмага утиши

ни курсатамиз. АВ кесмада ихтиёрий X  нуцта оламиэ. Бу нуцта

А’В' турри чизицнинг А’ ва В' нуц

талари орасида ётувчи бирор X' нуцта- 

сига утади (9.3-теорема), яъни АВ кес

манинг X нуцтаси А'В' кесманинг X' 

нуцтасига утади. Даракат натижасида 

А' В' кесманинг ^ар цандай X' нуцтаси 

учун АВ кесманинг X' нуцтага утади

ган X нуцтаси топилаверадими? Да, з̂ ар 

цандай нуцта учун топилаверади. Агар 

АВ кесмада АХ =  А'Х ' [тенгликни [цаноатлантирадиган X  нуцта 

олинса, бу нуцта худди уша X' нуцтага утади.

А В ва АС кесмалар битта А нуцтадан чицадиган, бир тугри 

чизицда ётмайдиган ярим турри чизицлар булсин (153-раем). Да- 

ракатда бу ярим турри чизицлар цандайдир Л1В1 ва AxCi ярим 

тугри чизицларга утади. Даракат масофаларни сацлайди, шу сабаб

ли учбурчаклар тенглигининг учинчи аломатига кура ABC ва А1В1С1

152-расм.

153-расм. 154-расм.

учбурчаклар тенг. Учбурчакларнинг тенглигига асосан ВАС ва 

В1А1С1 бурчаклар тенгдир. Демак, харакатда ярим m frpu  

чизицлар орасидаги бурчаклар сацланади.

Энди F фигура ^аракат натижасида F' фигурага, F’ фигура 

эса ^аракат натижасида F" фигурага алмашеин (154-расм). Бярия-
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чи з^аракат F фигуранинг X нуцтасини F' фигуранинг X' нуцта- 

сига, иккинчи з^аракат эса F' фигуранинг X' нуцтасини F" фигу

ранинг X" нуцтасига утказсин дейлик. У холда F фигурани F" 

фигурага алмаштириш, бу алмаштиришда F фигуранинг ихтиёрий 

X нуцтаси F" фигуранинг X" нуцтасига утади, нуцталар орасида

ги масофаларни саклайди, демак, бу алмаштириш уш .уаракатдир. 

.^аракатнинг бу хоссаси сузлар билан бундай ифэдаланади: кет- 

ма-кет бажарилган иккита х^аракат яна ,\аракатни 

беради.
F фигурани F' фигурага алмаштириш F фигуранинг турлн нуц- 

таларини F' фигуранинг турли нуцталарига утказсин дгб фараз 

цилайлик. F фигуранинг ихтиёрий X нуцтаси F' фигуранинг X ' 

нуцтасига утсин. F' фигурани F фигурага утказадиган алмаштириш 

(бу алмаштиришда X' нукта X нуцтага утади) берилган алмашти- 

ришга тескари алмаштириш дейилади. Х,аракат нуцталар 

орасидаги масофаларни сацлайди, шу сабабли турли нукталарни 

турли нуцталарга утказади. Демак, %аракатга тескари алмаш

тириш %ам \аракатдан иборат.

ФИГУРАЛАРНИНГ ТЕНГЛИГИ

Агар ^аракат натижасида икки фигурадан бири иккинчисига 

утса, уяар тенг фигуралар дейилади.

Фигураларнинг тенглигини белгилаш учун одатдаги тенглик 

белгисидан фойдаланилади. F — F' ёзув F фигуранинг F' фигура

га тенглигини билдиради. ABC ва А1В1С1 учбурчаклар тенглиги- 

нлнг ААВС  =  ААуВуСу ёзилишида царакат натижасида устма-уст 

келтирилган учлари тегишли уринларда турибди, деб фараз цили- 

нади. Бундай шартда учбурчакларни царакат натижасида устма- 

уст келтириш тушунчаси орцади таърифланган тенглиги билан 
биз шу еацтга цадар тушуниб келган тенглик бир хил маъно- 

ни билдиради. Шуни исботлаймиз.

ABC учбурчак з^аракат натижасида АуВуСу учбурчак билан уст

ма-уст тушсин, бунда А уч Ау учга, В уч By учга ва С уч Ct 

учга утсин. Х,аракат натижасида масэфа ва бурчаклар сацланади, 

шу сабабли царалаётган учбурчак учун: АВ =  АуВу, ВС =  BxClt 

A C =A lC1, Z . A = /LAlt /-В = /L B x, Z.C =  /-Су, яъни учбурчаклар 

тенглигини биз шу вацтгача цайси маънода тушуниб келаётган 

булсак, улар уша маънода тенг.

Энди ABC ва /11В1С1 учбурчакларда А В =  АХВЪ ВС =  ВуСи 
АС =  АуСу, /LA = Z-Ay, Z-B == /-By, Z.C =  Z-Су булсин. Бу уч-
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бурчаклар ^аракат натижасида 

устма-уст тушишини, шу билан 

бирга А уч Лj учга, В уч Bt 
учга, С уч Сх учга утишини ис- 

ботлаймиз. А ВС учбурчакни ААг 
кесмага перпендикуляр булиб, 

унинг уртасидан утувчи a TyF- 

ри чизицда нисбатан симметрик 

алмаштирамиз (155- раем). АХВ2С2 
155- раем. учбурчак ^осил булади. A1B2Ci

учбурчакни Ах нуцтани ВгВ2 
кесманинг уртаси билан туташтирувчи b тугри чизицца нисбатан 

симметрик узгартирамиз. учбурчак ^осил булади.

Агар Сг ва С3 нуцталар А1В1 тугри чизицдан бир томонда ёт- 

са, улар устма-уст тушади. Дацицатан, В1А1С1 ва ВхА̂ С3 бурчак

лар тенг булгани учун AjCi ва АХС3 нурлар устма-уст тушади, 

A±Ci ва АХС3 кесмаларнинг тенглиги учун Сх ва С3 нуцталар уст

ма-уст тушади.

Шундай цилиб, АБС учбурчак ^аракат билан А1В1С1 учбурчак

ка утказилди.

Агар С1 ва С3 нуцталар А1В1 тугри чизицнинг турли томонида 

ётса, ALBt тугри чизицца нисбатан симметрияни ^ам цулланиш керак.

УХШАШЛИК АЛМАШТИРИШИ ВА УНИНГ ХОССАЛАРИ

Агар F фигурани F' фигурага алмаштиришда нуцталар ораси

даги масофалар бир хил нисбатда узгарса, бундай алмаштириш 

ухшашлик алмаштириши дейилади (156-раем). Бу эса, агар F 

фигуранинг ихтиёрий X, Y нуцталари ухшашлик алмаштириши 

натижасида, F фигуранинг A"', Y' нуцталарига утса, у ^олда

F

X
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X 'Y ' — k- XY  булади, бунда k сони ^амма X, Y  нуцталар учун 

бир хил демакдир. k сони ухшашлик коэффициента дейилади. 

k =  1 булганда ухшашлик алмаштириши, равшанки ^аракатдан 

иборат булади.

9.4- т еор  ем а. Гомотетия ухшашлик алмаштириши- 
дир.

И с б о т и .  О нуцта гомотетия маркази, k эса гомотетия коэф

фициента булсин (157-раем). О нуктани координаталар боши деб 

цабул цилиб, х, у декарт координаталарини киритамиз. Ихтиёрий 

{х, у) нуцта (kx, ky) нуцтага утадиган алмаштиришни царайлик. 

Ана шу алмаштиришнинг гомотетия эканини исбот цилмоцчимиз.

Айтайлик, А (х,, ух) — фигуранинг ихтиёрий нуцтаси булсин. 

У A' (kxx, kyx) нуцтага утади. О А тугри чизик координаталар 

бошидан утади, демак, унинг тенгламаси ах + by =  0 куринишда 

булади. Бу тенгламани А' нуцтанинг координаталари цаноатлан- 

тиради, чунки akxx + bkyx =  k (ахj + byx) =  0. Демак, А' нуцта

О А тугри чизикда ётади. хх ва kxlt ух ва kyx бир хил ишорали 

булгани учун А' нуцта О А нурда ётади.

Ушбуларга эгамиз:

0А =  Vx\ + у], О А' =  V(kxJ* + (kyJ* =  ь Vxf+~yi-

Бундан О А' =  k О А. Демак, алмаштириш 5$ацицатан ^ам О мар- 

казга нисбатан коэффициента k га тенг гомотетиядир.

Энди ихтиёрий иккита А (хх, ух) ва В (х2, у2) нуцта оламиз. 

Улар A'(kxx, кух), B'(kx2, ky2) нуцталарга утади. Ушбуларга эгамиз:

АВ2 =  (х2 — xtf + (у2 — у О2,

А 'В '2 =  [kx2— kxx)2 + (ky2 — kytf =  k2 [(x2 — x,)2 + (y2 — ytf\ =

=  k2 AB2.

Бундан A'В' — kAB. Бу эса царалаётган алмаштириш ухшашлик 

алмаштириши эканлигини билдиради. Теорема исботланди.

Шуни зелатамизки, ^ар цандай ухшашлик алмаштириши рм  

гомотетия булавермайди. Агар F фигурани гомотетик алмаштирсак, 

^осил булган F' фигурани ихтиёрий ^аракатлантирсак, натижада 

бирор F" фигурани ^осил циламиз. F фигурани F" фигурага ал- 

маштиркш, равшанки ухшашлик алмаштириши булади, аммо бу 

алмаштириш, умуман айтганда гомотетия булмайди.

Харакат билан иш курганимиз сингари ухшашлик алмаштири

ши да бир т-угри чизицда ётувчи учта А, В, С нуцта бир тугри 

чизицда ётувчи учта Аъ Въ Сх нуцтага утиши исботланади. Шу 

билан бирга, а-ар В нуцта Л ва С нуцталар орасида ётса, Вх нуц- 

та Ах ва Сх нуцталар орасида ётади. Бундан ушбу хулоса чицади:
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Ухшашлик алмаштириши тугри чизицларни тугри чи
зицларга, ярим m$Fpu чизицларни ярим тугри чизиц
ларга, кесмаларии кесмаларга $тказади.

Ухшашлик алмаштириши яркм турри чизицлар 

орасидаги бурчакларни сацлашини исботланмяз. Хакицатан 

АБС бурчак коэффициента h га тенг ухшашлик алмаштири- 

шида бурчакка утсин (158-раем). ABC бурчакни унинг

В учига нисбатан гомотетия коэффициента k га тенг гомотетик 

алмаштирамнз. Бунда Л ва С нуцталар А2 ва С2 нуцталарга ута- 

дн. А.2ВС2 ва Л1В1С1 учбурчаклар учинчи аломатга кура тенг. 

Учбурчакларнинг тенглиги учун А2ВС2 ва АуВуСу бурчаклар тенг.

Демак, АЬС ва AiBiC1 бурчаклар тенг. Шуни исботлаш талаб 

цилинган эдн.

М а с а л а  (36). (ab) бурчак ва унинг ичида А нуцта берил

ган. Бурчак томонларнга уриниб, А нуцта орцали утувчи ай

лана ясамг.

Ечилиши.  Бурчак томонларнга уринузчи бирор айлана 

ясаймиз (159-раем). Бурчакнинг учи ва А нуцта орцали тугри 

чизиц утказамиз. В нуцта шу тугри чнзиц билан ясалган айла

нанинг кесишиш нуцтаси булсин. Бурчакнинг учига нисбатан 

В нуцтани А нуцтага утказувчи гомотетия ясалган айланани 

изланаётгаи айланага утказади.

Агар икки F, F' фигура ухшашлик алмаштиришида бир-бкрига 

$тса, улар ухшаш фигуралар дейилади. Фигураларнинг ухшашли- 

гини белгилаш учун махсус белги цулланилади: со. F со F' ёзув 

бундай уцилади: «F фигура F' фигурага ухшаш». Учбурчаклар ух - 

шашликларииинг ёзилншида Д  ABC оо Д  ухшашлик алмаш-

тнрнши натижасида устма-уст тушаднган учлар тегишли уринлар- 

да турнбди, яъни А уч А± учга, В уч Bt учга, С уч Ci учга 

утади, деб фараз цилинади.

158-раем. 159-раем.

ФИГУРАЛАРНИНГ УХШАШЛИГИ

122



Ухшашлик алмашпиришинииг хоссаларидан ушбу хулоса чица- 

ди: ухшаш фигураларнинг мос бурчаклари тенг, мос 

кесмалари пропорционал. Жумладан, ABC  ва АуВуСу ух

шаш учбурчакларда:

Z. А — Z. Аи Z. В ~ Z. By, JLC — Су,
АВ _  ВС_ _  j4 £

АуВу ~  ВуСу ~  АуСу 

^уйидагп теорема учбурчакларнинг ухшашлик аломатларини беради:

9.5-теорема.  1) Агар бир учбурчакнинг иккита бур

чаги иккинчи учбурчакнинг иккита бурчагига мос ра- 

вишда тенг булса;

2) бир учбурчакнинг икки томони иккинчи учбур

чакнинг икки томонига пропорционал булса ва бу то- 

монлар х,осил цилган бурчаклар тенг булса;

3) бир учбурчакнинг томонлари иккинчи учбурчак

нинг томонларига пропорционал булса, бундай иккита 

учбурчак ухшаш булади.

И с б о т  и. ABC ва Л1В1С1 — цуйидзги шартлардан бири бажа- 

риладиган иккита учбурчак булсин: 1) /L А =  Z. Ау, / .В  =  / .В 1) 

2) Z. А =  /L Av АВ_ _  АС_ АВ_ __ АС_ ВС_,
АуВу ~ АуСу' АуВу — АуСу ~  ВуСу

АВ
Учбурчакларнииг ухшашлигини исботлаймиз. k =  -r-=- булсин. АуВуСу

учбурчакни ухшашлик коэффициента k га тенг булган бирор ух

шашлик алмаштириши, масалан, гомотетик алмаштириш бажарамиз

(160-раем). Бунда ABC учбурчакка тенг бирор А.гВгС2 учбурчакни 

эрсил киламиз. ^ацицатан, биринчи холда ушбуларга эга буламиз: 

/LA = ^ .А у  = /-Аг, Л  В =  ^  By =  /LB2,
А2Вг =  kAyBy — АВ.
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Учбурч клар тенглигининг иккинчи аломатига кура ABC ва АгВгС1 

учбурчаклар тенг.

Иккинчи ^олда ушбуларга эгамиз:

z . А =  Z . А2, А2В2 =  АВ, А2С2 =  АС.

Учбурчаклар тенглигининг биринчи аломатига кура учбурчаклар тенг. 

Учинчи ^олда ушбуларга эгамиз:

А2В2 — АВ, В2С2 =  ВС, А2С2 =  АС. 

Учбурчаклар тенглигининг учинчи 

аломатига кура учбурчаклар тенг.

А2В2С2 учбурчак ABC учбурчакка 

тенг булгани учун А2В2С2 учбурчак 

ABC учбурчакка ^аракат натижасида 

утказилади. Демак, АхВгС1 учбурчак 

ABC учбурчакка ухшашлик алмаш

тириш билан ^аракатни кетма-кет j ^  

бажариш натижасида утказилади, бу

эса ухшашлик алмаштиришидир. Учбурчакларнинг ухшашлик ало- 

матлари исботланди.

М а с а л а  (37). Айлананинг АВ ва CD ватарлари S нуцта- 

да кесишади. /4S • BS =  CS • DS эканини исботланг.

Ечилиши.  BD  тугри чизицни утказамиз (161-раем). А, С 

нуцталар BD тугри чизикда нисбатан битта ярим текисликда, 

яъни 5 нуцта ётган ярим текисликда ётади.

Демак, ички чизилган DCB ва DAB бурчаклар тенг. Ички 

чизилган ABC ва ADC бурчаклар тенглигини ^ам шунга ухшаш 

усул билан исботлаймиз. Курсатилган бурчакларнинг тенглиги- 

дан /1SD ва CSB учбурчаклар ухшаш деган хулоса чицади 

(9.5-теорема). Учбурчакларнинг тенглигидан ушбу пропорция 

келиб чицади:
DS AS.

BS ~  CS 
Бундан: AS • BS — CS - DS.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Кандай нуцталар берилган нуцтага нисбатан симметрик нуцта- 
лар деб аталишини тушунтириб беринг.

2. КанДай алмаштириш берилган нуцтага нисбатан симметрик ал
маштириш дейилади?

; 3. Кандай фигура марказий симметрик фигура дейилади?
4. Фигуранинг симметрия маркази нима? Марказий симметрик фи

гурага мисол келтиринг.
5. Кандай нуцталар берилган тугри чизикда нисбатан симметрик 

нукталар дейилади?
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6. К̂ андай алмаштириш берилган турри чизицда нисбатан симмет
рик алмаштириш деб аталади?

7. Кандай фигура берилган турри чизицда нисбатан симметрик 
фигура дейилади.

8. Фигуранинг симметрия уци нима? Мисол келтиринг.
9. К,анДай алмаштириш гомотетия деб аталади. Гомотетия маркази 

нима, гомотетия коэффициента нима?
10. Фигурани цандай алмаштириш ^аракат дейилади?
11. Нуцтага нисбатан симметриянинг ^аракат эканини исботланг.
12. Турри чизицца нисбатан симметриянинг ^аракат эканини исбот

ланг.
13. Буриш нима эканини тушунтиринг.
14. Даракатда турри чизицда ётувчи нуцталар турри чизицда ётув

чи нуцталарга утишини ва уларнинг узаро жойлашув тартиби 
сацланишини исботланг.

15. Турри чизицлар, ярим турри чизицлар, кесмалар ^аракат нати
жасида нимага алмашинади?

16. Даракат натижасида бурчакнинг сацланишини исботланг.
17. Кандай фигуралар тенг фигуралар дейилади?
18. Ухшашлик алмаштириши нима?
19. Гомотетиянинг ухшашлик алмаштириши эканини исботланг.
20. Ухшашлик алмаШтиришининг бурчакларни сацлашини исботланг.
21. Кандай фигуралар ухшаш фигуралар дейилади?
22. Учбурчакларнинг ухшашлик аломатларини ифодаланг ва исбот

ланг.
МАШЦЛАР

1. А (1, 1), В (2, 3), С (- 3 , 1), D ( - 2 ,  2), Е ( - 3 ,  - 4 ) , 
F (2, — 1) нуцталарга координаталар бошига нисбатан симмет
рик булган нуцталарни ясанг.

2. Учбурчакнинг икки учига унинг учинчи учига нисбатан сим
метрик булган нуцталарни ясанг.

3. Айлананинг маркази унинг симметрия маркази эканини исботланг.
4. 1) Л (1, 1), В (— 2, 3), С (0, — 1) нуцталарга х уцига нисба

тан симметрик нуцталарни ясанг.
2) D (2, 0), Е ( —4, 1), F ( —2, — 2) нуцталарга у уцига 
нисбатан симметрик нуцталарни ясанг.

5. ABC учбурчак берилган. Циркулдан фойдаланиб, С нуцтага 
АВ турри чизицца нисбатан симметрик С' нуцтани ясанг.

6. Айлана марказидан утувчи турри чизиц унинг симметрия уци 
эканини I сботланг.

7. Агар гомотетия коэффициента: 1) 2; 2) 3 га тенг булса, мар
кази координаталар бошида булган гомотетияда Л (1, 2), 
В(2, 2), С (— 1, 1), D (3, — 1) нуцталар утадиган нуцталарни 
ясанг.

8. Гомотетияда X нуцта X' нуцтага, У нуцта эса У' нуцтага 
утади. Агар X, X ' , У, У' нуцталар бир турри чизицда ётма- 
са, гомотетия марказини топинг.

9. Гомотетияда X  нуцта X' нуцтага утади. Агар k: 1) 2; 2) 3;
3) 4 га тенг булса, гомотетия марказини ясанг.
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10. Бирор ну^тага нисбатан симметрияда А' ну^та А ' ну^тага 
утади. Шу симметрияда Y ну^та утадиган нуктани ясанг.

П . Бирор тугри чизикда нисбатан симметрияда X ну^та X' нук;- 
тага утади. Шу симметрияда Y ну^та утадиган нуктани ясанг.

12. Бир фигуранинг исталган икки нуцтаси орасидаги масофа 10 
см дан кичик, бош^а бир фигуранинг исталган икки нуктаси 
орасидаги масофа 10 см дан катта. Бу нкки фигура: 1) нуг̂ - 
тага нисбатан; 2) турри чизикда нисбатан симметрик булиши 
мумкинми?

13. ABC учбурчакни С учи атрофида*. 1) соат стрелкаси йуналиши- 
да 60° га буришда; 2) соат стрелкаси йуналишига тескари йуна- 
лишда 60° га буришда шу учбурчак утадиган фигурани ясанг.

14. Бир учи берилган, долган иккита учи берилган икки турри 
чизицда ётувчи тенг томонли учбурчак ясанг.

15. Учбурчакнинг симметрия маркази мавжудми?
16. Симметрия маркази бор булган туртбурчакнинг параллелограмм 

эканини исботланг.
17. Тенг ёнли учбурчакнинг асосига утказилган медиана ётувчи 

тутри чизик; учбурчакнинг симметрия )ди булишини исботланг.
18. 1) Агар учбурчакнинг симметрия \ди бор булса, у учбурчак 

учларининг биридан утишини исботланг.
2) Агар учбурчакнинг симметрия уь̂ и бор булса, бу учбур
чак тенг ёнли булишини исботланг.
3) Агар учбурчакнинг иккита симметрия у^и булса, бу учбурчак 
тенг томонли булишини исботланг.

19. Бурчакнинг биссектрисаси ётган турри чизи^ унинг симметрия 
у^и эканини исботланг.

20. АВ кесма ва АВ турри чизикда ётмайдиган О ну^та берилган.
О нуцтага нисбатан АВ кесмага симметрик фигура нимадан 
иборат? Уни ясанг.

21 . а  турри чизиц ва бу турри чизикда ётмайдиган О нук;та бе
рилган. О нуцтага нисбатан а турри чизиада симметрик фигу
ра нимадан иборат? Уни ясанг.

22. Иккита параллел турри чизи^даи иборат фигуранинг нечта 
симметрия маркази бор? Улар цаерда жойлашган?

23. Тенг томонли учбурчакнинг нечта симметрия уци бор?
24. Параллелограмм диагоналларининг кесишиш нуцтаси унинг 

симметрия маркази эканини исботланг.
25. Кесманинг нечта симметрия уци бор?
26. Турри чизи^нинг нечта симметрия у^и бор?
27. Квадрат диагоналларининг кесишиш ну^тасидан унинг томон- 

ларига параллел равишда утувчи турри чизицлар унинг сим
метрия ук4лари булишини исботланг.

28. Ромбнинг диагоналлари унинг симметрия учлари эканини ис
ботланг.

29. 1) Кесишувчи турри чизицлар ва бу тугри чизицларда ётмай
диган ну^та берилган. Охирлари берилган турри чизицларда, 
уртаси берилган нуцтада булган кесма ясанг.
2) Иккитадаи кесишувчи учта турри чизиц ar b с берилган. b



i уFpи чизицца перпендикуляр, уртаси шу b тугри чнзицяг 
ёт увчи, охирлари эса о ва с турри чизицларда ст увчи кесма ясанг.

30. Узунликлари тенг кесмалар ва градус улчовлари тенг бурчак- 
ларпинг ^аракат натижасида устма-уст тушишини исботланг.

31. ABCD ва параллелограммларда: АВ*=АуВъ AD ~ 
=  AlDl ва Z. А — Z- Ау. Параллелограммлар тенглигини, яъни 
уларнинг ^аракат натижасида устма-уст тушишини исботланг.

32. Диагоналлари тенг ромбларнинг тенг булишини исботланг.
33. Радиуслари бир хил булган иккита айлананинг тенглигини, 

яъни у,аракат натижасида устма-уст тушишларини исботланг.
34. Айланага ухшаш фигура айлана эканлигини исботланг.
35. Умумий учи айлананинг берилган куцтасидан иборат барча 

ватарларни т : п га тенг ннсбатда булиб юборадиган нуцта- 
ларнинг геометрик урппнп топинг.

36. Бурчак ва унинг нчнда А нуцта берилган. Бурчак томонлари- 
га уринпб, А нуцтадан утувчи айлана ясанг.

37. Айлананинг АВ ва CD ватарлари S нуцтада кесишади. /1S-Z?S= 
=  CS-DS эканини исботланг.

38. Берилган учбурчак ичига квадрат чизинг, бу квадратнинг икки 
учи учбурчакнинг берилган томонида ётсии.

39. Учбурчак томонларининг нисбати 4:5:6 каби. Унга ухшаш 
учбурчакнинг энг кичик томони 0,8 м га тенг булса, шу ух
шаш учбурчак томонларини топинг.

40. Учбурчак томонларининг нисбати 2:5:4 кгби. Унга ухшаш 
учбурчакнинг перимгтри 55 м га тенг булса, шу ухшаш 
учбурчак томонларини топинг.

41. Тенг ёнли учбурчакларнинг асослари царшисидаги бурчаклари 
тенг. Бу учбурчакларнинг ухшашлигини исботланг.

42. Тенг ёнли иккита учбурчакнинг ён томонлар орасидаги бур
чаклари тенг. Бир учбурчакнинг ён томони ва асоси 17 см 
ва 10 см; иккинчи учбурчакнинг асоси 8 см. Иккинчи учбур
чакнинг ён томонини топинг.

43. ABC ва АуВуСу учбурчакларда: Z. А =  Z. А1У Z-B = /LB U 
АВ =  5 м, ВС — 7 м, АХВХ — 10 м, ALCy =  8 м. Учбурчак- 
ларнннг цолган томонларини топинг.

44. 43-масалани ушбу шартларда ечннг: АВ =  16 см, ВС — 20 см, 
A iB i— 12 см, АС— ЛХС! =  6 см.

45. Тугри бурчакли учбурчакнинг тугри бурчаги учидан туширил
ган баландлиги уни узига ухшаш иккита учбурчакка булншн- 
ни исботланг.

46. Тугри бурчакли учбурчакнинг гипотенузасига туширилган 
баландлигинннг асоси гипотенузани 9 см ва 16 см ли кесма- 
ларга ажратади. Учбурчак томонларини топинг.

47. Турри бурчакли учбурчакнинг гипотенузасн 25 см га, катет- 
ларидан бири 10 см га тенг. Иккинчи катетпинг гипотенуза- 
га туширилган проекциясини топинг.

48. Ухшаш ABC ва А1В1С1 учбурчакларнинг ВО ва BlDl баланд-
P.D ЛИ .

ликлари утказилган. j-g- =  эканини исботланг.
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49. Асоси а ва баландлиги h га тенг учбурчакка квадрат ички 
чизилган булиб, унинг икки учи учбурчак асосида ётади, 
цолган икки учи эса ён томонларда ётади. Квадрат томонини 
Цисобланг.

50. ABC ва А1В1С1 учбурчакларнинг В ва В1 бурчаклари тенг. 
ABC учбурчакнинг В бурчагига ёпишган томонлари А1В1С1 
учбурчакнинг В± бурчагига ёпишган томонларидан 2,5 марта 
катта. АС ва А̂ Сх томонларнинг йигиндиси 4,2 м га тенг бул
са, шу томонларни топинг.

51. ABC учбурчакда АВ =  15 м, АС — 20 м, АВ томонга AD =  
=  8 м ли кесма, АС томонга эса АЕ =  6 м ли кесма цуйил- 
ган. 1) ABC ва ADE\ 2) ABC ва AED учбурчаклар ухшашми?

52. Олдинги масалани AD =  9 м ва АЕ =  12 м булган ^ол учун 
ечинг.

53. Агар тутри бурчакли иккита учбурчакнинг бирида 40° ли, 
иккинчисида эса: 1) 50° ли; 2) 60° ли бурчаклар булса, бу 
учбурчаклар ухшаш буладими?

54. АБС учбурчакнинг АВ томонига параллел тугри чизик, АС то- 
монни Р нуцтада, ВС томонни эса Q нуцтада кесиб утади. 
АБС ва PQC учбурчакларнинг ухшаш эканини исботланг.

55. ABC учбурчакнинг АВ томонига параллел тугри чизиц унинг 
АС томонини, С учидан бошлаб ^исоблаганда, т:п га тенг 
нисбатда булади. ВС томонни у цандай нисбатда булади?

56. ABC учбурчакнинг АС томонига параллел DE кесма утказил
ган (кесманинг D охири АВ томонда, Е охири ВС томонда 
ётади). ЛВ=16см,  i4C=20cm, DE =  15 см булса, AD ни топинг.

57. 56- масалада АС : DE =  55 : 28 экани маълум булса, AD : BD 
нисбатни топинг.

58. 56- масалада:
1) АС =  20 см, АВ =  17 см ва BD =  11,9 см;
2) АС =  18 дм, АВ =  15 дм ва AD =  10 дм 
булса, DE кесма узунлигини топинг.

59. а, Ь, с кесмалар берилган. * = у  кесмани ясанг.

60. Тенг томонли иккита учбурчак ухшаш буладими?
61. Агар:

1) АВ =  1 м, АС — 1,5 м, ВС =  2 м; АХВХ =  10 см, =  
=  15 см, В1С1 — 20 см;
2) АВ =  1 м, АС =  2 м, ВС = 1 , 5  м; А1В1 =  8 дм, AiCl =  
== 16 дм Bfii =  12 дм;
3) АВ =  1 м, АС =  2 м, ВС =  1,25 м; А1В1 =  10 см, АУС ^  
=  20 см, В1С1 =  13 см
булса, ABC ва AyBfix учбурчаклар ухшаш буладими?

62. Учбурчакнинг томонлари 0,8 м, 1,6 м ва 2 м. Шу учбурчакка 
ухшаш, периметри эса 5,5 мга тенг учбурчак томонлари ни топинг.

63. Бир учбурчакнинг периметри узига ухшаш учбурчак периметри-

нинг цисмини ташкил цилади. Иккита мос томоннинг 

айирмаси 1 м га тенг. Шу томонларни топинг.
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64. Фабрика трубаси сояеининг узунлиги 35,8 м га тенг; шу вацт 
ерга тик цоцилган, баландлиги 1,9 м булган цозиц соясининг 
узунлиги 1,62 м га тенг. Труба баландлигини топинг.

65. Берилган периметрига кура берилган учбурчакка ухшаш учбур
чак ясанг.

66. ABC учбурчакка ADEF ромб шундай ички чизилганки, улар 
учун А бурчак умумий, Е уч эса ВС томонда ётади. АВ — 
=  с, АС =  Ь булса, ромб томонини топинг.

67. Трапеция асосларининг нисбати т : п га тенг; трапециянинг 
бир диагонали иккинчи диагоналини кесмаларга ажратди. Шу 
кесмалар нисбатини топинг.

68. Трапеция диагоналларининг кесишган нуцтасидан утадиган 
тугри чизиц трапециянинг бир асосини т  : п га тенг нисбатда 
булади. Бу тугри чизиц иккинчи диагонални цандай нисбатда 
булади?

69. Диагонали АС дан иборат ABCD трапецияда ABC ва ACD 
бурчаклар тенг. ВС ва AD асослар мос равишда 12 м ва 27 м 
булса, АС диагонални топинг.

.70. Трапеция асосларига параллел тугри чизиц бир ён томонни 
т  : п га тенг нисбатда булади. У иккинчи ён томонни цан
дай нисбатда булади?

71. ABCD трапециянинг АВ ва CD ён томонларининг давоми Е
•- нуцтада кесишади. АВ =  5 см, ВС =  10 см, CD =  6 см, AD =

=  15 см булса, AED учбурчак томонларини топинг.
72. 71 -масалада ВС — 7 см, Ж ) =  21 см ва трапеция баландлиги 

3 см булса, AED учбурчак баландлигини топинг.
73. Асоси АС ва шу асос царшнсидаги бурчаги 36° булган тенг 

ёнли ABC учбурчакнинг AD биссектрисаси утказилган. 1) ABC 
ва CAD учбурчакларнинг ухшашлигини исботланг. 2) ABC 
учбурчакнинг ён томони а га тенг булсг, унинг асосини топинг.

74. ABCD туртбурчакнинг диагоналлари N нуцтада кесишади. 
Агар AN • CN =  BN • DN  булса, туртбурчак ташцарисига ай
лана чизиш мумкинлигини исботланг.

75. Айланадан ташцарида ётувчи А нуцтадан иккита кесувчи утка
зилган, бу кесувчилар айланани В j ва Сх, В2 ва С2 нуцталар- 
да кесиб утади (Bt нуцта А ва С\ нуцталар орасида, В 2 эса 
А ва С2 нуцталар орасида ётади). 1) АВ1С2 ва АВ2С1 учбур
чакларнинг ухшашлигини исботланг. 2) АВг • ЛСХ =  А В2-АСг 
эканини исботланг.

76. М нуцтадан айланани А, В нуцталарда кесиб утадиган кесув
чи ва С нуцтада уринадиган уринма утказилган. Уринма кес- 
масининг квадрати кесувчи кесмаларнинг купайтмасига тенг 
эканлигини, яъни МС2 =  МА • MB  эканлигини исботланг.

77. Ер радиуси 6370 км га тенг; Ердан 4 км баландликда учаёт- 
ган самолётдан Ернинг цандай узоцликдаги нуцтасини куриш 
мумкин?

78. Останкино телеминорасининг баландлиги 533 м. Минора учи
дан куринаётган горизонт радиусини з^исоб ланг.
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8- с и н ф

10- §. ТЕКИСЛИКДА ВЕКТОРЛАР 

ПАРАЛЛЕЛ КУЧИРИШ ВА УНИНГ ХОССАЛАРИ

Текисликда декарт координаталари *, у ни киритимиз. F фи

гурани алмаштиришда унинг ихтиёрий (х, у) нуцтаси (х + а , у+Ь) 
иуцтага утса, бундай алмаштириш параллел кучириш дейилади, 

Сунда а ва b узгармас сонлар (162-раем). Параллел кучириш ушбу 

формулалар билан берилади:

х' =  х +а, у' =  у + Ь. (*)

Бу формулалар параллел кучиришда (лг, у) нуцта утадиган нуцта* 

иинг х', у’ координаталарини ифодалайди.

F'

162-расм. 163-расм.

Параллел кучириш х^аракатдир. ^ацицатан, ихтиёрий 

кккита A (xL, ух) ва В (х2, нуцта А' (*х +а, у± + Ь), В' (*2+а, 

уг -Ь Ь) нуцталарга утади. Шу сабабли:

АВ2 =  {х2 — xj* + (уц — уд2]

А! В"1 =  [х2 — хх)г + (у2 — у у)"1.

Бундан АВ — А'В'. Шундай цилиб, алмаштиришда масофалар сац- 

ланади, демак, у ^аракатдир.
«Параллел кучириш» деб аталиш шу билан асосланадики, па

раллел кучиришда нуцталар параллел (ёки устма-уст 
тушувчи) турри чизиклар буйлаб бир хил масофага
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силжайди. Хацицатан, A (xit ух) ва В (хг, у2) нуцталар 

Л '(*1 + а , Ух + Ь) ва В' (х2 + а, уг + Ь) нуцталарга утсин (163- 

расм). АВ' кесманинг уртаси ушбу координаталарга эга:

v __ * 1  +  *2 +  а  .. __ ffi + Уг +  Ь
л 9 У 2

А'В кесманинг уртаси ^ам шу коорци :аталарга эга. Бундан 

АА'В'В туртбурчакнинг диагоналлари н^ишади ва кесишиш нук- 

тасида тенг иккига^ булинади деган хулоса чицади. Демак, бу 

туртбурчак параллелограммдир. Па рал, телограммда эса А А' 

ва ВВ' царама-царши ётган томонлар тенг ва параллел.

Шуни цайд циламизки, АА'В'В параллелограммнинг бошца 

икки томони АВ ва А'В' цам параллел ва тенгдир. Бундан ушбу 

хулоса чицади: параллел кучиришда тугри чизиц парал
лел т^рри чизицда (ёки уз-узига) утади.

Эсла тма .  Бундан олдинги исботда В нуцта А А' тугри чизиц

да ётмайди, деб фараз цилинган эди. В нуцта АА' тугри чизицда 

ётган ^олда В' нуцта цам шу тугри чизицда ётади, чунки АВ1 

кесманинг уртаси ВА' кесманинг уртаси билан устма-уст тушади 

(164-раем). Демак, А, В , А', В' нуцталарнинг ^аммаси бир туг

ри чизицда ётади. Суигра,

АА' =  Y (Xl + а _  Xl)2 + (y1Jr b — уд2 =  У а2 +  Ь2, 

в в' =  у  (х2 +  а — х.г)2 +  (у2 + Ь — у2)2 =  У а2 + Ъ2.

Шундай цилиб, бу ^олда Л ва В  нуцталар АВ тугри чизиц 

буйлаб бир хил у~а*~+Ж масофага силжийди, А В тугри чизиц 

эса уз-узига утади.

10.1-те о рем а. А ва А' нуцталар цандай булмасин, 
шундай ягона параллел кучириш мавжудки, унда А 

нуцта А' нуцтага утади.
И сб о т и .  Ишни параллел кучиришнинг ягоналигини исботлаш- 

дан бошлаймиз. X — фигуранинг ихтиёрий нуцтаси ва X' — парал

лел кучириш натижасида X нуцта утадиган нуцта булсин (165- 

расм). Биз биламизки, ХА' ва АХ' кесмалар умумий О уртага эга.
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X  нуцтанинг берилиши А'Х кесманинг уртаси О ни бир цийматли 

аницлайди. А, О нуцталар эса X' нуцтани бир цийматли аницлай- 

ди, чунки О нуцта АХ' кесманинг уртасидир. А-' нуцта аницлани- 

шининг бир цийматли экани параллел кучиришнинг ягоналигини 

билдиради.

А нуцтани А' нуцтага утказувчи параллел кучиришнинг мав- 

жудлигини исботлаймиз. Текисликда декарт координаталарини ки- 

ритамиз. А нуцтанинг координаталари alt а2 дан, А' нуцтанинг 

координаталари ах', а2 дан иборат булсин.

х' =  х + а,' — alt у '= у + а 2' — а2.

формула билан берилган параллел кучириш А нуцтани А' нуцтага 

утказади. Х,ацицатан, х =  ва у —а2 да х' = a l ', z / '= a 2' га эга 

буламиз. Теорема тула исботланди.

М а с а л а  (3). Параллел кучиришда (1, 1) нуцта ( — 1, 0) 

нуцтага утади. Координаталар боши цандай нуцтага утади?

Ечилиши.  Х>ар цандай параллел кучириш х' — х+ а , 

у' =  У + b формулар билан ифодаланади. (1, 1) нуцта ( — 1, 0) 

нуцтага утгани учун — 1 =  1 + а, 0 =  1 + Ь. Бундан а =  

=  — 2,Ь =  — 1. Шундай цилиб, (1, 1) нуцтани ( — 1, 0) ну:̂ - 

тага утказувчи  параллел кучи риш  х' — х —  2 , у' — у —  1 фор-  

мулалар билан ифодаланади. Бу формулаларга координаталар 

бошининг [х =  0, у — 0) координаталарини цуйиб топамиз: 

х' =  —2, у' =  — 1. Шундай цилиб, координаталар боши (—2,

— 1) нуцтага утади.

10.2-те орема .  Параллел к$чиришга тескари булган 
алмаштириш параллел кучиришдир. Кетма-кет ба- 
жарилган иккита параллел кучириш яна параллел 
кучиришни беради.

И с б о т и. >^ар цандай параллел кучириш

х' =  х +а, у’ =  у + Ь

куринишидаги формулалар билан берилади. Тескари алмаштириш 

5$ам шу куринишдаги

х =  х' — а, у =  у' — Ь

формулалар билан берилади, демак, у параллел кучириш булади. 

Теореманинг биринчи цисми исботланди.

Энди цуйидаги формулалар билан ифодаланган иккита параллел 

кучиришни олайлик:

х' =  х + а, у' =  у + Ь\ 

х" =  х' + с, у" =  у' +d.
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Бу параллел кучиришларни кетма-кет бажариш натижасида ^осил 

цилинадиган алмаштириш

х" =  х + а + с, у" =  у' + b + d

формулалар билан берилади. Бу алмаштириш параллел кучиришдир. 

Теорема тула исботланди.

ВЕКТОР ТУШУНЧАСИ

Баъзи физик катталиклар (куч, тезлик, тезлзниш ва бошцалар) 

белгили улчов бирлигида олинган сон кийматлардан ташкари йу- 

налишлари билан характерланади. Масалан, жиемнинг белгили 

пайтдаги ^аракатини характерлаш учун у соатига 60 км билан 

^аракатланмоцда дейишнинг узи етарли эмас, яна унинг ^аракати 

йуналишини, яъни тезлик йуналишини ^ам курсатиш керак. Шу 

муносабат билан айтиб утилган физик катталикларни йуналтирил- 

ган кесмалар билан тасвирлаш цулай. Физик катталикларни бундай 

тасвирлаш узининг аёнийлиги билангина фарцланмай, балки шу 

билан бирга бошца асосларга ^ам эга. Мисол келтирамиз. Тажриба 

шуни курсатадики, агар А жиемга иккита а ва b куч таъсир эт- 

0  
А Ь

166-расм.

тирилган булса (166-расм), у ^олда уларнинг таъсири битта с куч 

таъсирига тенг булиб, бу с куч а ва Ь кесмалардан ясалган па

раллелограммнинг диагонали билан тасвирланади. Физик катталик

ларни йуналтирилган кесмалар билан тасвирлаганда улар устида 

бажариладиган операциялар, царалган мисолдагидек, оддий геомет

рик ясашларга келтириладиган бошка мисолларни >;ам келтириш 

мумкин.

Йуналтирилган кесма вектор деб аталади (167-раем). Вектор- 

ларни белгилаш учун кичик латин ^арфлари а, Ь, с, . .  . дан 

фойдаланамиз. Баъзан вектор уни тасвирловчи кесманинг охирлари- 

ни курсатиш билан белгиланади. Масалан, 167-раемда а векторни 

АВ деб белгилаш мумкин. а векторни бундай усул билан белги- 

лашда А нуцта а векторнинг боши, В нуцта эса унинг охири 

деб аталади. Векторни уни тасвирловчи кесманинг охирларини кур-
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сэтиш билан белгилашда ^ар доим биринчи уринга векторнинг боши 

куйилади. Баъзан «вектор» сузи урнига векторнинг ^арфий белги- 

ш устига стрелка ёки чизиц цуйилади, масалан, а ёзув бундай 

у^илади: «а вектор».

ВЕКТОРНИНГ АБСОЛЮТ КИЙМАТИ (МОДУЛИ)

ВА ЙУНАЛИШИ

Агар иккита ярим тутри чизик, (нур)* параллел кучириш нати

жасида устма-уст тушса, улар бир хил йуналган ярим mijppu чи- 
тц (нур) лар дейилади. Бошцача айтганда, битта нурни иккинчи 

sypra утказувчи параллел кучириш мавжуд.

Агар а ва Ъ нур лар бир хил йуналган а;амда Ъ ва с 
нурлар бир хил йуналган булса, а ва с нурлар хам бир 
хал йуналган булади.

^ацицатан, а ва Ь н нг йуналишлари бир хил, шу сабабли а 
иурни b нурга утказадиган параллел кучириш мавжуд. Ь ва с 

бир хил йуналганлиги учун b нурни с нурга утказадиган параллел 

кучириш мавжуд. Бу кетма-кет бажарилган иккита параллел ку

чириш а ни с га утказадиган параллел кучиришни беради. Демак, 

в ва с нурлар бир хил йуналган.

Агар иккита нурнинг >;ар бири иккинчисининг тулдирувчи нури 

билан бир хил йуналган булса, бундай нурлар царама-царили йу- 

тдган нурлар дейилади.

: М а с а л а  (5). АВ ва CD параллел тугри чизицлар. А ва D 

нуцталар ВС кесувчидан бир томонда ётади. ВА ва CD нур- 

ларнинг бир хил йуналганлигини исботланг.

Е ч и л и ш и. CD нурни параллел кучирамиз, натижада С 

] нуцта В нуцтага утади (168-раем). Бунда CD тугри чизиц В А 

тугри чизик, билан устма-уст тушади. D  ну^та СВ га параллел 

тугри чизиц буйлаб смлжиб, ВС га нисбатан уша ярим текис

ликда цолади. Шу сабабли CD нур В А нур билан устма-уст 

тушади, демак, бу нурлар бир хил йуналган.

Агар АВ ва CD нурлар бир хил йуналган булса, АВ ва CD 

векторлар бир хил йуналган векторлар дейилади. Векторнинг аб

солют катталиги (ёки модули) ** деб шу векторни тасвирловчи 

кесманинг узунлигига айтилади. а векторнинг модули И билан 

белгиланади.

•  Автор абсолютная величина билан модуль, шунингдек, полупрямая билан луч 
;ерминларни би п а  маънода ишлатади (ред).

** Биз модуль терминини афзал курдик (ред).
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в.Al — k D
L

168- раем. 169- раем. 1/0- раем.

Агар параллел кучириш натижасида иккита вектор устма-уст 

тушеа, бундай векторлар тенг векторлар дейилади. Бу бир век

торнинг боши ва охирини мос равишда иккинчи векторнинг бошя 

ва охирига утказувчи параллел кучириш мавжуд эканлигини бил

диради. Бундан ушбу хулоса чицади: тенг векторлар бир 
хил йуналган ва уларнинг модуллари тенг. Аксинча, агар 
векторлар бир хил йуналган ва модуллари тенг булса, 
улар тенг булади. /^ацицатан, АВ ва CD бир хил йуналган 

ва модуллари тенг векторлар булсин (169-раем). С нуцтани Л нуц

тага утказувчи параллел кучириш CD ярим тугри чизицни АВ 

ярим т^гри чкзиц билан устма-уст туширади, чунки улар бир 

хил йуналган. АВ ва CD кесмалар тенг, шу сабабли D нуцта 

В нуцта билан устма-уст тушади, яъни параллел кучириш CD век

торни АВ векторга утказади. Демак, АВ ва CD векторлар тенг.

М а с а л а  (9). Л BCD — параллелограмм. АВ ва CD вектор

ларнинг тенглигини исботланг.

Ечилиши .  АВ векторни параллел кучирамиз, натижада А 
нуцта D нуцтага утади (170-раем). Бу параллел кучиришда А 
нуцта AD тутри чизиц буй аб сурилади, демак, В нуцта унга 

параллел ВС тугри чизиц буйлаб сурилади. АВ тугри чизиц 

параллел тутри чизицца, демак, DC тугри чизицца утади. Де

мак, В нуцта С нуцтага утади. Шундай цилиб, бу параллел 

кучириш АВ векторни DC векторга утказади, демак, бу век

торлар тенг.

Векторнинг боши унинг охири билан устма-уст тушиши мум

кин. Бундай вектор ноль вектор деб аталади. Ноль вектор устига 

чизицча цуйилган ноль (0 )  билан белгиланади. Ноль векторнинг 

йуналиши цацида суз юритилмайди. Ноль векторнинг модули нол

га тенг деб ^исобланади. Таъриф буйича барча ноль векторлар 

тенг.



Пара лел кучиришнинг хоссасидан (10. 1 - теоремадан) цуйидаги 

хулоса чицади: хар цандай нуцтадан бошлаб берилган 
векторга тенг битта ва фацат битта вектор цуйиш 
мумкин. Исботлаш учун берилган векторнинг бошини берилган 

нуцтага утказувчи параллел кучиришни бажариш етарли.

ВЕКТОРНИНГ КООРДИНАТАЛАРИ

A] (*i, i/ i)  нуцта а векторнинг боши, Л 2 (х2, уг) нуцта эса 

унинг охири булсин. ау — х2 — хи а2 — у2— ух сонларни а век

торнинг координаталари деб атаймиз. Векторнинг координаталари

ни унинг царф й белгиси ёнига цуямиз, царалаётган ^олда 

а (аъ а2) ёки тутридан тугри (ах, а2). Ноль векторнинг координата

лари нолга тенг.

Икки нуцта орасидаги масофани шу нуцталарнинг координата

лари орцали ифодаловчи формуладан координаталари а у, а2 дан 

иборат векторнинг модули Y ai2 + «г2 Га тенг деган натижа чица-

10.3-те о рем  а. Тенг векторлар мос равишда тенг 
координаталарга эга. Ва аксинча, агар векторларнинг 
мос координаталари тенг булса, векторлар тенг бу
лади.

И с б о т и .  А/  (хъ £/]) ва А2 (х2, у2) нуцталар а векторнинг 

боши ва охири булсин. а векторга тенг а' вектор а векторни 

параллел кучиришдан цосил цилингани учун а векторнинг бо

ши ва охири мос равишда Л / (Ху + с, Уу + d), А2 (х2 + с, y2+d) 

нуцталардан иборат булади. Бундан иккала а ва а вектор

нинг бир хил х2— АГ], у2 — у у координаталарга эга эканлиги ку- 

риниб турибди.

Энди тескари тасдицни исботлаймиз. АхАг ва Л / Л /  векторлар

нинг мос координаталари тенг булсин. Векторларнинг тенг экани

ни исботлаймиз. Ху ва у у' — Л i нуцтанинг координаталари, х2 ва 

у2 эса Л2' нуцтанинг координаталари булсин. Теорема шартига 

кура: х2 — Ху= х2 — Ху , у2 — у у =  у2 — уу . Бундан х2 =  х2 + 

+ — хи у2 =  у2 + у у — у у. х' = х  + Ху — Ху, у' =  у + у у' —у 

формулалар билан берилган параллел кучириш А у нуцтани Ау 

нуцтага, Л 2 нуцтани эса Л 2' нуцтага утказади, яъни АуА2 ва 

Ау А2 векторлар тенг. Теорема исботланди.
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М а с а л а  (13). Учта ну^та берилган: А (1, 1), В  (— 1, О),1 

С (О, 1). Шундай D (х, у) нуцтани топингки, АВ  ва CD век

торлар тенг бу син.

Еч илиши.  АВ векторнинг координаталари —2, — 1 була

ди. CD векторнинг координаталари эса х — 0, у — 1. АВ =  CD 
дан: х — 0 =  — 2, у — 1 =  — 1. Бундан D нуцтанинг коорди

наталарини топамиз: х =  — 2, у =  0.

ВЕКТОРЛАРНИ К9ШИШ

Координаталари аи а 2 ва Ьх, Ь2 булган а ва Ъ векторларнинг 

йигиндиси деб координаталари ах + blt а2 + Ь2 булган с векторга 

айтилади, яъни

o ’ (alt а 2) + b (blt &2)=  с (ах -f bu а2 + Ь2).

у\ар цандай а (о1( аг), Ь (blt Ь2), с (сх с2) векторлар 
учун

а + Ь = Ь + а,

а+  ("& + £•) = (а + 6) + 7.

Исботлаш учун тенгликнинг унг ва чап ^исмларида турган век

торларнинг мос координаталарини таедослаш етарли. Биз куриб 

турибмизки, улар тенг. 10.3-теоремага кура мос координаталари 

тенг векторлар тенг.

10.4-т е о р е  ма.  А, В, С нуцталар цандай булмасин,

1В + ВС =  АС 

вектор тенглик уринлидир.

И с бот и. A (xL, уг), В (*2, у2), С {х3, г/3) — берилган ну^та- 

лар булсин. АВ векторнинг координаталари х2 — xL, уг — уи ВС 

векторнинг координаталари х3— х2, у3— у2 булади. Демак, АВ-\- 

ВС векторнинг координаталари х3 — хь у3 — yv Бу эса АС век

торнинг координаталаридир. 10.3-теоремага кура АВ -f- ВС ва 

АС векторлар тенг. Теорема исботланди.

10.4-теорема ихтиёрий а ва b векторлар йигиндисини ясаш- 

нинг ушбу усулини беради. а векторнинг охиридан b векторга 

тенг Ь' векторни ^уйиш керак. У з̂ олда боши а векторнинг бо

ши билан устма-уст тушадиган, охири эса Ь' векторнинг охири би

лан устма-уст тушадиган вектор а ва b векторларнинг йигинди-
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сини беради (171-раем). Икки вектор йигиндисини ^осил цилиш- 

11инг бундай усули векторларни кушншнинг «учбурчак цоидаси» 

деб аталади.

М а с а л а  /16). ABCD — параллелограмм. АВ -f AD =  AC 

вектор тенгликни исботланг (векторларни цушишнинг «паралле

лограмм цоидаси*).

Е ч и л и ш и . А В Ь С  — АС га эгамиз (172-раем). Аммо 

ВС ва AD векторлар тенг (9-масалага царанг). Шу сабабли AB-J- 

+ AD =  AC.

a (alt а2) ва b (Ь2, Ь2) векторларнинг айирмаси деб шундай 

с (q, с2) векторга айтиладики, унинг b вектор билан йигиндиси 

(Гвекторни берадп: Ь + с — а. Бундан с =  а — Ь вгкторнинг 

координаталарини топамиз: сх =  а1 — Ь.; с2 =  а2— Ь2.

М а с а л а  (19). Боши умумий булган АВ ва АС векторлар 

берилган (173-раем). АС— АВ =  ВС эканини исботланг.

Е ч и л и ш и. АВ -f- ВС =  АС тенгликка эгамиз. Бу эса АС—

— АВ — х.С эканини бнлдиради.

ВЕКТОРНИ СОНГА К*ПАЙТИРИШ

(flj, а2) вскторпин X сота купайтмаси деб, (ка1 Xа2) век- 

торга айтилади, яъни

(alt а2) X =  {Xav а2).

Таърифга кура (alt а2) X =  X (а1( а2).

Векторни сонга купайтириш амалининг таърифидан ,\ар цан- 

дай а вектор ва X, и сонлар учун

(Х + ц) а  =  X с  -f fi а  

тенглик уринли деган натижа чицади.
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Хар цандай иккита а ва Ъ вектор хамдл X сон учуъ

X (а -|- Ъ) — X a X Ь

тенглик уринли.
10. 5-те о р ем  а. ХсГ векторнинг модули \Х\\а\га meuz. 

(Гф 0 да Ха векторнинг йуналиши >. > 0  холда а  

векторнинг йуналиши билан бир хил, Х<.0 холда ш 

векторнинг йуналиши га царама-царши. _

Ис б о т и .  Мос равишда а ва Ха векторларга тенг булган ОАъж 

ОВ векторларии яеаймиз (О — координаталар боши). а векторшшг 

координаталари а  ̂ ва булс пи. У цолда А нуцтанинг координа- 

таларн aL ва а2 сонлард-н, В нуцтанинг координаталари эса Xet, 

%а% сснлардаи иборат. ОА тугри чизицнинг тенгламаси ушбу ку- 

ринншга эга:
ах -г рг/ =  0.

Тенгламани А (аИ а.г) нуцтанинг координаталари цаноатлаитк- 

ради, шу сабабли В (Ха1: Ха2) нуцтанинг координаталари цзм yut 

цаноатлантиради. Бундан В нуцта О А тутри чизицда ётади, дета* 

хулоса чицади. ОА ярим тугри чизицда ётувчи цар цандай С нуц

танинг сх, с2 координаталари А нуцтанинг alt а2 координаталари 

цандай ншорага эга булса, шундай ишорага эга, ОА нинг тулди

рувчи нурида ётувчи цар цандай нуцтанинг координаталари цара- 

ма-царши ишораларга эга. Шу сабабли, X > 0  булса, В нуцта О.! 

нурда ётади, демак, а ва / а векторлар бир хпл^иуиалгаи булади. 

Х < 0  булса, В нуцта тулдирувчи пурда ётади, а ва Ха векторлар 

царама-царши йуналган булади.

Ха векторнинг модули ушбуга тенг: [А.а| — _j_ \\а3\г =

=|а||/ а] + |Х| |о|.

Теорема исботланди.

М а с а л а  (22). А (х,, уг) ка В (х2, у„) нуцталар бернлгао, 

АВ ва ВА векторларнинг царама-царши йупалгаилпгнии исботланг.

Е ч и л и ш и. АВ векторнинг координаталари х2— xL ва yt—yt, 

В А векторнинг координаталари л'х —  х2 ва ух —  у.2 булади. Куриб» 

турибмизки, АВ =  (— 1) В А. Демак, 10. 5-теоремага кура, АВ еэ 

В А векторлар царама-царши йуналган.

Нолдан фарцли иккита вектор бир тугри чизицда ёки параллел 

турри чизицларда ётса, бундай векторлар коллинеар векторлар де

йилади.

1 0.6-теорема .  Колликгар векторларнинг мос коор

динаталари пропорционслдир. Аксинча, иккита век-
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торнинг мос координаталари пропорционал булса, век
торлар коллинеар булади.

И с б о т и .  a (av а2) ва b (blt b2) берилган векторлар булсин.
_ laj_

Векторлар коллинеар ва бир хил йуналган булсин дейлик» с — щ Ь

векторни цараймм. с вектор а векторга тенг, чунки 10.5-теорема

га кура, улар бир хил йуналган ва модуллари тенг. а ва с век

торларнинг координаталарини тенглаб, топамиз:

И 5  ,
а 1 -  |fc| bi, а2 ~ ^  Ь2.

|Ц ь2 \Ц ь - -
Бундан , =  п , — =  гг- Демак, — =  —, яъни а ва b вектор-

p., |а| а2 |о| ’ а, а2’ г

ларнинг координаталари пропорционал.

Агар а ва b векторлар ^арама-^арши йуналган булса, исботлаш 

— И —

учун с =  — щ b векторни цараш керак. У ^олда ю^оридагидек

ftj Ь2
яна ~ ~  тенгликни ^осил циламиз.

Энди а ва b ве торларнинг координаталари пропорционал бул

син. Векторларнинг коллинеар эканини исботлаймиз. Ушбу тенг- 

ликка эгамиз:
1̂ _

° i а г

Бу нисбатларнинг умумий ^ийматини X билан белгилаб, bL =  Kalt 
Ъг =  Ха2 тенгликларни з̂ осил циламиз. Бундан b =  Ка келиб чи^а- 

ди. Бу эса (10.5-теорема) векторларнинг коллинеар эканини бил

диради.

М а с а л а  (31). а (1, — 1) ва Ь (— 2, т ) векторларнинг кол

линеар экани маълум. т  нимага тенг эканини топинг.

Ечилиши.  Коллинеар векторларнинг координаталари про- 

— 2  т
порционал. Демак, -у =  — • Бундан т  =  2.

Модули бирга тенг вектор бирлик вектор дейилади. Координа- 

таларнинг мусбат ярим учлари йуналишларидаги бирлик векторлар 

координат векторлар ёки ортлар дейилади. Биз уларнн х у^ида 

(1. 0), у уцида е2 (0,1) каби белгилаймиз.

Ххар цандай a (alt а2) векторни 

а =  + а2ё2 

куринишда тасвирлаш мумкин.

^акдаатан, (а1г а2) =  (alt 0) + (0, а 2) == (1, 0) + а2 (0, 1) =  

*=^1 е± -f- а2е.
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М а с а л а  (35). а (1, 0), b (1, 1), с (— 1, 0) векторлар берил

ган. с =  X а+ц b вектор тенгликни цаноатлантирадиган Я, ва fi сон- 

ларни топинг.

Ечилиши.  с ва Ха + цЬ векторларнкггмос координаталари

ни тенглаб, иккита тенглама ^осил циламиз: — 1 == X- 1 + И*1,

0 =Я. • 0 + jli • 1. Булардан ц =  0, X =  — 1.

ВЕКТОРЛАРНИНГ СКАЛЯР КУПАЙТМАСИ

а (аъ й2), b (Ьъ Ь2) векторларнинг скаляр купайтмаси деб а Д + 

4- а2Ь2 сонга айтилади. Векторларнинг скаляр купайтмаси учун 

эрм сонларнинг купайтмаси сингари ёзувдан фойдаланилади. а а 

скаляр купайтма а2 билан белгиланади. Равшанки, а2 =  |а|2.

Векторларнинг скаляр купайтмаси таърифидан, ^ар цандай 

a(alt а2), Ъ (6„ Ьг), с (съ с2) векторлар учун

(а Ь) с =  ас + bс

тенглик уринли деган натижа чицади. ^ацицатан, тенгликнинг чап 

цисми (а, + bj) сх + (а2 + Ь2) с, дан, унг цисми эса аусх + а.гс.г +

4- 4- Ь2с2 дан иборат. Уларнинг тенг эканлиги равшан.

Нолдан фаркли АВ, АС векторлар орасидаги бурчак деб ВАС 

бурчакка айтилади. Ихтиёрий иккита а, b вектор орасидаги бур

чак деб бош нуктаси умумий ва узлари шу векторларгэ тенг век

торлар орасидаги бурчакка айтилади. Бир хил йуналган векторлар 

орасидаги бурчак нолга тенг ^исобланади.

10.7-теорем а. Векторларнинг скаляр купайтмаси 
улар модуллари билан улар орасидаги бурчак косину- 

си купайтмасига тенг.

И сб оти .  а ва b — берилган векторлар ва <р — улар орасида

ги бурчак булсин. Ушбуларга эгамиз:

(ia -f b f  =  (а 4- F) (а + Ь) =  (а + Ь) а + (а -\-Ъ)Ъ=аа + Ьа + 

-\-ab + bb — аг + 2 ab 4- №

\а + b\2 =  (а |2 4-\Цг 4* 2аЪ.

Бундан а b скаляр купайтма а, b ва а 4- b векторлар узунликлари 

орцали ифодаланиши куриниб турибди, шу сабабли координаталар 

системасини танлашга боглиц эмас, яъни координаталар системаси-
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ни махсус танлашдпн скаляр купайтма 

узгармайди. Координаталарнинг ху сис- 

темасини 174-рьсмда курсатилганидек 

оламиз. Координаталар системасини бун

дай танлашда а векторнинг координа

талари |а| ва (3 дан, v векторнинг коор

динаталари |&lcos<?, \b\ sin<pflaH иборат.

Скаляр купайтма sea ушбуга тенг: 174-расм.

ab =  \a\\b\ cos(p + 0 |Ь\ sirup =  | а| \b\ cos<p.

Теорема исботланди.

10.7-теоремгдан ушбу хулоса чицади: агар векторлар 
перпендикуляр булса, уларнинг скаляр купайтмаси нол
га тенг. Аксинча, нолдан фарцли векторларнинг ска
ляр купайтмаси нолга тенг булса, векторлар перпенди
куляр булади.

Масала (47). а (1, 0) ва b (1, 1) векторлар берилган. Шун

дай Я сонни топингки, а + X b вектор а векторга перпендику

ляр булсин.

Ечилиши.  Бу ерда: а (а + IЬ) =  0, аг + К (ab) =s 0. Бун-

Аан: Х =  1.
а b *

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Параллел кучириш нима эканини тушунтиринг.
2. Параллел кучириш ^аракат эканини исботланг.
3. Параллел кучиришда фигуранинг ну^талари параллел (ёки 

устма-уст тушувчи) тугри чизиклар буйлаб бир хил масофага 
силжишини исботланг.

4. Параллел кучиришда тугри чизи^ параллел тугри чизи^а (уз- 
узига) утишини исботланг.

5. Берилган А нуцтани берилган А ' нуцтага утказувчи параллел 
кучиришнинг мавжудлигини ва ягоналигини исботланг.

6. Параллел кучиришга тескари алмаштириш параллел кучириш 
эканини исботланг. Кетма-кет бажарилган иккита параллел 
кучириш яна параллел кучиришни беришини исботланг.

7. Вектор нима?
8. К*андай ярим тугри чизиклар бир хил йуналган ярим тугри 

чизиклар дейилади?



9. Агар а ярим турри чизиц 6 ва с ярим турри чизицлар билая 
бир хил йуналган булса, Ь ва с ярим турри чизицлар ^ам (м? 
хил йуналган булади. Шуни исботланг.

10. ^ндай ярим турри чизицлар царама-царши йуналган дейила

ди? __
11. АВ  ва CD векторлар бир хил йуналган дейиш нимани бил- 

диради?
12. Векторнинг модули нима?
13. КанДай векторлар тенг векчорлар дейилади?
14. Ихтиёрий нуктадан берилган векторга тенг битта ва фацат 

битта векторни цуйиш мумкинлигини исботланг.
15. Тенг векторларнинг бир хил йуналганлигини ва модулларининг 

тенг булишини исботланг. Аксинча, бир хил йуналган ва мо- 
дуллари тенг векторларнинг тенг эканини исботланг.

16. Векторнинг координаталари нима?
17. Тенг векторлар мос равишда тенг координаталарга эга экани

ни, мос координаталари тенг векторларнинг тенглигини исбот
ланг.

18. Векторларни цушишнинг таърифини айтинг.

19. Исталган иккита а, Ь вектор учун

а + b =  b + а 

хоссанинг уринли эканини исботланг.

20. )^ар цандай учта а, Ь, с вектор учун

a - f  (й +  с) =  (а +  b) + с  
тенгликнинг уринли эканини исботланг.

21. АВ + АС — АС вектор тенгликни исботланг.

22. а ва b векторларнинг й и ри н д и си н и  топиш учун а вектор охи- 

ридан бошлаб b векторга тенг Ь' векторни цуйиш керак. У 

^олда боши а векторнинг боши билан, охири эса Ь' векторнинг 

охири билан устма-уст тушадиган вектор а + Ь га тенг бу
лади. Шуни исботланг.

23. Векторлар айирмасининг таърифини айтинг.
24. Векторни сонга купайтиришнинг таърифини айтинг._

25. 1) Ха векторнинг модули |Х| |а| га тенглигини; 2) Ха вектор

нинг йуналиши, а ф  0 учун, А, >  0 ^олда а векторнинг йу- 

налиши билан бир хиллигини, X <  0 .^олда эса а векторнинг 
йуналишига царама-царши булишини исботланг.

26. Кандай векторлар коллинеар векторлар дейилади?
_______ ____________  аг аг

27. (ах, а2) ва (blt b2) векторлар =  ~  булганда ва факат шун-

да коллинеар булишини исботланг.
28. Кандай вектор бирлик вектор дейилади?

29. Х,ар цандай a(alt о 2) векторни а =  aL е1+_а2е2 куринишда- 

тасвирлаш мумкинлигини исботланг, бунда eL ва е2—коорди
наталар уцларининг бирлик векторлари.
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30. Векторларниш' скаляр купайтмаси таърифини айтинг.

31. Хар цандай учта а, Ь, с вектор учун

(а + b) с=  а с+  Ьс

хоссанннг уринли эканини исботланг.
32. Векторлар орасидаги бурчак цандай аницланади?
33. Йуналишлари бир хил векторлар орасидаги бурчак нимага тенг?
34. Векторларнинг скаляр купайтмаси улар модуллари билан улар 

орасидаги бурчак косинуси купайтмасига тенг эканини исбот
ланг.

35. Агар векторлар перпендикуляр булса, уларнинг скаляр купайт
маси нолга тенг булади. Аксинча, нолдан фарцли векторлар
нинг скаляр купайтмаси нолга тенг булса, векторлар перпен
дикуляр булади. Шуни исботланг.

МАШЦЛАР

1. Параллел кучириш л;' =  х + 1 ,  у '— у — 1 формулалар билан 
берилади. Бу параллел кучиришда (0, 0), (1, 0), (0, 2) нуц
талар цандай нуцталарга утади?

2. Агар параллел кучиришда: 1) (1, 2) нуцта (3, 4) нуцтага;
2) (2, — 3) нуцта (— 1, 5) нуцтага утиши; 3) (— 1, — 3) нуц- 
та (0, —2) нуцтага утиши маълум булса, параллел кучириш- 
нпиг х =  х + а, у' — у + Ь формулаларидаги а, b сонларии 
топинг.

3. Параллел кучиришда П, 1) нуцта (— 1, 0) нуцтага утади. 
Координаталар боши кандай нуцтага утади?

4. 1) (1, 2) нуцтани (3, 4) нуцтага, (0, 1) нуцтани эса (— 1, 0) 
нуцтага; 2) (2, — 1) нуцтани (1, 0) нуцтага, (— 1, 3) нуцта
ни эса (0, 4) нуцтага утказадиган параллел кучириш мавжуд- 
ми?

5. АВ ва CD—-параллел тугри чизицлар. A, D нуцталар ВС ке- 
сувчидан бир томонда ётади. В A, CD нурлар йуналишлари- 
нинг бир хил эканини исботланг.

6. 5- масаладаги A, D нуцталар ВС тугри чизицдан турли томон
да ётса, ВА ва CD нурларнинг царама-царши йуналишли эка
нини исботланг.

7. ABCD туртбурчак — параллелограмм. АВ, ВА, ВС, СВ, CD, 
DC, AD, DA нурлар орасидан бир хил йуналган ва царама- 
царши йуналган жуфтларини айтинг.

8. Тугри чизицда учта А, В, С нуцта берилган булиб, В нуцта 

Л ва С нуцталар орасида ётади. АВ, АС, ВА ва ВС вектор
лар орасидан бир хил йуналганларини ва царама-царши йунал- 
ганларини айтинг.

9. ABCD—параллелограмм. АВ ва DC векторлар тенглигини ис
ботланг.

10. АВ, ВС, АС векторлар учун \АС\ <|Л£| |ВС| тенгсизликнинг 
уринли эканини исботланг.

144



11. Исталган а, Ъ векторлар учун \а + Ь\ <  |а| + \Ь\ тенгсизлюс 
урннли эканини исботланг.

12. Л_(0, 1), В (1, 0), С (1, 2), D (2, 1) нуцталар берилган. АВ, 

CD векторларнинг тенглигини исботланг.

13. А (1, 1), В (— 1, 0), С (0,_1) нуцталар берилган. Шундай

D (х, у) нуцтани топингки, АВ, CD векторлар тенг булсин.

14. а (5, т) векторнинг модули 13 га тенг. т  h i топинг.

15. b (п, 24) векторнинг модули 25 га тенг. п ни топинг.

16. ABCD — параллелограмм. АВ +  AD =  АС вектор тенгликни ис

ботланг.

17. К,уйидаги векторларнинг йигиндиларини топинг:

1) ~а (1, —2) ва ~Ь (2, — 3); 2) а (— 3, 4) ва ~Ь (2, — 3);

3) а (3, 1) ва Ь (— 2, — 1); 4) а (— 5, 4) ва Ь (2, —2);

5) а (— 1, 1)_ ва Ь (2, 4).

18. 1) а (1, 4),_Ь (1, 3);_2) а (-3 , 2), Ъ (2, -1 ); 3) а (5, 3), 

*(4, 4); 4) а (3, 3), Ь (4, 2); 5) а (1, 5), b (2, 7).

а — b векторни топинг.

19. Боши_ умумий булган АВ, АС векторлар берилган. Л С— АВ— 
—ВС эканини исботланг.

20. 1) а (1, -4); М - 4 ,  8); 2) а (2, 5),Ь  (4, 3); 3) а (10, 7), 

b (2, —2). а +_Ь векторнинг модулини топинг.

21. 1| а (1, -4)± Ь(г-А, 8); 2) а (-2 , 7), Ъ (4, - 1 ); 3) а(15,0),

Ь (0, —8). а — b векторнинг модулини топинг.

22. A (xlt г/А), В (х2, у2) нуцталар берилган. АВ ва В А вектор

ларнинг царама-царши йуналган эканини исботланг.

23. а (1; 2) ва Ь (0,5; 1) векторларнинг бир хил йуналганлигини, 

с (— 1; 2) ва d (0,5; — 1) векторларнинг царама-царши йунал

ганлигини исботланг.

24. а (3, 4) вектор берилган. а вектордан икки марта узун ва у 

билан: 1) бир хил йуналган, 2) царама-царши йуналган b [bt, 

b2) векторни топинг.

25. а (3, 2), b (0, — 1) ^екторлар берилган. Ушбу векторларни то

пинг: 1) — 2а+  4 Ь\ 2) За — Ь; 3) 4а + Ь.

26. а (3, 2) ва b (0, — 1) векторлар берилган. 1) —2а + 4 Ь\

2)4 а 4-3 Ь\ 3) 5а -f 106 векторнинг модулини топинг.

27. Агар: 1) а (3, 4); 2) а (—5, 12); 3) а (— 6, — 8) булса, За 
векторнинг модулини топинг.

28. Я а векторнинг модули 5 га тенг. Агар: 1) а (— 6, 8);

2)а(3,—4);3) а (5, 12) _булса, Я ни топинг.

29. а (2, — 4), b (1, 2), с (1, —2), d (— 2, — 4) векторлар бе
рилган. Коллинеар векторлар жуфтларини курсатинг.
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30. 29- масаладаги цайси векторлар бир хил йуналган, цайсйлари 
карама-царши йуналган? Бу векторлардан цайсиларининг мо- 
дуллари тенг?__

31. а (1, — 1) ва b (— 2, т) векторларнинг коллинеарлиш маъ
лум. т  нимага тенглигини топинг. __

32. п нинг цандай цийматларида а (п, 1), b (4, п) векторлар кол- 
линеар ва б*р хил йуналган?

_ /  з 4 \ — /2 2 \ — - / 3  4 \
33. Ушбу а  ̂— у ,  5/,Ь\ 3 , 3^, с (0, — 1), d — 51

векторлар орасидан бирлик векторларни топинг ва улардан 

цаисиларининг коллинеар эканлигнни курсатинг.

34. а (6, 8) Еектор билан коллинеар ва у билан бир хил йунал
ган бирлик векторни топинг.

35. а (1, 0), ~b (1, 1) ва с (— 1,_0> векторлар берилган. Шундай 

К ва ц сонларни топингкн, с — к а + Р& векторли тенглнк 
уринли булсин.

38. /VI ва N нуцталар мос равишда АВ ва CD кесмаларнинг ур

талари. MN — ~ {АС + BD) векторли тенг лик л и исботланг.

37. ev (1, 0) ва ег (0, 1) — координата вектордари, 2ег— Зе2 вектор-
нинг координаталари нимага тенг?

38. а (— 5, 4) векторнинг

а =  Ке1 + 1хё2 

нфодасидаги К ва р сонлар нимага тенг?

39. Исталган а, Ь вектор учун (а о)2 <  агЬг тенгсизликнинг урин- 
ли жшиии исботланг.

<0. а (1, 2) ва b  ̂ 1, — -j-j векторлар орасидаги бурчакни топинг.

<1. а, Ь векторлар берилган. Агара, b векторларнинг модуллари
1 га ва _улар орасидаги бурчак 60° га тенг экани маълум бул

са, а -[- о векторнинг модулини топинг.

42. Олдннги масаладаги а ва а-\-Ь векторлар орасидаги бурчак-
!.Н ГОПИНГ.

43. Учбурчакнинг А (1, 1), В (4, 1), С (4, 5) учлари берилган*;
Учбурч;.к бурчакларининг косинусларини топинг.

<4. Учлари А (0, У 3), В (2, УЗ), С булган учбур-i

чакппнг бурчакларини топинг.

45. а (яг, п) ва b (— п, т) векторларнинг перпендикуляр эканини 
ёки нолга тенглигини исботланг.

46. а (3, 4) ва b (,т , 2) векторлар берилган. т  нинг цандаЗ ций- 

матида бу векторлар перпендикуляр?

47. а (1, 0) ва b (1, 1) векторлар берилган. Шундай \ сонни та- 

пингки, а -|- А b вектор а векторга перпендикуляр булсин,
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48. X нинг цандай цийматида 47- масаладаги а + ХЬ вектор t _гк- 
торга перпендикуляр булади?

49. а, b— ноколлинеар бирлик векторлар. а -f- Ь ва а — b вектор
ларнинг нолдан фаркли ва перпендикуляр векторлар зканкнп 
исботланг.

50. Бирлик а, b векторлар 60° ли бурчак ташкил циладп. 2b — а 

вектор а векторга перпендикуляр эканини исботланг.

51. а -f b ва а — Ь векторлар перпендикуляр. |я| =  \Ь\ эканшш ис
ботланг.

52. Ромб диагоналларининг перпендикулярлигкни векторлар ёрда- 
мида исботланг.

53. Туртта нуцта берилган: А (1, 1), В  (2, 3), С (0, 4), D (— 1,2). 
ABCD туртбурчакнинг тукр i туртбурчак эканини исботланг.

54. Туртта нуцта берилган: /4(0,0), В(— 1,1), С(0,2), D (1,1). 
ABCD туртбурчакнинг квадрат эканини исботланг.

55. 1) О, А, В дан иборат учта нуцта берилган. X нуцта АВ кес.- 
мани, А нуцтадан бошлаб ^исоблаганда, X: ц нисбатда була- 

ди. ОХ ни О А — а ва О В — Ь векторлар орцали ифодаланг-
2) Учбурчак медианаларининг бир нуцтада кесишганлигини, 
бу нуцта уларни тегишли учлардан бошлаб ^исоблаганда, 
2:1 нисбатда булишини исботланг.

11- §. УЧБУРЧАКЛАРНИ ЕЧИШ 

КОСИНУСЛАР ТЕОРЕМАСИ

11.1-теорема (косинуслар теоремаси). Учбурчак исталган 
томонпнинг квадратп цолган икки тож ояи  квадрат- 
лари йигиндисидан шу икки том он  би-лал улар ораси

даги бурчак косинисининг иккилангаи купайтмасани 

айириш натижасига тенг.
И с б от и .  ABC— берилган учбурчак булсин (175-раем). ЕС2—

— А Б2 + АС2 — 2АВ' AC-cosA эканини исботлаймиз.

АВ + ВС =  АС вектор тенгликка эгамиз. Бундан ВС — АС — АВ. 

Бу тенгликни скаляр квадратга кутариб, топамиз:

ВС2 =  АВ2 + АС2 — 2 АВ-АС.

Бундан

\ВС\г =  \АВ\2 + \АС\г — 2 \Щ ■ [Щ  cos.4.

Теорема исботланди.

Шуни эслатиб утамизки, \АС\ cos/1 нинг абсолют циймати АС 

томоннинг АВ томонга туширилган AD проекциясига (175-о раем) 

ёки АВ томоннинг давомига туширилган проекциясига тенг (175- 

брасм). \АС\ cos А нинг ишораси А бурчакка Oof лиц: А бурчак



175-'расм. 176- раем.

уткир булса, « + ». Л бурчак утмас булса, « — » ишора олинади. 

Бундан ушбу натижа чицади: учбурчак томонининг квад
рата цолган икки томони квадратлари йиеиндиси 
улардан бири билан иккинчиси проекциясининг икки- 
ланган купайтмасига тенг.
« + » ишорани царшидаги бурчак утмас булганда, « — » ишорани 

эса царшидаги бурчак уткир булганда олиш керак.

М а с а л а  (1). Учбурчакнинг а, Ь, с томонлари берилган. 

Учбурчакнинг с томонига туширилган баландлигини топинг. 

Ечилиши.  Ушбу тенгликка эгамиз: а2 =  b2 -f- с2 ±  2 с- AD
аг - Ь 1 — сг - ,

(176-раем). Бундан AD =  ±  --- ^ --- • Пифагор теоремасига

К ^ Р а ‘ __________________  /  /  а 2 _  £2 _  с 2 \ 2
CD =  у  л с2 -  ЛО2 =  у  й2 _  I -— .

Косннуслар теоремасидан параллело
грамм диагоналлари квадратлари- 
нинг йигиндиси унинг томонлари 
квадратларинииг йириндисига тенг 
деган натижа чицади. >^ацицатан, ABCD— 

параллелограмм булсин (177-раем). ABC 
ва ABD учбурчакларга косинуслар теоре- 

масини цулланиб, топамиз:

Л С2 =  АВ2 + ВС2 — 2 АВ-ВС cosp,

BD2 =  АВ2 +AD2-2AB- AD cosa.

Бу тенгликларни цушиб ва cos|3 =  — cosa, ВС =  AD, АВ — CD 
эканини ^исобга олиб топамиз:

АС2 + BD2 =  АВ2 + ВС2 + CD2 + AD2.

Шуни исботлаш талаб цилинган эди.

СИНУСЛАР ТЕОРЕМАСИ

11.2-теорема (синуслар теоремаси). Учбурчакнинг томон
лари царшисидаги бурча уларнинг синусларага пропор
ционал.
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И с бот и. АБС— томонлари а, Ь, с ва шу томонлари царшиси- 

даги бурчаклари а, Р, у булган учбурчак булсин (178- раем).

sinot sinP siny 

а b с

эканини исботлаймиз.

С учдан CD баландликни туширамиз. ACD ту яри бурчакли уч- 

бурчакдан а  бурчак уткир булган ^олда топамиз: CD =  b sina

178- раем.

(178-а раем). Агар а  утмас бурчак булса, у ^олда CD — b sin (180°—

— а) =  b sina (178-6 раем). Шунга ухшаш BCD учбурчакдан то

памиз: CD =  a sinp. Шундай цилиб, a sinB =  b sina.

Бундан

sinP sina 

b ~  а

Ушбу sing siny

Ь ~~ с

тенглик ^ам шунга ухшаш исботланади.

Исботлаш учун учбурчакнинг А учидан унинг баландлигини 

утказиш керак. Теорема исботланди.

М а с а л а  (10). Учбурчак бурчагининг б ссектрисаси шу бур

чак царшисидаги томонни бурчакка ёпишган томонларга пропор

ционал булган кесмаларга ажратади. Шуни исботланг.

Ис бо ти .  АБС — берилган учбурчак ва BD унинг биссек-
AD АВ

трисаси булсин (179-раем). ~  ^  эканини исботлаймиз.

АВПва CBD учбурчакларга синуслартеоремасини цулланамиз:
AD АВ CD ВС_________ВС

sinp sina smp sin (180°—a) sina

Биринчи тенгликни иккинчисига булоак, ушбуни ^осил циламиз:

AD АВ 

CD =  ВС'

Шуни исботлаш талаб цилинган эди.
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Синуслар теоремасидан цуйида- 

шлар келиб чицади: агар томон

лари а ва Ь, шу томонлар царши- 

сидаги бурчаклари а  ва Р булган 

учбурчакда а > р  булса, у холда 

а б у л а д и .  Аксинча, а > Ь ,  у 

зрлда а > р .  {^исцача айтганда,; 

учбурчакнинг к а т т а  бур

чаги царшисида к а т т а  то- 
мон ётади, к а т т а  томони  

Kflpuiucuda к а т т а  бурчак ётади.

^ацицатан, ос ва 6 бурчаклар уткир булса (180-а раем), у ^олда
s ina  sinft

a > B  учун s ina> s inB . A m m o  - у  =  y  тенглик уринлилиги са

бабли a >  b. a  бурчак утмас булса (иккала бурчак утмас була 

олмайди), 180° — а  бурчак уткирдир (180-6 раем). Шу билан бир-

D

179- раем.

га 180° — а  бурчак В дан катта, чунки у учбурчакнинг а  бурча - 

гига цушни булмаган ташци бурчагидир. Шу сабабли sina =  

= s in  (180° — a) >  sinp. Биз яна a > b  деган хулоса чицарамиз. 

Тескари тасдиц тескарисини фараз цилиш йули билан исботЛанади.
sinot sinP siny

М а с а л а  (11). Синуслар теоремасида — , —  учта

1
нисбатнинг >*ар бири ^  га тенг эканини исботланг, бунда R

учбурчакка ташци чизилган айлананинг радиуси.

Ечилиши.  BD диаметрни утказамиз (181-раем). Айланага 

ички чизилган бурчакларнинг хоссасига кура BCD тугри бур

чакли учбурчакнинг D учидаги бурчаги А ва D нуцта- 

лар ВС тугри чизицдан бир томонда ётса (181-а раем), а  га 

тенг, бу нуцталар ВС тугри чизицдан турли томонда ётса (181-

6 раем), 180° — а  га тенг. Биринчи холда ВС — BD sina, ик

кинчи ^олда ВС BD sin (180° — a), sin (180° — a) =  sina
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булгани учуй иккала ^олда ^ам а =  2R sina. Демак, =

I
^  Шуни исботлаш талаб цилинган эди.

УЧБУРЧАКЛАРНИ ЕЧИШ

Учбурчакларни ечиш учбурчакнинг маълум бурчаклари ва то

монлари буйича унннг номаълум томонлари ва бурчакларини то- 

пишдан иборатдир. Учбурчакнинг томонларини а, Ь, с билан, бур

чакларини а, 13, у билан белгилаймиз.

I. м а с ал а .  Учбурчакнинг а томони ва иккита бур
чаги берилган, масалан р ва у. Унинг учинчи бурчаги 
ва цолган икки томонини топиш керак.

Еч иш у су  л и. Учбурчак бурчакларининг й и ри н д и си  180° га 

тенг, шу сабабли учинчи бурчак бери ган бурчаклар орцали ифо- 

даланади. Бир томон ва учта бурчакларнинг ^аммасини билгани- 

миз учун синуслар теоремасига кура цолган икки томонни топамиз. 

Масала доим ечимга эга ва шу билан бирга ечим ягона. Берил

ган икки бурчакнинг йириндиси 180° дан кичик булиши керак, 

албатта. Ечимнинг ягоналиги учбурчаклар тенглигининг иккинчи 

аломатидан келиб чицади.

II масала .  Икки томони, масалан, а ва Ъ томонлар 
хамда шу томонлар орасидаги у бурчак берилган. Цол
ган иккита бурчакни ва учинчи томонни топиш ке
рак.

Ечиш у с у  ли. Косинуслар теоремасига кура с томонни 

топамиз. Энди, учта томонни билгач, косинуслар теоремасига 

кура цолган бурчакларнинг косинусларини ва бурчакларнинг узлз- 

рини топиш мумкин. Аммо бунда синуслар теоремасидан фойдала- 

ниб, номаълум бурчакларнинг синусларини топиш осонроцдир. 

Аммо бунда шуни назарда тутиш керакки, синуснинг берилган 

цийматига иккита бурчак турри келади. Шу сабабли цосил цилин

ган бурчаклардан маълум муносабатларни цаноатлантир увчиларит* 

олиш керак: учбурчак бурчакларининг й и ри н д и си  180° га тенг, 

катта томон царшисида катта бурчак ётади. Масала доим ечимга 

эга ва ечим ягона. Ечимнинг ягоналиги учбурчаклар тенглигининг 

биринчи аломатидан келиб чицади.

III. масала .  Иккита томон, масалан, а ва Ь томок- 
лар хамда шу томонлардан бирининг царшисидаги, 
масалан, а бурчак берилган. Цолган иккита бурчакни 
ва учинчи томонни топиш керак.

Еч иш усули.  Синуслар теоремасига кура sinp ни топамиз.
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sinf3 буйича унга жавоб берадиган Вх ва В2 бурчакларни топамиз. 

а ва b томонлардан каттаси царшисида катта бурчак ётишини на- 

зарда тутиб, бу бурчаклардан биттасини ёки иккаласини танлай- 

миз. а  ва fi бурчакларни билган уэлда у =  180° — а — В бурчакни 

топамиз, сунгра синуслар теоремасидан фойдаланиб, с томонни то- 

памкз. Бу масала олдинги икки масаладан фарц цилиб, ечимга 

эга булмаслиги, битта ёки иккита ечимга эга булиши мумкин.

IV. масала .  Учбурчакнинг учта томони берилган. 
Унинг бурчакларини топиш керак.

Е ч н ш у с у  ли. Косинуслар теоремасига кура бурчаклардан би- 

рини топамиз. Шундан кейин иккинчи масалада цилинганидек нш 

курамиз. Бу учбурчакнинг катта томони цолган икки томони йи- 

гиндисидан кичик булса, масала ечимга эга. Ечимнинг ягоналиги 

учбурчаклар тенглигининг учинчи аломатидан келиб чицади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Косинуслар теоремасини ифодаланг ва исботланг.
2. Учбурчак томонинипг квадрата цолган икки томони квадрат- 

лари йигиидиси « ± » улардан бири билан иккинчиси проек
ция сининг иккиланган купайтмасига тенг. Шуни исботланг. 
« -j- » ёки «— » ишора олиниши нимага боглиц?

3. Параллелограмм диагоналлари квадратларининг йигиндиси унинг 
томонлари квадратларининг йигиндисига тенг эканини исбот- 
лапг.

4. Синуслар теоремасини исботланг.
5- Х<ар цандай учбурчакда катта томон царшисида катта бурчак 

ётишини ва катта бурчак царшисида кагта томон ётишини ис
ботланг.

6. Учбурчакнинг бир томони ва иккита бурчаги берилган. Унинг 
учинчи бурчаги ва цолган икки томонини цандай топиш мум
кин?

7. Учбурчакнинг икки томони ва улар орасидаги бурчаги берил
ган. Унинг цолган икки бурчаги ва учинчи томонини цандай
топиш мумкин?

8. Икки томон ва шу томонлардан бирининг царшисида ётувчи 
бурчак берилган. Колган иккита бурчак ва учинчи томонни 
цандай топиш мумкин?

9. Учбурчакнинг учта томони берилган. Унинг бурчакларини 
цандай топиш мумкин?

МАШЦЛАР

1. Учбурчакнинг а , Ь, с томонлари берилган. Учбурчакнинг с то- 
моннга туширилган баландлигини топинг.

2. Параллелограммнинг с ва d диагоналлари ^амда улар орасида
ги а  бурчак берилган. Параллелограмм томонларини топинг.

3. Параллелограммнинг а ва b томонлари ^амда бурчакларидан 
бири а  берилган. Параллелограмм диагоналларини топинг.
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4. а, b, с — учбурчакнинг томонлари. Пифагор теоремасига тес
кари теоремани исботланг: агар а2 + Ьг — с2 булса, учбурчак 
с томони царшисидаги бурчаги тугри булган тугри бурчакли 
учбурчак эканини исботланг.

5. а, Ь, с— учбурчакнинг томонлари. Агар a2 -f 62 >  с2 булса, 
у ^олда с томон царшисидаги бурчакнинг уткир булишини ис
ботланг. Агар а2+Ь2< с 2 булса, у уэлда с томон царшисидаги 
бурчакнинг утмас булишини исботланг.

6. Учбурчакнинг икки томони 20 м ва 21 м, улар орасидаги бур
чакнинг синуси эса 0,6 га тенг. Учинчи томонни топинг.

7. Учбурчакнинг томонлари 13 м, 14 м ва 15 м. Учбурчак бур- 
чакларининг косинусларини топинг.

8. Учбурчакнинг а, Ь, с томонлари берилган. Шу томонларга ут
казилган та, т ь, т с медианаларни топинг.

9. Берилган икки нуцтагача булган масофалари квадратларининг 
йигивдиси узгармас булган нуцталарнинг геометрик урни мар
кази берилган нуцталарни туташтирувчи кесманинг уртасида 
булган айланадан иборат эканини исботланг.

10. Учбурчак бурчагининг биссектрисаси шу бурчакка царши 
томонни ёпишган томонларга пропорционал булган кесмаларга 
ажратишини исботланг.

sina sinp siny
11. Синуслар теоремасида ~~  учта нисбатнинг ^ар би-

1
ри га тенг эканини исботланг, бунда R — учбурчакка таш

ки чизилган айлананинг радиуси.
12. Учбурчакнинг икки томони 5 см ва 6 см га тенг. 5 см ли то

мон царшисидаги бурчак утмас булиши мумкинми?
з

13. ABC учбурчакда АВ =  15 см, АС =  10 см. s i n B =  — була 

оладими?
14. АС масофани х;амда а  ва 6 бур

чакларни билган ^олда А нуц- 
тадан бориб булмайдиган В  нуц- 
тагача булган масофани цандай 
топиш мумкин игини тушунти
ринг (182-раем).

15. а  ва 13 бурчаклар ^амда а масо
фа буйича бинонинг х баландли
гини цандай топиш мумкинлиги- 182-раем, 
ни тушунтиринг (183-раем).

16. АБС учбурчакнинг С учидан CD биссектриса утказилган. АС 
томон ВС томондан катта. К,айси кесма катта: AD ми ёки BD ми?

17. АБС учбурчак берилган. CD унинг АВ томонига утказилган 
биссектрисаси. Агар САБ  бурчак СВ А б урчакдан катта булса, 
AD кесма BD дан кичик булади. Шуни исботланг.

18. АБС учбурчакда Z. А =40°, Z'.В =  60°, Z.C =80°. Учбурчак
нинг цайси томони энг катта ва цайси томони энг кичик?
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23.

24.

25.

26.

27.

183- раем.

19. ABC учбурчакнинг томонлари 
АВ—5,1м, В С = 6,2 м, ЛС=7,Зм . 
Учбурчакнинг цайси бурчаги энг 
капа ва цайси бурчаги энг к«чик?

20. Агар тенг ёнли учбурчакнинг 
аеосига ёпишгая бурчаги 60° дан 
катта булса, шу учбурчакнинг 
асоси капами ёки ён томони 
капами?

21. АБС учбурчакнинг С бурчаги 
утмас бурчак. Агар X нуцта АС 
томонда ётса, у х/олда ВХ <.АВ 
булишини исботланг.

22. ABC учбурчакнинг С бурчаги 
утмас бурчак. Агар X нуцта

АС томонда, Y нуцта эса ВС томонда ётса, у ^олда XY <  АВ 
булишини исботланг.
ABC учбурчакнинг АВ томо:.вда D нуцта белгиланган. CD 
кесма цеч булмагапда АС ёки ВС томонларнинг биридан ки- 
чик зкапнни исботланг.
АБС учбурчак берилган. CD — учбурчакнинг А В томе ни га ут- 
казилгап медиана. Агар АС >• ВС булса, у ^олда ACD бур
чакнинг BCD бурчакдан кичик эканини исботланг.
Учбурчакни иг бир учидагн бксссктрмсасн унинг шу учдан 
чиццан баландлмгидан кичик эмаслигини, медианасидан эса 
катта эмаслигини исботланг.
Агар АБС учбурчакнинг С бурчаги катталашеа-ю, АС ва ВС 
томонлари узгаришеиз цолса, унинг А В томони цандай узга- 
ради?
Учбурчакнинг бир томони ва иккита бурчаги берилган.
Агар:

V =  45°;
Р =  С0°; 
у =  120°;
р =  25'-'

28.

29.

1) а =  5, р =  30°,
2) а =  20, а =  75",
3) а =  35, р =  40°,
4) ft =  12, а  =  36°,
5) с =  14, а  =  64°, р =  48°, 

булса, унинг учинчи бурчагинн ва цолган икки томонини топинг. 
Учбурчакнинг икки томски ва учинчи томони царшисидаги 
бурчаги берилган. Агар:

1) а =  12, 6 =  8, у =  00°;
2) а =  7, ft =  23, у =  130°;
3) ft =  9, с =  17, а  =  65й;
4) Ъ =  14, с =  10, а  =  145°;
5 а =  32, с =  23, р =  152°;
6) а =  24, с =  18, р =  15°

булса, цолган икки бурчагинн ва учинчи томонини топинг. 
Учбурчакнинг икки томони а ва ft ^амда а тс».спи царшисида
ги а  бурчаги берилган. Агар:

154



1) а =12 ,  6 =  5, а — 120°;
2) а — 27, 6 =  9, а  =  138°;
3) а =  34, 6 = 1 2 ,  а  =164°;
4) а =  2, 6 =  4, а  =  60°;
5) а =  6, 6 =  8, а  =  30°
булса, унинг цолган бурчакларини ва учинчи томонини топинг.

30. Учбурчакнинг учта томони берилган. Агар:

1) а — 2, 6 =  3, с =  4;
2) а =  7, 6 =  2, с =  8;
3) а =  4, 6 =  5, с =  7;
4) а =  15, 6 =  24, с =  18;
5) а =  23, 6 = 1 7 ,  с =  39;
6) а =  55, 6 =  21, с =  38

булса, унинг бурчакларини топинг.

*12- §. КУПБУРЧАКЛАР 
СИНИЦ ЧИЗИК

j4lt А2, . . . , /4Л' нуцталардан ва уларни туташтирувчи AtAm 

А2А3, . . . , кесмалардан иборат фигура АХА2А3 . .  . Ал

синиц чизиц деб аталади. Ль А2, . . . , Ап нуцталар синиц чизиц- 

нинг учлари, Ах Л2, А2А3, . . . , Л(1_ , Ап кесмалар эса синиц 

чизицнинг бугинлари деб аталади. Агар синиц чизиц уз-узи билан 

кесишмаса, бундай синиц чизиц содда синиц чизиц дейилади. 181- 

а раемда содда синиц чизиц, 184-6 раемда эса уз-узи билан кеси- 

шадиган (В нуцтада) синиц чизиц курсатилган. Синиц чизицнинг 

э̂ амма бупшлари узунликларининг йириндиси шу синиц чизицнинг 
узунлиги дейилади.

12. 1 - т е о р е м а. Синиц чизицнинг узунлиги унинг охир- 
ларини туташтирувчи кесма узунлигидан кичик эмас.

И с бот и. А1А2А з . . .  Ап — берилган синиц чизиц булсин. 

Синиц чизицнинг AlA2 ва А2.43 буринларини битта Лх Л3 бутин 

билан алмаштирамиз. A1A3Ai . .  . Ап синиц чизиц з̂ осил булади.

А

СХ)
184-рэсм.
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Бу синиц чизиц учбурчак тенгсизлигига кура берилган синиц чи- 

чизиц узунлигидан катта булмаган узунликка эга. Шу усул 

билан ЛХЛ3 ва Л3Л4 бугинларни Лх Л4 билан алмаштириб, Лг 

А4 А6 . . .  Ап синиц чизицца келамиз, унинг узунлиги эса берил

ган синиц чизиц узунлигидан катта эмас. Шундай давом эттира- 

верамиз. Ни^оят синиц чизиц охирларини туташтирувчи Л1 Ап кес- 

мага келамиз. Бундан берилган синиц чизиц Л1 Ап кесма узунли

гидан кичик булмаган узунликка эга деган хулосага ^еламиз. Тео- 

зема исботланди.
Масала (1). Радиус- 

лари /?1( R2 га тенг ик

кита айлана ^амда улар 

марказлари орасидаги 

масофа d >  + R2 бе

рилган. Бу айланалар- 

нинг X, Y нуцталари 

орасидаги энг катта в а , 

энг кичик масофа нима- 185-расм.

га тенг?
Еч илиши.  0хХУ02 синиц чизиц гучун 12. 1 - теоремага кура 

ООх <  ОхХ -\-XY + У02 (185- раем). Демак, d <  R± + XY 4- R~. 
Бундан XY >  d— Rx — R2. AC=d — R± — R2 булгани учун 

айланалар нуцталари орасидаги энг кичик масофа d — Ri — R2 
га тенг.

синиц чизиц учун уша теоремага кура XY <  Rt + 

•bd -j- /?». ^ D =  d ?! +  R2, шунинг учун айланалар нуцталари 

орасидаги $нг катта масофа d + Rx + R2 га тенг.

КАВАРИЦ КУПБУРЧАКЛАР

Синиц чизицнинг охирлари устма- уст тушеа, бундай синиц 

чизиц ёпщ дейилади. К,УШНИ бугинлари бир турри чизицда ётма- 

ган содда ёпиц одниц чизиц купбурчак дейилади (186-раем). Синиц 

чизицнинг учлари купбурчакнинг учлари,стщ чизицнинг бугинлари 

купбурчакнинг томонлари деб аталади. Купбурчакнинг цушни 

булмаган учларини туташтирувчи кесмалар купбурчакнинг диаго

наллари дейилади. п учли купбурчак ва шунинг билан бирга п то- 

монли купбурчакпбурчак деб аталади (туртбурчак, бешбурчак,...).

Текисликнинг купбурчак билан чегараланган чекли цисми ясси 

купбурчак ёки к#п бурчакли со%а дейилади (187-раем).

Агар купбурчак томонини уз ичига олган ихтиёрий турри чи

зицца нисбатан битта ярим текисликда ётса, у цавариц купбурчак 

дейилади. Бунда турри чизицнинг узи шу ярим текисликка тегиш- 

156



A/ a A4 As

a io

186-'расм, 187- раем.

ли ^исобланади. 188-а раемда ^аварии; купбурчак, 188-6 раемда 

эса но^авари^ купбурчак тасвирлангаи. Купбурчакнинг берилган 

учидаги бурчаги деб унинг шу учида учрашувчи томонлари ^осил 

цилган бурчакка айтилади.

12.2-теорем а. Н^авариц п бурчак бурчакларинчнг йи

риндиси 180°(п— 2) га тенг.

И с бот и. Айтайлик, Р  — берилган АХА2 . . . Ап ^аварии; 

купбурчак булсин (189-раем). АХА3 диагонални утказамиз. А1А2А.! 

учбурчак ва h — 1 та учли Рх купбурчак АХА3 ... Ап ни ^осил 

циламиз. Р купбурчакнинг Ах ва А3 учларидаги бурчаклари Рх 

купбурчак бурчаклари билан АХА2А3 учбурчакнинг шу учлардаги 

бурчаклари йигиндисига тенг. Бунда Р купбурчак бурчакларининг 

йигиндиси Рх купбурчак бурчаклари йигиндисига Ах Аг А3 учбур

чак бурчаклари йигиндиси, яъни 180° ^ушилганига тенг. Шундан 

кейин худди шу усул билан Рх купбурчак бурчакларининг йигин* 

диси Р2, яъни АхА4 ... Ап купбурчак бурчаклари йигиндисига 180° 

цушилганига тенг, деган хулоса чицарамиз. Демак, Р купбурчак 

бурчакларининг йигиндиси Р г купбурчак бурчаклари йигиндисига 

180°’2 ни цушилганига тенг.

Шу усулда иш куриб, (п — 3)-цадамда биз АхАп_ 1Ап учбур

чакка келамиз. Унинг бурчаклари йигиндиси sea 180° га тенг.

\

188-раем. 189-расм.
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Натижада Р купбурчак бурчакларининг й и ри н д и с и  180° (п— 3) + 

+  180°= 180° (п — 2) га тенг. Теорема исботланди.

Кавариц купбурчакнинг берилган учидаги ташци бурчаги деб 

унинг шу учидаги ички бурчагига цушни бурчакка айтилади.

М а с а л а  (9). ^аварии; п бурчакнинг ^ар цайси учидан бит

тадан олинган ташци бурчаклари йигиндиси нимага тенг?

Ечилиши.  Купбурчак ички бурчагининг унга цушни ташци 

бурчак билан й и р и н д и с и  180° га тенг. Шу сабабли барча ички 

ва ташци бурчакларнинг й и ри н д и си  180°-п га тенг. Аммо 12.2- 

теоремага кура ^амма ички бурчакларнинг й и ри н д и си  180°. (п— 

—2) га тенг. Демак, >̂ ар цайси учдан биттадан олинган ташци 

бурчакларнинг й и ри н д и си  180°п— 180°(/г— 2) =  360°га тенг экан.

МУНТАЗАМ КУПБУРЧАКЛАР

Дамма томонлари тенг ва хзмма бурчаклари тенг булган цава- 

риц купбурчак мунтазам купбурчак дейилад .

Хамма учлари бирор айланада ётган купбурчак айланага ички 

чизилган купбурчак дейилади. Хамма томони бирор айланага урин- 

ган купбурчак айланага ташци чизилган кфгбурчак дейилади.

12.3-теорема.  М унтазам  цавариц купбурчак айлана
га ички чизилган булиши ва айланага ташци чизилган 

б$лиши мумкин.
И с б о т и .  А, В — купбурчакнинг иккита цушни учлари булсин 

(190-раем). А, В учлардан купбурчак бурчаклари инг биссектри-

; саларини утказамиз. О — уларнинг ке

сишиш нуцтаси булсин. АОВ учбурчак 

тенг ёнли учбурчак бу иб, асоси АВ ва

асосидаги бурчаклари^ га тенг, бунда

а — купбурчакнинг бурчаги. О нуцтани 

В учга цушни булган С уч билан бир- 

лаштирамиз. Учбурчаклар тенглигининг 

биринчи аломатига кура АВО ва СВО 

учбурчаклар тенг. Уларда ОВ томон уму

мий, АВ ва ВС томонлар эса купбурчак

нинг томонлари булгани учун тенг, В учдаги бурчаклар эса у  га тенг. 

Учбурчакларнинг тенглигидан ОВС учбурчак тенг ёнли учбурчак 

булиб, С учидаги бурчаги у  га тенглиги келиб чицади. Демак, СО

кесма купбурчакнинг С бурчаги биссектрисасидир.

Энди О нуцтани С га цушни D  уч билан туташтирамиз ^амда 

COD тенг ёнли ва DO кесма купбурчакнинг D бурчаги биссектри

с а



саси эканини исботлаймиз. Ва ^оказо. Натижада бир томони куя- 

бурчакнинг томонидан, шу томони царшисидаги уч:, — О нуцтадан 

иборат ^ар бир учбурчак тенг ёнли экани бнлинадн. Бу учбурчак- 

ларнинг ^аммасининг ён томонлари тенг. Бундан купбурчакнинг 

^амма учлари маркази О нуцтада, радиуси эса учбурчакларнинг 

ён томонларнга тенг булган айланада ётади, купбурчакнинг ^амыа 

томонлари зса маркази О нуцтада, радиуси sea учбурчакларнккг

О учидан туширилган баландликларига тенг булган айланага ур:;- 

нади деган хулоса чицарамиз. Теорема исботланди.

Томони а га ва томонларининг сони п га тенг булган мгч~ 

тазам купбурчак учун таищи чизилган айлананинг R радиусини 

ва ички чизилган айлананинг г радиусини топамиз (191-pact.). 

Куйидагиларга эгайиз:

о _  9 0 0 __  __ QQо __ (гс — 2 ) 1 сО° __  1 80  ,

2 "  2:1 ~ ~  п '

С В ________ а СВ а

sin р
R — OB

2 sin
180'-о-; г

ig р 180е

I О А О

Мунтазам (тенг томонли) учоурчак учун п =  3,-- =  60°,
3

R
а

2 sin 60°

а

П :
Г —

2 lg 00° 2 У  3"
180“1 о! J

Мунтазам. туртбурчак (квадрат) учуй п — 4, -- — 45°,
4

О

я  =
2 sin 45°

U  ̂ ^

V 2 'i  tg 45°

1 so°
Мунтазам олтибурчак учун п — 6, =  30°,

6

R =  — я- -~ =■- а; г = ---2---=  « П .
2 sin 30ч 2 tg 30Q
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М а с а л а  (23). Мунтазам саккизбурчакнинг томони as — 

=  R |/~ 2 — У  2 формула буйича цисобланишини исботланг, 

бунда R — ташци чизилган айлананинг радиуси.

Ечилиши.  АВ — ички чизилган квадратнинг томони, АС — 

саккизбурчакнинг томони булсин (192-раем). Ушбуларга эгамиз:

АС =  V  AD2 + CD2, AD =  —  =  R. К Д  CD =  ОС — OD =  R—
2 2

шу сабабли as =  Л С  ̂т?

=  R |/2 — ] /_2.

АЙЛАНА УЗУНЛИГИ

Айлана узунлиги ^ацидаги аёний тасавв/р бундай ^осил ци- 

линади. Ипни айлана шаклига келтирилган деб тасаввур циламиз. 

Уни цирциб, учларидан тортамиз. Хосил цилинган кесманинг узун

лиги айлана узунлиги булади. Айлана радиусини билган цолда 

унинг узунлигини цандай топиш мумкин? Аёний тасаввурдан 

равшанки, айлана узунлиги томонларининг узунлиги етарлича ки

чик булган ички чизилган цавариц купбурчак периметридан жуда 

кам фарц цилади. Шунга асосланиб, айлана узунлигининг баъзи 

хоссаларини исботлаймиз.

12.4-Г о р е м а .  Айлана узунлигининг диаметрига нис
бати айланага борлиц эмас, яъни хар цандай иккита 
айлана учун хам бир хилдир.

И сб о т и .  Иккита ихтиёрий айлана оламиз. Ry ва R2 — улар

нинг радиуслари, /х ва /2— узунликлари булсин. Теореманинг тас- 
L /,

дири нотурри ва ~  =И=^> масалан,

(*)
2 Rt 2 w

деб фараз цилайлик.

1\аралаётган айланаларга томонларининг сони п катта булган 

цавариц купбурчакларни ички чизамиз. Агар п жуда катта булса, 

у ^олда царалаётган айланаларнинг узунликлари ички чизилган 

купбурчакларнинг ри р2 периметрларидан жуда кам фарц цилади. 

Шу сабабли, агар (*) тенгсизликда ни ру га, /2 ни эса р 2 га 

алмаштирилса, бу тенгсизэтик бузилмайди:

Pi Ра /**\

2tf t 2 Я," '
plt р2 периметрларни айланаларнинг радиуслари орцали ифода- 

лаймиз. Мунтазам куцбурчакка ташци чизллган айлана радиуси-
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ннпг R = --- а 18Qo формуласидап ички чизилган купбурчаклар-
2 sin ----

п
1 ЯП0 I

1Л?нг томонлари 2Rx sin --  ва l2R2 sin --- га тенг деган ху-
п п

лоса чикади. Шу сабабли купбурчакларнинг периметрлари ушбу-

ларга тенг: =  2R1ns\n р2 =  2R2 nsin Бундан —  =
п п 2Rt

■ 180° р., . 180° Pi рл
п s i n -- , —  =  п sin ---, яъни —  =-^-. Бу эса ( *) тенг-

п 2R, п 2 Rt 2 Rs

скзликка зил. Теорема исботланди.

Айлана узунлигининг диаметрига нисбати грек >^рфи л («пи»

д*б укнлади) билан б^лгнланади:
1

— =  я.
2 R

я иррацпоиал сондпр. Унинг тацрибий циймати ушбуга тенг:

л «  3,1416.

Шундай килиб, айлана узунлиги
I =  2я R

формула буйича хцюобланади.

АЙЯАИАКИНГ МАРКАЗИЙ БУРЧАГИ ВА ЁЙИ

Текисликнинг бир нуктадан чивдан иккита турли нур билан 

чегараланган кисмл ясси бурчак дейилади. Бу нурлар бурчакнинг 

томонлари дейилади. Томонлари илгаридан маълум булган _иккита 

ясси бурчак мавжуд. Улар тулдирувчи бурчаклар дейиладД* 193- 

расмда томонлари а, Ь га тенг ясси бурчаклардан бири штрихлаб 

курсатилган.

; I Агар ясси бурчак ярим текисликнинг кисми булса, унинг гра
дус i/лчови деб томонлари оддий бурчакнинг томонларидан иборат 

бурчакнинг градус улчовига айтилади. Агар ясси бурчак ярим те-

11- -2С,т

М3- раем. Ш4- раем.
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кисликни уз ичига олса, унинг Гградус улчови 360° — а  га тенг, 

бунда а  — тулдирувчи ясси бурчакнинг градус улчови.

Айланадаги марказий бурчак деб учи айлана марказида булган 

ясси бурчакка айтилади. Айлананинг ясси бурчак ичидаш ^нсми 

айлананинг шу марказий бурчакка мсс келган ёйи дейилади (194- 

расм). Айлана ёйининг градус улчови деб тегишли марказий бур

чакнинг градус улчовига айтилади.

п° ли марказий бурчакка мос келувчи айлана ёйининг узун

лигини топамиз. Ёйи  ̂ бурчакка ярим айлананинг лR узунлиги

тугри келади. Демак, Г  ли бурчакка ёй тугри келади, п° ли

бурчакка эса
, л R 
‘  =  п 180

ёй мос келади. Бурчакнинг радиан улчови деб мос ёй узунлнги- 

нинг айлана радиусига нисбатини айтилади. Айлана ёйи узунли- 

гининг формуласидан
I л

R~ =  Twn
кслнб чи^ади, яъни бурчакнинг радиан улчош унинг градус ул- 

човини -2— га купаитиришдан \осил цилинади. Жумладан, 180°
18j °

ли бурчакнинг радиан улчови л га, тугри бурчаЕлшы радиан ул

чови — га тенг.
2

Бурчакларнинг радиан улчови бирлиги радиандир. Бнр радианли

бурчак — ёйининг узунлиги радиусига тенг бурчакдир. Бир радиак-
„ 180° кт0

ли бурчакнинг градус улчови --  «  57 га тенг.
я

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Сини^ чизиц деб нимага айтилади, ужи-нг узунлиги нима?
2. Синив; чизикнинг узунлиги унинг охирларини туташтирувчи 

кесма узунлигидан кичик эмас/игини исботланг.
3. Купбурчак нима, ^авариц купбурчак нима?
4. К,авари^ купбурчакнинг берилган учидаги бурчаги нима?
5. К,авари^ купбурчакнинг таш^и бурчаги нима?
6. К^вари^ купбурчак бурчаклари йигандиси учун формула чи- 

царинг.
7. К,аварик, купбурчак айланага ички чизилган ^ам., ташци чизил

ган ^ам булиши мумкинлигини исботланг.
8- Мунтазам п бурчакка ташки чизилган ва ички чизилган ай- 

т ланалар радиуслари учун формулалар чицаринг.
9- Мунтазам учбурчакка, квадратга, мунтазам олтибурчакка ички 

ва таищи чизилган айланаларнинг радиусларини топинг*
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10. Айлана узунлигининг диаметрига нисбати айланага безлик; 
эмаслигини, яъни ^амма айланалар учун бир хил эканини ис
ботланг.

11. Айлана узунлиги цандам формула буйича хисобланади?
12. Ясси бурчак нима?
13. Марказий бурчак нима?
14. Айлананинг берилган марказий бурчакк! мос келузчи ёйи нима?
15. Айлана ёйининг узунлиги цандай формула буйича ^исобланади?
16. Бурчакнинг радиан улчови нима?
17. 180° ва 90° ли бурчакларнинг радиан улчови нимага тенг?

МАШЦЛАР
1. Радиуслари Rb R2 булган иккита айлана ва улар марказлари 

орасидаги масофа d >  Rt + R2 экани маълум. Шу айланалар- 
нинг X, У нуцталари орасидаги энг катта ва энг кичик масо- 
фалар нимага тенг?

2. 1-масалани d<CRi — R2 шартда ечинг.
3. Синиц чизицнинг учлари бир тугри чизицда ётмаса, у ^олда 

синиц чизицнинг узунлиги унинг охирларини туташтирувчи 
кесма узунлигидан катта эканини исботланг.

4. Ёпкц синиц чизицнинг >$ар цандай икки учи орасидаги масофа 
синиц чизиц узунлигининг ярмидан катта эмаслигини исботланг.

5. Ёпиц синиц чизицнинг ^ар бир бушни узунлиги цолган бу- 
гинлар узунликлари йигиндисидан катта эмаслигини исботланг.

6. Епиц синиц чизиц 1 м, 2 м, 3 м, 4 м, 11 м узунликдаги бу- 
гинларга эга булиши мумкинми? Жавобингизни тушунтиринг

7. Агар синиц чизицнинг охирлари берилган тугри чизицнинг 
турли томонларида ётса, синиц чизиц бу тугри чизицни кесиб 
утишини исботланг.

8. п бурчакнинг нечта диагонали бор?
9. 1\аварнц п бурчакнинг ^ар бир учидан биттадан олинган таш

ки бурчакларининг йигиндиси нимага тенг?
10. Цавариц туртбурчакнинг бурчаклари 1, 2, 3, 4 сонларига про- 

порционал. Шу бурчакларни топинг.
11. Ички бурчакларининг ^ар бири: 1) 135°, 2) 150° га тенг бул

ган мунтазам купбурчакнинг нечта томон и бор?
12. Ташци бурчагининг ^ар бири: 1) 36°, 2) 24° га тенг булган 

мунтазам купбурчакнинг нечта томони бор?
13. Мунтазам 2м бурчакнинг биттадан оралатиб олинган учлари 

бошца мунтазам п бурчакнинг учлари булишини исботланг.
14. Мунтазам п бурчак томонларининг урталари бошца мунтазам 

п бурчакнинг учлари булишини исботланг.
15. То-.;.?”ларм бир хил булган п бурчакларнинг тенг булишини, 

яъни ^аракат натижасида устма- уст тушишларини исботланг.
1S. Мунтазам п бурчакларнинг ухшаш эканини, яъни ухшашлик 

алташтириши натижасида бир-бирига утишини исботланг.
17. Радиусга перпендикуляр булиб, унинг уртасидан утувчи 

ватар ички чизилгая мунтазам учбурчакнинг томонига тенг 
эканини исботланг.
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18. Мунтазам учбурчакка ички чизилган айлананинг радиуси таш- 
|̂и чизилган айлана радиусидан икки марта кичик эканини 
исботланг.

19. Айланага ички чизилган мунтазам учбурчакнинг томони а га 
тенг. Шу айланага ички чизилган квадрат томонини топинг.

20. Радиуси 4 дм булган айланага мунтазам учбурчак ички чи
зилган булиб, бу учбурчакнинг томонига квадрат яса ган. 
Квадратга таш^и чизилган айлана радиусини топинг.

21. Диаметри 4 см булган валикнинг охири квадрат шаклида ^и- 
либ арраланган. Квадратнинг томони энг купи билан неча 
сантиметр булиши мумкин?

22. Газ задвижкасининг охири мунтазам учёцлик шаклида. Винт- 
нинг цилиндрик ^исмининг диаметри 2 см га тенг булса, ^ар 
^айси ё^ энг купи билан неча сантиметрга тенг?

23. Мунтазам 8 бурчакнинг томони а8 =  R ]/~ 2 —Y  2 формула 

буйича ^исобланишини исботланг, бунда R — таш^и чизилган 
айлана радиуси.

24. Мунтазам 12 бурчакнинг томони al2 =  R ]/" 2 — ]/~3 фор

мула буйича ^исобланишини исботланг, бунда R — таищи чи
зилган айлана радиуси.

25. Радиуси R га тенг айланага ички чизилган мунтазам беш 
бурчакнинг ва мунтазам 10 бурчакнинг томонларини топинг.

26. Мунтазам купбурчакнинг томони а га, таш^и чизилган айла
на радиуси эса R га тенг. Ички чизилган айлана радиусини 
топинг.

27. Мунтазам купбурчакнинг томони а га, ички чизилган айлана 
радиуси эса г га тенг. Таш^и чизилган айлана радиусини то
пинг.

28. Таш^и чизилган мунтазам купбурчакнинг Ь томонини айлана
нинг R радиуси ва томонларининг сони яна ушанча булган 
ички чизилган мунтазам купбурчакнинг а  томони орцали ифо- 
даланг.

29. Ички чизилган мунтазам купбурчакнинг а  томонини айлана
нинг R радиуси ва томонларининг сони яна ушанча булган 
таш^и чизилган купбурчакнинг Ь томони орцали ифодаланг.

30. Айлана ичига мунтазам 12 бурчак чизинг.
31. Айлана таш^арисига мунтазам 8 бурчак чизинг.
32. Айлана радиуси: 1) 10 м; 2) 15 м га тенг булса, шу айлана 

узунлигини топинг.
33. Айлана радиуси 1 мм узгарса, унинг узунлиги цанчага узгаради?
34. Ички чизилган мунтазам 8 бурчак периметрининг диаметрга 

нисбатини топинг ва уни я нинг тащжбий ^иймати билан та^- 
^осланг.

35. 34- масалани мунтазам 12 бурчак учун ечинг.
36. 1 метр экватор узунлигининг 40 миллиондан бир улушига 

тенг эканини ^исобга олиб, Ер шарининг радиусини топинг.
37. Ер шарининг радиуси 1 см узаядиган булса, Ер экватори 

^анча узайган булади?

164



38. Радиуси R га тенг айлана ичига жойлашган п та тенг айлана
лар узаро уринади ва берилган айланага ^ам уринишади. Агар 
айланаларнинг сони п: 1) 3; 2) 4; 3) 6 га тенг булса, шу 
айланаларнинг радиусларини топинг.

39. Олдинги масалани айланалар берилган айланадан таш^арида 
ётган ^ол учун ечинг.

40. Шкивнинг диаметри 1,4 м булиб, у минутига 80 марта айла- 
нади. Шкив айланасидаги нуцтанинг тезлигини топинг.

41. К>уйидагиларни билган ^олда тулдирувчи бурчакларни топинг:
1) тулдирувчи бурчаклардан бири иккинчисидан 5 марта катта;
2) бири иккинчисидан 100°катта; 3) уларнинг айирмаси 20°га тенг.

42. Марказий бурчакка мос келувчи ёй айлананинг: 1) —; 2) —;
3 4

1 1 2  3
3) —; 4) —; 5) —; 6) — цисмига тенг булса, шу марказий

бурчак неча градусга тенг?

43. Ер сиртининг ораларидаги масофа 1 км га тенг иккита нуц- 
тасига утказилган Ер радиуслари цандай бурчак ташкил ци- 
лади? Ер радиуси 6370 км га тенг.

44. Берилган R =  1 м радиус буйича: 1) 45°; 2) 30°; 3) 120°;
4) 45°45'; 5) 60°30'; 6) 150°36' га тенг марказий бурчакка 
мос келувчи ёй узунлигини топинг.

45. Берилган а ватар буйича унинг: 1) 60°; 2) 90°; 3) 120° га 
тенг марказий бурчакларга мос келадиган ёй узунлигини топинг.

46. Агар ёй: 1) 60°; 2) 90°; 3) 120° га тенг булса, унинг I узун
лиги буйича ватарини топинг.

47. 1\уйидаги бурчакларнинг радиан улчовларини топинг: 1) 30°;
2) 45°; 3) 60°.

13- §. ФИГУ РАЛ АРНИНГ ЮЗЛАРИ

Ю З ТУШУНЧДСИ

Фигуралар юзларини аницлаш масаласи жуда кадим замонларга 

бориб тацалади. Бу масалани одамларнинг амалий фаолияти тацозэ 

цилган.

Бири квадрат шаклида, иккинчиси хо^ланган шаклдаги иккита 

ер участкасини тасаввур цилайлик (195-раем). Иккала участкага 

экин экилган, масалан, бурдой сепилган булсин. Дон сепиб булин- 

ганидан кейин биринчи участкага т  кг, 

иккинчи участкага п кг дон сепилгани 

маълум булди, дейлик. Иккинчи участ

ка биринчи участкадан — марта катта
т

деб ^исоблаш табиий. Иккинчи участка 

биринчи участкадан цанча марта катта 

эканини курсатувчи сонии иккинчи
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учгстканинг юзи деб атаймиз. Бунда биринчи участка улчов бнр- 

лигидир. Юз тушунчасининг бу таърифидан унинг цуйидаги 

хоссалари келиб чицади.

Биринчидан, ^ар бир участкага сепиш учун маълум мицдорда 

дон талаб цилинади, шу сабабли ^ар ^айси участка маълум юзга эга.

Иккинчидан, тенг участкаларга сепиш учун тенг мицдорда дон 

талаб ^илинади, шу сабабли тенг участкалар тенг юзларга эга булади.

Учинчидгн, берилган участкани икки булакка булинса, бутун 

участкага сепиладиган дон ми^дори унинг булакларига сепилади- 

ган донлар миедори йигиндисига тенг булади. Шу сабабли бутун 

участканинг юзи унинг булаклари юзлари йигиндисига тенг.

Берган таърифимизга кура, участканинг юзини билиш учун 

унга экин экиш (дон сепиш) керак. Аммо турмушда худди шунга 

тескари масалани з̂ ал килишга тугри келади. Дон сепишдан олдин 

сепиш учун цанча микдорда дон кетишини "ани^лаш талаб ^или- 

нади. Агар биз участка юзини билганимизда эди, у ^олда юз бир- 

лигига сепиш учун керак дон мицдорини участка юзига купайти- 

риб, зарур булган дон миедорини топган булар эдик. Участка 

юзини цандай билиш мумкин?

>^озир биз содда со^алар юзларини ^исоблаш формулаларини 

топамиз ва шу билан биз юзнинг юцорида айтилган учта хоссаси 

уни тула аниклашини исботлаймиз. Учбурчакнинг, параллелограмм- 

»:инг, трапециянинг ва умуман «упбурчакнинг юзи ^ацида гапи- 

рар эканмиз, улар ураб олган со^аларнинг, яъни уларга мос ясси 

купбурчакларнинг юзларини назарда тутамиз. Агар со.\а чекли 

сопдаги учбурчакларга ажраладиган булса, уни содда со\а деймиз. 

Бунда учбурчак дешпганда'.у чегаралайдиган со.\а тушунилади.

ТУГРИ ТУРТ&УРЧАКНИНГ ю з и

Тугри туртбурчакнинг юзини топамиз. 196-раемда юзларни ул- 

чаш бирлиги булган квадрат ва юзини улчаш талаб цилинган тугри 

туртбурчак тасвирланган. Квадратнинг томони узунлик [бирлиги 

булиб хизмат ^илади.

Олдин тугри туртбурчак томонларининг а ва Ь узунликлари 

чекли унли каерлар билан ифодаланадиган ва вергулдан кейинги 

каср хоналари п дан ошмаган .\олни ^араймиз.

Квадратнинг томонини 10" та тенг булакка буламиз ва були- 

ниш иу^таларидан унинг томонларига параллел тугри чнзицлар 

утказамиз. Натижада бу квадрат 10” • 10" та кичик квадратга бу- 

линиб кетади. Раемда квадратнинг томони 10 та тенг булакка бу- 

линган. Кичик квадратлар сони 10-10= 100 та.
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196- раем.

Кичик квадрат юзини топамиз. Юзнинг хоссасига кура катта 

квадратнинг юзи кичик квадратлар юзларининг йигиндисига тенг. 

Катта квадратнинг юзи бирга тенг ва кичик квадратлар сони 102"

талиги учун кичик квадратнинг юзи - га тенг.

а: -А- =  а • 10” ва b: =  b• 10л сонлар бутун сонлар булгаяв 

учун тугри туртбурчакнинг томонларини •^ргга тенг ва мицдори бу- ,

тун сонлар билан ифодаланадиган булакларга булиб юбэриш мумкин. 

Айтилган цисмлар а томонда а • 10" та, Ъ томонда эса Ь- 10л та дир- 

Томонлардаги булиниш нук;таларидан тугри туртбурчакнинг томон- 

ларига параллел тугри чизи^лар утказамиз. Бунинг натижасида

биз тугри туртбурчакни томони га тенг кичик квадратларга

ажратган буламиз. Уларнинг сони а-10"-£>-10" та булади. TyFpn 

туртбурчакнинг юзи ундаги кичик квадратлар юзлари йигиндисига

тенг. Кичик квадратнинг юзи - А  га тенг, кичих квадратлар со-
ю

ни эса оЬ-102п та эканлиги учун тугри туртбурчакнинг юзн

ab• 102" • -Kz =  a-b га тенгдир.
10

Энди тугри туртбурчакнинг а, b томонларидан ацалли биттасн 

чексиз унли каср билан ифодаланадиган булсин. а сонининг п та 

каср хонасигача аник; лик да ками ва odthfh билан олинган тац- 

рибий цийматларини аъ а2 билан белгилаймиз. Ь сонининг шундай 

аншушкда олинган та^рибий ^ийматларинп blt b„ билан белгилай*- 

миз. Томонлари аъ bY га тенг тугри туртбурчакк.инг юзи берилган 

тугри туртбурчак юзидан кичик, чунки уни бепилган квадрат ичи

га жойлаштириш мумкин*, Томонлари а Ь . ,  га тенг тугри турт-
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бурчакнинг юзи берилган тутри туртбурчак юзидан кятта, чунки 

берилган тугри туртбурчакни унинг ичига жойлаштириш мумкнн. 

Исботланганига кура томонлари аг, bL га тенг булган тутри турт- 

бурчакнинг юзи а161 га, томонлари а2, Ь2 га тенг тугри туртбур- 

чакнинг юзи а2Ь2 га тенг. Шундай цилиб, берилган тугри турт- 

бурчакнинг юзи ва а2Ь2 юзлар орасида ётади. Агар п етар-

лича катта булса, ахЬ{ ва а2Ь2 сонлар ab нинг олдиндап берил

ган ^ар цандай аникликдаги тацрибий кийматини бергани учун 

S =  ab булади. Шундай цилиб, tn^Fpii туртбурчакнинг 1 0 3 :1

S =  а Ъ

формула буйича хисобланади.

СОДДА ФИГУРАЛАРНИНГ ЮЗЛАРИ

Параллелограммнинг юзини топамиз. ABCD — берилган парал

лелограмм булсин (197- раем). Агар у тугри туртбурчак булмаса, 

унинг бурчакларидан бири, масалан, А ёки В уткир бурчак бу

лади. Аницлик учун А бурчак, 197-расмда тасвирлангаиидек ут

кир бурчак булсин. А учдан CD тугр,; чизицца АЕ перпендикуляр 

туширамиз. АВСЕ трапециянинг юзи ABCD параллелограмм юзи 

билан ADE учбурчак юзининг йигиндисига тенг.

В учдаи CD тугри чизицца BF перпен

дикуляр туширамиз. У ^олда АВСЕ трапе

циянинг юзи ABFE тугри туртбурчак юзи 

билан BCF учбурчак юзи йигиндисига текг 

булади. TyFpn бурчакли ADE ва BCF учбур

чаклар тенг, демак, уларнинг юзлари тенг. 

Бундан, ABCD параллелограммнинг юзи ABFE 
турри туртбурчакнинг юзига, яъни AB-BF 

га тенг, деган натижа чицади. BF кесмани 

тугри туртбурчакнинг АВ ва СО томонлари- 

га мос келадиган баландлиги дейилади.

Шундай цилиб, параллелограммнинг 

юзи унинг томонини шу томонга т у - 

ширилган баландлигига купайтирил- 
ганига тенг.

Учбурчакнинг юзини топамиз. ABC — берилган учбурчак бул

син (198-раем). Бу учбурчакни раемда курсатилганидек ABCD па

раллелограмма тулдирамиз. Параллелограммнинг юзи ABC ва CDA 

учбурчаклар юзларининг йигиндисига тенг. Бу учбурчаклар тенг 

булгани учун параллелограммнинг юзи ABC учбурчак юзининг 

иккилангаинга тенг. Параллелограммнинг АВ томонига мос баланд-

107- раем.
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лиги ABC учбурчакнинг АВ томонига утказилган баландлигига 

тенг.

Бундан, учбурчакнинг юзи унинг томони билан шу 
томонга туширилган баландлиги купайтмасининг 
яр мига тенг деган хулоса чицади.

М а с а л а  (26). ABC 

учбурчакнинг юзи учун

чи^арилган ^  = ~  АВх

X АС• sin А формуланинг 

тугрилигини исботланг.

Ечилиши.  ABC 

учбурчакнинг BD  ба- q 

ландлигини утказамиз

(199- раем). S=-AC-BD
2 199-расм,

га эгамиз. ABD тугри

бурчакли учбурчакдан, агар ауткир бурчак булса (199-а раем), 

BD = AB' sina, агар а бурчак утмас бурчак булса (199-б раем), 

BD =  АВ sin(180° — a), sin (180° — а) =  sina булганиучун 

j^ap ^андай ^олда BD =  АВ sina. Демак, учбурчакнинг юзи 5 =

=  — АС-АВ sin Л дан иборат.
2
М а с а л а  (33). Учбурчакнинг юзи учун Герон* формуласини 

чи^аринг:

S =  V  Р [Р — а) (Р— Ь) (р — с), 
бунда а, Ь, с — учбурчак томонларининг узунликлари, 

ярим периметр.

Ечилиши.  Ушбуга эгамиз:
1

р эса

S =  — ab sin V.
2

бунда у — учбурчакнинг с томони ^аршисидаги бурчак. 

нуслар теоремасига кура:

с2 =  а2 + Ъг — 2ab cos у.

Коси-

Бундан cos у =
а 2 +  £2 —  с2 

2аЬ

sin2 y =з 1 — cos2 у =  (1 — cos v) (1 + cos У) ~

- I 1
2 gb — a2 — fc2 + ca 

2 ab

a2 +  b" —  cz)(2 ab

2ab +  a2 +  62

1 + a2 + b* -

2ab

с2 —  (a —  fe)2 (a +  Ь)г —  cJ 

2 ab

* Герон Александрийский 

олими.

2ab 2ab 2ab

• янги эранинг 1 асрида яшаган ^адимги грек
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---- (с— «4- b) (с 4- a — b) {a 4-b— c) (a • ' - b +c).
4 a2 b2

(a + b + c) =  2p, a 4- & — с =  2p — 2c, a + с — b =  2p — 26, 

с — a b =  2p — 2a экакини билган ^олда уи'буга эга буламиз:

sin у =  2 У  р (р — а) (р — Ь) (р ̂ с ) . 
ab

Шундай ^илиб,

S =  -i- ab sin у =  У р  (р— а) (р — Ь) (Ь — с).

Трапеция юзини топамнз. ABCD— берилган трапеция булсии 

(200-раем). Трапециянинг АС диагонали уни иккита учбурчакка 

ажратади: АБС ва CD А, Демак, трапециянинг юзи шу учбурчак-

лар- юзларининг йигиндисига тенг. ABC учбурчакнинг юзи-̂ - АВ-СЕ 

га, ACD учбурчакнинг юзи DC-AF га тенг. Бу учбурчак-

ларнинг СЕ ва AF баландликлари АВ ва CD параллел тугри чи- 

зиклар орасидаги масофага тенг. Бу масофз трапеция баландлиги 
дейилади.

Шундай ь̂ илиб, трапециянинг юзи улинг асослари йи- 

гиидисининг ярми билан баландлиги хупайтмасига 
тенг,.

М а с а л а  (36). Учбурчакка ташки чизи гзн ва ички чизил

ган айланаларнинг R па г радиуслари учун куйидаги форму- 

лаларни чи^аринг:

R =  — , г =  —— -- ,
45 а 4- b 4- с

бунда а, Ь, с— учбурчакнинг томонлари, S эса унинг юзи.

Е ч ил иш и.  R учун формула чгкарамиз. Биз бнламизки, 

R — бунда a — учбурчакпипг а томони г^аршисидаги бур

чак (11 - § нинг 1 ^  масаласн),

170



У; г кисмнинг сурат ва махражини Ьс га купайтириб ^амда

— be s ina =  S эканини ^исобга олиб, Я =  — эканини топамиз.
2 4<S

г учун формула чицарамиз (201-раем). ABC учбурчакнинг

юзи CAB, ОВС ва ОСА учбурчаклар юзларининг йигиндисига тенг:

с 1 , 1  , 1
5 =  — сг -\-- аг -—  or.

2 2 2
Бундан: г _  25

а +  Ь =  с

УХШАШ ФИГУРАЛАРНИНГ Ю ЗЛАРИ

t\ ва F2 — иккита ухшаш ва содда фигуралар булсин. Бу фи- 

гураларнинг юзлари цандай нисбатда булишини аницлаймиз. Фи- 

гураларнинг ухшашлиги учун Fx фигурани F 2 фигурага утказади- 

ган ухшашлик алмаштириши мавжуд.

Fл фигурани Д д ' ,  Д д ,  . . .  учбурчакларга булиб чицамиз. Fj 

фигурани F2 фигурага утказувчи ухшашлик алмаштириши бу уч- 

бурчакларни F2 фигура булинишидан ^осил цилинган Д'|, д", д  ... 

учбурчакларга утказади.] Fx фигуранинг юзи Д ^  А'2, Д 3, ••• 

учбурчаклар'юзлари йигиндисига, F2 фигуранинг юзи эса Д[, Д", Д ^  

... учбурчаклар юзларининг йигиндисига тенг.

Ухшашлик коэффициента k га тенг булса, А"п учбурчакнинг 

улчамлари А'„ учбурчакнинг тегишли улчамларидан k марта катта 

булади. Жумладан Д^ учбурчакнинг томонлари ва баландликлари 

д ;  учбурчакнинг тегишли томонлари ва баландликларидан к марта 

катта. Бундан:

5 (А'п) =  к* 5 (Д„).

Бу тенгликларни цадлаб цушиб топамиз:

S (F2) =k*S  (Fj).

Ухшашликнинг k коэффициента F2, FL фи, у мларнинг мос чи- 

зицли улчамлари нисбатига тенг. Шунинг учун ухшаш фигу
ралар юзларининг нисбати уларнинг мос чизицли ул
чамлари квадратларининг нисбатига тенг.

ДОИРАНИНГ ЮЗИ

Дойра деб текисликнинг берилган нуцтасидан бзрилган масо- 

фадан катта булмаган масофадаги барча нуцталаридан иборат фи

гурага айтилади. Бу нуцта доиранинг маркази дейилади, берилган 

масофа эса доиранинг радиуси дейилади. Доиранинг чегараси ай- 

ланадан иборат б^либ, бу айлананинг маркази ва радиуси дойра-
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нинг маркази ва радиусидир. Дсиранинг юзи учун формулани 

топамиз.

Энг олдин доирага таищи чизилган щварик купбурчакнинг юзи

S =  ^
2

формула буйича \исобланишини исботлаймиз, бунда р  — периметр, 

яъни купбурчак томонлари узунликларининг йигиндиси, г эса 

доиранинг радиуси.

Дойра марказини купбурчак учлари билан туташтирувчи кес- 

малар утказамиз (202-раем). Бу кесмалар берилган купбурчакни

202- раем. 203- раем.

А1ОА2, А2ОАэ, ... учбурчакл .рга ажратади. Купбурчакнинг юзи 

учбурчак юзларининг йигиндисига тенг. Учбурчакларнинг юзлари

цуйидагпларга тенг:

S (И1ОЛ2) = |  А.Аг-г, S (A0OA,) =  j  А2Ач-г.........

Учбурчакларнинг юзларини цушиб, купбурчакнинг юзини топамиз: 

s =  ' г + ~  ^2^з' '" + ••■ =  — (АгА2 + А2А3 + ... )г.

1^авслар ичидаги сон купбурчакнинг периметридир. Формула ис- 

ботланди.

Знди R радиусли доиранинг S юзини топамиз. Дойра таш^а- 

рисига мунтазам п бурчак Р1 ни чизам;з ва дойра ичига мунта

зам п бурчак Р2 ни чизамиз (203-раем). Р1 купбурчак доирани уз 

ичига олади, демак, унинг юзи дойра юзидан катта. Р 2 купбурчак 

дойра ичида ётади, шу сабабли унинг юзи дойра юзидан кичик. 

Рг ва Р„ купбурчакларнинг юзлари цуйидагига тенг'.

*Si =  — PiR, S2 =  — рг г,
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бунда г сон Р2 кугбурчакка ички чизилган айлананинг радиуси, 

рг ва р2 — Pi ва Р2 купбурчакларнинг периметрлари.

Ь ва а кесмалар Pt ва Р2 купбурчакларнинг томонлари булсин. 

АБС учбурчакдан (203-раем):
а

АС .... Ь Т  _____  ,  180°
АВ

Бундан nb =

cos а 

п-а

ёки — =  — бунда а  =  Z.  ВАС -
2 cos а

cos а 

R cos ос. Энди:

$1 =

ЯЪНИ Ру

1 „ R
о Р2 '2 роз а

Рг 
cos а

•. ОАС учбурчакдан: г =  ОС

S2 =  — р2 R cos а.

Етарлича катта п учун рг периметр дойра айланаси узуили- 

гидан хо^лаганча кам фарц килади, cos а  эса 1 дин хо^таганча 

кам фарц килади, чунки а  бурчак ^ам жуда кичик. Демак,

дан жуда кам фарц цилади, бунда I — дойра айланасишшг узун-
IR

IR
лиги. Шу мулохазаларга биноан S2 ^ам ~  дан жуда кам фарц

цилади. Доиранинг S юзи Sj ва S2 лар орасида ётади, шу сабаб-

ли у цам — дан жуда кам фарц килади. Бу эса фацат S =
2 2 

тенглик уринли булган цолда юз бериши мумхин.

Шундай цилиб, доиранинг юза

nR2S =  -

формула буйича хисобланади.
Доиравий сектор деб доиранинг мос марказий бурчаги ичидаги 

цисмига айтилади (204-раем).

Доиравий секторнинг юзи
с nR2 
О =  ----- 05

360
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формула буйича хисобланади, бунда R — дойра радиуси, а  

эса мос марказий бурчакнинг градус улчови.

Дойра билан ярим текисликнинг умумий ^исми доиравий сег

мент дейилади (205-раем). Ярим доирага тенг булмаган 

сегментнинг юзи

формула буйича л;исобланади, бунда а — шу доиравий сег

мент ёйини уз ичига олган марказий бурчакнинг градус улчови, 

SA эса учлари дойра маркази билан тегишли секторни чегараловчи 

радиуслар охирларидан иборат учбурч книнг юзи. « — » ишорани 

а  <  180° булганда, « + » ишорани а >  180° булганда олиш керак.

ТАИРОРЛАЦГ УЧУН САВОЛЛАР

1. Фигура юзинииг хоссаларини ифодаганг.
2. Томонлари а, b га тенг тугри турбурчакнннг юзи ab га тенг 

эканини исботланг.
3. Параллег.ограммнииг юзи унинг томонини шу томонга туши- 

рилган баландлиги билан купайтмасига тенглигини исботланг.
4. Учбурчакнинг юзи унинг томони билаи шу томонга туширил- 

ган баландлиги купайтмасининг ярмига тенглигини исботланг.
5. Трапециянинг юзи унинг асослари йигиндисининг ярми билан 

баландлиги купайтмасига тенг эканини исботланг.
6. Ташки чизилган ^авзри^ купбурчакнинг юзи унинг ярим пери- 

метри билан дойра радиуси купайтмасига тенглигини исботланг.
7. Ухшаш фигураларнинг юзлари нисбати нимага тенг?
8. Дойра юзининг формуласини чи^аринг.
9. Доиравий секторнтгнг ва доиравий сегментнинг юзлари кандай

формулалар буйича ^исобланади?

МАШКЛАР

1 I угри бурчакли учбурчак катетларига ясалган квадратлар 
юзлари йигиндиси гипотенузасига ясалган квадрат юзига тенг 
эканини исботланг.

2. Квадрат шаклидаги иккита ер участкасининг томонлари 100 м 
ва 150 м. Уларга тенгдош квадратнинг томонини топинг.

3. Квадратнинг берилган а диагоналига кура унинг S юзини то
пинг.

4. Айлана ташцарисига чизилган квадратнинг юзи шу айлана 
ичига чизилган квадрат юзидан неча марта катта?

5. Квадратнинг ^ар ь̂ айси томони 3 марта каатадаштири лса, 
унинг юзи цандай узгаради?

6. Квадратнинг юзи 25 марта камайиши учун унинг томонини 
кеча марта кичрайтириш керак?
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7. Турри туртбурчакнинг томонлари 4 :9  га тенг нисбатда булиб, 
унинг юзи 144 м2 булса, томонлари нимага тенг?

8. Тугри туртбурчакнинг периметри 74 дм, юзи эса 3 м2 булса, 
унинг томонлари нимага тенг?

9. Параллелограмм ва тугри туртбурчакнинг томонлари бир хил. 
Параллелограммнинг юзи тугри туртбурчак юзининг ярмига 
тенг булса, параллелограммнинг уткир бурчагини топинг.

10. Квадрат ва ромбнинг периметрлари бир хил. Бу фигуралар- 
дан цайсинисининг юзи катта? Жавобингизни тушунтиринг.

11 . Баландлиги 10 см, уткир бурчаги эса 30° га тенг булган 
ромбнинг юзини топинг.

12. Баландлиги 12 см, кичик диагонали эса 13 см булган ромб
нинг юзини топинг.

13. Ромбнинг юзи унинг диагоналлари купайтмасининг ярмига 
тенглигини исботланг.

14. Ромб диагоналларининг нисбати 1:2 га тенг, унинг юзи sea
12 см2. Ромбнинг томонини топинг.

15. К,аваРиК туртбурчакнинг диагоналлари перпендикуляр булса, 
унинг юзи диагоналлар купайтмасининг ярмига тенглигини 
исботланг.

16. Берилган учбурчакни унинг битта учидан утувчи тугри чи- 
зиклар ёрдамида учта тенгдош ^иемга булинг.

17. Олдинги масалани учбурчак урнига параллелограмм олиб 
ечинг.

18. Агар тенг ёнли учбурчакнинг асоси 120 мга, ён томони 100 м 
га тенг булса, унинг юзи нимага тенг?

19. Гипотенузаси а га тенг булган тенг ёнли тугри бурчакли уч
бурчакнинг юзини топинг.

20. Томонлари 8 см ва 4 см булган учбурчакнинг шу томонлари- 
га баландликлар утказилган. 8 см ли томонга утказилган ба- 
ландлик 3 см га тенг. 4 см ли томонига утказилган баланд- 
лик нимага тенг?

21. Учбурчакнинг томонлари унинг баландликларига теекари про- 
порционал, яъни

эканини исботланг.
22. Томони а га тенг булган тенг томонли учбурчакнинг юз ини 

топинг.
23. Радиуси R га тенг доирага ички чизилган мунтазам учбур

чакнинг юзини топинг.
24. Турри бурчакли учбурчакнинг баландлиги гипотенузасини 

32 см ва 18 см ли кесмаларга булса, унинг юзи нимага тенг?
25. Турри бурчакли учбурчакнинг гипотенузаси 73 см га, юзи 

эса 1320 см2 га тенг булса, унинг катетлари нимага тенг?
26. ABC учбурчакнинг юзй учун

175



S =  —  A B -A C sm A
2

формула уринли эканзши исботланг:
2 7 . ABC учбурчакда АС  =  а, ВС — Ь. С бурчак цандай булганда 

учбурчакнинг юзи энг катта булади?
28. Тенг ёнли учбурчакнинг ён томонлари 1 м дан, улар ораси

даги бурчак эса 70° га тенг. Шу тенг ёнли учбурчак юзини 
топинг.

29. Агар параллелограммнинг томонлари 2 м ва 3 м, бурчаклари- 
дан бири эса 70° га тенг булса, унинг юзини топинг.

30. Учбурчакнинг а томони ва унга ёпишган а  ва р бурчаклари 
буйича-унинг юзини топинг.

31. Параллелограммнинг юзи диагоналларни улар орасидаги бур
чак синусига купайтмасининг ярмига тенглигини исботланг.

32. Днагсналлари берилган барча параллелограммлар орасида ромб 
энг катта юзга эга эканини исботланг.

33. Учбурчакнинг юзи учун

S ] ' р {р — а)(р — Ь) (р — с)

-  Герои формуласини чицаринг, бунда а, b , с — учбурчак то- 
мспларн узунликлари, р зса ярим периметр.

34 . Учта томопига кур3 учбурчак юзини топинг: 1) 13, 14, 15;
2) 5, 5, 6; 3) 17, 65, 80; 4) - J ,  6; 5) 13, 37-Jf, 4 7 - Ь

6) 2 ^ ,  3 ~ , 1,83.
35. Тсмснлгри: 1) 13; 14, 15; 2) 5, 5, 6; 3) 17, 65, 80 га тенг уч- 

бурчакнинг энг кичик баландлигини топинг ва томонлари:
4) Щ, 2| ,  6; 5) 13, 3 7 Ц , 47^ ; 6) 2 ^ , 3 ^ , 1,83 га тенг учбур-

чакнпнг энг катта баландлигини топинг.
36. Учбурчакка ташки чизилган ва ички чизилган айланаларнинг 

R  ва г  радиусла'ри учун куйидаги формулаларни чицаринг:

R =  <*£., л = ^ _ ,
4S а + 6 + с

бунда а, Ь, с — учбурчакнинг томонлари, S  эса унинг юзи.
37 . Томонлари: 1) 13, 14, 15; 2) 15, 13, 4; 3) 35, 29, 8; 4) 4, 5,

7 булган учбурчакларга ташци ва ички чизилган айланалар
нинг R  ва г  радиусларини топинг.

38. Тенг ёнли учбурчакнинг ён томони 6 см, баландлиги 4 см. 
Ташци чизилган айлана радиусини топинг.

39. ТуFpH бурчакли учбурчакка ички чизилган айлананинг радиу
си катетлар йнгиндиси билан гипотенуза айирмасининг ярми
га тенг эканини исботланг.

40. Тугри бурчакли учбурчакнинг катетлари 40 см ва 42 см. 
Ташки ва ички чизилган айланалар радиусларини топинг.
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41. Параллел томонлари 60 см ва 20 см, нопараллел томонлари
13 см ва 37 см булган трапециянинг юзини топинг.

42. Тенг ёнли трапециянинг катта асоси 44 м, ён томони 17 м 
ва диагонали 39 м. Шу трапеция юзини топинг.

43. Айлана узунлиги I га тенг булса, дойра юзини топинг.
44. Марказлари умумий ва радиуслари: 1) 4 см ва 6 см; 2) 5,5  

м ва 6,5 м; 3) а ва Ь ( а >  Ь) га тенг иккита айлана орасида
ги доиравий >.;ал а̂ юзини топинг (206- 
расм).

45. Агар дойра диаметри: 1) 2 марта; 2) 5 
марта; 3) т марта катталаштирилса, унинг 
юзи неча марта ортади?

46. Дойра юзининг унга ички чизилган:
1) квадрат; 2) мунтазам учбурчак; 3) мун
тазам олтибурчак юзига нисбатини то
пинг.

47. Мунтазам учбурчакка ички чизилган дой
ра юзининг шу учбурчакка таищи чизил
ган дойра юзига нисбатини топинг.

48. Квадратга ташки чизилган дойра юзининг шу квадратга ички 
чизилган дойра юзига нисбатини топинг.

49. Агар R радиусли доиранинг секторига мос келувчи марказий 
бурчак: 1) 40°; 2) 90°; 3) 150°; 4) 240°; 5) 300°; 6) 330° га 
тенг булса, шу сектор юзини топинг.

50. R радиусли айлана берилган. Узунлиги: 1) R-, 2) I булган 
ёйга мос келувчи сектор юзини топинг.

51. Асоси a l/З" ва баландлиги булган доиравий сегмент юзини 
топинг.

52. Доиранинг шу доирага ички чизилган: 1) квадратдан; 2) мун
тазам учбурчакдан; 3) мунтазам олтибурчакдан танщаридаги 
цисмининг юзини топинг. Дойра радиуси R га тенг.



9-с и н ф

Стереометрия

14- § . СТЕРЕОМЕТРИЙ А К С И О М А Л А Р И

Стереометрия — геометриянинг бир булими булиб, унда фазо- 
даги фнгуралар урганилади. Стересмегрияда, планиметр! ядаги син- 
гари, геометрнк фигураларнинг хоссалари тегишли тсоремаларни 
исботлаш йули билан ани^ланади. Бунда аксиомалар билан ифода- 
ланувчи асссий геометрик фигураларнинг хоссалари асос булиб 
хизмат цилади. Фазода асссий фнгуралар ну^та, тугри чизи^ ва 
текнелнкдир. Янги геометрик образ — текисликнинг киритилиши 
аксиомалар системаснни кенгайтиришга мажбур этади. Lily сабаб- 
дан биз аксномзларннн-г С группасини киритамиз, улар текислик
ларнинг фазодаги асссий хоссаларини ифодалайди. Бу группа цу- 
йидаги учта аксиомадан иборат:

Ct. Текислик цандпй булмасин, шу текисликка тегиш
ли нуцталар ва унга тегишли булмаган нуцталар 
мае ж уд.

С2. Агар иккита турли текислик умумий нуцтага 
зга б у лс а, улар тугри чизик, буйича кесишади.

Бу аксиома иккита турли а  ва Р текислик умумий ну^тага эга 
булса, бу теккелкклардан >;ар бирига тегишли с тугри чизи^нинг 
мавжудлигини тасдиклайди. Бунда, агар, бирор С нуцта иккала 
текисликка тегишли булса, у с тугри чизикка -\ам тегишли булади.

С3. Агар иккита турли тугри чизгщ умумий нуцта- 
га  эга  булса, улар ерцали битта ва фацат битта 
текислик утказши мумкин.

Бу эса иккита турли а, b тугри чизиклар умумий С ну^тага 
эга булса, бу тугри чизпкларни уз ичига олган у текислик мав- 
ж у д , демакдир. Бундай хоссага эга текислик ягонадир.

Шундай ь;илиб, стереометриянинг аксиомалари системаси плани
метрия аксиомиларидан ва аксиомаларнинг С группасидан иборат. 
Тушунткришни осонлаштириш учун планиметриядаги биринчи груп* 
ва аксиомаларни зелатиб утамиз:

lx. Тi/fpu чиз1Щ цандай булмасин, бу тугри чизища тегишли 
нуцталар ва унга тегишли булмаган нуцталар мавжуд.

12. Истаган икки нуцтадан тугри чигщ утказиш мумкин 
ва фацат битта.
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СТЕРГОМЕТРИ J АКСИОМ АЛ АРИНИНГ БАЬЗИ
НАТИЖАЛАРИ

14.1-т е о р е м а .  Т$гри чи.31Щ ва унда ётмайдиган пунк
та орцали биттс ва фацат битта текислик $тка- 
зиш мумкин.

И с бот.  а — берилган TyFpn чизиц, В эса унда ётмаган нук;та 
булсин (207-раем), а турри чизи^да бирорта А ну^тани белгилай
миз. аксиомага купа бундай ну^та мавжуд. А, В ну^талардан 
b турри чизш; утказамиз (12 аксиомг). а ва b турри чизицлар тур-

лича, чунки b турри чизш^нинг В ну^таси а турри чизн^да стмай- 
ди. а ва b турри чизнклар умумий А нукдага эга. а, b турри чи- 
зшугар оркали а  текислик утказамиз (С3 аксиома). Бу текислик а 
турри чизнцдан ва В нуцтадан утадн.

Энди а турри чизицдан ва В ну^тадан утувчи а  текисликнинг 
ягона эканини исботлаймиз. Фараз килайлик, ос текксликдан фар^- 
ли, а тугри чизик, ва В нуцта оркали утувчи бошк;а а ' текислик 
мавжуд булсин. С2 аксиомага кура турли а  ва а '  гекисликлар а 
турри чизи^ буйича. кесишади. Демак, а  ва а' текисликларнинг 
истаган учта умумий нуктаси а турри чизицда ётади. Аммо а, а '  
текисликларнинг умумий В нуктаси а турри чизи^да ётмайдиган 
цилиб олинган эди. Биз зидликка дуч келдик. Теорема тула нс- 
ботланди.

М а с а л а  (5). Туртта нуцта битта текисликда ётмайди. Бу 
ну^талардаи цандайдир учтаси бир турри чизшущ ётиши мум- 
киими? Жавобингизни тушунтиринг.

Е ч и л и ш и .  Фараз цилайлик, капдайдир уч нуцта бир тур
ри чизи^да ётсин. Бу тутри чизиц ва туртинчи нуцта орцали 
текислик утказамиз (14.1-теорема). Бу текисликда туртала ну^- 
та ^ам ётади. Бу эса масаланинг шартига зид. Демак, >>еч цан- 
дай учта ну^та бир турри чизицда ёта олмас экан.
14.2-т е о р е м а .  T$Fpu чизицнннг иккита нуцтаси те

кисликка тегишли б$лса, у холда тугри чиз1щнинг $за 
л;ам текисликка тегишли булади.

И с бот.  а — берилган турри чизиц ва а — берилган текислик 
булсин. (208-раем). аксиомага кура а турри чизик,да ётмайдиган 
A Hyivra мавжуд. а турри чизи^ билан А иуг^та оркали а' текис-

207- раем. z08- раем.
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ликни утказамиз. Агар а '  текислик а  текислик билан устма-уст 
тушса, у цолда а  текислик а тугри чизицни уз ичига олади, бу- 
ни теорема тасдицлайди. Лекин а' текислик а  текисликдан фарц 
цилса, бу текисликлар а тугри чизицнинг иккита нуцтасини уз 
ичига олган а' тугри чизиц буйича кесишади. 12 аксиомага кура 
а' тугри чизиц а тугри чизиц билан устма-уст тушади ва демак, 
а тугри чизиц а  текисликда ётади. Теорема исботланди.

14.2-теоремадан шундай хулоса чицади: т ек и с л и к  ва  ун-  
да ёт м ай ди ган  т $рри  чизиц ё  к еси ш м а й ди , ёки  б и т т а  
н уц т а д а  кесиш ади.

М а с а л а  (7). А нуцтада кесишувчи иккита турлн чизиц бе
рилган. Берилган икки тугри чизицни кесиб утадиган ва А нуц
тадан утмайдиган ^амма тугри чизицларнинг битта текисликда 
ётишини исботланг.

Е ч и л и ш и .  Берилган а, Ь тугри чизицлар орцали а  текис
лик утказамиз (209-раем). Буни С3 аксиомага асосан бажарпш 
мумкин. Берилган тугри чизицларни кесувчи с тутри чизиц а  
текислик билан иккита М ва N умумий нуцтага эга (берилган 
тугри чизицлар билан кесишиш нуцталари, улар ргемда курса- 
тилмаган). 14.2-теоремгга кура бу тутри чизиц а  текисликда 
ётиши керак.

14.3-т е о р е м а .  Б и т т а  т $гри  чизиц да  ёт м а й д и га н  
у ч т а  н уц т а д а н  б и т т а  в а ф а ц а т  б и т т а  т ек и сли к  $т -  
казиш  м ум к и н .

И с б о т. А, В , С — бир тутри чизицда ётмаган берилган учта 
нуцта булсин (210-раем). АВ ва АС тугри чизицларни утказамиз; 
улар турли, чунки А, В, С иуцталар битта тутри чизицда ётмай- 
ди. Cj аксиомага кура АВ ва АС тугри чизицлар орцали а  текис
лик утказиш мумкин. Бу текислик А, В, С ну^таларни уз ичига 
олади.

А, В, С нуцталардан утувчи а  текисликнннг ягоналигиии ис- 
ботлаймиз. ^ацицатан, 14.2- теоремага кура А, В, С нуцталардан 
утувчи текислик АВ ва АС тугри чизицларни уз ичига олади. С., 
аксиомага кура эса бундай текислик ягонадир.

М а с а л а  (11). Агар учта нуцта бир тугри чизицда ётса, бу 
нуцталар орцали текислик утказиш мумкинми? Жавобингизни 
тушунтиринг.

Е ч и л и ш и .  А, В, С — а тугри чизицда ётган учта нуцта 
булсин. а тугри чизицда ётмайдиган D  нуцтани оламиз (аксио-

209-расм. 210-рас.м.
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ма 1Х). А, В, D нуцталар оркали текислик утказиш мумкин 
(14. 3 -теорема). Бу текислик а турри чизицнинг иккита А, В 
нуцтасини уз ичига олади, демак, шу турри чизицнинг С нуц- 
тасини з̂ ам уз ичига олади (14. 2 -теорема). Демак, бир турри 
чизикда ётган учта му к, та оркали j âp доим текислик утказиш 
мумкин экан.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Стереометрия нима?
2. С группа аксиомаларини ифодаланг.
3. Турри чизиц ва унда ётмайдиган нуцта орцали битта ва фацат 

битта текислик утказиш мумкинлигини исботланг.
4. Агар тугри чизицнинг икки нуктаси текисликка тегишли булса, 

TyFpn чизицнинг узи 5̂ ам текисликка бутунлай тегишли экани
ни исботланг.

5. Бир турри чизицда ётмайдиган учта нуцтадан битта ва фацат 
битта текислик утказиш мумкинлигини исботланг.

МАШЦЛАР

1. Л, В, С ва б  нукталар битта текисликда ётмайди. АВ ва CD 
тугри чизицларнинг кесишмаслигини исботланг.

2. Берилган икки турри чизицнинг кесишган нуцтасидан бу тугри 
чизиклар билан бир текисликда ётмайдиган турри чизиц утка
зиш мумкинми? Жавобингизни тушунтиринг.

3. А, В, С нуцталар иккита турли текисликнинг >*ар бирида ёта
ди. Бу нукталарнииг бир турри чизикда ётишини исботланг.

4. Жуфт-жуфти билан кесишувчи учта турли текислик берилган. 
Агар бу текисликларнинг кесишмасидаги иккита тугри чизиц 
кесишса, у ^олда учинчи турри чизик уларнинг кесишиш нуц- 
тасндан утишини исботланг.

5. Туртта нуцта бир текисликда ётмайди. Улардаи цандайдир уч- 
таси бир турри чизицда ётиши мумкинми? Жавобингизни ту
шунтиринг.

6. Кесишмайдиган иккита текислик берилган. Бу текисликлардан 
бирини кесувчи турри чизиц иккинчисини ^ам кесиб утишини 
исботланг.

7. А нуцтада кесишувчи иккита турли турри чизиц берилган. Бе
рилган икки тугри чизицни кесиб утадиган ва А нуцтадан 
утмайдиган ^амма турри чизицларнинг битта текисликда ёти
шини исботланг.

8. Берилган турри чизицни кесиб утадиган ва тугри чизицдан 
ташкаридаги нуцтадан утадиган з^амма турри чизиклариинг 
битта текисликда ётишини исботланг.

9. Агар АВ ва CD турри чизиклар бир текисликда ётмаса, АС ва 
BD тугри чизицлар ^ам бир текисликда ётмайди. Шуни ис
ботланг.

10. Бир текисликда ётмайдиган туртта нуцта берилган. Бу нуцта- 
ларнинг учтасидан утувчи нечта турли текислик утказиш 
мумкин? Жавобингизни тушунтиринг.
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11. Бир тугри чизицда ётган учта нуцтадан текислик утказиш 
мумкиими? Жавобингнзни тушунтиринг.

12. Бир тугри чизицда ётган учта нуцтадан иккита турли текис
лик утказиш мумкинми? Жавобингизни тушунтиринг.

13. Туртта нуцта берилган. Бу нуцталарнинг исталган иккитасидан 
утувчи тугри чизицнинг цолган иккита нуцтадан утувчи TyF- 
ри чизиц билан кесишмаслиги маълум. Берилган туртта нуц- 
танинг бир текисликда ётмаслигнии исботланг.

15- §. ТУГРИ ЧИЗИЦЛАР ВА ТЕКИСЛНКЛАРШШГ 
ПАРАЛЛЕЛЛИГИ 

ФАЗОДА ПАРАЛЛЕЛ ТУГРИ ЧИЗИКЯАР

Фазодаги икки тутри чизиц бир текисликда ётса ва кесишмаса, 
улар параллел тугри чизицлар дейилади. Кесишмайдиган ва бир 
текисликда ётмайдиган тугри чизицлар айцаш тугри чизицлар де
йилади.

М а с а л а  (1). Берилган икки параллел тутри чизицни кесиб 
утадиган цамма тугри чизицларшшг бир текисликда ётишини

исботланг.
Е ч и л и ш и. Берилган а, b туг- 

рн чизицлар параллел булгани 
учун улар орцали текислик ут
казиш мумкин (211-раем). Уни а  
билан белгилаймиз. Берилган па
раллел ■ тугри чизицларни кесиб 
утувчи с лл’три чизиц а  текислик 
бллан иккита умумий нуцтага эга, 

улар — берилган тутри чизиклар билан кеепшиш нуцталари.
14. 2 -теоремага кура бу тугри чизиц а  текисликда ётади. Шун
дай цилиб, берилган иккита параллел тугри чизицни кесиб утув
чи цамма тугри чизицлар битта текисликда — а  текисликда 
ётади.
15 . 1 - теорема .  Ту ри ччзицдап т а л щ а р и д а г а  н у ц т а 

дан  ш у тугри чизиц ха параллел тугри чизиц ут к а зи ш  
м ум к и н  ва фа цат бгт-па.

И с бот .  а — берилган тугри чкзиц ва А — бу тугри чизицда 
ётмаган нуцта булсин (512-раем), а тугри чизиц ва А нуцта орца
ли а  текисликии утказаг.из. а  текисликда А нуцтадан а тугри 
чизицда параллел а : тугрп чизицни утказамиз. а га параллел бул
ган Й! тугри чизицнинг ягона эканини исботлаймиз.

Фараз цилайлик, А нуцтадан утадиган ва а тугри чизицца па
раллел бошца а 2 тугри чизиц мавжуд булсин. а, а 2 тугри чизиц
лар орцали а 2 текислик утказиш мумкин. а 2 текислик а тугри 
чизиц ва А нуцта ор^алн утади; демак, 14.1-теоремага кура у а  
текислик билан устма-уст тушади. Энди параллел тугри чизицлар 
аксиомаси буйича а^, а2 r^Fpsi чизицлар устма-уст тушади. Теоре
ма исботландп.



212- расы. 213- раем.

М а с а л а  (2). а, Ь турри чизтутр кесишади. b турри чизшу 
ца параллел ва а турри чизик, ни кесиб утадиган ^амма турри 
чизи^ларнинг бир текисликда ётишини исботланг.

Е ч и л и ш и .  с турри чиз1щ b тутри чизицца параллел ва а 
турри чизицни кесиб утувчи булсин (213-раем), а ва b турри 
чизи^лардан а  текислик утказамиз. а ва с турри чизик;ларнинг 
а  текислигида кесишган С ну^таси оркали b га параллел с 
тутри чизи^ни утказамиз. 15.1-теоремага кура С ну^та ор^а- 
лн b тутри чизшда параллел цилиб фа^ат битта турри чизи^ни 
утказиш мумкин. Бундан с тугри чизи^ с' турри чизи^ билан 
устма-уст тушади ва демак, ос текисликда ётади деган 
натижа чи^ади. Шундай ^илиб, b га параллел ва а турри чи- 
зи^ни кесиб утадиган истаган с турри чизик; а  текисликда ёта
ди. Шуни исбот цилиш талаб дилинг "П эди.

15.2-т е о р е м а .  Учинчи т $гри  чизицца п а р а л л е л  ик
ки  m$Fpu чизик; п а р а л л ел д и р .

И с б о т .  Ь, с тутри чизи^лар а тугри чизивда параллел бул
син. Ь, с турри чизшутарнинг параллел эканини исботлаймиз.

а, Ь, с турри чизик,лар бир текисликда ётг.ш ^ол планиметрия 
курсида 1̂ араб утилган эди. Гунинг учун берилган турри чизшу 
лар бир текисликда ётмайди деб фараз 
циламиз. Р — а, b турри чизи^лар ёт- 
ган текислик, у эса а, с турри чизшу 
лар ётган текислик булсин. (3 ва у те- 
кисликлар турли, яъни устма-уст туш- 
майди (214-раем), b турри чизи^да би- 
рор В ну^тани белгилаб, с турри чизик, 
билан В ну^та оркали Yj текисликни 
утказамиз. У р текисликни Ьх турри с
чизик буйича кесиб утади. - .,I о z 14“ раем,с?! тугри чизик; у текисликни ке
сиб утыайди. Х,а^и^атан, агар кесиб
утганда эди, кесишиш нуцтаси а турри чизик, к,а тегишли бу- 
лиши керак эди, чунки турри чизи^ р текисликда ётади. Ик
кинчи томондан, у с турри чизи^да ^ам ётиши керак эди, чунки 
Ьх турри чизи^, vL текисликда ётади. Аммо а, с турри чизи^лар 
параллел булгани учун кесишмайди.

bL турри чизии̂  Р текисликда ётгани учун ва а турри чизи^ни 
кесиб утмагани учун у а га параллел, демак, параллел турри чи-
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зицлар аксиомасига кура b билан устма-уст тушади. Шундгй ци- 
либ, b TyFpn чизиц TyFpn чизиц билан устма-уст туша туриб, 
с турри чизиц билан бир текисликда ётади (ух текисликда) ва уни 
кесиб утмайди. Демак, Ь, с тугри чизиклар параллел. Теорема 
исботланди.

М а с а л а  (10). Фазовий туртбурчак томонларининг урталари 
параллелограммнинг учлари эканлигини исботланг.

Е ч и л и ш и .  ABCD — берилган 
фазсвий туртбурчак булсин (туртбур
чакнинг учлари бир текисликда ёт
майди) (215-раем). Айтайлик, А1г Ви 
Съ Dх — туртбурчак томонларининг 
урталари булсин. У ^олда АХВУ — 
ABC учбурчакнинг АС томонига па
раллел урта ч и з и р и , ClDl — ACD уч- 
бурчаккинг АС томонига параллел 
урта чизири булади. 15.2-теоремага 
кура AXBX ва C^Dl турри чизицлар 
параллел ва демак, бир текисликда 
ётади. AyDlt B ^ i  турри чизицлар- 

нинг параллеллиги цам худди шундай исботланади. Шундай ци- 
либ, A1B1C1D1 туртбурчак бир текисликда ётади ва унинг цара- 
ма-карши томонлари параллел. Демак, у — параллелограмм.

Ш Р И  ЧИЗЩ ЕИЛАН ТЕКИСЛИКНИНГ ПАРАЛЛЕЛЛИГИ

Агар TyFpn чизиц билан текислик кесишмаса, улар параллел  
дейилади.

15 . 3 - те оре ма .  А га р  т ек и с л и к д а  ё т м а га н  т урри  чи- 
зи ц  ш у т ек и сл и к д а ги  б и рор  т урри  чизиц ца  п а р а л л е л  
б ул са , у  х о л д а  у  т екисли книнг у зи г а  х а м  п а р а л л е л  
б ул а д и .

И с бот .  а  — текислик, а  — унда ётмаган тугри чизиц ва at
эса а  текисликда етган ва а га пара, шел турри чизиц булсин. а
ва ах турри чизицлар оркали а г текисликни утказамиз (216-раем) 
У а  дан фаркли, чунки а турри чиз! к; а текисликда ётмайди. ос 
ва ctx текисликлар ал турри чизиц буi ича кесишади. Агар а турри 
чизиц а  текисликни кесиб утганида эди, у ^олда кесишиш нуцта- 
си ах турри чизивда тегишли булар эди. Аммо бу ^ол юз бериши 
мумкин эмас, чунки a, aL турри чизицлар параллел. Шундай ци- 
либ, а турри чизик; а  текисликни кесиб утмайди, демак, а  текис
ликка параллел. Теорема исботланди.

М а с а л а  (16). Иккита айцаш турри чизицнинг исталган би- 
ридан иккинчисига параллел текислик утказиш мумкинлигини 
исботланг.

Е ч и л и ш и .  а, b — иккита айцаш турри чизиц булсин (217- 
расм). а  турри чизицда истаган бир нуцта оламиз ва ундан b 
турри чизицца параллел цилиб Ъ' турри чизицни утказамиз. а, Ь' 
турри чизиклар оркали ос текислик утказамиз. 15.3-теоремага 
кура бу текислик b TyFpn чизикца параллел булади.
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2 16- раем, 217 -раем,

ТЕКИСЛИКЛАРНИНГ ПАРАЛЛЕЛЛИГИ

fU'ap жкл текислик кесишмаса, улар параллел дейилади.
15.4-т е о р е м а .  И кки  т екисли кдан  бири иккинчи. т е

к и сл и к д а  ётган кесиш увчя и к к и т а  т у г р и  чизицца па
раллел б$лса, бу  и к к и  т ек и сли к  п а р а л л е л  булади .

И с б о т  и. а, р — берилган.текисликлар ва Ьи Ь,, эс а  В текис
ликда ётиб, а  текисликка параллел булган 
иккита кесишувчи турри чизи^ булсин (218- 
расм). а  ва Р текисликлар турлича. Бу те
кисликлар бирор с  турри чизик; буйича кеси- 
шади деб фараз килайлик. bL, b.2 тутри чизик- 
лар ос текисликии кесиб утмайди; демак, бу 
текисликдаги с  TyFpii чизицнн ^ам кесиб у т 
майди. Аммо параллел турри чизиклар а к с н -  
омасига кура бу а^всл юз беришн мумкин 
эмас, чунки р текисликда ё т г а н  Ьг , Ь., т у т р и  
чизиклар битта с  тутри ч н з н к д а  п а р а л л е л .  Биз 
зидликка дуч'келдик. Теорема исботланди.

М а с а л а  (19). Иккита айкаш тутри чизиц берилган. Улар 
ор^али ^андай килиб иккита параллел текислик утказиш мум
кин?

Е ч и л и ш и .  а, b — берилган айкаш турри чизиклао булсин 
(219 -раем), а тутри чизикдаги ихтиёрий бир нуктадан b тутри 
чизикда параллел Ь' турри чизицни утказамиз, b тугри чизикда
ги ихтиёрий нуктадан зса а тутри чизикда параллел а тутри 
чизикни утказамиз. Шундай кейин иккита текислик утказамиз— 
биттасини а, Ь' турри чизиклар оркали, иккинчиспни Ь, а' тур
ри чизиклар оркали утказамиз. 15.4-теоремага кура бу текис
ликлар параллел. Бу текисликлярдан биринчисида а турри чизик 
ётади, иккинчисида b турри чизик ётади.
15.5- т е о р е м а .  Т еки сликдан  т аи щ ари даги  н у ц т а  ор-  

цали берилган  т а ки ел и кк а  п а р а л л е л  ц и л п б  би т т а ва 
ф а ц а т  б и т т а  т ек и сли к  ут к а зи ш  м у м к и н .

И с б о т и . Берилган а  текисликда кесишадиган кандайдир иккита
а, b турри чизикии утказамиз (220-раем). Берилгаи А нуктадан уларга 
параллел alt bt турри чизиклар утказамиз. аь  bt турри чи-
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219- раем. 220- раем.

зицлар орцали утадиган р текислик £15.4-теоремага кура а  текис- 
ликка параллел.

А нуцтадан а  текисликка параллел бошца р' текислик утади 
деб фараз цилайлик. а, а, параллел тугри чизицлар текиелиги Р' 
текисликни а' тугри чизиц буйича кесиб утади. а тутри чизиц а 
тугри чизицни кесиб утмайди, чунки у а тугри чизицни уз ичига 
олган а  текисликни кесиб утмайди. Шунинг учун а  тугри чизиц 
а тугри чизицца параллел ва демак, параллел тугри чизицлар ак- 
сиомасига кура ау тугри чизиц билан устма-уст тушади. Ь ва bt 
параллел тугри чизицлар текиелиги Р ' текисликни Ь‘ тугри чизиц 
буйича кесиб утади. Ь’ тугри чизиц b тугри чизицни кесиб утмай
ди. Шунинг учун Ь' тугри чизиц b тугри чизицца параллел, де

мак, by тугри чизиц билан устма-уст ту
шади. С, аксиомага кура аъ by тугри 
чизицлар орцали фацат битта текислик 
утказиш мумкин булгани учун Р' текис
лик Р текислик билан устма-уст туша
ди. Виз зидликка дуч келдик. Теорема 
исботланди.

М а с а л а  (23). а, р текисликлар 
у текисликка параллел. а  ва Р текис- 
ликларнинг кесишиши мумкинми?

Е ч и л и ш и .  а , р текисликларнинг 
кесишиши мумкин эмас. Агар а  ва 
р текисликлар умумий нуцтага эга 
булганда эди, у ^олда бу нуцта ор
цали у  текисликка параллел иккита 
(а ва р) текислик утган булар эди. 
Бу эса 15.5-теоремага зид.

15.6 - т е о р е  ма. А га р  и к к и т а  п а р а л л е л  текислик 
учинчи т ек и сли к  билан кесиш са, у  х о л д а  кесишиш 
m$Fpu ч и зи ц лари  п а р а л л е л  б у л а д и  (221-раем).

И с б о т и .  Таърифга кура параллел тугри чизицлар — бу битта 
текисликда ётувчи ва кесишмайдиган тугри чизицлардир. Айтил- 
ган тугри чизицлар битта текисликда — кесувчи текисликда ётади. 
Улар кесишмайди, чунки уларни уз ичига олган параллел1 текис-
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лпклар кесишмайди. Демак, тугри чизицлар параллел. Теорема ис
ботланди.

М а с а л а  (33). Иккита параллел текислик а х ва а 2 ^амда 
бу текисликларнинг бирортасида ^ам ётмайдиган А нуцта берил
ган. А нуцта орцали ихтиёрий тугри чизик, утказилган. А’, ва 
Х 2— тугри чизицнинг a lt а2 текисликлар билан кесишган нуц- 
таси булсин. Кесмалар узунликларининг АХ 1 : АХ2 нисбати 
олинган тугри чизицца боглиц эмаслигини исботланг.

Е ч и л и ш и .  А нуцта орцали бошца тугри чизик утказамиз 
ва унинг ах ^амда а 2 текисликлар билан кесишган пукталаринп 
Y u Y 2 билан белгилаймиз (222-раем). АХх ва АУХ тугри чизиц- 
лар орцали текислик утказамиз. Бу текислик а х, а 2 текислик- 
ларни XxY x ^амда X 2Y2 параллел тугри чизиклар буйича кеса- 
ди (15.6-теорема). Бундан AX^Yx ва AX2Y 2 учбурчаклар ух
шаш деган хулоса чицади. Учбурчакларнинг ухшашлигидан эса

А Х х A Y  t 
A X t A V 2

пропорция келнб чицади, яъни АХх : АХ2 ва AYX: AY2 нисбат- 
лар иккала тутри чизиц учун бир хил.

15.7-т е о р е м а .  Иккита параллел текислик орасига 
жойлашган параллел m$Fpu чизицларнинг кесмалари 
тенг.

И с б о т и .  Oj ва а 2 — параллел текисликлар, а ва b — уларни 
кесиб утувчи параллел тугри чизнцлар, Ах, А 2 ва Вх, В2 — тугри 
чизицларнинг текисликлар билан кесишиш нукталари булсин (223- 
расм).а ва b тутри чизицлар орцали текислик утказамиз. Бу текис
лик а х ва а 2 текисликларни л хВх ва А2В2 параллел тугри чизиц- 
лар буйича кесиб утади. АХВХВ2А2 туртбурчак— параллелограмм, 
чунки унинг царама-царши ётган томонлари параллел. Параллело
граммнинг царама-царши ётган томонлари эса тенг. Демак, АХА2=
— ВХВ2. Теорема исботланди.

ФАЗОВИЙ ФИГУРАЛАРНИНГ ТЕКИСЛИКДА ТАСВИРЛДНИШИ
Фазовий фигураларни текисликда тасвирлаш учун одатда па

раллел проекциялашдзн фойдаланилади. Фигурани тасвирлашнинг 
бу усули цуйидагичадир. Чизма текислиги а  ни кееиб утувчи их-
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тиёрий h тугри чизицни оламиз ва фигуранинг ихтиёрий А нуцта* 
сидан И га параллел цилиб тутри чизиц утказамиз. Бу тугри чи
зицнинг чизма текиелиги билан кесишган Ах нуцтаси А нуцтанинг 
тасвири булади (224-раем). Фигуранинг цар бир нуцтасининг тас- 
вирини шу тарзда ясаб, шу фигуранинг таевирини цосил циламиз. 
Фазовий фигурани текисликда тасвирлашнинг бундай уеули фигу
рага узоцдан цараганда намоён булган тасвирга мос, келади.

Фигурани ясашнинг юцорида келтирилган баёнидан уни текис
ликда тасвирлашнинг баъзи хоссаларини айтиб утамиз.

Ф игуранинг т угр и  чизгщли кесмаларг* ч и зм а  текис-  
лигида  я н а  к есм а  билян т асвирланади  (225-раем). Х,аци- 
цатаи, АС кесма нуцталарини проекцияловчи цамма тугри чизиц
лар чизма текиелиги а  ни АуСу тугри чизиц буйича кесувчи битта

текисликда ётади. АС кесманинг ихтиёрий В нуцтаси АуСу кесма- 
нинг By нуцтаси билан тасвирланади.

Э с л а т м а .  )\озиргина иеботланган хоссада ва бундан кейин 
^ам проекцияловчи кесмалар проекциялаш йуналишига параллел 
эмаслигн кузда тутилади.

Ф игуранинг п а р а л л е л  к с с м а л а р и  чизм а  т екислигида  
п а р а л л е л  к е с м а л а р  билан т асвирланади  (226-раем). Х,а- 
цицатан, АС ва А'С' — фигуранинг параллел кесмалари булсин. 
АуСу ва At Су тугри чизицлар параллел, чунки улар параллел 
текисликларнинг а текислик билан кесишишидан цосил цилинади. 
Бу текнеликлардан биринчиси ЛС ва ААХ тугри чизицлар орцали, 
иккинчиеи зса А ' С '  ва А ' А /  тугри ч и з и к л р о  сжали утади.

А

224- раем. 225- раем.
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Бит т а т$рри чизик; ёки  п а р а л л е л  т урри ч и зи к лар  
кесм ал ари н и н г нисбати п а р а л л е л  п р о ек ц и я л а ш д а  сац-  
лан ади .

Масалан,
А В
ВС Й1С1 (*)

эканини курсатамиз (227-раем).
В ну^та оркали А1С1 га параллел турри чизщ утказамиз. ВААг 

ва ВСС2 учбурчаклар ухшаш. Учбурчакларшшг ухшашлигидан (*) 
пропорция ^осил булади.

М а с а л а  (39). Учбурчакнинг параллел проекцияеи берилган. 
Бу учбурчак медианаларининг проекцияларини ^андай ясаш ке
рак?

Е ч и л и ш и .  Параллел проекциялашда тутри чизик; кесмала
рининг нисбати са^ланади. Шунинг учун учбурчак томонининг 
уртаси бу томон проекциясининг уртасига проекцияланади. Д е
мак, учбурчак медианаларининг проекцияларн унинг прсекция- 
сининг медианалари булади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САЕОЛЛАР

1. Фазода ^аидай тугри чизиклар параллел дейилади?
2. {^андай тугри чизиклар айкаш дейилади?
3. Берилган тугри чизикдан ташкаридаги нуктадан шу тугри чн- 

зивда параллел ^илиб битта ва факат битта тугри чизи^ ут
казиш мумкинлигини исботланг.

4. Учинчи тугри чизивда параллел икки тутри чпзикнинг параллел 
эканини исботланг.

5. Тугри чизик, билан текислик параллел дейиш нпмани англатади?
6. Агар текисликда ундан таш^арида ётган тугри чизикк;а парал

лел тугри чиз1Щ топилса, текислик билан берилган тутри чи- 
зи^ параллел булади. Шуни исботланг.

7. К,андай текисликлар параллел дейилади?
8. Агар икки текисликдан бири иккинчисида ётган кесишувчи ик

кита тугри чизивда параллел булса, бу икки текисликнинг 
параллел булишини исботланг.

9. Берилган текисликдан ташкаридаги нуктадан берилган текислик
ка параллел ^илиб битта ва факат битта текислик утказиш 
мумкинлигини исботланг.

10. Агар иккита параллел текислик учинчиси билан кеепшеа, ке- 
сишиш тугри чизи^лари параллел булишини исботланг.

11. Иккита параллел текислик орасига жойлашган параллел тутри 
чизиклар кесмаларининг тенглигини исботланг.

12. Параллел проекциялаш хоссаларини санаб утннг.

МАШКЛАР

1. Берилган икки параллел тугри чизш^ни кесиб утувчи ^амма TyF- 
ри чизицларнинг бир текисликда ётишини исботланг.
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2. a, b T yF pn  чизицлар кесяшади. b тутри «птн^а параллел ва а 
T yFpn чизицни кесиб утувчи з^амма турри чизицларнинг бир 
текисликда ётишини исботланг.

3. Агар текислик иккита параллел тугри чпзицдан бирини кесиб 
утса, иккпичисини >;ам кесиб утишини исботланг.

4. А В  кесманинг учларпдрп га унинг М  уртасидан бирор текис
ликни А х, Въ М х нукталарда кесувчи параллел турри чизик
лар утказилган. At ар А В кесма текисликни кесиб утмаса ва:
1) ААХ =  5 м, ВВХ =  7 м; 2) AAt =  3,6 дм, ВВХ =  4,8 дм;
3) ДАХ =  8,3 см, £2?! =  4,1 см; 4) ААХ =  a, ВВХ =  b булса, 
М М г кесмакияг узунлигини топинг.

5. Бундан олдинги масалани АВ к е с т  текисликни кесиб утган
учун ечинг.

6. АВ кесманинг А учидан текислик. утказилган. Шу кесманинг 
В учидан ва С  нуктаспдан текисликни В1 ва Сх нукталарда 
кесувчи параллел турри чизицлзр утеазилган. ВВХ кесманинг 
узунлигини топинг, бунда: 1) ОСх =  15 ем, АС : ВС =  2 : 3 ;
2)ССХ =8,1 см, АВ : АС =  11 : 9; 3) АВ =  6 см, АС : СС, =  
=  2 : 5 ;  4) АС =  a, ВС =  Ь,ССх, =  с.

7. A BCD параллелограмм ва уни кесмайдиган текислик берилган. 
Параллелограммнинг учларидан берилган текисликни Ах, Вх, 
Сх, Dx нуцталарда кесиб утувчи параллел турри чизицлар ут
казилган. DD1 кесманинг узунлиггат топшг, бунда: 1) ААХ =  
=  2 м, ВВХ =  3 м, CCj =  8  м; 2) ААХ — 4 м, ВВХ =  3 м, 
ССХ =  3 м; 3) ААХ — а , ВВХ =  b, ССХ =  с.

8. а ва b турри чизицлар битта текисликда ётмайди. а ва b тугри 
чизиклар га параллел с тугри чизицни утказиш мумкинми?

9. А, В, С, D нукталар битта текисликда ётмайди. АВ ва ВС 
кесмаларнинг урталаридан утувчи тутри чизик, AD ва CD 
кесмклар урталаридан утувчи тутри чизища параллел эканини 
исботланг.

10. Фазовий туртбурчак тсмшлавининг урталари параллелограмм- 
шшг учлари булишини исботланг.

11. Битта текисликда ётмаган турчта А, В, С, D  нуцта берилган. 
АВ ва CD, АС ва BD, AD ва ЕС кесмаларнинг урталарини 
туташтнрувчи турри чизик,ларнинг битта нуцтада кесишишини 
исботланг.

12. ABC учбурчак берилган. АВ тутри чизицца параллел текислик 
бу учбурчакнинг АС томонини Д  нуцтада, ВС томонини Вх 
нуцтада кесиб утади. Ах Вх кесманинг узунлигини топинг, 
бупда: 1) АВ =  15 см, ААХ : АС =  2 : 3; 2) АВ =  8 см, ААХ:
: АХС = 5 : 3 ;  3) ВХС =  Ю см, АВ : ВС =  4 : 5, 4) АА} =  а, 
АВ =  Ь, АХС =  с.

13. Берилган нуцтадан берилган иккита кесишувчи текисликнинг 
>;ар бирига параллел тутри чизиц утказинг.

14. АВ ва CD турри чизиклар яйцаш булса, у з^олда АС ва BD 
тугри чизицларникг з̂ ам ейцаш булишини исботланг.

1-5. АВ ва CD тугри чизиклар кестнлади. АС ва BD турри чиэиц- 
лар айцаш Фултшт мумкинми?
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16. Иккита айцаш тугри чизицнинг нстаган биридан иккинчисига 
параллел текислик утказиш мумкннлипши исботланг.

17. Агар а тутой чизиц буйича кесишадиган икки текислик а  те- 
кисликнм параллел тугри чизицлар буйича кесиб утса, у цол- 
да а тутри чизицнинг а  текисликка параллел булишини ис
ботланг.

18. Arv-p тугри чизиц иккита параллел текисликдан бирини кесиб 
у :с.. икк.кчисини цам кесиб утишини исботланг.

19. Ик;:ита гйцгш тутой чизиц берилган. Улар орцали цандай ци
либ иккита параллел текислик утказиш мумкин?

20. Ф.,зода берилган нуцтадан иккита анцаш тугри чизицнинг цар 
6iij ини кесиб утадиган тутри чизиц утказинг. Буни цамма 
в?цт цам бажариш мумкннми?

21. Учлари иккита айцаш тутри чизицда ётган кесмалар уртала- 
пкнинг геомефик урни текиелпк булишини исботланг.

22. Битта текисликда етмайдиган туртта нуцта А, В, С, D берил- 
ган. АВ ва CD тугри чизицларга параллел булган цар цандай 
текислик AC, AD, BD, ВС тугри чизицларни параллелограмм 
учларида кесиб утади. Шуни исботланг.

23. с , р текнеликлар у текисликка параллел. а , р текисликлар 
кеегшиши мумкинми?

24. а, р текисликлар кесишади. Истаган у текислик а , р текис- 
лнклардан камида биттасини кесиб утишини исботланг.

25. Берилган ьуцтадл: утиб, берилган текисликка параллел бул
ган цамма тугри чнзицларнинг битта текисликда ётишини ис
ботланг.

26. Берилган нуцтадан иккита кееншувчи тутри чизицнинг цар 
бнрига параллел булган текислик утказинг. Буни цар доим 
баж: риш мумкпнми?

27. ABCD ва ABClD1 параллелограммлар турлн текисликларда ёта
ди. CDDfix туртбурчак цам параллелограмм эканини исботланг.

28. Иккита параллел текиелпкникг бирида ётувчи ABCD паралле- 
лограммникг учларидан иккинчи текисликни Ах, Вг, Сх, Dv 
нуцталарда кесиб утувчи параллел тугри чизицлар утказил
ган. A1BlClD1 туртбурчак цам параллелограмм эканини исбот
ланг.

29.. Иккита параллел текисликпинг бирида ётувчи ABC учбурчак
нинг учларидан иккинчи текислик.ш Аъ Z>\, С\ нуцталарда 
кесиб утувчи тугри чизицлар утказилган. ABC ва ALBXCX уч- 
бурчакларнинг тенглигини исботланг.

30. Бир нуцта орцали утувчи учта тугри чизиц берилган текис
ликни А, 1 , С нуцталарда кесиб утади, унга параллел текис
ликни зса Ах, Вх, Сх нуцталарда кесиб утади. ABC ва АХВХСХ 
учбурчакларнинг ухшашлигини исботланг.

31. Агар А нуцтадан утувчи туртта тутри чизиц а  текисликни 
параллелограммнинг учларида кесиб утса, у цолда улар А 
нуцтадан утмайдиган ва а  га параллел булган цолда исталган

. текисликни цам параллелограммнинг учларида кесиб утишини 
исботланг.
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32. Иккита параллел текислик берилган. Бу текисликларнинг би- 
ридаги Л ва В ну^талардан иккинчи текисликни Ах ва Вх 
ну^таларда кесиб утувчи параллел тугри чизиклар утказилган. 
Агар АВ — а булса, АХВХ кесма нимага тенг?

33. Иккита параллел текислик ах ва а 2 ^амда бу текисликларнинг 
бирортасида ^ам ётмайдиган А и у к, та берилган. А ну^та орца- 
ли ихтиёрий тутри чизи^ утказилган. Х х ва Х 2— тугри чи- 
зи^нинг а ,, а 2 текисликлар билан кесишган нуцтаси булсин. 
АХ.х ва А Х 2 кесмалар узунликларининг АХх : АХ2 нисбати 
олинган тугри чизивда боглик, эмаслигини исботланг.

34. А нукта а текисликдан ташкари да ётади, А' нуцта а  текис- 
ликдаги ихтиёрий ну^та, X' нуцта АХ кесмани т : п га тенг 
нисбатда булувчи ну^та. X'  нуцталарнинг геометрик урни а  
текисликка параллел текислик эканини исботланг.

35. Учта параллел текислик берилган: ах, а 2, а.,. Х ъ Х 2, Х3 — 
— бу текисликларнинг ихтиёрий тугри чизи^ билан кесишиш 
нуцталари, Х хХ 2 ва Х 2Х3 кесмалар узунликларининг ХхХ 2 :
: X 2X.j нисбати тутри чизивда богли^ эмаслигини, яъни иста- 
ган иккита тугри чизиц учун бир хил эканини исботланг.

36. Туртта параллел тугри чизиц берилган. Агар бирорта текислик 
бу тугри чизицларни параллелограммнинг учларида кесиб ут- 
са, у ^олда берилган тугри чизицларга параллел булмаган ис
талган текислик уларни бирор параллелограммнинг учларида 
кесишини исботланг.

37. Иккита параллел текислик, уларни кесиб утувчи тугри чизиц 
ва текисликларнинг бирида айлана берилган. Айлананинг ^ар 
бир X нуцтасидан берилган тугри чизикда параллел ва иккин
чи текисликни бирорта X' ну^тада кесувчи тугри чизиц ут- 
казнлади. X' нуцталарнинг геометрик урни нимадан иборат? 
Жавобингизни тушунтиринг.

38. Иккита параллел текислик, бу :уекисликлардан ташцарида ну^- 
та ва текисликларнинг биттасида айлана берилган. Айлананинг 
^ар бир X  ну^тасидан ва берилган нуктадан иккинчи текис-

* ликни бирорта X' ну^тада кесувчи тугри чизиц утказилади. 
X' ну^таларнинг геометрик урни нимадан иборат? Жавобин
гизни тушунтиринг.

39. Учбурчакнинг параллел проекцияси берилган. Бу учбурчак ме
дианаларининг проекциясини ^андай ясаш керак?

40. Учбурчакнинг параллел проекцияси берилган. Учбурчак урта 
чизипшинг проекцияси нима билан тасвирланади?

41. Параллелограммни параллел проекциялашда трапеция >рсил 
^илиниши мумкинми? Жавобингизни тушунтиринг.

42. Параллел проекциялашда параллелограммнинг проекцияси 
квадрат булиши мумкинми?

43. Марказий симметрик фигуранинг параллел проекцияси яна 
марказий симметрик фигура булишини исботланг.

44. Айлана ва унинг диаметрининг параллел проекцияси берилган. 
Перпендикуляр диаметрнинг проекцияси ^андай ясалади?

192



''16- §. IjrFPH ЧИЗИКЛАР ОА ТЕКИСЛИКЛАРНИНГ 
ПЕРПЕНД^КУЛИРЛИГИ 

ТУГРИ ЧИЗИКЛАРНИНГ п е р п ед д и к у л я р л и ги
Текисликдагидек, турри бурчак остида кесишган икки турри 

чизиц перпендикуляр тьгри чизиклар дейилади.
16.1-т е о р е м  а. П ер п ен д и к ул я р  т угр и  ч и зи ц л а р га  м ос  

рави ш да  п а р а л л е л  б у л га н  кесиш увчи т урри  чизиц лар-  
нинг у з  л а р и  х,ам перпеА дикулярдир .

И с б о т и .  а ва b — перпендикуляр турри чизицлар, av ва bL— 
уларга параллел булган кесп(иувчи турри чизиклар булсин. аг ва 
Ьх тугри чизикларнинг перп ендикуляр эканини исботлаймиз. Агар
а, Ь, аъ Ьх турри чизиклар бир текисликда ётса, улар теоремада 
курсатилган хоссага эга буладилар (228-раем), ^а^и^атан, Ь, fcj 
турри чизиклар параллел булгани учун а турри чизиц b га пер
пендикуляр эканлигидан Ь1 турри чизи^ка ^ам перпендикулярдир.
a, турри чизиклар параллел булгани учун Ь± турри чизи^ а га 
перпендикуляр эканлигидан аг га ^ам перпендикуляр булади.

Фараз килайлик, берилган турри чизиклар битта текисликда ёт- 
масин. У >$олда а ва b турри чизиклар бирор а  текисликда, at ва 

турри чизиклар эса бирор а г текисликда ётади (229- 
расм). 15.3- теоремага кура а , b турри чизиклар ccj текислик
ка параллел. 15.4-теоремага кура а, а х текисликлар параллел. С 
ну^та а, b турри чизикларнинг кесишиш ну^таси, С3 ну^та эса 
°i> турри чизикларнинг кесишиш нуцтаси булсин. а ва па
раллел турри чизиклар текислигида ССг турри чизивда параллел 
турри чнзиц утказамиз. У а ва ах турри чизикларш; А, Ах ну^та- 
ларда кесиб утади. Ь, Ьг турри чизиклар текислигида ССг турри 
чизи^ка параллел турри чизик утказамиз ва унинг b, bv турри чи- 
зицлар билан кесишиш нукталарини В ва BL билан белгилаймиз.

CAAjCx ва CBB^Ci туртбурчаклар параллелограммлардир, чунки 
уларнинг ь^арама-карши томонлари параллел. АВВ^Ау туртбурчак 
^ам параллелограмм. Унинг AAlt ВВг томонлари параллел, чунки 
уларнинг ^ар бири СС, турри чизи^ка параллел. Шундай цилиб, 
бу туртбурчак ААХ ва ВВХ параллел турри чизиклар ор^али утувчи 
текисликда ётади. Текислик эса а ва а х параллел текисликларни 
АВ ва AxBj параллел турри чизиклар буйича кесиб утади.

а

2 29-, расы.

13-2С8Э 193



Параллелограммнинг царама-царши томонлари тенг булгани учун 
АВ =  А1В1, АС =  А1С1, ВС =  BjCi. Учбурчаклар тенглигининг 
учинчи аломатига кура ABC ва'| Л.-BjCj учбурчаклар тенг. Демак, 
АСВ бурчакка тенг булган А1С1В1 бурчак т>три бурчакдир, яъни 
°i> турри чизицлар перпендикуляр. Теорема исботланди.

гутри чизицнинг исталган нуцтасидан 
чизиц утказиш мумкинлигини исбот

ланг.
И с б о т и. а—берилган турри чи- 

зиц ва А — бу турри чизицдаги нук- 
та булсин (230-раем), а турри чи- 
зицдан ташцарида истаган X нуц- 
тани оламиз ^амда бу нуцта билан 
а турри чизиц орцали а  текислик 
утказамиз (14.1-теорема), а  текис
ликда А нуцта орцали а турри чи- 
зицца перпендикуляр булган Ь тур
ри чизицни утказиш мумкин. Шу

м и - раем. ни исботлаш талаб цилингап ? ч.

Тугри чизиц билан текисликнинг перпендикулярлиги
Агар текисликни кесиб утувчи тутри чизиц текисликдаги шу 

кесишиш нуцтасидан утувчи исталган турри чизицца перпенди
куляр булса, тутри чизиц шу текисликка перпендикуляр дейилади.

231-раемда а турри чизиц а  текисликка перпендикуляр.
16.2-т е о р е м а .  Агар текисликни кесиб утувчи тур

ри чизик; текисликдаги шу кесишиш нуцтасидан утув
чи иккита турри чизицца перпендикуляр булса, бу тур
ри чизик; текисликка перпендикуляр булади.

И с б о т и. а турри чизиц а  текисликни А вуцтада кесиб утсин 
^амда А нуцта орцали утувчи ва шу текисликдаги b ва с турри 
чизицларга перпендикуляр булсин (232-раем), а турри чизиц а  
текисликка перпендикуляр эканини исботлаймиз.

а  текисликда А нуцта оркали ихтиёрий х турри чизицни утка
замиз ва унинг а турри чизицца перпендикуляр эканини курсата-

194



миз. а  текисликда А нуцтадан утмайдиган цамда Ь, с ва х тугри 
чизицларни кесиб утувчи ихтиёрий тутри чизиц утказамиз. Кеси- 
шиш нуцталари В, С ва X  булсин.

а тугри чизицда А нуцтадан турлн томонда ААХ ва АА2 тенг 
кесмалар ажратамиз. AYCA2 учбурчак тенг ёнли, чунки АС кес
ма теореманинг шартига кура баландлик булади ва ясашга кура 
(АА1 =  А А 2) медиана булади. Шунга ухшаш ЛХЙЛ2 учбурчак цам 
тенг ёнли. Демак, А^ВС ва А2ВС учбурчаклар учбурчаклар тенг- 
лигининг учинчи аломатига кура тенг.

АуВС ва В 2ВС учбурчакларнинг тенглип дан AVB X , А2ВХ бур
чакларнинг тенглиги ва, демак, учбурчаклар тенглигининг бирин
чи аломатига кура АгВХ ва АгВХ учбурч iклapнинг тенглиги ке- 
либ чицади. Бу учбурчакларнинг АуХ ва Л2Х томонларининг тенг- 
лигидан AxXA2 учбурчак тенг ёнли экаи деган хулоса чицарамиз. 
Шунинг учун унинг ХА  медианаси бир вацтда баландлик цам бу
лади. Бу эса х тугри чизиц о. га перпендикуляр демакдир. Теоре
ма исботланди.

М а с а л а  (4). Берилган тугри чизицдаги истаган нуцтадан 
унга перпендикуляр текислик утказиш мумкинлпгини исботланг.

Е ч и л и ш и .  а — берилган тугри чизиц, А — ундаги нуцта бул
син (233-раем). А нуцтадан ^тугри 
чизицца перпендикуляр иккита тур- П.
ли чизиц утказамиз (1-масалага 
царанг). Бу тутри чизицлар орцали 
эса а текисликни утказамиз (аксио
ма С3). а  текислик А нуцтадан 
утади ва а тугри чизицца перпен
дикуляр (16.2-теорема).
16.3-те  о р е м  а. Агар текислик 

иккита параллел тугри чизиц- 
дан бирига перпендикуляр бул
са, у холда иккинчисига 
перпендикулярдир.

234- раем. 235- раем.

И с б о т и .  ах ва а2 — иккита параллел тугри чизиц, а  эса о, 
тугри чизицца перпендикуляр текислик булсин (234-раем). Бу



текисликнинг а 2 турри чизиеда ^ам перпендикуляр эканини ис- 
ботлаймиз. а 2 тугри чизиц билан а  текислик кесишган нуцта- 
дан а  текисликда ихтиёрий х2 тугри чизицни утказамиз. aL тугри чизиц 
билан а  текислик кесишган нукта оркали х 2 тугри чизицца парал
лел хх тугри чизицни утказамиз. У а  текисликда ётади. а1 тугри 
чизиц а  текисликка перпендикуляр булгани учун аг ва хх тугри 
чизицлар перпендикуляр булади. 16.1-теоремага кура уларга па
раллел булган кесишувчи а2 ва х 2 тугри чизицлар ^ам перпенди
куляр. Шундай цилиб, а.2 тугри чизиц а  текисликдаги истаган хг 
тугри чизицца перпендикуляр. Бу эса а2 тугри чизиц а  текислик
ка перпендикуляр демакдир. Теорема исботланди.

М а с а л а  (6). Исталган А нуцта орцали берилган а  текислик
ка перпендикуляр тугри чизик утказиш мумкинлигини исботланг.

Е ч и л и ш и .  а текисликда иккита кесишувчи Ь, с тугри чизиц- 
ни утказамиз (235-раем). Уларнинг кесишиш нуцтасидан мос 
равишда Ь, с тугри чизикларга перпендикуляр булган р ва у 
текисликларни утказамиз. Бу текисликлар бирор а тугри чпзщ 
буйича кесишади. а тугри чизиц Ь, с тугри чизицларга перпен
дикуляр, ва демак, а  текисликка ^ам перпендикуляр. Энди А 
нуцта орцали а га параллел с тугри чизицни утказамиз. 16.3- 
теоремага кура у а  текисликка перпендикуляр.
16.4-т е о р е м а .  Бит т а т ек и с л и к к а  п ер п е н д и к у л я р

икки т^рри чизиц узаро парал- 
лелдир.

И с б о т и. а ва Ь тугри чизицлар а  
текисликка перпендикуляр булсин (236- 
расм). Фараз цилайлик, а ва Ь тугри 
чизицлар параллел эмас. b тугри чизиц- 
нинг бирор С нуцтаси орцали а тугри 
чизицца параллел цилиб Ь' тугри чизиц- 
ни утказамиз. Ъ' тугри чизиц а  текис
ликка перпендикуляр (16.3-теорема). 

В ва В' нуцталар b ва Ь' тугри чизицларнинг а текислик билан 
кесишиш нуцталари булсин. У ^олда В В' тугри чизиц кесишувчи
Ь, Ъ' тугри чизицларга перпендикуляр. Бундай булиши мумкин 
эмас. Биз царама-царшиликка дуч келдик. Теорема исботланди.

ПЕРПЕНДИКУЛЯР ВА OFMA

Берилган нуцтадан берилган текисликка туширилган перпенди
куляр деб берилган нуцтани текисликнинг нуцтаси билан туташ- 
тирувчи ва текисликка перпендикуляр тугри чизикда ётувчи кесмага 
айтилади. Бу кесманинг текисликда ётган учи перпендикулярнинг 
асоси дейилади. Ну цтадан текисликкача масофа деб шу ну угадан 
текисликка туширилган перпендикулярнинг узунлигига айтилади.

Берилган нуцтадан берилган текисликка утказилган огма деб 
бир учи шу нуцтада, кккинчи учи текисликда ётган ва текислик
ка перпендикуляр булмаган исталган кесмага айтилади. Кесманинг 
текисликда ётган учи огманинг асоси дейилади. Битта нуцтадан
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237- раем. 238- раем.

утказилган перпендикуляр ва огманинг асосларини ту гашгирувчи 
кесма огманинг проекцияси дейилади.

237- раемда А нуцтадан а  текисликка АВ перпендикуляр ва 
АС огма утказилган. В нуцта перпендикулярнинг асоси, С нуцта 
орманинг асоси, ВС эса АС огманинг а текисликдаги проекциями.

М а с а л а  (9). Тугри чизиц текисликка параллел булса, унинг 
цамма нуцталари текисликдан бир хил масофада туришини ис
ботланг.

Е ч и л и ш и .  а — берилган тугри чизиц ва а  — берилган те- 
кислих булсин (238-раем), а тугри чизицда ихтиёрий иккита 
X, У нуцта оламиз. Улар дан а  текисликкача масофалар шу те
кисликка туширилган XX' ва YY' перпендикулярларнинг узун- 
ликларидир. 16. 4 -теоремага кура XX' ва YY' тугри чизицлар 
параллел; демак, улар битта текисликда ётади. Бу текислик а  
текисликни X'Y' тугри чизиц буйича кесиб утади. а тугри 
чизиц X'Y'  тугри чизицца параллел, чунки X'Y' тугри чизицни 
уз ичига олган текисликни кесиб утмайди. Шундай цилиб, 
XX'Y'Y  туртбурчакнинг царама-царши ётган томонлари параллел. 
Демак, у параллелограмм, бундан XX' =  YY'. Шуни исботлаш 
талаб цилинган эди.
16.5-т е о р е м а  (уч перпендикуляр 

цацидаги теорема). Текисликда of ма
ним асосидан унинг проекциясига 
перпендикуляр цилиб утказил
ган тугри чизиц орманинг узига 
Хам перпендикуляр. Аксинча, те
кисликдаги тугри чизиц оемага 
перпендикуляр булса, у огманинг 
проекциясига хам перпендикуляр 239- раем.
булади.

И с б о т и .  АВ — а  текисликка туширилган перпендикуляр, АС 
—огма ва с эса огманинг С асосидан а  текисликка утказилган 
тугри чизиц булсин (239-раем), а  текисликка перпендикуляр СА' 
тугри чизицни утказамиз. У АВ тугри чизицца параллел (16.4- 
теорема). АВ ва А'С тугри чизицлар орцали р текисликни утказа
миз. с тугри чизиц СА' тугри чизицца перпендикуляр. Агар у 
СВ тугри чизицца перпендикуляр булса, у цолда у Р текисликка 
цам перпендикуляр булади, демак, АС тутри чизицца цам перпен- 
дикулярдир.
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Худди шунга ухшаш, агар с TyFpn 
чизик С A oFM ara перпендикуляр булса, 
у СА' тутри чизикка ^ам перпендику
ляр эканлигидан р текисликка перпен- 
гикуляр булади, демак, ЕС орманинг 
прпекцияс га )̂ ам перпендикуляр булади. 
Теорема исботланди.

М а с а л а  (32). Учбурчакка ички 
чизилган айлананинг марказидан уч
бурчак текислигига перпендикуляр 
TyFpn ч и з и к  утказилган.Бу тугри Ч1- 
зикнинг \ар бирнуктаси учбурчак тс- 
монларидан баравар узокликда тури- 
шини исботланг.

С — учбурчак томонларининг айланага 
уриниш нукталари, О — айлананинг маркази ва S — перпенди- 
кулярдаги нукта булсин (240-раем). О А радиус учбурчакнинг 
томонига перпендикуляр булгани учун 16.5- теоремага кура S 4  
кесма шу томонга туширилган перпендикулярдир, унинг узун
лиги эса 5  нуктадан учбурчакнинг томонигача масофадир. Пи
фагор теоремасига кура S/1 =  У  АО2 +  OS2 = У г 2 OS4 , бунда 
/•— ички чизилган айлананинг радиуси. Шунга ухшаш куйида-

5

Ечилиши.  А, В ,

SB =  У  г* +  OS*, SC =  У  г2 4- OS2гиларни топамиз: 
нуктадан учбурчак томонларигача ^амма масофалар тенг.

яъни

ТЕКИСЛИКЛАРНИНГ ПЕРПЕНДИКУЛЯРЛИГИ

Кесишувчи иккита текисликнинг кесишган тугри чнзигига пер
пендикуляр булган учинчи текислик уларни перпендикуляр т^рри 
чизиклар буйича кесиб утса, бу икки текислик перпендикуляр те- 
кнеликлар дейилади.

241-а раемда биз с турри чизик буйича кесишган иккита а, 0 
перпендикуляр текисликларни куряпмиз. с тугри чизикка перпен
дикуляр у текислик а, р текисликларни а ва Ь перпендикуляр 
тугри чизиклар буйича кесиб утади. Текисликлар перпендикуляр- 
лигини бу тарикада таърифлаш у текисликнинг танлаб олиниши- 
га боглик эмас. ^акикатан, агар с TyFpn чизикка перпендикуляр
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бошца у' текислик олинса, бу текислик а  текисликни с тугри 
чизицца перпендикуляр, демак, а тугри чизицца параллел а' ту<- 
ри чизиц буйича, Р текисликни эса с тугри чизицца перпендику
ляр, демак, b тугри чизицца параллел Ьг тугри чизиц буйича кесиб 
утади (241-6 раем). 16.1-теоремага асосан а, b тутри чизицлар- 
нинг перпендикулярлигидан а', Ь’ тутри чизицлар перпендикуляр 
деган хулосага келамиз.

16.6-теорема. А га р  т екисли к  бош ца б а р  т ек и сл и кка  
п ер п ен ди к ул я р  т урри чизиц орц ал и  ут са , бу  т ек и слак -  
л а р  п е р п е н д и к у л я р д и р .

И с б о т и .  а — текислик, b — унга перпендикуляр тутри чизиц 
ва Р эса Ь тугри чизиц орцали утувчи текислик, с тугри чизиц а  
ва Р текисликлар кесишадиган тугри чизиц булсин (242-расм). а  
ва р текисликларнинг перпендикулярлигини исботлаямнз. а  текис
ликда b тугри чизицнинг а  текислик билан кесишган нуцтаси ор
цали с тугри чизицца перпендикуляр а тугри чизицни утказамиз.
а, b тугри чизицлар орцали у  текисликни утказамиз. У с тутри 
чизицца перпендикуляр, чунки с тутри чизиц а, Ь тутри чизицлар- 
га перпендикуляр, а, Ь тугри чизицлар перпендикуляр булгани учун 
а  ва Р текисликлар цам перпендикуляр. Теорема исботланди.

М а с а л а  (52). а тутри чизиц ва а  текислик берилган. а туг
ри чизиц орцали а текисликкч перпендикуляр текислик утка
зинг.

Е ч и л и ш и .  а тугри чизицнинг ихтиёрий нуцтасидан (243- 
расм) а  текисликка перпендикуляр цилиб b тугри чизицни ут
казамиз (6-масала). а, Ь тугри чизицлар орцали Р текисликни 
утказамиз. 16.6- теоремага кура р текислик а  текисликка пер
пендикуляр.
16.7-те о р е м  а. И кки т а п ерп ен ди к уля р  т екисли кникг  

бирида ёт увчи т у гр и  чизиц ш у т ек и с л и к л а р  кесиш ган  
т урри чизицца п е р п ен д и к ул я р  булса , иккинчи т екис
л и к к а  х а м  п е р п ен д и к ул я р  булади .

И с б о т и .  а , р текисликлар с тугри чизиц буйича кесашувчи 
берилган перпендикуляр текисликлар ва а тутри чизиц а  текне-

//

242- раем, 243- раем.



ликдаги с турри чизиада перпендикуляр 
турри чизик; булсин (244- раем), а турри 
чизицнинг Р текисликка перпендикуляр 
эканини исботлаймиз. а ва с турри чи- 
зицлар кесишган С нуцта орцали с тур
ри чизицца перпендикуляр цилиб Р те
кисликда b турри чизицни утказамиз. 
а ва b турри чизиклар оркали утувчи 
у текислик с турри чизицка перпенди
куляр, чунки унда ётган a, b турри чи- 
зицлар с турри чизицца перпендикуляр, 
ос, Р текисликлар перпендикуляр булга

ни учун а, b турри чизик/iap ^ам перпендикуляр. Ундан ташца- 
ри, а, с  турри чизицлар перпендикуляр (шартга кура), шунинг учун 
а турри чизик; р текисликка перпендикуляр. Теорема исботланди.

АЙКАШ ТУГРИ ЧИЗИКЛАР ОРАСИДАГИ МАСОФА

Икки айцаш турри чизицнинг умумий перпендикуляри деб уч
лари шу турри чизицларда булиб, уларнинг ^ар бирига перпен
дикуляр булган кесмага айтилади.

Икки айцаш тугри чизиц битта ва фацат битта 
у м у м и й  перпендикулярга эга. Б у перпендикуляр шу 
тугри чизиклар орцали утувчи параллел текисликлар
нинг умумий перпендикуляридир. Шуни исботлаймиз.

И с б о т и .  а, b — берилган айцаш турри чизицлар булсин (245- 
расм). Улар орцали ос, Р параллел текисликлар утказамиз (15- § 
даги 16- масала). а турри чизикнн кесиб утувчи ва а  текисликка 
перпендикуляр булган турри 
чизицлар битта у текисликда /
ётади. Бу текислик р текис
ликни а га параллел булган 
а' турри чизиц буйича кесиб 
утади. В нуцта а', b турри 
чизицларнинг кесишган нуц- 
таси булсин. У ^олда ос те
кисликка перпендикуляр бул
ган АВ турри чизиц р текис
ликка ^ам перпендикуляр бу
лади, чунки р текислик а  га 
параллел. АВ кесма ос ва р 
текисликларнинг умумий пер- ■ 
пендикуляри ва демак, а ва 
b турри чизицларнинг Цам 245- раем,
умумий перпендикуляридир.

Фараз цилайлик, а, b турри чизицларнинг бошца CD умумий 
перпендикуляри бор дейлик. С нуцта орцали b га параллел цилиб 
Ь' турри чизицни утказамиз. CD турри чизиц b турри чизицца 
перпендикуляр, демак, Ь' га ^ам перпендикуляр. У а турри чи-
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зш да перпендикуляр булгани учун бу турри чизи^ а  текисликка 
перпендикуляр, демак, АВ турри чизивда параллел. Демак, АВ, 
CD турри чизикларнинг параллеллиги сабабли улар ор^али текис
лик утказиш мумкин. Бу текисликда эса AC, BD айкаш турри чи- 
зицлар ётади, бундай булиши мумкин эмас. Теорема исботланди.

Ай^аш турри чизикларнинг умумий перпендикулярининг узун
лиги улар орасидаги масофа дейилади. Б у  масофа шу турри чи- 
зицлар орщ ли утувчи параллел текисликлар орасидаги масофага 
тенг.

Такрорлаш учун машцлар
1. Фазодаги ^андай турри чизиклар перпендикуляр турри чизиц- 

лар дейилади?
2. Перпендикуляр турри чизи^ларга параллел булган кесишувчи 

турри чизикларнинг перпендикуляр эканини исботланг.
3. Турри чизиц билан текисликнинг перпеидикулярлигига таъриф 

беринг.
4. Агар текисликни кесиб утувчи турри чизи^ бу текисликдаги 

иккита турри чизш^а перпендикуляр булса, унинг текислик
ка ^ам перпендикулярлигини исботланг.

5. Агар текислик иккита параллел турри чнзшущн бирига пер
пендикуляр булса, унинг иккинчи турри чизи^а ^ам перпен-

6. дикуляр эканини исботланг.
Битта текисликка перпендикуляр булган икки турри чизиц- 
нинг узаро параллел булишини исботланг.

7. Берилган нуктадан текисликка туширилган перпендикуляр 
нима?

8. Нуктадан текисликкача масофа нима?
9. Берилган нуцтадан текисликка утказилган огма нима? Ofm3- 

нинг проекцияси нима?
10. Уч перпендикуляр ^а^идаги теоремани исботланг.
11. К,андай текисликлар перпендикуляр текисликлар дейилади?
12. Агар текислик берилган текисликка перпендикуляр турри чи- 

зиц ор^али утса, бу текисликнинг берилган текисликка пер
пендикуляр булишини исботланг.

13. Агар турри чизи^ иккита перпендикуляр текисликнинг бири- 
да ётиб, бу текисликларнинг кесишган турри чизигига пер
пендикуляр булса, унинг иккинчи текисликка перпендикуляр 
булишини исботланг.

14. Ай^аш тугри чизикларнинг умумий перпендикуляри нима?
15. Айцаш турри чизиклар битта ва фацат битта умумий перпен- 

дикулярга эга эканини ва бу умумий перпендикулярнинг шу 
турри чизиклар ор^али утувчи параллел текисликлар учун 
умумий перпендикуляр эканини исботланг.

16. Ай^аш турри чизиклар орасидаги масофа нима?

МАШКЛАР
1. Фазодаги турри чузи^нинг истаган ну^тасидан уига перпенди

куляр тугри чизи^ утказиш мумкинлигини исботланг.
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2. Фазодаги исталган тутри чизиц орцали унга перпендикуляр 
иккита турли турри чизиц утказиш мумкинлигини исботланг.

3. АВ, AC, AD турри чизицлар жуфт-жуфт перпендикуляр. CD 
кесмани топинг, бунда: 1) АВ =  3 см, ВС =  7 см, AD =  1,5 см;
2) BD =  9 см, В С =  16 см, AD= 5 см; 3) A B =b, ВС=а, AD—d\ 
4) BD — с, ВС =  a, AD =  d.

4. Берилган турри чизицдаги истгггн нуцтадан унга перпенди
куляр текислик утказиш мумкинлигини исботланг.

5. Текисликнинг исталган нуцтасидян унга перпендикуляр турри 
чизиц утказиш мумкинлигини исботланг.

6. Исталган А нуцта орцали берилган а  текисликка перпенди
куляр турри чизиц утказиш мумкинлигини исботланг.

7. Берилган текисликда ётмаг;:н нуцтадан текисликка перпенди
куляр булган биттадан ортиц турри чизиц утказиб булмасли- 
гини исботланг.

8. А нуцта томони а га тенг булган тенг томонли учбурчакнинг 
учларидан а масофада ётади. А нуцтьдан учбурчак текисли- 
гигача масофани топинг.

9. Агар турри чизиц текисликка параллел булса, унинг цамма 
нуцталари текисликдан бир хил кассфада булишини исботланг.

10. Текисликнинг цамма нуцталаридан унга параллел текисликка
ча булган масофаларнинг 6:ip хил экакини исботланг.

11. Берилган нуцтадан текисликка туширилиб, берилган узунлик- 
даги срмалар асосларининг геометрик урнини топинг.

12. Берилган нуцтадан текисликка узунликлари 10 см ва 17 см 
га тенг иккита сгма утказилган. Бу сгмалар проекцияларининг 
айирмаси 9 см га тенг. Омаларнинг проекцияларини топинг.

13. Нуцтадан текисл кка иккита cfm3 утказилган булиб, улардан 
бири иккинчисидан 26 см узун. Огмаларнинг проекциялари
12 см ва 40 см га тенг. Омаларни топинг.

14. Нуцтадан текисликка иккита OFMa утказилган. Агар огмалар
1 : 2 га тенг нисбатда булиб, уларнинг проекциялари 1 см ва 
7 см га тенг булса, огмаларнинг узунлигини топинг.

15. Нуцтадан текисликка 23 см ва 33 см га тенг иккита огма 
утказилган. Агар сгмаларнинг проекциялари 2 :3  га тенг нис
батда булса, шу нуцтадан текисликкача масофани топинг.

16. Учбурчакка ташци чизилган айлананинг мгрказидан учбурчак 
текислигига перпендикуляр туррч чизиц утказилган. Бу TyFpu 
чизицнинг цар бир нуцтаси учбурчакнинг учларидан баравар 
узоцликда ётишини исботланг.

17. а  текисликнинг ташцарисидаги S нуцтадан унга учта тенг S/1, 
SB, SC сгмалар ва SO перпендикуляр утказилган. Перпенди- 
кулярнинг О асоси ABC учбурчакка ташци чизилган ^илана- 
нинг маркази булишини исботланг.

18. Иккита параллел текислик орасидаги масоф а га тенг. b 
узунликдаги кесманинг учлари бу текисликларга тиралиб тура- 
ди. Кесманинг текисликлардан ?̂ ар биридаги проекциясини 
аницланг.

19. а ва Ь узунликдаги икк та кесма учлари иккита параллел

20?.



текисликка тиралиб туради. Би^.шч:: а уэунликдаги кесманинг 
текисликдаги проекцияси с га тенг. Иккинчи кесманинг про- 
екциясини топинг.

20. Текисликни кесиб утмайдиган берилган кесманинг учлари те- 
кисликдан 0,3 м ва 0,5 м масофада ётади. Берилган кесмани 
3 : 7  га тенг нисбатда булувчи нукта текисликдан кандай ма
софада ётади?

21. Кесманинг уртасидан текислик утказилган. Кесманинг учлари 
бу текисликдан баравар масофада ётишини исботланг.

22. Параллелограммнинг диагонали орцали текислик утказилган. 
Иккинчи днагоналнинг учлари бу текисликдан баравзр масо
фада ётишини исботланг.

23. Агар А, В нукталардан текисликкача масофа: 1) 3,2 см ва 
5,3 см; 2) 7,4 см ва 6,1 см; 3) а ва b булса, АВ ке.манинг 
уртасидан бу кесмани кесиб утмайд ган текисликкача оулган 
масофани топинг.

24. Аввалги масалани АВ кесма текисликни кесиб утадиган шарт- 
да ечинг.

25. 1 м узунликдаги кесма текисликни кесиб утади, унинг учла
ри текисликдан 0,5 м ва 0,3 м масофада ётади. Кесманинг 
текисликдаги проекциясининг узунлигини топинг.

26. Узунлиги 15 м булган телефон сими ердан баландлиги 8 м 
булган телефон симёгочидан уйга караб 20 м баландликка 
тортилган. Сим осилиб турмаган деб фараз цилиб, симёгоч- 
дан уйгача масофани топинг.

27. Трапециянинг битта асоси оркали иккинчи асосидан а ,масо
фада ётувчи текислик утказилган. Агар трапециянинг - сосла- 
ри т : п га тенг нисбатда булса, трапециянинг диагоналлари 
кесишган нуктадан шу текисликкача масофани топинг.

28. Параллелограммнинг томони орцали царама-карши томонидан 
а масофада текислик утказилган. Параллелограмм днагоналлари- 
нинг кесишган нуцтасидан шу текисликкача масофани топинг.

29. А, В нуцталардан а  текисликка перпендикулярлар туширил
ган. Агар перпендикулярлар 3 м ва 2 м, уларнинг асослари 
орасидаги масофа эса 2,4 м га тенг булса, цамда АВ кесма 
текисликда кесиб утмаса, А, В нуцталар орасидаги масофани 
топинг.

30. Ораларидаги масофа 3,4 м булган вертикал турган икки ус- 
туннинг учларини ёгоч туташтиради. Бир устуннинг баланд
лиги 5,8 м, иккинчисиники 3,9 м. Устунларни туташтирувчи 
ёгочнииг узунлигини топинг.

31. А нуцтадан квадратнинг учларигача масофа а га тенг. Квад
ратнинг томони b га тенг булса, А нуцтадан квадрат текис- 
лигипча масофани топинг.

32. Учбурчакка ички чизилган айлананинг марказидан учбурчак 
текислигига перпендикуляр тутри чизиц утказилган. Бу тугри 
чизщнинг з̂ ар бир нуцтаси учбурчакнинг томонларидан 6ap i- 
вар узоцликда турмшини исботланг.

33. Учбурчакка радиуси 0,7 м булган ички чизилган айлананинг
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марказидан учбурчак текислигига узунлиги 2,4 м га тенг пер
пендикуляр чи^арилг^н. Бу перпендикулярнинг учидан учбур
чакнинг томонларигача массфани топинг.

34. Берилган нуктадан учбурчак текислигигача масофа 1,1 м га, 
учбурчакнинг ^ар бир томонигача масофа эса 6,1 м га тенг. 
Бу учбурчакка ички чизилган айлананинг радиусини топинг.

35. Тенг томонли ABC учбурчакнинг учидан учбурчак текислиги
га AD перпендикуляр туширилган. Агар AD =  13 см, ВС — 6 
см булса, D нуктадан ВС томонгача масофани топинг.

36. b узунликдаги А В кесманинг А учи ор^али кесмага перпен
дикуляр текислик утказилган ва бу текисликда тугри чизиц 
утказилган. А нуктадан тугри чизикдача масофа а га тенг 
булса, В нуктадан тугри чнзи^кача масофани топинг.

37. А нуктадан квадратнинг хамма томонларигача масофа а га 
тенг. Квадратнинг диагонали d га тенг булса, А нуктадан 
квадрат текислигигача масофани топинг.

38. Квадратнинг учидан унинг текислигигача перпендикуляр чица- 
рилган. Бу перпендикулярнинг охиридан квадратнинг бош^а 
учларигача масофалар а, b га тенг (а < .Ь ). Перпендикулярнинг 
узунлигини ва квадратнинг томонини топинг.

39. Тутри туртбурчакнинг учидан унинг текислигига перпенди
куляр чицарилган. Бу перпендикуляр охиридан тугри туртбур- 
чакнннг бош^а учларигача масофалар а, Ь, с га тенг (а С  с, 
Ь с с ). Перпендикулярнинг узунлигини ва тугри туртбурчак
нинг томонини топинг.

40. Берилган турри бурчак текислигидан таш^арида ётган М нуц- 
та бурчакнинг учидан а масофада, унинг томонларидан эса b 
масофада ётади. М нуктадан бурчак текислигигача масофани 
топинг.

41. ABCD тугри туртбурчакнинг А учидан унинг текислигига АК  
перпендикуляр чи^арилган, бу перпендикулярнинг К, охири
дан тугри туртбурчакнинг боища учларигача масофалар 6 м, 
7 ы ва 9 м га тенг. А К перпендикулярнинг узунлигини топинг.

42. Берилган нуктадан текисликка узунлиги 2 м дан иккита тенг 
огма туширилган. Агар сгмалар орасидаги бурчак 60°, улар
нинг проекциялари эса перпендикуляр булса, нуктадан текис- 
ликкача масофани топинг.

43. Текисликдан 1 м масофада ётган нуцтадан иккита тенг огма 
утказилган. Агар огмалар узаро перпендикуляр ва текисликка 
утказилган перпендикуляр билан 60° га тенг бурчаклар таш- 
кнл этиши маълум булса, огмаларнинг асослари орасидаги ма- 
софани топинг.

44. Тугри бурчакли ABC учбурчакнинг С тугри бурчаги учидан 
гипотенузага параллел ва ундан 1 м масофада текислик утка- 
зилган. Катетларнипг бу текпсликдаги проекцияси 3 м ва 5 м 
га тенг. Гкпотенузани топинг.

45. Ромбпннг бир томони оркалп 1̂ аршй томонидан 4 м масофада 
текислик утказилган. Диагоналларнпнг бу текисликдаги проек
циялари 8 м ва 2 м га теиг. Томонлап проекциялаоини топинг.
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46. Тенг томонли учбурчакнинг томонлари 3 м га тенг. Учбур
чакнинг цар бир учидан 2 м масофада жойлашган нуцтадан 
учбурчак текислигигача булган масофани топинг.

47. Асоси 6 м ва ён томони 5 м булган тенг ёнли учбурчак бе
рилган. Ички чизилган доиранинг марказидан учбурчак текис
лигига узунлиги 2 м га тенг перпендикуляр чикарилган. Бу 
перпендикулярнинг охиридан учбурчакнинг томонларпгача ма
софани топинг.

48. Тенг ёнли учбурчакнинг асоси ва баландлиги 4 м га тенг. 
Берилган нуцта учбурчак текислигидан 6 м масофада вз унинг 
учларидан баравар узоцликда ётади. Шу масофани топинг.

49. Текисликка параллел булган АВ кесманинг учларидан АС 
перпендикуляр ва АВ кесмага перпендикуляр BD ofms утка
зилган. Агар АВ =  а, АС — b, BD =  с булса, CD масофа ни
мага тенг?

50. Турри бурчаги С булган АБС тугри бурчакли учбурчакнинг 
уткир бурчаги учидан учбурчак текислигига AD перпендику
ляр чицарилган. Агар А С =а, БС=Ь, A D = c  булса, D нуц
тадан В, С учларгача масофани топинг.

51. ABC учбурчакнинг С тугри бурчаги учидан учбурчак текис
лигига CD перпендикуляр чикарилган. Агар АВ =  а, ВС =  Ь, 
CD =  с булса, D нуцтадан учбурчакнинг гнпотенузасигача 
масофани топинг.

52. а тугри чизиц ва а  текислик берилган. а тугри чизиц орца
ли а  текисликка перпендикуляр текислик утказинг.

53. а тугри чизиц ва а  текислик берилган. а  текисликка перпен
дикуляр ва а тугри чизицни кесиб утувчи цамма тугри чизиц
лар а  текисликка перпендикуляр булган битта текисликда ёти- 
шини исботланг.

54. Икки перпендикуляр текисликда ётувчи А, В нуцталардан 
текисликлар кесишган тугри чизицца AC, BD перпендикуляр- 
лар туширилган. АВ кесманинг узунлигини топинг, бунда:
1) АС =  6 м, BD =  7 м, CD = 6  м; 2) АС =  3 м, BD =  4 м, 
CD =  12 м; 3) AD =  4 м, ВС =  7 м, CD =  1 м; 4) AD =  ВС =  
=  5 м, CD — 1 м; 5) AC — a, BD — b, CD=c, 6) A D =a,  
ВС =  b, CD =  с.

55. Нуцта икки перпендикуляр текисликдан а, b масофаларда 
ётади. Бу нуцтадан текнсликларнинг кесишиш тутри чизит- 
гача масофани топинг.

56. Тенг томонли ABC учбурчакнинг А, В учларидан учбурчак 
текислигига ААЬ ВВХ перпендикулярлар чикарилган. Агар А В =  
=  2 м, САг =  3 м, СВХ — 7 м булса ва А1В1 кесма учбурчак 
текислигини кесиб утмаса, С учдан AXBX кесманинг уртасигача 
булган масофани топинг.

57. Турри бурчакли ABC учбурчакнинг А, В уткир бурчаклари 
учларидан учбурчак текислигига ААЬ ВВ1 перпендикулярлар 
чицарилган. Агар А ХС =  4 м, А ХА =  3 м, ВХС =  6 м, ВХВ — 
=  2 м булса ва AXBX кесма учбурчак текислигини кесиб ут
маса, С учдан АуВ  ̂ кесманинг уртасигача масофани тспинг.
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58. а , р текисликлар перпендикуляр, «  текисликда А у нуцта олин
ган, бу нуцтадан с тутри чиаиццача (текисликларнинг кесиш
ган чизигигача) масофа 0,5 м га тенг. Р текисликда с тугри 
чизикда параллел ва ундан 1,2 м масофада b тугри чизиц ут
казилган. А нуцтадан b тугри чизиццача масофани топинг.

59. Узаро перпендикуляр булган «, (3 текисликлар с тугри чизиц 
буйича кесишади. а  текисликда а || с тугри чкзик, Р текис
ликда Ъ || с тутри чизиц утказилган. Агар а, с тугри чизиц- 
лар орасидаги масофа 1,5 м га, b, с туг.ри чнзицлар орасидаги 
масофа 0,8 м га тенг булса, а, Ь тугри чизицлар орасидаги 
масофани топинг.

60. а тутри чизицдаги А нуцта орцали унга перпендикуляр Р те
кислик ва b тутри чизик; утказилган. b тугри чнзицнинг Р те
кисликда ётишини исботланг.

17- §. ФАЗОДА ДЕКАРТ КООРДИНАТ АЛ АРМ 
ВА ВЕКТОРЛАР

Ф АЗОДА ДЕКАРТ КООРДМНАТАЛАРИНИ КИРИТИШ

Битта О нуцтада кесишувчи узаро перпендикуляр учта х, у,
2 тутри чизицни оламиз (24.6-раем). Бу т>три чизицларнинг >̂ ар 
бир жуфти орцали текислик утказамиз. х ва у  тугри чизицлар ор- 
цали утувчи текислик ху текислик дейилади. Бош к, а икки текис
лик мос равишда хг ва уг  текисликлар дейглади. х, у, г тугри 
чизиклар координата щ лари  дейилади, уларнинг кесишган О нук,- 
таси—координаталар боши, ху, уг  ва хг текисликлар эса коор
дината текисликлари дейилади. О нуцта координата уцларининг 
^ар б;!рннч иккита ярим тугри чизицца — ярим уцларга ажратадн.

2

2 4 6 -раем. 2 4 7 -раем.

Улардан бирини мусбат, иккинчкеини манфий деб айтишга шарт- 
лашиб оламиз.

Энди ихтиёрий А нуцтани оламиз ва ундан уг  текисликка па
раллел текислик утказамиз (247-раем). Бу текислик х уцни бирор 
Ах нуцтада кесиб утади. А нуктанинг л- координатаси деб моду
ли ОАх кесманинг узунлигша тенг сонни айтамиз; бу сон, агар
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Ах нуцта х нинг мусбат ярим у^ида ётса — мусбат ва манфий 
ярим уада ётса — манфий. Агар Ах ну^та О нук,та билан устма-уст 
тушса, х О деб оламиз. А нуцтанинг у, z координаталари шу
нинг сингари таърифланади. Ну^танинг координаталарини ну^та- 
нинг ^арфий белгиланиши ёнига цавс ичида ёзамиз: А (х, у, г) . 
Баъзан оддийгина ^илиб унинг координаталари билан белгилай
миз: (х, у, г).

М а с а л а  (1). А( 1, 2, 3), В (0, 1, 2), С (0, 0, 3), D (1, 2, 0) 
ну^талар берилган. Бу нук,талардан цайсилари: 1) ху текислик
да; 2) г уцда; 3) yz текисликда ётади?

Е ч и л и ш и .  ху текисликдаги ну^таларда z координата нол- 
га тенг. Шунинг учун фак,ат D нук,та ху текисликда ётади. yz 
текисликдаги ну^таларда х координата нолга тенг. Демак, В 
ва С нуцталар yz  текисликда ётар экан. z ук;даги г\'кталарнинг 
иккита координатаси (х ва у) нолга 
тенг. Шунинг учун С пукта ? у^- 
да ётади.
Иккита Ах [хъ у и zL) ва А2 'х2. 

у 2, г2) нуцталар орасидаги хисофа- 
ни бу нуцталарнинг ксюрдинс:лалари 
орщли ифодалаймиз.

Аввал АХА2 турри чизи^ z укига 
параллел булмаган ^олни караймиз 
(248-раем). Лх ва А2 ну^талар ор- 
^али z у^ига параллел турри чизии;- 
лар утказамиз. Улар ху текисликни 
Ах ва А2 ну^таларда кесиб утади. Бу 
ну^талар ^ам Alf А2 нуцталар сингари ’ 248-расм.
х, у  координаталарга эга, лекин уларнинг z координатаси нолга 
тенг. Энди А2 ну^та ор^али ху текисликка параллел текислик утказа
миз. У турри чизикни бирор С пуктада кесиб утади. Пифагор 
теоремасига кура

■у

А,А22 =  АУС2 +  СА\.

СА2 ва АуАг кесмалар тенг ва
A1 A l = ( x „ - x 1)* +  (y2- y 1) \

AjC кесманкнг узунлиги — z2\ га тенг. Шунинг учун
АХА\ =  {х2 — хх)2 +  (у2 — у у)2 +  {г2 — гО2.

Агар АхА2 кесма г ук;ига параллел булса: АХА2 — |г*— г2|. ^осил 
цилинган формула ^ам шу натижани беради, чунки б у ^олда дгх =  
=  Х2, Ух =  у 2.

Шундай ^илиб, Al ва А3 ну^талар орасидаги масофа учун ушбу 
формула .\осил булади:

ЛхА2 =  У (Xi— X j2 +  (у2— у О2 4- (г2 — z j 2.
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М а с а л а  (4). х у  текисликда берилган учта Л (О, 1, — 1), 
В  (— 1, 0,1), С  (О, — 1, 0) нуцтадан баравар узоцлашган D  (х, 
у , 0) нуктани топинг.

Е ч и л и ш и .  Ушбуга эгамиз:
ЛО3 =  \х  — О)2 +  (у —  I)2 +  (0 +  I)2;
5 D 2 =  (х +  I)2 +  (у -  О)2 +  (0 -  I)2;
CD2 =  (х — О)2 +  ( у +  I)2 +  (0 — О)2.

Олдинги иккита масофани учинчисига тенглаб, х, у  ни аницлаш 
учун иккита тенглама цосил циламиз:

— 4у  +  1 — 0, 2х — 2у  +  1 =  0.
1 1 / 1 1 \

Бундан у  =  x =  — j .  Изланаетган нуцта D  [ ~ J ,  J ,  ОJ.

А х (Хх, Уъ г\) ва Лg (х2, у 2, z 2) — иккита ихтиёрий нуцта бул
син. А гА 2 кесманинг ijptnacu С нуцтанинг х, у ,  z координатала- 
рини унинг А 1 ва А 2 учлари координаталари орцали ифодалай-

миэ (249-раем). Бунинг учун A v  А 2 
ва С нуцталар орцали z  укига па
раллел тугри чизицлар утказамиз. 
Улар х у  текисликни А г (хг, у и  0), 
А 2 (х 2, у 2, 0) ва С (х, у ,  0) нуцта- 
ларда кесиб утади. Фалес теорема- 
сига кура С нуцта А х А 2 кесманинг 
уртаси булади. Биз эса х у  текислик
да кесма уртасининг координаталари 
унинг учларининг координаталари ор
кали

*1 +  *2
240- раем. У =

У\ +  У г

формула билан ифодаланишини биламиз. z учун ифода топишда 
х у  текислик урнига xz  ёки у г  текисликни олиш кифоя. Бунда z 
учун ухшаш формула цссил киликади:

z — г, +  г,

М а с а л а  (8). Учлари А  (1, 3, 2), В  (0, 2, 4), С (1, 1, 4), 
D  (2, 2, 2) нуцталардаги A BCD  туртбурчакнинг параллелограмм 
эканини исботланг.

Е ч и л и ш и .  Биз диагоналлари кесишиб, кесишиш нуцтаси- 
да диагоналлари тенг иккига булинаднган туртбурчакнинг па- 
раллелограммлигини биламиз. Бундан масалани ечишда фойда- 
ланамиз. АС  кесма уртасининг координаталари:

1 +  1 , .. 3 +  1 п _ 2 +  4х =  =  1. У =  - =  2, 

B D  кесма уртасининг координаталари:

х = 0 + 2
=  1,

2 + 2 = 2,

Z —

Z =

=5 3.

4 +  2



х'

АС ва BD кесмалар урталарининг координаталари бир хил эка
нини курамиз. Демак, кесмалар кесишади ва кесишиш нуцта- 
сида тенг иккига булинади. Демак, A BCD туртбурчак — парал
лелограмм.

ФАЗОДА ФИГУРАЛАРНИ АЛМАШТИРИШ
Фазода фнгуралар учун алмаштириш тушунчаси худди текис- 

ликдаги сингари (9-§) таърифланади. Худди текисликдаги каби 
нуцта ва турри чизицца нисбатан симметрик алмаштиришлар цамда 
гомотетия таърифланади. #v,

Фазода нуцта ва турри чизицца нис- ™
батан симметриядан ташцари текисликка 
I нсбатаи симметрик алмаштириш цам 
царалади. Бу алмаштириш цуйидагидан 
иборат (250-раем), а — ихтиёрий тайин- 
лаиган текислик булсин. Фигуранинг X 
нуцтасидан а  текисликка XX  перпенди
куляр туширамиз ва унинг X нуцтаси 
давомида XX  кесмага тенг XX' кес- 
мани цуямиз. X  нуцтани унга симмет
рии X'  нуцтага утказувчи алмаштириш 250 
а  текисликка нисбатан симметрик ал- расм" 
маштириш дейилади. Агар а  текислик
ка нисбатан симметрик алмаштириш фигурани узига алмаштирса, 
у Цолда фигура а  текисликка нисбатан симметрик дейилади, а  
текислик эса симметрия текиелиги дейилади.

М а с а л а  (15). (1, 2, 3), (0, — 1, 2), (1, 0, —3) нуцталар 
берилган. Берилган нуцталарга координата текисликларига нис
батан симметрик нуцталарни топинг.

Е ч и л и ш и .  (1, 2, 3) нуцтага ху текисликка нисбатан сим
метрик нуцта ху текисликка перпендикуляр турри чизицда ёта
ди. Шунинг учун уша х ва у  координаталарга эга: х =  1, у =
— 2. Симметрик нуцта ху текисликдан бошца томонда уша 
масофада ётади. Шунинг учун унинг г координатаси фацат 
ишораси билан фарц цилади, яъни г =  —3. Шундай цилиб, 
(1,2,3 ) нуцтага ху текисликка нисбатан симметрик нуцта 
(1, 2, —3) булади. Бошца нуцталар ва бошца координата те
кислик лари учун ечим шунга ухшаш булади.
Фазода царакат тушунчаси худди текисликдаги каби таъриф

ланади, яъни нуцтглар орасидаги масофа сацланадиган алмашти
риш \аракат деб аталади. Фазода нуцта, mijFpu чизиц ва текис
ликка нисбатан симметрик алмаштиришлар ,\аракатдир.

Шунингдек, текисликдаги царакат сингари фазодаги царакатда 
турри чизицлар турри чизицларга утиши, ярим турри чизицлар— 
ярим тутри чизицларга, кесмалар — кесмаларга утиши ва ярим тут- 
ри чизицлар орасидаги бурчаклар сацланиши исбот цилинади.

Фазодаги царакатнинг янги хоссаси шундаки, унда %аракат 
текисликларни текисликларга утказади. Шу хоссани исботлаймиз.
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251- раем.

а  — ихтиёрий текислик булсин (251-раем). Унда бир тугри 
чизицда ётмагаи истаган учта Л, В, С нуцталарни белгилаймиз. 
Бу иуцталар царакат натижасида бир турри чизицда ётмайдиган 
учта А ', В', С' нуцталарга утади. Бу нуцталар орцали а'  текис
ликни утказамиз. К^ралаётган царакатда а  текислик а ' текислик
ка утишини исбот циламиз. X нуцта а текисликнинг ихтиёрий 
нуцтаси булсин. Бу нуцта орцали а  текисликда ABC учбурчакни 
иккита У ва Z нуцтзда кесиб утувчи б: pop а тугри чизицни ут
казамиз. а тутри чизиц царакат натижасида бирор а' тугри чизиц
ца утади. а тугри чизикдаги У ва Z нукталар А'В'С' учбурчакка 
тегишли, демак, а  текисликка тегишли У , Z' нуцталарга утади. 
Шундай цклиб, а' тутри ч и з и ц  а' текисликда ётади. X нуцта ца- 
ракат туфайли о ' тугри чнзикцаги, демак, а  текисликдаги X' 
нуцтага утади. Даъво исботланди.

Фазода параллел кучириш деб шундай алмаштиришга айтила- 
дики, упда фигуранинг ихтиёрий (лг, у, z) нуцтаси (х -\-а, у +  Ь, 
г +  с) нуцтага утади, бунда а, Ь, с — узгармаслар. Фазода парал
лел кучириш

х' =■ х +  а, у' =  У +  Ь, г' =  г +  г

формулалар билан берилади; бу формулалар параллел кучи- 
ришда (х, у, г )  нуцта утадиган нуцтанинг х', у', г' координата- 
ларини ифодалайди. Худди текисликдаги сингари параллел ку- 
чиришнинг цуйидаги хоссалари дам исботланади:

1. Параллел кучириш царакатдир.
2. Параллел кучиришда нуцталар параллел (ёки устма-уст 

тушувчи) тугри чизицлар буйича бир хил масофага кучади.
3. Параллел кучиришда цар бир турри чизиц унга параллел 

турри чизицца (ёки узига) утади.
4. А ва А' нуцталар цандай булмасин, А нуцтани А' нуцта

га утказадиган ягона параллел кучириш мавжуд.
5. Кетма-кет бажарилган иккита параллел кучириш парал

лел кучиришни беради.
6. П араллел кучиришга тескари алмаштириш параллел ку'- 

чиришдир,
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М а с а л а  (17). Агар х' — х +  а, у ’ =  у  +  Ь, г' =  г +  с фор- 
мулалар билан берилган параллел кучиришда А (1, 0, 2) ну^та 
А' (2, 1, 0) ну^тага утса, параллел кучириш формулаларндаги
а, Ь, с нинг цийматларини топинг.

Е ч и л и ш и .  Параллел кучириш формулаларига А, А' ну^- 
талариинг координаталармни, яъни х =  1, у =  0, г =  2, х' =  2, 
у' — 1, г' =  0 ларни цуйиб,

2 = 1  +  а, 1 =  0 +  6, 0 =  2 +  с 
тенгламаларни ^осил цнламиз, бу тенгламалардан а, Ь, с лар 
топилади.

Бундан а — 1, b =  1, с =  — 2.
Фазода параллел кучириш учун цуйидаги хосса япги ^иссбла- 

нади:
7. Ф а зода  п а р а л л е л  кучириш да л;ар б а р  т екисли к  ё 

узи га , ёки у з к г а  п а р а л л е л  т ек и сли кка  ут ади .
И с б о т  и. а  — ихтиёрий текислик булсин. Бу текисликда ке- 

сишувчи иккита а, b тугри чизикни утказамиз. Параллел кучириш
да а, Ь тугри чизиклар ё узига, ски параллел а', Ь' тугри чизик
лар орцали утувчи бирор а  текисликка утади. Агар а  текислик 
а текислик билан устма-уст тушмаса, у ^олда 15. 4- теоремага 
кура у а  текисликка параллел. Д аъ в о  исботланди.

Фазода гомотетия ва ухшаш алмаштнришлар худди текисликда
ги каби таърифланади. Худди текисликдагидек, фазода гомотетия- 
нинг ухшаш алмаштириш эканлиги исботланади.

ТУГРИ ЧИЗИКЛАР ВА ТЕКИСЛИКЛАР ОРАСИДАГИ 
БУРЧАКЛАР

Кесншадигаи иккита тугри чнзн^ кушпи ва вертикал бурчаклар 
^осил килади. Вертикал бурчаклар тенг, ^ушни бурчаклар эса 
бир-бирини 180° гача тулдиради. Улардан кичигининг бурчак ул
чови тугри чизиклар орасидаги бурчак  дейилади. Перпендикуляр 
тугри чизиклар орасидаги бурчак  таърифга кура 90° га тенг. 
Параллел тугри чизиклар орасидаги бурчакни нолга тенг деб tyi- 
соблаймиз.

Айцаш тугри чизиклар орасидаги бурчак деб уларга параллел 
кесишувчи т>три чизиклар орасидаги бурчакка айтилади. Бу бур
чак кесишувчи тугри чизикларнинг танлаб олинишига боглик; эмас. 
Бун и исботлаймиз.

Oj ва а 2 — берилган ай^аш т\три ч из и уларга параллел булиб, 
А ну^тада кесишувчи т$три чизиклар булсин (252-раем). Ьх ва Ьг
— берилган тугри чизи^ларга параллел, В ну^тада кесишувчи 
бош^а тугри чизиклар булсин. 15.2-теоремага кура аъ bt тугри 
чизиклар параллел (ёки устма-уст тушади) ва а 2,Ьг тугри чизик
лар ^ам параллел (ёки устма-уст тушади). А нуцтани В иу^тага 
утказадиган параллел кучнришни бажарамиз. Параллел кучиришда 
j^ap бир тугри чизи^ ё узига, ёки параллел тутри чизиада утганп 
учун курсатилган параллел кучириш а, тугри чизикни bt ту?- 
ри чизш^ца, а2 тугри чнзицни Ь2 тугри чизш^а утказадн. Парал-



2 5 2 -раем. 253- раем.

лел кучириш бурчак катталигини сацлаган и учун aL, а2 турри 
чизицлар орасидаги бурчак Ьи Ь2 турри чизицлар орасидаги бур
чакка тенг. Шуни исботлаш талаб этилган эди.

Аввал берилган таърифга кура турри бурчак остида кесишади- 
ган турри чизицлар перпендикуляр турри чизиклар дейилади. Баъ- 
зан орасидаги бурчаги 90° га тенг булган айцаш тугри чизицлар 
}$ам перпендикуляр турри чизицлар дейилади.

T yF p u  чизиц билан текислик орасидаги бурчак тушунчасига 
таъриф берамиз. а — текислик ва а — уни кесиб утувчи тугри 
чизиц булсин (253- раем), а турри чизицнинг нуцталаридан текис
ликка туширилган перпендикулярларнинг асослари а турри чизиц- 
да ётади. Бу турри чизиц а турри чизицнинг а  текисликдаги 
проекциям дейилади. Турри чизиц билан унинг текисликдаги 
проекцияси орасидаги бурчак mtfrpu чизщ билан текислик ора
сидаги бурчак дейилади. Турри [чизиц билан текислик параллел 
булса, улар орасидаги бурчак нолга тенг деб, узаро пер
пендикуляр турри чизиц билан текислик орасидаги бурчак эса 90° 
га тенг деб ^исобланади. а турри чизиц ва унинг а  текисликдаги 
а проекцияси .^амда а  текисликнинг а тугри чизиц билан кесиш
ган нуцтасидан текисликка утказилган перпендикуляр битта текис
ликда ётгани учун mC/Fpu чизщ билан текислик орасидаги бур
чак шу тргри чизиц билан текисликка утказилган перпенди
куляр орасидаги бурчакни 90° га тулдиради.

М а с а л а  (20). А нуцта текисликдан h масофада туради. Шу 
нуцтадан текисликка: 1) 30°; 2) 45°; 3) 60° бурчак остида ут
казилган ормаларнинг узунликларини топинг.

Е ч и л и ш и .  Текисликка А А' перпендикуляр туширамиз 
(254-раем). АА'В учбурчак А' учидаги бурчаги турри булган 
турри бурчакли учбурчакдир. Бу учбурчакнинг А А' катети цар- 
шисида ётган уткир бурчаги 30° га (мос равишда 45°, 60° га)

А А*тенг. Шунинг учун биринчи ^олда ofm3 АВ =  si~n ^  =  2/г. Ик-
_ 2/г

кинчи э^олда АВ =  h Y 2, учинчи ^олда АВ =  у -_ . 

Текисликлар орасидаги бурчак тушунчасини таърифланг.шз. Па~
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раллел текисликлар орасидаги бурчак нолга тенг деб ^исоблана- 
ди.

Берилган текисликлар кесишади деб фараз цилайлик. Уларнинг 
кесишган тугри чизигига перпендикуляр текислик утказамиз. Бу 
текислик берилган текисликларни иккита тугри чизиц буйича кеса-

254- раем.

ди. Бу тугри чизицлар орасидаги бурчак берилган текисликлар 
орасидаги бурчак дейилади (255-раем). Текисликлар орасидаги бур
чакнинг бу тарица таърифланганлиги кесувчи текисликнинг тан- 
ланишига бог лиц эмас. Шуни исботлаймиз.

а  ва Р текисликлар с тугри чизиц буйича кесишувчи берилган 
текисликлар булсин. с тугри чизицца перпендикуляр у текисликни 
утказамиз. Бу текислик а, Р текисликларни а, Ь тугри чизицлар 
буйича кесиб утади. а, Р текисликлар орасидаги бурчак а, b туг
ри чизицлар орасидаги бурчакка тенг. с тугри чизицца перпенди
куляр булган бошца кесувчи у' текисликни оламиз. а', Ь' — бу 
текисликнинг а , р текисликлар билан кесишган тугри чизицлари

булсин. у текисликнинг с тугри чизиц 
билан кесишиш нуцтаси у' текислик
нинг с тугри чизиц билан кесишиш нуц- 
тасига утадиган параллел кучиришни 
бажарамиз. Бунда параллел кучириш 
хоссасига кура а тугри чизиц а' тутри 
чизицца, Ъ тугри чизиц Ь' тугри чизиц- 
ц утади. Бу эса а ва Ь, а' ва Ь' туг
ри чизицлар орасидаги бурчаклар тенг 

256- расы. демакдир. Даъво исботланди.

М а с а л а  (24). Икки текислик 30° бурчак остида кесишади. 
Бу текисликларнинг бирида ётувчи А нуцта иккинчи текислик
дан а масофада ётади. Бу нуцтадан текисликларнинг кесишган 
тугри чизигигача масофани топинг.

Е ч и л и ш и .  а , р — берилган текисликлар ва А нуцта а  те
кисликда ётувчи нуцта булсин (256-раем), р текисликка А А' 
перпендикулярни ва текисликлар кесишган с тугри чизицца 
АВ перпендикулярни туширамиз. Уч перпендикуляр цацидаги 
теоремага кура А'В _L с. Тугри бурчакли АБА' учбурчакнинг 
В учидаги бурчак 30° га тенг, бундан:



ю - т * — - - ? - * -
А пуцтадан с тугри чнзицкача масофа 2а га тенг.

КУПБУРЧАК О ЭТО ГО Н А Л  ПРОЕКЦИЯСИНИИГ Ю З И

Фигурашшг берил:ан текисликдаги ортогонал проекцияси деб 
фигуранинг бу текисликка перпендикуляр йуналишдаги параллел 
проекциясига айтилади.

17. 1-теор ем а. К уп б у р ч а к н и н г  т ек и с л и к д а ги  о р т о 
го н а л  п рогнци яс:т аяг  ю за  к у п б у р ч а к  ю зпии ун и н г  те-  
кпслпги  билан  проекцияси  т ек и слл ги  ораси даги  б у р ч а к  
косипусига  Итмасига т ек г.

И об  о т  и. Аввал учбурчак ва 
унинг бирор томонидан утувчи текис- 
ликдагн проекциясини цараб чикамиз 
(257-раем). А ВС учбурчакнинг проек- 
цняси а  текисликдаги АВС1 учбур- 
’•акдан иборат. Учбурчакнинг CD ба- 
ландлипши утказамиз. Уч перпенди
куляр укндаги теоремага кура CXD 
кесма АЛС1 учбурчакнинг баландли- 
гпдпр. СПС\ бурчак ABC учбурчак 
текпелпги билан проекция текнели- 
ги а  орасидаги бурчакка тенг. К,уйи- 
дагиларга згамиз: CtD =  CD- cos ф,

S * abc =  T AB  • C D ' S ^ B c r  J  AD  • C 1 D -

Бундан
=  S ^ n c  ' C0S<P-

Шундай килиб, каралаётган ^олда теорема урннли. а  текислик 
урнига унга параллел истаган текислик олннганда >̂ ам теорема 
уз кучини сацлайди. ^ацицатан, фмгуранн параллел текисликлар- 
га проекциялаганда унннг проекциялари проекциялаш йуналишида 
параллел кучириш натижаенда уст-
ма-усг келтирилиши мумкин. Па- С
раллел кучиришда устма-уст тушади- 
ган фнгуралар эса бир-биригл тенг.

Энди умумий ^олни цараб чица- 
миз. Берилган купбурчакни учбурчак* 
ларга ажратамиз. Проекция текпе- 
лигига параллел томони булмаган з̂ ар 
бир учбурчакни, 258- раемда ABCD 
туртбурчак учун цилинганидек, уму
мий томони проекция текислигига па
раллел булган иккита учбурчакка аж 
ратамиз.
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Энди булингш натижасида ахг лтилган Д  учбурчакнинг ^пр 
бири учун ва унинг Д  проекцияси учун S -  =  5 дсозф тенгликни 
ёзамиз. Бу тенгликларнинг цаммасини цадма-цад цушамиз. Бунда 
чап томонда купбурчак проекциясининг юзини, унг томонда эса 
куг.бурчак юзини cos ср га купайтирилганини цосил циламиз. Тео
рема исботланди.

ФАЗОДА ВЕКТОРЛАР
Фазода текисликдаги сингари вектор деб йуналтирилган кесма- 

ыага айтилади. Фазода векторлар учун асосий тушунчалар: вектор- 
нинг абсолют катталигн (модули), векторнинг йуналиши, вектор- 
ларнинг тенглиги текисликдаги сингари таърифланади.

Боши А1 (хъ у у, гх) нуцтада ва охири Аг (х2, у 2, г2) нуцтада 
булган векторнинг координата лари деб х2 — xlt у г — у х, г2— г, 
сонларга айтилади. Худди текисликдаги сингари тенг векторлар- 
нинг мос координаталари тенг экани ва аксинча, мос координата- 
лари тенг векторларнинг тенглиги исботланади. Бу эса векторни 
унинг координаталари билан ифодалашга асос булади: а (аи а 2, а3) 
ёки соддароц ( alt а2, а3 ).

М а с а л а  (32). Туртта нуцта берилган: А (2, 7, -3), В (  1,
О, 3), С ( - 3 , - 4 ,  5), D  (—2 , 3 ,  — 1 ).АВ, Щ  DC, Щ  АС, 
B D  векторлар орасидан тенг векторларни курсатпнг.

Е ч и л и ш и .  Курсатилган АВ, ВС, . . . вект-орларнинг коор- 
динаталаринп топиш ва мос координаталарни таццослаш керак. 
Тенг векторларнинг мос координаталари тенг. Масалан, АВ 
векторнинг координаталари: 1— 2 =  — 1, 0 — 7 =  —7, 3 —
— ( —3) =  6, DC  векторнинг координаталари цам худди шун
дай: —3 — (—2) =  — 1, —4—3 = —7, 5 — ( — 1) =  6. Шундай 
цилиб, ~АВ, DC  векторлар тенг. Тенг векторларнинг яна бир 
жуфти ВС, AD  дан иборат.
Векторлар устида амаллар: цушиш, сонга купайтириш ва ска

ляр купайтириш амаллари худди текисликдагидек таърифланади.
a (alt а 2, ия) ва b (ftx, Ь2, Ья) векторларнинг йириндиси деб 

с (ау 4- Ьи а2 +  Ь2, ая +  Ь3) векторга айтилади.
АВ +  ВС — АС вектор тенглик худди текисликдагидек исбот

ланади. _ 
a (alt аг, а,) векторнинг X сонга купайтмаси деб Ха =  

—- (}.а1,ка2).ая) векторга айтилади. Текисликда исбот цилинган синга
ри, бу ерда цам Ха векторнинг модули |Х| |aj га тенглиги, йунали
ши эса X >  О учун а векторнинг йуналиши билан бир хил ва X <Г О 
учун зга а векторнинг йуналишига тескари булиши исботланади.

М а с а л а  (35). а( 1, 2, 3) вектор берилган. Боши А (1, 1,
1) нуцтада за охири ху текисликдаги В нуцтада булган унга 
коллинеар векторни топинг.
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Е ч и л и in и. В ну1у1'2!гшг г координатаси нолга тенг. АВ 
векторшшг координаталара: х — 1, у  — 1, 0 — 1=; — 1. а ва 
АВ векторларнинг коллинеарлигидан

х ~  1 у — 1 —1 
1 ' — 2 ~  3 

пропорцпяни ^осил циламиз. Бундан В ну^танинг х, у  коорди- 
паталаршш тспамиз:

[аи а2, а,,) ва (bu Ь2, &5) векторларнинг скаляр купайтмаси деб 
+  а2Ь2 +  а.Ь3 га тенг сонга айтилади. Векторларнинг скаляр 

купайтмаси уларнинг модулларини векторлар орасидаги бурчак ко- 
синусига купайтмасига тенг экани худди текисликдагидек исбот- 
ланади.

М а с а л а  (40). Туртта нукда берилган: А (0, 1, — 1), В (1,
— 1, 2), С (3, 1, 0), D (2, —3, 1). АВ ва CD векторлар ора
сидаги ф бурчакнинг косипусини топинг.

Е ч и л и ш и .  А ь  векторнинг координаталари ^уйидагилар 
булади:

1 _ 0 = 1 ,  — 1— 1 =  —2, 2 — ( — 1) =  3;
| АВ | =  | Л 2 +  (— 2)2 +  З2 =  J/T4.

CD векторнинг координаталари: 2 — 3 =  — 1, —3 — 1 = —4, 
1 —  0 = 1;

| CD | =  У"(— 1)2+ ( —4)2 +  12 =  ] Л 8 .
Демак,

1 B - C D  1 ■(— 1 ) + ( — 2)(— 4) +  3 -  1 _____ 5___

coscp \Щ - \Щ  У Т 4 - У 18 V63
Худди текисликдаги векторлар учун булганидек фазода ^ам 

куйидаги ёйилма уринли:
а (ах, а 2, а3) =  а1е1 +  а2е2 +  а3 е3,

бунда ех > е2, е3 — координата учлари йуналишидаги бирлик век
торлар. Да^и^атан, _______  _______
(ах, а2 а3) =  (alt 0, о) +  (0, а2, 0) +  (О, 0,_а3) =_ах (1, О, 0) +

+  а2 (0, 1, 0 ) +  а3 (0, 0, 1 ) =  at <?х - f  а2е2 +  а3е3.

ТЕКИСЛИК ТЕНГЛАМАСИ
Текислик тенгламасини тузамиз. А0 (х0, у 0 г0) — текисликнинг 

бирор ну^таси, п (а, Ь, с) — текисликка перпендикуляр вектор 
булсин (259-раем). А (х, у, г) — текисликнинг ихтиёрий нуктаси 
булсин. А0А ва п векторлар перпендикуляр. Шунинг учун улар
нинг скаляр купайтмаси нолга тенг. А0А векторнинг координата
лари х — х0, у  — у0, z — г0 га тенг. А 0А • п =  0, демак,

а (х — х0) +  Ь (у — у 0) +  с (г — га) =  0. (*)
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Аксинча, агар А(х, у, г) нуц- 
та бу_ тенгламани цаноатлантирса,
AqA • п == 0. Демак, А нуцта текис
ликда ётади.

Шундай цилиб, (*) тенглама те
кислик тенгламасидир.

Шуни айтиб утиш керакки,
а х  by  ^  — 0

т екислик т еп гл ам аси даги  a, b, 
с к о эф ф и ц и ен т л а р  т ек и сли кка  
п ерп ен ди к уляр  вект орнинг к о 
ординат аларидп  р .

М а с а л а  (49). А (1, 2, 3) ва В (0, 1, — 1) нуцталар берил
ган. А нуцтадан утиб, АВ турри чизицца перпендикуляр текис
ликнинг тенгламасини ёзинг.

Е ч и л и ш и .  АВ вектор текисликка перпендикуляр. Унинг 
координаталари: — 1, — 1, —4. Шунинг учун текислик тенгла
масини бундай ёзиш мумкин: (— 1) * + ( — 1) у  +  (—A )z-\-d  =  
=  0. А нуцта текисликда ётгани учун унинг координаталари шу 
тенгламани цаноатлантириши керак:

(— 1). 1 +  (— 1) • 2 +  (— 4) -3  +  d =  0.
Бундан d =  15. Изланаётган текисликнинг тенгламаси:

—х — у  — 4 г +  15 =  0.
Агар бирор тугри чизиц орцали утувчи иккита текислик берил

ган булса, уларнинг бу тугри чизицни тула аницлаб беришини 
биз биламиз. Бундан эса фазодаги исталган тугри чизиц икки
та чизицли тенглама— шу тугри чизиц орцали утадиган текислик
лар тенгламалари билан берилади деган хулоса чицадн: 

aix +  а2у + а 3г +  а4 =  0,
Ьух  +  b2y  +  b3z +  bi -—0.

Бу икки тенгламани цаноатлантирувчи {х, у, г) нуцта текислик- 
лардан цар бирига тегишли ва, демак, тугри чизицца цам тегишли. 
Аксинча, тугри чизицдаги цар бир нуцтанинг координаталари ик- 
кала тенгламани цаноатлантиради, чунки нуцта текисликлардан 
цар бирида ётади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Фазонинг х, у  координаталари нолга тенг нуцталари цаерда 
ётади?

2. Икки нуцта орасидаги масофани уларнинг координаталари ор
цали кфодаланг.

3. Кесма уртасининг координаталарини кесма учларининг коорди
наталари орцали ифодаловчи формула :'арни чицаринг.

4. Нуцтага нисбатан симметрик алмаштириш нима? Марказий сим
метрик фигура деб цандай фигурага айтилади?

5. Текисликка нисбатан симметрик алмаштириш нима эканини 
тушунтиринг. Фигуранинг симметрия текиелиги нима?

259- раем,
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6. Фигурани к;андай алмаштириш ^аракат дейилади?
7. Нуцтага нисбатан симметрик алмаштиришнинг ^аракат эканини 

исботланг.
8. ху координата текислигига нисбатан симметрик алмаштириш

нинг х =  х, у' =  у, г' =  — г формулалар билан берилишини 
исботланг. Текисликка нисбатан симметрик алмаштиришнинг 
^аракат эканини исботланг.

9. Фазодаги ^аракат текисликни текисликка утказишини исботланг.
10. Параллел кучиришга таъриф беринг.
11. Фазода параллел кучиришда >̂ ар бир текисликнинг ё узига, 

ёки параллел текисликка утишини исботланг.
12. Тутри чизиклар орасидаги бурчакка таъриф беринг.
13. а, b векторларни уз ичига олган тугри чизиклар орасидаги 

Ф бурчакнинг
|а  ' 6  | =  /а  | ’ | б  f соБф 

тенгламадан ашщланишини исботланг.
14. Турри чизи^ билан текислик орасидаги бурчакка таъриф беринг.
15. Текисликлар орасидаги бурчакка таъриф беринг.
16. Фигуранинг текисликка ортогонал проекцияси нима?
17. Купбурчакнинг текисликдаги ортогонал проекциясининг юзи 

купбурчак юзини унинг текислиги билан проекцияси текисли
ги орасидаги бурчак косинусига к^тайтмасига тенг эканини 
исботланг.

18. Боши At (xlt у и г г) ва охири А2 (х2, у 2, г2) нуцтада булган 
вектор координаталарига таъриф беринг.

19. Векторнинг модули нима? К,андай векторлар бир хил йунал
ган векторлар дейилади?

20. Векторлар устида бажариладиган амалларга: цушиш, сонга ку- 
пайтириш, скаляр купайтиришга таъриф беринг.

21. Хар цандай а (аи а2, а3) векторни а =  +  а2е2+  а̂ е.л ку- 
ринишида тасвирлаш мумкинлигини исботланг, бунда, ех, е2, 
ея — координата учлари йуналишидаги бирлик векторлар.

22. Текисликнинг тенгламасини келтириб чик,аринг.
23. Текисликнинг ах +  by +  cz +  d =  0 тенгламасидаги а, Ь, с ко- 

эффициентларнинг ^андай геометрик маъноси бор?
24. Фазода тугри чизи^ цаидай тенгламалар билан берилади?

МАШКЛАР

1. А (1, 2, 3), В (0, 1, 2), С (0, 0, 3), D (1, 2, 0) нуцталар 
берилган. Бу ну^талардан цайсилари: 1) ху текисликда; 2) г 
ук,да; 3) yz  текисликда ётади?

2. А (1, 2, 3) ну^та берилган. Бу нуктадан координата уцларига 
ва координата текисликларига туширилган перпендикулярлар 
асосларини топинг.

3. (1, 2, —3) нуктадан: 1) координата текисликларигача; 2) коор
дината учларигача; 3) координаталар бошигача булган масо- 
фаларни топинг.
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4. ху текисликда А (О, 1, — 1), В (— 1, О, 1), С (О, — 1, О) 
нуцтадан баравар узоцлашган D (х, у, 0) нуцтани топинг.

5. (О, О, 1) (О, 1, 0), (1, О, 0) нуцталардан бир хил масофада 
ётувчи ва уг  текисликдан 2 бирлнк масофадагн нукталарни 
топинг.

6. х уцида А (1, 2, 3), В (—2, 1, 3) нуцталардаи баравар узоц- 
ликдаги С (х, О, 0) нуцтани топинг.

7. А (1, 2, 3) нуцтадан ва координаталар бошидап баравар узсц- 
лашган фазо нуцталарининг геометрик урни тенгламасини ту- 
зинг.

8. Учлари А (1, 3, 2), В (0, 2, 4), С (1, 1, 4), D (2, 2, 2) нуц- 
таларда булган ABCD туртбурчакнинг параллелограмм зкани- 
ни исботланг.

9. Учлари: 1) А (0, 2, —3), В (— 1, 1, 1) ,  С (2, — 2, — 1), D (3, 
- 1 ,  - 5 ) ;  2) Л (2, 1, 3), В (1, 0, 7), С ( - 2 ,  1, 5), D ( - 1 ,
2, 1) нуцталардаги ABCD туртбурчакнинг параллелограмм 
эканини исботланг.

10. Учлари: 1) Л (6, 7, 8), В (8, 2, 6), С (4, 3, 2), D (2, 8, 4),
2)Л ;(0, ■ 2, 0), В (1, О, 0), С (2, 0, 2), D (1, 2, 2) нуцта- 
лардаги ABCD туртбурчакнинг ромб эканини исботланг.

11. Кесманинг бир учи Л (2, 3, — 1) ва унинг уртасн С (1, 1, 1) 
берилган. Кесманинг иккинчи учи В (х, у , z) пи топинг.

12. ABCD параллелограммнинг учта учининг координаталари бе
рилган; туртинчи D учининг координаталарини топинг'-
1) Л (2, 3, 2), В (0, 2, 4), С (4, 1, 0); 2) Л (1, - 1 ,  0), 
В (0, 1, - 1 ) ,  С ( - 1 ,  О, 1); 3) Л (4, 2, - 1 ) ,  В (1, - 3 ,  2), 
С ( - 4 ,  2, 1).

13. Учлари А (а, с, —Ь) ва В (—a, d, b) нуцталарда булган 
кесма уртасининг у уцида ётишини исботланг.

14. Учлари С (а, Ь, с) ва D (р , q, —с) нуцгаларда булган кесма 
уртасининг ху текисликда ётишини исботланг.

15. (1, 2, 3), (0, — 1, 2), (1, 0, —3) нуцталар берилган. Берилган 
нуцталарга координата текислнкларига нисбатан симметрик 
нуцталарни топинг.

16. (1, 2, 3), (0, — 1, 2), (1, 0, —3) нуцталар берилган. Бу нуц- 
таларга координаталар бошига нисбатан симметрик нук/галари и 
топинг.

17. Агар х' — х +  а, у' =  у  +  Ь, г' — г +  с параллел кучиришда 
А (1, 0, 2) нуцта А' (2, 1, 0) нуцтага утса, параллел кучи
риш формулаларидаги а , Ь, с нинг цийматларини топинг.

18. Параллел кучиришда Л (2, 1, — 1) нуцта Л' (1, — 1, 0)  нуц- 
тага утади. Координаталар боши цандаи нуцтага утади?

19. Л нуцта В нуцтага, С нуцта D нуцтага утадиган параллел 
кучириш мавжудми, бунда:
1) Л (2, 1,-0), В (1, 0, 1), С (3, - 2 ,  1), D (2, - 3 ,  0);
2) А ( - 2 ;  3, 5), В (1, 2, 4), С (4, -  3, 6) D (7, -  2, 5);
3) Л (0, 1, 2), В ( - 1 ,  0, 1), С (3, - 2 ,  2), D (2, - 3 ,  1);
4) Л (1, 1, 0), В (0, 0, 0), С ( - 2 ,  2, 1), D (1, 1, 1)?

20. А нуцта текисликдан ft масофада ётади. Бу нуцтадан текис-
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ликка: 1) 30°; 2) 45°; 3) 60° ли бурчак остида утказилган o f - 
маларнинг узунлккларнни топинг.

21. Огма а га тенг. Агар oFMa текислик билан: 1) 45°; 2) 60°;
3) 30° га текг бурчак ташкил этса, бу огманинг текисликдаги 
проекцияси нимага тенг?

22. Узунлиги 10 м га тенг кесма текисликни кесиб утади; унинг 
учлари текисликдан 2 м ва 3 м масофада туради. Берилган 
кесма билан текислик орасидаги бурчакни топинг.

23. Тенг ёнли иккита учбурчакнинг асослари умумий, уларнинг 
текисликлари 60° га тенг бурчакни ташкил этади. Умумий 
асос 16 м гаУтенг; бир учбурчакнинг ён томони 17 м га тенг, 
иккинчи учбурчакнинг ён томонлари перпендикуляр. Учбур
чакларнинг учлари орасидаги масофани топинг.

24. Иккита текислик 30° га тенг бурчак остида кесишади. Бу те
кисликларнинг бирида ётган А нуцта иккинчи текисликдан а 
масофада ётади. Бу нуцтадан текисликларнинг кесишган туг
ри чнзигигача масофани топинг.

25. Умумий асоси АВ булган тенг ёнли ABC ва ABD учбурчак
лар турли текисликларда ётади, улар орасидаги бурчак а  га 
тенг. Агар: 1) АВ =  24 м, АС =  13 м, AD — 37 м, CD — 35 м;
2) АВ =  32 м, АС =  65 м, AD =  20 м, CD — 63 м булса, 
cos а  ни топинг.

26. Агар кесишадиган иккита текисликнинг бирида олинган нуц
та текисликларнинг кесишган тутри чизитдан иккинчи текис
ликка цараггнда икки марта узоцроцда жойлашган булса, бу 
икки текислик орасидаги бурчакни топинг.

27. Текисликдан а масофада ётган нуцтадан текислик билан 45° 
ва 30° ли бурчаклар, узаро эса тугри бурчак ташкил этади- 
гаи иккита огма уткгз:пган. Огмаларнннг учлари орасидаги 
масофани топинг.

28. Текисликдан а масофзда ётган нуцтадан текислик билан 45° 
ли ва узаро 60° ли бурчак ташкил этган иккита огма утказил
ган. Огмаларнннг учлари орасидаги масофани топинг.

29. Тенг ёнли тутри бурчакли учбурчакнинг бир катети орцали 
иккинчи катетига 45и бурчак остида текислик утказилган. Ги
потенуза билан текислик орасидаги бурчакни топинг.

30. Текисликдан а масофада ётувчи нуцтадан текисликка 30° бур
чак остида иккита огма утказилган булиб, уларнинг проек
циялари 120° ли бурчак ташкил этади. Огмаларнннг учлари 
орасидаги масофани топинг.

31. Тугри бурчакли учбурчакнинг катетлари 7 м ва 24 м га тенг. 
Тутри бурчакнинг учидан гипотенуза орцали утувчи ва учбур
чак текиелиги билан 30° ли бурчак ташкил этувчи текислик
кача масофани топинг.

32. Туртта нуцта берилган: А (2, 7, — 3), В (1, 0, 3), С (— 3,
— 4, 5), D (— 2, 3, — 1), 'АВ, ВС, DC, AD, АС ва BD век
торлар орасидан тенг векторларни курсатинг.

33. Учта нуцта берилган: А (1, 0, 1), В (— 1, 1, 2), С (0, 2, — 1). 
Агар: 1) АВ ва CD векторлар тенг; 2) АВ ва CD векторлар-
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нинг й и р и н д и с и  нолга тенг экани маълум булса, D (х,у, г) 
нуцтани топинг.

34. т ва л нинг ^андай цийматларида берилган векторлар колли- 
неар буладш 1) а (2, л,_3), Ь (3, 2, т ); 2) а (т, 2, 5), Ь(1,
— 1, л); 3) а (т , л, 2), b (6, 9, 3)?

35. а (1, 2, 3) вектор берилган. Боши А (1, 1, 1) нуктада ва охи
ри ху текисликдаги В нуктада булган ва шу векторга колли- 
неар векторни топинг.

36. л нинг ^андай цийматларида берилган векторлар перпендику
ляр булади:
1) а (2, — 1, 3), b_( 1, 3, л); 2) а (п, — 2, 1), b (п, — л, 1);
3) а (л, - 2 ,  1), Ь (л, 2л, 4); 4) а (4, 2л, -  1), b ( -  1, 1 ,л)?

37. Учта ну^та берилган: А (1, 0, 1), В (— 1, 1, 2), С (0, 2, — 1). 
г у^ида шундай D (0, 0, с) ну^тани топиигки, АВ, CD век
торлар перпендикуляр булсин.

38. а, b векторлар 60° ли бурчак ташкил этади, с вектор эса 
уларга перпендикулярна +  Ъ - f  с векторнинг модулини топикг.

39. Бирлик узунликдаги а, Ь, с векторлар жуфт-жуфти билан 60° 
ли бурчак ташкил этади. 1) а ва с; 2) а ва b — с век
торлар орасидаги ср бурчакни топинг.

40. Туртта ну^та берилган: А (0, 1, — 1), В (1, — 1, 2), С (3, 
1, 0), D (2, — 3, 1). АВ ва CD векторлар орасидаги ср бур
чакнинг косинусини топинг.

41. Учта нуцта берилган: А (0, 1, — 1), В (1, — 1, 2), С (3, 1,
0). ABC учбурчак С бурчагининг косинусини топинг.

42. ABC учбурчакнинг А учидан учбурчак текислигига AD пер
пендикуляр чицарилган. Агар ABD  бурчак а  га, ABC бурчак 
эса Р га тенг булса, ВС ва BD векторлар орасидаги <р бур
чакнинг косинусини топинг.

13. О м а текислик билан 45° ли бурчак ташкил этади. Огма асо- 
сидан текисликда орманинг проекциясига 45° ли бурчак ости
да турри чизиц утказилган. Шу турри чизи^ билан OFua ора
сидаги ф бурчакни топинг.

14. Текислик-таш^арисидаги нуктадан перпендикуляр ва у билан 
а  бурчак ташкил этувчи иккита тенг oFMa утказилган. О м а -  
лар орасидаги бурчак р га тенг; огмаларнинг проекциялари 
орасидаги ф бурчакни топинг.

15. а (2, 1, — 2) векторга коллинеар бирлик векторни топинг.
16. Иккита ну^та берилган: Л (1, 0, 2) ва В (— 1, U 1). АВ 

векторга коллинеар ва у билан бир хил йуналган е (а, Ь, с) 
бирлик векторнинг координаталарини топинг.

7. К^андай шарт бажарилганда a (aL, а 2 а3) вектор г укка парал
лел булади?

8. К,андай шарт бажарилганда ах +  by +  cz - f  d. =  0 тенглама 
билан берилган текислик ху текисликка параллел булади?
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49. А (1, 2, 3) ва В (О, 1, — I) нуцталар берилган. А нуцтадан
утиб, АВ турри чизицца перпендикуляр булган текисликнинг 
тенгламасини топинг.

Я). А нуцтадан утиб, АВ турри чизицца перпендикуляр булган 
текисликнинг тенгламасини тузинг, бунда: 1) А ( — 1, 1, 2), 
В (2, 0, 1); 2) А (1, О, - 1 ) ,  В (4, 3, - 3 ) ;  3) А (3, - 4 ,  5), 
В (2, 1, 2).

51. ах -\-by-'rcz +  d = 0  текисликнинг координата уцларидан ажрат- 
ган кесмаларии тспинг; бунда а, Ь, с, d нолга тенг эмас.

52. а хх  4- bjtj — d x, а 2х 4 b2y  — d 2 тенгламалар билан берилган 
текисликларнинг кесишиш турри чизияи г уцига параллел 
эканини исботланг.

53. ах  4- by  4- cz 4- d =  0, ах  4- by  4- cz +  dx =  0 тенгламалар би
лан берилган текисликлар d ф  dx шарт бажарилганда умумий 
нуцтага эга будмаслигини исботланг.

54. ах  -Ь by 4- cz +  d = 0  текисликка параллел цар цандай текис
ликнинг ах  4- by 4- cz 4- d' =  0 куринишдаги тенглама билан 
ифодаланкшини исботланг (бунда d Ф d').

55. Текислик ах  4- by  4- cz -\- d =  0 тенглама билан берилган. Р (ft,
I, т) нуцтадан ва координаталар бошидаи утувчи турри чизиц 
текисликка перпендикуляр булишн учун Р (ft, /, т) нуцтанинг 
координаталари цандай шартни цаноатлактириши керак?

56. Р (к, /, т) нуцта берилган. Координаталар боши О орцали 
утиб, ОР турри чизицца перпендикуляр булган текислик тенг- 
ламасяни топинг.

57. Куйидаги тенгламалар билан берилган учта текисликнинг ке
сишган нуцтасини топинг.
1) х  4~ У 4“  ̂ “  1» % — 2у  =  0, 2х +  У +  Зя 4~ 1 =  0»
2) х  — у  =  3, £/4- 2  =  2, х — 2 =  4;
3) х  4- 2 =  0, 2х  — у  =  3, Зх 2у — 2 =  8;
4) х 4- 2у 4~ З2 =  1, Зх 4“ У 4~ 2z =  2, 2х  4~ 3у  4~ 2 =  3.

53. х  4- у  f  2 =  1, 2х  4- У 4- 32 -f  1 =  0, х  4- 2z 4- 1 =  0 тенгла
малар билан берилган текислгч битта цам умумий нуцтага эга 
эмаслигини исботланг.

59. 1\андай шарт бажарилганда ах  4- by 4- cz 4- d  =  0 тенглама 
билан берилган текислик: 1) г уцига параллел; 2) 2 уци ор
цали утади?

60. Цандай шарт бажарилганда ах  4- by 4- cz +  d =  0 тенглама 
билан берилган \_кислик ху  текисликка перпендикуляр?

61. Текислик 2х 4- Зу 4- г =  1 тенглама билан берилган. Текис-j 
ликка параллел булган бирорта векторни курсатинг.

62. Турри чизиц 2х +  Зу z =  \, х +  у  +  z =  1 текисликларнинг] 
кесишмасидан иборат. Шу турри чизицца параллел бирор век-j 
торни курсатинг.



10- с и н ф

н а д  А Р  

КУП ЕКЛИ БУРЧАКЯАР

Иккита ярим текисликдан ва уларни чегаралаб турган умумий 
турри чнзицдан ташкил топган фигура икки ёцли бурчак  дейилади 
(260- раем). Ярим текисликлар икки ёцлн бурчакплпг ёк три, улар
ни чегараловчи тутри чизнц зса икки ёкли бурчакшшг цирраси д е 
йилади.

Икки ёцли бурчакнинг циррасига перпендикуляр текислик унинг 
ёцларини иккита ярим тугри чизиклар буйича кесиб утади. Бу 
ярим тугри чизщлар ташкил этган бурчак икки ёцли бурчакнинг 
чизик, л и бурчаги  дейилади. Икки ёкли бурчакнинг улчови учун

унга мос чизнцли бурчакнинг улчови кабул цилинади. Икки ёцли 
Зурчакнинг ^амма чизицли бурчаклари параллел кучириш натижа- 
:ида устма-уст тушади, демак, улар тенг. Шунинг учун икки ёц- 
ш  бурчакнинг улчови чизик, ли бурчакнинг танланиб олинишига 
ю г лиц эмас.

М а с а л а  (1). Икки ёкли бурчакнинг ёцларида ётган А, В  
нуцталардан бурчакнинг киррасига А А ,,  В В Х перпендикулярлар ту- 
ширилгак. Агар А А 1 — a, В В Х =  b, А 1В 1 =  с ва икки ёкли бур
чак а  га тенг булса, А В  кесманинг узунлигини топинг (261- 
расм).

I: ч или  ш г.. А ХС \\ В В Х ва ВС \\ А ХВ Х тугри чизикларни ут- 
казамиз. A ХВ Х т\три чизик А А ХС  учбурчак текислигига перпен
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дикуляр, чунки у шу текисликдаги "иккита ААг, САг тугри 
чизикда перпендикуляр. Демак, унга параллел ВС турри чизиц 
>;ам шу текисликка перпендикуляр. Шундай ^илиб, ABC— С 
учидаги бурчаги тутри бурчак бу|лган тугри бурчакли учбурчак- 
дир. Косинуслар теоремаси буйича

АС2 =  АА\ +  АХС2 — 2ААХ' 4 xCcosa =  а2 + й 2 — 2afccosa. 

Пифагор теоремасига кура:

АВ =  у  АС2 +  ВС2 =  У  а2 +  b2 — 2ab c o s a + c 2.
Учта ясси (ab), (Ьс) ва (ас) бурчакдан ташкил топган фигура 

уч ёкли бурчак (abc) дейилади (262- раем). Бу ясси бурчаклар уч 
ё^ли б урчакнинг ёклари, уларнинг томонлари эса уч ёк;ли бурчакнинг 
кирралари дейилади. Ясси бурчакла^нинг умумий учи уч ёцли бур-

262- раем. 263- раем.

чакнинг учи дейилади. Уч ё^ли бурчакнинг ёцларидан ташкил 
топган икки ё^ли бурчаклар уч ё^ли бурчакнинг икки ёцли бур- 
чаклари дейилади.

Шунга ухшаш (a1o2aJ . . . ап) куп щли бурчак ^ацидаги ту- 
шунча ^ам (axa 2), (а2аь), (а.,а4), . . . ,  (ап а1) ясси бурчаклар- 
дан тузилган фигура сифатида таърифланади. Куп ёкли бурчак 
учун ёклар, кирралар ва икки ёцли бур
чаклар тушунчаси худди уч ёцли бурчак- 
дагидек таърифланади (263-раем).

М а с а л а  (3). Уч ё^ли бурчакнинг 
ясси бурчакларидан бири у га тенг 
(у <  я), унга ёпишган икки ёцли бур

чаклар эса ф га тенг^ф <  — j. Ясси бур
чак а  ни ва у бурчак текислигининг 
унинг каршисидаги кирра билан таш
кил этган ясси бурчаги р ни топинг.

Е ч и л и ш и .  у бурчак к,аршисида 
ётган кирранинг исталган S нук,тасидан 
у бурчак текислигига S/4 перпендикуляр 
в : унинг томонларига SB, SC перпен-
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! дккулярлар туширамиз (264- раем). Уч перпендикуляр ^якпдп- 
ги теоремага кура A S ,  АС  кесмалар у бурчакнинг томонларп- 
га 'перпендикуляр. Тугри бурчакли SCA, S B  Л учбурчаклар ка- 
тетлари ва царшисида ётган бурчагига кура тепг. Шунинг учуй 
А В  =  АС. Тугри бурчакли АОВ, АОС  учбурчаклар катетига ва 
гипотенузасига кура тенг. Шунинг учуй 

У
Z. АОС =  z_ АОВ =  Куйидагиларга эгамнз:

SC =  —— , АС =  О А
sirrp ’ tg<p

AS AS

sin

OC=-
AC

tg  ■*-' 2

/4S
2 igff sin

tg? tg X '
2

Бундан:

tgee
SC

ОС ''

tg ?-tg - tg

sinrp coscp

KfneK

tgf} =  {grp. sin

Чекли микдордаги текисликлар бплан чегараланган жнем купск 
дейилади. Купёкнинг чегараси унннг сирти дейилади (265- расы).

Агар купёкнинг узи уни чегараловчи текмеликларнинг ;^ар би- 
ридан бир томонда ётса, бундай купёц щварш \: клуп'щ дейилади. 
К,аварик; купёкнинг сирти билан уни чегаралаб тургаи текнеликш ш г

2C-.j- раем.

умумий нисми щ  дейилади. Купай ёкл^риш’нг томонлари ушшг 
цирралари, учлари эса купёкнинг уч.три дейилздн.

Бу таърифни бизга танкш куб :.и c c .v .a  тушуптпргдшз (266- 
расм). Куб цавариц купёкднр. Ун:;,:г сирти олтита квадрат,'ап 
ташкил тоиган: ABCD, ВЕГС,  . . . .  Б у ква.пратлар кубнинг ёкла- 
ридир. Бу квадратларнинг А В, ВС, Г:В, . . . томонлари кубнинг 
цирралари булади. Квадоатл рп::нг А, В , С, D, Е, . . . учлари 
кубнинг учлари булади. К убда отлггп " у л иккита кте?а  ва егк- 
кизта уч бор.

ПРИЗМА
Призма деб иккита параллсл текислак ораенга жойлашгаа бар-, 

ча параллел тугри чизицлар кесмаларпдаа тузилгаа к у п ё ^ а ' 
айтиладики, бу кесмалар шу текиелнклардан бчрида ётган ясси ,



купбурчакни кесиб утади. Призманинг параллел текисликларда ёт- 
ган ёклари призманинг асослари дейилади. Бошка ёклари призма- 
нинг ён щлари дейилади. Унинг ^амма ён ёклари— параллело- 
граммлардир. Призма асослари- 
нинг учларини туташтирадиган кир- 
ралар унинг ён цирралари дени- 
лади. Призманинг хамма ён 1\ир- 
ралари узаро параллел,

267-расмда призма тасвирла::- 
ган. Бу призма а текисликдаги ясси 
Р купбурчакни, яъни A lA 2A-6Ai ...A„ 
купбурчакни кесиб утувчи па- 
раллел турри ш зицларнинг XX' 
кесмаларидан ташкил топтан. 267- раем.
Призманинг асослари Р купбурчак ва а ' текисликдаги унгатенг 
Р' купбурчакдан иборат.Л 1А.гА!2А[, АгА.,А3А2, . . . параллелограммлар 
призманинг ён ёклари булади. АгА'2, А3А'3, . . . кесмалар приз
манинг ён ^ирралари.

Призма асосларининг текисликлари орасидаги масофа призманинг 
баланд лиги дейилади. Призманинг битта срига тегишли булмаган 
икки учини туташтирувчи кесма призманинг диагонали дейилади. 
Призманинг битта ёцца тегишли булмаган икки ён к,ирраси орца- 
ли утувчи те кисля к билан кесими призманинг диагонал кесими 
дейилади. Призманинг ён кирралари асосларига перпендикуляр 
булса, у тугри призма дейилади. Акс ^олда, огма призма дейп- 
лади. Тугри призманипг асослари мунтазам купбурчак булса, у муп- 
тезам призма дейилади.

М а с а л а  (8). Призманинг асоси тсмони а га тенг мунтазам 
олтибурчакдан, ён ёцлари эса квадратлардан нборат. Призманинг 
диагоналларини ва диагонал кесимларининг юзларини топинг.

Е ч и л и  ши.  Призманинг диагонал кесимлари тугри туртбур- 
чаклардан иборат булиб (268- раем), уларнинг асослари призма 
асосларининг диагоналлари, баландлиги эса призманинг баланд- 
лиги булади. Асосининг диагоналларидан каттаси 2а га, кичиги 
а |  3 га тенг. Призманинг баландлиги асосининг томонига (а га) 
тенг эканлиги учун диагонал кесимларнинг юзлари 2а2 ва 
a2V 3 га тенг. Призманинг диагоналлари диагонал кесимларининг 
диагоналларидир. Пифагор теоремасига кура призманинг диаго- 
наллари цуйидагиларга тенг:

У'(2а)2 +  а2 =  а у  5, {а У3 ) г +  а2 =  2а.

Призманинг ён ёклари юзларининг йигиндиси призманинг ён 
сирти (аникроги, ён сиртининг юзи) дейилади. Призманинг тулиц 
сирти унинг ён сирти билан асослари юзларининг йигиндисига тенг.

18.1 - т е о р е м a- T$Fpu призманинг ён сирти асосининг 
периметра билан баландлигининг, яъни ён цирраси 
узунлигининг купайтмасига тенг.
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И с б о т. Турри призманинг 
ён ё^лари—турри туртбурчак- 
лар. Бу турри туртбурчаклар- 
нинг асослари призманинг 
асосида ётган купбурчакнннг 
томонлари буладл, баландлык- 
лзри эса ёи кирраларининг
узу или гига тенг. Бундан V 
призманинг ён сирти

А
S =  -|- CL2l - \-  t . . -f- Qnl =  pi  258- раем. 269- раем.

га тенг дегая натижа чш^ади, бу ерда р — призма асосмимнг пе- 
зиметри, / — ён кирраларининг узунлиги. Теорема исботландп,

М а с а л а  (17). Орма призмада унинг ён кирраларига перпен
дикуляр ва ^амма ёи кирраларини кесиб утадиган кесим утка- 
зилган. Кесимнинг периметри р га, ён ^ирраларн эса / га тенг 
булса, призманинг ён сиртини топинг.

Е ч и л и ш и .  $ тказилган кесим текис тиги призмани икки 
цисмга ажратади (269-раем). Улардан бирин-и призма асослари- 
ни устма-уст тушздиган цилиб параллел; кучирамиз. Натижада 
асоси берилган призманинг кесими, ён к;ирралари эса I га тенг 
турри призмани ^осил циламиз. Бу призманинг ён сирти берил
ган призманинг ён сиртига тенг булади. Шундай цилнб, берил
ган призманинг ён сирти pi га тенг.

Стереометрияда купинча ж хмларнииг, жумтадан, кулёцларнинг 
турли текисликлар билан кесимини цараб чи^ишга турри келади. 
Биз 8 ва 17-масалаларни ечиб, энг оддий ^олларда шундай кесим- 
лар билан иш курган эдик. Одатда, масала жиемнинг пара л л ел 
проекциясини билган ^олда унинг кесимини ясашдан ибораг. Куп- 
ё^ларнинг кесимлариии ясашда фойдаланиладиган баъзи муло^зза- 
ларни келтирамиз.

Даставвал шуни эслатамизки, ^авари^ купёк<нинг кесими ^ава
рии; ва ясси купбурчак булиб, унинг учлари умумий ^олда кесув- 
чи текисликнинг купё^ цирра- т -
лари билан кесишгзи ну^талари, 
томонлари эса унинг eiyiapn би-

ЯССИ КЕСИМЛАРМИ ЯСАШ

лан кесишган кесмаларидан ибо- 
рат.

Т екисликларн и нг кесишган 
турри ч и з и р и н и  ясаш учун, одат- 
да, унинг иккита ну^таси то- 
пилади ва улар ор^али турри чизщ 
утказилади. Турри чизи^ билан
текисликнинг кесишган ну^тасини 
ясаш учун шу текисликда берил-

А В F
270-расм.



ган тугри чизикни кесиб утадиган тугри чизиц топилади. У 
^олда изланаётган ну^та топилган тугри чизи^ билан берилган 
тугри чизицнинг кесишган нуь;тасида булади.

Бу умумий мулохазалар кулланиладиган мисол келтирамиз.
М а с а л а (9). Ён ёклари квадратлардан иборат олти бурчакли 

мунтазам призманинг остки асосининг томони ва ю^ори асоси
нинг унга царши ётган томони ор^али текислик утказинг. Асо
сининг томони а га тенг. Ясалган кесимнинг юзини топинг.

Е ч и л и  ши.  Кесим А В  ва ElDl параллел тугри чизи^лар 
ор^али утади (270-раем). А В  ва EXD1 ^ирралар кесимда купбур- 
чакнинг томонлари ^иссбланади. Бу купбурчакнинг CC^D^D ёц- 
да ётган D4X  томонини топамиз. D4X тугри чизицда биз битта 

нуктани биламиз. Иккинчи нуцта АВ  ва CD тугри чизшугар- 
нинг кесишган нуктаси F булади. Бу ну^та C C ^ D  ёк текис- 
лнгида ва кесим текислигида ётади, демак, уларнинг кесишган 
тугри чизиги DxX да ётади. Du F нуцталарни тугри чизи^ би
лан туташтириб, X нуцтанп ^осил киламиз. D^X кесма кесим
нинг CCiDjD ёкдаги томонидир. Шунга ухшаш Y  нуктани то
памиз. Кесимда изланаётган купбурчак А В Х й хЕ дир.

Энди кесимнинг юзини топамиз. Призма асосидаги олтибур- 
чак кесимдаги олтибурчакнинг ортогонал проекциясидир. Шунинг

учун кесимнинг юзи S  =  бунда S 0— призма асосининг
юзи, а  эса кесувчи текисликнинг асос текислиги билан хосил 
кнлган бурчаги.

ЕА  _L АВ  булгани учун Е 4А ^ А В  (уч перпендикуляр рани
ла ги теорема). Шунинг учун а  =  Z. E A E j^ .E F ^ a ,  АЕ  =  а У З  
(а радиусли айланага ички чизилган мунтазам учбурчакнинг то
мони) булгани учун А Е 1 =  у а 2 +  (а ] /  З)2 =  2а. Шунинг учун 

а
SCC =  -- ;

За°-Уз

-l/ Г  1
cosa =  а V— =  2_ • Призма асосининг юзи S 0 =  6- y a 2sin60°=

га тенг. Шундай килиб, кесим юзи:

S =  —  =  За2.
cosct

ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД
Призманинг асоси параллелограмм булса, бундай призма парал

лелепипед дейилади. Параллелепипеднинг ^амма ёклари паралле- 
лограммлардир. 271- а  раемда егма параллелепипед, 271 - 6  раемда 
тугри параллелепипед тасвирланган.

Параллелепипеднинг умумий учларга эга булмаган ёклари цара- 
ма-кариш ёцлар дейилади.

i 8 . 2 - т е о р е м а .  П аралл елеп и п едн и н г царам а-ц арш и  
ёцлари  п а р а л л е л  ва т енг.

И с б о т и .  Параллелепипеднинг карама-карши ётган иккита ёцни, 
ыасалан, А 1А 2А'2А[ ва А ЯА 4А 4Аj ёкларини куздан кечирайлик (272- 
расм). Параллелепипеднинг хамма ёклари параллелограммлар бул-



2 7 1 - раем. 2 7 2 - раем.

гани учун Лj/lа тугри чизиц A.tAi тугри чизиццз параллел, /1 х/1 i 
турри чизик; эса А 4А'4 тутри чизицца параллел. Бундан, каралаёт- 
ган ёцларнинг текисликлари параллел деган хулоса чицади. Парал- 
лелепипеднинг ёцлари параллелограмм эканлиги учун А^А^ A[A'V 
А'гА ’ъ ва А 2А 3 кесмалар параллел ва тенг. Бундан, А 1А 2А'2А\ ёцни 
A1Ai кирра буйлаб параллел кучириш натижасида у АаА ^ А ' л щ . 
билан устма-уст тушади деб хулоса чицарамиз. Демак, бу ёцлар 
тенг. Параллелепипеднинг исталган бешка иккита ёгининг параллел 
ва тенглиги шунга ухшаш исботланади. Теорема исботланди.

М а с а л а  (21). Параллелепипед учта ёгининг юзлари 1 ма, 
2м2 ва Зм 2 га тенг. Параллелепипеднинг тулиц сиргп нимага тенг?

Е ч и л и ш и. Параллелепипед
нинг царама-царши ётган ёцлари 
тенг ва, демак, юзлари тенг бул- 
гани учун берилган параллеле- 
пипедда юзи 1 м2 дан булган 
иккита ёк, юзи 2 м2 дан булган 
иккита ёк, 3 м2 дан иккита ёц 
бор. Параллелепипедда олтита 
ёь; борлиги учун унинг тулиц сир
ти 2-1 +  2 - 2 +  2 - 3 =  12 м2га тенг.

18. 3- т е о р е м а. П а р а л л е л с -  
пипеднинг д и а го п а л л а р и  бар  
н уц т ада  кесиш ади ва  кгсии:- 
ган  нуцт аси да  т енг иккпгл  
булинади.

И с б о т и. Параллелепипеднинг 
(ихтиёрий) иккита диагопалинп, м> 
салан, А^А3 ва А гА2 диагоналларп- 
ни куздан кечирайлик (273-расм).
Умумий томонн А 2А3 дан иборат 
А 1А2А3А4 ва А 2А'2А зА 3 турт* 
бурчаклар параллелограммлар бул-

' / 

273- раем.



rami учун уларнииг A1Ai ва Л>Аз томонлари узаро параллел, 
демак, улар битта текисликда ётади. Бу текислик царама-^арши 
ё^лар текисликларнни параллел булган A^Av А^А3 турри чизи^- 
лар ■буйлаб кесиб утади. Демак, Ai A1A.2 Аз туртбурчак паралле- 
лограммдир. Параллелепипеднинг А^Аз ва Ai А2 диагоналлари шу па- 
раллелограммнииг ^ам диагоналлари булади. Шунинг учун улар кеси- 
шади ва кесишиш ну^таси О да тенг иккига булинади. Шунга ухшаш 
А}Аз ва А 2Л4 диагоналларнинг, шунингдек, Л ^ з  ва А,Л» 
диагоналларнинг хам кесишганлнги ва кесишнш нуцтасида тенг 
рккига булшшши исботланади. Бундан параллелепипеднинг тур- 
тала диагонали -битта ну к та да кееишади ва кесишган нуцтасида 
тенг иккига булинади деган хулоса чи^арамиз. Теорема исботланди.

18.3-теоремадан параллелепипед диагоналларининг кесишган 
нуцтаси унинг симметрия маркази экани келиб чищди.

М ае.ал  а <(,24). Тутри параллелепипед асосининг тюмоилари 
J 3 см ва 5 см, асосишшг диагоналларидаи бири 4 см. Параллеле

пипеднинг кичик диагонали асос текислиги билан 60° ли бурчак 
Тс шкил этишини-билган .\олда(274-расм) катта диагоналини топинг.

Е ч и л п ш и .  Асосининг иккинчидиагоналини топамиз. Асос 
паралйелогрггммдан иборат, параллелограмм диагоналлари ква- 
дрит-ларитшиг мигиидиси эса унинг томонлари квадратларининг 
тйигещдирапз тенг булга ни учун асоснинг иккинчи диагонали 
У  2 • '2-:!э-— 4,2=  |/5 '2;>4 га тенг. Ён т^ирра 4 tg 60°=4>^3 га 
тенг. Параллелепипеднинг катта диагонали у  -}- (4^3)*—
=  .10 (см) га тенг.
Ассси тугри туртбурчакдан иборат тутри параллелепипед tntjf- 

ри бурчакли параллелепипед дейилади. Турри бурчакли параллеле- 
пипеднкнг ха^ма ё^лари турри туртбурчаклардан иборат.

Х^мма циррялари тенг булган тутри параллелепипед куб дейилади. 
Турри бурчгкли параллелепипеднинг параллел булмаган цир- 

раларшшнг узунликлард унинг чизщш улчовлари дейилади. TyF- 
ри бурчакли параллелепипедда учта чизикли улчови бор-

18.4-т е о р е  ма.  Тугри б у р ч а к л и  парал л ел еп и п едн и н г
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и ст алган  диагоналининг к в а д р а т а  унинг у ч т а  чизгщ- 
ли $л чова  квадрат лари н и н г  йигиндисига т енг.

И с б о т и .  Тугри бурчакли ABCDA'B'C'D' 
параллелепипедпи ^араб чн^амиз (275-раем). 
Турры бурчакли АС'С  учбурчакдан Пифагор 
теоремасига кура:

AC'2 =  АС '2 -f СС'2.
Т угри бурчакли АС В учбурчакда» Пифагор тео
ремасига кура: АС2 =  АВ- +  ВС1. Бундам 

АС'2= С С '2 +  А В 3 4  ВС2.

АВ, ВС, СС' цирралар параллел эмас, демак, 
уларнипг узун'ликлари параллелепипеднинг чи- 
зи^’ли улчевлари булади. Теорема иеботланди.] 

М а с а л а  (33). Тугри бурчакли параллелепипеднинг бир учнда 
учрашган учта ёпшинг диагоналлари а, Ь, с га тенг. Параллеле
пипеднинг чизицли улчовларини топинг.

Е ч и л и  щи.  Параллелепипеднинг чизик, ли улчовларини х, у, 
z билан белгилаймиэ (276-раем). Уларда: хпл-\- у2— с2, у 2-\- г'г=  
—a2, ^-j-x2 =  Ь2. Дастлабки икки тенгламанш ^адма-^ад кушиб 
ва учинчисини айириб, 2 у2 =  с2 -\- а2— b2 ни .узенл ^иламиз.

Бундан: у — (сг+  а -— Ь2). Шунга ухшаш 

х== | / " у  (^2 "Ь 6'2—fl2).> г== \ [ (аМ~ №— с2) ни топамиз.

ПИРАМИДА
Пирамида деб берилгак пу^таннясса купбурчикннаг ну^таларн 

билан туташтирадиган барча кесмалардзн ташкил топгаы. кувёвда 
айтилади. Шу берилган нукта пирамида учи, куибурчак. эса. пи
рамида асоси дейилади Пирамидашшг сирти унинг асосидан ва 
ён ёцларидан и борат. Хэр бир ён сц—учбурчак. Унинг учлармдаа 
бири пирамиданинг учидан ва унга ^арши ётган томшш эса пи
рамида асосининг томокндан и борат. Пирамида учини асиснинг 
учлари билан туташтирадиган ^ирралар пирамиданинг ён цирра- 
лари дейилади. Пирамиданинг учидан асос текислигига туширил- 
ган перпендикуляр пирамиданинг баландлиги дешглади.

277-раемда пирамида тасвирланган. Унин/ асоси АхАг ... Ап 
купбурчак, учи — 5, ён ь^ирралари —5 ^ it S/1.2, ... SAn, баланд
лиги — SX.  Пирамиданинг асоси п бурчэк булса, у п бурчакли 
пирамида дейилади. Учбурчакли пирамида тетраэдр цж  дейилади. 

М а с а л а  (35). Пирамиданинг асоси тошэнларя 6 см ва 8 см 
га тенг тугри туртбурчак. Пирамиданинг ^эр бир ён циррасн
13 см га тенг. Пнра-киданивг балаадлигини ^исобланг.

Е ч и л и ш и .  ^амма ён к,ирралар тенг булгани учуц асос- 
нинг учлари пирамида баландлигипинг аеосидан бир хил масофа- 
да ётади (278- раем)-, яъни АО =  ВО =  СО — DO. Демак, пира
мида баландлигвнйнг асоси асосга таш^и чиэилган айлананинг 
маркази, яъни тугри туртбурчак диагоналларининг кесишган иук-
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277- раем. 278- раем.

таен булади. Шунинг учуй пнрамиданинг баландлиги турри 
бурчакли учбурчакннпг бир катетига тенг булиб, бу учбурчак- 
нинг нккинчи катети ассс диагоналининг ярмига, гипотенузаси 
эса ён цнррага тенг. Асоспнинг диагонали АС — ] / б2 +  82 =  10 см- 
Шунинг учун пираадидаиннг баландлиги S O — У  132— 52=  12 см 
га тенг.
18.5- т е о р е  ма.  П н р а м и д а н и н г  ас ос ига  п а р а л л е л  ва  

у  .и к еси б  $т а дп га ч  т е к и е л п к  ш у  п и р а м и д а га  $хш аш
I* ч рем яда  аж р а т а д п .

И с б о т н .  S  нуцта пнрамиданинг учи, а  унинг асос текислиги 
вл а  кесувчи текиелпк буленп (279-раем). Пнрамиданинг асосида 
иккита нхтиёрпй А' ва Y нуцтаии оламиз. а' текислик XS  ва YS 
кесмаларни А ’ ва У" пукталарда кесиб утади. XY  ва X'Y' тутри 
чизпхлар наралллел, чунки улар битта текисликда — XYS  учбур- 
чак текпелпгида стади вл кесишмайди. SAY ва S X 'Y ' учбурчак-

кади, яъни =  k ннсбат олинган А  нуцтага боглнц эмас. Бун-

X'S Y'S
нисбатлар тенг деган натижа чи-

X'S



дан а' текисликнинг ажратган пирамидаси берилган пирамидани
5  нуцтага нисбатан k коэффициенту™ гомотетик алмаштнриш нати- 
жасида ^осил булади деган хулоса чицади. Гомотетик фигуралар 
эса ухшашдир. Теорема исботланди.

М а с а л а  (36). Пирамиданинг баландлиги туртта тенг кием га 
булпнган ва булиниш нуцталаридан асосига параллел текислик- 
лар утказилган. Пирамида асосининг юзи 400 см2 га тенг. Ке- 
симларнинг юзларини топинг (2 8 0 -раем).

Е ч и л и ш и .  Кесимдаги учбурчаклар пирамида асосига ухшаш
1 2  3

булиб, ухшашлик коэффициентлари —, — ва — га тенг. Ухшаш
фигураларнинг юзлари чизицли улчовларининг квадратлари нис- 
батига тенг. Шунинг учун кесимлар юзларининг пирамида асо

сининг юзига нисбатлари (—j . ( ^ j  , га тенг. Демак, ке- 
симларнинг юзлари куйидагига тенг:

4 0 0 ’ ( 4") =  25 см2’ 400 ‘( 1 ) 2 =  100 см2> 4 0 0 - ( j ) 2 =  225 см2.
Пирамиданинг асоси мунтазам купбурчак ва баландлигининг 

асоси т у  купбурчаккинг маркази билан устма-уст тушеа, бундай 
пирамида мунтазам пирамида дейилади. Мунтазам пирамиданинг 
баландлиги ётган турри чизнц унинг ijku дейилади. Равшанкн, мун
тазам пирамиданинг ён ^ирралари 
тенг; демак, унинг ён ё^лари тенг 
ёнли учбурчаклар экан. Мунтазам пи
рамида ён ёгининг учидан утказил
ган баландлиги апофема дейилади.
Пирамида ён ёцлари юзларининг йи- 
г и н д и с и  у н и н г  ён сирти д е й и л а д и .

18 .6 - т е  о р е м  а .  М у н т а за м  
пирам иданинг ён сирти асоси  
перим ет рининг я р м и  билан  
апоф ем асининг к у п ш т м а с и га  
т енг.

И с б о т и. Агар пирамида асо
сининг томони а, томонлари сони эса п

1а
та булса, пирамиданинг ён сирти:— п =  

anl Pi=  —  =  ~  булади, бунда I — апофема, р  эса асосининг перимет-

ри. Теорема исботланди.
М а с а л а  (51). Асосининг юзи Q, асосидаги икки ёкли бур- 

чаклари ср га тенг булган пирамиданинг ён сиртини топинг.
Е ч и л и ш и .  АХА 2 . . .  Ап— пирамида асосидаги купбурчак 

булсин (281-расм). Пирамиданинг МО баландлигини утказамиз,

17.1- теоремага кура S =  — 1

Шунга ухшаш S . . =  - ~ АгАз° S , , ,, =  аАзА*° ни ^осил ки-•' Д А гА ,М  соБф ’ ДЛ 3Л4М соБф 4 4
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ламиз. Бу тенгликларни ^здма-цад'цупг.б, тепгликнинг чап цис-' 
мида пнрамиданинг ён сиртини, унг цнсмида эса асоснинг Q 
юзини cosср га булинганини хосил киламнз. Шундай цилиб, пи-

О
рамида ен сиртининг юзи ~  га тенг.

18 .5-теоремага кура пирамида гсосининг а  текислигнга парал
лел булган ва пирамидани кесиб утувчи а' текиелпк пирамидадан 
унга ухшаш пирамида ажратадп. Ажратилган б^лакнинг иккинчи 
кис ми цам купец булиб, песик пирамида деб аталади (282-раем). 
Кесик пнрамиданинг параллел булган а ,а ' текисликларда ётган ёц- 
лари пнрамиданинг асослари дейила
ди; цолгаи ёцлари э:а сн 'щла[и де
йилади. Кесик пнрамиданинг асосла
ри ухшаш (>̂ атто гомотетик) купбур- 
чаклардан, ён ёклари эса трапеция- 
лардан иборат. Мунт;:зам пирамидадан 
досил цилинган кесик пирамида мун
тазам кесик пирамида дейилади. Мун - 
тазам кесик пирамиданинг ён ёклари 
тенг ёнли трапециялардир; уларнинг 
йаландликлари апофемалар дейилади. 282- раем.

М а с а  л а (58). Мунтазам кесик пнрамиданинг ён сирти унинг 
асослари периметрлари пнгиндисининг ярми билан апофемаси- 
нинг купайтмасига тенглигини исботланг.
Й Е ч и л и ш и .  Пирамиданинг ён ёклари юцори асосн а, паст- 
ки асоси b ва баландлиги (апофемаси) / булган трапециялардан

иборат. Шунинг учун битта ёцнинг юзи ~  (а +  b) I га тенг.

Хамма ёцнинг юзи, яъни ён сирти ~  (ап +  bn) I га тенг, бун
да ап ва Ьп — асссларнинг периметрлари.

МУНТАЗАМ КУПЁЦЛАР

Агар цавариц купец ёцларининг томонлари сони бир хил бул
ган мунтазам купбурчакдан иборат булса ва шу билан бирга куп- 
ецнинг ^ар бир учида бир хил микдордаги цирралар учрашеа, бун
дам цавариц купец мунтазам купец дейилади.

Мунтазам цавариц купёцларнинг бешта тури бор (283-раем): 
мунтазам тетраздр, куб, октаэдр, додекаэдр, икосаэдр.

)—  ‘

Тетраэдр Куб Октаэдр ИкосаэдрДодекаэдр

283- раем,



Мунтазам тетраэдрнинг ёклари мунтазам учбурчаклардан ибп- 
рат; ^ар бир учида учтадан iyippa бирлашади. Тетраэдр ^амма ^ирра- 
лари тенг булган \чбурчакли пирамидадан иборат.

Кубнинг хамма ёклари квадратлардан иборат; хар бир учида 
учта кирра бирлашади. Куб цирралари тенг булган турри бурчак
ли параллелепипеддир.

Октаэдркннг ёклари мунтазам учбурчаклар булиб, тетраэдрдак 
фаркн шундаки, унинг ^ар бир учида турттадан кирра учраш ди.

Додекаэдрнинг ёклари мунтазам бешбурчаклардан иборат. Унинг 
>*ар бир учида учтадан ь^ирра учрашади.

Икосаэдрнинг ёклари мунтазам учбурчаклардан иборат булиб, 
тетраэдр ва октаэдрдан фар^и шундаки, унинг ^ар бир учида беш- 
тадан кирра учрашади.

М а с а л а  (70). Мунтазам тетраэдрнинг икки ё^ли бурчакла- 
рини топинг.

Е ч и л и ш и .  Тетраэдрнинг S  учидан шу ну^тада учрашувчи 
ёкларпипг S.4, SB, SC баландликларини ва тетраэдрнинг SO ба- 
ландлигини утказамиз (2 8 4 -раем). Агар тетраэдрнинг циррасини

а билан белгиласак, ё^ларининг баландликлари га тенг бу
лади, S/5, SB, SC баландликларнинг тенг- 
лигидан ОА, ОБ, ОС кесмаларнинг тенглиги 
келиб чи^адр,. Бу кесмалар тетраэдр асосида
ги учбурчакнинг томонларига перпендикуляр 
(уч перпендикуляр ^акидаги теорема). Бундан 
О нукта тетраэдр асосига ички чизилган ай- 
лананинг ыаркази булади деган хулоса чи-

кади. Демак, ОА, ОВ ва ОС кесмалар - ~^3 ■
га тенг. А нуцта ётган ^иррадаги икки ё^ли 
бурчакни ф билан белгилаймиз. У ^олда

C0Sfp _  —  _  » У з  , а У з  _ _L „ ̂  70°32' cosrp — ^  -  6 . 2 — 3 , ф ~  /и 6Z .

Тетраэдрнинг бошка кирраларидаги икки ё^ли бурчакларининг 
шундай катталикда экани равшан.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Икки ё!у!и бурчак (бурчак ёги, бурчакнинг ^ирраси) нима?
2. Икки ёкли бурчакнинг чизикли бурчаги нима?
3. Нима учун икки ёкли бурчакнинг улчови чизицли бурчакн инг 

танланишига боглиц эмас?
4. Уч ёкли бурчак (уч ёцли бурчакнинг ёклари ва цирраларф 

нима эканини тушунтиринг.
5. Уч ё^ли бурчакнинг ясси бурчаклари ва икки ё^ли бурчакда- 

ри нима эканини тушунтиринг.
ф. Куп ёкли бурчак нима?
7.  Купё^ нима (купё^нинг сирти нима)?
8 . КанДай купё^ каварик, дейилади?
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9 Кавариц купёк;нинг cfh, цирраси, учи нима?
10. Призма (призманинг асоси, ён ёклари, кирралари) нима?
11. Призманинг баландлиги нима?
12. Призманинг диагонали нима? Диагонал кесим нима?
13. ^андай призма тугри (огма) призма дейилади?
14. К,андай призма мунтазам призма дейилади?
15. Призманинг ён сирти (призманинг тулиц сирти) нима?
16. Тугри призманинг ён сирти асосининг периметри билан приз

ма баландлигининг купайтмасига тенг эканини исботланг.
17. Купё^ларнинг ясси кесимларини ясашда 1<андай муло^азаларга 

асосланилади?
18. Параллелепипед нима?
19. Параллелепипеднинг царама-карши ётгап ёклари параллел ва 

тенг булишини исботланг.
20. Параллелепипеднинг диагоналлари битта нуцтада кесишганлк- 

гмни ва кесишиш ну^тасида тенг иккига булинишини исботланг.
21. Параллелепипед диагоналларининг кесишган нуцтаси унинг 

симметрия маркази эканини исботланг.
22. Кандай параллелепипед тугри бурчакли параллелепипед дейила

ди? Ту яри бурчакли параллелепипеднинг чизи^ли улчовлари нима?
23. Куб нима?
24. Тугри бурчакли параллелепипеднинг исталган диагонзлинннг 

квадрати унинг учта чизмяли улчови квадратларининг йигин- 
дисига тенг эканини исботланг.

25. Пирамида (пирамиданинг асоси, ён ёклари, ^ирралари, баланд- 
лиги) нима?

26. Пирамиданинг асосига параллел текислик ундан шу пирамп- 
дага ухшаш пирамидани ажратишини исботланг.

27. Кандай пирамида мунтазам пирамида дейилади? Мунтазам 
пирамиданинг у^и нима?

28. Мунтазам пирамиданинг апофемаси нима? Мунтазам пирамида
нинг ён сирти асоси периметрининг ярми билан апофемасинипг 
купайтмасига тенг булишини исботланг.

29. Кеснк пирамида нима эканини тушунтиринг. Мунтазам кеспк 
пирамиданинг ён сирти асослари периметрлари йириндисинннг 
ярми билан апофемасининг купайтмасига тенглигини исботланг.

30. Кандай купё^ мунтазам дейилади?
31. Мунтазам купёцларнинг беш турини айтинг ва уларнинг кан

дай тузилганини сузлаб беринг.
МА1ЩЛАР

1. Икки ёцлибурчакнингё^ларида ётган А, В ну^талардан бурчак-
нинг киррасига ААи ВВ1 перпендикулярлар туширилган. Агар 
ЛЛХ=  a, B B i=  Ь, А 1В1 =  с ва икки ёк,ли бурча к а  га тенг 
булса, АВ кесманинг узунлигини топинг.

2. 1-масалада 3, ВВ! =  4, / 4 ^ =  6, АВ— 7 булганда а
икки ёцли бурчакни топинг.

3. Уч ёкли бурчакнинг ясси бурчакларидан бири у га тенг ( у < л ) ,
/ Я\унга ёпншган икки ёцли бурчаклар эса ср га тенг <  —J . Ясси
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бурчак а  ни ва -у бурчак текислигининг царшисидаги цирра 
билан ташкил этган ясси бурчак р ни топинг.

4 Уч ёцли бурчакнинг иккита ясси бурчаклари уткир ва а  га 
тенг, учинчи бурчаги эса у га тенг. Ясси а  бурчаклар цар- 
шисида ётган икки ёцли ф бурчакларни ва у текислик би
лан царшисидаги цирра орасидаги р бурчакни топинг.

5. Учбурчакли тугри призмада асоснингтомонлари 10см, 17см 
ва 21 см га тенг, призманинг баландлиги эса 18 см га тенг. 
Нн цирра ва асоснинг кичик баландлиги орцали утказилган 
кесимнинг юзи ни топинг.

6. Огма призманинг ён цирраси 15 см га тенгва асос текислигига
30° бурчак остида огган. Призманинг баландлигини топинг.

7. Учбурчакли огма призмада си цирралар орасидагн масофа- 
лар 37 см, 13 см ва 40 см га тенг. Катта ён ёги билан унинг 
царшисидаги ён цирра орасидаги масофани топинг.

8. Призманинг асоси томони а га тенг мунтазам олтибурчак- 
дан, ён ёцлари эса квадратлардан иборат. Призманинг диа- 
гоналларини ва диагонал кесимларннинг юзларини топинг.

9. Ей ёклари квадратлардан иборат олти бурчакли мунтазам 
призманинг ичида остки асосинннг томони ва юцори асоси- 
нинг унга царши ётган томони орцали текислик утказниг. 
Асосининг томони а. Ясалган кесимнинг юзини топинг.

10. Учбурчакли мунтазам призма остки асосининг томони орца- 
лп ён ёцлари билан а  бурчак ташкил этувчи тугри чизнцлар 
буйича кесиб утувчи текислик утказилган. Бу текисликнинг 
призма асосига огиш бурчагини топинг.

11. Туртбурчакли мунтазам призмада асосининг иккита цушни 
томонларинингурталари орцали учтаён циррани кесиб ута- 
диган ва асос текислигига а  бурчак остида о тш ган  текис- 
лнк утказилган. Асосининг томони а га тенг. Досил булган 
кесимнинг юзини топинг.

12. Туртбурчакли мунтазам призма асосининг юзи 144 см2, ба
ландлиги 14 см. Призма диагоналини топинг.

13: Туртбурчакли мунтазам призма ён ёгииинг юзи Q га тенг. 
Диагонал кесимнинг юзини топинг.

14. Туртбурчакли мунтазам призма асосининг томони 15 га, ба
ландлиги 20 га тенг. Асосининг томонидан уни кесиб утмай- 
диган призма диагоналигача энг цисца масофани топинг.

15. Учбурчакли тугри призманинг цамма цирралари тенг. Ей
сирти 12 м2 га тенг. Баландлигини топинг.

16. Туртбурчакли мунтазам призманинг ён сирти 32 м2га, тули^ 
сирти эса 40 м2 га тенг. Баландлигини топинг.

17. Огма призмада унинг ён цирраларига перпендикуляр ва 
хамма ён цирраларини кесиб утадиган кесим утказилган. 
Кесимнинг периметри р га, ён цирралари эса I га тенг бул- 
са, призманинг ён сиртини топинг.

18. Учбурчакли огма призманинг ён цирралари орасидаги ма- 
софа 2 см, 3 см ва 4 см, ён цирралари эса 5 см. Призма- 
нинг ён сиртини топинг.
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19. Асосининг а томони ва I ён киррасига курз: 1) уч бурчакли;
2) туртбурчакли; 3) олтибурчакли мунтазам призманинг ту- 
лиц сиртини топинг.

20. Учбурчакли мунтазам призма асосининг томони ва бу томон 
каршисидаги кирранинг уртасидан утадиган текислнк асос би
лан 45° ли бурчак ташкил этади. Асосининг томони I га тенг. 
Призмгнинг ён сиртинн топипг.

21. Параллелепипед учта ёгининг юзи 1 м2, 2 м2 ва 3 ы2 га тенг. 
Параллелепипеднинг тулик сирти нимага тенг?

II . Тутри параллелепипед асосининг томонлари 6 м ва 8 м булиб, 
30° бурчак ташкил этади, ён кирраси 5 м га тенг. Шу парал
лелепипеднинг тулик, сиртини топинг.

23. Тугри параллелепипед асосининг томонлари 3 см ва 8 см; уларора- 
сидаги бурчак 60°.Ён сирти 220 см2 га тенг.Тулиц сиртини топинг.

24. Тут ри параллелепипед асосининг томонлари 3 см ва 5 см, асоси
нинг диагоналлари дан бири 4 см. Параллелепипеднинг кичик 
диагонали асос теккслиги билан 60° ли бурчак ташкил этишн- 
ни билган холда катта диагоналини топинг.

25. >̂ ар бир цирраси а га тенг, асосининг бурчаги 60° га тенг бул
ган турри параллелепипеднинг диагоналларини топинг.

26. Турри параллелепипеднинг ён ^ирраси 5 м га, асосининг томон
лари 6 м ва 8 м га, асосининг диагоналларидан бири 12 м га 
тенг. Параллелепипеднинг диагоналларини топинг.

27. Тугри памл.’-елепипеднинг ён цирраси 1 м га, асосининг томон* 
лари 23 дм в 1 11 дм га тенг, асосининг диагоналлари эса 2 :3  
каби нисбатда. Диагонал кесимларининг юзларини топинг.

28. Тугри бурчакли параллелепипеднинг диагоналларини унинг 
учта улчовига кура топинг: 1) 1, 2, 2; 2) 2, 3, 6; 3) 6, 6, 7.

29. Кубнинг цирраси а га тенг. Кубнинг бир учидан цолган икки 
учини туташтирувчи диагоналигача булган масофани топинг.

30. Тугри бурчакли параллелепипед асосининг томонлари 7 дм ва
24 дм, параллелепипеднинг баландлиги эса 8 дм. Диагонал 
кесимнинг юзини топинг.

31. Тугри параллелепипеднинг учта улчови буйича сиртини то
пинг: 10 см, 22 см, 16 см.

32. Агар тугри параллелепипеднинг баландлиги h, асосининг юзи Q, 
диагонал кесимининг юзи эса М булса, унинг ён сиртини топинг.

33. Тугри бурчакли параллелепипеднинг бир учида учрашган уч 
ёгининг диагоналлари а, Ь, с га тенг. Параллелепипеднинг 
чизицли улчовларини топинг.

34. Пирамиданинг асоси — тенг ёнли учбурчак булиб, бу учбурчак- 
нинг асоси 12 см, ён томони эса 10 см. Ён ё^лар асос билан 
^ар бири 45° дан булган икки ёцли бурчакларни ташкил кила- 
ди.Пирамиданинг баландлигини топинг.

35. Пирамиданинг асоси томонлари 6 см ва 8 см га тенг тутри 
туртбурчак. Пирамиданинг ^ар бир ён цирраси 13 см га 
теиг. Пирамиданинг баландлигини ^исобланг.

36. Пирамиданинг баландлиги туртта тенг к,исмга булинган ва 
булиниш нуцталаридан асосига параллел текисликлар утка-
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знлган. Пирамида асосининг юзи 400 см3 га тенг. Кесимлар-
нинг юзларини топинг.

37. Пирамиданинг баландлиги 16 м га тенг. Асосининг юзи 512 
ма га тенг. Агар асосга параллел ^олда утказилган кесим
нинг юзи 50 м2 булса, бу кесим асосдан ^андай масофада булади?

38. Пирамиданинг асоси мунтазам учбурчакдан иборат; ён ёцларидан 
бири асосга перпендикуляр, долган иккитаси асосга а  бурчак 
остида огншган.Ён кирралар асос текислигига ^андай огишгаи?

39. Пирамиданинг асоси гипотенузаси а га тенг булган тугри 
бурчакли учбурчакдан иборат. Х,ар бир ён цирраси асос текис- 
лиги билан р бурчак ташкил к,илади. Пирамиданинг ба- 
ландлигини топинг.

40. Пирамиданинг гсоси катетлари 6 см ва 8 см булган тугри 
бурчакли учбурчак. Х,амма ён ёклари асос текислиги билан 
60 бурчак ^осил цилади.Пирамиданинг баландлигиии топинг.

41. Учбурчакли мунтазам пирамида асосининг томони орцали ун- 
га карши ётган ён ь^иррага перпендикуляр текислик утказил
ган. Агар асоснинг томони а, пирамиданинг баландлиги h бул
са, кесим юзини топинг.

42. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг баландлиги 7 см 
га, асссининг томони эса 8 см га тенг. Ён циррасини топинг.

43. Пирамиданинг асоси параллелограмм булиб, унинг томонларн 
3 см ва 7 см, диагоналларидан бири 6 см; пирамиданинг ба
ландлиги диагоналлар кесишган ну^тадан утиб, 4 см га тенг. 
Пирамиданинг ён ^иррасини топинг.

44. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг учидаги ясси бурча- 
ги а  га тенг. Пирамида асосидаги икки ё^ли х бурчакни топинг.

45. 1) Учбурчакли; 2) туртбурчакли; 3) олтибурчакли мунтазам 
пирамида асосининг а томони ва b ён ^иррасига кура баланд- 
лигини топинг.

46. 1) Учбурчакли; 2) турт бурчакли; 3) олти бурчакли мунтазам 
пирамида асосининг а томони ва b баландлигига кура апо})2- 
масинн топинг.

47. 1) Учбурчакли; 2) туртбурчакли; 3) олтибурчакли мул- 
тазам пирамида асосининг а томони ва b баландлигига кура 
ту лиц сиртини топинг.

48. Олтибурчакли мунтазам пирамиданинг ён цирраси а, асос и га 
ички чизилган айлананинг радиуси г булса, тулиц сиртини топинг.

49. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг ён сирти 14,76 м2 га, 
тулик, сирти 18 м2 га тенг. Пирамида асосининг томонини ва бз- 
ландлигини топинг.

50. Асосининг а томони буйича ва диагонал кесими асосига тенг- 
дош эканини билган ^олда турт бурчакли мунтазам пирамида
нинг ён сиртини топинг.

51. Асосининг юзи Q, асосидаги икки ёкли бурчаклари <р и  
тенг булган пирамиданинг ён сиртини топинг.

52. Асосининг юзи Q га, ён сирти S га тенг булган мунтазам 
пирамида асосидаги икки ёкли бурчакларини топинг.

53. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг ён цирраси 10 см га.



ён сирти эса 144 см® га тенг булса, асосини lit томонини ва эпо- 
фемасини топик?.

54 Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг ён цирраси 5 см га, тулиц 
сирти 16см2га тенг булса,шу пирамида асосининг томонини топинг.

55. Пирамиданинг асоси диагоналлари 6 м ва 8 м га тенг ромб; 
пирамиданинг баландлиги ромб диагоналларининг кесишган нуц- 
тасидан утади ва 1 м га тенг. Пирамиданинг ён сиртини топинг.

56. Пирамиданинг асоси— томонлари 40 см, 25 см ва 25 см бул
ган тенг ёнли учбурчак. Пирамиданинг баландлиги 40 см ли 
томон каршисида ётган бурчакнинг учидан утади ва 8 см га 
тенг. Пирамиданинг ён сиртини топинг.

57. Пирамиданинг ассси квадрат, баландлиги асосининг учларидан 
бири орцали утади. Агар пирамида асосининг томони 20 дм га, 
баландлиги эса 21 дм га тенг булса, унинг ён сиртини топинг.

58. Мунтазам кесик пирамиданинг ён сирти унинг асослари пе
риметрлари йигиндисининг ярми билан апофемасишшг купайт- 
масига тенглигини исботланг.

59. Туртбурчакли мунтазам кесик пирамиданинг баландлиги 7 см 
га тенг. Асосларининг томонлари 10 см ва 2 см га тенг. Пи
рамиданинг ён киррасини топинг.

60. Учбурчакли мунтазам кесик пирамида асосларининг томон
лари 4 дм ва 1 дм. Ён цирраси 2 дм. Пирамиданинг баланд
лигини топинг.

61. Туртбурчакли мунтазам кесик пирамиданинг баландлиги 2 см 
га, асосларининг томонлари 3 см ва 5 см га тенг. Пирамида
нинг диагоналини топинг.

62. Учбурчакли мунтазам кесик пирамида асосларининг томон
лари 2 см ва 6 см. Ён ёги катта асоси билан 60’ ли бурчак 
ташкил цилади. Баландлигини топинг.

63. Учбурчакли мунтазам кесик пирамида катта асосининг томо
ни а, кичик асосининг томони Ь. Ён цирраси асоси текислиги 
билан 45° ли бурчак ташкил этади. Пирамиданинг ён цир- 
расидан ва уцидан* утувчи кесимнинг юзини топинг.

64. Туртбурчакли мунтазам кесик пирамиданинг баландлиги 4 га 
тенг. Асосларининг томонлари 2 ва 8 га тенг. Диагонал ке- 
снмларининг юзларини топинг.

65. Учбурчакли мунтазам кесик пирамида асосларининг томонла
ри 8 м ва 5 м, баландлиги 3 м. Остки асосининг томони ва 
устки асосининг унга царши ётган учи орцали кесим утказинг. 
Кесимнинг юзини ва кесим билан остки асос томони орасида
ги икки ёцли бурчакни топинг.

66. Туртбурчакли мунтазам кесик пирамида асосининг томонлари 
8 м ва 2 м. Баландлиги 4 м га тенг. Тулиц сиртини топинг.

67. Баландлиги h, асосларининг томонлари а ва b булган: 1) уч 
бурчакли; 2) туртбурчакли; 3) олтибурчакли мунтазам ке- 
сик пирамиданинг тулиц сиртини топинг.

68. Куб ёцларининг марказлари октаэдрнинг учлари булишини,
♦Мунтазам кесик пирамиданинг уци мос туда пирамиданинг уь;и билан 

устма-уст тушзди.
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октаэдр ёкларининг марказлари эса кубнинг учлари булншн- 
нн исботлаиг.

69. Кубнинг ^арама-^арши ёкларидаги узаро параллел булма- 
ган иккита диагоиалининг учлари тетраэдрнинг учлари эканини 
исботланг.

70. Мунтазам тетраэдрнинг икки ёкли бурчакларини топинг.
71. Октаэдрнннг икки ёкли бурчакларини топинг.

Никита параллел 1екислкк орасига жойлашган ва бу текис- 
ликлардан бирпдагк доираки кссиб ^тадкган ^амма параллел TyF- 
ри чизнклар кесмаларидан ташкил топган жисм цилиндр (аникроги 
доиравгй цилиндр) дейилади. Учлари бу доиранинг айланасида 
ётгаи кесыглзр цилиндрнинг ясовчилари дейилади.

Цплшдрникг сирти цилиндр асссларидан — параллел текислик- 
ларда ётгак иккита тенг доирздаи ва ён сиртидан иборат.

Цилиндрнинг ясовчилари ассс текисликларнга перпендикуляр 
булса, бундай цилиндр тф ри 'цилиндр дейилади. Келгуси баёни- 
мизда биз факат тугри цилиндрпи кузда тутамиз ва уни кпскалик 
учун цилиндр деб атаймиз.

285-расмда тугри цилиндр тасвнрлаиган. У а  ва а ' параллел 
текислнклар орасига олинган параллел тугри чшикларнинг XX'

кесмаларидан ташкил топган. а, а  текясликлардаги К, К' доира- 
лар цилиндрнинг асослари ^исоблападн.

Тугри цнлнндрии тугри туртбурчакни айлантириш yiyi вазифасини 
бажарган бпрор томони атрофида айлантиришдан ^осил цилинган 
жисм деб караш мушшк (286-раем).

Цилиндр асосининг радиуса цмлиидрнинг радиусы дейилади. 
Цилиндр асосларининг текиелнклари орасидаги ыасофа цклнпдр- 
нинг баландлиги дейилади. Асосларининг марказларидан утувчи 
TyfpH чизнк цилиндрнинг уки дейилади. Бу yi< ясовчиларга па-

f*-§. АЙЛАНМА ЖИСМ,ПАР 
Ц И ЛИ НДР

185- рас:.;. .об- расы.
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раллел булади. Цилин дриикг у к, и орцали утувчи кесим ун; кесим 
дейилади. Цилиндрнинг ясовчиси орцали утиб, бу ясовчи орцали 
утадиган щ  кесим га г.ерпендикуляр текислик цилиндрнинг урин- 
ми те кис лиги дейилади.

М а с а л а  (2). Цилиндрнинг уц кесими — юзи Q га текг 
квадрат. Цилиндр асосининг юзнни топинг.

Е ч п л и ш и. Каадратиикг томони Y  Q га тенг. У асосининг

19.1-т е о р е м  а. Ц илиндр ига п ер п ен ди к ул я р  т е
к и сл и к  унинг ён сирт ини асос ай л ан аси га  т енг а й л а н а  
бряпча кесади .

И с б о т .  р — цилиндрнинг уцига перпендикуляр текислик бул- 
син С287-расм). Бу текислик цилиндр асосларига параллел. Р те- 
кисликии цилиндрнинг г.сос текислиги билан устма-уст туши-

237- рас.м. 288- раем.

рузчн цилиндр уки йуналшшдагн параллел кучириш ён сиртнинг 
Р текислик з^осил кплп.а кесимии асос айланаси билан устм а-уст  

___ туширади. Теорема исбэтланди.

М а с а л а  (7). Цилиндрга олти бурчакли мунтазам призма 
нчки чизилган. Цилиндр асосининг радиуси баландлигига тенг 
булса, призма ён ёги диагонали билан цилиндр уци орасидаги 
бурчании тонниг.

259- раем.

Цилиндрга инки чизилган призма деб 
шундай нризмага айтиладики, унинг 
асослари цилиндрнинг асосларига ички 
чизилган тенг купбурчаклардан иборат. 
Унинг ён цирралари цилиндрнинг ясов- 
чнларн булади (288- а раем). Цилиндрга 
т а и щ и  чизилган призма деб шундай 
прпзмага айтиладики, унинг асослари 
цилиндрнинг асосларига ташци чизилган 
тенг купбурчаклардан иборат. Унинг ён 
ёклари текисликлари цилиндрнинг ён 
сиртига уринади (2 8 8 -6  раем).
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Е ч и л и ш и .  Призманинг ён ёцлари — квадратлар, чунки 
айланага ички чизилган мунтазам олтнбурчакнинг томони ради- 
усга тенг (289- раем). Призманинг цирралари цнлиндрнннг уцнга 
параллел, шунннг учун ён cfh диагонали билан цилиндр уци 
орасидаги бурчак диагональ билан ён цирра орасидаги бурчакка 
тенг. Бу бурчак эса 45° га тенг, чунки ёцлар — квадратлярдир.

Конус (аницрори домравий конус) деб шундей жгемга айтпла- 
дикн, у берилган нуцтани бирор дойра нуцталари билан туташги- 
рувчи х;амма кесмалардан ташкил топган буллб, берилган иуцта 
конус учи, донра эса конус асоси дейилади. Конус учини асос 
айланаси нуцталари билан туташтирувчи кесмалар конуснинг ясов- 
чилари дейилади. Конусниш сирти асос и д.ш ва ён сиртидан иборат.

Конуснннг учи билан асос айланасининг марказшш туташтирув- 
чи турри чизиц асос текислигига перпендикуляр булса, бундай 
конус тугра конус дейилади. Бундан кейин биз фацат тугри 
конуенн цараймиз ва уни цисцалик учун конус деб атаймиз.

290- раемда тутри конус тасвирланган. Унинг учи S нуцта, 
асоси эса а  текисликдаги К. дойра булади. Конус S умни асоси
нинг А' нуцталари билан туташтирувчн >;аыма SX кесмалардан 
^осил цилинган.

T yFpH  конусни тутри бурчакли учбурчакни айлантириш уци 
вазифасини бажарган катети атрофида айлантнришдан ^осил цилин
ган жисм деб цараш мумкин (291- раем).

Конуснинг учидан унинг асосига туширилган перпендикуляр 
конуснинг баландлиги дейилади. Тугри конус баландлигининг асо- 
си асос маркази билан устма-уст тушади. Тугри конуснингбаланд- 
лигидан утувчи TyFpii чизиц унинг у щ  дейилади. Конуснинг уци 
орцали утувчи текислик билан кесими щ  кесим дейилади. Конуснинг 
ясовчиси орцали утувчи ва бу ясовчи орцали утказилган уцкеенмга 
перпендикуляр текислик конусиинг уринма текислиги дейилади.

КОНУС

290- раем. 291- раем. 292- раем.
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М а с а л а  (12). Тенг томонли конус (ук кесими — мунтазам 
учбурчак) асосининг радиуси R  га тенг. Ораларидаги бурчаги 
а  га тенг булган икки ясовчи орцали утказилган кесимнинг 
юзини топинг.

Е ч и л и ш и .  Кесим тенг ёнли учбурчакдан иборат булиб, 
унинг ён томонлари асоснинг диаметрига (2 R  га) тенг Ва бу 
томонлар орасидаги бурчак а  га тенг (292-раем). Бу учбурчак-
нинг юзи ~  (2R) (2R) sina =  2R2 sin а  га тенг.

19. 2 - т е о р е м а .  К онуснин г $цига  перпендикуляр те
ки сл и к  конусни  д о й р а  буйпча кесади, ён сиртини эса 
м а р к а зи  конуснинг \)хида ж ой лаш ган  айлана буйича ке
сиб  $>тади.

Н с б о т и .  р— конуснинг уцига перпендикуляр ва конус билан 
кесишадиган текислик булсин (293- раем). Р текисликни 
асос текислиги билан устм а-уст туширувчи конус учига

и неба'; ап гомотетше алмаштирнш конуснинг Р текислик билан кеси- 
мшш конуснинг асоси  билан устм а-уст  туширади. Демак, кон ус- 
шшг текислик билан кесими доирадир, ён сиртининг кесими эса 
маркази конус укида жоилашган айланадир.

Конусиииг уцига перпендикуляр текислик ундан кичик конус 
аж ратади. Долган цисми кесик конус дейилади (294- раем).

М а с а л а  (15). Конус учидан d масофада тургаи ва асосга 
параллел булган текислик конусни кесиб утади. Конус асосининг 
радиуси R, баландлиги ьса Н булса, кесимнинг юзини топинг.

Е ч и л и ш и .  Кспусиинг уц кеекмини утказамиз (295-раем).
А В SOSAB ва SAiBx учбурчакларнинг ухшашлигидан - ^ 1- =  ^  ни

;:осил циламиз. AB — 2R, A^BL =  2г (г—кесимдаги доиранинг 
радиуси), OS — Н, OjS =  d, булардан:

с

А
293- раем. 294- раем, 295- раем,

2R -  И ’
2 г d
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Асоси конус асосидаги айланага ички чизилган купбурчак бу- 
либ, учи эса конусыинг учида булган пирамида конусга ички чи
зилган пирамида дейилади (296- раем). Конусга ички чизилган 
пирамиданинг ён киррасн конуснинг ясовчнлари булади. Асосн

конускинг асосига ташци чизилган купбурчак булиб, учи эса конус- 
нинг учи билан устма-уст тушган пирамида конусга таищи чизилган 
пирамида дейилади (297- раем). Таищи чизилган пирамида ён ёц- 
лариниигтекисликлари конуснинг уринма текнеликлари булади.

М а с а л а  (27). Пирамиданинг ^амма ён цирралари тенг. Бу 
пирамиданинг бирор конусга ички чизилган эканини исботланг.

Е ч и л и ш и. Пирамиданинг учидан асос текиелнгнга SO 
перпендикуляр туширамиз (298- раем) ва пирамиданинг ён кпр- 
ралари узунлигини I билан белгилаймиз. Асосининг учларн О 
нуцтадаи бир хил /? = " ) / /2— OS2 масофада узоцлашган. Бун- 
дан пирамида конусга ички чизилганлиги тугрисида хулоса чица- 
ди; бу конуснинг учи пирамиданинг учи, асоси эса маркази О 
ва радиус R дан иборат доирадир.

Фазошшг берилгаи нуцтадан берилган масофадан катта булмаган 
узоцликда ётган ^амма иуцталаридан иборат жисм шар дейилади. 
Берилган нуцта шарнинг маркази, берилган масофа эса шарнинг 
радиуси дейилади. Шарнинг чегараси шар сирти ёкн сфера деб 
аталади. Шундай цилиб, шарнинг марказидан раднусга тенг масо
фа цадар узоцлашган ^амма нуцталари сферанинг нукталарндир. 
Шар марказини шар сиртининг нуктаси билан туташтирувчн истал- 
ган кесма хам радиус дейилади. Шар сиртининг икки нуцт.:.сшш 
туташтирувчи ва шарнинг марказидан утувчи кесма диаметр дейи
лади. Истаган диаметрнинг учлари (охирларп) шарнинг дчаметрал 
царама-царши нуцталари дейилади.

Цилиндр ва конус каби шар ^ам айланма жиемдир. У ярим 
доирани унинг диаметри атрофида айлантириш натижасида хосил 
цилинади (299-раем).

S

293- раем. 297- раем, 298- раем.

ШАР
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CJ3

299- 1 асм.

19.3-т е о р е м а .  Ш арнинг цандай т еки слкк  бплсп  
кесими доирадир . Бу дои р а н и м  м а р к и за  ш аркипг м ар-  
к азп дан  кесувчн т ек и сл и к к а  т углирклган  перпекдику-  
л я рн и н г  acocudvp.

И с б о т  и. а —кесувчи текислик ва О—шарнинг маркази булсин 
(300-раем). Шарнинг марказидан а  текисликка перпендикуляр 
туширамиз ва бу периендикулярнинг асосини О' билан белгилг.й- 
миз.Х —шарнинг (5 текисликка тегишли ихтлёрий нуктаси буленн. 
Пифагор теоремасига кура ОХ'2 =  ОО'2 О'Х1. Аммо ОХ кес:.:а
шарпннг R рлдиусидан к а п а  булмагани учун О'Х <  V  Я* — ОО* 
яъни шар билан а  текислик кесимииинг исталган ьухтаси O' ну; -
тадан У R1— ОО'2 дан ка ! та булмаган масофада, демак, бу ну} та
маркази О' нуктада ва радиуси у R2— 0 0  га тенг доирага те
гишли. Ахсиичл, бу докрашшг исгплган X пухтаси шар га тегишли. 
Бу sea шаркипг а  текислик билам кесими из;.казн О' ну^тада 
булган дойра демакдир. Теорема исботланди.

Тео,’гмани;;г псбстпдаи шар:п;лг текнелпк б.;;;аи кесимида \о- 
сил :у!ли:1гап домранннг радпуешш

Г<’ =  Y ^ i Z T o o 7'.г
формула бунича хкеоблаш мумкни деган хулоса чш^ади. Бундан, 
шар марказидан бир хил масофага узо^лшиган текисликлар шир
ни тенг дойралар дуйича tweud утиши  куриннб турибди. а  теки с
лик шарнинг марказига цаича якин булса, яъни 00'  масофа цанча 
кичик булса, а текислик кесигушдаги дсира шунча катта булади. 
Шарнинг марказидан утган текислик кесимида энг катта дойра 
лрет булади. Бу доиранинг радиуси шар радиусига тенг.

Шарнинг марказидан угадиган текислик диаметрал текислик 
дейилади. Шарнинг диаметрал текислик билан кесими катта дой
ра дейилади (301- раем), сферанинг кесими эса катта айлана 
дейилади.

М а с а л а  (29). Шар раднусининг уртасидан уига перпенди
куляр текислик уткззилган. Х,оснл цилннган кесим ю зининг кат
та дойра юзига иисбатини топинг.
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с02-  раем.

Е ч и л и ш и. Шарнинг раднуси R булса (302- раем), кесимда- 

ги доиранинг раднуси — ( y j  =  R ] /  - -  га тенг. Б у дои-

71 (Я  } / \
ра юзининг катта дойра юзига нисоати . га тенг.

тсД'2 4

19. 4 - т е о р е м а .  Ш арнинг и ст а л га н  диаж страл т е-  
кислиги  унинг си м м ет ри я  т еки сли ги  б у л а д к .  Ш арнинг  
м а р к а з и  унинг си м м ет ри я  м а р к а зп д п р .

И с б о т и .  а — диаметрал текислик ва X — шарнинг иггиёрий 
нуктаси булсин (303- раем), а ге- 
кисликка нясбатан X  нуцтага сим
метрии X' пуктани яса-'миз. XX' кес
ма а текпеликка перпендикуляр ва 
\ ни бу текислик тенг иккнга булади 
(,4 нуцтада). Тугри бурчакли ОАХ  ва 
ОАХ' учбурчакларнинг тенглигидан:
ОХ' =  ОХ. ОХ<М, бупдан O X '<R ',  
яъни X  нуктага енмметрик ну^та 
шарга тегишлидир. Теорсманинг би- 
ринчи даъвоси исботланди.

Энди X" — шар марказига нисГа- 
тан X  нуктага симметрии ну к та бул- 303- раем.

304- раем. 305- раем.
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син. У ^олда ОХ" — ОХ <  R, ят-ни X"  нуцта шарга тегишли. 
Теорема тула исботланди.

Шар сиртидаги А иуцтадан утиб, шу нуцтага утказилган ради- 
усга перпендикуляр текислик уринма текислик дейилади. А нуцта 
уриниш нуцтаси дейилади (304- раем).

19.5-т е о р е м а .  У ринм а т екисли к  ш ар билан ф ацат  
бит т а у м ум и й  н у ц т а га  — уриниш нуцт асига  э га .

И с б о т и .  а — шарга уринма текислик ва А— уриниш нуцтаси 
булсин (305- расы), а  текисликда А нуцтадан фаркли ихтиёрий X  нуц- 
тани оламиз. О А— перпендикуляр, ОХ — огма булгани учун 
О Х > О А =  R. Демак, X  нуцта шарга тегишлиэмас. Теорема исбот
ланди.

Шар сиртидаги А нуцтадан утувчи ва шу нуцтага утказилган 
радиусга перпендикуляр тутри чизиц уринма дейилади.

19.6-т е о р е м а .  Ш ар си рт и даги  гсгп алгап  нукт адан  
чексиз н у  к ури н м а  ут ади , у л а р м т г  ^алгмгеси ы арнинг  
ури н м а  т еки с ли  гид а ёт ади.

И с б о т и .  Х(ац1]цатан, о:— шаршнг А нуцтасидаги уринма текис
лик булсин (305- раемга царанг). У ^олда а  текисликдаги А нуц- 
тадан утувчи ^ар цандай тутри чизиц 0.4 радиусга перпендикуляр 
ва, демак, уринма булади. А иуцтадан утувчи исталган уринма
0,4 радиусга перпендикуляр, демак, а  текисликда ётади.

М а с а л а  (33). Радиуси R га 
тенг шар томони а га тенг мун
тазам учбурчакпгнг хгмма томонла- 

■ рига уринади. Шар марказидан уч-
б урча к текг.сл;:гпп:ча мгссфани то- 
пинг.

Е ч и л и ш и .  А, В, С— шарнинг
учбурчак 70:.:сн.гаг::га уриниш 
нуцталари булсин (306- расы). Шар- 
нинг О маркаапдгн учбурчак те- 
кпелипта OOi перпеидикулярни 
•туширампз. ОА, О ',  ОС кесмалар 
учбурчак томопларига перпендику
ляр. Уч перпендикуляр хацидаги 
теоремага кура 0 1А, ОхВ, ОхС кесма

лар .\ам учбурчакшшг m jcтомоиларигаперпе!!дн::уляр. Тугри бур- 
чаклн 0 0 х Л, OOill, ООгС учбурчакларнинг юн-г лиги учуй (уларда 
ООL катет умумий, гипотепузалари sea радиусга тенг) томонлар 
тенг: ОхЛ =  ОгВ — Ofi.  Демак, 0 1 — учбурчзкка ички чизилган

аПлаианинг маркази. Бу айлашишпг радиуси, бпз бплампзкн,^— -
га тенг. Пифагор теоремасига кура излапаётгаи маезфаил топа- 
миз. Бу масофа цуйндагига тенг:

у щ г ^ о л *  =  У  R* -  ~ .
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СФЕРА ТЕЙГЛАМАСИ

Сфера тенгламасини х, у, г декарт координаталарида тузамиз. 
Сферанинг маркази А (а, Ь, с) нуцтада, радиуси эса R булсин. 
Сферанинг нукталари фазонинг шундай нукталари ва фацат шун- 
дай нуцталаридан иборатки, бу нуцталардан А нуцтагача масофа 
R га тенг. (х, у, г) нуцтадан А нуцтагача масофанинг квадрата 

(х — а)2 +  (у — Ь)2 +  (г — с)2 
га тенг. Шунинг учун сферанинг тенгламаси

(х— а)2 +  (у— Ь)2+  (г—с)2=  Я2 
куринишга эга. Сферанинг маркази кординаталар боши булса, сфе
ранинг тенгламаси ушбу куринишни цабул цилади:

Х2 +  У2+  Z2 =  R2.
М а с а л а  (43). (О, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0) нуц- 

талардан утувчи сфера тенгламасини топинг.
Е ч и л и ш и ,  Сферанинг тенгламаси (х — а)2 +  (у — Ь)2 +  

+  (2 —с)2 — R2 куринишга эга эканини биламиз. Берилган нуц- 
таларнинг координаталари бу тенгламани цаноатлантириши керак. 
Уларни тенгламага цуйиб, а, Ь, с ва R номаълумларга нисба- 
тан тенгламалар системасини ^осил циламиз:

о2 +  Ь2 +  с2 =  R2, 
а2 +  fc2 +  (1 — с)2 — R2, 
а2 +  (1 — Ь)2 + с 2 =  R2,
(1 — a)2 +  b2 + с 2 =  R2.

Биринчи тенгламани бошкаларидан ^адма-^ад айириб, 2с — 1 =-0, 
2b — 1 = 0 ,  2а — 1 =  0 ни ^осил циламиз. Бундан:

а = у .  Ь = Т ,  c =  i ,  R =  V а2 +  b2 +  С2 = ] / ! .
Сферанинг изланаётган тенгламаси:

( х - | ) 2 +  ( ^ / - | ) 2 +  ( г - | ) 2 = | ]-

19.7- теорема. И кки т а сф еранинг кесиш ган чизиеи  
а й л а н а д и р .

И с б о т и. Сфераларнинг марказларини туташтирувчи тугри чи- 
зицни х уци деб цабул киламиз. (а, 0, 0) нуцта биринчи сфера
нинг маркази, унинг радиуси булсин, (b, 0, 0) нуцта иккинчи 
сферанинг маркази, R2 эса унинг радиуси буксин. Сфераларнинг 
тенгламалари цуйидагича:

(Х- а ) * + у 1 +  г2 =  Я Д  (0
( x - b ) 2+ y 2 +  z2 =  R22. (2)

(1) ва (2) тенгламаларни цаноатлантирадиган фазо нукталари 
сфераларнинг кесишган нуцталаридир. Шунинг учун улар (1) ва (2) 
тенгламаларни ^адма-^ад айириш натижасида ^осил килинадиган 
тенгламани, яъни
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2(b — a)x =  Rl — Rl — a2 -f V  (3)
тенгламани каноатлантиради. Бу тенг- 
лама yz  текисликка параллел текислик
нинг тенгламасидир. Шундай килиб, 
сфграларнипг кесишыаси (3) тенглама 
билан берилган текисликнинг берялган 
сфгозлардан истагапн билан кесншмаси- 

•jj дан фзрк килмайдп. Бу кесишманинг ай-
ол,  • ' *лана эканини биз биламиз. Теорема ис-
307- расы. ,  1

ботлакдн.
М а с а л а  (45). Радиуси R булган пккита тенг шар шундай 

жойлашганкн, бнрининг маркази пккпнчисинннг сиртида ётади. 
Бу шарлар снртларшшнг кесишган ч и з и р и  узуилигини топинг.

Е ч и л и ш и .  Шзрлйршшг марказларндан кесим утказамиз 
(307-расы). Масалада суз бораёгган чкзик айланадир (19.7-тео
рема). У нинг радиуси томонлари R га тенг булган тенг томон-

ОТ/!ли 0А 0Х учбурчакнккг балаидлнгига тенг. Баландлиги —| — 
га тенг. Демак, излакаётган чизицнинг узунлиги я R У з  га тенг.

ТДКРОРЛАШ УЧУН САЗОЛЛАР

1. Доиравий цилиндр (цилиндрнинг ясовчисн, цилиндрнинг асос- 
лари ва ён сирти) нима эканини тушунтиринг.

2. К,андай цилиндр тутри цилиндр дейилади?
3. Цилиндрнинг радиуси, цилиндрнинг баландлиги, цилиндрнинг 

у^и, цилиндрнинг ук кесими, цилиндрнинг урннма текислиги 
нима?

4. Цилиндрнинг уккга перпендикуляр текислик унинг ён сиртини 
асосининг айланасига тенг айлана буйвча кесишини исботланг

5. Цилиндрга нчки чизилган (цнлиндрга ташци чизилган) призм I 
нима?

6. Доиравий конус, конуснинг у1ш, конуснинг ясовчиси, конус-
нинг асоси, конуснинг ён сирти нима?

7. 1^андай конус тугри конус дейилади?
8. Конуснинг баландлиги, конуснинг уки, конуснинг ук кесими,

конуснинг уриныа текислиги нима?
9. Конуснинг у!<ига перпендикуляр текислик унинг ён сиртини 

маркази конуснинг укида жойлашган айлана буйича кесишини 
исботлзнг.

10. Кесик конус нима?
11. Конусга кчки чизилган (коиусга таш^и чизилган) пирамида 

деб ка1!Дай пирамидага айтилади?
12. Шар нимч, шар сирти ёки сфера нима?
13. Шарнинг радиуси, шарнинг диаметри нима? Шарнинг цандай 

нукталари диаметрал карама- царши нуцталар дейилади?
14. Шарнинг текислик билан кесишмаси дойра эканини исботланг.
15. Кандай текислик шарнинг диаметрал текислиги дейилади? 

Катта донра нима?



16. Шарнинг исталган диаметрал текнслиги унинг симметрия те- 
кислнги булади. Шарнинг маркази унинг симметрия маркази 
булади. Шуларни исботланг.

17. Кандай текислик шарга уринма текислик дейилади?
18. Уринма текислик шар билан фацат битта умумий нуцтага— 

уриниш нуцтасига эгалигиин исботланг.
19. Кандай тугри чизиц шарга уринма дейилади? Шар сиртидаги 

истаган нуцтадан чексиз куп уринма тугри чизицлар утиши- 
ни, улар шарнинг уринма текислигида ётишини исботланг.

20. Сфера тенгламасини чицаринг.
21. Иккита сферанииг кесишиш чизиги айлана эканини исботланг.

МАШЦЛАР
1. Цилиндр с.сссциннг радиуси 2 м, баландлиги 3 м. Уц кесимн- 

нннг диагоналини топинг.
2. Цилиндрнинг уц кесими — юзи Q га тенг квадрат. Цилиндр

асосининг юзини топинг.
3. Цилиндрнинг баландлиги 6 см, асосининг радиуси 5 см. Ци- 

линдрнинг уцига параллел равишда ундан 4 см масофада 
жойлашган кесимнинг юзини топинг.

4. Цнлимдрникг баландлиги 8 дм, асосининг радиуси 5 дм. Цилиндр 
текислик бпЛгШ шундай кесилганки, кесимда квадрат ĵ o- 
снл цнлпнган. Бу кеснмдан уццача масофани топинг.

5 Цилиндрнинг баландлиги 6 дм, асосининг радиуси 5 дм. 10 дм 
узуилпкдагп берилган кесманинг учлари иккала асос айлана- 
ларида стали. Бу кесмадан уццача булган эиг цисца масофа
ни топинг.

6. Тенг томонли (диаыетри баландлпгига тенг) цилиндрнинг юцо- 
ри асос айланасидагн нуцта сстки асос айланасидаги нуцта 
бил. н туташтнрнлган. Бу нуцталарга утказилган радиуслар 
орасидаги бурчак 60° га тенг. Утказилган тугри чизиц билан 
цилиндр уци орасидаги х бурчакни топинг.

7. Цилиндрга олти бурчакли мунтазам призма ички чизилган. 
Цилиндр асосининг радиуси баландлигига тенг булса, призма ён 
ёгн диагонали билан цилиндр уци орасидаги бурчакни топинг.

8. Цилиндрнинг баландлиги 2 м, асосининг радиуси 7 м. Бу 
цилиндрга квадрат огма цплкб шундай ички чизилганки, 
квадратнинг учлари цилиндр асосларининг айланаларида ёта- 
ди. Квадратнинг томонини топинг.

9. Конус асосининг радиуси 3 м, баландлиги 4 м. Ясовчиснни топинг.
10. Конуснинг / ясовчиси асос текислигига 30° бурчак остида 

огншган. Баландлигини топинг.
11. Конус асосининг радиуси //. Уц кесим тугри бурчакли уч- 

бурчакдан иборат. Уц кесимнинг юзини топинг.
12. Тенг томонли конус (уц кесими—мунтазам учбурчак) асосининг 

радиуси R га тенг. Ораларидаги бурчаги а  га тенг булган 
икки ясовчи орцали утказилган кесимнинг юзини топинг.

13. Конуснинг баландлиги 20, асосининг радиуси 25. Конуснинг



учидан утиб, асосининг марказигача масофаси 12 га тенг 
булган кесимнинг юзини топинг.

14. Конус асосининг радиуси R, ясовчиси эса асос текислигига 
а  бурчак остида огишган. Конуснинг учидан унинг баланд
лигига ф бурчак остида текислик утказилган. ^осил булган 
кесимнинг юзини топинг.

15. Конус учидан d масофада турган ва асосга параллел булган 
текислик конусни кесиб утади. Конус асосининг радиуси 
R, баландлиги эса Н булса, кесимнинг юзини топинг.

16. Конуснинг баландлиги Н. Кесимнинг юзи конус асоси юзи- 
нинг ярмига тенг булиши учун асосга параллел текпсликни 
конус учидан кандай масофада утказиш керак?

17. Конус баландлигининг уртасидан унинг I ясовчисига парал
лел тугри чизии; утказилган. Конус ичидаги тугри чизиц 
кеемасининг узунлигини топинг.

18. Конуснинг ясовчиси 13 см, баландлиги 12 см. Конус асосига 
параллел тугри чизиц билан кесилган; ундан асосгача масо- 
фа 6 см га, баландликкача масофа эса 2 см га тенг. Бу тугри 
чизиц кеемасининг конус ичига олинган узунлигини топинг.

19. Конус асосининг радиуси R ва баландлиги Н берилган. Ун- 
га ички чизилган кубнинг киррасини топинг.

20. Конуснинг радиуси R ва баландлиги Я  берилган. Унга ён 
ёцлари квадратлардан иборат булган уч бурчакли мунтазам 
призма ички чизилган. Призманинг циррасини топинг.

21.) Кесик конус асосларининг радиуслари 3 м ва 6 м, баландли
ги 4 м. Ясовчисини топинг.

22. Кесик конус асосларининг радиуслари R ва г\ ясовчиси асос
га 45° бурчак остида огишган. Баландлигини топинг.

23. Кесик конуснинг ясовчиси 2 а га тенг ва асосга 60° бурчак 
остида огишган. Бир асосининг радиуси иккинчисиникидан 
икки марта катта. Радиусларнинг ^ар бирини топинг.

24. Кесик конус асосларининг радиуслари 3 дм ва 7 дм, ясовчиси 
5 дм. Уц кесимининг юзини топинг.

25. Кесик конус асосларининг юзлари 4 дм2 ва 16 дм2. Баланд
лигининг уртасидан асосларига параллел текислик утказилган. 
Кесимнинг юзини топинг.

26. Кесик конус асосларининг юзлари М ва т. Асосларига парал
лел урта кесимнинг юзини топинг.

27. Пирамиданинг ^амма ён цирралари тенг. Бу пирамиданинг 
бирор конусга ички чизилган эканини исботланг.

28. Радиуси 41 дм булган шар марказидан 9 дм масофадаги те
кислик билан кесилган. Кесимнинг юзини топинг.

29. Шар радиусининг уртасидан унга перпендикуляр текислик 
утказилган. Х,осил цилинган кесим юзининг катта дойра юзи- 
га нисбатини топинг.

30. Шарнинг радиуси R. Радиуснинг учидан унга 60° ли бурчак 
остида текислик утказилган. Кесимнинг юзини топинг.

31. Радиуси R булган шар берилган. Унинг сиртидаги бир нуц- 
тадан иккита текислик утказилган: бири — шарга уринма те-
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кислик, иккинчиси — бирипчисига 30° бурчак остида утказил
ган. Кесимнинг юзини топинг.

32. Ер шарннинг радиуси R. Агар параллелнинг кенглиги 60°
булса, унинг узунлиги кандай?

33. N шацри шимолий кенгликнинг 60° ида жойлашгаи. Ернинг 
уз уци атрофнда айланиши натижасида бу шацар 1 соатда 
цандай масофани утади? Ернинг радиусини 6000 км га тенг 
деб олинг.

34. Шар сиртида учта нуцта берилган. Улар ораларидаги тугри 
чнзнкли масофалар 6 см, 8 см, 10 см. Шарнинг радиуси 
13 см. Маркгздгн шу нукталар орцали утувчи текисликкача 
масофани тспинг.

35. Шарнинг ди-'кетри 25 см. Унинг сиртида А нуцта ва цамма 
нуцталари тугри чизиц буйича цнсобланганда Л нуцтадан 
15 см массфг-да ётган айлана берилган. Шу айлананинг ра- 
днуснни толппг.

36. Ярим шар ds унга : чки чпзплган конус умумий асосга ва 
умумий баландлккка зга. Балаидликнииг уртасидан асосига 
параллел тек: слик утказилган. Конуснинг ён сирти билан 
ярим шар сирти оггсига олпнган кесимнинг юзи асос юзи- 
иипг ярмнга тенг булпииши исботланг.

37. Ж асмин иккита концеитрик шар сиртлари чегаралаб тури'>ди
(ичн буш шар). Ж нсмшшг бу шарлар марказидан утадиган 
теааслпк билан кесими ички шар сиртига уринувчн кесимга 
тан гдош эка и и;-: и и с б отл а и г .

38. Радиуси R га тенг шар <о: они а га тенг мунтазам учбурчак- 
шпп >;/ ыма тсксаларкга урпаади. Шар марказидан учбурчак 
темхлнгггпча ыг.ссфапп тспинг.

39. Учбурчакгинг томонлари 13 см, 14 см, 15 см. Учбурчак те- 
клс :;ii! ндаи учбурчакшшг цамма томонларига уринадиган шар- 
г ы т  паркагнгача масофани топинг. Шаршшг радиуси 5 см.

40. Рс; или дпагсналларн 15 см ва 20 см. Шар сирти унинг 
цаама томонларнаа уринади. Шарнинг радиуси 10 см. Шар
ила,• маркааплаа ромб темислигигача масофани топинг.

41. Шар сиртида ётган нуцтадан узаро перпендикуляр иккита 
терпели; утна-шлган булнб, улар шарни радиуси г, ва гг 
булган айлапалап буйича г :сади. Шарнинг R  радиусини топинг.

42. Шарнинг радиуси 7 см. Ушшг сиртида узунлиги 2 см га тенг 
умуапа ватарга ага булган иккита айлана берилган. Айлаиа- 
ларн.нпг теки-лаклари перпендикуляр экаиини бнлган холда 
улЕрпгнг радиусларпни топинг.

43. (0, 0, 0), (0, б, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0) нукталгрдан утувчи 
сфера тенглаласааи тапнаг.

44. (0, 0, 0i, ( 4 ,  0, 0), (0, 4, 0) нукталар дан утувчи ва радиуси
3 га тенг сфера теагламасини топинг.

45. Ралнуск R булган иккита тенг шар шундай жойлашганки, 
биривинг маркази иккнпчисипинг сиртида ётади. Бу шарлар 
сиртларинннг кссншган чнзиги узунлигини топинг.

46. Шарляршянг радиуслари 25 дм ва 29 дм га, улариинг марказ-



лари орасидаги масофа эса 35 дм га тенг. Шарларки:1Г сирт- 
лари кесишадиган чизикнинг узунлигини топинг.

47. Томони а булган кубга ташк,и чизилган шаркинг радиусини 
топинг.

48. ^ирраси а га тенг булган мунтазам тетраэдрга танди чизилган 
шарни топинг.

49. R радиусли шар кесик конусга ички чизилган. Конус ясовчи- 
сининг остки асос текислигига огиш бурчаги а  га тенг. Ке
сик конус асосларининг радиусларини ва ясовчиснни топинг.

50. п бурчакли мунтазам призма R радиусли шарга ички чизилган. 
Призма асосининг ^ирраси а  га тенг. 1) п = 3 ;  2) п = 4 ;
3) п = 6  булганда призманинг баландлигини топинг.

51. п бурчакли мунтазам пирамида асосининг томони а га тенг, 
асосидаги икки ё^ли бурчаги ср га тенг. Пирамидага ички чи- 
зилган шарнинг радиусини топинг.

52. п бурчакли мунтазам пирамида асосининг томони а га тенг 
ва ён ^ирраси асос текислигига а  бурчак остида огищган 
булса, пирамидага ташки чизилган шарнинг радиусини топинг.

53. Турт бурчакли мунтазам пирамида асосининг томони а га, 
учидгги текис бурчаги эса а  га тенг. Ички чизилган ва таш
ки чизилган шарларнинг радиусларини топинг.

54. R радиусли шарга учидаги ясси бурчаги а  га тенг булган уч 
бурчакли мунтазам пирамида ички чизилган. Пирамиданинг 
баландлигини топинг.

20- §. ЖИСМЛАРНИНГ ^АЖМЛАРИ 
Х А Ж М  ТУШУНЧАСИ

Бири куб шаклида, иккинчиси истаган шаклда бу лган иккита 
идишни куз олдимизга келтирайлик (308-раем). Иккала идиш су- 
юцлих билан тулдирилган булсин. Фараз л эй лик, биринчи идиш- 
нн тулдириш учун т кг сукиушк, иккинчи идишни тулдирии 
учун п кг суюцлик керак булсин. Иккинчи идиш биринчисидан
™ марта катта дейиш табиийдир. Иккинчи идиш биринчисидан
кеча марта катта эканини курсатувчи 
сонни иккинчи- идишнинг %ажми дей- 
миз. Бу ерда биринчи идиш улчов бир- 
лиги ^исоблаиади. Х>ажм тушунчасининг 
бу таърифидан унинг цуйидаги хоссалари 
вужудга келади. Биринчидан, ^ар бир 
ндишни тулдириш учун маълум ми^- 
дорда суюцлик кераклиги учун >;ар бир 
идиш маълум (мусбат) з^ажмга эга. Ик- 
кинчидан, тенг идишларни тулдириш 308- раем,
учун тенг мщдорда суюцлик керак. Шу-
нинг учун тенг идишларнинг ^ажмлари ^ам тел г. Учинчидан, 
агар бир идишни икки ^иемга булинса, бутун идишни тулдириш 
учун керак буладиган сую^лик ми^дори унинг ^исмларини тулди -
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риш учун керак буладиган суюцлик микдорндан иборат булади. 
Шунинг учун бутун идишнинг ^ажми унинг цисмлари ^ажмларп- 
нинг йигиндисига тенг.

Биз берган таърпфга кура идишнинг ^ажмини билиш учун уни 
сукжлнк билан тулднриш керак. Х,аётда бунинг тескарисини ци- 
лишга TyFpn келадн. Идишни суюцлик билан тулдирмасдан туриб, 
уни тулднриш учун зарур буладиган сугоцлик мицдорини билнш 
талаб цилинадн. Агар биз идишнинг ^ажмини бнлганимизда эди, 
идишнинг .\ажмини бирлик ^ажмни тулднриш учун зарур булган 
суюцлпк мицдорига купайтнриб, суюцлик мицдорини топгаи булар 
эдик. Идишнинг ^ажмики цандай билиш мумкин?

Агар жисмни сони чекли булган тетраэдрларга, яъни уч бур
чакли пирамидаларга ажратиш мумкин булса, у ^олда бундай жисм- 
ни оддий жисм деб атаймнз. Жумладан, призма, пирамида, уму- 
ман, каварпц купец оддий жисм ^иссбланади. Дозир биз оддий 
жисмларнииг хажмларини ^иссблаш учун формулалар топамиз ва 
шу билан ^ажмнинг юкорида санаб утилган учта хоссаси уни ту- 
ла аннцлашнни исботлаймиз.

ТУГРИ БУРЧАКЛИ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДНИНГ *АЖ М И

Тугри бурчакли параллелепипеднинг ^ажмини топамиз. 309- 
расмда хзжм улчсви бирлиги булган куб ва хажми улчаниши лозим 
булган тугри бурчакли параллелепипед тасвирланган. Кубнинг цир- 
раси узунлик блрлш и булнб хизмат цилади.

Аввал параллелепипеднинг а, Ь, с кирраларишшг узунликлари 
чекли уили касрлар билан ифодаланган ^амда вергулдан кейинги 
хоналар сони п дай ош.лаган \олнн цараб чицамиз.

Кубнинг битта учидан чиццан цирраларини 10". та тенг булак- 
ка ажратамиз ва булиниш иуцталаридан бу кирраларга перпенди
куляр текисликлар утказамиз. Бунда куб цирралари ^  га тенг 

булган 10" • 10я • Ю" =  103'1 та кичнк кубга ажралади.

309- раем.
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Кичик кубнинг ^ажмини топаыиз. Хажмнинг хоссасига кура 
катта кубнинг з^ажми кичик кублар з^ажмларининг йипшдисига 
тенг. Катта кубнинг з^ажми бирга тенглиги, кичик кублар соки
эса 103л га тенглиги учун кичик кубнинг х,ажми га тенг.

-у- =  а Ю'1, -у- =  МО" , -у - =  с 10" сонлар бутун сонлар 

ТО"’ №  То»
булгани учун параллелепипеднинг ^ирраларини ~  га тенг булган
бутун сондаги ^исмларга ажратиш мумкин. а киррада'улар а Ю" 
та, b 1уфрада 610" та, с циррада с10я та булади. Кирраларнинг 
булиниш ну^галаридан ^ирраларга перпендикуляр текисликлар ут-
казамиз. Бунда биз параллелепипеднинг томони булган кичик
кубларга ажралишини курамиз. Уларнинг сони а Ю'1 • Ь10” -с 10" =  
=  'а6с103/‘ га тенг. Параллелепипеднинг з^ажми ундаги кичик куб
лар з^ажмларининг йигиндисига тенг. Кичик кубнинг з^ажми 

га, уларнинг сони эса abc • 103я га тенглиги учун параллелепипед- 
нинг з^ажми abc ■ 103л • =  abc га тенг.

Энди а, Ь, с кирралардан камида биттаси чексиз унли каср 
билан ифодаланадиган зфлни ^араб чицамиз. а сонининг п та унли 
ра^а мигача ками билан ва ортиги билан олинган талфибий циймат- 
ларини аг ва а2 билан белгилаймиз, b ва с сонларнинг ушандай 
аншушкдаги таедибий цийматларини Ьу ва Ь2, сх ва с., билан бел
гилаймиз. Кирралари аь  bh сх булган параллелепипеднинг .^ажми 
берплган параллелепипедникидан кичик, чунки уни берилган па
раллелепипеднинг ичига жойлаштириш мумкин. К,иРРалаРн аг> 2̂» 
с2 булган параллелепипеднинг з^ажми берилган параллелепипедни- 
кидан катта, чунки берилган параллелепипедни унинг ичига жой
лаштириш мумкин. Исботланганга кура цирралари а и blt сх бул
ган параллелепипеднинг з^ажми а1Ь1с1 га теиг, ^ирралар и а2, Ь2, 
с2 булган параллелепипеднинг з^ажми эса а.2Ь.2с2 га тенг. Шун
дай ^илнб, берилган параллелепипеднинг з^ажми а хЬ1с1 ва а2Ь2с3 
орасида ётади. аф^Су ва а 2Ь2с2 микдорлар abc сонининг ол- 
диндан берилган аникликдаги тацрибий цийматини бергани учун, 
п етарлича катта булганда V =  abc булади. Шундай килиб, 
т урри б у р ч а к л и  п араллелепипедни нг х а ж м и

V =  abc 
ф о р м у л а  буйича л;исобланади.

М а с а л а  (3). Агар кубнинг з̂ ар бир кирраси 2 см орттирил- 
са, унинг з^ажми 98 см3 ортади. Кубнинг ^ирраси ^анчага тенг?

Е ч и л и ш и. Кубнинг ^иррасини х билан белгилаймиз, у 
холда (л: +  2)3— х3 =  98, яъни х 1 4- 2 х — 15 =  0. Тенгламанинг 
иккита илдизи бор: х — 3, х =  — 5. Фа^ат мусбат илдиз гео
метрик маънога эга. Шундай килиб, кубнинг цирраси 3 см га 
генг.
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OFMA ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДНИНГ КАЖМИ
Орма параллелепипеднинг ^ажминн топамиз (310-а раем). ЕС цир- 

ра орцали ABCD  нинг асосига перпендикуляр текислик утказамиз ва 
параллелепипедни ВВ1В2СС\С2 уч бурчакли призма билан тулдира- 
миз. Энди ^осил цилинган жиемдан АО  циррадан утувчи ва ABCD 
асосга перпендикуляр равишда утказилган текислик ердамида зр-

сил цилинган уч бурчакли призманн ажратпб тзшлаймнз. Натижада 
яна параллелепипед ^осил киламиз. Бу параллелепипеднинг ^ажми 
дастлабки параллелепипеднинг ^ажмнга тенг. Дацицатан, тулди- 
рилган призма ва ажратиб ташлангаи призма АВ  кесма цадар па
раллел кучиришда устма-уст тушади, демак, бир хил .ржмга эга. 
Параллелепипедни юцорида курсатилган алмаштирпш натпжаенда 
унинг асоси, юзи ва баландлиги сакланадп. Шунингдек, иккита 
ён ёгининг текисликлари сакланадп, колгаг; иккитасп зса асосига 
перпендикуляр булади. Бундай алмаштпришни ог-ма ёцларга яна 
бир марта цулланиб, ^амма ён ёцлари асосига перпендикуляр бул
ган параллелепипедни, яъни тугри параллелепипедни ^ссил цнла- 
миз. З^осил цилинган тугри параллслешшедда шунга ухшаш ал- 
маштиришлар бажариб, яъни аввал 1 призма билан тулдприб, 
сунгра 2 призмани ажратиб ташлаб, тугри бурчакли параллеле
пипед ^осил киламиз (310-б раем). Бундай алмаштирпш паралле
лепипеднинг ^ажмини, асосининг юзини ва баландлпгини сацлайди.

Тугри бурчакли параллелепипеднинг ха;кми унинг чпзшули ул- 
човлари купайтмасига тенг. Иккита чизпкли улчевинппг купаитма- 
си параллелепипед асосининг юзи, учинчи улчовн— унинг баланд- 
лигидир. Шундай килиб, тугри бурчакли параллелепипеднинг з^ажмн

асосининг юзи билан баландлигинннг ку- 
пайтмасига тенг знай. Берилган паралле- 
лепипеднн тугри бурчакли параллелепипед- 
га юцорида тасснфлангандек алмаштирнш- 
да ^ар гал з^ажм, асосининг юзи вз баланд- 
лигн сацланганн учун дастлабки паралле
лепипеднинг .’уж .ш  .\ам асосншшг юзи билан 
баландлигининг купайтмасига тенг булади.

Шундай килиб, иста л г а л  п а р а л 
л е  л е т т е д н и а г  х а ж м п  асо с  ю зи  би
л а н  б а л а н д л и г ж г .н г  к у п а й т м а с и г а  

311-раш. т ен г .
1 7- 2039 257



М а с а л а  (9). Т}три параллелепипед асосининг а ва ft то*
моилари 30° ли бурчак ташкил 1<нладн. Ён сирти S га тенг.
Унинг ^ажмини тспинг.

Е ч и л и ш и .  Баландликни х билан белгилаймиз (311-раем).
У з^олда: (2а - f  2Ь)х — S. Бундан х =  2l^~pTj' Параллелепипед

асссинииг юзи ab s i n 3 0 ° = y  га тенг. /\ажми тенг.

П РИЗМ АНИНГ * А Ж М И

Призманинг з^ажмини топамиз. Аввал учбурчакли призман! 
караймиз (312-раем). Уни раемда курсатилгандек параллелепипедг 
тулдирамнз. О ну^та параллелепипеднинг симметрия маркази бу 
ладн. Шунинг учун тулдирилган призма берилган призмага О нуц 
тага нисбатан симметрик, демак, з^ажми берилган призманинг з̂ аж 
мига тенг. Шундай цилпб, ясалган параллелепипеднинг з^ажм: 
берилган призма хажмининг иккнланганига тенг.

Параллелепипеднинг з^ажми асосининг юзи билан баландлиги 
пинг купайтмасига тенг. Асосининг юзи эса ABC учбурчак юзи 
пинг иккнланганига тенг, баландлиги эса дастлабки призма баланд 
лигнга тенг. Демак, дастлабки призманинг з^ажми асосининг юз! 
Силан баландлигининг купайтмасига тенг.

Энди ихтиёрий призмани караймиз (313-раем). Унинг асосин 
учбурчакларга ажратамиз. А  — шу учбурчаклардан бири булсин 
А учбурчакнинг ихтиёрий X ну^тгеидан ён к;ирраларига паралле.. 
тутри чизик, утказамиз. ах — шу тутри чизи^нинг призмага тегиш- 
ли кесмаси булсин. X нукта Д  учбурчакни айланиб чикданда ах 
кесмалар учбурчакли призмани туляззади. Х,ар бир учбурчак учун 
шундай призма ясаб, берилган призмани уч бурчакли призмаларга 
ажратамиз. Бу призмалар з^аммасининг баландлиги дастлабки приз
ма баландлигига тенг.

Дастлабки призманинг з^ажми упи ташкил этувчи учбурчакли 
призмалар з^ажмларишшг йипшдисига тенг. Исботланганга кура
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учбурчакли призманинг цажми асосининг юзи билан баландлигининг 
купайтмаснга тенг. Бунда берилган призманинг ^нжми топнладн:

V — S,H +  S 2H -f- . . . +  Sn И =  {Sy +  S2 +  . . . +  Sn ) H , 
бу ерда S L, S2, . . . , Sn — призма асосида булиниш натнжасида 
^осил цилинган Л  учбурчакларнинг юзлари, Н эса призманинг 
баландлиги. А  учбурчаклар юзларининг йнгиндиси берилган приз
ма асосининг S юзнга тенг. Шунинг учун

V =  S/J.
Шундай цилиб, и ст алган  при зм ан и н г х(аж м и  асоси

нинг ю за  билан балан дли ги н и н г куп ай т м аси га  тенг.
М а с а л а  (21). Огма призмада ён кнрраларига перпендику

ляр ва х !мгла ён кирраларшш кесиб утадиган текислик утка
зилган. Хоснл цилинган кесим юзи Q, ён цирралари эса / га 
тенг булса, призманинг цажмшти т о п и н г .

Е ч и л и ш и .  Утказилган кесимнинг текислиги призм ни ик- 
ки цисмга ажратадн (31 4 - раем). Улардан бнрнни призма асос
лари устма-уст тушадиган цилиб параллел кучирамиз. Бунда 
тугри призма цосил цнламиз, унинг асоси дастлабкн призманинг 
кесими, баландлиги эса / га тенг. Бу призманинг цажмн цам 
дастлабки призма цчжмнга тенг. Шундай цилиб, берилган приз- 
маншт хчкми QI га тенг.

ПИРАМИДАНИНГ ХАЖМИ
УчОурчаклп пнрамиданинг цажмини топиш учун уни тенг пн- 

рамидалар билан параллелегшпедга тулгазишга ва шу билан парал
лелепипеднинг цажмнни билпшимиздан фойдаллниб, пирамиданинг 
Цажмини топншга царакат цилмоц таблий. Афсуски, бу йул умумий 
цолда иш бермайди. Шунинг учун баз бзшца усулдан фондалаиамнз.

Пирамиданинг баландлигини п та тенг булакка ажратамиз ва 
булиниш нуцталари орцали пирамида асосига параллел текисликлар 
утказамкз (315-а раем). Бунда пирамида цатламларга ажралади. 
^\ар бир бупдай цатлам учун иккита призма ясаймнз: 315- раемда

31 O' pciCMj
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курсатилгандек, цатламни уз ичига олган призма (315-6 раем) ва 
цатламда ётган призма (315-е раем).

Пирамиданинг учидан ^исоблаганда т- ^атламининг ^ажмин и
V билан белгилаймиз. Пирамида катламини уз ичига олган приз- 
манинг асоси пирамиданинг асосига ухшаш ва шунинг учун унинг 
юзи S j га тенг, бунда S — пирамида асосининг юзи. Приз-

-  Н SH m 2манинг баландлиги —, шунинг учун призманинг ^ажми — — га

тенг. Призма пирамида цатламини уз ичига олгани учун унинг
з^ажми катта. Бундан:

,7  ̂SHtn2 SH , /  , ч,
V m <  —  [ (m  +  l )3 —  m 3],

чунки m >  О булганда ( m+l ) 3~ m3 =  3m° +  3m+i  >  m \
3 3

Пирамиданинг .\ажми цуйндагига тенг:

v =  V i+  г 2 +  . . .+  y n< s£  [ ( « +  i)2-  И =

sjl 
з n ) n6

1\атламдаги призманинг ^ажмн цатлам ^ажмидан кичик бул
ган и учун m >  1 булганда

Vm >  —  >  f i  [ («  -  I)3 ~  («* -  2)3],m n°  3n 3
чунки m >> 1 да

(m— l)3 — (m — 2)3 _  (m— l)3 —[(от—1)— l]3 _
3 ~  3 ~

=  (m— l)2 — (in — 1) + y <  ( m— l)2.

Бундан:
V =  ^  +  V2 +  +  ••• +  Vn > ^ - ( « - l ) 3= f  (l -  ± J .

Шундай килиб, 5Я Л ___L)3 <; V' <  —  / 1 -f- —V
3 \  n )  3 \  n j

п етарлича катта булганда тенгсизликнинг унг ва чап цисмлари 
SM—  дан жуда кам фар^ килади, демак, улар орасидаги V катта-

SH  , с  ,, SHлик ^ам —  дан жуда кам фар^ цилади. by эса V =  —  булган
3 3

дагина юз беришн мумкин.
Шундай килиб, и ст а л га н  у ч б у р ч а к л и  пирам и данинг  

% аж ми асосининг юзи- б и л ан  б а л а н д л и ги  к уп ай т м аси -  
н и н г  учдан  бирига  т енг:

V — — SII.  
з

Энди учбурчакли булмаган исталган пирамидами олайлик. 
Унинг асосиниД!, Д 2, ... , Д я учбурчакларга ажратамиз. Асослари
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шу учбурчаклардан иборат, учлари эса берилган пирамиданинг 
учи булган пирамидалар берилган пирамидани ташкил этади. Бе
рилган пирамиданинг ^ажми уни ташкил этувчи пирамидалар 
^ажмларининг йигиндисига тенг. Бу пирамидаларнинг балакдлик- 
лари берилган пирамиданинг Н баландлигига тенг булгани учун 
берилган пирамиданинг ^ажми

+  - Jr S n) = l  SH
га тенг.

Шундай ^илиб, ист ал ган  пирам и данинг ^ а ж м и  асоси
нинг ю зи  билан  б ал ан д л и ги  к$п айт м асини нг учдан  би- 
р и г а  т енг.

М а с а л а  (42). Асосларининг юзлари 
Qx ва Q2 (Q1 >  Q2) ва баландлиги h бул
ган кесик пирамиданинг ^ажмини то
пинг.

Е ч и л и ш и .  Берилган кесик пира.ш- 
данибутун пирамидага тулдирамиз (316- 
расм). х — унинг баландлиги булсин. 
Кесик пирамиданинг хажми иккита бу- 
тун пирамида ^ажмларининг айнрмасига 
тенг: улардан бири — асосининг юзи 
Qj ва баландлггп х, иккинчиси— асо
сининг юзн Q2 ва баландлиги х — h

316- раем.

булган пирамидалар. Бу пирамидаларнинг ухшашлигидан х ни
А У &топамиз: Qi

миданинг ^ажми: 

3

-  Ш ) ' -  * =  у 4

V = ■Q2

Кесик пира-

h
V_Qi — V^2 \ У Ci— V Qi

= i h  " v l - v l 0 ,  -

УХШАШ Ж ИСМ ЛАРНИНГ \А Ж Л 1Л А Р И

Т ва Т' — иккита ухшаш жисм булсин. Бу Т жисм Т 1 жиемга 
утадиган ухшашлик алмаштириши мавжудлигинн англатади. S’x- 
шашлик коэффициентини k билан белгиланмиз.

Т жиемни Ри Р2, Рл, . . . , Рп учбурчакли пирамидаларга 
ажратамиз. Т жиемни Т’ жиемга утказадиган ухшашлик алмаш
тириши Ръ Р2, ... , Рп пирамидаларни Р[, Р'2......... Р'п пирамида
ларга утказади. Бу пирамидалар эса Т' жиемни ташкил этади ва 
шунинг учун :^ам Т' жиемнинг ^ажми Р[, Р'2, ... , Р'п пирамида
лар ^ажмларининг йигиндисига тенг.

Р'. ва Р. пирамидалар ухшаш ^амда ухшашлик коэффициенти 
k булгани учун улар баландликларининг ннсбати /г га тенг, улар 
асослари юзларининг нисбати эса k2 га тенг. Хуллас, пирамида-
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/ар цажмларининг нисбати k3 га тенг экан. Т жисм Pi пирамида- 
■лардан, Т' жисм эса Р\ п:.рамндалардан тузилгани учун Т' ва Г 
жисмлар цажмларннинг нисбати k3 га тенг.

к сони ухшашлик коэффициента була туриб, ухшашлик ал- 
маштьришида нуцгаларнинг исталган мос жуфтлари ораларидаги 
масофалар нисбатига тенг. Демак, бу сон Т' ва Т жисмларнинг 
кстглган иккита мос чизшулн улчовлари ннсб тига тенг. Шундай 
цилиб, биз куйидаги хулосага келамиз:

У;-;шаш б у л га н  и к к и т а  ж исм л;аж мларининг нисба
ти уларн и н г м ос  чизицли у л ч о в л а р и  куб л ари н и н г нис
бат ига  т енг.

М а с а л а  (48). Пирамида баландли- 
гининг уртасидан ;сосига параллел те
киелпк утказилган. Бу теки с пик пира
мида цажмини цандай нисбатда булади?

Е ч и л и ш и .  Бпламизки, утказилган 
текислик узига ухшаш пирамида ажра- 

•тади (317-раем). Ухшашлик коэффи
циент» баландликлар нисбатига, яъни
1 '— га тенг. Шунинг учун пирамидалар-

нинг цажмлари нисбати [— V: 1 га тенг.
\2 /  317-раем.

Демак, текислик пнрамидани цажмлари-
нинг нисбати : ^1---- =  1 :7  га тенг булган цнемларга аж-

ратади.
ЦИЛИНДР ВА КОНУСНИНГ ХАЖМЛАРИ

Асосининг радиуси R ва баландлиги И булган цилиндрниш 
Г хажмини топамиз.

Допраиииг юзи формулаенни чицаришда (13- §) иккита купбур- 
чак ясалган эди: бири — доирани уз ичига олган ва иккинчиси — 
допра ичиги женлашган булиб, уларнинг юзлари доиранинг юзи 
дан жуда хам нам фарц цилади. Цилиндр асосидаги дойра учу* 
шундай купбурчаклар ясаймиз. Р — доирани уз ичига олган купбур
ч к, Р' — допра ичига жойлашган купбурчак булсин. Бу купбур 
чакларнииг юзлари доиранинг юзидан е дан цам кичик мицдорг; 
ф-рц кнленн.

Асослари Р ва Р' цлмда Н баландлиги цилиндрнинг баланд 
лигига тенг булган иккита тутри призма ясаймиз. Биринчи призм; 
цглипдрни уз ичига олади, демак, цажми цилиндрнинг цажмида! 
катта. Иккинчи призма цилиндрда ётади, демак, цажми цилиндр 
пинг цажмпдан кичик.

Биринчи призма асосининг юзи nR} +  е дан кичик, шунин 
учун унинг хажми [nR2 +  е) Н дан катта эмас. Иккинчи призм, 
асосининг юзи tlR2— е дан катта, цажми эса (лR2 — г)Н дан ки 
чик эмас. Цилиндрнинг хажми призмаларнинг цажмлари орасид 
булади:



Бундан
H(nR2 — е) <  l; <  (nR* +  г)Н.
— H s < V  — nR2H <  He, 

яъни ]V — nR2H\ мицдор исталганча кичик. Бу ми^дор тайин цик* 
матга эга булгани учун: V— л R2H =  0. Шундай килиб, асоси
нинг радиуси  R ва б алан дли ги  II б ул га н  цилиндрнинг  
л;ажми

V =  nR4I
га  т енг.

Худди шундай усул билан конуснинг  А'аж м и учун
V =  — nR 4I

3
ф о р м у л а  л;осил цилинсди,  бунда R — конус асосининг радиу
си, Н — баландлиги. Бу формулами чицаришда асослари Р  ва Р* 
^амда учи конуснинг учида булган иккита пирамида ясалади.

М а с а л а  (56). Асосларининг радиус,ча- 
ри ва R2 (R .,<  Rx), баландлиги h га тепг 
булган кеснк конуснинг хчжмнни топинг.

Е ч и л и ш и .  Берилган кесик конуснв 
бутун конусга тулдирамиз (3 1 8 -раем). х — 
унинг баландлиги булсин. Кесик конус
нинг >;ажми иккита бутун конус ^ажмлари- 
нинг айирмасига тенг: улардан бирншшг ‘ 
асосининг радиуси R x ва баландлиги х, ик- 
кинчисининг асосининг радиуси R2 ва ба
ландлиги х — h. Конусларнинг ухшашлиги-
дан х ни топамнз:

x  —  h
Кесик конуснинг ^ажми: 
j 1-------- я Rl I h R l  -
' R i - R *  2 \ r 1- r 2

8л
R ,'

х =  —hRi

— nil 
3

R ] - R l  
Rl -  д ,

1 л h (R] +  R1R 2+ R 22).

АЙЛАНМА ЖИСМЛАР ^АЖМЛАРИ УЧУН УМУМИЙ
ФОРМУЛА

Энг оддий ^олда айланма жисм деб шундай жиемга айтила- 
т,ики, бу жисм бирор тугри чизикка (айланиш у^ига) перпендику
ляр булган текисликлар билан маркази шу тугри чизицда ётган 
юиралар буйича кесишади. Доиравий цилиндр, конус, шар айла- 
шш жисмига мисол булади. Айланма жисм ^ажмини ^исоблаш 
>чун формула топамиз.

Жисмнинг р ’ини х уки деб к,абул килиб, х, у, г декарт 
юординаталарини киритамиз. ху текислик жисм сиртини шундай 
1изш  ̂ буйлаб кесиб утадики, унинг учун х ук;и симметрия у^и 
>улади. у =  f (х) — чизикн инг Ох ук,дан ю^орида жойлашгад 
,исмининг тенгламаси булсин (319-раем).

Абсциесалар у^ининг х ну^таси ор^али унга перпендикуляр. 
екислик утказамнз ва жиемшшг бу текисликдан чапдд щрущшгЦ

т



319- раем.

<  лМ 2.

кисмининг хажмини У(х) билан 
белгилаймиз, у холда \'(х) х нинг 
функцияси булади. Унинг косила- 
сини топамиз.

Таърифга кура
. . / ,  . ,. V (х  -f- h) — V (х)V (х) =  urn — -— !—------- — .

h-> о h
V (х +  /г) — V (х) айирма абсцис- 
салари л; ва х +  /г булган ну^та- 
лар оркали утувчи, х укига перпен-’ 
дикуляр иккита текислик орасига 
олинган h цалинликдаги жисм 1̂ ат- 
ламининг ^ажмидан иборат. М 
билан f (х) функциянинг|* , х +  h] 
кесмадаги энг катта кнймати, т
билан энг кичик кнймати белгиланган булсин. У ^олда 
жиемнпнг царалаётган катлами радиуси т, баландлиги h булган 
цилиндрни у3 ичига олади ва радиуси М, баландлиги уша h бул
ган цилиндр ичида ётади (319-расмга ^аранг). Шунинг учун 

лni~h <  V (х +  /г) — V (х) <  лМ 2/г,
V (х +  h) —  V (х) 

h
Агар / (х) — узлуксиз функция булса, у ^олда h 0 да охирги 
тенгсизликнинг чап ва унг цисмлари л/2 (х) дан иборат битта ли- 
митга интилади. Шу лимитга яна улар орасидаги нисбат ^ам ин- 
тилади, яъни V" (л:) =  л /2 (х).

Апглнз курсидаги маълум формула буйича
ь

V (Ь) — I ’ (а) =  j л /2 (х) dx, а <.Ь.
а

Бу формула жиемнинг х =  а ва х =  b параллел текисликлар ора
сига олинган кисмининг ^ажмини беради.

ШАР ВА УНИНГ Б^ЛАКЛАРИНИНГ Х.АЖМИ

Айланма жисмлар хажмлари учун ^осил 1'илинган формулани 
шар ва у инг булаклари— шар ^атлами ^амда сегменти ^ажмини 
^исоблаш учун цулланампз.

Шарнинг ундан текислик билан 
ажратилган кпеми шар сегменти 
дейилади. Шарни кесиб утувчи ик
кита параллел текислик орасидаги 
кисми ш а р  ц а т л а м и  дейилади 
(320- раем).

Шар марказики координаталар 
боши учун ^абул цилиб, декарт 
координаталарикн ккритамиз. ху 
текислик R раднусли шарни

X 2 -|- lj~ =  R 2 3 2 0 -раем.

шар

шар

шар

сегмента

цат л  а ми

сег д-
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тенглама билан бериладиган айлана буйича кесади. х уцидан юцо- 
рида жойлашган ярим айлана

у  =  / (х) =  +  У~Яг — хг 
тенглама билан ифодаланади, бунда — R <  х <  R. Шунинг учун 
х =  а ва х =  b текисликлар орасидаги шар цатламининг хажми

ь
V =  V (b) — V (а) =  я  J  (R2 — X2) dx =

а

=  — - ) 6 =  л R2(b — а) -  -  (Ь * -а 3)
\  3 /  а 3

формула буйича аницланади. Бутун шарнинг цажми учун а =  — R, 
b =  R деб олиш кепак. У цолда ш а р  х а ж м и н и  цосил киламиз:

V — — лЯ 3.
3

Баландлиги Н булган шар сегментининг 
цажмини цосил цилиш учун a — R — Н, Ь= 
=  R деб олиш керак. Ш а р  се гм е н т и 
н и н г х а ж м и н и  цосил циламиз:

V =  лЯ 2 (R

Шар сегменти билан конусдан цуйида- 
ги тарзда цосил цилинадиган жисм шар 
сектори дейилади. Шар сегменти ярим 
шардан кичик булса, шар сегменти учи 
шар марказида, асоси сегментнинг асоси 
булган конус билан тулдирилади. Сегмент 
ярим шардан катта булганда эса айтилган 
конус ундан олиб ташланади (321-раем). 
Шар секторининг цажми тегишли сегмент 
ва конус цажмларини цушиш ёки айириш 

натижасида цосил цилинади. Ш а р  с е к т о р и н и н г  х а ж м и  учун
2_ 
з

формула цосил цилинади, бунда R — 
гишли шар сегментининг баландлиги.

321 раем.

V = л/?2/ /

шарнинг радиуси, Н — те-

4.

5.

ТАКРОРЛАШ УЧУН СДВОЛЛАР

Хажмнинг асосий хоссаларини ифодаланг.
Тугри бурчакли параллелепипеднинг цажми унинг чизицли 

улчовлари купайтмасига тенг эканнни исботланг.
Хар кандай параллелепипеднинг цажми асосининг юзи билан 
баландлягшшнг купайтмасига тенг. Шуни исботланг.
Хар цандай призманинг цажми асосининг юзи билан баланд- 
лнпшинг купайтмасига тенг. Шуни исботланг.
Уч бурчакли пирамиданинг цажми учун формула келтириб чи- 
царинг.
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6. ХаР кандай пирамиданинг хажми асосининг юзи билан баланд
лиги купайтмасининг учдан бирига тенг. Шуни исботланг.

7. Ухшеш жисмларнинг хажмлари тегишли чизицли улчозлари 
кубларинниг нисбатига тенг. Шуни исботланг.

8. Цилиндр (конус) хажми учун формула чицаринг.
9. Айланма жисмлар хажмлари учун умумий формула чицаринг.

10. Шар сегмент нима, шар цатламн нима, шар сектори нима?
11. Шар хажми учун, шунинг дек шар сегменти, шар сектори 

хажмлари учун формула чицаринг.

МАШЦЛАР

1. Жездлн килпнган ва цирралари Зсм,  4 см, 5 см булган учта куб- 
дан битта куб куйилган. Бу куб циррасилннг узунлигицн топинг.

2. Металлдан ксалган кубнинг ташци кирраси 10,2 см ва масса- 
си 514,15 г. Деворларининг калинлигн 0,1 см га тенг. Куб 
ясалган металлнинг знчлигини топинг.

3. Кубнинг х,ар бир цирраси 2 см орттирилса, унинг хажми 93 см3 
ортади. Кубнинг кирраси цанчага тенг?

4. Кубнинг хар бир цирраси 1 м орттирилса, унинг хб'1;ми 125 
марта ортади. Киррасини топинг.

5. 25)<12Х6,5 см улчамдаги гиштнинг массаси 3,51 кг. Унинг 
знчлигини топинг.

6. Сув солинадпган 10 м3 с и г н у л и  идишни унга туби вазифасини 
бажарадигап 2 ,5x1 ,75  м улчовли майдончага урнатиш талаб 
цилинадм. Идишнинг баландлигини топинг.

7. Тугри бурчакли параллелепипеднинг улчовлари 15 м, 50 м, 
36 м. Унга тенгдош кубнинг киррасини топинг.

8. Тугри бурчакли брусокнинг улчовлари 3 см, 4 см, 5 см. Агар 
унинг хар бир циррасини х  сантиметр орттирсак, сирти 54 см2 
ортади. Унинг хажми цанча ортади?

9. Тугри паралеллегшпед асосининг а, b томонлари 30° ли бур
чак ташкил цнлади. Ён сирти S га тенг. Унинг хажмини топинг.

10. Тугри параллелепипедда асосининг 2 г 2 см ли ва 5 см ли то- 
монлари орасидаги бурчак 45° га тенг. Параллелепипеднинг 
кичик диагонали 7 см га тенг. Унинг цажмини топинг.

11. Тугрн параллелепипеднинг асоси юзи 1 м3 булган ромбдан 
иборат. Диагонал кесимларининг юзлари 3 м2 ва 6 м2. Парал- 
лелепипеднинг хажмнни топинг.

12. Аввалги масалани умумий холда, яъни ромбнинг юзи Q, диа
гонал кесимларнинг юзлари М, N  деб фараз цилиб ечннг.

13. Огма параллелепипеднинг асоси квадрат булиб, томони 1 м га 
тенг. Ён цирраларидан бири 2 м га тенг еэ асоснинг узига 
ёпишган хар бир томони билан 60° ли бурчак ташкил этадн. 
Параллелепипеднинг хажминн топинг.

14. Параллелепипеднинг ёцлари томони а ва уткир бурчаги 60° 
булган тенг ромблардан иборат. Параллелепипеднинг ^ажми-ни 
топинг.
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15. 1) Учбурчакли; 2) туртбурчакли; 3) олтибурчакли мунтазам гптп- 
ма асосининг а томони ва ён ь^ирраси буйича ^ажмини тошжг,

16. Томони 3,2 см ва ^алинлиги 0,7 см булган мунтазам саккт- 
бурчак шаклидаги ёгоч плитканинг массаси 17,3 г. Ёгочнинг 
зичлигини топинг.

17. Чуян трубада квадрат шаклидаги кесим булиб, унинг таш1;» 
кенглиги 25 см, деворларининг калинлиги 3 см. 1 метр узуь:- 
ликдаги трубанинг массаси канча (чуяннинг зичлиги 7,3 г/см1’)?1

18. Турт бурчакли мунтазам призманинг диагонали 3,5 см га тенг, ём 
ёгининг диагонали 2,5 см га тенг. Призманинг ^ажмини топинг.

19. Уч бурчакли мунтазам призма асосининг томони а га тенг, cii 
сирти асослари юзларининг йигиндисига тенг. Унинг ^ажми- 
ни топинг.

20. Олти бурчакли мунтазам призмада энг катта диагонал кесим
нинг юзи 4 м2 га, иккита карама-царши ён цирраларн орасидз- 
ги масофа 2 м га тенг. Призманинг з^ажмнни топпнг.

21. O fm3 призмада ён цирраларига перпендикуляр ва .\амма ён ^гр- 
раларини кесиб утадиган текислик утказилган. >^осил цилингаи 
кесим юзи Q, ён цирралари / га тенг булса, призманинг 
мини топинг.

22. Уч бурчакли огма призманинг ён ^ирралари 15 м га, улар ора
сидаги масофа эса 26 м, 25 м ва 17 м га тенг. Призмашшг 
^ажмини топинг.

23. Кесими — асоси 1,4 м ва баландлиги 1,2 м булган тенг ёнл» 
учбурчак шаклидаги сув чик;арувчи трубанинг сув утказа олта 
цобилиятини (1 соатда куб метрлар билан) ^исобланг. Сувнш»г 
о!\иш тезлиги 2 м/с.

24. Темир йул кутармасининг кесими трапеция шаклида булиб, 
унинг пастки асоси 14 м, юцори асоси 8 м ва баландлиги 3,2 м. 1 км 
кутармага канча куб метр тупро^ тугри келишнни ^исобланг.

25. Уч бурчакли тугри призма асосининг томонлари 4 см, 5 сы,
7 см га, ён цирраси эса асосининг катта баландлигига тенг. 
Призманинг .ржмини топинг.

26. Уч бурчакли тутри призма асосининг юзи 4 см2 га, ён ёцла- 
рииинг юзлари 9 см2, Ю см2, 17 см2 га тенг. Х,ажмини топинг.

27. Призманинг асоси учбурчак булпб, унинг бир томони 2 см гэ 
тенг, долган икки томони 3 см дан. Ён кирраси 4 см га тенг 
ва асос текислнги билан 45° ли бурчак ташкил этади. Унга 
тенгдош кубнинг киррасини топинг.

28. Огма призманинг асоси томони а га тенг булган тенг томе и- 
ли учбурчак; ён ё^ларндан бири асосга перпендикуляр ва ки- 
чик диагонали с га тенг ромбдан иборат. Призманинг з^ажма- 
ни топинг.

29. а диагонали асос текнелиги билан а  бурчак, ён ёги билак р 
бурчак ташкил этган тугри бурчакли параллелепипеднинг ^аж- 
ми нимага тенг?

30. Параллелепипеднинг ,%ар бир ь^ирраси 1 см га тенг. Паралле
лепипед учларидан биридаги учала ясси бурчак уткир булиб, 
^ар бири 2а дан. Параллелепипеднинг ^ажминн тошшг.
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31. Параллелепипеднинг бир учидан чиадан учта циррасининг узун- 
ликлари а, Ь, с га тенг. а, b ^ирралар узаро перпендикуляр, 
с кирра эса а, b ^ирраларнинг Ĵ ap бири билан а  бурчак таш
кил этади. Параллелепипеднинг ^ажмини топинг.

32. Агар турт бурчакли тугри призманинг баландлиги h, диаго
наллари асос текислигига а , Р бурчаклар остида OFiimran ^ам- 
да асосининг диагоналлари орасидаги уткир бурчак у га тенг 
булса, бу призманинг ^ажми нимага тенг булади?

33. 1) Уч бурчакли; 2) турт бурчакли; 3) олти бурчакли мунтазам 
пирамида асосининг а томони ва b ён циррасига кура ^ажми- 
ни топинг.

34. Олти бурчакли мунтазам пирамида асосининг томони а, асосидаги 
икки ё(уш бурчаги 45° га тенг. Пирамиданинг ^ажмини топинг.

35. Уч бурчакли пирамиданинг ён кирралари узаро перпендикуляр 
булиб, ^ар бири b га тенг. Пирамиданинг ^ажмини топинг.

36. Асосининг томони а, ён кирралари эса узаро перпендикуляр 
булган уч бурчакли мунтазам пирамиданинг ^ажми нимага тенг?

37. Мунтазам тетраэдрнинг а ^ирраси буйича ^ажмини топинг.
38. Октаэдрнинг а ^ирраси буйича ^ажмини топинг.
39. Пирамиданинг асоси— томонлари 9 м ва 12 м булган тугри 

туртбурчак, ^амма ён цирралари 21,5 м га тенг. Пирамиданинг 
^ажмини топинг.

40. Пирамиданинг асоси — томонлари 6 см, 6 см ва 8 см булган 
тенг ёнли учбурчак. Дамма ён ^ирралари 9 см га тенг. Пира
миданинг ^ажмини топинг.

41. Уч бурчакли пирамиданинг битта ^ирраси 4 см га тенг, цол- 
ганларининг ^ар бири 3 см дан. Пирамиданинг ^ажмини топинг.

42. Асосларининг юзлари Qlt Q2 (Q i> Q 2) ва баландлиги h булган 
кесик пирамиданинг ^ажмини топинг.

43. Асосининг юзи га тенг булган пирамидада асосига парал
лел ва ундан h масофада кесим утказилган. Кесим юзи Qa га 
тенг. Пирамиданинг баландлигини топинг.

44. Т^рт бурчакли мунтазам кесик пирамидада остки ва устки асос
ларининг томонлари а ва b га, остки асоси ^иррасидаги икки 
ёцли бурчак а  га тенг. Пирамиданинг ^ажмини топинг.

45. Азвалги масалани уч бурчакли мунтазам кесик пирамида бул
ган ,40л учун ечинг.

46. Пирамиданинг асоси тутри туртбурчакдан иборат. Пирамида
нинг .\ар бир ён цирраси I га тенг ва тугри туртбурчакнанг 
цушни томонлари билан а, р бурчаклар ташкил этади. Пира
миданинг ^ажмини топинг.

47. Асоси учбурчак булиб, бу учбурчакнинг иккита бурчаги а  ва 
Р, унга ташци чизилган доиранииг радиуси R булган пирами- 
данипг ^ажмини топинг. Пирамиданинг ён кирралари унинг 
асос текислигига у бурчак остида огган.

48. Пирамида баландлигининг уртасидан асосига параллел текис
лик утказилган. Бу текислик пирамида ^ажмини к4андай нис- 
батда булади?

49. Пирамиданинг баландлиги /1. Асдсига параллел щ  пи^амнда-
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нинг цажмини тенг иккига буладиган кесим унинг учидан цан- 
дай масофада туради?

50. 25 метрли мис симнинг массаси 100,7 г. Симнинг диаметрини 
топинг (миснинг зичлиги 8,94 г/см3).

51. ByF цозонга сув берадиган насоснинг иккита цилиндри бор. 
Цилиндрларнинг диаметрлари 80 мм, поршеннинг иш йули 150 мм. 
Хар бир поршень минутига 50 та иш юриши цилса, насоснинг 
бир соатлик мецнат унуми цандай?

52. Цилиндрнинг цажмини п марта орттириш учун асосини узгар- 
тирмасдан, баландлигини неча марта орттириш керак? Цилин
дрнинг хажмини п марта орттириш учун баландлигини узгар- 
тирмасдан, насосининг радиусини неча марта орттириш керак?

53. Цилиндрга уч бурчакли мунтазам призма ички чизилган, приз- 
мага эса цилиндр ички чизилган. Цилиндрлар цажмларииинг 
нисбатини топинг.

54. Х,ар бир цирраси а га тенг булган олти бурчакли мунтазам 
призмага ички чизилган цилиндрнинг цажмини топинг.

55. Деворининг цалннлиги 4 мм булган цургошин трубаиинг (цур- 
гошиининг зичлиги 11,4 г/см3) ички диаметри 13 мм. Шундай
25 м ли трубаиинг массаси (огирлиги)ии топинг.

56. Асосининг радиуслари Rt ва R 2 (R2<.Ri) ,  баландлиги h га 
тенг кесик конуснинг цажмини топинг.

57. Узунлиги 15,5 м га тенг цайин хода учларининг диаметрла
ри 42 см ва 25 см. Ходанинг ^ажмини ^исоблашда унинг ур- 
та кундаланг кесимини узунлигига купайтириб, цанча (про
цент) хатога йул куйилади?

58. Кесик конус асосларининг радиуслари R ва г; ясовчиси асос 
текислигига 45° ли бурчак остида огишган. Хажмини топинг.

59. Кесик конус уц кесимининг юзи асос юзларининг айирмасига 
тенг, асосларининг радиуслари эса R ва г га тенг. Конуснинг 
цажминн топинг.

60. Асосларининг радиуслари 4 см ва 22 см булган кесик конус- 
ни шундай баландликдаги унга тенгдош цилиндрга айланти- 
риш талаб килинади. Бу цилиндр асосининг радиуси цаичага [тенг?

61. Асосларининг берилган R, г радиуслари буйича кесик конус 
билан бутун конус цажмларининг нисбатини аницланг.

62. Бир тун шагал конус шаклида булиб, унинг асосининг ради
уси 2 м, ясовчиси эса 3,5 м. Бу туп шагалнинг ^ажмини топинг.

63. Конуснинг уц кесими юзи 9 м2 га тенг булган тенг ёнли тугри 
бурчакли учбурчакдан иборат. Конуснинг хажмини топинг.

64. Конус ясовчисининг узунлиги /, асос айланасининг узунлиги 
с. Конуснинг цажмини топинг.

65. Конуснинг I ясовчиси асос текислиги билан а  бурчак ташкил 
этади. Конуснинг ^ажмини топинг.

66. Хашак гарамининг устки цисми конус шаклини олган цилиндр- 
дан иборат. Гарам асосининг радиуси 2,5 м, баландлиги 4 м 
булиб, FapaMHiiHr цилиндрик кисмининг баландлиги 2,2 м. Ха- 
ojaKHHiir зичлиги 0,03 г/см3. Хашак гарамининг массасини (огир- 
лигини) аницланг.
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67. Сукмушк баландлиги 0,18 м ва асосининг днаметри 0,24 м 
булган конус шаклидаги идишдан олиниб, асосининг днаметри
0,1 м га тенг цилиндр идишга цуйилди. Бу идишдаги cyioi^- 
ликнинг баландлигини аницланг.

68. Тенг томонли учбурчак узининг а томони атрофида айланади. 
Х,осил цилинган айланма жисмнинг ^ажмини топинг.

69. Катетлари а, b булган тугри бурчакли учбурчак гипотенузаси 
атрофида айланмовда. ^осил ^илинган жисмнинг ^ажмини топинг.

70. Регулятордаги чуян шарнинг массаси 10 кг. Шарнинг диамет- 
рини топинг (чуяннинг зичлиги 7,2 Г/'СМ3).

71. Диаметрлари 25 см ва 35 см булган иккита чуян шарни 
эритиб, битта шар цуйиш керак. Янги шарнинг диаметрини топинг.

72. Массаси 1 кг булган цургошин булаги бор. Бу булакдан диа- 
метри 1 с у . булган шарчалардан нечта куйиш мумкин? (К>ур- 
FOUlHHHUHr зичлиги 11,4 г/см3.)

73. Баландлиги асосининг диаметрига тенг булган ёгоч цилиндр - 
дан энг катта шар йуннлган. Матерналнинг неча процента йу- 
нилган?

74. Ичи буш шарнинг тайней днаметри 18 см. Деворнинг цалин- 
лиги 3 см. Шар тайёрланган матерналнинг ^ажмини топинг.

75. R радиусли ярим шар шаклидаги идишга цилиндр кушиб цу- 
йилган. Идиш х.ажыииинг ’/  га тенг булишлиги учун цилиндрик 
кисмининг баландлиги ^андай булиши керак?

76. Шарнинг диаметрига перпендикуляр текислик диаметрнн 3 см 
ва 9 см ли булакларга ажратадн. Шарнинг ^ажми цандай lyiCM- 
ларга ажралади?

77. Баландлиги шар диаметрининг 0,1 цисмига тенг булган шар сег- 
ментининг з^ажми шар ^ажмининг ^андай кисмини ташкил этади?

78. Иккита тенг шар шундай жойлашганки, бирининг маркази иккин- 
чисининг сиртида ётади. Шарларнинг умумий кисмп ^ажмининг 
бутун шарнинг хажмига нисбати ^андай?

79. Шарнинг 30 см га тенг днаметри асосининг радиуси 12 см 
булган цилиндрнинг уки ^исобланади. ЦЬрнинг цилиндр ичи- 
даги ^исмининг ^ажмини топинг.

80. Агар шар сектори асоси айланасининг радиуси 60 см га, шар
нинг радиуси эса 75 см га тенг булса, шар секторининг з^аж- 
мини топинг:

81. Бурчаги 30° ва радиуси R га тенг доиравий сектор ён радиус- 
ларининг бири атрофида айланади. Досил ^илинган жисмнинг 
^ажмини топинг.

2 1 -§ .  ЖИСМЛАР СИРТЛАРИНИНГ Ю ЗЛАРИ 

СИРТИИНГ ЮЗИ ТУШУНЧАСИ
Бир амалий масалани к,араб чи^амиз. Бннонинг гумбззини ва 

томони 1 см булган квадрат шаклидаги ясси тунука тахтанн куз 
олдингизга келтиринг. Бинонинг гумбази ва тунука тахта буяли- 
ши керак дейлик. Агар гумбазни буяш учун л буёц, тунука 
тахтани буяшга V2 л буё^ кетган булса, бино гумбазининг юзи ту-
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v i Vyнука тахта юзидан гг марта катта деб ^исоблаш табинй. гг га тенг соя  ̂2 ' 2 
гумбаз сирти юзннинг катталигини 1 м2 юз бирлигига нисбатан ха- 
рактерлайди. "Гунука тахтани буяш учун керак буладиган буёцнинг 
V2 микдори асоси 1X1 м дан иборат квадрат ва баландлиги li (га 
тенг буё^ калинлиги) булган параллелепипеднинг ^ажмига тенг.

Шунинг учун гумбаз сиртининг юзини ба^олаш учун ~  сон хоспл 
цилинади.

Энди сирт юзини геометрик усулда аннклашга утамиз. F — бе
рилган сирт булсин. Фазонинг барча шундай нукталаридан иборат 
Fh жиемни ясаймнзки, бу нуцталарнинг ^ар бири учун F сиртнинг 
h дан ошмаган массфада турган нуктаси топиладиган булсин. Аниц- 
poi  ̂ цилиб айтганда, F жиемни сиртнинг иккала томонини буяган- 
да /г калинликдаги буё^ цатлами билан тулдирилган жисм деб та- 
саввур килиш мумкин.

Fh жиемнинг ^ажми Vh булсин. F сиртнинг юзи деб ^  нисбат- 

нииг h -у  0 даги лимитига айтамиз, яъни
S =  liin vh 

ft-О ‘2/1 ■
Призма ва пирамиданинг ён сирти сингари оддий цавариц сирт- 

лар учун бу таъриф сирт юзининг аввалги кийматини — ён ёклари 
юзларининг йигиидисини беришини исботлаш мумкин.

СФЕРАНИНГ ЮЗИ
Сферанинг юзини топамиз. F — радиуси R га тенг сфера бул

син. Сирт юзи таърифида ran борган Fh жисм радиуслари R +  h 
ва R — h булган концентрик иккита сфера орасидаги цатламдан 
иборат (322-раем). Бу жиемнинг .^ажми R +Л 
ва R — h радиусли шарлар ^ажмларининг 
айирмасига тенг, яъни

Vh =  4  л [ (R +  h)3- ( R - h ) 3\.

Бундан:
Vh 4л , I \

l f  =  3 - ^ - ^ 2 + 2/l3) - 4^ 2

h-+Q да VJL нисбат 4 л R2 лимптга инти-
лади. Шундай цилиб, радиуси R га  т енг сф еранинг ю за  
4лЛ2 га  т енг.

ЦИЛИНДРНИНГ ЁН СИРТИ

Радиуси R ва баландлиги Н булган цилиндр ён сиртининг юза* 
ни топамиз. Сирт юзи таърифида ran борган Fh жисм мазкур \ол- 
да радиуслари R +  h, R — h булган цилиндрик сиртлар ва цилиндр
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укига перпендикуляр бу. иб, ундан 
H-\-2h масофада жойлашган иккита те
кислик орасига жойлашгандир (323-раем). 
Бу катламнинг бир-бирид£ГН Н масофада 
жойлашган иккита асос текисликлари ораси
га олинган кисми бутунлигича Fh жиемга 
тегишли булади. Бундан цуйидагини цосил 
циламиз:
Vh <  [л (R -f  h)2 — я  (R — 2Н}2] (Н +  2h),

V. >  [ л ( R +  ft)2 — я  (R — ft)2J Н.

323- раем.
Ё К И

Бундан
AnRhH <  V. <  4лRh(H +  2ft).

2лR H <  JL <  2лRH +  4лRh.

h ->  0 да тенгсизликнинг унг цисми 2лRH га интилади. Демак,
у

Иш * =  2nRH. 
h ô 2ft

Шундай цилиб, цилиндр ён сирт ининг ю зи
S =  2л RH

формула буйича аницланади (топилади), бунда R — ци индрнинг 
радиуси, Н — баландлиги.

Худди шунга ухшаш конуснинг ва сферик сегментнинг ён сир
ти юзини топиш мумкин.

К о н ус  ён сиртининг ю зи
S  =  n R l

га  т е н г , бунда R — конус асосининг ю зи ,/— ясовчисининг узун
лиги.

Сф ерик сегм ент  ён сиртининг ю зи
S =  2л RH

га т енг, бунда R—сферанинг радиуси, Н —сегментнинг баландлиги.

ТДКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Жисм сиртининг юзи нима?
2. Шар сиртининг юзи учун формула чицаринг.
3. Шар сегменти сиртининг юзи цайси формула буйича цисоОла- 

нади?
4. Цилиндрнинг ён сирти формуласини келтириб чицаринг.
5. Конус ён сиртининг юзи цайси формула буйича топилади?

МАШКЛАР

1. Иккн шар сиртларининг нисбати т \ п  г» Улар цажмла-
рининг нисбатини. топинг.
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2. Гипотенуза ва катетлар учта шаршшг диаметрларидир. Улар- 
пинг сиртлари орасида цандай богланиш бор?

3. Днаметри 65 см булган цилиндр трубанипг баландлиги 18 if. 
Агар парчиилашга хаыма матерналклнг 10 % и кетса, бундай 
трубани тайёрлаш учун к4анча тунука керак?

4. Ертуладаги ярим цилиндрик гумбазшшг узунлиги 6 м ва дн
аметри 5,8 м. Ертуланииг тулиц сиртини топинг.

5. Думалоц металл листдан днаметри 25 см ва баландлиги 50 см 
булган цилиндр стакан штамплаяган. Шта:.;плгшда листиинг 
юзи узгармагап деб фараз цилиб, листиииг диаметрини тспииг.

6. Цилиндр асосининг юзи Q, ук кеснмипинг юзи М. Цилиидр- 
нииг тулш^ сирти нимага тенг?

7. Баландлиги 3,5 м, асосининг диаметрн 4 м булган конуссимоя 
палатка к.алин мато билан ёпилган. Палаткага неча квадрат 
метр цалш:: маю кетган?

8. Силос мипорасинипг томи конус шаклнда. Томнинг баландлн- 
ги 2 м, миморанинг диаметрн 6 м. Томнинг сиртини топинг.

9. Конус асосининг юзи 5, ясовчиси асссга а  бурчак остида огиш- 
ган. Конуснинг ён сиртини топинг.

10. Тенг ёнли конуснинг (кесимида — мунтазам учбурчак) ён сир
ти билан тулик сиртшшкг бир-бирига нисбатини топинг.

11. Ярим дойра буралиб, конус сирти шаклкни кабул цилди. Ко- 
нуснинг ясовчиси билан у^и орасидаги бурчании топинг.

12. Доиравий секторнииг радиуси 3 м, бурчаги 120°. Доиравий 
сектор буралиб, конус сирти шаклини к^абул килди. Конус 
асосининг радиусини топинг.

13. Гапириладшап карнак бир учишшг днаметри 0,43 м, иккинчи 
учниинг диаметрн 0,036 м ва ясовчиси 1,42 м булса, бу кар- 
накни ясаш учун неча квадрат метр жез лист керак?

14. Агар конус шаклидаги челакларнииг диаметрлари 25 см ва 
30 см, ясовчиси 27,5 см х̂ амда 1 м2 га 150 г алнф мони ке- 
тадиган булса, 100 та шундай челакнинг ташки сиртини буяш 
учун и а̂нча алнф керак?

15. Тенг томонлн конуснинг тули;<; сирти уиинг баландлигини диа
метр цилкб ясалган шарнинг сиртига тенгдош. Шуни исбот- 
; анг.

16. Квадраткинг томони атрофида айлантирншдан ^осил цилинган 
жисмнинг сирти радиуси квадраткинг томонкга тенг шарнинг 
сиртига тенгдош. Шуни исботланг.

17. Шарнинг радиуси 15 см. Шар марказидан 25 см наридаги ну^- 
тадан шу шар сиртининг куриннб турган ^исмининг юзиня 
топинг.

18. Радиуси 10 см булган шар уки буйлаб цнлиидрснмон цильб 
тешилган. Тешикнинг диаметрн 12 см. Жисмнинг тули^ сир- 
тинп топинг.
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7. Вштадан ортии; булмагап. 10. 1), 4), 6 ) Кесади; 2, 3), 5) кесмайди.
11. и in хесма. 14. 1) G см; 2) 7,7 дм; 3) 13,1 м. 17. 1), 2) Йу^, 3) тегишли.
13. 1.», 2) Була олмайдм. 19. Йуц. £0. Йу:$. 21. Й у^. 2?. 0,5 м ё к и 5 ,9  м. 23. А В  кес- 
ыа. .  4. ]'К'к. 25. 1) АС =  9 м, ВС =  5 м; 2) АС  =  10 м, ВС =  5 м; 3) АС  =  
=  ВС =  7,5 м; 4) АС  =  6  м, ВС =  9 м. 27. 1) 110°; 2) 119°; 3) 179°. 28. 2),
3) Йук. 29. (ад) бурчак к а п а . 30. 1) Z  (ас) =  45°, ^  (&с) =  15°; 2) ^  (ас) •= 
=  10°,' ^  (Ьс) =  2 0 °; 3) ^  (ас) =  /  (йс) =  30°; 4) ^  (ас) =  24°, ^  (Ьс) =  36°. 
33. Маь-худ с. 34. Битта. £3. 1) 1,2 м; 2) 2,4 см. 35. II ем. 39. 100°. 
41. PQ =  5 см, QR =  G см, РВ =  7 см. 4>. ^  Л =  40°, ^ 5  =  60°, ^  С =  30°-
44. д  ЛВС да: ЛВ — 5 см, ВС — 0 см, ЛС =  7 см. 48. Мумкиа эмас, 47. Мум-

ГЛЛШКЛЛРГЛ ДОИР ЖАЭОБЛАР ЗА КУРСАТМАЛАР

1-3,

1. 150°, 135°, 120°, 90°. 2. 1), 2) Була олмайди; 3) була оладц. 4. I) 105° 
ва 75°; 2) 110° ва 70°; 3> 45° ва 135°. 4. 1) 72® ва 108°; 2) 54° ва 126°;. 3) 55° 
ва 125°; 4) 8 8 е ва 02°. 8. 150°, 150°, 30°. 7. 130°. 9. 144° ва 36°. 10. 65° ва 
115°. П. Ва.:,.ма бурчаклар ';>три бурчак. 13. 1) Утмайди; 2) Утмайдн. 14. 1). 
20°; 2) 10“; 3) 90°. 15. Z  (а , Ь) =  120°, ^ ( а ,  с) =  150°, Z  (he) =  30*. 17. 4) 
110°, 2) 175°; 3) 17u°. 18. 1) 15°, 2) 26°, 3)86°. 19. 1) 120°, 2) 150°; 3) 178°.
21. К у р с а т ы a. 20- маеалашшг натижасидан ва 2 ,3 - теаремадан фэйдалаииаг.
22. 1) !55°; 2) 135°; 3) 105°. 23. 2) К у р с а т м а .  Л ва С ну^таларна кес\п 
Ci:,-.au тут:ш-.: • иш' ьа 23, 1 -масала таедшидан фейдалашшг.

2- 'j.
10. 0,3 :л. 11. 3,5 м. 12. 1) 3,2 м, 6,2 м, 6,2 щ  2) 7,2 м, 4,2 .л, 4,2 а.

21. К у р  e a r  м а. Тонг ёили учбурчак медианаси хоссасндаи фойдаланинг. 
25. 15 м. 28. 15 м. 29. К у р с а т м а. 2 8 -масала тасд и и д аа  фэйдалаииаг. 
38. К у р с а т .м а. Медивдаларнн уз узунликлари цадар давом этшрииг. 43. 
К у р с а г м а. Мед;;аналарни уз уаунликлари ^адар давом эттиринг.

4- з'.
2. ,4В, С. Lsa ЛС,/?, бурчаклар .\амда ВВ,С, ва СС,В, бурчаклар ички бир 

томонли бурчаклар, .4В,С, са СС,В, ,\амда ВВ,С, ва ЛС,В, бурчаклар ички 
алмашинувчи бурчаклар. 8 , 105° ta 75°. 9. 75°. 10. Дар бири 72° дан учга 
бурчак ва хар бири 108° дан тур гтз бурчак. 14. Тенг була олмайди. 13. 90°. 
14.' 1) 100°; 2) 65°; 3) 35°; 4) 35°. 15. 1) 30°; 60°, 90°; 2) 40°, 60°, 80°; 3) 45°, 
60°, 75°; 4) 48°, 60°, 72°; 5) 50°, 60°, 70°. 16. Йук,. 17. Йук;. 13. 1) 100°, 2) 
70°; 3) 56°. 19. 1) 50°, 2) 30°, 3) 75°. 20. 40°,40ч. 21. 70° ва 40° ёки 55° ва 55°.

а
22 . 1) 30°, 80°, 20°; 2 ) 7и°, 73°, 40°; 3) Иккита бурчак 120°— —  а  га тенг,

4 1
бнг.аси — а  — С0° га те:,г. 24. 1; !05°; 2) 180°— — ( а  +  (J); 3) 155°; 4) 93° f  

3 2
+  ~ .  25. 110°, 35°, 35°. .S. 30°, 30J ва 90°. 27. 110°. 29. 1) 20°; 2) 65°; 3) я.

30. Д .4В О  нииг бурчаклари: Z Л =  a ,  ^ D  — 90°, ^  В =  9 0 °— а , Д СВО  
шшг бурчаклари: D — 9 j \  ^  В — a  - f  {5 — 90°, Z  С =  180° — а  — jl. 32. 60°.

33. ^  D  =  ^  Л, ^  В ~= т‘-  Z  С, Z  DBB =  ^  В у  ( ^  Л +  Z  С). 34.

110°, 10°, 36. 90°, 45®, 45°. 3 7 . / D  »  00°, ^  В =  60°, Z  Л =  30°, 38. 150°. 39. 90°,
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I. К у р с а  т м а .  Нурга радиусга тенг кесма цуйннг. 2. 1-масалага ^аранг. 
5. 60°. 6. 120°. 7. Йуц. 9. 30°. 10. 60° ва 120°. I I .  70 см, 10 ем. Л2.  Пуц.
13. 1) Була олмайди; 2) мумкин эмас. 25. К у р с а г м а. Тенг тамэнли учЗур- 
чакни ясяшдан бошланг. 27. К у р с а  т м а .  Изланаётган учбурчакда медианани 
унинг узунлиги кадар давом эттиринг. 32. К у р с а  т м а .  Бзландлнкни ясашдан 
бошланг. 36. 4-§ даги 42-м асалага каранг, 37. 36- масалага каранг. 43. К у р- 
с а т м а .  Изланаётган айлана маркази бурчак биссектрнсаскда ётади. 43. 10 см.
47. 5 см. 50. 4 9 -масалага царанг. 52. а  ёки 180е — а.  53. 150°. 51. К у р с а ? -  
м а. 1) Уриниш нуктаси, берилган нуцта ва айлана маркази тугри бурчакли 
учбурчак учлари булади. 2) Радиуси берилган айланалар радиуслари йпшндн- 
си ёки гйнрмасига тенг СулиО, берилган айланалардан бирига концентрнк 
булган ёрдамчи айлана ясаш билан масала ечилишики олдиш и масала ечили- 
шига келтиринг. 59. К у р с а г м а .  Айланага ички чизилган бурчакларнииг 
хоссаларидан фойдаланинг.

е-§.
3. Учта. 4. 10 м. 5. 3 см. 7. ВС =  A D  —  4 ,8  м. 8. 40°, 140°, 140°. 9. 115° 

ва 65°. 10. Й у^ . 11. 60°, 60°, 120°, 120°. 12. 1) 40°, 40°, 140°, 110°; 2) 50°, 
50°, 130°, 130°; 3) 80°, 80°, 100°, 100°. 13. 1) 55°, 55°, 125°, 125°; 2) 35е, 35°, 
145°, 145°; 3) 20°, 20°, 100°, 160°. 16. B E  =  9 см, СЕ  =  0 см. К у р с а  т м а .  

А В Е  асоси А Е  га тенг булган тенг ёнли учбурчак зкаинни исботланг. 17. 0,6 
м ва 0 ,8  м. 18. АВ  =  BD  =  1,1 м; AD  =  0,8 м. 23. 60 см. 24. 10 см ва 18 см. 
25. 12 см, 20 см. 26. 12 см 27. 10 см ва 25 см ёки 7,5 см ва 18,75 см. 30° 
80° ва 100°. 32. 60° ва 120°. 35. 4 м. 37. 2 м. 38. 2 м. 39. 4 м, 8 м. 40. 1 м.
41. 10 см. 42. 4 см, 5 см, 6 см. 43. 6 см. 44. 6 см, 5 см, 5 см. 4S. 5 м, 6 м. 
49. а +  Ь. 52. 3 м, 4 м. 54. 70° ва 110°. 55. 1,7 м. 50. 24 см, 36 см. 57. 60. 
ва 120°, 58. 15 м. 59. 3 см. 61. 4 м, 6 м. 62. 2,2 м. 63. 9 см ва 5 см. 64. а. 
65. К у р с а  т м а .  Олдин икки томони трапециянинг ён томонларига, учннчи 
тсмони эса асослари айнрмасига тенг булган учбурчак ясанг. 60. К у р с  а т м а .  
Олдин икки томони трапеция диагоналларига, учинчи томони эса унинг асос
лари йигиндисига тенг булган учбурчак ясанг.

7-§.
а

5-§.

3. 5 м ёки Y  7 м. 4. 1) 5 см; 2) 17 дм; 3) 6,5 м. 5. 109 см, 6. 77==- 7.
г 2

25 20
Мумкин эмас. 8. —  — . 9. 1) 15 см, 20 см, 2) 60 м, 80 м. 11. К у р с а т м а.3 3
Изланаётган кесма асоси пш этенузани  а ва Ь кесмаларга ажратувчи тугри 

бурчакли учбурчаккикг баландлигидир. I2 .J^116 г»; « 1 0 , 8  м. 13.
к

см.14. 32 см, 60 см. 15. 15 см. 17. - 1  3. IS. 24 см. 19. 36
2

20. 25 см ёки 11 см. 22. 1) 24 см; 2) 24 см, 23. 12 см,
168 о
—  см. 24. 13,44 см. 25. 2) Мумкин змас. 26. 10 см, 6 см. 27. — [
13 b г

169 Ю
28. R = —  см г — — см. 29. 90° — a ,  ocos а ,  asin  а .  30. 9 0 ° -

24 3 а

— . 33. 1) sin  10° =  0,2756, cos 16° =  0,9613; 2) sill 24°36' =  0,4163, 
sin а

£75

V  a'1

54 CM,

11,2 CM,

> 2b — a
2b +  a

a ,  ■
a



COS 24°3u' =  0,0002; 3) sin 70°32' = 0 ,9 4 2 8 , cos 70°32'=0 ,3333; 4) sin 88°49' =  
=  0,9998, cos b i n s '  =  0,0206. 34. 1) x  =  1°; 2) л: =  30°6'; *3) x  =  47°3'; 
4) x — 80°9', 35. 1) tg 10° =  0,1763; 2) tg 4 0 ° 4 0 '=  0,8591; 3) tg 50° 3 0 ' =  
=  1 ,2 1 3 ; 4) tg 70° 15' =  2,785. 36. 1) x  =  17° 53'; 2) x =  38°7'; 3) x =  80°46'; 
4) x  — 30 '50 'Г 37.31° 25'; 31°25'; 117" 10'; 23,8 cm. 38. 34°10' ва 55°50'. 39:51°. 
40. 1 !o°16' ва 63°44'. 41. 29°52' ta 150°8'. 42. 12 m, 45°14'. 43. 6 0 °1 6 \ 44.

45. 1) a) 5; 36° 52'; 53° 8 '; C) 41; 12° 41'; 77° 19'; в) 29; 43°. 36';
)  2
46° 2 4 '; г) 61; 10°23'; 79°37'; 2) a) 12; 22°37'; 67°23'; 6 ) 24; 16°16'; 73°44'; 
в) 15; 18*4', СГ56'; r) 13; 0Г 12 '; 8°48'; 3) a) 70°; 0,68; 1,88; 6 ) 39°40'; 3,08; 
2,55; l) 19J: '; 7,55; 2,63; r) 13°39'; 15,55; 3,78. 4) a) 59°33'; 5,92; 5,10; 6 ) 
49-12'; 7,65; 5,79; в) 29°25'; 8,04; 3,95; r) 22°; 9,71; 3,64. 46. l)  cos2 a; 2) 
sin'-’ a; 3) 2; 4) sin-" a; 5) 1; 0) sin3 a; 7) 1; 8 ) sin 2 a; 9) l +  tg6 a . 47. 1)

12 12 8  8  4 
sin 'j. — — ; a  =  — ; 2) sin a  --  — ; tg a  =  — ; 3) sin  a  =  0,8, tg a  =  — .

13 5 17 15 о
4 3 9 40

48. 1) со; a  =  — , tg a — — ; 2) cos a  =  — ; tg a  =  —; 3) cos a  =  0,6, tg a =
5 4 41 9

=  — . 50. 51. r =  R  =  52. 29 cm. 53. ( / “3 — 1) мда
3 2 2 У 3 У  3

«  0,732 м, ~  0 ,r' 17 м. 54. 60° ва 120°. 55. 60°, 60°, 120°, 120°,
1 2

56. 1) 6 ) и; 2), 3), 4), 5) р. 57. ВС. 58. Z -4. 59. 3 м. 62. Була олмайди. 63. 2 м.
67. АВ  г:: CD  ксс-ааларшшг кесишпш нуктаси. 6 8 . Була олмайди. 71. R  — d , 
R  -j- а, К у р с а 7 г.. а. Учгурчг.к tc h iснзлигидан фойдаланинг. 72. d  +  R , d  — R. 
К у р с ;  т м а . УчСурчгк к  ьгспзлпгпдаи фойдаланинг. 73. Кесиша олмайди. 
74. Iv.-сиша олмайди. 75. К у р с а  т м а . Айланалар марказлари орасидаги масо-
фнш; ула) ппкг радиуслари Оилаи тапхсслааг. 76. Кесишмайди.

8- §
3. 2. 4. 3. 5. (2 ,0).  С. (0,3).  7. у  у^ига п а р а л л е л  тугри чизиц. 8. Иккита 

т>| j'ii чи зи ц:  ,v =  С. ил а =  — 3. 10. Мусбат ярим у^ни кесиб утади. 11. 4 (3). 
12. 5. 13. х  — 2. 14. а---  — 2. 15. 1 иа Ш чораклар биссектрисаларини у з ичи
га олгаи 1 угри ч п з и к .  16. 11 ва IV чораклар  биссектрисаларини уз ичига ол- 
ган : ;“':-ри чизпк .  1S. (О, — 2). 19. (1,1). 20. (3,3). 23. 1) 2; 2) 4. 25. АВ  =  5, 
АС  =  10, ЙС =  5. 28. В  и унта. 23. (3,3) ва (15, 15). 29. (3 ,4),  ( - 4 , 3 ) ,  (0,5). 
30. (5 ,12) из ( 5 , - 1 2 ) ;  (5, — 12) ва (— 5, — 12). 31. х2 +  (у — З)2 =  13. 32. 
(д-4 - 1 )  2 -|- {у  — 3) 2 =  25. £4. 33- :,;..сэ;;ага ^аранг .  35. 1), 3), 4) мумкин эмас;
2) кин. 36. (— 2,0) сип (4,0). 37. (7,0) ва (1,0). 38. (2,2) ва ( - 2 , - 2 ) .  
33. (.V - ! ) ' -  +  (у  —  2)" =  4. 40. (а +  З)2 +  ( у  —  4 ) 2 =  25. 43. х  +  у  =  2. 44.
1) (“ 3,0), ( 0 , - 1 , 5 ) ;  2) (4,0), (0,3); 3) ( - 2 ,0 ) ;  (0,3); 4) (2,5; 0), (0, - 5 ) ,  
45. ( - 1 , 1 ) ;  (3, -  2). 43. 1) (I, - 2 ) ;  2) (2,4); 3) (0,5; — 2), 48. 1) х  +  у = 5.

2) Зл f  10 у  =  2; 3; а  -) Ц  — 13. 49. a -= b =  — . 50. — 3. 51 ±  / ~ 2 ,  52.
3

К у р с а  т м а . Гкки тугри чизикнипг кесншнш нуктасини топинг ва бу нуцта 
учш;чи тугри чкзикда ёткш-e iмаслнгини текшнринг, 54. у  =  3, 56. sin 120° =

~ 5 ,  cos 120'J =  tg 120° =  — У ~ 3 ;  sin 135° =  ~ р = ,  cos 1 35°



57. s in  1 6 0 ° =  0,3420; cos 140° =  — 0,7660; tg 1 3 0 ° = — 1,192. 58. 1) sin  403 =  
=  0,6428; cos 40° =  0,7660; tg 40° =  0,8391; 2) sin  14°36' =  0,2521; cos 14°36' =  
=  0,9677; tg  1 4 °3 6 '=  0,2605; 3) sin  7 0 ° 2 0 '=  0,9117; cos 70°20' =  0,3365; 
tg  7 0 ° 2 0 '=  2,798; 4) sin  3 0 ° 1 6 '=  0,5040; cos 30°16' =  0,8637; tg  30° 16' =
=  0,5836; 5) sin 130° =  0,7660; cos 130° =  — 0,6428; tg 1 3 0 ° = __ 1.192;

6) sin 150°30' =  0 ,4924; cos 150° 3 0 ' =  — 0,8704; tg  150° 30 ' =  — 0,5658’. 
Б9. « j  «  1 Г 3 2 ' ёки 168°28'; a 2 «  134°26'; a 3 «  158°12'.

60. 1) s in  a  =  - У - - - ', tg a  =  2 V  2; 2) sin  a  =  tg a  =  — 3; 3) sin a =  
J 2

1 1 1  3
=  Z 7 ~ \  tg a  =  1; 4) sin  a  =  — , tg a  =  — - j = -  61. 1) cos a  =  0,8, tg  a  =  —; 

V 2 2 У о 4

2 1 12) c o s a  =  — t g a  =  — 3) cos a  =  — p = = ,  tg a  =  — 1 ёки

1 5 12
cos a  =  -t = , tg oc =  1. 62. sin  a  =  — , cos a  =  — — .

V  2 13 13

9-§.
12. 1) Й уц, 2) Й>т{. 15. М авжуд эмас. 20. Кесма. 21. Тур-ри чизиц. 22. 

Ч ексиз куп. Берилган тугри чизш умрга параллел ва улардан тенг узоь;ликдагв 
T^Fpn чизикда. 23. Учта. 25. иккита. 26. Чексиз куп.  29. 1) К у р с а  т м а .  
Берилган ну^тага нисбатан симметрик алмаштиришдан фойдаланинг. 2) К у р- 
с а т м а .  Ь турри чизи^ка нисбатан симметриядан фойдаланинг. 35. Айлана, 
К у р с а т м а .  Ватарларнинг умумий учига нисбатан гомотетиядан фойдаланинг.
38. К у р с а т м а .  УчСурчакнинг берилган томон ^аршисида ётуичи учига нис
батан гомотетиядан фойдаланинг. 39. 0,8 м; 1 м; 1,2 м. 40. Ю м, 25 м, 20 м.
42. 13,6 см. 43. АС  =  4 м, В 1С 1 — 14 м. 44. АС  =  24 см, А 1С1 — 18 см,

oil . „
В ,С , =  15 см. 46. 15 см, 20 см 25 см. 47. 21 см. 49. -------- . 50. /1,С, =

1 1  ’ а +  h 1 1

=  1,2 м, АС  =  3 м. 51. 1) Ухшаш эмас; 2) ухшаш. 52. 1) Ухшаш; 2) ухшаш
т  27

эмас. 53. 1) Ухшаш; 2) ухш аш  эмас. 55. — . 56. 4 см. 57. — . Ь8. 1) 11 см;
1 п 28

2) 6 дм. 59. К у р с а т м а .  Учбурчакнинг бир томонига унинг учидан бошлаб
а ва Ь кесмаларни цуйинг, иккинчи томонига эса с кесмани куГшнг. а кесма
охирида Ь ва с кесмалар охирларидан утувчи турри чизш да параллел турри
чизиц утказиаг. 60. Ухшаш. 61. 1) Да. 2) Х,а; 3) Йуц. 62. i м, 2 м, 2,5 м,

Ьс
63. 6,5 м, 5 ,5  м. 64. « 4 2  м. 66. -------- . 67. т  : п.  68. п : т.  09. АС  =  18 м.

Ь +  с
К у р с а т м а .  ACD  ва С ВА  учбурчаклар ухш аш . 70. т : п ,  71. 15 см, 18 см,

72. 4,5 см. 73. . U . 77. «  225,8 км (ц. 7 6 - масала). 78. « 8 2 ,4  ки> 2 * *
(ц. 7 6 -масала),

1 0 -§ .

1. (1, -  1), (2, -  1), (1,1). 2. 1) а  =  6 =  2; 2) a =  — 3, 6 =  8; 3) a  =  
=  6 = 1 .  4. 1) М авжуд эмас; 2) мавжуд. 7. Б ир хил йуналган нурлар: А В  аз 
DC, ВС  ва A D t QQ ва В А ,  D A  ва СВ,  К.арама- карш и йуналган нурлар: АВ  ва

- =  р Ц ,  tg  135° =  -  I; sin 150° =  cos 150° =  -  l i i ,  tg l50° =  -  - L ,
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CD, ВС ва DA, DC ва B A ,  AD  ва СВ. 8. АВ,  ЛС ва ВС  сскторлар бир хил 

йуналган, ВА  вектор билан А В, АС, ВС векторлардан исгалгани царама- цар

и в  йуналган. 11. ц. 10- масала. 11  hi =  ±  12. 157. л  =  ±  7. 17. 1) (3, -4 5 ) ;

2) (“ М );  3) ( Щ  4) ( = 3 ^ ) ;  5) П Т )-  18. 1) (ОТ); 2) Н ^ З ) ;  3) (Т Г ^ Т ) :
4) (— 1,1); 5) (— 1; — 2). 20. 1) 5; 2 )1 0 ; 3 )13 . 21. 1) 13; 2) 10; 3) 17. 24. I) 

6 (6,8); 2) F  (— 6, — 8). 25. 1) (— 6,' - ^ 8 ) ;  2) (9,7); 3) ( 1 2 J ) .  26. 1) 10; 2) 13;
1 5 _  -

Щ 15. 27. 1) 15; 2) 39; 3) 30. 28. 1 ) ± — ; 2) ±  1; 3) ±  — -30. а  ва с век-

ш рлар бир хил йуналган, Ь ва d  секторлар карама- царши йуналган; |a |  =  |d |. 

Щ =  \с\. о2. п =  2 33. а, с, d бирлнк век,орлар; а ва d секторлар коллинеар 

«гкторлар. 34. (0 ,6; 078). 37. (2 7 — 3). 38. Х ^ ~ 5 ,  ц =  4, 40. 90°. 41. У Т ,  
t l  30°. 43. cos /4 =  0,6; соз В =  0; cos С =  0,8. 44. Z  А  =  3 0 \  Z  В  =  60°,

Z .C  =  90°. 46. т =  — — . 48. к  =  -  С-5. 1) ОХ  =  4 ± ± A L ,3 2 р +  \
П - § -

2. —  У с*  +  d 1 ±  2 cd cos а . 3. У  а* +  Ь* ±  2аЬ cos а . 0. 13 м ёки

К 1573 м да 38,9 м. 7. 1  ~ г . 8. п'а ~  ~  У Г ( Ь *  +  с-) ~  а \  ть =
1 о Ьэ о 1

1
=  — У  2 (л2 +  с2 — Ь‘\  тс =  — У  2 (а2 +  й2) — с2. 9. К у р с ат м а, 8- ма-

ЛС  sin  р
ол ад ан  фойдаланинг. i 2. й у к . 13. Була олмайд,}. 14. А В  — ------------- - , 1 5 .*  =

sin  (а+р)
a sin a  sin р

= -------------------- . 16. AD  кесма катта. 18. А В  томон энг ка1та, ВС  томон энг ки-
sin (а  — Р)

адх. 19. В бурчак энг катта, С бурчак энг кичик, 20. Ен гомони катта. 26. 
АВ томони катталаш ади.

27. 1) а =  105°, Ь да 2,59, С да 3,66;
2) а  =  45°, Ь да 17,9.3, с да 14,64;
3) а  2 0 3, Ь да 65,78, с да 88,-62;
4) у — i 19J, и да 16,69, с да 24,83;
5) у =  08J, а да 13,57, b да 1 1 ,2 2 .

28. 1) а  »  79°6', М  40°54', с да 10,58;
2 ) а  ж  11J2 ', Рда 38-58', с да 2 8 ,0 2 ;
3) р да 26°45' Y ~  5 8 1 5 ' , я да 19,92;
4) Р да 20°30/ , Y ~  14°30', и »  22,92;
5) а  да 16°20' Y да 1Г 40', Ь да 53,41;
G) а  ж  129J50 ' ,  Y ~  3 5 °l0 ', 6 да 8,09.

29. 1) с яв 8,69, Р ж  2 1 "У', Y  да 38°5Г;
2) с да 19,03, Р ж  Г2°53', Y  да 29°7';
3) с « 2 2 ,3 0 , Р ж  5°35', Y  да 1 0°25 \
4) Ечимлари мавжуд эмас.
5) с да 11,40, р л  11°19', у  да 10й°1 Г ,

ёка с да 2,46, Р ж  138 1 1 ', Y  да 1Г 49 '.

30. 1) а  ж  28°57' ; Р » ‘!6°34 '; Y  да 104°29';
2) а да 53°35' ; Р ж  1 3 4 8 '; 7  да 1 \Ъа11\



3) а я  34:3'; р л  44 25'; 7  «  10132';
4) а *  36 38'; р л  92 50'; 7 л  48 32';
5) a s  14 58'; р и  1Г; 7  = 154 2';
6 ) а л  135 35'; р «  15 30'; 7 «  28=55'.

12- §.

2. /?, + /?2 - r f , ,  /?, — /?2 - r f .  6 . Пук. 8 . j  «  ( л - 1 ) .  1.1. 36’, 72’, 108’.

144°. 11. 1) 8 та; 2) 12 та. 12. 1) 10 та 2) 15 та 13, К у р с а т м а  Б у 11 
бурчакнинг дамма томонлари тенг, хамма бурчаклар:! тенг. I k К у р с а г и  а. 
Бу п  бурчакнинг х,ам.\;а томонлари тенг, ,\алма бур:а;ларл тенг. 13, К у р с а т 

м а. Иккала раднуснн учбур-:акшшг томом:! ор а:л ифодадапг. 19. а у /

К у р с а т м а .  Олднн айлана радпусшш то.шпг. 20. 2  6  дм. 21 2 /  2  см.

22. У з  см. 24. К у р с а т м а .  Косинуслар тгоре.ма:ила т фоЛдз ; ал лиг. 25. 
К у р с а т м а .  Олднн 9 - §  даги 73- масала ёрдамнда 10 б) рчахпиьт томошшк 
топипг, сунгра косинуслар теоремасидая фоадалалиб 5 бур ;амш:::г тоиошпш  
топинг.

R(S5"_ I)
аъ =  R

1) — — / = —, 2) -—;— J ~ ~ \  3) ~2~. К у р с а т м а .  Доираларнннг ыар.чазларв

/ ------- 2>iR 2 !>R

27Y ^  + T - 28- й 3 i K -Vp-
с а т м а .  Олднн ички мунтазам олтибурчакин чизиб олинг. 31, К у р с а т м а .  
Олднн ташки квадрат чизинг. 32, 1) 02,8 м: 2) 94,2 м. 33. 6,23 мм. 34. 
«  3,06. К у р с а т м а .  23- масала натшкасидаа фойдаланинг. 33. * 3 , 1 1 .  24- 
касала натижасидаа фойдаланинг. 33. ж 6365,2 км. 37. ж 6,3 см. 38. 

/ ? / 3 _  R  _  R
2 +  / 3  ’ 1 +  / 2  

мунтазам п  бурчакнинг учларидир. 39. 1) R  (3 +  2 / 3 ) ;  2) А? (1 +  , 27; 3) 
/?. К у р с а т м а .  Доираларнннг марказлара мунтазам п  бурчакнинг учларидир. 
40. ж 351,9 м/мин. 41. 1) 300’ ва 60 ’; 2) 2 3 0 ’ ва 130’; 3) 190' ва 170 . 42.
1) 120°; 2 ) 90°; 3) 72’ ; 4) 60°; 5) 2 4 0 ’; 6 ) 2 7 0 ’. 43. 31". 44. 1) а  0,79 м; 2)

71:7

л  0,52 м; 3) «  2,09 м; 4) ж 0,60 м; 5) я  1,06 м; 6 ) ж 2,63 ы. 45. 1) у ,  2)

ъя  2 л .7
-  3 ) 3- 7 ^ -  К у р с а т м а .  Ватар ва мос марказии бурчак буиича айда:а

радиусини топинг. 46. 1) —  /; 2) 1 ■ /; 3) - * ^ /. К у р с а т м а .
л л 2 л

л л л
Олдин айлана радиусини тонннг. 47. 1) - у  2) у ;  3) у .

1 3-§ .
1. К у р с а т м а .  Пифагор теоремасидан фойдаланинг. 2. «  180 м. 3, S  =  

а?
— -g -. 4 . Икки марта. 5. Квадратнинг юзи 9 марта капалаш ади. 6 . 5 k:apia.

1. 8  м, 18 м. 8 . 12 дм, 25 дм. 9. 3 0 ’. 10. Квадрат. 11. 200 см2. 12. 202,8 см*.
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25. 55 см, 48 см. 27. Z  С =  90°, 28. « 0 , 4 7  м2. 29. 5,-64 м2. 30.

с2 sin a s i n f i  „„ , . „,
------------------------. 31. К у р с а т м а. 2о- масалакииг тасдкгндан фо идалапинг. 34. 1)
2 sin (а  +  Р)

2520
84; 2) 12; 3) 288; 4) 10; 5) — ; 6) 1,4. 35. 1) 1!,2; 2) 4; 3) 7,2; 4) 1,4.

5) 6) 1,344 . 37. 1 ) Я = “ ,  ̂ =  4; 2) R  =  j ,  г  =  1,5; 3) Я =
] иу о о о

л ; 4) Л  =  «  3,6; а «  « 1 , 2 .  38. 4 ,5  с м. 40. R  =  29 см, г =
3 I /  96 2

/ а
=  12 см. 41. 480 см2. 42. 540 м2. 43. — . 44. 1) 20 я  см2; 2) 12 т а 2; 3) я  (а2—

4 я
я  4 я

— 62). 45. 1) 4 марта; 2) 25 марта; 3) м -  марта. 48. 1) — ; 2) “ -.у™ ;
2 3 J/ J

<... . nR'2 я  R 2 5 я  R~ 2nR'i 5 я  R 2
3) Г Т Т ^г  47. — . 48. 2. 49. 1) —  ; 2) — ; 3) — ; 4) — ; 5) — ;

6) 50. 1) ~  2) 51. a2 5?. 1) ( я - 2 )  2) (я  -
2 \  3 4 /  \

14. У 15. см. 18. 4800 ма. 19. 20. 6 см. 2 2 . 2 3 .  M U l I l . .  24. 600 сма.
4 4 4

2 я  

з  У Т
47.

1

4 '
, 48.

11 n R 2 
12

50. 1)
R* 

2 ’

з У ' з 1'
| R*\ 3) (Я4 ^

3 У 3\ п2 
\ 2 )

14- §.
2. Мумкин. 6 . К у p e a  т ма .  Вешка текигликда нуцта олинг з^амда шу ну^- 

тадан ва берилган тугри чизикдаи текислик утказинг. Бу текисликка нараллел- 
лик аксио.масини цулланинг. 10. Туртта текислик. 12. 11-масалага аддн г.

15- §.
а -4- Ь

4. 1) 6  ы; 2) 4,2 дм; 3) 6,2 см; 4) — - — . 5. 1) 1 м; 2) 0 ,6  дм; 3) 2,1 см;

\а — Ь\ I Ь \
4) — 5, 6. 1) 37,5 см; 2) 9,9 см; 3) 15 см; 4) с И +  — ). 7. 1) 7 м; 2) 2 м;

Ьс
3) a -j- с — Ъ. 8. Мумкин эмас. 12. 1) 5 см; 2) 3 си; 3) 8 см; 4 ) -------- . 15.а +  с
Йук,. 19. 16- .часалага царанг. 20. Йу:^. 13-масалага царанг. 26. Агар нуцта 
тутри чизнк,лар текислигида ётса, ечими йук. 32. , 4 , # ; =  а.  35. К у р с а т м а .  
Иккита ихшёрий тугри чизи^ Х 1 Х 2 Х 3 ва К , У 2 У я кесмаларининг писбатинн 
тавдосланг. 37. Айлана. 38. Айлана. 40. Урта чнзнк стлан. 4!. Йу^;. 42. Мум
кин. 43. К у р с а т м а .  Кесмаларнннг нисбатн сакланадп. 44.  К у р с а т м а ,  
Перпендикуляр диаметриинг проекцияси берилган диаметр проектаясигз парал
лел булган ватарлариннг урталзрндан у 1ади,

16- §.

2. 1-масалага ^аранг, 3. 1) 6,5 см; 2) 15 см; 3) у  и 1 — о- +  а а;

4) Y ai — ^  +  2d \  8. а 11. Айлана. U  6  см, 15 см. 13. 15 см, 41 см.



14. 4 см, 8 см. 15. 9 см. 18. У  ft2 — а 2. 19. ~\/  62 +  с1 — а 1. 20. 0,36 м ёки
а  +  b

0,44 м. 23. 1) 4,25 см; 2) 6,75 см; 3) — , 24. 1) 1,05 см; 2) 0,65 см;

fa — b\ am
3)  . 25. 0 ,6  м. 26. 9 м. 27. — -—  (т  текислик утказилган асосга мос

2 т  +  п

келади). 28. 29. 2,6 м, 30. я» 3,9 м. 31. у  at  33. 2 ,5  м. 34. 6 м.

35. ]4 см. 36. У  а2 +  Ьг, 37. ^ / " а * __38. Перпендикулярнинг узунлиги

1 / 2 &  — Ь2, томоннинг узунлиги У  b2 —  а 2. 39. У  а2 +  62 — с2, У  с2 — а 2, 

У  с2 —  ft2. 40. 1 /2 6 2 — а 2. 41. 2 м. 42. У ~ 2  м. 43. 2 У ~2 м. 44. 6 м.

45. 5 м, 3 м. 46. 1 м. 47. 2,5 м, 48. 6 ,5  м. 49. У  а 2 +  с 1 — 62, 50. BD  =

=  У  а 2 ft2 + с 2, C D =  У  а 2 +  с2. 51. _|_ сг __53. К у р с а т м а. Те-

кисликка перпендикуляр турри чизи^лар узаро параллел. 54. 1)11 м; 2) 13 м;

3) 8 м; 4) 7 м; 5) У  а2 +  Ь2 — с2; 6) У  а 2 +  ft2 — с2. 55. К  a 2 +  ft2, 56- 

}'л23" м. 57. 4 м. 58. 1,3 м. 59. 1,7 м.

17-§.

2. (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3), (1, 2, 0), (1, 0, 3), (0, 2, 3). 3. ху  те- 
кисликкача булган  масофа 3 га, хг  текисликкача 2 га, уг  текисликкача 1 га 

тенг; х, у ,  г  у^ларигача булган масофалар мос >;олда У 13, У 10, У  5 га 

тенг; координаталар бошигача булган масофа У 14 га тенг. 5. (2, 2, 2) ва 
(— 2, — 2, — 2). 6. С  (0, 0, 0). 7. х +  2(/ +  Зг =  7. 11. В (0, — 1,3). 12. 1) 
0 ( 6 ,2 ,— 2); 2) D  ( 0 , - 2 , 2 ) ;  3) D  (— 1,7, — 2). 16. ( - 1 , - 2 ,  -  3), ( 0 , 1 , - 2 ) ,
(— 1,0 ,3 ,). 18. (— 1, — 2,1). 19. 1), 2, 4) мавжуд эмас; 3) мавжуд. 21.

1) -гт= ~ ; 2) ; 3 ) l 3 ^ .  22. 30°. 23. 13 м. 25. 1) cos a  =  — ; 2) cos a  =  26.
V  2 2 2 14 21

30°, 27. a i / " 6 ,  28. a  V ~ 2 - 29. 30°. 30. 3a. 31. 3,36 м. 33. 1) D  (— 2,  3, 0);

2) D  (2,1 — 2). 34. 1) ti =  — , m =  — ; 2) m =  — 2, n =  — 2,5; 3) /л =  4,
3 2

я  =  6. 36. 1) n =  — ; 2) n  — — 1; 3) tl =  2; 4) n =  4, 37. с =  1. 38.
3

У  a2 +  6“ +  с2 +  |a| ‘ |ftj. 39. 1) cos ф =  - y = ;  2) Ф =  90°. 41. cos C =

,  cos В — cos2 a  —/ 2
— . 42. cos ш =  cos a -co s  6. 43. 60 . 44. cos ф = -------- — ------- . 45. e ——
lo s in 2 a  \  3

1 2 \  . _  /  2 1 2 \  -  /  2 1 I \

з ’ з]  еки l з ’ ~  з ’ з / ' 46, " l У  6’ У 1 ’ У  tiV
47. аг =  a2 =  0, а 3 ф  0. 48. a =  * =  0, с ф  0 , rf= £ 0 , 50. 1) 3.v — у  —  г +  6 = 0 ;

2) Зх +  Зу —  2г — 5 =  0; 3) x — 5(/ +  Зг — 38 =  0. 51.
d 1 d d

a ’ 1 b ’ с
* =  l a ,  l = k b ,  т  =  Кс, I Ф  0. 56. kx  +  ly  +  т г  =  0, 5 7 . 1 )  (2 ,1 — 2); 2) (4,5; 

1,5; 0 ,5); 3) (— 2 , — 7 , — 28); 4) , у ,  — - j j ,  58. К у р с а т м а ,  Биринчи
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ва учинчи тенгламани .хадма- ^ад цуш инг, 59. 1) с =  0, d  +  0; 2) с =  d  =  О. 
60. с — 0  (59-масалага i^apaur). Ы . К у р с а т  м а. (2, 3, 1) векторга перпенди
куляр бирор векторни тсш ш г, 62. (2, 3, 1) ва ( 1 , 1 ,  1) векторларга перпенди
куляр  векторпн топинг.

18- §.

\  сиз а
2. 60°, 4. costf =  cos j} =  s . 5. 144 см2, 6. 7,5 см. 7. 12 см. 9t

~2

3 а 2. 10. c o s x =  V ~ 3  lg  — . И . 12. 22 см, 13. Q V I .  14. 12. 15.2 b'coia

2м. 16. 4 Mf 18. 45 см2. 19. 1) ЗаЬ +  2) U b  +  2 а г; 3) баб +  За2 У з ,

20. 3/2 У ~ 3. 22. 188 м2. 23. « 2 .3 2  см2. 25. 2а, а  V I .  26. 13 м, 9 м. 27.

2 мг, 3 м2, 28. 1) 3; 2) 7; 3) 11. 29. a j / ~ -  30. 2 м2. 31. 1464 см2, 32.

______  I ”'Г'Г')
2 У М г -j-2Q/i2, 34. 3 см. 37. 11 м. 38. t ; ' ^  =  tg a ,  t g a ^ f p , ,  а 3 •-= — lg а .

39. , 40. 2 V  3 см. 41. —  'п ‘ Л ------  42. 9 см. 43. 5 см, 6 см. 44.
2 4 у  а" 4- 3/i2

c o s * = t g y .  45. 1) У  ь2 ~  J  ; 2) ] /  Ь~ -  3) V '** -  а 2. 46.

* ) / A. +  g ;  2 ) . у  л7 + | ;  3) / / 7 7 ^ '  47. i f J p  (« (- V a 2 + «

2) а (а + V fi2 + 4̂ 2); 3) — ( c V  3 + У  За1 -J- 4/i2, 4S. 2 л(а V  3+

- f - V 3 a 2 — f 2). 49. 1,8 м, 4 м. 50. За2. 52. cos ф =  — . 53. 16 см ва 6 см ёки5
12 см ва 8 см. 54. V ~ 2  см. 55. 26 м2. 56. 540 см2. 57. 10 ма. 59. 9 см. 60.

ii“ Ь‘̂
1 дм. 61. 6 см. 62. 2 см. 63. ------------ , С4. 20 V~2. 65. 24 м2, 30°. 66.

4

168 ыа, 67. 1) i J L  ( а 2 +  6г -j- (a -f b) У  1 2 7 Ч :Т «  — *)*; 2) а г+ й 2+  (а + 6 )Х

X V 4 /1 2 +  ( а - б р ;  3) у  ( V ~ 3  (а2 +  Ь>) +  (а +  6) У  Ah* +  3 (а -  Ь1)). 71.

109° 2 8 '.  К у р с а т м а .  Аввал о киэдрнин г х.ар Сир учида икки ж уф т пер
пендикуляр ^ирралар бнрлаш иш иин нсбогланг. Сунгра 4- масаладаги формулами 
(^улланг.

18-§.

1. 5 м , 3, ЗЬ см-. 4. 3 дм. 5. 3 дм. 6. lg.v= — , 8. 10 м. 9. 5 м, 10. —. 11. R*.

13. 500. 14. § ~ V 1 — tg2 « •  tg 2 ф, бунда a - f  rp <  90°. 16. . 17.
cos ф у  2 4

18. 3 см. 19. Щ Л У - Л - .  2d.—-— — — . 21. 5 м. 22. R — r. 23. a, 2a , 24. 30 дм2. 25. 
ft 4-  R У  2 ti-YRy 3

282



9 дм2. 26. — ( У м  +  У  т ) - , 28. 16 я м2. 30. — . 31. — . 32. л R .  33.
4 4 4

« 7 8 5  км. о 5. 12 см. 35. 12 см. 39. 3 см. 40. 8 см. 41. | /  г \  +  г\- 42. 5 см,

44. (х— 2 'r +  (У— 2)г +  (г1г 1)- =  9. 40. 4ям. 47. 48. а ^  6 . 49. R t g — ;
2 4 " 2

Г 1 50- 2 / 2 )  2 3) 2 у ,тг= т? . 5i. 

« 1§ 72 , о
18q5. 52. R  — . 180° 1 53'iou . 1*и 1 а , , ---- ’2 l g -----  2 sin 2 а - s i n ------ - 4 sin — ■ У  cos аn n 2

a
Cl / t 4.

V
1 - t g y

54. 2 « ( l - { s i n 2. a  f
f 1 +  tg Т

\ /
Г =

20- §.

1. 6 cm. 2. « 8 , 4  г /см 3. 4. 25 cm. 5. 1,8 r/c.\i3. 6. «  2,29 м. 7. 30 м. 8. 

Икки .марта. 10. 60 см3. 11. 3 м3. 12. l / Ш Я .  13. V ~ 2  м». 14. - Х = ,  15._  _  V 2 У  2
1; 1— 5 а'Ь, 2) а-Ь\ 3) ?. .У  3 а£Ь. 16. 0,5 г/см 3. 17. «  192,72 кг. 13. 3 см3.

4 2
а3

19. — . 20. 6 м3. 22. 3060 м3. 23. 6048 м3/соат. 24. 35200 м3. 25. 48 см3. 26.
О

12 см3. 27. 2 см. 28. ~~ ас ~\/ 12 а1 — 3с2, 29. a 3 sin  a  sin р ~ l/cos2a — sin2(J.о
._____________  __________ fl't gjj-] -у д 2 _______

30. 2 у  sin to  • si:i% . 31. abc У  — cos 2 a .  3 2 .----------— . 33. 1) — У З й 2—as:
2 t g a t g p  12

2) — У 4& 2—2u2; 3) — У  3 (Й2 — a2). 34. — а 3. К у р с а т м а .

Пирамиданинг баландлиги асосига ички чизилган айлананинг радиусига тенг.

.. . 37. “ "-У-2. 38. ° 3 У  2
6 12 У  2 12 3

иккита (..утазам туртбурчакли пирамидага ажратинг. 39. 360 м». 40. 48 см*. 
К у р с а  I ма. Пирамида баландлигининг асоси пирамида асосига тацци чи- 

знлган ."йлакашшг маркази билан усгма- уст тушади. 41. У I I  см3.

35. — о \  Зи. — 37. _  - г.----- 38. ------- -------К у р с а т м а .  Охтаэдрни

h "1 /  Г I43. — — Lb-?-------44. — к»3 — b3) t g a .  К у р с а т м а .  4 2 -масала формуласидан
У  Qi — У  Q2 6

1 4 . _________________
фойдалашш г. 45. — (а3 — b 3) t g a .  46. — I3 cos a c o s |5  У  sin2 a  — cas*p. 

24 3
2 Л

47. — /?•* sin  a  sin  ,i ■ sin  (a  -\- p) tg y . 49. -3—— . 50. «  0,75 мм. 51. «  4500 л,
3 у  2

_ з
52. n  .ujj/ia; У  к марта. 53. '4:1. 54. — л а 3, 55. « 6 1  кг, 57. « 2 % ,
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Б8. — |/?3 — /-®|. 59. — \R 3 —  /-3|. 60. 14 см. 61. 1 — , бунда г <  R,
3 3 \ R  1

62. 2л  У  И . м3 ж  12 м3. 63. 9 ям 3. К у р с а т м а ,  Конуснинг^баландлиги асо-

са 1
сининг радиусига генг. 64. ----- - у  4л'г I* — с2, 65. — я / 3 sin a  cos2 а .  66.

24ла 3
я  а 3 л а 2Ь2

ж  1,6 Т. 67. « 0 , 3 5  м. 68. — . 69. ■ , ,  ; 70. ж  14 см. 71. « 3 9  см.
4 3 у  а2 +  Ь1

72. 167. 73. 33 — %. К у р с а т м а .  Шарнинг диаметри цилиндрнинг диамет-
3

V 2
рига тенг. 74. « 2 1 4 8  см 3. 75. —  —  —  R.  76. 45я см3, 243я см3, 77. 0,028,

я / с  3
F8. 5 :1 6 , 79. 3528л см3, К у р с а т м а .  Шарнинг курсатилган цисмини цилиндр 

ва икки сегментга ажратинг. 80. 112,5л дм3 ёки 450л дм 3, 81. я R 3 (2 —

~ У  3), К у р с а т м а ,  Ж исм  — шар секторидир,

21- §.

1. У  т 3 : Уп3, 2. Катта сирт долган икки сирт йигиндисига тенгдош. 3. 
«  40,4 м2, 4. гаг 116 м2, 5. 75 см. 6. п М  + 2 Q .  К у р с а т м а .  Асосининг юзига

5
кура унинг радиусини топинг. 7. «  25,3 м2. 8. «  33,98 м2. 9. -------- , К у р-

cos а
с а т м а .  Асосининг юзига кура унинг радиусини топинг. 10. 2 : 3 .  11. 30°.
12. 1 м. К у р с а т м а .  Асос айланасининг узунлиги сектор ёйининг узунлиги- 
га тенг. 13. « 1 ,0 4  м2, 14. « 4 , 3  кг. 15. К у р с а т м а .  Шар еэ конуснинг 
^ажмларини конус ясовчисининг узунлиги орцали ифодаланг. 16. К у р с а т -  
и  а. И ккала сиртни квадратнинг томони орцали ифодаланг. 17. 180 л  см2, 
18. 512 л  см3.



6 -  С И Н Ф

ПЛАНИМЕТРИЯ
1-§ . Знг содда геоксгрнк фигураларяинг асосий хоссалари

Нуцтз ва турри чизиц 4. Нуцта ва тугри чизицлар тегишлнлигининг 
асосий хоссалари 4. Нуцталарнинг тугри чизицда ва текисликда узаро 
жоплаш узпнинг асосий хоссалари 5, Кесмаларии ва бурчакларни улчаш- 
нинг асосий хоссалари 8. Кесмаларии ва бурчакларни цуйишиинг асосий 
хоссалари 10. Берилган учбурчакка тенг учбурчакнинг мавжудлиги 11. 
П араллел тугри чизицларнинг асосий хоссаси 13. Аксиомалар, теоремалар
i.a исботлар 14, Тпхрорлэш учун саволлар 15. Машцлар 17,

2- §. Ьурчаклар
Кушпи бурчаклар 21. Вертикал бурчаклар 22. Перпендикуляр тугри чи- 
знклар 23. Тескарисидан исботлаш 25. Битта ярим гекисликка цуйилган 
бурчаклар 25. 'Гакрорлаш учун саволлар 27, Машцлар 28,

3 -§ .  Учбур.чакларнйпг тскглак гломатлари
Учбурчаклар теиглнгининг биринчи аломати 30. Учбурчаклар тенгли- 
пиш нг пккпичп аломати 31. Тенг ёнли учбурчак 31. Учбурчакнинг 
медианаси, бнсегК’фисасн ва баландлиги 33. Учбурчаклар теиглигининг 
учипчн алсмати 35. 'Гакрорлаш учун саволлар 36. Машцлар 37.

4 -§ . У чбурчак Сурчпь.-аркнинг ш;гинд::си

Ту: рн чнзицл ;рн:шг псраллеллич аломатлари 40. Учбурчак бурчаклари- 
нинг йш пндпсн 44. Тугри бурчакли учбурчак 46. Тугри чизицца ут- 
казнлган перлк-ндикуляриинг мавжудлиги ва ягоналиги 47. Такрорлаш 
учун саволлар 49. Машцлар 50,

5- §. Г сом ет;5!к псаш;;ар
Айлана 52. Ясашга допр масала нима 55. Берилган томонларига кура 
учбурчак ясаш 55. Берилган бурчакка тенг бурчак ясаш 56. Бурчак 
биссектрнсасини ясаш  56. Кесмаии тенг иккига булиш 57. Перпен
д и к у л я р  т у г р и  чнзикни ясаш 57, Нуцталарнинг геометрик урни 58. 
Геометркк урлплар ыетоди 59. Айланага ички чизилган бурчаклар 60. 
Та'срорлаш учун саволлар 6 3 .Машцлар 64.

7 - С И Н Ф

М У Н Д А РИ Ж А

П а р а л л е л о г р а м м  СУ. Т y f р а  тургбурчзк. Ромо. Квадрат 71. Фалес георгма- 
C:i 73. Т р г и л г п я  75. '1акрорлаш учун сааоллар 76. Машцлар 77.

7 -§ - П а./агор тсор.егласн
Б у р ч а к  косипуси 81. Пифагор теоремаси 83. Тугри бурчакли учбур* 
чакда томонлар билан бурчаклар орасидаги муносабатлар 85, Синусла{н
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косинуслар ва тангенслар ж здвалларидан цандай фэйдаланиш керак 8 7 , 
Асосий 1ригонометрик айниятлар 89. Баъзи бурчакларнинг синус, ко
синус ва тангенслари учун к,иймаглар 89. а  бурчакнинг уеиши билан 
sin a , cosa ва tg a  нинг узгаришп 91. Учбурчак тенгснзлиги 91, Так- 
рорлаш учун саволлар 93. М апцлар 93.

8 -§ . Текисликда декарт коор дина талари
Текисликда координаталарни кнритиш 98. Кесма уртасининг коорди- 
наталарн 100, Нуцталар орасидаги масофа 101. Айлана тенгламаси 101, 
Тутри чизнц тенгламаси 104. Тугри чизицнииг координагалар система- 
сига нисбатан жойлашуви 105. Тугри чизицнинг айлана билан кесиши- 
ши 107. 0° дан 180° гача булган ^ар цандай бурчакнинг синуси, коси- 
нуси ва тангенсини таърифлаш 107, Такрорлаш учун саволлар 108. 
Мацщлар 109.

9 -§ . Фигураларни алмаштирпш

Фигураларни алмаштирпш мисолларн 112. ^аракат 115. Х,аракатнинг хосса- 
лари 117. Фигураларнинг тенглиги 119. Ухшашлик алмашгириши ва унинг 
хоссалари 120. Фигураларнинг ухшашлнги 122. Такрорлаш  учун саволлар 
124, Манжлар,'_125,

8- СИНФ

10- §. Текисликда векторлар
Параллел кучириш ва унннг хоссалари 130. Вектор тушунчаси 133. Век- 
торнинг абсолют циймати (модули) ва йуналиш и 134. Векторнинг коорди- 
наталари 136. Векторларни ^уш иш  137. Векторни соига купайтириш  138. 
Векторларнинг скаляр купайгмаси 141, Такрорлаш  учун саволлар 142. 
Машцлар 144.

11-§. Учбурчакларни счиш

Косинуслар теоремаси 147. Синуслар георемаси 148. У чЗурчакларяи ечиш 
151. Такрорлаш учун сасоллар 152, Маш^лар 152,

12- §. Купбурчаклар

Сини^ чизиц 155. К,авари^ купбурчаклар 153. Мунтазам купзурчаклар 158. 
Айлана узунлиги 160. Айлананинг марказий бурчагн ва ёйи 161. Такрорлаш 
учун саволлар 162. М ашцлар 163,

13-§. Фигураларнинг юзлари

Ю з тушунчаси 165. Тугри туртбурчакнинг юзи 166. Содда фигураларнинг 
юзлари 168. Ухшаш фигураларнинг юзлари 171 Доиранинг юзи 171, Такрор
лаш  учун саволлар 174, М ашклар 174,

9- СИНФ

СТЕРЕОМЕТРИЯ

14-§. Стереометрия аксиомалари

Стереометрия аксиомаларининг баъзи натижалари 179, Такрорлаш учун 
саволлар 181. Машклар 181,

15- §. Тугри чизи^лар ва текисликларнинг параллеллиги

Фазода параллел тугри чизи^лар 182. Тугри чизиц билан текислнкнинг 
параллеллиги 184. Текисликларнинг параллеллиги 185, Фазовий фигуралар
нинг текисликда тасвирланиши 187, Такрорлаш учун саволлар 189. Машц- 
лар 189.

16-§ . Тугри чизи^лар ва текисликларнинг перпендикулярлиги

Тугри чизицларнинг перпендикулярлиги 193. Тугри ч и зи ^  билан текнс- 
ликнинг перпендикулярлиги 194_,Перпендикуляр ва огма_196,_Текислик-
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л?рнинг перпендикулярлиги 1S8, АЯкаш турри 'чизш ум р орасидаги масо- 
фа 200, Такрорлаш учун саволлар 201. Машклар 201,

17-§ . Ф <зэда декарт косрдннатслари ва векторлар

Фазода декарт коордннаталарини кпрнтиш 206 Фазода фигураларни ал ' 
маштирпш 209. Турри чизш ум р ва текисликлар орасидаги бурчаклар2 i 1. 
К упбурчак орю гонал проекциясининг юзи 214, Фазода векторлар 215, Те
кислик тенгламаси 216, Такрорлаш  учун саволлар 217, Машклар 218,

10-СИНФ

1 8 -§. Купсцлар

К уп fciyin бурчаклар 223 .К упё^ 225. Призма 225, Ясси кесимларни ясаш 227. 
Параллелепипед 228. Пирамида 231, М унтазам купё^лар 234. Такрорла!И 
учун саволлар 235. Машклар 236,

19-§ . Айланма жксмлар

Цилиндр 241. Конус 243. Шар 245, Сфера тенгламаси 249, Такрорлаш у чуа 
саволлар 250. Машклар 251,

2 0 -§ . Ж исм ларнинг ^аж млари

Даж.м тушунчаси 254. Турри бурчакли параллелепипеднинг з^ажми255, Орм* 
параллелепипеднинг ^ажми 257Л1ризманинг г^ажми 258, Пирамиданинг \аж -  
ми 259. Ухшаш жисмларнинг ^аж клари 261, Цилиндр ва конуснинг 
^ажмлари 252. Айланма жисмлар .\ажмлари учун умумий формула 261  
Шар ва унинг булакларннинг ^ажми 264. Такрорлаш учун саволлар 2 6 1  
Машклар 266.

2 1 -§ .  Ж исм лар сиртларининг юзлари

Сиртнинг юзи тушунчаси 270. Сферанинг юзи 271. Цилиндрнинг ён сир- 
ти 27!. Такрорлаш учуй саволлар 272. М ашклар 272.

Мацщларга дойр жавоблар ва курсатм алар 274.
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