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СУЗ БОШИ

Ушбу укув кулланма Узбекистан Республикаси Олий 
ва урта махсус таълим вазирлиги томонидан «Академик 
лицейлар ва касб-хунар коллежлари» учун тасдикданган укув 
дастурига мувофик, ёзилди.

«Кадрлар тайёрлаш миллий дастури»нингтаркибий к,исм- 
ларидан бири узлуксиз таълим булиб, бунда академик лицей 
ва касб-хунар коллежлари мух,им урин тутади. Академик 
лицей Давлат таълим стандартларига мувофик, укувчиларнинг 
имкониятлари ва к.изик.ишларини \исобга олган \олда 
уларни жадал интеллектуал ривожлантириш, чукур сох,а- 
лаштириш, таба^алаштириш, касбга йуналтирилган таълим 
олишларини таъминлайди. Укувчилар узлари танлаб олган 
таълим йуналиши буйича билим-савияларини ошириш хдмда 
фанни чукур урганишга кдратилган махсус касб-\унар 
куникмаларини эгаллаш имкониятига эга буладилар.

Касб-хунар коллежида тегишли Давлат таълим стандарт- 
лари доирасида укувчиларнинг касб-хунарга мойиллигини, 
билим ва куникмаларини чукур ривожлантириш, бир ёки 
бир неча замонавий касб-\унарни эгаллаш х,амда тегишли 
укув фанларидан чукур назарий билим олиш имкони 
берилади.

Таълимнинг бу янги замонавий турларида геометриями 
ук,итишдан асосий мак,сад укувчиларга чукур илмий асослан- 
ган назарий билим бериш, олинган билимларни касбларга 
татбик,эта олиш буйича малака ва куникмаларни \осил к,и- 
лиш, мустакдп фикрлаш кобилиятларини ривожлантириш, 
мустакдл билим олишнинг йул-йурикдарини ургатишдан ибо­
рат булмоги лозим.

Кулланмани ёзишда муаллиф маълум (курсатилган) 
адабиётлардан ва узининг куп йиллик педагогик тажрибаси- 
дан фойдаланди.

Кулланманинг к,улёзмасини эътибор билан ук,иб чик,иб, 
камчиликларни курсатиш билан бирга, уни тузатиш учун 
масла\атларини ва хизматларини аямагйн Урта махсус касб-
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\унар таълимини ривожлантириш институти академик 
лицейлардатаълим мазмуни ва методикаси булими мудири, 
физика-математика фанлари номзоди, доцент К^ХАбдул- 
лаевга, шунингдек, китобнинг кулёзмасини куриб чик,иб, 
фикр-муло^азалар берган \амда амалий ёрдам курсатган 
К,арш и давлат университета доцента С.У.Узокрвга, шунинг­
дек, китобнинг к,улёзмасини компьютерда тайёрлашда 
хизмати сингган, «Узбекукувавтоматика» Кдшкддарё ихти- 
сослаштирилган маркази бош му\андиси С.А.Жураевга муал- 
лиф самимий миннатдорчилик изхрр этади.

Муамиф

4



ГЕОМЕТРИЯ ФАНИНИНГ ТАРАККИЁТИ

Геометрия геометрик шаклларнинг хоссалари хдкддаги 
фандир. «Геометрия» сузи грекча суз булиб, узбекча «ер ул- 
чаш» деган маънони билдиради. Бундай аталиш геометриянинг 
пайдо булиши ер устида улчаш ишлари билан ботикдигидан 
дарак беради.

Биз геометрияни урганишни планиметриядан бошлаймиз. 
Планиметрия бу геометриянинг бир булими булиб, унда 
текисликдаги шакллар урганилади.

Кдцим замонлардан бизгача етиб келган геометрия 
фанининг тарак^иёт йулига назар ташлайлик.

Купгина адабиётларда математика фани, жумладан гео­
метриянинг биринчи даври кддимги юнонларгача булган 
даврни уз ичига олади. Юнонларгача булган давр геометрияни 
асослашга тулик, к,изик,иш булмаганлиги билан характерла- 
нади.

Мисрликлар ва бобилликлар, х,индлар ва бошкд кздимий 
халк,лар бизнинг эрамиздан бир неча минг йиллар аввал 
\ам таърифсиз, аксиомасиз ва исботсиз кабул кдлинган 
геометрик маълумотларга эга булганлар. Уларнинг геометрияси 
тажриба ва кузатишлардан олинган кридалар ва форму- 
лалардан иборат булиб, юзларни ва хджмларни ^исоблашда 
ишлатилган, \исоблашларда кулланилган формулаларнинг 
айримлари, \атто тугри \ам булмаган, уларнинг геометрия- 
сини эмпирик (тажриба) геометрия деб юритилади.

Геометриянинг фан сифатида шакллана боришининг 
иккинчи даври кдцимги юнонлар даври \исобланиб, улар 
илмий маълумотларни кашф этибгина крлмасдан, балки 
такомиллашган мантик,ий усулларни ишлаб чик,иб, тажриба 
ва кузатишлардан тупланган геометрик материалларни к,атъий 
бир системага х̂ ам келтирдилар.

Геометрия фанини мантилий умумлаштирилган фанга 
айлантиришда Фалес, Пифагор, Гиппократ, Евдокс, Эвклид, 
Архимед каби олимларнинг хизмати бенихрят каттадир.
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Эвклиднинг «Бошлангичлар» («Негизлар») деб номланган 
китоби геометрияга асос булишда кдцимги юнонларнинг энг 
буюк ютуги саналади. «Бошлангичлар» китобининг а\амияти 
ва буюклиги шундан иборатки, у карийб 2300 йилдан 
ортикрок, вакт давомида бутун дунёда геометриядан я гона 
дарслик сифатида хизмаг к,илиб келган.

«Бошлангичлар» 13 китобдан иборатбулиб, бу асарнинг 
дастлабки 6 та китоби планиметрияга, VII—X китоблари 
сон \ак,идаги таълимотга, XI—XIII китоблари эса стерео- 
метрияга оиддир.

Геометрия тарихий таракди ётининг учинчи даври уозирги 
замон даври деб юритилади.

Хозирги давр геометриясининг узига хос хусусияти 
шундан иборатки, у \ар кандай кургазмали намойиш этишга 
ёки геометрик тушунчаларни хчар хил чизма тасвирлариин 
курсатишга асосланмасдан, балки етарли аник, коидалар, 
аксиомалар ва таърифлар асосида тузилгандир. Шунинг учун 
уни аксиоматик геометрия деб юритилади.

Учинчи давр геометрия фанининг узгаришлари сифатида
Н.И.Лобачевский (1792—1856) яратган янгиликларни курса- 
тиш мумкин. У Эвклид геометриясидан фаркди янги бир 
геометрияни яратдики, у Лобачевский геометрияси номи 
билан юритилмокда. Бу геометриянинг яратилиши эса фанда 
бурилиш деб ало^ида кдйд этиб келинмокда.

Бу иккала геометрия орасидаги энг асосий фарк, улардаги 
«Параллеллар назарияси»нингтурличалигидан иборатдир.

«Геометрия» фанининг ривожланишида ватандош олим- 
ларимизнинг \ам хизматлари буюкдир.

Масалан, тиббиёт илмида бутун дунёга донги кетган 
Урта Осиёлик улуг аллома Абу A jiu  ибн Сино (980—1037) 
узининг «Билимлар китоби»да планиметрия асослари ва 
стереометрия асосларини бир кисмга бирлаштириб баён этади 
(Эвклид «Бошлангичлар» китобида планиметрияни биринчи 
китобида, стереометрия ни иккинчи китобида баён этади). 
Масалан, 1- булимининг «Стереометриянинг кесишувчи 
чизикдарга тегишли булган бошлангичлари \акдда» деган 
кисмида тугри чизикка булган перпендикуляр \ак,ида, 
карийб шу ернинг узидаёкдекисликка перпендикуляр \ак,ида 
х,ам суз н ритилади.
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Фанда ёрк,ин из крлдирган улур ватандошимиз Абу 
Райхрн Берунийнинг илмий мероси ичида мактабларимиз 
учун фойдали булган маълумотлар жуда купдир. Масалан, 
«Маъсуд конунлари» номли йирик асарнинг геометрия ва 
тригонометрияга багишланган бобларидаги куп маълумот- 
ларни академик лицей ва касб-хунар коллежларида тугарак 
машгулотларида урганилиши таълим ва тарбиявий жи\атдан 
катга фойда келтиради.

Хуш, «геометрия» фани узи нимани урганади ва у кандай 
пайдо булган деган саволнинг турилиши табиийдир.

Биз \ар хил нарсалар ва во^еалар орасида яшаймиз, 
бизни ураб олган нарсалар \ар хил хоссаларга эга. Нарса- 
ларнинг хусусиятлари ва хоссаларини турли фанлар урганади. 
Масалан, металлдан ясалган шарни кдрайдиган булсак, химия 
бу шарда кднча темир, углерод ва бошк^а элементлар борлиги 
билан цизикса, физика эса кандай х^роратда эришлиги, 
босимга кандай куч билан каршилик курсатиши каби 
хоссаларни урганади, геометрия шарнинг юкрридаги 
хоссалардан фарк, килувчи бошк^а хоссаларини урганади. 
Геометрия шарнинг шакли, улчами, бош^а нарсаларга 
нисбатан вазиятига к>изик*иб, унинг огирлиги, ранги, каттик,- 
лиги, таркиби каби бошк,а хоссаларини эътиборга олмайди.

Кишилар мех,нат фаолиятида фойдаланиши кулай 
булиши учун нарсаларнинг шакли ва улчамига жуда катта 
эътибор билан кдрайдилар. Масалан, ёзишда нокулай булган- 
лиги учун узунлиги 2 метр булган калам \еч вак,т ишлатил- 
майди. Темир йул рельслари поезд ва вагонлар гилдираклари 
орасидаги масофадан катта кенгликда урнатилмайди.

Яна шуни \ам айтиш керакки, кишилар амалий ме\нат 
фаолиятларида нарсалар орасидаги масофани улчаш ва уларни 
маълум тартибда жойлаштиришга дуч келадилар. Масалан, 
завод цехларида станокларни тугри жойлаштириш ме\нат 
унумдорлигини оширишга ёрдам беради, машина механизми- 
нингайрим кисмларини макрадга мувофик, жойлаштириш 
улардан фойдаланишга кулайлик турдиради.

Демак, нарсаларнинг шаклини, улчамларини ва уларнинг 
узаро вазиятларини (жойлашувини) урганувчи фан геометрия 
дейилади.
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Кадим замонларда одамлар масофаларни улчаш, ме^нат 
куролларини ясаш, турли шаклдаги ва турли катталикдаги 
ер майдонларининг юзларини ^исоблаш, режаларини олиш, 
режаларга караб уларнинг х^и^ий катталикларини аникдаш, 
турли иншоотларнинг ва идишларнинг сигимларини \исоблаш 
ишлари билан шугулланишларига туфи келган, турмушнинг 
узи одамлар олдига \ар хил геометрик масалаларни ечиш 
вазифасини куйган.

Мана шундай масалалардан бири:
Нил дарёсининг х,ар йили тошиб туриши натижасида 

\осилнинг нобуд булиши, ер майдонлари чегарасининг ювиб 
кетилиши содир булар эди. Тошк;индан сунг куп миерликлар 
уз ерларини топишлари ва уларнинг чегараларини к^айтадан 
тиклашлари лозим эди. Ер майдонлари шаклини ва улчам- 
ларини кдйта ани^тиклаш эса улчаш, чизиш ва ^исоблашга 
дойр мураккаб ишлар билан боглик, эди. Савдо, денгизда 
сузиш ва \унармандчиликнинг ривожланиши идишларнинг 
сигимини улчашни, нарсаларнинг шакли, улчамлари ва узаро 
жойлашувларига дойр х,ар хил масалаларни х,ал к^илишни 
талаб этар эди. Кишилар бу ишларни бажариш асосида аста- 
секин \исоблаш кридаларини топа бошлайдилар.

Бу уринда фанда ёрк>ин из колдирган юртдошимиз Ал- 
Фаргонийнинг номини тилга олиш уринлидир. Ал-Фаргоний 
Багдод шахрида «Байтул \икма» («Хикматлар уйи») деб атал- 
ган илмий анжуманнинг ра^бари Ал-Хоразмий \узурида 
фаол иш олиб борган.

У яратган «Астролябия» ёки «Устурлаб» деб аталган 
асбобдан амалий х,исоблаш ишларида кенг фойдаланганлар. 
У илмнинг \аётийлиги, амалда кулланилишига куп эътибор 
берган. У «кдйси билим \аёт талабларига купрок^жавоб бера 
олса, уша мук;им урнашади» деб таъкидлайди.



I б о б . ПЛАНИМЕТРИЯ АСОСЛАРИ

1- §. Кадимги масалалар

Бизгача етиб келган моддий-маданий ёдгорликлар, 
купгина к,адимий ёзма хужжатлар бундан тахминан гурт минг 
йиллар илгари Кадимий Миср ва Бобил халкдари анчагина 
геометрик маълумотларга эга эканликларидан далолат беради.

Масалан, Миср пирамидалари (фиръавнлар кабрла- 
ри)нинг шакллари \айратда коларли даражада мунтазамлиги 
билан ажралиб туради.

Бу иншоотларнинг курилишига факат геометрик 
билимларга эга булган кишиларгина ра\барлик килиши 
равшандир.

Эрамиздан аввалги 2000—1700 йилларгатааллукди булган 
Кддимги Миср папирусларида бир катор геометрик масалалар- 
нинг ечимлари бор, улардан баъзилари эса бенуксон ечилган.

Геометрик маълумотларни бундан кейинги туплаш ва 
системалаштириш ишидаги хизматлар кадимги юнон олим- 
ларига мансубдир.

Геометрик далилларнинг дастлабки исботлари милетлик 
Фалес (эрамиздан аввалги 639-548 йиллар) номи билан 
боглик,. Фалес муло\азаларнинг кандай усулларини куддаган- 
лигини биз факат фах,млашимиз мумкин.

Масалан, Фалеснинг:
а) «Диаметр доирани тенг иккига булади».
б) «Вертикал бурчаклар тенг».
в) «Тенг ёнли учбурчак асосидаги бурчаклар тенг» каби 

теоремалари ифодаланишини куздан кечириб, бу хоссалар- 
нинг тугрилиги бир шаклни иккинчи шакл устига куйиш 
йули билан топилган деб фараз килиш мумкин.

Купгина теоремалар исботининг муаллифи Пифагор 
(эрамиздан аввалги 564—473 йиллар) дейишади. Аммо машхур 
«Пифагор теоремаси» ундан анча олдин \ам маълум булиб, 
уни ким исботлаганлиги ва Пифагорнингузи кандай исботни 
берганлиги аникданмаган.
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Геометрик фактлар тугрилигининг исботлари, фандаги 
му\окамаларнинг умумий методлари, к,адимги буюк 
файласуфлар Демокрит, Платон, Ар и стотел л арн и н г д и ккати - 
ни узигатортган. Кддимги буюк математик Архимед (эрамиз- 
дан аввалги 287-212 йиллар) Эвклиднинг назарий фикрла- 
рини чукурлаштирди ва тулдирди.

Архимеднинг кашфиётлари орасида айлана узунлигини 
ва дойра юзини улчаш билан шаклларнинг хажмини, шу 
жумладан цилиндр ва шарнинг \ажмларини \исоблаш билан 
боглик; булган масалаларни атрофлича ишлаб чик^анлигини 
кдйд килиш лозим.

Масалан, Архимед она ша\ри Сиракузани Рим бос^ин- 
чилари хужумидан мудофаа к,илиш пайтида к^ахрамонона 
\алок булган. У кдбр тошига цилиндрга ички чизилган шарни 
тасвирлашни васият калган. Шу шарнинг \ажми цилиндр 
\ажмининг 2/3 кисмига тенглигининг исботи Архимеднинг 
илмий ютукдаридан бири булган.

Масалалар:

а) учбурчакнинг юзини учала томонининг берилган 
узунликлари буйича топиш;

б) ватарлар жадвалида 0° дан 180° гача бурчаклар учун 
ватар узунликлари 0,5° дан оралатиб берилган.

Циркуль ва чизгич ёрдамида бевосита ечиб булмайдиган 
классик масалалар:

а) кубни шакллантириш;
б) бурчакни учта тенг кисмга булиш;
в) дойра квадратураси.
Бу масалаларни бошка геометрик куроллар билан ечиш 

мумкин, циркуль ва чизгич билан эса такрибан ечиш 
мумкин.

Кубни иккилантириш масаласи Кддимги Юнонистондан 
маълум булган ясашга дойр учта асосий масаланинг биридир.

Масала (Деловс масаласи):
Х,ажми берилган куб \ажмидан икки марта катта булган 

куб ясанг.
Берилган кубнинг к^ирраси а булсин, ясалиши керак 

булган кубнинг киррасини х билан белгилаймиз.
ю



Масала шартига курах3 = 2я3 булиб, берилган кубнинг 
к;иррасини а = 1 десак, х5 -  2 = О тенглама хосил булади.

Алгебрадан маълумки, бош \ади олдидаги коэффи­
циента бирга тенг ва долган коэффициентлари бутуи 
сонлардан иборатбир номаълумли алгебраик тснгламанинг 
рационал илдизлари фак,ат бутун сонлардан иборатбулиши 
учун улар озод хаднинг булувчилари гаркибига хам кириши 
керак, лекин 2 сонининг булувчилари фак,ат±1; ±2 сонлари- 
дан иборат булиб, улар тенгламани каноатлантирмайди. 
Демак, х3-2а* = 0 тенглама хам рационал илдизларга эга эмас, 
яъни кубни иккилантириш масаласи циркуль ва чизгич 
ёрдамида хал кдлинмайди.

2- §. Айлана ёйининг градус улчовлари

Айланада иккита ихтиёрий А ва В ну^тани белгилайлик. 
Улар айланани иккита ёйга ажратади.

Бу ёйларнинг хар бири айлана ёйи деб аталади. Айлана 
ёйларини бир-биридан фаркдаш учун улар орасида орал и к, 
ну^та белгиланади ёки кичиклотин харфи куйилади.

Масалан, 1- расмда ажратиб курсатилган ёй vjACB
U U

(укилиши: АСВ ёй) ёки, шунингдек, АСВ ёки АтВ каби 
белгиланади.

1- расмда M Nватар (кесма) ва A/7Vёй курсатилган. Одатда 
MN ватар M N ёйни тортиб туради дейилади.

Айлана бутун ёйининг 360 дан бир булаги бир градус 
деб аталади ва 1° каби белгиланади. Градус айлана ёйининг 
улчов бирлиги килиб олинган. Ма­
салан, АВ ёйнинг градус улчови 105° 

и
га тенг булса, у АВ= 105° шаклида 
ёзилади.

Айлана диаметри унинг ёйини 
180° га тенг булган иккита ёйга ажра-

Айлана ёйининг градус улчови 
унинг радиусига бопшк, эмас. 1- раем
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1. Айлананинг^; булаги неча фадусли ёйлар 
булади?

{Жавоб: 180°; 120°; 90°; 36°; 30°.)
2. Айланани 1, 4, 8, 11 сонларига пропорционал булган 

ёйларга булинг.
(Жавоб: 15°; 60°; 120°; 165°.)

3. Соатнинг соат мили 1 соатда неча фадусли ва минут 
мили неча градусли ёй чизади?

(Жавоб: 30°; 360°.)
4. Соатнинг минут мили 15 минутда неча фадусли ёй чизади?

(Жавоб: 90°.)
5. Соатнинг минут мили 1 минутда неча фадусли ёй чизади?

(Жавоб: 6°.)

3- §. Бурчак ва унинг турлари

Умумий учга эга булган икки нурдан ташкил топган 
геометрик шакл бурчак деб аталади (2- раем).

Нурлар бурчакнинг томонлари, уларнинг умумий 
нуктаси бурчакнинг учи деб аталади. О нукта — бурчакнинг 
учи; ОА ва О В нурлар — бурчакнинг томонлари. Бурчак ZAOB 
ёки Z О куринишда белгиланади.

3- раемда бурчакнинг ички кисми (сохдси) чизиб курса- 
тилган.

М а ш ц л а р

12
2- раем 3- раем



Агар бурчакларнингтомонлари бир туфи чизикни гаш- 
кил к,илса, бурчак ёйик; бурчак деб аталади.

Бурчакнинг томонлари текисликни иккита булакка 
ажратади. Бурчак томонларидаги нурлардан ихтиёрий бирини 
тугри чизикда тулдирайлик. Бу тугри чизик, текисликнинг 
бурчак \осил калган булакларидан к,айси бирини кесмаса, 
шу булак бурчакнинг ички к;исми (со\аси) деб аталади, ик- 
кинчиси эса таищи цисми (сохдси) деб аталади.

Агар алохдда таъкидланмаса, бурчак деганда текислик- 
нинг шу бурчак томонлари билан чегаралаган ички со^аси 
тушунилади.

1 - т а ъ р и ф . Айлана тула ёйининг j  (туртдан бир) к,ис-

ми 90° га тенг. Катталиги 90° га тенг бурчак m y F p u  бурчак 
дейилади.

2- т а ъ р и ф . Тугри бурчакдан кичик бурчак уткир бурчак 
дейилади.

3 -та ъ р  и ф . Туфи бурчакдан катта, аммо ёйик,бурчак­
дан кичик бурчак утмас бурчак дейилади.

4- т а ъ р и ф . Бир нук;тадан чикдан нур, уша нук,та атро- 
фида айланиб, аввалги хрлатини олиши натижасида х,осил 
булган бурчак тула бурчак дейилади (4- раем).

Хар кдндай туфи бурчаклар бир-бирига тенг, ёйик бур­
чак 180° булгани учун у иккита туфи бурчакка тенг.

Туг-ри бурчак Уткир бурчак Утмас бурчак Тула бурчак

4- раем

13



в Ер устида улчашларда 
бурчакларни улчаш учун эк­
кер, астролябия ва теодолит 
номли асбоблардан, укув жа- 
раёнида эса бурчакларни ул- 
чашда транспортирдан фойда- 
ланилади.

А О С

5- раем

ТуFpи бурчакнинг катталиги d \арфи билан белгила- 
нади (французча «droit— тугри» сузининг биринчи \арфи): 
d= 90°.

Биттадан томонлари умумий булиб, кол га н томонлари 
тугри чизикни ташкил этган бурчаклар ^учини бурчаклар 
дейилади (5- раем).

Z ВОС ва /.АО В — кушни бурчаклар.
Кушни бурчаклар биргаликда ёйик бурчакни ташкил 

килгани учун уларнинг катталиклари йигиндиси 180° га 
тенг булади.

Берилган \ар кандай бурчак учун унинг хдр бир томони- 
ни давом эттириб, икки усул билан кушни бурчакларни 
ясаш мумкин (6- раем).

Вертикал бурчаклар деб, бирининг томонларини учига 
нисбатан давом эттириш натижасида *осил булган 
бурчакларга айтилади (7- раем).

DOB бурчакнинг учига нисбатан ОЯтомоннинг давоми 
ОА томон,0/)томоннинг давоми ОСтомон деб олсак, /D O B  
ва /А О С вертикал бурчаклар булади. Худди шунингдек, AOD 
бурчак А О томонининг давоми ОВ ва 0/)томонинин г давоми 
ОС булгани сабабли /A O D  ва Z СОВ вертикал бурчаклар. 
Вертикал бурчаклар узаро тенгдир, яъни Z DOB=/А О С ва 
/A O D  = /  СОВ(7- раем).

С В

А D

6- раем 7- раем

14



М а ш  к; л ар

1. Иккита туфи чизик, О нуклида кесишади. Нечта бурчак 
\осил булади?

2. 370° ли бурчакни кандай ясаш мумкин?
3. Транспортир ёрдамида 15° ли; 30° ли бурчаклар ясанг.
4. Агар а  = 80° булса, унга куш ни бурчакнинг катталиги 

к,анча булади?
5. р = 24° булса, унга вертикал бурчакнинг катгалиги к,анча 

булади? Шу бурчакни ясанг.

4- §. Бурчакларни улчаш

Бурчакларни улчаш учун маркази бурчак учида булган 
ихтиёрий радиусли айлана чизайлик (8- раем).

А ва В ну^талар Z ЛОВ томонларининг айлана билан 
кесишиш нукталари булади.

Т а ъ р и ф .  Икки радиус орасидаги бурчак марказий 
бурчак дейилади.

Бурчакнинг ОЛ ва О В радиуслар билан чегараланган булаги 
марказий бурчак, айлананинг ЛВ ёйи эса марказий бурчакка 
тиралган ёй деб аталади.

Битта айланада ёки бир нечта айланаларда:
1) марказий бурчаклар тенг булса, уларга тиралган ёйлар 

%ам тенг булади;
2) тенг ёйларга тенг марказий бурчаклар мос келади. 
Марказий бурчакнинг катталиги

айлананинг бурчак орасидаги булаги 
ёйининг градус улчовига тенг. Кесма- 
нинг узунлиги ч и з р и ч  ёрдамида ул- 
чангани сингари, бурчакнинг кат­
талиги транспортир ёрдамида улча- 
нади. Масалан, /15ёйнинг фадус ул­
чови 15° га тенг булса, ZAOB=  15° 
деб ёзилади.

Транспортир марказий бурчак 
хоссаларига асосан ясалган. 8- раем

15



Айлана ёйининг градус улчови х,ам кесма узунлиги 
хоссаларига ухшаш хоссаларга эга (мустак^л таърифланг).

1. Тенг кесмаларнинг узунликлари тенгдир.
2. Кесмалар йигиндисининг узунлиги кушилувчи кесмалар­

нинг узунликлари йитндисига тенг.
3. Кесмалар айирмасининг узунлиги шу кесмалар узунлик- 

ларининг айирмасига тенг.
4. Исталган нурга унинг бошлангич нуцтасидан берилган 

узунликдаги ягона (яъни фак,ат битта) кесмани ъуйиш мумкин.
Градус улчови аникдигини ошириш учун бир градуснинг

^  кисми 1 минут (Г) ва бир минутнинг ^  к,исми 1 секунд 
(Г') деб кабул к,илинган.

М  а ш ц л а р

1. Транспортирнинг ясалиши к,андай геометрик хоссаларга 
асосланган?

2. Транспортир ёрдамида 25° ли, 15° ли бурчак ясанг.
3. Транспортир ёрдамида 120° ли, 140° ли бурчак ясанг.
4. 380° ли бурчакни к,андай ясаш мумкин?
5. Тугри бурчак (90°), 45° ли уткир бурчак, 105° ли утмас 

бурчакларни транспортир ёрдамида ясанг.

5- §. Синиц чизик, узунлигини ^исоблаш

Бир нечта кесмалар берилган булсин. Кесмаларнинг бири- 
нингохирига иккинчисинингбошини, иккинчисининг охи- 
рига учинчисининг бошини устма-уст куяйлик ва \оказо. 
Бунда кесмалардан ташкил топган геометрик шакл \осил 
булади. Бир туфи чизикда ётмаган кесмалардан ташкил топ­
ган геометрик шакл синик, чизиь; деб аталади (9-а, брасмлар).

Синик чизикни ташкил к,илган кесмалар унинг томон­
лари (бутнлари), кесмаларнинг учлари синик, чизик,нинг 
учлари деб аталади.

Одатда, синик, чизик, унинг учларидаги нук,таларни бел- 
гиловчи х,арфларни кетма-кет ёзиш билан белгиланади: 
ABCDEFcmiHK чизик,.
16



Агар синик, чизикнинг бирор томони бошкд томони билан 
кесишса (9- а, брасмлар) ёки бошкдтомоннинг к,исми булса, 
синик, чизик\махсус синих, чизик;, акс \олда эса содда синий, 
чизик; дейилади (9- в, грасмлар).

Синик чизикнинг томонлари узунликлари йигиндиси 
унинг периметритб аталади. Бошлангич ва охирги нукталари 
устма-уст тушадиган синик, чизик, ёпик; синий; чизик; деб ата­
лади (9-г раем ).

Содда ёпик, синик, чизикдан ташкил топтан шакл 
купбурчак деб аталади (9-г раем).

Т е о р е м а .  Синий; чизик, узунлиги унинг охирларини ту- 
таштирувчи кесма узунлигидан кичик эмас.

И с б от  и . А{А2А3 ... Ап берилтан синик чизик, булсин. 
Унинг АхА2, А2А3 бугинларини битта А{А3 бугин билан 
алмаштирамиз, у х,олда AtA3A4... Ап синик чизик, \осил булади 
(10- раем).

Учбурчак тенгсизлигига биноан А{А3 <А{Аг + А2А3, шу 
сабабли бу синик, чизик, AtA2A3A4 ... Ап синик, чизик, узун­
лигидан катта булмаган узунликка эга. Энди АХА2 ва А3А4 
бугинларни АхАа кесма билан алма!Ш1тр11б*ДД,— 4_сцник
2 \.М .С ай ф у л л аева i\iz<»miy погпН п

Т D Р U 
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А1з чизик,ни \осил к,иламиз, 
унинг узунлиги \ам берил­
ган синик, чизик, узунлигидан 
катта булмайди. Шу усулда 
давом этиб, иировардида А]Ап 
кесмани утказамиз, унинг 
узунлиги берилган синик; чи­
зик, узунлигидан катта бул­
майди. Теорема исбот ки­
ли нди.

А,П
10- раем

М  а ш ц л а р

1. 3; 6; 6,5 см ли кесмаларни кетма-кет куйинг. К,андай 
доллар булиши мумкин? Тушунтиринг.

2. АВ= 3 см, ВС = 4 см, CD = 5 см ли кесмалар ясаб, DA 
кесманинг узунлиги к,анча булишини топинг.

6- §. Учбурчакларнинг асосий элементлари ва 
уларни томонлари орцали ифодалаш

1 - т а ъ р и ф .  Учта кесмадан ташкил топган содда ёпик, 
си ни к, чизик, учбурчак деб аталади.

2- т а ъ р и ф . Учбурчакнинг ихтиёрий томонини унинг 
асоси деб олиш мумкин. Асосга к,арама-к,арши бурчакнинг 
учи эса учбурчакнинг учи деб аталади.

3- т а ъ р и ф . Учбурчак учидан унинг асоси ётган туфи 
чизик,к,а туширилган перпендикуляр кесма учбурчакнинг 
баландлиги деб аталади (11, 12- расмлар).

А С

С

hА В

а В А В

11- раем
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в в

л D С А катет С

13- раем 14- раем

Учбурчакнинг баландлиги унинг ичида (11- раем) ёки 
ташкдрисида (12- раем) булиши мумкин. Асосга туширилган 
баландлик h ёки /7.„деб белгиланади.а Ап

Агар учбурчак асосидаги бурчаклардан бири утмас булса, 
унинг баландлиги учбурчак ташкарисида ётади.

Агар учбурчак асосидаги иккала бурчак \ам уткир булса, 
у \олда баландлик учбурчак ичида ётади.

Учбурчакда учала томонни асос деб олиш мумкинлиги 
сабабли унинг учта баландлиги булади (13- раем). Д  Л#Сда 
BD, АК, СЕ -  баландликлар.

Туфи бурчакли учбурчакнинг иккита баландлиги унинг 
катетлари билан устма-уст тушади (14- раем).

4- т а ъ р и ф . Учбурчакнинг учи билан бу учнинг кдрши- 
сида ётган томоннинг уртасини туташтирувчи кесма учбур­
чакнинг медианаси дейилади (15- раем). Д  А ВС да AD — 
медиана, у та ёки твс деб ёзилади.

5 - т а ъ р и ф .  Учбурчакда бурчак учидан чик,иб, бу бур- 
чакни тенг иккига булувчи нур унинг биссектрисаси n.ei'u\- 
лади.

Д  ABC да АК -  биссектриса, у 1а ёки 1ВС деб ёзилади, 
бунда Z ВАК =Z КА С булади (16- раем).

В А

А D С В асос С

15- раем 16- раем 17- раем
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Тенг ёнли учбурчакда тенгтомонлар ён томогыар, учинчи 
томом асос, тенг томонлар \осил кдлган бурчак учбурчакнинг 
учи деб аталади (17- раем).

1. Томонлари 6 см, 5 см ва улар орасидаги бурчак 30°, 60°, 
90° булган учбурчакларни чизинг.

2. Икки томони ва учинчи томонига утказилган баландлиги 
буйича учбурчак ясанг.

3. 60° ли бурчакнинг биссектрисасини ясанг.
4. Томонлари куйидагича булган учбурчак ясаш мумкинми:

1) 12 см, 2 дм, 8 см; 3) 45 см, 45 см, 1 м;
2) 0,5 см, 1 м, 0,5 м; 4) 1 дм, 5 см, 5 см ?

Аввало, кандай учбурчакларни бир-бирига тенг дейиш 
лозимлигини аникдаб олайлик. Агар иккита А] В} С, ва А2В,С'2 
учбурчакларни мос равишда устма-уст туширилганда, 
уларнинг учала учлари устма-уст тушеа, бундай учбурчаклар 
бир-бирига тенг булади.

Учбурчакларнинг учлари устма-уст тушганда, учларни 
туташтирувчи томонлар \ам, улар орасидаги бурчаклар \ам 
устма-уст тушади.

Устма-уст тушган томонлар ва бурчаклар мос томонлар 
ва бурчаклар дейилади. Демак, тенг учбурчакларда уларнинг 
мос томонлари ва мос бурчаклари тенг булади.

Т а ъ р и ф .  Мос томонлари ва мос бурчаклари тенг 
булган учбурчаклар тенг дейилади.

М а ш ц л а р

7- §. Учбурчакларнинг тенглиги

18- раем 19- раем
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Агар А Л , С ,  ва А Л2В2С2 тенг булса (18, 19- расм- 
лар), у \олда

АхВ = А 2Вг,А хС = А гСг  B £  = B2Cv 

Z/I, = Z/12, Z B = Z B 2, Z С, = Z C2
булади ва аксинна.

Учбурчакларнинг тенглигини ёзиш учун \ам одатдаги 
тенглик белгиси «= » кулланилади ва А Л,5,(7, = А Л2В2С2 
куринишда ёзилади. Бунда учбурчакларнинг учлари бир-бири- 
га мос келиши тартибида ёзилади. Бир-бирига мос томонлар 
ва бурчаклар бир хил сондаги чизикдар ва ёйлар билан белги­
ланади (18, 19- расмлар).

8- §. Учбурчаклар тенглигининг 
биринчи аломати

Т е о р е м а .  Агар бир учбурчакнинг икки томони ва улар 
орасидаги бурчаги иккинчи учбурчакнинг икки томони ва улар 
орасидаги бурчагига мос равишда тенг булса; бундай учбурчаклар 
тенг булади.

И с б о т и  . ЛЯСваЛДС, учбурчакларда АВ=А]В], АС = 
= A{CVZ A  = Z A { булсин (20- раем).

Бу учбурчакларнинг тенглигини исботлаймиз. А{В2С2 
учбурчак В2 учи Л,£, нурда, С2 учи /1,5, тугри чизикда нис- 
батан С, учи ётган ярим текисликдаги учбурчак булиб, у 
ЛЯСучбурчакка тенг булсин (21- раем).

АХВХ = АХВ, булгани учун В, уч Я, уч билан устма-уст 
тушади (22- раем).

Z BlAlCl = Z  В2АхС2 булгани учун AtС2нур Л,С, нур билан 
устма-уст тушади (23- раем).
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А)С1 = А1С2 булгани учун С2 уч С, уч билан устма-уст 
тушади (24- раем).

Шундай килиб, А1В1С1 учбурчак Л]В2С2 учбурчак билан 
устма-уст тушади, демак, у ABC учбурчакка тенг.

Теорема исботланди.

М а ш ц л а р

1. Томонлари 5 см, 8 см ва бурчакларидан бири 30° булган 
учбурчак чизинг. Буни неча усулда бажариш мумкин? 
Агар 30° ли бурчак узунликлари 5 см ва 8 см булган 
томонлар орасида булса-чи?

2. 1 омонлари АВ -  4 см, АС = 3 см ва Z А = 40° булган тенг 
учбурчакларни ясанг. Шу учбурчакларнинг тенглиги 
\ак,ида кандай хулосага келиш мумкин?

9- §. Учбурчаклар тенглигининг 
иккинчи аломати

Хар кандай учбурчакда учта томон ва учта бурчак мавжуд 
эканлиги бизга маълум.

А ВС учбурчакда /Штомон А ва Ябурчакларнинг умулшм 
томони дейилади, бу бурчаклар эса шу томонга ёпишган 
бурчаююр деб аталади.
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D - 1  V ~ 2 '

25- раем 26- раем

Т е о р е м а .  Агар бир учбурчакнинг бир томони ва унга 
ёпишган бурчаклари бошк,а учбурчакнинг мос томони ва унга 
ёпишган бурчакларига тенг булса, бу учбурчаклар тенг булади.

И с б о т и . ABC ва /I, £, С, учбурчакларда AB=A^Br ZA  = 
= Z A i ва Z B = Z  Я, булсин (25, 26- расмлар).

Бу учбурчакларнинг тенглигини исботлаймиз.
А{В2С2 учбурчак В2 учи Л Д  нурда ва С2 учи А^В, тугри 

чизикда нисбатан С, учи ётган ярим текисликдаги учбурчак 
булиб, у ЛЯСучбурчакка тенг булсин.

АХВ2- А ХВХ булгани учун В2 уч В, уч билан устма-уст 
тушади. Z В{А^С2= Z В^АХС̂  ва Z ^ ,5 |C2= Z А^В^СХ булгани 
учун А1С1 нур АхС2 нур билан, ВхСг нур эса С, нур билан 
устма-уст тушади. Бундан С2 учнинг С, уч билан устма-уст 
тушиши келиб чикдци.

Шундай к,илиб, А^В{С̂  учбурчак А{В2С2 учбурчак билан 
устма-уст тушади, демак, у ABC учбурчакка тенг.

Теорема исботланди.

М а ш ц л а р

1. Узунлиги 4 см ли кесма олиб, шу кесманинг учларида
30° ва 45° ли бурчакларни ясанг. Кдйси ,\олда учбурчак
\осил булади?

2. АВ= 3 см, Z A  = 50°, Z В = 60° булган учбурчак ясанг.

10- §. Учбурчаклар тенглигининг 
учинчи аломати

Т е о р е м а .  Агар бир учбурчакнинг учта томони иккинчи 
учбурчакнинг учта томонига мос равишда тенг булса, бу учбур­
чаклар тенг булади.
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А В
27- раем

а , г,
28- раем

И с б о т и . ABC ва учбурчаклар шундай иккита
учбурчакларки, уларда ЛВ=А{ВГ АС=А}С{, ВС=В{С̂  булсин 
(27, 28- расмлар).

Бу учбурчакларнингтенглигини исботлаймиз.
Учбурчаклар тенг эмас деб фараз килайлик. У \олда бу 

учбурчакларда Z / J ^ Z / ^ Z C V Z C ^ Z ^ Z # ,  булади.
AiB]C2 учбурчак ABC учбурчакка тенг булиб, унинг С2 

учи AtB} тугри чизикка нисбатан С, уч билан битта ярим 
текисликда ётадиган учбурчак булсин.

D нукта С, С2 кесманинг уртаси булсин. А, С, С2 ва /?, С, С2 
учбурчаклар С,С2 умумий асосга эга булсин. Шу сабабли 
улардаги A^D ва B^D туфи чизикдар С,С2 туфи чизикка 
перпендикулярдир. Ах два  B^D кесмалар устма-уст тушмайди, 
чунки Ar Bv D нукталар бир туфи чизикда ётмайди. Аммо 
С,С2 туфи чизикнинг D нуктаси оркали шу туфи чизикка 
факат битта перпендикуляр утказишимиз мумкин. Биз 
карама-каршиликка дуч келдик.

Теорема исботланди.
Ю^орида келтирилган учала аломат \ар кандай учбур­

чаклар учун \ам уринлидир.
1 - м а с а л а . / 4 5 в а  CD кесмалар О нуктада кесишади, бу 

нукта \ар кайси кесманинг уртаси, АС= 10 булса, BD кесма 
ни мага тенг?

Е ч и л и ш и . Учбурчаклар тенглигининг биринчи алома- 
тига кура АОС ва BOD учбурчаклар тенг (29- раем).

Уларда Z АОС ва Z BOD вертикал бурчаклар булгани 
учун тенг, АО — О В, ОС = OD, чунки О нукта АВ ва CD 
кесмаларнинг уртаси. АОС ва ВOD учбурчаклар тенглигидан 
уларнинг ЛСва BD томонлари \ам тенглиги келиб чикади. 
Масала шартига кура АС =10. Шунинг учун BD= 10.
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с в в

29- раем 30- раем

2 - м а с а л а .  Тенг томонли учбурчакларнинг барча 
бурчаклари тенглигини исботланг.

И с б о т и . ЛВСберилган тенг томонли учбурчак булсин: 
А В - В С -А С  (30- раем).

Шартга кура Л В = ВС, демак, бу учбурчак А В асосли 
тенг ёнли учбурчакдир. Шунинг учун \ам Z C  = ZA. Сунгра 
ВС = АС, демак, ЛВС учбурчак ЛВ асосли тенг ёнли учбур­
чакдир, у хрлда Z A -  Z  В. Шундай кдпиб, Z С = Z  А= Z  В, 
яъни бурчаклар тенг.

3 - м а с а л а .  ЛВС ва Л1В[С1 учбурчакларда АВ = A^BV 
AC = A lCl, Z С -  90°. Д  ЛВС = А  Л, С, эканини исботланг.

И с б о т и . АСтомоннинг давомида АС га тенг CD кесмани 
куямиз (31- раем).

Учбурчаклар тенглигининг биринчи аломатига кура ЛВС 
ва DBC учбурчаклар тенг, чунки уларнинг С учидаги бурчаги 
90°, демак, улар тенг, ЯСумумий томон, АС ва CD томонлар 
ясалишига кура тенг. Учбурчакларнинг тенглигига асосан АВ 
ва DB томонлар тенг: АВ = DB.

AlCi томоннинг давомида Л, С, томонгатенг C,Z), кесмани 
куямиз. ЛВС ва DBCучбурчаклар билан иш курганимиз сингари 

ва /),#, С, учбурчаклар тенглигини исботлаймиз. 
Учбурчакларнингтенглиги сабабли томонлар тенг: А{В= D, Вг

31- раем
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Энди учбурчаклар тенглигининг учинчи аломатига кура 
ABD ва учбурчакларнинг тенглиги хдкдцаги хулосани
чикдрамиз.

Бу учбурчакларда шартга кура А В = A^BV BD = АВ, 
В\ = AlBl булгани учун BD = Dv ни\оят, АС = А{С{ 
булгани учун AD = A^DV ABD ва A{B̂ D̂  учбурчакларнинг 
тенглигидан уларнинг бурчаклари тенг: ZA  = Z A V

Энди учбурчаклар тенглигининг биринчи аломатига кура 
берилган ABC ва А̂ В̂ С̂  учбурчакларнинг тенглиги \ак,идаги 
хулосага келамиз, чунки уларда шартга кура АВ = А]В], АС = 
= А{СГ исботга кура Z A = Z A {.

М а ш ц л а р

1. Асоси АВ булган тенг ёнли ABC учбурчакнинг Сучидан 
кесмалар: СА томонга СА] кесма, CZ? томонга СВ( кесма 
куйилган.
а) САВХ ва ВА , С учбурчаклар тенглигин и;
б) АВХВ ва ВААХ учбурчакларнинг тенглигини исботланг.

2. АВ ва CD кесмалар О нук^ада кесишади. Агар АСО бурчак 
DBO бурчакка тенг экани ва ВО = СО экани маълум 
булса, А СО = DBO учбурчакларнинг тенглигини исботланг.

3. Тенг ёнли учбурчакнинг периметри 7,5 см, ён томони 
эса 2 м. Асосини топинг.

4. Тенг ёнли учбурчакнинг периметри 15,6 м га тенг. Агар:
1) асоси ён томонидан 3 м кам булса; 2) асоси ён 
томонидан 3 м катта булса, унинг томонларини топинг.

5. Асоси АС булган тенг ёнли ABC учбурчакда ВР медиана 
утказилган. Унда D нук,та олинган: 1) ABD ва CBD\
2) APD ва CPD учбурчакларнинг тенглигини исботланг.

11- §. Туцж бурчакли учбурчакларнинг 
тенглик аломатлари

1 - т е о р е м а .  Агар бир тугри бурчакли учбурчакнинг 
гипотенузаси ва катети иккинчи тугри бурчакли учбурчакнинг 
гипотенузаси ва катетига мос равишда тенг булса, бу учбур­
чаклар тенг булади.
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q  вх c2 в2 q  в{ (в2) с2

32- раем 33- раем

И с б о т и . Ах Вх С, ва А2В2С2 тугри бурчакли учбурчаклар- 
да Л1С1 = Л2С2 — гипотенузалар, Л1В1 = Л2В2 — катетлар (32- 
расм).

Л  A^B]Ci = А  А2В2С2 эканини исбот килиш керак.
Туфи бурчакли учбурчакларнинг тенг катетларини мос 

равишда шундай устма-уст туширамизки, гипотенузалар 
катетнинг икки томонига жойлашиб, тенг ёнли учбурчак 
хосил кдлсин (33- раем).

Бунда иккинчи катетлар устма-уст тушган катетларга 
перпендикуляр булгани учун С, С, кесмани хреил кдлади. 
С Д  С2 учбурчак тенг ёнли учбурчак, Л Д  томон эса унинг 
\ам баландлиги, \ам биссектрисаси булади. Демак, Z C ^A ^ -  
= Z С2А2В2, у \олда учбурчаклар тенглигининг биринчи 
аломатига кура А А {ВуСх = А  А2В2С2. Теорема исботланди.

Учбурчаклар тенглигининг биринчи ва иккинчи аломат- 
лари туфи бурчакли учбурчаклар учун анча соддалашади. 
Биринчи аломатда катетларнинг тенглигини талаб к>илиш 
етарли.

Юкррида биз \ар кдндай учбурчакларнинг тенглик 
аломатлари билан танишган эдик. Туфи бурчакли учбурчаклар 
эса учбурчакнинг хусусий хдли \исобланади. Туфи бурчакли 
учбурчакларда тенглик аломатлари юкрридагиларга нисбатан 
соддарокдир.

2 - т е о р е м а .  Агар бир тугри бурчакли учбурчакнинг гипо- 
тенузаси ва уткир бурчаги иккинчи myFpu бурчакли учбурчакнинг 
гипотенузаси ва уткир бурчагига мос равишда тенг булса, 
бундай учбурчаклар узаро тенг булади.

И с б о т и . А{В{ С, ва А2В,С2 туфи бурчакли учбурчаклар­
да Л1С1 = Л2С2 ва Z С, = Z С2 булсин (34, 35- расмлар).

Д  АХВХСХ = А  А2В2С2 эканини курсатамиз.
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л, в х а 2 в2 А1 в х (В2) а 2

34- раем 35- раем

Учбурчакларни узаро тенг булган уткир бурчакларга 
ёпишган катетлари буйича устма-уст туширайлик. Бунда С, 
нук,та С, нукта билан устма-уст тушеин, А{ ва Аг нукталар 
эса 5, С, тугри чизикнинг турли томонларида ётсин. Агар 
нукта В2 нукта билан устма-уст тушеа, бу теореманинг 
тугрилиги учбурчаклар тенглигининг иккинчи аломатига 
кура келиб ч и кади.

Фараз килайлик, нукта В2 нукта билан устма-уст 
тушмасин. Бунда /?, ва В2 нукталарни AiA2 кесма билан туташ- 
тириб, AtCtA2 тенг ёнли учбурчакларни \осил киламиз. Бу 
учбурчакларда С, D биссектриса. Демак, С, D баландлик х,ам 
булади, яъни Z.A2 DC2 = 90°.

Бу эса At нуктада иккита перпендикуляр AtBt ва A{D 
утказилганлигини курсатади. Бундай булиши эса мумкин 
эмас. Демак, Ах ва D нукталар устма-уст тушади. Шундай 
усул билан В2 ва D2 нукталар устма-уст туш и шини курсатамиз. 
Бундан В{ ва В2 нукталарнинг устма-уст тушиши келиб 
чикади.

М а ш ц л а р

1. 60° ли бурчак биссектрисасини ясанг.
2. Иккита параллел тугри чизикни учинчи тугри чизик 

кесишидан \осил булган бурчаклардан бири 72° га тенг. 
Колган еттита бурчакни топинг.

3. Тенг ёнли учбурчакда: 1) асосидаги бурчаклардан чика- 
рилган биссектрисалар тенглигини; 2) шу бурчаклардан 
чикарилган медианалар х,ам тенглигини исботланг.

4. Тенг ёнли учбурчакнинг ташки бурчакларидан бири 70° 
га тенг. Учбурчакнинг бурчакларини топинг.
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12- §. Геометрик ясашлар

Биз берилган узунликдаги кесмани ва маркази \амда 
радиуси маълум булган айланаыи чизгич ва циркуль ёрдамида 
ясашни бидамиз.

Энди баъзи геометрик шаклдарни ясаш учун талаб к,или- 
надиган шартларни урганамиз. Геометрик шаклларни ясашда 
фак,ат чизгич ва циркулдан фойдаланамиз.

Айлана

Текисликнинг берилган нук,тадан бир хил узокдашган 
хдмма ну^таларидан иборатшакл айлана дейилади. Берилган 
нукта айлананинг маркази дейилади.

Айлана ну^таларидан унинг марказигача булган масофа 
айлананинг радиуси дейилади (36- раем).

Айлананинг иккита нуктасини туташтирувчи кесма ватар 
дейилади.

Айлана марказидан утувчи ватар айлана диаметри дейи­
лади (37- раем). ВС ва M N -  ватарлар, AD -  диаметр.

Учбурчакнинг барча учларидан утган айлана шу учбурчак- 
ка ташк,и чизияган айлана дейилади.

Т е о р е м а .  Учбурчакка ташк,и чизияган айлананинг мар­
кази учбурчак томонларининг уртасидан утказилган перпен- 
дикулярнинг кесишиш нуцтасидан иборат.

И с б о т и .  ABC берилган учбурчак, О нук,та шу учбур­
чакка ташк,и чизилган айлананинг маркази булсин (38- раем).

О марказни учбурчакнинг учлари А, В ва С нук,талари 
билан туташтирамиз. У хщда АОСучбурчак тенг ёнли, чунки 
унинг ОА ва ОС томонлари радиуслар сифатида тенг. Бу

36- раем 37- раем
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учбурчакнинг OD медианаси бир вак,т- 
нинг узида унинг баландлиги \амдир.

Шу сабабли айлананинг маркази 
жойлашган OD баландлик ЛСтомонга 
перпендикуляр булиб, унинг уртасидан 
утувчи тугри чизикда ётади.

Худди шунингдек, ОВС ва ОЛВ 
учбурчаклар тенг ёнли булгани сабабли, 
уларнинг учидан асосига туширилган ОЕ 
ва OF медианалар бир вак,тнинг узида 

баландлик х,ам булади. Шу сабабли айлананинг марказидан 
утган ОЕ ва ОГбаландликлар ЯСва ЛЯтомонларнингуртасига 
перпендикуляр булади. Демак, учбурчакка ташк,и чизилган 
айлананинг маркази учбурчак томонларининг уртасига утка- 
зилган перпендикулярларнинг кесишиш нуктасида будар экан.

Теорама исбот кдпинди.
Кесманинг уртасидан унга перпендикуляр хдпда утувчи 

тукри чизик, урта перпендикуляр деб аталади.

Яс а шг а  дойр  м а с а л а н и н г  мо^ияти

Геометрик мазмунли масалалар ечилишига кура уч гуру\га 
булинади:

1 . Хисоблашга дойр масалалар.
2. Исботлашга дойр масалалар.
3. Ясашга дойр масалалар.
Ясашга дойр масалада геометрик шаклларни берилган 

чизмачилик асбоблари ёрдамида ясаш х,акдда суз боради. Бу 
асбоблар циркуль ва чизгачдир. Бундай масалани ечиш фак,ат 
шаклни ясашдан иборат булмай, балки бу ишни кандай амал- 
га ошириш ва тегишли исботни беришдан иборатдир. Агар 
шаклни ясаш усули курсатилса %амда курсатилган ясашларни 
бажариш натижасида талаб дилинган хоссаларга эга булган 
шакл уносил к,илинииш исбопыанса, масала ечилган %исобланади.

Чизгичдан геометрик ясашлар асбоби сифатида фойдала- 
ниб, ихтиёрий тугри чизик,ни; берилган нук,тадан утувчи 
ихтиёрий туфи чизик,ни; берилган икки нук,та оркдли утувчи 
тугри чизик,ни чизиш мумкин. Ч и зтч  билан ясашга дойр
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бошк,а бирорта ишни бажариш 
мумкин эмас. Хатто булинмалари 
белгилаб куйилган чизгич ёрдамида 
кесмаларни к,уйиб чизиш \ам 
мумкин эмас.

Циркуль геометрик ясаш ас- 
боби сифатида берилган марказдан 
берилган радиусли айлана чизиш 
имконини беради. Жумладан, 
циркуль ёрдамида берилган тугри 
чизик,к,а берилган нук,тадан кесма­
ни куйиб чизиш, берилган кесмани 
тенг иккига булиш мумкин ва \.к.

13- §. Берилган томонларга кура учбурчак ясаш

М а с а л а . Берилган а, Ь, с томонларга кура учбурчак 
ясалсин (39- раем).

Еч ил иш и . Чизгич ёрдамида ихтиёрий тугри чизик, 
утказамиз ва унда ихтиёрий В нук,тани белгилаймиз .

Циркуль оёкдарини а га тенг к^либ очиб, маркази В 
нук,тада ва радиуси а га тенг айлана чизамиз. С — шу айлана­
нинг тугри чизик, билан кесишиш нук,таси булсин. Энди 
циркуль оёкдарини с га тенг кдлиб очиб, маркази В нук,тада 
булган айлана чизамиз. Шу каби С нук,тани марказ килиб, b 
радиусли айлана чизамиз. А нук,та шу айланаларнинг кесишиш 
нук,таларидан бири булсин. А В ва АС кесмаларни утказамиз. 
ABC учбурчак томонлари а, Ь, с га тенг ва у изланаётган 
учбурчакдир.

14- §. Берилган бурчакка тенг бурчак ясаш

М а с а л а . Берилган бурчакка тенг бурчак ясалсин (40-а 
раем).

Е ч и л и ш и . 40-а расмда Z САВ берилган булсин.
Энди ОА/нурнингЛ, нук,тасини марказ к,илиб, радиуси 

АВ булган айлана чизамиз (40-б раем). Бу айланани берилган 
ОМ нур билан кесишиш нук,тасини В, билан белгилаймиз. 
Маркази В{ нуктада ва радиуси ЯСбулган айлана чизамиз.

31

б)

39- раем



Текисликда ясалган бу айланаларнинг кесишиш нуктаси С, 
изланаётган бурчак томонида ётади. СЛВ ва С]А[В] бурчаклар- 
нинг тенглигини исботлаш учун ABC ва Л Д  С, учбурчаклар­
нинг тенглигини назарга оламиз, чунки бу учбурчакларнинг 
мос томонлари тенг. Демак, Z С Д  В, — изланаётган бурчак.

15- §. Бурчак биссектрисасини ясаш

М а с а л а . Берилган бурчакнинг биссектрисаси ясалсин.
Е ч и л и ш и . Берилган бурчакнинг Л учини марказ ки- 

либ, ихтиёрий радиусли айлана чизамиз (41- раем).
В ва С нукталар айлананинг бурчак томонлари билан 

кесишиш нукт&лари булсин. Энди В т  С нук,таларни марказ 
к,илиб, ВС радиусли айланалар чизамиз. D нуцта уларнинг 
берилган бурчак ичидаги кесишиш нуктаси булсин. AD нурни

16- §. Кесмани тенг иккига булиш

М а с а л а . Берилган кесма тенг иккига булинсин.
Е ч и л и ш и . АВ берилган кесма булсин (42- раем). А ва В 

нукталарни марказ кдпиб, АВ радиусли айланалар чизамиз. С 
ва D нук,талар айланаларнинг кесишиш нукталари булсин.
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утказамиз. У Z ВАС бурчакни 
тенг иккига булади, чунки ABD 
ва ACD учбурчаклар тенг (AD то- 
мон умумий, А В = А С ва BD = DC 
булгани сабабли) ва уларнинг 
DAC, DAB бурчаклари мос бур- 
чаклардир. Демак, AD — бис­
сектриса.



Улар АВтугри чизикка нисбатан турли ярим 
текисликларда ётади. CD кесма АВ тугри 
чизикни бирор О нуктада кесиб утади. Ана 
шу О нукта АВ кесманинг уртасидир.

Хакикатан х,ам, учбурчаклар тенгли- 
гининг учинчи аломатига кура CAD ва 
CBD учбурчакларнинг тенглиги келиб чи- 
кдди. Бундан Z АСО=Z ВСО. Учбурчаклар 
тенглигининг биринчи аломатига кура 
АСО ва ВСО учбурчаклар тенг. Бу учбур­
чакларнинг АО ва ВО томонлари мос то- 
монлардир, шу сабабли улар тенг. Шундай 
килиб, О нукта АВ кесманинг уртасидир. 42- раем

17- §. Перпендикуляр тугри чизик, ясаш

М а с а л а . Берилган О нукта оркали берилган а тугри 
чизикка перпендикуляр тугри чизик утказилсин.

Е ч и л и ш и .  Икки хщ  булиши мумкин: 1) О нукта а 
тугри чизикда ётади; 2) О нукта а тугри чизикда ётмайди.

1- дол ни караймиз (43-й раем).
О нуктадан ихтиёрий радиусли айлана утказамиз. Бу 

айлана а тугри чизикни иккита А ва В нукталарда кесиб 
утади, бу А ва В нукталарни марказ килиб, АВ радиусли 
айланалар утказамиз. С нукта уларнинг кесишиш нукгалари- 
дан бири булсин. Изланаётган тугри чизик О ва С нукталардан 
утади. АСО ва ВСО учбурчакларнинг Оучидаги бурчаклари 
тенглигидан ОС ва АВ тугри чизикдарнинг перпендикулярлиги 
келиб чикади. Учбурчаклар тенглигининг учинчи аломатига 
кура АСО ва ВСО учбурчаклар тенг.

2- \олни карайлик (43-б раем).
О нуктадан а туфи чизикни кесувчи айлана утказамиз. 

А ва В нукталар айлананинг а туфи чизик билан кесишиш 
нукгалари булсин.

А ва В нукталардан уша радиусли айланалар утказамиз.
О, нукта бу айланаларнинг кесишиш нуктаси булиб, у О 
нукта ётган ярим текисликдан бошка ярим текисликда ётади.
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43- раем

Изланаётган тугри чизик, О ва О, нук;талар оркдли утади. 
Шуни исботлаймиз. АВ ва 00 , тугри чизикдарнинг кесишиш 
нук,тасини С билан белгилаймиз. Д А ОВ ва Д А 0 { В лар учбур­
чаклар тенглигининг учинчи аломатига кура тенг. Шу сабабли
О АС бурчак ОхАС бурчакка тенг. У ^олда Д О АС ва Д OtAC 
биринчи аломатга кура тенг. Демак, уларнинг А СО ва АСО} 
бурчаклари тенг. Булар кушни бурчаклар булгани учун тугри 
бурчаклардир. Шундай к,илиб, ОС берилган О нук,тадан а 
тугри чизикда туширилган перпендикуляр.

М а ш ц л а р

1. Айлана марказидан чикддиган \ар к,андай нур айланани 
битта нуктада кесиб утишини исботланг. (Курсатма: нурда 
радиусга тенг кесма куйинг.)

2. Айланани берилган нуктасидан диаметр ва радиусга тенг 
ватар утказилган. Диаметр билан ватар орасидаги 
бурчакни топинг.

3. Берилган а, Ь, с томонлар буйича учбурчак ясанг:
1) а = 2 см, b = 3 см, с = 4 см;
2) а = 3 см, b -  4 см, с = 5 см;
3) а = 4 см, b -  5 см, с = 6 см.

4. ABC учбурчак берилган. Унга тенг бошк,а ABD учбурчак 
ясанг.

5. Берилган радиуси буйича берилган икки нук,тадан утувчи 
айлана ясанг.
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6. Куйидаги маълумотларга кура ЛВСучбурчакни ясанг.
1) Икки томони ва улар орасидаги бурчагига кура:
а) АВ = 5 см, АС = 6 см, Z А = 40°;
б) АВ = 3 см, ВС = 5 см, Z В = 70°.
2) Бир томони ва унга ёпишган бурчаклари буйича:
а) АВ = 6 см, Z А = 30°, Z В = 40°;
б) АВ = 4 см, Z A  = 45°, Z f i  = 60°.

7. Бурчакни туртта тенг к,исмга булинг.
8. 60° ли ва 30° ли бурчак ясанг. (Курсатма: тенг томонли 

учбурчакни ясашдан бошланг.)
9. Гипотенузаси ва бир катетига кура тугри бурчакли 

учбурчак ясанг.
10. А, В, С ну^талар айланада ётади. Агар ABC бурчак 30° га, 

айлана диаметри эса 10 см га тенг булса, АС ватар нимага 
тенг булади?

18- §. Учбурчак ички бурчаклари йигиндиси

Т е о р е м а .  Учбурчак ички бурчакларининг йитндиси 180° 
га тенг.

И с б о т и  . ABC берилган учбурчак булсин (44- раем).
ЯСтомоннинг уртасини О билан белгилаймиз. А О кесма 

давомида ОА кесмагатенг OD кесмани куямиз. BOD ва СОА 
учбурчаклар тенг, чунки уларнинг О учидаги бурчаклари 
вертикал бурчаклар сифатида тенг, ясашга кура эса
О В = ОС, ОА = OD.

Бу учбурчакларнинг тенглигидан DBO ва АСО бур- 
чакларнинг тенглиги келиб чикдди.

AC, BD тугри чизикдар ва ВС 
кесувчига нисбатан DBO ва АСО бур­
чаклар ички алмашинувчи бурчак- 
лардир.

Хакикатан х,ам, А ва D нук^талар 
ВС тугри чизик^а нисбатан турли 
ярим текисликларда ётади, чунки AD 
кесма ВС тугри чизик,ни кесиб >п:ади. расм
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Ички алмашинувчи DBO ва А СО бурчакларнинг тенгли- 
гидан:

агар ички алмашинувчи бурчаклар тенг булса ёки ички бир 
томонли бурчакларнинг йитндиси 180° га тенг булса, myFpu 
чизи^лар параллел булади, деган теоремага асосан АС ва BD 
тугри чизикдар параллел деган натижа келиб чикдди.

AC, BDтугри чизикдар ва кесувчи учун DBO ва САВ 
бурчаклар ички бир томонли бурчаклардир.

Хак^катан \ш ,  Сва D нук?алар АВтутрн чизикда нисба- 
ган битта ярим текисликда, яъни О нук,та ётган ярим текис- 
ликда ётади. АС ва BD туфи чизикдар параллел булгани 
учун ички бир томонли САВ ва DBA бурчакларнинг йигин­
диси 180° га тенг.

DBA бурчак DAC ва ABC бурчакларнинг йигиндиеига 
тенг, чунки ВС нур охирлари ABD бурчак томонларида ётган 
AD кесмани кесиб ^ади . Исботланганига кура DBC бурчак 
АСВ бурчакка тенг. Демак, ABC учбурчак бурчакларининг 
йигиндиси, яъни Z ВСА + ZABC+ Z  САВ йигинди АС ва BD 
параллел тугри чизикдар билан АВ кесувчи хрсил килган ички 
бир томонли бурчакларнинг йигиндиеига, яъни 180° га тенг.

19- §. Учбурчакнинг танщи бурчаги

Т аъ р  и ф . Учбурчакнинг берилган учидаги ташци бур­
чаги деб, учбурчакнинг шу учидаги бурчагига кушни бурчак­
ка айтилади (45- раем).

Учбурчакнинг берилган учидаги бурчагини шу ичидаги 
ташк,и бурчаги билан алмаштириб юбормаслик учун у ички 
бурчак деб аталади. Олдинги мавзудаги теорема учбурчакнинг 
фак,ат ички бурчакларига тааллукди эди.

Т е о р е м а .  Учбурчакнинг ташк;и бурчаги узига к,ушни 
булмаган иккита ички бурчак йигиндиеига тенг.

И с б от и . ABC учбурчакнинг бурчаклари йигиндиси хд- 
к,идаги теоремага кура ZA+ZB+Z  С = 180°, бундан ZA+ZB = 
= 180°-Z С (46- раем).

Бу тенгликнинг унг к,исми учбурчакнинг С учидаги таш- 
к,и бурчагидир. Теорема исботланди.

X у л о с а . Учбурчакнинг таищи бурчаги узига кушни булма­
ган исталган ички бурчагидан катта.
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в в

45- раем 46- раем

В D А
а) б)

47- раем

Масалалар куриб чизамиз.
1 - м а с а л а . Тенг томонли учбурчакнинг бурчаклари 

нимага тенг?
Е ч и л и ш и . Тенг томонли учбурчакнинг бурчаклари 

узаро тенг булишини биламиз. Шу бурчакларнинг йигиндиси 
180° га тенг, шунинг учун уларнинг х,ар бири 60° га тенг.

2 - м а с а л а .  ЛВС учбурчакнинг CD баландлигиутказил- 
ди. Агар учбурчакнинг А ва В бурчаклари уткир булса, учта
— А, В ва D нукталардан кдйси бири колган иккитасининг 
орасида ётади?

Е ч и л и ш и .  В нукта А ва D нукталар орасида ёта ол- 
майди, чунки бу \олда В бурчак уткир бурчак була олмайди 
(47-о раем). Худди шундай, А нукта \ам А ва D нукталар 
орасида ёта олмайди, сабаби ABC учбурчакда D бурчак тугри 
бурчак ва А бурчак уткир бурчакдир.

Демак, D нукта А ва В нукталар орасида ётади (47-6 
раем).

М а ш ц л а р

1. Агар бирор туфи чизик иккита параллел туфи чизикдан 
бирини кесиб утса, у иккинчисини \ам кесиб утишини 
исботланг.
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2. Агар учбурчакнинг иккита бурчаги маълум булса, унинг 
номаълум бурчагини топинг:
1) 50° ва 30°; 2) 40° ва 75°;
3) 65° ва 80°; 4) 25° ва 120°.

3. Тенг ёнли учбурчакнинг таш^и бурчакларидан бири 70° 
га тенг. Учбурчакнинг бурчакларини топинг.

(Жавоб: 110°, 35°, 35°).
4. Учбурчакнинг иккита ташк,и бурчаги 100° ва 150° га тенг. 

Унинг учинчи ташк*и бурчагини топинг.
{Жавоб: 110°).

5. Учбурчакнинг ички бурчакларидан бири 30° га, ташк,и 
бурчакларидан бири 40° га тенг. Учбурчакнинг крлган 
ички бурчакларини топинг.

{Жавоб\ 140° 10°).

20- §. Фалес теоремаси

Томонлари а ва b нурлардан иборат бурчакни узаро 
параллел /,, /,, /3 тугри чизик^лар кесиб утган (48- раем).

Бурчак томонларида уларни параллел тугри чизик^ар 
кесишидан хреил булган ну^таларни Av Av А3 ва Вг Вг  В, 
билан белгилайлик. Бунда бурчак томонларида AXAV А7АЪ ва 
В^В2, В2В3 кесмалар \осил булади.

Т е о р е м а  (Фалес теоремаси). Агар парамел тугри чизщ- 
ларнинг бурчакнинг бир томонидан ажратган кесмалари тенг 
булса, иккинчи томонда ажратилган кесмалар %ам узаро тенг 
булади.

Ис б о т и .  Теоремани 
исботлаш учун А{А2 =А2А3 
эканидан фойдаланиб, 
В{В2 = В2В3 эканини кур- 
сатиш керак. В2 нукта ор- 
к,али а томонга параллел 
к,илиб с тугри ЧИЗИК. НИ  

утказамиз. Тугри чизик,- 
нинг /, ва /2 тугри чизик,- 
лар билан кесишишидан
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\осил булган нук,таларни 
Е ва F хдрфлари билан 
белгилаймиз. Хосил бул­
ган A ^ F B 2 турт- 
бурчаклар параллело- 
граммдир. Шунинг учун 
А\А2 = ЕВг\ А/13 = B2F (48- 
расм). Расмда х,осил бул­
ган ВхВ2Е ва B2B3F уч- 49-раем 
бурчаклар тенг (учбурчаклар тенглигини иккинчи алома­
тига кура), чунки уларда ЕВг -  B2F.

В2 учдаги бурчаклар вертикал бурчаклар, Е ва .Гбурчак- 
лар эса /, ва /3 тугри чизикдарни с тугри чизик, кесганда 
х,осил булган ички алмашинувчи бурчаклар булгани учун 
тенг. Учбурчакларнинг тенглигидан уларнинг мое томонлари 
булган ВХВ2 ва В2В2 кесмаларнингтенглиги келиб чикдди.

Фалес теоремаси фак,ат бурчак учун эмас, балки 
ихтиёрий икки кесишувчи туфи чизик, учун х,ам уринлидир. 
Бундан ташкдри туфи чизикдар сони х,ам исталганча булиши 
мумкин (49- раем).

Бу х,олда AXAV А2А}, А3А4, ..., Ап_хАп кесмаларнинг тенг­
лигидан уларга мое ВХВ2, B2BV В3В4, ..., ВпАВп кесмаларнинг 
тенглиги келиб чикдди.

М а ш ц л а р

1. Берилган кесмани: 1) 4 та тенг кесмага; 2) 6 та тенг 
кесмага булинг.

2. Туфи туртбурчак томонларининг урталари параллело- 
фаммнингучлари эканини исботланг.

3. Бирор PQRS туртбурчак ясанг. Унинг к,арама-к,арши 
томонларини ва бурчакларини курсатинг.

4. Параллелофаммнинг диагонали унинг икки томони билан 
25° ли ва 35° ли бурчаклар \осил кдлади. Параллелофамм­
нинг бурчакларини топинг.

(Жавоб: 60°, 60°, 120°).
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5. Параллелограммнинг бурчакларидан иккитасининг йигин- 
диси: 1) 80° га; 2) 100° га; 3) 160° га тенг булса, парал­
лелограммнинг \амма бурчакларини топинг.

(.Жавоб: 1) 40°, 40°, 140°, 140°;
2) 50°, 50°, 130°, 130°;
3) 80°, 80°, 100°, 100°).

6. Параллелограмм бурчакларидан иккитасининг айирмаси: 
1) 70° га; 2) 110° га; 3) 140° га тенг булса, паралле­
лограммнинг \амма бурчакларини топинг.

{Жавоб: 1) 55°, 55°, 125°, 125°;
2) 35°, 35°, 145°, 145°;
3) 20°, 20°, 160°, 160°).

21- §. Т^ртбурчак юзини ^исоблаш

Томонлари а ва b га тенг булган тугри туртбурчакнинг 
юзини топамиз. Бунинг учун олдин асослари тенг булган 
иккита тугри туртбурчак юзлари нинг нисбати улар баланд- 
ликларининг нисбати каби булишини исботлаймиз.

ABCD ва АВ{ С, D тугри туртбурчаклар умумий асослари 
AD булган туртбурчаклар булсин (50- раем).

5ва Sx ~  уларнинг юзлари. у  = эканини исботлай­
миз.

Туфи туртбурчакнинг АВ томонини п та тенг к,исмга 
буламиз, бу к^исмларнинг \ар бирининг баландлиги —  га
тенг.

В

В,

т — АВХ томонда ётган булиниш 
нукталари сони булсин. Шунинг 
учун:

—  т< АВХ < —  {т + 1).п п
Бунда, АВ га булиб, топамиз: 

± в \ т  , 1

АВ

D
50- раем

< Ш. + 1 (*). 
п АВ ~  п п W

Булиниш нук,таларидан AD 
асосга параллел туфи чизикдар
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утказамиз. Бу тугри чизикдар ABCD турри туртбурчакни п 
та тенг тугри туртбурчакка булади. Бу туртбурчаклардан \ар 

sбирининг юзи — га тенг.
АВХ С, D тугри туртбурчак дастлабки т та тугри туртбур­

чакни, пастдан \исоблаганда, уз ичига олади ва узи т+ 1 та 
тугри туртбурчак учида ётади. Шу сабабли

( f )m < 5 ,< (f ) (m  + I),

бундан

ш. < < ш. + 1 (**)
п ~  S  ~  п п

(*) ва (**) тенгликлардан ва сонларнинг иккала- 

си \ам ^  ва ^  ^ сонлар орасида ётишини курамиз. Бу

сонлар шунинг учун бир-биридан ^ дан катта булмаган сон 

к,адар фарк^илади, п ни истаганча катта к,илиб олиш мум-

кинлиги туфайли бу фак,ат ^  булгандагина булиши
S  АВ

мумкин. Шуни исботлаш талаб кдлинган эди.
Тугри туртбурчакнинг юзи

S = а b 
формула билан ифодаланади.

М  а ш ц л а р

1. Агар тенг ёнли учбурчакнинг асоси 120 см га, ён томони 
100 см га тенг булса, унинг юзини топинг.

(Жавоб: 4800 см2).
2. Турри туртбурчакнинг томонлари нисбати 4:9 га тенг 

булиб, унинг юзи 144 м2 булса, унинг томонлари нимага 
тенг?

{Жавоб: 8 м, 18 м).
3. Квадрат ва ромбнинг периметри бир хил. Бу шакллардан 

кайси бирининг юзи катта?
(Жавоб: квадрат. Жавобингизни тушунтиринг.).
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22- §. Учбурчакнинг юзи

ЛВС -  берилган учбурчак булсин (51- раем).
Бу учбурчакни расмда курсатилганидек, ABCD паралле- 

лограммгача тулдирамиз. Параллелофаммнинг юзи А ВС ва 
CDA учбурчаклар юзларининг йигиндисига тенг. Бу учбур­
чаклар тенг булгани учун параллелограммнинг юзи ABC 
учбурчак юзининг иккиланганига тенг. Параллелофаммнинг

А В томонга мое баландлиги ABC 
учбурчакнинг АВ томонига утка- 
зилган баландлигига тенг. Бундан, 
учбурчакнинг юзи унинг томони би­
лан шу томонга туширилган ба­
ландлиги купайтмасининг ярмига,
тенг деган хулоса чикдди:

51- раем
S = lc h .

Энди учбурчакнинг юзи унинг исталган иккита томони 
купайтмасини шу томонлар орасидаги бурчак синусига купай- 
тирилганининг ярмига тенг эканини исботлаймиз.

ABC — берилган учбурчак булсин (52- раем).

S  = ^АВ  • АС • sina

эканини исботлаймиз.
ABC учбурчакнинг BD баландлиги ни утказамиз.
Ушбу S = jA C - BD тенгликка эга буламиз.
ABD туфи бурчакли учбурчакдан: агар Z а  уткир бурчак 

булса, BD=AB sina (52-а раем), агар Z а  угмас бурчак булса, 
£Z) = /li?sin(180o- a )  (52-5раем), сунгра sin(180°-a) = sina.
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Шу сабабли \ар кдндай хдлда \ам BD = A B sina, шундай 
к,илиб, учбурчакнинг юзи

S = ^ АВ ■ АС • s i n a .

Шуни исботлаш талаб к,илинган эди.

М а ш ц л а р

1. Уч томонига кура учбурчакнинг юзини топинг:
I) 13; 14; 15; 2) 6; 8; 10;
3) 8; 8; 14; 4) f ; f ; 6.

Курсатма:
Герон формуласидан фойдаланинг:

S = J p { p - a ) { p - b ) ( p - c ) , бунда р = C-L̂ £- .
{.Жавоб: 1) 84; 4) 10).

2. Учбурчакнинг а томони ва унга ёпишган а  ва р бурчак- 
ларига кура учбурчакнинг юзини топинг.

3. Томонлари:
1) 13; 14; 15; 2) 5; 5; 6; 3) 17; 65; 80 
га тенг учбурчакнинг энг кичик баландлигини топинг.

{Жавоб: 2) 4; 3) 7,2).
4. Томонлари:

1) f ; f ; 6; 2) 13; 37[§; 47^

га тенг учбурчакнинг энг катта баландлигини топинг.

(Жавоб: 1) 4,6; 2) SM2).

23- §. Учларининг координаталари билан берилган 
учбурчакнинг юзини топиш

Текисликда учта нук^та А (*,; у,); В (х2; у2); С (х3; у}) 
координаталари билан берилган булиб, ABC учбурчакни 
^араймиз (53- раем).

Масала берилган нук^таларнинг координаталари га кура 
шу ABC учбурчакнинг юзини топишдан иборат.

43



53- раем

А, В ва С нукталардан Ох 
укига перпендикулярлар ту- 
шириб, уларнинг асосларини 
мос равишда Ar Bv С, билан 
белгилаймиз. Бунда

0/1, =х,, ОВх=х2, ОС, =х3, 
AA,=ylf ВВ{ =у2, СС,=у3 

булиб,
/!,£, = ОВх -  OAt =x2- x v 
Вх С, = ОС, -  ОВх =х3-  х2, 
А{С{ = ОС, -  0/1, =х3-х,

булади.
Мактаб геометрия курсидан маълумки, трапециянинг 

юзи иккала асоси йигиндисининг ярми билан баландли- 
гининг купайтмасига тенг:

S  = ^ h ,

бунда: а, b — трапециянинг асослари, h — унинг баландлиги. 
/Ц £ ,£ ; ВВ^С^С ва Л/1,С,С трапецияларнинг юзлари

S aA\B\B, $ВВ\С\С, ^AAiC]C учун ушбу тенгликларга эга 
буламиз:

S АА\В\В = 

SBBX сс, =

АА\ + ВВ\

ВВ\ +СС j

г AAt+CCj
^AAtCjC = 2

а р  У1+У2 ,  v
Л\В1 = ~ Т ~ ( Х2 ~ х \)

У2+УЗ ,
В\С\ = “^ Г “ (*3 -* 2 )

л г  У\+У3 , v= ^ —(*з ~*i)-
Равшанки, берилган учбурчакнинг юзи

ABC = $АА\В\ В + SBB^C - SAAXCXC . 
Юкрридаги тенгликлардан фойдаланиб,

SAABC = 2 (̂ 1 + У2 )(х2 -Х\ ) + (Уз+ У2 Х*3 ~ х2 ) “
~(Уз + .Vl)(*3  -* l) )

булишини топамиз.
Бу берилган учбурчакнинг юзини учларининг координата- 

ларига кура топиш формуласи дейилади.
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24- §. Пифагор теоремаси

1. Юнон олими Пифагор туфи бурчакли учбурчак томон­
лари орасидаги мавжуд булган муносабатларни аншутаб, уни 
куйидагича исботлайди.

Т е о р е м а  (П ифагор теоремаси). TyFpu бурчакли учбурчак 
гипотенузасининг квадрати катетлар квадрапътрининг йитн- 
дисига тенг.

И с б о т и . ЛВС берилган тугри 
бурчакли учбурчак булиб, унда бурчак 
С= 90° — тугри бурчак булсин. Тугри 
бурчакнинг Сучидан CZ) баландликни 
утказамиз (54- раем).

Бурчак косинусининг таърифига A D В
кура тугри бурчакли учбурчаклар ABC 
ва ACD нинг уткир бурчаги А учун: 5*" расм

cosZ/l = ^  , бундан АВ ■ AD = АС2 , 

шунга ухшаш

cos ZB = - j l  = , бундан АВ BD = ВС2 .

\оси л  булган тенгликларни х,адма-хдд кушиб ва AD + 
+ DB = АВ эканини \исобга олиб, АС2+ BC2=AB(AD + DB) = 
= АВ2 тенгликни \осил к,иламиз. Теорема исботланди.

Пифагор теоремасидан ушбу натижа келиб чикдди:
тугри бурчакли учбурчакнинг исталган катети гипотену- 

засидан кичик.
Бундан уз навбатида куйидаги натижа келиб чикдди:
у̂ ар цандай уткир бурчак учун cosa < 1.

М а ш ц л а р

1. Тугри бурчакли учбурчакнинг а ва b категлари берилган.
Гипотенузани топинг:
1) а = 3; Ь = 4; 2) <7=1; b= 1; 3) а = 5; Ь = 6.

(Жавоб: 1)5;  2) Л  * 1,1; 3) УбТ « 7,8 ).
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2. Тугри бурчакли учбурчакнинг с гипотенузаси ва а катети 
берилган. Иккинчи катетни топинг:
1)с = 5; а = 3; 2) с =13;  а = 5; 3) с = 6; а = 5.

{Жавоб: 1) 4; 2) 12; 3) л/ГГ * 3,3).
3. Тугри бурчакли учбурчакнинг икки томони 3 м ва 4 м га 

тенг. Учинчи томонни топинг (иккита х,олни куринг).
{Жавоб: 5 м ёки У7 = 2,6 м).

25- §. Перпендикуляр ва OFMa

ВА кесма я туфи чизик^а £нук,тадан туширилган перпен­
дикуляр ва С нук,та а туфи чизик.нинг/1 дан бошкд ихтиёрий 

ну^таси булсин. ВС кесма В нук,тадан а 
тугри чизикда ^казилган o f m ii дейи­
лади (55- раем).

С нук,та огманинг асоси дейилади. 
АС кесма огманинг а туфи чизикдаги 
проекцияси (сояси) дейилади.

Пифагор теоремасидан куйидаги 
хулосалар келиб чикдди.

Агар бир нуцтадан тугри чизища перпендикуляр ва огмалар 
утказилса, исталган огма перпендикулярдан катта, тенг огма- 
лар тенг проекцияларга эга, иккита OFMadaH к,айси бирининг 
проекцияси катта булса, уша ofmo катта булади.

Пифагор теоремасига кура: АВ2 + АС2=ВС2.
Бундан ВС > АВ экани куриниб турибди. АВ берилган 

АС дан кднча катта булса, ВС шунча катта булади.

М  а ш ц л а р

1. Учбурчакнинг томонларида олинган ихтиёрий икки нук,та 
орасидаги масофа унинг энг катта томонидан катта 
эмаслигини исботланг.

2. Туртбурчак диагоналларининг кесишиши маълум. Улар 
узунликларининг йигиндиси т>фтбурчакнинг периметри- 
дан кичик, аммо ярим периметридан катга. Шуни исбот­
ланг.
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26- §. Учбурчаклардаги метрик муносабатлар

Геометрик шакллар ичида энг куп учрайдиган ва геомет­
рик масалалар ечишда куп кулланиладиган шакл бу учбур- 
чакдир. Шунинг учун учбурчакка дойр ёки учбурчак элемент- 
ларининг комбинацияси билан ечиладиган масалалар куп 
учрайди.

Учбурчак элементларининг комбинацияси оркдли бери- 
ладиган масалалар асосан куйидаги куринишда булади:

1. Учбурчакнинг учта томонига кура бериладиган маса­
лалар.

2. Учбурчакнинг икки томони ва улар орасидаги бурчагига 
кура бериладиган масалалар.

3. Учбурчакнинг бир томони ва унга ёпишган икки бурчагига 
кура бериладиган масалалар.

4. Учбурчакнинг икки томони ва бу томонлардан бири 
царшисидаги бурчакка кура бериладиган масалалар.

5. Учбурчакнинг бир томони %амда унга к,арши ётган ва 
ёпишган бурчагига кура бериладиган масалалар.

Юкрридагиларга кушимча яна куйидагиларни ёзиш 
мумкин:

1. Учбурчакка таш^и чизилган айлананинг радиуси:

2. Учбурчакка ички чизилган айлананинг радиуси:

бу ерда: р = а+Ьу с- .
3. Учбурчакнинг баландликлари мос равишда ha, hb, hc 

ва ички чизилган айлананинг радиуси гбулса,

1 = J_ + -L + -Lr ha hh "r hc 
муносабат уринли булади.

4. Тугри бурчакли учбурчакнинг тугри бурчаги учидан 
унинг гипотенузасигатуширилган перпендикуляр гипотенуза 
булаклари орасида урта пропорционал микдордир. Хар бир
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с катет бутун гипотенуза билан унинг 
гипотенузадаги проекцияси орасида 
урта пропорционал микдордир, яъни 
(56- раем):

АС2 = А В ■A D , 
CD2 = AD ■ BD , 
ВС2 = АВ- BD.

А D В

56- раем

5. Бу юкрридаги муносабатлардан бевосита туфи бурчакли 
учбурчакнинг томонлари бир хил улчовли булганда катетлар 
квадратларининг йигиндиси гипотенузасининг квадратига 
тенгдеган муло\азани исботлаш осондир, яъни (56- раем):
АС2+ ВС2=АВ- AD+AB’ BD = AB(AD + BD) =АВ • АВ =АВ2=>

6. Учбурчак бурчагининг биссектрисаси унинг шу бурчак 
каршисида ётган томонини калган томонларига пропор­
ционал бурчакларга булади (57- раем), яъни

бунда AD=la — биссектриса.
7. Учбурчак медианаси узи чикдан бурчак к,аршисида 

ётган томонни тенг иккига булади. Медианаларнинг узун- 
ликлари ушбу формулалар билан топилади (57- раем):

=$ А С 2 + ВС2=АВ2.

BD : DC=AB : АС,



8. Агар берилган ихтиёрий учбурчакнинг томонлари мос 
равишда а, Ь, с булса, с томоннинг b томондаги проекция- 
сининг узунлиги (58- раем):

А О  = с2 +ь2 - а 2 
2 Ь

формула билан топилади.
Масалалар куриб чикдмиз.
1- м а е  ал a.  ABC учбурчакнинг томонлари а, Ь, с га 

тенг. Шу учбурчакнинг а томонига я'казилган 1а биссек- 
трисанинг узунлигини х,исобланг.

Б е р и л г а н :  А  АВС\ АВ =с; л g
АС= Ь\ ВС = а (59- раем).

Т о п и ш  ке р а к : АЕ= 1а = ?
Е ч и л и ш и . Учбурчак биссек- 

трисасининг хоссасига асосан 
АВ : АС =ВЕ : ЕС ни ёза оламиз.
Агар учбурчак томонларини век-
торлар оркали ифодаласак, у хрлда 59_ расм
АЕ биссектрисанинг

= сё-ав+Шас
С Е + В Е

векторли ифодасини ёзиш мумкин. Бу ифоданинг иккала 
томонини квадратга оширсак,

=  С Ё 2 А В 2 + 1 Ё 2 А С 2 + 2 С Ё - А В - Ш - А С  

С Ё 2 +~ВЁ2 + 2 С Ё И Ё

векторли ифодани хреил кдламиз. 59- раемда ВС = АС -  АВ 
эканини хисобга олиб, бу тенгликнинг иккала томонини 
квадратга оширсак,

ВС2 = AC2 +АВ2 -  2АС • АВ 
векторли тенгликка эга буламиз, бундан

2 7 с  - J b  = a c 2 + J b 2 - J c 2
эканини х^исобга олсак, у хрлда

■Jg2  _  С Ё 2 ■А В 2 + J E 2 А С 2 + С Ё - Ш ( А С 2 + А В 2 -~ВС2 )

С Ё 2 +~ВЁ2 +2СЁ J E
4 Х .М .С айфуллаева 49



тенгликни х,оеил к,иламиз. Унгтомондаги касрнинг сурат ва 
махражини BE'  СЕ га булеак,

АЕ~ =
2  % а в 2 + Щ а с 2 +а с 2 +л в 2 - в с 2

_  ВЬ СЕ
СЕ  , BE  
BE СЕ

+ 2

— с2 +т’Ь2 +Ь2 +с2 - а2 с b___________
-+Г+2 с b

—  Ьс
(Ь+сУ

4 р ( р - а )

х,оеил булади, бу ерда р = .

Демак,

К, = ^ J b c p ( p - a )  ,
шунга ухшаш учбурчакнинг b ва стомонларига утказилган 
биссектрисалар узунлиги учун

1ь = ^ - с ^ К ^ Ь )  ва /с = - ^ y j a b p ( p - c )
формулаларни х,оеил кдлиш мумкин.

2 - м а с а л а .  Агар тенг ёнли учбурчакнинг асосидаги 
бурчакнинг биридан чик,к,ан тугри чизик, уни иккита тенг 
ёнли учбурчакка ажратса, берилган тенг ёнли учбурчакнинг 
бурчакларини тогшнг (60- раем).

А Еч ил и ш и . /4£СучбурчакдаЛ£=ЛС
ва D нук,та ЛСтомонда ётиб, ЛВС учбур- 
чакни A  ADB ва Д  DBCларга ажратади, 
бунда AD = BD = ВС.

Агар Z ABD =х деб олсак, Z BCD = 
= Z BDC = 2х булади. АВ -  АС булганли- 
гидан Z CBD =х булади. Бундан 5л: = 180° 
х,оеил булиб, х = 36°экани келиб чикдди.

27- §. Косинуслар теоремаси

Тугри бурчакли учбурчак уткир бурчагининг косинусы 
деб шу бурчакка ёпишган кагетнинг гипотенузасига ниебатига 
айтилади.
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Т е о р е м а  (коеинуелар теоремаси). Учбурчак исталган 
/помонининг квадрата цолган икки томон квадратлари йигин- 
дисидан шу икки томон билан улар орасидаги бурчак косинуси- 
нинг иккиланган купайтмасини айириш натижасига тенг.

И с б о т и . ABC — берилган учбурчак булсин.

ВС2 = АВ2 +АС2 - 2 A B  AC -COSZA 
эканини исботлаймиз.

ВС = АС -  АВ вектор тенгликка эга буламиз. Бу тенг- 
ликни скаляр квадратга кутариб топамиз:

ВС2 = АВ2 + АС2 - 2 А В А С
ёки

ВС2 = АВ2 + АС2 -  2АВ ■ АС • cos ZA .
Теорема исботланди.
Шуни эслатиб утамизки, AC' cosАА нинг абсолют к,ий- 

мати ЛСтомоннинг ВА томонга туширилган проекцияси AD 
га (62-а раем) ёки АВ томоннинг давомига туширилган AD 
проекциясига (62-б раем) тенг.

AC' cosZ.A нинг ишораси А бурчакка боглик; А бурчак 
уткир булса «+», А бурчак утмас булса «-» ишора олинади. 
Бундан ушбу натижа келиб чикдди: учбурчак томонининг 
квадрати долган иккита томон квадратлари йигиндиси «+», 
«-» улардан бирининг иккинчисига проекциясининг иккиланган 
купайтмасига тенг.

«+» и шора ни ъаршисидаги бурчак утмас булга нда, «-» 
ишорани эса к,аршисидаги бурчак уткир булганда олиш керак.

а) б)
62- раем
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М а ш ц л а р

1. Учбурчакнинг икки томони ва улар орасидаги бурчаги 
берилган:
1) а = 12, Ъ = 8, у = 60°; 2) а = 7, b = 23, у = 130°;
3) b = 9, с = 17, а  = 95°; 4) Ь = 14, с = 10, а  = 145°; 
5) я = 32, с = 23, 3 = 152°; 6) а = 24, с = 18, (3 = 15°. 
Унинг крлган бурчакларини ва учинчи томонини топинг. 
Жавоб:
1) а  = 79°, (3 =41°, с = 10,6; 2) а  * 11°, (3 * 39°, с * 28;
3) (3 * 22°, у = 58°, д = 19,9; 4) 3 = 21°, у = 15°, а = 22,9; 
5) а  = 16°, у = 17°, Ь * 53,4; 6) сс = 130°, у = 17°, А = 8,09.

2. Учбурчакнинг икки томони ва томонлардан бирининг 
к,аршисидаги бурчак берилган:
1) а = 12, Ь = 5, у = 120°; 2) о = 27, b = 9, а  = 138°;
3) а = 34, 6 = 12, а  = 164°; 4) а = 2, 6 = 4, а  = 60°;
5) я = 6, 6 = 8, а  = 30°.
Унинг кол га н томони ва бурчакларини топинг.
Жавоб:
1) с =8,69, 3=21° ,  у = 30°; 2) с = 19,6, 3 = 13°, у = 29°;
3) с = 23,3, 3 ~ 6°, у = 10°; 4) ечимлари мавжуд эмас;
5) с ~ 11,4, а  = 42°, у = 108° ёки

с = 2,49, 3 = 138°, у = 12°.

28- §. Синуслар теоремаси

Т е о р е м а .  Учбурчак томонлари узларининг царшисидаги 
бурчакларнинг синусларига пропорционал.

И с б о т и .  а, Ь, с — томонлари ва шу томонлар карши- 
сидаги бурчаклар а, 3. Y булган учбурчак берилган (63- 
расм).

А  = = JmT эканини исботлаймиз.
Сучидан CD баландликни туширамиз. ACDтугри бурчакли 

учбурчакдан а  бурчак уткир булган \олда топамиз.
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В с D А

а)
В с A D

б)

63- раем

CD = b sina (63-я раем).
Агар а  утмас бурчак булса, у \олда

CD = b sin(l 80° -  a) = b sin a  (63-6 раем).
Шунга ухшаш, BCD бурчакдан CD = osin(3 нитопамиз.

Ушбу тенглик\ам шунга ухшаш исботланади.

Исботлаш укувчига \авола этилади.
Э с я а т м а .  Исботлаш учун учбурчакнинг А учидан 

унинг баландлигини утказиш керак. Теорема исботланди.

Шундай килиб, я sin (3 = 6 s i n a , бундан, — г =Ь _  а 
sin р s in a
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II б о б .  СТЕРЕОМЕТРИЯ АСОСЛАРИ

Стереометрия геометриянинг бир булими булиб, х,амма 
нукталари бир текисликда ётмаган геометрик жием 
(шакл)ларни >фганади.

Геометриянинг стереометрия к,исмини урганишда етарли 
сондаги бир-бирига зиддиятли булмаган ва бири иккинчи- 
сининг натижаси \исобланмаган аксиомалар булиши шарт.

А к с и о м  ал ар:
1. Текислик к;андай булмасин, шу текисликка тегишли 

нук;талар ва унга тегишли булмаган нук;талар мавжуд.
2. Агар иккита турли текислик умумий нуцтага эга булса, 

улар шу нук;тадан утувчи тугри чизик; буйича кесишади.
3. Агар иккита турли тугри чизик; умумий нук;тага эга 

булса, улар орк;али бит та ва фсщат бит та текислик утказиш 
мумкин.

Бу бобда стерео метр и я га тааллукди булган масалаларни 
кдраб чизамиз. Планиметрия курсида куриб >пгилган асосий 
аксиомалар системаси х,амда стереометриянинг аксиомалари 
биргаликда к,аралади.

Фазодаги тугри чизик, ва текисликка оид масалаларни 
куриб чикдмиз.

1- §. Нуцтадан текисликкача булган 
масофани топиш

Фазода Ax+By + Cz + D = 0 уч номаълумли чизикди тенг­
лама билан берилган Т текислик ва бу текисликда ётмаган 

У0; Zf) нук,тани карайлик. Р нук,тадан Т текисликка 
туширилган перпендикулярнинг узунлиги бу нук,тадан шу 
текисликкача булган масофани билдиради. Бу масофа 
куйидаги формула билан топилади:

\Ax0 +By0 +Czo+D\

Р ~ Га 2+г2+с2
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М а ш ц л а р

\. Икки айкдш туфи чизик, берилган. Бу туфи чизикдардан 
утувчи ва узаро параллел булган фа кат бир жуфт текислик 
мавжуд эканлигини исботланг.

2. Бир текисликда ётмаган АВ ва CD кесмалар берилган. М 
ва /V мое равишда бу кесмаларнинг ургалари булсин. 
\ ( А С  + BD) > MN  эканини исботланг (масалани исботи- 
ни укувчининг узи мустакил бажаради).

3- §. Уч перпендикуляр х>акидаги теорема

Т е о р е м а .  Текисликда OFMauum асосидан унинг проек- 
циясига перпендикуляр к,илиб утказилган myFpu чизик, ofmci- 
нинг узига х,ам перпендикуляр булади.

И с б о т . АВ кесма а  текисликка туширилган перпенди­
куляр, АС огма ва с эса огманинг С асосидан текисликда 
утказилган туфи чизик булсин (67- раем).

,4/?туфи чизикка параллел СА' туфи чизикни утказамиз. 
У а  текисликка перпендикуляр. АВ ва А'С туфи чизикдар 
оркали (3 текисликни утказамиз. с туфи чизик СА туфи 
чизикка перпендикуляр.

Агар у СЯтуфи чизикка перпендикуляр булса, у х,олда 
(3 текисликка перпендикуляр булади, демак, АС туфи чи­
зикка \ам перпендикулярдир.

Худди шунга ухшаш, агар с туфи чизик СА огмага 
перпендикуляр булса, у СА' туфи чизикка \ам перпенди­
куляр эканлигидан (3 текисликка перпендикуляр булади. 
Демак, ВС огманинг проекциясига 
\ам перпендикуляр булади. Теорема 
исботланди.

М а с а л а . Учбурчакка ички чи­
зилган айлананинг марказидан уч­
бурчак текислигига перпендикуляр 
туфи чизик утказилган. Бу туфи 
чизикнинг \ар бир нуктаси учбур­
чак томонларидан тенг узокликда 
ётишини исботланг. 67- раем
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Е ч и л и ш и .  А, В, С учбурчак томонларининг айланага 
уриниш нук,талари, О айлананинг маркази, S  перпенди- 
кулярдаги ихтиёрий нук,та булсин (68- раем).

ОА радиус учбурчакнинг томонига перпендикуляр бул­
гани учун уч перпендикуляр \ак,идаги теоремага асосан SA 
кесма шу томонга туширилган перпендикулярдир, унинг 
узунлиги эса S  нук;тадан учбурчакнинг томонигача булган 
масофадир.

Пифагор теоремасига кура,

SA = у/АО2 +OS2 = J r 1 + OS2 ,
бунда г — ички чизилган айлананинг радиуси.

Шунга ухшаш цуйидагиларни топамиз:

SB = J r 2 + OS2; SC = у! г2 + OS2 ,
яъни S  ну^тадан учбурчак томонларигача булган барча 
масофалар тенг.

М а ш ц л а р

1. Учбурчакка таш^и чизилган айлана марказидан учбурчак 
текислигига перпендикуляр туфи чизик, утказилган. Бу 
туфи чизикнинг х,ар бир нук^аси учбурчакнинг учларидан 
тенг узокдикда ётишини исботланг (69- раем).

2. Учбурчакка радиуси 0,7 м булган ички чизилган айлана­
нинг марказидан учбурчак текислигига узунлиги 2,4 м 
га тенг перпендикуляр чикдрштган. Бу перпендикулярнинг

68- раем 69- раем
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учидан учбурчакнинг томонларигача булган масофани 
топинг. {Жавоб: 2,5 м.)

3. Берилган нуктадан учбурчак текислигигача булган масофа 
1,1 м га тенг, учбурчакнинг \ар бир томонигача булган 
масофа эса 6,1 м га тенг. Бу учбурчакка ички чизилган 
айлананинг радиусини топинг. (Жавоб: 6 м.)

Чекли сондаги текисликлар билан чегараланган жисм 
купёк; дейилади. Купёкнинг чегараси унинг сирти дейилади 
(70- раем).

Содда купёкларга призма ва пирамида киради. Биз призма 
ва пирамиданинг сирти \акидаги тушунчани тулдириб, содда 
купёк/iapra мисоллар келтирамиз.

Чекли сондаги купбурчакларнинг куйидаги шартларни 
каноатлантирувчи бирлашмаси содда купёкди сирт дейилади.

1. Бу купбурчакларнинг ихтиёрий иккита учи учун улар­
нинг томонларидан тузилган синик чизик мавжуд булиб, 
олинган учлар шу синик чизикнинг учлари булади.

2. Купбурчаклар бирлашмасининг ихтиёрий нуктаси 
берилган купбурчаклардан факат бирининг нуктаси булади 
ёки иккита ва факат иккита купбурчакнинг умумий томонига 
тегишли булади. Купёкди бурчакнинг текис бурчаклари 
вазифасини утовчи биргина купёкли бурчакнинг учи булади. 
Бу талабларни 71 ва 72-расмларда тасвирланган купбурчаклар 
бирлашмаси каноатлантиради. Бундан кейин содда сиртлар 
\акида суз юритганда «содда» сузини ишлатмасдан купёк 
деб ran ирам из.

4- §. Купёкнинг турлари

70- раем 71- раем 72- раем
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Купёкди сиртни ташкил килувчи купбурчаклар унинг 
ёклари дейилади, бу купбурчакларнинг томонлари купёкди 
сиртнинг ъирралари, учлари эса купёкди шаклнинг ywapu 
дейилади.

Агар купёкди сиртнинг х,ар бир кирраси унинг иккита 
ётига тегишли булса, у хдлда бу купёкди сирт ёпин; сирт 
дейилади. Призманингён сирти (71- раем) ёпик булмаган 
купёкди сиртга мисолдир, пирамиданинг сирти (72- раем) 
ёпик купёкди сиртга мисолдир,

Ёпик купёк/ш сирт фазонинг шу сиртга тегишли булма­
ган барча нукталари тупламини иккита кием тупламга ажра- 
гади. Бу кием тупламлардан бири учун шу кием тупламга 
тегишли тугри чизикдар мавжуд; иккинчиси учун эса бундай 
тугри чизикдар мавжуд эмас. Курсатилган кием тупламлар­
дан биринчиси купёкди сиртнинг таищи со^аси, иккинчиси 
ички соу,аси дейилади.

1 а ъ р и ф .  Ёпик купёкди сирт билан унинг ички 
сох,асининг бирлашмаси купёк дейилади.

Т а ъ р и ф .  Купёкди сирт ва унинг ички сохдси мос 
равишда купёкнинг сирти ва купёкнинг ички сох,аси дейилади.

Т а ъ р и ф .  Купёкди сиртнинг ёкдари, кирралари, учлари 
мос равишда купёкнинг ёк̂ лари, к;ирралари ва учлари дейклади.

Т а ъ р и ф .  Купёкнинг бир ёгига тегишли булмаган икки 
учини бирлаштирувчи кесма купёкнинг диагонали дейилади 
(73- раем).

73- раемда ABCDEFолтиёк ва унинг диагонали DF, BE 
тасвирланган. Купёкдар купбурчаклар сингари каварик(73- 
расм) ва нокаварик (74- раем) булиши мумкин.
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Dy

Биз фак,ат каварик, купекдарни g q
урганамиз.

Агар купёк,нинг узи уни чегара- 
ловчи текисликларнинг \ар биридан 
бир томонда ётса, бундай купёк, к<ава- 
рик купс'к дейилади. Кдварик купё к^нинг /£  / р
сирти билан уни чегаралаб турган 
текисликнинг умумий к,исми ё%, куп- К  
ёкдарнинг томонлари унинг к,ирралари, 
учлари эса купёк^нинг учлари дейилади.
Масалан, куб -  кдварик купёкдир (75- раем).

Унинг сирти 6 та квадратдан ташкил топган: ABCD\ 
BEFC; AJCQD, CDQF\ KEFQ; А ВЕК.

Бу квадратлар кубнинг ёкдаридир. Квадратларнинг АВ, 
ВС, BE, ... томонлари кубнинг кирралари булади. Квадрат­
ларнинг А, В, С, D, Е, F, Q, К учлари кубнинг учлари 
булади. Кубда 6 та ёк, 12 та к,ирра ва 8 та бурчак бор.

Q

75- раем

М а ш ц л а р

1. Ёкдарининг сони энг кам булган купёк, чизинг. Унда 
нечта к̂ ирра, нечта уч ва нечта диагонал булишини айтинг.

2. Тугри туртбурчак, бешбурчак бешё^нинг ёги булиши 
мумкинми?

3. Купёк^инг ёкдаридан бири олтибурчак. Шу купёк,нинг 
к,ирралари сони энг камида нечта булиши мумкин?

4. 8 та, 9 та к,ирраси булган купёк, чизинг.

5- §. Мунтазам купёкдар

Т а ъ р и ф .  Агар купё^нинг барча ёкдари узаро тенг 
мунтазам купбурчаклар ва унинг барча купёкди бурчаклари 
ёкдарининг сони бир хил булса, бундай купёк, мунтазам 
купён; дейилади.

Мунтазам купёкдардан куб ва мунтазам тетраэдр сизга 
маълум (76, 77- расмлар).
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Мунтазам купёкдарнинг яна уч тури мавжуд. Булар 
мунтазам саккизёк, (мунтазам октаэдр, 78- раем), мунтазам 
йигирмаёк, (додекаэдр, 19-а раем), мунтазам униккиёк, 
(икосаэдр, 79-6расм).

Мунтазам купёкдарнинг айтиб утилган бешта каварик; 
туридан бошкд х,еч к^андай тури мавжуд эмас (буни кддимий 
юнон файлаеуфи Платон кашф кцлган деб тахмин к,или- 
нади).

М а ш ц л а р

1. Кубнинг бир учидан ёкдарининг учта диагонали утка­
зилган, уларнинг учлари кесмалар билан туташтирилган. 
Шу усулда ясалган олтита кесма к,ирралари булган пира­
миданинг мунтазам тетраэдр эканлигини исботланг.

2. 1) Мунтазам тетраэдрнинг; 2) мунтазам октаэдрнинг 
икки ёкди бурчагининг катталигини топинг.

СЖавоб: 1) 70°32'; 2) 109°28').
3. Мунтазам октаэдр к^иррасининг узунлиги а га тенг. Шу 

октаэдр сиртининг юзини топинг.
СЖавоб: 2а141).

4. Мунтазам тетраэдр сиртининг юзи Q га тенг. Шу тетраэдр 
к,иррасининг узунлигини топинг.

(Жавоб: & ) .

6- §. Айланиш жисмлари

Айланиш жисмларига цилиндр, конус, шар, сфера, 
дойра, айланалар киради. Уларга кцекдча таърифлар бериб, 
масалалар ечиш усулларини таништирамиз.
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6.1. Цилиндр

Иккита параллел текислик орасида жойлашган ва текис- 
ликлардан биридаги доирани кесиб утадиган х,амма параллел 
тугри чизикдар кесишмаларидан ташкил топган жисм цилиндр 
(яъни доиравий цилиндр) дейилади. Учлари бу доиранинг 
айланасида ётган кесмалар цилиндрнинг дейилади.

Цилиндрнинг сирти цилиндр асосларидан -  параллел 
текисликларда ётган иккита тенг доирадан ва ён сиртидан 
иборат.

Цилиндрнинг ясовчилари асос текисликларига перпен­
дикуляр булса, бундай цилиндр myFpu цилиндр дейилади (80- 
расм).

Цилиндр асосининг радиуси цилиндр радиуси дейилади.
Цилиндр асослари текисликлари орасидаги масофа 

цилиндрнинг баландлиги дейилади.
Асосларининг марказларидан 

утувчи тугри чизик, цилиндрнинг 
ук,и дейилади. Бу ук, ясовчиларга 
параллел булади.

Цилиндрнинг укц орк,али утув­
чи кесим щ  кесим дейилади. Ци­
линдрнинг ясовчиси орк,али утади­
ган ук, кесимга перпендикуляр те­
кислик цилиндрнинг уринма текис­
лиги дейилади.

6.2. Конус

Конус (доиравий конус) деб шундай жисмга айтиладики, 
у берилган нук,тасини бирор дойра нукталари билан 
туташтирувчи х,амма кесмалардан ташкил топган булиб, бу 
берилган нук,та конус учи, дойра эса конус асоси дейилади. 
Конус учини асос айланаси нук,талари билан туташтирувчи 
кесмалар конуснинг ясовчилари дейилади.

Конус сирти асосидан ва ён сиртидан иборат. Конуснинг 
учи билан асос айланасининг марказини туташтирувчи тугри 
чизик, асос текислигига перпендикуляр булса, бундай конус
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myFpu конус дейилади. Тугри конусни тугри бурчакли 
учбурчакни унинг бир катети атрофида айлантиришдан \осил 
булган жисм деб к,араш мумкин (81 - раем).

82-а  раемда тугри конус тасвирланган. Унинг учи S, 
асоси текисликдаги К дойра булааи. Конус б'учни асоснинг 
X  нук,талари билан туташтирувчи \амма S - X  кесмалардан 
\осил килинган.

Конуснинг учидан унинг асосига туширилган перпенди­
куляр конуснинг баландлиги дейилади.

Туфи конус баландлигининг асоси асос маркази билан 
устма-уст тушади.

Тугри конуснинг баландлигидан утувчи тугри чизик, 
унинг щ и  дейилади.

Конуснинг ук,и оркали утувчи текислик билан кесими 
щ  кесим дейилади (82- б раем). Конуснинг ясовчиси оркдли 
утувчи ва бу ясовчи оркдли утказилган ук, кесимига перпен­
дикуляр текислик конуснинг уринма текислиги дейилади.

6.3. Шар

Фазонинг берилган нуктадан берилган масофадан катта 
булмаган узокдикда ётган \амма нук^таларидан иборат жисм 
шар дейилади (83- раем).

Берилган нук,та шарнинг лш/жязи, берилган масофа эса 
шарнинградиуси дейилади. Шарнинг чегараси шар сирти ёки 
сфера деб аталади. Ш арнинг марказидан радиусига тенг 
масофага кддар узокдашган \ам м а нук;талар сферанинг 
нукталаридир. Шар марказини шар сиртининг нук,таси билан 
туташтирувчи исталган кесма \ам радиус дейилади.
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Шар сиртининг икки нук,тасини туташтирувчи ва шар- 
нинг марказидан утувчи кесма диаметр дейилади. Исталган 
диаметрнинг учлари (охирлари) шарнинг диаметрая к;арама- 
к;арши нуК'Гпалари дейилади. Бу жисм доирани унинг диаметри 
атрофида айлантириш натижасида \осил кдлинади. Шарнинг 
марказидан утадиган текислик диаметрая текислик дейилади. 
Шарнинг диаметрал текислик билан кесилган кесими катта 
дойра дейилади. Сферанинг кесими эса катта айяана дейи­
лади.

М а ш ц л а р

1. Цилиндрнинг ук кесими юзи Q га тенг квадрат. Цилиндр 
асосининг юзини топинг.
Е ч и л и ш и . Квадратнинг томони VQ га тенг. У асоси­
нинг диаметрига -тенг. Ш унинг учун асосининг юзи

83- раем 84- раем

2. Конус ичидан d масофада турган ва асосига параллел 
булган текислик конусни кесиб утади. Конус асосининг 
радиуси R, баландлиги эса Н булса, кесимнинг юзини 
топинг.
Е ч и л и ш и . Конуснинг ук, кесимини утказамиз (84- раем). 

SABва SÂ B̂  учбурчакларнингухшашлигидан 

ни \осил к^иламиз. А В =  2R, А {В, = 2г (г — кесимдаги 
доиранинг радиуси), O S=H \ OiS= d, булардан

2r_ _ d_ = Rd 
2 R H ’ H '
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Кесим юзи:

nr2 = n ( f f .

Шар радиусининг 5фтасидан унга перпендикуляр текислик 
утказилган. Хосил к,илинган кесим юзини катта дойра 
юзига нисбатини топинг.
Е ч и л и ш и . Шар радиуси R булса, кесимдаги доиранинг 

радиуси га тенг. Бу дойра юзининг

71катта дойра юзига нисбатан 1 V4/ = 1 га тенг.
nR2 4

М а ш ц л а р

Цилиндрга олтибурчакли мунтазам призма ички чизилган. 
Цилиндр асосининг радиуси баландлигига тенг булса, 
призма ён ёги диагонали билан цилиндр ук,и орасидаги 
бурчакни топинг.
Учбурчакнинг томонлари 13 см, 14 см, 15 см. Учбурчак 
текислигидан учбурчакнинг \амма томонларига уринади- 
ган шарнинг марказигача булган масофани топинг. Шар- 
нинг радиуси 5 см.

(Жавоб: 3 см.)
Цилиндрнинг баландлиги 2 м, асосининг радиуси 7 м. Бу 
цилиндрга квадрат OFMa к,илиб шундай ички чизилганки, 
квадратнинг учлари цилиндр асосларининг айланаларида 
ётади. Квадратнинг томонини топинг.

(Жавоб\ 10 м.)
Конус асосининг радиуси R. Ук, кесим тугри бурчакли 
учбурчакдан иборат. Ук,кесимнинг юзини топинг.

(Жавоб\ R2.)
Шарнинг радиуси R. Радиуснинг учидан унга 60° ли бур- 
чак остида текислик утказилган. Кесимнинг юзини то­
пинг.

(Жавоб: M l .)



7 - § . Купёк^арнинг ён ва тула сиртларини
\и со б л а ш

Купёк,нинг барча ёкдари юзларининг йигиндиси купёкди 
сиртнинг юзи дейилади.

Купёкди призма, пирамидаларнинг ён ва тула сиртларини 
хисоблашни урганилишидан аввал уларга таъриф берамиз.

1 - т а ъ р и ф . Турли текисликларда ётувчи ва параллел 
кучириш билан устма-уст тушувчи иккита ясси купбурчакдан 
\амда бу купбурчакларнинг мос нук^таларини туташтирувчи 
хдмма кесмалардан иборат купёк, призма дейилади (85- раем).

Призманинг аеоелари параллел кучириш натижасида 
хреил булган купбурчаклар булгани учун уларнинг юзлари 
тенг.

Агар призманинг ён к^рраси асосларига перпендикуляр 
булса, бундай призма тугри призма дейилади, акс \олда 
ош а призма дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Тугри призманинг ён сирти асосининг 
периметри билан ён 1<;ирраси узунлигининг купайтмасига 
тенг: 5 ён = Р  • АХА { .

Призманинг тула сирти ён сирти билан иккита асоси 
юзининг йигиндисига тенг: 5^ла = 5ён + 25асос.

1 - т а ъ р и ф .  Ёкдаридан бири ихтиёрий купбурчак, 
к,олган ёкдари эса асос текислигида ётмаган умумий учга 
эга булган учбурчаклардан иборат булган купёк^а пирамида 
дейилади (86- раем).

7.1. Призма

7.2. Пирамида

!<Г

85- раем 86- раем
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Пирамиданинг асоси мунтазам купбурчак ва баландлиги 
купбурчакнинг маркази билан устма-уст тушса, бундам 
пирамида мунтазам пирамида дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Мунтазам пирамиданингён сирти асоси 
периметрининг ярми билан апофемаси купайтмасига тенг:

S  = { P l ,

бунда: / - апофема.
Умуман, пирамиданинг ён сирти ён ёкдари юзларининг 

йигиндисига тенг.
Пирамиданинг тула сирти ён сирти билан асос юзининг 

йигиндисига тенг:
=5.. + 2 5  .тула ен асос

М а ш ц л а р

1. Тугри бурчакли призмада асосининг томонлари 10 см, 
17 см ва 21 см, баландлиги эса 18 м. Призманинг ён 
к,ирраси ва асосининг кичик баландлиги орк^али утказил­
ган кесимнинг юзини топинг.

(Жавоб: 144 см2.)
2. Огма призманинг ён к;ирраси 15 см га тенг ва у асос 

текислигига 30° ли бурчак остида огган. Призманинг 
баландлигини топинг.

(Жавоб: 7,5 см.)
3. Пирамиданинг асоси тенг ёнли учбурчак булиб, бу 

учбурчакнинг асоси 12 см, ён томони эса 10 см. Ён ёкдар 
асос билан \ар  бири 45° дан булган икки ёкди бурчаклар 
гашкил кдлади. Пирамиданинг баландлигини топинг.

(Жавоб: 3 см.)
4. Пирамиданинг асоси параллелограмм булиб, унинг 

томонлари 3 см ва 7 см, диагоналларидан бири 6 см. 
Пирамиданинг баландлиги диагоналларининг кесишиш 
нуктасидан утиб, 4 см га тенг. Пирамиданинг ён к,иррасини 
топинг.

(Жавоб: 5 см, 6 см.)
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8 - § . Аиланиш жисмларининг ён ва тула
сиртларини хисоблаш

Сферанинг юзи.
Сферанинг юзини топамиз. F — радиуси R га тенг сфера 

булсин. Fh жисм радиуслари R+h  ва /?-/?булган концентрик 
иккита сфера орасидаги кдтламдан иборат (87-а раем). Бу 
жи е м н и н г  х^ажми R + h ва R -  /; радиусли ш арлар 
хажмларининг айирмасига тенг, яъни

Vh = l n [ ( R  + h)} - ( H - h ) 3},
Бундан:

И
2 И

4л
3-2/7 (6 hR2 + 2/г3) = 4nR 2 1 + ЗУ?

у,
h -» 0 да -j- нисбат 4л:Я2лимитга интилади. Шундай кдлиб,2 И
радиуси R га тенг сферанинг юзи 4nR 2 га тенг.

Цилиндрнинг ён сирти.
Радиуси R ва баландлиги Ябулган цилиндр ён сиртининг 

юзини топамиз.
Сирт юзи таърифига кура Fh жисм мазкур хрлда радиус­

лари R + И ва R -  h булган цилиндрик сиртлар ва цилиндр 
ук,ига перпендикуляр булиб, ундан Н+ 2h масофада жойлаш- 
ган икки текислик орасига жойлашган (87-^расм).
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Бу к.атламнинг бир-биридан Н масофада жойлашган 
иккита асос текислиги орасида олинган к,исми бутунлигича 
Fh жисмга тегишли булади. Бундан куйидагини хосил 
киламиз:

Vh < [ n( R + h)2 - n ( R - h ) 2] - ( H  + 2h) ,

Vh <[ n(R + h)2 - n ( R - h ) 2] - H

ёки

4nRhH < V h < 4nRh(H  + 2h) ,

бундан

2 nRH < ^ r <  2nRH  + 4nR h ,2 h ’
h 0 да тенгсизликнинг унг к,исми 2nRH  га интилади. 

Демак, Hm = 2nRH  .

Шундай к,илиб, цилиндр ён сиртининг юзи
5  = 2nRH  

формула буйича аникданади.
Конус ва сферик сегментнинг ён сирти мос равишда

S  = nRl ва S  = 2nRH
формулалар буйича х^исобланади.

М а ш ц л а р

1. Ертуладаги ярим цилиндрик гумбазнинг узунлиги 6 м, 
диаметри 5,8 м. Ертуланинг тула сиртини топинг.

(Жавоб: 116 м2.)
2. Цилиндр асосининг юзи Q, ук> кесимининг юзи М. 

Цилиндрнинг тула сирти нимага тенг?
(Жавоб: nM+2Q.  Курсатма: асосининг 
юзига кура унинг радиусини топинг.)

3. Конус асо ининг юзи S, ясовчиси асосга а  бурчак остида 
OFMa. Конус ён сиртининг юзини топинг.

(Жавоб: . Курсатма: асоснинг юзигаcos а
кура унинг радиусини топинг.)
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8.1. Цилиндр ён сиртининг юзи

Биз юкррида цилиндр ва конус ён сиртларини аникдадик. 
Энди бу масалага бошкдча ёндашувни куриб чикдмиз.

Цилиндрга мунгазам п бурчакли призмани ички чизамиз 
(88- раем). Бу призма ён сиртининг юзи

бунда Рп — призма асосининг периметри, Я — унинг баланд- 
лиги.

п чексиз ортганда Рп периметр цилиндр асоси айлана- 
сининг Сузунлигига чексиз як,инлашади. У хрлда призма ён 
сиртининг юзи С* Я га  чексиз як,инлашади.

Шунинг учун С - Якатталик цилиндр ён сиртининг юзи 
учун к£бул к,илинади.

Цилиндр ён сиртининг юзи

формула билан \исобланади, бунда R — цилиндрнинг 
радиуси, Я  -  баландлиги.

Конусга мунтазам п бурчакли пирамидани ички чизамиз 
(89- раем). Унинг ён сирти юзи

га тенг, бунда Рп — пирамида асосининг периметри, 1п — 
унинг апофемаси.

S  = Р  -Н,п п J

S = C - H = 2 n R H

8.2. Конус ён сиртининг юзи

88- раем 89- раем
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п чексиз ортганда Рп периметр конус асосидаги айлана- 
нинг Сузунлигига як,инлашади. 1п апофема эса ясовчисининг 
/ узунлигига якинлашади. Пирамиданинг ён сирти мос ра- 
вишда С • 1-  га чексиз як;инлашади. Шу муносабат билан 
п IС • у катталик конус ен сирти юзи учун к,абул килинади. 

Конус ён сиртининг юзи

S = у  С = tiRI

формула буйича \исобланади, бунда R -  конус асосининг 
радиуси, / — ясовчининг узунлиги.

9- §. Хажм тушунчаси

Текисликда шакллар учун юз тушунчаси киритилгани 
каби фазода жисмлар учун \ажм тушунчаси киритилади. 
Аввал содда жисмлар карал ад и. Жисмни чекли сондаги 
учбурчакли пирамидаларга ажратиш мумкин булса, у содда 
жисм дейилади. Содда жисмлар учун ,\ажм -  бу сон к,иймати 
Куйидаги хоссаларга эга булган мусбат катталикдир:

1. Тенг жисмларнинг \ажмлари тенг.
2. Агар жисм содда жисмлар уносил цилувчи к,исмларга 

булинса, бу жисмнинг %ажми унинг %исмлари .\а ж мл аринин г 
йигиндисига тенг булади.

3. Кирраси узунлик бирлигига тенг булган кубнинг щжми 
бирга тенг.

Агар гаърифда ran борган кубнинг к,ирраси 1 см га тенг 
булса, у хрлда хджм куб сантиметрларда булади; агар кубнинг

кирраси 1 м га тенг булса, у хдлда 
хджм куб метрларда булади; агар 
кубнинг ^ирраси 1 км га тенг 
бул са , у \о л д а  ц ж м  куб 
километрларда булади.

Истаган кдварик, купёк, содда 
жисмга мисол булади. Уни чекли 
сондаги учбурчакли пирамидаларга 
куйидагича ажратиш мумкин. 

Купё^нинг бирор S  учини 
90- раем белгилаймиз. Купёк^инг 5 учини
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уз ичига олган \амма ёкдарини учбурчакларга буламиз. У 
хрлда бу учбурчаклар асос, S  нукта эса умумий уч вазифа- 
сини утайдиган хдмма учбурчакли пирамидалар купё^нинг 
учбурчакли пирамидаларга булинишини беради. 90- расмда 
ихтиёрий пирамида учун шундай булиниш курсатилган.

9.1. Тугри бурчакли иараллелепипеднинг х,ажми

Туфи бурчакли параллелепипеднинг \ажмини топамиз 
(91- раем). Хажм улчов бирлиги булган куб ва \аж ми 
улчаниши лозим булган тугри бурчакли параллелепипед 
тасвирланган. Кубнинг к^ирраси узунлик бирлиги булиб 
хизмат кдпади. Аввал параллелепипеднинг а, b, с кирралари 
узунликлари чекли унли каерлар билан ифодаланган х,амда 
вергулдан кейинги хоналар сони п дан ошмаган х а п н и  к,араб 
чик,амиз.

Кубнинг битта учидан чикдан к,ирраларини 10" та тенг 
булакларга ажратамиз ва булиниш нук,таларидан бу к,ирра- 
ларга перпендикуляр текисликлар утказамиз. Бунда куб
к;ирралари та тенг булган, 10” • 10" • 10” = 103" та кичик 

кубга ажралади.

Кичик кубнинг хажмини то­
памиз. Хажмнинг хоссасига кура 
катта кубнинг х,ажми кичик куб- 
лар х,ажмларининг йигиндисига 
тенг. Катта кубнинг х>ажми 1 га 
тенглиги, кичик кублар сони эса 
103" га тенглиги учун битта кичик
кубнинг \ажми га тенг.

Энди

- 2-  = я - 10" , ~ Y  = b 10я ,

10" 10"

-у - = с • 10"

10"



сонлари бутун сонлар булгани учун параллелепипеднинг к,ир-

раларини —  га тенг булган бутун сондаги кисмларга
10й

ажратиш мумкин. а к,иррада улар а • 10" та; b киррада b ■ 10" 
та; с к^иррада с- 10й та булади. К,ирраларнинг булиниш 
нук;таларидан к,ирраларига перпендикуляр текисликлар 
утказамиз.

Бунда биз параллелепипеднинг томони —  булган кичик
10я

кубларга ажралишини курамиз. Уларнингсони 

д ■10" • 6•10" • с •10" = abc • 103"
га тенг.

Параллелепипеднинг \ажми ундаги кичик кублар \ажм-
ларининг йигиндисига тенг. Кичик кубнинг \ажми - i -  га,

ю3"
уларнинг сони abc • 103" га тенглиги учун параллелепипед­
нинг хджми

abc ■ 103" • -Ц— = abc 
10

га тенг.
Шундай к;илиб, тугри бурчакли параллелепипеднинг 

\ажми V - abc формула билан \исобланади.

М а ш ц л а р

1. Агар кубнинг х,ар бир к,ирраси 2 см орттирилса, унинг 
\ажми 98 см3 га ортади. Кубнинг к,иррасини топинг.
Е ч и л и ш и . Кубнинг к,иррасини х билан белгилаймиз. У 
\олда

(х+2)3- х 3 = 98, 
jc2 + 2jc- 15 = 0, 
х = 3, х =  -5.

Факдт мусбат илдиз геометрик маънога эга. Шундай 
килиб, кубнинг к,ирраси 3 см га тенг.

2. Кубнинг \ар  бир к,ирраси 1 м орттирилса, унинг \ажми 
125 марта ортади. К,иррасини топинг.

{Жавоб: 25 см).
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3. TyFpn бурчакли параллелепипеднинг улчовлари 3 см,
4 см, 5 см. Агар унинг\ар бир к,иррасини хсм орттирсак, 
сирти 54 см2 ортади. Унинг хджми к,анча ортади?

4. TyFpH параллелепипед асосининг а , b гомонлари 30° ли 
бурчак ташкил кдпади. Ён сирти S  га тенг. Унинг хджмини 
топинг.
Е ч и л и ш и . Баландлигини х*билан белгилаймиз (92- 
расм).
У хрлда

OFMa параллелепипеднинг хджмини топамиз (93- раем). 
ВС к,ирра орк,али ABCD асосга перпендикуляр текислик 

утказамиз ва параллелепипедни ВВХВ2СС{С2 учбурчакли 
призма билан тулдирамиз.

(Жавоб: 2 марта).

Параллелепипед асосининг юзи

ab ■ sin 30° = у

га тенг. У \олда х^ажми
]/ — ot>S

9 .2 . OFMa параллелепипеднинг *ажми

х

92- раем 93- раем
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Хосил кдлинган жисмдан AD к,ирра оркдли ABCD асосга 
перпендикуляр равишда утказилган текислик ёрдамида 
хрсил к,илинган учбурчакли призмани ажратиб ташлаймиз. 
Натижада тугри бурчакли параллелепипед хрсил булади. Бу 
параллелепипеднинг \ажми дастлабки параллелепипеднинг 
хджмига тенг.

Испытан параллелепипеднинг %ажми асосининг юзи билан 
6aj'iaHdAi^uHu купайтмасига тенг, яъни

V=S - h .

М а ш ц л а р

1. Туфи параллелепипедда асосининг 2 л/2 см ли ва 5 см ли 
томонлари орасидаги бурчак 45° га тенг. Параллелепи­
педнинг кичик диагонали 7 см га тенг. Унинг \ажмини 
топинг.

(Жавоб: 60 см3.)
2. Туфи параллелепипеднинг асоси юзи 1 м2 булган ромбдан 

иборат. Диагонал кесимларининг юзлари 3 м2 ва 6 м2. 
Параллелепипеднинг \ажмини топинг.

(Жавоб: 3 м3.)
3. Огма параллелепипеднинг асоси квадрат булиб, томони 

1 м га тенг. Ён кирраларидан бири 2 м га тенг ва асоснинг 
узига ёпишган \ар  бир томони билан 60° ли бурчак 
ташкил к;илади. Параллелепипеднинг \ажмини топинг.

(Жавоб: Л  м3.)

9.3. Призманинг \ажми

Призманинг хджмини топамиз. Аввал учбурчакли приз­
мани караймиз (94- раем).

Уни раемда курсагилгандек, параллелепипедга тулдира- 
миз. О нукта параллелепипеднинг симметрия маркази дейила­
ди. Шунинг учун тулдирилган призма берилган О нуктага 
нисбатан симметрик, демак, унинг \ажми берилган приз­
манинг ^ажмига тенг.

Ясалган параллелепипеднинг х,ажми берилган призма 
^ажмининг иккиланганига тенг.
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94- раем 95- раем

Параллелепипед \ажми асоснинг юзи билан баландлиги- 
нинг купайтмасига тенг, асосининг юзи Л  ЛВС юзининг 
иккиланганига тенг, баландлиги эса дастлабки призма баланд- 
лигига тенг. Демак, дастлабки призманинг %ажми асосининг 
юзи билан баландлигининг купайтмасига тенг:

V = S ' H .

Энди ихтиёрий призмани кдраймиз (95- раем). Унинг 
асосини учбурчакларга ажратамиз. Учбурчак шу учбурчак- 
лардан бири булсин. Учбурчакнинг ихтиёрий X ну^тасидан 
ён кирраларига параллел тугри чизик, утказамиз. ах -  шу 
туфи чизикнинг призмага тегишли кесмаси булсин. X нук^та 
учбурчакни айланиб чик^анда дх кесма учбурчакли приз­
мани тулдиради. Хар бир учбурчак учун шундай призма ясаб, 
берилган призмани учбурчакли призмаларга ажратамиз. Бу 
призмаларнинг баландликлари тенг. Дастлабки призманинг 
хажми уни ташкил кдлувчи учбурчакли призмалар хджмлари 
йигиндисига тенг. Исботланганига кура учбурчакли призма­
нинг х,ажми асосининг юзи билан баландлигининг купайт­
масига тенг. Бундан берилган призманинг хджми топилади:

V = S lH + S 2H + S iH+. . .  + SHH = ( S l + S2 + S3 + ... + Sn)H.

Учбурчаклар юзларининг йигиндиси берилган призма 
асосининг S юзига тенг. Шунинг учун

V = S - H .

Исталган призманинг %ажми асосининг юзи 6wiaH баланд­
лигининг купайтмасига тенг.
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М а ш ц л а р

1. Олтибурчакли мунтазам призмада энг катта диагонал ке- 
симининг юзи 4 м2 га, иккита карама-кдрши ён к,ирра- 
лари орасидаги масофа 2 м га тенг. Призманинг хджмини 
топинг.

(Жавоб: 6 м3.)
2. Учбурчакли OFMa призманинг ён к,ирралари 15 м га, улар 

орасидаги масофа эса 26 м, 25 м, 17 м га тенг. Призманинг 
хджмини топинг.

(Жавоб: 3060 м3.)
3. Учбурчакли призма асосининг томонлари 4 см, 5 см, 

7 см га, ён к,ирраси эса асосининг катта баландлигига 
тенг. Призманинг ^ажмини топинг.

{Жавоб: 48 см3.)

9 .4 . П ирамиданинг х,ажми

Учбурчакли пирамиданинг \ажмини топиш учун уни 
тенг пирамидалар билан параллелепипедга тулдиришга ва 
шу параллелепипеднинг х^жмини билишимиздан фойда- 
ланиб, пирамиданинг хджмини топишга х^аракат кдламиз.

Пирамиданинг баландлигини п та тенг булакка ажратамиз 
ва булиниш нуь;талари оркдли пирамида асосига параллел 
текисликлар утказамиз (96-а  раем).

Бунда пирамида кдтламларга ажралади. Хар бир бундай 
кдтлам учун иккита призма ясаймиз: к,атламда ётган (96-й 
раем) ва к;атламни уз ичига олган (96-6 раем) призма ясаймиз. 
Биринчи пирамиданинг к- кдтламидаги (учидан бошлаб 
^исоблаганда) призма ва иккинчи пирамиданинг (к -  1)- 
к,атламидаги призма асосларининг юзлари тенг, чунки бу
асослар пирамидаларнинг асосларига ухшаш ва ухшашлик

коэффициента бир хил ( ^ ). Бу призмаларнинг баландликлари

Хам тенг булгани учун ( ~  ), уларнинг хджмлари \ам тенгдир.

Фараз килайлик, ва V2 пирамидаларнинг \ажмлари
булсин, V{ ва V{ эса улар учун ясалган призмалар хджмлари-
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96- раем

нинг йигиндиси булсин. Биринчи пирамиданинг к- кдтламидаги 
призманинг хджми иккинчи пирамиданинг (/с — 1)- кдтлами- 
даги призманинг х^ажмига тенг булгани учун биринчи пира- 
мидадаги \амма призмалар \ажмларининг йигиндиси ик­
кинчи пирамиданинг охирги кдтламидан бош^а х,амма к,ат- 
ламларидаги призмалар х,ажмларининг йигиндисига тенг.

LT

Охирги к,атламдаги призманинг \ажми S ■ — га тенг, бунда 
S — пирамида асосининг юзи, Н — баландлиги. Бу ердан 

V{ -  V{ -  S  — экани келиб чикдди. Бундан ташкдри Vt > V{ , 

V2 > V{ булгани учун Vx > V2 -  булади. Бу тенгсизлик п 
истаганча катта булганда \ам  бажарилади. Бу эса фак,ат 
Vx > V 2 булгандагина мумкин. Пирамидаларнингуринларини 
алмаштириб, карам а-к,арши тенгсизликни хреил киламиз: 
У2 > Кь  V} = V2 экани келиб чикади. Даъво исботланди.

Энди пирамиданинг хджми учун формулани топамиз. 
Берилган SABC пирамидани 96-е раемда курсатилгандек, 
ушандай асосли ва ушандай бапандликдаги учбурчакли приз- 
мага тулдирамиз. Бу призма учта пирамидадан иборат: берил­
ган SABC пирамидадан ва яна иккита учбурчакли SCC^B  ̂ ва 
SCBB{ пирамидалардан иборат. Иккинчи ва учинчи пира- 
мидаларнинг асослари тенг — Л  СС,#, ва Д  ВХВ С ва 5учдан 
туширилган умумий баландлик. Исботланганга кура уларнинг 
\ажмлари тенг. Биринчи ва учинчи пирамидаларнинг \ам  
асослари тенг -  Д  SAB ва Д  В{ BS \амда С учдан туширилган 
баландликлари бир хил. Демак, уларнинг хдм хджмлари тенг. 
Шундай кдлиб, учала пирамиданинг \аммаси бир хил \ажмга
6 \.М.Сайфуллаева 81



эга. Бу \ажмларнинг йигиндиси призманинг \ажмига тенг
с и

булган и учун пирамидаларнинг \ажми —  га тенг.
Истсиган учбурчакли пирамиданинг цажми асосининг юзи 

билан баландлиги купайтмасининг учдан бирига тенг:

V - \ S H .

Исталган пирамиданинг %ажми асосининг юзи билан 
баландлиги купайтмасининг учдан бирига тенг:

V = \ H ( S l + S2 +S3+...+S„) = \ S H  .

М  а ш ц л а р

1. Пирамиданинг асоси - томонлари 9 м ва 12 м булган 
тугри туртбурчак, \ам м а ён кирралари 21,5 м га тенг. 
Пирамиданинг \ажмини топинг.

(Жавоб: 360 м3).
2. Пирамиданинг асоси томонлари 6 см, 6 см ва 8 см булган 

теш ёнли учбурчак. Х,амма ён к,ирралари 9 см га тенг. 
Пирамиданинг \ажмини топинг.

(Жавоб: 48 см3. Курсатма: Пирамида баландлигининг 
асоси пирамида асосига ташк,и чизилган айлананинг 

маркази билан устма-уст тушади).

9.5. Цилиндрнинг х,ажми

Агар жисм содда булса, яъни чекли сондаги учбурчакли 
пирамидаларга булинса, унинг \ажми шу пирамидалар \ажм- 
ларининг йигиндисига тенг булади. Истаган жисм учун \ажм 
куйидаги тарзда таърифланади:

агар берилган жиемни уз ичига олувчи ва бершган жиемнинг 
ичига жойлашган %ажми V дан жуда кам фарк, к^илувчи содда 
жисмлар мавжуд булса, берилган жисм V%ажмга эга булади.

Бу таърифни асоснинг радиуси R ва баландлиги Н га 
генг цилиндрнинг \ажмини топишга куллаймиз. Дойра юзи- 
нинг формуласини чикдришда шундай иккита купбурчак
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ясалган эдики (бири доирани уз ичига 
олган, иккинчиси дойра ичига жойлаш- 
ган), уларнинг юзлари п- чексиз орт- 
ганда дойра юзига чексиз я^инлашади.
Цилиндрнинг асосларидаги доиралар 
учун шундай купбурчаклар ясаймиз. Р — 
доирани уз ичига олган купбурчак, Р'
— дойра ичига жойлашган купбурчак 
булсин (97- раем).

Асослари Р ва Р \  баландлиги ци­
линдрнинг Ябаландлигига тенг иккита 
туфи призма ясаймиз. Биринчи призма цилиндрни уз ичига 
олади, иккинчи призма эса цилиндр ичида жойланади. п 
чексиз ортганда призма асосларининг юзлари цилиндр 
асосларининг юзлари S га чексиз як,инлашгани учун уларнинг 
\ажмлари S  • Н як,инлашади. Таърифга кура цилиндрнинг 
\ажми:

V = SH  = nR2H
Цилиндрнинг \ажми асосининг юзи билан баландлиги­

нинг купайтмасига тенг.

М а ш ц л а р

1. Цилиндрга учбурчакли мунтазам призма ички чизилган, 
призмага эса цилиндр ички чизилган. Цилиндрлар \ажм- 
ларининг нисбатини топинг.

(Жавоб: 4 : 1 . )
2. \ а р  бир к^рраси а га тенг булган олтибурчакли мунтазам 

призмага ички чизилган цилиндрнинг \ажмини топинг.

(Жавоб: т па3.)

9.6. Конуснинг х,ажми

Конуснинг асоси текислигида иккита купбурчак ясаймиз 
(98- раем).

Конуснинг асосини уз ичига олган Р купбурчак ва конус 
асосида жойлашган Р'  купбурчак. Асослари Р ва Р'  ^амда
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учи конуснинг учида булган иккита пира­
мида ясаймиз. Биринчи пирамида конусни 
уз ичига олади, иккинчи пирамида эса 
конус ичида ётади.

Шундай Р  ва Р' купбурчаклар борки, 
уларнинг томонлари сони п ни чексиз 
орттирилганда купбурчакларнинг юзлари 
конус асосидаги доиранинг юзига чексиз 
як,инлашишини биламиз. Бундай купбур-
чакларда ясалган пирамидаларнинг хажм-

лари ^SH  га чексиз якинлашади, бунда S  — конуснинг

юзи, Я -баландлиги.
Таърифга кура, бу ердан конуснинг \ажми

V = l-S H  = \ n R 1H .

Конуснинг \аж ми асосининг юзи билан баландлиги 
купайтмасининг учдан бирига тенг.

98- раем

М а ш ц л а р

1. Конуснинг ук кесими юзи 9 м2 га тенг булган тенг ёнли 
туфи бурчакли учбурчакдан иборат. Конуснинг \ажмини 
топинг.

(Жавоб: 9л м3. Курсатма. Конуснинг 
баландлиги унинг асоси радиусига тенг.)

2. Конус ясовчисининг узунлиги /, асос айланасининг 
узунлиги с. Конуснинг \ажмини топинг.

(Жавоб. — -  с2 .)
24л2

3. Конуснинг / ясовчиси асос текислиги билан а  бурчак 
ташкил этади. Конуснинг \ажмини топинг.

(Жавоб: |  я /3 sin a  cos2 а  .)
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9.7. Шарнинг т^ажми

Шар марказини координаталар боши учун кабул кддиб, 
Декарт координаталарини киритамиз (99- раем).

ху текислик R радиусли шарни 
х2 + у2 = Я2 тенглама билан бери- 
ладиган айлана буйича кесади.

х укдцан юкррида жойлашган 
ярим айлана

y  = f ( x )  = j R 2 - X 2, - R < x < R

тенглама билан ифодаланади. Шу- 
нинг учун шар \ажми:

V = п \ (R ‘- -  х )dx =
- R

= 71 R 2X ~ V
-R

= l n R 3

М а ш ц л а р

1. Шарнинг диаметрига перпендикуляр текислик диаметрни
3 см ва 9 см ли булакларга ажратади. Ш арнинг \ажми 
кандай кисмларга ажралади?

(Жавоб: 4571 см3; 243 л см3.)
2. Иккита тенг шар шундай жойлашадики, улардан бирининг 

маркази иккинчисинингсиртида ётади. Шарларнинг уму- 
мий кисми \аж мининг бутун шарнинг \ажмига нисба- 
тини топинг.

(Жавоб: 5 : 16.)
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I I I  б о б .  АЛМАШТИРИШЛАР

Алмаштиришлар ва уларнинг турлари.
Текисликда геометрик алмаштиришларга нук,та атрофида 

буриш, нуктага нисбатан симметрия, тугри чизик^а нисбатан 
симметрия, параллел кучириш, ухшашлик ёки гомотетия 
каби алмаштиришларни санаб утиш етарлидир.

1- §. Х аракат

^ш аклни ^ш аклга  алмаштиришда нук,талар орасидаги 
масофалар сакданса, яъни у F шаклнинг истаган иккита X  
ва У нук,тасини F' шаклнинг X' ва Y' нукд-аларига утказса 
\амда XY - X' Y ' теыглик бажарилса, бу алмаштириш д(аракат 
дейилади.

Э с л ат  м а . Геометрияда ^аракат тушунчаси силжитиш 
\акддаги оддий тасаввур билан ботик,. Агар силжитиш \ак,ида 
гапирилганда узлуксиз жараённи куз олдимизга келтирсак, 
геометрияда шаклнинг бошлангич ва охирги вазиятлари биз 
учун а\амиятга эга булади.

1 - т е о р е м а .  Нуцтага нисбатан симметрии; алмаштириш 
%аракатдир.

И с б о т и .  А'ва Yнукталар ^шаклнингихтиёрий нук,та- 
лари булсин ( 100- раем).

Нуцтага нисбатан симметрик алмаштириш бу нуцталарни 
X' ва Y' нук,таларга утказади. XOY  ва X'OY' учбурчакларни 
кдраймиз. Улар учбурчаклар тенглигининг биринчи аломатига 
кура тенг. Уларнинг Оучидаги бурчаклари вертикал бурчак- 

У< лар булгани сабабли бир-бирига тенг. О 
нуцтага нисбатан симметриянингтаъри- 
фига биноан ОХ= ОХ' , O Y = O Y ' .

Бу учбурчакларнинг тенглигидан 
уларнинг учинчи томонлари х,ам тенг: 
X Y -  X'Y' , бу эса О нуцтага нисбатан 
симметриянинг \аракат эканини билди-

100- раем ради. Теорема исботланди.
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2 - т е о р е м а .  TyFpu чизик, к и нисбатан симметрии: 
алмаштириш %аракатдир.

И с б о т и . Берилган тугри чизикни Декарт координа- 
талар системасинингууки учун кдбул к,иламиз ( 101- расм).-

F шаклнинг ихтиёрий А (х; у) нуктаси F' шаклнинг 
/Г(х'; У') нуктаеига утсин. Тугри чизикда нисбатан симмет- 
риянинг таърифидан А ва /Гнук^таларнинг ординаталари тенг, 
абсциссалари эса ишоралари билан фарк, к,илиши мумкин, 
яъни х ' = -х  экани келиб чикдди.

Иккита А (х,; >>,) ва В (х2; у 2) нук^тани оламиз. Улар 
А' (-х,; у х) ва В (~х2\ у2) нук,таларга утади. Куйидагиларга 
эгамиз:

АВ2 = (х2 -х ,)2+(у2 —Д',)2,
А'В'2 = ( - х 2 + х ]У + (у2- у 1У.

Бундан АВ ва Л'Я'кесмалар тенг экани келиб чикдди. Бу 
эса тугри чизикда нисбатан симметрик алмаштиришнинг 
\аракат эканини билдиради. Теорема исботланди.

Т а ъ р и ф . Берилган нукта атрофида буриш деб, шундай 
\аракатга айтиладики, унда бу нуктадан чикувчи \ар  бир 
нур бир хил йуналишда (соаг мили йуналиши буйича ёки унга 
тескари йуналишда) бир хил бурчакка бурилади ( 102- раем).

Бу эса, агар О нукта атрофида буришда X нукта X' нукта- 
га утса, у \олда ОХ ва ОХ' нурлар, X  нукта к,андай булишига 
богликмас хщда, бир хил бурчак хреил кдлишини билдира­
ди. Бу бурчак буриш бурчаги дейилади.

Текисликни буришда шаклларни алмаштириш \ам буриш 
деб аталади.

А

<У

А

В В'

О X

101- раем 102- раем
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М а ш ц л а р

1. О нук,та атрофида соат мили йуналиши буйича 60° ли 
бурчакка буришда А нук,та утадиган А1 нук,тани ясаймиз. 
Е ч и л и ш и .  ОА нурни угказамиз ва ОР нурни ZA O P=  
= 60° буладиган килиб ясаймиз (103- раем). ОРнурга ОА 
кесмага тенг OAt кесмани к,уямиз. At нук,та изланаётган 
нук;та булади.

2. О нук,та атрофида соат мили йуналиши буйича 60° ли 
бурчакка буришда АВ кесма утадиган шаклни ясанг.

3. Харакат натижасида параллелограмм параллелограмм га 
утишини исботланг.

4. Квадрат \аракат натижасида кандай шаклга утади?

2- §. Нуцтага, у ада ва тугри чизиода нисбатан 
симметрия

Айтайлик, Ону^та СЬгутекисликнинг ихтиёрий нук,таси 
булсин (104- раем).

ОХ кесманинг давомида Онук,тадан нарига ОХ кесмага 
тенг ОХ' кесмани куямиз. X' пункта О нуцтага нисбатан X  
нуцтага симметрии, пункта дейилади. О нук,тага симметрик 
нук^та шу О нук^танингузидан иборат. Равшанки, ^'нук^гага 
симметрик нук,та X нук,танинг узидир.

(Жавоб. квадратга утади. 
Жавобингизни тушунтиринг.)

2.1. Нуктага нисбатан симметрия

О

А
Р
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X
F ПИ
CJ\

F '

105- раем 106- раем

Т а ъ р  и ф . ^ш аклни /Г'ш аклга алмаштиришда ^н и н г 
\ар бир X  нуцтаси О нуцтага нисбатан симметрик X' нуцтага 
утса, бу алмаштириш О нуцтага нисбатан симметрик 
алмаштириш дейилади.

Бунда F ва .Р'шакллар О нуцтага нисбатан симметрик 
шакллар дейилади (105- раем).

Агар О нуцтага нисбатан симметрик алмаштириш F 
шаклни уз-узига угказса, у марказий симметрик алмаштириш 
дейилади.

О нуцта симметрия маркази дейилади.
Масалан, параллелограмм марказий симметрик шаклдир 

(106- раем). Унинг симметрия маркази диагоналларнинг 
кесишиш нуцтасидан иборатдир.

Т а ъ р и ф . Агар фазони алмаштиришда \ар  бир нуцта 
берилган /тугри чизицца нисбатан узига симметрик нуцтага 
акслантирилса, бундай алмаштириш ук^а нисбатан симмет­
рия дейилади.

Берилган тугри чизиц симметрия щ и  дейилади.
Агар / уцца нисбатан симметрияда М, нуцга Л/нуцтанинг 

образи булса, бу 5 ,(М) = А/, деб ёзилади.
Sl(F) = Fl ёзуви /уцли симметрияда / ’шаклнинг F  шакл- 

га аксланишини билдиради.
Т е о р е м а .  Уща нисбатан симметрия силжишдир.

2.2. Уцца нисбатан симметрия

И с б о т и .  S{(M) = MV S{(N) = N V \MM\ = \MlN ]\ эканини



107- раем

У хдпда

т,  /?, р  в е к т о р л а р н и  
107- раемда курсатилганидек 
килиб киритамиз. Укда нис­
батан симметриянинг таъри- 
фига асосан:

т ■ р -  п ■ р -  0 . 
Купбурчак  к,оидасига

кура:

MN - - т  + р + п ,

М\  /V, = т + р -  п .

[А/Тур = т2 + р 2 + п2 -  2 /77/7,

IЛ/!Лг11 = /77' + р-  + п~ -  2/77/7 . 

.2
Демак, |A/7V| =|Л/|/У,| , яъни \MN\ = \M{N X\.

М а ш ц л а р

1. Укха нисбатан симметрияда к,андай нук,талар узига 
аксланади?

(Жавоб: факат ук^а тегишли нук^талар.)
2. Ук,к,а нисбатан симметрияда кандай тугри чизикдар узига 

аксланади?
(Жавоб: ук,ни тугри бурчак остида кесиб утувчи тугри 

чизикдар \амда симметрия ук,ининг узи.)
3. Симметрия ук,и / ва берилган а  текисликнинг а, образи 

бир-бирига нисбатан ушбу \олларда к,андай жойлашади:
1) / с  а; 2) / 1  а; 3) / ук, а га огма булса?

4. Иккита турли А ва В нук,талар берилган. А ни В га 
акслантирувчи симметрия укдари курсатилган. Бундай 
укдарнинг бирлашмаси кандай шакл булади?

5. Текис шакл симметрия марказига эга булса, у симметрия 
ук,ига \ам  эга булишини исбот дилинг.
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2.3. Тугри чизикда нисбатан симметрия

Айтайлик, <7 тайинланган тукри чизик, булсин (108- раем).
Ихтиёрий X  нуктани оламиз ва унда q тугри чизикка 

АХ  перпендикуляр туширамиз. Бу перпендикулярнинг 
давомига А нуктадан А Х кесмага тенг А^'кесмани куямиз.

X' ну к; та q тугри чизик^а нисбатан X нук;тага симметрии 
нук,та дейилади. Агар X  нукта q тугри чизикда ётса, унга 
симметрик нукта унинг узидан иборат. Равшанки, ЛГнуктага 
симметрик нукта X нуктадан иборатдир.

F шаклни алмаштиришда F нинг \ар  бир X  нуктаси 
берилган q тугри чизикка нисбатан симметрик булган X' 
нуктага утса, бундай алмаштириш q myFpu чизи^а нисбатан 
симметрик алмаштириш дейилади.

Бунда .Рва F 'шакллар q тугри чизища нисбатан симмет­
рик шакллар дейилади (109- раем).

Агар ^ тугри чизикка нисбатан симметрик алмаштиришда 
F шакл уз-узига утса, бу шакл q myFpu чизикка нисбатан 
симметрик шакл дейилади, q турри чизик шаклнинг симметрия 
щ и  дейилади.

Масалан, тугри туртбурчак диагоналларининг кесишиш 
нуктасидан унинг томонларига параллел равишда утувчи 
тугри чизиклар тугри туртбурчакнинг симметрия укчари 
булади.

3- § . Параллел кучириш ва 
унинг хоссалари

Параллел кучириш нукталар бир хил йуналишда бир 
хил масофада силжийдиган алмаштириш сифатида курсатма- 
ли аникданади ( 111- раем).

108- раем 109- раем 110- раем
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I l l -  раем 112- раем

Бундай таъриф математик жи^атдан цатъий эмас, чунки 
унда «бир хил йуналишда» жумласи ишлатилмокда, бу жум- 
ланинг узи аництаърифланишга му\тож.

Шу сабабли биз параллел кучиришга, уша курсатмали 
аникдашга (таърифга) жавоб берадиган, аммо энг жиддий 
таърифни берамиз.

Текисликда Декарт координаталари х, у  ни киритамиз. 
.Гшакл алмаштиришда унинг ихтиёрий (х; у) нуцтаси (х + а\ 
х + Ь) нуцтага утса, бундай алмаштириш параллел кучириш 
дейилади, бунда я ва 6 -  узгармас сонлар ( 112- раем).

Параллел кучириш ушбу формулалар билан берилади: 
х ' = х + а \  у ' = у  + Ь.

Бу формулалар параллел кучиришда (х; у) нуцта утадиган 
нуцтанингх''; у '  координаталарини ифодалайди.

Т е о р е м а .  Параллел кучириш х,аракатдир.
И с б о т . Хацицатан \ам , ихтиёрий иккита А (х,; у,) ва 

В (х2; у2) нуцта параллел кучиришда А (х, + а; у , + />), В (х2 + а; 
у2 + Ь) нуцталарга утади. Шу сабабли

АВ2 = (х2 -  х ,)2 + (у2 -у ,)2,
А'В'2 = (х2- х 1)2 + (у2- у 1)2.

Бундан, АВ = А'В'. Ш ундай цилиб, алмаштиришда 
масофалар сацланади, демак, у \аракатдир.

«Параллел кучириш» деб аталиши шу билан асосланади- 
ки, параллел кучиришда нуцталар параллел (ёки устма-уст 
тушувчи) туфи чизицлар буйлаб бир хил масофага силжийди.

Хацицатан х,ам, А (х,; у,) ва В (х2; у 2) нуцталар параллел 
кучиришда А' (х, + а\ у х + Ь), В' (х2 + а\ у2 + Ь) нуцталарга 
утсин (113- раем).
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А'В кесманинг уртаси ушбу коор- 
динаталарга эга:

x\+xj+a У\+У2+Ь
Х = -------2------- ’ ^  = --------2------- •

А'В кесманинг уртаси хдм шу коор- 
д и н атал ар га  эга. Б ундай АА'В'В 
туртбурчакнинг диагоналлари кесишади j 13. расм
ва кесишиш нуктасида тенг иккига бу- 
линади. Бу туртбурчак параллелофаммдир. Параллелофаммда 
эса карама-карши ётган АЛ' ва ВВ' томонлар тенг ва параллел.

Шуни биламизки, АА'В'В  параллелофаммнинг бошка 
икки томони АВ ва А 'В '\ш  параллелдир. Параллел кучиришда 
туфи чизикдар параллел туф и чизикдарга ёки уз-узига 
утади.

М а ш ц л а р

1. А, В, С нукталар берилган. А нуктани В нуктага угказувчи 
параллел кучиришда С нукта утадиган С'нуктани ясанг.

2. Параллел кучириш х'=  л: + 1; у ' - у -  1 формулалар билан 
берилади. Шу параллел кучиришда (0; 0), (1; 0), (0; 2) 
нукталар кандай нукталарга утади?

{Жавоб: (1 ;-1 ) , (2 ;-1 ) , (1; 1).)
3. Параллел кучиришда:

1) (1; 2) нукта (3; 4) нуктага; 2) (2; -3 ) нукта (-1; 5) 
нуктага; 3) ( - 1; -3) нукта (0 ; - 2) нуктага утиши маълум 
булса, параллел кучириш нинг х ' = х  + а; у '  = у  + b 
формуласидаги а ва b нинг кийматини топинг.

{Жавоб: 1) а - Ь  -  2; 2) а -  -3 , Ь -  8 ; 3) a - b -  1.)
4. Параллел к^и ри ш д а (I; 1) нукта (-1; 0) нуктага утади. 

Координаталар боши кандай нуктага утади?
5. 1) (1; 2) нукта (3; 4) нуктага, (0; 1) нукта эса (-1; 0) 

нуктага утадиган; 2 ) (2 ; - 1) нукта ( 1; 0 ) нуктага, 
(-1; 3) нукта эса (0; 4) нуктага утадиган параллел кучи­
риш мавжудми?

{Жавоб: 1) мавжуд эмас; 2) мавжуд.)
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4- § . Ухшашлик алмаштиришлар

Агар шаклни шаклга алмаштиришда нукталар орасидаги 
масофалар бир хил сон марта узгарса (ортса ёки камайса), 
бундай алмаштириш ухшашлик алмаштириш дейилади. Бу агар 
/гшаклнинг ихтиёрий А ва Янукталари бундай алмаштиришга 
Т7, шаклнинг A t ва В] нукталарига утса, у хрлда А{В, -  АВ 
булади, демакдир.

к сон ухшашлик коэффициенти дейилади.
k = 1 да ухшашлик алмаштириш х,аракатдан иборат булади.
Гомотетия ухшаишик алмаштиришдир.
F — берилган шакл ва О — тайинланган нукта булсин. F 

шаклнинг ихтиёрий X нуктаси оркали О Х нурни угказамиз 
ва бу нурга к • ОХ га тенг ОХ' кесмани куямиз {к > 0). 
F шаклнинг х,ар бир X  нуктаси А^нуктага курсатилган усул 
билан утадиган алмаштириш Омарказга нисбатан гомотетия 
дейилади. к сон гомотетия коэффициенти дейилади (114-а  
раем).

Х о с с а л а р и

1°. Ухшашлик алмаштиришда бир myFpu чизикда ётувчи 
учта А, В, С нукта бир myFpu чизикда ётувчи учта Ар Вр С; 
нуцталарга утади. Бунда, агар В нукта А ва С нукталар 
орасида ётса, у  х,олда В1 нукта А / ва С / нукталар орасида 
ётади.

2°. Ухшашлик алмаштириш myFpu чизикларни myFpu 
чизикларга, нурларни нурларга, кесмаларни кесмсиюрга утказади.

3°. Ухшашлик алмаштириш ярим myFpu чизиклар орасидаги 
бурчакларни саклайди.

4°. Хар кандаи ухшашлик алмаштириш х,ам гомотетия 
булавермайди (114-6 раем).

Масалан, F{ шаклни /7шаклдан гомотетия натижасида 
\осил килинган. Р2 шакл эса F{ шаклдан О^укка нисбатан 
симметрия натижасида хреил кдлинган. Fi шаклни F2 шаклга 
алмаштириш ухшашлик алмаштиришдир, чунки бу алмаш­
тиришда мос нукталар орасидаги масофалар нисбати сак- 
ланди, бирок бу алмаштириш гомотетия булмайди.
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М а ш ц л а р

1. Агар гомотетия коэффициента: 1) 2; 2) 3 га тенг булса, 
маркази координаталар бошида булган гомотетияда Л (1;
2); В (2; 2); С (-1; 1); D (5; -1 ) нуцталар утадиган 
нуцталарни ясанг.

2. Гомотетияда X  нуцта X'  нуцтага, Y нуцта эса Y' нуцтага 
утади. Агар X, X', У, Y' нуцталар бир тугри чизицда 
ётмаса, гомотетия марказини топинг.

3. Гомотетияда X  нуцта X'  нуцтага утади. Агар гомотетия 
коэффициента: 1)2; 2) 3; 3) 4 га тенг булса, гомотетия 
марказини ясанг.

4. Бирор нуцтага нисбатан симметрияда X  нуцта Л" нуцтага 
>тади. Ш у симметрияда К нуцта утадиган нуцтани ясанг.

5. Тугри чизицца нисбатан симметрияда Y нуцта утадиган 
нуцтани ясанг.
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I V б о б . ФАЗОВИЙ ШАКЛЛАРНИ ТЕКИСЛИКДА 
ТАСВИРЛАШ

Фазовий шаклларни текисликда тасвирлашда одатда 
параллел проекциялашдан фойдаланилади.Шаклни тасвир- 
лашнинг бу усули куйидагича: чизма текислиги а  ни кесиб 
утувчи ихтиёрий h тугри чизик^ни оламиз ва шаклнинг 
ихтиёрий А нук,тасидан И га параллел к,илиб тугри чизик, 
утказамиз. Бу тугри чизикнинг чизма текислиги билан 
кесишган Ах нук,таси А нуктанинг тасвири булади (115- раем).

Ш аклнинг х,ар бир нуктасининг тасвирини шу тарзда 
ясаб, шу шаклнинг текисликдаги тасвирини хреил к,иламиз.

Х о с с а л а р и

1°. Шаклнинг myFpu чизицли кесмалари чизма текислигида 
яна кесмалар билан тасвирланади (116- раем).

Ха^и^атан х,ам, АС  кесма ну^таларини проекцияловчи 
хдмма туфи чизикдар чизма текислиги а  ни Ах С, туфи чизик, 
буйича кесувчи битта текисликда ётади. А С кесманинг ихтиёрий 
В нук,таси Ах С, кесманинг Вх ну^таси билан тасвирланади.

2°. Шаклнинг параллел кесмалари чизма текислигида 
параллел кесмалар билан тасвирланади (117- раем).
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117- раем 118- раем

Хак.ик.атан х,ам, АС  ва А 'С '~  шаклнинг параллел кесма- 
лари булсин. Ах С, ва А[С{ тугри чизикдар параллел, чунки 
улар параллел текисликларнинг а  текислик билан кесиши- 
шидан >;осил кдлинади. Бу текисликларнинг биринчиси АС  
ва AAt тугри чизикдар оркдли >пгади.

3°. Битта myFpu чизик; ёки параллел myFpu чизицлар 
кесма/трининг нисбати параллел проекциялашда сацланади (118- 
расм).

Масалан: #  =

В нук,та оркдли Ах С, га параллел туфи чизик,ни утказамиз. 
ВАА, ва ВСС2 — учбурчаклар ухшаш. Уларнинг томонлари
пропорционал булади: ^  = = Учбурчакларнинг

ухшашлигидан х,амда АХВ = А 2В ва С, = ВС2 тенгликлардан 
а в  А \ в \
ВС В\С\

эканлиги келиб читали.

1- § . Параллел проекциялаш ва 
унинг хоссалари

Параллел проекциялашни марказий проекциялашнинг 
хусусий \оли деб кдраш мумкин. Бунда проекциялаш маркази 
S  бирор Л/'УУ'туфи чизик, йуналиши буйича харакатланиб, 
проекциялар текислигида чексиз узокдашган деб фараз 
кдламиз (119- раем).

Бу ерда M 'N 'проекциялаш йуналиши дейилади. Фазода 
олинган / ,/шаклни атекисликка проекциялаш учун F  шакл­
нинг х,ар бир нук,таси оркдли M 'N 'йуналишга параллел к,и-
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либ проекцияловчи тугри чи- 
зик^ар утказамиз. Бу туф и чи- 
зикдарнинг а  текислик билан ке- 
сишган F0 нук,талар туплами F' 
ш а к л н и н г  а  т е кис л икд а г и  
парамел проекцияси деб аталади.

119- раем

Параллел проекциянинг 
куриниши ва улчамларининг 
узгариши фа кат проекциялар те- 
кислигининг йуналишига нис­
батан кдндай жойлашига ботик,. 
Проекцияловчи тугри чизик,- 
ларнинг проекциялар текисли-

гига нисбатан кдндай йуналишда булишига кдраб параллел 
проекциялаш цийшщ бурчакли ва myFpu бурчакли булади.

Агар проекциялаш йуналиши проекциялар текислиги 
билан туф и бурчак ташкил кдлса, бундай параллел проек­
циялаш myFpu бурчами ёки ортогонал проекциялаш дейилади.

Агар проекциялаш йуналиши проекциялар текислиги 
билан уткир бурчак ташкил к,илса, бундай параллел проек­
циялаш цийшщ проекциялаш дейилади. Шаклнинг параллел 
проекциялашдаги тасвири асосан куйидагича хреил к,или- 
нади.

1. Берилган фазовий шаклнинг барча нукгалари берилган 
йуналишда а  текисликка проекцияланади.

2. Проекция текислигида хреил килинган шакл ухшаш 
алмаштирилади.

1°. TyFpu чизик, проекцияси myFpu чизик;дир.

2°. Параллел myFpu чизицларнинг проекциялари узаро 
парамелдир.

3°. Икки параллел кесма проекциялари узунликларининг 
нисбати проекцияланувчи кесмалар узунликларининг нисбатига 
тенг.
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М а ш ц л а р

1. Учбурчакнинг параллел проекцияси берилган. Бу учбурчак 
медианаларининг проекцияларини кандай ясаш керак?
Е ч и л и ш и :  Параллел проекциялаш да турри чизик, 
кесмаларининг нисбати сакданади. Шунинг учун учбурчак 
томонининг уртаси бу томон проекциясининг уртасига 
проекцияланади. Демак, учбурчак медианаларининг 
проекциялари унинг проекциясининг медианалари булади.

2. Учбурчакнинг параллел проекцияси берилган. Учбурчак 
урта чизигининг проекцияси нима билан тасвирланади?

3. Параллелограммни параллел проекциялашда параллело­
грамм хрсил кдлиш мумкинми?

(Жавоб: Йук,- Жавобингизни тушунтиринг.)
4. Параллел проекциялашда параллелограммнинг проекцияси 

квадрат булиши мумкинми?
(Жавоб: Мумкин.)

2- § . Призманинг текисликдаги тасвирини ясаш

Параллел проекциялаш коидаларига му- 
вофик, призманинг тасвири куйидаги тарзда 
ясалади. Аввал асосларидан бири Рясалади 
(120- раем). У бирор ясси купбурчак булади.
Кейин бу купбурчакнинг учларидан парал­
лел кесмалар куринишида призманинг ён 
Кирралари утказилади. Бу кесмаларнинг уч- 
лари туташтирилади ва призманинг иккинчи 
асоси \осил булади.

Куринмайдиган кирралар штрих чизик, 
билан курсатилади. Призманинг ён кирра- 
ларига параллел текисликлар билан кесим- 
лари параллелограммлар булади.

Хусусан, диагонал кесимлар хдм парал­
лелограмм булади. Бу битта ёкка тегишли 
булмаган иккита ён кирра оркали утади (121- 
расм).
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3- §. Пирамиданинг текисликдаги тасвирини ясаш

Параллел проекциялаш кридаларига мувофик, пирамида­
нинг тасвири куйидаги тарзда ясалади. Аввал асоси ясалади. 
Бу бирор ясси купбурчак булади (122- раем). Кейин пирамида­
нинг учи белгиланади, у ён кирралар ёрдамида асос учлари 
билан туташтирилади. Расмда бешбурчакли пирамиданинг 
тасвири курсатилган. Пирамиданинг учи оркдли утувчи 
текисликлар билан кесимлари учбурчакдан иборат.

Хусусан, диагонал кесимлари учбурчак булади. Бундай 
кесимлар пирамиданинг иккита кушни булмаган ён кирра- 
лари оркали утувчи текисликлар билан хреил килинади (123- 
расм). Пирамиданинг асос текислигидан берилган q изли 
текислик билан кесими худди призманинг кесими каби ясала­
ди. Пирамиданинг текислик билан кесимини ясаш учун унинг 
ён ёкдарини кесувчи текислик билан кесишмасини ясаш етарли.

Агар q изга параллел булмаган ёкда кесимга тегишли 
булган бирор Л нукта маълум булса, у ^олда улар кесишувчи 
текисликдаги q изнинг шу ёк текислиги билан кесишмаси 
D нукта ясалади. D нукта тугри чизикдаги А нукта билан 
туташтирилади. У хрлда бу туф и чизикнинг ёкка тегишли 
булган кесмаси бу ёкнинг кесувчи текислик билан кесиш- 
масидан иборат булади.

Агар Л нукта q изга параллел утса, у хрлда кесувчи 
текислик бу ёкни q туф и чизикка параллел кесма буйича 
кесиб утади. К,ушни ён ёкка утиб, унинг кесувчи текислик 
билан кесишмаси ясалади. Натижада пирамиданинг талаб 
этилаётган кесими хреил булади (125- раем).
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124- раем 125- раем

Расмда туртбурчакли пирамиданинг асос томонидан ва 
унинг ён кирраларидан бирида ётган А нуктадан утувчи 
текислик билан кесими ясалган.

М а ш ц л а р

1. Пирамиданинг асоси томонлари 6 см ва 8 см га тенг 
булган туфи туртбурчак. Пирамиданинг \ар  бир к,ирраси 
13 см га тенг. Пирамиданинг баландлигини х^исобланг.

(Жавоб: 12 см.)
2. Пирамиданинг асоси мунтазам учбурчакдан иборат; ён 

ёкдаридан бири асосга перпендикуляр, крлган иккитаси 
асосга а  бурчак остида огишган. Ён кирралар асос 
текислигига к,андай огишган?

(Жавоб\ tgcxj = jtga, tga2 = tga3 = y-tga .)
3. Пирамиданинг асоси параллелограмм булиб, унинг 

томонлари 3 см ва 7 см, диагоналларидан бири 6 см, 
пирамиданинг баландлиги диагоналларининг кесишган 
нуктасидан утиб, 4 см га тенг. Пирамиданинг ён киррасини 
топинг.

(Жавоб\ 5 см, 6 см.)

4- § . Купбурчак ортогонал проекциясининг юзи

Т а ъ р и ф . Шаклнинг берилган текисликдаги ортогонал 
проекцияси деб шаклнинг бу текисликка перпендикуляр 
йуналишдаги пар&ыел проекциясига айтилади.
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Аввал (3 текисликда ётувчи туфи чизик; ва кесмаларнинг 
а  текисликка ортогонал проекциясини куриб чикдмиз. 

р п а  = а, ((3,Аа) = ф, 0° < ср < 90° (126- раем).
(3 текисликда а туф и чизик^а параллел /, туф и чизик, 

утказамиз. Параллел проекциялаш туфи чизикдарнинг парал- 
леллигини саклайди. Ш унинг учун а ва /, туф и чизиьутар а 
ва / параллел туфи чизикдарга акеланади, бундан /,||/экани 
келиб чикдди.

/, туф и ЧИЗИК.НИНГ Л^ВХ кесмаси ва унинг АВ образи 
Ах В{АВ параллелофаммнинг к.арама-к.арши томонлари булади. 
Чунки проекцияловчи туфи чизиьутар параллел. Демак, \АВ\ 
= И[^|1 (126- раемга каранг).

Р текисликда а туф и чизикда перпендикуляр т ,  туф и 
ЧИЗИК.НИ куриб чикамиз. т ,  туф и чизикнинг т проекцияси 
хам а га перпендикуляр (уч перпендикуляр хакддаги теорема). 
Шунинг учун (т{,лт) = ф.

Бундан а га перпендикуляр булган С, Z>, кесма ва унинг 
образи CD учун \CD\ = |С,Z)J = собф тенглик бажарилиши 
келиб чикдди.

Т е о р е м а .  Купбурчакнинг текисликдаги ортогонал проек- 
циясининг юзи проекцияланувчи купбурчак юзини купбурчак 
текислиги билан унинг проекцияси орасидаги бурчак косинусига 
купайтирилганига тенг.

И с б о т и . 3 текисликда ётувчи Р{ Q{ R{ учбурчак билан 
унинг а  текисликдаги ортогонал проекцияси Д  PQR ни куриб 
чик,амиз (127- раем).

р п а  = а , ((3,Аа) = ф, 0° < ф < 90° булсин. Агар Р{, Qv /?, 
нукталардан а га параллел туфи чизикдар утказилса, улардан 
бири учбурчакнинг карама-карши ётган томони билан уму-
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мий нуктага эга булади. Бундай тугри чизикни Я, нуктадан 
утувчи /, тугри чизик, деб \исоблаймиз:

lfA-P\Q\\ = M \-
\РХК \ в а 10,1,1 кесмада Рх ва 0, нукталардан туф и чизик- 

кача масофалар булсин.
Mv L, нукталарнинг М, К, L проекцияларини ясаб, 

PQR учбурчакнинг юзини Рх (2, /?, учбурчак юзи билан ифода- 
лаймиз.

S ^ q r ={\RM\\PK\^\\RM\\QL\.

Юкоридаги хулосаларга мувофик

\Щ  = \Я{МХ\] |P^l = |P1Ar1|cos(p; |0 ^| = I Q,^,|cos<p;
у холда

S aPQR = ( l l ^ i ^ i l h ^ i l  + jk il/J lQ iA O cosq) = S AP[QlRl c o s y .  

Демак, S aPQR = SaP]Q]R] c o s y .

Агар текисликлар (3||a булса, у хрлда учбурчак ва унинг 
проекцияси конфуэнт булади.

М а ш ц л а р

1. Ofm3 текислик билан 45° ли бурчак ташкил этади. Огма 
асосида текисликка ош анинг проекциясига 45° ли бурчак 
остида туф и чизик утказилган. Шу туф и чизик билан 
огма орасидаги ф бурчакни топинг.

2. Туф и параллелепипед асосининг томонлари 4 дм ва 5 
дм, улар орасидаги бурчак 30°. Агар параллелепипеднинг 
текислик билан кесими унинг барча кирраларини кесиб 
утиши ва асос текислиги билан 45° ли бурчак ташкил 
килиши маълум булса, кесимнинг юзини топинг.

5- § . Айланиш жисмларини текисликда тасвирлаш

1. / тугри чизик ва / тугри чизикка тегишли булмаган 
ихтиёрий М  нукта берилган булсин. М  нуктадан / туф и 
чизикка перпендикуляр а  текислик утсин (128- раем).

103



Г 7

с са) б)

128- раем 129- раем

Шу текисликда О = a n l  марказли ва \0М\ радиусли 
айланани куриб чикамиз. Бу айлана М  нуктанинг / ук 
атрофида айланишидан х,осил булган деб айтишни келишиб 
оламиз.

Текисликда /тугри чизикдан угувчи Ршаклни, масалан, 
ЛВС учбурчакни оламиз (129-о раем).

F шаклга унинг / га тегишли барча нукгаларининг ва / 
га тегишли булмаган барча нукгаларининг айланишидан 
хреил килинган айланаларнинг бирлашмасини мос куямиз 
(129-6 раем).

Ф шакл F шаклнинг / ук атрофида айланишидан хреил 
булган дейилади.

Агар Ф шакл бирор шаклнинг бирор ук атрофида айла­
нишидан ^осил булса, у \олда Ф айланиш шакли дейилади.

Т а ъ р  и ф . Тугри туртбурчакни унинг бир томонини уз 
ичига олган ук атрофида айланишидан х,осил булган шакл 
цилиндр дейилади.

Бу айланишда тугри туртбурчакнинг айланиш укдда 
ётмаган томонлари цилиндрнинг сирти деб аталувчи шакл 
х;осил кил ад и.

VIII синф геометрия курсидан куйидаги атамалар сизга 
маълум: цили щрнинг асоси, ён сирти, баландлиги, ясовчиси 
(130- раем).

Цилиндр ён сиртининг ва тула сиртининг юзи учун 
унга мос ёйилмасининг юзи кабул килинишини х,ам эслатиб 
>тгамиз (131- раем). Демак, ушбу формулаларга келамиз:
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1 3 0 - раем 1 3 1 - раем

М а ш ц л а р

1. Цилиндрнинг: 1) ук,идан утувчи; 2) асосига параллел; 
3) ук,ига параллел; 4) барча ясовчиларини кесувчи 
текислик билан кесими к,андай шакл булади?

{Жавоб: 3) тугри туртбурчак ёки 
кесма; 4) текисликнинг эллипс 
билан чегараланган к,исми.)

2. Цилиндр ук, кесимининг юзи 8 м2, асосининг юзи 12 м2, 
укига параллел ва ундан 1 м узокдикдаги кесимнинг 
юзини топинг.

(Жавоб: ~ 6,87 м2.)
3. Цилиндр шаклидаги 6yF к^озоннинг диаметри 1 м, крзон- 

нинг узунлиги 3,8 м, бугнинг босими 10 атм. Бугнинг 
крзон сиртига босим кучини топинг.

(Жавоб: ~ 1,4 • 107 Н.)
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V б о б . ФАЗОДА ВЕКТОРЛАР

Фазода те кисли кдаги сингари вектор деб, йуналтиршган 
кесмага айтилади. Фазода векторлар учун асосий тушунчалар: 
векторнинг абсолют катталиги (модули), векторнинг йунали­
ши, векторларнинг тенглиги текисликдаги сингари таъриф- 
ланади.

Боши А] (х,; у х\ z {) нуктада ва охири А2(х2; у2; z2) нуктада 
булган векторнинг координаталари деб х2 - х ,;  У2~У\\ Z2~ z \ 
сонларга айтилади. Худди текисликдаги сингари тенг 
векторларнинг мос кооординаталари тенглиги ва, аксинча, 
координаталари тенг векторларнинг тенглиги исботланади.

Бу эса векторни унинг координаталари билан ифодалашга 
асос булади: а (я,; а2; а3) ёки, соддарок ёзилса, (ах\ а2; аъ).

М а с ал  а . Туртта нукта берилган: А (2; -7; 3), 5(1; 0; 3), 
С (-3; -4; 5), D (-2; 3; -1). АВ, ~ВС, ~DC, А О , А С в а Ш )  
векторлар орасидан тенг векторларни курсатинг.

Е ч и л и ш и . Курсатилган АВ, ВС, ... векторларнинг 
координаталарини топиш ва мос координаталарни таккослаш 
керак. Тенг векторларнинг мос координаталари тенг. Масалан: 
АВ векторнинг координаталари: 1 —2 =—1, 0 —7=—7, 3 -(-3 )  = 
= 6; DC векторнинг координаталари \ам  худди шундай: 
- 3 -  (—2) =—1, - 4 - 3  = -7 , 5 -  (-1) = 6. Шундай килиб, АВ ва 
DC  в екторлар тенг. Тенг векторларнинг яна бир жуфти 
ВС ва AD дан иборат.

М а ш ц л а р

1. Учта нукта берилган: А (1; 0; 1), В (-1; 1; 2), С(0; 2; -1). 
Агар АВ ва CD векторлар тенг булса, D (х; у; z) нуктани 
топинг.

(Жавоб: D ( - 2; 3; 0).)
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2. Агар 1- масалада АВ ва CD векторларнинг йигиндиси 
нолга тенг булса, D нуцтани топинг.

{Жавоб: D (2; 1 ;-2 ).)
3. (2; п\ 3) ва (3; 2; т) векторлар берилган. т ва п нинг 

цандай к,ийматларида бу векторлар коллинеар булади?

(Жавоб: п = т = | .)

1- § . Ф азода Декарт координаталар системаси

Битта О нукдада кесишувчи узаро перпендикуляр учта 
х, у , z тугри чизикни оламиз. Бу тугри чизикутарнинг хдр 
бир жуфти оркдли текислик утказамиз. х ва у  тугри чизик,лар 
орк,али утувчи текислик ху текислик дейилади. Бошкд икки 
текислик мос равишда xz ва yz текисликлар дейилади. х, у, z 
тугри чизиьутр координата щ лари  дейилади, уларнинг 
кесишган О нукдаси -  координаталар боши, ху , yz  ва xz 
текисликлар эса координата текисликлари дейилади. О нук,та 
координата укдарининг \ар  бирини иккита ярим тугри чи- 
зикда — ярим укдарга ажратади. Улардан бирини мусбат, 
иккинчисини манфий деб айтишга шартлашиб оламиз (132- 
я раем).

Энди ихтиёрий А нук,тани оламиз ва ундан угтекисликка 
параллел текислик утказамиз (132- раем).

Бу текислик х ук^ни бирор Ах нук,тада кесиб утади. А 
нуктанинг х координатаси деб модули ОАх кесманинг 
узунлигига тенг сонга айтамиз. Бу сон, агар Ах нук,та х нинг

Z

132- раем
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мусбат ярим ук,ига ётса — мусбат ва манфий ярим укида 
ётса — манфий.

Агар Ах нук,та О нукта билан устма-уст тушса, х = О деб 
оламиз. А нуктанинг у, z координаталари шу каби аникданади. 
Нуктанинг координаталари ни нуктанинг \арфий белгилани- 
ши ёнига кавс ичида ёзамиз: А (х; у\ z)- Баъзан оддийгина 
Килиб унинг координаталари билан белгилаймиз: (х; у ; z ) .

М а с а  л а . А (3; 1; 3), Я (0; 1; 2), С (0; 0; 3), D 2; 0) 
нукталар берилган. Бу нукталардан кайсилари: 1) ху текис­
ликда; 2) г укда; 3) y z  текисликда ётади?

Е ч и л и ш и . ху текисликдаги нукталарда z  координата 
нолга тенг. Шунинг учун факат D нукта ху текисликда ётади. 
y z  текисликдаги нукталарда х координата нолга тенг. Демак, 
В ва С нукталар y z  текисликда ётар экан. гукдаги нукгаларнинг 
иккита координатаси (х ва у) нолга тенг. Шунинг учун С 
нукта г укда ётади (133- раем).

2- § . Икки нукта орасидаги масофа

Фазода Декарт координаталар системаси ва Л, (х,; 
г,), А2 (х2; у2\ z2) нукталар берилган булсин. Бу нукталар 
орасидаги масофани топиш масаласи билан шугулланамиз.

Aj ва Л2 нукталар мос равишда А х ва А, нинг Оху текис­
ликдаги проекциялари булсин (134- раем).
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Текисликда иккита нукта орасидаги масофа формуласига 
кура А \ А 2 кесманинг узунлиги

А  А 2 =  y l ( x 2 -  X,)2 + ( у 2 -  У\ )2 

булади. А  нуктадан А ХА 2 кесмага параллел чизик утказиб, 
унинг А \ А Х чизик билан кесишган нуктасини Соркалибел- 
гилайлик.

У х,олда А ХС  кесманинг узунлиги \z2 -  г,| га тенг булади. 
Равшанки, Д  А 2А {С  тугри бурчакли учбурчак. Пифагор 
теоремасидан фойдаланиб, А 2А { = у [ А 2С~ + А ХС~ ни топамиз. 

Энди Л 2С  = А 2 А х эканини эътиборга олсак, у хрлда

А 2А \ =  у1(х2 ~  * i  ) 2 +  (> ’2 "  У\ ) 2 +  U 2 -  ) 2

булади.

Демак, А {А 2 = y l ( x 2 -  х, )2 + ( у 2 -  у х )2 + ( z 2 -  z ,  ) 2 .
Бу тенгликка фазода икки нукта орасидаги масофани 

топиш формуласи дейилади.

М а ш ц л а р

1. ху текисликда А (0; 1; -1), В (-1; 0; 1), С (0; -1; 0) 
нукталардан тенг узокдашган D (х; у, 0) нуктани топинг.
Е ч и л и ш и . Куйидагиларга эгамиз:

AD2 = ( x - 0 ) 2 +  ( y -  1)2 + (0+ I)2;
BD2 = ( x +  1)2 + (у -0 )2 + ( 0 -  I)2;
CD2 = ( x - 0 ) 2 + ( y +  1)2 + ( 0 -0 ) 2.

Олдинги иккита масофани учинчисига тенглаб, х, у  ни 
аникдаш учун иккита тенглама ^осил киламиз:

-4 у  + 1 = 0, 2х -  2у + 1 = 0.

Бундан у  = ± , х = -  +. Изланаётган нукта D ( -  ̂ j ; 0).

2. (0; 0; 1), (0; 1; 0), (1; 0; 0) нукталарнинг х,ар бирида бир 
хил масофада ётувчи ва y z  текисликдан 2 бирлик 
масофадаги нукталарни топинг.

(Жавоб: (2; 2; 2) ва (-2; -2; -2).)
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3. х укдда А (1; 2; 3), В (-2; 1; 3) нук,талардан тенг узокдик- 
даги С (х; 0; 0) нуцтани топинг.

4. А (1; 2; 3) нук,тадан ва координаталар бошидан тенг 
узокдашган фазо нукдаларининг геометрик урни тенгла- 
масини тузинг. (Жавоб: х  + 2у + 3 z=  7.)

а = АВ векторнинг боши А (х,; у,; £,), охири эса В (х2; 
у2; z2) нукда булсин (135- раем).

а { =х2 — х,, а2 = y 2- y r  ai = z 2~ z i сонларни а векторнинг 
координаталари деб атаймиз. Векторнинг координаталарини 
унинг хдрфий белгиси ёнига ёзилади. а (я,; а2, я3). Ноль 
векторнинг координаталари нолга тенг.

Координаталари av а2, д3 дан иборат векторнинг модули

Т е о р е м а .  Тенг векторлар моеравишда тенг координата- 
ларга эга, ва аксинча, агар векторларнинг мое координаталари 
тенг булса, векторлар тенг булади.

И с б о т и .  Хак,икдтан, А , (х,; у,; г,) ва А2 (х2, у2, z2) 
нуцталар а векторнинг боши ва охири булсин, а векторга

(Жавоб: С (0; 0; 0).)

3- §. Векторнинг координаталари

а yjaf + a j  + aj

га тенг.

z

( x , ; y t ; z,)

А 2 (л-2; >’2; z2)

тенг а' вектор а векторни 
параллел кучириш билан хреил 
килингани учун а' вектор­
нинг боши ва охири мос ра­
вишда А{ (х, + с; y t + d\ Z\+k),

А{ (х2 + с; у2 + d\ z2 + к) нукта- 
лардан иборат булади. Бундан 
иккала а ва а' векторнинг бир 
хил х2 -  X,; У 2 -  У х\ Z2 -  г,

135- раем
координаталарга эга эканлиги 
куриниб турибди.
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1. Учта нук^та берилган: А (1; 1; 1), # ( - 1 ; 0 ;  1),_С(0; 1; 1). 
Шундай D (х; у\ z ) нук>тани топингки, АВ ва CD 
векторлар тенг булсин.

Е ч и л и ш и .  АВ векторнинг координаталари (-2; -1; 0), 
CD векторнинг координаталари (х -  0; у  -1; z - 1) булади. 
АВ = CD дан: х -  0 = -2 ; у  -  1 = -1; z  -  1 =0. Бундан D 
нуктанинг координаталарини топамиз: х = -2; у=0; z = 1.

(Жавоб: D (-2; 0; 1.)

2. Агар \)_ a (\'L - 4 ) , b (-4; 8) ; 2) а (2; 5 ), Ъ (4; 3) 
булса, й ва ft векторлар йигиндисига тенг булган с 
векторни ва унинг абсолют кийматини (модулини) то­
пинг.

(Жавоб: 1) с (-3; 4), |с| = 5; 2) с ( 6; 8), |с| = 10.)

3. Агар 1) а (1; - 4 ) ,  b (-4; 8 ) ; 2) а (-2 ; 7), Ъ (4; -1 )  
булса, с = а -  Ъ векторни ва унинг абсолют кийматини 
(модулини) топинг.

(Жавоб: 1) с ( 5; -1 2 ), |с| = 13; 2) с (-6; 8), |с| = 10.)

4- § . Коллинеар ва компланар векторлар

Т а ъ р и ф .  Нол мае а ва b векторлар йуналишдош ёки 
карама-^арши йуналган булса, улар коллинеар векторлар деб 
аталади.

Нолмас а ва b векторлар узаро a = Xb ( X * 0 ) тенглик 
билан богланган булса, бу уларнинг узаро коллинеар 
булишининг зарурий ва етарлилик шарти ^исобланади.

Т а ъ р и ф .  Нолмас а , Ъ ва с векторлар бирор О нук,тада 
куйилган ва^тда а -  ОА , b = О В ва с = ОС  векторлар бир 
текисликда ётса, у \олда улар узаро компланар векторлар 
дейилади.

М а ш ц л а р
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Т е о р е м а .  Агар а ва b векторлар 
коллинеар булмаса, улар билан компланар 
булган х,ар цандай с вектор учун шундай X 
ва ц (X, ц£ R) сонлар топиладики, уни яго- 
на тарзда с = Ха + \ib каби ёзиш мумкин.

136- раем И с б о т  и.  Бу ерда уч х,ол булиши 
мумкин. с вектор ё а вектор билан, ё Ъ

вектор билан коллинеар булади, ёки иккаласи билан хдм 
коллинеар булмайди. Биринчи икки \олда коллинеарликниш 
юкррида айтиб утилган шартига кура ёки с -  Ха + О b , ёки 
с = 0 • а + \ib каби ёзилиб, теорема тасдиги туф и булади.

Энди учинчи \олда бу учала векториинг бошини О 
нук;тага куяйлик ва а = ОА , b = ОВ , с = ОС булсин. Агар С 
нук;тадан b векторга параллел тугри чизик, утказсак, у О А 
туф и чизи^ни Ах нуктада, а векторга параллел туфи чизик, 
утказсак, у О В тугри чизик^ни В{ нуктада кесиб утади (136- 
расм).

Натижада ОА вектор ОА\ вектор билан, ОВ вектор 
ОВ\ вектор билан коллинеар булгани учун: ОА} = Ха\ 
ОВ\ = \ib . Расмдан куриниб турибдики, ОС = СЦ + ОВ{ 
тенгликдан с = Ха + \xb келиб чикдди.

Агар с вектор Х * Х и ц ф ц, шарт билан яна с = Хха + \х{Ь 
каби ёйилганда эди, с -  с, = Ха + \ib -  Хх а + щ b = (X -  Х{ )а + 
+ (ц -  д, )Ь тенглик хреил кдпиш мумкин булар эди. Бундан

а = келиб чикдди. а вектор b векторга коллинеарЛ “Л |
деган хулоса юзага келади. Бу теорема шартига зид. Демак, 
с = Ха + \\.Ь каби ёйилма мавжуд ва ягона экан.

Нолмас ОА вектор берилган. О нуктадан ушбу век- 
торларни куйинг:

1) \О А  ; 2) - 2  ОА; 3) - \ О А  ; 4) J l O A \  5) -  Л О А  .

М а ш ц л а р
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5- § . Векторларнинг скаляр купайтмаси ва 
унинг хоссалари

а = (х; у\ z)  ва Ъ = (х '; у'\ z ') векторлар берилган бул- 
син. Ушбу хх' + уу' + zz' сон а ва b векторларнинг скаляр 
купайтмаси дейилади ва ab ёки (а,Ь ) каби белгиланади. 
Демак, аЪ — хх' + уу' + z z ' .

М и с о л  . Ушбу а (0; 1; 2) ва b (3; 0; 5) векторларнинг 
скаляр купайтмасини топинг.

Еч ил иши.  ab = х х ' + у у ' + zz' фор му л а г а  б и н о а н  
д£ = 0-3  + 1 0  + 2-5 = 10 булади. ab = 10.

Х о с с а л а р и

1°. ab = Ъа .

2°. a(ab) = (аа)Ь .

3°. a(b + с) = ab + а с .
Бу хоссаларнинг исботи таърифдан келиб чикдди.

4°. ab = |я|Пр-/> .

И с б о т и .  Ь векторни учта вектор йигиндиси курини- 
шида ифодалаймиз.

Ъ = (х'\ у'; z') = (*'; 0 ; 0) + (0 ; / ;  0) + (0 ; 0 ; z') = + 62 + />з • 

У хрлда

Up - b  = П р-^i + П р -^2  + П р-^з,

И П р -5  = |*|Пр-А, + |а |П р -^2  + |«|П р-^з

булиб,

Пр-S, = x 'c o sa , Пр~~b~i =>>'cos(3, П р -6 з = z ' cosy

тенгликларга эга буламиз. Бу ерда cosa, cos(3, cosy лар а 
векторнинг йуналтирувчи косинусларидир.
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тенгликларни эътиборга олиб топамиз:
|я |П р-6 = хх' + уу'  + zz' = аЪ .

5°. ab = |a||ft|cos<3, b.

И с б о т и . 4- хоссадан фойдаланамиз:

* = |о|Пр -Ь формулага кура rip-/> = co sa  булиб, бун- 

дан эса

ab = |tf||ft|cosfl, b
эканлиги келиб чикдди.

7°. а векторнинг b векторга перпендикуляр булиши 

учун cib — 0 тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

6- § . Векторни учта нокомпланар вектор 
буйича ёйиш

Учта нокомпланар а , b ва с векторнинг йигиндисини 
топиш керак булсин.

Бунинг учун параллелепипед коидасидан фойдаланамиз 
(137- раем). Ихтиёрий Онуцтадан ОА = а, ОВ = Ь, ОС  = с 
векторларни куямиз. Параллелепипедни шундай ясаймизки, 
ОА, ОВ, ОС кесмалар унинг к,ирралари булсин. OS вектор 
(бунда [05] параллелепипеднинг диагонали) — изланган 
йигинди булади.

Хаки к,атан, 0А + О В + ОС = ОА + AD + DS = OS ■
Нокомпланар а , b ва с векторлар берилган булсин. 

Ихтиёрий d  векторни

d  = ха  + yb  + zc (1)

шаклида ифодалаш мумкинми эканини аникдаймиз.
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137- раем 138- раем

О нук,тадан ОА = а, О В = Ь, ОС  = с, 0 D  = d  вектор- 
ларни куям из (138-  раем ). АОВ,  ВОС,  СОА турли 
текисликлардир. D нук,та бу текисликларнинг биттасига хдм 
тегишли булмаган хрлни куриб чизамиз.

D нуктадан АОВ, ВОС, СОА текисликларга мое равишда 
параллел текисликлар утказамиз. Х,осил кдпинган параллеле- 
пипедда OD кесма диагонал булади.

Параллелепипеднинг О учидан чикдан к,ирралари 
учларини Av В{, С, билан белгилаймиз.

Параллелепипед кридасига кура OD = ОА\ + ОВ\ + О С \ . 
Аммо ОА\ ва ОА векторлар коллинеар, шунинг учун 
ОА[ = х ОА . Шунга ухшаш, О В \ = у О В ,  O C \ - z - O C -  
Демак, OD = хОА + уОВ  + zO C  ёки d  = ха  + yb  + zc .

Агар D нук,та А ОВ текисликка тегишли булса, ОА, ОВ, 

OD векторлар компланар, демак, d  = ха  + уЪ . Бу хрлда (1) 
тенгликда г =0 деб фараз килам из.

D нукта ВОС  ёки СОА текисликларга тегишли булган 
доллар шунга ухшаш к,араб чикдлади (укувчининг узига 
\авола этилади).

Нокомпланар а , b ва с векторлар берилган булса, d  
векторни ха + yb  + zc  йигинди шаклида тасвирлаш d век­
торни а , b , с векторлар буйича ёйиш дейилади. Хосил к,и- 
линган ёйилмани ягона эканлигини, яъни d  = ха  + yb  + zc
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ва d  = х {а + y xb + Z\C тенгликлардан x = x ^ y = y x\ z - Z x деган 
хулоса келиб чикиш ини исбот килиш мумкин. Демак, 
куйидаги теорема уринли.

Т е о р е м а .  Фазонинг %ар бир вектори учун берилган учта 
нокомпланар вектор буйича ягона ёйилма мавжуддир.

М  а ш ц л а р

1. ОАВСтетраэдр A B C ёш нинг медианалари М  нукта кеси- 
шади. ОА векторни ОВ , ОС, ОМ  векторлар буйича 
ёйинг.

{Жавоб: ОА = -О В  -О С  + 3ОМ .)
2. ABCD параллелограмм текислигидан ташкдрида О нукта 

олинган. а = ОА, Ъ = О В , с = ОС векторлар буйича ушбу 
векторларни ёйинг: 1) ОМ  , бунда М  = (АС  п  Я /)); 2) 
OD ; 3) ОА' , бунда К нукта AD кесманинг уртаси.

(Жавоб: 1) 0,5а + 0b + 0,5с ;

2) а + (-1)6 + с ; 3) а -  0,5Z> + 0,5с.)
3. /4ЯС£)тетраэдрда АВС'&ттнт ААХ медианасини Р нукта 

\АР\: \РА  ̂= 3 : 7 ниебатда булади. DP векторни DA, DB ,
Z)C векторлар буйича ёйинг.

(Жавоб: DP = ^  DA + ~  DB + ~  DC . Курсатма. Масала

шартидан келиб чикадиган АР = \ Р А Х тенгликнинг
иккала киемига векторларни айириш формулаеини татбик 
Килинг.)

7- §. Векторлар алгебраси элементлари

Векторлар алгебраси элементлари вектор устида арифме­
тик амалларни (кушиш, айириш, купайтириш, булиш) ва 
уларнинг хоссаларини уз ичига олади, бунинг учун векторлар 
фазоси тушунчасини урганиб, кейин унинг хоссаларини 
келтирамиз.
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Агар а векторнинг боши координаталар боши билан 
устма-уст тушган булса, унинг охири фазода бирор М нуцтани 
аникдайди. Ва аксинча, фазодаги \ар  кдндай М нуцтага ОМ  
вектор мос келади.

Демак, бундай векторлар туплами билан уч улчовли 
фазодаги М  (х; у; z) нуцталар орасида узаро бир к,ийматли 
мослик уринли булиб, бу уч улчовли R 3 фазо векторлар 
фазоси \ам дейилади. а вектор узининг координаталари 
(х; у; z) билан аникданади ва а (х; у; z) каби ёзилади.

Векторлар фазосида а (х; у\ z), b (х'; у'; z') векторлар ва 
а  скаляр сон берилган булсин.

Куйидаги с (х + х '; у + у'; z + z')  вектор а ва b век- 
торларнинг йигиндиси дейилади ва а + b каби белгиланади. 
Демак, {я + б} (х + х'; у + у'; z  + z')-

а ва b векторларнинг айирмаси деб, ( х -  х '; у  -  у';

Z -  z ' ) векторга айтилади ва а -  b каби белгиланади. Демак, 
а -  b = (х -  х'; у  -  у'; z -  z ' ) .

а векторнинг а  сонга купайтмаси ушбу (ах; ау; а z) 
вектор билан белгиланади, яъни а  а -  (ах; ау; а z)-

Векторлар устидаги арифметик амаллар учун (векторлар 
алгебраси элементларида) куйидаги хоссалар уринли:

1°. а + Ь = Ь + а (коммутативлик хоссаси).

2°. а + (b + с) = (а + Ь) + с (ассоциативлик хоссаси).

3°. а + 0 = а •
4°. Хар кандай а вектор учун шундай b вектор мавжуд-

ки, а + b -  0 булади. b вектор а векторга тескари вектор 
дейилади.

5°. a  (a + b) = a a  + a b . (а  + (3 )а = а  а + $а (дистрибутив- 
лик хоссаси).

6°. а((3я) = а р я .
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АС ОС ИЙ ФОР МУЛАЛАР

Ихтиёрий учбурчак (а , Ь, с — томонлари, а , 3, у ~  
томонлар каршисидаги бурчаклар, р — ярим периметр, R — 
танщи чизилган айлана радиуси, г — ички чизилган айлана 
радиуси, S — юз, ha ~  а томонига туширилган баландлик):

S = ^а ■ ha \ S  = ■ с • sin а ; р -  а+ь+с ;

5  = у[р(р -  а) ( р -  Ь)(р -  с); r = R = ^jf .

TyFpu бурчакли учбурчак (а , b -  катетлари; с — гипотенуза; 
ас, Ьс — катетларнинг гипотенузадаги проекциялари):

S = ^ab\ S  = ^chc \ г = fl = | ;

а 2 + Ь2 = с2 (Пифагор теоремаеи);

а с _ . «£. _ а_. _ Ь_
Ис ~  Ьс ’ а ~  с ’ Ь ~  с '  

а — с sin сх = с cos Р = fog a  = ftctgP.

Тенг томонли учбурчак:

a = Р = Y = 60”; 5 = г = ^ ;  Я = ^ 3 .

Ихтиёрий туртбурчак (d} ва d2 — диагоналлари; ф — улар 
орасидаги бурчак; S -  юз):

S  = ^d 2d { sin<p .

Параллелограмм ( а в а Ь — томонлари; ф — улар орасидаги 
бурчак; ha — а томонига туширилган баландлик):

S  = aha = ab sin ф = j  d xd 2 sin ф .

Квадрат (d  — диагональ):

S  = а2 =
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S  = aha = a 2 sin(p = ^d{d 2 .

TyFpu туртбурчак:

S = ab = j d {d2 • sincp .

Трапеция (а ва b — асослари; h — асослари орасидаги 
масофа; / -  урта чизиги):

/ = 2±*; 5 - а ± 4 - А  = / . А .

Ички чизилган купбурчак (р — ярим периметр; г — ташк,и 
чизилган айлана радиуси):

S  = р г .

Мунтазам купбурчак (ап — п бурчакли мунтазам купбур- 
чакнинг томони; R -  ташк,и чизилган айлана радиуси; г — 
ички чизилган айлана):

аъ -  R J3; а4 = R J2; а6 = R ;

с _ па»г -  2 .

Айлана (г — радиус; С — айлана узунлиги; 5  — дойра 
юзи):

С = 2nr\ S  = пг 2 .

Сектор (I — ёй узунлиги; п° — марказий бурчакнинг 
градус улчови; а  — марказий бурчакнинг радиан улчови):

1 = ш £- = го.\ S = =
180° 360° 2

Ихтиёрий призма (I — ён кирраси; р — асосининг 
периметри; S — асосининг юзи; Н — баландлик; р кес — 
перпендикуляр кесимнинг периметри; £ён — ён сиртининг 
юзи; V — \ажм):

^ён= А сес^; V = S H .

Ромб:
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^ён — Р ' I •

Тугри бурчакли параллелепипед (а, b ва с — унинг 
улчамлари; d — диагонали):

5 ён = р • Н \ V = abc\ d 2 = а 1 + Ь2 + с2.

Куб (а — к;ирраси):
V = я 3; d -  a-J3.

Ихтиёрий пирамида ( 5 — асосининг юзи; Н — баландлик; 
К— \ажм):

V = \ S H .

Мунтазам пирамида (р — асосининг периметри; / — 
апофемаси; 5ён — ён сиртининг юзи):

=}/>/; к  =

Ихтиёрий кесик пирамида (5, ва S2 — асосларининг юзи; 
h — баландлик; V — \ажм):

V = + S 2 + / З Д ) .

Мунтазам кесик пирамида (/?, ва р2 — асосларининг 
периметри; / — апофемаси; SiH — ён сиртининг юзи):

^ён = \ ( Р \  + Pl ) l -

Цилиндр (R -  асосининг радиуси; Н — баландлик; Scu -  
ён сиртининг юзи; V — \ажм):

Si H= 2 n R H\  V = tzR2H .

Конус (R — асосининг радиуси; Н — баландлик; / — 
ясовчи; 5ён -  ён сиртининг юзи; V — \ажм):

5 ён = я/?/; V = ^ tcR2H .

Тугри призма:
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Шар, сфера ( R -  шар радиуси; S  -  сферик сиртнинг 
юзи; V — \ажм):

5  = 4л/?2; V = ± n R \

Шар сегменты (R — шар радиуси; h — сегментнинг 
баландлиги; S — сегментнинг сферик к,исми юзи; V— хджм):

S = 2nRh\ V = nR2[ R - \ h ) .

Шар секторы (R  — шар радиуси; h — сегментнинг 
баландлиги; V — х,ажм):

V = \ n R 2h.

Бурчакларнынг радыан ва градус улчовлары орасыдагы 
богланыш.

1 радиан = Ш1 = 57°17'45".
71

Г = - 2 -  ~ 0,01745 рад .
180°

а 0 : 180° = а  : п, бундан а = .
180°

Тугры бурчакли учбурчакнынг элементлары орасыдагы 
боЕланышлар

а  + р = 90°; я = с sin а  ; а = ccosp = M ga ;

b = c cos a ;  b = csin(3 = atgp ; c2 = a 1 + b 2 .

Турры бурчакли учбурчакларны ечыш формулситры

Б е р и л г а н : с, а. Бу \олда

(3 = 90° -  а ; а = с sin а ; (3 = с cos а.

Б е р и л г а н : а, а. Бу \олда

(3 = 90° -  a ; b = ac tg a ; с = -А —.^  ’ 0 5  sin а
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Б е р и л г а н : я, Ь. Бу хдпда

tgа  = £; (3 = 90° -  а , с = — . 
о г sin а

Б е р и л г а н :  а, с. Бу хдлда

sin a  = ^ ; р = 90° -  a , b = J c 2 -  а 2.

Ихтиёрий учбурчакнинг элементларини х,исоблаш форму- 
лалари (а , Ь, с — учбурчакнинг томонлари, a , р, у — учбур­
чакнинг бурчаклари, р — ярим периметр, R — ташкой чизилган 
айлана радиуси, г — ички чизилган айлана радиуси, S — 
юзи, И — баландлик):

1. Проекциялар теоремаси:
а = b cos у + с cos Р , 

b = с cos а + a cos у ,

с = a cos Р + b cos a .
2. Синуслар теоремаси:

а _  b _  с _  2 f t  
sin a  sin Р sin у

3. Косинуслар теоремаси:

а 2 = Ь2 + с2 -  26с cos a  , 

b2 = а 2 + с2 -  2tfccosP, 

с2 = а 2 + b2 -  2tf/>cosy .

Учбурчакнинг юзи:
2

с  1 t * r  a sin В sin у ^  = 4flftsiny S = — ;2 ' 2 sin a  ’

S  =  —  s in P • a ,  P ,  Y
2 sin a  sin у ’ p  2 ё  2 ё  2 ‘

Ички ва ташк;и чизилган доираларнинг радиуслари:



_ S  l ( p - a ) ( p - b ) ( p - c )  .
p V p ’

• P • Y asmfsini
r = (p  -  a )tg ^  = ----- -̂---2.

Z C O S j

В е к т о р л а р  ва к о о р д и н а т а л а р

Нолмас векторларнинг коллинеарлик аломати:

Ъ = ка, к * 0 .

Унта векторнинг компланарлик аломати:

с = ха  + yb  . 
Векторларнинг йигиндиси ва айирмаси:

a ± b  = (xx ± х2\ у х ± у 2\ Z\ ±  Z2) .

Векторнинг сонга купайтмаси:

ka = (кх\ ку; k z ) .

Векторларнинг скаляр купайтмаси:

a b = х хх2 + у ху 2 + ZiZ2.

Вектор узунлиги:

И  = / „ 2  . ..2 , .2'X + у  + z .

А ва В нуцталар орасидаги масофа:

\Щ  = 2 -  *i )2 + (у 2 -  у { )2 + (z2 -  zx )2

Текислик тенгламаси:

а(х  -  х 0) + Ь(у -  у0) + c(z -  z0) = 0 .
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