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So‘z boshi

"Natemnatik fizike netodlari™ korsi matematikaning  fizikadag)
hegiyos effektivligiga vaqqol misoldir. U fizik jarayonlarui va
qoumunivatlarni matematik yo'l bilan talgin qilish nagadar nonumli
ckanligini ko‘rsataqi.  Kurs davomida Lalabalar fizika sohasidagl
masalalarni matematik korekt formada qo'yish, boshlang’ich va
chegaraviy shartlarni talgin qilish va. yechishni o‘rganadi. Matemn-
atik fizika tenglamalari sohasidagi tan olingan metodlarning deyarh
hammasi mazkur darslikda keltirilgan.  Nazarly materiallarga
wlarni tushuntiradigan devarli girqta misollar keltirilgan. Yuzdan
ortiq mashqglar o'zlarining yechimlad bilan berilgan.  Bu misol
va mashqlardan ko'rinib turibdiki,  matematik fizika lanining
tushunchalar va metodlari to'lgin, massa hamda issiglik targahishi
jarayonlarini  to'hq ravishda gamrab olgan, matematik  lizika
metodlarl yordamida bin sohalarda yechib bo'hmaydigan masala
VO'(J.

Ushbu kitoh  mualliflarning  O‘zbekiston  Milliv - universitot
fizika fakultetidagl ko'p yillik wsh  tajribast asosida yozlgan.
Matemaiik fizikae metodian sohasida ajovib matematik natijalar
va yutugla: juda ko'p, anmo fizik-talabalarga o'tiladigan kursda
amaliyotga yagin bo‘lgan masalalarni yechish metodlari va ularga
uisollar birinchn o'rinda turishi keeak,  Mualliflar Ozbekiston
universibetlarinng  fuike, lakultetlarn  bakalavr-talabalart uchun
ushbu kitobning foydasi tegadi degan umiddadir.

Muallaflar



I BOB. MAXSUS FUNKSIYALAR

§1. Silindrik funksiyalar (Bessel funksiyalari)

Quvidagi kovinishdagi tenglama
2" (z) + 29/ (2) + (&* ~ v )u(r) = 0 (1)

sulindrik (yoki Bessel) tenglamasi deyiladi. Keyin ko’ramizki, ushbu tipdagi
tenglamalar matematik fizika tenglamalarini silindrik sistemada ochganimizda
paydo bo’ladi. Tenglamaning yechimini

na

¥(z) = 2* 3 cag® = #cu | evr 4 e? F oy 4 -

noi
ko'rinishda qidiramiz.Tenglamaning yechiming bunday ko’rinishda qidirish
Frobenius' metodi deyiludi Hostlalarni topavlik:

y = Zf'u(ﬂ )" = segrt T (54 Deyzt 4 (s 4 egr™ 4 -
n=A)
Y=Y ca(nts)(ndts— 1) =
1=l

=s(s - Depe™ 24 s(s 1 Deyat Uy (s +2)(s + Desz™ 4 -

Oxirgi uchta tengliklnmi (1) ga olib borib qo’yamiz va z-ning har bir darajasi
oldidagi koellisientlarni yig'ih nolga tenglashtiramiz. Umumiy ko'rinishda

Z [r:,,(n +8)n+s— V2" fea(nt 8)z" 4 (@ - ez =0 ()

==l

Bu cheksiz qatorning birinehi bir necha hadlarini ochib yozib olaylik:

cos(s — 1)x* +eys(s + )" 4 oo 4 epsz® + oy(s + Dt 4 -

1 (2% = ) (eaa” + 1zt 4 ) = ().

"Fesdinand Coorg Frobenius (1840-1917) - s mobemnnt i



ronmg darnjust enp past bo'lgan had o*) uning, oldidagi koothsientlnrui

vip iz
cols? = v*) = 0. (3)

Y monomning oldidagi koefiisientlarni yig aylik:
eil(s + 12— v = 0. (1)

Uity ko' ninishda (2)-ning vechimi quyidagicha:

1
i Py R “’”
(3)-dan quvidagi xulosaga kelamiz:
g =0 yoki &= dv (6)

(1) dan esa
¢ =0 yoki s=-4v -1
Bizning magsadinizga
g=v va o =0 (7)

deb gabul gilish mos keladi. Ko'rilayotgan differensial tenglama, - ikkinchi
tartibli, s = v hol ikkinchi yechimmni berishi kerak, ammo bunday
tanlangan ikkinchi yechim v = e butun son bo‘lgan hollarda mustagil yechim
bo'lmaydi (buni keyin (11)-formuladan ko‘ramiz).  Shuning uchim ikkinchi
vechimnt boshgacha yo'l bilan keyin ta'rillaymiz. Demak, (5)-formula guyidag
ko'rinishni oladi:

Cp = — T +] 2‘;;; Cn 2 (8)
Bu formulaning nomi - rekurrent munosabat, uni (7)-formula bilan
solishtirsak fagat ¢g, ¢, e4, ¢, ... largina noldan farqgli ekanligini ko’ramiz, va
7 = ey = ¢y = --- = () bo'ladi. Ya'ni, fagatgina juft indeksli ¢, lar noldan

fargli. Shu sababdan qulayhk uchun
n=2%kk=01,23,...
deb olamiz. Bu bizni

(9)



formulaga olib keladi. Ushbu rekurrent munosabatni yechish giyin emas.

Y S S WY D -
T Tk 2k ) EV TV Rk ) 2Rt o)kt 1)

v!
.= ( 1}k29kk|(k )}|

Demak, quyidagi yechimni topdik:

i

. 2N
ylr) =y Z{ 2‘“1‘:'{.{ U)!-.E :

n -0

(1)-tenglana. chizigli bo'lgani nehun ¢y koefhsientni tanlab olish o'zimiznng

qo’limizda. Odatda uni
1

27!
ko'rinishda tanlab olish qabul gilingan. Hosil bo'lgan funksiva silindrik, voki
Bessel funksiyasi ? deyiladi va quyidagicha belgilanadi

C{':

e o s
J,,(.r): fc_u_ﬁu_)l( ) (10)

1.1-mashgq.
Jlr{ 1‘): ( 1) Jiz)

ckanligiga ishonch hosil qiling.
1.2-mashqg. Agar v~ n butun son bo'lea

dula) (1)) (1) (11}

ckanligini ko'rsating.
Bessel tenglamasi ikkinehi tartibli tenglama, demnk, uning ikkita chizigh
mustaqil yechimi mavjud ho'lishi kerak. lkkinehi yechimni (G) po qaraby s =
v ga mos keladigan qilib tanlab olishimiz mumkin deb o'ylushimiz imamkin,
armmo (11)-dan ko'rinib turibdiki, v = n butun son bo’lgan holda bu vechimlar
mustagil bo'lmaydi. Shu sababdan ikkinehi yechim boshgneharog ko rimshda
olinadi. Uning ta'rifi:

coswrw - J(x) — J . (x)
sin vmw

Ny(z) = (12)

“Silindrik tenglama va silindeik funksivalar shveytsar matemntigl Daniel Besnoulli (1700 17821
tomonidan oehilgin, ammo nemis mwatematigi va astronom? Friedrich Wilhelm Bessel (1788 1816) ba
teagglnmning yeehimbain birinehi bo'lib Flassifilatgiya qilib chiggon
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Bonday tandab olingan funksiyalar Newmann? funksgalars devilnd iso'tonl)
turihdiki, # — # holda bu munosabatning surati v maxrap nolpgn teng, w
'lopital ¥ goidasi bo'yicha ochish kernk.
1.8-mashqg » — 2 butun son bo'lgan holda
{JJ ( JJ ,,I:J'J

Vrl‘.-r] o~ SRt { "
s

ckanliging ko'rsating
Chizigli tenglama yeclimlarining ixtiyoriy chizigh kombinatsiyasi yana shu
tenglamaning yechini bo'ladi. Masalan,
H{Nz) = J,(2) +iN(z), HP(z)= J.(z)—iN,(x) (13)

funksiyalar (ularning nomi - birinchi va ikkinchi tur Hankel ® funksiyalari)
hiun Bessel tenglamasi (1)-ning yechimlaridir. Bundan keyin Bessel funksiyalari
nchnn keltirib chigariladigan reknrrent munosabatlar mana shu to’rta funksiya
uchun o'rinlidir.

§1.1. Bessel funksiyalari uchun hosil giluvchi funksiyasi

Quyidagi munosabatni isbot gilaylik:
gla,t) = 3D = }‘ ()" (14)

Bu tenglikning chap tomonidagi g(x, 1) flll]|\‘1ly:l Bessel funleivalarinmg hosil
gihuvehi funksiyasi deyiladi, gator esa shu funksivaning Laurent qatoridir. Isbot
Giyin emas:

L= SHE | L 5]
- —I{sh-.,“..f-__zl ) g~ 1 xnk
Q{Ief-)—l” =gd.e il = “(2 E i o =

=0 k=0

- S GG e

Lk
Quyidagi alhnashtirish kiritaylik: { — & = n, unda { = n + k& bo'ladi va n soni
~ dan oc gacha o'zgaradi:

b 4]

£( 2k+n " "
gla,1) =i D L Zk*(k+u}l( ) £ 3 )

T i !

Kar! Gottfricd Neuraam (iﬁ:‘-‘i- Iﬂ‘z-')j < s mntermatig
TGuillpnmie Fyansois Amtoine de PHaopital (1661-1704) - fransuz msbematig, ms Gilida - JToweraom,.
THermumnn Hankel (1839-1873) - nemis matematip
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§1.2. Bessel funksiyalari nchun reknrrent munosabatlar

Hosil  qgiluvehi  funksivadan  foydalanib  rekurrent munosabatlarni  keltirib
chiqaraylik. Buning uchun (14)-tenglikdan bir marta ¢ bo'yicha, bir marta
# bo'yicha hosila olamiz. ¢ bo’vicha hosila olaylik:

et =2 (1 B) b= Y e

ft=—o0

Bu tenglikning chap tomonini ochib yozaylik:

[s %]

* Z J (:r)t"—r—— Z Iu()™ 2= N (o

l'] =] 1 oac

Tenglikning chap va o’ng tomonlaridagi " darajalari oldidagi hadlar bir-biriga
teng bo’lishi kerak:

T xr

.""n t r Ju 2 - (” | I)J'FIIJ'

2
yoki,
2n

ﬂ I{ ) + ’n I( } T }!I(T) (15)
Demak, bizga (n — 1) indeksli va (n)—indeksli Bessel funksiyalari berilgan
bo'lsa biz (n + 1) - indeksl Bessel funksiyasini ular orqali ifodalab olishimiz
mumkin ekan,  Bunday munosabatlar rekurrent munosabatlar dey:ladi.
Hosilalarni o’z ichiga olgan rekurrent munosabatlar ham bor. Buning uchun
hosil giluvehi funksiyadan o bo'yicha hosila olamiz:

i) | | 1 -
. . - = I5[!! i) - n
gt =3 (’ r.)' > )t

~

Yana (14)-ta'rifoi ishlataumz, ya'ni, olingan tenglikning chap tomonini u
vordamida ochamiz:

~ o

1 '«-;\ Aanil I\ nol T
E“Lm.;,,(,l .:'f ' 2 L Jrr{-?:)'f' = L J"{.'J-)l' '

n x ne- 0o

Chap va o'ng tomonlardagi ¢ ning bir xil tartibli darajalarini solishtirsak,
Jo ()~ S (2) = 2J)(x) (16)

ko'rinishga ega bo'lgan rekurrent munosabatga kelamiz,



1. l-misol
) = 5 (1) = h(@) = 5(=hlr) = h(e) = o).

(1) v (16)-larni keltirib chigarishda biz fagat butun indeksli  Bessel
funksiyalari Jf, lardan foydalandik, ammo ular

P | —

e ixtiyoriy butun bo’lmagan v indeksli silindrik funksiyalar uchun o'rinlidir,

o hamuma silindrik funksiyalar uchun - J,, N, H,El‘z) - o'rmlidir.

Rekurrent immosabatlarning yana bir qulay formasi bor. Ularni olish uchun
[10)- va (16)-larni bir marta qo’shamiz va bir marta ayiramiz. Natijada
n n
Jﬂ | = J; + j;Jﬂ va Jn+1 - ;Jﬂ - J:‘
ko'rinishdagi munosabatlarni olamiz. Ularning birinchisini £ ga va ikkinchisini
" ga ko'paytirsak quyidagi tez uchrab turadigan munosabatlarga kelamiz:

d|, : d
&;|x I(@)| =2 i(0) v = e (@) = —= (@) (1)
Bu munosabatlarni eslab qgolish yanada oson bo’lgan ko'rinishga keltirib
olishimiz giyin emas:

d d

RAC
@) =2 My @) v e (z)

.,-ﬂ

Juin(@)

_.rﬂll

18
Ir!;r (18)

1.d-mashq. Quyidagilarni ishot giling:

() [2

§1.3. Bessel funksiyasi uchun integral tasavvur

= (1) V+m(:r]‘ (20)

gitm

s ¥]
D = 3 ()
= .
formula chap tomondagi funksivaning Laurent qatoridir. Kompleks

o'zgaruvchilar nazariyasidan ma’lumki, qator koeffisienti (bizning holda bu J,,)
uchun quyidagi formulaga egamiz:

1 eilz %,d .
Inl2) = 5 P i 42 (21)
J

9



n butun son bo’lganda C kontur koordinat boshini o'z ichiga olgan yopiq
konturdir, masalan, birlik radiusli aylana.

§1.4. Yarim butun indeksli Bessel funksiyalari
(10)-qatorda v = 1/2 deb olaylik:

hi1/2
Siple Z m(r. + 1/2)* ( ) :
Legendrening ikkilash iormu]abl deylla,dlgan

k! (k+ %). = /r2 * 2k 4+ 1)! (22)

formuladan foydalansak (|9], 19-bet) yuqoridagi qator quyidagi ko'rinishga

keladi: k 2kel o
: Z{ D i by X
dde \/;ra' @k+nr - Va0

Xuddi shunday yo'l bilan v = — 1/2 holni ham soddalashtirishimiz mumkin:
2k 120 212

% 12 (X 7 2
Tl ZU(k 1/:)'( ) B l’k_‘z'—-’kﬁ(_z"k)_! B

k=00 k=0
2 ~ k .Tzk 2
= 1;‘a§(—1) @R - 1/; COS .

Ana endi (20)-rekurrent munosabatni ishlataylik. Undan kelib chigadiki,

o (_:) ',;,,z(.r)J H

rdx NG

_ (_.[)m ? £ 1/2 (_ij_)m (EE) ‘
(l awdz T

Xuddi shu yo'sinda (19)-ni ishlatsuk quyidagini olamiz:
Y J juyldag

2 d \™ scos
o (6 Yo ) at1/2 (2 3
J m ‘;_(‘r) \/; -3 (JT(II) ( T )

Yarim butun indeksli Bessel funksiyalari Helmholtz tenglamasini  sferik
sistemada yechganda ham paydo bo‘ladi (6-bobning ohiridagi shar uchun
issiglik targalishi masalasining yechilishida paydo bo'lgan (75)-tenglamaning
analiziga qarang),

10



§1.5.  Mavhum argamentli Bessel funksiyalari
Apnr (1)-silindrik tenglamada © — iz almashtirish bajarsak,
22y + zy — (2 By =0 (23)

tenglamani olamiz. Albatta, J,(:2) funksiya bu tenglamaning yechimi, nimmo
b holdagi yechim nchun quyidagi belgilash gabul qilingan:

I,(z) =1 "J,(iz).

Keltirib chigarish qiyin emaski,

00 Y . 2k v ozl kb

[kkinchi yechim odatda

; ml () — 1,(x)
K,(z) = g—rm———er———=
() 2 sin v

ko’rinishda tanlab olinadi. Bu funksiyaning nomi Macdonald funksiyasi (ba’zi-
bir kitoblarda - Kelvin funksiyasi). Xususiy hollar:

Iy)a(r) = \/%Hl‘TT [ ypa(x) J%t:l::r..

2
T

£

I(]f‘_;(.’l.') = K ”g(:ﬂ) — ¢

§1.6. Bessel funksiyalarining nollari. Ortogonallik munosabatlari
(1)-tenglamada 2 = kr almashtirish bajaraylik:

2 d®J.(kr) _ dJ,(kr)
dr dr

; (r i)'y(kr)) + (k“r - ";—2) Ju(kr) =0 (24)

ko’rinishga keltirib olaylik. Shu tenglamani bir gal ky parametr bilan, bir gal ky
parametr bilan yozib olib, &y 1i tenglamani J,,(kar) ga, ko li tenglamani J, (k;r)
pa ko’paytiramiz va birini ikkinchisidan ayiramiz. Natijada

Julkor) (r ' (kyr)) — Ju(kir) (P (kor)) = (k3 — kD) du(kyr) Ju(kar)

+ (k*r? — v*)J,(kr) = 0.

3u tenglamani

11



formulani olamniz (har bir shtrih - 7 bo’yicha hosila). Tenglamaning chap
tomonini bizning magsadimiz uchun qulayroq ko'rinishga keltiraylik:

Ty (kar) (r L (kar)) — Ju(kur) (r ) (kr)) =

:%[ (J (kg?): klr) Ju( k|i‘“)—1(k2’))]

Demak,

: 1

1 1
/Jy(kjf')Jy(kgf')f'df‘—“ i;j_:Tf (?'Jy{kz?‘)i.}u(kﬂ') rJ (kl.f dr ,,(’Lz!‘)) "

(25)
Faraz qilaylik, ki va kg sonlar quyidagi tenglamaning yechimlaridan bo’lsin:

ady(k) + BEJ, (k) =0, a+8>0, a>0, 8>0. (26)

Unda (25)-ning o'ng tomoni k; # ks holda nolga teng bo'ladi va biz olamiz:
1
/ Tkir)d(kor)rdr =0, Ky # hy. (27)
0

ki = ky holni quyidagicha ko’ramiz. (25)-ning o’ng tomonida ky = k; + o6
deymiz va § — 0 limitga o'tamiz:

l

ﬂr ‘ ki )'p{:k] + d)J Ul ) U\-'l + d)-}u(kl)-f:-“"l + '“

a

» é JL(kl)l (I (ki) J, (k1) + kyJu(ki) ) (ky

Besscl tenglamasidan
sz" k]) + kyJ (kl) = (D‘ ~ k? Jl’ (k])
kelib chiqadi, shuni ishlatib

1 2 2
[ [ .I,,(kr)] rdr = %[.I:,{k) +

1]

92

% ( I~ :—j) [.I‘,(k}J (28)
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minosabatga kelnmiz. (27)- va (28)-formulalar Bessel funksiyalarinmg, o'zuro
orfoponalligini va normasini ko'rsatadi.

(26)-ga gaytib kelaylik. Agar 8 = 0 bo’lsa k soni J,(k) = 0 tenplunnning,
vechimi, ya'ni, Bessel funksiyasining noli bo’ladi. Bessel funksiyalarining nollari
masalasi adabiyotda keng muhokama qilinadigan masaladir. Ma'Tuinki, J,(0) -
I bo'liudi va Jy(k) ning birinchi noli k; = 2.4844 ga teng, qolgan nollari shu
songa taxminan na, n = 1,2,3,.. larni qo'shib olinadi. J,(k), n > 1 holda
Bessel funksiyalar koordinat boshida nolga teng bo'ladi J,(0) = 0, ularning
hoshga nollarini matematik ladvallardan topish mumkin.

§1.7. Helmholtz tenglamasi silindrik sistemada
Quyidagi Helmholtz" tenglarnasi deb ataladigan tenglamani
Af+Kf=0
silindrik sistemada ochanuz:
af >’ f 3r’f 2
- Q.
rdr (rrir)_} r r)‘(,o (l'z s P RS =

Ushbu tipdagi tenglama matematik fizikaning ko'pgina gismlarida uchraydi -
clektromagnit nurlanish masalalarida, issiglik targalishi masalalarida va h k.
Masalada silindrik simmetriya bor deb faraz gilamiz, boshgacha so’z bilan
aytganda, z ga bog'liglik yo'q deymiz: f = [(r, ). Yechimni

[(r,¢) = R(r)®(p)

ko'rinishda qidiraylhik:

b i/ dR R I, 2
25 (492) 22890 -

Bu tenglamaning quyidagi ko'rinishga kelishini tekshirib ko'rish qiyin emas:

r dRR(r) 2 1 d*d(p)
n(r'dw (’" dr )”” TRy det

Tenglamaning o’ng tomonida vangi konstanta A paydo bo’ldi.  Uning kelib
chigishining sababi quyidagicha. ‘Tenglamaning chap tomoni fagat » ning
funksivasi, o'ng tomoni esa fagat ¢ ning. Demak, r ni o'zgartirsak, tenglikning
o'mg tomoni o'zgarmaydi, bu degani. chap tomoni ham. Xuddi shunday,

SHeruman Lnﬁw_iu Ferdinand von Helmhaltx (1821-1894)- newis fizigl. Roschosi - Veasmronsn
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@ nl o'zgartirsak tenglikning chap tomoni o’zgarmaydi, demak, o’ng tomoni
ham. Xulosa - tenglikning ikkala tomoni ham o'zgarmas son, shu sonni A deb
belgiladik. Bu son musbat bo’lishi kerak, buni tezda tushunamiz. Natijada biz
ikkita tenglamaga egamiz:

i dIt(r ;
i () + e - Ry =0,

()
dy?

Ikkinchi tenglamaning vechimi:

L AD(p) = 0.

D) = ¢ cos( \/ti} + ¢o sinf VIX\;:).
@ va @ -+ 27 burchaklar bir nugtaga mos kelgani uchun yechinmdan

B(p) D+ )

bo'lishini talab gilishimiz kerak. Bu degani, VA = i, m = 0. 1. 2. ho'lishi
kerak. Shuni hisobga olsak, K uchun tenglamamiz quyidagi ko'rinishn oladi:

PR 4 e () + (B2 - ) R(r) = 0. (29)
Agarda kr = 1 va y = R deb belgilasak, tenglamamiz
2’y (x) + 2y (z) + (2° - m*)y(x) =0 (30)

ko'rinishga keladi.  Bu esa Bessel tenglamasi (1)-ning o'zidir, faqatgina
yerda ixtiyority bo’lgan son v ning o'rniga butun son m turibdi.  Agar
Helmboltz tenglamasini sferik sistemada yechsak, yarim butun indeksli Bessel
funksiyalariga kelamiz - (75)-tenglamaga qarang,.

1.5-mashq. (14)-formulada t = ' alinashtirish bajarib

]

gresing E Jula)e! nd

o0

formulani oling,
1.-mashq. Yuqoridagi formuladan quyidagilarni keltirih chigacing:

cos(:zsin ) ZJn(r}m.nﬁ(nﬂ}; (31)
sin(z sin 0) z.,‘,,(.’r)sin(n(?). (32)
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